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Resumo

O plasma de quarks e glions é um assunto que vem sendo muito estudado nos
ultimos anos, devido ao advento dos colisores de particulas modernos e os avancos nas
pesquisas relacionadas a estrelas compactas. Assim, nesta tese tivemos como obje-
tivo principal o estudo deste plasma. Para isto, aprimoramos uma equacao de estado
desenvolvida pelo nosso grupo, na qual foi adicionada a interacao com um campo
magnético constante. De posse desta nova equacao de estado, que é formulada a
partir da técnica de aproximacao de campo médio, fizemos diversas aplicagoes. Em
particular, no estudo de propagacao de ondas lineares e nao lineares, com o objetivo
de verificar se a causalidade e estabilidade sao respeitadas. Resolvemos a equagao
de Tolman-Oppenheimer-Volkoff para obter o diagrama massa-raio para uma estrela
de quarks compacta. Estudamos como é a evolucao temporal do Universo primordial
resolvendo as equagoes de Friedmann e a evolugao temporal de bolhas do plasma de
quarks e glions no gés de hadrons (e também de bolhas de gds de haddrons no plasma

de quarks e glions) utilizando a equagao de Rayleigh-Plesset relativistica.

Palavras-chave: plasma de quarks e glions, equagao de estado, campo magnético.



Abstract

The quark gluon plama is a subject that has been actively studied in recent years,
due to the advent of modern particle colliders and advances in research related to
compact stars. Thus, in this thesis we had as main goal the study of this plasma. For
this, we improved an equation of state developed by our group, where an interaction
with a constant magnetic field was added. With this new equation of state, which is
formulated from the mean field approximation technique, we made several applicati-
ons. As in the study of propagation of linear and non-linear waves, with the goal of
verifying whether the causality and stability are respected. We solved the Tolman-
Oppenheimer-Volkoff equation to obtain the mass-radius diagram for a compact quark
star. We study how the temporal evolution of the primordial Universe by solving Fri-
edmann’s equations and the temporal evolution of bubbles of quark gluon plasma in
a hadrons gas (and also of bubbles of hadrons gas in a quark gluon plasma) using the

relativistic Rayleigh-Plesset equation.

Keywords: quark gluon plasma, equation of state, magnetic field.
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Capitulo 1

Introducao

Existem quatro forcas fundamentais que regem a natureza: gravitacional, eletro-
magnética, fraca e forte. Dentre elas destacamos a forte que atua entre os quarks
e glions (mediadores da interagao). Uma caracteristica muito especial dos glions é
que eles possuem carga de cor. Como esta é a carga fundamental da interacao forte,
existem assim interagoes quark-quark, quark-glion e também glion-glion. Todas
elas sao descritas pela teoria Cromodinamica Quantica (Quantum Chromodynamics -

QCD) [1-7].

1.1 Cromodinamica Quantica

A QCD é uma teoria de campos nao abeliana invariante por transformagoes locais
de gauge SU(3). Trabalhamos com trés cores e as respectivas anticores (N, = 3). Os
quarks, os férmions da teoria, possuem spin 1/2, enquanto os glions, os bdsons da
teoria, possuem spin 1.

Uma particularidade da teoria é o fato de que sua constante de acoplamento tende
a zero (g — 0) em interagbes a curtas distancias, ou equivalentemente, altas energias.

Assim é possivel utilizar métodos perturbativos para o cdlculo das grandezas dese-
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jadas por meio da QCD perturbativa (perturbative QCD - pQCD). Entretanto, em
interacoes a longas distancias ou baixas energias a constante de acoplamento aumenta
significantemente, e entao os processos se tornam altamente nao perturbativos. Esta
propriedade marcante da teoria é a chamada liberdade assintética [5-7].

A QCD também possui outra caracteristica importante chamada de confinamento
[8]. Estados observaveis devem ser singletos de cor e como quarks e glions isolados
nao podem ser descritos como singletos de cor, nao é possivel que sejam observados
livres na natureza. Os quarks e glions estao permanentemente confinados no interior
dos hadrons.

A lagrangeana da QCD é parecida com a da Eletrodinamica Quantica (Quantum

Electrodynamics - QED) [9-13]:

L= —iFgVFWww(w—m)@b (1.1)

onde 9 representa o campo dos quarks e é definido como:

(o
V=1 1 (1.2)
Vg

onde r (red), b (blue) e g (green) sao indices de cor.

O termo I é dado por:
D=, D" =, (0" —igG") =, (0" —igGht,) (1.3)

com o campo dos glions sendo representado por G¥, a = 1,2, ..., 8. t, sao os geradores
do grupo SU(3) (matrizes hermiteanas, de trago nulo e dimensao 3 x 3). A letra g¢

representa a constante de acoplamento.
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O tensor do campo dos glions F* é:
Fov — GhGar — v ok + gfachqucu (14)

onde f% sdo as constantes de estrutura do grupo SU(3) anti-simétricas pela troca de
dois indices (ver Apéndice A).
A lagrangeana definida em (1.1) possui invariancia sob as seguintes transformagoes
de gauge:
() = ' (x) = U(z)i(x) (1.5)

U(x) = ¢/(2) = P(@)U () (1.6)

?

Gu(r) = G(2) = U(2)Gy(2)U ™ (2) 5 U U~ (x) (1.7)

com U(z) = (@) e 9(z) é um conjunto de funcdes reais e dependentes da posigao
e do tempo.

Apesar de a teoria ter sido testada diversas vezes como a teoria fundamental das
interagoes fortes, nem todas as situagoes sao bem entendidas. A hipdtese de confina-
mento, ainda precisa ser provada matematicamente. Sistemas com densidades muito
altas e baixas temperaturas (interior de estrelas compactas) e o nivel de energia mais
baixa da teoria (o vacuo da QCD) nao sao completamente entendidos.

Na Figura 1.1 mostramos o diagrama de fase da QCD.

1.2 Plasma de Quarks e Glions

O estado da matéria denominado de plasma de quarks e glions (Quark Gluon

Plasma - QGP)! é um gés de quarks e glions desconfinados e podemos utilizar uma

'A denominacao de plasma para o QGP, é usada porque a carga de cor que os quarks e glions
possuem (q.) é reduzida exponencialmente com a distancia (r) dividida pelo comprimento de Debye
(@): qc — qee~"/. Este fenémeno é chamado de “screening” ou blindagem de cor. Um fenémeno
semelhando ocorre em plasmas eletromagnéticos.
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Figura 1.1: Diagrama de fase da QCD [14].

equacao de estado (equation of state - EOS) para descrever suas propriedades ma-
croscopicas tais como a pressao, densidade de energia, temperatura e entropia. A
existéncia do QGP foi proposta inicialmente no final da década de 70 [15]. Ele
era entao considerado um fluido fracamente interagente, ideia que foi refutada mais
tarde, quando se descobriu que o QGP ¢é um fluido quase perfeito e fortemente inte-
ragente [16]. O QGP tem sido estudado especialmente em colisdes de niicleos pesados
relativisticos. Neste trabalho nés discutimos também os efeitos do QGP em estrelas

compactas e em cosmologia na fase primordial do Universo.

Colisoes de nitcleos pesados

A producao do QGP em colisoes de ions pesados foi confirmada no Relativistic
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Heavy Ion Collider (RHIC) localizado no Brookhaven National Laboratory [17-21]
que utiliza nucleos de ouro com energia da ordem de 200 GeV por par de nucleons no
sistema do centro de massa. O QGP foi também estudado no Large Hadron Collider
(LHC) localizado no CERN (Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire) [22] que
utiliza nucleos de chumbo com energia da ordem de 2.76 T'eV por par de nucleons no
sistema do centro de massa.

Na Figura 1.2 mostramos uma colisao central de nicleos pesados. Inicialmente
temos a representagao pictérica dos dois niicleos (1.2a) que por possuirem velocidades
relativisticas (préximas a velocidade da luz) aparecem contraidos, com formato pare-
cido ao de uma “panqueca”, vista no referencial do centro de massa da colisao. Em
seguida ocorre a colisdo (1.2b), onde os nucleos se superpoem, para entao formarem
um estado extremamente denso e quente, o QGP propriamente dito, (1.2¢), que em
~ 10—15 fm/c se expande e resfria (1.2d) coalescendo (ou se aglutinando) novamente
nos hédrons (processo chamado de hadronizacao) e por fim produzindo hédrons que

serao observados nos detectores (1.2e).

B )

\ ....... ‘oo | @@%

. K-.':'-.-\ k 6‘9@5
.j TN

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 1.2: Colisao frontal de niicleos pesados [23].

Estrelas compactas

O termo estrelas compactas usualmente se refere a trés objetos distintos: anas

brancas, estrelas de néutrons e buracos negros. Estes sao alguns dos possiveis estagios
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finais de uma estrela quando a pressao da radiagao proveniente dos processos de fusao
nuclear no seu interior nao resiste mais a forga gravitacional atrativa. Nesse ponto a
estrela colapsa, restando um remanescente estelar muito denso. No caso das estrelas
de néutrons, devido & grande densidade em seu interior (da ordem de 10 g/cm?),

podemos esperar que exista o QGP frio [24-28] como pode ser visto na Figura 1.3.

qtuark—hybrid fraditional neutron star
star

hyperon

star neutron star with

pion condensate

Fe
color—superconducting & 3
strange quark matter 10~ glcm
(u,d,s quarks) 11 3

10 glem

10™ gom ®

o= Hlydrcgeane
atmosphere

strange star
nucleon star

R~ 10km

Figura 1.3: Representagao do interior de uma estrela de néutrons. Devido ao
seu pequeno tamanho (~ 10 km), com uma massa da ordem de 2 Mg, sua
densidade é muito elevada [29].

Cosmologia

O modelo do Big Bang prevé que a expansao do Universo ocorreu a partir de uma
singularidade. Houve uma época em que a temperatura e a densidade eram tais que

possibilitaram a existéncia do QGP.
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A evolucao do Universo tem momentos importantes, que estao esquematizados na

Figura 1.4, [31-33]:

e ~ 1071 s: Nesse perfodo a temperatura era da ordem de 10'° GeV (temperatura
de Planck), o tamanho do Universo era o de uma particula. Nesta época os efeitos

da gravidade desempenharam papel crucial na evolucao;

e ~ 10737 s: Com uma temperatura de ~ 10 GeV houve uma quebra de simetria

entre a interacao eletrofraca e forte;

e ~ 107! s: Ocorre a transicao de fase eletrofraca, com temperatura de 100 GeV,
onde os léptons adquirem suas massas e os bdsons da interacao fraca e eletro-

magnénica se separam;

e ~ 107° s: Com a temperatura mais baixa, ~ 200 MeV, temos a transicao quark-
hédron, no periodo entre ~ 107! s até ~ 107° 5. O Universo passou entdo por

um periodo composto de QGP;

e Apés ~ 107 s: O Universo segue esfriando, < 100 MeV, os quarks se combi-
nam para formar os hadrons, seguindo depois para a combinagao dos protons e
néutrons em dtomos leves (~ 1 keV e ~ 10 s). Apds ~ 10'3 s ou ~ 3 - 10° anos
ocorre a combinacao dos elétrons com os nicleos e a emissao dos fétons que

compoem a radiacao cosmica de fundo, tornando o Universo transparente.

1.3 Equacao de Estado

Para estudar teoricamente os problemas mencionados acima, envolvendo estrelas
de néutrons, cosmologia e colisoes de fons pesados, precisamos usar termodinamica
e hidrodinamica, que por sua vez, precisam de uma equacao de estado que traduza
em variaveis macroscopicas os graus de liberdade e a dinamica das interagoes mi-

croscopicas. Nos cendrios mencionados na secao anterior, estamos sempre lidando
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Figura 1.4: Evolugao do Universo primordial, com a escala de tempo (acima)
e temperatura (abaixo) [30].

com um fluido de quarks e glions que num caso extremo (estrelas) estd em repouso
e é frio e no outro (colisdes de fons pesados) estd em expansao com uma velocidade
proxima a da luz e a temperaturas altissimas. O estudo da equacao de estado do
QGP, tanto frio como quente, e suas aplicacoes é o tema central desta tese. Estamos
estudando uma EOS em particular, que vamos chamar de mQCD. Esta equacao de es-
tado foi desenvolvida para o estudo do plasma frio das estrelas compactas e seu maior
sucesso, ja nos primeiros testes, foi gerar uma pressao maior do que outras EOS que
usavam quarks e glions como graus de liberdade [34]. Mais tarde passou a ser usada
em cosmologia e em colisoes de ions pesados.

Neste ponto cabe a pergunta: “Por que fazer mais um modelo de equacao de es-
tado para o QGP?” Porque as propriedades coletivas da matéria existente no interior

das estrelas de néutrons sao reconhecidamente dificeis de prever. Por um lado existe
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o chamado “problema do sinal” que inviabiliza os cdlculos com QCD na rede [35].
Por outro lado, ferramentas como teorias quirais efetivas estao limitadas a densidades
abaixo da densidade de saturagao da matéria nuclear [36]. Além disso, a QCD pertur-
bativa s6 se torna aplicavel a densidades muito altas [37]. Nenhum célculo controlavel
e de primeiros principios é aplicavel nas densidades encontradas no interior das estrelas
de néutrons.

Apesar das dificuldades é possivel obter informacoes robustas sobre as proprieda-
des da matéria de quarks superdensa e fria. E possivel impor os limites estabelecidos
por teorias quirais a baixas densidades, pela pQCD a altissimas densidades e cons-
truir uma familia de EOS termodinamicamente consistentes e que ainda satisfacam a
condicao de atingir massas da ordem de duas massas solares. Como foi mostrado por
Fraga, Kurkela e Vuorinem [38], a imposicao destas condigoes reduz significativamente
a liberdade na escolha da equacao de estado.

No final do ano passado (2017) mais um dado importante surgiu. As colaboragoes
Ligo e Virgo, observaram ondas gravitacionais emitidas pela fusao de duas estrelas
de néutrons [39]. Neste evento, antes da fusao, ocorre a deformacao das estrelas de
neutrons, que altera a forma da frente de onda gravitacional. Este efeito pode ser

quantificado em termos da “deformabilidade de maré”, A, que é dada por [39,40]:

2 5
A = cte {C R]

G M

Pela expressao acima vemos, que ao impor vinculos sobre o valor de A, os novos dados
experimentais impoem também novos limites aos valores do raio (R) e da massa (M)
de estrelas de néutrons.

No extremo oposto do diagrama de fase da QCD, na regiao de baixas densidades
barionicas (e baixos potenciais quimicos) e altas temperaturas, os calculos feitos com
QCD na rede sao confiaveis e sao ainda compativeis com os dados experimentais de
colisoes nucleares realizadas no LHC.

Apesar das crescentes restricoes impostas pelos avancos tedricos e experimentais,
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ainda restam muitas incertezas no nosso conhecimento da EOS do QGP e por isso
novas equacgoes de estado ou mudancas nas ja existentes ainda sao necessarias. Neste
contexto, na presente tese estudamos o QGP em vaérias situagoes, desenvolvemos e
testamos uma EOS que foi recentemente proposta em [41]. Ela foi formulada a partir
da técnica de aproximacao de campo médio e que serd chamada ao longo do texto
de mQCD (Mean Field QCD). Este aprimoramento consistiu em incluir o campo
magnético nesta EOS e verificar quais sao as consequéncias.

Ao propor uma nova equacao de estado, devemos mostrar que ela “passa por todos
os testes”, ou seja, que ela reproduz os valores de pressao e densidade de energia onde
eles tenham sido calculados com a QCD na rede (lattice QCD - LQCD) e os vinculos

vindos das medidas de estrelas.

1.4 Organizacao da Tese

A tese esta organizada como segue. No capitulo 2, apresentamos as equacoes de
estado, que serao utilizadas no restante da tese. No capitulo 3, apresentamos um
estudo de ondas no QGP com a utilizacao da mQCD, onde tanto ondas lineares como
nao lineares serao abordadas. No capitulo 4, mostramos estudos do QGP nos varios
cenarios possiveis: estrelas compactas, cosmologia e colisoes de ions pesados.

Os resultados obtidos no Capitulo 3 sobre ondas lineares foram publicados na
Ref. [42] e o trabalho sobre ondas nao lineares na Ref. [43]. Os resultados do
Capitulo 4 sobre a aplicagdo em estrelas compactas foram publicados na Ref. [44],
sobre cosmologia foram publicados na Ref. [45] e sobre colisdes de fons pesados foram
publicados na Ref. [46]. Para manter a concisdo e maior unidade da tese preferimos

nao incluir os resultados publicados na Ref. [47].
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Capitulo 2

Equacoes de Estado do Plasma de

Quarks e Gluons

Neste capitulo vamos apresentar as equacoes de estado que serao utilizadas no
restante desta tese. Inicialmente vamos derivar a EOS da mQCD sem e com a presenca
de campo magnético. A seguir, mostramos os efeitos da temperatura e do campo
magnético, discutindo o caso particular do campo muito intenso e também os limites
de altas e baixas temperaturas com campo magnético nulo. Entao apresentamos o
modelo de sacola do MIT, que pode ser derivado como um caso limite da mQCD e por
fim a equacao de estado que é obtida através da QCD na rede (LQCD). Vale ressaltar
que para a matéria relativistica a EOS é uma relagao entre a densidade de energia e a

pressao.
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2.1 mQCD

Escrevendo a lagrangeana (1.1) de uma forma mais explicita, temos [34,41]:

Lacp = —7FLF™ + Z 0| (60 = i9T5GE) = Sym|w] (2.)

onde a soma em ¢ ¢ feita sobre o nimero de sabores dos quarks Ny e F'**" ¢ dado por

(1.4).

2.1.1 Decomposicao do Campo dos Glions e Condensados

No espaco dos momentos, o campo dos glions pode ser decomposto na forma'
[34,41,48,49]:
G™(k) = A" (k) + o™ (k) (2.2)

onde A" é a componente do campo que contém apenas baixos momentos (“soft glu-
ons”, responsaveis pelas interagoes de longo alcance e com caracteristicas nao pertur-
bativas) e a® a componente de altos momentos (“hard gluons”, que participam dos
processos perturbativos).

No espago de configuragao, a equacao (2.2), tem a forma:
G (x) = A" (x) + a™(x) (2.3)

No limite de momentos muito pequenos o campo A*(x) torna-se praticamente cons-
tante no espaco? e d4 origem aos condensados de gltions.
O QGP visto nas colisoes de ions pesados produz matéria de quark desconfinada que

ainda esta em um regime de forte acoplamento e assim esperamos que os condensados

1Vamos omitir o “til” da transformada de Fourier.

2Como A (z) é a componente de baixos momentos (grande comprimento de onda), temos que
Qv A" (z) =0, pois [ d*ke™* A%k, 0.
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de glions sobrevivam neste sistema [50]. O valor ndo nulo destes condensados faz a
grande diferenca entre a mQCD e o modelo de sacola do MIT.
Vamos adotar a seguinte notagao para os valores esperados de operadores Y no
QGP:
(QGP|Y | QGP) = () (2.4)

Como nem o vacuo e nem o QGP possuem uma componente de cor privilegiada,
temos que:

(A = (2.5)
(A AP APy = (2.6)

Os valores esperados nao nulos serao aqueles com poténcias pares do campo A™.
Eles sao os parametros da mQCD. Por enquanto apenas vamos supor que eles sejam
nao nulos. Como mostrado explicitamente em [48,49], eles podem ser escritos em

termos de escalas de energia da seguinte maneira:

5ab g,uu
ap Abvy 7 2
(AA™) R (2.7)
(S
4
<AZAZACPACM> — (3;;0(34) [guugpndabécd + gupgunéacdbd + gungupéaddbc] (28)

onde 1y e ¢ sao escalas de energia a serem determinadas fenomenologicamente. Como
veremos a seguir, na aproximacao de campo médio, surge na lagrangeana efetiva um
termo de massa para os hard glions. Esta massa é gerada através da interacao dos
hard glions com os soft glions que existem no vicuo (e possivelmente também no
QGP) e ¢ proporcional ao condensado (A?). Seguindo [48,49], definimos a massa
dinamica do glion m¢g como:

9
me® = 359 Ho (2.9)
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2.1.2 Lagrangeana Efetiva

Vamos derivar uma versao simplificada da teoria, que trata de matéria de quarks
a temperatura nula, sem campo magnético, na qual todos os quarks, u, d e s, tém a
mesma massa m. Vamos considerar somente um sabor (ignorando a somatdria sobre
sabores) e no final introduzir um fator de degenerescéncia 7 = 3. Assim a lagrangeana

(2.1) pode ser reescrita como:

1 7ol ; a a
Laon =~ F ™ + i i (040, —igT5G,) — dym|uy  (210)

Utilizando a decomposi¢ao do campo dos glions (2.2) em (2.10) e em (1.4) e lem-
brando que 0¥ A% (x) = 0 podemos escrever Locp(G* = A + a™) = L gcp, que é

dada por:
1 =T, . ma Aa a
L'oop = _ZFZZF/GW + i | i7" (0350, — 19T (A™ + a™)) — 5z’jm] V; (2.11)
onde F'* = Fu(GW = A" 4+ ™) é dado por:
F/a,uz/ _ abcAb,uAcu apy abc Abu . cv abc by pcv
=gf + D 4 gf*CA" Q™ + gf*a’™ A (2.12)

com

[ = gla® — 9 a™* + g fa o (2.13)

Escrevendo por extenso o termo F'F’ obtemos:

1 abc
Llqep = = D50 = 4 f2 ra, (A%a™ 4 ol A 4 A A™)
2 rabc rade
g f .f b Ac ad ev
—T A A AT A

+AZAIC,Ad‘uOé6V + AZAchaduAeu 4 AzalchduAeu 4 azAlchduAeu
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FAL QG A 4 ALag AT + ol ATA O 4 ol AT 0 A |
+15i{iv“ [52‘1@ — 19T (A™ + Oéa“)] - 5ijm}¢j (2.14)

Substituindo os termos envolvendo os soft gliions pelos seus valores esperados (2.5)-
(2.8), contraindo os tensores métricos, usando a anti-simetria das constantes de estru-

turas, usando (A.6) e escrevendo explicitamente o termo 3I'* I'** encontramos:

4= pv
/ _ " av wav| 1 a a abc by . cv
L'ocp = [(0 ay)0"a™ — (9,a;)0" ] 1 [(0,@,, dyai)gf " a™a
abc fade 9 9
+gfabcazalcj(auaau o auaauﬂ . f . f Oé ol aduaeu o (4)( ) 2¢0 Iu02aaaau
+¢Z{Z’}/ |:(5wa Ta au] - (5ij}¢) (215)

Fazemos agora a aproximacao de campo médio para os hard glions, que pode ser
assim resumida. Como a densidade de quarks é alta e o acoplamento entre os quarks
e os hard glions ainda nao é suficientemente pequeno (pois estamos no sQGP), o
campo de hard glions é intenso e o numero de ocupagao dos estados deste campo
¢é grande o suficiente para que ele seja tratado como um campo classico. Fazemos
assim uma aproximagao do tipo Walecka [51,52] que j4 foi utilizada anteriormente na
QCD [53,54]:

o, = agdpuo (2.16)

sendo af = af(7,t) = constante. Neste trabalho as inomogeneidades do campo a néao
sao relevantes e por isso tratamos o campo como constante no espago e no tempo. Em
outros trabalhos [55,56], envolvendo propagagao de ondas no QGP, as inomogeneidades
foram consideradas e o campo « foi tratado como uma funcao das coordenadas.

A lagrangeana efetiva (2.15), torna-se finalmente:

d,s

—m i /) ) a . a
Ly = 2G agag —boo' + Y 0 (z&-ﬂﬂ@u + 7 Tlad — 5ijmf> »! (2.17)
f=u
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onde a constante b é dada por

9
g’ (2.18)

b= 160

Para melhor visualizagao das possiveis interagoes que esta teoria possui, apresenta-
mos esquematicamente na Figura 2.1 os diagramas de Feynman derivados da lagran-
geana (2.14). Nela linhas continuas representam os quarks, as linhas tracejadas os
hard glions e as linhas helicoidais os soft glions. Assim, os diagramas 2.1(a), 2.1(c),
2.1(e), 2.1(h) e 2.1(i) sdo nulos, pois possuem poteéncias impares do campo A% dos soft
glions. J& os diagramas 2.1(f) e 2.1(g) sdo nulos devido a simetria que a aproximagao
de campo médio para os hard glions, expressao (2.16), introduz na lagrangeana. En-
contramos produtos de tensores simétricos por tensores antissimétricos no espago de
cor como, por exemplo, f¥%abas (= 0). O diagrama 2.1(d) se anula porque contém
termos com 0,4, = 0. O diagrama 2.1(b) indica a interacdo entre os quarks e os hard

glions, 2.1(j) representa a geragao da massa dinamica (2.9) e 2.1(k) o termo b¢j.

2.1.3 O Campo Magnético

Vamos agora introduzir um campo magnético classico, com magnitude e sentido
constante: B = BZ (e entao A, = (0,yB5,0,0)) e também um outro campo espinorial
para representar os elétrons. No estudo de estrelas compactas eles sao necessarios para
garantir a neutralidade de carga [44].

A nova lagrangeana sera dada por:

d,s

1 7 . . - a a
L= = Fa P > ! i8530, + i03Q Au — igT5G) — by | 0]
f=u
1 T . ‘
_16—7TF'LWF“V -+ ¢26 [Z’Y‘u((sijﬁu + ZéierAu> — 5ijme] ¢j (219)

onde Q5 ¢é a carga de cada quark f, (). é a carga do elétron e m, é a massa do elétron.
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() (k)

Figura 2.1: Diagramas de Feynman que representam as interagoes contidas na
lagrangeana (2.14).

O termo eletromagnético sera:

1 1
o e o~ | ap AT AT AT 9T AT VAT
——FuF — [a A(9,A,) — 07 A™(D,A,) — 07 A™(0,A,) + 0" A% (9, Ay)
b [2 VA" (9,A )} __ L [2 9"A*(9,A )]
167 ye T yeE
1 2

=51~ 3y(—yB)] [ay(yB)] _ B

87 8T

Substituindo a expressao acima na lagrangeana (2.19) encontramos:

mea? B> T , .
T agag — beo' — =+ {wﬂ(@jaﬂ + 0, QuA,) — 5ijme] Ve

Ly = 3
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d,s
+ 3 i (650, + 105Qs 4] + 90T — dymy b (2.20)
f=u

2.1.4 Equacoes de Movimento

Vamos agora usar a lagrangeana (2.20) e as equagoes de Euler-Lagrange [57,58]:

oL oL

——0,— =0 2.21
o~ 3@ (2.21)

sendo 11 = ¥f, my = ¢, 03 = a2, ny = A* e L = Ly. Encontramos as seguintes

equagoes de movimento:

[W“ (f% +iQ pr> + 97T af —m f] Y =0 (2.22)
(i7" (8 +1QeA) = me]ur =0 (2.23)
d,s
mgag = —gn ZP? = —gnp* (2.24)
f=u
d,s
0™ =" Qp(h ) + Qe ve) (2.25)
f=u
onde p® é a componente temporal do quadri-vetor densidade de corrente:
d,s
J =) Tl (2.26)
f=u

ou seja,

d,s d,s

@ a " a f a

JO=p" =Y TR =) el T (2.27)
f=u f=u
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2.1.5 Niveis de Landau

Solucao Exata para os Elétrons

Multiplicando a equagao (2.23) por 7° pela esquerda, encontramos [59, 60]:

Zat'l/) = HDiT’ac,lvb (228)

onde

HDirac = O-Z(_Zﬁz - QeAi) + ’Yome

Na expressio acima ¢’ = %' e 9 = diag(1,1,—1,—1). O espinor ¥ pode ser

escrito como:

Y = e (2.29)
§
Substituindo (2.29) em (2.28) obtemos:
(E+m)é =o' (—iV; — eQA))¢ (2.31)

Resolvendo o sistema de equagoes acima para ¢ encontramos:
(B? —=m?)¢ = [0"(—iV; — eQA)|*¢ (2.32)
Substituindo o potencial vetor em (2.32) temos:
(E? —m®)p = [~V* + (eQB)*y* — eQB(2iyd, + 03)]6 (2.33)
Vamos supor que a equacao (2.33) admite solugoes do tipo:

¢ =X f(y) (2.34)
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onde f(y) é um vetor coluna de duas componentes e X é um vetor espacial. Podemos

ter duas solugoes independentes:

fi= e f= (2.35)

As funcgoes f devem ser autofuncoes de o3 com autovalores s. Assim, temos:
OF, = (qQBy + k,)*F, — (E* —m® — kZ + eQBs)F, (2.36)

que é uma equacao de Hermite. Fazendo em (2.36) a mudanca de variavel:

ka
X = 6|Q|B<y+ eQB) (2.37)

a equacao diferencial acima se transforma em:

E? —m? — k? + eQBs

82 N2 st =0 s = 2.38
(0 — X~ +a,Fy) com @ 0B (2.38)

que admite os seguintes autovalores para a energia:
E?=m?+k*+ (2v +1)e|Q|B — eQBs (2.39)

comv = 0,1,2, ... representando os niimeros de Hermite e s = £1 o spin. Introduzindo
agora o numero de Landau, 2v+ 1 — s X sgn(Q)s) = 2n, a energia dos eletrons é dada

por

EC®) = +/m2 + k2 + 2n|Q.| B (2.40)

Solucao Exata para os Quarks

A diferenca entre a equagao de movimento dos elétrons e a dos quarks, é que nesta
ultima temos um novo termo constante na Hamiltoniana, H — H + H'(cte), que leva

a FE — FE+ E'. O espinor dos quarks possui um indice de cor, introduzido através de
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uma matriz ¢; (¢;c; = 0;;) que multiplica (2.29). A energia é redefinida como:
of = B 4 gpA (2.41)
A energia quadratica dos quarks é dada por:
2
(E;‘JrghA) =mj + k2 + (2v + 1)|Qf|B — Q;Bs (2.42)

Finalmente, a energia dos quarks é:

EI@® = i\/m; + k2 +2n|Q;|B (2.43)

onde o nimero de Landau é 2v 4+ 1 — s X sgn(Q) = 2n.

2.1.6 Equacao de Estado

Quando estudamos o plasma de quarks e glions é necessario conhecer a equagao
de estado. Em geral tanto em colisoes de fons pesados relativisticos como em estrelas
compactas, temos matéria de quarks a temperatura finita e sob a acao de um campo
magnético intenso.

Vamos derivar a equacao de estado da mQCD no caso geral, i.e., a temperatura
finita e com campo magnético. A seguir vamos considerar casos particulares que sao
mais relevantes para estudos fenomenoldgicos.

Primeiramente escrevemos a fungao de partigao do sistema [56,61, 62]:

d,s
Z:Tr{exp[— (f]—,ueNe—Zquf)/T}} (2.44)
f=u
onde H é o operador Hamiltoniano, N, éo operador nimero de elétrons (e pdsitrons)

e N ¢ € o operador nimero de quarks (e antiquarks).
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Como na aproximagao de campo médio os campos bosonicos sao tratados classi-
camente, o setor bosonico da funcao de particao, Z,, se transforma numa funcao que

nao contém nenhum operador:

mi& . . B?\ 1
Zy = exp [V( - TGQOQO + by + 8_7r> T} (2.45)

O setor fermionico da funcao de particao deve ser tratado com o formalismo da
teoria quantica de campos a temperatura finita, que esta descrito no Apéndice B. A

funcao de particao completa, é:

Z = exp

<11 {1+ea:p[— (&~ 1)/ T| }{He:cp[— <sz+ue>/T}}

X f‘[ I1 {1 +exp[ (& - W)/T]}{l +ea:p[— (& + W)/T}} (2.46)
f=v K sn

onde as energias sao dadas por:

E¢ = /m2+ k2 +2n|Q.|B (2.47)

& = \/m; + &2+ 2n|Q,| B (2.48)

e [te € o potencial quimico dos elétrons. O potencial quimico efetivo do quark f é dado
por:

ve = iy + gr(clThe)ag (2.49)
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Pressao, Entropia e Energia

Para encontrar as quantidades termodinamicas, partimos do potencial termodinamico,
que é dado por:

Q=-TIn(Z) (2.50)
Usando os resultados da subsecao anterior obtemos:

2 2
mag . a B
— Taoao + b¢04 + 8_71‘

Q= V

-7 Z {ln [1 + 6_(55_“6)/T] +In [1 + e_(55+”e)/T] }

k,s,n

d,s

—TZ Z {ln [1 + 6_(€£_Vf)/T] +In [1 + e_(‘€£+”f)/T] } (2.51)

f=u E,s,n

A pressao paralela a direcao do campo magnético é [62-64]:

0
PI="7 (2.52)

isto é:

8 272 Ee

n

39,2 B® |Q.|B 2 _
puzgiﬂ’;&ptb%‘*——ﬂm Z(z—ano)/o dk. (de+de)

SEIL; B
+Z:;L < ;3(2—5n0)/0 dkzg—}(df+df> (2.53)
onde
i =17 e(e:lzl—un/T
€
_ 1

1= 11 e@r)/T
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sao as distribuicoes de férmions e antiférmions respectivamente. Para chegar a ex-
pressao (2.53) utilizamos o limite do continuo na soma dos momentos. Isto foi feito
porque as orbitas de Landau sao helicoidais e quando projetadas no plano z se tornam
circulares. Assim, de acordo com [65,66], o momento transversal se torna discreto e

x 2v que é um numero inteiro proporcional ao nimero de Landau (2n):
k2 =2v|Q|B (2.54)
Entao a integral no momento se transforma em:
/d3k — 2v|Q|B (2.55)

Como a soma é também sobre os spins, é necessario incluir um fator de degene-

rescéncia que depende do nivel de Landau. Assim, o limite do continuo é:

1 3. |Qi| B
v Z (2m)3 Z /d (2m)?

ksn

vi(n) /_ h dk, (2.56)

onde 7;(n) é o fator estatistico do i—ésimo férmion. Para o elétron temos ~.(n) =
(2 — d,0) e para cada quark f temos vy¢(n) = 3(2 — d,0), sendo que o fator 3 vem da
soma sobre as trés cores e o fator 2 vem da soma sobre os dois estados do spin.

As manipulagoes algébricas para derivar as quantidades termodinamicas podem ser

encontradas em detalhe no Apéndice B. A magnetizacao é dada por:

1 o0 B op|
M=-v55 =98 (2:57)

Com o auxilio de (2.53) reescrevemos a expressao acima como:

M — _2 _T @l Z — 0o / dk, [ln(l —d.) +In(1—d,)

272
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Z g;;' 23 2 — 60 / dk. [zn(1—df)+zn(1—df)]

|Qc|B / den|Qc| | den|Q.|
— n(2 o) [ ks | =T+ =

d,s -

~ |Qy|B /OO dyn|Qy| | dyn|Qyl
— — 2.
f; - zn:s(z S0 0 dk. o + i (2.58)

A pressao perpendicular ao campo, p,, é dada por [67]:

pP1L = pH - MB (259)
e pode ser escrita como:
3gh |Qe|B /OO den|Qe| Czen|Qe|
= = 2—6u) [ dk.
PL= SN meE” — by + - + 50 zn:( dno) ; g + g

d,s -
~ |Qy|B? > dyn|Qy| | dyn|Qyl
+f§:u 52 En 3(2 — 0no) i dk, o7 + 7 (2.60)

A densidade do quark f, pj = 22+ ¢

Z |Qf|BZ3(2—5no) /Ooodkz(df_df> (2.61)

e a densidade de elétrons, p, = 6 L , € escrita como:

QB = 7
) (2= 0w) | b (de - de> (2.62)
A densidade de entropia, s = aa%, é:

_ QB ) /oo dkz{de In(de) + (1= d.) In(1 — dy)

272
- 0
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+d, In(d) + (1 —d,) In(1 — de>}

d,s -
_ Z |C§;|2B Z 3(2 = o) / dk‘z{dfln(df) + (1 —df) In(1 — dy)
f=u n 0

+dyIn(dy) + (1 —df) In(1 — Jf)} (2.63)

A densidade de energia, ¢, é calculada a partir da relacao de Gibbs:

d,s
€= —p|+Ts+ pepe + Zufpf (2.64)

f=u

resultando em:
390" 4 . B*  |Q.B /OO -
= 7" - 9 _ e
e = gl T+ oo+ S5 Xn:( o) | dkEi(de+ )
d,s |Q |B o
f . f -

+; 52 ;3(2 5no)/0 dk, & (dy + dy) (2.65)

Assim, as expressoes (2.53), (2.60) e (2.65), sao as equagoes de estado gerais para

o QGP, na aproximagao da mQCD.

Temperatura Nula

Pela simplicidade e pela relevancia no contexto de astrofisica vamos agora conside-
rar o limite das expressoes acima para o caso em que a temperatura € nula, ja estudado

em [61,62,64-66]. Neste limite, as distribuigao sdo:

&
I
o

(2.66)
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e também [61]:

lim Tln<1 - di) —(&-v) e lm Tzn(1 . di> —0 (2.67)
A densidade de quarks sera:
QB e >
f=u n=0 —o0
d,s nl d,s nl
5 ‘Qf‘B max kz’p s ‘Qf‘B max ;
- ; w2 3(2 = 6,0) 0 dk, = ; e ; 3(2 = 6u0)k. p(n)  (2.68)

As distribuigoes (2.66) implicam:

2
\/m%+/€£F +2n\Qf\B:1/f — kf,F: \/Vf2—mfc—2n|Qf|B (269)
O momento em (2.69) tem que ser positivo, o que implica a existéncia de um valor
maximo para os niveis de Landau:

<nf U T 2.70
20,8 (2:70)

Analogamente, para os elétrons temos:

Q.|B e
po= 9B 5™ 2~ g0kt () 2.71)
n=0
com
kg,F = \/:Ue2 —m2 — 2n|Q.|B (2.72)
€
2 .2
n<ne, =He ~Me (2.73)

max Q‘Qe‘B
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A densidade de energia e pressao sao dadas por:

e

30" QB / o
= b — 2 — 5n dk, s+ k42 e| B
2Nm "‘ (b(] _'_8 + 272 ;( 0) 0 \/me+ Z+ H‘Q ‘
d,s Nimax k'f
B z,F
BN b [ ieir e
thg , A B2 ‘Qe‘B Nrnaz /kﬁp ]{722
il 2NmG2p G0 — 3 + o2 ;( 0) ; vVm?+ k2 +2n|Q.|B
B nmam kf,F kz2
+Z |C§f|2 SECE 5n0)/ dk. (2.75)
— o iy 0 \Jm k24 2nlQ1 B
3gh2 Q282 " Fr dk,
pL 2NmG %' 8 272 ;( 0) o /mZ+k2+2n|Q.|B

d,s nfas
SIS s g [t
2m° 0 \/m + k2 + 2n|Q;|B

As expressoes (2.74), (2.75) e (2.76), s@o as equagoes de estado para o QGP, na

(2.76)

aproximacao de temperatura nula, com campo magnético.

Temperatura Nula e Campo Magnético Intenso: As componentes p| e pi
sao especialmente diferentes quando o campo magnético é muito intenso. Isso pode
ser melhor entendido nos casos em que B >> (v — m3)/2|Qy| e também B >>

(e — m?2)/2|Q.|. Nestas condigoes (2.70) e (2.73) sao:

2
lim n < li I <Vf2_m?> <Me —mg) 0 2.77
Bhee = Bheo M T BN 21Q;B | 21QJB (2.77)
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e consequentemente apenas o menor nivel de Landau (n = 0) contribui para os niveis

de Fermi do quark e do elétron:

K™=\ v =md e KT = Vulk—m (2.78)

e portanto:

3gh2 , |Q |B e(B%oo)
oc0) — ) b s . dkz 2+ k2
£ (B0) = N2 o' +8 o /0 Ve R

f (B—oo)
3|QsIB  [F=r
+Z > / dk.\[m3 + k2 (2.79)
e(B%oo)
. 39h2 2 4 |Qe|B kzz

p“ (B—0) - 2NmG2p - b¢0 8 + 27‘(‘2 ] dkz 7'_7”2 n k2

kf (B—00)

3|Qs|B / k.
+ dk, —2 (2.80)
; 2m2 - Jo \/ MG+ k2

3gh2 2

As expressoes (2.79), (2.80) e (2.81), sao as equagoes de estado para o QGP, na

aproximacao de temperatura nula, com campo magnético intenso.

Temperatura Finita com Campo Magnético Nulo

Outro caso particular de interesse é o de temperatura finita e campo magnético
nulo, que pode ser relevante no estudo do sQGP formado em colisoes de fons pesados

relativisticos. Neste caso, a funcao de particdo pode ser obtida fazendo B = 0 em
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(2.44) e (2.45):

Z =exp X

2
me® . 1
V{ — 5 %% + b¢04}—T

<11 {1+ea:p[— (& = 1)/T] }{Hexp[— <ee+ue>/T}}

k,s,n

x f"[ I1 {1 +ea?p[— & —yf)/T]}{1 +ea:p[— (5f+yf)/T]} (2.82)

f=u E,s,n

com as energias:
Ee=/m2+ k2 e Ep =/ m7 + k2 (2.83)

O potencial termodinamico é dado por:

- 2G agal + boo’

Q:

+T§{ln<1 d.) +in(1-d )}+TZZ{zn(1—df)+zn(1—df)} (2.84)

f“ks

Para calcular a pressao, usamos [61]:

> Q
QO=—pV=FE-TS - u.N, — N ta = —— 2.85
p o f;d e (2.85)
Como antes, o limite do continuo é encontrado fazendo:
— Z 4k (2.86)

onde ; é o fator estatistico do i—ésimo férmion. A pressao ¢é obtida através de:

m2+k2< _>

3g1*

_ 2
_2Nm2 —beo" +

6 2
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67r2/ dk\/m(df+df) (2.87)

As densidades de quarks e elétrons sao respectivamente:

d,s

pr=3 (2¥)3/d3k(df—df) e pe= (22:)3/d3k<de—de> (2.88)

A densidade de entropia é dada por:

’}/e 3 . n _ — n _ B n _
(2W>3/d k{deln(deH(l de)In(1 —d.) + d.In(d.) + (1 — d.) In(1 de)}

- Z W {dfl”(df) (1 —dy)In(1l —dy)

+dsin(ds) + (1 —dy) In(1 — df)} (2.89)

e a densidade de energia é dada por:

30 . [ ]
2NznG2p + by’ + 212/ A k2 /2 2 (d, + d )
0

27r2/ ak k2 \fmd + k2 (dp + dy) (2.90)

As expressoes (2.87) e (2.90), sdo as equagoes de estado para o QGP, na apro-

ximacao de temperatura finita, sem campo magnético.

Altas Temperaturas e Campo Magnético Nulo: O limite de altas temperatu-
ras, pode ser entendido como T' >> v; e T' >> m,;. No Apéndice C.1 estao todos os

detalhes e as aproximagoes necessarias para encontrar as grandezas termodinamicas.
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Listamos abaixo as expressoes obtidas para as densidades dos férmions:

7 Ve
(T alta) Z fT2 e Pe (T alta) — €T2 He (291)

para a densidade de energia:

e _ 3o T Z b T iy Jege
(T alta) = INmMG PYNA) 62 YVt + ¢0 +7€12O + 4 ,ue
d,s
o0
+ny120 T+ ST (2.92)
f=u

e para a pressao:

d,s 2
39h2 T - 4 T’ 4, Ye 2 2
altg) = ———— —b . T — T e
D(T alta) INMe? 62 f:Zu YV L e 360 + D w

4 Vf 2
+ny360T +Z T?v (2.93)

As expressoes (2.92) e (2.93), sao as equagoes de estado para o QGP, na apro-

ximagao de altas temperaturas, sem campo magnético.

2.2 Modelo de Sacola do MIT

O primeiro “modelo de sacola” foi proposto em 1967 em [70]. Naquele modelo os
quarks tinham massa m e estavam confinados em um volume esférico de raio R. A
atragao confinante entre eles vinha de um campo escalar. Dentro do volume esférico os
quarks poderiam se mover livremente mas permaneceriam confinados. Mesmo sendo

um modelo extremamente simples, ele foi capaz de gerar previsoes realistas [71].
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O modelo de sacola mais popular foi o do MIT, proposto em 1974 [72]. Ele con-
seguiu resolver, entre outros, o problema de violagao da conservacao da energia que o
modelo de 1967 apresentava. Isto foi possivel com a introducao de uma “pressao de
confinamento” fenomenoldgica oriunda de um termo constante incluido na lagrange-
ana: o termo de sacola B. Ele foi também crucial para a reproducao de diversas outras
propriedades dos nucleons [73].

A estrutura interna de um hadron estd associada aos campos dos glions e dos
quarks que o compoem. Embora a abordagem para descrever estas particulas seja
convencional em teoria de campos, os campos que descrevem os quarks nos hadrons
nao estdo em todos os pontos do espago, mas apenas em seu interior (no interior da
sacola). O conjunto destes pontos é chamado de “bag”, a qual é atribuida a propriedade
de confinamento, visto que a carga de cor nao pode escapar do seu interior. Assim,
hadrons podem ser vistos como uma bolha no vacuo nao perturbativo da QCD. A
pressao e a densidade de energia (com quarks de massas iguais m,) e glions sdo

respectivamente dadas por:

d,s

[ee) ]{34 B [e'e) B
parrr(Top) =3 %/0 dk8—<dq+dq> +%/0 dk B (M7 — 1)1 — B (2.94)
q=u a
[SH
d,s 00 0o
T =S 29 [ arki2e (d+d,)+-% | dkk? (T —1)" +B (2.95
enmrr( 7/~L)—Z2W2 i o\datde) +505 | (e )" +B (2.95)
q=u

onde, como visto antes, os férmions obedecem as distribuicoes:

1 - 1

1= 11 oCa—m/T ¢ by = T @ (2.96)

onde a energia de cada quark é dada por & = /mZ + k* e u é o potencial quimico
dos quarks e os fatores estatisticos sdo 7, = 2(polarizagdes) x 8(cores) = 16 para os

glions e v, = 2(spins) x 3(cores) = 6 para cada sabor de quark.
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Modelos fenomenolégicos conseguem reproduzir o espectro dos hadrons. Entre-
tando a relagao entre eles e a QCD ainda é pouco clara e deriva-los a partir de uma
lagrangeana efetiva pode ajudar neste entendimento. Comparando as expressoes para
o MIT (2.94) e (2.95), e as da mQCD (2.87) e (2.90), vemos que no caso do MIT o
termo de sacola B aparece subtraido na pressao e somado na densidade de energia, e
na mQCD o termo correspondente a componente gludnica aparece, também, subtraido

na pressao e somado na densidade de energia. Assim, podemos fazer a relacao:
B—bgt = (2Fpomwpey _p 2.97
=bd = (3 ) = Bocp (2.97)

este novo termo é uma espécie de “constante de sacola da QCD”.

2.3 QCD na Rede

Um dos métodos mais bem estabelecidos para uma abordagem nao perturbativa da
QCD é a QCD narede [74,75]. Um resultado com alta precisao obtido por meio dela foi
o espectro dos hddrons leves [76]. Este método também apresenta algumas limitagoes.
Em primeiro lugar ele precisa de uma capacidade de cédlculo numérico/computacional
muito alta. Além disso, em QCD na rede fazemos os cédlculos no espaco Euclidiano. A
funcao de particao do sistema é escrita inicialmente no espago-tempo de Minkowski,
mas a seguir introduzimos o tempo imagindario através da transformacao t — i7, ou
seja:

7 = / DgeSte / Dgpe el (2.98)

onde ¢ representa o conjunto de campos da teoria descritos pela acao S. Com a
transfomacao, a métrica passa a ser Euclidiana e Sg a agao Euclidiana. Esta trans-
formacao pode trazer problemas, pois nem todos os observaveis podem ser calculados
em tempos imagindrios. Além disso, encontramos o chamado “problema do sinal” [35]

que aparece quando incluimos o potencial quimico p. Neste caso (que é muito rele-
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vante no estudo de matéria de quarks a altas densidades) a acao da expressao (2.98)
recebe um novo termo que nao é hermitiano e assim o peso da exponencial acabara
sendo complexo! A inclusao de potencial quimico é um problema bastante estudado
e existem diversas tentativas de resolve-lo, cada uma com seus pontos fortes e fracos,
como pode ser visto em [77-84]. A seguir, vamos mostrar uma parametrizagao que
inclui potencial quimico via expansao em Taylor dos observaveis termodinamicos. A
desvantagem deste método é restringir o estudo para potenciais quimicos nao muito
grandes [85].
Uma parametrizagdo muito 1til é a obtida em [85,86]. Ela é feita com temperatura
e potencial quimico finitos, com trés sabores de quarks (u, d e s) com massas iguais e
glions e é dada por:
(T, p) —3p(T' ) 0

Y
T oT

(T, 1)
T4

1
+ﬁX2

e(T,0) = 3p(T,0) 1 Oxa
_ HOXx2 2.
T o ar (2.99)

5}‘31’ é chamada de “anomalia do traco” e ys é o termo

onde a combinacao de variaveis
do coeficiente da expansao em série de Taylor. Para potencial quimico nulo, temos a

parametrizacao [85,86]:

e(T,0) — 3p(T,0) _ vl Jo [tanh(fﬁ + fo) + 1] 2,100
™ B " L+ g7 + go7? '
e também [85]:
Yo = €M flhanh(fir 4 £3) + 1] (2.101)

onde 7 = T/200 MeV e 200 MeV é a temperatura critica para o QGP. Os valores
dos parametros adimensionais sao [86]: hy = 0.1396, h; = —0.1800, hy = 0.0350,
fo=1.05, fi =6.39, fo = —4.72, g1 = —0.92 e g5 = 0.57. De [85] temos hy = —0.5022,
hy = 0.5950, f3 = 0.1359, f, = 6.3290 e f5 = —4.8303. A pressao é calculada a partir
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de (2.99):

fo [tanh( fir' 4 fo) + 1}
1 + 917'/ + 927'/2

T /€_h1/7—,_h2/7—/2

Tu)=T* | dI' ——MM
(T, ) /O K

ho +

+ %;PT? (2.102)

Inserindo (2.102) em (2.100) encontramos a densidade de energia:

f [tanh(flT + f2) + 1] > g
T _ T4 —hl/T—h2/72 h u_ T3 ﬁ
(T 1) ¢ ot 14+ g7+ go72 + 2 oT

= ho + p*T?  (2.103)

T
+37* / dT’
0 2

1 + 917'/ + 927'/2
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Capitulo 3

Ondas no QGP

3.1 Introducao

O plasma de quarks e glions vem sendo produzido em laboratério no RHIC e no
LHC desde os anos 2000 e assim podemos determinar suas propriedades com precisao
crescente. A primeira descoberta sobre o QGP foi a de que ele é um fluido quase
perfeito, com uma viscosidade muito pequena. Em se tratando de um fluido, uma
das maneiras de estudar suas propriedades é observar o comportamento das ondas que
se formam nele e como elas se propagam. O calculo das propriedades das ondas no
QGP ainda é um estudo em andamento, que devera também apontar quais os efeitos
mensuraveis da existéncia destas ondas. Podemos dizer que esta linha de pesquisa é o
préximo passo no estudo do QGP.

A natureza do plasma (através da sua equagao de estado) pode se manifestar no
comportamento das ondas de varias maneiras e a mais evidente delas é através da
velocidade do som ¢ = dp/0de. Cada equacao de estado leva a uma pressao p e uma
densidade de energia € e consequentemente a uma velocidade do som especifica.

Neste capitulo vamos discutir a conexao entre a EOS e as propriedades das ondas
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tanto lineares quanto nao lineares. Vamos primeiramente nos ater ao QGP frio, que
pode existir tanto em colisoes nucleares a baixas energias e grande densidade barionica,
como as que serao realizadas nos experimentos FAIR e NICA, quanto no interior de
estrelas compactas. Além de frio, vamos supor que o QGP seja um fluido perfeito
nao relativistico e assim usar as equagoes da hidrodinamica nao relativistica. Tendo
em vista principalmente as aplicacoes em estrelas compactas, vamos considerar que o
fluido nao relativistico de quarks esta sujeito a acao de uma campo magnético externo
constante.

Com excecao da parte com campo magnético, que é original, nos capitulos an-
teriores apresentamos principalmente material ja conhecido na literatura. A partir
de agora vamos apresentar o material original, criado por nés durante o periodo do

doutoramento.

3.2 Hidrodinamica com Campo Magnético Externo

Vamos partir das equagoes basicas da hidrodinamica nao relativistica do fluido
perfeito, que sao a equagao de Euler e a equacao da continuidade [87]. Vamos supor
que o plasma tem quarks de trés sabores: u, d e s. Mergulhados no campo magnético
(sendo que qualquer campo elétrico que possa eventualmente existir, serd desprezado
como primeira aproximacao, conforme as Refs. [88,89]), estes quarks sofrerdo uma

forca externa de Lorentz:

F=qixB (3.1)

Como os quarks tém massas e cargas diferentes, a forga (3.1) serd diferente para
cada um deles e também a aceleracao. Podemos antecipar, mesmo antes de escrever as
equagoes, que cada espécie de quark tera seu movimento préprio. As cargas positivas e
negativas terao diferentes trajetérias [88]. Se a constante de acoplamento ay (e assim a

forga entre os quarks) for pequena, teremos o movimento independente de trés fluidos.
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Esta abordagem ja foi utilizada na fisica de plasmas e é chamada de abordagem multi-
fluido [90]. Seguindo esta abordagem, vamos escrever uma equagao de Euler para cada
quark f =u,d, s:

L (7 V)57 | =~V + peg (07 x B) (3.2)

onde p,, 5 € p.r sao a densidade de massa e carga de cada tipo de quark f. A hipétese
de que a interacao entre os quarks é fraca, isto é, de que a constante de acoplamento é
pequena é razoavel, porque ja foi mostrado que esta constante diminui sob a agao de
um campo magnético forte [91].

Na abordagem multi-fluido vamos supor que a pressao que cada quark experimenta
é a pressao efetiva, ou seja, produzida por toda a matéria presente e nao apenas pelos
quarks daquela espécie. Ja a velocidade, massa e carga sao especificas de cada tipo.

O campo magnético uniforme e constante esta orientado na dire¢ao z e é dado por
B=B: A equacao de continuidade para a densidade barionica do quark de sabor f

é [87]:
8pr
ot

+V. (pr U_}) =0 (33)

A relagao entre a densidade barionica e a de massa é dada por pp; = pms/3my. A
densidade de carga é escrita como p., = 2Qc pPBy s Ped = —QecPBg € Pes = —Qe PBs-

A presenca do campo magnético define uma direcao privilegiada e quebra a isotro-
pia do sistema. Assim a pressdo do fluido se divive em uma pressao paralela (p|) e
outra perpendicular (p,) & diregdo do campo B. Consequentemente, também vamos
encontrar uma velocidade do som paralela (c,) e outra perpendicular (c,,), dadas
por [92]:

R A (3.4

Por sua vez, o gradiente de pressao sera dado por:

= dp. Op. 8p||
Vp = <8x " Oy Oz (3.5)
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Para estudar como o campo magnético afeta a propagacao de ondas, vamos con-
siderar o caso da mQCD com temperatura nula e campo magnético, com a defini¢ao
do momento de Fermi, dada por: kf p(n) = kp = p. Assim, utilizaremos a expressao
(2.74) para densidade de energia e (2.75) e (2.76) para as pressoes.

Portanto, o gradiente de pressao para essa EOS é escrito na forma compacta:

= 2792 o
Vp = <8mG2)PBfVPBf (3-6)

3.3 Ondas Lineares

A equacao de Euler é nao linear. Porém quando estudamos pequenas perturbacoes
de densidade e velocidade sobre um fundo constante, podemos fazer a aproximacgao
linear, ou linearizacao [56,93-97]. Nesta aproximagao dizemos, por exemplo, que a
perturbacao na densidade barionica, dpp, ¢ muito menor do que a densidade baridnica
de repouso, pg, e assim conservamos apenas os termos lineares nesta perturbacao. O
objetivo principal ao fazer este estudo sera verificar sob quais condigoes a onda no
meio estudado (0 QGP com a equacao de estado mQCD) ira satisfazer as condigdes

de causalidade e estabilidade.

3.3.1 Linearizacao

Vamos partir da equacao de Euler (3.2) e da continuidade (3.3) e reescrevé-las em

termos de varidveis adimensionais para a densidade:

~ N PB fut -
s, = 200 1 (21 (.7
e para a velocidade
- Ur(T,t
Tp(7,1) = L (#.t) _ 50 (7, 1) (3.8)
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onde py é a densidade da configuragao de equilibrio e ¢4 é a velocidade do som no
meio em equilibrio. As novas varidveis, dpp, e dUf, sao as perturbagoes colocadas
em forma adimensional. Substituimos as expressoes acima nas equacoes de Euler e
da continuidade e, apds simplificacoes, encontramos as seguintes equacoes diferenciais

para as perturbacoes na densidade e na velocidade:

0 = 27g2p02 = ~ —
3my po E(évf) + ( 8?2 V(0ppys) —3 Qs po <5Uf X B) =0 (3.9)

) L

onde 5111} = (csl 0vy,, Cs 1 5Ufy , Cs| 5Ufz>.

E importante notar que na derivacao destas equagoes, que constituem a “equagao
de onda” do problema, desprezamos termos do tipo (dpp)?, (607)?, (6p5)(d0f), ...etc.,
como ¢é usual na linearizagao.

A solucao destas equacoes nos dé ondas lineares de perturbacoes na densidade e nas
componentes da velocidade. Vemos que as propriedades destas ondas, tais como, am-
plitude, frequéncia, velocidade de fase e velocidade de grupo dependem de parametros
como as massas e cargas dos quarks, a constante de acoplamento, as velocidades do
som, a massa dinamica do glion e o campo magnético.

Na proxima secao vamos nos concentrar no estudo das velocidades de fase e de
grupo, que estao diretamente ligadas a condicoes de existéncia de solugoes, especial-

mente a causalidade e a estabilidade.

3.3.2 Causalidade e Estabilidade

As ondas que surgem como solugoes das equagoes diferenciais acima, sé6 podem
existir se satisfizerem dois requisitos bésicos: i) causalidade, que significa que a onda

nao pode se propagar com uma velocidade maior do que a da luz, e ii) estabilidade,
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que significa que a amplitude (inicialmente pequena) de uma perturbac¢ao nao pode
crescer e tornar-se arbitrariamente grande.

Para estudar a causalidade e a estabilidade das ondas no fluido, supomos que exista
uma perturbacao genérica do tipo onda plana com ntmero de onda k e frequéncia w

que tenta atravessar o fluido. Fazemos o Ansatz [95-102]:
5pr — rDeilg-f—iwt 7 5fo — Vw eil;-:ﬁ'—iwt ’ 5Ufy — Vy eil;-:ﬁ'—iwt e 5Ufz — Vz 6@'E-f—iwt (311>

onde k-7 = kyz + kyy + k.z, e as pequenas (< 1) amplitudes para as variaveis
adimensionais sao: D, V,, V, e V,. Substituindo (3.11) nas equagdes linearizadas (3.9)

e (3.10), encontramos o sistema de equagoes:

) 27 2 2 .
i (;#:;) kyOppr —13myspow (Cs1 )0V — 3 Qs po B (cs1)0vpy, =0 (3.12a)
) 27 2 2 .
i (;#g) kydppr+3Q¢ po B (cs1)dvps —i3my pow (¢s1)0vpy =0 (3.12b)
27 2 2
z(%) k.0pps —i3my pow (cop)dvy, =0 (3.12¢)
ma

—iwépr +1 (CSJ_) l{:xévfx +1 (CSJ_) l{;yévfy +1 (CS”) kzévfz =0 (312d)

que pode ser escrito em forma matricial como:

5pr

I
Aw,Fyx | " =0 (3.13)

6Ufy

5Ufz
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onde A(w, k) é a matriz:

i %) ke  —i3mppow(cs)  —3Qs poBes1) 0
- { 2789722:202) ky 3Qf po B (CSJ_) —t 37nf Pow (CSJ-) 0
Alw, k) =
i 278!]721%02) kz 0 0 —1 3mf Po W (CSH)
iw i(cs1) ks i (Cor) by i(csy) k-

(3.14)
A relagao de dispersao é encontrada impondo a condicao de existéncia de solucoes
nao triviais:

det A(w, k) = 0

e resolvendo a equacao resultante para w, encontramos a chamada relagao de dispersao,

uma equacao que relaciona kew. A frequéncia w é escrita como [95,97,100-102]:
W = Wg + twr

onde as partes real e imagindria satifazem wgr € R e wy € R. A causalidade é garantida

quando as seguintes condigoes para wg e wy forem satisfeitas [103]:

lim |—| <1 (3.15)
k|0 | | K|

e
lim | —| < oo (3.16)
|k|—oo | | K|

A condicao (3.15) indica que a velocidade de fase, |v,], ¢ menor que a unidade (a

velocidade da luz em unidades naturais), ou seja, |v,| < 1, onde [100-102]:

o= == =Lk (3.17)
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Além da condicao acima, temos que garantir que a velocidade de grupo, v,, dada

por [101-103]:
5 8wR &uR &uR
= 3.18
K <8/€m’ ok, Ok, (3.18)
seja finita quando k — oo.
A estabilidade é garantida quando w; < 0, pois iRt = ewitgiki—iwrt o gwrt

devem ser decrescentes como funcao do tempo.

Calculando det A(w, /Z) = 0 para w, obtemos:

wt = [(E)2(k” + k2 + k) + (B;%fQ) ]w2 + <32 Cng) (G k2=0 (3.19)

f g

sendo ¢, a “velocidade do som efetiva”:

~ 99° po

2 _

) = ——— 3.20
() 8mymeg? ( )

que depende das propriedades da equacao de estado. As solugoes da equacao acima

sao dadas por:

2
i) -y B2QF |1 n2 B2Qy B2 Qy?
= O BT “(«zﬁ|m2+» o ) - B9 prr o
m 4 vy My

As quatro solugdes de (3.21) sao w(k) = ++/w?s. Notamos que w(k) € R e w; = 0,
0 que garante a estabilidade.

Assim, a velocidade de fase é:

k

5—(6)?

R = )2 20,2 = )2 20),2
L_wa @ PRS2 B :
my |[*

2 1/2
B2Q,,_ k. }
2 2m7 k|2 2 2m7 k|2

(3.22)
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que no limite (3.15) fornece:

=2 =2
im | gm0 B s (3.23)
|El—oo | |K| K= o0 2 2
Portanto, vemos que a causalidade é satisfeita.
As componentes da velocidade de grupo (3.18) sao:
- 22
o [@%\2 + 29 (@),
ak“’ = 12—{(58)%@1 } (3.24)
. w R 7 2 2
. 2 (e + S - S8 G
e
202
[(?ﬁs)ZV{?I2 - —Bmgf] ()%k.
0 1 f
8: - i2—{(53)2k2 + } (3.25)
z w - i 2 2
2\/(03)2¥+ B;%f . B2mc§f (¢)2k2

As equacoes acima mostram que |U,| < oo com o aumento do nimero de onda, o que
também é necesséario para que a causalidade seja satisfeita.

Vamos agora considerar alguns casos especiais. Quando o campo magnético se
anula, B = 0, temos:

w(k) = £(&,)|H

o] = &

e assim recuperamos o limite esperado, encontrado em [96]. Quando o campo magnético
é muito intenso, |Q¢|B > u? > mfc, a relacao de dispersao toma a forma:
BZ sz

2
wt — (65)2|k|2+(V8)2k:Z2+T? w2+m7§(v8)2k22+ 2 (¢4)%k.2 =0 (3.26)
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onde (V;)? ¢ dado por: )
(V )2: Qp . ‘Qflmf
Qslmy 2Qp

e Q = ijsu |Qf|. Desta equagdo podemos obter w e tomar o limite de grandes

(3.27)

nuameros de onda k, encontrando:

lim
|k|—o00

—

7 = lim |g,| ¥ lim \/(65)2—1-(7%“ (€5)% + (Vs)? cos2(0)  (3.28)

|E| =00 || =00

onde A é o angulo entre o vetor kea direcao z. Como V; é sempre maior do que
um, a causalidade vale apenas em certas direcoes de propagacao. Quando ela se dé na
direcdo do campo magnético (§ = 0 e k, = |k|), encontramos |0p| > 1, que nao é um
resultado fisicamente aceitavel. Em geral, isto quer dizer que levamos o formalismo
(nao relativistico) para além de sua validade, ou que fizemos alguma aproximagao
que estava em conflito com outra feita anteriormente. Porém, ainda nao podemos
descartar a possibilidade de ter encontrado alguma instabilidade fisica, pois elas ja
foram observadas em outros contextos em que havia um campo magnético muito forte.

O estudo realizado nesta se¢ao visava determinar os efeitos de um campo magnético
constante na propagacao de ondas na matéria de quarks fria e nao relativistica.
Para isto foram adicionados termos contendo este campo na equacao de estado e nas
equagoes de movimento. Levamos em conta o termo da forga de Lorentz e obtivemos
a relagao de dispersao para perturbacgoes na densidade e na velocidade. Os efeitos de
anisotropia causados pelo campo B sao vistos, principalmente, na velocidade do som,
que passa a ter uma componente paralela e outra perpendicular ao campo magnético.
Vimos que a introducao deste campo nao gera instabilidades nas ondas, porém em
algumas situagoes a velocidade de fase pode ser maior do que um. Isto pode ocorrer
para ondas que se movimentam na dire¢ao paralela ao campo, quando este possui uma
intensidade muito alta.

Quando as perturbagoes nao sao suficientemente pequenas, nao podemos usar as

expansoes descritas nesta secao e trunca-las apds o primeiro termo. Teriamos que
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considerar poténcias mais altas de dpg e dv. Isto, por sua vez nos levaria a equacoes

diferenciais nao lineares, o que serd discutido na préxima se¢ao.

3.4 Ondas Nao Lineares

A extensao das expansoes feitas anteriormente para além da linearizacao nos leva
nao apenas a um calculo mais preciso (por considerar mais termos de uma série), mas a
resultados qualitativamente novos e surpreendentes. O mais famoso destes resultados
é o séliton de Korteweg-de-Vries (KdV) [104-106]. Trata-se de uma onda solitdria que
se propaga por grandes distancias sem mudar a sua forma. Ela resulta da combinacao
entre o termo nao linear (vOv/dx) e um termo dispersivo (9%v/0z%) que surge, por
exemplo por causa do uso de certas equacoes de estado. Neste caso, as perturbagoes
que se propagam pelo fluido, incluem efeitos de termos de ordem mais alta em d, como

veremos nas préximas segoes.

3.4.1 Método das Perturbacoes Redutivas (RPM)

Um método bastante usado para estudar perturbacoes em sistemas governados por
equagoes nao lineares, como a equacao de Euler, é o Método das Perturbacoes Re-
dutivas (ou Reductive Perturbation Method, RPM) [88,107-116]. Com este método
fazemos simultaneamente uma expansao em série das grandezas fisicas relevantes (por
exemplo a densidade) e uma transformacao das coordenadas. A expansdo e a trans-
formacao de coordenadas estao conectadas. Ambas possuem o parametro pequeno
(as vezes chamado de o ou de €) que aparece nas expansoes em série. Ao realizar
estas duas operagoes, ocorrem cancelamentos nao triviais e o resultado sao equacoes
diferenciais nao lineares para as perturbagoes.

Vamos aplicar o RPM nas equagdes da hidrodinamica, (3.2) e (3.3), para obter

equacoes de onda nao lineares que regem as perturbacoes na densidade barionica e na
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velocidade. Como foi mencionado, esta técnica vai além da linearizagdo e ao mesmo
tempo preserva os termos nao lineares nas equagoes de onda.

Definimos uma densidade de fundo, py, que normalmente é dada em termos da
densidade da matéria nuclear em equilibrio: py = 0.17fm™3. A seguir, no RPM
fazemos uma mudanca de varidveis (z,y, z,t) — (X,Y, Z,T), usando as coordenadas

“esticadas” ou “stretched” [107-111,116]:

X=0"(x—c, )

Y =0y
J =0z
T =c%%¢

Finalmente, seguindo o procedimento algébrico descrito em [112-114,116], fazendo a

seguinte transformacao para o campo magnético:

B=o0B

vamos encontrar equagoes no espaco (X,Y,Z,T) contendo o parametro pequeno o,

que é o parametro da expansao na densidade e nas velocidades adimensionais:

per(T,y,2,t) = % =1+ops,(x,y,2,t) + 02 ppy(x,y, 2, t) + 0 pry(z,y, 2, 1) + ...
(3.29)
Ofe(,y, 2,1) = z:j = avfxl(:):,y,z,t)—l—azvfm(x,y,z,t)—l—a3vfx3(x,y, z,t)+... (3.30)
Opy(,y, 2,t) = Z}Z = 03205, (2, Y, 2, 1) + T2 0pyo (T, y, 2,1) + 0 P0py (2,9, 2,8) + .
(3.31)
Ur.(z,y,2,1) = Z; - 03/21)fz1(37> Y, 2, t) + 0'2’Uf22({E, Y, 2, t) + 05/2vfz3(37> Y, 2, )+ ...

(3.32)

Substituindo as equagbes acima em (3.2) e (3.3), desprezando os termos de ordem
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n > 2em " e agrupando os termos o, 0°/2 e o2, chegamos a:

+p Oy 4y py,

Tox TTox T or TPhax TUmgx

Opsy | OV 2) _Oppy sy 1 Opyy
a{— et (O + +

Ovry, Cs)| | Ovs
—— — | —==7 =0 3.33
oy T\a.l) oz (3:33)
para a equacao da continuidade. No caso da equagao de Euler, usando o gradiente

(3.6) encontramos:
vy 9g° 0 vy 1 Ovp, Ovys
o _ Uf1+ 9" Po Pi1 ) Uf2+ Uf1_i_vfm1 Ufay
0X 8myme?(cs1)? | 0X 0X (cs1) OT 0X

ey 9psy 99°po Opry __QsB
—pp —— — =0 3.34
Pripx hn 0X + 8mmeg?(csy)? | 0X mf(CSJ_)Ufyl (3.3)

ov 9¢? 0 QB ov
3/2)  YVfyy 9~ Po Pi1 f 2) _Y9Yya | _
7 { 0X + <8mfmG2(CSJ_)2> oY +mf(csL)fo1}+a { 0X } (3.35)

3/2) _ [ Sl vz 99%po Ips, 2) [ Gl Oyzy =
’ { (cu) 0X +<8mfmG2(CsJ_)2 EYA +o o ) ox 0 (3.36)

Resolvendo este sistema de equacgoes, para cada ordem de o, obtemos:

0

0X

or T3Py o \av2 " az2 | T 2ms2 (e, )

Iyt INCH L AN N 7

Dos termos de O(o), surge a seguinte condigao que deve ser satisfeita pela veloci-

dade do som perpendicular:

99 po
)= 2= 3.38
(cs1) R, me? (3.38)

que coincide com a “velocidade do som efetiva” encontrada em (3.20). Reescrevendo
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a equagao (3.37) nas coordenadas cartesianas originais, temos:

0|0 0 3 0
e lﬁtapr + (Csl)ax(spr + §(CSL)5PBf%5PBf]

(csu) [ 07 02 __(@;B)
+ 5 Ay 25pr Oz 25pr - 2m 2 (CsJ_)épr (3.39)

onde dpp; = opy, ¢ a perturbagao na densidade barionica sobre o valor de equilibrio
po, como pode ser visto em (3.29). A equagdo acima pode ser escrita de uma forma
mais compacta se fizermos mais uma transformagao de variaveis e, seguindo [116],
introduzirmos a variavel £ = x 4+ y + z. Vamos encontrar:

oo o 3 d _ (@ B)
85 [atdef (CSl)ag(Spr + 2(CSJ-)6pr8§6pr] - 2mf2 (Csl)(spr (340)

3.4.2 Equacao Reduzida de Ostrovsky

A equagao (3.40) é uma espécie de “equagao de quebra de onda inomogénea em
trés dimensoes”, que pode ser reescrita em uma forma mais compacta:

019 o 0

onde (8 é o coeficiente do termo nao linear, o é a velocidade da onda linear sem

dispersao e I' o coeficiente de dispersao, dado por:

r_ (@ B)

2 (oes) (3.42)

Caso o campo magnético fosse nulo, a equacao acima seria convertida em uma
equacao de quebra de onda. Assim podemos dizer que a presenca de um campo
magnético permite a existéncia de solugoes solitonicas. A equagao (3.41) é conhecida

na literatura como Equacao Reduzida de Ostrovsky (Reduced Ostrovisky Equation,
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ou ROE) ou ainda equagao Ostrovsky-Hunter (Ostrovsky-Hunter Equation, ou OHE)
quando I" > 0 [117-124], que é o caso estudado.

A ROE é um caso particular da equagao de Ostrovsky [125], para uma funcao geral

f(&:1):
0|0 0
s _f+Oéa—§

9 ok
% | 5 f+0f=f+11-—— ]:Ff (3.43)

U3 7S

quando o coeficiente de dispersao de alta frequéncia II é nulo. Esta equacao descreve
ondas internas e superficies fracamente nao lineares em um oceano em rotagao [125].

A solucao da ROE se encontra no Apéndice D, e é dada por:

2y2

6v°A\

sech? [)\ (Q - vt)} (3.44)

onde A e v sao constantes de integracao e 7 estd relacionada com a velocidade de
propagacao da perturbacao. O sinal negativo indica que a variagao da densidade com
respeito a py € negativa, ou seja, que a perturbacao é um pulso de rarefacao. A nova

variavel () esta relacionada com as coordenadas cartesianas através da equacao:

§::B—|—y+z:Q+at—|—§0—|—6;—;\{tanh[)\<ﬂ—7t>]—1} (3.45)

Para um dado valor da coordenada & é possivel resolver a equacao acima e encontrar
2 que é substituido em (3.44), que representa um pulso que se move para direita
presevando a sua forma.

Pela solugao da ROE, vemos que a amplitude da onda de densidade é proporcional
a 1/T" e assim, com o aumento de B a amplitude da onda diminui. Vemos também que
ondas da densidade de quarks mais massivos tém amplitude maior.

Para ilustrar o comportamento de séliton (3.44) mostramos na Figura 3.1 a per-
turbagao |0pp;| como fungao de z para valores fixos de y = 0 e z = 0 e para dois
valores do tempo t. A perturbacao é na densidade do quark up para trés valores do

campo magnético, que foram escolhidos para satisfazer 0 < |0pp,| < 1 e respeitar

(3.29), j& que dpp, = op,;. Para campos magnéticos ~ 10'® G ou menores, temos
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que |0pg,| > 1. Os parametros utilizados sdao: Bgcp = 70 MeV/fm?, g = 0.05,
ma = 600 MeV, & = 20 fm, A =1 fm~t e v = 0.1. O potencial quimico utilizado
¢ vy = 300 MeV. Para os valores escolhidos do campo magnético as densidades de
fundo sao py = 2pn ~ 2.1py (B = 107G ~ 10Y @), que implicam ¢,; = 0.2. A

velocidade de propagacao do pulso é a + v = 0.5 e nao viola a causalidade.

10°

5P,

10™

107

10°

10

10°

10° 4

Figura 3.1: Comportamento soliténico da perturbacao na densidade bariénica,
|0pB,|, para diversos tempos e intensidade de campo magnético. Usamos a
equacgao de estado na aproximagao de campo médio (mQCD)

Nesta secao estudamos a propagacao de ondas nao lineares na matéria de quarks
fria e magnetizada. Incluimos o campo magnético na equacgao de estado e nas equagoes
da hidrodinamica. Derivamos uma equacao de onda para a perturbacao na densidade
barionica, que foi identificada como uma equacao reduzida de Ostrovsky. A ROE
possui uma solucao analitica que é dada por um pulso de rarefacao do tipo séliton na
perturbagao barionica. Em um nivel qualitativo observamos que o campo magnético,

que entra no coeficiente I', reduz a amplitude da onda.



3.5 Conclusao 53

3.5 Conclusao

Neste capitulo estudamos a propagacao de ondas no plasma de quarks e glions frio
com um campo magnético. Utilizamos a equagao de estado chamada de mQCD. Na
primeira parte fizemos um estudo com ondas lineares. Linearizamos as equagoes da
hidrodinamica e juntamente com o gradiente de pressao obtido com a mQCD, mos-
tramos que a introducao do campo magnético nao causa instabilidade na propagagao
deste tipo de onda. Mostramos que a mQCD é uma teoria que respeita a causalidade.
Na segunda parte estudamos as ondas nao lineares. Utilizamos o RPM para preservar
os termos nao lineares das equacoes de onda e obtivemos como resultado a ROE, que
possui uma solucao analitica: um pulso de rarefacao do tipo séliton. Estes resulta-
dos podem ser relevantes para estudar propagacoes de ondas no interior de estrelas
compactas. Como o soliton se propaga sem se deformar ele poderia caminhar metros
ou até quilometros. Trata-se de um fenomeno inicialmente microscopico que pode ter

efeitos macroscdpicos.
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Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Estrela de Quarks com Campo Magnético

Uma estrela de néutrons é um dos possiveis estagios finais para os quais uma
estrela evolui. Nestes objetos, caso a densidade seja alta o suficiente, os nucleons
podem sofrer uma transicao de fase para o QGP. Também é possivel que a estrela seja
constituida inteiramente de quarks desconfinados. Estas sao as chamadas estrelas de
quarks [126]. Estes objetos sdo portanto interessantes para aprendermos mais sobre
QCD. Especialmente agora, depois da descoberta de ondas gravitacionais, que trazem

novas informagoes sobre as estrelas compactas.

4.1.1 Propriedades das Estrelas de Néutrons

Estes objetos, que tém raio de algumas dezenas de quilometros e massas da ordem
da massa solar, atingem densidades bastante altas, p ~ 10%g/cm? e acredita-se que

possuam campos magnéticos da ordem de 10**G. A uma estrela de néutrons com
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campo magnético damos o nome de pulsar. Um pulsar possui uma alta taxa de rotacao
(com periodo da ordem de ~ 1ms) e seu eixo de rotagao nao estd alinhado com o eixo
do campo magnético. Temos a impressao de que ele estd pulsando quando o feixe
eletromagnético passa pelo eixo de visao do observador, como pode ser visto na Figura

4.1.

P_pti__;a_.l image X_-ra_y image

Number of gamma rays

Figura 4.1: Imagens em GJtico, raios-X e representacao grafica de um pulsar,
abaixo se tem a emissao regular de raios gamma com periodo de 0.0337s [127].

Uma estrela compacta é um objeto com carga nula e portanto os quarks e elétrons

que o constituem devem estar em equilibrio de carga:

2 1 1
2w = =pa+ =ps + pe, 4.1
3Pu=3Pit gpstp (4.1)
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A densidade barionica é dada por:

11
pp =50 = 5(put patps) (4.2)

Vamos sempre estudar sistemas em equilibrio quimico. Isto significa que as multi-
plicidades de todas as particulas sao constantes no tempo. Assim as rea¢oes mediadas
pelas interagoes fracas, que criam e destroem quarks, elétrons, neutrinos e as anti-

particulas correspondentes, devem estar em equilibrio [126,128]:
u+e —d+r,, u+e — s+,

d—u+e + e, s> u+e + U, e s+u—d+u. (4.3)

A existéncia de equilibrio quimico impoe relagbes entre os potenciais quimicos dos

quarks u,d e s e elétrons:

Vg = Us Uy + e = (4.4)

Il
=
@

Para que um sistema de quarks permaneca desconfinado, a energia dividida pelo
nimero de barions nao pode ser muito baixa (ou os quarks voltariam a estar confinados
em hadrons) e nao pode ser muito alta para que o sistema nao decaia em novas
particulas. Assim, esta razdo para um sistema somente de quarks u e d nao deve
ser menor do que a menor razao encontrada no nucleo, que é de 930MeV para o
ferro [128]. Quando existem também quarks estranhos, s, este valor é de 934M eV [34].

Esta condigdo de nao decaimento (ou de estabilidade) pode ser escrita como:

° < 934 MeV < = (4.5)

PB (3-sabores) PB (2 -sabores)
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4.1.2 Massa e Raio

H& quase oitenta anos, utilizando a equacao de estado do gas de néutrons, Oppe-
nheimer e Volkoff fizeram a primeira estimativa da massa de uma estrela de néutrons
e encontraram 0.7Mq [129], valor que ficou conhecido como limite de Oppenheimer-
Volkoft. Desde entao surgiram muitas medidas e calculos tedricos. Um dos resultados
experimentais mais recentes foi a medida da massa do pulsar PSR J1614-2230, que
tem a massa igual a (1.97 4 0.04) Mg [130]. Mais tarde um outro grupo experimental
mediu a massa do pulsar PSR B1957+20, igual a (2.4 & 0.12) M [131]. Finalmente,
foi medida a massa do pulsar PSR J0348+0432, igual a (2.01 £ 0.04)Mg [132]. Do
ponto de vista tedrico, a massa e o raio dependem principalmente da equacao de estado
que se utiliza. Na Figura 4.2 mostramos o assim chamado diagrama massa-raio obtido
com diversas EOS.

As linhas retas estabelecem condi¢oes que devem ser satisfeitas. Por exemplo,
as equacgoes de estado que déem origem a linhas que se aproximem demais do canto
esquerdo superior e cruzem a linha “causality” serao eliminadas por violarem a causali-
dade. As linhas horizontais, estabelecem massas experimentais que devem ser atingidas
pelas previsoes das diversas equacoes de estado. Assim vemos, por exemplo, que as
EOS SQM1 e PALG6 estao excluidas por nao atingirem a linha horizontal correspon-
dente a 2 massas solares. As linhas que sobem a partir do canto esquerdo inferior
sao obtidas a partir de equacoes de estado que representam matéria feita somente de
quarks. As linhas que sobem a partir do canto direito inferior sao obtidas a partir de
equacoes de estado que representam matéria feita somente de barions e mésons. De
um modo geral vemos que os modelos hadronicos atingem massas maiores do que os
modelos de quarks. Isto decorre do fato de que as EOS dos modelos de quarks sao
mais “soft” (suaves ou moles), ou seja, geram menos pressao. Uma das razoes que nos
levam a utilizar a mQCD é que ela é capaz de gerar pressoes maiores.

Para construir o diagrama massa-raio temos que resolver as equagoes de Tolman-
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Figura 4.2: Diagrama massa-raio para diferentes EOS [130].

Oppenheimer-Volkoff (TOV), que descrevem a estrutura de uma estrela compacta

estatica e sem rotacgao:

Y )+ P+ arp) 1= 2O
dM(r) _ 2
o= Amree(r). (4.7)

onde M(r), p(r) e e(r) sdo respectivamente massa, pressao e densidade de energia em
fungao do raio r. A derivagao da TOV estd no Apéndice E.

Na deducao de tais equagoes assumimos que o meio estelar é isotropico. Porém,
quando existe um campo magnético externo, ele define uma direcao privilegiada que-

brando a isotropia. Na pratica a quebra da isotropia é um efeito pequeno, exceto
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no limite em que o campo magnético é muito intenso. A regiao de valores de B em
que ela se torna importante depende da equacao de estado utilizada. A estimativa
quantitativa da anisotropia é feita através da comparagao entre a pressao paralela ao
campo magnético e a pressao perpendicular a ele. Como pode ser visto na Figura 4.3,

apenas para campos maiores do que 10'"G vemos diferenga entre as pressoes [136].

- 140 - _ p” (MIT) ,
o™ i .
E 130 .......... p” (mQCD) .-
G -1 .
S | | == p, (MIT) iy
S 1204 [ *° P, (macCD) S

O 1104
| .
=
o 1004 B__ =50 MeV/fm®
o ] Qcb
-1
O 904 £ =0.002 MeV
80 T LI | T LI | T LI | T T T T
1014 1015 1016 1017 1018

Magnetic Field (G)

Figura 4.3: Pressées paralela e perpendicular ao campo magnético. As linhas
superiores mostram os resultados da mQCD, (¢ = g/m¢) e as linhas inferiores
os resultados obtidos com a EOS do MIT.

4.1.3 Janela de Estabilidade e Diagrama Massa-Raio

Como foi visto, as condigoes (4.1) a (4.5) devem ser satisfeitas para que o objeto
compacto continue no estado de QGP e nao hadronize. As massas dos quarks estao
fixas nos valores mais aceitos: m, = bMeV, mqg = TMeV e my, = 150MeV . Devemos
escolher valores de £ = g/my, e de Bgep tais que as condigoes mencionadas acima

sejam satisfeitas. Na Figura 4.4 mostramos as regioes de valores de & e de Bgep
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que garantem a estabilidade. Estas regioes, que chamamos de janelas de estabilidade
sao aquela compreendida entre a linha tracejada e a linha cheia e também aquela

compreendida entre a linha pontilhada e a linha trago-ponto.

107+ B=0G to 10" G

le(Mev™y | o 2 flavors (5,= 26 )

=-=3flavors (p,=2.6 p)
=== 2flavors (p,= 3.6 p))

3 flavors (p_ = 3.6 p)

55 60 65 70 75
(MeV/ fm®)

BQCD

Figura 4.4: Janela de estabilidade definidas pelas condigoes (4.1) a (4.5).

Existe um valor méaximo para a densidade barionica, pg =~ 3.7py, além do qual
nao encontramos mais nenhuma janela de estabilidade. Isto é esperado, pois caso pp
aumente e comece a ser dominante na expressao para a densidade de energia (2.74),
a razdo €/pp ird crescer e nao conseguird mais satisfazer o lado esquerdo de (4.5). Na
Figura 4.5 vemos claramente os valores minimo (pg/po > 1.5) e maximo (pp/po < 3.7)
da razao pg/py e também o valor méximo do campo magnético de 5 x 108G para
que exista estabilidade. Para a equacao de estado do modelo de sacola do MIT,
encontramos uma figura muito semelhante.

Com os limites que foram encontrados para os parametros £ e de Bgep integramos
numericamente as equagoes de TOV (4.6) e (4.7) e encontramos as fungdes p(r) e
M(r). Usamos as equagoes de estado do modelo de sacola do MIT e da mQCD em

temperatura nula e com campo magnético finito. No centro da estrela (r = 0), temos
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Figura 4.5: Diagrama de estabilidade: densidade bariénica (dividida por py
como fungao do campo magnético. A regiao cinza claro satisfaz (4.1), (4.3) e
(4.4). A regiao em cinza escuro satisfaz também (4.5).

M(r=0)=0ep(r=0)=p, onde p é a pressao dada pela EOS usada. Precisamos
também de e(r = 0) = ¢, que é a densidade de energia dada pela equagao de estado.
A integracao termina quando a pressao chega a zero, que indica a superficie da estrela.

A Figura 4.6 mostra a diferenca entre os diagramas Massa-Raio obtidos com a
mQCD e com a EOS do modelo de sacola do MIT para campo magnético igual a
zero e igual a 5 x 10'°G. A diferenca entre as curvas é imperceptivel e assim ainda
podemos utilizar p; = p;. Claramente, vemos que a mQCD fornece valores maiores
para a massa da estrela. A maior massa é de 2.05M para a mQCD e de 1.89M¢
para o MIT.

Quando aumentamos o campo magnético, temos p| < p,. Nas Figuras 4.7 e 4.8
apresentamos as curvas com as duas pressoes. Na primeira destas figuras mantemos ¢
fixo e variamos Bgcp. Concluimos que Bgep maior leva a uma massa méxima menor.
Para Boep = 53MeV/ fm? temos 2.22M¢ e 2.04M¢. Para Boep = 61MeV/ fm?
temos 2.06 Mg e 1.93M. Na Figura 4.8 mantemos Bocp fixo e variamos £. Neste
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caso o aumento de ¢ fornece massas maiores, para & = 0.0015MeV ™! temos 2.20M,
e 2.06M¢g e para & = 0MeV ™' (MIT) temos 2.08Mg e 1.92Mq, resultados que
estao qualitativamente de acordo com os encontrado em [34] que sdo para um campo
magnético nulo. Aumentando ainda mais o campo magnético, observamos o efeito da
anisotropia das pressoes, como mostra a Figura 4.9. Quando o campo é de 5 x 107G

a diferenca entre a massa maxima e a minima estd em torno de 10%.

2,0
M ( Msun )
- 3
is BQCD =65 MeV/fm
’ Ps= 2.6 p,
£=0.0015 MeV ™
1,01
B=0G :
- MIT
=« mQCD
015_ 16
B=5X10"G :
—MIT
——mQCD
0’0 T I T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12

R (Km)

Figura 4.6: Curvas Massa-Raio obtidas com a EOS do MIT e da mQCD, para
dois valores do campos magnético. Bocp e § satisfazem o critério de
estabilidade. A densidade central é pp = 2.6pg.

Ao impormos a condicao de estabilidade da estrela determinamos um conjunto
de valores dos parametros que garantem o equilibrio quimico e estabilidade no caso
da mQCD e outro conjunto de valores no caso do modelo de sacola do MIT. Quando
aumentamos o valor do campo magnético a janela de estabilidade diminui e desaparece
completamente quando B = 5 x 10'®@. Para valores maiores do que este o formalismo
da TOV ja nao se aplica e devemos retomar o formalismo desde o inicio e procurar

solucgoes das equacoes de Einstein na presenca de um campo magnético externo.
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Figura 4.7:
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Figura 4.8: Curvas Massa-Raio, obtidas com a mQCD, variando ¢ (MIT

indica { =0) e mantendo Bgcp fixo.
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Figura 4.9: Efeito da anisotropia das pressées sobre a massa da estrela
calculada pela TOV. Os potenciais quimicos satisfazem o critério de
estabilidade e sao: v, = 300MeV, vy =v; = 316.5MeV e u. = 16.5MeV .

Ao estudar estrelas de quarks com campos magnéticos, a questao mais interessante
é: “Qual é o efeito do campo magnético sobre a massa da estrela?”. Nés mostramos
que, no formalismo simplificado da TOV, infelizmente nao é possivel responder esta
questao, pois exatamente quando o campo passa a ser importante o formalismo deixa
de ser vélido. Apesar de suas limitacoes nosso estudo nos leva a uma interessante
conjectura: a de que para campos magnéticos intensos pode ser que nao existam estrelas
estaveis feitas somente de matéria de quarks.

Os resultados obtidos com a mQCD sao compativeis com os resultados experimen-
tais de [130,131]. Com um campo magnético de B = 5 x 107G o uso da mQCD gerou
massas de até 2.22M e 2.20M) para diferentes valores estdveis de { e Boop. Os

raios obtidos ficaram em torno de ~ 12km, e sao valores bem compativeis com outras

expectativas tedricas.
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4.2 Universo Primordial

O melhor modelo para explicar a origem do Universo é o modelo do Big Bang. De
acordo com ele, no inicio, a matéria se encontrava num estado extremamente quente
e denso. Com o passar do tempo ela se expandiu e se resfriou até chegar ao presente,
passando por uma fase onde a matéria hadronica estava desconfinada e formava um
plasma quente de quarks e glions [31,32,137].

Nos modelos cosmolégicos baseados no Big Bang a equacao de estado deve ser
fornecida. Nas tltimas duas décadas nosso conhecimento sobre a equacao de estado
do QGP aumentou muito. Do lado tedrico houve grande progresso nos calculos de QCD
na rede (LQCD) e hoje podemos dizer que a EOS do QGP é bem conhecida no regime
de densidade barionica nula e altas temperaturas. Estas sao precisamente as condigoes
em que se encontrava o Universo primordial. Ao mesmo tempo este plasma quente foi
recriado em laboratério em colisoes de fons pesados relativisticos feitas no RHIC e no
LHC. A analise destes dados ajuda a impor vinculos sobre a EOS do QGP e reduzir
as duvidas que ainda pairam sobre este tema. Este é portanto um bom momento para
refazer com as equacgoes de estado modernas os calculos ja feitos em cosmologia com
EOS antigas. Em particular poderiamos responder as perguntas: “Como as colisoes
de fons pesados relativisticos mudararm e ainda podem mudar o nosso conhecimento
sobre cosmologia?” e “Como os calculos de QCD na rede mudarao e ainda podem
mudar o nosso conhecimento sobre cosmologia?”’. Sobre esta ultima questao podemos
dizer o seguinte: a grande maioria de calculos cosmoldgicos se baseavam na ideia de
que a transicao de fase quark-hadron era uma transicao de primeira ordem. Desde
2010 sabemos que esta transicao nao é realmente uma transicao de fase e sim um
“cross-over”, um processo suave e sem descontinuidades. Este fato tem implicacoes
diretas sobre a evolucao temporal de varias grandezas e em especial para o célculo da
emissao de ondas gravitacionais durante a transicao.

A partir de 2011 [138] teve inicio uma nova rodada de célculos em cosmologia com
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estas novas equacoes de estado do QGP. Ja em 2011, Florkowski utilizou a nova equacao
de estado calculada em QCD na rede. Nesta secao nés vamos estudar o impacto de uma
nova equacao de estado sobre a dindmica do Universo usando a mQCD. A vantagem
da mQCD é que com ela podemos fazer calculos com potencial quimico nao nulo, que
é a regiao do diagram de fase da QCD onde nao podemos usar LQCD.

A seguir introduzimos de forma sucinta as equacoes de Friedmann, que descrevem

a evolugao do Universo. Mais detalhes estao contidos no Apéndice F.

4.2.1 Equacoes de Friedmann

As equacgoes de Friedmann sao fundamentais em cosmologia. No Apéndice F apre-
sentamos uma breve derivacao delas. Para um “Universo chato” e sem constante

cosmoldgica elas sao:

rGe

a’(t) — 2 a’(t) =0 (4.8)
% = —? (e + 3p) (4.9)

Derivando a primeira com relagao ao tempo e substituindo na segunda encontramos:

s+3% (e+p)=0 (4.10)

Resolvendo a equagao acima para a/a e substituindo em (4.8) [139] temos:

de 8rG
————— =/ ——dt 4.11
3ve (e +p) 3 (4-11)

Esta é a equacao mais importante para nos, pois para uma dada equacgao de estado

p = p(e) podemos integra-la e determinar a evolu¢ao temporal da densidade de energia
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e(t). Isto sera feito na préxima subsegao.

4.2.2 Evolucao Temporal

Nesta segao vamos apresentar as solugoes numéricas de (4.11), para as equagoes
de estado do Modelo de Sacola do MIT, da mQCD e de LQCD com e sem potencial
quimico. Por simplicidade vamos considerar somente dois sabores de quarks, up e
down, com massas iguais e no regime de altas temperaturas. Vamos usar a seguinte

condicao inicial:
g;(t;) = 10" MeV /fm® em t;=10"" s (4.12)

Com base nas estimativas feitas em [140], vamos estudar a evolugao temporal do
Universo desde o tempo da transicao de fase eletrofraca, t; = 1079 s, até a transicao
de fase da QCD (fim do QGP), t; = 107* s.

Na Figura 4.10 mostramos a pressao como funcao da densidade de energia e a
velocidade do som para as EOS do MIT e da mQCD (m, = 10MeV). Podemos
observar que a mQCD é uma EOS mais dura do que o MIT, ou seja, possui uma
pressao maior, exceto quando o potencial quimico é zero (u = 0), caso em que reproduz
o resultado da EOS do MIT.

Vamos utilizar a equacao de estado do Modelo de Sacola do MIT como base para
comparagoes com as outras EOS. Resolvemos (4.11) e mostramos na Figura 4.11 a
evolucao temporal da densidade de energia e da temperatura neste modelo.

O interessante da mQCD é que com ela podemos fazer os calculos com um potencial
quimico finito. Na Figura 4.12 apresentamos a razao da evolugao temporal entre a
densidade de energia obtida com a mQCD e aquela obtida com o MIT. Apresentamos
também a evolucao temporal da razao das respectivas temperaturas. Vemos uma
pequena diferenca entre as previsoes dos dois modelos, que aumenta com o valor do

potencial quimico.
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Figura 4.10: Comparacao das EOS do MIT e da mQCD. (a) Equagao de
estado. (b) Velocidade do som.

As Figuras 4.13(a) e 4.13(b) mostram a evolugao temporal da densidade de energia

e temperatura para a EOS da LQCD dividida pela densidade de energia obtida com

potencial quimico nulo. Das curvas concluimos que quando o potencial quimico nao é

muito grande, ele nao influencia a evolucao temporal. Comparando entao o resultado
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Figura 4.11: Modelo de sacola do MIT, com B = 150MeV/fm3. (a) Evolugao
temporal da densidade de energia. (b) Evolucao temporal da temperatura.

da LQCD (sem potencial quimico) com o do MIT, nas Figuras 4.13(c) e 4.13(d), ob-
servamos uma diferenca apreciavel apenas no final do intervalo temporal considerado.
Quando comparamos os resultados da LQCD com os da mQCD com pu = 50MeV | nas
Figuras 4.13(e) e 4.13(f), vemos que os resultados sd@o semelhantes e (como no caso do

potencial quimico nulo) uma diferenga significativa aparece apenas em tempos tardios
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temperatura.
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da evolugao.

Influéncia da Matéria Eletrofraca na Evolucao Temporal

Uma das diferencas entre o QGP produzido nas colisoes de fons pesados e o que
existiu no inicio do Universo é que este ultimo contém também matéria eletrofraca
(EW) que é constituida pelos bésons Z, W+, W~ e fétons. Para estimar a sua contri-

buigao na evolucao temporal vamos utilizar [138,141,142]:

2 2
s 4 s

ew — ew_T ew — ew_T4 4.13
Eew = Jeuwgg e Pew = Jew gy (4.13)

onde g., = 14.45. A densidade de energia total e a pressao total do sistema, serao
dados por:
€ =6+ Eew e P = Di + Pew (4.14)

onde €; e p; sao respectivamente a densidade de energia e pressao do QGP para o
modelo 7, respectivamente.

Na Figura 4.14 mostramos a contribuicao eletrofraca para a EOS da LQCD, onde
definimos R, = &(t)/e;(t) e Ry = T(t)/T;(t). Das curvas vemos que essa contribuicao
é significativa somente em tempos tardios, quando o sistema se aproxima da transi¢ao

quark-hadron.

Evolucao Temporal do Fator de Escala

Podemos reescrever a equacao de Friedmann (4.10) como [138,141-143]:

=— = (t) (4.15)

onde a(t) é o fator de escala. Considerando o intervalo de tempo transcorrido desde
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Figura 4.13: Resultados da EOS da LQCD. (a) Efeito do potencial quimico na
evolucao temporal da densidade de energia. (b) Efeito do potencial quimico na
evolucao temporal da temperatura. (c) Razao LQCD/MIT para densidade de
energia. (d) Razao LQCD/MIT para temperatura. (e) Razao LQCD/mQCD
para densidade de energia. (f) Razao LQCD/mQCD para temperatura.
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Figura 4.14: Contribuicao EW para a evolugao temporal com a EOS da
LQCD. (a) Evolucao temporal da densidade de energia. (b) Evolucao temporal
da temperatura.

a formacao do Universo, t = 0, até o “tempo inicial” de nosso interesse ty, temos
e(t=0)=cec(t=ty) =ep. A densidade de energia em ¢ = 0 é muito maior que em
t = ty, ou seja, € >> gg. Seguindo o que foi feito em [138] assumimos que a velocidade
do som é constante no tempo e assim p(t) = c,? (t).

Integrando a segunda igualdade em (4.15) e resolvendo para ty, com (1/v/&) — 0,

encontramos:
1

N VOTG(1 + ¢2)2 &g

Vamos agora considerar o intervalo de tempo transcorrido entre o tempo inicial %,

to (4.16)

quando a densidade de energia era ¢g, até um tempo genérico ¢ quando a densidade
de energia é . Integramos novamente a segunda igualdade de (4.15) neste intervalo

de tempo, com (4.16). Resolvendo para &(t), temos:

1
—6mG(1 4 ¢,2)2 ¢2

(t) (4.17)

Conhecendo a dependéncia temporal da densidade de energia, voltamos em (4.15) e
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integramos de ty até t, obtendo:

-2

Em [138] foi obtida a expressao para o caso particular em que ¢? = 1/3. Neste
caso temos a/a(ty) = (t/to)'/2. Na Figura 4.15 temos a razao a/a(ty) como funcio do
tempo. Usando a equacao de estado do MIT como referéncia, comparamos a evolugao
do fator de escala obtida com a EOS da LQCD, com a da mQCD e com a do MIT,
com a contribuigago EW. Como é claro de (4.18), a tnica diferenga nestas curvas vem
da velocidade do som, que é diferente para cada modelo, mas constante no tempo. Um

caso limite é quando ¢ = 0. Neste caso a expansao é mais rdpida. No outro limite,

c?2 = 1, a expansao é mais lenta. Nos casos considerados, maior pressao leva a uma

s —

2

~, maior e a uma taxa de expansao menor.

velocidade do som, ¢

2817 a(t)/a(t,) =
2111 et
1411 el
,’/_.-""— —MIT
714 /47 - - - mQCD (u =50 MeV, g = 0.4)
S mQCD (n = 50 MeV, g = 0.8)
1 ---- Rede (1 =0 MeV e 50 MeV)
1 ' ' . -' MI'I'I com' EWI : .
1x10”° 2x10° 4x10° 6x10”° 8x10° 1x10™
t(s)

Figura 4.15: Fator de escala como funcao do tempo para os modelos MIT,
LQCD (Rede) e mQCD (m, = 10MeV).

Noés estudamos a equagao de estado do modelo do MIT, que serve como referéncia de

estudo, por causa de sua simplicidade e de sua popularidade. Consideramos também
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outras equagoes de estado com diferentes ingredientes dinamicos. Cada ingrediente
novo presente numa EOS poderia em principio gerar alguma modificao drastica na
evolucao temporal do sistema considerado. Os diferentes modelos estudados foram
inseridos nas equacoes de Friedmann, e estas foram resolvidas numericamente. A
principal conclusao é que nao houve nenhuma mudanca significativa das grandezas
estudadas no intervalo de tempo considerado. Concluimos assim que a densidade de
energia é pouco sensivel aos fatores considerados: o aumento do potencial quimico, a
mudanca dos graus de liberdade do QGP (inclusao de mais sabores de quarks, como
o quark s), a intensidade dos condensados de glions, que geram a massa dinamica
do glion e a intensidade do campo médio de glions “hard”, que aumenta a dureza
da equacao de estado considerada. No caso da temperatura, mudancas nestes fatores
alteram ainda menos a evolucao temporal. Em particular, a inclusao de mais sabores

de quarks nao produz nenhum efeito visivel.
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4.3 Evolucao de Bolhas de QGP em um Gas de

Hadrons

Como foi ilustrado na Figura 1.1 da Introducao, o QGP pode ser produzido a
baixas temperaturas e grandes densidades, condigoes que serao atingidas em futuros
experimentos do FAIR [144] e NICA [145]. Depois de sua formagao o plasma se
expande, se resfria e entao hadroniza, criando os hadrons observaveis. Um dos aspectos
dessa transicao é a passagem do QGP para a matéria hadronica, um gas de hadrons
(HG), em baixas temperaturas e altas densidades barionicas.

Nao existem calculos com LQCD, mas calculos com varios modelos indicam que
a baixas temperaturas e altos potenciais quimicos (altas densidades barionicas) a
transicao quark-hadron é uma transicao de fase de primeira ordem e a teoria de
nucleagao pode ser aplicada. A nucleacdao (ou formagao de bolhas) de uma fase de
quarks em um meio de matéria hadronica foi estudada extensivamente na fisica de
ions pesados relativisticos, onde podemos ter a formacao de bolhas de QGP em um
gas de hadrons [146-150] e também, ao final destas colisdes, a formacao de bolhas de
um gas de hadrons em um meio de QGP [151,152]. H& vérios estudos dedicados ao
calculo da tensdo superficial, energia livre, raio critico e taxa de nucleacdo [153]. No
contexto de colisoes de ions pesados existe uma extensa literatura sobre o processo
de nucleacao [154,155]. Porém hé poucos trabalhos sobre a evolucdo espago-temporal
destas bolhas [156,157]. Esta evolugao é descrita por equagoes diferenciais baseadas em
variantes da equacao de Rayleigh [158] e da equac@o de Rayleigh-Plesset (RP) [159].

Uma ilustracao qualitativa deste fenomeno é apresentada na Figura 4.16, onde
mostramos uma colisdo niucleo-nicleo a energias intermedidrias (de alguns GeV por
par de nucleons no sistema do centro de massa). Dois niicleos colidem (Figura 4.16(a)).
Depois da colisdo forma-se um sistema composto de matéria hadronica (H). O sistema
possui alta densidade e pressao e assim bolhas de QGP podem se formar e crescer

(Figura 4.16(b)). A seguir ocorre a transi¢ao de fase e o plasma se torna dominante
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exceto em regioes onde a fase hadronica persiste. Estas regices sao representadas por
bolhas de hddrons que comegam a se contrair, Figura 4.16(c). No final da colisdo, ap6s
a expansao e resfriamento do plasma, ocorre o processo inverso ao mostrado na Figura.
Bolhas de gas hadronico se formam, crescem e transformam as regioes de plasma em
bolhas, que se contraem. Quando estas ultimas desaparecem, a transicao para a fase

hadronica estd completa.

a) —_—

Figura 4.16: Esquema do estdgio inicial de uma colisdo em energias
intermedidrias. (a) Dois niicleos colidem. (b) Bolhas de QGP (Q) comegam a
se formar e crescer em um meio de hdadrons (H). (c) O restante de matéria
hadroénica esta dentro de bolhas que se contraem. No final o QGP é formado.
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4.3.1 Equacgao de Rayleigh-Plesset para um Fluido Relativistico

A equacao de Rayleigh-Plesset descreve a dinamica de uma bolha esférica preen-
chida com um meio interno (in) imersa em outro meio externo (ex). Sua derivagao
detalhada se encontra no Apéndice G.1, onde utilizamos as mesmas aproximacoes fei-
tas em [160]. A equacao relativistica de Rayleigh-Plesset (RRP) em temperatura finita
¢é dada por:

% [(11 +12)R3R] + (L, —2L)R*R? = F (4.19)

onde as integrais sdo (com z = r/R):

1
]1 = / d[lf 1'4 (Ein + pinef) 7in2 (420)
0

*d
IQ = / :)j'_f <€em +pe:p6f> 7@:22 (421)
1

sendo ¢ e p respectivamente a densidade de energia e pressao. A “pressao efetiva” é:

IpL ef Ipc

oT Ir=T., # oT |\r=t;, ( )

pemEf = Pex — Te

com T,, a temperatura do meio externo e 7T}, a temperatura no interior da bolha.

Na derivacao da RRP, assumimos que o perfil da velocidade é do tipo Hubble (como

em [160]):
Vin (1) = %R para 0<r<R (4.23)
e
R*(R3 —1r3) .
Uem(r) = WR para R<r< Roo (424)

onde R denota a derivada temporal do raio da bolha, R(t), ¢ Re é 0 raio do fluido

onde a bolha se forma (que é considerado muito grande). Estas varidveis sao usadas
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nos fatores de Lorentz:

3 [t Op;
- d 2 mn mn _T ke
+ R/o rr (5 +p 8T)

(4.26)

ae:v
R+<56x+pex_T b )‘

Vamos estudar o caso em que a superficie da bolha se move lentamente em comparagao
com a velocidade do som no meio (R << cg ~ 0.4 — 0.6) [149]. O sistema se ajusta
adiabaticamente com as mudancas do raio da bolha e cada fase mantém sua pressao,
que pode ser considerada constante. Nesta aproximacao € e p sao independentes da

coordenada radial e a densidade de energia para cada fase possui a forma:
Eex(T=R) =€er(r > 00) =€ € epn(r=R) =¢cu(r = o) =cpn (4.27)

Inserindo (4.27) em (4.26) obtemos:

Ipi Ip )
F = in — Dex ) — Enﬂ — el‘j R — _( efo_ in6f>R2 428
(Pin —pez) ( oT |r=1;, oT T:Tew)] P b (4.28)
No caso de temperatura nula, temos F' = —(pe, — pin) R?, como encontrado em

[160]. Podemos ver de (4.19) que o lado esquerdo contém uma “acelera¢ao” e o lado
direito contéem uma “forca”. Quando a pressao fora da bolha é maior que a interna,
Pez® > pin®, a funcao F terd valores negativos, implicando que a forca aponta para
o centro da bolha, o que leva ao colapso. Quando p.,*’ < p;n® a bolha se expande.

Como as fungoes termodinamicas € e p sao independentes do tempo e da coordenada
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radial, as integrais em (4.20) e (4.21) podem ser simplificadas:

1 1 4
I = <6m + mef) / dr 2 y;? = <€m + mef> / dy — 2 4.29
1 P i g p ey (4.29)

I = (Eex +peff) /1 df Vea” = (aez +peff> /100 dx @%232) (4.30)

Estas integrais podem ser reescritas em termos de funcoes hipergeométricas. Inserindo

(4.29) e (4.30) em (4.19), chegamos em:

ARR*R + BRER + CR? = —(pe;f —pmef) (4.31)

onde
A= % (am+pmef) Fy (2, ;; §5R2> +§ (aeﬁpemef) o Fy (2, %; Z;Bﬁ) (4.32)
B = % <€m —l—pmef> 2 I <1, g, ;; RZ) + (Eex + Pea” ) 2 I <1> %, Z; R2> (4.33)
C = :g (»Em +pmef> 2 I <1 g ;;R2> + (Eex + Pea” ) 2 F <1, i, Z§R2> (4.34)

4.3.2 Limite Nao Relativistico

O limite nao relativistico da equagao RRP (4.19) é obtido expandindo os fatores

de Lorentz em torno de pequenos valores de R2. Com esta expansio e r = r/R,

encontramos:
1 (R LR
]1 = ﬁ /(; d[lj’!)ﬁ' <€zn —l—pm ﬁ ) d!lf!lﬁ' Ezn + pzn ) (435)
00 d 0 d
]2 =R / _f (5696 ‘l’pex + R5 / _:g 5696 +pex ) (436)
R T R T
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A pressao efetiva e a densidade de energia das fases interna e externa sao conside-
radas como constantes com rela¢ao a coordenada radial e assim (4.35) e (4.36) podem
ser simplificadas. Substituindo (4.28), (4.35) e (4.36) em (4.19) e mantendo somente

os termos lineares em R? encontramos:

4 ) 1 3}

|ig (5in +p;{> + <Ee:c +pex6f>:| R2+ |:g <€in +pzer{> + (gex +pe:cef>:| RR=— <P§£ _pzer{>
(4.37)

que é o limite nao relativistico de (4.19). Ela pode ser reescrita em uma forma mais

compacta como:

RR+aR?*=5 (4.38)

onde

: <6m + 5! ) + (»sex + p2£>

%(Ein + pinef) + (Eex + pexef>

- (ng - pinef>
e B=- (4.39)
5 <€in + pinef) + (861‘ + pe:cef)

(67

Usando a transformacdo de Sundman, método descrito em [162] e detalhado no

Apéndice G.2, encontramos a solugao analitica de (4.38):

45
AN 1 g 1 134C%°) 1 B
t<R>_< p > {\/2Ca2R2a+462a32F1<1+ﬁ’§’§’ B [2Ca2R2“+402a3]

1 1 3 4C?a3 A2
P14+ = == 7 4.4
+A2 l( +2a72727 )} ( O)

onde as constantes sao:

2 BYR™ R ~1/2a
C= (vo ——) 5 e A= 0o \/2(3042—1-0453’0 (4.41)

O raio inicial da bolha é Ry = R(0) e vy = R(0) é a velocidade inicial da fronteira da
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bolha. As fungoes hipergeométricas em (4.40) sao dadas por [163]:

) — I(c) Lo g1 = g)ebt
2F1(Cl, b, C; Z) = m /0 d£ (1 — 52)“ (442)

para R(c) > R(b) > 0. Quando o raio R tende a zero, temos o tempo de colapso

(teolapso) da bolha. Definindo as varidveis da primeira fungao hipergeométrica de (4.40):

(4.43)

g
Il

4C% a3 [ 1 N I& ]
B L2Ca2 R?  4C%2a3

temos w — oo quando R — 0 e neste regime a fungao hipergeométrica é:

1y 1
;g;w—mo) = —i? zg::;j; \/1@ (4.44)

Inserindo (4.44) em (4.40) encontramos:

¢ _ —2Ca e ﬁ _B F<% + i) + A F [ 1+ i 1 § 4CZQ3A2
colapso — B 2 4C2Q3F(1—|—L) 2471 202" 9 ﬁ
2

(4.45)
Notamos que em (4.40) e em (4.45) 5 deve ser negativo para que a bolha colapse.

Isso significa que (de (4.39)) é necessario que pe,*’ > p;,® e a temperatura nula,

Pex > Pin-

4.3.3 Temperatura Nula

Para estimar a importancia dos efeitos relativisticos, na Figura 4.17 comparamos
as solugoes da equacao (4.31) com as solugdes de (4.38), usando a EOS do modelo de
sacola do MIT em temperatura nula [46,72] e a mQCD para a fase de QGP e o modelo
nao linear de Walecka (NLWM) [46,51,61,164] para a fase de gas de hddron. Estas

figuras ilustram o que acontece durante os estagios iniciais de uma colisao nuclear em
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energias intermediarias. Se a densidade critica é alcangada, a bolha da fase de quarks
comega a crescer, como mostramos nas Figuras 4.17(a) e 4.17(b). Depois as bolhas de
hadrons comegam a se contrair, o que mostramos nas Figuras 4.17(c) e 4.17(d). Destas
figuras vemos que os efeitos relativisticos sao relativamente pequenos. Por completeza
também mostramos (nas linhas grossas tracejadas) nas Figuras 4.17(c) e 4.17(d) os
resultados analiticos obtidos com (4.40), reescrita como R(t). Como esperado temos
boa concordancia entre a solucao numérica e a analitica.

Em todos os casos considerados a velocidade inicial da superficie da bolha é pequena
e cresce para valores que ainda sao menores do que da velocidade do som, o que é
compativel com um processo “adiabatico”. A diferenca, ainda que pequena, entre o
resultado relativistico e nao relativistico aparece somente em tempos maiores, quando
a diferenga de pressao atua tempo suficiente para acelerar a fronteira da bolha até
velocidades maiores. A solugao nao relativistica nao possui um limite superior para a
velocidade, e por isso vemos inclinagoes maiores em tempos maiores. Esta é a mesma
conclusao encontrada na Ref. [160], na qual os autores utilizaram uma EOS politrépica
e para os casos onde p;, << pe;. Da Figura 4.17 podemos concluir que o colapso de
uma bolha de gas de hadrons imersa em um meio de QGP acontece em 3.3 fm no caso
relativistico e em 3.0 fm no caso nao relativistico. Com uma equacao de estado para
0 QGP que possui pressao maior, o colapso acontece mais cedo, em 2.5 fm no caso
relativistico e em 2.2 fm no caso nao relativistico.

Na Figura 4.18 apresentamos a solugdo numérica da equagao (4.31) para o caso de
uma bolha de QGP (MIT ou mQCD) em um meio de hadrons (NLWM). De cima para
baixo na figura, as equagoes de estado possuem mais pressao e assim a expansao é mais
rapida. Como a escala é a mesma podemos verificar esta diferenca através do aumento
da inclinacao das curvas. Mudando a velocidade inicial da fronteira da bolha nao
observamos uma mudanga significativa da trajetéria de R(t). Quando aumentamos o
tamanho da bolha de 1 fm (painel esquerdo da Figura 4.18) para 2 fm (painel direito
da Figura 4.18) percebemos que as bolhas maiores se expandem mais vagarosamente

que as menores. Podemos concluir que a bolha de QGP leva pelo menos (ver Figura
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Figura 4.17: Comparacao entre as solugées relativistica e nao relativistica da
equacao RP com altas densidades (pp > p.). a) e b) expansao da bolha de QGP
para diferentes EOS. c) e d) colapso da bolha de gds de hddrons para as
mesmas duas EOS.

4.18(d) e 4.18(f)) 10 fm para alcancar o tamanho de ~ 6 fm.

Na Figura 4.19 apresentamos a evolucao temporal de uma bolha de gas de hadrons
imersa no QGP. Esta figura é parecida com a Figura 4.18, com a diferenca da fase
“interna” e “externa”. De cima para baixo na figura, a bolha se contrai mais rapida-
mente, mesmo quando a velocidade inicial estd em sentido contrario. Como esperado,

o colapso é mais rapido com a EOS que gera pressoes maiores.
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Figura 4.18: Tempo de evolu¢ao de uma bolha de QGP imersa em um gds de
hadron. Solugoes numéricas de (4.31) para diversas condigées iniciais. Em
todas situacées: pe; = 0.35 fm™> e piy, = 1.0 fm 3.
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Figura 4.19: Tempo de evolucao de uma bolha de gds de hdadrons imerso no
QGP. Solugoes numéricas de (4.31) para diversas condigoes iniciais. Em todas
situagées: p., = 0.6 fm=3 e p;, = 0.4 fm=3.
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4.3.4 Temperatura Finita

Na Figura 4.20 mostramos o caso com potencial quimico grande: pu = 350 MeV .

As Figuras 4.20(a) e 4.20(b) mostram uma bolha de QGP (com EOS da QCD na

rede) que se expande em um meio de gas de haddrons (NLWM), pois pi,* > pe./, e as

Figuras 4.20(c) e 4.20(d) mostram uma bolha de gas de hddrons que colapsa em um

meio de QGP, pois pin® < pes®’.

(a)
4-
=== R =0.001
R (fm) A
34 - - R;=03
- T, e hu =07
P .
: “, —— R =-0.7
24 .__-"' .'s‘. °
ia=
R4 ~
/7 N
14 \
s \
' \
o A
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1 R (fm) === R =0.001

£ \
A \
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0 v \ i
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(d)

Figura 4.20: Tempo de evolucao de uma bolha dada pela solu¢ao numérica de
(4.31). Bolha de QGP com um raio inicial de 1 fm (a) e 2 fm (b) expandindo
em um meio de gds de hddrons (T,, = 140 MeV e T;, = 120 MeV ). Bolha de gds
de hddrons de raio 1 fm (c) e 2 fin (d), em um meio de QGP (1., = 120 MeV e

Tin, = 138 MeV).

Comparando as Figuras 4.20 e 4.18 podemos concluir que em temperatura finita,
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uma bolha de QGP em um meio de hddrons se expande mais rdpido do que em tempe-
ratura nula. Porém, mesmo neste caso, o tempo necessdario para uma bolha crescer e
atingir um raio compardvel ao tamanho do sistema (R ~ 6 fm) ainda € grande (t ~ 6
fm).

Nesta segao estendemos o formalismo variacional para dedu¢ao da RRP em tempe-
ratura finita e resolvemos a RRP com os efeitos de temperatura. Estimamos o tempo
de expansao de uma bolha de QGP imersa num gés de hadrons resolvendo numerica-
mente a equacao de Rayleigh-Plesset relativistica (RRP). As solugoes da RRP foram
obtidas com equacoes de estado mais modernas, o que exigiu certas aproximacoes, tais
como a hipotese de que a densidade de energia e pressao nao dependem da coordenada
radial da bolha. Tais solucoes mostram que o tempo de expansao é da ordem alguns
fermis ou mais, o que deve ser levado em conta nas simulacoes de colisoes em energias
intermedidrias que serao realizadas no FAIR e NICA.

Durante a expansao do sistema pode ser que uma bolha de QGP sobreviva como
um dominio super-resfriado, que eventualmente pode emitir hddrons. A dinamica de
uma bolha de QGP super-resfriado foi estudada em detalhes em [156] e os efeitos do
potencial quimico foram discutido em [157].

Ao longo da evolucao do fluido pode ocorrer o fenomeno da cavitacao: a formacao
de bolhas de hadrons em um QGP ainda quente, constituindo um dominio de hadrons
em altas temperaturas. Se a cavitagdo no QGP de fato ocorrer [47,165,166], como
consequéncia da viscosidade volumétrica, vamos observar uma queda de pressao no
QGP e a formacao de uma bolha hadrons. Esta bolha de hadrons sofre entdao pressao
do QGP ao redor e, dependendo da diferenca de pressao entre as duas fases, ela vai

sofrer expansao ou colapso [47].
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4.4 Conclusao

Este capitulo foi dedicado a mostrar algumas aplicagoes possiveis das equagcoes de
estado do QGP, em especial a EOS deduzida no Capitulo 2, mQCD. Vimos que a
partir de ingredientes microscépicos podemos entender propriedades de objetos ma-
croscopicos, como mostram os resultados obtidos no caso das estrelas compactas.
Também podemos aplicar estes conceitos em cosmologia e em colisoes de ions pesados

relativisticos.
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Capitulo 5

Conclusoes, Criticas e Perspectivas

Neste trabalho estudamos as mais recentes equagoes de estado do plasma de quarks
e glions e seus efeitos em astrofisica, cosmologia e colisdes de ions pesados. Demos
atencao a equacao de estado chamada de mQCD, que foi desenvolvida pelo nosso
grupo.

Apo6s a introducgao feita no primeiro capitulo, apresentamos no segundo capitulo a
deducao geral da mQCD e seus limites nos casos particulares de temperatura nula e
finita e potencial quimico nulo e finito. Com esta equagao de estado estudamos também
os efeitos do campo magnético no QGP. Também utilizamos outras duas equacgoes de
estado: a do modelo de sacola do MIT e a da QCD na rede.

No capitulo trés, verificamos como ondas se propagam neste plasma, com énfase
nos resultados obtidos com a mQCD e com campo magnético. Esta equacao de estado
gera ondas lineares que respeitam as condigoes de estabilidade e causalidade. A se-
guir derivamos a equacao diferencial que descreve a propagacao de ondas nao lineares
e encontramos (num contexto muito diferente daquele em que ela foi originalmente
deduzida) a equagao reduzida de Ostrovsky. Obtivemos uma solugdo analitica desta
equagao.

No capitulo 4 fizemos algumas aplicacoes das equagoes de estado discutidas anteri-

ormente. Resolvendo a equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, conseguimos obter
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resultados para as massas e raios de estrelas compactas, que estao em acordo com as
predigoes e medidas realizadas. Indo até o limite deste formalismo, estudamos o papel
do campo magnético na estabilidade das estrelas compactas. Resolvendo as equagoes
de Friedmann estudamos a evolucao temporal da densidade de energia e da tempe-
ratura na fase de QGP do Universo primordial. Concluimos que todas as equacoes
de estado estudadas levam a resultados semelhantes. A seguir estudamos a evolugao
temporal de bolhas de QGP no gas de hddrons (e também de bolhas de gés de hiadrons
no QGP) produzido em colisoes nucleares a energias intermedidrias, como as que serao
realizadas nos experimentos FAIR e NICA. Derivamos, pela primeira vez, a equacao
de Rayleigh-Plesset relativistica (que descreve a evolugao temporal de uma bolha) a
temperatura finita. Usando a transformacgao de Sundman, encontramos uma solugao
analitica desta equacao em um caso particular e determinamos o tempo de colapso das
bolhas.

De um modo geral, os resultados relatados nesta tese sao bastante sugestivos.
No entando, por causa de aproximacoes feitas em varios pontos do trabalho, eles
nao podem ser considerados definitivos. Eles sao suficientemente interessantes para
justificar a continuacao da pesquisa. Ha varias deficiéncias que podemos corrigir. Em
primeiro lugar, ao derivar a mQCD, podemos refinar a separagao do campo de glions,
introduzindo uma escala de energia de separacao e impondo que os resultados nao
dependam fortemente desta escolha. Isto pode ser feito com as técnicas do grupo
de renormalizacao. Os parametros que entram na mQCD foram ajustados primeiro
de maneira que a pressao fosse suficientemente grande para que existissem estrelas
de neéutrons com duas massas solares. No entanto, estes parametros deveriam ter
sido ajustados anteriormente, de modo a satisfazer os limites que ja existem e que
sao impostos por teorias efetivas quirais, por QCD perturbativa e pelos resultados
experimentais de ondas gravitacionais. Nés nao fizemos isto em parte por razoes
histéricas, pois o trabalho ja tinha sido em boa parte executado quando surgiram os
novos resultados tedricos e experimentais. Além disso, como a mQCD se propoe a ser

mais geral e descrever o QGP em temperaturas baixas e altas e potenciais quimicos
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baixos e altos, nés deveriamos também usar as equagoes de estado da QCD na rede,
escolhendo os parametros da mQCD de forma que ela reproduza os resultados da
LQCD.

O estudo de estrelas deveria ser refeito a partir das equagoes de Einstein com campo
magnético. Além disso deveriamos fazer uso de modelos hibridos, nos quais além de
matéria de quarks desconfinados, a estrela possui uma fase hadronica. O estudo de
cosmologia poderia ser refinado com a introducao de efeitos da viscosidade e com o
estudo de ondas gravitacionais geradas no Universo primordial. Finalmente, no estudo
da evolucao de bolhas, deveriamos incluir os efeitos que um meio externo finito pode
gerar e também levar em conta a dependéncia da densidade de energia e da pressao

com o raio da bolha e ainda incluir o efeito da tensao superficial.
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Apeéendice A

Constantes de Estrutura de SU(3)

Os geradores do grupo SU(3) sao dados por:

T%:%- a=1,2,...,8 (A.1)

onde “A\” sao as matrizes de Gell-Mann dadas por:

010 0 —i 0 1 0 0
MNM=]100 M=|4i 0 0 NM=1o0 -1 0
00 0 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 00 0
M=1000 NX=]100 0 MN=1001 (A.2)
100 i 0 0 010
00 0 10 0
1
N=1|0o0 —i ﬁ:ﬁ 01 0
0 i 0 00 —2
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Os comutadores das matrizes sao dados por:
(A%, N] = 24 fobepe (A.3)

e f% sendo as constantes de estrutura anti-simétricas de SU(3), onde os fndices de

cor a, b e ¢ variam de 1 a 8. Também possuem a propriedade de anti-simetria:

fbac — facb — _fabc (A4)

e as combinagoes nao nulas, sao:

f123 =1
f458 f678 \/7/2 (A5)
f147 f246 f257 f345 f516 f637 /2
Possuem relagoes importantes em SU(N):
fabCfabc — N(N2 . 1) (N= 3 fabCfabc —
facdfbcd 5ab (N facdfbcd — 35ab (A6)
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Apeéendice B

Campo Fermionico em

Temperatura Finita

Em temperatura finita temos particulas e anti-particulas devido ao mar de Fermi.
Os célculos deste apéndice foram realizados como em [56,61,62].

A funcao de particao Z pode ser escrita como:

7 =Tr{eap| ~ (H - N, - f“fo)/T} } =
f=u

d,s
Z <n1,n2,...,noo)exp[—(f]—,ueNe—Zquf>/T”n1,n2,...,noo> (B.1)

n1,M2,...,Noco f=u
Como os estados sao autoestados dos operadores, podemos substitui-los pelos seus

autovalores, ficando com:

7 = Z (nl,ng,...,noo‘epr—iEmi—l—,ueini
i=1 i=1

nl,nQ,...,noo>

YY)

f=u i=1
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d,s

= Z(nl’ea:pK — Eing + peny + Zufm)/T] ’nl)x
n1 f=u

X Z(m’ezp[( — Fong + pens + is:,ufm) /T} ’ng) e
no f=u

. -Z(noo‘epr — EooNoo + ftenoo + iﬂf”oo)/T] }”oo>
f=u

Noo

—HTrz{e:cp[ue—l—Z,uf— nz/T]} (B.2)

Para os férmions, os nimeros de ocupacgao podem ser 0 e 1, devido as suas relagoes de

anticomutagao, entao a soma em (B.2) é restrita a esses valores:

Z:ﬁzl:{el’p[ue-l-zuf— n/T}}

i=1 n=0

-11 {1 + eap (e + S - E)/T| } (B.3)

f=u

Os operadores N,, Ny e H sio dados por [61]:
Ne =N, = (OINJ0) . Nyp=Np— (OINGj0) e H=#H—(0|H|0) (B.4)

lembrando que f = u,d, s.

Em (B.4), temos que calcular os operadores:

N, = / B oy e (B.5)
Ny = [ #nirot (B.6)
(§]
. Vs oL
_ 3 0 0., f 0 0,,ey _ 00
H_/dx{;8(80¢f)(a¢ )_‘_a(aowe)(aqvb) g ‘CO} (B7)



97

Os campos dos férmions em termos de operadores sao escritos como:

ik-i—iEL Pt
7\p_cl/ Z[ksn ]{7871)

ksn

'I'B”k on VI(k, s,n) ¢ ik E=iEL Tt (B.8)
onde ¢; sao as matrizes de cor. Para o elétron:
1 [ - ey
= — AS Uk, s,n) TR
V= kZ fom U(kys,m)
+Bl Vo (R, s,m) e R (B.9)
onde os espinores satisfazem:
U (k' s iU (k,s,n) = VI (k' s/, )Vi(k, s,n) = 0220500 (B.10)
e
UTi(l_c", s n"\Vi(k,s,n) = VTi(E/, s U (k,s,n) =0 (B.11)
Os operadores de criacao e aniquilagao:
(A A"y ={B' B} =1 e {A,B}={4",B"} =0 (B.12)
de (B.10) a (B.12) temos i = e ei = f = u,d, s.
Substituindo (B.9) e (B.11) em (B.5):
/d3 Z Z {Aa, , ,UTE ks n )A%snue(lg,s,n) —ilK =Ry
K ,s! n’ksn
i(E€<+)_E€<+))t te Te . i —F)7 ( o(=)_pe(= ))
e\ T T By Y (l{:sn)B V(ksn) Te!

e usando (B.10) e aplicando o ordenamento normal dos operadores de anti-particulas,
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ou seja, usar (B.12), chegamos em:
3 AS Te e
N, = /d > {Ak,s,n fom— BLS Bi T 1} (B.13)
k,s,n
Calculando o primeiro termo de (B.4) usando (B.13):

— g [ Al ap B B [ S

k,s,n i ,8,M

1 3 fe e 3 Be
_<0‘V/deAE,s,nAE7S,n‘ > /d ZBksn ksn >

k,s,n kvs,”

—{0]= /d3 > 100) (B.14)

ksn

resultando em:

/d3 Z{ATesn an BliesnBan} (B15)

k,s,n

Analogamente para os quarks, efetuando a somatoria em 7 e j:
céiiei =cley + fes =3 B.16
10ijCj = C1C1 + CaC2 + C3C3 = (B.16)

Porém, ira ser usado a média nas cores desse calculo, ou seja, trocar o produto cjcSijcj

por sua “média nas cores” da seguinte forma:

cjéijcj - CJ{Cl + C;CQ + C;r))Cg
(ntmero de cores dos quarks) 3

Cj(;ijCj — =1 (Bl?)

para que se possa definir a distribuicao de Fermi-Dirac de forma usual. A cor dos

quarks sera levada em conta no fator estatistico. Sendo assim, o segundo termo de
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(B.4) possui a forma:

—y [ee Ay AL, -5 8L (313
ksn

Para o calculo do operador Hamiltoniano a partir do iltimo termo de (B.4) e (B.7),

é necessario alguns resultados. Fazendo 17 x(2.22) com o uso de (B.8) e (B.11):

E AL Ut (K S ) e~k EHiBl
V k/,s’,n’ »m

ksnk ,8'n/

+B/

!t
78 7n

= o f () -
VTf(k ,S/, n/) ezk EFHE, t}c;f |:Z52]80 + ZéZ]O_Z -V + gh’ficj”_ag
—6;;7° (ms + Q" A )}c-{AJi U’ (k,s,n) ik BBt
ij f f w)| % P )

BTfk

S,n

VI (K, s,n) e_“;'f‘iEﬁ()t} =0

que com (B.10) e (B.17):

k,s,;n k,sn

1 .
v > [Ef:(” —a-k+gnA—~"(my + QN“AH)] AL AL

Z
k,s,n

+= Z[ D4 k+gnA—~"(ms+ Q" A, )}B BlY =0 (B.19)

k,s,;n k,sn
ksn

frra
sendo que ¢;Tjc;af = A.

Da expressao (B.19), as energias sao:

BN 4+ g A=a-k++"(ms + Q" A)) (B.20)

EIO) 4 gpAd = —a -k +~°(m; + Qp"A,) (B.21)
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Usando (2.41) em (2.43):

BI®) = B 4 g, A = i\/m; + k2 + 2n|Q;|B (B.22)

Agora (B.20) e (B.21) com (B.22):

& k+1"(ms+QPA,) — \/m§+kg+2n\Qf|B (B.23)

G-k = "(m+Q"A,) — \/m§+kg+2n|cgf|3 (B.24)

Analogamente para os elétrons, sem a média nas cores conforme (B.17) e sem o termo

de interacao dos hard glions:

a-k+7°(me + Q"A,) — /m2 + k% + 2n|Q.|B (B.25)

-

a-k—1"(me + Q"A,) — /m2 + k2 + 2n|Q.|B (B.26)

Voltando para o célculo de (B.7), temos que:

d,s 2 2

. e B
A= [ { > il 6 () +iv] 5ij<aow§->} s [ { - mTGagag+b¢o4+8—}

f=u a

+/d3$ { — 15 [W“(@j&u +i0;jQcAy) — 5ijme] ¢;}

d,s
+ / d*x { = >l [0 + 18505 4| + 912" Ty — 8iymy o] } (B.27)
f=u

os termos com derivadas temporais dos campos dos férmions sao algebricamente can-

celados, ainda substituindo (B.8), (B.9), (B.17) e os resultados (B.23) & (B.26) em

(B.27) e fazendo o ordenamento normal de (B.12), obtém-se:

2 2
~ meag a_a B
% — dgflj { - Taooéo _'_ b¢04 _'_ 8_7T}
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1
+/d3m{vz\/m§+k§+2n|Qe|B{ATEZMA6 on —|—BT6 B }}

=
k,s,n

/d?’x = Z <\/m2 + k2 4 2n|Qe|B>

ksn
d,s
1 b
L2 o T L R
f=u E,s,n

d,s
—/d%%zz <\/m§+k§+2n|Qf\B>

f=u E,s,n

T a Tf f Tf f
/ { vV Z Z gh ZT‘”CJ Oéo |:Ak s nAE,s,n o BE,s,nBE,s,n:| }

f= “ksn

ey

f= =Uk.sn

gn(clThey) ] (B.28)

Assim, o operador Hamiltoniano é:

]_ e e € e
+ / dgx {V Z \/mg + k‘g + 2n|Q€|B |:AJI[5,s,nAE,s,n + Blig,s,nBlg,s,n:| }

k,s,n

d,s
3 b
3 Tf f Tf f
"—/d l’{vzz \/m}‘i_kg+2n‘Qf‘B[AE,s,nAE,sn+Bksansn}}

f=u E,s,n

_Zgh CZTZCJ ao (B.29)

Voltando ao célculo da func¢ao de parti¢gao. Substituindo (B.15), (B.18) e (B.29)



102

em (B.1) e seguimos o raciocinio de (B.2) e (B.3):

Z = exp X

2 r | T

mea? Bl 1
v{ _ TG el 4 bgot + —}—

«T1 {1+ea:p[— (&5 = 1e)/T| }{Hexp[— <es+ue>/T}}

E,sn
x f‘[ I1 {1 +exp[ (& - W)/T]}{l +ea:p[— (& + W)/T}} (B.30)
f=v K sn

onde as energias sao dadas por:

EC = /m2+ k2 +2n|Q.|B (B.31)

&f = \/mg + k2 + 20| Q| B (B.32)

e o potencial quimico efetivo do quark f é:

v = pr + (e Tie;)af (B.33)

O potencial termodinamico, (2.50), com (B.30) é:

2 2
meag a_a B
— Taoao + b¢04 + 8_71‘

Q= V

Ty {ln[l + e‘“fz—“e)/T] +in [1 n e_(55+”e)/T] }

=
k,s,n

d,s

T3y % {m [1 + e—<55—”f>/T] +in [1 + e—<55+”f>/T] } (B.34)

f=u E,s,n

Das distribuicoes, destacam-se algumas relagoes importantes:

14 e E2/T = (1 —¢;)7! (B.35)
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(B.36)

(B.37)

(B.38)
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Apéndice C

Aproximacoes para Altas e Baixas

Temperaturas

De (2.87), temos a integral:

I, = /OOO dk k2{zn [1 + e—“i—”i)/ﬂ +In [1 + e—<&+w>/ﬂ } (C.1)

Utilizando a expansao:

(=Dt

In(l+w)= E w" para |w| <1 (C.2)

n
n=1

(C.1), pode ser reescrita:

o0

> = (—1)" > —1)"
Ip _ _/ dk k> Z ( ) e—n(&—yi)/T _/ dk k> Z ( ) e—n(8i+1/i)/T (Cg)
0 n=1 n 0 n=1 n
Com as mudancas de varidveis:
i k
L) o =" (C.4)
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(C.3) fica como:

n

0o 00 —1)"
I,=-T%2 / dx x* Z (=1 e~neVIta? (e"”’i/T + e_"”i/T) (C.5)
0

n=1
ou:
e~ AV 1+x2

>~y ND [
I = T3 3 ( nv; /T —nv; /T _/ d 2 C6
p Z;—nz (e +e )82 i T T 71+x2 ( )

Fazendo = = senh(y), (C.6) assume a forma:

- (=1)"
L,=T°2% Z 5
n=1

- (emji/T—l-e_mji/T)g/ dy Senh2(y> e—nzcosh(y) (C?)
0

0z

que remete a forma da fungao de Bessel modificada K [68]:

ml/2 w\” [
K - - (= 2v —w cosh(y) )
W] o —12) (2) /0 dy senh™ (y) e (C.8)

(C.7) pode ser reescrita usando (1/2)! = 7'/2/2 e fazendo o célculo da derivada:

— (—1)"
]p:T323Z 2

n nz? z

e <_ Kinz] | K M) (C.9)

n=1
Das relagoes de recorréncia para as fungoes de Bessel [68]:

2v

K, qw]— K [w] = _EKV[W] (C.10)
K, |w]+ Ky p1|w] = —2K, [w] (C.11)

se tem (C.9) como:
I, = —T82? i =" (e"”"'/T + e_"”"/T) Ka[ne] (C.12)

n=1
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Da expressao da densidade de energia (2.90) temos a seguinte integral:

Iez/ooodkk%/mng (di+cii> (C.13)

que com o uso de (C.4) e
-1
(1 + 6_2\/@) _ Z(_l)n e—nzx/l-i-:c2 (C14)

fica na forma:

[EZT4/Ode:)3 z ( 1+:)32)Z [("H vilT = (nt1vi/T
0

n=0
> e—(n+1)zx/1+m2 (015)
que ainda é reescrita como:
I. = |:€(n+1)Vi/T 4 6—(n+1)ui/T
92 [ 22 ;
"= d —(n+1)zvV14z C.16
022 / o /1 + 22 € ( )

Novamente, © = senh(y) e a expressao (C.16) se torna:

I = [ (nD)wi/T 4 o=(nt1)ws/T

82

X@/O dy S€nh2<y) e—(n—l—l)zcosh(y) (017)

que com (C.8):

_ g4 A - (=" (n+1)v; /T —(n+1)v; /T 2(1/2)!5_2 Ki[(n+1)z]
l=1"2 ; (n+1)2 [6 te T2 922 (n+1)z (C.18)
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Fazendo os calculos das derivadas com as relagoes de recorréncia (C.10) e (C.11):

*? (Kiln+1)2]) 0] 1 - (m+1D)zK[(n+1)z
a—<W>‘a—{ oy 1z [l + Vel = (e D Kl + ) ﬂ}

_g{_gqm+md}:3Kmn+U4+¢n+mKﬂn+n4 ©19)
0z z 22 z '
Usando (1/2)! = 7/2/2 e (C.19) a expressdo (C.18) assume a forma:
I = |:6(n+1)ui/T i e—(n-l—l)ui/T}
x@Kﬂn+U4+m+¢yKﬁn+n4} (C.20)

A integral da densidade de quarks e de elétrons (2.88) é dada por:

Jz/mﬂm%¢—¢) (C.21)

ou melhor:

> 2 e (Ei—vi)/T e~ (Eitvi)/T
1 :/(; dk k [1 —i—e—(&'—w)/T] o [1 _'_e_(gﬁ_,ji)/T] (022)

que novamente usando (C.4) e a expansao (C.14):

/ do 22 Z [ (n+1)v; /T _ e—(n+1)u¢/T] e—(n—l—l)z\/l—l—gc2 (023)

ou

B e—(n+1)2\/1+7
d (n+V)v; /T —(n+Dv/T| Y C.24
/ v Z [ ¢ ]82 (n+1)v1+ 22 ( )

Novamente, x = senh(y), encontramos:

’fL

o
-m’ Z

n=0

[(n—i—l vi/T —e (n—l—l)l/i/T]ag/vOO SenhZ(y) e —(n+1)z cosh(y (C 25)
= Jo



C.1 Altas temperaturas 108

com (C.8) e as relagoes de recorréncia (C.10) e (C.11), (C.25):

n

— (-1 . _
I =732 Z (;’ +)1) |:6(n+1)m/T — e~ (n+1wi/T KQ[(TL + 1)2] (C26)
n=0

As expressoes (C.12), (C.20) e (C.26) sao validas para potenciais quimicos finitos

apenas na aproximacao \/m? + k? > vy.

C.1 Altas temperaturas

Para o caso de altas temperaturas 7' >> v; e T >> m; (ou z << 1) vale a forma

assintética para pequenos argumentos das fungoes de Bessel [68]:

(v—1) 271t

Ky |w](pequeno w) = o (C.27)

e também as expansoes:

nv; /T —nv; /T ~ n2l/i2
e +e ~ 2+ T (C.28)
1 2 i2
oD /T | =4 DT o 4 % (C.29)
e

et _ o o 2t D 30

Sendo assim, com (C.27) a (C.30), (C.20), (C.12) e (C.26) no limite de altas tem-

peraturas:

= (=) 12 6v2 (n+1)2p222
I =T ( 22 : :
(T alta) ; (n+ 1) {(n—i— 1)? + 227 + T2 + T2
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que desprezando os termos de 22, pois z << 1:
o0 v
L 7 atta) = Z 127 Z — 1 s (C.31)
G VR S GO UE 7
IP (T alta) = ; 2 nA + ; n2 ﬁ (032)
e
I =4T1; ) (1" (C.33)
(T alta) — Vi (n T 1>2 .
n=0
De [69]:
f: n 7.(.4 f: n
e (C.34)
n=0 n + 1 O n:0
0 4 0 n
55 n4 N 720 ‘ >5 n2 - (C.35)
n=1 n=1
Assim, (C.34) em (C.31):
Tt 2
I. (T alta) = m T + ? T? Vz'2 (C-36)
(C.35) em (C.32):
Tt 72
I, (T alta) — 180 T° + 6 T v (C.37)
(C.34) em (C.33):
2
](T alta) — % TZVZ' (C38)

C.2 Baixas temperaturas

Para o caso de temperaturas baixas 7' << m; (ou z >> 1), a forma assintdtica
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para grandes argumentos da fungao de Bessel [68] é:

(4 — 1)] T . [1 N (4% —1)

1 C.39
MRRETETR 1!8w] (C.39)

Substituindo entao (C.39) em (C.12), para a pressao:

_ 3.2 = (_1)n nv; /T —nv; /T T _nz 15
[p (T baiza) — Tz Z n2 (6 te ) %6 L+ @

que considerando apenas n = 1 na somatdria e também desprezando o termo 15/8z,

pois z >> 1:
I, @ boiea) = T3 ,3/2 \/g[e—(z—w/T) I e—(z-i—ui/T)} (C.40)

Com (C.4), (C.40):

312 [T T o — P
Ly 7 ey = (i T) \/;[e (mesIT . g~ (mits)/T| (C.41)

Para a densidade de férmions, (C.39) em (C.26):

I = T3 2 Z (_l)n |:e(n+1)1/i/T . e—(n+1)ui/T:|

~ (n+1)
_ T mme|y 10 C.42
% 2(n—|—1)ze * 8(n+1)z (C42)

que com (C.4) e considerando s6 n = 0 na somatdéria e desprezando o termo 15/8z,

pois z >> 1:

3/2
I(T baiza) = (ml T) \/g |:€_(mi—l/i)/T _ e—(mi+1/i)/T:| (043)

Agora com (C.39) em (C.20) para a integral da densidade de energia:

_ 4 32 — (=1)"
]e (T baiza) =T1"z 2 1)2

( |:6—(n+1)(z—ui/T) +6—(n+1)(z+ui/cp)] T
— (n +

2(n+1)
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27 45

n+ 1)z

que considerando apenas n = 0 na somatéria e também desprezando o termo 45/8z,

pois z >> 1:

27
[e (T baiza) — T4 23/2 [6_(Z_Vi/T) + 6_(Z+Vi/T)] \/g (g + Z) (C45)

que com (C.4):

27 i e oy,
Ia (T baiza) — T5/2 mi3/2\/§ <§ + %) [6_(mz_uz)/T + 6_(ml+uz)/T} (C46)

Entao as densidades dos férmions sao:

d,s
r —(myg—v —(ms+v
P (T baiza) = Z = (m; T)* [6 (my—vg)/T _ p=(ms+ f>/T] (C.47)
f=u
[§
76 —(Me—HUe —(Mme e
Pe (T baiza) — \/W(me T)3/2 [6 ( ue)/T € (me -+ )/T] (048)

A densidade de energia é:

€ (T baiza) = 2Nm(; {Z \/ﬁ m

bt + —Le T2 302 (2_7 X ﬁ) [e—(me—ue)/T X e—(mewe)/T]

/873 8 T
’y 27 m —(ms—v —(m v
+Z f T5/2 ;2 <§ + TJ‘) [6 (mp—vp)/T 4 o=(ms+ f)/T} (C.49)

e a pressao é escrita como:

3 2 d,S 2
gh fyf —\ms—v —(m v
D(T baiza) = 2Nm(;2{ g (me)3/2 [6 (my f)/T_e (my+ f)/T:|}
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bt + g; T5/2 1, 312 [6—(me—ue)/T _ 6—(me+ue)/T}

+Z 7f T5/2 KL [e—wf—uf)/:f_6—<mf+uf>/T} (C.50)
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Apeéendice D

Solucao Exata para a ROE

O objetivo é encontrar a solucao para a ROE:

0|0 0 0
o [aépr +o 6—55PBf + 55PBfa—§5,0Bf =Toppy

Para isso, fazemos a mudanca de varidvel [117-124]:

n
£=Q+5/_ V(O n)dy +an+& , t=mn e dpps(&t) =v(Qn)

com &, sendo uma constante arbitraria. Assim, temos os operadores:

0
Qo © o o W) a0 ko) 09

onde a funcao h(2,n) é:

pn) =148 [ [gmo@a)] af

Reescrevendo (D.1) com (D.3) e (D.4):

1 0o
h(QJI)—W&—Qa—n

(D.1)
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De (D.4):
oh o
o =550 (D.6)
Entao colocando (D.5) em (D.6):
o o o o N 20U
i~ g — (DR =0 (D.7)

que é a ROE reescrita em uma forma integravel. Utilizando o método da fungao da

tangente hiperbélica [107-111], encontra-se as solugoes exatas:

23)2 2y2

A A
ur(fn) == seek? @ = )] 0w (@) = T2 i) (D)

os parametros A (inverso do comprimento) e 3 (velocidade) sdo constantes da inte-

gragao com valores livres para se escolher. O termo negativo em —sech?|.. .| descreve

um pulso de rarefagao, cujo sinal negativo é devido a condigao (al’) > 0.
Considenrando ¢; em (D.2), chegamos a uma solugao paramétrica para a ROE

(D.1):

opps(§,t) = —6;?2 sech? [)\ (Q - vt)} (D.9)
com
5:Q+at+§o+?—?{tanh[A<Q—7t>] —1} (D.10)

1rr nao foi considerada como solugao, para evitar divergéncia devido ao termo

constante em ;; na integral presente em (D.2):

n 42)\2
5/_00—2F dn’ — oo
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Apeéendice E

Equacao de
Tolman-Oppenheimer-Volkoft
(TOV)

Para modelar a estrutura estelar com a relatividade geral é necessario que se as-
suma que a estrela seja esféricamente simétrica, isotrépica e composta de um fluido
ideal. A equacao TOV foi proposta por Oppenheimer e Volkoff [133], inspirados no
trabalho realizado por Tolman [134]. A TOV juntamente com a equacdo de estado
faz com que seja possivel notar como a fisica microscépica influencia em propriedades
macroscdpicas, como a massa e raio do objeto.

Ao assumir que o sistema possui simetria esférica, a métrica do espago-tempo pode

ser formulada pela métrica de Schwarzschild (com ¢ = G = 1):
ds? = e’ dt? — A dr? — r2d0% — r2sen(0)dg? (E.1)

onde v e \ sao fungoes da métrica a serem determinadas.

Como também se assume que o sistema é composta de um fluido ideal pressurizado
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isotrépico, temos:

T% = ¢(r) (E.2)

T = —p(r)8" (E.3)

sendo € e p, a densidade de energia e pressao.

Assim, precisamos resolver as equacoes de campo de Einstein:

1
8nT" = G" = R" — - Rg" (EA)

que utilizando a métrica (E.1), permite encontrar o tensor de Ricci R* e os elementos
de g"*.

O primeiro elemento da equagao é [31,135]:

v(r) d
8me(r)e’r) = 67"2 (1 — %re_A(’")> (E.5)
que integrando:
) — g 2M ) (E.6)
r
Considerando o termo y =v = 1:
—ri Ar) 1
—8mp(r)er) = ri(r) +2€ (E.7)

inserindo (E.6), chegamos:

dv(r) _ 1 (Mffr) N 87rr2p(7“)) (1 _2M (7"))‘1 (E8)

dr r r
Utilizando que o sistema ¢ isotrépico e estatico, V, 7" = 0:

dv(r)
dr

d 1
VMT”l — _M — §(p—|—€)

= =0 (E.9)
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Entao, colocando (E.8) em (E.9), encontramos a equagao TOV:

dr 72 r

__ ! <p(7“) + 5(r)> (M(r) + 47r7’3p(7“)) (1 — 2M(T))_1 (E.10)

sendo a massa dada pela equacao da continuidade:

dM(r)

e 4rr2e(r) (E.11)
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Apeéndice F

Equacoes de Friedmann

As equagoes de Friedmann relacionam a densidade de energia com o tempo. Para

deriva-las, partimos da métrica geral:
d82 = goodtz + 2g01dl’zdt — gz]dﬂfldxj (Fl)

onde gopo = 1. Como, segundo o principio cosmoldgico, o Universo é isotropico e
homogéneo [31], o termo go; = 0.
Considere uma esfera no espacgo euclidiano em quatro dimensoes nas coordenadas

(z,y,2z,w) = (p,0, p,w), temos:

dli* = gyjda’ds’ = dp* + p* [d6” + sen® (0) dp?]| + dw? (F.2)
e também:
2d 2 2d 2
P+ 4wt =p 4w =a = pdp + wdw =0 — dw? = P 2p = Z P 5 (F.3)
w a?—p
entao:
p*dp?
di* = dp® + p* [d0® + sen® (0) dp”] + (F.4)

a2_p2
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ou

2
di? dp 5+ p? [d6” + sen® () dy?] (F.5)

~ 1—(p/a)
A expressao (F.5) representa um espago homogéneo e isotrépico de curvatura 1/a?
positiva. Caso seja necessario englobar a curvatura negativa ou nula faz a substituicao
p = ar. Em geral pode-se fazer a = a(t), que ndo pode depender das posigdes devido a
homogeneidade, assim chega-se na métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

(FLRW):
dr?
1 — kr?

ds* = dt* — a*(t) { + 7% [d6* + sen” (6) dy?] } (F.6)

onde k= —1, 0, +1 e a(t) ¢é o fator de escala.

Utilizando a conservacao do tensor energia-momento:
v, =T, =T"  +T7T"  + T, =0 (F.7)

com a equacao de Einstein [31]:

1
R, — §gWR — g\ =87GT,, (F.8)

e com a equacao de estado:

p=ple) (F.9)

podemos descrever a expansao do Universo logo apdés o Big Bang. Onde, I'* , sao
os simbolos de Christoffel (que fazem o papel do campo de forca gravitacional), R,
o tensor de curvatura de Ricci, g,, a métrica, R a curvatura escalar, A a constante
cosmoldégica, G a constante gravitacional de Newton, p a pressao e ¢ a densidade de
energia.

Os simbolos de Christoffel sao dados por [31]:

1 8gm, 895,, 8gag
po_ Lo _
Fas = 59“ (8:55 T o T o (F.10)
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com «, B, v=0,1,2,3.

Utilizando a métrica para este espaco, notamos que varios simbolos de Christoffel

sao nulos, conforme a Tabela F.1.

Tabela F.1: Simbolos de Christoffel nulos para métrica FLRW

p=0lp=1]n=2[p=3

Too || Too | TG | Too
P || Top | T6 | o
Ty || Tos || Tos || T
Dy | T | Th || T
Lo || T | Th | TR
To || Ta || Ty || T
Tos || Ty || T || T
Uy || Tos | T || T5
Py || Ty || T || T
Do | Ta | 15 | T
Do || T || T8 || -

Oy | - - -

T || - - -

Os simbolos nao nulos sao dados por:

po = 40 po e T = at)a(t)rsin? (0)

1—kr?’
a(t) kr
h=Th=Cg Th=1—pz Th=—r(i-#),
I3, = —rsin® (0) (1 — kr?)
a(t) .
g, =T = a(l)’ I, =I5 ==, I3 =—sin(f)-cos(0)
3 _ 0l0)

(F.11a)

(F.11b)

(F.11c)

(F.11d)
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Entao, o tensor de Ricci é escrito:

Rye=TF  —T¢ 4TSTH —T%TH (F.12)

Vo Vo Vot o vpt oo

que utilizando a Tabela F.1 e as expressoes (F.11), sdo nulos as seguintes componentes
de (F.12):
Ro1 = Roa = Ro3 = R1o = R1a = Ri3=0

Ryp = Ro1 = Ro3 = R3p = R31 = R3; =0 (F.13)

ou seja, somente os tensores com indices iguais (v = o) sao diferentes de zero.

Assim:
Roo = _F(ln;o - 1%2;0 - Fg?,;o - F(lnrio - F32F§0 - ngrgo = _3a— (F.14a)

Ry = F?ho - F?m - Fi’&l + 1—‘?1112)2 + F(1)11%3 + Fhf% + Fhri)?, - Pior%

a(t)a(t) + 2a*(t) + 2k
1 — kr2

- F%2F§1 - Fi)?,rgl - (F.14b)

Ray = F(2]2;0 + F;2;1 - F33;2 + F(2]2F(1]1 + F(2]2F33 + F%zrh + F%zré + F§2F§3

— D5y — T30, — T3, T3, — g5y = [a(t)a(t) + 2a3(t) + 2k] r? (F.14c)

Rss =950 4 Disy + Dig + T8500; + D335, + T95005 4+ [zl + Tggls
+ Tyl + T3a054 — T35, — Disl5, — T35, — T35 — I M35 — I'5,T'5

= [a(t)a(t) + 24a°(t) + 2k] r*sin® () (F.14d)
Utilizando (F.14) chegamos na curvatura escalar:

R=g"R,, = —— [a(t)a(t) + &*(t) + k] (F.15)
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Considerando a parte temporal de (F.8) e substituindo (F.14a) e (F.15), obtemos:

r(Ge
3

a*(t) +k — éCLQ(iE) =0 (F.16)

a*(t) - 3
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Apéndice G

Equacao de Rayleigh-Plesset
Relativistica (RRP) e a

Transformacao de Sundman

G.1 Derivacao da equacao RRP

A lagrangeana para um sistema simetricamente esférico pode ser obtida pelo principio

variacional e é dada por [160]:
L=—4rn / drr®e(n) (G.1)
0

onde ¢ é a densidade de energia, n é a densidade dada por n = p/v, p é o nimero de
particulas por volume (densidade de niimero) e 7 é o fator de Lorentz v = (1 —v2)~%/2.
O sistema considerado é uma bolha relativistica de raio R com uma temperatura

fixa, imersa em um meio com outra temperatura fixa. Entao, a lagrangeana (G.1)
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pode ser decomposta nas contribuigoes das fases interna (in) e externa (ex):

R R
L=Li+ Ly =—4T / dr r? Ein(Nin) — lim {47T / dr r? Eex(Nex) } (G.2)
0 Roo—ro0 R

Por simplicidade sera omitido o limite de R.,, retomando-o no final dos calculos. A

densidade de nuimero para cada fase é:

Ni Nex

Pin = 7~ € Pex =
(1) e

onde N;, é o numero de particulas dentro da bolha e N,, o nimero de particulas fora
da bolha. O perfil da velocidade para cada fase é dado por (4.23) e (4.24), com os
fatores de Lorentz (4.25).

(G.3)

A versao relativistica da RRP é obtida pela equacao de Euler-Lagrange, derivada

d <0£) oL (G4)

da lagrangeana (G.2):

dt\or) ~ OR
Inserindo (G.2) em (G.4), temos:

d R Qagin Hoo 285690 a R 2 fioo 2
a[/o drr £+/R drr R } —@{/0 drr am+/R drr 564 (G.5)

Utilizando a regra de integracao de Leibniz, calcula-se as duas derivadas com respeito

a Rem (G.5):
o [t BE 9, ) oR
IR /0 drreeg, = /0 dr @(r €in) + R (62-” r:R> e 0 (62-”

a R R a n
— / drr?e;, = / dr r? c + R? <€m
0 0

0
) o

r:R) (G-6)

OR OR
e também:
a Roo Roo a aR 8R
A d 2 ex — dr — 2 ex 002 ex >~ R? ex A
R /R rree /R raR(r €ex) + R (6 r:Roo) 3R R (5 _ )aR
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0 Reo 9 Roo o O€ey 9
@/R drr »segc—/}2 drr R — R (5ex

T:R) (G.7)

Mudando a notacao de €, = €in(Nin), ex = Eex(Ner) € inserindo (G.6) e (G.7) em

(G.5), obtemos:

d [ o O€in ONyp,  d Roo o OCeqp ONey )
E 0 . anin aR - E R o anex 0R =R (Ein r= Fer r:R)
R Oin ON; oo Oer ON
2 in in 2 exr exr
+/0 drr on,. OR +/R drr on. OR (G.8)

Para continuar com os célculos em temperatura finita, usa-se as relagoes termo-

dindmicas [161]:

de =Tds + pdn, onde W= e
on
e a relacao de Gibbs (¢ + p = un + T's) fica:
o _l+p) Ts (G.9)
on n n
A densidade de entropia é dada por [161]:
Ip
= — 1
$=or (G.10)
e inserindo (G.10) em (G.9):
de (e+p) T Op
= = S 11
on n n OT (G-11)

essa relacdo introduzird a temperatura nos célculos. Fazendo a substitui¢ao de (G.11)

em (G.8), chegamos:

i / dr 7’2 (Em + pm) anm _i / dr 7’2 T apm anm d / dr 7’2 (Ee:c + pex) anex
0 0

dt Nin 8R dt Nin aT 8R E R Neg 8R
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d fioo 2 T apex anex 2 R 2 (Ein +pzn) anzn
dt R drr New 0T OR (Em r= T~ Ce r:R) +/0 drr Nin OR
R T Op;, On; Foo (Eex + Dex) ON Foo T Opes On
N 2 in in 2 ex ex ex 2 ex ex
/0 drr 9T OR /R drr " R /R e 9T OR
(G.12)
De [160] tem-se os resultados:
on; 3 R\? r?
or BT (7 R) R" (G-13)
on; r\?.
) (@1
My 3R? R3(2R3. + R3)(R3, — R®)? -2
_ _ 0 0 B e G.15
OR ~ (R, —R%) (R, — R e f)n (G.15)
¢ 2 2
anem Vex R2 (R3 B T3) -
7 =-(5) =) (10

Inserindo (G.13) em (G.16) e (G.12):

d R R 4 apm 2
. [Fedr Op (R, —r3)]?
. — ex ex T = ewz = =
ot [ (et ra = T Yo (i
R op; 3 R\?r?
d 2 in n T T e - 5 n 5 ey
TZR)JF/O r (5 +p aT) R+<7 R) R
3R? RY2RE, + R¥)(R%. — R%?, ..

(RS, —R%) (R}, — R3)3 (YeaR?)

— Eezx

= R? (5m

r=

R
d 2 ex ex — T =
+ /R rr <5 +p T )

Considerando a aproximagcao para grande R., antes de fazer o limite R, — oo:

(G.17)

I

[(Rio ) r ~ ()" o (G.18)

(RZ, — R?) (RZ.)?
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3R2  _ 3R?

= G.19
(75— ) " R (619
e
CRPQRL+R)(R, - R RPQ2RY)(RY)? . 2R (RY)® . 2R (G.20)
N N R (N
De (4.25) para grande R, o novo fator de Lorentz para a fase de liquido (externa)
se torna:
24 -1/2 27 -1/2 27 -1/2
(e T L] (e NT (2T
Jer r2(R3, — R3)R B 2R3 R 2R
(G.21)
Reescrevendo (G.17) usando (G.18) em (G.21), chegamos em:
d | R [E Opa . [l gy op
N\ o d 4 intPin—T —— in2 R4R/ — ex ea—1" — ex2 =
Ly BT N T
R op; 3 R\? r?
= R? in — Cex d 2 in in — 1’ = - 5 in o ey
R (e _, =< TZR)+/O r (5 TP 8T) R+<7 R) R
Foo p 3R> 2R 9
dror® ( ey - T == — ca 22
—i—/R rr (5 +pL 8T> I i (Vez R) (G.22)
Seguindo o feito em [160] faz-se a proximagao:
Foo OPez \ SR?> _ 3R? op Foo
d 2 ex er T - = ex er T - d 2
/R rr <€ +p 8T)R§O 73 <€ +p aT)‘ROO/R rr
3R? OPex R} R?
= 5o exr ex — T —= - — | =
R (E +p aT)‘Rm(?) 3)
op R’ op
= R? - T == - — - T == 2
R (eex e =T 55 )}Rm L (m P — T 55 )‘Rw (G.23)

Com (G.23) em (G.22) e tomando o limite R, — oo na expressao resultada,
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obtemos:

d R [R 4 Opin 9 47 < dr Ope 2
_E {ﬁ/@ d’f’?" <5zn+pm_T 8T )’Ytn _'_R R/R 7’_2 5em+pew_T 8T Yex -

3 [F op; R2 [F op;
Y d 2 mn mn _T = THa d 4 mn mn _T = in2
R R/O " <5 P 8T>+R3/0 nr <5 P eaT)7

8 ex . > d a exr
+R? <56x +Pex — T gT ) LO — 23332/1% T—Z <eex + Pex — T 5’T )%gf (G.24)

= R2 (gin_gex)

Utilizando a nova varidavel x = r/R é possivel reescrever as integrais que contém

os fatores de Lorentz e entao (G.24) se torna:

d . ! op; > dx op
- R3R d 4 in in T T - in2 / — ex ex T - ewz =
& ] [ 1) [ (e 1),
op 3 [t op;
= R2 in — Cex ex ex — T = ’ - 5 d 2 in in T T =
(Ein — Eex) +<5 +p 8T)oo R/o rr (5 +p 5T
1 [e'e)
. op; dx dp
R2 R2 / d 4 mn o T = in2 - 2/ 5 exr exr T = e:c2
+ 0 TL\ Gt P oT 7 . a2 Sea TP oT 7
(G.35)
onde podemos reescrever as integrais como:
1
[1 = / dx 1'4 (Em + pmef) %’n2 (G26)
0
>~ d
I2 = [ J,’_f <5em +pe:c6f) ’Yem2 (G27>
sendo a “pressao efetiva” dada por:
dpL Ipa
of = — — = pin — Ty ——— G.28
Pex Pex ex 8T T—T., € DPin Pin in 8T T, ( )
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para simplificar a notacao, também podemos escrever:

op 3 (B Op;
F=- 2 in ~ Cex er e:c_T - ’ Dy 2 in zn_T =
R*| (e 5)R+(5 +p 8T)OO+R/O drr(e +p o7
(G.29)
ou
Opin OPea >
F= in — Pex) — iTm— — Lex Y5 R :_< e:(:Ef_ inef)Rz
(Pin = Pex) ( oT =1, or T:Tew) b b
(G.30)
assim encontramos a equacao RRP:
d 37 2 2
o [(11 +L)R R] v (I —2L)R*R? = F (G.31)
G.2 Transformacao de Sundman
A equacao para o limite nao relativistico da RRP na forma compacta é:
RR+aR*=5 (G.32)
multiplicando por RR2*=1);
R*RR+a R®*VR3 = gRPVR (G.33)
e integrando em t:
R?=2CR™ + g (G.34)

onde C é uma contante de integracao.
Utilizando a transformacao de Sundman [162] e uma transformagao do tipo de
poténcia:

dt=Rdr e R=1" (G.35)
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derivando a segunda transformacao e entao a dividindo pela primeira transformacao,

obtemos:
AR _ " v g1 dv
dt Ridr dr

assim (G.34) pode ser escrita como:

2
@ — %V—2na—2n+2n5+2 + ﬁ V—2n+2n5+2
dr 7> an?

(G.36)

(G.37)

O método de Sundman, diz que os polinémios devem ser de ordem “3” e “4” [162],

entao:
—2na —2n+2n0+2=3 e —2n+2n0+2=14
1
n=— e o0=2a+1
2a

deste modo (G.37) pode ser manipulada chegando em:

+ dv :/ dr
0 \/(SCa2)V3 + (4af)vt .

dr _ —24/a3(atba)
z3+bat az?

usando o resultado [ G

B 2Cox
= AC2a3 (Tt — A2 =

v3 [e% aff)y _ —1/2c
onde A = 2V 0[(5;:2);(%4 D) com vy = R;" = Ry'/*.

Como v = R™" = R™Y/2 (G.40) é reescrita na forma:

1

RO = | e

Substituindo o segundo resultado de (G.38) no primeiro de (G.35):

t:/ dr R* (1)
0

ety =0— Ry ety =0, temos:

(G.38)

(G.39)

(G.40)

(G.41)

(G.42)
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portanto (G.41) é:

t(r) = / d 2Ca v (G.43)
U= At (r— A2 =B '
Agora, fazendo a mudanca de variavel (1 — A = y) em (G.43):
0 2Ca g T-A 20 55
= [ [m} of [m} (G44)

Na primeira integral de (G.44) fazemos a mudanca de varidvel (—y = AX'/?):

0 2C 1+% _26 1+i 1 X_1/2
—-A 4C*a Y- — 6 2 6 0 _ 4C2a3.A2 455
1—=2X

B

e na segunda integral de (G.44) fazemos outra mudanca de varidvel y = (1 — A)&Y2:

/T—Ad { 2a ]”% - A (—zca)”% /1dg e
o laeery =5 T 2 U 0 (1 e e

B
(G.46)

Lembrando da definigdo da func¢ao hipergeométrica (4.42), podemos relacionar de

(G.45) e (G.46):

b—1:———>b:% (G.47)
a=1+ % (G.48)
c—b—1:0—>c:g (G.49)
e das fungdes T de (4.42):
POMe—b) _TO/2AN0) 7 G0

Lle)  TG/2) Va2
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A constante C pode ser calculada como segue:

2
(45 <senw & 2

t=to=0

C= <u§ - g) RTM (G.51)

onde vy ¢é a taxa de variacao inicial do raio.

Com (G.41), encotramos (7 — A):

_ 1 s
(r=A) = \/zca2R2a NPTERE (G-52)

dt a dt

Substituindo os resultados de (G.45) até (G.52) em (G.44), encontramos a ex-

pressao:
2 I E 1 13 4C%3r 1 3
— «
t(R) = F — Z.2.
1 ( s ) {\/2Ca2R20‘ NPT 1<1+2a’ 22" [2Ca2R2O‘+4C2a3]>
1 1 3 4C?a® A2
+AF (1—!-%,5;5;7) } (G.53)

que relaciona o tempo com o raio.
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