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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado, nés encontramos a correcao nao linear aos campos elétrico e
magnético produzidos por distribuicoes de cargas estaciondrias, como o monopolo elétrico e o
dipolo magnético homogeneamente polarizado em repouso, no vdcuo, ou seja, imersas em um
campo externo de fundo nulo. A funcao de resposta nao linear é dada pelo tensor de polarizacao de
quarta ordem, devido ao espalhamento de dois fétons, e é escrita dentro da aproximacao da acao
efetiva em eletrodindmica quantica. Como aplicacoes realizamos estimativas numéricas para a
correcao dos campos produzidos em pulsares e estrelas de quarks, e concluimos quao relevantes sao
tais correcoes. Além disto, justificamos a divergéncia da autoenergia de uma carga eletrostatica
puntiforme (catédstrofe ultravioleta) através do efeito de nao linearidade.



Abstract

On this master’s dissertation, we find a nonlinear correction to the electric and magnetic fields
produced by stationary charge distributions, like the electric monopole and the magnetic dipole
uniformly polarized, at rest, in the vacuum, that is, it is immersed in a null external background
field. The nonlinear response function is given by the fourth rank polarization tensor due to the

scattering of two photons, and it is written within the approximation of effective action in quantum
electrodynamics. As applications, numerical estimates are evaluated for the correction of the fields
produced in quark stars and pulsars, and we conclude how relevant are such corrections.
Furthermore, we explaned the self-energy’s divergence of a puntiform electrostatic charge
(ultraviolet catastroph) through the nonlinear effect.
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Capitulo 1

Notacoes

Coordenadas do espago de Minkowski sao denotadas por:
v =(z) = (2°2") , p=0,1,2,3, i=1,2,3. (1.1)

O sistema de unidades utilizado é tal que ¢ = h = g9 = 1, e = V4ma, onde ¢ é a velocidade da luz
no vacuo, h é a constante de Planck reduzida, e é a carga elementar do elétron, ¢y é a permissividade
do véacuo, e «a é a constante de estrutura fina.

Assim, as coordenadas espago-temporais sao denotadas por:

=t r= (m’) = (zl,xz,x?’) , = (t,r). (1.2)

Indices gregos em notagéo tensorial assumem os valores 0,1, 2, 3 e indices latinos 1, 2,3 A métrica
no espago-tempo é determinada pelos tensores de Minkowski:

N = diag(1,—1,—-1,-1), Nl = (5Z ) (1.3)

Via e denotamos o tensor completamente anti-simétrico de Levi-Civita em 3 + 1 dimensoes
com a normalizacao €"'?* = 1. Em 3 dimensoes, definimos o tensor totalmente anti-simétrico de
Levi-Civita €% =0k

Abreviagoes:
e QED: Quantum electrodynamics (Eletrodinamica quéntica).

e QCD: Quantum chromodynamics (Cromodindmica quéantica).

e IR: Infrared (Infravermelho).



Capitulo 2

Introducao

Em 2013, foi publicado um artigo [1] sobre eletrodinamica nao linear no regime estaciondrio (em
campo de fundo nulo). Nele apresentamos uma generalizagao da Lei de Coulomb e da Lei de Biot-
Savart levando em conta o efeito de polarizagao do vdcuo, aplicados a distribuicoes simples, como uma
esfera homogeneamente carregada e uma esfera homogeneamente magnetizada. Essa dissertacao é
uma continuacao natural desse artigo, onde discutimos e generalizamos os resultados obtidos, e
aplicamos a corpos intensamente carregados, como estrelas de quarks, e corpos fortemente magneti-
zados, como pulsares, os tratando com modelos simplificados. No entanto, vdrias questoes ficaram
em aberto, como por exemplo o tratamento analitico de problemas que foram resolvidos de forma
aproximada no artigo (onde foi usado o cdlculo perturbativo até terceira ordem), o que possibilitaria,
tendo o campo elétrico exato (de acordo com o modelo considerado) em maos, o cdlculo das inte-
grais envolvidas na energia eletrostatica. Dessa forma, nessa dissertagao nao sé encontramos uma
expressao mais realistica para o campo eletrostético coulombiano, como também mostramos que a
introducao de um minimo de nao linearidade ja implica na remocao das divergéncias que surgem
naturalmente da teoria de Maxwell.

E bem aceito atualmente que a teoria que melhor descreve o eletromagnetismo ¢ a QED [2], em
que os campos elétricos e magnéticos sao vistos como operadores atuando no espago de Fock. Através
do formalismo da acao efetiva [3], podemos calcular corre¢oes quéanticas ao campo eletromagnético.
Na teoria quantica de campos, a acao efetiva é uma expressao modificada para a agao, que considera
as correcoes da mecénica quantica, da seguinte maneira: Na teoria cldssica, as equacoes de movi-
mento podem ser derivadas a partir da acao pelo principio de minima acao. Este nao é o caso da
mecéanica quantica, onde as amplitudes de todos os movimentos possiveis sao somados numa inte-
gracao funcional. No entanto, se a agao é substituida pela agao efetiva, as equacoes de movimento
para os valores esperados do vdcuo dos campos pode ser calculada a partir da exigéncia de que a
acao efetiva seja estacionaria. Além disso, a acao efetiva pode ser usada ao invés da agao, no calculo
das funcoes de correlacao.

Gragas ao principio da correspondéncia, a compreensao precisa e objetiva de toda teoria quan-
tica se manifesta diante da possibilidade de identificar a sua teoria cldssica correspondente. Essa
teoria, por sua vez, quando submetida a um processo formal e rigoroso de quantizacao, implica na
correspondente teoria quantica, conforme desenvolvido, por exemplo, em [4].

A eletrodindmica quéntica é uma teoria nao linear que inclui interacao efetiva entre campos
eletromagnéticos, devido a criacao de pares virtuais de particulas carregadas, elétrons e pésitrons,
que interagem com tais campos antes de se aniquilarem. A nao linearidade se torna usualmente
essencial quando os campos eletromagnéticos envolvidos no problema alcancam e excedem o valor
critico de Schwinger [5] na ordem de m?/e, onde m e e sdo a massa do elétron e a carga. Este valor
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& Bgen, = 4,4 x 103G para o campo magnético e Fs., = 1,3 x 10V /em para o campo elétrico. Ou
seja, em outras palavras, se os campos eletromagnéticos envolvidos no problema sao fracos, podemos
usar as equacoes de Maxwell para encontri-los, dada uma fonte. Elas sao lineares, e providenciam a
validade do principio da superposigao, isto é, eles nao interagem entre si, e eles podem ser linearmente
combinados independentemente. Mas se os campos eletromagnéticos sao suficientemente fortes, ha
uma amplitude de probabilidade importante de criagao de um par elétron-pésitron pelo campo,
digamos um féton. Como consequéncia, haverd espalhamento de fétons que darao origem a campos
nao lineares, ou seja, um mecanismo que permite campos eletromagnéticos interagirem entre si.

No ano de 2012, foi publicado um artigo sobre o efeito magneto-elétrico [6], que leva em conta
efeitos nao lineares da producao de um campo magnético, devido uma certa distribuicao de cargas
eletrostaticas em repouso, em um referencial de Lorentz especial, imersa em um campo magnético ex-
terno de fundo constante, além da produgao de um campo elétrico coulombiano anisotrépico (devido
a existéncia de uma diregao privilegiada, que é a do campo de fundo). Este efeito é genuinamente
quantico, e tem origem no espalhamento de fé6tons com 3-vértices, isto é, o diagrama de um féton
separando-se em dois (e também dois f6tons unindo-se em um). Entretanto, quando levamos em
conta um campo externo de fundo nulo, o diagrama de f6tons com 4-vértices (espalhamento féton-
por-féton) é o mecanismo responsavel pela nao linearidade. Este efeito magneto-elétrico tem sido
verificado em estudos recentes sobre estrelas de quarks fortemente magnetizadas [7].

Neste contexto, estendemos o formalismo da agao efetiva, progredimos e generalizamos o estudo
do efeito magneto-elétrico, tratando agora como meio o vacuo, isto é, quando tomamos o limite de
campo externo de fundo nulo. Conforme mencionado no primeiro paragrafo, objetivamos investigar
os fendbmenos provenientes da polarizacao do vdcuo, e quais sao as implicagoes das correcoes quanticas
a eletrodindmica nao-linear.

Em [8], diversos modelos de eletrodinamica nao linear sdo levados em conta. Nesta obra, o
principal foco de estudo ¢ a eletrodinamica nao linear invariante de calibre U (1), que inclui eletrodi-
namica quéntica. Além disto, hd outros modelos bem conhecidos, como, por exemplo, o modelo de
Born-Infeld [9], que propicia a eletrodindmica nao linear no vdcuo, e teoria nao-comutativa de calibre
U,(1), considerada, por exemplo, em [10, 11]. Como nossa primeira hipdtese, estamos considerando a
aproximagao infravermelho, isto é, que toma em conta o limite local do campo de fundo constante, e
os campos variam lentamente. Quando efeitos nao lineares sao considerados, com esse campo externo
constante de fundo, e aplicados a uma certa distribuicao de cargas em repouso, em um referencial de
Lorentz especial, suponhamos um campo magnético, o efeito magneto-elétrico surge e o meio pode
ser tratado como anisotrépico, onde o campo coulombiano também apresenta anisotropia [6]. Este
fenomeno ¢é devido ao tensor de polarizacao de terceira ordem, cuja origem estd no espalhamento de
fétons com 3 vértices, isto é, nao apenas espalhamento féton-por-féton, mas também o diagrama de
um féton separando-se em dois (também dois f6tons unindo-se em um).

Entretanto, quando levamos em conta um campo nulo de fundo, o tensor de polarizagao de terceira
ordem é zero, e o tensor de polarizacao de quarta ordem surge como a primeira correcao nao linear
do campo. Neste caso, o diagrama de fétons com 4 vértices é o mecanismo responsavel pela nao
linearidade. Além disso, a resposta linear (tensor de polarizacdo de segunda ordem) é zero quando
levamos em conta a auséncia de campos externos de fundo.

As condicoes para que tais campos existam estao presentes em corpos celestes fortemente carrega-
dos ou magnetizados. Além da habitual referéncia a campos magnéticos suficientemente fortes que
existiram no inicio do Universo [12], ou est@o existindo [13, 14] em pulsares e magnetars, foi recente-
mente descoberto que os campos elétricos acima do valor critico de Schwinger s@o esperados [15] em
estrelas de quarks, e estes campos magnéticos intensos sao também formados por um curto tempo
quando particulas carregadas aceleradas (fons pesados) colidem com um parametro de impacto nao
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nulo [16]. Nesta dissertacao estimamos o efeito da nao-linearidade na magnetosfera de pulsares e
magnetars, avaliando a correcao quantica que é atribuida ao campo estaciondrio, calculando modelos
simplificados como uma esfera uniformemente magnetizada, bem como o campo elétrico em estrelas
de quarks, tomando como modelo um monopolo elétrico uniformemente carregado.

A partir do formalismo da agao efetiva, que é nao linear, introduzimos a nocao da corrente nao
linearmente induzida, em termos do campo eletromagnético no caso mais geral, apds a obtencao
das equacoes de Euler-Lagrange. Com esta corrente em maos, estudamos alguns casos estaciondrios,
onde resolvemos as equacgoes nao lineares da eletrostédtica e magnetostdtica, cuja fonte é uma corrente
nao linearmente induzida e, além disto, estaciondria, consideramos uma modificacao invariante de
calibre da eletrodinamica cldssica (qudrtica no campo) que possui uma regularizagdo que torna a
energia de uma carga puntiforme finita. Aqui consideramos teorias que incluem auto-interagoes,
como o modelo de Euler-Heisenberg e de Born-Infeld. Este modelo admite solucoes exatas para
campos centralmente simétricos. Atendo-se ao caso eletrostdtico, i.e., o problema de Coulomb,
pretendemos calcular de forma analitica a correcao quantica a Lei de Coulomb, e entao calcular
a energia eletrostdtica contida em uma carga puntiforme, e verificar que a nao linearidade sana o
problema da catéstrofe ultravioleta da teoria de Maxwell, evidenciando que hd uma dependéncia
dessa energia com a constante de acoplamento que a teoria dispoe, mesmo no regime onde a nao
linearidade é minima (modelo quértico). Expandindo a solu¢ao para o campo em séries de poténcias,
encontramos o campo nao linear como uma perturbacgao, que produz uma correcao até terceira ordem
do campo eletromagnético. Aplicamos a corre¢ao ao campo devido a um monopolo e a um dipolo,
tanto elétrico quanto magnético, e discutimos sobre o aspecto singular da teoria nao linear. Como
exemplo ja existente na literatura [2], mostramos que o campo nao linear E produzido por uma carga
¢ a uma distancia r da origem é dado por:

E=¢& 1—2—0‘(£)2 , (2.1)

451 \'m?

onde £ = ¢/ (4nr?) é a intensidade do campo elétrico de Coulomb no regime linear [17], o ~ 1/137
é a constante de estrutura fina, e o médulo da carga elementar do elétron, e m a massa de repouso
do elétron.

Como uma aplicagao, consideramos os casos onde as correcoes sao considerdveis, como dipolos
magnéticos que modelam pulsares [19], porque eles possuem uma magnetizacao intensa, quando com-
parado a outros corpos celestes no universo visivel, como o caso do magnetar SGR 0418+5729 [20],
que possui um campo magnético na sua superficie em torno de 1/4 do valor critico de Schwinger.
Estima-se que efeitos nao lineares sao observaveis também em monopolos elétricos, que modelam
estrelas de quarks [25, 15], cujos campos estao na ordem de grandeza de 10'® — 10'9V/cm, e micleos
de dtomos nao tao pesados, suficientemente perto deles. Algumas estimativas numéricas serao consi-
deradas neste mesmo capitulo para comparar os dados experimentais [26], para investigar a validade
deste modelo, levando em conta a lagrangeana de Euler-Heisenberg, que é uma aproximacao assin-
tética em eletrodindmica quantica, para campos fracos. Se os campos envolvidos sao maiores que o
valor caracteristico de Schwinger (m?/e) = 4,4-10' no sistema de unidades cgse [5], isto ¢, 1,3-10'6
V/cm quando se mede um campo elétrico, e 4,4 - 10'® G quando se mede um campo magnético, o
vacuo se torna instéavel, e é necessério levar em conta o efeito de Schwinger da criagao espontanea de
pares elétron-pésitron [27]. Estima-se que efeitos nao lineares sao observaveis também em monopolos
elétricos, que modelam estrelas de quarks [25]. Para estrela de quarks do tipo strange, quando a
matéria estd no estado supercondutor [28], este limite pode ser atingido na sua superficie [29].
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Capitulo 3

Eletrodindmica nao linear em um campo
de fundo constante

Para campos externos de fundo constantes, hd uma renormalizacao das intensidades do campo e de
uma corrente que resulta em uma fungao de Green para o campo gerado por uma particula imersa
nesse campo eletromagnético prescrito. A corrente de vdcuo associada a diagramas de espalhamento
de fétons é descrita através da variagao de uma agao, implicando em um comportamento nao linear
do campo.

No6s descrevemos a acao efetiva deste problema como a transformacgao de Legendre das fungoes de
Green [3], que sdo, por sua vez, um funcional gerador de vértices redutiveis a uma particula, que é
fornecido por alguma teoria de QED. Podemos impor o principio da minima acao para encontrar as
equacgoes de Euler-Lagrange, e elas providenciam equacgoes para o campo eletromagnético, cuja parte
linear é equivalente as equagoes de Maxwell no limite de correntes fracas, de fato, mas em um meio
equivalente produzido por um tensor de polarizagao, definido com a segunda derivada variacional da
acao efetiva, tomada em um campo externo de fundo. A acao efetiva é dada por

r— / £ (2)d*, (3.1)

onde £ ¢ a lagrangeana efetiva, que depende dos invariantes relativisticos § (z) = 1 F,, (z) F* (z),
® (z) = 1 F, (2) F# (), onde as intensidades dos campos s&o F,. (z)=0,A, () —0,A, (x), A, ()
si0 os campos potenciais, e Fl,, (x) = teuwapF ™ () & seu tensor dual. Podemos pensar sobre
quaisquer lagrangeanas, mas nao estamos considerando a dependéncia nas derivadas do campo.
Conforme mencionado anteriormente, assumimos a hipdtese dos campos que variam lentamente.
Assim, podemos calcular o tensor de quarta ordem, e portanto a corrente nao linearmente induzida,
que é responsavel pela correcao do campo eletromagnético, tendo em mente que o tensor de terceira
ordem ¢é nulo na aproximacao de auséncia de campo externo de fundo.

Para encontrar e resolver as equagdes de Euler-Lagrange na qual A* (z) deve satisfazer, dada uma
corrente J (x), entdo precisamos aplicar o principio variacional & ac¢@o total Sy, definida por

Stot = Slivre + Sint + F, (32)
Sfree = - /3'(2) d427

Sint = — / Js (2) AP (2) d*z.
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Este principio impoe minima agao de Si, i.e., 5?4%?;) = 0, portanto — 5‘;%‘(“;) = fjgg) + 5 A‘Sﬁr(m), e
obtemos as equagoes de Euler-Lagrange
5slivre or
J = . 3.3
vE) = 5w T A (3:3)
Subdividindo esta corrente em duas partes: Jz (x) = jg (z) + T3 (), onde T3 (v) = MfsTS(m) A

tal que S = Siiye + I, e A (2) representa o campo externo, devemos encontrar solucdes na forma
AP (z) = AP (z) + a” (z). Nossa primeira hipétese é sobre a? (), que deve ser pequeno o suficiente
para que possamos expandir (;AfSTF(CU) em poténcias. Assim, podemos expandir a acao nao linear em

séries de potencias de a, em torno do ponto A = A, e entao (3.3) fornece' (veja os cdlculos no
Apéndice Al)

Ju (@) = [On,, — 0,0:] d” (x) + / d*y s (z,y) a” (y) (3.4)
1
w5 [ A T (2.0 0" ()" (1)
b5 [ At Ty (2,000 07 () (@ (0) .

onde j, (z)* ¢ uma fonte pequena do campo, e

. 6T
I, (z,2") = 5A (2) 047 ()| o’ (3.5)
5T
H / 1 — .
UTOo ({E,J? 7:6 ) 614‘“ (x) 5147— (I‘l) 5AO— (.73”) A:A’ (3 6)
/ 1 n 54F
uron (02500 00) = SR @) 6 A7 () 647 () 647 (&) |5 0

etc.

Podemos calcular (3.5) e (3.6) aplicando repetidamente a relagdo (veja os cdlculos no Apéndice

A2)
or _ / 0L(F(2), QS(z))F (2) + 0L(F(2),6(2))
JAH(z) 0% (2) o 06 (z)
Dizemos que o tensor de polarizacao de segunda ordem 11, é a resposta linear & corrente j,,
pois é um operador que atua em a, enquanto que os tensores de polarizacao de ordens superiores
IL70, I,r6p, €tc. sao a resposta nao linear a essa corrente, onde cada um desses tensores atuam em

Fa”(z)] — 0z — 2)d*z. (3.8)

1O operador V, o Laplaciano A, e o d’Alembertiano 0 sdo definidos por:

V =e;V, =¢€0; = (0;) ,
A=V? =092 0=09,0"=03—-A.

2A quadricorrente é definida por j* (x) = (jo (z),] (x)), onde j° (z) denota a densidade de cargas, e j(x), a
densidade de corrente. Analogamente, a* (z) = (a° (z),a(z))
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uma poténcia de em a que é dada cada um pela sua respectiva ordem decrescida de uma unidade,
conforme exposto em (3.4), por exemplo, II,,;, atua em um termo quadrético de a, e II,,;,, atua em
um termo cibico de a, e assim por diante.

Daqui em diante, trataremos apenas dos campos externos J,z= 8QA%Xt—85A3Xt, que sao cons-
tantes no espago-tempo. Além disto, para QED e outras teorias de interesse, se a lagrangeana efetiva
£(z) depende da coordenada z,, ¢ apenas devido ao campo tensorial F,,3(z) e suas derivadas espago-

temporais, e nao explicitamente. Esta hipétese implica que o campo constante satisfaz exatamente

. A 55 _ i
a equagao do campo na auséncia de fontes @ | gy 0, porque estamos assumindo que o campo

externo estd sujeito & equagao de campos sem fontes. A razao é que a derivada variacional atuando

nele é
0S 08 0
M— =2 Z/ T 554(")@ — Z)d4Z.
B (I) A=Aext n 5Faﬂ <Z) F=F &
Entretanto, quando tomamos o campo constante F,,(z) = F,,, a derivada variacional (SF?TS)() nao
apB z

depende de z, e por integracao por partes, esta integral é zero.

Por esta razao, (3.4) é a equacio do campo para pequenos campos a’(z) = A? (z) — AP(x) sob o
campo externo de uma intensidade do campo A”(x) constante, causado por uma corrente Jo(x).

A invariancia sobre transformagao de calibre da expansao de I', em poténcias do campo a”(x),
¢ garantida pela propriedade de transversalidade dos tensores de polarizacao de quaisquer ordens
all,, ,(z,2',..2"), que satisfazem as relacoes de continuidade com respeito a cada argumentos e
indices 9

—1II x,.x,.2")=0 3.9
ax; p,...‘r...a( ) ) ) ) ( )

necessdrias para providenciar a invaridncia de cada termo na expansao de I' em poténcias do campo
a’(z) sobre sua transformacao de calibre. Isto implica no fato de a invariancia translacional per-
manecer vilida, desde que I' dependa das intensidades do campo e suas derivadas espaco-temporais
somente, e estamos interessados em campos externos que sao independentes das coordenadas espaco-
temporais. Como uma consequéncia, tensores de polarizacao de quaisquer ordens dependem da
diferenga entre as coordenadas.

Com a defini¢do do propagador de fétons D, (z, 2")

D}z —2a) = [n,0-0,0,] (2 — z) + I, (x — '), (3.10)

5%

as equagoes para os campos nao lineares (3.4) tomam forma do conjunto de equagoes integrais
ar(z) = / d*yDM(z —y)j,(y) + / d'yD*(x — ) (y), (3.11)
tal que
jﬁl(x) = —% /d4yd4u 00 (x,y,u)a” (y) a® (u) (3.12)

1
- 6 /d4yd4Ud4U H,m'ap (I, Y, u, U) a’ (y) a’ (U) a’ (U)

+ termos de ordens superiores,

onde definimos a corrente nao linearmente induzida jﬁl(x).
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Capitulo 4

Efeito magneto-elétrico

Neste capitulo descrevemos o problema de uma carga em repouso em um certo referencial, sob um
campo magnético de fundo uniforme e constante, dentro da aproximacao infravermelho, descrita
a seguir. A correcao nao linear ao campo é puramente magnética. E o que denominamos efeito
magneto-elétrico [30].

4.1 Aproximacao infravermelho

A partir de agora, devemos nos restringir somente a campos a*(z) que variam lentamente e, cor-
respondentemente, & consideracao de fontes j,(x) que dao origem a tais campos por intermédio das
equagoes (3.11), (3.12). Para este fim, tomamos a agao efetiva no seu limite local, onde as dependén-
cias nas derivadas do campo sao desconsideradas nesse funcional.

Daqui em diante, estaremos restritos em um caso especial, quando o campo externo de fundo é
constante e puramente magnético em uma certa classe de referenciais, chamados aqui de especiais.
Como em outros referenciais de Lorentz o campo elétrico estd também presente, nos referimos a esse
caso como caso magnético. As condicoes a serem impostas aos campos invariantes para especializar
o caso magnético sao § > 0, & = 0. Uma vez que o invariante & ¢é pseudoescalar, a lagrangeana de
uma teoria P-invariante, incluindo QED, pode conte-la apenas em uma poténcia par. Assim, todas
derivadas impares de £ (§, ®) em relagao a este invariante desaparecem depois da adogao do campo
no caso magnético, no limite de campo externo constante:

9L(3, ) _ PL(3.9) _ PL(3.8) _ PL(3.9) _o. @)
96 |p_re—o 06IF | p—re—o IGIF* | p_r 60 0&° | p_re=0
Logo, levando (4.1) em conta e usando as notagoes

o _deEO), EeE0| | PeEe)
T — ’ 35 — ; &6 — ’
d¥  |/_r d§? |z 08% | iz e—o

o _EPEEO[ 4 2L
o5 A3 |p_r’ Ty 08 F=F,&=0 ’

todos com a substituicao £, = F,, (assim, agora, § = i]—"pg]-""’ e® = i]—"""]}pa = 0), nés obtemos
o tensor de polarizacao de segunda ordem
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82
Iz —y) = & < o mﬂ) 5z —y)
o 0

- {233 focufﬁT + ﬂQﬁQijfau fﬁT} 8_%8_1'/554(33 - y)a (42)

e o tensor de polarizagao de terceira ordem no limite infravermelho

HIR (x—u,y—u):

uTOo

onde

Ou70a67 = S@@ (‘%’\/UEQ/JﬁT + -,;Ea,uEBT'yU + -,;EBTGQWYU>

+ 233" [(n;n'naﬁ - nuﬁnar) ‘7:70 + ‘FOCM (77707775 - 77,60%7) + FﬁT (77;1077704 - naan’yu)]

+ Lsoe (| Fou ForFoo + FauFseFoot FonFarFas| ) + Lavs FouFisrFar (4.4)
As duas condigoes de transversalidade (3.9) para (4.2) implicam na antissimetria sob cada permutagao

de indices 7 <= [ and 0 <= 7 no tensor (4.4). Gragas a essas duas antissimetrias, usando (4.3),
(4.4) em (3.12), obtemos a corrente nao linearmente induzida

11 1 8 T o
I (@) = =2 Oureapy 5 — (J7(2) 77 (2)) (4.5)
8 0z,
onde definimos f°7 (z) como o dobro da parte antissimétrica de 8?);(5), i.e., {97 (x) = ag;(;c) - %(f),

Y 0a7 (x) N ~
notando que a parte simétrica de oz, € torna zero apés a contragao com o tensor O,,-4q4. Portanto,

a corrente nao linearmente induzida é invariante de calibre: Ela depende somente das intensidades
do campo, e é conservada, i.e., af‘jﬂl(x) = 0, devida a antissmetria pela troca y <= a, em (4.5).

Aproximamos o conjunto de equagdes nao lineares (3.11), (3.12) procurando sua solugao por
perturbacdo, i.e., em uma série de poténcias do campo a*(z). Na primeira iteracio, substituimos a
aproximagao linear a solucao de (3.11)

iP(@) = [ Dyl ~ )0 (46)

para a(zr) em (3.12). Em outras palavras, devemos usar o campo eletromagnético fz, = 8“§:§x)
dalin . . . ~ - 7. . .
agﬁz) linearmente produzido pela fonte j,(z) na expressao da corrente nao linearmente induzida
(4.5).

4.2 Campo magnético de uma carga estatica em um campo
magnético externo de fundo

Nesta secao estudamos o efeito nao linear da producao de um campo magnético por uma carga
estdtica em repouso em um campo magnético constante e uniforme em um referencial especial. O
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efeito linear do campo magnético externo no campo eletrostético da carga pode ser encontrado (além
da aproximacao infravermelho) em [32, 33, 34].

Neste referencial, o campo magnético externo, definido por B; = (1/2)¢;;,.F**, enquanto, por sua
vez, o campo elétrico é nulo F; = Fy; = 0.

Considere agora uma carga puntiforme dada, neste referencial, pela quadricorrente j,(z) =
Ju(r)d,0. Na aproximacao linear (4.6), naturalmente, somente um campo eletrostédtico ¢ gerado
neste referencial. Assim, as componentes nas quais « = f =~y = 0, 7, ¢ # 0 nao contribuem para
(4.5), portanto precisamos apenas das componentes

OiOijn = jEjz [_ 5mn£&§+ ﬁnoﬁmogﬁéﬁ@} - [meEOjin + ﬁnoe()jim] 2667 (47)
enquanto Opgojmn = 0 de acordo com (4.4). Logo, jii(r) = 0, , nao hd correcao nao linear
(quadrética) a carga estdtica nesta aproximacao: a corrente (4.5) é puramente espacial:

-nl 1
Ji (I‘) = _40100]mn (mean)
1 1
= 1V x [(258? ) - L300 (BEE) BJ], - £ oo [V x [(B-£0))E@)],.  (48)
onde &,(r) = fin(r) = 862025” é o campo eletrostdtico, linearmente produzido em (4.6). O campo

magnético h(r) gerado por esta corrente, de acordo com a equagao de Maxwell V x h(r) = j®(r) é
hi(r) = b;(r) + Vi)(r), (4.9)

onde
hi(r) :% [£55(E(r))* — Lsew (B -8(1‘))2} _ &)

pois V x VQ(r) =0, e a funcdo escalar 2(r) estd sujeita & equagao de Poisson

Leo (B - E(r)), (4.10)

V2Q(r) = —V,b;(r),

para fazer o campo magnético h(r) obedecer a outra equacao de Maxwell V - h(r) = 0. Assim, o
campo magnético ¢ a parte transversal de (4.10) (veja as condicoes de existéncia e unicidade de h(r)
nos apéndices C e D):

) = (5= S5 ) oy = e+ T2 [ 2 (411

Isto coincidiria com o campo magnético b(r) = V x a™(r) se a magnetizagao linear do vdcuo puder
ser desprezada, i.e., se a corre¢ao nao linear em (3.11)

i (z) = / dyD (z — )7 () (4.12)

poder ser tomada sem a contribuic¢do da funcao de resposta linear (4.3) IL,, (x — 2’) no propagador do
féton (3.10). Levando em conta esta contribuicdo, resultam-se integrais mais complicadas. A situ-
acao permanece simples, entretanto, quando podemos desconsiderar a anisotropia da resposta linear
magnética. O tensor de permeabilidade magnética, inerente ao tensor de polarizacao de segunda
ordem (4.2) &, no referencial especial [35],
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pi = (1= L5) 05 — L3 B:B;, (4.13)

cujos dois autovalores! ,ull =1—2E;z e ,ur = 1— £5 — £:5B? sao responsaveis pelas magnetizagoes
linearmente causadas por certa corrente constante fluindo ao longo do campo magnético externo, e
perpendicular a ele, respectivamente (veja Apéndice em [36]). Em QED, os valores £3 e £35B? sao
da ordem da constante de estrutura fina o &~ 1/137, mas depende do campo B. Quando B ¢ muito
intenso, B > m?/e, onde m e e sdo a massa e carga do elétron, respectivamente, essas quantidades,
como encontradas devido a lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg de um laco, se comporta como
a . eB Q
’Q‘S ~ 3_7Tln ﬁ, £5532 ~ 3_71'
Logo, quando ;—B; > 2,7, a contribuicio de £33B? pode ser desprezada se comparada a L3, e a
magnetizagao linear se torna isotrépica, MII = ,u[l. Logo, neste limite, finalmente temos o campo
magnético

b(r) = (1 — £5) "h(r). (4.14)

4.3 Lei de Coulomb anisotrépica

O campo elétrico £(r) = — Vai®(r) a ser substituido em (4.8) e (4.10) é aquele que ¢ linearmente
produzido via (4.6) por uma distribuigao de carga estédtica dentro da mesma aproximacao infraver-
melho. Para determiné-lo, note que em (4.6) somente o componente Dy, do propagador participa,
que, na representacio de Fourier ¢ Doy = (k® — 35)7', com 35 sendo um (dentre trés) autovalor
do tensor de polarizagao (3.5) tomado no limite estatico kg = 0 no referencial especial. Uma vez
que o tensor de polarizagao é considerado no seu limite infravermelho (4.2), esta quantidade é dada
por [36, 37] s = k*L5; — kﬁZ{%’S@@. Aqui, k* = k3 + k:ﬁ, e k|, k) sdo os componentes do momento
de um pequeno campo eletromagnético perpendicular e ao longo de B, respectivamente. Agora, o
calculo de (4.6) para a carga puntiforme jy(r) = ¢¢°(r) resulta, com o uso deste propagador, na lei

de Coulomb anisotrépica
1

_ 1
47 2 2’
\EL €LTH+EHTJ_

ondec; =1—-Lzee =1—L;+2FLsp sao autovalores do tensor dielétrico [35] e;; = (1 — Lg) di; +
Lee B;B;, responsdvel pelas polarizagoes, linearmente causadas por planos carregados uniformemente
paralelos e ortogonais a B, respectivamente, e r; e r| sao as componentes da coordenada perpen-
dicular e ao longo de B. Para campos magnéticos intensos, obtemos a linearidade evoluindo assin-

ap”(r)

(4.15)

téticamente para a lagrangeana de Euler-Heisenberg 2§ £ss ~ 3—6—2 Isto significa que se ;—%>%
a componente dielétrica £ domina sobre €, i.e., a eletrizacao squlﬂ"bna altamente anisotrépica, em
contraposi¢ao & magnetizacao acima. Nesta regiao assintética, (4.15) se torna (se desconsiderarmos
a polarizacdo em ¢, definindo £, = 1) o comportamento a longas distancias do potencial de uma
carga puntiforme em um campo magnético intenso calculado na aproximagao linear em [32, 33] além
da aproximacao infravermelho do tensor de polarizagdo. Note que (4.15), bem como seu limite de
campo forte, é vilido somente longe o suficiente da carga. Neste dominio, no entanto, é também

ajusta quaisquer distribuicoes de cargas, com carga total ¢, distribuida sobre uma regiao finita.

1O campo magnético constante de fundo produz um meio uniaxial em qualquer referencial especial [35].
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4.4 Diagrama de trés fé6tons

Neste capitulo, encontramos uma expressao para o campo magnético h(r) produzido por uma carga
estética g alocada em um campo magnético externo de fundo B, nas egs. (4.10), (4.11). Mostramos
que em QED este efeito magneto-elétrico ocorre ja na aproximacao mais simples, onde a lagrangeana
efetiva £ é tomada no seu limite infravermelho, e somente a segunda poténcia da carga ¢ e/ou seu
campo elétrico £€(r) s@o mantidos. Como para o campo magnético de fundo B, para notar o efeito
basta tomar em conta a aproximacgao linear, ~ B, embora o campo magnético B de intensidade
arbitraria estd incluido nestes resultados, também. As férmulas finais dependem das primeiras trés
derivadas da acao efetiva £ com respeito aos invariantes do campo externo, que cumprem o fato
de que, minimalmente, diagramas de trés vértices de fétons sao responsaveis pelo efeito nesta dada
aproximacao.
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Capitulo 5

Problemas estacionarios em um campo de
fundo nulo

Neste capitulo, tomamos o campo externo de fundo F,3 como sendo zero em todo espaco, e esco-
lhemos referenciais especiais onde podemos considerar problemas estaciondrios. Logo, as derivadas
variacionais em (3.5) e (3.6) podem ser calculadas em termos das derivadas de £ (§, ®) com respeito
aos campos invariantes reduzidos a campo externos nulos. Pretendemos exibir, em primeira aproxi-
macao nao linear, a corrente nao linearmente induzida desse problema, tendo em mente que estamos
sujeitos & aproximacao infra-vermelho.

5.1 Resposta linear e tensor de polarizacao de terceira or-
dem

De agora em diante, encontraremos uma equagao para a corrente (3.4) em termos das intensidades de
campo eletromagnéticos e das derivadas da lagrangeana £ (§ (2),® (z)), considerando que o campo

externo de fundo é nulo. Definindo £; = 2£68EL6E) , Lo = 9L(3(2).0(z) s =
* s o8 s=06-0" ° 06 5=06=0" o8
L(5(2),6(2)) _ 92L(8(2),8(2)) _ 92L(8(2),8(2))

8—3}2 3::07@:07 ,23@5 == W‘gogjo (§] 2@@5 = a8z §=0.6=0 POI‘ (35) (§] (36),

podemos calcular os seguintes tensores no vicuo polarizado (tomados em § = 0,8 = 0) (ver Apéndice
A2)

H,uT (x,y) = /d4Z {23 (nm-noa,é’ - nuﬂnoﬁ) (51)
96*(x — 2) 96 (y — 2)
Lo Capsr} 0%, 0z

0 (x,y,u) =0,

Podemos integrar para obter o tensor de polarizacao

0 06*(y — )

H,uT (I,y) - - [SS (n,m'naﬁ - nu,é’nafr) + 266&#67'] or al'g

Para o limite de auséncia de campo externo, £5 = £¢ = 0, gracas ao principio da correspondéncia,
que prevé que no limite infravermelho, as equacoes de Maxwell padroes devem ser exatas, i.e., nao
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estao sujeitas a quaisquer correcoes. Portanto a resposta nao linear é zero

[ @ @y @ =0 (5.2)
5.2 Corrente nao linearmente induzida

A resposta nao linear (3.7) é devida ao tensor de quarta ordem (veja sua forma explicita no Apéndice
A2). Ela pode ser escrita como

5T
Hump (113, Yy, u, U) T SAR (x) SAT (y) SA° (u) SAP (v) 50.6-0 - (5.3)
A 06" (x — 2) 06* (y — 2) 06" (u — 2) 96 (2 — v)
= d*z Paﬁ'y/\m—crp s
0z, 0zp 0z, 0z
onde definimos o tensor constante Pugyrurop
ParB’Y/\/“'UP = 233 [(na)\np,u - npAnap) (777'07757 - 77&7777'7) (54)
+ (77,6/\77,)7 - ,’77')\,’7ﬁp> (n,uana'y - T}aan;w) + (ny)\npg - %A%p) (77,”7704,3 - ngnar)}
+ Loo (€apsrermo T Expap€sre + Exppréapye) -
Integrando (5.3) por partes
3} 0% (y — )] [96* (u — )] [96* (x — v)
HuTap (l‘, Yy, u, U) - _,POCB’Y/\/.LTO'p al’a { |: 8m5 :| |: 8I’7 :| |: 8[[‘)\ :| } . (55)

Vamos definir o potencial linear af} (z) como sendo aquele que satisfaz as equacoes de Maxwell

lineares, cuja fonte é a corrente j, (z), i.e.,

jﬂ (l’) = (Dnm— - aMaT) al)i\n (CL’) : (56)
Mostramos que o tensor de terceira ordem é nulo na auséncia de campos externos (5.1). Portanto,

a primeira importante correcao (3.12) é devida ao tensor de quarta ordem, onde a corrente nao
linearmente induzida é dada por

‘n 1 T o
jul (l’) = _6 /d4yd4Ud4U H/M'Up (l’, Y, u, U) a (y) a (U) a’ (U) : (57)

Logo, usando (5.5)

, P, 0 96 (y — ) 96" (u — )
nl _ afyAuTop T 4 o 4
Ju () = 6 Oz, [/ Oxp @ (y)d y/ Oz, a” (u) du

96 (x — v) ) 4 | Papyrurop 0 [0a” (x)0a’ (x) Oa’ (x)
% / 0z o (v)d U] N 6 0z, [ Ozg Or,  Oxzy

e definindo f3, (x) como o dobro da parte antissimétrica de %(;), ie., 77 (z) = %(;) — %(f),
a’ (z)

TR O . ~
notando que a parte simétrica de oz, S€ torna zero apds a contracao com o tensor Pagyiurop
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(porque ele é antissimétrico com respeito aos respectivos pares de indices: § < 7,7 < 0 e A < p),
obtemos

i) = Doz L g ) oo ) o )]

E, por (5.4), a corrente nao linearmente induzida é dada por

) = 3855 o () J3 () 127 @] + 180 o [Jon () 3, (@) 7 @] . 59)

Em termos dos campos explicitos E = E (z) e B = B (z), definidos por E; (z) = foi (), e B; (v) =

foi (x) = s€ijrf’" (), e tendo em mente que fg, () /77 (z) = 2(B?(z) — E2 (2)) e f3, (x) f77 (2) =
—4(E(z)-B(z))

Jp (@) = ﬁssa [fou (z) (B (x) — E* (2))] — Seses fozu( ) (E(2)-B(2))|.

Definindo j' (x) = (j§' () , —j™ (x)), podemos obter a corrente geral em termos do campo eletro-
magnético

Jal(z) = lswv - [(B*—E*)E] — £ssV - [(E-B)B], (5.9)
i (2) = ——235 (gt (B> - E’)E| +V x [(B* - E?) B})

Note que corrente j*' (z) se conserva, pois satisfaz a equacio de continuidade 0*j7!(z) = V -
i (z) + (f?t jul(x) = 0, fato decorrente diretamente da transversalidade do tensor de polarizagao (3.9),
e assim podemos atribuir significado fisico a essa corrente nao linear, e, de fato, tratar como uma
(densidade de) corrente.
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Capitulo 6

Equacoes de Maxwell nao lineares
perturbativas e estacionarias

Agora podemos considerar teoria de perturbacao de primeira ordem para obter a primeira correcao
nao linear para o campo a*(z). Chamemos esta correcao de af\1) (). De (3.4) e (5.6), a aproximacao
de primeira ordem para o campo ¢ dada por af‘o) (z) = ai,(z) = [ d*yD*(x—y)j,(y). A perturbagao

é obtida por iteracdo deste campo, substituindo o campo em (5.7), i.e.,

1

j;ﬂ(O) (.Z') = 6 /d4yd4Ud4UHuTUp (‘Ta Y, u, U) CLE—O) (y> a((TO) (U) afo) <U> )

(O, — 0u0:] afyy (x) = ju (&) + 53O ().

Dividimos o campo em duas partes, o campo linear ai} () e o campo a)(x) devido & corrente

nao linearmente induzida:
aty (x) = ai, (z) + apy (), (6.1)
ap, (x) = agy (z),

an (z) / d'yDY (z — y)j2 O (y).

Queremos solucionar (6.1) impondo independéncia temporal. Para o campo linear aj} (), re-

solvemos as equagoes de Maxwell lineares. Para o campo nao linear, definimos os potenciais nao
lineares e suas derivadas do campo eletromagnético

B, (r) = Val,(r). (6.2)
Bnl (I‘) =V X anl(r).
Agora, usando as propriedades do propagador (3.10), notamos que o campo elétrico nao linear

E, (r) e o campo magnético nao linear B, (r) sdo as solugoes para as seguintes equagoes de Maxwell
com fonte estaciondria j©' ()

V- Eu (r) = j§' (r), (6.3)
V X Enl (I‘) = 0,

V . Bnl (I') = 0,
V x By (r) = (r)



A unicidade das solugoes Ey (r) e By (r) podem ser verificadas no Apéndice C, se impormos

lim rEy (r) = lim 7By (r) = 0. (6.4)

r—00 r—00

Por (6.1) e (6.2), e pela definicdo dos potenciais eletromagnéticos estaciondrios no regime linear
Ejn, (r) = Val (1), e By, (r) = V X ay, (1), os campos corrigidos E (r) e B (r) sao dados por:

E(r) = Ej(r)+Eu(r), (6.5)
B(r) = By, (r)+Bu(r).
6.1 Solucoes das equacoes inomogéneas

Para o problema eletrostético, i.e., definindo j* (r) = 0, comegamos com a corre¢ao do campo elétrico
nao linear, devido ao tensor de polarizagao de quarta ordem, e assim encontramos a densidade de
carga nao linearmente induzida, por (5.9):

n 1
Amjg (r) = =555V - [Ein (v) B, ()] (6.6)
Usando a primeira equagao de (6.3), podemos expressar o divergente na forma vetorial
1
V- |Ey (I‘) + §£&&Elin (I‘) Eﬁn (I‘) =0.

Para a solucao geral da equagdo acima, podemos considerar um certo campo vetorial € (r), tal
que

B (1) = 3 L5 (1) B, (1) + [V x )], (6.7)

A segunda equagao de (6.3) nos fornece a outra equacao, que fixa o campo €2 (r).
Podemos calcular o campo magnético da mesma forma. Neste caso, dada uma corrente que

produz um campo magnético linear, agora definindo ji! (r) = 0, a corrente nao linear é calculada
devida a (5.9)

(r) = —%sggv x [Bu (r) Bf, (r)] . (6.8)

Podemos usar a quarta equagao de (6.3), para o campo magnético, para encontrar
1 2
V X Bnl (I') + 523’3]31111 (I‘) Blin (I’) =0.
Pela mesma razao do caso eletrostético, definimos um certo campo escalar @ (r), tal que
1
Bnl (I‘) = —5235B1m (I‘) B121n (I‘) + Vo (I‘) . (69)

Analogamente, mutatis mutandis, a terceira equacao de (6.3), nos fornece a outra equagao, que
fixa Q (r).
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6.2 Solucgoes das equacoes homogéneas

Podemos obter o resultado geral de (6.7), para o caso j* (r) = 0. Definindo o campo

£ (r) = 3 S5 B (1) 5, (1), (6.10)
Portanto,
E(r) =Ey(r)— [V x Q(r)]. (6.11)
Pela segunda equagao de (6.3)
[VX[VxQ(@)=-[VxE(X)].

O campo vetorial € (r) deve satisfazer a seguinte equagao de Poisson
~V2Q((r) +V(V-Q(r) =—[VxE(r)].

Podemos escolher V - 2 = 0 como uma escolha de calibre: Definindo a transformagao de calibre
Q(r) =Q(r) + VA(r), onde A(r) ¢ alguma fungao analitica, cujo gradiente nao altera o rotacional,
e, [VxQ(r)]=[VxQ(()]+ [V xVAr) =[V xQ(r)]. Encontremos a funcdo A(r), tal que
V. -Q(r)=0:

A=0Q+VA->V - Q=V-Q+V -VA=0

Portanto, A(r) estd sujeito a equacdo de Poisson

Vi) =-V-Q(r).
Logo,

ViQ(r) = [V x £(r)].

Assim, cada componente de € (r) satisfaz a equacao de Poisson acima, bem como obriga o campo
elétrico Ey (r) a obedecer a condigdo V x E, (r) = 0.
Entao, tendo em mente (6.11), E, (r) ¢ a projegao longitudinal do campo & (r), i.e.,

, V.V,
E! = dr’ 12
00 = Yo ) = - [ S (6.12)
ou, na forma vetorial (Apéndice C1), se torna

En (r) = v wdr’ (6.13)

4r Ir —r/| '

Note que a substituigdo do campo de uma carga puntiforme em (6.13) através de (6.10) causaria
a divergéncia na integral (6.13) préximo da origem r = 0 : a presente aproximagao falha perto da
carga, posto que ela nao é verificada para campos muito intensos. Lidar com cargas puntiformes
requer ir além da aproximacao infra-vermelho seguida nesta segdo. Nao obstante, (6.13) é aplicdvel
a cargas extensas.

Podemos definir o potencial escalar nao linear por

VIEW) (6.14)

T 4r Ir — /| ’
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e podemos comparar a (6.1).
Analogamente, mutatis mutandis, para o caso magnetostatico, i.e., definindo novamente j3' (r) =
0, podemos calcular o campo magnético. Definindo

b (r) = — 5 CssB (1) B, (1) (6.15)

logo:
h(r) =Buy(r)—Ve(r). (6.16)

Pela terceira equagao de (6.3)
V- -Bu(r)=V-h(r)+ V?®(r)=0.
Portanto, como o caso elétrico, o campo escalar ® (r) deve satisfazer a seguinte equagao de Poisson
V20 (r) = -V -h(r).

Assim, podemos encontrar o campo magnético By (r), tendo em mente (6.16), como sendo a
projecao transversal do campo b (r), i.e.,

| V.V,
B ) = (55 " ) oy =+ T [ 2w

ou, na forma vetorial (Apéndice C2),

B, (r) = h()+—v/vl D) 4o V /V'”’ | (6.17)

47 lr — /| r — 1’|

Novamente, podemos definir o potencial vetor nao linear

V' x b (r)

— dr’. Nl
47 |r — 1| ' (6.18)

ay (r) =

e podemos comparar a (6.1).

6.3 Magnetizacao, polarizacao e campos auxiliares nao line-
ares

No caso magnetostatico (ji! (r) = 0), na auséncia de correntes livres, como no regime linear V x
By, (r) =j(r) = V xXM(r) [17], convém definir a generalizagdo nao linear da magnetizagao My (r),
devido a (6.8), i.e
1
M (r) = b (r) = =5 €55Bu (r) Bi, (). (6.19)

Por analogia com o campo magnético auxiliar linear H (r), definimos H™ (r) como solugiao das
seguintes equacoes

V x Hy (r) =0, (6.20)
V- -Hy(r)=-V -M"(r),
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que sao satisfeitas por:
1 V' My (¢
H, (r) = 4—V/—1|(r)dr’. (6.21)
s

lr —r/
Imediatamente reconhecemos que o campo magnético é a projecao transversal da magnetizagao,
e o campo magnético auxiliar, com o sinal trocado, é a projecao longitudinal da magnetizacao, i.e.,
Bnl (I‘) = Hnl (I‘) -+ Mnl (I‘) .
O caso eletrostético (ju (r) = 0) é muito similar, tendo em mente que, quando nao hé cargas
livres, V- Ey, (r) = jo (r) = =V - P (r). A partir de (6.6), definimos a polariza¢ao nao linear Py (r)
por

P,(r)=-&(r) = %SSSEHH (r) B2 (r). (6.22)

Podemos definir o campo elétrico auxiliar Dy, (r), que satisfaz, na auséncia de cargas livres, as
equagoOes andlogas ao campo elétrico auxiliar D (r)

V x Dnl (I‘) =V x Pnl (I‘) , (623)
V- -Du(r)=0
Portanto,
1 V' P, (r
Dnl (I') = Pnl (r) + EV ?;ﬁ)dr/. (624)

Como no caso linear, o campo elétrico, com o sinal trocado, é a proje¢ao longitudinal da polariza-
¢ao, e o campo elétrico auxiliar é a projegao transversal da polarizagao, i.e., Dy (r) = Ey (r)+Py (r).
Suponha que estes campos auxiliares obedecam a condicao

lim 7Hy (r) = lim 7Dy (r) = 0. (6.25)

r—00 r—00

Entao estas solugoes sdo, como no caso (6.4), unicas (veja demonstragao no Apéndice D).
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Capitulo 7

Aplicacoes a correntes estacionarias

Neste capitulo, encontramos algumas aplicacoes, como a corre¢ao nao linear dos campos devido a
uma esfera, um fio infinito e um plano infinito, carregados eletricamente, uma esfera magnetizada
e uam esfera polarizada. Mostramos que o dipolo possui uma correcao mais importante que a do
monopolo no que se refere ao comportamento a longas distancias, e modelamos estrelas de quarks,
pulsares e alguns barions.

7.1 Correcoes para monopolos eletrostaticos

Os casos especiais de monopolos eletrostaticos possuem a propriedade que o operador de projecao
longitudinal V,;V;A™! atua no campo &; (r) como o operador identidade d;;. Devido a esse fato,
o campo elétrico ndo linear é o proprio campo & (r) = —1€zEy, (r) EZ, (r). Tendo a expressdo
para o campo elétrico em maos, podemos modelar e calcular o campo gerado por corpos fortemente
carregados, como uma estrela hipotética existente no universo: a estrela de quarks.

7.1.1 Simetria esférica: A esfera carregada

Considere uma esfera com carga total ¢ em repouso na origem de um sistema de coordenadas®. Se o
raio da carga nao é muito pequeno (o campo deve variar lentamente, por hipétese da aproximagcao
infravermelho), pode-se descrever o campo produzido pelo niicleo de alguns 4tomos nao tao pesados.
O campo elétrico externo é dado por

Elin (I') 1 €, (71)

~ 42
onde e, é o vetor unitdrio ao longo da dire¢ao radial. Portanto, £ (r) possui a forma &; (r) = z;A(r),
onde A é uma funcao escalar que depende somente da distancia r = |r| e por diferenciacao direta,
observamos que

V.V, (z;A(r)) = VA7), (7.2)

. I . . v,V
i.e., esta proje¢ao atua como o operador identidade: —3* = d;;.
Por (6.13) e (7.2) os campo elétrico nao linear ¢ dado por Ey (r) = € (r) = —3£55E2, (r) Epy (r).

Como resultado, a corre¢ao nao linear para o campo elétrico (6.5) é dada pela soma do campo linear

!Denotamos o versor radial das coordenadas esféricas por e, = T, e o versor zenital denotamos por ey.
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(7.1) e do campo nao linear (6.10)?

1
E (I‘) = Elin (I‘) (1 — §£SSE121n (T)) . (73)
Para a lagrangeana de Euler-Heisenberg [2], £55 = %, a lei de Coulomb corrigida é dada por

E(r) — By, (r) (1 _ 425(; (eE;jr;?(r))?) , (7.4)

se F(r) << m;, o valor critico de Schwinger. Conforme mencionado antes, se o campo é comparavel
a esse valor critico, o vacuo se torna instavel, e é necessdrio levar em conta criacao de pares elétron-
positron [27].

Para o campo produzido por um dtomo com ¢ = Ze e Z em torno de algumas dezenas, encon-
tramos uma correcao nao linear tipica de 107 & distancia equivalente ao comprimento de Compton
do elétron.

A equagao (7.4) pode ser aplicada a uma carga ¢ esfericamente simétrica, homogeneamente car-
regada em uma esfera de raio R. Definimos duas regices r < R e r > R, e o campo elétrico linear é
dado por

Eip,(r)=0(R—7r)ES(r)+O(r—R)E” (r), (7.5)
onde
E<(r) = %er, E” (r) = #er. (7.6)

Substituimos esse campo em (7.4) para modelar monopolos macroscépicos altamente carregados,
como as estrelas de quarks. Nao h& registro oficial da existéncia de tais tipos de estrelas, mas se
existirem, sua alta densidade de carga propicia o tratamento adequado do seu campo elétrico por
meio desse modelo simetricamente esférico.

7.1.2 Simetria cilindrica com translagao: O plano, o fio e a espira infini-
tos, e carregados

Outros trés casos, quando as projegoes em (6.12) ou em (6.17) se reduzem a identidades triviais.

Um deles é fornecido pela invariancia de translacao ao longo de todo plano ortogonal a uma dada
dire¢ao® (diregdo es, por exemplo), tipico de um plano infinito com uma certa espessura, carregado
homogeneamente ao longo das diregoes e; e¢ e;. Entao £, (r) = 0, e & (r) = z3A(x3) satisfaz as
condigoes tais que, quando aplicado ao campo € (r) , o operador de projegao é a identidade:% =
Logo, ao invés de (7.4) teremos

a [eE"™ (x4 2
Es (z3) = EI™ (x3) (1_ 2 (E ( )) ) Eis=0. (7.7)

ij-

457 m?2

Se, além disso, a densidade de carga volumétrica x é também homogénea ao longo do eixo 3, entao
finalmente k = const, e o plano esta disposto ao longo do plano tal que x3 = 0, seu campo elétrico

?Para uma carga nao pontual, i.e., com um raio finito R, o campo interno também é dado por (7.1), mas neste
caso o campo linear ¢ dado por E (r) = ;I5ze,.
30s versores e;, e, e e3 denotamos como vetores unitdrios mutuamente ortogonais, na referéncia do sistema

cartesiano ao longo dos eixos x1 , T2, € x3 respectivamente.
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linear

E'" (15) = © (g - yxg\) E< (z3) + O (yasg\ - g) E> (23), (7.8)

Kkd
E* (23) = kz3e3, E” (13) = TSgn (x3) e, (7.9)

onde d é a espessura do plano, deve ser usado em (7.7) para se obter a corre¢ao nao linear para o
campo produzido por esse plano carregado®.

Outro caso que trivializa o operador de projecao é a simetria cilindrica sobre rotagoes em torno
do eixo 3 fornecida pela invariancia sobre translagoes ao longo desse eixo °. Entao & (r) = 0, e
12 (r) = p1oA(p) estd na direcao do plano (1,2). Nesse caso, novamente o operador de projegao ¢ a
identidade (pois V(V - pA(p)) = V2pA(p)). Entdo, ao invés de (7.4) a relacio

Fus () = B3 (o) (1 -2 (D) ) CBy=0 (7.10)

m

deverd ser estabelecida. Se, além disso, a densidade de carga volumétrica s é independente também
do raio p, kK = const, o campo eletrico linear do fio infinito homogeneamente carregado, com raio R
e seu eixo coincidindo com o eixo 3

E™(p) =0 (R-p)E(p)+O(p— R)E” (p), (7.11)
B () = T B (5) = e, (7.12)

deve ser substituido em (7.10).

A mesma simetria do fio infinito acima é aplicdvel a uma espira circular carregando uma corrente
constante com uma densidade invariante-O(2). Porém, agora o campo (6.15) tem a forma § (r) =
esxr A(|leg xr|). Agora V - h (r) = 0, e o operador de projecao em (6.17) é a identidade novamente,
ou seja, B™ (r) = b; (r) .

Agora se tomamos uma corrente uniforme de densidade j por unidade de area, fluindo na direcao
positiva, e calcularmos o campo magnético linear produzido por ela, obtemos a relagao linear

B (p) = © (R— p) B< (p) + O (p— R) B (p), (7.13)
<(py_ P oy IR
a ser usada na expressao
20 (eBi (0)\°
o lin .

que segue diretamente de (6.17) e (6.15) para o presente tipo de simetria do problema.

4 () 0,sexz=0 funcdo sinal
sgn (x) = : é a funcao sinal.
& |“7|, sex #0 ¢
A coordenada radial do sistema de coordenadas cilindricas ¢ representada por p, e o versor nessa direcio é dado
P _ e3xp

por e, = . O versor azimutal é denotado por eg = 5

31



7.2 Correcoes para dipolos eletrostaticos e magnetostaticos

Nesta secao, damos continuidade aos outros casos de simetria cilindrica, mas agora sem quaisquer
invaridncias de translacao. Calculamos o campo nao linear produzidos por distribui¢oes de correntes
estaciondrias e nao livres, como, por exemplo, dipolos magnéticos e elétricos, e usamos tais dis-
tribuigoes como modelo para exibirmos aplicagoes, como o célculo do campo magnético produzido
por pulsares, e uma justificativa para explicar o momento magnético anémalo de alguns bérions,
como o = A% e ¥*0, devido ao efeito de nao linearidade, e comparar ocm alguns resultados j4
conhecidos.

7.2.1 Simetria cilindrica: A esfera uniformemente magnetizada

Considere uma esfera de raio R com magnetizagao uniforme M (r) = MO (R — r) e3 em repouso’,

na origem, e calculemos o campo magnético em todo espago. Em tltima anédlise, substituimos a
lagrangeana efetiva pela lagrangeana de Euler-Heisenberg, e tomamos o limite de grandes distancias.

E bem conhecido o campo magnético devido a este dipolo em todo espaco’ [17], e & dado, em
coordenadas esféricas, por

2 2
By, (r) = (§M cos fe, — §M sin 0e9) ©(R—r) (7.16)
2R3 1R
+ <§FM cosfe, + gﬁMSIHQGQ) O(r—R).

Calculemos (6.15). A magnetizacao é dada por

—o4 27
———— M, (r) = —Byy, (r) B}, (r) = (8cosfe, — 8sinfleg) © (R —7) (7.17)
Lz M3

WE
9 9 9 9
+ [(QR—Q cosf + GR—Q cos® 9) e + (4R—9 sinf — 3R—9 sin® 9> egl ©(r—R).
r r r r

E sua divergéncia, em termos dos harmonicos esféricos® Y? () = %\/g cos 6

e Y2(Q) = l\/2(5(30839 — 3cosf), por

4

—54 T 0
stMSV My (r) = =160 (r — R) \/;Yl (Q) (7.18)

R 56 [T 2 1,
+ 50 (r—R) (3\/;3/1 (Q)‘FE\/;% (Q))
R? Tv0 T
0, se x <0,

@ (z)=<¢ 1/2,sex =0, ¢éa funcio de Heaviside.
1, se x > 0.

"Esta distribuicdo de dipolo é bem representada por uma corrente de polarizacio singular na superficie, girando
em sentido anti-horédrio em relagéo ao eixo x3. Ou seja, esta corrente pode ser representada por j(r) = 3"":2“6(7" —R)
onde M = % é o momento de dipolo magnético total associado a esta esfera.

No sistema de coordenadas esféricas, os harmonicos esféricos sao denotados por Y;™ (2) = Y™ (6, ¢), onde Q2 é o
angulo sélido representado pelo dngulo zenital 6 e o dngulo azimutal ¢, m é o nimero inteiro azimutal, e [ é o nimero
inteiro zenital.
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Separamos varidveis nas partes radiais e angulares (esféricos harmonicos normalizados)

—54

VM (r) =) R (r)Y(Q), (7.19)

onde, usando a relagao de ortogonalidade em [ Y} () Y™ (Q) d2 = 6100m-

R;(r) = / VM, (r) Y2 (Q)dQ. (7.20)

Para a corrente calculada em (7.18), obtemos

R (r) = K_us + %%9) 5(r—R) —72%2@ (r—R)} \/?slj (7.21)

24 RY R? T

Escrevemos a fungao de Green da seguinte forma [18]:

't ’
e Y (ﬂm*m<9’>{ o erer (1.2

|r—r’|: o, ser <1

Calculemos (6.17), usando (6.15), (7.19), (7.21) e (7.22). Separamos as integrais em duas regioes
do espaco, e, por ortogonalidade dos esféricos harménicos, a integral sobre o dngulo sélido seleciona
apenas os termos tais que m = 0 (simetria azimutal) e [ = j:

—54 —54
Gt ) = T
555 55
1 " ! rlj+2 / > ! Tj / 0

J

Mnl (I‘)

Agora atuamos o gradiente em coordenadas esféricas para obter

—54 —5h4
WBnl (r) = WMM (r) (7.23)
]. 0 — a 0
FY o [P O @ e 5 0) G @

J

onde

. " / T,j+2 / . > / Tj_l /
€

—_ " ’ T/j+2 / = / Tjil l
:j(T):/ORj(T>de+/T: Rj(r)mdr
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Portanto, por (7.21)

5, (r) = \/g {—6_4@ + %%%] O (R —r) (7.25)
(§]

= (r) = ; [—%51]- + %%63]} O(R-r)

+ g [(—85—4%; +4R9) 015 + (—§R5 + ﬁRj) 533} O(r—R).

Substituindo (7.17) e (7.25) em (7.23), encontramos o campo magnético em todo espago:

—54
Lz M3

88_3247"2 058 + 108 72 o] o
15 385 R2 77 R? "

88 432 r _ 108 7% .
+{(_E_%ﬁ> sinf) + — — sin 0] ee}@(R_T)

+ bl 18R5—2R9 cos 0 + 6R5+6R9 cos’ 0| e
53 35715 3379 7r5 1179 "

14 3 1 5 9 5 21 9
+[(_R_+ 81 +56R>sm€ (—ER———i)Sin?’H} eg}@(T—R).

By (r) = (7.26)

5713 3575 ' 33

Para a regiao interna da esfera, i.e., quando r < R, observamos que essa solugao é regular na
origem, e respeita a simetria do problema, pois By (0) = 405233M 3e3, na direcao axial, como
esperado. Para a regiao externa da esfera, i.e., quando r > R, constatamos que o campo possui trés
poténcias da razao entre o raio da esfera R e a distancia da origem r: uma & nona poténcia, outra
A quinta poténcia e outra, o caso que mais nos interessa, a terceira poténcia, bem como a ordem da
poténcia linear de dipolo. Isto significa que, a grandes distdncias da origem, o campo nao linear cai
da mesma forma que o campo linear, diferentemente do caso do campo elétrico devido ao monopolo,
cuja parte nao linear cai na sexta poténcia, enquanto a parte linear cai a segunda poténcia (7.4).
Logo, impondo r >> R,

7 M3R3
Bu (¥)],aop = —ﬁﬁm (2cosfe, + sinfey) .
Em termos do campo linear By, (r)|,., = ;)MR (2 cos fe, + sinfey), o campo corrigido (6.5) é a
soma do campo linear com o campo nao linear, i.e.,
7
B (r)|,o.z = Bin (r) (1 — 1—35233M2> : (7.27)

Para a lagrangeana de Euler-Heisenberg, £zz = o campo é dado por

457rm4 )

B (1)), = B (1) (1 o (ﬂ) ) . (7.28)

34



7.2.1.1 Campo magnético produzido por pulsares de Radio, Raios-X, e Magnetars

Com a equagao (7.26) em maos, podemos modelar a produgdo de campo magnético em corpos
fortemente magnetizados, como os pulsares de Rddio, de Raios-X e de magnetars. Se o campo
magnético na superficie de um pulsar é préximo do valor critico de Schwinger 4,4 - 103G, mas ainda
menor, a corre¢ao (7.26), préxima a superficie do polo norte magnético de um pulsar é em torno
de 1,6 - 10°G [19] , i.e., 3,7-107° do campo magnético linear (a nao linearidade méxima). Alguns
magnetars, como por exemplo SGR 041845729 [20], possui esta ordem de grandeza (em torno de 1/4
do valor critico de Schwinger). A grandes distancias do pulsar, esta razao converge para 3,2 - 1075
(a nao linearidade minima), i.e., a corre¢cdo nao sofre mudangas considerdveis devido a distancia,
porque o maior termo nao linear cai da mesma forma que o termo linear. Portanto, suficientemente
longe do pulsar, esta razao é constante, e efeitos nao lineares podem ainda serem observados.

Prevemos que na superficie de uma estrela de néutrons, préximo ao polo norte magnético, a
nao linearidade ¢ méxima. Estimando a ordem de grandeza da razdo entre B™ e B em termos da
magnetizagao da estrela em Gauss, pulsares do tipo Raios-X, como 1E 1207.4-5209 (10''G) [21],
possuem correcao na faixa de 10> — 10*G na superficie. Pulsares de Radio, como PSR J1119-6127
(4,1-10"G) [22], possuem corregdao em torno de 107G na superficie, e a correcao mais importante
se aplica para pulsares e magnetars cujo campo na superficie vale em torno de 10*G, como SGR
041845729 mencionado anteriormente, cuja correcao é em torno de 108G de seu campo magnético
na superficie.

7.2.1.2 Momento magnético anémalo dos Barions =*°, A? e X*0

Alguns bédrions que possuem magnetizacao nao tao intensa, comparada ao campo de Schwinger,
podem ter seus momentos magnéticos anomalos explicados pelo efeito de nao linearidade. Chamamos
atengao aqui ao bérion excitado Z*°, cujo momento magnético ¢ estimado [23] por 0,16(4), e o
membro decupleto A°, com momento magnético —0,035(2).Entao a corregao linear a magnetizagao
(assumindo que seu raio possui a mesma ordem de grandeza do neutron) é em torno de 0.23 << 1
para =0 e 0,01 << 1 para A°. A correcdo para =*° estd dentro do alcance dos erros tedricos admitidos
em [23], que evidencia que os célculos dos momentos magnéticos se referem a estrutura de quarks e
estao em congruéncia com a extrapolagao ao valor observavel da massa do pion em QCD (com auxilio
da teoria de perturbagao quiral). Da mesma forma para A° a correcao de 0,01 aproximadamente
se enquadra no alcance admitido de 2/35 = 0,057. Mas outros cdlculos (aqueles em [24] realizados
com o auxilio de teoria de perturbacdo quiral) fornecem —0,17(4) para o momento magnético de
AV e, correspondentemente, produzem uma correcao nao linear de 0, 26, enquanto que a incerteza
tedrica é de 0, 23. Outro candidato tratdvel com nossas férmulas pode ser X*¥. Valores experimentais
nao existem para esses bdrions, mas hé predicoes tedricas dentro da mesma teoria que produz boa
coincidéncia com momentos magnéticos experimentalmente medidos independente se os tltimos estao
disponiveis, inclusive néutrons e prétons.

7.2.2 Simetria cilindrica: A esfera uniformemente polarizada

O campo elétrico de um dipolo elétrico pode ser calculado de forma andloga, mutatis mutandis, ao
caso anterior do dipolo magnético, embora usamos a projecao longitudinal (6.11) ao invés da projegao
transversal. Portanto, consideremos uma esfera de raio R, com polarizacdo P = PO (R —r)e;. O
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campo elétrico linear é bem conhecido” [17] e é dado por

Ej, (r) = (—%P cos e, + %P sin 999) O(R~-r) (7.29)

2 R3 1R3
+ (§T_3P cos fe, + g—Psm9e9> O(r—R).

Portanto, realizando os mesmos cédlculos do caso abordado na sessao anterior, encontramos o
campo elétrico:

—54
LezP3

_E 32472\ o 10877 4,
T A

432 r . 108 72
[ 385R2) n@—Wﬁsm 91 }@(R—T)

{{(2}%3 18 12 +68R9> cos 6 + (—QR—5+60R9) cos «9}
35 = 33 7 rd 11
1 3 1 5 9 5 4 9
[(5R—3——8R +76R )sm@ <2R———5R—) sin38] eg}G(r—R).

145 2279
E, a grandes distancias, (6.5) é dada por

E,(r) = (7.30)

r 3575 337

E(r)],-.p = B (r) (1 - %S%P ) (7.31)

onde By, (r)],. 5 = 3% R (2 cosfe, + sinfley) ¢ o campo elétrico linear externo.

Para a lagrangeana de Euler-Heisenberg, £z5 =

léim‘“ e o campo é dado por

B (1)), = B () (1 - (Z) ) . (7.32)

9Esta distribuicdo de dipolo é bem representada por uma densidade de carga de polarizacdo singular na superficie.
Ou seja, esta densidade de carga pode ser representada por jil(r) = 3%5(7" — R) onde p = ﬁ é o momento de
dipolo elétrico total associado a esta esfera.
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Capitulo 8

Modelos estacionarios de solucao exata e
a auto-energia do elétron

Um problema intrinseco da teoria linear de Maxwell certamente reside na inconsisténcia do
célculo da auto-energia de cargas puntiformes. Um modelo nao perturbativo muito utilizado, em
que essa inconsisténcia é eliminada, é o modelo de Born-Infeld [31], onde, em analogia & particula
puntiforme relativistica, limitada pela velocidade da luz ¢, hd um campo de magnitude limitada
devido & dependéncia de uma raiz quadrada na lagrangeana do invariante relativistico §. Na ele-
trodindmica de Born-Infeld, a energia total do campo eletromagnético é finita e o campo elétrico é
regular em todos os lugares. Essa teoria apresenta propriedades interessantes relativas a propagacao
de ondas, tais como a auséncia de ondas choques e birrefringéncia. Na QED, da lagrangeana de
Euler-Heisenberg podemos considerar somente o espalhamento de dois fé6tons, implicando na selecao
do termo quadratico em §. Nesse capitulo mostramos que tal teoria, o modelo qudrtico, introduz
um minimo de nao linearidade que é suficiente para sanar o problema da convergéncia da auto-
energia da carga puntiforme. Generalizando a mais nimero de loops, na QED, selecionamos termos
polinomiais de poténcias arbitrarias. Chamamos esse modelo de modelo polinomial. Se truncamos
(como em [1]) a série de Taylor expandida a quaisquer poténcias do campo invariante §, a soluc¢ao
das correspondentes equacoes de Maxwell para o campo eletrostatico de uma carga puntiforme con-
figura um campo de energia sempre finita. Isto significa que a acao efetiva da QED, definida como
a transformagao de Legendre das fungdes de Green do féton [45], é tomada na aproximagao local,
ou infravermelho [32, 1, 46]. Isso pode ser pensado como a acao de Euler-Heisenberg calculada com
a acuracia de quaisquer nimeros de loops. Mostramos, nessa se¢ao, que tais modelos removem a
singularidade que origina divergéncia no cdlculo da auto-energia do elétron. O foco principal esta
ja no modelo minimalmente nao-linear, o modelo quértico, que é suficiente para a convergéncia da
integral da energia em todo o espago.

8.1 O modelo de Born-Infeld

O modelo de Born-Infeld é um exemplo particular de eletrodindmica nao linear, e tem o nome de
fisicos Max Born e Leopold Infeld quem primeiro propés. Foi historicamente introduzida na década
de 30 para remover a divergéncia de auto-energia do elétron em eletrodindmica cléssica, introduzindo
um limite superior do campo elétrico na origem.

37



A lagrangeana de Born-Infeld é dada por
2
L:a2(1— 1+§—®—). (8.1)

O coeficiente devido ao termo quértico em sua expansao em séries de poténcias é

Lgglg_goo = a2

Calculando este termo Lgz|s_s_, diretamente da QED

64

L33|3:Q§:o = ry = 457T2m4’

impomos que o parametro livre em (8.1) seja
35 3m4/5 \Y
a= mQL =230m® = 5,7 x 107 eV? = E{y —— 7W ~ T0EL = 26 - 1010 —. (8.2)
4o cm
A equacao de movimento nao linear, onde ha somente um campo invariante, é
Fr
P

—j” ().

Tomando j° (v) = ed® (r), j(z) = 0, similarmente a nosso caso, a solugdo esfericamente simétrica
para o campo eletrostédtico deve satisfazer a equacao

E e
| _ B2 Amr?
a2
Ou seja,
B(r) = 1= (1+( ) ). B0 =a (8.3)

Dessa forma, quando r = 0, este campo é constante, e a singularidade é completamente removida, e
essa ¢ a grande vantagem desse modelo, que por essa razao tanto tem se popularizado.

8.2 O modelo quartico

No modelo de Born-Infeld, vimos que é necessédrio regularizar o campo elétrico de forma que seu valor
na origem, onde hd uma carga puntiforme singular, é finito (8.3). Com isso, o célculo da energia
contida no campo elétrico converge em todas as regioes do espaco. Nesta secao, abordaremos um
modelo minimalmente nao linear, e mostraremos que o minimo de nao linearidade, adicionando um
termo quadrético em § (z) na lagrangeana, j4 é suficiente para garantir a convergéncia da energia do
campo. Definimos a a lagrangeana de uma teoria eletrodinAmica minimalmente nao linear por

Liz) = —§ () + 5 (§(2)". (8.4)

onde a constante de acoplamento v é pequena o suficiente, e possui dimensao do inverso da quarta
poténcia da massa.
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O principio da causalidade e unitariedade aplicado a agao efetiva local de quailquer eletrodindmica
nao linear resulta em alguns requisitos [32], entre as quais o primeiro ¢ v > 0. Os outros requisitos (no
presente caso, onde o segundo campo invariante = E - B nao esta envolvido) se reduzem a dg L <o,

ﬁ + W < 0. Estas condicoes sao satisfeitas pelo campo sempre, desde que § < 0. Esta é uma
vantagem, em comparacao ao modelo de Born-Infeld [31], que se torna inconsistente a valores muito
altos do campo elétrico. Aqui trataremos o caso do campo elétrico isoladamente em um referencial
de Lorentz especial, 2§ () = —E?, nessa dissertagao.

Devemos observar que o modelo (8.4) possui a propriedade desejavel de finitude para o energia
do campo de uma carga pontual, como o modelo de the Born-Infeld [31], diferentemente do que
ocorre com outras teorias lineares, como a do eletromagnetismo e sua extensao quantizada, a QED.
Se pensarmos nessa teoria para posterior quantizacao, estaremos de certa forma fixando a constante
de acoplamento v. O termo quértico §?, adicinado & lagrangeana, participaria do espalhamento f6-
ton por féton, como por exemplo o espalhamento Delbriick, o centro de Coulomb, formagao de um
meio anisotrépico para a propagacao do féton em um campo externo, modificacao da lei de Coulomb
em um campo magnético [40], renormalizagao dos momentos elétricos e magnéticos no vacuo [1] !.
Além desses fendbmenos nao lineares, somente aqueles associados com atomos tem sido recentemente
observados [41]. Entretanto, a precisdo experimental nesses tiltimos casos nao é suficiente para deter-
minar a constante 7y em (8.4). Por outro lado, o mesmo termo quértico contribui para os momentos
magnéticos anémalos do elétron e do mion, medidos e calculados na QED com grande precisao, e
para o espectro atomico. Recentemente um novo processo dependendo do espalhamento de fé6ton por
féton foi proposto para ser medido no colisor de atomos pesados no LHC [42]. Mas mesmo nesses
casos experimentalmente calculdveis, uma separacao direta da contribuicao de v poderia ser dificil,
e, portanto, desnecessdria. E suficiente se referir 8 QED como a teoria perfeitamente responsével por
estes dados, relacionados ao eletromagnetismo, com excecao, talvez a discrepdncia com o momento
magnético do mion. Correspondentemente, a escala da constante de acoplamento ~ serpa extraida
da QED, mais precisamente, serd tomada do funcional da aco efetiva de Euler-Heisenberg [2] que
contém a amplitude de espalhamento féton por féton no primeiro termo da expansao de Taylor do
invariante do campo?®.

8.2.1 Equacgoes para os campos

Dentro do modelo quértico, podemos resolver a equacao (3.4) de forma exata. O principio da minima
agao aplicado ao funcional S [A] = [ L(z)d*x fornece equagdes de movimento Mf;—s(x) = 0, que sa0 o se-
gundo par de equagoes de Maxwell, que sao nao lineares:

O [(1 =8 () F6] = jo(). (8.5)

Estamos interessado na solucao esfericamente simétrica puramente eletrostética produzida por uma
carga puntiforme e em repouso, colocada na origem, i.e., dada uma fonte jo(z) = ed* (r). Portanto,
estas equacgoes sao reduzidas a

v. [(1+§E2 )E:L'] (8.6)
V x E(z) =

! Certamente, outra adicio quértica, &2, contribuiria a esses processos na mesma ordem, mas isto ndo ¢ importante
para nosso presente propoésito.

2Cf. Ref.[44], onde os autores estdao baseando suas estimativas do parametro livre na Lagrangeana de Born-Infeld
em comparagao com a QED.
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como calculado em (6.7). Definindo Ey, (z) = Va}, (z), onde af, (z) = [d*yD%(x — y)jo(y), a
solugao é andloga & apresentada na secao 5.4. Impondo independéncia temporal, obtemos:

(1 + %E?(r)) E(r) = B, (r), (8.7)

que satisfaz as equagoes de Maxwell (8.6). Neste caso, o campo linear é dado pela Lei de Coulomb
padrao:

e r
E;, = —. .
in (¥) Adrr?r (8.8)
8.2.2 Uma solucao exata para o modelo quartico
Agora a equagdo (8.7) se torna ctibica em termos de F(r)
Y 2 ) __¢€
1+=-F E = — .
(1+3E°0) E(r) = 1. (8.9)

que fornece a solucao dada pela férmula de Tartaglia-Cardano [43] (Apéndice 5):

T8 N T e [ R ey

com FEj;, (7’) = ’Elin (I‘)’ =

= T2
Convém salientar que nessa equacao cibica ha de fato uma tnica solucao real, e outras duas

complexas. Para mostrar isso, é suficiente notar que o discriminante quadrético é sempre positivo.

8.2.3 Solucoes assintéticas

Estudamos os limites especiais quando o campo é pequeno o suficiente, isto é, a grandes distancias
da carga, quando esperamos que, em uma primeira aproximacao, recuperamos o campo de Coulomb.
Mais que isso, esperamos que o préximo perturbativo da expansao em séries de poténcias reproduza
a solucao de Lifschitz-Beretetsky-Pitayevsky (7.4). Com a solucdo geral em maos, podemos deduzir
inferir também o comportamento a curtas distancias, onde o campo é forte.

8.2.3.1 Solucgao perturbativa

Primeiramente vamos encontrar a solucao perturbativa para campos a grandes distancias. Primeiro,
notemos que F é uma funcao impar em Ey,, i.e.:

E(—Eu) = —E (Fw). (8.11)

Seja f uma funcao tal que:

f(x)= i/ax—i— \/ (az)® + b3 + i/ax— \/ (az)® + b3 (8.12)

Sua primeira derivada é:

a 3 3
f/ (IE) = m <\/ a?x? 4+ b3 + ax — \/ax —Va2x? + b3> , (813)
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E sua terceira derivada é:

3
[ (x) =— : ¢ )5 {{’/@z +Va2e? + b3 <863 — 19a*2* + 9azVa2r? + b3> (8.14)
27 (a2z? + b3)2

—l—f/ax —Va2x?2 + b3 (—863 + 196222 + 9axvVa2x? + b3)} )

Calculando essas fungoes no ponto x = 0:

"0) = = 8.15
710 = 2, (5.15)
£ (0) = —5e (8.16)
27b% )
Entao expandimos f (z) em séries de Taylor (somente poténcias fmpares, pois f é uma fungao
fmpar):
fl//( )
f@ =1 e+ o@). (8.17)
Portanto, por (8.15) e (8.16),
2“ (2@)3 3 5
x x>+ O (x°). 8.18
Comparando (8.12) a (D.13) identificamos f () = E (E), * = Ei, a = % eb= %}Y :
3
2(1) . 20)]
W) PY s o). (819
361 ()]
3 3y
Portanto, obtemos a solugao perturbativa em terceira ordem:
E = By — %Ef’ +0(E). (8.20)
E obtemos a esperada solucao de Lifschitz-Beretetsky-Pitayevsky no limite de campos pequenos,
quando a lagrangeana do problema se reduz a de Euler-Heisenberg, v = 2%? = %32(3’0) o
=0
T5.z.1> Cujo primeiro termo ji representa o campo de Coulomb:
E(r) = Eu (1) (1 — %Eﬁn (7’)) , para r — o0. (8.21)
8.2.3.2 Solucgao para campos fortes
O outro caso de interesse é quando Fy, >> 27 . Nesse caso, podemos desprezar o segundo termo
no discriminante, logo:
/2
Et ~ &/ Z By, (8.22)
Y
e
E™~0. (8.23)
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Para distancias curtas, r — 0, o comportamento assintético da solugao (8.10) é:

s~ (Z=0) - (2 () parar o 028

que pode inclusive ser imediatamente obtido diretamente de (8.9) se desprezamos a unidade no lado
esquerdo do termo quadrdtico, muito maior que a unidade neste limite. A teoria qudrtica, regida
pelas equacoes nao lineares (8.5), difere da teoria cléssica eletrostética de Maxwell a medida que nos
aproximamos da origem, onde se encontra uma carga elétrica singular em repouso. Na eletrostética
de Maxwell, o campo é coulombiano e, portanto, proporcional ao inverso do quadrado da distancia,
i.e., caindo com r~2 a medida que nos aproximamos da origem, enquanto na eletrostatica da teoria
quértica o campo elétrico cai de uma forma um pouco mais lenta, com r—2/3. Devemos ressaltar que
a supressao da singularidade é suficiente para providenciar a convergéncia das integrais que fornecem
a energia da configuragao do campo (8.10).

Convém notar também que o potencial escalar vai a zero quando nos aproximamos da carga, i.e.,
ag (r—0) ~ rs — 0, e, no infinito, quando estamos afastados o suficiente da carga, o potencial
também vai a zero, pois decai como Coulomb ag (r — 00) ~ 7~ — 0. Isso nos assegura que estamos
dentro do critério de convergéncia estabelecido em (3.4), i.e., que impde que ag (x) seja finito em
todas as regides do espago (inclusive na origem), necessédrio para que se possa expandir MﬁTF(x) em
séries de poténcias, conforme foi desenvolvido.

8.2.4 Finitude da energia do campo produzido por uma carga pun-
tiforme

O tensor de energia-momento de Noether para a densidade de lagrangeana (8.4) é
TP = (1 —~F (x)F"0°A, — ™ L(z). (8.25)
Subtraindo a derivada total 9, [(1 — v§ (z) F*) A?] ,igual a [(1 — 7§ (x) F'*) 0, A”] devido as equacbes
(8.5), o tensor energia-momento invariante de calibre e simétrico sobre a transposi¢ao p = v
O = (1 =8 (2)) F"F,) — 0™ L(x)
é obtido. Quando héd somente campo elétrico esfericamente simétrico, a densidade de energia é

E? E? E?\  E*  3yE!
0% = (14~ (1+—7 >:— iy

2
1 5 T g (8.26)
Multiplicando a equagao (8.9) por E obtemos a relagao 2E*(r) = E'™ (r) E(r) — E* (r). Levando
em conta a densidade de energia, temos
00 1 2 3 lin
0" = _ZE (r) + é_lE (r)E(r).

Portanto, para determinar toda a energia eletrostética [ ©%dr armazenada na solucao (8.10) temos
que calcular duas integrais. A primeira é:

, 3 \13
E*(r)ydr=e? | —— | =1,
/ (r)ydr=e (27(47r)2) 511
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onde:

0o 2
11:/ 3 (\3/\/1—1—364—1—1—\3/\/1+:c4—1) dz = 0, 885.
0

[0 Ear—e [Ear—e (m)z,

0
© - 3 3
12:/ r (\/\/1+I4+1—\/\/1+m4—1>dx:3,984.
0

Finalmente a energia ¢é finita, e vale:

1 1
11 1
/G)OOdr = (%) - (312 - §II) — 2.656¢> (%) < 0. (8.27)
2 (4m) 4 2 2y (47)

8.2.5 Calculo da massa do campo elétrico em QED

A segunda é:

M9

onde:

wln

Para estimar o resultado (8.27) podemos substituir o valor da constante de acoplamento v em (8.4) de
acordo com o termo quértico correspondente a densidade lagrangeana de Euler-Heisenberg £F1(F, &)

em um loop, i.e., (note que av = % = % no sistema de unidades de Heaviside-Lorentz) [2]
A20FH (% 4
I 1) (8.28)
dg? s—o  A4dmimd

onde m é a massa do elétron, e e é a carga eletronica, tendo em mente que a carga puntiforme
previamente referida possui esse valor. Com essa substituicdo a energia do campo eletrostatico
(8.27) do elétron considerado como um monopolo puramente elétrico fornece o resultado:

/ 0%y = 7.15a4m = 2,09m, (8.29)

particamente duas vezes maior que a massa eletronica.

Esse resultado exibe uma limitacao do modelo quértico, pois espera-se que a massa do campo
elétrico seja menor que m, pois hd outras interacoes além da eletromagnética ocorrendo, e que devem
contribuir & massa do elétron, além de que aqui foi considerado somente o diagrama de espalhamento
de dois fétons, isto é, outros diagramas devem contribuir para o cédlculo dessa energia. Mas a
importancia desse resultado reside no fato de que mesmo com um modelo minimalmente nao linear
jé obtemos uma energia finita, o que nao ocorre na teoria de Maxwell.

8.3 O modelo polinomial

Podemos agora generalizar nossas afirmacoes acerca da finitude do da energia do campo de uma
carga pontual a quaisquer teorias de eletrodindmica nao lineares, com a densidade de lagrangeana
efetiva £(F) - ao invés da fungao qudrtica 3 (§(x))* usada em (8.4) — sendo uma fungio qualquer
de § que cresce como uma poténcia finita de seu argumento, digamos ", n > 1, quando § — oo.
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Desprezando novamente a unidade na equagao ao aparecer no lugar de (8.9) obtemos, ao invés de
(8.30) que a singularidade do campo elétrico préximo & origem é

1
en!(—1)"t1 \ 251
E (T) ~ (2n4ﬂ-2(n+1)7a2 ! (8-30)

onde £"*1 ¢ a (n 4 1)-ésima derivada de £ tomada em § = 0. Por outro lado, o termo proncipal
de contribuicao préxima a origem & densidade de energia do campo calculada na energia de Noether
0% serd, ao invés de E* em (8.26), proporcional a E?""2. Apesar da poténcia ser maior, a integral da
energia do campo [ ©”dr com a substituigao de (8.30) converge no limite inferior como | rmrdr,
i.e., mais rapidamente que em (8.26). A convergéncia a longas distancias é sempre estabelecida pela
condic¢do de contorno que impoe que o campo deva ser o coulombiano E (r) ~ E'™ (r) | quando toda
a nao linearidade na equagao de movimento pode ser desconsiderada.
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Capitulo 9

Conclusao

Nesta dissertagao, mostramos que os resultados da nao linearidade sao modelo-independentes e
aplicdveis a qualquer eletrodinamica nao linear, onde invaridncias U(1), Lorentz, C, P, T sao res-
peitadas, incluindo QED. Tomando a aproximacao de limite infravermelho, podemos levar em conta
sistemas fisicos onde as correcoes quanticas propostas nessa dissertagao sao verificadas, como, por
exemplo, o campo produzido por estrelas de quarks [25] e por pulsares [7] e [19]. Se este campo é sufi-
cientemente forte, mas ainda abaixo do valor critico de Schwinger e/m?, a nao linearidade é causada
pelo espalhamento féton por foton (i.e., expalhamento de vértices de quatro fétons). Muitos artigos
recentes foram publicados nesse contexto, como por exemplo em [1], [6] e [46], onde foi abordado o
efeito magneto-elétrico.

Dentre os resultados novos obtidos nessa dissertacao, foi deduzida uma férmula geral para a
corrente nao linearmente induzida (5.9), a partir do tensor de polarizagdo de quarta ordem (5.5),
responsavel pela polarizagao do viacuo devido ao espalhamento de dois fétons, necessaria para se solu-
cionar as equagoes de Euler-Lagrange (3.11) de uma teoria eletrodindmica que satisfaz a aproximagcao
infra-vermelho no vécuo.

No ambito da eletrostdtica, foi obtida uma generalizacao para a lei de Coulomb: uma forma
analitica para o campo eletrostético gerado por um monopolo, que leva em conta efeitos nao lineares
(8.10), que sao devidos somente ao espalhamentos de dois fétons (caracterizados, segundo o modelo
quértico, pela constante de acoplamento 7). KEssa expressdo analitica permite o cdlculo da auto-
energia de particulas puntiformes em repouso no vdcuo, no qual foi mostrado em (8.27) que ja
no modelo minimalmente nao linear, o quértico, ha convergéncia da energia eletrostdtica em todo
espago (o que nao ocorre na teoria linear de Maxwell). No limite de grandes distancias com relagao
a um monopolo, consideramos a constante de acoplamento da QED, fornecida pela lagrangeana de
Euler-Heisenberg v = zéf‘re:ﬂ. Nesse limite, o primeiro termo da expansao em séries de poténcias do
campo é justamente o campo Coulombiano ja conhecido da teoria de Maxwell linear, e o seguinte
termo, o de terceira ordem no campo, é o termo de correcao fornecido pela férmula de Lifshitz-
Beretetsky-Pitayevsky (7.4), satisfazendo-se assim o principio da correspondéncia. Como possivel
aplicacao experimental, esse efeito pode ser aprecidvel nas proximidades de estrelas de quarks, onde
as correcoes nao lineares ao campo elétrico gerado por esse monopolo cai com r~% na regido externa
a esfera, ou seja, muito mais rdpido que o campo Coulombiano linear, e sua nao-linearidade se torna
aprecidvel quando o medimos préximo a superficie dessa estrela.

Além disso, foi pela primeira vez calculada, perturbativamente, a generalizacao da lei de Biot-
Savart para dipolos esféricos homogeneamente magnetizados, em repouso no vacuo (7.26), analoga-
mente também para o dipolo elétrico (7.30), e foi mostrado que a grandes distancias a corregdo nao
linear cai da mesma forma que o campo linear, ou seja, ~ r~2, mostrando que o dipolo magnético
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(7.28) e o dipolo elétrico (7.32) possuem uma corre¢ao altamente relevante, o que permite inferir,
como possibilidade de aplicacao experimental, o campo magnético nao linear de pulsares fortemente
magnetizados, cujas correcoes sao da ordem de 10~ da solucdo linear para o campo de magnetars,
10~° para pulsares do tipo Réddio, e 1077 — 10~Y para pulsares do tipo raios-X. Além disso, esse efeito
de nao linearidade também justifica o momento magnético andémalo de alguns barions, como =*, A°
e X*0. QOutras particulas elementares, cujos momentos magnéticos sao tais que seus campos mag-
néticos sao mais intensos que o valor critico de Schwinger, como o néutron, nao podem ser tratados
pelo modelo proposto nessa dissertacao, pois sao altos demais para que se possa tratar perturbativa-
mente. Com isso, nao podemos tratar o momento magnético andémalo do néutron dessa forma, sendo
necessario resolver a equagao (5.9) de forma analitica, o que pode ser considerado em um trabalho
futuro.

Quanto aos modelos de solucao exata para o cédlculo do campo elétrico e sua energia, a equacao
(8.29) nos leva a antiga idéia, proposta por Abraham-Lorentz [47], e mais elaborada na eletro-
dindmica de Born-Infeld [31], de um elétron sendo uma particula de energia finita, ou em termos
contemporaneos, o séliton, cuja energia pode ser manifestada completamente na forma de um campo.
Essa idéia foi considerada de forma bem sucedida em uma tentativa de Infeld [48], trada como uma
"curiosidade histérica" em [44], para determinar a constante de estrutura fina, apés equacionar o
parametro dimensional livre, inerente ao modelo de Born-Infeld e fixado pelo requisito que a massa
do elétron deve ter origem puramente no campo, com seu valor correspondente na QED. Hoje em dia
h& pouca fundamentacao para se acreditar que a massa do elétron seja oriunda apenas de seu campo
eletromagnético sozinho, porque o elétron estd envolvido em outras interacoes também. De qualquer
forma, a questao da finitude da energia de uma carga puntiforme esta estritamente atrelada ao efeito
da nao linearidade devida aos diagramas de Feynman, cuja lagrangeana efetiva regulariza as integrais
envolvidas, eliminando a divergéncia (8.27), mesmo quando ¢ minimal (diagrama de espalhamento
féton por féton), representada pelo modelo quartico, na qual todos os outros modelos sao redutiveis,
quando se considera a constante de acoplamento pequena. Por outro lado, o elétron real, além de
ser um monopolo elétrico, ¢ também um dipolo magnético puntiforme, portanto espera-se que a
energia associada ao campo magnético é esperada para contribuir & massa total [49]. Um problema
mais desafiador é tomar as duas interagoes miituas simultaneamente, para que, pelo menos, o termo
proporcional a &? seja adicionado & lagrangeana (8.4). Essa discussdo pode levar a possibilidades
futuras, e gerar perspectivas de calculos mais realisticos acerca da natureza do elétron.
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Apéndice A

Derivadas variacionais

A.1 Séries de Taylor variacionais e resolucao das equacoes
de Euler-Lagrange perturbativas

Dado o funcional T' = [ £ (F (z),® (z)) d*z, podemos expandi-lo em séries de poténcias variacionais
de a = A — A, em torno do ponto A = A:

5F 6T + / 52
0A? (z) 047 (2)), 5AP () 6 A (z')

//(MP 5AO< )5A5( D

64
5 / / 5A7 (2) 6 A% (27) 5 AP () 6 A7 (&)

Logo, (3.3) se torna, lembrando que S = I' + S,

a® (') d*z’ (A1)
A=A

a® (l’/) CL’B (Q}”) d4l’/d4l‘”
A=A

a® ((I}I) aﬁ (LE”) a? (l'”/) d4xld4$”d4l’m + ..
A=A

I (2) = e OStee 95
) S () @ aea S,

//Mu 5AT )6AU( D

E facil de mostrar que

5Sfree o
50 (z) | Dlov

a” (z') d*a’
A=A

62
W / S Ar (1) 6 A" ()

a” (2')a” (") d*a'd* " + ...
A=A

5Sfree
JAP (x)

—9,0,] A (x) = [On,, — 9,0,] a” (x) +

Y

A=A

e desta forma obtemos (5.9):

Ju (@) = [Onyy — 0,0:] a” ($)+/d4y 5 AN (;) (I;AT (y)

a’ (y) a” (u)

a" (1) (A.2)
A=A

o3t s
SAH (1) 6 (y) 647 (),

@IH [\3|,_.

a” (y)a® (u)a’ (v) + ...

4 4 54
/ S oA (y) 0 A7 (@) 04 (1),
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Para calcular as derivadas variacionais de uma acao I', vamos escrever a acao em termos da
lagrangeana L. E é justamente neste ponto que fazemos uso da aproximacao infra-vermelho: esta
lagrangeana depende apenas dos invariantes § € &, e nao de suas derivadas:

r- /c (3(2),6(2)d'z = /E (3 (2), 6 (2)) 6* (z — =) dizd’z.
De uma forma operacional, cada derivada variacional pode ser calculada por

0L (S (z), 6 (x))
0 (0" Ar(x))

or  0L(S(z),86 (x))

SAR(z) QA (2) —O

E claro que £(F(x),® (z)) ndo depende de A*(x), mas depende somente de suas derivadas
0" A* (x), porque ambos invariantes § (x) e & (r) dependem exclusivamente de F),,. Portanto,

OF [0 [OLBEE.SEN] sy gt
0A" (z) / 82:”[ 9 (07 Ar (2)) 0z —z)d (A.3)

L (F (2), 6 (2)) 06 (x — 2)
0 (0vAr(2)) 0z,

d*z.

Tendo em mende a dependéncia £ = £ (F (2),® (2)), §=75(2), e & = & (z), podemos calcular
as seguintes derivadas:

IF,, OF.,
a(a—)\qu) = n'y)\npa - T]UAn'yp7 m = Expyos (A4)
0 g0 06 9 1 o - 0
DA 0(PA)IF  9(0PA) 06  in (FApas +F*Pa®) '

Desta forma, podmos calcular as derivadas variacionais de quaisquer ordens da acao I' usando
(A.2), que, lembrando das defini¢oes (3.5), (3.6), e (3.7), s@o os tensores de polariza¢ao, quando
tomados em um ponto A = A, calculados explicitamente a seguir usando as relagoes (A.4).

A.2 Derivadas variacionais da acao efetiva

Calculamos explicitamente as quatro primeiras derivadas variacionais de I" a partir de (A.3) e (A.4).
Aqui omitimos a dependéncia £ = £(F(2),6 (2)).

A.2.1 Primeira ordem

A derivada variacional da agao efetiva é dada por:

or oc -~ O0L\ 0 4
AR (1) / (FWGS +Fa“@€5) azaé (x —z) d*z. (A.5)
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A.2.2 Segunda ordem

A resposta linear, que é a segunda derivada variacional da acao efetiva, é dada por:

(SA'“(ZE)(SAT( ) - ag nyrna,é’ 77;43770[7

0L 0*L L - -~
+ %601;437 832 auFBT 862 a,uFBT
e o 9

A.2.3 Terceira ordem

A resposta nao linear em campo de fundo, que é a terceira derivada variacional da acgao efetiva é

(note a dependéncia do tensor F),, em todos os termos, que é zero quando nao ha campo externo de
fundo):

5T
SAR(z)SAT ()6 A7 (u) (A.7)

92L 2L - 0
/d4Z {(77;”7704,3 - nuﬁnom’) (a_ggF’YU + MFVU) a—zpy(SAl(u - Z)+

%L 0L - 0
+ €aupr (MF’YU + @FI\IJ) 8—%54(u — 2)

oFs 0BoF

0?8 0 0 0 0
+ 252 [Fau <77w@ - %aﬁ) + Fr (UW@ - Waa@ﬂ 8 (u—2)+

_. Pg PL - 0
+ FQMFBT (WFWU + a_Qi?’Fw> —54(u — Z)+

3 3
(G i P + s FonFr o ) bl = 2+

9
+ Fgréapo=—]0"(u — 2)+
BT Caypy 327
S e e
+ (Funfioe+ o) (G505 o+ 35

%54(“ - z)} <aa7a54<x - z)) <3%54< )) -

A.2.4 Quarta ordem

E finalmente, a resposta nao linear do vicuo, que é a quarta derivada variacional da acao efetiva, é
dada por (note que ha termos que nao dependem de F),,, ou seja, existe mesmo no vécuo, e por isso
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0 nome):

‘T
JAH (2) 0A™ (y) 6 AT (u) § AP (v)

- (A.8)

. [0
= /d z 8_8"2 [(no&\npu - nuAnap) (77707767 B 77,30777"7)

+ (nﬁAin - 777,\776,)) (np,ana'y - naonu'y) + (777,\77,30 - 770—>\777p) (n;rrnaﬂ - nlu,ﬁnom')}
028
+ a_g—a@ [(77“7-7704,8 - nuﬂnm) E)‘P’YU + (777)\77,00 - nm\ﬂ’yp) eauﬁT + (%WW - nu)\nap) €810
+ (nﬁ)\in - nT)\n,Bp) Cauyo + (nuana'y - naon,uo') ExppT + (777-0-7]57 - 77,80777-7) 6/\pcuc,u}
028
+ @ (Eauﬁre)\pva + E)xpa,u,eﬁTwa + EApBTEau'yJ)
PL
+ 8_8'3 [FaﬂFﬁT (7]7)\77,00 - nakn'yp) + FBTFWU (no&\npu - nu/\nap) + Fa,qua (776)\77/)7- - T]T)\nﬁp)
+Fa,uF)\p (777-07767 - 77,80777—7) + FﬁTF/\p (%a%y - naanu'y) + F’YUFAP (77#7%5 - %577017)]
PL - ~ . .
" 95206 [(F antpr + L auFﬁT) (1Aps = Naathy) + (Fﬁer + FWFBT) (Moo = MuaTlap)

+ (F’YUF)\,O + F’YUFAP) (77;”77a6 - 77u,877ar) + <Fauﬁ'w + FWFaM) (nﬁAin o nrwﬁp)

+ FauF)\p (77707]57 - 77507777) + FBTF)\p (T]#alrla’y - nao’r/u’y)
+FouFprerpyo + For Froepap + FroFapapsr + Fop€rpsr
PL -~ - L~
+ g [Fanlor (0o = 1oxtog) & FaFry (0053, = n5o11-)
+ FﬁTFAP (Wuanay - TIMTIW) + F’}/UF)\p (7]“777@/3 - ngnaf) + <F70F/\p + F'yoF)\p) €apBr
~ ~ ~ ~ e
+Fyo Fapexppr + FroFprépap + Fopfp€pryo + FBTFAPEOAWU] + 0_34 (Fappr Fro Fp)
'L ~ . ~ .
+ W (FauFﬁTFwFM + FauFﬁTF/\pFw + FauFWF/\pFBT + FBTFWUF/\pFau>
e
0520862
+FopFagBoo By + Fop Fy By o By + FWFBTFWFAP)
N 0L
0F0®B3

NE - .
+a_®4FauFﬁTFwF>\p}

+ (FWFA/JFOLMFIBT + FauFBTFwFAp + FaquFﬁTFAp

(FonFsr Fryo Py + FeFu Py Py + Fog Py Fisr By + By Foy Fis By )

06" (v — 2) 06" (y — 2) 96" (u — 2) 95" (v — 2)
0z, 023 0z, 0z
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Apéndice B

Existéncia das solucoes das equacoes de
Maxwell extacionarias: Os operadores de
projecao

B.1 Operador de projecao longitudinal

Seja F (r) um campo vetorial. Entdo vamos mostrar que sua projecio longitudinal Fll (r) ¢ dada, em
coordenadas cartesianas, por
Fl ) = / ) ar’.
r— r’\

O operador diferencial V; atua somente na fungao de Green

o) -5 [ () o

Pela regra da cadeia, podemos trocar V; « —V/

vi ! / 1 /
p Fy (x') V) (|r—r’|)dr'

Por integragao por partes, supondo que lim rF (r) =0,

Fl(r)=

)

VvV, [ V.E;(r))
Fllpy = - Y& [ ZaZa v ) g
0 (x) 4 r — /|
Enfim, na forma vetorial,
V' F(r)
Fl = —— ——2dr'. B.1
0)= -V [ S (B.1)

Para notar que Fl (r), dado por (B.1), é de fato a projecio longitudinal de F (r), basta notar que

V xFlr) = o, (B.2)
V-Fl(r) = V.F(r).
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A primeira equacao é garantida pelo fato de que o rotacional de um gradiente de um campo
escalar qualquer é sempre zero, e a segunda equacao

1 "'F(r 1 ""F(r
V- [-——WV V—(r)dr, - _ V2V—(r)dr/
47 v —r/| 47 lr — 1|

/V'-F(r’)&(r—r’)dr’:V-F(r),
¢é devida a relacao
1
20 - — R
v <|r—r’|) Ao (r —1') . (B.3)

B.2 Operador de projecao transversal

Devido a complementaridade, a projegao transversal de um campo vetorial F (r), denotada por
F! (r), é tal que sua soma com Fl(r), dada por (B.1), é o préprio campo F (r), i.e., F(r) =
Fl(r) + FL(r):

F+ V B.4
0 =F)+ v [T (B.4)
Para notar que F* (r), dado por (B.4), ¢ de fato a projegao transversal de F (r), basta notar que

V-Ft(r) = 0, (B.5)
VxFt(r) = VxF(r),
pois o rotacional de um gradiente de um campo escalar qualquer (segundo termo) é sempre zero, e

V- -FL(r) =V -F(r) - V- -Fl(r) =0, devido a segunda equagio de (B.2).
H4 uma expressio alternativa para o campo F (r) que permite definir seu potencial. E dada por

A (B.6)

Para mostrar que (B.6), satisfaz (B.5), basta notar que a primeira equacao é verificada porque o
divergente de um rotacional de um campo vetorial qualquer é sempre zero.
Mostremos agora a segunda equagdo. Dado um campo vetorial A (r), pela identidade vetorial

VXx[VxA]=V(V-A(r)) - VA (r),
Lo 1 V'xF(r) ., , [V xF(') .,

Aplicando o divergente no integrando do primeiro termo, e atuando o laplaciano na funcao de
Green no segundo termo, usando (B.3),

VXFL(r):%V U[V’xF(ﬂ)}-V( ,)dr’] +/[V’><F(r’)]5(r—r’)dr’.

v — |

Trocando V « —V' e resolvendo a segunda integral obtemos

VXFJ‘(I‘):——V [/[V’xF(r’)]-V’ (ﬁ)dr’} +V xF(r).

4 r—r
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Usando a identidade vetorial A (r) - V¢ (r) =9 (r) V- A (r) — V- [¢ (r) A (r)], dado um campo
escalar 1) (r),

V x F(r UVI |r_r 4 } [/V’ (V[rx_Fr,(l ))dr’}JerF(r).

A primeira integral é zero porque o divergente do rotacional de um campo vetorial qualquer é
nulo, e a segunda integral é zero pelo teorema de Gauss:

/V’ (VXF )d’ 7§V ) 48’ =0,
r — 1’| lr —r'|

se respeitada a condigdo lim 7F (r) = 0.

T—00

Portanto, de fato,
V xFL(r)=V xF(r),

qg.e.d.
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Apéndice C

Unicidade das solucoes das equacoes de
Maxwell estacionarias

Admitindo a existéncia de um campo F (r) que satisfaz as equagoes

V-F(r) = C(r), (C.1)
VxF(r) = D(r),

dadas as fontes C (r) e D (r), tais que lim r*C'(r) =0 e lim 2D (r) = 0, e sujeito a condi¢ao

r—00 r—00

lim 7F (r) =0, (C.2)

r—00

vamos demonstrar que F (r) é tinico. De fato, seja Fy (r) outra solucao para (C.1), logo V x Fy (r) =
C(r),e V-Fi(r) =D(r). Vamos definir V (r) = F (r) — F( (r), logo

[VXxV(r)]=[V x(F(r)-Fy(r))]=C(r)-C(r)=0, (C.3)

V- V)=V -(F(r)—Fy(r))=D(r) —D(r) =0. (C4)

(C.3) nos permite definir um escalar ¢ (r) tal que V (r) = —V¢ (r), e substituindo isto em (C.4),
V- -V(r)=-V%¢(r) =0. (C.5)

Fazendo-se uso da identidade V- (¢V¢) = ¢ V3¢ + (V¢)2, integramos sobre uma esfera de volume
V', e superficie S, cujo raio tende ao infinito:

/ V- (V) dr = / dV2pdr’ + / (Vo) dr'.
v v v
Pelo teorema de Gauss, a primeira integral é dupla na superficie fechada de V':

f;m (¢V¢)da = /V PpV2gdr’ + /V (V)2 dr'.

A condigao (C.2) impoe que a primeira integral vai a zero, bem como a segunda integral, devido
a (C.5). Lembrando que V¢ = =V (r),

/V[V (o) dr’ = 0.

Esta igualdade deve ser zero para qualquer volume V', logo F (r) — Fy (r) = V (r) = 0. Portanto
Fo(r) =F(r), e F(r) é a solugao tnica, g.e.d.
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Apéndice D

Solucao de equacoes ciibicas: A férmula

de Tartaglia-Cardano

Calculemos a solucao analitica para a equacao:
E(r) = E™ (r) — %E (r) B2 (r).
Como E (r) = E(r)e, e E™ (r) = Eyy, (r) e,
E=Ey, — %E?’.

Vamos subdividir o campo E em duas partes:

E=E"+E".
tais que:
2
EtE™ = ——.
3y

(D.2) pode ser escrita da seguinte forma:

2 2
B+ ZE—"Fy =0.
gl gl

Logo, usando (D.3)

(E*+E7) + % (Ef+E7) - %Ehn =0.

Expandimos o termo cibico, e obtemos:

(EY) + (B7) + <3E+E— + 2) (E*+E) — %Ehn —0.

g

Pelas equagoes (D.4) e (D.7), obtemos um sistema de duas equagoes:

(B + (B = %E
gy o_ 81
() (B =~
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A segunda equagao de (D.8) nos fornece:

81 1
) | — D.9
( ) 27 73 ( Ei)g ( )

Pela substitui¢ao da primeira equagao de (D.8), obtemos uma equagao de sexto grau em F :

6 2 3 81
(EF)" — ;El-m (EF)" - T 0. (D.10)

) ~ 3 .. ~
Esta é uma equagao quadrada em (E*)”, que nos fornece duas possiveis solugoes:

(E*)° = % + \/(E;)2 + (%)3 (D.11)

Portanto, tendo em mente que queremos solugoes reais para F, e observando que o discriminante
é sempre positivo, podemos tomar a raiz ciibica real como sendo a tinica solugao:

Ein Ein 2 2 ’
| g <1>+(—). (D.12)
v gl 3

Logo, por (D.3) obtemos a soluc¢ao analitica para o campo nao linear em termos do campo linear:
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