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Resumo

"Neste trabalho € estudada a equacgfo de Dirac com uma superposi¢ao
do campo de Aharonov-Bohm (AB) e de um campo magnético colinear uni-
forme, que nés chamamos de campo magneto-solenoidal (MS). Usando a
teoria de von Neumann das extensoOes auto-adjuntas de operadores simétri-
cos, nds construfmos no caso de 241 dimensées uma famflia uniparamétrica
de hamiltonianos de Dirac auto-adjuntos especificados pelas condicbes de
contorno no solendide AB, e encontramos o espectro e as auto-fungdes para
cada valor do pardmetro de extensdao. Em seguida, reduzimos o problema
em 3+1 dimensCes ao problema em 241 dimensdes pela escolha apropriada
do operador de spin, o que permite realizar todo o programa de construgao
de extensdes auto-adjuntas, e assim, tembém permite obter os espectros e
auto-fungoes em termos do problema em 2+1 dimensdes. Ademais, nés ap-
resentamos o método reduzido de extensdes auto-adjuntas do hamiltoniano
radial de Dirac com o campo MS. Depois nés consideramos o caso regu-
larizado do solenédide de raio finito. Nés estudamos a estrutura das auto-
funcdes e a sua dependéncia com o comportamento do campo magnético
dentro do solenéide. Considerando o limite de raio zero para o valor fixo
do fluxo magnético, nés obtemos um hamiltoniano auto-adjunto particular
que corresponde a condicdo de contorno especifica para o caso do campo
magneto-solenoidal com o solendide AB. Nés chamamos estes casos partic-
ulares das extensOes auto-adjuntas extensdes naturais. Para completeza da
investigacio nds estudamos também o comportamento de uma particula sem
spin no campo magneto-solenoidal regularizado.

A etapa seguinte da investigagdo é a construcé@o das fungdes de Green da
equagao de Dirac com o campo MS em 2+ 1 e 3 + 1 dimensdes. As fungdes
de Green sdo construidas por meio de um somatdério sobre o conjunto com-
pleto das solugdes da equacdo de Dirac. Ao construir as fungées de Green,
nés usamos as solugoes exatas da equagao de Dirac, que sao relacionadas a
valores especificos do parimetro de extensio. Estes valores correspondem
as extensoOes naturais. Depois nés estendemos os resultados ao caso em 3+1
dimensdes. Nés apresentamos também as fungdes de Green nao relativisticas
e as fungbes de Green de wma particula relativistica escalar.



Abstract

In the present work the Dirac equation with the supereposition of the
Aharonov-Bohm (AB) field and a collinear uniform magnetic field, which
we call a magnetic-solenoid (MS) field, is studied. Using von Neumann’s
theory of the self-adjoint extensions of symmetric operators, in 2+ 1 dimen-
sions we construct a one-parameter family of self-adjoint Dirac Hamiltonians
specified by boundary conditions at the AB solenoid and find the spectrum
and eigenfunctions for each value of the extension parameter. We reduce
the (3 + 1)-dimensional problem to the (2 + 1)-dimensional one by a proper
choice of the spin operator, which allows realizing all the programme of
constructing self-adjoint extensions and finding spectra and eigenfunctions
in the previous terms. We also present the reduced self-adjoint extension
method for the radial Dirac Hamiltonian with the MS field. We then turn
to the regularized case of finite-radius solenoid. We study the structure
of the corresponding eigenfunctions and their dependence on the behavior
of the magnetic field inside the solenoid. Considering the zero-radius limit
with the fixed value of the magnetic flux, we obtain a concrete self-adjoint
Hamiltonian corresponding to a specific boundary condition for the case of
the magnetic-solenoid field with the AB solenoid. These particular cases
of self-adjoint extensions we call natural extensions. For completeness we
also study the behavior of the spinless particle in the regularized magnetic-
solenoid field.

Successive step of our investigation is a construction of the Green func-
tions of the Dirac equation with the MS field in 2+ 1 and 3 + 1 dimensions.
The Green functions are constructed by means of summation over the com-
plete set of solutions of the Dirac equation. Constructing the Green func-
tions, we use the exact solutions of the Dirac equation that are related to the
specific values of the extension parameter. These values correspond to the
natural extension. Then we extend the results to the (3 4 1)-dimensional
case. For the sake of completeness, we present nonrelativistic Green func-
tions and Green functions of the relativistic scalar particle.
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1 Introducao

Em anos recentes muitas investigagbes foram feitas com potenciais singulares em Mecénica
Quaéntica relativistica e ndo-relativistica. Investigacoes de tais situagdes estdo fora dos procedi-
mentos padroes da Mecénica Quantica e sdo de grande interesse na Teoria Quantica de Campo.
Esses problemas também sdo interessantes, pois tais potenciais podem ser considerados como
modelos de Teoria Quantica de Campo nio-renormalizdvel.

O exemplo mais notdvel de potenciais singulares é o potencial de Aharonov-Bohm. Ele
descreve o campo de um solendide infinitamente longo e infinitamente fino, o campo Aharonov-
Bohm (AB). O interesse dessa configuracgo de campo foi iniciado pelo artigo [1] de Y. Aharonov
e D. Bohm. Nesse artigo os autores discutiram algumas propriedades dos potenciais eletromag-
néticos no dominio quintico e mostraram que, em contraste com as conclusoes da mecénica
classica, existe um efeito dos potenciais sobre uma particula carregada, mesmo em uma regiao
onde nao haja campos e portanto onde nao existem forgcas que atuem sobre a particula. Desde
entdo, o fendmeno é conhecido como o efeito Aharonov-Bohm. Os virios aspectos do efeito
Aharonov-Bohm foram discutidos na literatura desde os anos sessenta. O numero de publi-
cacgbes sobre o assunto é enorme. Atualmente o tema ainda persiste e atrai a atencido dos
pesquisadores.

O conhecimento do efeito AB tanto tedrico quanto experimental até os anos 90 foi descrito
detalhadamente na monografia de M. Peshkin e A. Tonomura [2], publicada em 1989. Abaixo
listamos brevemente alguns trabalhos sobre o efeito AB e problemas associados. Primeiramente
mencionamos os trabalhos principais [3, 4]. Em [3] é mostrado que uma corda césmica interage
com a matéria através do seu potencial de calibre puro. A secdo de choque é puramente
geométrica, e nao desaparece no limite do comprimento tendendo a zero da corda. O mecanismo
relacionado & produgédo de particulas é discutido também. Em [4], o espalhamento de férmions
em um tubo de fluxo infinitamente fino é estudado. O hamiltoniano de Dirac mostra que é
necessdaria a especificagdo de uma extensio uniparamétrica auto-adjunta. Particularmente para
uma faixa de valores do paradmetro de extensdo a corda pode ligar férmions. O problema de
estados ligados de particulas relativisticas de spin 1/2 no campo de calibre Aharonov-Bohm é

considerado também em [5]. E mostrado que o potencial AB é suficientemente poderoso para



criar estados ligados. A funcdo de onda, coeficientes de spin e os niveis de energia dos estados
ligados dos férmions no campo de calibre de AB sdo discutidos também.

Em [6] o espalhamento de uma particula relativistica de spin 1/2 no potencial de AB é
considerado. E mostrado que os enfoques anteriores ao problema negligenciaram a contribuicéo
crucial da fungéo delta ao potencial. Formulando o problema com uma fonte de raio finito que |
depois é feito tender a zero, estabeleceu-se que é a presenca desta funcao delta que a torna
importantes as solugbes singulares na origem. As mudancas de amplitude que surgem a devido
inclusao do spin sado entendidas; elas modificam a se¢do de choque no caso de raios polarizados.
Em [7], so examinados os dois enfoques aos calculos da Mecanica Quantica do espalhamento
pelo tubo de fluxo em duas dimensdes espaciais. E notado que mesmo quando se tomam
os cuidados apropriados, o método padrao do deslocamento de fase falha em concordar com
o resultado de Aharonov-Bohm. Esta discrepancia é resolvida pela observacdo de que este
célculo usa uma permutacao entre limite e somatério. Esta permutacao é justificada somente
quando o deslocamento de fase tende a zero suficientemente rapido. Como 0 momento angular
se torna arbitrariamente grande, a condicao ndo é satisfeita por este problema de espalhamento
particular.

A conservagio da helicidade é aplicada em [8] ao espalhamento de elétrons relativisticos por
um solenéide infinitamente longo de raio arbitrariamente pequeno (espalhamento de Aharonov-
Bohm). E mostrado também que a aproximacéo de Born, que falha quando aplicada ao espal-
hamento de Aharonov-Bohm no formalismo da equagao de Schrédinger, d4 resultados corretos
no caso da equacao de Dirac.

A expanséo perturbativa da amplitude de espalhamento de Aharonov-Bohm é reconsiderada
em [9] no formalismo do modelo em que a linha do fluxo tem raio finito e que, no final dos
célculos, tende a zero. Os calculos sdo feitos para particulas de spin zero e de spin 1/2 e também
na Teoria de Campo covariante Galileana. Obtem-se concordéncia geral com os resultados
anteriores, mas com a vantagem de a técnica usada unificar todos os vérios subcasos.

Em [10] a equagdo de Dirac no campo magnético cilindricamente simétrico é considerada.
Sao encontrados os modos normais como as autofungoes de um conjunto completo de operadores

que comutam entre si. Este conjunto consiste no operador de Dirac, a componente 2 do mo-



mento linear, a componente z do momento angular total e um dos operadores da polarizagdo de
spin possfveis. A estrutura de spin das solugdes € completamente fixada, independentemente da
distribui¢ao radial do campo magnético, que influencia somente os modos radiais. As equagbes
radiais para o campo magnético uniforme dentro do solendide de raio finito sdo explicitamente
resolvidas. O espalhamento de particulas escalares e de particulas de Dirac neste campo é con-
siderado detalhamente. Para as particulas de energia baixa, a se¢ao de choque coincide com a
secao de choque de espalhamento de Aharonov-Bohm. Séo elaboradas as corregdes de primeira,
ordem a este resultado, devidas & finitude do raio do solenéide. Nas energias altas, é obtido o
resultado cldssico para a segao de choque de espalhamento.

Em [11] é obtida a expressdo geral para a amplitude de espalhamento de particulas ndo
relativisticas sem spin no potencial de calibre de Aharonov-Bohm no formalismo independente
do tempo. O resultado é vélido tanto em dire¢Ges para trés e para frente quanto para qualquer
escolha das condigGes de contorno da fun¢do de onda no tubo de fluxo.

Em [12] é discutido o espalhamento de particulas relativisticas de spin zero no solendide in-
finitamente longo e arbitrariamente fino. Nota-se que a solugao exata do problema em primeira
quantizagao pode ser obtida analogamente ao caso nao relativistico, pelo método de Aharonov-
Bohm original ou usando o esquema de magnetizagdo de Berry. A técnica perturbativa é
desenvolvida através do formalismo de duas componentes de Feshbach-Villars para a equagao
de Klein-Gordon. E mostrado que este formalismo precisa de renormalizagdo como o seu cor-
respondente na equagao de Schrodinger. Os resultados sao comparados com os da teoria de
campo que corresponde ao setor de dois corpos da teoria escalar de Chern-Simons.

O espalhamento relativistico de uma particula de spin 1/2 em um solendide infinitamente
longo é considerado em [13] usando a teoria perturbativa covariante. O termo de primeira
ordem concorda com o termo correspondente & expansdo em série da amplitude exata, e o
termo da segunda ordem se anula, provando portanto que a aproximacao de Born é consistente.
Em [14] é completada a anélise de onda parcial usando a base do operador do momento angular
total J3 para a amplitude de Born de primeira ordem da particula de Dirac no potencial de
Aharonov-Bohm. £ demonstrado que a onda parcial s contribui & amplitude de espalhamento

em contraste com o caso de particulas escalares ndo relativisticas. Sugere-se que isto explica o



fato de que a amplitude de Born de primeira ordem de uma particula de Dirac coincidir com
a amplitude exata expandida até a mesma ordem; contudo, para uma particula escalar isto
nao é verdade. Uma dlgebra interessante envolvendo o operador de velocidade de Dirac e os
observéveis angulares é apresentada e as suas conseqiiéncias sdo exploradas.

Em [15] o espalhamento de Aharonov-Bohm de particulas massivas de spin 1 é computado.
Comegando pela equagio de onda relativistica da particula carregada massiva de spin 1, é feita
a reducao a duas dimensdes espaciais, que é consistente com a geometria padrdao de Aharonov-
Bohm. Chega-se ao resultado de que o problema consiste em um espalhamento independente
dos spins de trés mesons vetoriais. A amplitude para o modo de spin 0 é trivialmente idéntico
& amplitude de AB. No entanto, as componentes de spin 1 para cima e para baixo sdo iguais,
em contraste agudo com o resultado para a amplitude AB de spin 1/2. Isto indica que o
hamiltoniano nao é limitado como conseqiiéncia da presenga no potencial do termo com a
funcao delta. No limite Galileano, é encontrado que a amplitude das componentes de spin nao
zero ¢ idéntica & amplitude de spin 1/2, de acordo com entendimento geral do problema. E
encontrado que o limite Galileano da segdo de choque de AB de spin 1 muda, e cédlculos de
algumas polarizagoes de estado puro sao apresentadas. O problema de Aharonov-Bohm de spin
1 é estudado também em [16], onde se discute como um tubo de fluxo magnético ® néo blindado
afeta as particulas carregadas de comprimento de onda arbitrariamente longo. As particulas
de spin 1 ndo penetram o tubo para quase todos os ®, entao a interagdo é essencialmente
periédica em ®. Os estados ligados abaixo do limiar movem-se livremente somente ao longo do
eixo do tubo, e correntes de vacuo conseqiientemente induzidas suprem ® mais do que blindam.
Para a interacao magnética pura o tubo deve ser mais largo do que o comprimento de onda de
Compton da particula, i.e., existe somente o problema n&o-relativistico de spin 1 de AB.

O problema da incluséo correta do spin no espalhamento de Aharonov-Bohm é considerado
em [17]. E proposto que este problema pode ser resolvido pela imposicio de que todas as
singularidades, devidas a presenca de spin nas equagdes de onda associadas, devem ser inter-
pretadas como limites de distribuigdes de fluxo fisicamente realizadas. Isto leva a resultados
que confirmam a se¢do de choque usual do caso sem spin mas implicam em modificagoes nao

triviais do espalhamento do feixe polarizado de spin 1/2. Aplicando a técnica dos célculos de



coeficiente de virial a uma colegdo de particulas de spin 1/2 que carregam o fluxo, é mostrado
que existem obstédculos severos ao ponto de vista convencional do fluxo como um parametro
que interpola as estatisticas bosénicas e fermidnicas. Embora resultados semelhantes para o
espalhamento de particulas de spin arbitrario sejam obtidos no limite Galileano, é encontrado
que quando spin 1 é considerado no contexto de equacao de onda relativistica a estrutura da
singularidade é patolégica demais para fornecer uma interpretagdo consistente. A equivaléncia
exata dos efeitos Aharonov-Bohm para particula de spin 1/2 e do efeito Aharonov-Casher é
também demonstrada, e os resultados para os feixes polarizados sdo apresentados. E mostrado
que o efeito Aharonov-Bohm de spin arbitrario, no limite Galileano, é a solugdo exata no setor
de duas particulas da teoria de campo Galileana covariante.

O espalhamento de Aharonov-Bohm de um pacote de onda localizado é estudado em [18].
A anélise cuidadosa da direcéo frontal indica os resultados seguintes: de acordo com a solugéo
dependente de tempo, obtida por meio da representagio assintética do propagador (kernel), o
fenémeno de auto-interferéncia ocorre ao longo da diregao frontal, onde a densidade de proba-
bilidade de corrente é calculada, demonstrando-se ser finita.

O problema do espalhamento sob a influéncia do potencial de Aharonov-Bohm é reconsid-
erado em [19]. Resolvendo a equagio de Lippmann-Schwinger, a fungio de onda do estado de
espalhamento neste sistema é obtida. Apesar do uso de uma onda plana como onda incidente,
é obtida a mesma func¢do de onda dada por Aharonov e Bohm. Um outro método para resolver
o problema do espalhamento é dado por meio de uso da versao modificada da idéia de Gordon
que foi inventada para considerar o espalhamento em um potencial de Coulomb. Estes dois
métodos produzem o mesmo resultado, o que garante a validade da escolha da onda incidente
plana usual para fazer a andlise do problema de espalhamento. No problema de espalhamento
por um solenéide do raio finito é discutido e encontrado que o potencial vetor do solenéide
afeta as particulas carregadas mesmo que a magnitude do fluxo seja um nimero inteiro impar
ou no inteiro. E mostrado que a unitaridade da matriz S vale contanto que uma onda plana
seja escolhida como onda incidente.

Em [20] a relagdo de unitaridade da amplitude de espalhamento de Aharonov-Bohm é dis-

cutida com a esperanca de que ela discriminar4 as diferentes técnicas que usam diferentes ondas



incidentes. E encontrado que a amplitude original de espalhamento de Aharonov-Bohm satisfaz
a relacao de unitaridade sob uma prescrigao de regularizagao cujo fundamento tedrico nao é
claramente entedido. Por outro lado, a amplitude obtida pelo uso de onda plana como onda
incidente também satisfaz a relagdo de unitaridade, mas de uma maneira nao usual.

Mencionamos também, o trabalho [21] em que é considerado o espalhamento eldstico e
estados ligados de particulas carregadas quanticas movendo-se em um potencial de Aharonov-
Bohm e um potencial atrativo p~2 por uso da técnica de onda parcial. As solugdes radiais da
equagdo estaciondria de Schrodinger sao especificadas de tal maneira que o hamiltoniano do
problema é auto-adjunto. E mostrado que elas nio sdo fixadas univocamente, mas dependem
de pardmetros livres. As consequéncias fisicas relacionadas sao discutidas. A secao de choque
do espalhamento é calculada e o espectro de energia de estados ligados é obtido.

Em [22] & sugerido que o efeito Aharonov-Bohm mostra que o vicuo é estruturado, e que
pode existir um potencial vetor finito A no vicuo para o qual o campo elétrico F e a densidade
de fluxo magnético B séo zero. E mostrado que a teoria de gauge produz energia inerente ao
véacuo. O vacuo é considerado como o espago interno da teoria de gauge, contendo um campo
constituido pelas componentes de A, e uma aplicagdo da transformagao local de gauge produz
o campo eletromagnético, a densidade de carga/corrente do vécuo, e a carga topolégica g. A
transformacao local de gauge é resultado da Relatividade Restrita e introduz a curvatura de
espago-tempo, a qual leva ao surgimento de um campo electromagnético cuja fonte é a densidade
de corrente de carga do vdcuo constituido de A e g. O campo leva energia ao sistema, portanto
a energia em geral pode ser extraida do vdcuo. O desenvolvimento é dado para a teoria de
gauge invariante com relagdo aos grupos U(1) e O(3) e aplicada a eletrodinamica.

Em [23] o efeito Aharonov-Bohm é considerado em descrigdo completamente da Mecénica
Quéntica. O magneto e a particula carregada movendo-se sao considerados como objetos quin-
ticos e interacOes entre eles sao realizadas por troca de fétons virtuais. Utilizando uma repre-
sentacao da integral de trajetéria, nao sé é estabelecido o efeito AB de maneira exata, mas,
também, é revelada a origem de sua natureza topolégica para o sistema de AB proposto. Adi-
cionalmente, as complicagoes surgindo da dispersao transversal da funcdo de onda da particula

carregada e de precessdo do magneto sdo examinadas.



Abaixo nés mencionamos os trabalhos dedicados ao efeito AB elaborados do ponto da vista
da teoria quantica de campo. Em [24], o problema do movimento de um elétron de Dirac nas
proximidades de um tubo fino de fluxo magnético é resolvido explicitamente. O somatério sobre
os elétrons do "mar” permite calcular a corrente de polariza¢ao que corre ao redor do tubo de
fluxo introduzido no vécuo fisico. A férmula para a densidade de energia é também dada.

Em [25] s@o examinados os efeitos da polarizagio do vécuo em volta de uma corda de fluxo
magnético singular em 241 e 3+1 dimensdes. Sao determinados os efeitos locais de densidades
de carga e corrente e o fluxo induzido pela corrente do vadcuo. A anéglise é realizada usando
as solucdes exatas das equacdes de Dirac pertinentes. E encontrado que os efeitos em 3+1
dimensoes podem ser descritos de maneira simples como uma superposi¢ao dos efeitos em 2+1
dimensoes.

Em [26] & considerado o espalhamento da onda de um elétron no background de uma corda
magnética singular e a indugdo do nimero quéntico do vdcuo pelo mesmo background. Atengao
¢é atraida & caracteristica comum destes dois fenémenos diferentes, que consiste na periodici-
dade de valor do fluxo magnético. A influéncia especifica do background gravitational nestes
fendmenos é examinada. E mostrado que o fluxo da corda magnética aparece completamente
nao observével para uma fonte gravitational suficiente forte.

Em [27] é realizada a andlise perturbativa do problema de Aharonov-Bohm até um loop na
formulacao da Teoria de Campo, e mostrado que as interagoes de contato sdo necessdrias para
renormalizabilidade. Em geral, a invariéncia cléssica de escala deste problema é quebrada no
nivel da Mecéanica Quéntica. Entretanto, existe um ponto critico para o qual esta anomalia
desaparece. '

Em [28] o spin induzido do vécuo em volta de uma corda de fluxo de Aharonov-Bohm na
QED de massa zero em trés dimensoes é computado explicitamente e é mostrado que o resultado
ests em concordancia com o teorema geral de indice. E reforcada a observacio anterior na
literatura de que a corda de fluxo AB inteiro fica visivel na presenga de mimeros quénticos
induzidos no vécuo, nao periédicos no fluxo. Além disso, sdo elaboradas a discusséo da quebra
de simetria quiral pelos campos magnéticos externos na QEDj3 invariante por paridade e a sua

relacao ao spin induzido na QED3; nao invariante por paridade. Finalmente, sdo mencionados



outros efeitos de polarizagao do vdcuo em volta de tubos de fluxo em variantes diferentes da
QED em trés e quatro dimensées.

O espalhamento de elétrons pelo tubo reto do fluxo magnético infinitamente longo e infinites-
imalmente fino é investigado em [29] usando a técnica da QED. As solugbes para os campos de
Dirac e de Maxwell no potencial de AB puro externo, o elemento de matriz e as probabilidades
diferenciais para o processo de bremsstrahlung sdo discutidos. E analisada a dependéncia da
secao de choque com a energia, direcao e polarizacao das particulas envolvidas. No regime de
energia baixa, é encontrado que a assimetria angular surge surpreendentemente, da interagao
do momento magnético do elétron com o campo magnético.

Em [30], usando a técnica da QED, é calculada a se¢do de choque da produgao de pares de
elétron-pésitron por um udnico féton na presenga do potencial de Aharonov-Bohm externo na
primeira ordem da teoria de perturbagdo. As distribuigdes angular de energia e de polarizagao
sao analisadas nos regimes diferentes de energia: préximo do limiar e para as energias altas do
féton.

Os processos da QED na presenca da corda reta infinitamente longa e infinitesimalmente fina
com fluxo magnético dentro dela sdo considerados em [31]. Sao revistados o bremsstrahlung do
elétron que passa préximo da corda magnética e a producdo de pares de elétron-pésitron por um
unico féton. Os elementos de matriz desses processos sao apresentados. Os célculos sdo baseados
nas solugoes exatas da equagao de Dirac para elétron e pésitron no potencial de Aharonov-Bohm
externo. A dependéncia da se¢do de choques de energias, dire¢des e polarizagtes das particulas
involvidas é discutida para energias baixas.

Em [32] é considerado o espalhamento de elétrons relativisticos em um tubo de fluxo mag-
nético. Sao calculadas corregoes radiativas de primeira ordem em « na aproximagao de Born.
E mostrado que a amplitude de Born de segunda ordem se anula. O potencial de Aharonov-
Bohm com correcdes radiativas é encontrado. E verificado que um campo magnético induzido
é gerado fora do tubo de fluxo.

Finalmente nés mencionamos os trabalhos dedicados ao efeito gravitacional de Aharonov-
Bohm. Em [33, 34], a particula quantica escalar é considerada nos backgrounds dos campos

gravitationais devidos a (a) uma fonte de matéria tubular com o campo magnético axial interior



e 0 campo magnético exterior nulo; (b) correntes de massa movendo-se devagar (aproximacao
fraca); (c) uma corda césmica girando. E mostrado que no espaco-tempo plano nas vizinhangas
destas fontes, o espectro de energia e a fungdo de onda da particula dependem da quantidade
de matéria e do campo magnético (caso da fonte tubular de materia), da velocidade de cor-
rentes de massa se movendo e do momento angular no caso da corda césmica girando. Estes
casos representam as analogias gravitacionais do efeito Aharonov-Bohm da eletrodindmica e
sdo causados pelas caracteristicas globais (de topologia) do background de espagos-tempos da
consideragao.

Em [35] as propriedades de alguns sistemas quénticos fora da corda césmica de gauge girando
sdo estudadas. E mostrado que as energias da particula sio acopladas & densidade do momento
angular da corda, mesmo que as particulas se movam somente fora da corda, onde a curvatura
Riemanniana se anula identicamente. Este efeito pode ser considerado como uma analogia
gravitacional do efeito de Aharanov-Bohm. E mostrado que o espectro do momento angular
da particula quantica é deslocado por uma quantidade constante devido ao acoplamento da
energia da particula 3 densidade de momento angular da corda. E discutido que isto leva ao
surgimento de uma densidade ndo nula de momento angular do vdcuo quéntico fora da corda
girando. E mostrado também que a particula quantica pode experimentar um deslocamento
infinito para o violeta na presenca das curvas temporais fechadas fora das cordas do este tipo.

Em [36] ¢ desenvolvida a teoria quéntica do espalhamento da particula néo relativistica em
um campo da corda cosmica considerada como a combinacao das cordas magnética e gravita-
cional. Os efeitos devidos as dimensoes transversais finitas da corda sao levados em conta sob
suposigbes bastante gerais sobre a distribuicao do campo magnético e curvatura espacial da
corda. E mostrado que a secio de choque diferencial para todos os valores absolutos do vetor
de onda da particula incidente, em um intervalo definido dos angulos, depende fortemente do
fluxo magnético da corda.

Em [37] é calculada a amplitude do espalhamento de Aharonov-Bohm no contexto da gravi-
dade plana com as fontes localizadas que carregam também o fluxo magnético. As fontes geram
o espago-tempo com singularidades conicas nas suas posigoes, e introduzem efeitos novos de

espalhamento de particulas eletricamente carregadas. O comportamento da funcao de onda nas



proximidades das direcOes clédssicas de espalhamento é analisado por meio da expansao asin-
tética. E encontrado que, em contraste com o efeito Aharonov-Bohm no espago plano, valores
numéricos inteiros do fluxo podem produzir os efeitos observéveis.

Em [38] s&o estudadas as mudangas introduzidas pelo fluxo magnético linear no espectro de
energia de uma particula livre confinada entre duas cascas cilindricas concéntricas no espago
com a desclinagdo. E mostrado que a mudanca da topologia causada pelo defeito produz as
mudancas do espectro de energia que depende do fluxo e dos aspectos globais. A investigagao
do trabalho [38] é continuada em [39], onde sdo estudadas as mudangas introduzidas pelo fluxo
magnético linear no espectro de energia de uma particula livre confinada entre duas cascas
cilindricas concéntricas no espago com a defeito linear o que é uma combinagao da desclinagao
e o deslocamento e o que é chamado despiracdo. E mostrado que a mudanca da topologia
causada pelo defeito linear produz mudancas no espectro de energia.

Em [40] ¢ investigado o espalhamento quantico do elétron em um deslocamento ”parafusado”
com um fluxo magnético interno. O efeito Aharonov-Bohm para os estados ligados é analisado e
é demonstrado que a funcao de onda e os espectros de energia associados a particula dependem
dos vetores de Burgers do deslocamento e do fluxo magnético. A fase de Berry associada &
dindmica de elétrons nesse background é também calculada. Para alguns valores especificos do
fluxo magnético, os efeitos produzidos pelo fluxo e pelo deslocamento sdo combinados de tal
maneira que nao existem nem espalhamento nem fase de Berry.

Em [41] é considerada uma particula espinorial de massa zero no background do campo grav-
itacional produzido pelo corpo massivo girando. Na aproximagao do campo fraco é mostrado
que a solugao da equagao de Dirac de massa zero depende do momento angular do corpo gi-
rando, que nao influéncia a curvatura nesta approximacao. Este resultado pode ser interpretado
como uma analogia gravitacional do efeito Aharonov-Bohm.

Em [42] uma particula espinorial de massa zero é considerada no background do espago-
tempo gerado pela corrente de massa movendo-se e por uma corda césmica girando. Na aprox-
imagdo do campo fraco é mostrado que a solugao das equagoes de Weyl depende da velocidade
da fonte, que nao influencia a curvatura nesta aproximacdo no caso da corrente de massa

movendo-se. No caso da corda césmica girando, a solugao das equagoes de Weyl depende do
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angulo deficiente e do momento angular da corda. Estes efeitos podem ser considerados como
exemplos de analogias gravitacionais do efeito Aharonov-Bohm da eletrodinémica.

A discussdo do efeito Aharonov-Bohm no espago ndo comutativo pode ser encontrada em
[43, 44]. A possibilidade da detec¢ao de vestigios do espago ndo comutativo é analisado usando
o efeito Aharonov-Bohm em [43]. E mostrado que, se o espago é ndo comutativo, entdo a
holonomia recebe correc¢des cinematicas nao triviais o que deve produzir uma figura de difragao
mesmo que o fluxo magnético seja quantizado. O problema do espalhamento é formulado
também, e a secdo de choque diferencial é calculada. Os resultados podem ser extrapolados
até a fisica de alta energia, e o limite # ~[10 TeV]~2 é encontrado. Se este limite existe,
entdo os efeitos ndo comutativos podem ser explorados nos experimentos do espalhamento pela
medida das segOes diferenciais de choque para os dngulos pequenos. Os estados ligados do efeito
Aharonov-Bohm sao discutidos também. Em [44] a amplitude da propagagao de uma particula
em um espago nao comutativo é encontrada pelo desenvolvimento da formulagao da integral
de trajetéria de Mecanica Quantica. E mostrado que o deslocamento da fase do propagador
da particula, causado pelo campo magnético do solendide fino recebe corregoes invariantes de
gauge pelo fato da ndo comutatividade. Avaliando o valor numérico desta corre¢ao, um limite

superior do pardmetro da nao comutatividade é obtido.
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2 Os objetivos do trabalho

O objetivo principal de investigagao neste trabalho é a equagao de Dirac com uma superposi¢ao
do campo Aharonov-Bohm e um campo magnético colinear uniforme. Nés chamamos esta su-
perposigdo de campo magneto-solenoidal (MS). O programa da investigacdo consiste no estudo
da equagdo de Dirac e na procura de um conjunto completo de solugdes desta equagdo. A
etapa seguinte é a construgao das funcoes de Green da equagdo de Dirac por meio da técnica
do somatério sobre o conjunto completo das solugoes obtidas.

A investigacdo deste trabalho fornece uma oportunidade de continuar os estudos na drea
da radiacao de uma particula movendo-se no campo magneto-solenoidal. Usando os resultados
deste trabalho as peculiaridades relacionadas as extensdes auto-adjuntas podem ser incorpo-
radas no estudo da radiagéo. Na teoria quintica de campos existe um problema atual de estudo
da estrutura de vdcuo sob a influéncia mitua de dois efeitos: um background e fronteiras. O
campo magneto-solenoidal é o exemplo apropriado. Neste caso o campo magnético uniforme
serve como o background e o campo Aharonov-Bohm fornece as condigbes de contorno. As
funcoes de Green, calculadas neste trabalho levando em conta as extensées auto-adjuntas, sao
um instrumento efetivo para cdlculos de teoria quéntica de campos.

Né6s notamos que tal campo de fundo é singular pelo fato da presenga do campo AB. Uma
das peculiaridades das teorias com potenciais singulares consiste em geral no fato de que os
operadores correspondentes da mecénica quintica deixam de ser auto-adjuntos. Mas em alguns
casos (n&o em todos) essa propriedade pode ser restaurada pela redefini¢do (extensdo) do seu
dominio.

O operador de Dirac com o campo MS nao é auto-adjunto. A presenca das autofuncgoes com
autovalores imaginérios do hamiltoniano de Dirac indica este fato. Entao, o nosso programa
inicial deve necessariamente incluir mais uma etapa, isto é, a construgao de operadores de Dirac
auto-adjuntos.

O trabalho é organizado do seguinte modo. Nés comegamos com separagao de varidveis
e descricdo das solugbes exatas de quadrado integrdvel da equagéo de Dirac radial no campo
MS em 2+1 dimensées. Usando a teoria de von Neumann das extensoes auto-adjuntas de op-

eradores simétricos, nds construfmos uma familia uniparamétrica de hamiltonianos de Dirac
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auto-adjuntos especificados pelas condigoes de contorno no solendide AB e encontramos o es-
pectro e as autofungoes para cada valor do pardmetro de extensdo. Em seguida, reduzimos o
problema de 3+1 dimensGes ao problema de 2+1 dimensdes pela escolha apropriada do operador
de spin, que permite realizar o programa inteiro de construcao de extensdes auto-adjuntas e
obtencgao dos espectros e autofungGes nos termos anteriores. Vale notar no nosso caso particular
que, como ¢é o caso de muitos outros onde hé presenga de operadores diferenciais singulares, o
procedimento geral de von Neumann para as extensées auto-adjuntas de operadores simétricos
pode ser reduzido significativamente & anélise do comportamento das fungdes correspondentes
nas proximidades da singularidade. Nés apresentamos este método mais simples para as exten-
soes auto-adjuntas do hamiltoniano radial de Dirac com o campo MS. Depois nés passamos ao
caso regularizado do solendide de raio finito. Nés estudamos a estrutura das autofungoes e a
sua dependéncia no comportamento do campo magnético dentro do solenéide. Considerando
o limite de raio zero com valor fixo do fluxo magnético, nés obtemos o hamiltoniano auto-
adjunto concreto que corresponde & condicdo de contorno especéfica para o caso do campo
magneto-solenoidal com o solenéide AB. Estes casos particulares das extensoes auto-adjuntas
nés chamamos extensoes naturais. Para completeza da nossa consideragao nés estudamos tam-
bém o comportamento de uma particula sem spin no campo magneto-solenoidal regularizado.

A etapa seguinte da nossa investigagdo é a construgio das fungdes de Green da equagdo de
Dirac em 2+ 1 € 3 + 1 dimensoes. Em principio, as fungoes de Green podem ser construidas
sempre que os conjuntos completos das solucbes da equagdo de Dirac sdo conhecidos. Entao
podem ser obtidas por meio do somatério sobre o conjunto completo das solugoes. Primeira-
mente, nds consideramos o caso de 2 + 1 dimensoes detalhadamente. Neste caso, ao construir
as fungdes de Green, nés usamos as solugdes exatas da equagao de Dirac que sao relacionadas a
valores especificos do pardmetro de extensao. Estes valores correspondem as extensoes naturais.
Depois nés estendemos os resultados ao caso de 3+ 1 dimensées. Nés apresentamos também as
fungbes de Green nao relativisticas e as fungoes de Green de uma particula relativistica escalar.

Em todo o trabalho nés adotamos c =1, A = 1.
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3 Solucoes exatas da equacao de Dirac

Neste capitulo, nés estudamos as solugoes da equagao de Dirac com o campo magneto-solenoidal.
As solugbes das equagbes de Schrédinger, Klein-Gordon e Dirac com o campo MS foram discuti-
das em vérios trabalhos [45, 46, 47, 48]. Particularmente, a equagdo de Schridinger é discutida
em [45]. Neste trabalho, é analisado o papel do efeito AB para os estados ligados de uma
particula carregada no campo MS. Sdo dadas as solugGes exatas para o solenéide de raio zero,
e discutidas as correcbes devido & finitude do raio. E mostrado que o espectro apresenta uma.
séria nova de 'ressonéncias betatron’, que depende do nimero quantico do fluxo. A ressonan-
cia betatron fundamental permanece estreita e ndo deslocada para raios bastante grandes. As
solugoes das equagbes de Klein-Gordon e Dirac em 2 + 1 e 3 + 1 dimensdes foram encontradas
em [48]. Em [49], estas solugdes sdo usadas para calcular exatamente as caracteristicas da radi-
agao espontanea de um féton, para uma particula com spin e sem spin. A radiagdo cyclotron e
synchrotron é analisada detalhadamente, considerando as aproximagoes relativisticas e nao rel-
ativisticas. E mostrado que as peculiaridades da radiacdo, causadas pela presenca do solenéide,
podem ser consideradas como a manifestacso do efeito AB na radiacio. E demonstrado que
linhas novas aparecem no espectro da radiacao. Devido as peculiaridades da distribuicao angu-
lar da intensidade da radiacao, essas linhas podem ser separadas do espectro bésico da radiagao
cyclotron e synchrotron.

Entretanto, o nimero de aspectos importantes relacionados a consideracao rigorosa da
mecanica quéntica da equagdo de Dirac com o campo magneto-solenoidal singular nao foram
estudados. Particularmente, em [48] foi indicado que existe um subespago critico onde surge
o problema de auto-adjunticidade do hamiltoniano de Dirac. Esse problema e o problema
associado da completeza das solugoes nao foram resolvidos.

N6s consideramos a equagdo de Dirac em 3 + 1 e 2 + 1 dimensoes
00V = HY, H=+" (7P + M) . (1)

Nés usamos v = (7%,7), v = (v*), P = 10x — qAs, k = 1,2 para 2+ 1 e k = 1,2,3
para 3+ 1, v = (0,k); g é uma carga algébrica, para elétrons ¢ = —e < 0; M é a massa

)

do elétron. Como campo eletromagnético externo, tomamos o campo magneto-solenoidal. O
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campo magneto-solenoidal é a superposicao colinear do campo AB B4E e do campo magnético

constante uniforme B. O tensor de Maxwell completo é
F, =B (656, —662), B=B**+B.
O campo AB é singular em r = 0,
BAB — ®6(21)6(2?).
O campo AB cria o fluxo magnético ®. E conveniente apresentar o fluxo como:
@ = (lg+ p) Po, Po =27/e, (2)

onde [y é 0 nimero inteiroe 0 < p < 1.

1

No6s usamos coordenadas cilindricas ¢ e r: ! = rcos g, 2? = rsin ¢, portanto, os potenciais

tomam a forma:

sin @ cosp

cedy = —llo+p+ A() 2L

Ag=0, ed; =[lo+p+ A(r)]

(A3=0in3+1), A(r) =eBr?/2. (3)

Nés tratamos convencionalmente a equacao de Dirac, do ponto de vista da mecéanica quan-
tica, como equacio de evolugdo do tipo de Schrédinger com hamiltoniano H, um operador no
espago de Hilbert apropriado. Consideramos somente as solugGes estaciondrias, i.e., as auto-
fungSes (generalizadas) do hamiltoniano de Dirac. Isto significa que procuramos as solugdes

estaciondrias que sao limitadas no infinito e localmente de quadrado integrével.

3.1 Solucoes em 241 dimensoes

Primeiramente, nés consideramos o problema em 2+ 1 dimensoes. Em 2+ 1 dimensoes, existem

duas representagoes das matrizes v nao equivalentes:
V=0 7 =ic?, ¥t = —iol(, (=41,

onde as ”polarizagbes” ( = £1 correspondem as particulas de ”spin para cima”’, { = +1, e
"spin para baixo”, { = —1, e 0 = (0*) sdo as matrizes de Pauli. Para o caso estacionario é

designada a seguinte forma para os espinores ¥(z):

U(z) = exp {—iez’} PO (z), ¢ =41, 2, = (0,2, %) . (4)
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A equagdo de Dirac estaciondria em ambos as representagoes é:

(oPL + Mo®)y{(z1) = eypM(z1), PL= (0, P, P) , (5)

(c'oPiot + Mo®) i (zy) = epT0(z1). (6)

N6s notamos que os autovalores de energia podem ser positivos, € = . > 0, ou negativos,

€ = _e < 0. Além disso podemos verificar que (5) e (6) sdo relacionadas como
0 (er) = *920(z). (7)

Portanto, abaixo nés usamos a representagao definida por { = 1.
Como operador de momento angular total, nés escolhemos J = —i8,+0%/2 que é a redugéo
dimensional do operador J? em 3+ 1 dimensdes. O operador J comuta com o hamiltoniano H.

Portanto, nés podemos considerar a Eq. (5) separadamente em cada auto-espago do operador

J,
JYM (z)) = (z — 1o — %) YW (z,),leZ. (8)
Representando os espinores ¢§1) na forma
W0 (e0) =l (1), a(e) = Z=emiv|I-b-3 1+ } . @
y V2r 2
nés reduzimos a equagdo (5) a equacgdo de Dirac radial para o espinor radial ¥, (1),
hpy(r) = egy(r), h=I+0°M, (10)
3
H:—i{ar—i—o-?|:/1,+l—%(1—0'3)+14(7'):|}0'1, (11)

com o hamiltoniano radial® h; IT define a agdo do operador de proje¢ao de spin no espinor radial

no subespaco com [ dado,

oPgi(e)y, (r) = g(e)Iy, (r) .

E conveniente apresentar o espinor radial como

P(r) = [03 (e—T1I) + M] w(r), (12)

10 Hamiltoniano radial A nés subentendemos como a familia completa de h com | = 0,41, ... diferentes e B

arbitrarios.
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onde

o==+1
1 0

v = y Va1 = ) (13)
0 1

e ¢, sdo constantes. Da Eq. (10) segue que Iy = (¢ — M?) u; portanto, as fungdes radiais
¢, »(r) satisfazem a equagdo

@2 d p 1w 1 V2 B
(it p e ¢(pri-ta-o)]-Llam-0, s

p=7r%/2, y=e|B|, E=sguB, v=p+l—(1+0)/2, w=¢'— M.

Solugdes da equagdo (14) foram estudadas em [48]. Os resultados podem ser reunidos do
seguinte modo.

Para qualquer [, existe um conjunto de solugdes ¢; , = ($rn1,, m=0,1,2,...),

¢m,l,a(r) = im+|y|m (,0) ) (15)

de quadrado integravel e regulares? em r = 0. Aqui, I, .(p) sao as fungdes de Laguerre, que
sao apresentadas no Apéndice.
Para [ = 0, existem solugbes de quadrado integrdvel mas nao analfticas, aqui denominadas

de irregulares em 7 = 0 se p # 0. Uma solugao irregular geral para | = 0 e i # 0 tem a forma:

G o(T) = Vro(p) = p7* Wirepa(p)

a=p—(140)/2, 2A=w/y-¢{u-(1-0)/2], (16)

onde W o/2 sdo as fungdes de Whittaker (ver [50] , 9.220.4). Os espinores em (10) que séo
construidos por meio dessas funcées sao de quadrado integrdvel para A complexo arbitrério.
As funcdes v, ,, foram estudadas detalhadamente em [48]. Algumas relagdes importantes para

estas fungbes sdo apresentadas no Apéndice. Vemos que a interpretagao de w como energia é

2 Aqui nés usamos os termos "regular” e ”irregular” em r = 0 no seguinte sentido. Chamamos uma funcio
regular se ela se comporta como 7¢ em r = 0 com ¢ > 0, e irregular se ¢ < 0. Chamamos um espinor regular se

todos os seus componentes sio regulares, e irregular se pelo menos um dos seus componentes é irregular.
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impossivel para A complexo. Para ) real existe um conjunto de solugdes (16) que podem ser

escritas em termos das fungées de Laguerre com indices inteiros:

(M) = hpam (p) , 0=1, m=0,1,2,...,

m,l

m (r)=In—um (), c=-1, m=0,1,2,.... (17)

m,—1

Todas as solugdes ,(r) da Eq. (10) sdo de quadrado integrével na semi-reta com medida rdr.
As fungdes de Laguerre nas Egs. (15), (17) sdo expressas através dos polinomios de Laguerre.
Os autovalores w e a forma dos espinores dependem de sgnB. Abaixo, nés apresentamos os

resultados para B > 0. O espectro de w correspondente s fungdes ¢,,; ,(r) é
2y(m+l+p),l-1+0)/2>20
2y(m+(1+0)/2),l-(1+0)/2<0

e o espectro de w correspondente as fungdes ¢, ,(r) é

L 2y(m+pu), o=1 . 19)

2ym, o = —1
Né6s exigimos que os espinores w; (1) sejam autovetores do II, tal que as funcdes Um 4
satisfagam a equacao

Hum,l,i(r) = :i:\/u_Jum,l,i(r) . (20)

Agora podemos especificar os coeficientes em (13).

No caso w = 0, temos

0 0
ug(r) = L 1< =1, wi(r) = ‘ , 1=0. (21)
450,1,—1(7') 67—1(7')

Isto pode ser obtido usando as relagoes (179)-(182) para as funcdes de Laguerres I, . (p).
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No caso w # 0, temos

o 11(T
U 1+ (T) = Pt (7) 12l w=2y(m+1+p),
iiqsm,l,-—l(r)
P (T
Umt1,1,2(T) = 1(7) <=1, w=2y(m+1),
FiBrm1,4,-1(7)
o1 (T
Upp1,2(7) = ? ’Ofl( ) , =0, w=2y(m+1),
:Fws:z+1,—1(r)
ir r
Upn (1) = Prmalr) ,1=0,w=2y(m+p). (22)
iiﬁbm,o,—l(r)

Para w # 0, nés construimos as solugoes da equagao de Dirac usando os espinores u corre-

spondentes aos autovalores positivos do operador II. Estas solucOes sao

¢m,l(r) =N [03 (E - \/(;) + M] um,l,+(7'), [ 7é 0,
Y (r) = N[0 (e — vw) + M]upli(r), 1 =0, (23)

onde N é uma constante de normalizagdo. Substituindo (23) em (10), nés obtemos os dois
tipos de estados correspondentes as particulas, L1, e as antiparticulas, _1, com ¢ = 1& =
+v/M? + w, respectivamente. Os espectros de particula e antiparticula sdo simétricos, isto é,
|+&| = |-€|, para nimeros quanticos m e [ fixos.

Agora consideremos o caso w = 0. Como segue de (10) e (21), somente as solugdes de
energia negativa (antiparticulas) sdo possiveis. Elas coincidem com os espinores u a menos de

constante de normalizagao,
_7,/)011(7‘) = Nug,(r), | < —1; _7,/){)(7‘) = Nui(r), [ =0. (24)

Entao, somente antiparticulas tém nivel de energia de repouso. O nivel mais baixo de energia
de particula para | < 0 é e =/ M? + 2.

Todos os espinores radiais ¢m,,(r) sao ortogonais para m diferentes. Isto é verdade tanto
para os espinores ¥ quanto para, X No caso geral, os espinores des tipos diferentes néo sio

ortogonais. Usando a Eq. (185) do Apéndice, podemos provar este fato e calcular o fator de
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normalizagao que tem a mesma forma para todos os tipos de espinores,

N:\/ T . (25)
2 [(5—\/5) +M2]

Ademais, no subespago [ = 0, existem solugoes da Eq. (10) que sdo expressas através das

fungdes 1, () (16). N6s representamos estas solugdes como

Yo(r) = [0° (e —II) + M] uu(r),

U (1) = Lt (1) + 1%, —1(7), U o (1) = Gy, o (T) Vs - (26)

Usando as relagdes (191) para as fungdes 1, ,(p), obtemos as seguintes expressoes tteis

Mg 1 (1) = iv/27t00,—1(r), Tt _1(r) = —¢¢L2_7uw,1(r). (27)

Os resultados para B < 0 ndo podem ser obtidos trivialmente dos resultados correspondentes
a B > 0. N6s apresentamos as modificagoes das férmulas correspondentes para o caso B < 0
no final dessa Secéo.

Usando a Eq. (193) do Apéndice, podemos ver que os espinores ¥,(r) e ¥, (r), w # o/,
ndo sdo ortogonais no caso geral. A completeza de todas as solugbes obtidas é também um
problema aberto.

No6s convencionalmente tratamos as solugbes e o espectro obtidos como os autovetores e
autovalores de energia para o hamiltoniano de Dirac H. Tendo em vista que o campo mag-
nético uniforme confina o movimento de uma particula carregada e a levando em conta a
auto-adjunticidade aparente de H, nés esperamos estados ligados e um espectro real discreto.
A respeito dos subespagos [ # 0, nossa esperanga foi realizada completamente. Mas no sube-
spago [ = 0 para u # 0, existem solugoes de quadrado integrével com autovalores complexos.
No resto do trabalho, nés chamamos o subespago [ = 0 de subespago critico e o subespago
[ # 0 de subespago néo critico. Isto significa que existe o problema de auto-adjunticidade para
o hamiltoniano de Dirac com o campo magneto—solenoidal, pelo menos no subespago critico.

N6s resolvemos este problema na Segao 4.

3.1.1 O caso B <0.
Nesta subse¢do nés apresentamos as modificagoes das férmulas correspondentes ao caso B < 0.
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1. O espectro w correspondente as fungdes @,,,,(r) &
2y(m—1l+1-p),l—(14+0)/2<0
y(m+(1—0)/2),l—(14+0)/220

e o0 espectro w correspondente as fungdes qbi,rl,g(r) é
2y(m+1-p), o=-1
2ym, o0 =1 .
Estas expressoes sdo as modificagbes das Eqs. (18) e (19).

2. Nés consideramos os espinores u; (r) satisfazendo Eq. (20). No caso w = 0, eles s@o

T o (r
’U,O,l(’f') — ¢O,l,l( ) , l Z 1’ ’U,él(’f') _ 0,1( ) , 1=0. (30)
0 0
No caso w # 0, eles sao
G
Um,(T) = Praalr) <=1, w=2y(m—-1l+1—p),
:Fll;gbm,l,—l(’r)
' r
um—i—l,l,:t(’r) = ¢ +1’l’1( ) ) [ 2 1 y W= 27 (m + 1) )
ﬂ:’l;qu’l,_l(’f')
ir r
ufr{ﬂ,i(r) = ¢m+1’1( ) , =0, w=2y(m+1),
iwm,o,—l(r)
m.0.1(T
dhalry = | © o)) 0wy ma1-p. (31)

:Fi¢i:z,—1(r)
As expressoes (31) s@o as modificagbes das Egs. (21) e (22).

3. No caso w = 0, somente as solugbes de energia positiva (particulas) da Eq. (10) sdo
possiveis. Estas solugbes coincidem com os espinores v a menos de uma constante de normal-
izagao:
+¥04(r) = Nugu(r), 1 2 1; 195 (r) = Nug'(r), 1=0. (32)

Entao, somente as particulas tém nivel de energia de repouso. O espectro de energia de an-

tiparticulas comega de _e = —/M?2 + 2.

4. As relagbes para os espinores irregulares u, () andlogas as relagbes (27) sao

Mty _1(r) = iy/27u0 1 (r), Tug(r) = —z'\/—‘;_;uw,_l(r) . (33)
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3.2 Solucoes em 3+1 dimensoes

Para levar em conta a simetria do problema sob translagtes em z, nés usamos para as matrizes

7 as representagdes seguintes (ver [51]),

o3 0 ic2 0 —ic! 0 0 I

)
o
Il
\Q._‘
[
2
[\
1
2
Il

0 —o3 0 —ig? 0 ot -I 0

Em 3 4 1 dimensées, escolhemos como conjunto completo de operadores que comutam entre si

o seguinte (v = —iyOy1y2y3):

H, P?=—i0s, J® = —i0, +£°/2, 8* = v°y* (M ++*P%) /M. (34)

N6s exigimos que a fungao de onda seja um autovetor destes operadores,

HY = &0, (35)
P = P30, (36)
S = 0, (37)
S3 = sM/MU. (38)

Onde ]Téf = \/W , p* &€ o componente z do momento, e 53 é o componente z do momento
angular total. Notamos que os autovalores de energia podem ser positivos, € =, € > 0, ou
negativos, ¢ = _e < 0. Os autovalores j° sio semi-inteiros, e nés usamos a representacao
73 = (—1l—1), onde I = 0,41,+£2,.... Para especificar o grau de liberdade de spin, nés
escolhemos o operador S3, que é o componente z do pseudovetor de polarizacao [52],

$ = (Hf +7°H), &

H i i
oo S+ $°H) (39)

:m(

os autovalores de projecao de spin sdo sM /M, s=+1.
Entao, em 3 4+ 1 dimensoes, nés podemos separar as varidveis de spin e de coordenadas e,

portanto, obter a seguinte representagdo para os espinores W:
VU (z) = exp {—iezo + ip3x3} U,(zy),

1+ (p° + M) /M] 9 o(22)

Us(z1) =N [_1 n (ps " sz/f) /M] VYe,s(T1)

22



Onde 1, ,(z1) s&o os espinores de dois componentes, z; = (0,2',2%,0), e N é o fator de
normalizac¢ao.

A equagdo (35) reduz-se, portanto, & equagio
(0PL +5M0®) (1) = e0es(w1), Po= (0, P2, P2,0) (41)
Representando 9, ; (z.) na forma

Ye,s (T1) = (@5 (7) (42)

onde g; (¢) é dada pela Eq. (9), nés obtemos a equagdo radial
hotpr,o(r) = €y,4(r), by =T+ Mo, (43)

onde h; é o hamiltoniano radial que atua no subespago com nmimero quintico de spin s, II é

dado pela Eq. (11). Notamos que

Ve 1 (x1) =0*Y_.1(2L). (44)

Ent3o, podemos ver que para s e p® fixos, a Eq. (41) é semelhante & Eq. (5) em 2+ 1 dimensGes
. Portanto, depois da separacéo da varidvel angular por (9), o espinor radial ¥, |, (r) (42) pode
ser obtido do espinor radial ¢, (r) (9) pela substituicdo de M por M. Para o caso particular
I = 0 isto é verdade também. Neste tltimo caso, o espinor radial ¥, ;; (r) pode ser obtido do
espinor radial ¥, (1) (26).

Usando os resultados do caso em 2+ 1 dimensoes, nés concluimos que no subespaco critico,
os autovalores complexos da Eq. (35) realmente existem se u # 0. Isto significa que o prob-
lema de auto-adjunticidade do hamiltoniano de Dirac em 2 + 1 dimensoes mencionado acima é

reproduzido em 3 + 1 dimensoes.
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4 Extensoes auto-adjuntas

Neste capitulo nés construimos extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano de Dirac com o campo
MS. Nés notamos que, mesmo para o campo de AB puro, ndo foi simples resolver este problema
inerente no caso tanto relativistico quanto néo relativistico. A construgdo dos hamiltonianos
auto-adjuntos nao relativisticos para o caso do campo AB por meio do método de extensGes
auto-adjuntas de operadores simétricos foi estudada detalhamente pela primeira vez em [53],
onde o campo de AB regularizado também foi considerado. O problema de auto-adjunticidade
e a necessidade do método de extensao auto-adjunta no caso do hamiltoniano de Dirac com o
campo de AB puro em 2 + 1 dimensdes foi reconhecido em [4, 54]. Extensdes auto-adjuntas no
caso do hamiltoniano de Dirac em 3 + 1 dimensdes foram construidas em [5].

Em [55] é mostrado que o operador de helicidade A para uma particula na presenca de
um tubo infinitesimalmente fino de fluxo magnético precisa para a sua determinagdo completa,
como um operador auto-adjunto, tanto quanto o hamiltoniano H, de uma especificacao das
condicles de contorno. As condigoes devem ser escolhidas em uma familia quadri-paramétrica,
de condigbes admissiveis. A cada valor dos parametros corresponde um operador auto-adjunto
com autofuncoes e autovalores determinados pelas condigoes de contorno associadas. Para cada
escolha da dindmica H, é investigado sob quais condicoes a condi¢ao de contorno correspon-
dente é também admissivel para a helicidade A. Quando isto acontece, e somente quando isto
acontece,é possivel que os operadores H e A satisfacam as condi¢Ges de contorno idénticas.
Embora os operadores formalmente comutem antes de especificacao das condiges de contorno,
somente as condigGes de contorno idénticas garante a comutatividade efetiva. Somente neste
caso os operadores tém um conjunto completo das autofungdes comuns e A é uma quantidade
conservada. A situagdo descrita é satisfeita somente para uma classe especial (mas grande)
de condigdes de contorno. Os resultados de [55] significam que a conservacdo da helicidade,
mesmo impondo restrigoes na escolha de dindmica, nao resolve o problema de indeterminacao
da escolha das condigbes de contorno no espalhamento de Aharonov-Bohm de particulas de
Dirac. Os resultados mostram também que é possivel escolher as condigoes de contorno de tal
meneira que a helicidade é conservada e a simetria de Aharonov-Bohm (a mudanga do fluxo

magnetico do solenéide AB em mimero inteiro das quéantas do fluxo magnético) é preservada.
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Em [56] é discutida a relagdo entre as extensdes auto-adjuntas para uma particula sem
spin e para uma particula de spin 1/2 no campo AB. As extensdes auto-adjuntas sdo também
consideradas quando o potencial de Coulomb é adicionado. Algumas questoes confusas da
particula de Dirac relativistica no campo Aharonov-Bohm s&o esclarecidas.

Em [57] é considerado o problema da extensio auto-adjunta de operadores de Hamilton para
as particulas quénticas carregadas no potencial de Aharonov-Bohm puro. E apresentado um
enfoque pragmadtico ao problema baseado na ortogonalizagdo das solugoes radiais para nimeros
quénticos diferentes. E discutido um modelo de uma particula escalar com momento magnético
que permite explicar porque a extensao auto-adjunta inclui pardmetros arbitrdrios e que permite
dar uma interpretagao fisica.

A auto-adjunticidade do hamiltoniano de Dirac em um campo de gauge de Aharonov-
Bohm de um tubo infinitesimalmente fino de fluxo magnético é estudado em [58], usando as
coordenadas esfericas em 3+1 dimensdes. E mostrado que a parte angular do hamiltoniano de
Dirac precisa extensdes auto-adjuntas tanto quanto a parte radial. As extensoes auto-adjuntas
da parte angular sao parametrizadas por uma matriz unitéria 2 x 2.

Em [59], todos os hamiltonianos possiveis, que descrevem o efeito Aharonov-Bohm n3o rela-
tivistico sdo construidos usando a teoria de extensoes auto-adjuntas. En geral os hamiltonianos
obtidos nao sdo rotacionalmente invariantes, o que significa que o momento angular nao é uma
constante de movimento. As autofungdes generalizadas e a amplitude de espalhamento sao
computados. O espectro é descrito, usando uma férmula explicita para o resolvente.

Em [60] a particula quéantica interagindo com um solendide fino e um fluxo magnético
é descrita por uma familia penta-paramétrica de operadores de Hamilton, obtida por meio do
método de extensdes auto-adjuntas. Um dos pardmetros, o valor do fluxo, corresponde ao efeito
Aharonov-Bohm; os outros quatro pardmetros correspondem & forga de barreira do potencial
singular. O espectro e auto-estados sdo computados e o problema de espalhamento é resolvido.

Em [61] é mostrado que o hamiltoniano H e o operador de helicidade A da particula de
Dirac, movendo-se em duas dimensdes na presenga de um tubo infinitesimalmente fino de
fluxo magnético, admitem ambos uma familia quadri-paramétrica de extensdes auto-adjuntas.

Cada extensao estd em correspondéncia um-a-um com as condicoes de contorno que as auto-

25



fungoes satisfazem na origem. Embora estes dois operadores comutem antes da especificagdo
das condigoes de contorno, néo é suficiente tomar as mesmas condigdes de contorno para am-
bos os operadores para assegurar a conservagao de helicidade. Para algumas relacoes entre os
pardmetros de extensdes é possivel escrever um dominio mais geral onde ambos os operadores
H e A sao auto-adjuntos, a helicidade é conservada e a simetria de Aharonov-Bohm é preser-
vada também. A continuidade de dindmica é obtida também. Os resultados significam que
nem a conservagao da helicidade nem a simetria de Aharonov-Bohm separadamente resolvem
o problema da escolha das condigoes de contorno ‘fisicas’ para este sistema.

O hamiltoniano para particulas relativisticas movendo-se no campo magnético Aharonov-
Bohm em duas dimensdes é considerado em [62]. E notado que o campo tem singularidade do
tipo 6 na origem, e nao é necesséario que o hamiltoniano seja essencialmente auto-adjunto. A
realizagdo auto-adjunta precisa de uma familia uniparamétrica das condi¢des de contorno na
origem. Portanto o campo puntiforme é aproximado por um campo suave e o problema da
convergéncia em norma do resolvente é estudado para concluir qual condicao de contorno é
fisicamente razodvel entre as condigdes de contorno admissiveis. O efeito de perturbacées por
potenciais escalares é estudado também. O resultado obtido é que a realizacao auto-adjunta
do limite é diferente mesmo para uma perturbagao de potenciais escalares pequena em relacao
aos valores do fluxo magnético. Este resultado muda para os fluxos semi-inteiros. O método
é baseado na anélise do resolvente de operadores magnéticos de Schrédinger em energia baixa
com a ressonincia em energia zero, e essa ressondncia tem um papel importante do ponto de
vista matemaético. A atencao é focalizada nos aspectos naturais.

Em [63] &€ notado que o hamiltoniano de Aharonov-Bohm formal descrevendo a interagéo
de uma particula carregada com o vértice magnético tem uma familia quadri-paramétrica de
extensoes auto-adjuntas que se reduz a familia biparamétrica se nés demandamos que o hamil-
toniano comute com o operador de momento angular. A questdo estudada em [63] é qual destas
extensoes auto-adjuntas podem ser consideradas como um limite de hamiltonianos regularizados
de Aharonov-Bohm, isto é hamiltonianos de Pauli nos quais o campo magnético corresponde
ao tubo de fluxo de diametro néo zero. E mostrado que nem todas as extensdes auto-adjuntas

desta familia biparamétrica podem ser obtidas por estas aproximagoes, mas somente duas sub-
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familias uniparameétricas. Nestes dois casos, a razao giromagnética no hamiltoniano de Pauli
aproximado pode ser escolhida de tal maneira que obtemos uma convergéncia em norma do
resolvente & extensdo auto-adjunta correspondente.

Né6s mencionamos também os trabalhos sobre as condi¢oes de contorno para o problema
AB que s8o relacionadas ao problema das extensoes auto-adjuntas. Em [64] é mostrado que as
formas diferentes de impenetrabilidade quantica levam a consequéncias fisicas diferentes. Este
fato deve ser levado em conta na andlise de dados experimentais. As condigbes de impenetra-
bilidade relativistica s&o consideradas e as segoes de choque de Aharonov-Bohm relativisticas
correspondentes sao obtidas. A possibilidade do efeito AB nas regices de espago simplesmente
conexas é discutida. Em trabalhos mencionados acima [6, 25, 51|, uma condicdo de contorno
auto-adjunta possivel foi obtida pela regularizacao especifica da funcao delta de Dirac, com a
condicao de continuidade das componentes de espinor de Dirac para o raio finito, e depois a
reducao do raio a zero.

Em [65] é considerada a questao da escolha das condictes de contorno fisicamente corretas,
e portanto da dindmica, para o espalhamento de particulas de spin 1/2 por um fio de fluxo
magnético. E mostrado que a dinamica resultante é uma consequéncia da possibilidade da
profundidade da penetragao da fungao de onda dentro do tubo, mesmo que o problema é
considerado inicialmente com uma fonte de raio finito R. A indeterminagio dé condigao de
contorno ocorre para um valor do momento angular total, para um dado valor do fluxo. Se a
interacao de Coulomb da particula com as fontes é introduzida no problema, a indeterminagao
mencionada acima aumenta. E mostrado que, para um valor dado do fluxo, existem pelo menos
dois valores do momento angular para os quais a indeterminacao acontece.

Em [66] a questdo do papel das condigdes de contorno na Mecanica Quéntica é considerada
para o exemplo de particulas de spin 1/2 possuindo momento magnético e situadas no campo
Aharonov-Bohm. O formalismo de extenstes auto-adjuntas de operadores usado na teoria de
potenciais de curto alcance é analisado, e os limites da sua aplicabilidade, no caso de agao do
campo magnético externo, sdo discutidos. As consequéncias fisicas da existéncia do momento
magnético anémalo de particulas para este modelo sdo investigadas.

Em [67] o problema do campo de Dirac no background da corda do fluxo de Aharonov-Bohm
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é estudado. A origem é excluida pela imposi¢cdo das condigGes espectrais de contorno no raio
finito e depois reduzido a zero. Portanto, o comportamento compativel de autofungdes com a
auto-adjunticidade do hamiltoniano radial e a invaridncia sob as translacdes inteiras do fluxo
reduzido sdo obtidos. A influéncia do background de corda de fluxo na energia do vécuo de
férmions de Dirac massivos confinados & regido espacial finita através das condicGes MIT de
contorno é estudada em 2+1 dimensdes em [68] e em 3+1 dimensoes em [69]. As duas extensoes
auto-adjuntas admissiveis do hamiltoniano sdo consideradas e os resultados sao comparados.

Nao é claro se o problema de auto-adjunticidade para o caso do campo magneto-solenoidal
pode ser automaticamente resolvido pela extensao direta dos resultados do campo de AB puro,
i.e., pela aplicagdo das mesmas condicoes de contorno, porque a presenca do campo mag-
nético uniforme essencialmente muda os dominios dos operadores relevantes, particularmente
os subespacos de deficiéncia, e muda o espectro de energia da particula com spin de continuo
a discreto. Portanto, o caso do campo magneto-solenoidal precisa ser estudado independen-
temente. Pela analogia com o campo de AB puro, achamos importante também considerar o
campo magneto-solenoidal regularizado (nés chamamos o campo magneto-solenoidal regular-
izado a superposition do campo magnético uniforme e o campo regularizado de AB) e estudar
as solucoes da equagéo de Dirac com este campo. Este problema nao foi resolvido antes e tem
a importéncia propria, sem relacdo ao problema de extensao auto-adjunta.

A equagdo de Pauli com o campo magneto-solenoidal foi recente estudada em [70]. O prob-
lema da definicdo do hamiltoniano no caso particular do campo magneto-solenoidal (ambos
os campos tém o mesmo sentido) foi considerado em [71, 72]. Em [71] o caso de particula
escalar é considerado. As condi¢Ges de contorno mais gerais admissiveis sdo derivados para
um fluxo de Aharonov-Bohm idealizado cruzando o plano na origem no background do campo
magnético homogéneo. A técnica padrdo baseada nas extensoes auto-adjuntas dé uma familia
quadri-paramétrica das condigbes de contorno; os dois pardmetros a mais do modelo sdo o fluxo
de Aharonov-Bohm e o campo magnético homogéneo. As condigbes de contorno generalizadas
podem ser consideradas como uma combinag¢do do efeito Aharonov-Bohm e a interagdo pun-
tiforme. As propiedades espectrais dos Hamtonianos derivados sao estudados detalhamente.

Em [72] o problema estaciondrio de uma particula de Dirac carregada em 2+1 dimensoes na
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presenca do campo magnético uniforme B e o tubo singular do fluxo magnético ® = 2wx/e é
estudado. A invariincia rotacional desta configuragdo mostra que os subespagos do momento
angular fixo [+ 1/2 s80o invariantes sob a a¢do do hamiltoniano H. E mostrado que, para [ difer-
ente da parte inteira de «, a restricdo do H aos subespagos Hj, é essencialmente auto-adjunto,
enquanto para [ iguais & parte inteira de x, H; admite a familia uniparamétrica das extensoes
auto-adjuntas. No tltimo caso, as fungbes do dominio de H; séo singulares (mas de quadrado
integrével) na origem. O comportamento das fungdes é definido pelo valor do parametro vy, o
qual identifica as extensoes auto-adjuntas. O espectro do hamiltoniano e do seu fecho, como a
funcdo dos pardmetros e 7, é determinado também.

N6s notamos que a simetria AB é violada para o caso de particula com spin, que é portanto
sensivel ao sentido do fluxo do solenéide. Como consequéncia alguns dos resultados podem
depender da orientagao mutua, do fluxo do solendide e do campo magnético uniforme: paralelos
ou antiparalelos. N6s estudamos ambas as possibilidades detalhamente. O problema do caso
com spin em (3+ 1) dimensoes e a relacdo das extensdes auto-adjuntas com os problemas
regularizados antes nao foram estudados.

Para resolver o problema nés usamos a teoria de von Neumann de extensoes auto-adjuntas
de operadores simétricos [73]. O procedimento candénico inclui as etapas seguintes: inicialmente,
a definicdo do hamiltoniano de Dirac H como um operador simétrico, depois o cédlculo do seu
adjunto HT e do seu fecho H, depois a procura dos subespagos de deficiéncia D+ e D~ e dos
indices de deficiéncia, e, no final, no caso de igualdade de indices de deficiéncia, a descricao das
isometrias de D* em D, o que define as extensées auto-adjuntas do H. Estes passos constituem
a teoria de von Neumann que é aplicada no caso geral. Na Segao 4.4, nés demonstramos que em
nosso caso particular, este procedimento pode ser significamente reduzido: é suficiente avaliar

H' e depois analisar as suas propriedades de simetria

4.1 Extensoes em 241 dimensoes

Primeiramente nés estudamos o caso de (2 + 1) dimensoes. Este caso foi parcialmente consid-
erado em [72]. Nossa consideracdo é baseada no estudo detalhado das solugdes da equagdo de

Dirac. N6s generalizamos os resultados para um sinal arbitrério de B, o que permite determinar
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uma dependéncia nao trivial do espectro com os sinais de B ¢ . Os resultados obtidos sao
extendidos ao caso de (3 + 1) dimensGes. Do ponto de vista rigorosamente matematico, nossa
exposigao é qualitativa, alguns detalhes técnicos importantes serdo apresentados na Secao 4.4.

O problema é definir o hamiltoniano (1) como um operador auto-adjunto no espago de
Hilbert de 2-espinores ¢ () ) de quadrado integrdvel. Pela separagdo das varidveis, Eq. (9), o
problema é reduzido ao problema correspondente para o hamiltoniano radial 4 (10), (11) para
cada | = 0,41, ... no espago de Hilbert de 2-espinores v (r) de quadrado integravel na semi-
reta com a medida rdr. Nés comegamos com a escolha do dominio inicial D (h) do operador
h. Como a fonte do problema em consideragao é a singularidade do potencial AB na origem
r = 0, nés tentamos primeiramente evitar as dificuldades associadas a esta singularidade.
Portanto, seja D (h) o (sub)espago de 2-espinores 9 (r) absolutamente continuos que se anulam
suficiente répido com r — 0; claro que hi(r) deve ser de quadrado integrével junto com (r).
E simples verificar que o h inicial é simétrico pela integracéo por partes. O seu adjunto ht &
dado pela mesma expressao (10), (11), mas & definido no dominio D(h') D D(h) de 2-espinores
absolutamente continuos, os quais nao necessariamente se anulam quando r — 0 no subespago
critico I = 0 para p # 0. O seu fecho & é definido no dominio D(h) de 2-espinores absolutamente
continuos que se anulam quando r — 0.

A préxima etapa ¢ encontrar os subespagos de deficiéncia Dt e D™, D* = Ker(h! T iM)
(onde M ¢é introduzida por razdes dimensionais), e os indices de deficiéncia n.. (h) = dim (D¥),
i.e. encontrar o nmimero de solugoes linearmente independentes de quadrado integravel das
equagoes

riy*(r) = £iMy*(r), Al =T+ o°M, (45)

HT:—i{8T+UTS{/.H—l—%(l—a?')—}-A(r)]}ol. (46)
Nos subespagos néo criticos [ # 0, nao existem tais solugoes. No subespago critico [ = 0, se
© # 0, existe somente uma solucdo para ¥+ (r) e ¥~ (),

vEr) = N [ &) B>0, (47)

£t 15 ()

bE(r) = N #(r) \,B<0, (48)

£ty (7
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onde

$o(r) = Vralp), 22 = —2M*/y £ (u— (1-0)/2), 0 = %1,

confirme (16), e N & o fator de normalizacio que normaliza as funcdes 1= (r) & unidade. Se
1 = 0, ndo existem tais solugbes. Isto significa que nos subespagos nio criticos, os indices de
deficiéncia sdo (0,0), e no subespago critico, os indices de deficiéncia sdo (1,1) a menos que
= 0; se u =0, os indices de deficiéncia séo (0, 0). Portanto, nos subespagos ndo criticos e, se
¢ = 0, no subespago critico também, o hamiltoniano radial h é essencialmente auto-adjunto,
i.e., a sua extensdo auto-adjunta tinica é o seu fecho h = hf. Isto garante a completeza das
solugdes correspondentes obtidas em Secao 3.1. No subespago critico, o hamiltoniano radial com
 # 0 possui uma famflia uniparamétrica {h?} de extensdes auto-adjuntas, que é homeomorfica
ao grupo U(1). Cada membro h% desta familia é definido pela isometria ¥ 7 (r) — ¢4~ (r) de

Dt aD~,0<Q < 2r. O domfnio de h® &
D(h") ={x(r) =¥ @) +c[p* () +eP~(r)] : () DA}, c€C, (49)

Notamos que D (hﬂ) é completamente definido pelas condigées de contorno asintéticas nos
2-espinores x (1) = (x!(r), x*(r)) quando r — 0. No caso ¢ # 0, o comportamento de x (r)
quando 7 — 0 é definido pelo comportamento singular de ¥ (r) e de ¥~ (r) nas proximidades
da origem, pois ¢ (r) — 0 quando » — 0. Usando o comportamento (192) da fungdo ¥, , (o)

para p pequeno, nés obtemos

21 FT (1) D+ M2/) (m)l"‘, B>0

. XM (r) (Mr)l_“ _ (tan 2~1)D(WTA+M2/7) \ 7
lim = _ (50)
r—0 x2(r) (Mr)* 21-FD(1—p)T (14 M2 /) (M2) ¥ B<o
(tan %—1)I‘(,u)I‘(1—,u+M2/'y) 0 ’

no caso ¢ # 0. (Claro que ¢ pode ser igual a zero; neste caso x(r) — 0 quando r — 0.)
Estas alternativas sdo as condig¢bes de contorno asintéticas que especificam o dominio D (hQ)
unicamente e, portanto, a extensdo auto-adjunta A®. As condicdes de contorno asintéticas

auto-adjuntas podem ser unificadas na férmula tinica

N (Mr)P!
x(r)=c¢ B +e(r), r—0, (51)
(Mr)™*
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onde ¢A é dado pelo lado direito de (50), —co < A < 00, €(r) — 0 quando r — 0, e ¢ é uma
constante arbitraria. N6s podemos verificar que no limite v — 0, os lados direitos de (50)
coincidem com as expressdes correspondentes obtidas em [4] para o caso do campo de AB puro.
Na verdade, a familia das condigGes de contorno asintéticas auto-adjuntas é a mesma do caso do
campo de AB puro, e é independente de B. Estas condigbes sdo definidas pelo comportamento
singular do potencial AB na origem.

Para as nossos objetivos é conveniente passar da parametrizagao por ) i parametrizagao

pelo angulo ©, 0 < © < 27, que obedece

) Xl(r)(Mr)l_“_, T O
i e o (73) 2

se ¢ # 0.
Portanto, as solugdes (26) obtidas em Secao 3.1 devem ser submetidas & condigdo asintética
(52) quando r — 0, que garante a ortogonalidade e a completeza das solugGes correspondentes.

Usando (27), (33), e (192), nés encontramos

. 8 M ZT(WT(1—w/27)

4 2 M T{1—p)T(1—w/27) (_) “, B <0.

6 e toareeuy (12)' g g
ta.n( ) = 2N =
M) TGN/ 3

oi
4.2 Extensoes em 3+1 dimensoes

Agora nés passamos ao caso de (3 + 1) dimensdes. O operador de helicidade S, = XP/|P| é
geralmente usado como o operador de spin. Ele é relacionado 4 componente zero do pseudovetor
de polarizagdo (39) por S, = S°M/|P|. As extensdes para quais o operador S° comuta com
o hamiltoniano, foram construidas para o caso particular p* = 0 em [55, 61]. Entretanto, o
conjunto de tais extensoes nao exaure todas as possiveis extensoes do hamiltoniano em 2 +
1 dimensdes. A nossa escolha do operador S® como operador de spin permite separar as
varidveis de spin no comego da consideracgio e ficar com o problema de extensdo somente para
o hamiltoniano radial. Portanto, nés podemos aplicar eficiente nossa experiéncia de 2 + 1
dimensdes para o caso de (3 + 1) dimensdes.

No caso de (3 + 1) dimensdes, depois da separagdo da varidvel 2z, o hamiltoniano H deve
ser definido como o operador auto-adjunto no espaco de Hilbert H de 4-espinores da forma

(40). Este espago de Hilbert pode ser representado como a soma direta de dois subespagos
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ortogonais marcados pelo nimero quéntico de spin s: H = {¥,,} & {¥_;}. Estes subespagos
sdo invariantes com respeito a H, e por conseguinte, o hamiltoniano (1) pode ser considerado
independente em cada um dos subespagos. O uso das Egs. (41) e (9) permite reduzir o problema
aos hamiltonianos radiais h, (43) atuando nos subespagos de 2-espinores com nimero quéntico
de spin s = 41 e numero quintico orbital [ = 0,=+£1,... fixos. O problema do hamiltoniano
radial h, no caso de (3+1) dimensdes é absolutamente semelhante ao problema do hamiltoniano
radial h no caso de (2 + 1) dimensdes e pode ser resolvido por meio do mesmo método de von
Neumann. O procedimento de defini¢ao de hs; como operador auto-adjunto literalmente repete
o procedimento para h da segao anterior, e portanto lembramos somente os passos principais.

Primeiramente nés definimos o hamiltoniano radial h;, como um operador simétrico escol-
hendo para o dominio inicial D (hs) o espaco de 2-espinores absolutamente continuos que se
anulam na origem. O seu adjunto A! e o seu fecho h, sdo descritos nos mesmos termos de Af e
h , respectivamente, da subsecdo anterior. Agora nés aplicamos a teoria de von Neumann em
cada um dos subespagos. Para achar os subespacos de deficiéncia e indices de deficiéncia dos

operadores h;, nés precisamos resolver as equacoes
MyE (r) = 2isMy? (r), bl = It + sMo®, s = +1, (54)

onde II é dado em (46). Estas equagoes sdo cépias da Eq. (45). Usando as Egs. (47), (48) e

(44), nés achamos que para [ =0 e u # 0, as solugdes sao

VEr) =N @ 11(r) . B>0, (55)
se /4T g (r)
YE(r) =N bo1(r) ., B<0, (56)

- .
¢s,a(r) = d))\,a(p) y &= U — (1 + U) /2’

2= —2M*/y—£(u—(1-0)/2), 0 ==,

eparal # 0 e paral =0 e u = 0, ndo existem solucdes de quadrado integravel. Isto significa
que para cada s = %1, os indices de deficiéncianos subespagos néo criticos ! # 0 séo (0,0), e no
subespago critico [ = 0, os indices de deficiéncia sdo (1, 1) a menos que p = 0; se p = 0 eles sao

(0,0). Isto significa que nos subespagos nio criticos e, se u = 0, no subespago critico também, o
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hamiltoniano radial h, é essencialmente auto-adjunto, i.e., a sua extensdo auto-adjunto tnica é
o seu fecho b = ht. No subespaco critico, se i # 0, existe uma familia uniparamétrica {h%} de
extensoOes auto-adjuntas do hamiltoniano radial h,, marcada pelo pardmetro ,, 0 < 2, < 27.

O dominio de Al &
D (hd*) = {x; (r) = b (r) + c [ (r) + P97 ()] : ¢, (r) €D (hs)}, ceC.  (57)

Semelhante ao caso de (2 + 1) dimensdes, h¥ ¢ especificado pelas condigdes de contorno
asint6ticas auto-adjuntas nos 2-espinores x(r) = (x!(r), x*(r)) quando r — 0. Usando a

parametrizagao pelo angulo ©, semelhante a (52), estas condigdes de contorno sio
1 = \1#
Xs (7) (M 7‘) . T O,
lim - =sitan | —+— |, s=%£1 (58)
=0 2 (r) (Mr) 12
se ¢ # 0 e x,(r) — 0 quando r — 0 se ¢ = 0, que pode ser unificadas na férmula
~ p—1
1A, (Mr)
Xs (T) = Cs ~ —u
(31r)

onde iA, é dado pelo lado direito de (58), —o0o < A, < o0, €(r) — 0 quando 7 — 0, e ¢, sdo

+e(r), r—0,

constantes arbitrarias.

Entdo, em cada subespago s = %1 as solugdes 1, ; () no subespago critico [ = 0 devem ser
submetidas a condigéo (58).

As observagoes sobre a ortogonalidade e a completeza das solugbes correspondentes sio
semelhantes as da Secao 4.1.

O resultado final é que em 3 + 1 dimensodes existe uma familia biparamétrica de hamiltoni-
anos auto-adjuntos de Dirac. Esta familia é a variedade U(1) x U(1). Nés acentuamos que isto é
verdade somente quando S% é conservado. Se nés nao demandamos a conservacao de S3, segue
da consideracao acima que os indices de deficiéncia no subespago critico séo (2, 2) a menos que
p = 0 (por exemplo, qualquer vetor satisfazendo Eqs. (35)-(37) pode ser construido usando
dois vetores ortogonais determinados como a superposicao de ¥,; e ¥_;). Por conseguinte,
a variedade dos hamiltonianos de Dirac auto-adjuntos é o grupo U(2) e é quadri-paramétrico.
Somente para a subvariedade U(1) x U(1) C U(2), o hamiltoniano H e o operador S* possuem

um conjunto comum de autofuncgoes.
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4.3 Espectros das extensoes auto-adjuntas

Agora nés estudamos os espectros das extensbes auto-adjuntas h?. Para aché-los, nés pre-
cisamos resolver as equagOes transcendentais (53) com respeito a w considerando os dois ramos

de €, um para particulas e outro para antiparticulas, +& = v/ M? + w. Introduzindo a notagéo

o = 2, o= @ (&= M) 27, Q@) =S+ 1, 5= 2,
_ 2T (w) . . _ T © v \1-n
1 = ki), A=t (F+5) (7)) (59
para B > 0, n6és podemos reescrever a Eq. (53) como
'y — z
Q@) =) . (60)

I'(1l- ¢z)

Para w correspondente a B > 0, nés podemos obter w para B < 0 usando as substitui¢oes

c—=—¢, () =1/, p—o1-p.

Basta, portanto, considerar o caso B > 0.

As soluges possiveis z = z (n) da equagdo (60) sdo fungGes do pardmetro 7 (i.e., de u,
v/M?, e de ©) e sao marcadas por m = 0,1,... . N6s achamos as seguintes representacoes
asintéticas para estas solugbes quando || — 0:

_sin(mp) M(m +1 — p)

Zm (n) =m+ Az, Az, = , m=1,23,...,
) mQ(m)

_ M
-2 (1) = A ()

Todos os z.,, (0), m = 1,2,... sdo positivos e inteiros. A representacdo asintética de ,zo (1)

(61)

quando |n| — 0 é discutida abaixo. A funco 1z (7n) se anula no ponto n = 2I'() , e na

vizinhanca deste ponto ela tem a forma

_ (w)—n/2
#20 (1) = Ty g ) — 9(D) (62

onde ¥(z) é a derivada logarftmica da func¢do gamma I'(z), e —¢(1) ~ 0.577 é a constante de

Euler-Mascheroni [74]. Como |n| — oo, nés achamos as seguintes representacgoes asintéticas:

Im(sm)=m+ p+ Azp, m=0,1,2,... , 7 — 00,

Im(sn)=m—-1+p+ Az, m=1,23,...,n— —0c0,

Axm:_sin(w)F(erﬂ)Q(er#)_ (63)
al'(m+ 1)n
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Estas aproximacBes sdo aplicaveis somente para |Azn,| < pe |20 ()| < p-

Segundo [73] (ver coroldrio 1 do teorema 8.19), se T e T3 sao duas extensOes auto-adjuntas
do mesmo operador simétrico com indices de deficiéncia (d,d) finitos e iguais, entdo qualquer
intervalo (a,b) C R que ndo cruza o espectro de T) contém somente auto-valores isolados

do operador T com a multiplicidade total de no maximo d. Por exemplo, nés escolhemos

a extensdo A% com © = /2 cujo auto-valores sio & = M+/1+ 27,70 (c0) /M? e z& =

+M+\/1+ 27 1Zm (Fo0) /M?, m > 1. O teorema mencionado acima significa que se (a,b) é
um intervalo aberto, onde a e b sdo os dois auto-valores sucessivos de A com © = 7/2, ou se
+€ = 0, entdo qualquer extensdo auto-adjunta A? com © # 7/2 possui no méximo um auto-
valor em (a,b). Segundo [74] (ver teorema 3 da Segdo 105 do Capitulo VIII), para qualquer
¢ € (a,b), existe uma extensao auto-adjunta h® com o auto-valor €. Segue de (60) e (63) que nas
faixas (m— 1+ p < 2Zm (M) <m+p, m>1) e (—M?/2v <. 74 (n) < ) as fungdes +z (1) =
(2% — M?) /2 s@o univocas e continuoas. Esta observacio estd em concordancia completa
com os teoremas gerais mencionados acima. As fungdes +zn, (1) foram achadas numericamente
no campo fraco, 7/M? < 1, para os primeiros valores de m. Os graficos destas fungdes (para
u = 0.8) sdo apresentadas nas Figuras 1 e 2.

X=®/2Y _

» »
3 3

~Figura 1: Dependéncia dos niveis de energia de particula mais baixos em ralacao ao pardmetro

Ny = riey (zim) " ten (5 +9)




Figura 2: Dependéncia dos niveis de energia de antiparticula mais baixos em ralacao ao
A T =H T

parametro 7_ = ﬁ (%) #tan (Z + %)
Podemos ver que 6Zm, = Tm+41 () — ZTm (n) — 1 quando m cresce. Da equagdo (60) segue

que

62Zm — 1 =71 {cOt (TZm) — Ot [ (Tm — )]} (13:—_,,1# - 6Q> , m> 1, (64)

onde 6Q = £ an(:z:)] <1/Zm . A curva zs (1) dd uma idéia sobre o comportamento das

T=Tpm
funcbes zn,, (n) para m grande.

Abaixo, nés discutimos alguns casos limites.

Primeiramente consideramos campos B fracos para quais 7/M? < 1 e energias de elétron
ndo relativisticas, ., (1) v/M? < 1. Vemos que as fungbes .z (7)) mudam significamente
somente na vizinhanca de 7 = 0. Fora da vizinhanga de nn = 0, as fungbes »z () tomam valores
proximos aos valores asintGticos correspondentes, que sdo dados por (63).

No caso ultrarelativistico, Zm (17) v/M? > 1, o comportamento de Zn, (1) qualitativamente
depende de p. Podemos diferenciar trés casos: 0 < p < 1/2, p > 1/2, e p = 1/2. No caso
O<p<l/20 intervalo nas proximidades de n = 0, onde as funcdes Variam significamente,

se estreita com m crescente. No caso p > 1/2, este intervalo expande com m crescente . Para
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p=1/2e —% < (i + %) < %, nés achamos a representacao asintética

g:rm(n):m—i—g(i—f—%),m»l. (65)

Né6s vemos que 1z (1) negativos existem somente para n > 0. O que significa que no
problema em consideragdo, existe somente um estado de particula e somente um estado de
antiparticula com energias |¢| < M para /2 < © < 37/2. A mesma situacdo foi observada no
caso do campo de AB puro [4]. O 2, (1) negativo minimo admissivel & definido pela condigéo
e = 0. Para os campos B fortes, para as quais v/M? ~ 1, a quantidade o () é préxima de

zero. Por exemplo, seja ©y correspondente & extensdo que admite e = 0. O valor de O é

definido por

%) - Mo ars M?/27) (M) (66)

o (‘ %) T TTWra M) \

4 2
Nos campos fracos, v/M? < 1, z¢ () toma valores absolutos grandes, e o 4ngulo 6 ¢é definido

por

T, 6\ _  T(l-p
tan (Z + 7) = —m (67)

e ¢ independente do campo magnético. De (66) segue que nos campos B superfortes, para os
quais 7/M?% > 1, o angulo 6 é também independente do campo magnético.
Nos campos magnéticos fracos, 7/M? < 1, e para as energias nao relativisticas, zov/M? <

1, nés obtemos as relagoes

20 (1) = — (/)07 (68)

_zo(n) = — (nM?/7) " (69)

que sdo vélidas se n de (68) é pequeno e nM?/y > 1 de (69).

Agora nés consideramos o caso particular © = —7/2. De (53) segue que para B > 0, existe
_e = —M. As energias |e|] > M s&o definidas pelos polos de I'(1 — z) ou I'(1 — p — z) para
B > 0 ou B < 0, respectivamente. O espectro € coincide com o espectro definido pelas Egs.
(31) e (23) para ¥’. Além do mais, usando a relagio (189), podemos ver que os espinores %, (7)

coincidem com %’ até uma constante de normalizacao,

Y, (1) o< (r) for ® = —7/2. (70)
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No caso © = 7/2, nés temos o quadro seguinte: de (53) segue que para B < 0 existe
+€ = M. As energias |¢| > M sdo definidas pelos polos de I'(1x — z) ou I'(1 — z) para B > 0
ou B < 0, respectivamente. O espectro € coincide com o espectro dado nas Egs. (31) e (23)
para 9’1, De (189) segue que os espinores 1, (r) coincidem com ' até uma constante de

normalizacao,
¥, (r) o< I (r) for © = 7/2. (71)

Usando os resultados para B < 0, podemos concluir que existe uma assimetria do espectro
para as particulas com spin no campo magneto-solenoidal. Existe uma relacao entre a anomalia
chiral em trés dimensdes e os modos zero de férmion no campo magnético uniforme [77] (para
revisdo, ver [78, 79]). Nés vemos que o efeito existe também na presenca do potencial AB.

Esta assimetria do espectro é conhecida na QED em 2+1 com campo magnético uniforme.
No campo magnético uniforme, os estados com w = 0 para [ # 0 sdo observados se sgnl =
—sgnB (para uma antiparticula se B > 0 e para uma particula se B < 0). O espectro muda
especularmente quando muda o sinal do campo magnético. Nés vemos que para [ # 0 as
propriedades do espectro no campo magneto-solenoidal sdo semelhantes as propriedades do
espectro no campo magnético uniforme. A presenca do potencial AB é especialmente essencial
para os estados com | = 0 onde a particula penetra no solenéide.

Os espectros em 3 + 1 dimensoes podem ser obtidos dos resultados de 2 + 1 dimensées. N6s
usamos o fato de que as solugdes ¥, ,(x 1) em 3+ 1 dimensdes sdo obtidas das solugdes YW ()
em 2 + 1 dimensdes. Portanto, os espectros em 3 + 1 dimensdes sao obtidos dos resultados
de 2 + 1 dimensdes com a substituicio de M por M e usando a relagdo (44). Como uma
consequéncia, nés obtemos uma interpretagdo adicional das Figuras 1 e 2. Particularmente, a
Figura 1 mostra os niveis mais baixos de energia das particulas de spin s = 1, e a Figura 2

mostra os niveis mais baixos de energia das particulas de spin s = —1.

4.4 O método reduzido de extensao auto-adjunta

Neste capitulo nés mostramos que o método geral de extensao auto-adjunta pode ser significa-

tivamente reduzido para o hamiltoniano radial A dado pelas Egs. (10), (11).
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Né6s lembramos que o problema é definir o operador diferencial da matriz formal (10),
(11) como um operador auto-adjunto no espago de Hilbert de 2-espinores x (r) de quadrado
integrével na semi-reta R, = {r > 0} com a medida rdr. E conveniente passar & medida padrao
dr no R, usando a substituicdo x (r) = r~2¥ (r) . O hamiltoniano radial portanto fica (nds

ndo mudamos a notagdo para o hamiltoniano h transformado)

0 Gy,B

h=M+c’M, II= : (72)
G—y,—B 0
onde v =p+1—1/2 e o operador a, p: Ly — Ly é
B
Qy,B = —1 (8—,- + Z + 6—2—7‘) = —1:0'_,,,_38-,-0'1,13 (73)
T

COII1l

o eBr? _1
OpyB=T €Xp 4 y O—y—BOy,B = L.

Este h (72) deve ser definido como um operador auto-adjunto no espago de Hilbert
H=Ly(R:)® L2 (Ry4)

de 2-espinores

de quadrado integravel em R, .

Primeiramente nés notamos que o* M é um operador auto-adjunto limitado em 7. Portanto,
o problema ¢ equivalente ao problema da definicio do operador aparentemente auto-adjunto®
IT (72) como um operador realmente auto-adjunto em H : nés devemos garantir a igualdade

I1 = ITf pela escolha apropriada de domfnio

D(I1) = D(a—,,_p) ® D(ay ) CH,

3Formalmente, a:’,, B = G—u,— B, portanto, formalmente,

HT _ 0 aT_U,_B _ 0 ay,B -1
alp 0 a_y_g 0
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para qualquer v e B. Entdo, o problema é reduzido ao problema da definigéo de a, g (73) como
um operador no Ly (Ry), i.e., a defini¢gdo D(a, 5) C Ly (R.), junto com a_, _p.

Canonicamente nés comecamos pela defini¢do de II como um operador simétrico no H
escolhendo o dominio inicial D(II) = D & D, tal que ambos a, 5 € a_, _p s80 inicialmente
definidos no D C Ly (R.), onde D & 0 espaco linear de fungées C'*° com suporte compacto.
Nés notamos que IT é densamente definido, pois D C Ly (R;), e simétrico, IT C IIf, que é
verificado de maneira simples pela integracio por partes.

O préximo passo é o célculo do seu adjunto IIf. E evidente que
, D(TI") = D(a} ) ® D(al, _p), (74)

para qualquer v e B. Como a,, g é um operador diferencial simples no Ly (R..) , 0 seu adjunto a:f,’ B
é calculado de maneira simples (pelo método padréo para operadores diferenciais no Ly (R.)):

a sua forma é

T

a,p=—10,80.0_,_p (75)

(ele coincide com a—, g (73)), e 0 seu dominio &
D(a}p) = {tb,5 (")}, (76)

onde .3, 5 () sdo fungdes absolutamente continuoas (dentro do R,) de quadrado integrével

que permitem a representacao

o5 () =005 ) | [ s 0(6). 806 4 ] )
7o
Aqui, +¢,p = a:f,,B <Y, g, & imagem de a:f,,B nos .Y, p € de quadrado integrével, .¢, 5 €

Ly(R4); c,p é uma constante restrita pela demanda de que 41, p € L2(Ry); mo > 0 €
escolhido apropriadamente dependente do valor de v e do sinal de B. A mesma conclusdo é
vélida para afu,_ g : € suficiente fazer as substituigdes v & —v, B & —B em (75-77).

Neste ponto nés desviamos do procedimento geral usado na Segdo 4.1: a definicdo dos
subespacos de deficiéncia etc. Em vez disso, nés determinamos a ” assimetria” do IIf calculando

a diferenca

A= (¥, %) — (I, ¥, 0) (78)
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para qualquer ,¥ e, ¥’ pertencendo a D(II). Usando a forma de ,¥ € D(II'), ver (74), (76),
(77),

U (r) = fB ) (79)
*w—u,—B (Ir)

e a forma (74) de IIf, nés obtemos (aqui nés omitimos os indices * e B como irrelevantes, o

que ¢ claro abaixo)

A= [ ar [PEEelat, )+ T alw 1)

- [ [ o)+l 0 )]

Resolvendo por partes a primeira integral, nés achamos
A= =i YT, )+ 92w 0] |

i.e., A & determinado pelo comportamento asintético de ,¥ (79) nos limites quando r — oo e
r — 0. O comportamento asintético para .4, g (r) e ,¥_, _g () pode ser estimado pelo uso
da representacdo (77) com a escolha apropriada de g e a estimativa do termo integral em (77)
pela desigualdade de Cauchy-Bounjakowsky.

Por exemplo, nés estimamos o comportamento de .4, g (r) no infinito, quando 7 — oo, no

caso B > 0. Neste caso, é conveniente escolher o = 0o, de modo que

W (r) =i 5 (1) [— [ der s .65+ } . (30)

A desigualdade de Cauchy-Bounjakowsky d4

) B 2 o0 B 2 1/2
[ aseren (<) s | < | [Tase e (-5 )]

[ [ lntof] = e (B (100 (1) )et., o

onde € (r) — 0 quando r — co. De (81) e da condigéo ,%, g € Lz (R,) segue que ¢,,p em (80)

deve ser zero e, por conseguinte, ,¥, g () se anula quando 7 — oo mais rdpido do que r1/2,

independentemente de v. As mesmas conclusoes sao vilidas para B < 0, o que é estabelecido

pela desigualdade de Cauchy-Bounjakowsky com 7y < co.
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. 2tk

As estimativas asintéticas para .1, g () quando 7 — 0 dependem do valor de v. O resultado

1
v > 3 |*1/)V,B (r)| < c,r?,
1 T
V= 5 I*T/h/z,B (T)I < 12 r/21n E,
1
v S _5 */ll)u,B (lr) =0 (7.1/2) )
1 1
—3 <v< 5 U, p(T) =cuB (TM)V—i—o(rl/z) ,

independente de B; o fator M é introduzido por razées dimensionais.
N6s concluimos que para |v| > 1/2, os 2-espinores ¥ (r) (79) se anulam tanto no infinito
quanto na origem, e para |v| < 1/2, os 2-espinores ¥ (r) se anulam no infinito, mas em geral

sao singulares em r — 0 :

c g (rM)”
J(r) = vp (rM) ] e (7‘1/2) , (82)
cz—u,—-B (TM) i

onde c'? s3o constantes arbitrarias. De posse destas estimativas, nés achamos

0, [v[=1/2
A= , (83)
i[d}E, +2e] vl <1/2

independente de B (portanto nés omitimos os indices * € B como irrelevantes).

Entdo, nés achamos que se |v| > 1/2,ie,sel #0oul =0e u = 0, o operador IT' &
simétrico, IIf C (HT)T, e portanto auto-adjunto, IIf = (HT)T: é suficiente levar em conta a
inclusao inversa (HT)Jr C II', que é uma relacio padrdo para qualquer operador simétrico (que
por sua, vez é a consequéncia das relacdes gerais A C B — Bt C A" que valem para quaisquer
operadores densos definidos). Entdo, IT' é uma extensio auto-adjunta de II.

Isto significa que IT ¢ essencialmente auto-adjunto, i.e., o seu fecho II é auto-adjunto, IT = ﬁT,
e em adicdo II = IIf, e & a extensdo auto-adjunta tinica do II. Nés lembramos os argumentos
padrdes. Como é conhecido, IT = (HJT)Jr eI = IT". Usando a auto-adjunticidade j4 estabelecida
de ITt, TTIf = (HT)T, nés obtemos a série de igualdades II = (].Tf)Jr =IIf = ﬁT, O que prova as
duas primeiras afirmagoes. Nao existem outras extensoes auto-adjuntas porque qualquer tal

extensdo IT* = (I1**)' deve satisfazer a relagio TI C II*** C IIf, ou seja, I1** deve ser a

43



extensdo de II e a restricdo de IIf, mas porque II = IIf, ndo existe "um lugar” para mais
alguma extensao auto-adjunta.

A situacdo é néo trivial no caso |v| < 1/2, i.e. sel = 0e u # 0, em que o operador IIf
néo é simétrico, o que significa que somente II é simétrico: II = (HT)Jr c It =TT ¢ a inclusdo
estrita. Esta relagdo permite achar II. A incluséo II C II significa que D (TI) C D (IIf), ie.
¥’ € D (II) tem representagdes como (77) e (82),

t(rM)”
2 (rM)™

v (r)

+o(r?), (84)

e se anulam no infinito. Portanto a igualdade IT = (HT)Jr C IIf significa, pela definicdo do
(HT)T, que ¥’ € D (TI) se e somente se a diferenca A (78) se anula para ¥’ € D (II) C D (IIf)
e qualquer ¥ € D (IIt). Segundo (83), isto dd

1.2 1 2
clulc—u + C’_2VCV = Oa vclln Covy

de que ¢! = ¢2, = 0. II & portanto definido como a restri¢do de IIf ao domfnio D (II) das
fungdes pertencendo a D (IIf), mas nulas na origem.

N6s precisamos achar as extensdes auto-adjuntas I1%¢ = ([1°*)! de II. Elas ”devem ficar
entre” II e IIt, T C TI&*t = (He‘”)Jr C IIf, como foi notado acima. Nés comecamos a busca das
extensbes simétricas ndo triviais 11" de II, II ¢ II*¥™ C (Hsym)Jr C IIf, que nédo coincidem
com II. Depois nés precisamos mostrar que estes II*¥™ so a solucdo do problema. As ultimas
inclusdes permitem repetir para II*¥™ os argumentos anteriores feitos para II exceto que agora
a diferenga A (78) deve se anular para qualquer ¥, ¥’ € D (II**™) C D (II'). Segundo (83) isto

d4 a equagdo para cl, c2, no ¥ (82) e 2, ¢, no ¥’ (84),

dlc?, +2,c =0, (85)
Se U, ¥ €D (ﬁ) C D (II*¥™), i.e. se anulam na origem, a Eq. (85) é vdlida. Para obedecer
(85) & suficiente que somente ¥ ou ¥’ pertengam a D (II). Mas D (II*¥™) deve incluir fungdes

n3o nulas na origem. Seja ¥ uma tal fungo e, por exemplo, seja c?, # 0. Para ¥ = ¥, a Eq.

(85) se torna
clc? , +c2,cl =0,

i el 4
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do que segue

cl
=— 2" =iA, AeR.

v c_,

|o
T =

| ™o

c

Portanto para qualquer ¥’ € D (II*¥™) n&o nulo na origem e este ¥ fixo, a Eq. (85) toma a

forma
I +iA?, =0,

de que segue 2, # 0 e ! /2, =i A, com 0 mesmo A para todos os ¥ € D (II*¥™) nfo nulos
na origem.

O caso ¢?, = 0, ¢} # 0 é considerado de maneira semelhante. Ele é formalmente coberto
pelo caso A = £o00, onde A = +00 e A = —00 s8o equivalentes (ambos os casos significam

apenas c2, = 0, ¢! # 0). Entao n6s obtemos as condi¢des de contorno asintéticas

T() = o iA(T‘JV:f)V Lo (7_1/2) (86)
(rM)™

na origem quando r — 0, que define a familia uniparamétrica {H A} de todas as extensOes
simétricas nao triviais do II.

Resta mostrar que estas extensbes II* sio realmente auto-adjuntas, IT* = (II A)T. Para,
fazer isto, € necessério calcular (HA)T. Usando os argumentos semelhantes a os anteriores,
nés concluimos que ¥ € D ((HA)T> se e somente se a diferenca A (78) se anula para ¥’ €

D ((HA)T) C D (ITf) e qualquer ¥ € D (IT*) c D (IIf), 0 que d4,
el +iA2, =0.

Se ¢} e ¢?, ndo sdo iguais a zero, isto d4

Mas isto significa que D ( (HA)T) C D (1I*), ie. (I A)Jr C II? é a inclusdo inversa a inclusdo
inicial IIA C (HA)T. Portanto ITA = (HA)T, que prova a assercao final.
Entéo, nés achamos o conjunto inteiro das extensoes auto-adjuntas do operador simétrico

inicial IT (72) com D (II) = D@D. Ele forma uma familia uniparamétrica {HA}, —00 <A < o0,
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em que cada membro IT* = (HA)Jr é definido pela condicdo de contorno asintética (86) na origem
para os ¥ € D (TI*) c D(If). Como A = +00 e A = —oo séo equivalentes, esta familia
é homeomorfa ao circulo U (1), mas ndo & reta aberta R. As condi¢des de contorno auto-
adjuntas asintéticas obtidas em (86) aparentemente coincidem com as condigdes de contorno
auto-adjuntas asintéticas (51) (até o fator comum M?*/2) obtidas pelo método geral. Como o
subproduto, nés achamos que os indices de deficiéncia de II s&o (1, 1) no caso |v| < 1/2.

No6s conclufimos esta se¢do com a observagdo que no caso em que as fungGes especiais
sdo disponiveis e bem conhecidas o método geral é preferivel para determinar efetivamente os
subespagos de deficiéncia (nés notamos que, na verdade, somente o comportamento asintético
na origem das fungles correspondentes é necessédrio). Mas, em qualquer caso, o cdlculo do
operador adjunto, IT' ou A', é obrigatério para determinar corretamente o dominio das extensdes

auto-adjuntas.
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5 A regularizacao do solenéide

5.1 O caso da particula com spin

N6s podemos introduzir o campo AB como caso limite do campo de solenéide de raio finito
(o campo AB regularizado), que permite fixar os parAmetros de extensdo. Este enfoque ao
campo de AB puro foi proposto por Hagen [6]. Neste capitulo, nés consideramos o problema
na presenca do campo magnético uniforme. Para fazer isto, nés precisamos estudar as solugoes
da equagdo de Dirac (1) com a combinagdo do campo do solenéide de raio finito e o campo
magnético uniforme colinear.

Considere um solenéide de raio R. Nés supomos que dentro do solenéide existe um campo
magnético axialmente simétrico B™(r) que cria o fluxo ® = (ly + u) $g, P9 = 27/e, tal que
e fOR B (r)rdr = ly+ , e fora do solenéide (r > R), o campo B(r) se anula. A func¢do B™(r)
ndo é arbitréria, mas é tal que as integrais das fungdes ¥ (z) e b(x) em (92) sdo convergentes.
Nés escolhemos os potenciais do campo B™(r) na forma

sin Cos

eAT =9 (z) T el = -9 (x) Ton (87)
onde
9 (z) = /0 " f (@) Pdel, f(z) = R%B™xR), z =r/R.
Os potenciais do campo magnético uniforme sao
Ao=0, A=A I8 A= — A 52 A(r) = B2, (88)

Fora do solenéide, os potenciais tém a forma (3).

Analisemos as solugbes da equagao de Dirac no campo definido acima. Para tanto, pre-
cisamos resolver a equagao dentro e fora do solenéide e colar continuamente as solugGes corre-
spondentes. Nés chamamos as solucGes correspondentes de internas e externas.

Primeiramente, nés estudamos o problema em 2 4+ 1 dimensoes. N6s requeremos que as
solugdes sejam de quadrado integrdvel e regulares com r — 0. Da mesma maneira como na

Segdo 3.1, nés obtemos que os espinores radiais internos ¥, (r) (r < R) satisfazem a equagéo
R (r) = eyl (r), A" =TT"+a°M ,
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onde

. 3
Hin = —% {a;,; + % [l - lo - % (]- - 0'3) + 9 (iE) +£pRm2jl } Ul) Pr = 7R2/2 ' (89)

Nés requeremos que as fungdes ¢i; (1) sejam de quadrado integravel no intervalo (0, R). Para
w =0 (le| = M), as solugdes sdo
+ gfl(r) = g,Ll,l(m)vl y =l 21,
_You(r) = ¢ _1(@vor, I-1 <0,
bno () = calexp {o / 27! (0(%) + EppE?) d-%} ,n=1-l—(1+0)/2, (90)
0

onde ¢ é uma constante arbitrdria. Para w # 0, nds representamos os espinores na forma

()

=1 = [0® (e = II™) + M] [a1¢]} (2)vr + dc1d)”, (z)va]
2 (1)
onde ¢, sdo constantes arbitrarias. As funcgdes qb}’f, (x) satisfazem a equagéo
10 0 1 N2 9 in
9755, " 2 (n+9 (z) + €ppz®)” + wR? — o (f (z) + 26pR)| iy () =0 (91)

e devem ser regulares em r = 0 para que a condicdo de integrabilidade seja satisfeita por

ey (r). Nosso primeiro interesse principal é o caso do limite R — 0. Para os nossos objetivos,

é suficiente usar a aproximago pp < 1, wR? <« 1. Rejeitando os termos proporcionais a R?

em (89) e (91), as solugdes da Eq. (91) so

. ezl et on > 0,
Lo (z) =
' cm‘h[egb(z) fOz djj2|77|—1e—20b(53), on < O,
b(z) = / dzz (%) . (92)
0

As solugles externas (r > R) satisfazem a equagfo

g (r) = ey (r) (93)

w,l

e devem ser de quadrado integravel no intervalo (R, c0). Onde & ¢é definido pelas Eqgs. (10) e

(11). A forma geral das solugdes externas é
1/)2},‘} (r) = [03 (e — II) + M] (cl¢Z‘1‘t(r)v1 + ic_1¢Z“_t1 (rv-1) ,
Te (1) =ra(p) ya=ld+p—(1+0)/2, 2x=w/y—€E(l+p-(1-0)/2) . (94)
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As solugdes ¥ (r) e ¢, (r) devem ser coladas continuamente em r = R,
¥ (R) = ¢™ (R), (95)

e devem satisfazer a condi¢cdo de normalizagao

L:‘I,Ll + NJi w, l -
: Rt o t
ol = /0 (Wou(r)) bau(ryrdr , Ny = /R (W2i(r)) w2t (r)rdr . (96)
Nés podemos considerar o campo AB como o caso limite do campo do solenéide de raio finito
se
lim N =0. (97)
pr—0 7

Né6s podemos realizar a condigdo de juncao (95) impondo as seguintes condigtes nas funcdes

( )egb"“t( Yem r = R:
d d
J(R-0=6(R+0), wo(R—e)= (R +c). (98)

E conveniente usar a representacio (189) para Pyo (p) em (94). As funges ¢y (r) sdo,

portanto,
" -« l+a
Ot(r)—aana,ma(p)'*‘bImana(p) na—)‘_T —)‘_77
I'a ) (1 -
= Ksinn,m, by = —K sinm,, Kz\/ ( +no) LA +m ), (99)
sin (ng — mg)
onde n,, M, Sa0 NUmeros reais.
Usando (98), podemos encontrar os coeficientes a,, b,: para o casol — 1y <0,
=Py —(+p— 1)/26a b = p(l+#—1)/2 51, (100)
acy = pp P g 1 by = p2ep (101)
e para o caso [ — [y > 0,
al p—(l+[l: 1)/2 /a/ b (l+[l:—1)/2+lc/6/1, (102)
a_q = p]_z(H#)/?c/a/ L b p%ﬂt)ﬂc/b/ ) (103)
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onde os coeficientes ndo nulos @, b, @, b’ sdo independentes de pg, € os coeficientes ¢ e ¢ sdo
fatores de normalizagdo que dependem de pp.

Calculando os fatores de normalizagéo, no limite R — 0, obtemos

ag = const#0,b=0,a.1=05b_1=0,12>1,

aa = 0,bp=const#0,a_,=5b_,=0,1<0
paral—Ilp <O0e

ay = b1=0, a_1=const740, b_1=0, lZO,

ay = b1=0, a,_1=0, b_1=COI’ISt7éO, lS—].

para [ — [y > 0. Para [ = 0, o valor dos coeficientes é definido por sgn®. Nés podemos verificar
que a condigao (97) & satisfeita.

Entao, nés obtemos que para qualquer sinal de B, as solugdes sdo expressas através dos

polinomios de Laguerre (23). Particularmente, para ! = 0, as solugdes ¥{¢ (r) coincidem com

Yl (r) ou ¥! (r) de acordo com sgn (®),
Ym (r), sgn (@) = +1

Yoo (r) = : (104)
Y (), sgn (@) = 1

Na Sec¢éo 4.1, nés achamos a relagao entre os valores do pardmetro de extensio e os tipos
de solugdes no subespago critico [ = 0 (70), (71). Agora nés queremos refinar esta relagdo. Isto
é, se n6s introduzirmos o campo AB como o campo limite de raio zero para o solenéide de raio
finito, entdo o pardmetro de extensdo O fica fixado como © = —sgn () 7/2. Nés chamamos
estas extensoes de extensoes naturais. Observamos que esta maneira de introdugdo do campo
AB implica que nao existe nenhuma interagdo adicional dentro do solendide.

Para resolver o problema em 3 + 1 dimensoes, usamos os resultados de 2 + 1 dimensoes

apresentados acima. No limite R — 0, as solugoes no subespago critico sao

|1+ (7 sM) /0] g0 () v (7)

Ve (z1) = N [~ (9 + 53) /] g0 () w2 ()

(105)
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onde as fungdes go (), 137 (r) sdo definidas em (9) e (104), (23), respectivamente. Os valores
dos pardmetros de extensdo em 3 + 1 dimensdes s@o especificados como

™

O, :@_1=_2

sgnd. (106)

Uma interpretacao de outros valores possiveis de © por processos limite para outros poten-

ciais regularizados nao foi feita até agora.

5.2 O caso da particula sem spin

Nesta subsecao nés consideramos o problema da regularizacdo no caso da particula sem spin.
Para este caso a equagfo de Klein-Gordon com o campo magneto-solenoidal é, de fato, reduzida
ao problema de autovalores do Hamiltoniano nao relativistico em duas dimensoes. Portanto, o
problema da extensao auto-adjunta, assim como o problema da regularizacdo do solendide, é
semelhante para o caso relativistico e nao relativistico.

Tendo seu inicio com o trabalho clédssico [1], o efeito AB no caso sem spin é usualmente
associado com as funcoes radiais regulares em r = 0. Entretanto, a relagao entre este tipo de
condicoes de contorno e o solendide regularizado é um problema importante e interessante. O
objetivo desta subsecao é estudar este problema.

As extensoes auto-adjuntas do Hamiltoniano ndo relativistico com o campo AB no caso
sem spin j4 foram estudadas em alguns artigos [11, 53]. O caso do campo magneto-solenoidal
foi considerado em [71], onde a familia tetra-paramétrica mais geral de condigdes de contorno
admissiveis foi obtida. A regularizagao do solenéide para algumas distribui¢ées particulares do
campo magnético dentro do solendéide foi estudada em [6, 53]. Mas o problema da regularizacéo
com o campo arbitrdrio dentro do solendide nao foi resolvido.

Ao contrério da equagdo de Dirac, a equagdo de Klein-Gordon nao foi resolvida explici-
tamente para um campo arbitrario dentro do solendide regularizado. Nés podemos obter as
propriedades necessérias das solugdes correspondentes sem resolver explicitamente a equacao de
Klein-Gordon. Entao, podemos demonstrar que para um campo arbitrario dentro do solendide,
a utilizagdo da regularizacdo (R — 0) corresponde somente as fungdes radiais regulares.

No6s usamos o método do caso de Dirac formulado acima. As solugées da equagdo de Klein-

51



Gordon com energia € e momento angular [ — [y tém a forma
#(z) = Ne'*=" -0 (1)

N6s procuramos a fungdo radial ¢ (r) que cola as solugdes dentro e fora do solendide.

As solugoes externas tém a forma [48],
¢Wt (’I‘) = d)/\,a/2 (p) = p_l/ZW/\,a/Z (,0) ’ 2\ = CU/’)’ - €a> a=I + i, (107)

onde w = £2— M?. O subespaco critico é definido por I = 0, —1. As solucdes internas satisfazem
a equagao (91), onde precisamos por o = 0. A aproximagio pr < 1 ewR? < 1 pode ser aplicada

neste caso também. Portanto, nés chegamos & seguinte equacao para as solugbes internas,

? 1d 1

P R (n+9 (2))*| ™ (z) =0, (108)

onde 0 < z < 1. Nés procuramos as solugdes ¢™ () que séo regulares em z = 0. Aplicando as

condigoes de jungdo (98), nés obtemos

i (1) + 0o0™ (1) = 20apy”, ady, (1) — 0o¢™ (1) = 20bpz™" (109)

para a ordem mais baixa em pp.

Para os nossos propésitos é importante demonstrar que as condigoes seguintes sao vilidas
@ 6™ (1) + 854™ (1) # 0. (110)

Para fazer isto, encontramos as solugbes da equagdo (108) que sdo regulares em z = 0. A fungéo
¥ (z) é analitica no intervalo 0 < z < 1, porque ela obedece as condigbes formuladas na Segéo
5.1. Por que a Eq. (108) é a equagdo diferencial ordindria homogénea com ponto z = 0 singular
regular. De acordo com a teoria geral [80], é sabido que existem solugdes de (108) que podem

ser representadas na forma
o0
" (z) = "l Z apz”, (111)
k=0

onde ag é uma constante arbitrdria e o restante dos coeficientes sao definidos por meio de relagoes

recorrentes. A série em (111) é absolutamente e uniformemente convergente no intervalo 0 <
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z < 1. Né6s supomos por simplicidade que f () ndo muda de sinal em 0 < z < 1. Portanto,

podemos apresentar ¢™ () na forma

7l g—16(z)] o (=)
b (2) = zMe "ot (z) , sgn(f)n <0 | (112)
x_|77|e_|b(z)|(p(+) (x) , Sgn (f) n > 0

onde as fungdes () (z) satisfazem a equagio

d? 1d
H®® =0, HO = B — |f (2)] , HY = —5 + (1 F2[n| - 210 (2)]) == (113)
dz? rdzr
e as condigOes
e 0) =1, 272 (z)] _ =1, (114)

Para a andlise seguinte é conveniente introduzir o propagador retardado Gﬁet) (z,y), que obedece

a equagao
Hy G (2,9) = 6(z —y) .

Ele pode ser representado como G\ (z,y) = 0 (x — y) G (z,y), onde as fungdes G*) obede-

ret

cem as condi¢Oes

9
(£) =0 —G&® =
G (z,z) =0, 8xG (z,v) 1,

=y

e podem ser encontrados explicitamente para o caso considerado,

e /= +2[n|-1
¢ @)= | (5) exp {2 [b(®)| — 216 ()|} 45 (115)

A equagao diferencial (113) com as condigdes de contorno (114) é equivalente & equagio integral

seguinte,
o (@) = o (2) + / 6P (z,1)If @) o™ (v) dy, (116)

onde

o (2) = 1, 5P (2) / =2ln|—1,26@)|
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As solugoes da equagdo (116) podem ser encontradas por iteragoes,

e® () = Y v (),
@) = [ 6 (@ u)|f @)% @)dy, 2 (@) = o () (117)

Cada membro da série (117) & positivo. A série converge uniformemente. Logo, o) (z) >0 e

0% (z) > 0 para z > 0. Ento,
¢ (1) > 0, ™ (1) = —sgn (f) ap™ (1) + e P WG (1) . (118)

Se sgn(f) a < 0, entdio 8,6 (1) > 0 e a condigio (110) é satisfeita. Se sgn(f) a > 0, entdo de

(118) segue que
|| ¢ (1) + 8:¢™ (1) > 0,

e a condi¢do (110) é também satisfeita. O resultado obtido pode ser estendido a uma fungdo
f(z) que muda de sinal. Neste caso, o intervalo [0, 1] pode ser dividido em subintervalos nos
quais f (z) nio muda de sinal. As solugdes ¢™ (z) podem ser encontradas sucessivamente em
cada subintervalo comegando do ponto = = 0.
Aplicando a condi¢ido de normalizagdo para as solugoes coladas,
PR . 9 ® out12
[ NP o [l do=1,
0 Pr

obtemos
b=0sea>0;,a=0sea<0 (119)

no limite R — 0. Entao, somente as solucoes regulares em r = 0 sobrevivem no limite R — 0.
As condigdes (119) também definem o espectro. Finalmente, de (99) segue que no limite R — 0

as fungoes radiais e o espectro associado tém a forma

Gt (1) = Iafigpim (0) s w =7 Cm+ |l +pl +E(0+p) +1) . (120)
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6 As funcoes de Green

Neste capitulo nés passamos & construgdo das fungoes de Green da equagao de Dirac com o
campo magneto-solenoidal. A importancia fisica deste problema consiste no fato do conheci-
mento das funcoes de Green permitir estudar completamente os efeitos quanticos (e de campos
quanticos) no campo magneto-solenoidal. A especificidade técnica do problema est4 relacionada
4 necessidade de levar em conta as peculiaridades relacionadas ao problema da extensao auto-
adjunta do operador de Dirac no background em consideragdo. Primeiramente, mencionamos
alguns trabalhos onde foi considerado o problema da construcao das funcoes de Green das
equagoes de onda com a presenga do campo Aharonov-Bohm.

Em [81] o efeito Aharonov-Bohm é investigado na formulagdo de Feynman da mecanica
quantica usando as integrais de trajetéria. Neste artigo é considerada uma situacdo idealizada,
com um elétron se movendo em uma regiao onde todo o campo magnético estd localizado no
interior de um solenéide cuja razao do raio com o comprimento é muito pequeno. O termo do
potencial vetor nao nulo na lagrangiana é escrito como um potencial dependente da velocidade
angular. Para levar em conta a singularidade, devida a presenca do solendide, um vinculo
periédico é imposto na integral de trajetéria. O propagador é calculado usando o método
de coordenadas polares de Peak e Inomata. O propagador encontrado tem a forma geral
K{"r';7) = > x.Kn(r",x';7), onde o somatério se estende sobre todas as classes das
trajetérias homotdépicas e os y,, representam uma dimensao do grupo de homotopia.

Em [82] o efeito Aharonov-Bohm é formulado em termos da integral de trajetéria vincu-
lada. Para expressar o propagador como a soma dos propagadores parciais correspondentes
as trajetérias homotopicamante diferentes, a integral de trajetéria é calculada explicitamente
no espago de cobrimento do background fisico. Os termos de interferéncia sao calculados para
um solenéide infinitesimalmente fino. E encontrado que estes termos contém como o efeito
dominante observavel o deslocamento usual dependente do fluxo e um deslocamento adicional
topol6gico que nao é visivel no experimento de interferéncia de duas fendas.

Em [83] 0 movimento de uma particula néo relativistica carregada no plano, em um regido
multiplamente conexa, é estudado usando o enfoque da integral de trajetéria de Feynman.

Particularmente, os autores estudam o caso mais simples, quando a regiao multiplamente conexa
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é obtida pela exclusdo de um disco do plano. Neste artigo é mostrado que, se o fluxo magnético
estd localizado dentro do disco, hd uma mudanca na representacido unidimensional unitaria do
grupo fundamental do espaco que se reflete na prépria definicio da integral de trajetéria. E
mostrado que, desta maneira, surge uma explicacao simples do efeito Aharonov-Bohm.

Em [84] é estudado o efeito Aharonov-Bohm nas teorias gerais de gauge para particulas em
regioes livres de gauge e curvatura, usando o propagador da mecanica quintica na forma de
soma de Feynman sobre trajetérias. Tais trajetérias sao divididas em classes de equivalencia
homotopica, e as contribui¢bes de cada classe sao identificadas com os propagadores da equagao
de onda na variedade de cobrimento universal de M, este procedimento resulta numa forma
simples para o propagador em M. Neste artigo é mostrado que o homomorfismo grupal de H,
o grupo fundamental da homotopia de M, ao grupo de gauge G caracteriza os possiveis efeitos
Aharonov-Bohm , que podem ser divididos em dois tipos: Abeliano e ndo Abeliano, dependendo
se H*, a imagem deste homomorphismo, é Abeliana ou ndo Abeliana. Para o efeito Aharonov-
Bohm nao Abeliano, é necessdrio que ambos H e G sejam nao Abelianos. Exemplos simples
ilustram a teoria.

Em [85] o propagador néo relativistico é derivado no formalismo do efeito Aharonov-Bohm
generalizado, isto é, valido para qualquer grupo de gauge numa variedade multiplamente conexa
geral, como uma consequéncia do gauge no espaco de cobrimento universal. No problema
considerado neste artigo os fatores de fase de loop e os propagadores da homotopia livre surgem
naturalmente. Também é apresentada a expressao explicita para o propagador no caso da
presenca de dois solendides.

A funcédo de Green para a soma dos potenciais de Coulomb e de Aharonov-Bohm é calculada
exatamente no formalismo da integral de trajetéria em [86], onde o espectro de energia é
deduzido.

Em [87] é discutido o movimento de particulas relativisticas livres em espagos multipla-
mente conexos. O efeito Aharonov-Bohm relativistico é considerado e é mostrado que a forma
do propagador é semelhante ao nao relativistico. Em ambas situacoes, os propagadores sao
calculados sem uso aproximacoes.

Em [88] a conexdo entre a fungdo de Green do oscilador harmoénico isotrépico em duas
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dimensbes no espago complexo e o do 4tomo hidrogenéide em um campo de monopolo de Dirac
mais um campo Aharonov-Bohm ¢é estabelecido por uso das integrais de trajetéria. A conexao
encontrada fornece o um método simples para a construcao da fungao Green para os sistemas
atomicos.

Em [89] potenciais de delta-fungéo na mecénica quantica em duas e trés dimensdes sdo anal-
isados pela incorporacao do método da extensao auto-adjunta no método de fungao de Green.
Neste artigo, sao determinadas explicitamente as fun¢des de Green dependentes de energia para
sistemas de uma particula livre mais o potencial de delta-fungao. Célculos semelhantes sao re-
alizados também para um sistema Aharonov-Bohm de spin 1/2. Com isto, é encontrado que o
propagador dependente de tempo, para o segundo caso, nao pode ser calculado analiticamente,
exceto para um valor particular do pardmetro de extensao auto-adjunta.

Em [90] é derivado o propagador do sistema Aharonov-Bohm-Coulomb sem spin, segundo o
método de Duru-Kleinert. Este propagador é usado para explorar o sistema Aharonov-Bohm-
Coulomb de spin 1/2 que contém a interacdo puntiforme no termo de Zeeman. A incorporagao
do método da extensao auto-adjunta no formalismo da fungdo de Green permite derivar de
forma apropriada o propagador finito do sistema Aharonov-Bohm-Coulomb de spin 1/2. Como
o subproduto, € obtida a relagao entre o pardmetro da extensao auto-adjunta e a constante de
acoplamento. Sdo examinados os espectros de energia do estado ligado dos sistemas Aharonov-
Bohm-Coulomb, tanto sem spin como de spin 1/2. Em [91] é resolvida a integral de trajetéria
para o sistema Aharonov-Bohm-Coulomb relativistico sem spin e os espectros de energia sao
extraidos da amplitude resultante. Em [92] é resolvida a integral de trajetdria para o sistema de
Aharonov-Bohm-Coulomb relativistico sem spin em trés dimensoes, e os espectros de energia
sdo extraidos da amplitude resultante. Em [93] é dado o método para calcular a solugdo da
integral de trajetéria relativistica através da soma sobre a série da perturbagdo. Como uma
applicagdo, é obtida a solu¢do exata da integral de trajetéria do sistema Aharonov-Bohm-
Coulomb relativistico. Para achar a integral de trajetéria, o método desenvolvido envolve
somente uma forma explicita da fungao Green simples evitando a integral de trajetéria explicita.

Em [94] é discutida a dindmica quéntica de uma particula carregada em um plano hiperbélico

sob a influéncia do campo Aharonov-Bohm por meio de integrais de trajetéria. A integral de
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trajetéria é obtida em termos da expansdo das classes de homotopia das trajetérias. A figura
de interferéncia do espalhamento no campo Aharonov-Bohm no limite do espago plano, que d4
um comportamento oscilatério caracteristico em termos da for¢ga do campo, é discutido. Em
[95] é calculada a fungdo de Green para um sistema Aharonov-Bohm-Coulomb relativistico sem
spin na pseudo-esfera A® usando a representacio de Kleinert da integral de trajetéria para
particulas relativisticas sem spin. O espectro de energia e as funcdes de onda correspondentes
sao obtidos para os estados ligados e estados de espalhamento. Os resultados limites no caso
nao relativistico e no espago plano sao considerados.

O propagador quéantico para sistemas com fronteiras e vinculos topologicos é calculado em
[96], usando a formulagdo de Streit-Hida. Particularmente, a integral de Feynman é dada
como funcionais generalizados de ruido branco para os sistemas com fronteiras retas e vincu-
los periédicos. Usando a transformagao de Gauss-Fourier apropriada para estes funcionais, o
propagador quéntico é obtido para o sistema de Aharonov-Bohm. Com isto, o espectro de
energia e as autofungoes sao obtidos.

Em principio, as fungdes de Green podem ser construidas quando os conjuntos completos
das solugoes da equagdo de Dirac estdo disponiveis. Notamos que a construgao explicita do
hamiltoniano de Dirac auto-adjunto na Segao 4 prova o fato que os conjuntos das solugdes
obtidos sdo completos.

N6s notamos que o campo magneto-solenoidal pertence ao tipo de campo que néo viola
a estabilidade do vdcuo. Para os campos deste tipo, existe um vacuo estdvel tnico, e as
defini¢oes da teoria quéntica de campo das fungdes de Green que seguem abaixo sio vélidas
[97]. Particularmente, o propagador causal S¢(z, ') e o propagador anticausal S°(z,z’) séo

definidos pelas expressoes

§¢(z,2') = ¢<0‘Ta(x)‘$(x') 0), (121)
S (z,2) = ¢<of@(x)i(x'):r[ 0), (122)

onde 1/[;(33) é o campo quéntico espinorial na representagao de Furry, satisfazendo a equagdo
de Dirac com o campo magneto-solenoidal, e |0) é o vdcuo nesta representacdo. O simbolo 7-

produto atua em ambos os lados: ele ordena os operadores de campo a sua direita e antiordena
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os a esquerdo. As fungdes S¢(z,z'), S° (z,z') podem ser expressas através das fungdes S¥(z, z'),
S¢(z,2') = 0(Az°) S (z,2) — 0 (—Az°) St (z,2'), Az’ = 2" — 27, (123)

S¢(z,2') = 0(-Az")S (z,2') — 0 (Az°) S (z,2) . (124)

As fungdes S¥(z, z’) podem ser calculadas usando o conjunto completo +, (z) das solugdes da

equacao de Dirac com o campo magneto-solenoidal como
§%(z,2") = 1) 49, (2) +9, () - (125)

As solugbes com indice (+) pertencem ao espectro positivo de energia, e as solugdes com indice
(—) pertencem ao espectro negativo de energia. Nesta expressdo, a denota todos os ndmeros
quénticos possiveis.

A equacdo de Dirac com o campo magneto-solenoidal tem a forma
(P, - M) 9 (z) = 0. (126)

Para o caso de (2+ 1) dimensdes usamos a letra grega I para denotar as gamma-matrizes. N6s

usamos para estas matrizes a seguinte representacao
=03 T =% I? = —ig?,

onde ¢* sdo as matrizes de Pauli.
As fungbes ST(z,z’) obedecem a equagdo de Dirac (126), e os propagadores causal e anti-

causal obedecem as equagdes de Dirac nao homogéneas
(P, — M) S¢(z,7) = —-6(z—2'), (B, — M)S°(z,2') =6(z — 2).

Nés notamos que a fungio de comutacio S (z,z’), as fungdes de Green advancadas S°% (z, z')

e retardadas S™ (z, z') podem ser exprimidas em termos das S¢(z,z’) e S°(z,z’) como

S(z,2') =S5 (z,2') + ST (z,2') =sgn (Az°) [S° (z,2') — S°(z,2)], (127)
S5 (z,7') = —0 (—Az2°) S (z,2'), S (z,2') = 6 (Az°) S (z,2) . (128)
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6.1 O caso de 241 dimensoes

6.1.1 Os conjuntos das solugoes exatas

Primeiramente, nés estudamos o caso de 2 + 1 dimensoes, em que, como mostrado na Segao
4.1, o operador de Dirac com o campo magneto-solenoidal possui uma familia uni-paramétrica
de extensbes auto-adjuntas. Isto define a familia uni-paramétrica das condigbes de contorno na
origem.

Em geral, a simetria AB é violada para uma particula com spin, que portanto é sensivel
ao sinal do fluxo do solenoide. Como foi demonstrado na Segdo 5.1, os valores © = +m/2
correspondem & extensdo natural, © = —7/2 se o fluxo é positivo e © = 7/2 se o fluxo é
negativo. Abaixo nés apresentamos um conjunto de solugbes 19, (z) de (126) numa forma
conveniente para a construcgdo da fungio de Green segundo as formulas (125). Consideraremos
o problema separadamente para dois valores do pardmetro de extensao.

Vamos comegar com o caso © = —7/2. O espectro de energia positiva é dado por € e o

espectro de energia negativa é dado por _¢,
ye=—_e=VM?+uw. (129)

Ambos o0s ramos sdo determinados pelo espectro da quantidade w, que definiremos abaixo. As
solugBes 19, () podem ser expressas através das solugoes u () da equagdo Dirac ao quadrado.

Estas solugbes u (x) tém a forma

—i +ET

+Um o (T) =€ Umio (L)

z.=(z,2%) , m=0,1,..., 1 =0,£1,.., 0 = %1, (130)
onde

Um,Lo (.’I?J_) = ﬁgl (90) ¢m,l,0' (T) Vg ! 7é 07
Umo41 (TL) = VY90 () P, 0,41 (r)via,

Um,o,-1 (TL) = /790 (@) $tr 1 (P)v_y, y=¢€|B]|,
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gz(w)=\/%e><p{w[l—lo—%(1+a3)J},

As fungGes ¢, , (1), ¢in _(r) sio expressas através das fungdes de Laguerre Inia,m(p) como

¢m,l,a(’r) = Im+|V|,m (p) ’ ¢Z;,_1(’I") = Im—,u,m (p) 3

p=r*/2, v=p+1—-(1+0)/2. (131)

Lembramos que as funcdes de Laguerre Iniq,m(p) se relacionam com os polinémios de Laguerre

L2 (z) (8.970, 8.972.1 [50]) através da expressdo

m)!
I, am — —z/2 a/2La
+a, (IZ)) \/I‘(m—!—a—!—l)e T m(x)a

ver Apéndice (177). Para o campo magnético B > 0, o espectro de w correspondente as fungdes

Um0 (1) dado em (18), exceto para as funcdes um 0,1 (Z1) para as quais o espectro de w é
w=2ym. (132)
Ent&o, o conjunto completo 11, com a = (m,!), tem a forma
Wy (@) = N (TP + M) sUmg 1 () . (133)

Esta ultima forma das solugbes fornece as expressoes corretas tanto para w # 0 quanto para w =
0, porque os estados com w = 0 podem ser expressos somente em termos dos espinores com o =
—1 (notamos que 1 = 0 para w = 0, mas é conveniente conservar u; com & = M em (130)).

O fator de normalizagio, com respeito ao produto escalar usual (¢,¢') = [ ¢f z)dx, é

2 |ze| (|2e] = M), w#0,
M), w=0 '

N =

O nimero quéntico [ caracteriza o momento angular da particula e m seu nidmero quéntico

radial, ver [48].
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Para B < 0 o espectro dos estados difere néo trivialmente das expressdes (18) e (19). Onde
0 w correspondente ao um () é dado em (28), exceto para as fungdes umpg 1 (1) para as

quais o espectro de w é
w=2y(m+1—pu). (134)

Passemos agora ao caso com o parametro de extensdo © = 7/2. Lembramos que as extensdes
auto-adjuntas do hamiltoniano de Dirac radial sdo necessdrias somente no subespaco [ = 0, o
subespago critico. Portanto, quando » — 0, somente as solu¢oes no subespacgo [ = 0 devem ser
submetidas a uma condigao assintética da familia uniparamétrica das condigées de contorno.

Por isso, para © = 7/2, as solugdes séo diferentes de (130) somente no subespago [ = 0,

Umo,+1(TL) = ﬁgo(ﬂﬁ)ﬁbf;,ﬂ (r)vsr, ¢ZL,+1(T)= m+u—1,m(.0)’

Umo,-1 (1) = V790 (%) o1 (1) v_1, (135)

onde o espectro de um,0,+1 (1) é dado por

w = 2y(m+pu), B>0, (136)

w = 2ym, B<O0. (137)

6.1.2 A construgao das funcoes de Green

Um questdo chave na construgéo das fungdes de Green sdo os somatérios na representagéo (125).
No caso em consideragdo, este somatério pode ser completado por meio de relagGes especificas
que podem ser estabelecidas para as solugoes da equacao de Dirac.

Nés comegamos com o célculo das fungdes de Green para o pardmetro de extensdo © = —m/2
e B > 0. Neste caso, levando em conta que as autofungdes u da equagao [(FPJ_)2 + w} u =0,

correspondentes a qualquer w # 0, obedecem as relacoes

PP ytm, 10 (2) = —ivwstum_1, (), 1 <0, PL=(0,P,R),

TPl 1tumi—o (T) = iV/W gUmo (2), I 21, me =m+ (1£0)/2, (138)

e a forma explicita das solugdes +4,,;, podemos verificar que para |e| # M sdo vélidas as
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seguintes relagdes

]. ; 0 / fmm
id)m,l (.’17) :Ed)ml (xl) = (PP + M) 2_6—2:‘:5Az Z ¢m_,l,o- (.’13_]_,.’17_]_).:,0 ) ! < O,

’ +£ o==1
- 1 —1 T —
£Vt (@) sy @) = (OP+ M) ™0 3 o (@1,0) 55, 121, (139)
o==%1
onde
Y ill-lo—
¢m,l,a (z1, le_) = %e li=to (1+U)/2]A¢Im+a,m (0) Im+a;m (pl) ) (140)

+l—-(14+0)/2, 121
Ap=p-¢, a={ " (1+a)/ , Ba1=(1£0%) /2.
C[ptl-(1+0)/2,1<0

As relagoes acima e as Eqgs. (123), (125) permitem representar a funcdo de Green causal na

forma

S°(z,2') = (TP + M) A®(z, z'),

—z+EA:1; 0 e—i_eA:z;o )
(z,2) = -0 (-Azr") ———— T ) S . (141
#) =83 10(80) =5 o = 0(-007) S| B (21, #) S (141
Portanto, podemos usar as representacoes
et +eAz0 et _eAz0 1 o o—ipo AzO
6 (Az°) — — 0 (-A2") ——— = — —d, 142
(82°) 2.¢ (-A2%) 2_¢ 2mi 2 —pd—ie Po (142)
1 *°
- 9 = ’L/ 6_1(62~p3)sd8, (143)
e? —py — i€ 0

na Eq. (141). Integrando sobre py, nés obtemos finalmente

A (z,3') = / f(z,2,3)
—iAx?

—20 z7r —q —iws
f(z,2,s) = 9 (71’8)1/26 4 [hemiMs; Z e b0 (z1,7') Eo (144)

m,l,o
O caminho da integracéo sobre s é deformado de forma a passar um pouco abaixo dos pontos
singulares s, = km/v, k=1,2,... .

Usando (125), (139), e a representagdo

et +eA0 et _eAxd 1 oo e—ipoAa:O
—§(~Az° (M) = — |
(—427) 2., +0(az’) 2_¢ 2mi J_oo €2 — D3 + i€ Po;
; =i / e (" -r)s s (145)
_p0+’66 -0
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no lugar de (142), (143), nés obtemos de (124),
S¢(z,z') = (TP + M) A®(z,7'), Aa(x,x')=/ f(z,2,s)ds, (146)
~0

onde f (z, 7', s) é dada pela Eq. (144). Os valores negativos de s sio definidos como s = |s| ™™,
e o caminho de integragdo sobre s é deformado para passar um pouco abaixo dos pontos
singulares —sg.

Agora, consideraremos os somatérios em (144). Aplicando a formula (8.976 (1) [50]) pode-

mos somar sobre m e obter

= —1i2m-ys i
5 ¢ Lo (9 Invam () = exp{ 5 (0 + ) ot (19 |
m=0 .
TS etrs i 7 - 147
_ T T2 = 4/ 1
X27;Sin (73)6 a(Z) y 2 PP /Sln (73) ’ ( )
onde J, (2) sao as fungdes de Bessel (8.402 [50]), e para s negativo nés tomamos arg s = —w+0.

Resultados semelhantes podem ser obtidos para o caso B < (. Neste caso, usamos as
solugdes correspondentes ao espectro de w (28), (134). Portanto, estes resultados podem ser

unificados e permitem obter expresses que sao vilidas para qualquer sinal de B,

o0

f (CB, x,) S) = Z fl (CE, x,) S) ) fl (x)xl) S) =A (S) Z ®l,o‘ (S) e—iJeBsEU )

l=—00 o==+1

eB s
A(s) = — —iM?*s —ilyA
(s) 8m3/251/2 gin (e Bs) exp{ g e <,0}
 (Azo)® | ieB
X exp {—Z (A20) 4+ (r? +1"%) cot (eBs)} , (148)

4s 4
@, (s) = eilaAape—i(la-i‘u)eBse_iw bo+u Tl (2), lo=1—-(140)/2, 1#0,

Do, (s) = e BB (), By () = P CF I (). (149)

Agora, consideraremos o somatério sobre I. Podemos ver que as seguintes relagdes sao

validas

Z P 1(s) = Z‘I’lﬂ,ﬂ (s) = e #PY (2,Ap — eBs, i)
=1

Z P11 (s) = Z ®111,.41(s) = eV (2, —Ap + eBs, —p) ,
I=—1 =1
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onde

o0

Y (2,77, :u') = (Z) + }7 (3,77““) ) }7 (z’ 7, :u’) = Z ay (z) y G (z) = ez’nl (—i)H_# JH-# (z) . (150)

A avaliagdo da soma em (150) pode ser feita de forma simelhante a realizada em [1]. Nés
notamos que todas as derivadas 8,a; (z) existem, na semi-reta 0 < z < oo, e a relagdo (8.471
(2) [50]), 8;J, (2) = [Jy—1(2) — Jys1 (2)] /2, Pode ser usada. A série Y (2,7, 1) é convergente
e a série de derivadas ) -, 8,a4; (z) é convergente uniformemente em (0, 00). Esta condigdo é
suficiente para escrever 8,Y (z,m, ) = >, 0.a: (z). Entao, chegamos & equacao diferencial

com respeito a Y (z,7, ),

dizY (z,m,1) = =Y (2,m, ) icosn + % (—8)* [—ie™J, (2) + Jru (2)] - (151)

que é vélida na semi-reta, 0 < z < co. A solugdo de (151) é
1 . z i(y—2)cos . T
Y (z,m1) = 5 (~2)“/ eV [—ie" T, (y) + S ()] dy, (152)
0

a qual é bem definida também para Y (z, —n, —pu).
E 1til introduzir a seguinte funcéo
fre(z, 2, 8) = Zfl (z,2',s) .
10
Ela define a parte das fungdes de Green comum a todas as extensoes. Usando afungdoY (2,7, 4)

(150), (152) podemos escrever

Frc(z, 7', 8) = A(s) e BB [y (3 Ap — eBs, ) + Y (2, —Ap + eBs, —p)

+ [ H I () — BB =R ()] B ) (153)

A funcdo fo(z,2’,s) € especifica para cada extensdo. Portanto, é razodvel marcé-la por um

indice que leva o valor do pardmetro de extensdo. Entdo, para © = —m /2, temos
é—ﬂ-/2) (I, x/, 8) —A (8) e——iueBs |te—1:Aspe__.”7 12— Jl_# (z) E+1 + e—-ieBsaaei_zg J_# (z) E_l] . (154)
Por conseguinte, a funcdo f (z,z’,s) adquire o mesmo indice,

FCD (0,0 8) = Foe (@, 2, 8) + FS 2 (2,2, 5) . (155)
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Para o pardmetro de extensdo © = /2, obtemos

FD (2,0, s) = A(s) e eBs [e_iAsoe_il(Z__llJu_l (2) 84+ e_ieBs"ae_%&Ju (2) E_l} ,

FD (2,2, 8) = fac (2,2, 8) + £ (2,2, 5) . (156)

Além disso, em 2 + 1 dimensGes, podemos considerar particulas com a polarizagdo ”spin

para baixo”. As fungoes de onda correspondentes w(_l) (z) podem ser apresentadas como
YV (z) = o (TP - M) u(a) ,

onde u (z) so as solugdes (130) da equagdo de Dirac ao quadrado. O propagador relacionado

as particulas deste tipo pode ser expresso em termos da funcdo A°(z,z’) (141),
Sty (z,2) = =o' (TP — M) A° (z,2') 0! .

Neste ponto é interessante fazermos algumas observacées.

Podemos ver que, para as extensoes consideradas acima, existe uma relagdo simples entre
as fungbes de Green escalares e as funcgdes de Green da equagdo de Dirac ao quadrado. Agora,
consideraremos esta relacdo para o exemplo das fungoes de Green causais. Primeiramente,
notamos que a equac¢ao de Klein-Gordon difere da equagdo de Dirac ao quadrado pelo termo
da interacdo de Zeeman. Depois, podemos ver (lembrando a origem do niimero quéntico ! para
ambos 0s casos: para particulas com e sem spin) que o propagador escalar pode ser derivado
da A°¢(z,z’), retendo somente os termos com ¢ = —1. O termo eBo?, que é responsével
pela interagado de Zeeman com o campo magnético uniforme, deve ser removido. A interacao de
Zeeman com o fluxo do solendide, que influencia os termos com ! = 0, depende do sinal do fluxo e
pode ser repulsiva ou atrativa. A interacao repulsiva de contato é fisicamente equivalente ao caso
sem spin, porque, em ambos 0s casos, as fungoes de onda correspondentes se anulam na origem.
A condigao de contorno necessdria é realizada para o pardmetro de extensdo © = /2. Portanto,
podemos obter as fungdes de Green escalares usando os coeficientes de =Z_; em f; (z, 2, s) (148),
(149) e éw/ 2 (z,2',s) (156). Seguindo essas prescri¢oes, chegamos & expressao (175) obtida por
célculo direto.

No caso sem spin nao existe uma orientacao fisicamente preferivel do plano z'z%. Portanto,

o sentido do fluxo do solendide néo importa, i.e., a simetria AB, Iy — Iy + 1, é conservada. O
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sentido do campo magnético uniforme nao importa também. Isto pode ser observado da forma
explicita nas fungées de Green (175), onde a mudanga B — —B ¢é equivalente & escolha da
orientagdo do plano no sentido oposto: I — —I, Ay — —Ap, & — —&. No caso com spin, o
sentido do spin quebra a simetria relacionada & orientacio do plano. A interacao de Zeeman do
spin com o background viola tanto a simetria AB quanto a simetria com respeito 4 mudanca
B — —-B.

E conhecido, que a influéncia do fluxo do solenéide na particula é observado somente quando
o fluxo ndo é igual a um nuimero quéntico inteiro (x # 0). Entdo, achamos instrutivo considerar
as fungbes de Green para o caso particular p = 0. Notamos que a parte f,. (z,2’, s) (153) da
funcéo f (z, 2, s) é regular para quaisquer valores dos argumentos, enquanto a parte fo (z, z’, s)
é singular na origem. Entfo, tomando o limite 4 — 0 em (153) e usando a relagdo J; (y) =

—J; (y) obtemos,

fnc (.’IZ, .’II’, 8) —A (S) e—z‘eBsa3 {e—izcos(Acp—eBs) __ JO (z) + [JO (z) + ie—i(Acp—eBs)Jl (z)] E—i—l} )

A expressdo correspondente para fy(z,z’,s) pode ser obtida como segue. Nés restringimos
o campo de valores de z ao intervalo 0 < § < 2z < 00, onde § < 1. Depois, tomamos
o limite 4 — 0 e usamos a continuidade das funcgdes de Bessel com respeito ao seu indice.
Finalmente, construimos a continuac¢do analitica das expressdes obtidas no intervalo (0, 6).

Entao, comecando de (154) ou de (156) obtemos,
fo(z, ', 8) = A(s) [—ie™™9J1 (2) B41 + €0y (2) E4]

onde o indice ndo é mais necessdrio. Entao, a forma explicita da f (z,2’,s) é

, eB ir i(Am)? g
= R Sl VAN VT
fz2,9) 873/251/25in (eBs) P { 4 4s iMs —ieBso
, B ., ieBrr' cos (Ayp — eBs)
X exp { il + — (r* + ') cot (eBs) 2 <in (B5) : (157)

Aplicando uma transformacio das coordenadas cilindricas em (157) em coordenadas Carte-
sianas, e fazendo [y = 0, podemos obter o resultado conhecido para o campo magnético uni-

forme, ver por exemplo [98].
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6.1.3 O caso nao relativistico

Considerar as funcdes de Green, no background em questdo, para o caso nio relativistico é
importante para vérias aplica¢oes fisicas. Abaixo estudaremos este caso detalhamente. As

solucdes da equagdo de Schrodinger para particulas (+) e antiparticulas (—) de ”spin para

cima”, no caso © = —w/2, séo
_  —iEx® l i(l—lo—1)p E = Wm,lo 158
+¢m,z (z) € 27‘3 ¢m,z,+1 (r), oM (158)
—iBz® |V —i(-
—¢m,l (.’L‘) = € be %6 ¢ lO)‘p(bm,l,—l (’l”) ) ! 7é Oa

o (z) = B \/% eloegir (), (159)

onde os valores wp,;, sao definidos por m, I, o usando as formulas (18), (132) para B > 0, e
(28), (134) para B < 0. As solugdes 1@y, () (¢, (z) ) para o caso de ”spin para baixo”
podem ser obtidas das solugdes _@,,; (z) (+&,.; (z) ) do caso de "spin para cima” pela mudanga
v — —p em (158), (159).

As funcgoes de Green retardadas para particulas e antiparticulas séo definidas como

S (z,2) = 0 (A2°) Y5 (2,97), S5 (2,2) =1 20y () 285, (2)
I m

SE (z,2") = 3" 8 (z,2') (160)
I#£0

onde a parte S (z,z') € comum para todas as extensdes, enquanto Séi) (x,2') é especifica

para cada extensdo. Completendo os somatérios em (160) obtemos

im|ly+p

Si (@,2) = Ay (w,2) ¥ XTI et TR g L ()
g ¢ '
A (2,7) = ———— = t , 161

‘S,S:) (.’L‘, .’L‘,) = An'r (.'L', .’L‘,) e—iloA‘Pe—i(1+#)EB'r {e——i—’;E J# (znr) _ e—iAgoeieB're—_li"' 12—#) Jl_# (zm.)

+Y (2nr, Ap — eBT, ) + Y (20, —Ap + eB1, —p)} (162)
S5 (2, 2') = Aur (3, 2/) elob0e 1 71ET
X {Y (znr, —A¢@ — eBT, 1) + Y (2ar, Ap + BT, —p)}, (163)

Znr = Vpp,/Sin(’yT)a T:AIO/2M7 l:l::l_(]':*:]')/za 1740,
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e paral =0,

SSED (1 2) = A (z,2) et DDpp—ineBro T2 7 (20) (164)
SSOED (2,2') = Apy (z,0") e0BeeiAWBTER I (2, . (165)

A funcdo de Green no caso de ”spin para baixo” pode ser obtida pela mudanga Ay — —Agp
em (161)-(165) e pela mudanca S® por S™ nas fungdes S (z,z') em (161)-(165). Entao,
podemos ver que as fungdes de Green para uma particula nao relativistica sio irregulares em
r = 0 quando a interacao de contato é atrativa.

Notamos que para o caso limite B = 0 (auséncia do campo magnético uniforme), Sl(+)(_7r/ 2 (z, )
coincide com a expressdo conhecida para uma particula sem spin [81, 82, 83], como seria ex-
perado para o caso da interagdo de contato repulsiva. Enquanto S,(+) (r/2) (z,2') para B =0

coincide com as expressdes correspondentes obtidas em [89].

6.2 O caso de 341 dimensoes

Para obter as fungoes de Green em 3 + 1 dimensoes nés usamos as solugoes ortonormalizadas
+ ¥ mio (z) da equagdo de Dirac encontradas na Segdes 3.2, 4.2. Os nuimeros quanticos m e |

3_componente do momento, e

tém o mesmo sentido que no caso de (2 + 1) dimensdes, p3 € 0 =
o é o nimero quéntico de spin. O espectro de energia positiva é dado por ;€ e o espectro de

energia negativa é dado por _¢. Ambos sdo expressos através da quantidade w como

je=—_e=4/ M’ +p2+w. (166)

Os espectros de w sao dados em (18), (132) para B > 0, e em (28), (134) para B < 0. Para

w # 0 apresentamos as solugdes +¥p, m - na seguinte forma

:I:\Ilpg,m,l,a' (:L‘) =N (’YUPU + M) :I:Upg,m,l,a' (IL‘) )
1

—i4ex®—ipaz’
e " P2 Um,l,a‘ (:L‘_L) )

:I:Upg,m,l,a' (:L‘) = ﬁ
Uml,o (:L‘_L) , —
Unyo (1) = , N = (2] (|+e] +ps)] 2, (167)
Um0 (T1)

e para w = 0,

+ Vo016 () =NO'P,+ M) +Up0u-¢(z), £ =sgn(B),
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onde U, (1) s8o os 2-espinores definidos em (130).

Né6s construimos as fungbes de Green usando as solugbes que correspondem as extensoes
naturais do operador de Dirac, i.e., para os pardmetros de extensdo escolhidos como Oy, =
©_1 =0, e © = £7/2. Primeiramente nés consideramos o caso © = —7/2, e B > 0. Notamos

que para w # 0,

YPLUni—o =ivVwUnie, | > 1,

’YVPJ_uUm+,l,—cr = _i\/‘;Um_,l,cra ! < 0) (168)

onde P, = (0, P, P»,0). Os somatérios em (125) serdo semelhantes ao caso de (2+1) dimensdes
se usarmos as importantes relagoes derivadas por nés para as solugdes (167). Explicitamente,

para os estados com w # 0, sao vélidas as seguintes relagoes

Z :!:‘IJpg,m,l,cr (x) :!:-‘I_Jps,m,l,cr (x,)

o=%1

1 v
- Z 9.c (VP +M)s5 (1—1—023) +Ppy mpo (T, 2), 121,

o==+1

Z :i:‘I}ps,m+,l,—cr (113) :E‘I}ps,m+,l,—a' (LI)I)

o=+%1

1, |
= D gL 0B rM); (1+UZ‘3) £y mmo (8:2), 10, (169)

o=%1

enquanto para w = 0, temos

—_ 1 v
ﬂ:‘;[lps,O,l,—l (.’12) :i:\Ilps,O,l,—l (xl) = 2:l:5 ( P+ M) (1 - 23) :i:¢p3,0,l,—1 (xwxl) )

onde
:|:¢p3,m,l,0‘ (113, xl) = %6_1isAzo_lp3Az3¢m,l,cr (xJ_, le_) ) A$3 = .’133 - 37,3 . (170)
As fungdes ¢, , (21,2’ ) s8o definidas em (140). Com isto,

S¢(z,z') = (v"B, —l—M)AC(x z',

A (z,x) —zZ/ dp3— 1—1—023)

m,l,o

1

X [9 (Az%) o

1
+¢p3,m,l,cr (113, xl) -0 (_Axo) E —¢p3,m,l,a' (113, xl) . (171)
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Aplicando as relagoes (142), (143), obtemos a representacio de A° através da integral do tempo

proprio,

A° (z, 1) /fxxs)dsf(xxs Zflxxs),

l=—00

fi(z, 7', s) Z . (s _wele (1+0%%),
o=%1 2

Dis) = 167r2s:£(e33) Xp{4 [(Azs)” — (Azo)] _iMQS}

e
X exp {—z’loAcp + zeT (r® + %) cot (eBs)} : (172)

onde ®;, (s) sdo definidas em (149).
Completando os célculos, de forma semelhantes ao caso B < 0, podemos verificar que (172)

é véalida para ambos os sinais de B. Portanto, para qualquer sinal de B, obtemos

fne (2,2, 8) = Zflxxs
10

= D(s) gieBs(u+2°) {Y (2, Ap — eBs ,u) +Y (z,—Ap + eBs, —p)

+ [e—i—’;ﬁJu (z) —z(Acp eBs) Jl u( )] _21_ (1 + 23)} ’

urlp.

-7 1 . .
5P (@, 5) = 5D (s) e7eP [e-m o (2) (142

B I, (2) (1— 23)] :
FED (2,2, 8) = fe (2,2, 8) + £§ (2,7, 5) . (173)
Usando as solugdes correspondentes ao caso © = 7/2, obtemos
]. . . im{p—
J§7) (@,0/,8) = 5D (s) e7heBe [emibee =5, (2) (14 59)
+e* B~ ], (2) (1- 23)] :

f(ﬂ-/Q) (.’L',.’L'I, 3) = fnc (:L'):L'I) 3) + féﬂﬂ) (.’L', :L'I) 3) . (174)

6.3 O caso escalar

Nesta subsecao nés consideramos as fungoes de Green para uma particula escalar. Elas sao

definidas pelas Egs. (123), (124), (127), e (128), onde S¥ (z,2’) é

V=20 1h, (0) 65 (&)
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e +¢, (z) forma um conjunto completo de solugdes ortonormalizadas da equacao de Klein-
Gordon. A extensdo natural do operador de Klein-Gordon para as solugdes em 2 + 1 dimensoes

e o espectro relacionado, como demonstrado na Secao 5.2, sao

2w
e=VM?tw, w=v[1+2m+|l+p +&(+p)],

1 —itex® Y i{l—
i¢m,l (z) = \/_2_56 * el l°)¢1m+ll+u|,m (),

1=0,41,42,.., m=0,1,2, ...

Usando as Egs. (142), (143), (145), e (147), nés calculamos os propagadores causal e anticausal.

Eles tém a forma

S (z,7) = /oo f*(z,',s)ds, S°(z,2') = /;oo % (z,2',s) ds,

% (z, 2, s) Z (z,2,8) , f5(z,a',s) = A(s) lrveilHreBs, _MiﬂJmm,

o (z,z',s) = A(s) e e [e_%'&]u (2)

+Y (2,Ap —eBs,u) + Y (2, —Ap + eBs, —p)] , (175)

onde A(s) é dado em (148), e Y (2,7, u) em (150), (152). A expressdo (175) pode ser gener-
alizada para o caso de (D + 1) dimensdes, onde D é o nimero das dimensGes espaciais, pela

substituicio de A (s) em (175) por AP (s),

; D (D-2)/2
D) = — >
A7) () exp{4sz (Axy) }(47r3> , D>3.

3
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Apéndice
1.A funcdo de Laguerre I, () é definida como

F'(l+n) exp(—z/2)

(—m)/2( 11—+ 1: 7). 176
TA+m)TA+n—m) (=m,n=m+1;a) (176)

In,m(x) =

Onde, ® (a,b;z) é a fun¢do hipergeometrica confluente padréo (ver [50], 9.210). Quando m
¢ um numero inteiro nao-negativo; a fungdo de Laguerre se relaciona com os polinémios de

Laguerre L% (z) ([50], 8.970, 8.972.1) por

/ m!
— —z/2, /2 T
Im+a,m(x) r (m + o+ 1)6 z Lm(x) ’ (]77)

1 dam
Lo (z) = ﬁezx_“(m—me_”’xm“‘ . (178)

Usando as propriedades da funcao hipergeometrica confluente ( [50], 9.212; 9.213; 9.216), pode-

mos obter as seguintes relagoes para as funcoes de Laguerre:

2v/z(n+ Dlppim(z) = (0 —m+ z)Inm(z) — 221 . (2), (179)
24/ x(m + l)In,m-g-l (37) = (n -—m— x)-[n,m(x) + 2x‘[;7,,m(x) ’ ( )
2Vl 1 m(z) = (n—m + ) Iym(z) + 221, . (2), (181)

(182)

2vemly m-1(z) = (n — m — z) I m(z) — 2xI,’L’m(x) .
Usando as propriedades da fun¢ao hipergeometrica confluente, obtemos a seguinte representagao

F(l1+n) exp(z/2)

(n=m)/2g(1 l+n—m;— 183
I‘(l+m)I‘(1+n~—m)x (1+n,1+n—m;—z) (183)

In,m(x) =

e a relagdo ([50], 9.214)

Inm(z) = (=1)""™ I n(z), n — m inteiro. (184)
As fungbes Io+m,m(z) satisfazem a condicéo de ortonormalidade,

/ Lnsnn (2) Lo () 42 = S (185)
0
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que segue das propriedades correspondentes dos polinémios de Laguerre ( [50], 7.414.3). O

conjunto das funcoes de Laguerre
Inimm(z), m=0,1,2..., a > —1
é completo no espago das fungdes de quadrado integraveis na semi-reta (z > 0),
Zramm Latmm(y) = 8(z — ) . (186)
2. A fungdo 1, ,(z) é uma fungéo par com respeito ao indice c,
Ve (T) =5 o (2) - (187)

Ela pode ser expressa através das fungbes hipergeométricas confluentes,

Yral@) =7 [E@lxié(lé“—“”ﬂ)
ﬂi%{i)@ (1;«1 a1 _a;x)} ) (188)

ou, usando (176), através das fungbes de Laguerre,

VI (1+n)T(1+m)

Vao (2) = ey m— (sinnml, m (x) — sinmaly,, (),
a=n—-m, 22 =1+n+m, n—/\—l—;—,m /\—E_z—a (189)
As relagoes
14+a—2A
11),\,a (I) = \/5’4),\—%,&—1 (fE) + _—d}/\ 1, a( ) ’

A
Yaa (8) = VI or (2) + l“—2% (@),

200 (2) = (A= 1= 2) 0 () + 5 (A= 1= 0) PA = 1 +.0) %y 10 (),
2x¢:\,a (fE) = (a - x) Qp/\,a (x) + (2>‘ —-1- O!) \/52[),\—%,04—{—1 (‘T)

= (x -2\ — 1) z/Jz\,a - 21/1/\4-1,04 (190)

sdo vélidas para as fungdes ¥, , (z). A consequencia direta destas relagdes é

A
Aal/l/\a (x) = 2—121/}/\—— ,a—1 ( ) A+¢/\—% a—1 (x) = z/)/\,a (x) )

Aa—xj;_a-f-\/_— A+_§ZQT_\/—1. (191)
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Usando o comportamento assintético da fungédo de Whittaker ( [50], 9.227), nés obtemos

_1l _=z F(lal) _lol 9
Z,L/\Q(CU)NCU/\ Ze 2, T — 00 ¢/\a(x)N z 2,(1;0,37'\40. (19)
3 4 1+|a
|‘<_2|_|__/\)

A funcdo v, , (z) é bem definida e infinitamente diferencigvel para 0 < z < co e para qualquer
A, a complexos. Com respeito a isto, notamos que a fun¢do de Laguerre nao é definida para os
n e m inteiros negativos. Nos casos particulares onde um dos nimeros n ou m é nao negativo e
inteiro, a funcdo 9, , (z) coincide (a menos de um fator constante) com a fungio de Laguerre.

Segundo (192), as funcdes ¥, , (z) sdo de quadrado integraveis no intervalo 0 < z < oo
mesmo para || < 1. Isto néo é verdade para || > 1. As integrais correspondentes para « # 0

sao (ver 7.611 em [50]):

R ——

- [F (#) T (UO‘Q;Q)‘H _1} ol <1, (193)

o (1+a2—2,\) — (1—&2—2/\)
1—a-2

2 —
[0 = e ey oy

la] < 1. (194)

Onde ¥(z) é a derivada logaritmica da fungdo I' ( [50], 8.360). No caso geral, as fungdes

Vo (Z) € Yy o(x), N # A, néo sdo ortogonais, como segue de (193).
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Conclusoes

Neste trabalho é estudada a equagdo de Dirac com o campo magneto-solenoidal e sdo obtidos
os seguintes resultados.

1. A familia uniparamétrica das extensées auto-adjuntas do hamiltoniano de Dirac é con-
strufda para o caso de 2 + 1 dimensoes.

2. Para o caso de 3+ 1 dimensdes, quando o operador de spin se conserva, é construida uma
familia biparamétrica de extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano de Dirac.

3. Sao consideradas a equagao de Dirac em 2+ 1 e 3 + 1 dimensdes e a equagdo de Klein-
Gordon com um campo magneto-solenoidal regularizado. Os valores particulares dos paramet-
ros de extensdo que correspondem ao solendide regularizado sao encontrados. Essas extensoes
sao chamadas as extensoes naturais.

4. Vérias fungoes de Green da equagdo de Dirac em 2+ 1 e 3+ 1 dimensdes sao construidas
para as extensoes naturais.

5. Sdo encontradas também as fungGes de Green néo relativisticas e as fungbes de Green da

equagao de Klein-Gordon.

A tese foi preparada com base nos materiais publicados nos artigos seguintes:

1. S.P. Gavrilov, D.M. Gitman, A.A. Smirnov, Self-adjoint extensions of Dirac Hamiltonian
in magnetic-solenoid field and related exact solutions, Phys. Rev. A 67 (2003) 024103.

2. S.P. Gavrilov, D.M. Gitman, A.A. Smirnov, Dirac equation in magnetic-solenoid field,
Eur. Phys. J. direct C 30 (2003) 009; hep-th/0210312.

3. S.P. Gavrilov, D.M. Gitman, A.A. Smirnov, B.L. Voronov, Dirac fermions in a magnetic-
solenoid field, in ”"Focus on Mathematical Physics Research” (Nova Science Publishers, New
York, 2004), pp. 131-168; hep-th/0308093.

4. S.P. Gavrilov, D.M. Gitman, A.A. Smirnov, Green functions of the Dirac equation with
magnetic-solenoid field, J. Math. Phys. 45 (2004) 1873; math-ph/0310007.

Os resultados foram apresentados em congressos seguintes:
1. S.P. Gavrilov, D.M. Gitman, A.A. Smirnov, Green functions of the relativistic wave

equations for constant homogeneous external field in the presence of Aharonov-Bohm potential,
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and their applications, XXII Encontro Nacional de Fisica de Particulas e Campos, Sao Lourenco
(MG), Brasil, 22 a 26 de outubro de 2001.

2. S.P. Gavrilov, D.M. Gitman, A.A. Smirnov, Self-adjoint extension of the Dirac operator
in the superposition of a uniform magnetic field and the Aharonov-Bohm potential, XXIII
Encontro Nacional de Fisica de Particulas e Campos, Aguas de Lindoia (SP), Brasil, 15 a 19
de outubro de 2002.

3. S.P. Gavrilov, D.M. Gitman, A.A. Smirnov, Green functions of the Dirac equation in the
background of the magnetic-solenoid field, XII Escola de Verdo Jorge André Swieca, Campos
do Jordao (SP), Brazil, January 12 to 25, 2003.

4. S.P. Gavrilov, D.M. Gitman, A.A. Smirnov, New developments for the Dirac particle in a
magnetic-solenoid field, XXIV Encontro Nacional de Fisica de Particulas e Campos, Caxambu
(MG), Brasil, 30 de setembro a 04 de outubro de 2003.

5. A.A. Smirnov, D.M. Gitman, Self-adjoint extensions of the Dirac operator with the
Aharonov-Bohm potential, Lie and Jordan Algebras, their Representations and Applications-
I1, Guarujé (SP), Brasil, 3 de maio a 8 de maio de 2004.
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