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Resumo

O estudo de matrizes aleatérias na fisica tradicionalmente ocorre no contexto dos modelos de Wigner
e na estatistica por modelos de Wishart, que se conectam através do threefold way de Dyson para
matrizes aleatdrias reais, complexas e de quatérnios indexadas respectivamente pelo indice 8 = 1,2,4
de Dyson. Estudos recentes mostraram o caminho para que estes modelos fossem generalizados
para valores reais de 3, permitindo o estudo de ensembles com indice arbitrario. Neste trabalho,
estudamos as propriedades estatisticas destes sistemas e exploramos a fisica subjacente nos modelos
de Wigner e Wishart e investigamos, através de calculos numéricos, os efeitos de localizacao nos
modelos de 8 geral. Também introduzimos quebras na simetria desta nova forma e estudamos
numericamente os resultados da estatistica dos sistemas perturbados.
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Abstract

The study of random matrices in physics has traditionally occurred in the context of Wigner models
and in statistics by Wishart models, which are connected through Dyson’s threefold way for real,
complex and quaternion random matrices index by the Dyson 8 = 1,2, 4 index, respectively. Recent
studies have shown the way by which these models are generalized for real values of 3, allowing for
the study the ensembles with arbitrary index. In this work, we study the statistical properties of
these systems and explore the underlying physics in Wigner’s and Wishart’s models through and
investigate through numerical calculations the effects of localization in general 8 models. We also
introduce symmetry breaks in this new form and study numerically the results of the statistics of
the disturbed systems.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de matrizes aleatérias, historicamente, foi iniciado por Wishart [1] no contexto do estudo
de sistemas multivariados em estatistica. Foi Wigner, na década de 50 [6] quem iniciou o estudo de
sistemas fisicos com o uso das ferramentas da teoria de matrizes aleatdrias, ao estudar o comporta-
mento dos espectros de nicleos pesados. Desde entao, diversos pesquisadores contribuiram com o
estudo destes modelos [2}, 11, 21, |26} 28| 31, 33| |39} 40].

Dyson foi o primeiro a estudar a forma geral dos ensembles inicialmente propostos por Wigner,
descrevendo o comportamento de matrizes cujas varidveis eram entradas gaussianas em trés dife-
rentes conjuntos - dos ntimeros reais, dos nimeros complexos e dos quatérnios - conectando-os com
o que ficou conhecido como o threefold way de Dyson. Esta conexao permitia que se considerasse os
sistemas como fungéo do ntmero de varidveis gaussianas independentes que o caracterizavam. Isto
significava uma variavel para o sistema real, duas para o sistema complexo e quatro para o sistema
de quatérnios, o que deu origem ao indice 5 = {1,2,4} de Dyson.

Segundo a mecanica quantica, os niveis de energia de um sistema sao descritos pelos auto-
valores da Hamiltoniana, um operador Hermitiano H [32, 36]. Para alguns modelos de sistemas
quanticos, podemos obter espectros discretos, como no caso do oscilador harmoénico quantico. No
entato, no caso mais geral o espectro apresenta uma regiao continua e um certo nimero de niveis
discretos. Por este motivo, a Hamiltoniana deve ter uma estrutura de autovalores igual e assim
deve ser um operador em um espago de Hilbert de dimensao infinita [33].

Para evitar o problema de se trabalhar com um espaco de Hilbert de dimensao infinita, trata-
se o sistema aproximado, de dimensao N grande — porém finito — e que represente a parte importante
do problema.

Isto corresponde a aproximagoes que truncam o sistema de modo a preservar no modelo
matematico apenas a parte do sistema que é relevante para o problema fisico. Desse modo, se
solucionamos a equacao de autovalores e autovetores no espaco de Hilbert:

Hv; = B,

determina-se todas as informacoes do sistema fisico representado a partir dos autovalores e auto-
vetores, mediante o conhecimento dos operadores referentes a grandeza neste espaco. Estudam-se,
entao, as propriedades do sistema modelando a matriz Hamiltoniana e construindo hipdteses es-
tatisticas a respeito de seus elementos matriciais na representacdo de uma base particular. Para
uma dimensao suficientemente grande, estes elementos sao varidveis aleatérias cujas distribuigoes
sao determinadas pelas propriedades de simetria impostas sobre a Hamiltoniana.

Nas décadas posteriores, o estudo de matrizes aleatérias foi retomado no contexto do estudo
de sistemas quanticos caéticos [29, 38]. Durante as décadas de 1960 e 1970, o estudo de caos
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Ensemble B | Conjunto | Invaridncia Propriedade
Hermite
Vitermite(A) = e /2 | 1 R A— QTAQ Simétrica
2 C A= UHAU Hermitiana
4 H A— SPAS Auto-Dual
Laguerre
VLaguerre()\) = Xe M2 |1 R A— QTAQ
a = g(n —m+1)—1]2 C A — UH AU | Positiva Semi-Definida
4 H A— SPAS

Tabela 1.1: Tabela dos ensembles pertencentes ao ”threefold way”de Dyson. Adaptado de Dimitriou
[28].

em sistemas fisicos classicos se disseminou. Isto levou ao estudo do comportamento de sistemas
quanticos cujo limite classico é completamente cadtico. Bohigas, Gianonni e Schmit [16] utilizaram
resultados do bilhar de Sinai de modo a conjecturar que as medidas de flutuagdes no espectro
de sistemas classicamente cadticos coincidem com aquelas de um ensemble de matrizes aleatdrias
canonico obedecendo as mesmas propriedades de simetria. Esta conjectura foi comprovada também
pelo estudo de outros sistemas cadticos.

Posteriormente, motivados pelo trabalho de Forrester [21], Dimitriu e Edelman [28| [31] ge-
neralizaram o trabalho de Dyson ao propor um modelo geral que descreve sistemas com um [
continuo. Nesta dissertacao, tem-se como objetivo explorar as propriedades estatisticas destes sis-
temas generalizados, explorando algebricamente as distribuicoes probabilisticas de seus elementos
e a termodinamica dos ensembles. Serao estudados os ensembles de S-Hermite e S-Laguerre, cor-
respondentes as generalizagbes dos ensembles Gaussiano de Wigner e ao ensemble de Wishart,
respectivamente.

Estes sistemas podem ser descritos em termos de matrizes tridiagonais, com densidades de
elementos e autovalores definidas para cada ensemble. O ensemble de Hermite é definido em ma-
trizes aleatérias quadradas de ordem n e o ensemble de Laguerre é definido em matrizes aleatorias
quadradas de ordem n obtidas a partir do produto de matrizes aleatdrias retangulares n x m.
Para dimensao n, é possivel demonstrar os autovalores {\;}i=12. . n para cada § obedecem uma
distribuicao conjunta geral que pode ser descrita como:

T3 = sz [T (1% =X1°) | TTVeOW)

1<j

onde ¢ é uma funcao especifica do ensemble estudado. Em particular, temos para uma matriz de
ordem n os ensembles de Hermite e Laguerre:

Hermite fﬁ,Hermite()\) = CB,E [Hi<j ‘)\Z — )\]’B:| Hz ef’\«?/2

Laguerre I8, Laguerre(A) = €. E.a HKJ, X — NPT )\?—Pe—Aiﬁ

onde E denota o ensemble estudado e a = fn/2, p =1+ (5/2)(m — 1). O parametro m adicional
no ensemble de Laguerre diz respeito a dimensao da matriz retangular

Serao apresentados neste trabalho resultados da estatistica dos autovalores destas matrizes,
obtidos do calculo numérico dos autovalores de matrizes pertencentes aos ensembles generaliza-
dos. Também serao apresentados resultados referentes ao comportamento da entropia média dos



autovetores, calculados a partir da interpretacao probabilistica dos coeficientes dos autovetores
normalizados. A entropia do k-ésimo autovetor, nesta interpretagao (c.f. Apéndice , ¢é dada por:

n
Sk) — _ Z ‘Uj(k)‘Q In ”U](-k)’Q
j=1
onde v](-k) denota a j-ésima componente do k-ésimo autovetor. Este método é introduzido para o
estudo de efeitos de localizacao e delocalizacao dos autovetores nos ensembles .

Além disso, serao estudados numericamente sistemas pertencentes a estes ensembles gerais,
nas quais também serao introduzidas quebras de simetria em relacao a forma tridiagonal geral.
Estas quebras de simetria serao introduzidas de modo a garantir que as matrizes obedecam a
propriedade de pseudo-hermiticidade [30]. Estes operadores se conectam a seus adjuntos atraves de
uma tranformagao de similaridade

AT =nAp™! (1.0.1)

e, para o caso dos ensembles tridiagonais gerais, possuem autovalores reais [40].
A organizacao do trabalho é apresentada como se segue.

e Primeiramente, apresenta-se uma revisao dos ensembles de Hermite no capitulo [2, também
chamado de ensemble Gaussiano, e de Laguerre no capitulo 3], também chamado de ensemble
de Wishart. Apresentam-se resultados estabelecidos na literatura, bem como propriedades
estatisticas de elementos e autovalores de interesse para o estudo dos ensembles.

e No capitulo [4] parte-se de algumas propriedades termodindmicas que podem ser obtidas para
os ensembles de Hermite e Laguerre como motivagao conceitual para a extensao do indice
para o continuo. Apresenta-se uma revisao do modelo generalizado de Dumitriu e Edelman
[28] com a introducao de quebras de simetria nos ensembles generalizados.

e No capitulo [5| apresenta-se resultados numeéricos originais para os ensembles 5 generalizados e
pseudo-hermitianos. Sao discutidas as distribuigoes de autovalores para ambos os Ensembles
B Hermite e Laguerre, bem como célculos de Entropia de autovetores para ambos os casos,
abordagem a qual introduzimos para

e No capitulo [f] dicute-se os resultados obtidos e consideragoes adicionais a respeito da conti-
nuidade do trabalho.

Os resultados originais obtidos permitem afirmar que as observagoes numéricas dos ensembles
B corroboram o modelo generalizado fortemente. Além disso, indicam que estas quebra de simetria
em direcao a pseudo-hermiticidade tem pouco efeito na distribuicao dos autovalores, sendo a variagao
do parametro § o fator dominante em todos os casos. No entanto, no decorrer do estudo destes
sistemas, foi observado que os sistemas tridiagonais sao fortemente localizados. Estd questao sera o
foco de estudos futuros nas propriedades de quebras de simetrias em sistemas pseudo-hermitianos.
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Capitulo 2

Ensemble Gaussiano

Neste capitulo, é apresentada uma revisao da estatistica das matrizes do chamado ensemble Gaus-
siano, ou de Hermite. Sao apresentadas as estatisticas de elementos e autovalores, seguindo o
tratamento de M. L. Mehta [33].

2.1 Introducao

Uma das mais importantes distribuicoes de uma varidvel real que se encontra no contexto da fisica
é a distribuicao Gaussiana, ou normal. Esta distribuigao é descrita por:

2 _ 1 (z — p)? }
Nlp,o%](z) Wexp{ p (2.1.1)
onde N[u,0?] denota a distribuicio de uma varidvel X gaussiana de média u e variancia o2. Esta
distribuicao é usualmente definida para nimeros reais, mas pode ser extendida para nimeros com-
plexos (C) e quatérnios [[] (H).

E possivel representar os ntimeros complexos e os quatérnios em termos matriciais. Se a =
r+iyeCeh=uzx+1iy+iz+iw € H, podemos escrevé-los como:

(T —y\ 10 0 -1 _
(3 7))l ) e

’]

0 1 1
Assim, sejam X, Y, Z e W varidveis aleatdrias gaussianas independentes e identicamente dis-
tribuidas —i.i.d. — com distribuigao Npu, 02]. Pode-se descrever a extensao para nimeros complexos,
denotada por N?[u,o?], como:

onde as matrizes 2 x 2 definidas como 15 = ( 10 ) edo = ( 0 _01 > sao fixas.

N?[p,0%] = X +1iY,

LQuatérnios sdo uma extensdo dos nimeros complexos, e formam uma 4lgebra associativa de dimensio 4, cuja
multiplicagdo é ndo comutativa. O conjunto dos quatérnios possui a divisdo, mas devido a ndo comutatividade ela
possui duas formas. Se z,w € H\R, entdo z~'w # wz~'. Maiores detalhes e propriedades podem ser encontrados na
literatura [25].



6 CAPITULO 2. ENSEMBLE GAUSSIANO

e para os quatérnios, denotada por N*[u, o?], como:
N4, 0%l = X +iY +jZ + kW

onde i, j e k sdao unidades imagindrias tais que i2 = j2 = k? = ijk = —1. E, em notacdo matricial,
N%[pu,0% = X194+ Y,

e para os quatérnios, denotada por N*[u, o?], como:

15, 0 I,, 0 0 1 0,1
ar, 21 _ L2 U A2 U S Y 12 Yl
N[“’U]_X<012)+Y<012>+Z<—120>+W(I20>

Denota-se de maneira abreviada por N®[u, 02] uma varidvel aleatéria gaussiana no conjunto
dos reais (8 = 1), complexos (5 = 2) ou quatérnios (5 = 4). Além disso, seja A uma matriz seja
Aj 1 o elemento da j-ésima linha e k-ésima coluna. Se cada elemento A;; for complexo, denota-se

(0)

as componentes real e imaginaria como A} ik © A( ) , respectivamente. De maneira andloga, para os

quatérnios, A( ) denota a parte real e A() denota a [-ésima parte imaginéria, onde 1 <[ < 3.

Dessa forma ¢é possivel definir uma matrlz cujos elementos sao varidveis aleatdrias gaussianas
i.i.d. nos reais, complexos ou quatérnios. Para uma matriz retangular m x n, denotamos o conjuntos
de tais matrizes como G?(m,n), onde 8 denota o indice de Dyson referente ao conjunto. Em
particular, quando m = n, obtem-se o subconjunto de matrizes quadradas denotado por Gﬁ(n).

Desde Wigner [6], o interesse da Fisica nas matrizes aleatérias se dé principalmente através
deste tipo de matriz, cujos elementos sao varidveis aleatérias Gaussianas. Em particular, interessa
principalmente o calculo dos autovalores destas matrizes, que descrevem hamiltonianas de sistemas
quanticos. Estes autovalores possuem propriedades peculiares a simetria da matriz em questdao. Por
este motivo, geralmente se dividem as matrizes de origem gaussiana em trés ensembles:

Ensemble Ortogonal Gaussiano (GOE): corresponde a matrizes reais simétricas, cuja dia-
gonal sao varidveis aleatérias i.i.d. de distribui(;éo N(0,1) e cujos elementos fora da diagonal sao
varidveis aleatorias i.i.d. de distribuicao N (0, ) Sdo obtidas a partir de uma matriz A € G*(n)
pela operacio (A + AT)/2.

Ensemble Unitario Gaussiano (GUE): corresponde a matrizes complexas hermitianas, cuja
diagonal sao varidveis aleatoérias i.i.d. de distribuigdo N(0,1) e cujos elementos fora da diagonal sao
varidveis aleatérias i.i.d. de distribuicdo N2(0,1). Sdo obtidas a partir de uma matriz A € G?(n)
pela operacio (A + Af)/2.

Ensemble Simplético Gaussiano (GSE): corresponde a matrizes de quatérnios auto-duais,
cuja diagonal sao varidveis aleatérias i.i.d. de distribuicao N (0, 1) e cujos elementos fora da diagonal
sdo varidveis aleatérias i.i.d. de distribui¢io N4(0,1). Sao obtidas a partir de uma matriz A € G*(n)
pela operacio (A + AT)/2.

2.2 Densidade de Probabilidade de Elementos

A defini¢do matematica mais precisa dos ensembles Gaussianos [33| pode ser realizada a partir das
propriedades estatisticas dos seus elementos. Denotando Hj; como o elemento da j-ésima linha e
k-ésima coluna e dHj;, como seu elemento diferencial, define-se:



2.2. DENSIDADE DE PROBABILIDADE DE ELEMENTOS

Definigao 2.2.1. O ensemble Gaussiano Ortogonal E1¢ € definido no espago de matrizes simétricas
Teais por:

(1) A probabilidade P(H)dH de uma matriz de E1g pertencer ao elemento de volume dH =
Hk<j dHy; € invariante sobre transformagoes reais ortogonais:

P(HYdH' = P(H)dH (2.2.1)
onde
H=wT'HW ¢ WW=wwT=1. (2.2.2)

(2) Esta densidade de probabilidade P(H) é um produto de fungodes, cada uma das quais depende
de apenas uma unica varidvel:

P(H) = [ frj(Hiy) (2.2.3)
k<j

Definigcao 2.2.2. O ensemble Gaussiano Unitdrio Esq € definido no espaco de matrizes hermitia-
nas complexas por:

(1) Sejam H,i(j)) e H,g) as partes real e imagindria de Hy;, respectivamente. A probabilidade

P(H)dH de uma matriz de Eag pertencer ao elemento de volume dH = Hk<j dH,gg) Hk<j ag'V
€ invariante sobre transformacoes unitdrias:

P(H'\dH' = P(H)dH (2.2.4)
onde

H =UHU ¢ UU=UU =1.

(2.2.5)

(2) Esta densidade de probabilidade P(H) é um produto de fungdes, cada uma das quais depende
de apenas uma unica varidvel:

pH) =[] Q@ T £ @) (2.2.6)
k<j k<j

Definicao 2.2.3. O ensemble Gaussiano Simplético Eusq € definido no espaco de matrizes de
quatérnios auto-duais, AT = A, por:

(1) Sejam H,g;\) as componentes do quatérnio Hyj. A probabilidade P(H)dH de wma matriz de
Eyq pertencer ao elemento de volume dH =[], ; dngg) I, [T, dH,g;.‘) é invariante sobre
transformagoes unitdrias:

P(H')dH' = P(H)dH (2.2.7)
onde

H =WEHW ¢ WEW =1 ou WiZW = 2Z.

(2.2.8)
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onde Z é a forma candnica padrdo [33], na qual + denota a soma direta:

0 +1 0 0
1.0 0 0

o 0o 0o 41 To0 41].[0 +1

Z=1 0 0 -1 0 [—1 o] [—1 0%

(2) Esta densidade de probabilidade P(H) é um produto de fungoes, cada uma das quais depende
de apenas uma unica varidvel:

3

) =153 @) TTTL A5 ) (2:2.9)

k<j A=1 k<

A partir destas defini¢Oes, é possivel escrever a distribuicdo de probabilidades conjunta dos
elementos da matriz. Considera-se uma matriz de ordem N e as condigbes de invariancia impostas
pelas defini¢oes dos ensembles. Nestas condigoes, pode-se usar um lema [4] que garante que P(H)
dependerd apenas de um numero finito de tracos de poténcias de H.

Lema 2.2.1. Todos os invariantes de uma matriz H (N x N) sob transformagoes de similaridade
ndo singulares A,

H— H = AHA™ !,
podem ser expressas em termos de tracos das primeiras N poténcias de H.

O traco pode ser escrito em temos dos autovalores {\;}r=1,. n de H, de modo que a diago-
nalizacao de H nos permite escrever que

N
trHY =N = g (2.2.10)
=0

Utilizando também o teorema

Teorema 2.2.1. Para os trés ensembles gaussianos, a forma da densidade de probabilidade conjunta
dos elementos € dada por

P(H)=exp(—aTrH*+bTr H +c) (2.2.11)
onde a € real e positivo e b e ¢ sdo reais.

podemos escrever a densidade de elementos como

N N

P(H) = exp (—az A+ bz AL+ c> =exp (—ag2 +bg1 +c¢). (2.2.12)
1=1 =1
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2.3 Densidade de Probabilidade de Autovalores

O conhecimento da densidade dos elementos indica que é possivel conhecer propriedades dos au-
tovalores da matriz. A equacdo permite obter uma forma geral da distribuicao dos trés
ensembles gaussianos.

Parte-se inicialmente do caso ortogonal (GOE). Neste caso, a matriz H ¢é simétrica de ordem N.
Isto implica que hé $N(N +1) elementos independentes na matriz. Ou seja, os N autovalores, {0},
e os :N(N — 1) = ¢ termos adicionais, {p,}, necessdrios descrevem completamente os elementos

2
Hy;, k <1 da matriz. Por simplicidade, introduz-se a notacao:

{ 0= {gk}kzl,...,N Q=0Up
p = {pH}M:L»C ’

Tendo em vista o fato de que o traco de poténcias de uma matriz podem ser escritos segundo
pode-se utilizar para obter a probabilidade conjunta em termos das componentes
independentes da matriz H. Para obter a densidade de probabilidade de autovalores, é necessario
entao realizar uma transformagao de varidveis na distribuicao de probabilidade de modo a reescrevé-
la em termos de um conjunto de novas variaveis, das quais N sao os autovalores da matriz. Esta
transformacgao ® é, entao, descrita por

RVHC 2 RNHC 0 (HY = 3(6, p) (2.3.1)

cujo Jacobiano é dado por

(2.3.2)

9% (6, O(Hy1, Hyg, ... H
Jq;(@,p):‘ (P)‘_‘ (H11, Hio NN)

8(9) N (9(91,...,0]\7,])1,...,])4) '
onde o lado direto denota o determinante da matriz Jacobiana da transformacao, de elementos

BHik BHik
a6, € “Opm

ondel=1,2,....Nem=1,2,...., el <j <k <N. Isto implica na forma:

N N
P(Q) = P(H(Q))Jo(2) — P(6,p) = exp (—a SORALD O+ c) Jo (0, p). (2.3.3)
k=1 k=1

Desta equacao segue que a distribuicao dos autovalores pode ser obtida calculando-se a distribuicao
marginal as varidveis p, i.e. integrando a distribuicao multivariada em todas as varidveis exceto
{0k}, k = 1,...,n. Para tanto, encontra-se uma transformagao ortogonal que permita separar a
distribuigao conjunta de modo que P(6,p) = f(0)g(p).

O sistema deve ser invariante em respeito a transformagoes ortogonais. Em particular, a
transformagao ortogonal que diagonaliza o sistema

H=v0eUu'=voeu”?

onde © é uma matriz diagonal cujos elementos sao os autovalores de H e U é a matriz dos autovetores
de H. Partindo desta restricao de simetria e considerando-se que apenas U é funcao dos { elementos
Pu, 0 célculo direto do Jacobiano [33] permite que se escreva:

J0,p) = 1] 105 — 6al f(p)- (2.3.4)

a<f
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Introduzindo esta relacao a equagao ([2.3.3) e integrando em todas as varidveis p, obtém-se:
N N
P0) = / --/exp (—azei + bZQk + C) Jo(0,p)dp
k=1 k=1
N N
= exp <—a29,§ +b> +c> I 165 — 6al
k=1 k=1

a<f

(2.3.5)

onde a integracao em p conduz a uma constante multiplicativa que é incorporada a constante ¢, da
qual temos que

expc == expcx/--~/f(p)d<p

A introdugéo da mudancga de varidveis

1 b
9k=7$k+*

V2a 2a

permite que se escreva

N
1
PN71($1,1'2, Ce ,l‘N) = CN,l exp <—2 ZIL‘%) H |l‘k — IL‘Z|, (236)

k=1 k<l

onde a constante C'y,1 pode ser determinada pela normalizagao,e inclui a constante da exponencial.
Isto fornece a distribuicao conjunta dos autovalores de H para o caso ortogonal.

A invaridncias dos dois outros ensembles sob as transformagoes correspondentes permite que o
argumento siga de maneira explicitamente similar [33]. As diferencas dos casos unitario e simplético
sdo observadas no nimero de parametros livres que o sistema deve possuir devido ao fato de matrizes
de complexos em termos de seus componentes reais possuirem dois componentes independentes de
mesmo autovalor e quatérnios, por sua vez, possuirem quatro componentes reais independentes. Em
particular, o tratamento a ser abordado posteriormente no capitulo ] para a construgao do ensemble
B, devido a Dumitriu e Edelman [28] 31], utiliza uma escala distinta, na qual serd trabalhada a
generalizacao dos ensembles Hermite e Laguerre. Isto altera também a expressao da constante de
normalizagao, em relagdo ao tratamento de Mehta [33].

Desse modo, o ensemble unitario possui duas vezes mais elementos independentes que o en-
semble ortogonal, e o ensemble simplético quatro vezes mais que o ortogonal. Se denotamos este
ntimero por (g, teremos que:

Go = 5BN(N ~1) (2.3.7)

onde o subescrito 8 denota o nindice de Dyson do conjunto.

Adicionalmente, a matriz possui N autovalores em termos do conjunto indexado por 5 e a
restricdo de simetria implica que estes autovalores sdo reais. Assim, hd N autovalores no conjunto
sobre a qual a matriz é construida e no entanto, estes autovalores tem multiplicidade § sobre os reais,
implicando um expoente no médulo. A demonstracido detalhada para a obtencao deste resultado
pode ser encontrada em Mehta [33]. E possivel, entao, com uma escolha adequada das unidades de
energia enunciar em forma de teorema o seguinte resultado:
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Teorema 2.3.1. A funcdo de densidade de probabilidade conjunta para os autovalores de matrizes
dos ensembles Gaussiano ortogonal, unitdrio ou simplético é dada por

N
1
Pyg(x1,22,...,2n5) = Cngexp (-25295%) [T lzx — ). (2.3.8)

k=1 k<l

onde B = 1,2,4 representam respectivamente os ensembles ortogonal, unitdrio e simplético. A
constante C g € escolhida de forma a normalizar a distribuicdo, ou seja:

—+oo 400 “+00
/ / / Py g(x1,22,...,2N)dr1dey .. dey =1
—00 —0o0 —0o0

A partir deste resultado é possivel determinar as constantes Cy g utilizando uma forma das
integrais de Selberg [3] extendidas por [18]. Isto nos permite escrever que:
-1
N
Cnp = |@m)N2g=NP=ANI=DIYT (1 4 g/2)y N T(1 + 84/2)| (2.3.9)
j=1

2.4 Densidade de Niveis e Limites Assintoticos

Para se obter a densidade de estados pyg(x), parte-se da densidade de probabilidade conjunta
(2.3.8). Devido ao fato das energias {xj} pertencerem ao espectro completo e serem independentes,
podemos obter py g fazendo:

+oo +00 +oo
pNﬁ(az) = / / PN’g(.CC,:IJQ,...,xN)dxzd:IZg...dJ}N (2.4.1)

Nos interessa, no entanto, o cdlculo para o limite assintético em que N se torna muito grande.
Neste limite, a Isto faz com que seja apropriado aproximar a distribuicao discreta de estados {xy}
pelo limite continuo de densidade (x). Ou seja:

1 +o0o 1 +oo +oo
Wioval =y [ dsons@rt =5 [ [ “onst@ovotmie —yidedy. (242
—infty —00 —00

A desidade py g deverd minimizar ([2.4.2)) verificando os vinculos:

/pNﬁ(az)dm =1 (2.4.3)

png(x) >0 (2.4.4)

Deste modo, obtemos uma equagao funcional para p = py g que pode ser resolvida considerando-

;p [W—C’</P(x)dx—N>] :—;x2+/_:op(y)1n\ﬂﬂ—y -C=0 .05)

1 Feo
%2I2+/ py)Infz —y| =C

se:
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cuja solucao é conhecida [5l 33| e nos fornece:

L\/2]\7[3—332, |z| < \/2Np
TN S .
0, |z| > /2N

Esta forma assintotica é de grande utilidade para o calculo do desdobramento dos autovalores
no ensemble de Hermite a ser discutido no capitulo

p(z) = (2.4.6)



Capitulo 3

Ensemble de Wishart

Neste capitulo, é apresentada uma revisao da estatistica das matrizes do chamado ensemble de
Wishart, ou de Laguerre. Sao apresentadas as estatisticas de elementos e autovalores, seguindo o
tratamento de R. J. Muirhead e as extensoes apresentadas por I. Dumitriu e A. Edelman e M. T.
Loots [15} 28, [39).

3.1 Introducgao

Historicamente, dentre os primeiros estudos aprofundados sobre matrizes aleatdrias estd o de Wishart
[1]. O ensemble de Wishart parte dos mesmos conceitos introduzidos no inicio do capitulo |2} Seja
GB(m, n) o conjunto de todas as matrizes m x n cujas entradas sdo varidveis aleatdrias sorteadas
de uma distribuigao gaussiana real (8 = 1), complexa (8 = 2) ou de quartérnios (8 = 4).

As matrizes de Wishart sdo construidas a partir destas matrizes de maneira similar ao que é
feito para o caso Gaussiano. As distribuigoes dos elementos independentes e identicamente distribui-
dos sao definidos como apresentado no inicio do capitulo [2| Sendo assim, descreve-se os Ensembles
de Wishart como:

Ensemble Wishart Real: corresponde a matrizes simétricas, geradas a partir de um produto
AAT onde A € G'(n,m).

Ensemble Wishart Complexo: corresponde a matrizes hermitianas, geradas a partir de um
produto AAT, onde A € G?(n,m).

Ensemble Wishart Quatérnio: corresponde a matrizes auto-duais, geradas a partir de um
produto AAT, onde A € G*(n,m).

O estudo classico de Wishart diz respeito as matrizes nas quais n < m. No entanto, estuda-
remos numericamente também o caso em que n > m.

3.2 Densidade de Probabilidade de Elementos

Seja uma matriz A € Gﬁ(n, m) uma matriz cujas colunas sejam varidveis gaussianas padrao in-
dependentemente distribuidas com elementos no conjunto dos reais (8 = 1), complexos ( = 2)
ou quatérnios (5 = 4). O modelo real, introduzido por Wishart [1] foi expandido desde entao, e
abrange os trés casos [28, |15 14, |39]. Assim, definimos os ensembles cldssicos de Wishart.

13
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Definicao 3.2.1. O ensemble Wishart Real, E1yy, é definido no espaco de matrizes n X m reais por

YdH de um sistema de Eyw pertencer ao elemento de volume dH

(1) A probabilidade P(H
dHy; € invariante, ou seja,

H 1<k<n
1<j<m
k<
P(H')dH' = P(H)dH (3.2.1)
sobre o grupo de transformacgoes
(3.2.2)

H' =LHT LeGl(m) TeO(n)
onde G1(m) € o grupo de todas as matrizes nao singulares m x m e O(n) € o grupo de todas

as matrizes ortogonais n X n. E|
) € um produto de fungées, cada uma das quais depende

(2) Esta densidade de probabilidade P(

de apenas uma unica varidvel:
pH)= [ fu(H) (3.2.3)
1<k<n
1<j<m
k<j

Definicao 3.2.2. O ensemble Wishart Complexo Eow € definido no espaco de matrizes n X m §

complezas por:

1)

(1) Sejam 79 e gY gs partes real e imagindria de Hy;, respectivamente. A probabilidade
)
, A i

: 1
kj kj
(H)dH de um sistema de Eayy pertencer ao elemento de volumedH = [lk<; ar® [Ti<; dH,g

€ invariante, ou seja,
P(H"YdH' = P(H)dH (3.2.4)
sobre o grupo de transformacoes
H =LHV L € G1(m,C) VeU(n) (3.2.5)
onde G1(m,C) € o grupo de todas as matrizes nao singulares sobre o plano complezo m x m
eU(n) € o grupo de todas as matrizes unitdarias n x n

(2) Esta densidade de probabilidade P(H) é um produto de fungoes, cada uma das quais depende

de apenas uma unica varidvel:
0 1
k<]

k<j
Definigao 3.2.3. O ensemble Wishart de Quatérnios Eqw € definido no espaco de matrizes n X m

de quatérnios:

!Este é um caso especial da definicio apresentada na secdo 3 de James |14], correspondendo &8 ¥ =I1e M = 0 na

notagao de tal autor.
2 A restricdo de simetria impede que os elementos diagonais tenham parte imagindria. Portanto k # j no segundo

produtério.
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(1) Sejam H,gj‘) as componentes do quatérnio Hyj. A probabilidade P(H)dH de um sistema de

Eyc pertencer ao elemento de volum dH = [];<;d H(0 1, [T, H,g]) ¢ invariante, ou
seja,

P(H'\dH' = P(H)dH (3.2.7)
sobre o grupo de transformacoes
H' =LHW  LeGl(m,H) W € Sp(n,H) (3.2.8)

onde G1(m,H) € o grupo de todas as matrizes nao singulares sobre os quatérnios m X m e
Sp(n) € o grupo de todas as matrizes n x n do grupo simplético sobre os quatérnios,

H =WEHW ¢ WEW=1 ou WEZW =2 (3.2.9)
onde Z é novamente a forma candnica padrao apresentada no capitulo [

(2) Esta densidade de probabilidade P(H) é um produto de fungoes, cada uma das quais depende
de apenas uma unica varidvel:

H) =[] 9@ H | ez (3.2.10)

k<j A=1k<j

Estas propriedades nos permitem determinar as propriedades da distribuicao de Wishart, que
corresponde a distribuicao dos elementos da matriz

Ws = A5 AP

onde Ag é uma matriz de um dos ensembles Egyy e {Op} é a operagao de simetria relevante ao
ensemble em questao. E possivel obter, para os casos real e complexo, que a distribuicao de uma
matriz H de Wishart de variancia unitdria e média nula é dada por [14} |15]:

FL(H) = exp <_; Tr H) (det H)P(n=m+1)/2-1 (3.2.11)

cuja extensao para os simpléticos é conhecida na literatura |28, 39].

3.3 Densidade de Probabilidade de Autovalores

A partir destas defini¢es, é possivel determinar a distribuicdo dos autovalores das matrizes do
ensemble de Wishart [15]. Seja a matriz H = AAT uma matriz n x n do ensemble Wishart real
obtida a partir de uma matriz A real n x m. Seja W a matriz ortogonal que diagonaliza H, ou
seja, H = WAWT onde A = diag(\1,...,\n). A i-ésima coluna de W é o autovetor normalizado
correspondente ao autovalor A;.

A distribuicao destes autovalores é conhecida na literatura [15] e é dada por:

B 7Tn2/227mn/2 n (n—m—1)/2
fA) = Wg)\ g()\ — Aj) exp (— Z)\ ) (3.3.1)

3 A restricdo de simetria impede que os elementos diagonais tenham parte imagindria. Portanto k # j no segundo
produtoério, para toda parte imagindria 1 <1 <3
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O caso complexo e de quatérnios é andlogo. No entanto, ha de se notar que nestes dois casos a
simetria é alterada, de forma que a transformacdo de diagonalizacio se torna H = WAWT, onde
1 denota a conjugagao transposta de complexos e quatérnios, conforme o caso. O resultado desta
extensao é conhecido na literatura 28] 39] e pode ser expresso como

L8 T aBnemiD21y 8 I,
f(A)_cn,mgAi (i — AP exp (-2;&) (3.3.2)
1<) 1=

onde

(3.3.3)



Capitulo 4

Ensembles f-Hermite e S-Laguerre

Nos capitulos precedentes{’f]7 foram apresentadas as propriedades das distribuicées dos autovalores
de matrizes pertencentes aos ensembles de Hermite e Laguerre. Neste capitulo, parte-se da inter-
pretacao estatistica dos coeficientes de normalizacao para motivar a generalizacao para os ensembles
de indice 8 de Dyson geral. Tendo esta motivacao sido estabelecida, sera exposta a construcao de Du-
mitriu e Edelman [28] para tais ensembles, bem como a construgao de ensembles pseudo-hermitianos
de autovalores reais deles derivados.

4.1 Introducao

A extensao para os ensembles com [ geral tem como motivacdo um interesse histérico na inter-
pretagao estatistica dos sistemas de Hermite e Laguerre [21]. Primeiramente, observa-se que a
funcao de partigdo de um sistema cldssimo em mecanica estatistica [24] pode ser escrita como

2(8, N) =/---/exp BH(@1, s G s 5| A . PN PR .. PPN

onde 8 = ﬁ e k é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura. A partir desta equagao, a
probabilidade de um dado microestado {41, ..., qn,P1,-..,DPn} ¢ dada por:

exp(—ﬁH(cﬁ, s 7‘7713517 cee 7}711)

7N (4.1.1)

P(q)la"'aq_)naﬁlv"')ﬁn) -

Observando as densidades de probabilidade dadas pelas equagoes e , é possivel iden-
tificar a funcao de particao ao inverso das constantes de normalizacao e .

Dessa forma, alterando a notacao para corresponder a notagao anterior para os ensembles
de Hermite e Laguerre, a funcao de particdo pode ser obtida diretamente desta analogia. Para o
ensemble de Hermite:

N
Zyg = Cyly = 2m)N2aNE=ANWN=D/YP1 4+ g/2)} "N T T(1 + Bj/2) (4.1.2)
j=1

Se, entao, relaxa-se a condigao de 8 ser um dos indices de Dyson, ou seja, permite-se que 5 € [0, 00),
para se calcular certas propriedades termodinamicas adicionais do Ensemble. Partindo da funcao
de particao, podemos obter:

LCapitulos [2| e

17
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Energia Livre:

1
Fy(B)=——-InZng

g
N 1 B(N-1)\ Nlng
BT +<2+ 1 ) 5 (4.13)

LN 1<
ﬁlnfl+6/2 BZ L(1+45/2)

Energia Interna:

Un(B) =— wlnzm
N(N -1) 1 BIN-1)\N
:flnﬁ + (2 + 4> E (4.1.4)
N +5/2) %w“ (1+ 85/
2 TA+5/2) 24 T(1+8j/2)
Entropia:
Sv(5) =3 o 4 2200
1 1 B(N-1)
= NV - 1)8In g + [2 + 4] N(1—-Ing) - NInI'(1+5/2) (4.1.5)

NEYOQ+6/2), ZM i/t 5Zyw<°>1+ﬂy/2>

2 T(1+5/2) 1+ B3j/2)

onde

P (z) = (1) / T e dt (4.1.6)

0 1-— e_t
¢ a funcao poligama [13].
Analogamente, para o ensemble de Laguerre
n r(1+%
Znmp = Copt s =2""""T] ( ) (4.1.7)

n)m)ﬂ - .
j:1F(1+§])F(@ g(m—j))

onde Cy g é como definido em (22.3.9)). Isto nos permite calcular certas propriedades termodinamicas
do Ensemble. Partindo da funcao de particao, podemos obter:

Energia Livre:

Fn,m(/B) = ;hl Zn,ﬁ

ey for (150 o (5= Sa) e (145) (19
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Energia Interna:

Upm(B) =— ﬂ InZ, s

0B
T2 (4.1.9)
Z (1+85/2) | (m=n+ PO - 3n—7) O +5/2)
2] e R B
Entropia:
Suan(®) =L = 5(U1(58) ~ Fon(9)

:ﬁz (0)1+B]/2)+(m—n+]) ( - g(n—j))_w(O)(1+5/2)
2 &~ <1+ 23) F(Lm_g( J)) P(1+§) (4.1.10)

Eofr () (00 e (1)

Este comportamento de carater termodinamico dos ensembles, com uma dependéncia vincu-
lada a um andlogo de temperatura, motiva a construcao de um ensemble de matrizes aleatdrias
descritos em termos do parametro 8 e do tamanho da matriz, n para o ensemble de Hermite e
n X m para o de Laguerre. Para tanto, partimos da forma completa das matrizes dos ensembles
de Hermite e Laguerre e deduzimos as formas gerais derivadas por Dimitriu e Edelman [28| [31],
denotadas por (-Hermite e S-Laguerre. Nesta construcao sao necessdrios alguns resultados que
auxiliam no cédlculo de seus autovalores, que sao apresentados a seguir.

4.2 Resultados Adicionais de Matrizes

Seja uma matriz tridiagonal simétrica T' definida pela diagonal a = (ay,...,a;) e a subdiagonal
b = (bp—1,...,b1) onde a; tem distribui¢do gaussiana de média nula e variancia unitaria, by tem
distribuicao de uma y;_; de média nula e variancia 1/2. Suponhamos, também, que by, ...,b,—1 > 0.
Seja T' = QAQ"T a decomposicio espectral de T e seja ¢ a primeira linha normalizada de @ com
elementos todos positivos e A = diag(A) o vetor cujos elementos sao os autovalores ordenados
de T'. Apresentamos aqui as propriedades de interesse para o estudo dos ensembles S-Hermite e
[B-Laguerre.

Lema 4.2.1. Sob as condi¢oes acima, partindo de q e X\, € possivel reconstruir unicamente Q e T.

Demonstragao. Trata-se de um caso particular do teorema (7.2.1) de Parlett [22], tomando o caso
do autovetor q;. O

Deste modo, exceto por um conjunto de medida nula, o mapa ® : T — (¢, \) relaciona
dois espacgos vetoriais de mesma dimensao. Portanto, ® é uma bijecao do conjunto de matrizes
tridiagonais de tamanho n com subdiagonal positiva ao conjunto de pares (g, A), com ¢ um vetor
n-dimensional de norma unitaria e entradas reais e positivas e A uma sequéncia ordenada de n
nimeros reais, conforme definido acima. Seja o Jacobiano da bijecao denotado por

- {g((;‘i)) } (4.2.1)
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O proximo lemaﬂ é, também, necessario no calculo dos autovalores da matriz T

Lema 4.2.2. O determinante de Vandermonde dos autovalores ordenados de uma matriz simétrica
tridiagonal de ordem n com subdiagonal positiva € dado por:

n—1 i
AN =] = N) = FH[,;II;’ (4.2.2)

1<j
onde q e b sao como definidos acima.

Finalmente, demonstra-se um lema que relaciona a diagonalizacao e tridiagonalizacao da
matrizes do GOE. Devido ao fato do Jacobiano depender apenas da estrutura da matriz, como sera
demonstrado, é suficiente demonstrar este caso para que a extensao para os demais 3 de Dyson seja
possivel, observando apenas a existéncia de 8 termos independentes nos demais ensembles.

Lema 4.2.3. O Jacobiano pode ser escrito como

n—1 4
g Uiz b (4.2.3)
[z g

Demonstragao. Seja A uma matriz do GOE. As transformacoes de Householder E| ortogonais de
tridiagonalizagdo que levam A a T mantém os autovalores invariantes E| e permitem que se diga
que a distribuicao de autovalores de T é a de uma matriz A do GOE. A distribuicdo conjunta dos
elementos de T' é

n n—1
wab) = cnap [ ] £az) [ 9(0k)
7=t k=t (4.2.4)
1 n no n—1 no 1
= Cpsa,b €XP <—2 Z a?) H b§_1 exp (— Z bf) = Cnab H b;_l exp <—2 Tr T2> .
=1 =2 =1 =2

uma vez que

diag(TQ) = (ai, a721—1 + Qb%—la a?z—2 + 2b%—27 SR a% + 2b%)
A constante de normalizacao ¢y, ¢ dada por

2n—1
Cniab = (4.2.5)

(2m)"2 T[}5 T(i/2)"
a partir da normalizagdo das distribui¢oes independentes. Sejam, agora, os elementos de volume
da = AP_jda; , db=A'"}db; , d\= AL d\; (4.2.6)

e seja dq o elemento de superficie da esfera n-dimensional. Se expressamos j(a, b) nas novas variaveis
(g, A), ou seja p(a(g, A), b(q, A)), teremos que:

w(a, b)dadb = Ju(a(g, N),b(g, A))dgdA = v(q, \)dgd (4.2.7)

2A demonstracio pode ser vista no apéndice

3A descricdo destas transformacoes é apresentada no apéndice [A| em maior detalhe.

“Uma vez que || QAQT — AI|| = |Q(A = ADQT| = |QIIQT|IIIA = M|, se Q é ortogonal, @~ = QT e, portanto,
[QAQT — M|l = [|A — \].
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onde v(g,A) = Ju(a(g,A),b(g,A)). Deste modo, usamos o fato de que a densidade conjunta de
autovalores do GOE é dada por [33]

FO) = cglA)fe> ZX

e que a primeira linha da matriz de autovetores estd distribuida uniformemente na hiper-esfera
unitaria, sem dependéncia nos autovalores [28]. Isto permite que escrevamos a densidade de pro-
babilidade conjunta v(g,A) dos autovetores e primeira linha da matriz de autovetores de GOE.
Considerando que a ordenacao dos autovalores implica que \; — A; > 0 sempre que i@ > j, o que
permite retirar o médulo do determinante |A(\)|, e a distribui¢ao deve ser uniforme na regiao to-
talmente positiva da esfera n-dimensional devido & condicao ¢; > 0. Observa-se também o fato de

que c}; = (2m) /2 H?Zl F?l(i/]%) = 22/!2 ?:1 ﬁ, que permite que se escreva a densidade como:

212
v(g, N)dgd\ = n@q#
T2

AN)e 2 Zi X dgd (4.2.8)

e, considerando que o trago da matriz é um invariante por transformagoes ortogonais, podemos
utilizar as equagoes (4.2.7)) e (4.2.8)) de modo a obter, com o cancelamento das constantes e uso do
lema [4.2.2;

2" (%) [T b
v(g, ) A B T | )
J= (a b) - on—1 T n bifl = an bi—l = Hln ¢ (429)
HAG, (2#)”/21_[?:_111"(1‘/2) Hizl i i=1"Y i=1 4

que prova o resultado. ]

Estes resultados sao suficientes para a construcao da distribuicao de autovalores do ensemble
B-Hermite. No entanto, para a construgao da distribuigdo de probabilidades do ensembe de (-
Laguerre é necessario um lema adicional.

Lema 4.2.4. Seja B uma matriz bidiagonal com diagonal positiva x = (xy,...,x1) e subdiagonal
positiva y = (Yn—1,-..,y1). Seja T = BBT e denote-se a = (an,...,a1) e b = (by_1,...,b1) a
diagonal e subdiagonal respectivamente, de T. T € uma matriz positiva definida sobre os reais, pois
wTTw = (Bw)" (Bw) = ||Bw|| > 0,Yw, entdo a transformacio B — T ¢ uma bijecdo do conjunto
das matrizes bidiagonais com entradas positivas ao conjunto de matrizes tridiagonais positivas de-
finidas. Nessas condi¢des, o Jacobiano J da transformacdo que leva B — T pode ser escrito como

n —1
Jpg = (2%1 H;ﬁ) . (4.2.10)
=2

Demonstracao. Este Jacobiano pode ser obtido diretamente da relagao:
dxdy = Jp_srdadb (4.2.11)
onde

da=Al_ida; , db=N'"}db; , do =Nl dx, dy=A'"ldy. (4.2.12)
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O produto das matrizes BBT pode ser escrito como:

Tn Tn Yn—1

Yn—1 Tn-—1 Tpn—1 Yn-2
T=BBT=| """ " e (4.2.13)

Yy 1 T

de modo que temos as equagoes:

an = 22 (4.2.14)

a; = y? +a? (4.2.15)

bi = yiTii1 (4.2.16)
paratodoi=n—1,n—2,...,1. Assim,

da,, = 2z,dx,, (4.2.17)

da; = 2y;dy; + 2x;dx; (4.2.18)

bi = wip1dy; + yidxiyq. (4.2.19)

A matriz jacobiana tem a forma em bloco dada por:

0 22,1 ... 0 | 2yp 0
: ST :
_ 0 0 ... 2, 0 ... 2y
B =Ty T 0 ", .00 (4.2.20)
: : | z
0 2y2 O : T3 0
|

0 e 0 2y1 0 T2

0
0
cujo determinante tem a forma: [[iL, (2z;) x [[[_yz; = 2"z1 [[}L, z? e, portanto,

-1
1 n
Jpor = = (2%1 Hgﬁ) (4.2.21)
=2

JrB

0 que prova o resultado. ]

4.3 Autovalores no Ensemble S-Hermite

E possivel generalizar os resultados da distribuicao de autovalores dos ensembles Gaussianos para
B geral [31]. Partimos da forma geral da matriz de um ensemble gaussiano com S € {1,2,4} pela
matriz simétrica n x n

N5(0,1) NF(0,3) NA(0, 3)
B 1 8 Ao, L

. N (9,2) N (:071) N (:072) _ (4.3.1)
NY(O.3) NU0d) . NAO,)

Busca-se, entao, reduzir esta matriz a uma forma tridiagonal comum aos trés g classicos. Apresenta-
se entao o seguinte teoremas:
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Teorema 4.3.1. Seja Hg uma matriz n X n de um dos ensembles Gaussianos. Entao a forma
tridiagonal desta matriz é dada pmﬂ:

N(0,2) X(n-1)8
X(n—1)p N(Ov 2) X(n—2)p
Ap = — .. .. - 4.3.2
=75 . . . ( )
x2s  N(0,2)  xp
xs  N(0,2)

onde Nﬁ(,u, o) denota uma entrada matricial aleatoria gaussiana conforme a nota¢ao introduzida
no capitulo [§ e x, representa wuma entrada matricial aleatdria de distribui¢io x,, derivada da
distribuicdo x? apresentada no apéndice@ a partir de uma mudanga de varidvel da forma X |[x2] =
Y2 =Y =Y\

Demonstragao. Para obtermos a forma tridiagonal da matriz Hg, é necessdrio que realizamos trans-
formagoes de Householder (cf. Apéndice que zeram todos os elementos abaixo da diagonal.
Assim, buscamos Qy € M (K),,— ,—k tal que

I.— 0 k—-1) [ In—x O
HE = k ) H ( ) 4.3.3

Se escrevemos a matriz H, s=H éo) Ccomo

T

O _ (@ X
HY = ( o > (4.3.4)
teremos que a aplicacao de Householder leva x; ao vetor (||x1]],0,...,0). No entanto, ||xi|| é o

comprimento de uma gaussiana multivariada de média 0 e variancia % Isto implica (cf. apéndice
que trata-se de uma variavel aleatoria de distribuicao % XB(n—1)- Devido a simetria ortogonal

das transformacoes de Householder nos quatro conjuntos do threefold W&Lyﬁ7 a simetria da matriz é
garantida.

e Xy O e O
) ﬂXﬁ(n—l) [
|
Hy' = 0 | H/gl) (4.3.5)
: |
0

Para os demais passos, o bloco inferior da matriz no k-ésimo passo se torna, prosseguindo em
analogia a (4.3.4)):

(k) _ [ Qkg+1 X
- () 139

5A mudanca na distribuicdo da diagonal se deve ao fato de que é necessério adicionar um fator v/2 para compensar
0 1/4/2 que é colocado em evidéncia. Convém notar que, para uma varidvel aleatéria X gaussiana de distribuigio
N(u,0?), a multiplicagio por uma constante leva a uma nova varidvel gaussiana de média cu e variancia c?p?.
50Ortogonal, Unitaria e Simplética para 8 = 1,2, 4, respectivamente.
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a partir do qual a reflexao de Householder levara a uma forma similar a dada por:

ket mXseken 0 O
) V2 XB(n—k—1) |
|
Hy" = 0 | Hgkﬂ) ) (4.3.7)
: |
0o
Prosseguindo até k = n — 2, obtém-se o resultado desejado. O

A ortogonalidade das transformagoes de Householder nos permitem ainda dizer que a densi-
dade de autovalores mantém a forma . No entanto, estes cdlculos apenas garantem a validade
da forma tridiagonal para os casos 8 = {1,2,4}. E necessario, ainda, estudar como se comporta a
distribuicao dos autovalores para 8 quaisquer. Para tanto, sdo necessdrias consideracoes a respeito
de matrizes tridiagonais apresentadas anteriormente neste capitulo. Delas, podemos enunciar o
seguinte teorema:

Teorema 4.3.2. Seja Hg = QAQT a decomposicao espectral de Hpg. Fizando os sinais da primeira
linha de Q) tais que eles sejam nao-negativos e ordenando-se os autovalores em ordem crescente na
diagonal, entdo X e q, a primeira linha de ), sdo independentes. Além disso, a densidade conjunta
de autovalores é:

N
Fs) = C T 1A = Ml exp (—g > A?) .
i=1

1<J
Demonstragao. Utilizando a notacao anterior, a = (an,...,a1) é a diagonal da matriz Hg e b =
(bn—1,...,b1) é sua subdiagonal. Assim, para um [ qualquer, observando a equagao (4.2.4)) teremos:

n—1 n—1
(dHg) = p(a,b)dadb = cap, [T b exp (—Zak - 221;2) dadb

h=1 b=l (4.3.8)

n—1

1
= CapJ H b],zﬁfl exp (—QTI(H§)> dgd\
k=1
onde

Cn;a,b(ﬁ) =

2n71
(2m) 2 T T (5%)

é a constante de normalizagdo, dependente apenas de n e ﬁﬂ Assim, utilizamos os lemas e
[4.2:20] para reescrever esta identidade como:

(4.3.9)

n—1

b

(dHp) = cnia (B )Ilj[k - qZ H by exp (Tr(H5)> dqd\
k=1

ot :
= Cnap(B) T T e ——Z/\ dqd\ (4.3.10)

k=19 k=1

N <C§ I1 qlf_ldq> (”!Cffﬁ(k)ﬁexp (—; 3 Ai) dA)
k=1 -

"Os indices {a,b} denotam as coordenadas de origem.
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que é separdavel em ¢ e A\, o que garante a independéncia mutua. A constante de normalizacao c’qB
pode ser determinada a partir das demais constantes do problema [28].Além disso, se retiramos a
ordenacao dos autovalores previamente imposta, teremos que a densidade conjunta de autovalores

de Hp é ] AN exp(—1 2, A2). O

Demonstrado este teorema, fica provada a generalizacdo do ensemble S-Hermite.

4.4 Desdobramento dos Autovalores no Ensemble S-Hermite

Além disso, é de interesse fisico estudar o espacamento entre niveis consecutivos de energia no limite
assintético em que a dimensao da matriz se torna muito grande. Neste limite, a distribuicao dos
autovalores deve tender ao limite assintotico dado pela equagao . Para a analise do compor-
tamento do espacamento de maneira padronizada é realizado uma transformagao na distribuicao de
probabilidades. Isto permite que a distancia entre consecutivos autovalores da distribuicao tedrica
se torne uniforme, e denomina-se este processo de unfolding.

Desse modo, normaliza-se a densidade para um a partir de uma mudanca de variaveis a uma
varidvel de distribuicao uniforme. No entanto, para realizar esta transformacao, é necessario que
conhecamos - e possamos inverter - a forma da distribuicao dos autovalores. Isto nem sempre
é possivel com a forma geral da densidade de niveis , pois nem sempre ha uma expressao
analitica para a transformacao quer leva os autovalores a uma distribuicao uniforme. De fato,
ao integrarmos em todos os autovalores, exceto por um unico deles, descrito pela variavel x, e
incorporando este resultado a constante multiplicativa, obtemos

pn.p(T) = CN,BC'N,L/B(:):) exp <—§x2> (4.4.1)

onde Cy_1 3 ¢ uma funcao de x cuja forma exata é funcao do nimero de varidveis sobre as quais
integramos. Podemos, para fins de exemplo, calcular o valor de Cn_1 g para o caso N = 2. Neste

caso, a partir de (2.3.8) e (2.3.9)):

o, =B T4/ BRI B/2) (4.4.2)
2P Tor T+ B/2T(1+8)  2r I(1+P) .
14+3/2 400
p2p(z) = b o F&;ifé? [/ |z — y|® exp <—§y2> dy] exp (—2352) (4.4.3)

Esta integral é um caso particular de uma integral de Selberg, e pode ser calculada para um [ geral
fazendo:

+0o0 B 9
/ |z —y|7 exp (—2y >dy

= /:w(y — )’ exp <—§y2> dy + (—1)° /_x (x —y)’ exp <—§y2> dy

“+oo

o (4.4.4)
= | ¢ Texp (—§<¢ - x)z) do + (=1)"” /_ e <—§<m - 4)2) S

0

o [Tl ten (G0e-?)|ws=i
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ondep=y—ze( =1z— yjﬂ Esta é a a média de uma distribuicdo y? com 3 graus de liberdade
derivada de varidveis de média . Portanto, conforme a pentltima se¢ao do apéndice [B]

p(ﬂ)
i=2+ V2P 2L =+ wy(B). (4.4.5)
I'(3)
Desse modo, para fazermos uma mudanga de varidvel x — w tal que a distribuicdo da varidvel zx,
f(x), se torne g(w) = 1 na nova varidvel w:
dw B s
f(x)dx = g(w)dw = 1dw — e f(x) = cag(x + x0(B)) exp —5% (4.4.6)

cuja primitiva ndo tem forma analitica. No entanto, no limite assintético de N, a expressao de
pn,g(x) = p(A) tem uma forma, dada por (2.4.6):

FOVAA = gln)dn = 1dn - T = F() Z ey sy /ANG 2 (4.4.7)

que pode ser integrada, de modo que

n\) = Ayp | sin™? <\/2%8> - \/2%8,/1 — <\/227>2 (4.4.8)

onde A, g ¢ uma constante de proporcionalidade dependente de ay 3. Esta transformacao é mo-
noténicamente crescente no intervalo em que os autovalores se encontram, [—/2N 3, ++/2N 3] pois:

(A = F(A) > 0,YA € [-/2NB, +v/2N5). (4.4.9)

A igualdade se verifica apenas nas extremidades ++/2N 5. Isto nos permite calcular o espacamento
entre os autovalores transformados sem ambiguidade.

4.5 Autovalores no Ensemble g-Laguerre

Do mesmo modo que para o ensemble S-Hermite, partimos da forma geral da matriz de um ensemble
de Wishart com § € {1,2,4} pela matriz n x m

NP(0,1) NP(0,1) ... NP(0,1)
NP(0,1) NB(0,1) ... NB5(0,1)

W = : : . : (4.5.1)
NB('O,I) Nﬁ(.o,l) ... NB0,1)

Busca-se, entao, reduzir esta matriz a uma forma cujos elementos nao-nulos se localizam
apenas na diagonal e na subdiagonal inferior. Apresenta-se entao o seguinte teorema:

Teorema 4.5.1. Seja W3 uma matriz n x m de um dos ensembles de Wishart. Entdo a forma
bidiagonal desta matriz ¢ dada por:

X2a

XB(m—1) X2a—p

B = (4.5.2)

XB  X2a—pB(m—1)

com parametro a = nf/2.

80 que implica que ¢ = (—1)%¢°.
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Demonstragao. Para obtermos a forma bidiagonal da matriz Wpg, é necessario que realizemos trans-
formagoes de reflexdo similares as de Householder utilizadas para tridiagonalizar o ensemble de
Hermite no capitulo 2| Por simplicidade, escreve-se Wy da forma conveniente:

Xk T
Wi = < f;(m)n ) (4.5.3)

onde J¥ ¢ G# (n —k x m — k + 1) é uma matriz cujas entradas sio gaussianas padrio e x* é um

vetor de m — k + 1 varidveis gaussianas padrao. Convém notar que, quando k£ = 0, teremos a matriz
Wy original. Buscamos um refletor a direita

sk [ Igxk—1 0O
R _< A (4.5.4)

que leve a zero todos os elementos da primeira linha de Wﬁ(,k), ou se€ja,
(RMTxF = |Ix*||(1,0,...,0). (4.5.5)
Pelas propriedades dos refletores (c.f. apéndice , este refletor é independente de J*+1). Por ser

o comprimento de uma gaussiana multivariada com S(n — k + 1) elementos independentes, ela tem
distribuigao X g(n—k41)- A matriz resultante tem a forma:

k) pk _ [ XB(n—k+1) 0

Prosseguimos, agora, aplicando um refletor L*¥ que tenha o mesmo efeito com a primeira coluna de
k .
W Ou seja:

3
LF = < H’“Xéc—l Lok ) (4.5.7)
tal que
Ly = |y*|(1,0,...,0)T. (4.5.8)

Observamos, novamente, que a norma de y* é a norma de uma gaussiana multivariada com B(n—k)
varidveis independentes. Portanto, sua distribui¢ao é xg(,—) € aplicando este refletor, obtemos:

XB(nki) 1O e 0\ [ Xoop O oo O
| |
R XB(n—k) | XB(n—k)
L’“Wﬁ(k)Rk O kg | = U G(ﬁkﬂ) (4.5.9)
: ! : !
0 0
Desse modo, prosseguindo até k = n — 1, obtém-se o resultado desejado. O

A partir da forma bidiagonal Bg e o produto Lg = BBBg tridiagonal, enunciamos o seguinte
teorema:
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Teorema 4.5.2. Seja Lg = QAQT a decomposicio espectral de Lg. Fizando os sinais da primeira
linha de @ tais que eles sejam ndo-negativos e ordenando-se os autovalores em ordem crescente na
diagonal, entdo X\ e q sdo independentes. Além disso, a densidade conjunta de autovalores é:

g5(\) = " AN ]51_[/\6" pm+(8-2))/ exp( Z)\k/2> (4.5.10)
k=1

Demonstragao. Utilizando os resultados apresentados nos lemas a escrevemos primeira-
mente a densidade conjunta dos elementos de Bg obtida a partir das distribuicoes independentes
das varidveis da diagonal e da subdiagonal, utilizando a notagao utilizada no lema [£.2.4}

(dBg) = p(z, y)da;dy—cnm%yH Bn/Q pi= 1exp z3/2) Hym 1exp yjz/2)d:1:dy (4.5.11)
=0

de modo que, para a matriz tridiagonal:
(dLg) JBHTM(QU y)dxdy

n—2
= 27 gy Y P exp(—ad/2) ] 2l exp(—a/2)

k=0 (4.5.12)
x Hyﬁk " exp(—yp)dady
onde
TToi T (k) T T (% = Se = 1)
Cnymsz,y = 92m—1 . (4513)
é a constante de normalizagé(ﬂ Realizando a mudanca de varidveis, teremos que:
n—1 n—1 —
- —B(n—1)—2
(0L5) = 2 e o0 (— zxzk/z> o (- ot TTowampat 0
k=0 k=1 k=1
N—2
- k—
X H m?\ﬁ H y/B 1dqd)\
k=0 (4.5.14)

n
= 27ncn,m;a:,y exp <_ Z xi—k/2> €xp <_ Z yl%/2>
k=0 k=1

Bn B(m—1)-2 n—lyﬁk

N
Hk:1 qk

Utilizando os lemas anteriores, a expressao do determinante da transformagao pode ser combinada
com a forma dos elementos b, de modo que

[ ok 122 (@rpryn)®
A(N) = e lq: — A\ = 71“1-1[k v

90s fndices {z,y} denotam as coordenadas de origem.
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que pode ser incorporado a equacao (4.5.14)), separando-se os termos convenientemente:

« - [Tt (e aye)
(dLg) =2 cpyexp | — E a:?l_k/Q exp | — E yz/2 k=1 >
k=0 k=1 Hk:l qdk
n—1

n—1
-1 Bn B(m—1)—2
X H a " dgd\
= k=0

n—1 n
= 27"Cp miz,y XD <— Z :ci_k,/2> exp (— Z y,%/2> A(N)P
k=1

x qu ! Hﬁ” Bm=1=210d .

O trago e o determinante de uma matriz sao invariantes sobre transformagdes de similaridade
ortogonais, de modo que Tr(Lg) = Tr(A) e det(Lg) = det(A). Ou seja, observando as equagoes
(4.2.14) a (4.2.16) e a forma da matriz tridiagonal, obtemos que:

N-1 N-1 N
2 2 _ A

Tn_1t Yi = k

k=0 k=1 k=1

N-1 N

2

| EEEE I RY

k=0 k=1

(4.5.15)

de modo que

N
(dLg) = ( g H q 1dq> (N!c%me SN2 AP T Af(mN“V“dA) (4.5.16)

k=1
que, novamente, é separavel em ¢ e A, garantindo a independéncia mutua. A constante cqﬁ é a
mesma do ensemble S-Hermite, em (4.3.10]). O

Este teorema, portanto, generaliza o resultado do ensemble de Wihsart para o caso de um (8
geral.

4.6 Matrizes dos Ensembles § Pseudo-Hermitianos

H& ainda um outro ensemble de autovalores reais derivado do ensemble S-Hermite geral. Trata-se
do ensemble S-Hermite Pseudo-Hermitiano. Este ensemble baseia-se na existéncia de sistemas nao-
hermitianos de autovalores reais [40], um exemplo do qual é o ensemble obtido a partir da quebra
de simetria da forma ( do ensemble de Hermite.

A obtencao deste ensemble parte da forma tridiagonal do ensemble S-Hermite. No forma-
lismo previamente exposto [28], a matriz tridiagonal é simétrica, tendo os elementos de ambas as
subdiagonais iguais. Sendo assim, introduz-se a quebra de simetria tal que

al b1
c1 az by
Ay — (4.6.1)

Cn—2 Gp—1 bp_1
Cn—1 an,
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onde a; ¢ uma varidvel gaussiana padrao, by e ¢ sao varidaveis independentes sorteadas de uma
distribuigao xg(,—x)- Devido a quebra de simetria, nao ¢ garantida a forma para o limite
assintotico. Visto que o desdobramento desta quebra seria o aumento do ntmero de graus de
liberdade, os argumentos utilizados para a deducao das formas assintéticas nao seriam mais validos.

Partindo-se, e.g., do caso ortogonal (GOE), vé-se que a matriz H nao é mais simétrica. Isto
implica que ha N? elementos independentes da matriz. Ou seja, os N autovalores, {0}, e os
N(N —1) = ¢ termos adicionais, {p,}, necessarios descrevem completamente os elementos Hy,; da
matriz. Por simplicidade, reintroduz-se a notagao utilizada anteriormente:

0= {0k}tr=1,. N
s . Q=0uUp.
{ P = {Putumr...c P

E necessédrio, novamente, realizar uma transformacao de varidveis na distribuicao de probabilidade
descrita por

RVHC 2 RNHC L (HY = 3(6, p) (4.6.2)

cujo Jacobiano é dado por

(4.6.3)

0d(0, o(Hq1, Hia, ..., H
J@(@,p):‘ (p)‘:‘ (Hi1, Hi2 NN)

8(9) 8(91,...,91\7,]?1,...,])() '

No entanto, esta matriz nao é mais ortogonal. Portanto, nao hd uma forma simples de decompor
Jo(0,p), como no GOE. Por este motivo, nao é garantido em primeira andlise que a forma do en-
semble pseudo-Hermitiano serd similar & do ensemble GOE. Os resultados apresentados no apéndice
[A] nos permitem dizer que os autovalores desta matriz tridiagonal sao reais.

De maneira analoga, é possivel generalizar o ensemble de Wishart para o ensemble g-Laguerre
Pseudo-Hermitiano. A obtencao deste ensemble parte da forma bidiagonal do ensemble S-Laguerre.
No formalismo previamente exposto [28], as matrizes bidiagonais utilizadas para produzir a matriz
sao idéntica, de modo que geram uma matriz tridiagonal simétrica. Para a quebra de simetria sao
geradas duas matrizes, cujas diagonais sdo iguais mas cujas subdiagonais sdo distintas. Ou seja,
criam-se duas matrizes

a a

b as 1 a2
Ag=| 7 . By= o (4.6.4)

bn—1 am Cm—1 Om

onde ay sao variaveis independentes sorteadas de uma distribuigao X2, g(k—1), bk € ¢k sdo varidveis
independentes sorteadas de uma distribuigao xg(,—x). Os resultados apresentados no apéndice
nos permitem, novamente, dizer que os autovalores da matriz tridiagonal resultante do produto
ABT s3o reais.

No capitulo [5| serao apresentados estudos numéricos que exploram estas propriedades dos
sistemas pseudo-hermitianos juntamente aos hermitianos dos ensembles (5.



Capitulo 5

Estudos Numéricos nos Ensembles
p-Hermite e S-Laguerre

Realizaram-se cédlculos das propriedades estatisticas dos ensembles S-Hermite e -Laguerre com o
uso de ferramentas computacionais. Estudou-se as distribuigoes de autovalores e as estatisticas dos
autovetores de ambos os sistemas. Apresentam-se aqui os resultados obtidos.

5.1 Calculo Numérico de Autovalores no Ensemble S-Hermite

O estudo tedrico das distribuigoes dos autovalores de matrizes aleatdrias pertencentes ao ensemble
[-Gaussiano produz diversas formas analiticas para as distribuicGes de autovalores e espacamento,
conforme o apresentado no capitulo [2| No entanto, a visualizacao de tais propriedades nao é direta
para a maior parte das matrizes, visto que as formas das distribuicoes, e.g. e , sao
pouco palataveis.

Por este motivo, para que se obtenha uma abordagem fenomenoldgica do problema sao ne-
cessarios calculos numéricos para o estudo de propriedades longe dos limites assintoticos que podem
ser calculados. Para isto, utilizamos calculos computacionais de autovalores por duas ferramentas
distintas. A estatistica de autovalores foi calculada utilizando a biblioteca CULA [35], enquanto o
célculo de entropias de autovetores foi realizado utilizando a plataforma GNU Octave [34]. Ambos
os célculos se baseiam no uso da decomposicao QR [20] da matriz aleatéria M, pertencente a um
dos ensembles estudados.

Neste método, parte-se da equagao de autovaloresE]

My =My = (M- =0

que leva a equacgao caracteristica da matriz M, dada por p(A) = det(M — AI) = 0. A decomposicao
QR consiste em escrever a matriz M como um produto entre uma matriz ortogonal () e uma matriz
triangular superior R, ou seja:

M=QR , QQ=1I, {R},;=0 sc i>j

Esta decomposigao é garantida [37] para matrizes quadradas, o que pode ser demonstrado por
indugao em rotores de Givens [8]. Portanto, serd utilizado o algoritmo de Francis [9, |10, 12] para
o calculo dos autovalores, também chamado de algoritmo QR implicitamente deslocado. Este algo-
ritmo consiste em primeiramente utilizar uma sequéncia de transformacoes unitdrias que transforma

1Utiliza-se aqui a notacio AW para denotar a k-ésima interacdo da matriz A.

31
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a matriz M©) em uma matriz de Hessenberg superior, o que significa uma matriz tal que {M};;=0
se i > j 4+ 1. Ou seja, tranforma-se a matriz M©) a uma forma:

* ok ok k%
* % ok k%
* ok ok ok
* ok ok

* %

obtida por uma sequéncia de transformagoes de similaridade {n;}i=1,.n» — 17 = H?Zl 1; de modo
que:

n -1 n
MO =y~ Mny = (Hm) M <H m) ol =n7t Vi
=1

=1

Nestas condigoes, o algoritmo de Francis converge a sequéncia de matrizes {M (k)}k:071,,._ a uma
matriz triangular superior. Para tanto, no passo k, toma-se um deslocamento p na matriz a, ou seja
(k) pf — pI e observa-se a primeira coluna desta matriz, em outras palavras:
miy —p
myy
pF) = 0

0

Encontra-se entao o rotor 1-2 |37] Q(()k_l) que elimina o elemento da segunda linha de p®) A trans-
formagcao (Q(()k_l))TM ko (Q(()k_l) VIM kQék_l) combina as primeiras duas colunas de MF¥, fazendo
com que surja um elemento nao nulo perturbando a forma de Hessenberg superior. O resto da
iteragao consiste em retornar a matriz a forma de Hessenberg, utilizando rotores (i,i+1) para elimi-
nar sucessivamente os elementos que perturbam a forma de Hessenberg, de modo que a interacao
completa se torna:

M (U0 (QYg) art gl Vgl gl
A interacdo é mantida até M* convergir a uma forma triangular superior. Neste ponto, os autovalo-
res sao os elementos da diagonal e o procedimento pode ser interrompido. Este processo é conhecido
também como interacao de Francis de primeiro grau.

Algumas propriedades de M podem facilitar o procedimento. Matrizes simétricas, por exem-
plo, se tornam tridiagonais [37] e possuem escolhas convenientes de shift para acelerar a con-
vergéncia. E também possivel introduzir interagoes de graus superiores, mas estas se tornam muito
custosas rapidamente.

A comparagao da distribuigdo dos autovalores no limite assintético teérico requer o calculo da
estatistica de autovalores para matrizes de odem grande. Para tanto, foram geradas 2500 matrizes
independentes de tamanho 256 e seus autovalores foram acumulados para se obter uma medida
de frequéncia estatistica dos autovalores. Foi também introduzida uma quebra da hermiticidade
conforme [40], de modo a estudar os efeitos da pseudo-hermiticidade no espectro. Os resultados
podem ser vistos nas figuras apara g € {0.5,1.0,2.0,5.0} e sdo comparados com a distribui¢ao
do semi-circulo de Wigner [6].
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O comportamento dos limites da distribui¢ao observado com o aumento do parametro 3 esté
de acordo com o esperado para o limite assimptético tanto do caso hermitiano quanto do caso
pseudo-hermitiano [40, 33|. A amplitude na qual os autovalores se espalham se estende por um raio
de v/2n6, como no semi-circulo de Wigner. De fato, a curva do semi-circulo de Wigner normalizada
descreve bem a distribuicao observada nos autovalores.

Calculou-se também o comportamento das distancias entre os niveis, a partir do espagamento
entre autovalores consecutivos em uma mesma matriz. Para tanto, foram realizados cédlculos com
matrizes do ensemble de Hermite com valores distintos de 8. Os célculos foram realizados utilizando
o espagamento padronizado a partir da transformacao Os resultados sao apresentados nas
figuras a e mostram a média do espacamento aumentando com o aumento do 5, bem como
a dispersao em torno da média diminuindo. E também possivel observar o surgimento de uma
separagao, com o aumento de 3, entre as matrizes pseudo-hermitianas e a hermitianas.

5.2 Calculo Numérico de Autovalores no Ensemble g-Laguerre

Foram geradas 4000 matrizes independentes de tamanho 512 e seus autovalores foram acumulados
para se obter uma medida de frequéncia estatistica dos autovalores. A convergéncia das matrizes
no ensemble de Laguerre se mostrou consideravelmente mais lenta do que no ensemble de Hermite,
exigindo o aumento do tamanho das matrizes bem como o ntimero de matrizes utilizadas. Os
resultados podem ser vistos nas figuras a para 8 € {0.5,1.0,2.0,5.0}. Fixando-se o 3, o
tamanho m da matriz tridiagonal triangular superior utilizada para gerar a matriz do ensemble de
B-Laguerre foi variado em cada caso, e sao apresentadas e seguir.

Posteriormente, procedimento andlogo foi realizado para estudar o comportamento de diversos
[ para um mesmo tamanho secundario da matriz tridiagonal triangular superior. Estes resultados
sao apresentados nas figuras a O estudo das propriedades deste ensemble se mostrou
consideravelmente mais custoso para m < n, em especial se comparado ao ensemble S-Hermite.
As operacdes de multiplicacio, mesmo quando feitas de maneira esparsa, requerem O(n?), sdo
relativamente custosas. Além disso, a subdeterminacdo dos sistemas m < n fazem com que a
estatistica completa do sistema exiga um nimero muito maior de casos estudados para se oter uma
curva aproximada da distribuicdo. Isto pode ser visto, em especial, se comparados os casos de
m > n com m < n, que - com o0 mesmo nimero de interacées - possuem uma forma bem melhor
determinada para m > n.

Um resultado evidente é a simetria observada entre as estatisticas para m < n e m > n,
com a indicacdo da existéncia de um comportamento critico para m = n. Além disso, observa-se
que o limite de ocorréncia de autovalores se desloca com a variacdo de m. Ambas as propriedades
parecem ser menos acentuadas com um aumento apdés m = n do que com um decréscimo antes de
m = n. Ou seja, a taxa de aumento do ponto limite é maior apds a criticalidade do que antes da
criticalidade. O deslocamento do pico também se comporta da mesma forma.

5.3 Estatistica de Autovetores no Ensemble S-Hermite
O estudo do comportamento da entropia dos autovetores foi realizado partindo da interpretacao

probabilistica da ocupacao dos autovetores. Partindo da normalizacao na norma euclidiana usual
do p-ésimo autovetor de uma matriz Ag de ordem N,

i ’uéu)‘Q _1
k=1
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2

interpretamos os {‘u,(c“ )‘ } como probabilidades de ocupacgao dos n estados da base. Desse
k=1,..,.N

modo, calcula-se a entropia de um dado estado u, em unidades convenientes, como:

50— =5 [uf? 1 ful] (531)
k=1

Estudamos esta estatistica do sistema, gerando matrizes aleatérias independentes para diversos
valores de 5. Consideramos entao a interpretacao do valor médio de S no conjunto dos autovetores,

S = Z S /n
pn=1

como o logaritmo dos estados ocupados do sistema. A entropia nos permite o calculo do nimero de
estados ocupados 2 de um sistema, a partir da relacao:

S=kplnQ - Q=exp (;) = exp(Sy) (5.3.2)
B

onde S, denota a entropia em um sistema de unidades onde kg = 1.

Comparamos os resultados com um conjunto de matrizes independentes pertencentes ao GOE
usual, sem realizar nenhuma transformacao de tridiagonalizacao. Os resultados sdo apresentados
nas figuras e

O estudo das tendéncias do grafico mostra que enquanto o GOE tende, no limite N — oo, a
se estabilizar para uma ocupacao média de n/2 estados, o ensemble S-Hermite tende a, lentamente,
cair para 0. A primeira afirmacao fica clara ao observarmos a figura [5.19] onde vé-se que a razao
exp(S) tem um comportamento assintoticamente estavel para n crescente, na qual o nimero de
estados ocupados parece tender a uma reta constante. Ja na figura [5.20] vemos uma tendéncia de
queda a zero. Ajustes da forma

exp(S) = AN”

realizados na parte final, cujo comportamento se mostra mais regular que a regiao de pequenos
n, produzem resultados que corroboram esta conclusao visual. Na tabela apresentamos os
resultados dos ajustes, com a incerteza numérica associada. Observa-se que enquanto o GOE
tradicional de Wigner tende a uma ocupacao limitrofe compativel com exp(S) = %nl, as matrizes
do B-ensemble tem sua ocupacao continuamente decrescente para exp(S) ~ AgN 7(8) onde devemos
ter que 0 < y(B) < 1. Isto indica que as transformagoes de base durante a tridiagonalizagdo nos
permitem escrever os ensembles gaussianos em uma base mais localizada, cuja ocupacao média se
torna nula para matrizes grandes. Isto sugere que haja apenas um conjunto finito de estados na
qual a ocupacao seja nao-desprezivel.

5.4 Estatistica de Autovetores no Ensemble (-Laguerre

De forma anéloga ao realizado para o ensemble de Hermite, estudamos a entropia de sistemas do en-
semble -Laguerre geral, gerando matrizes aleatérias independentes para diversos valores de 8 e com
dimensdes secundarias variadas. Novamente consideramos a interpretagao de S como o logaritmo
dos estados ocupados do sistema, de modo que a razao exp(S)/N fornece, neste contexto, o nimero
de estados ocupados. Comparamos os resultados com um conjunto de matrizes independentes per-
tencentes ao ensemble de Wishart real, sem realizar nenhuma transformacgao de tridiagonalizacao.
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L8 | A [ v |
1.5-7 =0.0585... | 0.0818(18) | 0.8141(31)
1.576 =0.0877... [ 0.1029(23) | 0.8265(31)
1.57° = 0.1316... | 0.1275(28) | 0.8421(31)
1.5-% =0.1975... | 0.1426(31) | 0.8708(31)
1.573 =0.2963... | 0.1923(42) | 0.8738(31)
1.572 = 0.4444... | 0.229(05) | 0.8903(31)
1.5-1 = 0.6666... | 0.270(06) | 0.9057(31)
1.59 =1 0.312(07) | 0.9168(31)
1.5t =15 0.375(08) | 0.9238(31)
1.572 =225 0.406(09) | 0.9368(31)
1.573 = 3.375 0.444(10) | 0.9424(31)
1.5 = 5.0625 0.484(11) | 0.9445(31)
1.51° = 7.5937.. 0.502(11) | 0.9494(31)
1.576 = 11.3906... | 0.523(11) | 0.9508(31)
1.517 = 17.0859... | 0.524(11) | 0.9554(31)
GOE 0.491(11) | 0.9975(31)

Tabela 5.1: Valores ajustados para os coeficientes assintoticos da entropia no ensemble S-Hermite.

Os resultados sao apresentados nas figuras e

Neste caso, observamos que o comportamento assintético dos autoestados é de se localizar com-
pletamente para os ensemble B-Laguerre, visto que a fragao de estados ocupados rapidamente vai
a zero. Também vé-se que este comportamento independe do valor de § e parece estar ligado a
prépria estrutura da matriz deste ensemble, uma vez que os resultados para distintos valores de
beta se sobrepoe resultando em uma curva tnica. O ensemble de Wishart real, possui um limite
assintético similar ao limite do ensemble Gaussiano, mas cuja convergéncia é substancialmente mais
lenta.
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5.5 Figuras

Apresenta-se aqui as figuras referentes aos cdlculos realizados. A tabela reune as propriedades
de cada figura.

Contetudo Ref.
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 3 € {0.5,1.0,2.0,5.0} 5.1
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 8 = 0.5 5.2
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 8 = 1.0 5.3
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 8 = 2.0 5.4
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 8 = 5.0 5.5
Estatistica da frequéncia de ocorréncia do espagamento de autovalores para § = 0.5 5.6
Estatistica da frequéncia de ocorréncia do espagamento de autovalores para 5 = 1.0 5.7
Estatistica da frequéncia de ocorréncia do espagamento de autovalores para = 2.0 5.8
Estatistica da frequéncia de ocorréncia do espagamento de autovalores para = 5.0 5.9
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 8 = 0.5 no ensemble $-Laguerre. 5.10,
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para f = 1.0 no ensemble -Laguerre. 5.11
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para S = 2.0 no ensemble S-Laguerre. 5.12
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 0.25 - n no ensemble g-Laguerre. 5.13
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 0.50 - n no ensemble g-Laguerre. 5.14
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 0.75 - n no ensemble S-Laguerre. 5.15
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 1.00 - n no ensemble §-Laguerre. 5.16,
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 1.25 - n no ensemble S-Laguerre. 5.17|
Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 1.50 - n no ensemble S-Laguerre. 5.18
Razao da exponencial da entropia por nimero total de autoestados dos auto estados para o ensemble de S-Hermite,

em escalas linear, a esquerda, e logaritmica, a direita. A barra lateral indica o valor da temperatura 1/8. 5.19
Razao da exponencial da entropia por nimero total de autoestados dos auto estados para o ensemble de -Laguerre,

com dimensao secundéria m = 10, em escala logaritmica. A barra lateral indica o valor da temperatura 1/0. 5.20
Razao da exponencial da entropia por nimero total de autoestados dos auto estados para o ensemble de -Laguerre,

com dimensao secundéria m = 30, em escala logaritmica. A barra lateral indica o valor da temperatura 1/0. 5.21
Razao da exponencial da entropia por nimero total de autoestados dos auto estados para o ensemble de -Laguerre,

com dimensao secundéria m = 60, em escala logaritmica. A barra lateral indica o valor da temperatura 1/0. 5.22
Razao da exponencial da entropia por nimero total de autoestados dos auto estados para o ensemble de -Laguerre,

com dimensao secundéria m = 75, em escala logaritmica. A barra lateral indica o valor da temperatura 1/0. 5.23

Tabela 5.2: Tabela de referéncia das figuras apresentadas.
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Figura 5.1: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 8 € {0.5,1.0,2.0,5.0}.
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Figura 5.2: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 8 = 0.5
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Figura 5.3: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 8 = 1.0
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Figura 5.4: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para g = 2.0
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Figura 5.5: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 8 = 5.0
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Figura 5.6:
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Estatistica da frequéncia de ocorréncia do espacamento de autovalores para 5 = 0.5
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Figura 5.7: Estatistica da frequéncia de ocorréncia do espacamento de autovalores para 8 = 1.0



-

44CAPITULO 5. ESTUDOS NUMERICOS NOS ENSEMBLES 3-HERMITE E 3-LAGUERRE

f(AL)

0.8 1.0 1.2

0.6

0.4

0.2

0.0

—— PB=2.0, Hermitiana
—— P=2.0, Pseudo-Hermitiana

AL

Figura 5.8: Estatistica da frequéncia de ocorréncia do espacamento de autovalores para 8 = 2.0
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Figura 5.9: Estatistica da frequéncia de ocorréncia do espacamento de autovalores para 8 = 5.0



-

46 CAPITULO 5. ESTUDOS NUMERICOS NOS ENSEMBLES 3-HERMITE E 3-LAGUERRE
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Figura 5.10: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 5 = 0.5 no ensemble 3-Laguerre.
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Figura 5.11: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para = 1.0 no ensemble S-Laguerre.
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Figura 5.12: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para 5 = 2.0 no ensemble 3-Laguerre.
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Figura 5.13: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 0.25 - n no ensemble S-Laguerre.
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Figura 5.14: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 0.50 - n no ensemble S-Laguerre.
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Figura 5.15: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 0.75 - n no ensemble S-Laguerre.
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Figura 5.16: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 1.00 - n no ensemble S-Laguerre.
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Figura 5.17: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 1.25 - n no ensemble S-Laguerre.
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Figura 5.18: Estatistica da frequéncia de ocorréncia dos autovalores para m = 1.50 - n no ensemble S-Laguerre.
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Figura 5.19: Razao da exponencial da entropia por nimero total de autoestados dos auto estados para o ensemble de S-Hermite, em
escalas linear, a esquerda, e logaritmica, a direita. A barra lateral indica o valor da temperatura 1/4.
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Figura 5.20: Razao da exponencial da entropia por nimero total de autoestados dos auto estados para o ensemble de S-Laguerre, com
dimensao secundéria m = 10, em escalas linear, a esquerda, e logaritmica, a direita. A barra lateral indica o valor da temperatura 1/4.
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Figura 5.21: Razao da exponencial da entropia por nimero total de autoestados dos auto estados para o ensemble de S-Laguerre, com
dimensao secundéria m = 30, em escalas linear, a esquerda, e logaritmica, a direita. A barra lateral indica o valor da temperatura 1/4.
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Figura 5.22: Razao da exponencial da entropia por nimero total de autoestados dos auto estados para o ensemble de S-Laguerre, com
dimensao secundéria m = 60, em escalas linear, a esquerda, e logaritmica, a direita. A barra lateral indica o valor da temperatura 1/4.
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Figura 5.23: Razao da exponencial da entropia por nimero total de autoestados dos auto estados para o ensemble de S-Laguerre, com
dimensao secundédria m = 75, em escalas linear, a esquerda, e logaritmica, a direita. A barra lateral indica o valor da temperatura 1/4.
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Capitulo 6

Conclusoes e Consideracoes Finais

Neste trabalho, buscou-se apresentar de forma abrangente os aspectos fisicos dos ensembles (3,
com experimentos computacionais que permitissem uma melhor visualizagao das propriedades es-
tatisticas dos sistemas correspondentes. A profundidade da abordagem foi a maior possivel, mas
observou-se também a necessidade de evitar demonstracées que pouco contribuissem com a me-
todologia envolvida. Neste sentido, o texto deve ser capaz de guiar a construgdao do tratamento
original dos ensembles [ Hermite e Laguerre e garantir as bases para estudos mais aprofundados
da localizacao dos autoestados deste sistema.

Foram estudados os ensembles de matrizes aleatérias generalizados desenvolvidos por Dimitriu
e Edelman [28]. Estes modelos, introduzidos como uma forma geral do threefold way de Dyson
[11], permitem a interpretacao do parametro  como a temperatura de um ensemble estatistico.

No capitulo [2] se construiu o ensemble Gaussiano a partir das propriedades estatisticas dos
elementos das matrizes deste ensemble. Foi derivada por meio de ferramentas matematicas esta-
belecidas na literatura [33] a distribuicdo conjunta para 5 = 1,2,4 dos autovalores deste tipo de
sistema. Estes resultados foram cruciais para o desenvolvimento, no capitulo |4| das propriedades
estatisticas dos ensembles 3 generalizados.

No capitulo [3[se construiu o ensemble de Wishart de maneira andloga ao que foi realizado no
capitulo anterior. Neste caso, foi utilizada uma abordagem mais préxima & estatistica multivariada.
Isto se deu em parte devido ao fato da literatura mais rica neste ensemble ser advinda diretamente
do trabalho na drea de estatistica [14, |L5]. Os resultados obtidos a respeito da distribuicao dos
autovalores para 8 = 1,2, 4 foram posteriormente utilizados na generalizagao similar a do ensemble
Gaussiano, para a forma [ geral deste ensemble.

As formas gerais destes ensembles foram demonstradas por teoremas no capitulo Os en-
sembles de S-Hermite e p-Laguerre, como definidos nestas demonstracées, possuem propriedades
de grande interesse fisico, em particular a similaridade com o que se observa em distribuices de
Maxwell-Boltzmann. Estes aspectos foram abordados a partir da entropia dos autoestados de amos-
tras das matrizes dos ensembles. Isto permitiu que se observassem os comportamentos para grandes
matrizes e com diversos valores de 3, aqui interpretado como o inverso da temperatura.

Foi explorada esta conexao a partir de consideragoes algébricas e cédlculos numéricos. O
comportamento assintético para o limite de grandes matrizes foi estudado, com resultados que sao
compativeis com o limite assintético tedrico calculado por Wigner |7] para as matrizes do ensemble
B-Hermite. O espacamento, por sua vez, demonstrou um comportamento continuo cujo maximo se
desloca com o aumento de 3, indicando maior concentragao das energias acessiveis a estes sistemas
para temperaturas menores.

A partir de resultados recentes, também foram introduzidas quebras de simetria que pre-
servam os autovalores dentro da reta real. Estas perturbacoes, que impedem o uso dos mesmos
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métodos utilizados na extracao das formas analiticas dos ensembles 3, tiveram seu efeito estudado
na distribuicao dos autovalores das matrizes perturbadas. Os resultados, também neste caso, foram
compativeis com o limite assintético de Wigner para o ensemble S-Hermite pseudo-Hermitiano.

Para o ensemble §-Laguerre, os resultados do ensemble pseudo-hermitiano mostraram resul-
tados consistentes com o ensemble S usual. O comportamento do maximo da distribui¢ao conforme
m — nT e m — n~ se mostrou similiar. Esta simetria em torno de m = n indica a possibilidade de
um comportamento critico na regiao.

Os comportamentos das entropias, em ambos 0s casos, mostraram que as formas tridiagonais
dos ensembles S determinam a localizagao dos autovetores do sistema. Isto é ainda mais evidente no
caso do ensemble -Laguerre, no qual os diferentes 3 se tornam indistinguiveis. A comparacao com
o ensemble real - GOE ou Wishart Real - mostra que enquanto estes demonstram uma estabilizacao
do numero de estados ocupados, com um limite assintotico claro, os ensemble § tem sua entropia
rapidamente se tornando menor que o tamanho da matriz. Isto indica um fenémeno de forte
localizagao nestes sistemas.

A construgao realizada ao longo deste trabalho nao apenas oferece uma releitura da abordagem
original de Dimitriu e Edelman [28], mas fornece uma andlise fenomenolégica da fisica envolvida e
sugere novos caminhos a serem seguidos. Em particular, dentre estes caminhos destacam-se o estudo
analitico dos limites assintoticos das grandezas termodinamicas calculadas e sua comparacao aos
resultados obtidos para a localizacao. Tais estudos apresentam potencial de esclarecer o comporta-
mento de localizagdo observado nos S-Ensembles. Destaca-se, também, o estudo da influéncias das
tranformacoes de tridiagonalizacao nesta localizacao. O estudo destes dois fatores pode clarificar o
desvio do comportamento da matriz completa.

E também de interesse investigar os efeitos de perturbacoes mais intensas neste sistema, como
quebras sistemdticas da simetria do sistema, que criem regides nao-fisicas no espectro, i.e. regices
com autovalores fora da reta real. Estudos anteriores [23] mostram que perturbagoes em modelos
fisicos nao-hermitianos podem promover situagoes de interesse, que se conectam com perturbagcoes
introduzidas em um modelo de 8 ensemble geral. O estudo destes aspectos serd o foco de trabalhos
futuros, cuja base estd sedimentada no trabalho aqui descrito.



Apéndice A
Teoria de Matrizes

Neste apéndice, apresentam-se resultados de matrizes que sao utilizados no decorrer da dissertacao.

A.1 DMatrizes Ortogonais
Matrizes ortogonais sdo definidas do seguinte modo |27} 37]:

Defini¢ao A.l.1. E dito que uma matriz A € My (K) € ortogonal se A=t = AT. Em outras
palavras, A é uma matriz ortogonal se, e somente se:

AAT =ATA=1T.
Segue imediatamente da definicdo o seguinte resultado.

Corolério A.1.1. Seja A € My, (K) uma matriz ortogonal. A soma dos quadrados dos elementos
de uma linha ou coluna de A é 1, enquanto a soma dos produtos dos elementos de duas colunas
distintas € zero. Ou seja:

{AAT}, = AGAL =) A = bi
k=1 k=1

e ainda:
{ATA}, =3 Al A =) AriAry =6y
k=1 k=1

H& também duas propriedades de matrizes ortogonais que devem ser evidenciadas.

Propriedade A.1.1. Se A € My,xn(K) € ortogonal, entao |det A| = 1.

Demonstragcao. Uma vez que A é uma matriz quadrada ortogonal, a propriedade segue imediata-
mente do fato de que det AT = det A e que det AB = det BA:

det AAT = det I — det Adet AT =1 — (det A)> =1
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Propriedade A.1.2. Sejam A € M, ., (K) ortogonal e dois vetores u,v € K" tais que

v = Au.
FEntao:
n n
vi=Y u}
k=1 k=1

Demonstragao. Utilizando a ortogonalidade, obtemos:

n n
g v,% =oly = (Au)TAu =ul AT Ay = uTu = E u%
k=1 k=1

A.2 Matrizes Unitarias

Matrizes unitédrias sdo definidas como [36, 37|

Definicao A.2.1. E dito que uma matriz A € Myxn(K) € unitdria se A= = At Em outras
palavras, A € uma matriz unitdria se, e somente se:

AAT=ATA=1.
Seguem da defini¢ao alguns resultados relevantes.
Propriedade A.2.1. A matriz diagonal que representa uma matriz unitdria € da forma
D = diag(exp(i61),exp(if2),...)
onde {61,02,...} CR.
Demonstragao. Considerando A unitéria, teremos que:
At=UDIU=A"'=U'D'U
Portanto DT = D! e como D ¢é diagonal, temos que para todo z; € diag(D) , |%|? = 1. O

Propriedade A.2.2. Toda matriz unitiria A pode ser escrita da forma A = exp(iH) onde H é
hermitiana.

Demonstragio. Se A é unitéria, entdo A = UT exp(i6)U onde U é unitaria e 6 é diagonal e real.
Desse modo, tomando H = UTOU temos A = exp(iH). O

Propriedade A.2.3. Qualquer matriz A unitdria e simétrica possui uma decomposi¢do da forma
A=UUT onde U é unitdria.

Demonstragio. Se A é unitéria, pela propriedade anterior, A = exp(iH) = exp(iH/2) RRT exp(iH/2)
onde R é uma matriz real ortogonal qualquer. Em particular, pode-se tomar R = 1 a matriz iden-
tidade. O
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A.3 Resultados de Autovalores e Autovetores
A equagao de autovalores de uma dada matriz quadrada de odem n, A € M(C) é definida por
Au® = \u®

cujas solugoes {(Ag}r=12,..n 580 os autovalores e {U(k))}kzl’gw.7n sao autovetores da matriz A. Sao
conhecidos resultados da teoria de autovalores |17, |19] que:

Proposicdao A.3.1. Seja T wma tranformacdo unitdria, ou seja, tal que T~' = TT. Entdo os

autovalores da matriz TAT ™! sdo os mesmos da matriz A e os autovetores se transformam sequndo
Tu®) V.

Corolario A.3.1. A transformacdo unitdria T da matriz TAT ™! preserva a norma dos autovetores.

Enuncia-se também o teorema devido a Paige e disponivel como o teorema 7.9.2 de Parlett
[22] a ser utilizado para o determinante de Vandermonde.

Teorema A.3.1. Seja T = WAWT a decomposicio espectral da matriz quadrada tridiagonal de
ordem n T descrita por

T, = ’ T
I { /Bmin(i,j) > |7’ - J‘ =1

W = 8§,...,8, € ortogonal e A = diag(\1,...,\n). Entao, para | < m e todo j, os elementos
s15(= é;rsj) dos autovetores normalizados de T' obedecem

X/1:n<)‘j)slj8mj = Xl:lfl()‘j)ﬁl S ﬁm—1X;n+1:n(Aj)
onde f' denota a derivada de f,

det|t — Thnn], m<p

e Tin:p € 0 bloco diagonal de T' de primeira linha m e dltima linha p. Em particular, se A\j € um
autovalor simples, i.e. tem multiplicidade algébrica = 1:

15 = X1:1—1 (X)) Xt1:m (N /X 1n (A))

A.4 Vandermonde

Apresenta-se aqui um lema referente aos determinantes de Vandermonde:

Lema A.4.1. O determinante de Vandermonde dos autovalores ordenados de uma matriz simétrica
tridiagonal de ordem n com subdiagonal positiva € dado por:

14
i b

A()‘) = H()‘Z - AJ) = Hﬂ—1 4

1<j

(A.4.1)

onde q e b sdo como definidos acima.
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Demonstracao. Sejam )\Ek), i =1,...,k os autovalores da submatriz T®), k x k, do canto inferior

direito de T. Entao o polindmio caracteristico Py(z) = Hle(x - Agk)) é o polinémio caracteristico

associado a esta submatriz. Observando a forma da matriz tridiagonal:

an bpr 0O ... 0 10 0 ... 0
bn—l Ap—1 bn_g e 0 : 0O 0 ... O
0 bn_g Ap—3 0 : 0O 0 ... O
|
|
= 0o 0 0 .. gt b 0 .. 0
0 0 0 by |
0 0 0 0 | (k)
0 0 0 0 | r
0 0 0 0
Para k= 1,...,n temos a recorréncia:
Pi(z) = (z — ag)Pr_1(x) — b3_ Py_o(x). (A.4.2)

Se calculamos Pk(Aék_l)) e Pk_l()\yc)), observamos que o produto dos médulos dos polinémios, para
todos os k — 1 e k autovalores, respectivamente, tem o mesmo resultado. A dizer

|| ”\-H\Pk 1 I—H\P A=) (A.4.3)

1<i<k,1<j<k—1

Assim, aplicando ({A.4.2))
PO ™) = WY —ap) Py ) 8 P Y = 82 P (A

que nos permite escrever que

k—1 k—1
[T 28] = (] o1 Pee N = 07 H Pra (W) (A.4.5)
i=1 i=1
Aplicando este procedimento repetidas vezes, para k = n, e aplicando (A.4.3]) obtemos:
I Pnfl@i”‘?’)(
- n—2
=2y ”bi‘l‘; DT [Pasr" )| (A.4.6)
i=1
n—1
S H p2i
i=1
e aqui aplica-se o teorema no caso especial do primeiro vetor-coluna de Q:
P (N Py (\™
g = |Foti)) 1 Fnci ) (A4.7)
FiO) || ™)
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Isto nos permite escrever que

o T [P e
i 2 - 2
i=1 AN AR (A.4.8)
n—1 14
—A(\) = H’ffl bi
Hi:l q;
que prova o resultado. O

A.5 Reflexoes de Householder

As reflexoes de Householder sobre o conjuntﬂ[[{ sao um tipo especifico de transformagoes lineares.
Para um dado vetor u € K" de norma euclidiana ||u|| = 1, a reflexdo de Householder deste vetor é
descrita como:

Q=1-2uu' (A.5.1)
onde I denota a matriz identidade. Elas possuem algumas propriedades [37] de interesse.

Teorema A.5.1. Seja u € K" com |lul| =1, e Q =1 — 2uul. Entdo

(a) Qu=—u

(b) Qu=vseu-v=0
(c) Q=Qf

(d) Q" =Q!

(e) @'=Q

Demonstragao. O item (c) é imediato da transposicao de ). O item (e) é consequéncia imediata
da propriedade transitiva aplicada as propriedades (c) e (d). Portanto:

(a) Qu=(I—2uwu')u=u—2u(uu) =u—2ulul|? = —u
(b) Qu = (I - 2uuhv =v —2u(ufv) =u —2v(u-v). Mas u-v =0, portanto Qu = v.
(d) QTQ = (I — 2uu™)T(I — 2uu’) =1 — 4uu’ + 4(vul) (uu’) =T — dun’ + du(u - w)uf =1
O

Este resultado pode ser estendido para o caso em que u nao é unitario. Assim, estabelece-se
a seguinte proposicao:

Proposicao A.5.1. Seja u € K um vetor ndo-nulo e seja v = 2/||ul|?. O refletor Q = 11 — yuu’
satisfaz:

(8) Qu=—u
(b) Qu=v seu-v=0.

10Onde K =R, C ou H.
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cuja demonstracao ¢ imediata a partir das demonstracoes do teorema original.
Deste modo, é possivel enunciar um outro teorema:s:

Teorema A.5.2. Sejam v,w € K" vetores nao-nulos com v # w mas ||v|| = ||w|. Entdo, existe
um refletor Q) tal que

Qu =w. (A.5.2)
Em particular, existe um refletor que transforma v = [v1,ve,. .. ,vn]T de modo que

Qu=[¢,0,...,0/7 (A.5.3)
onde ¢ € K.

Demonstrag¢do. O objetivo é determinar v tal que (I — yuu®)v = w. Observando que para u =
a(v —w) temos que

2
Q=1- 72a2(w)T —vw? —wol +wwh) (A.5.4)
lv —wll
de modo que
2
Qu=v— Waz (vvTv — vwv — wolv + ww’v)
v —w
A5,
2 (oo )] — o 2Oy ()
lv —wl]? lo —wl]?
de modo que basta escolher « tal que
9 2 2 _ .. _
Al —vew) L ol A6
lv — wll 2([Jv[]* = v w)
de modo que
Qu=v—(v—w)=w (A.5.7)
O

Este método nos permite zerar todos os elementos, a excecdao do primeiro, de um vetor ou
coluna de matriz devido as propriedades de simetria e ortogonalidade do refletor. A extensao para
o caso em que Q' = Q' é elementar a partir da troca da operacio de tranposicio pelo transposto
conjugado e pelo uso do produto escalar adequado ao conjunto C ou H.

A.6 Matrizes Pseudo-Hermitianas
Os operadores que se conectam a seus adjuntos atraves de uma tranformagao de similaridade

AT = nAn! (A.6.1)
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sao conhecidos como operadores pseudo-hermitianos [30]. Estes operadores compartilham seus
autovalores com seu adjunto. Em particular, é conhecido que [40] matrizes reais tridiagonais de
ordem n da forma

al b1 0 e 0 0
C1 a9 bg e 0 0
0 co asz ... 0 0
A= . . . : : (A.6.2)
0 0 0 ... ap—1 by
0 0 0 ... chpo1 ap

podem ser relacionadas com seu adjunto a partir de uma transformacao que verifica a equacao

(A.6.1)). Esta tranformacao é dada pela matriz diagonal n

b1 bib biba . ..bn—
n:dmgoﬂl,12wu,12 "1> (A.6.3)
C1 C1C2 C1C2...Cph—-1
cuja inversa é n~! = diag (nk_l)k:l - Desse modo, podemos escrever:
1 se k=1
Nk = (A.6.4)
=) % sek>1
de modo que:
1 sep=q=1
1><b1><1%201 sep=1,¢g=2
Ié—ixclxlzbl sep=2,q=1
—1
{nAn"}, =
p,q —1 —1
Hf:1%XapXHf:1%=ap sep=q>1
—1
qu:1%><cq><l_[zq:1%§=bq sep=q+1>2
(A.6.5)
-1
H?:l%quXHlez%:cp seq=p+1>2

ap C1 0 0 0

by as co ... 0 0
ey

0O 0 0 ... ap-1 bp_1

0O 0 0 ... cho1 ap

Esta matriz é de particular interesse, pois no caso em que os produtos bicp sao reais, os
autovalores de A sdo reais. Isto pode ser visto uma vez que neste caso é possivel definir uma matriz
77% definida como a matriz diagonal cujos elementos sao as raizes quadradas dos elementos da matriz
n tal que
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que é uma matriz hermitiana. Portanto, os autovalores da matriz A sdo iguais aos da matriz K
que, pela Hermiticidade, sao reais.



Apéndice B

Probabilidades e Distribuicoes

B.1 Probabilidades

Uma variavel aleatéria [27] pode ser definida em um espaco amostral S da seguinte maneira:

Definicao B.1.1. Seja S um conjunto. Uma funcdo X : S — R € uma varidvel aleatéria se Vs € S,
dr € R tal que v = X (s).

Em um dado espago amostral S, podemos definir a probabilidade Pr(A) de um subconjunto
A C S a partir de trés axiomas:

Axioma B.1.1. Para todo subconjunto A C S, Pr(A)> 0.
Axioma B.1.2. Pr(S)=1

Axioma B.1.3. Para toda sequéncia de eventos {A1, As,...} C S tais que A;NA; =0 sei# j,
oo o0
i=1 i=1

B.2 Teoria de Distribuicoes

Uma probabilidade, ou distribuicdo de probabilidade, em um espago amostral é uma especificacao

de ntimeros Pr(A) que verificam os axiomas a

Definicao B.2.1. Seja A C R um subconjunto do eizo real e Pr(X € A) a probabilidade de que a
varidvel X pertenca ao subconjunto A. Entao Pr(X € A) € igual a probabilidade de que um nimero
aleatorio s seja tal que X (s) € A. Ou seja:

Pr(X e A)=Pr{s: X(s) € A}.

Se o subconjunto A for um subconjunto finito de R, a distribui¢ao é dita discreta. Varidveis
que podem assumir todo valor dentro de um intervalo, limitado ou nao, possuem distribuigoes
continuas. Quando uma distribuicao de probabilidades foi definida para um espago amostral real,
podemos determinar a distribuicao de probabilidades dos possiveis valores de cada varidvel aleatéria
X:

71



72 APENDICE B. PROBABILIDADES E DISTRIBUICOES

Definicao B.2.2. Denota-se wma varidvel aleatoria X como varidvel aleatoria continua se existe
uma fungao f ndo-negativa, definida no eixo real, tal que para todo subconjunto A da reta real, a
probabilidade que X tome um valor em A € a integral de f mo conjunto A. Esta funcdo f € chamada
de fungdo de densidade de probabilidade.

Em particular, para subconjuntos dados por intervalos, a probabilidade de encontrar um
variavel aleatéria continua no intervalo (a, b] é:

b
Pr(a < X <¥;f) :/ f(z)dz. (B.2.1)

O conhecimento da fungao de densidade de probabilidades nos permite calcular grandezas conhecidas
como momentos de ordem n, u,. Estes sao definidos como sendo:

+oo
U = / " f(x)dx (B.2.2)

O primeiro momento é também chamado de valor esperado ou média de . De uma forma geral, o
valor esperado de uma fungao g(x) é determinado por:

+oo
(9); = / o) (z)da (B.2:3)

o que significa que podemos também escrever os momentos como p,, = (™) 2

Seguindo estas definicoes, podemos estender estas definicoes para mais de uma varidavel. Re-
sulta, entao que para um dado vetor de n varidveis aleatérias no corpo K, {z1, z2, ..., xn}T, a funcao
de distribuicdo de probabilidade conjunta sera:

Pr(Q C K" f) = /f(x)d”x (B.2.4)
Q

da qual identifica-se imediatamente a fungao de densidade de probabilidade multivariada f(x), que
imediatamente conduz a definicao de densidade de probabilidade marginal de uma variavel aleatéria
x; € K:

fi(zy) :/ / / / / f(x1, o, ...,y )dr1dxs...dr)_1dT) 41 .. dT)y
D1CK J DyCK Dy 1CKJDpCK D, CK
(B.2.5)

que corresponde a integragao da distribui¢ao conjunta de probabilidades em todas as varidveis exceto
na varidvel z;. A partir desta definicdo, a extensdo para mais de uma varidvel é direta. E, tendo
em consideracao estas definigoes é possivel definirmos a independéncia de duas variaveis aleatérias
a partir de suas distribuicoes:

Definicao B.2.3. Sejam z,y € K duas varidveis aleatdrias de distribuicdo de probabilidades con-
Junta

f:DcK*—»SCR

(z,y) = f(z,y)
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T ey sao ditas independentes se as distribuicdes marginais

fix)= [ flz,y)dy  faly) = | flz,y)dz

D, D,
sao tais que para todo (z,y) € D:
f(z,y) = fi(z) - fa(y).

Desse modo, n variaveis aleatérias sao chamadas de independentes se elas sao duas a duas
independentes.

B.2.1 Transformacgao de Distribuicoes

Seja um vetor x de varidveis aleatdrias com densidade de probabilidade f(x). Seja também um
conjunto de transformacéoes bijetoras e diferenciaveis da formas:

yi = ¢i(x) , Vie{l,2,..,n} (B.2.6)

que mapeiam S C K" — T C K". Desse modo, a relacao biunivoca entre x e y permite inverter as
transformagoe. Ou seja,

T, ’ :L’i:wi(y) , Vi€{1,2,...,n} (B.2.7)

e a transformagao pode ser relacionada pelo determinante Jacobiano

J = det [{ gzj }J . (B.2.8)

Nessas condigdes, denotando ¥(y) = {Y1(y), ¥2(¥), ..., ¥n(y)} = {z1,22, ..., 25} a biunicidade nos
permite obter a probabilidade através de

Pr(S C K" f) = / F)dx = / F(U(y) ()| d"y = / g(y)dy = Pr(T € K":g). (B.2.9)
S T T

Portanto, a densidade de probabilidade de y pode ser escrita como:

9(y) = f(¥(y)) I (¥)] - (B.2.10)

Para a teoria de matrizes aleatoria, é de interesse estudar o efeito de transformacoes lineares bijetora
em vetores de variaveis aleatérias. Neste caso, a transformacao pode ser escrita na forma matricial
comoy = A, x, onde A, é a matriz que representa a transformacao linear £ : x — y. Sendo assim,
o determinante Jacobiano serd dado por:

57/%} —1
J = det =detA.". B.2.11
[{ 5 ] : (B2.11)

cuja existéncia esta garantida pelo fato da transformacao ser bijetora [17].
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B.2.2 Distribuicao Normal

Uma das mais importantes distribuicoes de uma varidvel real que se encontra no contexto da fisica
é a distribuicao Gaussiana, ou normal. Esta distribuigao é descrita por:

T — )2
N,g2(z) = \/211_76Xp{—(20_2'u)} (B.2.12)

onde a notagao N, ,2 determina a distribuigao através dos valores da média 1 = p e variancia
po — p2 = o2, A distribuicio N0, 1] é recorrente e recebe o nome de distribuigao normal padrao.
Para uma amostra de n variaveis aleatérias independentes retiradas de uma distribuicao normal de
média p e varidncia o2, a distribuicdo conjunta da amostra x = (21,2, ..., z,) é

n

fax) = [T Ny x) = W exp {—2; S (e — M)Q} . (B.2.13)
k=1

k=1

Seja um vetor aleatério x de varidveis independentes com distribui¢ao Ny ,2(z),Vk € {1,2,...,n}.
Seja, também, vetor y, relacionado com x por uma transformacao ortogonal A de modo quey = Ax.
A equagao (B.2.11)) e a propriedade permitem que se determine a densidade de probabilidade
de uma tal transformacao:

_ ! gy 1 1y 201 BRI
g(Y) - |det A|f(A y) - (271'0‘2)"/2 exp{ 20_2 ;.’Ek(y) } - (27'('0'2)n/2 exp{ 20_2 ;yk} .

(B.2.14)

Em outras palavras, se x é um conjunto de varidveis aleatdrias é independentes e identicamente
distribuidas com uma distribuigao N ,2, entao uma transformagao ortogonal deste conjunto y = Ax
também é um conjunto de varidveis aleatorias é independentes e identicamente distribuidas com
distribui¢ao Ny 2.

B.2.3 Distribuigao x,

Seja uma dada amostra aleatéria x de varidveis independentes e identicamente distribuidas com
distribuicdo Ny ,2. E de interesse ao estudo das matrizes aleatérias no ensemble 3 [28] descrever a
distribuicao da estatistica

(B.2.15)

A densidade de probabilidades desta estatistica pode ser obtida observando que a probabilidade de
um ponto do K™-espaco possuir a estatistica x, é:

n 1 1 - 2

1 22 1 22
= 0 W exXp —5 d.’L’ldﬂZ’Qde‘n = W exp —5 0 d.’L‘ldiEle‘n (B216)
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onde 2 = {x € K" | xx” = 22}. O integrando reduz-se, entdo, & superficie de uma hiperesfera
de raio z [24] vezes a espessura infinitesimal da casca esférica. Portanto, a probabilidade de se
encontrar z em um infinitésimo dz é dada por:

dz (B.2.17)

_ _ _ 52
e 1 AR W

——e¢ ——= dz =
(2mo2)n/2 Xp{ 2 [ T(n/2+1)"" ~ 27/2-1(g2)n/20(n)2)
De modo que obtemos a distribuicao y, ja generalizada para ~ graus de liberdade:
y—1 7z2/2
w0 2 0 Fe)
Xr,02(2) = (B.2.18)
0 , caso contrario

Os momentos desta distribuicao sao dados por:

Propriedade B.2.1. O k-ésimo momento de uma varidvel aleatdria com distribui¢ao x. ,2 €

22 ()
SENCOUERYC)
2

Demonstragao. O k-ésimo momento é dado por:

o oo SV Hk—1,—2%/2 00 9Y/2+k/2=1/2,,7/2+k/2-1/2—w |
HE /0 z Xma?(z) < /0 27/2_1(02)7/211(,),/2) z /0 27/2—1(02)7/2I‘(,Y/2) /2w w

" @ PT(/2)

o) k
2k/2 / w#flef’wdw _ 2k/2 F(%)
0 (02072 T'(3)
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