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Resumo
Est�matos são poros responsáveis pela troa gasosa entre a folha e o meio externo.A partir da déada de 80, experimentos revelaram um omplexo padrão espaço temporalna abertura e fehamento dos est�matos. As experiênias apontam para uma possíveloordenação entre est�matos em algumas áreas da folha hamadas de pathes. Essefen�meno é onheido na literatura omo pathy stomatal ondutane. Frequentementea oordenação dinâmia dos est�matos está assoiada à osilações temporais na on-dutânia estomátia (média espaial da abertura dos est�matos).Em 1997 Haefner, Bukley e Mott (HBM) publiaram uma análise numéria de ummodelo dinâmio para explorar o omportamento omplexo dos est�matos. O modelo ébaseado em algumas araterístias onheidas dos est�matos e assume transporte hidríoem uma rede de�nida por uma geometria simples e bastante restritiva. De aordo omos autores, o modelo reproduz qualitativamente os dados experimentais. Reentemente,Ferraz e Prado mostraram que esse modelo não é apaz de reproduzir os resultados exper-imentais. Usando ingredientes do modelo sugerido por HBM, Ferraz e Prado sugeriramuma geometria realístia de distribuição reservatórios hídrios. Embora essa on�guraçãoreproduza os pathes, eles permaneem estátios e nenhuma osilação é observada. Semexplorar detalhes signi�ativos, Ferraz e Prado a�rmaram que a histerese na aberturaestomatal poderia expliar vários aspetos dos resultados experimentais.No presente estudo omprovamos, através de uma abordagem omputaional baseadaem transdutores histerétios, que a hipótese de histerese na abertura dos est�matos defato reproduz qualitativamente os dados experimentais. Em nossa abordagem a histerese3



4na abertura dos est�matos é emulada através de operadores hamados de histerons. Arobustez da hipótese é testada usando diferentes tipos de histerons. Analisamos a or-relação entre os est�matos na rede que simula a superfíie da folha. Observamos que aorrelação entre est�matos depende da geometria da veia. Uma análise detalhada dosparâmetros envolvidos revela uma dependênia entre o período de osilação na ondutân-ia estomátia e o dé�it de vapor d'água entre a folha e o meio ambiente. Esta ara-terístia subjaente ao modelo pode inspirar novas experiênias para testar a hipótese dahisterese na abertura dos est�matos.
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Abstrat
Stomata are pores on the surfae of leaves responsible for ontrolling the exhangeof gas between the plant and the environment. Experiments revealed a omplex spatial-temporal pattern in the opening and losing mehanism of stomata. The main featureof the phenomenon is that stomata appear to be synhronized into lusters, known aspathes. The dynamial oordination of stomata often involves osillations in stomatalondutane.In 1997 Haefner, Bukley, and Mott (HBM) published a numerial analysis of adynami model to explore the omplex behavior of stomata. The model is based onsome known features of the stomata, and assumes that water di�uses within the leavesaording to a simple geometri arrangement. Aording to the authors, the modelreprodues qualitatively the experimental data. Reently, Ferraz and Prado showed thatthe omputational approah of HBM is not able to reprodue the experimental results.Inspired by this model, Ferraz and Prado introdued a new geometri features thatleads to stati pathes of stomata; however no osillation was observed and the pathesremained stati. The authors suggested that hysteresis in stomatal aperture ould explainseveral experimental aspets.We now report a further investigation of the hanges suggested by Ferraz and Pradoin the original model of HBM. The theoretial approah on�rmed that hysteresis in theaperture mehanism of pores reprodues a variety of behaviors of stomatal ondutanedesribed in experiments. We explore the hysteresis feature through the formalism ofhystereti transduer. The robustness of the hystereti assumption is tested by di�erent5



6kinds of hysteresis operators. We analyzed the orrelation among stomata in the lattie.We observed that the orrelation depends on the geometry of the veins. Finally, the anal-ysis of the model reveals a dependene between the period of osillation in the stomatalondutane time series and water vapor pressure de�its ∆w � an external parameter.Further experiments might explore this underlying feature of the model.
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Capítulo 1
Introdução

Est�matos são estruturas elulares presentes nas folhas das plantas que têm o formatode um poro, omo mostra a Figura 1.1, e são esseniais para o equilíbrio �siológio daplanta. Esse onjunto de élulas umprem a função de regular as troas gasosas entre aplanta e o meio ambiente. Se abertos, os est�matos permitem a assimilação do dióxidode arbono (CO2) neessário para realização da fotossíntese e permitem a evaporação daágua, proesso essenial para regular a temperatura interna da planta e manter estávelo �uxo da seiva bruta proveniente da raiz.

Figura 1.1: Imagem produzida por mirosopia eletr�nia [1℄ de est�mato na superfíieinferior de uma folha de tomate (Lyopersion esulentum).1



Introdução 2Através de meanismos metabólios as plantas onseguem ontrolar a abertura dosest�matos, se adaptando às ondições do ambiente, omo disponibilidade de água no solo,umidade da atmosfera ou temperatura externa. Entretanto, muitas vezes, os est�matosreebem do meio ambiente sinais ontraditórios. Por exemplo, em um dia ensolaradoe muito seo, os est�matos devem fehar para evitar perdas exessivas de água, porémpreisam abrir para aptar o CO2 neessário à fotossíntese.Nas últimas três déadas, experimentos realizados em plantas revelaram que, sobertas irunstânias ambientais, o omportamento dos est�matos apresenta um interes-sante e omplexo padrão espaço temporal. Os experimentos mostram que os est�matosde uma erta região se oordenam em domínios. Os est�matos pertenentes a um dadodomínio possuem valor médio de abertura diferente dos est�matos que pertenem à áreasadjaentes. O fen�meno é araterizado por um mosaio de domínios om diferentesvalores médios de abertura ao longo da superfíie da folha. Esses domínios são hamadosna literatura de pathes.No presente estudo disutiremos o possível papel da histerese no omportamento dosest�matos. Vamos apresentar um modelo matemátio onstruído a partir de teorias on-heidas pelos botânios [10, 11℄. O modelo desreve, através de equações difereniais, oproesso de transporte da água no interior da folha juntamente om o meanismo quegoverna a abertura e o fehamento de um est�mato. A partir de regras bem estabele-idas esperamos desrever os omplexos padrões espaço temporais omo resultado depropriedades emergentes das equações do modelo.1.1 Evaporação e Condutânia EstomátiaBoa parte da água absorvida pela planta é perdida através dos est�matos e pratia-mente todo o dióxido de arbono que entra no vegetal passa por eles. Por essa razão éomum assoiar a quantidade de gases troados entre o interior da folha e o meio externoom a abertura média dos est�matos. Essa assoiação é feita através de uma grandezaonheida omo ondutânia estomátia g. Essenialmente, a ondutânia estomátia é2



Introdução 3medida em unidades de �uxo, e está relaionada om a média da abertura dos est�matosna área em que foi realizada a medida.A relação quantitativa entre a abertura estomátia e a troa gasosa através do poroestomátio pode ser obtida a partir da primeira lei de Fik para difusão. Sendo assim ataxa de evaporação de uma folha E é tal que
E = (wi − we) g = ∆w g, (1.1)onde wi e we são, respetivamente, a fração molar de vapor de água no espaço interelulare no meio externo à planta e g é a ondutânia estomátia de vapor d'água relativa àárea que foi medida [12℄.Portanto, a ondutânia g é determinada a partir de medidas experimentais da taxade evaporação da folha E e das frações molares de vapor de água wi(e). As grandeza wi e

we são aluladas a partir de medidas na temperatura da folha, assumindo uma pressãode vapor saturada.Estudos sobre a ondutânia estomátia média são fundamentais para a ompreensãode diversos fen�menos ligados aos est�matos. Por exemplo, medidas indiretas da on-dutânia permitem uma investigação de omo os est�matos respondem a mudanças nasondições ambientais, tais omo a intensidade da luz, variação na onentração de gasesomo dióxido de arbono, vapor de água, oz�nio, et.1.2 Padrões Espaço TemporaisDesde o iníio do séulo passado os ientistas tem observado que, sob determinadasirunstânias ambientais, a ondutânia estomátia apresenta um omportamento os-ilatório om o tempo. As osilações oorrem omumente devido a perturbações noambiente. Com frequênia as osilações desapareem após a pertubação iniial, porémem alguns asos a osilação pode persistir e ontinuar inalterada por longos períodos detempo.Até o �nal da déada de 80 era onsenso entre os ientistas tratar ada est�matoomo uma unidade aut�noma, que respondia independentemente a estímulos externos,3



Introdução 4tais omo o aumento de luminosidade ou dé�it de água, onheido omo estresse hídrio.Essa formulação prevê que o valor da ondutânia estomátia g deveria ser uniformeespaialmente, variando apenas por pequenas diferenças �siológia dos est�matos. Dessaforma as osilações seriam expliadas através de meanismos de feedbak : a taxa deevaporação afeta a abertura dos est�matos, e a abertura por sua vez in�uênia a taxa deevaporação.Entretanto estudos mais reentes [13℄ mostram que onjuntos de entenas e até mil-hares de est�matos, hamados na literatura de pathes, se omportam de forma drastia-mente diferente de grupos similares em regiões adjaentes, produzindo um interessantepadrão espaial, mesmo quando as ondições ambientais são mantidas onstantes [3, 4℄.Na Figura 1.2 podemos veri�ar que, além de variar espaialmente, os padrões observadosatravés dos pathes também mudam sua posição a medida que o tempo varia.

Figura 1.2: A imagem foi obtida pela ténia de �uoresênia da loro�la usada paravisualizar a fotossíntese em plantas [2℄. As imagens de 512 × 512 pixels são apturadasa ada 20 s, �ltradas de ruído e normalizadas. As regiões mais laras indiam est�matosfehados, e as regiões mais esuras indiam est�matos abertos. Os ontornos branosseparam as regiões �uoresentes ativas das não ativas.
4



Introdução 5Esse omportamento espaial heterogêneo é onheido na literatura omo �path sto-matal losure� ou �stomatal pathiness�. Até reentemente esse fen�meno passou des-perebido por se enontrar em uma esala intermediária em relação às esalas em que osest�matos são omumente estudados.Os est�matos possuem dimensões lineares da ordem de 10 µm. Nessa esala a respostado est�mato à estímulos externos é usualmente estudada observando um únio esto-mato no mirosópio. Por outro lado, a ondutânia estomátia é obtida através deexperimentos de troa gasosa. Essas medidas representam um omportamento médio demilhares de est�matos por m2.Apenas a partir da déada de 80 a oorrênia desse tipo de fen�meno p�de ser obser-vada por mudanças na resposta da fotossíntese, detetadas via �uoresênia da loro�la,que proporionaram informação sobre a distribuição espaial da ondutânia estomátiade maneira expliita em uma folha.Vamos desrever brevemente as experiênias que evideniaram o fen�meno de pathi-ness entre os est�matos. Essas experiênias envolvem a medição da �uoresênia emitidapelas moléulas de loro�la durante o proesso de fotossíntese.A distribuição da atividade fotossintétia em regiões da folha é registrada em imagensque relaionam a intensidade de �uoresênia da loro�la om a intensidade ou or dopixel registrado em um �lme. A Figura 1.2 mostra um resultado típio dessa ténia.Note que a distribuição espaial da atividade fotossintétia varia no tempo.Quando os est�matos estão fehados a onentração de CO2 é pequena. Devido aesassez de CO2 a probabilidade de aonteer fotossíntese nessa região quando a plantaé exposta a luz é pequena. Sendo assim, a energia absorvida pela loro�la que não éutilizada na fotossíntese é reemitida na forma de �uoresênia. Por outro lado, no loalonde o est�mato está aberto a onentração de CO2 é grande. Nessa região, é bem maisprovável aonteer fotossíntese. Sendo assim, a energia absorvida pela loro�la é utilizadana fotossíntese e não há emissão de �uoresênia.Em resumo, a emissão de �uoresênia da loro�la, em resposta a um pulso de luz, émaior em áreas da folha onde os est�matos estão fehados e, onsequentemente, om valor5



Introdução 6de ondutânia estomátia baixo. Por essa razão a ondutânia estomátia é inversamenteorrelaionada om a emissão de �uoresênia, ou a intensidade do pixel registrado no�lme, omo pode ser visto na Figura 1.3.

Figura 1.3: Experimento usando a planta Xanthium strumarium, uma espéie de ar-rapiho enontrado na Améria do Norte. Os dados obtidos através de troas gasosas sãoindiados omo (SC) stomatal ondutane; Já os dados obtidos através da �uoresêniada loro�la são registrados omo intensidade do pixel (PI), pixel intensity [3℄.Assim, o padrão de tons de inza apresentado na Figura 1.2 pode ser pensado omoum mosaio irregular de valores de ondutânia estomátia ao longo da superfíie dafolha que muda om o tempo. Isto é, as regiões mais laras indiam est�matos fehados,e as regiões mais esuras indiam est�matos abertos.Alguns autores [4, 14℄ sugerem ainda que, em alguns asos, as osilações na on-dutânia estomátia são uma araterístia emergente da oordenação dos est�matos. AFigura 1.4 ilustra um resultado que orrobora essa premissa. Nessa �gura, os autoresomparam a intensidade da �uoresênia emitida om a ondutânia estomátia medidana mesma região.
6



Introdução 7

Figura 1.4: O grá�o mostra a ondutânia estomátia de uma área de 6, 25 m2 fehadaem uma âmara que mede a troa gasosa [4℄. A sequênia de imagens mostra resultadode medidas de �uoresênia da loro�la em ∼ 75% da área fehada pela âmara, a esalaao lado mostra a relação entre a or do pixel e a perentagem da taxa fotossintétia emrelação a um máximo.O objetivo do nosso trabalho é investigar possíveis meanismos por trás da formaçãodesses domínios oordenados. Uma das hipóteses possíveis é de que eles se originem nosompliados meanismos de transporte de água (líquida e vapor) na região interna dasfolhas, hamada de mesó�lo. Aliado a desrição do transporte hídrio na folha iremosexplorar, nesse trabalho, o meanismo de abertura e fehamento de um únio est�mato.Antes de prosseguirmos om a revisão dos avanços reentes desritos na literaturasobre esse problema em partiular, preisamos onheer melhor do que são de fato osest�matos. Sendo assim, nas próximas seções faremos um breve resumo da estruturamorfológia dos est�matos e das prinipais grandezas envolvidas no transporte hídriona folha e no meanismo de abertura e fehamento de um est�mato.
7



Introdução 81.3 Morfologia do Est�matoEst�matos são pequenos poros loalizados na amada elular mais externa da folha,hamada epiderme. Essa amada é na grande maioria das vezes reoberta por umautíula de um material semelhante à era, que reduz drastiamente a perda de águapor transpiração. Sendo assim, pratiamente toda troa gasosa entre a planta e o meioexterno aontee nos est�matos.Os est�matos são observados om maior inidênia na parte inferior da folha. Essaaraterístia evita um exesso de transpiração devido à inidênia direta de luz solarque atinge a epiderme superior.O termo est�mato é usado para designar um onjunto de élulas om araterístiasespeiais. A Figura 1.5 mostra a representação esquemátia do orte transversal deum est�mato juntamente om seu entorno. As élulas que formam um est�mato sãodenominadas élulas guardas, subsidiárias, epidérmias e do mesó�lo.
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Figura 1.5: Representação generalizada do orte transversal da estrutura do est�mato.As legendas signi�am: g - élulas guardas, e - élulas epidérmias, s - élulas subsidiáriase m - élulas do mesó�lo. [5℄Podemos ver nessa �gura que existe um espaço interno, hamado de âmara es-tomátia ou subestomátia, que é responsável pela aptação dos gases (vapor de águae CO2) troados om o ambiente. Internamente, a âmara está em ontato hidráulioom as élulas que ompõem o mesó�lo da folha. A âmara está isolada do meio externo8



Introdução 9
(a) Est�mato fehado (b) Est�mato abertoFigura 1.6: A parede da élula guarda virada para o poro é mais espessa e rígida, enquantoa extremidade oposta é mais �exível. Dessa forma, quando há exesso na pressão internada élula guarda, as paredes externas se distendem mais que as paredes internas e oorifíio entre as élulas guarda aumenta de tamanho. [5℄por um orifíio hamado de estíolo que pode variar de tamanho ontrolando a troa dosgases.O tamanho da abertura desse orifíio é regulada por élulas espeiais hamadas élulasguarda. A Figura 1.6 ilustra as araterístias morfológias das élulas guarda ligadas àabertura do estíolo. Estudos sugerem [15℄ que a parede da élula guarda virada para oporo é mais espessa e rígida, enquanto a extremidade oposta, virada para a epiderme,é mais �exível e está ligada às élulas subsidiárias. Dessa forma, quando há exesso napressão interna nas élulas guarda, as paredes externas se distendem mais que as paredesinternas e o orifíio entre as élulas guarda aumenta de tamanho.As élulas subsidiárias eram as élulas guarda. São morfologiamente distintas deoutras élulas que formam o teido epidérmio, araterizando-se por não onter loro-plastos (organela que ontém loro�la e realiza a fotossíntese). As élulas subsidiárias,junto om as élulas guarda, delimitam o espaço interno do est�mato.O mesó�lo é o onjunto de élulas loalizadas entre a epiderme superior e a inferior.Apesar de ser um teido omposto de élulas semelhantes e muito permeáveis, possuiaraterístias morfológias e �siológias muito omplexas. A prinipal função desteteido é realizar a fotossíntese e produzir as substânias nutritivas que permitem a vidada planta. No interior das folhas existem ainda anais, por onde irula a seiva, hamados9



Introdução 10de teidos vasulares, xilema ou simplesmente veias.As demais élulas que formam a amada exterior da folha são denominadas de élulasepidérmias. É na epiderme e do mesó�lo que oorre o transporte de água desde asveias até as âmaras subestomátias. O transporte hídrio no interior da planta podeser dividido entre transporte simplástio e apoplástio. O transporte simplástio oorrede uma élula para outra através de plasmodesmos (pequenos tubos que atravessam aparede elular de élulas ontíguas) interligando a membrana plasmátia das élulas. Otransporte apoplástio oorre fora da membrana plasmátia através das paredes elularesou nos espaços intraelulares.Agora que disutimos as prinipais araterístias morfológias dos est�matos, esta-mos prontos para de�nir as grandezas relevantes no estudo do fen�meno de transportehídrio e de abertura dos est�matos.1.4 Grandezas RelevantesA quantidade de água presente nas élulas vegetais é uma medida útil na determinaçãodo estado termodinâmio da água nestas élulas. Esse estado é mais omumente medidoatravés do potenial hídrio, designado pela letra Ψ , que é a medida de energia livredisponível, por volume, para realizar trabalho.O potenial hídrio é de�nido em termos do potenial químio da água µa, que por suavez é de�nido omo a variação de energia livre de Gibbs G em relação à quantidade, emmoles, de água na quando a temperatura, pressão, e a quantidade dos outros onstituinteda mistura são mantidas onstantes. Isto é,
µa = ( ∂G

∂na)T,p,n1,n2,...

.O potenial químio é expresso em unidades de energia por quantidade de partíula(J mol−1). Sabemos que regiões de maior onentração têm maior potenial químio doque regiões de menor onentração∗. Sabemos também que as partíulas que onstituemo solvente tendem a se mover de áreas om maior potenial químio para as de menor
∗Uma solução ideal (na qual não há interação entre os onstituintes) pode ser de�nida omo uma10



Introdução 11potenial químio. Sendo assim, um solvente omo a água se move espontaneamente deuma região de potenial químio mais elevado para uma região de potenial químio maisbaixo.Em �siologia vegetal é omum expressar o estado hídrio de uma região elular daplanta em termos do potenial hídrio Ψ . Essa grandeza é de�nida omo a diferença entreo potenial químio da água na região de interesse e a água em estado puro dividido pelovolume molar assoiada à água pura em ondições de referênia. À medida que a água semove no sentido da diminuição do gradiente de potenial químio, existe uma liberaçãode energia livre, de modo que este �uxo tem a apaidade de realizar trabalho.A relação entre o potenial hídrio e o potenial químio é de�nida omo
Ψ =

µa − µ�a
v�a ,onde, µa é o potenial químio da água na élula, µ�a é o potenial químio da águaem um estado de referênia que onsiste em água pura à mesma temperatura, à pressãoatmosféria e a uma altura de referênia e �nalmente v�a é o volume molar da água,

v�a = 18, 05 × 10−6 m3 mol−1 à 20 �C. Note que Ψ possui unidades de pressão.Por onsequênia, Ψ assume valores negativos e se aproxima de zero quando a águaestá disponível em grandes quantidades (µa → µ�a) e diminui para valores negativosquando a água se torna mais esassa. Portanto, a água nas folhas, supondo que não hajarestrições físias, desloa-se de uma região de maior potenial hídrio para uma regiãode menor potenial hídrio.O potenial hídrio pode ser partiionado em vários omponentes
Ψ = ΨP + Ψπ + Ψm + Ψg + . . . ,onde os omponentes são, respetivamente, devido à pressão meânia, osmótia, ma-triial (tensão super�ial ou efeitos de oesão do �uido) e gravitaional entre outros.solução em que o potenial químio de uma espéie i é dado pela expressão:

µi = µ�i (T, P ) +RT ln (xi),onde µ�i é o potenial químio do líquido puro i na temperatura T e pressão P .11



Introdução 12Todavia, os omponentes do potenial hídrio que são relevantes no estudo de élulasvegetais são os poteniais osmótio Ψπ e de pressão ΨP . Vamos estudar esses ompo-nentes om mais detalhes.No estudo de élulas vegetais é relevante expliitar o potênial de pressão em funçãodo potenial hídrio e do potenial osmótio, tal que
ΨP = Ψ − Ψπ. (1.2)O potenial osmótio é a omponente relaionada om a pressão osmótia, assimomo o potenial de pressão é a omponente relaionada om a pressão meânia devido aresistênia imposta pelas paredes elulares, nas seções seguintes vamos tratar esses termosom detalhes. O potenial hídrio é espeialmente útil na ompreensão do movimento daágua dentro das plantas, animais e solo. Na maior parte das espéies vegetais o potenialhídrio situa-se entre −0.5 MPa e −3.0 MPa [5℄.Em resumo, o potenial hídrio quanti�a a tendênia da água de se desloar de umaárea para outra devido à osmose, pressão meânia, gravidade, et.1.4.1 Pressão OsmótiaA omponente osmótia Ψπ é resultado da dissolução de soluto, o que ausa umadiminuição na energia livre do solvente. Essa omponente do potenial hídrio possuivalores negativos, sempre. Por essa razão é omum alguns autores usarem o termo pressãoosmótia π = −Ψπ, que assume valores estritamente positivos.Vamos examinar a pressão osmótia om mais detalhes. Para isso, onsidere doisompartimentos tal que em um dos ompartimentos temos água pura e no outro umasolução água + soluto. Os ompartimentos são separados por uma membrana semiper-meável (permeável à água e impermeável ao soluto).Ambos os ompartimentos são mantidos a uma temperatura �xa T . A membranaestá �xa e é rígida o su�iente de maneira a evitar transmissão meânia entre os ompar-timentos. Iniialmente haverá uma desigualdade nas pressões dos dois lados; portanto, sea pressão no ompartimento om água pura for P0, então é preiso manter uma pressão12



Introdução 13
P = P0 + π, onde π é a pressão osmótia, na mistura água + soluto para que não haja�uxo de água entre os ompartimentos.A energia livre da mistura água e soluto é dada por:

G(P, T, na, ns) = naµa + nsµs,supondo que os poteniais químios µa e µs são onheidos, então
G(P, T, na, ns) = naµ�a + nsµ�s + naRT lnxa + nsRT lnxs,onde µ�a(s) denota o potenial químio da água pura (do soluto puro) e xa(s) = na(s)/nsão as frações molares, tais que xa + xs = 1.Os poteniais químios µ�a(s) ontribuem aumentando a energia livre de Gibbs, devidoa presença das moléulas da água (do soluto) e devido a autointeração dessas moléu-las, este último, desprezado no presente aso. Os termos na(s)RT lnxa(s) ontribuemdiminuindo a energia livre de Gibbs, devido à mistura água-soluto.Podemos obter o potenial químio da água em solução através de

µa(P, T, xs) = ( ∂G

∂na)P,T,ns ,tal que
µa(P, T, xs) = µ�a(P, T ) +RT ln (1− xs).No equilíbrio o potenial químio entre a água da solução e a água pura são iguais, talque

µa(P, T, xs) = µ�a(P0, T ).Portanto
µ�a(P0, T ) = µ�a(P, T ) +RT ln (1− xs).Considerando que a solução é bem diluída, então xs = ns/n ≪ 1. Sendo assim

ln (1− xs) = −xs − x2s/2− . . . e desprezando termos superiores a O(xs) teremos
µ�a(P0, T ) = µ�a(P, T ) − xsRT. (1.3)13



Introdução 14Expandindo µ�a(P, T ) em torno da pressão P0 teremos
µ�a(P, T ) = µ�a(P0, T ) +

∂µ�a
∂P

∣
∣
∣
∣
P=P0

(P − P0) + . . . , (1.4)desprezando termos superiores a O(P − P0) e igualando as expressões 1.3 e 1.4 teremos
∂µ�a
∂P

∣
∣
∣
∣
P=P0

P − P0 = xsRT. (1.5)Sabendo que, na ausênia de soluto, vale a igualdade µ�a(P, T ) = ga(P, T ), então
∂µ�a
∂P

∣
∣
∣
∣
P=P0

=
V0

na = v�a ,onde v�a é o volume molar parial da água na ausênia de soluto e V0 é o volume oupadopela água na ausênia de soluto. Teremos que a expressão (1.3) �ará
π = P − P0 =

xsRT

v�a .Como a solução é onsiderada diluída podemos supor que V0 ≈ V e que na ≈ n, talque, para uma solução diluída, a pressão osmótia é
π ≈ nsRT

V
. (1.6)A equação (1.6) é onheida omo lei de van't Ho� e é bastante onheida entre osbotânios. Entretanto, os botânios preferem abordar os problemas através do potenialosmótio que é de�nido omo sendo

Ψπ = −π, (1.7)vale salientar que Ψπ assume valores estritamente negativos.1.4.2 Pressão de TurgorA pressão de turgor surge devido a resistênia meânia da parede elular. Quandouma élula é oloada num meio aquoso (solução hipot�nia), água entra na élula porosmose ausando a expansão do protoplasma (parte viva no interior da élula). Emonsequênia, o protoplasma exere uma pressão direionada para fora sobre a parede14



Introdução 15elular. Essa pressão sobre as paredes é hamada de pressão de turgor P . As élulas quepossuem grande pressão de turgor são hamadas élulas túrgidas. Em geral o valor dapressão de turgor é menor, em valor absoluto, do que a pressão osmótia π.A pressão de turgor de uma dada élula é de�nida omo sendo o potenial de pressãoda parte interna menos† o potenial de pressão da externa em relação a parede elular.tal que
P = Ψ int

P − Ψ ext
P . (1.8)Quando Ψ int

P > Ψ ext
P então P > 0. Portanto, valores positivos de P araterizam umapressão de dentro para fora da élula. Podemos esrever a pressão de turgor omo

P = (Ψ int − Ψ int
π )− (Ψ ext − Ψ ext

π ),

P = (Ψ int − Ψ ext)− (Ψ int
π − Ψ ext

π ),

P = ∆Ψ −∆Ψπ. (1.9)onde deve ser entendido ∆ ≡ [int]− [ext]. A expressão aima é válida apenas para o asoem que a parede elular for onsiderada uma parede semipermeável perfeita.Contudo, para o aso geral, devemos esrever a expressão aima omo sendo
P = ∆Ψ − σ∆Ψπ,onde o oe�iente de re�exão σ desreve o grau de semipermeabilidade de uma membranapara um dado soluto. O oe�iente de re�exão varia de 0 para uma membrana omple-tamente permeável tanto para o solvente omo para o soluto a 1 para uma membranaperfeitamente semipermeável, isto é, permeável ao solvente e impermeável ao soluto.Caso a parede seja ompletamente permeável ao soluto, ou seja σ = 0, só haverápressão de turgor se a quantidade de água (solvente) entre o meio interno e externo daélula forem diferentes. Em todo nosso estudo vamos onsiderar membranas perfeita-mente semipermeável, isto é, om σ = 1.

†A diferença leva em onsideração o modulo das pressões. Entretanto, se as pressões puderem assumirvalores negativos deveremos somar os termos. 15



Introdução 161.4.3 Diagrama de Hö�er-ThodayAs relações dos poteniais envolvidos em uma élula vegetal podem ser onveniente-mente desritas pelo diagrama de Hö�er-Thoday, Figura 1.7. Esse diagrama mostra ainterdependênia das variáveis Ψ , ΨP e Ψπ om o volume elular, à medida que a élulaperde água.Numa élula ompletamente túrgida (turgidez máxima) teremos Ψ = 0, de modo que
ΨP = −Ψπ. Este ponto é tomado omo referênia para a quantidade de água na élula,sendo onsiderado o onteúdo hídrio máximo Vmax. Sendo assim o onteúdo hídrio daélula em geral deve ser expresso omo fração do onteúdo hídrio máximo. A esta fraçãodá-se o nome de onteúdo hídrio relativo V/Vmax.
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Potênial(MPa) onteúdo hídrio relativo (V/Vmax)Figura 1.7: Diagrama de Hö�er-Thoday. O diagrama relaiona o potenial hídrio Ψ , opotenial osmótio Ψπ, o potenial de pressão ΨP om o onteúdo hídrio relativo V/Vmaxà medida que a élula perde água a partir da turgidez máxima.À medida que a água sai da élula o seu volume diminui, de modo que a pressãode turgor, gerada devido à extensão elástia da parede elular, diminui om o volumeda élula até ao ponto de turgesênia zero, quando ΨP = 0. Na maioria das plantas,mesmo que o onteúdo hídrio diminua mais, a pressão de turgor mantém-se perto de 0.No entanto, há dados que pareem indiar pressões negativas em ertas élulas rígidas,16



Introdução 17tais omo os asósporos de Sordaria sp [16℄.A apresentação do diagrama de Hö�er-Thoday enerra a de�nição das prinipaisvariáveis envolvidas no problema. Na próxima seção faremos uma breve introdução aum modelo proposto para estudos dos est�matos e que será aprofundado no próximoapítulo.1.5 Revisão da LiteraturaNa tentativa de expliar resultados experimentais obtidos em estudos dos est�matosforam sugeridos diversos modelos teórios onstruídos a partir de leis fundamentalmenteempírias. As abordagens adotadas nesses modelos distinguem-se basiamente entre doistipos: Modelos meaniistas detalhados para um únio est�mato e modelos baseados nainteração hidráulia estabeleida entre est�matos.Com o advento de medidas experimentais apazes de detetar a atividade dos es-t�matos em esalas antes não aessíveis e a desoberta do fen�meno de pathiness, osmodelos baseados na interação hidráulia entre est�matos vizinhos passaram a ser maispopulares entre os ientistas. Essa proposta sugere possíveis meanismos de oordenaçãoom o objetivo de expliar os padrões espaiais observados na dinâmia dos est�matos.Foi baseado nesse tipo de abordagem que Haefner, Bukley & Mott [10℄ propuseram,em 1997, um modelo hidráulio que aparentemente seria apaz de reproduzir o fen�menode �pathy stomatal ondutane� observado experimentalmente. Entretanto, Ferraz ePrado [11℄ apontaram indíios que os resultados obtidos utilizando esse modelo são, narealidade, fruto de um artefato omputaional. No próximo apítulo iremos apresentar omodelo proposto por esses autores e mostrar que, da maneira omo foi de�nido, o modelonão reproduz as osilações na ondutânia estomátia tampouo o fen�meno de pathystomatal ondutane.Embora o modelo de Heafner et al. não reproduza os dados experimentais, as hipóte-ses que embasam sua formulação são muito razoáveis. Por isso, inspirado no modelo deinteração hidráulia, Prado e Ferraz [11℄ sugeriram mudanças no modelo original pro-17



Introdução 18posto por Haefner e olaboradores. Entre as modi�ações estão a forma da distribuiçãoespaial das veias e o meanismo de abertura e fehamento do est�mato.Veremos que a primeira modi�ação reproduz a heterogeneidade espaial observadano fen�meno de pathy stomatal ondutane, entretanto os domínios permaneem es-tátios. Por outro lado, a segunda modi�ação proporiona pathes dinâmios e onse-quentemente reproduz as osilações da ondutânia estomátia.Em suma, neste apítulo introduzimos o fen�meno de pathy stomatal ondutane esua relação om osilações da ondutânia estomátia. Com essa motivação apresentamosas prinipais araterístias morfológias envolvidas no problema, bem omo as prinipaisvariáveis no estudo do omportamento dos est�matos. Ao �nal, �zemos uma breve revisãode um modelo proposto para desrever esse fen�meno.No próximo apítulo vamos fazer uma revisão desse modelo matemátio onstruídoa partir de observações experimentais. O modelo é baseado em hipóteses que sintetizamaspetos fundamentais tanto do transporte de água no interior da folha, omo dos fatoresligados ao meanismo de abertura e fehamento dos est�matos.

18



Capítulo 2
Modelo Hidráulio de Aréolas

Em 1997 Haefner e olaboradores [10℄ propuseram um modelo baseado apenas em�uxos hídrios entre unidades estomátias vizinhas e que assume meanismos de fun-ionamento bem onheidos dos est�matos. A seguir, vamos desrever o modelo assimomo foi proposto originalmente.O modelo é omposto de um sistema de equações de diferenças �nitas, de�nidasem uma rede quadrada bi-dimensional. Os sítios da rede podem ser de�nidos de duasmaneiras: omo unidade estomátia (UE) ou omo veia. O termo unidade estomátia éuma onstrução do modelo, tal que uma UE engloba um par de élulas guarda, represen-tas daqui por diante pelo sobresrito `g' , e por uma erta quantidade de teido epidérmio,representa pelo sobresrito `e' . Há, portanto um únio poro em ada unidade estomátia.As equações desrevem a dinâmia de ada sítio da rede levando em onsideração a in-teração hidráulia entre sítios vizinhos e elementos regulatórios.Os autores de�nem ainda que uma aréola é o onjunto de unidades estomátias er-ado por sítios a serem de�nidos omo veias (xilema). As veias funionam omo umreservatório hídrio; o seu potenial hídrio é mais elevado que o dos demais sítios e éonsiderado onstante ao longo da dinâmia. A folha é então formada pela justaposiçãode aréolas delimitadas pelas veias.A Figura 2.1 mostra a estrutura espaial do modelo que mimetiza as prinipais ar-aterístias morfológias da folha. A dinâmia do modelo é obtida através da implemen-19



Modelo Hidráulio de Aréolas 20tação matemátia das seguintes hipóteses fenomenológias:Est�mato
VeiaUEEvaporaçãoFluxo entre UEsFluxo dentro da UEFigura 2.1: Representação esquemátia da estrutura espaial do modelo. Os sítios inzasrepresentam as veias. Os sítios branos representam as unidades estomátias. As paredeselulares são permeáveis à água. Dessa maneira, é possível haver �uxo de água entreunidades estomátias através das élulas epidérmias, e dentro da própria unidade, entrea élula guarda e as epidérmias que a eram.(I) Evidênias experimentais [17, 18℄ mostram que a abertura estomatal é uma funçãodo potenial de pressão da élula guarda Ψg

P e das élulas epidérmias Ψ e
P . Emprimeira aproximação pode-se onsiderar a abertura estomátia omo a ombinaçãolinear de Ψg

P e Ψ e
P . Isso sugere que a abertura seja de�nida omo proporional àpressão de turgor na élula guarda, ou seja, P ∝ cgΨg

P − ceΨ e
P , onde cg e ce sãoonstante. Alguns autores a�rmam que o potenial de pressão da epiderme possuimaior in�uênia na abertura dos est�matos do que o potenial de pressão da élulaguarda [17℄.(II) A maioria dos meanismos de feedbak propostos para a resposta dos est�matos àtaxa de transpiração inorporam a ideia de que o sítio de evaporação experimentauma redução no potenial hídrio proporional a taxa de transpiração [19, 20℄.Estudos usando sondas de pressão [21℄ demonstram que o potenial hídrio da20



Modelo Hidráulio de Aréolas 21epiderme e do mesó�lo deresem a medida que a diferença da fração molar daágua entre a folha e o ambiente ∆w aumenta, enquanto que o potenial hídrio daveia permanee relativamente onstante.(III) A quantidade de vapor de água ontida no mesó�lo e epiderme são desonheidos.Não há omo espei�ar em qual das élulas que onstituem a unidade estomátiaoorre a evaporação da água no interior da folha. Neste modelo assume-se queo loal onde a evaporação aontee está em estreito ontato hidráulio om asélulas que onstituem uma unidade estomátia em partiular. De forma que, naesala espaial araterístia de uma UE os poteniais hídrios das élulas guardas,subsidiárias e epidérmias que onstituem a UE estão univoamente relaionados,isto é Ψg = Ψ e = Ψ .(IV) O potenial osmótio da élula guarda é uma função do potenial hídrio do loalonde a evaporação aontee. Esta onjetura proporiona uma maneira dos est�-matos responderem a mudanças em ∆w. Existem dados experimentais que sãoonsistentes om a regulação de feedbak do estado de turgor da élula guardaem resposta a mudanças no estado da água do loal de evaporação [19, 22℄, alémdisso, evidênias disponíveis suportam uma ativa regulação dos solutos ontidos naguarda élula em resposta às mudanças de umidade [23℄. O modelo proposto pelosautores inorpora estas onlusões ao assumir que o valor de equilíbrio do poten-ial osmótio da élula guarda aumenta om a elevação do potenial de pressão daepiderme.(V) Não há evidênias experimentais de vias exlusivas de água até ada est�mato.Entretanto, sabe-se que a água deve �uir a partir das veias até os loais onde aevaporação aontee em resposta a um gradiente de potenial hídrio formado nointerior da folha. Os loais de evaporação experimentam uma redução no potenialhídrio, enquanto o potenial hídrio nas veias permanee relativamente onstante.A diferença no potenial hídrio entre esses loais é responsável pela formação dogradiente de potenial hídrio. Sendo assim, o modelo assume que a água se move21



Modelo Hidráulio de Aréolas 22entre ompartimentos de água (unidades estomátias vizinhas) no interior da folhaem resposta a esse gradiente.Usando o argumento da hipótese (III), os autores assumem que o potenial hídriodas élulas que ompõem um est�matos são iguais Ψg = Ψ e = Ψ . De aordo om ahipótese (V) os autores supõem que a variação temporal do potenial hídrio Ψi de umaunidade estomátia i é proporional ao �uxo de vapor d'água Fi que entra ou sai da
i-ésima UE devido a troas hídrias om vizinhos, e que a variação temporal de Ψi devedereser om a evaporação Ei que aontee na i-ésima UE. Como resultado, teremos aequação

dΨi

dt
=

c

K
(Fi − Ei) (2.1)onde c é um parâmetro inétio om unidade s−1 relaionado om o transporte hídrioentre as UE's e K é a resistividade hidráulia (s m−1).Baseado na hipótese (V), o �uxo hídrio Fi em uma unidade estomátia i devido asua vizinhança é

Fi = K
∑

(k)

(Ψk − Ψi), (2.2)onde a soma é realizada sobre seus (k) vizinhos. Originalmente Haefner e olaboradoresde�niram a soma sobre a vizinhança de Moore, dessa forma além da ontribuição dosvizinhos mais próximos soma-se a segunda vizinhança mais próxima. Em uma redequadrada a vizinhança de Moore é de�nida omo sendo os oito sítios que rodeiam umdado sítio.O segundo termo do lado direito da equação (2.1) refere-se ao termo de evaporação
E = ∆w g, introduzido na equação (1.1), e que está de aordo om a hipótese (II)apresentada. Agora vamos expliitar a relação entre a ondutânia estomátia g (molm−2 s−1) e a abertura estomátia A tal que

g = q A,onde q é um fator de esala empírio que relaiona a abertura e a ondutânia estomátia.22



Modelo Hidráulio de Aréolas 23De aordo om a hipótese (I), vários estudos onordam que a abertura estomátiaé uma função desonheida do potenial de pressão da élula guarda Ψg
P e élulas daepiderme Ψ e

P [24℄. Com essa motivação, vamos expandir a função A = A(Ψg
P , Ψ

e
P ) emsérie de Taylor em torno dos poteniais Ψg(e)

P0 tal que o est�mato esteja na iminênia deabrir. Além disso vamos desprezar termos de ordem superior a O(Ψ
g(e)
P ). A expressãopara a abertura �ará

A(Ψg
P , Ψ

e
P ) = A0 + cg(Ψg

P − Ψg
P0) + ce(Ψ e

P − Ψ e
P0), (2.3)onde cg e ce são os oe�ientes de in�uênia meânia da élula guarda e da epiderme,respetivamente. Tipiamente temos,

cg = ∂A

∂Ψg
P

∣
∣
∣
∣
Ψe
P0,Ψ

g
P0

> 0, e ce = ∂A

∂Ψ e
P

∣
∣
∣
∣
Ψe
P0,Ψ

g
P0

< 0.Os oe�ientes cg e ce podem ser entendidos omo o inverso o Módulo de Young porunidade de área∗ da élula guarda e epidérmia. Além disso, vamos introduzir a razão
θ = −ce/cg onheida omo a �vantagem meânia da epiderme� [15℄ ou �relação deantagonismo� [25℄, expressão unhada por Cooke em homenagem a von Mohl que em
1856 reonheeu que a abertura e fehamento do est�mato não depende apenas da pressãona élula guarda mas também do antagonismo entre pressões sobre as élulas guardas eepidérmias.Sem perda de generalidade vamos adotar cg = 1 tal que ce = −θ é expresso emunidades de cg. Para evitar valores negativos de abertura, Haefner et al. de�nem, amenos de uma onstante, que

A(Ψg
P , Ψ

e
P ) =







Ψg
P − θΨ e

P , se Ψg
P ≥ θΨ e

P ,

0, se Ψg
P < θΨ e

P ,

(2.4)ou podemos reesrever a expressão aima em termos da função degrau H = H(x)† talque
A(Ψg

P , Ψ
e
P ) =

(
Ψg
P − θΨ e

P

)
H
(
Ψg
P − θΨ e

P

)
. (2.5)

∗A área em questão orresponde a deformação da élula guarda não onfundir om área da seçãotransversal através do qual a tensão de isalhamento é apliada.
†A função degrau H = H(x) (em inglês Heaviside funtion) é a função desontínua de valor zero23



Modelo Hidráulio de Aréolas 24No ontexto da seção 1.4.2, a abertura depende da pressão de turgor P exerida nointerior da élula guarda em relação as élulas epidérmias externas. O fator θ repre-senta uma assimetria entre a in�uênia das élulas epidérmias e guardas na aberturaestomátia.Evidênias experimentais indiam que a vantagem meânia da epiderme é maiorque a das élulas guarda e que portanto θ assume valores maiores que um, i.e. θ > 1.Isso implia em dizer que a pressão nas élulas epidérmias em torno das élulas guardaexere maior in�uênia na abertura do poro do que a pressão no interior das élulasguarda [15, 25, 26℄.Partindo do pressuposto que os potenias de pressão assumem valores estritamentepositivos, os autores esrevem ainda que a expressão (1.2) para a élula guarda (epidér-mias) é tal que
Ψ
g(e)
P =







Ψ − Ψ
g(e)
π , se Ψ ≥ Ψ

g(e)
π ,

0, se Ψ < Ψ
g(e)
π .Note que o potenial hídrio Ψ é o mesmo nas élulas que ompõem uma UE. Dessamaneira, obtemos a dependênia da abertura estomátia om os poteniais hídrio Ψ eosmótio Ψ

g(e)
π .Por onveniênia na notação nos referiremos ao potenial osmótio om a letra grega`pi' maiúsula itália Π = Ψπ, para que não haja onfusão om a pressão osmótia π,sendo assim o potenial de pressão da élula guarda (epidérmias) é

Ψ
g(e)
P =







Ψ −Πg(e), se Ψ ≥ Πg(e),
0, se Ψ < Πg(e). (2.6)A abertura do orifíio aontee quando a pressão de turgor (interna) da élula guardapara argumentos x negativos, e um para argumentos x positivos. Dessa forma, a função degrau pode seresrita omo

H(x) =



























1, se x > 0,

1/2, se x = 0,

0, se x < 0.24



Modelo Hidráulio de Aréolas 25supera a pressão externa e a tensão da parede elular que separa as élulas guardas eepidérmias. Contudo, o termo θ distingue a in�uênia meânia das élulas epidérmi-as em relação as élulas guardas. Esse termo ontribui também para a in�uênia dopotenial hídrio na abertura dos est�matos, já que, supondo Ψ ≥ Πg(e) teremos
A ∝ P = Ψg

P − θΨ e
P ,

= Ψ −Πg − θ(Ψ −Πe),
= (1− θ)Ψ −Πg + θΠe.portanto, no aso partiular, em que θ = 1, a pressão de turgor é igual à diferença depressão osmótia entre a élula guarda e a epiderme.Ao ontrário do potenial hídrio das élulas guarda e epidérmias que são onside-rados iguais em aordo om a hipótese (III), o potenial osmótio das élulas guarda eepidérmia diferem ao longo da dinâmia. No trabalho de Haefner o potenial osmótiode todas as élulas epidérmias da folha é onsiderado onstante om valor Πe =

−1, 5 MPa. E o potenial osmótio das élulas guarda Πg varia entre as unidadesestomátias.A deformação nas élulas guardas e a onsequente abertura do poro se deve emparte à pressão osmótia das élulas guardas e élulas adjaentes. A pressão osmótiaé produzida apenas pela diferença no número de solutos, em geral íons de potássio K+,entre as élulas guardas e élulas adjaentes.Portanto, a membrana que separa a élula guarda das élulas adjaentes não é per-feitamente semipermeável, isto é, existem meanismos que regulam o número de solutosno interior da élula guarda. De aordo om a hipótese (IV), a regulação de solutos naélula guarda é introduzida indiretamente através do potenial de pressão da epiderme
Ψ e
P que interfere no álulo do potenial osmótio da élula guarda Πg. O meanismoregulatório é obtido assumindo que Ψ e

P determina o estado de equilíbrio de Πg denotadopor Πg∗ tal que
Πg∗ = Πgmin + Ψ e

P

Ψ e
Pmax (Πgmax −Πgmin), (2.7)onde Πgmin, Πgmax e Ψ e

Pmax são onstantes. Observando a maneira omo Ψ e
P é de�nido em25



Modelo Hidráulio de Aréolas 26(2.6) podemos a�rmar que o valor máximo de Ψ e
P é Ψ e

Pmax = −Πe e que Ψ e
P varia de 0 a

−Πe, assumindo que Ψ e Π são estritamente negativos.O omportamento do potenial osmótio da élula guarda é de�nido de maneira ase aproximar do estado de equilíbrio a uma taxa proporional a diferença entre Πg∗ e opróprio Πg tal que
dΠg
dt

= α(Πg∗ −Πg), (2.8)onde α é um parâmetro inétio relaionado om meanismo de bombeamento dos íons(solutos) entre a epiderme e as élulas guarda.Como Πe é onstante, as únias variáveis livres no problema são Ψ e Πg. Sendoassim, iremos omitir o sobresrito `g' e denotar o potenial osmótio da élula guardaapenas omo Π, dessa forma a equação aima, esrita de forma expliita, �ará
dΠ

dt
= α

[

Πmin + Ψ e
P

Ψ e
Pmax (Πmax −Πmin)−Π

]

. (2.9)Podemos pensar que o aumento de Ψ e
P nas élulas epidérmias adjaentes ausa a entradade solutos dentro da élula guarda provoando o aumento no potenial osmótio nessaélula.Em resumo, para uma dada i-ésima unidade estomátia, as equações (2.8) e (2.1)reesritas de forma a inluir as de�nições de Fi, Ei e Πg∗

i em (2.2), (1.1) e (2.7), formamum sistema de duas equações aopladas nas variáveis Ψ e Π,
dΨi

dt
=

c

K
(Fi − Ei), (2.10)

dΠi

dt
= α(Πg∗

i −Πi). (2.11)Agora que de�nimos o modelo vamos apresentar as soluções numérias, juntamenteom uma análise das soluções obtidas.2.1 Análise do Modelo Hidráulio de AréolasO sistema proposto por Haefner et al. é desrito por um mapa inspirado nas equações(2.10), (2.11) e respetivas ondições iniiais e de ontorno. Na disretização espaial26



Modelo Hidráulio de Aréolas 27ada sítio da rede representa uma unidade estomátia e os sítios da periferia da rede sãode�nidos omo veias. Em seu modelo, os autores de�nem uma aréola omo sendo umonjunto de 4 × 4 unidades estomátias eradas por 20 sítios de�nidos omo veias. Asuperfíie da folha é de�nida omo a justaposição das aréolas, omo ilustrado na Figura2.1 no iníio deste apítulo.Ao ontrário do que foi sugerido pelos autores, as aréolas justaposta não interagemumas om as outras, pois estão separadas pelas veias que possuem valores de Ψ e Π �xos(ondições de ontorno de Dirihlet). Sendo assim, omo apontado por Ferraz et. al. [11℄,onsiderar diversas aréolas justapostas é o mesmo que resolver o problema onsiderandoapenas uma aréola.Portanto, em nossa análise do modelo vamos tratar apenas de uma únia aréolarepresentada por uma rede quadrada ℓ× ℓ. Dos ℓ2 sítios que ompõem a rede, os 4ℓ− 4sítios da periferia são de�nidos omo veias, enquanto que os (ℓ−2)2 sítios erados pelasveias são de�nidos omo unidades estomátias.A seguir, vamos apresentar a disretização temporal das equações (2.10), (2.11) ins-pirada no artigo original [10℄, tal que
Ψi,t+τ = Ψi,t +

cτ

K
(Fi,t − Ei,t), (2.12)

Πi,t+τ = Πi,t + ατ(Π∗
i,t −Πi,t). (2.13)onde τ é uma esala araterístia de tempo. As equações aima estão sujeitas àsondições

Ψ{v},t = 0, onde {v} é o onjunto dos sítios de�nido omo veias,
Ψi,t=0 = Ψ0, para todo i /∈ {v},

Πi,t=0 = Π0, para todo i /∈ {v}.Os parâmetros do modelo são de�nidos omo sendo ∆w = 10 mPa Pa−1, q/K = 1, 0×
103 MPa m−2, Πmax = −1.5 MPa, Πmin = −3.0 MPa, Πe = −1.5 MPa, Ψ e

Pmax = 1.5MPa. Note que Ψ e
Pmax = Πmax −Πmin. 27



Modelo Hidráulio de Aréolas 28Expliitando o termo Πg* (2.7) na equação disretizada (2.13) e esrevendo o poten-ial de pressão Ψ e
P em termos da função degrau H = H(x) teremos

Πi,t+τ = Πi,t + ατ [Πmin + (Ψi,t −Πe)H (Ψi,t −Πe)−Πi,t] , (2.14)A equação disretizada (2.12), expliitando os termos Fi e Ei, �ará
Ψi,t+τ = Ψi,t + cτ




∑

(k)

(Ψk,t − Ψi,t)−
q∆w

K
Ai,t



 (2.15)onde K é a resistividade hidráulia e a soma é realizada nos (k) vizinhos do i-ésimo sítio.Vamos expliitar a dependênia da abertura Ai om as variáveis livres do problema
Ψi e Πi. Para isso, vamos reesrever a expressão da abertura (2.4) em termos da funçãodegrau tal que

Ai,t =
(

Ψg
P,i,t − θΨ e

P,i,t

)

H
(

Ψg
P,i,t − θΨ e

P,i,t

)

, (2.16)na equação aima, Ψg
P,i,t e Ψ e

P,i,t também podem ser esritas em termos da função degrau
Ψg
P,i,t = (Ψi,t −Πi,t)H (Ψi,t −Πi,t) , (2.17)e
Ψ e
P,i,t = (Ψi,t −Πe)H (Ψi,t −Πe) . (2.18)No trabalho original a solução numéria é obtida supondo que o valor de θ varia emada UE segundo uma distribuição triangular om mínimo em θ = 1.35, máximo em 2.0e moda da distribuição em θ = 1.6. Com o intuito de estudar a in�uênia do valor de θna dinâmia, nós de�nimos o valor de θ �xo para todos os sítios da rede.As restrições impostas a Ai e aos poteniais de pressão Ψ

g(e)
P,i impliam diferentesomportamentos da abertura Ai a depender dos valores das variáveis Ψi e Πi. Vamosreesrever a expressão da abertura (2.4) de forma a evideniar os diferentes valores de

Ai possíveis:
Ai,t =







(1− θ)Ψi,t −Πi,t + θΠe, se Πi,t < (1− θ)Ψi,t + θΠe e Ψi,t > Πe,
Ψi,t −Πi,t, se Πi,t < Ψi,t e Ψi,t < Πe,
0, aso ontrário. (2.19)28



Modelo Hidráulio de Aréolas 29A Figura 2.2 mostra o diagrama Ψ ×Π partiionado em regiões de forma a destaaros três regimes distintos da abertura de�nida na equação (2.19) om θ = 1.5.

Π
=
Ψ

Π = (1− θ)Ψ + θΠ e
θΠe
Ψ

Π

A = 0

A = Ψ − Π A = (1 − θ)Ψ − Π + θΠe
Figura 2.2: Diagrama Ψ ×Π, destaando os três regimes distintos da equação (2.19).É importante notar que a equação (2.14) apresenta dois omportamentos para avariável Πi a depender se Ψi > Πe ou Ψi < Πe. Por essa razão, tanto a equação (2.14)omo a equação (2.15) apresentam diferentes regimes a depender dos valores de Ψi e Πi.Podemos identi�ar, num diagrama Ψ ×Π, os diferentes omportamentos do sistemaanalisando as regiões de interseção determinada pelo domínio das funções (2.19) e (2.18).Como resultado teremos o diagrama Ψ×Π partiionado em quatro regiões tais que (2.14)e (2.15) apresentam diferentes omportamentos. A Figura 2.3 ilustra essas regiões.

29



Modelo Hidráulio de Aréolas 30

Π
=
Ψ

Π = (1− θ)Ψ + θΠ e
θΠe
Ψ

Π

43
12

Figura 2.3: Diagrama Ψ×Π. Este diagrama é partiionado de forma a destaar os quatroregimes distintos do sistema de equações (2.14) e (2.15).Para failitar a visualização, nós enumeramos as regiões que apresentam omporta-mentos distintos. Vamos analisar o estado estaionário dessas regiões aso a aso:Região 1Quando Π < (1−θ)Ψ+θΠe e Ψ > Πe o sistema de equações de diferenças obedeea
Ψi,t+τ = Ψi,t + cτ







∑

(k)

(Ψk,t − Ψi,t)−
q∆w

K
[(1− θ)Ψi,t −Πi,t + θΠe]


, (2.20)

Πi,t+τ = Πi,t + ατ
(
Πmin + Ψi,t −Πe −Πi,t

)
. (2.21)Da equação (2.21) teremos, no estado estaionário Πi,t+τ = Πi,t, a relação

Πi = Ψi +Πmin −Πe.Utilizando na expressão (2.20) o valor assintótio obtido aima para Πi, vamoshegar em uma relação de reorrênia espaial para Ψ . Junto om as ondições de30



Modelo Hidráulio de Aréolas 31ontorno do problema, a relação de reorrênia espaial sugere que a solução de Ψvaria espaialmente, isto é, no estado estaionário teremos diferentes valores de Ψao longo da rede, aso o sistema enontre-se na região 1.Região 2Quando Π < Ψ e Ψ < Πe o sistema de equações de diferenças obedee a
Ψi,t+τ = Ψi,t + cτ







∑

(k)

(Ψk,t − Ψi,t)−
q∆w

K
(Ψi,t −Πi,t)






, (2.22)

Πi,t+τ = Πi,t + ατ
(
Πmin −Πi,t

)
. (2.23)Da equação (2.23) teremos, no estado estaionário Πi,t+τ → Πi,t, a relação

Πi → Πmin.Utilizando na expressão (2.22) o valor assintótio obtido aima para Πi, vamosobter uma nova relação de reorrênia espaial para Ψ . Junto om as ondições deontorno do problema; a relação de reorrênia espaial sugere que a solução de Ψ ,na região 2 do diagrama, também varia espaialmente.Região 3Quando Π > Ψ e Ψ < Πe o sistema de equações de diferenças obedee a
Ψi,t+τ = Ψi,t + cτ

∑

(k)

(Ψk,t − Ψi,t), (2.24)
Πi,t+τ = Πi,t + ατ

(
Πmin −Πi,t

)
. (2.25)Da equação (2.25) teremos, no estado estaionário Πi,t+τ → Πi,t, a relação

Πi → Πmin.Observe que na equação (2.24) não há o termo de dissipação Ei restando apenaso termo de difusão entre os sítios Fi. Nesse problema lidamos om ondição deontorno de Dirihlet tal que Ψ{v},t = 0, onde {v} é o onjunto de pontos doontorno. Sendo assim, podemos a�rmar que, no estado estaionário, o valor de Ψtende para o valor de ontorno isto é Ψi → 0 para todo sítio i da rede.31



Modelo Hidráulio de Aréolas 32Região 4Quando Π > (1−θ)Ψ+θΠe e Ψ > Πe o sistema de equações de diferenças obedeea
Ψi,t+τ = Ψi,t + cτ

∑

(k)

(Ψk,t − Ψi,t) (2.26)
Πi,t+τ = Πi,t + ατ

(
Ψi,t −Πi,t +Πmin −Πe) , (2.27)Da equação (2.27) teremos, no estado estaionário Πi,t+τ → Πi,t, a relação

Πi → Ψi +Πmin −Πe = Πmin −Πe.Novamente há ausênia de um termo de dissipação em Ψ restando apenas o termode difusão entre os sítios. Usando a mesma argumentação do aso anterior vamosa�rmar que no estado estaionário Ψi → 0 para todo sítio i da rede.Vale lembrar que os diferentes omportamento do sistema apresentados aima valempara ada sítio isoladamente. O omportamento espaial médio do sistema pode serobtido omputaionalmente.2.2 Resultados Numérios do Modelo de AréolasO modelo original proposto por Haefner e olaboradores é um mapa de equaçõesbaseado nas equações difereniais (2.10) e (2.11). Como foi apontado por Ferraz e Prado[11℄ areditamos que as osilações, desritas omo araterístias intrínseas do modelo,se devam à disretização temporal adotada por Haefner e olaboradores.No artigo, Haefner et al. apresentam passos temporais disretos (t, t + 1, t + 2, . . .)e deixam laro que os parâmetros inétios, c = 0.1 [tempo℄−1 e α = 0.8 [tempo℄−1,aglutinam o aráter inétio do transporte de matéria entre diferentes ompartimentos.Contudo, entendemos que o problema deve ser tratado om tempo ontínuo. Sendoassim, utilizando os parametros desritos aima, o número de passos que produzem umresultado on�ável‡ é de apenas c−1 ∼ 10 para a variável Ψ e α−1 ∼ 1 para a variável Π.
‡Assumindo o método de integração de Euler. 32



Modelo Hidráulio de Aréolas 33Se o número de passos for superior à esse limite a reursividade do método pode gerarerros de trunamento que fazem om que o valor aproximado �osile numeriamente�em torno do valor exato. No artigo original observamos resultados om 100 passos deduração.A seguir, vamos mostrar que as soluções numéria do problema de valor iniial ede ontorno (PVIC) assoiado às equações difereniais (2.10) e (2.11) não produzemosilação na abertura espaial média 〈A〉. Para isso utilizamos o método Euler paraintegrar a solução numeriamente, porém, ao ontrário do trabalho de Haefner et al.,usamos uma esala de tempo pequena τ = 10−2 [tempo℄.A Figura 2.4 ilustra a trajetória das médias espaiais 〈Ψ〉 e 〈Π〉 obtidas somando-seo valor dessas variáveis em ada sítio e dividindo pelo número total de sítios de�nidosomo UE. Nesse aso em partiular, usamos valores ℓ = 10, τ = 10−2.

(−2.764609,−3.0)

(0.0,−1.5)

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

 0

−4 −3.5 −3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5  0

PSfrag replaements
〈Π〉

〈Ψ〉

Πe
θΠe

Πmin
Figura 2.4: Trajetórias do sistema de equações (2.14) e (2.15) a partir de diferenteson�gurações iniiais. Cada ponto do diagrama representa a média espaial das variáveis
Ψ e Π.A origem de ada trajetória é determinada pela on�guração iniial de todos os sítios33



Modelo Hidráulio de Aréolas 34de�nidos omo UE. A on�guração iniial é montada de forma que todos as UE possuamvalores (Ψ0,Π0). Na �gura podemos ver as trajetórias partindo de diversas on�guraçõesiniiais (Ψ0,Π0) nas diferentes regiões tratadas na seção anterior.Podemos ver no diagrama que a média das variáveis apresentam dois atratores. Clara-mente as médias (〈Ψ〉, 〈Π〉) tendem para (−2.764609,−3.0) e para (0.0,−1.5) a dependerda on�guração iniial. A partir do que foi disutido aima poderemos inferir algumaspropriedades de ada sítio que levam o sistema a esses dois estados �nais.Vimos que na região 1 a variável Πi tende a Πi → Ψi+Πmin−Πe. Nessa região nãopodemos obter o omportamento isolado da variável Ψi a partir da equação de diferenças,já que o termo Fi introduz uma dependênia espaial entre os sítios da rede.Entretanto, o diagrama mostra que trajetórias uja on�guração iniial estejam naregião 1 se dirigem rapidamente para região 2. Isso é devido ao fato de que a onstanteinétia da equação em Ψ tem valor superior à onstante inétia na equação da variável
Π, i. e., c/K = 8α.Quando a trajetória atinge a região 2, é possível que alguns sítios mudem seu om-portamento, porém não podemos preisar quantos e quais mudam seu omportamentonessa abordagem disreta.As trajetórias ujas on�gurações iniiais pertenem a região 2 tendem isoladamentea Πi → Πmin. Observando a �gura vemos o omportamento da média das variáveis éonsonante om esse omportamento pois 〈Π〉 → Πmin.Nessa região também não podemos obter o omportamento isolado da variável Ψi apartir da equação de diferenças. Entretanto, podemos inferir, através da Figura 2.4, quealguns sítios apresentam um dependênia do tipo Ψi ∝ Πi. Sendo assim, a trajetóriada média das variáveis nessa região é assintótia a uma reta 〈Ψ〉 = a〈Π〉, onde a é umaonstante positiva, que deve estar ligada ao número de sítios que possuem Ψi = Πi nessaregião.Quando a on�guração iniial pertene a região 4, ada sítio apresenta a tendêniade que, no estado estaionário, Ψi → 0 MPa e Πi → Πmin −Πe = −1.5 MPa. Podemosonferir no diagrama que as trajetórias om on�gurações iniiadas na região 4 �am34



Modelo Hidráulio de Aréolas 35on�nadas na região 4 e não atingem outras regiões. Sendo assim, as médias re�etemdiretamente o omportamento dos sítios individualmente, tal que 〈Ψ〉 → 0 MPa e 〈Π〉 →
Πmin −Πe = −1.5 MPa.Finalmente, na região 3 ada sítio apresenta a tendênia de que, no estado esta-ionário, Ψi → 0 MPa e Πi → Πmin = −3.0 MPa. Entretanto, a trajetória das on�gu-rações iniiais que partem da região 3 podem, eventualmente, atingir a região 2 ou aregião 4. No primeiro aso, a trajetória tende diretamente ao atrator (−2.764609,−3.0).No segundo aso, algumas trajetórias tendem para o atrator (0,−1.5) � omo exemploveja a trajetória verde na Figura 2.4. Outras trajetórias, partindo da região 3, tende aoatrator (−2.764609,−3.0) � omo exemplo veja a trajetória azul na Figura 2.4. Atravésdesse omportamento podemos supor que alguns sítios mudam de omportamento navariável Ψi nas proximidades das divisões entre regiões.Na Figura 2.5 podemos ver a média espaial da abertura 〈A〉 versus o tempo paraalgumas on�gurações iniiais ilustradas no Diagrama 2.4. A evolução temporal de 〈A〉esta relaionada om sua respetiva trajetória no Diagrama 2.4 através das ores de adauma.
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Figura 2.6: Modi�ação proposta por Ferraz e Prado na geometria do problema: Veias(sítios inzas) distribuídas aleatoriamente sobre a rede.função difereniável por partes. Essa função apresenta um omportamento linear quandoa pressão de turgor das élulas guarda atinge um erto valor.Ainda que a hipótese da variação do status de água devido a interação om sítios vi-zínhos seja muito forte, vimos na seção anterior que esses argumentos não são su�ientespara reproduzir os dados experimentais sobre ondutânia estomátia.Contudo, em estudo reente, Ferraz e Prado [11℄ sugerem duas mudança signi�ativano modelo proposto iniialmente por Haefner e olaboradores. Primeiro os autores on-sideraram veias aleatoriamente distribuídas sobre a rede. Segundo, eles inluíram ooneito de histerese na abertura dos est�matos em relação a mudanças nas pressões deturgor.A aleatoriedade da distribuição das veias reproduz a formação de pathes ao longoda folha, porém os pathes são estátios no tempo. Assim, embora a primeira modi�-ação reproduza a heterogeneidade araterístia da superfíie de uma planta, ela nãoreproduz ompletamente os resultados experimentais desejados. Entretanto, a segundamodi�ação se mostrou adequada para desrever, qualitativamente, as osilações na on-dutânia estomatal.A segunda hipótese onsidera que as élulas onstituintes do est�mato possuem umaresposta meânia similar à histerese elástia observada em uma tira de borraha idea-lizada. Ou seja, a resposta meânia da parede elular apresenta uma memória reenteem resposta às pressões sobre ela exerida. Dessa forma a abertura/fehamento dos es-37



Modelo Hidráulio de Aréolas 38t�matos apresenta um omportamento altamente não linear. Em [11℄ Ferraz e Pradomostraram que a introdução de histerese na abertura dos est�matos leva a osilaçõesautossustentáveis na ondutânia estomátia. Porém os autores não exploraram extensi-vamente essa hipótese. Este será o prinipal objetivo do nosso trabalho.Em uma revisão na literatura enontramos fatos que suportam a hipótese de histerese.O estudo de Stephen D. Tyerman [27℄ mostrou histerese na relação entre o volume e apressão de turgor em élulas de folhas. O estudo de Franks et al. [6℄, ver Figura 2.7,mostrou indíios de que a relação entre pressão no interior da élula guarda e abertura doporo exibe histerese. Em [28℄, [29℄, [30℄ pesquisadores mostraram deformações plástiasnas paredes elulares de élulas de plantas.

Figura 2.7: Cilo de histerese na relação entre a abertura do poro e a pressão no interiorda élula guarda (•, N)- Ψg
P pressão resendo, (H, � ) - Ψg

P pressão deresendo [6℄. Asbarras de erro são menores do que os símbolos.A alta não linearidade, introduzida pela histerese, impede o uso de métodos queenvolvam expansões lineares da função abertura. Sendo assim, para tratar esse proble-ma matematiamente, é neessário introduzir um operador que reproduza a histerese38



Modelo Hidráulio de Aréolas 39sugerida na resposta meânia da abertura dos est�matos.No próximo apítulo vamos de�nir esse tipo de operador que pode ser hamado deoperador histerese para ser utilizado no sistema de equações (2.14) e (2.15). Em seguidavamos apresentar as soluções numérias utilizando esse formalismo do operador memória.Os resultados obtidos são uma forte indiação de que a hipótese de histerese pode de-sempenhar um papel importante na dinâmia dos est�matos.Para obter a solução numéria do problema de valor iniial e de ontorno (PVIC)assoiado às equação difereniais (2.14) e (2.15), utilizamos o método Runge�Kutta dequarta ordem. O erro de trunamento loal e utilizando esse método é proporional aquarta potênia ∼ τ4. Já o erro global E, é proporional a quinta potênia do inremento
∼ τ5.
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Capítulo 3
Operadores Histerese

Nesse apítulo vamos estudar as prinipais araterístias envolvidas no fen�meno dehisterese esalar. Começaremos om uma desrição da histerese em um sistema físio.Em seguida vamos introduzir o oneito de operador histerese.Seja um sistema físio ujo estado é araterizado por duas variáveis esalares u e w.A variável u representa uma in�uênia externa ao sistema. O sistema responde a essain�uênia e muda seu estado interno. A mudança é monitorada observando o omporta-mento da grandeza w. Nesse sentido u e w farão, respetivamente, o papel das variáveisindependente e dependente, pois assumimos que onheemos previamente a dependêniatemporal de u(t) e pretendemos desrever a resposta temporal orrespondente de w(t).A Figura 3.1 ilustra o fen�meno de histerese de um sistema físio; esse omportamentoé desrito da seguinte forma: Se u rese monotoniamente a partir de um erto valorextremo∗ u1 até atingir outro valor extremo u2, de maneira que o par ordenado (u,w) semove ao longo da urva ABC. Caso ontrário, se u derese monotoniamente a partirde u2 até u1, então o par ordenado (u,w) se move ao longo da urva CDA. Ademais,aso u inverta sua tendênia quando u1 < u(t) < u2, então (u,w) se move no interior daregião S delimitada pelo ilo ABCDA. O par ordenado (u,w) poderá assumir qualquerponto no interior da região S através de uma esolha adequada da variável u(t).
∗o termo valor extremo de u está relaionado om o valor de saturação da variável w devido apropriedades internas do sistema físio. 40
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Figura 3.1: Cilo de histerese de um sistema físio.Em todo aso, a evolução da variável w(t) é uniamente determinada pela evoluçãode u(t), isto é, w(t) depende da história da variável u(t). A qualquer instante t, o valor
w(t) deve depender não apenas do valor de u(t) e do estado iniial (u0, A0), em t0 masde sua história ao longo do intervalo ]t0, t].A Figura 3.2 mostra um exemplo de sistema físio que apresenta omportamento dehisterese. A urva desreve a resposta de um ristal ferroelétrio devido a um ampoelétrio E apliado nesse material. O valor de resposta é medido através da polarização
P do material. Essa urva é onheida omo ilo de histerese e está assoiada a respostado ristal ao ampo elétrio externo. O ilo de histerese pode ser observada em muitosoutros sistemas físios omo sistemas meânios, magnétios, óptios, entre outros.
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PSfrag replaements
Figura 3.2: Cilo de histerese ferroelétria de um �lme �no de BaTiO3 (400 nm) / LaNiO3/ num substrato de silíio [7℄. Inspiração para a de�nição de um transdutor histerétio.Na literatura existente o fen�meno de histerese está relaionada om a formação deilos de histerese. Isto pode dar a impressão de que o ilo é a essênia da histerese.A este respeito, a de�nição da histerese enfatiza que a rami�ação onstitui a essêniada histerese, enquanto ilo é um aso partiular de rami�ação. De fato, ilos oorremquando u varia resendo e deresendo monotoniamente entre dois valores extremosonseutivos, enquanto a rami�ação oorre para variações arbitrárias de u. O efeito dememória entre a resposta w do sistema e a in�uênia externa u se revela através dasrami�ações.Vamos empregar a terminologia utilizada na teoria de ontrole para disutir aspetosgerais do fen�meno de histerese esalar. Sendo assim, um sistema om histerese pode serdesrito através de um transdutor histerétio Γ, que relaiona um dado valor de entrada
u om um dado valor de saída w. No exemplo da histerese em um ristal ferroelétrio, oampo elétrio E representa o valor de entrada e o desloamento elétrio D representa ovalor de saída.A Figura 3.3 mostra um diagrama entrada/saída que ontém a ideia básia da de�ni-ção operaional por trás da histerese [8℄. O transdutor histerétio Γ deve exibir dependên-ia om a história pregressa do sistema. Portanto, esse transdutor histerétio Γ não pode42



Operadores Histerese 43ser de�nido simplesmente através de uma função pois um mesmo valor de entrada u(t)pode produzir diferentes valores de saída w(t).Entrada u(t)
Transdutor

Γ
Saída w(t)Figura 3.3: Diagrama de Entrada/Saída mediado por um transdutor operaional quesintetiza o oneito básio do operador histerese [8℄.A depender da natureza do problema, o fen�meno de histerese exibe dependêniaou independênia na esala temporal. Quando o fen�meno de histerese apresenta inde-pendênia na esala temporal as rami�ações da histerese são determinadas apenas pelosvalores extremos alançados pelo valor de entrada u, enquanto a veloidade da variaçãodo valor de entrada u entre os pontos extremos não tem in�uênia na rami�ação. Casoontrário o fen�meno em questão é dependente da esala temporal. Um transdutor his-terétio que possui independênia na esala temporal é onheido omo um transdutorhisterétio estátio.A Figura 3.4 ilustra o aso de um transdutor estátio. Na Figura 3.4a dois valoresde entrada atingem suessivamente os mesmo extremos, mas a variação no tempo dessesvalores é diferente. Para um transdutor histerétio estátio, esses dois valores de entradairão produzir o mesmo diagrama w × u (ver Figura 3.4b), desde que o estado iniial dotransdutor seja o mesmo para ambos valores de entrada.Em suma, a relação entrada e saída são invariantes om respeito a mudanças naesala temporal. Dito de outra maneira, se um dado valor de entrada u(t) produz umdado valor de saída w(t), então valores de entrada u(αt), para qualquer α > 0 produziráum valores de saída w(αt).É importante ressaltar que a noção de independênia na esala temporal da histereseimplia em três esalas de tempo distintas. A primeira é a esala de tempo ligada a rápidadinâmia interna do transdutor. A segunda é a esala de tempo em que as observaçõessão efetuadas. Esta esala de tempo é muito maior do que a esala de tempo da dinâmiado transdutor internas, de modo que ada observação pode ser identi�ados om um valor43
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(b)Figura 3.4: Resposta araterístia de um transdutor estátio para dois sinais om esalastemporais diferentes. (a) Dois valores de entrada u atingem suessivamente os mesmovalores extremos, porém a variação no tempo desses valores é diferente. (b) Esses doisvalores de entrada irão produzir o mesmo diagrama w× u, desde que o estado iniial dotransdutor seja o mesmo para ambos valores de entrada.de saída espeí�a do transdutor. A tereira é a esala de tempo das variações de entrada.Esta esala de tempo é muito maior do que a esala de tempo de observação de modoque ada medição pode ser assoiada om um valor espeí�o de entrada.Fen�menos não lineares que envolvem histerese possuem duas lassi�ações gerais:Histerese om memória loal e Histerese om memória não loal. Fen�menos de histereseom memória loal possuem a seguinte propriedade em omum: ada ponto aessível nodiagrama w × u orresponde a um únio estado do sistema. Este estado predetermina oomportamento do transdutor Γ em, exatamente, uma maneira para valores de u res-entes e, exatamente, uma maneira para valores de u deresentes. Em outras palavras,para qualquer ponto do diagrama w × u existem, no máximo, duas urvas que podemrepresentar o omportamento futuro do transdutor Γ om memória loal (ver Figura3.5a). Isto não é verdadeiro para transdutores histerétios om memória não loal. Nesteúltimo aso, para qualquer ponto do diagrama w × u existem in�nitas urvas que po-dem representar o omportamento futuro desse transdutor (ver Figura 3.5b). Cada uma44
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(b)Figura 3.5: (a) Histerese om memória loal. O omportamento futuro do transdutorpode ter, no máximo, duas urvas no diagrama w × u; (b) Histerese om memória nãoloal. O omportamento futuro do transdutor pode ter in�nitas urvas no diagrama
w × u.dessas urvas depende de uma partiular sequênia de valores extremos de u aessadospelo sistema.Os oneitos ligados ao fen�meno de histerese, introduzidos aqui suintamente, ons-tituem a de�nição formal e moderna do tipo de não linearidade assoiada ao fen�meno dehisterese. A teoria matemátia de sistemas om histerese foi desenvolvida em 1970 porum grupo de matemátios russos liderados por Mark Krasnosel'ski��, um dos fundadoresda análise não linear. Ele sugeriu uma investigação de fen�menos de histerese utilizandoo formalismo de operadores não lineares [8℄.Em nosso estudo vamos admitir que o valor de saída será a abertura do est�mato
A(t), o valor de entrada será a grandeza que provoa a abertura do poro. Essa grandezaé a pressão a que as élulas guarda estão submetidas, já que são estas as élulas quesão responsáveis pela abertura do poro. Os transdutores histerétios que intermediam ovalor de entrada u e o valor de saída A são independentes da esala temporal e possuemhisterese om memória loal. 45



Operadores Histerese 46Vamos de�nir três tipos de operadores histerese que hamaremos de operador abertura,no ontexto da abertura dos est�matos. Dois deles são de�nidos tal que A ∈ [0, 1], onde
A = 1 representa est�mato aberto e A = 0 para est�mato fehado. O tereiro é de�nidode forma que A ∈ [0,∞], neste aso, quando A > Alimiar o est�mato está aberto e A = 0representa o est�mato fehado. Porém, antes de apresentar os operadores abertura, vamosde�nir o valor de entrada do nosso problema de interesse.3.1 De�nição da Entrada do OperadorA élula guarda é o elemento que regula a abertura da âmara estomátia. Entãoa abertura do est�mato depende da diferença de pressão entre o meio interno e externodesta élula. No embate das pressões, quando a pressão interna for maior que a pressãoexterna e a tensão da parede elular, o est�mato se abre.O valor resultante da pressão sobre a élula guarda P faz o papel do valor de entrada.Como primeira abordagem, vamos onsiderar P omo sendo a pressão de turgor na élulaguarda, ou seja, a diferença de potenial de pressão entre a élula guarda e as élulasepidérmias. Essa de�nição é similar à relação funional da abertura usada por Haefner,Bukley & Mott [10℄

P = Ψg
P − θΨ e

P , (3.1)onde Ψg
P = (Ψ − Π)H(Ψ − Π) é o potenial de pressão na élula guarda e Ψ e

P = (Ψ −
Πe)H(Ψ − Πe) é o potenial de pressão nas élulas epidérmias irundantes, e θ é ofator de heterogeneidade entre os dois tipo de élulas.Então, no ontexto do operador abertura, quando o valor de entrada alança um ertovalor, a élula guarda omeça a se deformar e o est�mato omeça a se abrir. Contudo,quando o valor de P dereser, a élula guarda não irá responder linearmente a essadiminuição de P . Se a diferença de pressão for grande o su�iente, a deformação daélula guarda apresenta memória. Na próxima seção vamos introduzir diferentes tiposde operadores memória que emulam esse tipo de omportamento.46
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P (t)α β() Relê IIIFigura 3.6: Diagramas de entrada/saída dos operadores om limiares α e β.3.2 Resposta Meânia om Histerese3.2.1 Relê I: Não IdealA Figura 3.6a ilustra o omportamento não linear do operador abertura do tipo relênão ideal. Esse operador é um dos mais simples transdutores histerétios [8℄. Esse trans-dutor é araterizado pelos limiares α e β impostos ao valor de P (t) que determinarãose a saída A(t) assume um dos dois possíveis valores, 0 e 1, vale ressaltar que α < β.A analogia que dá nome ao operador se deve aos dispositivo eletr�nio hamadorelê ideal. Usualmente esses dispositivos possuem apenas um limiar que separa estados�ligado� 1 ou �desligado� 0. Em nosso aso a superposição de dois relês ideais produzema não linearidade que mimetiza o fen�meno de histerese.Para um dado valor admissível de entrada P (t), o orrespondente valor de saída A(t)
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Operadores Histerese 48se relaiona segundo
A(t) =







A0, se α < P (τ) < β ∀ τ ∈ [t0, t];

1, se P (t) ≥ β, ou α < P (t) < βe ∃ t1 ∈ [t0, t) | P (t1) ≥ βe P (τ) > α ∀ τ ∈ [t1, t];

0, se P (t) ≤ α, ou α < P (t) < βe ∃ t1 ∈ [t0, t) | P (t1) ≤ αe P (τ) < β ∀ τ ∈ [t1, t].

(3.2)
tal que A(t) depende do seu estado iniial A(t0) = A0 e da variável de entrada P (t)

(t ≥ t0); o valor de A0 pode assumir 0 ou 1. O valor de entrada P para esse operador foide�nido na Seção 3.1.O valor de saída tende a manter-se inalterado, até que um dos patamares α ou βseja alançado. Nesse proesso o par P,A pertene a uma das linhas da Figura 3.6aaima. A motivação para onstruir esse operador é a seguinte: Supondo que iniialmenteo est�mato esteja fehado A(t0) = A0 = 0, a medida que a pressão na élula guarda P (t)aumenta, o est�mato permaneerá fehado até que essa pressão atinja um erto limiar
β. A partir desse limiar o est�mato abre (A(t) = 1) e permaneerá aberto mesmo que ovalor de P (t) volte a diminuir em relação a β. O est�mato fehará apenas quando o valorde P (t) for menor que outro limiar α, onde α < β, fehando assim o ilo de histereseassoiado a resposta meânia do est�mato.Para mais detalhes dessa de�nição ver a referênia [8℄. Note que as igualdades A(t) =
1 para P (t) ≥ β e A(t) = 0 para P (t) ≤ α valem sempre que t ≥ t0. Contudo na regiãoonde α < u < β, o valor de A(t) dependerá da história da variável P .3.2.2 Relê II: Não Ideal Modi�adoA Figura 3.6b mostra o diagrama do operador abertura do tipo relê não ideal modi�-ado. Este é semelhante ao operador relê não ideal. Continuamos om os mesmos limiares48
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α e β tal que α < β. Todavia, quando P (t) ≥ β, o valor de saída A(t) é linearmenteproporional ao valor de entrada P (t). E quando P (t) ≤ α, teremos A(t) = 0.Na região intermediária α < P (t) < β o valor de saída pode assumir os valores 0 ou
P (t), a depender do seu valor intrínseo A0 e da história prévia do valor de entrada P (t).A formulação expliita dessa relação, a menos de uma onstante de esala é dada por

A(t) =







A0, se α < P (τ) < β ∀ τ ∈ [t0, t];

P (t), se P (t) ≥ β, ou α < P (t) < βe ∃ t1 ∈ [t0, t) | P (t1) ≥ βe P (τ) > α ∀ τ ∈ [t1, t];

0, se P (t) ≤ α, ou α < P (t) < βe ∃ t1 ∈ [t0, t) | P (t1) ≤ αe P (τ) < β ∀ τ ∈ [t1, t].

(3.3)
A Figura 3.7 ompara o valor de entrada P (t) om o efeito produzido pelo operadorrelê não ideal modi�ado quando apresenta histerese (urva azul) om um atraso de β−α,e quando não apresenta histerese, α = β (urva vermelha). Podemos ver nessa �gura quea histerese elimina possíveis �utuações.PSfrag replaements

A

A

α = β

u

timeα

α

β

β

Figura 3.7: Comparação entre o valor de entrada e o valor de saída usando o operadorrelê não ideal modi�ado om α = β (urva vermelha) e om α < β (urva azul).49



Operadores Histerese 503.2.3 Relê III: Tangente HiperbóliaNo operador abertura do tipo tangente hiperbólia o valor de saída se omportaomo uma função do tipo sigmóide. Dessa forma, uma vez que P (t) ultrapassa umlimiar, digamos β, o valor de saída se aproxima de um valor de saturação segundo umatangente hiperbólia. A partir dai, a diminuição do valor de entrada P (t) impliará nadiminuição do valor de saída A(t), ontudo a diminuição de A(t) aonteerá através deoutra tangente hiperbólia desloada de β − α a esquerda em relação primeira.Diferente dos operadores apresentados até agora, o proesso de abertura desrito pelooperador abertura do tipo tangente hiperbólia aontee de maneira ontínua em relaçãoa P (t).Para otimizar o método numério introduzimos um valor de orte para o valor deentrada u (próximo aos limiares α e β) baseado no valor de saturação de A(t). Dessaforma a de�nição do operador abertura do tipo tangente hiperbólia é
A(t) =







A0 se α− δ < P (τ) < β + δ, ∀ τ ∈ [t0, t],

1 se P (t) ≥ β + δ,

0 se P (t) ≤ α− δ,
[
1 + e−2γ(P (t)−β)

]−1
, se ∃ t1 ∈ [t0, t] tal que A(t1) = 0,e P (τ) > α− δ, ∀ τ ∈ [t1, t],

[
1 + e−2γ(P (t)−α)

]−1
, se ∃ t1 ∈ [t0, t] tal que A(t1) = 1,e P (τ) < β + δ, ∀ τ ∈ [t1, t].

(3.4)
onde γ relaiona a resposta do valor de saída om a variação de P (t), quanto maioro valor de γ mais rápida a variação de A(t). O valor de orte δ imposto a P (t) estárelaionado om a fração ε do valor máximo de Amax = 1.0, tal que

δ =
1

2γ
ln

(
1

ε
− 1

)

.Como exemplo, suponha que γ = 1000.0 e que a fração da abertura é ε = 0.05, i.e., 5%do valor máximo Amax = 1.0, então o valor de orte imposto a P (t) será δ ≈ 0.0015.A Figura 3.8 apresenta um esquema da Equação (3.4) destaando50
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α βFigura 3.8: Diagrama de entrada/saída do operador relê não ideal tangente hiperbóliaom limiares α− δ e β + δ. Na �gura as linhas vermelha e azul representam o onjuntode possíveis valores entrada-saída.De�nimos os operadores memória que irão ser usados em nosso estudo. Na próximaseção apresentaremos brevemente o método numério para obter as soluções das equaçõesdifereniais através de uma abordagem via equações de diferenças �nitas. Depois apre-sentaremos os resultados numérios obtidos usando o formalismo de operadores memóriaapresentados nessa seção.

51



Capítulo 4
Resultados Numérios

O modelo apresentado no Capítulo 2 é de�nido por duas equações aopladas que de-srevem o omportamento do potenial hídrio Ψ e do potenial osmótio Π. Essas var-iáveis estão assoiadas às élulas que ompõem o est�mato e sua vizinhança. O onjuntode élulas é denominado unidade estomátia (UE). O objetivo do modelo é reproduzir asosilações na ondutânia estomátia e os padrões espaço-temporais observados atravésdos pathes.Naquele apítulo vimos, na equação (2.10), que a taxa de variação de Ψ é de�nidaomo a diferença entre dois termos: o termo de transporte hídrio entre as UEs Fi,t, queenvolve uma disretização espaial intrínsea relaionada om a densidade de est�matosna superfíie da folha, e o termo de evaporação Ei,t que depende da abertura do est�matona i-ésima unidade estomátia Ai,t.Seguindo o trabalho de Ferraz e Prado [11℄, mostramos que a forma omo a abertura/fehamento de um est�mato é de�nida por Haefner et al. [10℄ não é su�iente parareproduzir o omportamento dos est�matos observado experimentalmente.Ao �nal daquele apítulo menionamos duas importantes modi�ações propostas poresses autores [11℄ ao modelo original de Haefner e olaboradores. A primeira delaspropõem que as veias sejam distribuídas aleatoriamente na superfíie da folha. A se-gunda sugere um omportamento histerétio na abertura e fehamento dos est�matos,está última alteração não foi explorada em detalhes.52



Resultados Numérios 53Neste apítulo vamos mostrar que a modi�ação proposta por Ferraz e Prado na formaomo os est�matos abrem e feham, de fato é essenial para reproduzir os resultadosexperimentais que evideniam as osilações na ondutânia estomátia. Iniialmentevamos desrever o proedimento omputaional usado. Em seguida, vamos apresen-tar os resultados numérios obtidos levando em onsideração a hipótese de histerese naabertura estomátia. Em nosso estudo a abertura será de�nida segundo o formalismo deoperadores histerese apresentado no Capítulo 3.4.1 Desrição do Método NumérioO problema de abertura/fehamento dos est�matos é desrito pelas equações (2.10)e (2.11). Devido à não linearidade introduzida no termo de evaporação Ei não podemosobter uma expressão analítia para as variáveis Ψi e Πi assoiadas ao problema. Noentanto, poderemos obter a solução para esse problema numeriamente. Para isso uti-lizaremos o método de diferenças �nitas no espaço e o método Runge-Kutta de quartaordem para integrar o sistema no tempo.Vamos apresentar a disretização temporal das equações (2.10) e (2.11) expliitandoas expressões de Fi, Ei e Πg∗
i tal que

Ψi,t+τ = Ψi,t + τ



D
∑

(j)

(Ψj,t − Ψi,t)

h2
− cq∆w

K
A(Pi,t)



 , (4.1)
Πi,t+τ = Πi,t + τα [Πmin + (Ψi,t −Πe)H(Ψi,t −Πe)−Πi,t] , (4.2)lembrando que Pi,t = P (Ψi,t,Πi,t) é a pressão que atua nas élulas guarda e D é aonstante assoiada ao transporte hídrio entre unidades estomátias, tal que D = c h2.Nessa abordagem onsideramos diferenças de avanço no tempo em uma esala τ emlugar da derivada d/dt. Essa aproximação é razoável quando o avanço na esala temporalé feito em pequenos valores τ , de maneira a evitar erros de arredondamento. Se valoresmenores de τ forem empregados a únia mudança deverá ser no número de interaçõesneessárias para integrar o mesmo tempo total.53



Resultados Numérios 54Para melhorar a onvergênia da solução numéria, usaremos o método Runge-Kuttade quarta ordem para integrar o sistema de equações de diferenças. Este método onsisteem de�nir, no nosso aso, duas funções f(Ψi,t,Πi,t) e g(Ψi,t,Πi,t) tal que
f(Ψi,t,Πi,t) = D

∑

(j)

(Ψj,t − Ψi,t)

h2
− cq∆w

K
A(ui),

g(Ψi,t,Πi,t) = α [Πmin + (Ψi,t −Πe)H(Ψi,t −Πe)−Πi,t] .Para enontrarmos Ψt+1 e Πt+1 em termos de Ψt e Πt, o método requer o álulo damédia ponderada das funções f e g em relação as variáveis Ψt e Πt em quatro valoresdistintos de f e g, portanto, omitindo o subsrito i teremos
kf1 = f(Ψt,Πt)τ,

kg1 = g(Ψt,Πt)τ,

kf2 = f(Ψt + 1/2 kf1 ,Πt + 1/2 kg1)τ,

kg2 = g(Ψt + 1/2 kf1 ,Πt + 1/2 kg1)τ,

kf3 = f(Ψt + 1/2 kf2 ,Πt + 1/2 kg2)τ,

kg3 = g(Ψt + 1/2 kf2 ,Πt + 1/2 kg2)τ,

kf4 = f(Ψt + kf3 ,Πt + kg3)τ,

kg4 = g(Ψt + kf3 ,Πt + kg3)τ.Finalmente, a relação de reorrênia que desreve o valor de Ψt+1 e Πt+1 de um
i-ésimo sítio é dada por

Ψi,t+τ = Ψi,t +
1

6

(

kf1 + 2 kf2 + 2 kf3 + kf4

)

,

Πi,t+τ = Πi,t +
1

6
(kg1 + 2 kg2 + 2 kg3 + kg4) .O modelo produz um erro numério global na oordenada posição de ordem 2. Parao tempo, o erro de trunamento loal usando o método de Runge�Kutta é proporionala quarta potênia ∼ τ4. Já o erro global é proporional a quinta potênia do inremento

∼ τ5. 54



Resultados Numérios 55A disretização espaial está vinulada a densidade dos est�matos na folha. Assim oproblema envolve pontos separados por uma distânia h em uma rede quadrada ℓ × ℓ.Podemos pensar em h2 omo o valor da área ontendo uma unidade estomátia. Portanto,o elemento de área é simplesmente o inverso da densidade de est�matos por unidade deárea em uma folha ρ, tal que h2 = 1/ρ. O valor de ρ pode variar bastante entre diferentesespéies, porém, em média, temos ρ ≈ 180 mm−2 = 1, 8 × 108 m−2 [5℄, dessa forma
h2 ≈ 5, 5 × 10−9 m2.Admitimos que o transporte hídrio entre as UEs é de�nido omo o somatório dasdiferenças entre a variável Ψ de um sítio i e seus vizinhos mais próximos (j) numarede quadrada, dessa maneira esse termo assume a forma de um operador Laplaianodisretizado.É urioso notar que a onstante assoiada à auto difusão da água em meios elulares∗ éda ordem de Dexp ≈ 2, 3×10−9 m2 s−1 [31℄. Como Dexp e 1/h2 são valores bem próximos,vamos onsiderar em nossos álulos numérios D = Dexp, sendo assim c = D/h2 ≈ 1, 0s−1. E, por simpliidade vamos onsiderar α = c. A adoção de valores diferentes de c e
α simplesmente afetaria a esala de tempo entre o fen�meno de transporte de Ψ e Π.Cada sítio da rede é representado por um índie i. O onjunto S ontém todos osíndies na rede; o onjunto V ontém os índies que representam as veias. Assim S \ V éo onjunto que ontém todos os índies relaionados às unidades estomátias. Assim asondições de ontorno são de�nidas omo Ψi∈V ,t = 0 para todo t. E as ondições iniiais
Ψi,0 = Ψ0 e Πi,0 = Π0 para todo i ∈ S \ V.4.2 Histerese na Abertura EstomátiaNesta seção apresentaremos as soluções das equações difereniais (2.10) e (2.11) as-soiadas ao problema de valor iniial e de ontorno através do método apresentado naseção anterior. Vamos onsiderar que existe histerese na abertura estomátia. Para em-ular esse fen�meno usaremos os operadores apresentados na Seção 3.2, para desrever o

∗O que não orresponde exatamente ao nosso aso de interesse, já que preisamos da onstante(efetiva) de difusão da água entre unidades estomátias.55



Resultados Numérios 56omportamento da abertura A(P ) dos est�matos na equação (4.1).A integração numéria é realizada em uma rede quadrada om N = ℓ2 sítios aototal, destes sítios, Nv são de�nidos omo veias e estão distribuídos aleatoriamente sobrea rede através de um gerador de números pseudoaleatório. A �semente� do gerador émantida onstante para que a distribuição espaial das veias não se altere, possibilitandoa omparação dos resultados usando diferentes operadores histerese.A ada passo da interação registramos o valor da média aritmétia da abertura sobretodos os sítios da rede que representam as UEs tal que
〈A〉 = 1

Ne Ne∑
i=1

Ai, (4.3)onde Ne é o número de unidades estomátias na rede, tal que N = Ne + Nv. Regis-tramos, também, as médias aritmétias 〈Ψ〉 e 〈Π〉. Daqui por diante vamos nos referir aessa média apenas omo média espaial. Como já havíamos disutido, a média espaialda abertura 〈A〉 faz o papel da ondutânia estomátia g, que é o dado experimentalaessível, ou seja, é o omportamento da série temporal de 〈A〉 que estamos interessadosem omparar om os dados experimentais.Nos resultados apresentados a seguir, os parâmetros envolvidos no problema são: Adiferença da fração molar de água entre a folha e o ambiente ∆w, a ondutânia hidráulia
K e o fator de proporionalidade q são tais que q/K = 1, 0 × 103 MPa m−2; omo jáhavíamos menionado D/h2 ≈ 1, 0 s−1. A ondição de ontorno é Ψ{v},t = 0MPa, tal que
{v} é o onjunto de sítios esolhidos omo veias. A esala de tempo usada na interaçãonuméria é de�nida omo τ = 1, 0× 10−3 s. Além disso, os valores das onstantes Πmin,
Πmax e Πe são os mesmos de�nidos no apítulo 2.Nas subseções que se seguem apresentaremos os resultados obtidos utilizando os di-ferentes tipos de operadores histerese apresentados no Capítulo 3. Mostraremos as sériestemporais da média espaial da abertura estomátia 〈A〉 para ada tipo de operador.Vamos omparar os resultados usando os diferentes tipos de operadores histerese. Comisso esperamos veri�ar a robustez da hipótese da histerese no meanismo de aberturados est�matos em reproduzir as osilações em 〈A〉.56



Resultados Numérios 57
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Resultados Numérios 58(linha traejada) apresentam um envoltório periódio na amplitude das osilações em 〈A〉.Isso sugere a existênia de batimento† na osilação da série temporal de 〈A〉. Veremosque isso também aontee na série temporal de 〈A〉 quando usamos os outros tipos deoperadores histerese.A Figura 4.2 mostra a trajetória da média espaial das variáveis Ψ e Π para os asosem que: α = 0, 3 MPa e β = 0, 7 MPa (linha traejada) e α = β = 0, 3 MPa (linhasólida). Note que a trajetória das duas urvas satisfazem 〈Π〉 < 〈Ψ〉, isto é, estão abaixoda urva identidade 〈Π〉 = 〈Ψ〉.
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Figura 4.2: Diagrama de trajetória no plano 〈Π〉×〈Ψ〉. Na linha traejada os operadorespossuem limiares α = 0, 3 MPa e β = 0, 7 MPa. Na linha sólida os operadores possuemlimiares α = β = 0, 3MPa. As setas indiam a sequênia temporal do sistema. Condiçõesiniiais Ψ0 = −1, 6 MPa e Π0 = −2, 8 MPa e ∆w = 6, 0, τ = 0, 001.Note também, nessa �gura, que no estado estaionário 〈Ψ〉 osila em torno de umvalor próximo a −2, 5 MPa e que 〈Π〉 tende a um valor �xo 〈Π〉 = Πmin = −3, 0 MPa.Como veremos adiante, esse tipo de omportamento é observado também quando usamos
†Fen�meno resultante da superposição de dois sinais periódios om frequênias ligeiramente diferen-tes. 58



Resultados Numérios 59os outros tipos de operadores histerese.Podemos indagar que a histerese no meanismo de abertura dos est�mato pode ser ahave para o apareimento de osilações na ondutânia estomátia. Contudo, para er-ti�ar esta suposição, vamos testar outros operadores histerese apresentados no apítulo3, que apesar de assumirem formas funionais distintas, possuem o fen�meno de histereseem omum.4.2.2 Relê Não Ideal Modi�adoNesta seção apresentaremos resultados da integração numéria das equações (4.1) e(4.2) só que desta vez usando o operador memória relê não ideal modi�ado (apresentadona seção 3.2.2) omo meanismo de abertura dos est�matos.A Figura 4.3 apresenta duas séries temporais de 〈A〉. A linha traejada é obtidaassumindo que o meanismo de abertura dos est�matos apresentam histerese. Neste asoo operador possui limiares α = 0, 3 MPa e β = 0, 7 MPa. Assim omo no aso anterior,podemos observar que a histerese na abertura dos est�matos produz um omportamentoosilatório autossustentável em 〈A〉.O período de osilação de 〈A〉 é diferente do aso anterior. Isto é, para um mesmovalor de ∆w, utilizado o relê não ideal a série temporal de 〈A〉 possui período diferenteda série temporal de 〈A〉 utilizado o relê não ideal modi�o.Na linha sólida, os parâmetro α e β foram ajustados para que não haja histereseno meanismo de abertura dos est�matos, por exemplo, α = β = 0, 3 MPa. Dessaforma, as osilações em 〈A〉 desapareem e seu valor é onstante no estado estaionário.Novamente, podemos sugerir que o fen�meno de histerese no meanismo de abertura dosest�mato é deisivo para o apareimento de osilações na série temporal de 〈A〉.Podemos ver na Figura 4.3 que a série apresenta um envoltório periódio na amplitudedas osilações em 〈A〉, orroborando a existênia de batimento nas osilações de 〈A〉.A Figura 4.4 mostra a trajetória da média espaial das variáveis Ψ e Π para os asosem que: α = 0, 3 MPa e β = 0, 7 MPa (linha traejada) e α = β = 0, 3 MPa (linhasólida). 59
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Nv = 20962 veias distribuídas aleatoriamente numa rede N = 1024 × 1024. Condiçõesiniiais Ψ0 = −1, 6 MPa e Π0 = −2.8 MPa e ∆w = 12, 0, τ = 0, 001.60



Resultados Numérios 61Assim omo no aso anterior, a trajetória das duas urvas satisfazem 〈Ψ〉 > 〈Π〉, istoé, estão abaixo da urva identidade 〈Π〉 = 〈Ψ〉. No estado estaionário 〈Ψ〉 osila emtorno de um valor próximo a−2, 52MPa e 〈Π〉 tende a um valor �xo, 〈Π〉 = Πmin = −3, 0MPa.4.2.3 Relê Não Ideal Tangente HiperbóliaNesta seção apresentaremos resultados da integração numéria das equações (4.1) e(4.2) utilizando o operador memória relê não ideal tangente hiperbólia apresentado naseção 3.2.3. Como vimos na Seção 3.2.3, esse operador possui os limiares de�nidos omo
α− ε e β + ε, onde o valor de orte ε depende da fração da abertura do est�mato δ e deuma esala γ.Em partiular, no resultado aqui exposto, utilizamos δ = 0.1 e γ = 1000 MPa−1 o queimplia em ε ∼ 10−4 MPa. Grandes valores de γ signi�am que a abertura/fehamentodo est�mato aontee em um pequeno intervalo de pressão. Dessa forma a variação daabertura em relação a variação da pressão P deve ser grande o su�iente para que oproesso de abertura não se onfunda om o proesso de fehamento.A Figura 4.5 apresenta duas séries temporais de 〈A〉. A linha traejada india asérie temporal obtida assumindo que o meanismo de abertura dos est�matos apresentehisterese. Nesse aso, o operador relê não ideal tangente hiperbólia possui limiares α−εe β + ε, onde α = 0, 3 MPa e β = 0, 7 MPa. A exemplo dos dois últimos asos, podemosobservar que a histerese na abertura dos est�matos produz um omportamento osilatórioautossustentável em 〈A〉.No aso desrito pela linha sólida, os parâmetro α − ε e β + ε foram ajustados demodo que não haja histerese no meanismo de abertura dos est�matos. Dessa forma, asosilações em 〈A〉 desapareem. Mais uma vez, a histerese no meanismo de aberturados est�mato é deisivo para o apareimento de osilações na série temporal de 〈A〉.A exemplo do que aonteeu nas duas últimas seções, podemos notar a existênia debatimento nas osilações de 〈A〉. Na Figura 4.5 a linha traejada apresenta um envoltórioperiódio na amplitude das osilações de urta duração de 〈A〉.61
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Resultados Numérios 64

-4 -3 -2 -1 0-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

〈Π〉

〈Ψ〉(a) 32000 32500 33000
-0.05

0

0.05

0.06

0.065

0.07

0.0752

3

1

〈A〉

〈A〉

time steps(b)Figura 4.7: (a) Evolução temporal de 〈Ψ〉 e 〈Π〉 (MPa) a partir de diferentes ondiçõesiniiais em umma rede ℓ = 1024 om 104.816, 0 veias e ∆w = 15, 0. (b) Evoluçãotemporal de 〈A〉 (unidades de área). As urvas 2 (sólida) e 3 (traejada) estão assoiadasom osilação em 〈A〉 , enquanto a urva 1 (traço-ponto) está assoiada om 〈A〉 = 0, 0,[9℄.em 〈A〉 é idêntio em todos os três asos. Nas Figuras 4.2, 4.4 e 4.6 vimos que 〈Ψ〉 osilaem torno de um valor �xo quando Ai apresenta histerese. Essa araterístia sugere quea osilação observada no estado estaionário de 〈A〉 se deve à osilação na variável Ψ .Em adição, vimos que nos três asos o valor de 〈Π〉 tende para o valor �xo Πmin = −3, 0MPa.Essa última observação pode ser expliada da seguinte maneira. Observando a tra-jetória de 〈Ψ〉 vemos que esta tende para valores tais que 〈Ψ〉 < Πe. Isso sugere que amaioria dos sítios possuem valores Ψ < Πe, dessa forma, a função degrau na Equação(4.2) se anula. Nesses sítios o estado estaionário é obtido fazendo dΠ/dt → 0, de formaque Π(t) onverge para Π∗ = Πmin = −3, 0 MPa.Nas três últimas seções mostramos que diferentes tipos de operadores histerese pro-duziram o mesmo omportamento qualitativo. Através do estudo realizado om essesoperadores podemos onluir que a hipótese de histerese na abertura/fehamento doest�mato é responsável pelo apareimento de osilação na média espaial da abertura64



Resultados Numérios 65estomátia 〈A〉. Apesar dos operadores histerese terem sido de�nidos om formas fun-ionais diferentes, os resultados usando ada um deles foram similares, portanto podemosonsiderar a hipótese da histerese su�ientemente robusta.Nas próximas seções vamos explorar a dependênia entre as osilações e os parâmetrosdo modelo. Para isso utilizamos uma ferramenta matemátia utilizada para estimar aperiodiidade de uma série temporal hamada Transformada de Fourier Disreta (TDF)na série temporal de 〈A〉.4.3 In�uênia dos Limiares α e β no Período em 〈A〉A Figura 4.8 mostra resultados da análise da TFD om α e β diferentes. A parteinferior das Figuras 4.8a, 4.8b, 4.8 e 4.8d mostra que um período se destaa exibindoum pio de maior magnitude. Esse pio está assoiado ao período araterístio dasosilações ilustradas na parte superior das respetivas �guras. Em ada aso, �xamos ovalor de α = 0.5 MPa e aumentamos o valor de β. Note que quanto maior a diferença
β − α maior será o período de osilação da serie temporal de 〈A〉.
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(d) α = 0.5 e β = 1.1.Figura 4.8: Análise da TFD na série temporal de 〈A〉 usando o operador relê não idealmodi�ado. Numa rede ℓ = 1000; utilizando 19985 veias; ∆w = 10; τ = 0, 001; Ψ0 =

−0, 75; Π0 = −2, 25. Note que o período da série aumenta om o tamanho do intervalo
β − α.Essa observação é onsistente mesmo se mudarmos os valores de α e β de maneiraa transladar o intervalo entre eles. Por exemplo, na Figura 4.9 �xamos o valor α = 0.6MPa e mudamos o valor de β para que o tamanho do intervalo seja β − α = 0.5 MPa(Figura 4.9a) e β − α = 0.6 MPa (Figura 4.9b).
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Figura 4.10: Tamanho do intervalo β−α = 1.0 om α = 0.5 e β = 1.5. Nenhum períodoaraterístio pode ser identi�ado. Demais parâmetros são iguais aos da Figura 4.8.A identi�ação de dois períodos om grande magnitude na Figura 4.8b sugere ainidênia de batimento na série temporal de 〈A〉 omo mostrado na Figura 4.11. Obatimento surge devido a interferênia de dois sinais om período de osilação diferentes
T1 e T2. Isso explia os envoltórios vistos nas amplitudes das Figuras 4.1b, 4.3b.O período do batimento pode ser alulado através da expressão

1

Tbat =
1

T1
− 1

T2
,se T2 = T1 + ∆T a dependênia do período do batimento Tbat om a diferença entre osperíodos ∆T será de

Tbat = T1

(

1 +
T1

∆T

)

,isto é, grandes diferenças tornam a inidênia de batimento impereptível (lim∆T→∞ Tbat
= T1), e diferenças muito pequenas produzem períodos de batimento muito maior que otamanho da série temporal (lim∆T→∞ Tbat → ∞).Podemos ver na Figura 4.8b que T1 = 206 e T2 = 211 passos de interação produzembatimento om período Tbat ≈ 8700 passos de interação. Através de uma inspeção visualà Figura 4.11 podemos pereber que esse valor está bem próximo do período do batimentoobservado.
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Figura 4.11: Inidênia de batimento para o aso α = 0.5 e β = 0.8.Uma possível expliação para o apareimento de batimento nas séries é que sítios omdiferentes número de veias em sua primeira vizinhança apresentam períodos diferentes.Essa hipótese será abortada na seção 4.5.1. Mas antes, vamos investigar a importâniados parâmetros que até agora tem sido mantidos onstantes por motivos de omparaçãoentre os operadores histerese.4.4 O Papel da Evaporação (∆w) no ModeloNesta seção vamos estudar o modelo em diferentes ondições ambientais. A in�uêniaexterna é representada por ∆w, a diferença da fração molar de vapor d'água entre o meiointerno/externo à folha. Utilizando o operador relê não ideal, disutiremos a importâniado parâmetro ∆w na série temporal de 〈A〉.
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Figura 4.12: Relação entre a média temporal de 〈A〉 e a diferença de vapor molar deágua ∆w. O urva de ajuste evidenia o deaimento 1/∆w.A Figura 4.12 mostra que a ondutânia estomátia derese om o aumento de ∆w.O ajuste revela uma dependênia da média temporal de 〈A〉 om o inverso de ∆w. Esseresultado onorda om observações experimentais relatadas na literatura [32℄.A Figura 4.13 ilustra em detalhe 〈A〉 para diferentes ∆w. Quando o valor de ∆w épequeno, por exemplo ∆w = 1, 0 mPa Pa−1, não há osilações em 〈A〉 e seu valor tendea uma onstante. Por outro lado, para valores grandes de ∆w a osilação em 〈A〉 dálugar a pequenas �utuações em torno de um valor onstante ada vez menor a medidade ∆w rese. O apareimento de osilações está restrito a um pequeno intervalo de ∆w.A Figura 4.13 mostra que a osilação aontee para valores de ∆w entre 2, 0 mPa Pa−1a 20, 0 mPa Pa−1.O período e a amplitude de osilação dependem do valor de ∆w. Na Figura 4.13a, ouem detalhe, na Figura 4.14b vemos o aso em que ∆w = 2, 0 mPa Pa−1. Nessas �guras aamplitude é pequena e o período de osilação é grande. Quando ∆w está próximo de 5, 0mPa Pa−1 (ver Figura 4.13a) a amplitude atinge um máximo e o período de osilaçãodiminui se omparado om aso anterior. Finalmente, valores de ∆w maiores que 10, 0mPa Pa−1 (ver Figura 4.13b) a amplitude e o período de osilação diminuem até que asosilações dão lugar a �utuações sem período de�nido.70
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Resultados Numérios 72urva suave e omeça a apresentar �utuações. Para valores de ∆w maiores que 20 mPaPa−1 as irregularidades na urva aumentam e as osilações �am menos evidentes.
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Resultados Numérios 74A quantidade de veias nas vizinhanças de uma unidade estomátia desempenha umpapel importante em seu omportamento. Através da interfae grá�a observamos quealguns sítios próximos à veias. Esses sítios abrem e feham a intervalos regulares detempo. Na próxima seção apresentaremos a dinâmia individual dessas UEs. Veremosque o período na abertura de uma UE depende do número de veias na sua vizinhanças.4.5.1 Comportamento Loal das Unidades EstomátiasA dinâmia de abertura/fehamento de uma únia unidade estomátia depende daquantidade de veias presentes em sua vizinhança. A Figura 4.18 mostra o omportamentoespaial da abertura de algumas unidades estomátias numa rede N = 16×16 om Nv =

48 veias distribuídas aleatoriamente. As UEs foram esolhidas segundo a disponibilidadehídria em ada uma.As Figuras 4.18b, 4.18 e 4.18d ilustram a dinâmia de abertura e fehamento desítios esolhidos (quadrados destaados em ores) de aordo om o número de veias emsua primeira vizinhança. Nos asos desritos pelas �guras utilizamos o operador relênão ideal modi�ado, dessa forma o valor da abertura pode assumir A = 0 (est�matofehado) ou A = P (est�mato aberto). Portanto o gradiente de inza que vemos nessas�guras representa o valor de P que varia entre α e β.
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(d) t = 97750.0Figura 4.18: Rede N = 16 × 16 om Nv = 48 veias distribuídas aleatoriamente. Abaixoilustra-se a sequênia temporal da abertura de quatro sítios, om 1, 2, 3 e 4 veias emsuas vizinhança. Aima, ilustra-se a série temporal da abertura desses quatro sítios e daabertura média da rede.Mantendo os parâmetros do sistema �xos, entre eles ∆w = 20, observamos que ossítios om três ou quatro veias em sua vizinhança (sítios muito irrigados) não fehamnuna. Os sítios om quatro veias na vizinhança, omo por exemplo o sítio (8, 9), possuemabertura onstante diferente de zero (ver linha amarela na Figura 4.18a). Os sítios omtrês veias na vizinhança, omo o sítio (10, 8), exibem osilações em A om pequenaamplitude (ver linha verde na Figura 4.18a) se omparada om a amplitude de osilaçãoda série temporal de 〈A〉.Sítios om duas veias (14, 10) ou uma veia (1, 12) na vizinhança apresentam ompor-75



Resultados Numérios 76Relê não ideal Modi�ado om veias aleatóriasnº de veias na 1ª viz. nº de veias na 2ª viz. período (nº de interações)
3 0 233

3 1 232

2 0 238

2 1, 2 227

1 0 233

1 1, 2, 3 227Tabela 4.1: Período da abertura de um dado sítios om n veias em sua vizinhança;utilizando o Relê não ideal Modi�ado.tamento periódio na série temporal de A (ver linha vermelho e azul respetivamente).Nesses sítios, o est�mato abre om A = P para P ligeiramente maior que β = 0.7 MPa,depois, a abertura derese para α = 0.3 MPa fehando em seguida A = 0. Note quea abertura dos sítios om duas veias na vizinhança derese mais lentamente do que osque possuem uma veia em sua vizinhança.A Tabela 4.1 mostra o período de osilação para sítios om 1, 2 e 3 veias em suasprimeiras vizinhanças. Os dados da tabela indiam que período de osilação muda om onúmero de veias na vizinhança, entretanto não há uma relação evidente. Vemos tambémque a segunda vizinhança também in�uenia no período. É importante ressaltar que ∆wfoi mantido �xo, valores de ∆w diferentes produzem resultados diferentes.Se utilizarmos o operador relê não ideal na abertura dos est�matos, quanto maior onúmero de veias na primeira vizinhança menor será o período entre abertura/fehamentonesses sítios (ver tabela 4.2). Outra araterístia é que quanto maior o número de veiasna primeira vizinhança dos sítios maior será o tempo que o sítio permanee aberto. Ain�uênia da segunda vizinhança não é expressiva � não sendo mostrada na tabela.Os sítios que apresentam dinâmia de abertura exibem um omportamento padronizadoa depender, essenialmente, do número de veias em sua primeira vizinhança. Não ob-76



Resultados Numérios 77Relê não ideal om veias aleatóriasnº de veias na 1ª viz. período (nº de interações)
4 80

3 86

2 108

1 185Tabela 4.2: Período da abertura de um dado sítios om n veias em sua vizinhança.stante a sinronização desses sítios dão lugar ao fen�meno de osilação na abertura média
〈A〉, omo podemos ver na Figura 4.18a.Vamos explorar outro tipo de geometria onsiderando veias distribuídas de maneiraregular. A Figura 4.19 ilustra o aso em que as veias estão na bordas da rede. Nessasituação a dinâmia da abertura média também apresenta omportamento periódioporém mais regular do que o aso anterior. Os sítios das quinas possuem duas veias emsua primeira vizinhança, exemplo (1, 1) (urva vermelha na Figura 4.19b), enquanto ossítios das bordas possuem apenas um primeiro vizinho veia, exemplo (3, 1) (urva azulna Figura 4.19b).Observe que o sítio da quina (1, 1) possui um deaimento da abertura diferente dosdas bordas. O deaimento da abertura é semelhante ao visto na Figura 4.18a e se deveao número de veias na vizinhança do sítio. Observamos, novamente, que quanto maioro número de veias na primeira vizinhança dos sítios maior será o tempo que o sítiopermanee aberto.Ambos os asos possuem mesmo período, em torno de 222 interações, ontudo osasos om uma veia na 1ª vizinhança estão defasados em relação aos est�matos omduas veias na 1ª vizinhança. Na Figura 4.19 nota-se ainda que as UEs om uma veiana 1ª vizinhança que estão mais próximos das quinas (por exemplo o sítio azul) fehamprimeiro que os mais afastados, isso é re�exo de uma defasagem na abertura dessasunidades estomátias. 77
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Resultados Numérios 79Podemos onluir que o número de veias na vizinhança dos sítios in�ueniam noperíodo de abertura dos est�matos.4.5.2 Número de Veias Versus PeríodoVimos que o número de veias na primeira vizinhança de uma unidade estomátia in-�uenia no período entre aberturas suessivas. Essa araterístia loal das unidades es-tomátias deve in�ueniar fortemente o período da série temporal de 〈A〉. Para averiguaressa possibilidade vamos de�nir o onjunto Ik ontendo os índies das unidades estomáti-as om k veias na sua primeira vizinhança. Dessa forma a média sobre as Ne,k unidadesestomátias om k veias em sua primeira vizinhança é de�nida omo
〈A〉k =

1

Ne,k Ne,k∑

n∈Ik

An. (4.4)Como os onjuntos Ik são mutuamente disjuntos para qualquer k = 0, 1, 2, 3, 4, entãoa média da abertura de todas as UE pode ser esrita omo a soma das médias sobre as
Ne,k UEs om k veias em sua primeira vizinhança, tal que

〈A〉 = n0〈A〉0 + n1〈A〉1 + n2〈A〉2 + n3〈A〉3 + n4〈A〉4,onde nk = Ne,k/Ne é a fração do número de UE que possui k veias em sua vizinhança.
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nk =

Ne,k
Ne =

(
4

k

)(
Nv
N

)k (

1− Nv
N

)4−k

. (4.5)A Figura 4.20 ilustra a expressão aima para k = 1, 2, 3 e 4. Note que a medida que onúmero de veias aumenta, então n1,n2 e n3 resem até um máximo e depois deresem,om exeção de n4 que rese monotoniamente.Observamos que ada termo 〈A〉k possui períodos diferentes a depender da quantidade
k de veias na primeira vizinhança dos est�matos. A Figura 4.21a mostra a série temporaldas aberturas médias dos sítios om uma 〈A〉1 (urva azul) e duas 〈A〉2 (urva vermelha)veias na primeira vizinhança quando Nv/N ≈ 0, 1. A Figura 4.21b mostra que o períodode 〈A〉1 é maior que 〈A〉2, isso on�rma o que vimos na seção 4.5.1 � quanto maior onúmero de veias na primeira vizinhança de uma UE, menor o período entre aberturas.Na Figura 4.21b vemos que o espetro da série 〈A〉 é obtida omo uma superposiçãodos espetros de 〈A〉1 e 〈A〉2. Assim, quando Nv/N ≈ 0, 1, os sítios om uma (k = 1)ou duas (k = 2) veias em sua primeira vizinhança são os que mais ontribuem para o80
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218 referente a série de 〈A〉1 e T2 = 235 referente a série de 〈A〉2 produzem um batimento
1

Tbat =
1

T1 − 1

T2 ⇒ Tbat ≈ 3013,ompativel om o período do envoltório observado na urva preta da Figura 4.21a dasérie temporal de 〈A〉.Para estender a dinâmia de abertura e fehamento para sítios mais afastados dasveias podemos admitir a presença de sítios inertes que simulariam o teido epidérmiona vizinhança das élulas guardas.4.6 EpidermeNessa seção onsideraremos a adição de sítios inativos, nesses sítios não há evaporaçãotal que A = 0, de forma a reproduzir o teido epidérmio entre est�matos. Vamos supor81



Resultados Numérios 82que veias, unidades estomátias e os sítios inativos são distribuídos aleatoriamente narede de forma a respeitar
N = Ne +Nv +Ni, (4.6)onde N é o número total de sítios da rede, Ne é o número de unidades estomátias (UE),

Ni é o número de sítios inativos e Nv é o número de veias.A adição de sítios inativos na integração numéria equivale a diminuição da esala detamanho no transporte hídrio da folha. Veremos isso onsiderando duas situações. Naprimeira não há sítios inativos, Ni,0 = 0, então a equação (4.6) se tornaN0 = Ne,0+Nv,0 =
L2/δ20 , onde L é o omprimento da região representada pela rede e δ0 a distânia entre doissítios da rede quando não há sítios inativos. A segunda situação onsidera a existênia de
Ni,1 > 0 sítios inativos, tal que a equação (4.6) respeita N1 = Ne,1+Nv,1+Ni,1 = L2/δ21 ,onde δ1 é a distânia entre dois sítios da rede quando existem Ni,1 > 0 sítios inativos.A adição de sítios inativos deve ser feita mantendo a densidade de est�matos (ρe =

Ne/L2) e de reservatórios (ρv = Nv/L2) onstante. Isso implia em Ne,0 = Ne,1 e
Nv,0 = Nv,1. Como assumimos Ni,0 < Ni,1 então, através da equação (4.6) onluímosque N0 < N1 e onsequentemente teremos uma redução na esala espaial δ0 > δ1. Comoexemplo, a Figura 4.22 ilustra o aso em que a razão entre as esalas é de δx0/δx1 = 3,então para ada UE na esala 0 teremos nove sítios na nova esala 1, onde um deles é aUE.
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δ0

δ1

Figura 4.22: A adição de sítios inativos à rede pode ser entendida omo a diminuição daesala espaial na integração numéria.Se quisermos diminuir a esala do problema pela metade, poderemos simplesmenteaumentar o número de sítios para 22N . Suessivas reduções na esala espaial dessaforma se tornam inviável omputaionalmente, já que redes maiores impliam maioresustos omputaionais.Na Figura 4.23, observamos que o aumento do número de sítios inativos mudança novalor de 〈A〉. Mantivemos Nv e Ne �xos e aumentamos Ni. A parte superior da Figura4.23 mostra a série temporal de 〈A〉 para três asos Ni = 0, 0.27N e 0.44N . A parteinferior da �gura mostra a análise da TFD para os mesmos asos.
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σNi=0.0 = 0.006. Uma possível expliação para a variação de 〈A〉, quando adiionamossítios inativos, se deve ao gradiente em Ψ(x) formado entre as UE a veia. O potenialhídrio nas imediações da UE diminui � isto é, a UE estará menos irrigada � oasionandoa diminuição na abertura das UEs loalmente, omo visto na seção 4.5.1.Na parte inferior da Figura 4.23 observamos uma mudança no período de 〈A〉 quandoadiionamos sítios inativos. Essa araterístia pode estar assoiada à mudança na formageométria omo as UEs são irrigadas. Não há mais o oneito de primeiro vizinho e aquantidade de veia no entorno de uma EU pode ser bem variada.Neste apítulo vimos que o fen�meno de histerese assoiado ao meanismo de aberturade uma unidade estomátia produz osilação na ondutânia estomátia. Comprovamos arobustez dessa hipótese veri�ando que as osilações na série temporal de 〈A〉 aonteempara diferentes tipos de operadores histerese, desde que α 6= β.Além disso, através do método de Transformada de Fourier Disreta, observamos queo período de osilação da serie temporal de 〈A〉 depende do tamanho do retardo β − α84



Resultados Numérios 85imposta a abertura e fehamento de uma UE. Vimos também a inidênia de batimentona série temporal de 〈A〉.Vimos que a média temporal de 〈A〉 derese om o inverso de ∆w em aordo omobservações experimentais [32℄. Para valores pequenos de ∆w as osilações na sérietemporal de 〈A〉 desapareem e seu valor tende para uma onstante. Para valores grandesde ∆w as osilações em 〈A〉 dão lugar a uma �utuação em torno de um valor �xo.Contudo, para valores intermediários de ∆w vimos que há osilações bem de�nidas nasérie temporal de 〈A〉 e que a amplitude o período dessa osilação depende do valorde ∆w. Esta araterístia do modelo deve servir de inentivo para futuras medidasexperimentais que possam omprovar esse omportamento.Finalmente, observamos que a abertura das unidades estomátias depende da quan-tidade de veias em sua vizinhança. O período de suessivas aberturas de uma unidadeestomátia será tanto menor quanto maior for o número de veias em sua vizinhança. Issoimplia que o período araterístio de 〈A〉 depende da quantidade de UE om k veiasem suas vizinhanças.
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Capítulo 5
Abordagem Analítia

Neste apítulo vamos desrever analitiamente a origem das osilações observadasno apítulo 4. Como motivação vamos apresentar na seção 5.1 uma equação diferenialordinária ontendo um operador histerese. Mostraremos que a solução dessa EDO exibeomportamento periódio. Em seguida, na seção 5.2, vamos introduzir uma versão nolimite ontínuo do modelo hidráulio apresentado no apítulo 2. Utilizaremos argumentosanálogos ao da seção 5.1 para mostrar que soluções para o modelo hidráulio apresentamomportamento periódio se utilizarmos histerese na abertura dos est�matos.5.1 Equação Diferenial om HistereseNeste apítulo vamos desrever o papel do operador histerese no omportamento pe-riódio da solução de uma simples equação diferenial de primeira ordem. O resultadoservirá de motivação para obter o omportamento qualitativo da solução das equações(2.10) e (2.11). Vamos de�nir a variável x(t) : I ⊂ R → R sujeita ao seguinte problemade valor iniial (PVI)






dx
dt

= −cxRα,β [t0, x0] x(t)

x(t = 0) = x0.

(5.1)
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Rα,βx(t)

0
x(t)

−1

1

α β

Figura 5.1: Diagrama de entrada /saída. As linhas espessas representam possíveis valoresdo par (x(t), Rα,βx(t)).onde c > 0 é uma onstante arbitrária, e Rα,β[t0, x0] x(t) é o operador histerese atuandona variável x(t). A regra operativa de Rα,β[t0, x0] é de�nida omo
Rα,β[t0, x0] x(t) =







x0, se x(τ) ∈ (α, β) para todo τ ∈ [t0, t];

−1, se {x(t) ≤ α} ∨ {x(t) ∈ (α, β)
∧ ∃ t1 ∈ [t0, t] tal que

x(t1) = α
∧

x(τ) ∈ (α, β) para todo τ ∈ [t1, t]};

1, se {x(t) ≥ β} ∨ {x(t) ∈ (α, β)
∧ ∃ t1 ∈ [t0, t] tal que

x(t1) = β
∧

x(τ) ∈ (α, β) para todo τ ∈ [t1, t]}. (5.2)A Figura 5.1 apresenta um esboço do funionamento do operador. Observe nessa�gura (e na expressão aima) que Rα,β[t0, x0] x(t) = 1 sempre que x ≥ β e que
Rα,β[t0, x0] x(t) = −1 sempre que x ≤ α independente da história de x(t). Contudo, oomportamento de x(t) entre α e β ao longo do tempo depende da história anterior daprópria variável x(t).Uma possível abordagem para obter a solução x(t) é onsiderar o sistema partindodas seguintes ondições iniiais x0 ≤ α, x0 ≥ β e α < x0 < β. Em seguida, observamosa evolução de x(t) na região de interesse α < x(t) < β por indução.Assim, preisamos estabeleer o valor da ondição iniial x(t = 0) = x0 em relação a87
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α e β. Caso x0 ≤ α a equação assoiada ao PVI (5.1) obedeerá a

dx

dt
= cx. (5.3)Caso x0 ≥ β, teremos

dx

dt
= −cx. (5.4)E aso α < x0 < β o operador assume Rα,β[t0, x0] x(t) = x0 e a equação obedeerá

dx

dt
= −cx0. (5.5)Durante a evolução temporal, quando α < x(t) < β, o valor x(t) irá depender dasua história pregressa. Para entender o que aontee quando x(t) ∈ (α, β) vamos suporo aso partiular em que x0 < α, então o PVI (5.1) estará sujeito a equação (5.3) ujasolução é dada por

x(t) = x0e
ct.Note que o valor de x(t) rese até atingir x(t1) = β no instante t1 = ln(β/x0)/c. Apartir deste instante, estaremos diante de um novo problema de valor iniial desrito por







dx
dt

= −cx,

x(t = t1) = β,uja solução é
x(t) = βe−c(t−t1),agora x(t) irá dereser até atingir x(t2) = α no instante t2 = t1 + ln(β/α)/c. Mais umavez, um novo problema de valor iniial dever ser satisfeito






dx
dt

= cx,

x(t = t2) = α,uja solução é
x(t) = αec(t−t2),88



Abordagem Analítia 89que rese até alançar mais uma vez x(t3) = β. A Figura 5.2 mostra a evolução de x(t)supondo x(t = 0) = x0 < α.
t

x(t)

α

β

x0

x(t) = x0e
ct

t1

x(t) = βe−c(t−t1)

t2 t3 t4Figura 5.2: Trajetória de x(t) em função de t. Observe que a solução �a �presa� entreos dois limiares α e β e apresenta omportamento periódio om T = 2 ln(β/α)/c.Podemos onluir que x(t) reserá e diminuirá exponenialmente entre α e β demaneira periódia.Analogamente, quando x0 > β, x(t) derese até atingir α, em seguida x(t) reseaté β, assim por diante.Finalmente, aso α < x0 < β a solução de obedeerá a
x(t) = −cx0t+ x0,que derese linearmente om o tempo, uma vez que c > 0 e x0 > 0, até atingir x(t′1) = α,A partir do instante t′1 o omportamento de x(t) se torna idêntio ao desrito anterior-mente, isto é, x(t) �a aprisionada entre α e β.Podemos determinar o instante tn em que x(tn) toa nos limiares α e β é determinadopela seguinte relação

tn =
1

c

[

∆ttrans + (n− 1) ln

(
β

α

)]

. (5.6)onde ∆ttrans é um intervalo de tempo transiente entre o instante iniial t0 e o instante t1em que o operador Rα,β muda de valor pela primeira vez. A expressão a seguir mostra89



Abordagem Analítia 90o valor de ∆ttrans nas três situações disutidas aima
∆ttrans = 



ln (β/x0) , x0 < α,

− ln (α/x0) , x0 > β,

x0−α/cx0, α < x0 < β.

(5.7)A partir da equação (5.6) vemos que o período de um ilo ompleto do operador é talque T = tn−tn−2 = 2 ln(β/α)/c. Observe que o período não depende da ondição iniial,mas sim da onstante inétia da equação c e dos limiares α e β do operador histerese.Esses limiares, por sua vez, estão ligados à não linearidade assoiada à histerese e que ésintetizada pelo operador histerese.O funionamento do operador Rα,β[t0, x0] é responsável por produzir o omporta-mento periódio na solução x(t). Quando x for menor ou igual a α, o valor de x(t) reseaté alançar β. Em sequênia, quando x(t) for maior ou igual a β então x(t) dereserá.Em resumo, para qualquer ondição iniial a solução é ordinariamente ontínua e estápresa entre dois patamares α e β, aumentando e diminuindo inde�nidamente entre essesdois valores. O período é inversamente proporional a c e depende do logaritmo da razão
β/α entre os limiares.Conluímos que a solução x(t) do PVI (5.1) ontendo o operador histerese possuiomportamento periódio pois a evolução de x(t), partindo de qualquer ondição iniial,ruza a região delimitada pelos patamares α e β.Em outras palavras, um sistema que apresente operador histerese exibe omporta-mento periódio se aso x(t0) = x0 < α a solução x(t) do sistema evoluir para um valor
x(τ) ≥ β onde τ > t0, e no aso de x0 > β a solução x(t) evoluir para um valor x(τ) ≤ αonde τ > t0.Apesar de bastante simples o exemplo aima resume bem o omportamento periódioomo uma onsequênia da utilização do operador histerese no sistema. No próximo apí-tulo vamos simpli�ar o problema apresentado no apítulo 4 e em seguida vamos apliaro proedimento desrito aima de maneira a identi�ar o papel do operador histerese noomportamento periódio observado na série temporal da ondutânia estomátia.90



Abordagem Analítia 915.2 Limite Contínuo do Modelo HídráulioNesta seção vamos adaptar o sistema de equações (2.10) e (2.11) om o intuito deobtermos soluções analítias que desrevem, qualitativamente, o omportamento per-iódio observado na abordagem omputaional. Para isso vamos lançar mão do proedi-mento apresentado na seção anterior.Primeiro, podemos onsiderar a dimensão linear h da unidade estomatal muito pe-quena. Com o objetivo de resolver analitiamente o problema vamos tomar o limite de
h → 0, assumindo que nesse limite a função Ψ(x, t) seja da lasse C2. Entretanto devemosexpor a ressalva de que o problema é, em essênia, disreto espaialmente.Segundo, vamos tratar o problema de maneira unidimensional no espaço. O objetivoé obter soluções para um problema de valor iniial e de fronteira (PVIF) em que asvariáveis Ψ(x, t) e Π(x, t) satisfazem as equações

∂Ψ

∂t
= D

∂2Ψ

∂x2
− w A(P ), (5.8)

∂Π

∂t
= k




Πmin + (Ψ −Πe)H(Ψ −Πe)

︸ ︷︷ ︸pot. de pressão na epiderme−Π




 , (5.9)sujeitas à ondições iniiais e de fronteira apropriadas ao problema. A variável t repre-senta o tempo, x a posição e P é uma função que depende de Ψ e Π. As onstantes Πee Πmin foram de�nidas na seção 2.1, D e w são onstante relaionadas, respetivamente,ao transporte e dissipação do potenial hídrio.A posição x é de�nida na reta real, tal que dois pontos x = 0 e x = L são de�nidosomo veias. Como menionado posteriormente, as veias fazem o papel das ondições defronteira do problema tal que

Ψ(0, t) = Ψ(L, t) = 0, para t > 0. (5.10)Além disso as soluções devem satisfazer as seguintes ondições iniiais
lim
t→0

∫ L

0
Ψ(x, t)ϕ(x)dx =

∫ L

0
Ψ0 ϕ(x)dx e

lim
t→0

∫ L

0
Π(x, t)ϕ(x)dx =

∫ L

0
Π0 ϕ(x)dx,

(5.11)91



Abordagem Analítia 92para toda função ϕ(x) seionalmente ontínua em [0, L], onde Ψ0 e Π0 são onstantes.A função ϕ é introduzida para que a ondição iniial seja satisfeita no sentido médio, egarantir a ontinuidade da solução diante da ondição de fronteira.Tereiro, para simpli�ar ainda mais o problema, vamos onsiderar o operador RelêNão-ideal, tal que o valor da abertura do est�mato A (saída) assuma 0 ou 1 a dependerdo valor da pressão de turgor na élula guarda P (entrada). Note que o uso desseoperador faz om que a equação (5.8) em Ψ não dependa expliitamente de Π ou Ψ .Isso nos possibilita obter a solução dessa equação analitiamente sob ertas ondiçõespartiulares impostas a Ψ e Π através dos limiares α e β. De aordo om a de�nição dooperador Relê Não-ideal, a abertura admite dois valores, a saber:1. A = 0 aontee sempre que P < α. Nessa situação a equação (5.8) se torna
∂Ψ

∂t
= D

∂2Ψ

∂x2
. (5.12)O onjunto de pontos (Ψ,Π) que satisfaz a desigualdade P (Ψ,Π) < α é obtidoutilizando da de�nição (3.1) tal que

(Ψ −Π)H(Ψ −Π)− θ(Ψ −Πe)H(Ψ −Πe) < α. (5.13)Dessa expressão onluímos que qualquer par (Ψ,Π) aima da reta Π = Ψ −α ouaima da reta Π = (1− θ)Ψ + θΠe−α satisfaz a ondição P (Ψ,Π) < α e portanto
A = 0.2. A = 1 aontee sempre que P > β. Para esse aso a equação (5.8) se torna

∂Ψ

∂t
= D

∂2Ψ

∂x2
− w. (5.14)O onjunto de pontos (Ψ,Π) que satisfaz a desigualdade P (Ψ,Π) > β é obtidoutilizando da de�nição (3.1)

(Ψ −Π)H(Ψ −Π)− θ(Ψ −Πe)H(Ψ −Πe) > β. (5.15)A partir da expressão aima onluímos que qualquer par (Ψ,Π) abaixo da reta
Π = Ψ−β e abaixo da reta Π = (1−θ)Ψ+θΠe−β satisfaz a ondição P (Ψ,Π) > βe portanto A = 1. 92



Abordagem Analítia 93Nada pode-se a�rmar sobre a abertura A no intervalo α < P < β, pois o valor daabertura depende da história do sistema. Contudo, a exemplo do que foi feito na seçãoanterior, podemos obter a solução das equações tomando os valores iniiais Ψ0 e Π0 deforma que P0 > β ou P0 < α e, por indução, determinar o omportamento de (Ψ,Π) nointervalo α < P < β.Os asos desritos em 1 e 2 dividem o plano Ψ ×Π em duas regiões, omo mostraa Figura 5.3. Na região 1 A = 0 e na região 2 A = 1. Para ada uma dessas regiões, aequação (5.9) apresenta dois possíveis regimes devido a natureza desontinua da funçãodegrau Ψ e
P = (Ψ −Πe)H(Ψ −Πe), a saber:a. Se Ψ > Πe a equação (5.9) se torna

∂Π

∂t
= Πmin −Πe + Ψ −Π.b. Se Ψ < Πe a equação (5.9) se torna
∂Π

∂t
= Πmin −Π.A desontinuidade em (5.9) fragmenta o omportamento do sistema agora, em quatroregiões no plano Ψ × Π. Na Figura 5.3 separamos o omportamento do sistema emdiferentes regiões num diagrama de Ψ ×Π. Vamos hamar o onjunto de pontos (Ψ,Π)em que A = 0 e Ψ > Πe de região 1a no diagrama, o onjunto de pontos em que A = 0e Ψ < Πe de região 1b, o onjunto de pontos em que A = 1 e Ψ > Πe de região 2a nodiagrama e, �nalmente, o onjunto de pontos em que A = 1 e Ψ < Πe de região 2b nodiagrama Ψ ×Π. A faixa em vermelho representa o intervalo α < P < β; nessa região ovalor da abertura A depende da história do sistema.Nas próximas seções vamos obter a solução do sistema partindo de ada uma dasquatro regiões indiada no diagrama da Figura 5.3 e, em seguida, disutir o surgimentodas osilações nesse sistema.
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Π
=
Ψ
−
α

Π
=
Ψ
−
β

Π = (1− θ)Ψ + θΠ e
− α

Π = (1− θ)Ψ + θΠ e
− β

θΠe − α

θΠe − β

1a1b

2a2b

Πe
Ψ

Π

Figura 5.3: Diagrama india as regiões que possuem diferentes regimes. Notadamente1a, 1b, 2a e 2b. A faixa em vermelho representa o intervalo α < P < β, nessa região aabertura A depende da história do sistema.
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Abordagem Analítia 955.2.1 Caso 1b: A = 0 e Ψ < ΠeNessas ondições a equação (5.8) se torna uma equação de difusão na variável Ψ . Eo potenial de pressão na epiderme se anula, Ψ e
P = (Ψ −Πe)H(Ψ −Πe) = 0, de formaque a equação (5.9) se torna independente de Ψ . Nesta irunstânia as equações (5.8) e(5.9) podem ser reesritas omo

∂Ψ

∂t
= D

∂2Ψ

∂x2
, (5.16)

∂Π

∂t
= k(Πmin −Π), (5.17)sujeitas as ondições iniiais e de fronteira desritas em (5.10) e (5.11).Dessa forma a equação diferenial parial (EDP) (5.16) é exatamente solúvel e éompletamente desassoiada de Π. Para resolver (5.16) vamos utilizar o método deseparação variáveis, de maneira que

Ψ(x, t) = φ(x)χ(t),o que torna a EDP um onjunto de Equações Difereniais Ordinárias (EDO)
d2φ

dx2
= −λ2φ,e

dχ

dt
= −λ2Dχonde λ > 0 é a onstante de separação. O produto das soluções, Ψ(x, t) = φ(x)χ(t),deve satisfazer as ondições de fronteira homogênea e a ondição iniial. A equaçãodependente do tempo tem a forma

χ(t) ∝ e−Dλ2tA solução espaial da equação de difusão (5.16) que satisfaz as ondições de fronteirahomogênea Ψ(0, t) = Ψ(L, t) = 0 orrespondente a λ > 0 é obtida utilizando o prinípioda superposição. De forma que podemos esrever Ψ(x, t) em termos de uma série in�nita
Ψ(x, t) =

4Ψ0

L

∞∑

n=1

sin (λnx)

λn
e−Dλ2

nt, (5.18)95



Abordagem Analítia 96onde λn = (2n − 1)π/L para n = 1, 2, 3, . . .. Essa função é in�nitamente difereniávelem R
2, portanto o fen�meno de transporte de Ψ é altamente suave. Isso signi�a quepartindo de uma distribuição Ψ(x, 0) dada por uma função arbitrária, a solução Ψ(x, t)tende rapidamente a se uniformizar ao longo do tempo de maneira ontínua.A Figura (5.4) mostra Ψ(x, t) em função de x e t. A osilação observada nessa �gurapara o aso t = 0 é onsequênia da �nitude da soma.
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Figura 5.4: Grá�o da solução Ψ(x, t) desrita em termos de uma série até ordem 10.Pela expressão (5.18) nota-se que ao longo da evolução temporal Ψ(x, t) tende parao valor da fronteira �ando ada vez maior para 0 < x < L. Este proesso ontinua atéque no estado estaionário Ψ tende a ondição de fronteira, isto é, Ψ(x) → 0 para todo
x. Esse proesso representa a entrada de água em regiões mais internas da folha.A série em (5.18)

S1(x, t) =

∞∑

n=1

sin (λnx)

λn
e−Dλ2

nt, (5.19)quando restrita ao intervalo 0 < x < L, no tempo t = 0, onverge para
S1(x, 0) = L/4, (5.20)96



Abordagem Analítia 97e para tempos muito grandes (t → ∞) o valor assintótio da série é dada por
lim
t→∞

S1(x, t) = 0.A solução da equação 5.17 sujeita a ondição iniial Π(0) = Π0 é dada por
Π(x, t) = Πmin + (Π0 −Πmin)e−kt. (5.21)Portanto no estado estaionário teremos

lim
t→∞

Π(x, t) = Πmin, (5.22)juntamente om
lim
t→∞

Ψ(x, t) = 0. (5.23)5.2.2 Caso 1a: A = 0 e Ψ > ΠeVamos tratar o sistema no aso partiular quando A = 0 e Ψ > Πe. Nesse aso, asequações (5.8) e (5.9) se tornam
dΨ

dt
= D∇2Ψ,

dΠ

dt
= k(Πmin −Πe + Ψ −Π). (5.24)sujeitas as ondições iniiais e de fronteira desritas em (5.10) e (5.11).A solução do PVIF para a variável Ψ(x, t) é idêntia a obtida na seção 5.2.1. Naquelaseção obtivemos

Ψ(x, t) =
4Ψ0

L

∞∑

n=1

sin (λnx)

λn
e−Dλ2

nt,onde λn = (2n − 1)π/L para n = 1, 2, 3, . . ..Com a solução de Ψ , a equação (5.9) se torna a EDO não homogênea (5.24), ujasolução pode ser obtida pelo método da variação de parâmetros, tal que
Π(x, t)= Πmin −Πe + 4Ψ0k

LD

∞∑

n=1

sin(λnx)

λn

(
k
D
− λ2

n

)e−Dλ2
nt+

+

[

Π0 −Πmin +Πe − 4Ψ0k

LD

∞∑

n=1

sin(λnx)

λn

(
k
D
− λ2

n

)

]

e−kt, (5.25)97



Abordagem Analítia 98onde λn = (2n − 1)π/L.A solução no estado estaionário é
lim
t→∞

Π(x, t) = Πmin −Πe, (5.26)juntamente om
lim
t→∞

Ψ(x, t) = 0. (5.27)5.2.3 Caso 2a: A = 1 e Ψ > ΠeAqui, o operador Relê Não-ideal assume A = 1 ausando o apareimento de um termode sumidouro −w na equação (5.8). Além disso, Ψ > Πe, então as equações (5.8) e (5.9)se tornam
∂Ψ

∂t
= D

∂2Π

∂x2
− w, (5.28)

∂Π

∂t
= k(Πmin −Πe + Ψ −Π). (5.29)sujeitas as ondições iniiais e de fronteira desritas em (5.10) e (5.11).Embora a adição do termo dissipador deixe o problema um pouo mais ompliado, asolução analítia do PVIF ainda pode ser obtida. Um andidato à solução é a expressãogeral

Ψ(x, t) =

∞∑

n=1

cn(t) sin
(nπx

L

)

. (5.30)onde cn(t) é uma função do tempo t a se determinar.Nós também devemos assumir que w pode ser esrita omo uma série de Fourier, talque
w =

∞∑

n=1

wn sin
(nπx

L

)

, (5.31)ujo oe�iente wn é
wn =

2

L

∫ L

0
w sin

(nπx

L

)

dx =







4w
nπ

, para n impar,
0 para n par. (5.32)98



Abordagem Analítia 99Substituindo a expressão (5.30) e (5.31) em (5.28) e obtemos a equação
dcn(t)

dt
= −Dn2π2

L2
cn(t)− wn. (5.33)Assumindo a seguinte mudança de variável un(t) = −(Dn2π2/L2)cn(t)− wn, a equação(5.33) �ará

dun(t)

dt
= −Dn2π2

L2
un(t), (5.34)uja solução é

un(t) = un(0)e
−Dn2π2

L2 t.Vamos esrever a solução aima em termos de cn(t)

−Dn2π2

L2
cn(t)− wn =

(

−Dn2π2

L2
cn(0)− wn

)

e−
Dn2π2

L2 t,onde os oe�iente cn(0) são obtidos a partir da ondição iniial (5.10) tal que
lim
t→0

cn(t) =
2

L

∫ L

0
Ψ0 sin

(nπx

L

)

dx =







4Ψ0
nπ

, para n impar,
0 para n par. (5.35)Da expressão (5.32) e (5.35) obtemos

cn(t) =







− 4wL2

Dn3π3 +
(
4Ψ0
nπ

+ 4wL2

Dn3π3

)

e−
Dn2π2

L2 t, para n impar,
0, para n par. (5.36)Finalmente, a equação (5.30) se torna

Ψ(x, t) =
∞∑

n=1

4Ψ0

L

sin (λnx)

λ3
n

[

− w

DΨ0
+

(

λ2
n +

w

DΨ0

)

e−Dλ2
nt

]

. (5.37)onde λn = (2n − 1)π/L. Podemos reesrever a expressão aima de forma a evideniar adependênia de Ψ om x no primeiro termo entre olhetes. Isso é feito expliitando aonvergênia da série no intervalo 0 < x < L,
S(x) =

∞∑

n=1

sin (λnx)

λ3
n

=
L

8
x(L− x). (5.38)99



Abordagem Analítia 100Então a equação (5.37) pode ser reesrita omo
Ψ(x, t) =

[

− w

2D
x(L− x) +

4Ψ0

L

∞∑

n=1

sin (λnx)

λ3
n

(

λ2
n +

w

DΨ0

)

e−Dλ2
nt

]

. (5.39)Agora que sabemos Ψ(x, t), somos apazes de resolver a equação não homogênea(5.29)
dΠ

dt
= k(Πmin −Πe + Ψ −Π).Para obter a solução dessa equação usamos o método de variação de parâmetros tal que

Π(x, t)= Πmin −Πe − 4w

DL

∞∑

n=1

sin (λnx)

λ3
n

+

+
4kΨ0

DL

∞∑

n=1

(
w

DΨ0
+ λ2

n

k
D
− λ2

n

)

sin (λnx)

λ3
n

e−Dλ2
nt+

+

[

Π0 −Πmin +Πe + 4w

DL

∞∑

n=1

sin (λnx)

λ3
n

−

− 4kw

DL

(
w

DΨ0
+ λ2

n

k
D
− λ2

n

)

sin (λnx)

λ3
n

]

e−kt. (5.40)onde λn = (2n − 1)π/L.Observe que o omportamento das soluções quando t → ∞ é
lim
t→∞

Π(x, t) = Π*(x) = Πmin −Πe − w

2D
x(L− x). (5.41)e

lim
t→∞

Ψ(x, t) = Ψ*(x) = − w

2D
x(L− x) (5.42)ou esrito de outra forma

Π*(x) = Ψ*(x) +Πmin −Πe. (5.43)Ou seja, ondições iniiais de�nidas na região 2a evoluem para a reta aima.
100



Abordagem Analítia 1015.2.4 Caso 2b: A = 1 e Ψ < ΠeMais uma vez a equação na variável Ψ está sujeita a um termo de sumidouro, enquantoa variável Π não está aoplada om a variável Ψ , então as equações (5.8) e (5.9) se tornam
dΨ

dt
= D∇2Ψ −w,

dΠ

dt
= k(Πmin −Π).sujeitas as ondições iniiais e de fronteira desritas em (5.10) e (5.11).Neste aso, lidamos om uma ombinação de resultados já enontrados. Por exemplo,a solução do PVIF relaionado a equação (5.8) foi obtida e está desrita na expressão(5.37)

Ψ(x, t) =
∞∑

n=1

4Ψ0

L

sin (λnx)

λ3
n

[

− w

DΨ0
+

(

λ2
n +

w

DΨ0

)

e−Dλ2
nt

]

.E a solução do problema de valor iniial (5.9) foi obtida e está desrita na expressão(5.21)
Π(x, t) = Πmin + (Π0 −Πmin)e−kt.Como foi visto anteriormente, as soluções no limite de t → ∞ são

lim
t→∞

Ψ(x, t) = − w

2D
x(L− x),e

lim
t→∞

Π(x, t) = Πmin.5.3 Periodiidade na SoluçãoAté o momento obtivemos o omportamento das soluções partindo de valores iniiaisde�ndos em 1a, 1b, 2a e 2b. Agora vamos justi�ar o surgimento de periodiidade nasolução das equações (5.8) e (5.9) a exemplo do que foi feito na seção 5.1.A Figura 5.5 assinala no diagrama Ψ×Π os estados estaionários assoiado a evoluçãodo sistema partindo das regiões 1a e 1b sem onsiderar o omportamento transiente.Observe que ondições iniiais de�nidas na região 1a evoluem para o ponto (0,Πmin−Πe)101



Abordagem Analítia 102que está ontido na própria região 1a. Soluções iniiadas na região 1b evoluem para oponto (0,Πmin) que está na região 2a, do outro lado da faixa delimitada pelos patamares
α e β (faixa vermelha). Note que esse omportamento do sistema depende dos valoresassumidos por α, β e θ em relação as onstantes Πmin e Πe. Já que α e β determinam ovalor da interseção no eixo Ψ = 0, e θ determina o oe�iente angula das retas na região1a e 2a.

θΠe − α

θΠe − β

1a1b

2a2b

Πe
Ψ

Π

Πmin −Πe
Πmin

Figura 5.5: Soluções iniiadas na região 1a tendem para o ponto (0,Πmin − Πe) queestá ontido na própria região 1a. Soluções iniiadas na região 1b tendem para o ponto
(0,Πmin) que está na região 2a, portanto a solução ruza a faixa delimitada pelos pata-mares α e β. O omportamento aima desrito depende dos valores assumidos por α, βe θ.Na Figura 5.6, ondições iniiais de�nidas na região 2a evoluem para o segmento dereta de�nido por (Ψ*(x), Ψ*(x) +Πmin −Πe) no plano Ψ × Π. O ponto espeí�o dosegmento de reta para qual o sistema evolui depende da posição x. Por exemplo, para102
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x = 0 ou x = L o estado estaionário será (0, Πmin −Πe). Já para x = L/2 o estadoestaionário será (−wL2/8D, −wL2/8D +Πmin −Πe) de aordo om (5.42) e (5.41).Condições iniiais de�nidas na região 2b evoluem para o segmento de reta de�nidopor (Ψ*(x), Πmin). Aqui também, o ponto da reta para qual o sistema evolui dependeda posição x. Por exemplo, para x = 0 ou x = L teremos (0, Πmin) Já para x = L/2teremos (−wL2/8D, Πmin).

θΠe − α

θΠe − β

Ψ = Πe
Ψ

Π

Πmin
x = L/2

x = 0
Πmin −Πe1a1b

2a2b

Ψmin

Figura 5.6: O estado estaionário do sistema partindo das regiões 2a e 2b depende daposição x em relação as veias. Portanto as soluções podem ruzar a faixa delimitada por
α e β a depender da posição em relação as veias.Portanto, o estado estaionário do sistema partindo das regiões 2a e 2b depende da103
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(b) Soluções analítias iniiadas naregião 2a.Figura 5.7: Grá�os da solução Ψ(x, t) em ino instantes diferentes. Na Figura 5.7a asondições iniiais foram de�nidas na região 2b om Ψ0 = −2, 0,Π0 = −3, 5 (MPa). Já naFigura 5.7b as ondições iniiais foram de�nidas na região 2a om Ψ0 = −1, 0,Π0 = −3, 5(MPa). Nesses asos w = 40, L = 1, D = 1 e k = 1.posição x em relação as veias. Isso porque, no estado estaionário Ψ(x) apresenta umper�l gradiente em formato de parábola. Dessa forma as retas que moram no plano Ψ×Πda Figura 5.6 são projeções de funções quadrátias de Ψ ou Π em x.Na Figura 5.7 podemos ver que Ψ(x, t), iniiada na região 2a ou 2b, evolui para umaparábola om onavidade voltada para ima ujo valor mínimo é Ψmin = −wL2/8D, noexemplo dessa �gura Ψmin = −5 MPa. Mantendo L e D �xos e aumentando-se w o valorde Ψmin diminui (�a mais a esquerda na Figura 5.6).Analogamente ao ritério da seção 5.1, o sistema apresentará omportamento per-iódio se soluções iniiadas em uma dada região ruzarem a faixa delimitada por α e β(ver Figuras 5.6) em um erto instante t. Cada vez que a solução ruza os patamaresde�nidos por α e β o sistema estará sujeito a um novo PVIF.Observando as Figuras 5.5 e 5.6 podemos argumentar que as osilações são possíveisapenas se o sistema for iniiado na região 1b, 2a ou 2b e om valor de |Ψmin| su�ien-temente grande. Levando em onsideração apenas valores estaionários, uma possíveltrajetória periódia iniiada na região 1b seguiria, no diagrama da Figura 5.6, por:104



Abordagem Analítia 1051b �2a �2b �1b �2b ou1b �2b �1b.Se for iniiada na região 2a teriamos2a �2b �1b �2b.E se iniiada na região 2b teriamos 2b �1b �2b.Logo a periodiidade do sistema se deve as visitas de Ψ entre as regiões 1b e 2b.Isso é omprovado através da dinâmia em tempo real, obtida via integração numéria,de um sistema que parte da região 2b em direção a região 1b. Na Figura 5.8 exibimos umresultado numério do sistema em uma dimensão espaial. Observando a dependênia de
Ψ em x onluímos que apenas os sítios próximos das veias apresentam omportamentoperiódio (após transiente), isto é, os est�matos próximo das veias abrem e feham peri-odiamente, enquanto os est�matos mais afastados não.Admitindo que o sistema parte da região 2b então Ψ(x, t) evolui para a forma de umaparábola (ver seção 5.2.4), mas ao ruzar a faixa em direção a região 1b vemos (Figuras5.8b, 5.8) que os valores de Ψ vão �ando emperrados na linha delimitada por α, numdado instante, e não onseguem evoluir para uma parábola.O motivo se deve ao fato da solução Ψ(x, t) alançar o outro lado da fronteira noinstante t1 entre os pontos L/2 − ǫ(t) < x < L/2 + ǫ(t) fazendo om que o operadorhisterese mude para A = 0 e omo onsequênia o sistema enfrenta um problema defronteira livre∗.Para expliar o emperrar dos valores de Ψ e também a osilação nas proximidadesdas veias, vamos dividir o intervalo x ∈ ]0, L[ em três partes para t > t1 (esquerda, meio

∗O problema de fronteira livre onsiste em resolver uma EDP através da obtenção uma função des-onheida f de�nida em um domínio Ω uja fronteira ∂Ω também é desonheida. Os exemplos maisonheidos são o problema do obstáulo e o problema de Stefan para a fusão do gelo.
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x(e) t = 5.3Figura 5.8: Evolução temporal de Ψ(x, t) obtida por integração numéria partindo de
Ψ0 = −2, 0 MPa e Π0 = −2, 8 MPa. O problema é de�nido em um intervalo 0 < x < Lom α = 0.3 MPa, β = 0.7 MPa, w = 1 MPa/m2s e D = 0.0001 m2/s.
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Abordagem Analítia 107e direita):
De = {(x, t) ∈ R

2 : 0 < x < L/2 − ǫ(t), t > t1}, (5.44)
Dm = {(x, t) ∈ R

2 : L/2 − ǫ(t) < x < L/2 + ǫ(t), t > t1}, (5.45)
Dd = {(x, t) ∈ R

2 : L/2 + ǫ(t) < x < L, t > t1} (5.46)onde x = L/2 ± ǫ(t) são as posições da fronteira livre, ǫ(t) é uma função desonheida e
x = 0, L são as posições da fronteira de�nidas no omeço dessa seção.Se onsiderarmos que ǫ(t) varia muito lentamente se omparado om Ψ(x, t) entãopodemos de�nir o domínio limitado Dm omo

Dm = {(x, t) ∈ R
2 : L/2 − ǫ < x < L/2 + ǫ, t > t1}, (5.47)Nessa região o problema possui ondições de fronteira que satisfazem

Π(L/2 ± ǫ, t) = Ψ(L/2 ± ǫ, t)− α, para t > t1,admitindo que Π(x, t) evolui rapidamente para o valor estaionário Πmin referente aregião 2b, teremos
Ψ(L/2 ± ǫ, t) = Πmin + α, para t > t1.e a ondição iniial é de�nida segundo

Ψ(x, t1) = lim
t→t−1

Ψ(x, t).Não há desontinuidade em Ψ(x, t) entre Dm e sua aderênia Dm. A exemplo do queaontee na seção 5.2.2 e 5.2.1 a solução Ψ(x, t) evolui para a ondição de fronteira
Ψ∗(x) → Πmin + α = −3, 0 + 0, 3 = −2, 7 (no aso da �gura Ψ∗(x) é ligeiramente maior,algo em torno de −2, 6, pelo fato de Π(x, t) não evoluir tão rápido). Portanto, a equaçãode difusão sem o termo de sumidouro aliada à ondições de fronteiras simétrias expliaporque em Dm os valores de Ψ �am �xos em um dado valor.Vamos analisar a dinâmia nos domínios De e Dd. É nesses lugares que o omporta-mento periódio aontee. Continuando om a evolução de Ψ(x, t) a partir de 2b, vemos107



Abordagem Analítia 108que em De e Dd o sistema permanee om A = 1, porém a equação está sujeita a duasondições de fronteira om valores distintos. O valor de Ψ em x = 0 e x = L permaneemo mesmo Ψ(0, t) = Ψ(L, t) = 0, mas agora Ψ(L/2 ± ǫ) < 0. Nessas irunstânias o valorde Ψ(x, t) segue para um gradiente na forma de uma parábola ujo mínimo é menor que
Ψ(L/2± ǫ). Sendo assim, em alguns pontos no interior de De e Dd próximo de x = L/2± ǫ,
Ψ(x, t) ruza o patamar inferior α e a abertura muda para A = 0.Mais uma vez o problema muda para uma equação de difusão om ondições defronteiras de valores diferentes, no aso de De, Ψ(0, t) = 0 e Ψ(L/2− ǫ, t) = α. Nesse asoo estado estaionário Ψ(x) tende para uma reta que ruza os valores de fronteira. Nasituação D ≪ w a reta será bastante inlinada o que permite que Ψ(x, t) volte a ruzaro limiar de�nido por β, iniiando todo proesso novamente.Isso enerra a disussão qualitativa do surgimento das osilações. Podemos onluirque elas oorrem devido Ψ(x, t) e em partiular para valores de x próximo dos ontornos�xos de�nidos iniialmente (veias).
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Capítulo 6
Análise de Padrões Espaiais

Neste apítulo vamos estudar a formação de padrões emergentes do modelo apresen-tado no apítulo 4. Exploramos qualitativamente o surgimento de padrões observando adinâmia em tempo real através da interfae grá�a X11/Xlib. A análise preliminar omdiferentes on�gurações de veias revela que o surgimento de padrões espaiais do modeloestá intimamente ligado a distribuições das veias.Utilizamos on�gurações de veias om diferentes geometrias. Em uma rede om veiasdistribuídas de forma regular observamos que os est�matos abrem e feham simultanea-mente. A adição de irregularidades na distribuição das veias quebra a sinronia om queest�matos se omportam, dessa maneira, ria-se atrasos na aberturas daqueles �menos ir-rigados� desenadeando uma onda de atrasos para as adjaênias. Finalmente, no aso deuma distribuição aleatória das veias, observamos heterogeneidade nos padrões espaiaisde abertura.Ao �nal faremos uma breve disussão sobre o apareimento da heterogeneidade espa-ial na dinâmia da abertura dos est�matos em deorrênia da desordem na geometriadas veias.É importante salientar que o estudo é realizado em uma rede quadrada de�nida omondições periódias de ontorno. Ressaltamos que os valores dos parâmetros utilizados,notadamente ∆w e D, são aqueles que produzem osilações na ondutânia estomátia.Finalmente, vale lembrar que os sítios de�nidos omo veias fazem o papel de fronteiras109



Análise de Padrões Espaiais 110relaionadas om as equações difereniais e que nesses sítios, os valores das variáveis Ψ e
Π são mantidos �xos.6.1 In�uênia da Con�guração Geométria das VeiasUtilizamos diversas on�gurações espaiais de veias a �m de observar a relação entreos padrões espaiais de abertura e fehamento e a distribuição dos reservatórios hídrios.Iniiamos o estudo om veias distribuídas de maneira bastante regular, em seguida de�n-imos on�gurações gradativamente mais irregulares, até aabar om uma distribuiçãoaleatória de veias.Nas �guras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4, apresentadas adiante, os sítios vermelhos ilustramas veias, os demais sítios representam as UEs. A abertura nas UEs é desrita por umgradiente de inza. Por um lado, sítios branos representam UE fehadas, por outro lado,quanto mais esuro a or do sítio, maior a abertura na UE. Vale salientar que utilizamoso operador rele não ideal modi�ado ∗, sendo assim, quando o valor da abertura em adaUE é diferente de zero ela variará entre α e β.A Figura 6.1a ilustra a primeira on�guração assumida. As veias são de�nidas omosegmentos de reta separadas por uma distânia dy. Por onsiderarmos ondições per-iódias de ontorno todos as UE são igualmente irrigáveis. Por simpliidade, vamosdenominar a on�guração de 1 - Segmentos paralelos e ontínuos.

∗A utilização desse operador ressalta a in�uênia na variabilidade de irrigação sobre uma UE, hajavista a utilização do operador rele não ideal simples produziria aberturas 0 ou 1.
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tempo(b)Figura 6.1: (a) - Con�guração regular de veias numa rede de lado L = 16. As veiasestão em vermelhos, os demais sítios representam as UEs. A abertura é desrita por umgradiente de inza. Sítios branos representam UE fehadas, quanto mais esuro a ordo sítio, maior a abertura na UE. (b) - Série temporal da abertura média 〈A〉 para aon�guração regular de veias.A ada passo da interação, uma mesma quantidade de água é entregue a ada UE.Não há nenhuma diferença on�guraional na veia. Cada UE possui apenas uma veiana sua primeira vizinhança. Com essa on�guração todos os est�matos abrem e fehamsimultaneamente.Na Figura 6.1b observamos que a série temporal da abertura média das UE osila entrezero (todos est�matos fehados) e diferente de zero (todos est�matos abertos) a intervalosregulares de tempo. Podemos obter a fração de UEs responsáveis pela ondutâniaestomátia da rede. Da Figura 6.1a temos que o tamanho da rede é L× L = 162, e queas veias são quatro faixas paralelas entre si, ada uma onstituídas de L sítios, totalizando
4 × 16 sítios veias. Então, número de sítios vizinhos as veias será Nviz = 2 × 4 × 16. Eo número total de UEs na rede é de NUE = 162 − (4× 16). Sendo assim a fração de UEsujeitas a atividade de abertura e fehamento será Nviz/NUE = 2/3. Portanto o valormáximo da ondutânia estomátia da rede será 〈A〉 = 2/3× 0.7 ≈ 0.47 e o valor mínimoda ondutânia estomátia da rede será 〈A〉 = 2/3 × 0.3 = 0.2, omo podemos onstatarno Grá�o 6.1b. 111



Análise de Padrões Espaiais 112Na segunda on�guração �zemos uma pequena mudança na loalização das veias emrelação a aso anterior. Adiionamos desontinuidades de tamanho dx em ada segmentoque ompõe a veia omo pode ser visto Figura 6.2a. Essa aso é denominado de 2 -Segmentos paralelos e desontínuos nas extremidades.As UEs vizinhas à desontinuidade possuem uma veia na primeira vizinhança, porémnenhum de seus primeiros vizinhos é primeiro vizinho de veia. Isso faz om que osest�matos próximos a desontinuidade sejam �menos irrigado�, assim essas UEs abremde maneira retardada em relação aos est�matos próximos das veias afastados da falha.
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tempo(b)Figura 6.2: (a) - Veias formadas por segmentos de tamanho L = 12 simétrias na direção
y. As veias estão em vermelhos, os demais sítios representam as UEs. A abertura édesrita por um gradiente de inza. Sítios branos representam UE fehadas, quantomais esuro a or do sítio, maior a abertura na UE. (b) - Série temporal da aberturamédia 〈A〉. Note que o valor mínimo de 〈A〉 6= 0.A pequena desordem na on�guração da veia ausa um omportamento espaial het-erogêneo da abertura dos est�matos ao longo de ada segmento que forma a veia. Identi-�amos uma sinronização remanesente entre diferentes segmentos � re�exo da simetriana direção y e da homogeneidade dos parâmetros do modelo. Contudo devido a desordemadiionada observamos uma onda de fehamento nas UE vizinhas as veias na direção x,a onda se desloa do entro dos segmentos para as extremidades.112



Análise de Padrões Espaiais 113Na Figura 6.2b vemos que esse padrão espaço-temporal se re�ete na série temporal daondutânia estomátia om o surgimento de mínimos e máximos periódios. Os máximosse devem as UEs mais afastadas das extremidades que permaneem oordenadas. Já osmínimos se devem as UEs próximas as extremidades da veia, que devido ao atraso emsuas abertura, permaneem abertas quando os demais estão fehadas.A Figura 6.3a ilustra outra on�guração estudada. Nesse aso, além das deson-tinuidades nos extremos da rede adiionamos mais uma desordem na geometria das veias.Dessa vez existem launas nas veias ao longo da diagonal da rede. Esse aso é hamadode 3 - Segmentos paralelos e desontínuos nas extremidades e na diagonal.A desontinuidade na diagonal gera �pedaços� de veias om diferentes tamanho, emada �pedaço� ontinuamos a observar ondas de fehamento partindo do entro para asextremidades. Porém, a quebra da simetria na on�guração das veias na direção x e
y provoa o apareimento de padrões de abertura que se propagam tanto na direção xquanto na direção y.
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tempo(b)Figura 6.3: (a) - Veias formadas por segmentos ujo tamanho varia ao longo da direção y.As veias estão em vermelhos, os demais sítios representam as UEs. A abertura é desritapor um gradiente de inza. Sítios branos representam UE fehadas, quanto mais esuroa or do sítio, maior a abertura na UE. (b) - A Série temporal da abertura média 〈A〉tente a uma suavização e sua amplitude diminui em relação aos asos anteriores.A Figura 6.3b ilustra a série temporal da abertura média 〈A〉 para essa on�guração113



Análise de Padrões Espaiais 114de veias. A omparação dessa �gura om as Figuras 6.2b e 6.1b apontam para umasuavização da urva 〈A〉t a medida que a desordem na distribuição das veias aumenta.Para redes maiores essa araterístia é ainda mais expressiva, omo no aso ilustradona Figura 4.3.Numa quarta on�guração assumimos que as veias são distribuídas aleatoriamente.Continuamos a observar alguma sinronia entre UEs que pode ser ilustrada omo umdisreto �pulsar� de aberturas. Essa sinronia está assoiada aos máximos e mínimos naosilação da ondutânia estomátia. Contudo, diferentes regiões da rede manifestamuma assinronia em relação as demais UEs. Podemos observar que o surgimento depadrões na abertura dos est�matos está intimamente ligado a heterogeneidade espaialdas veias. Isso aontee porque na on�guração aleatória as UEs estão sujeitas a umagrande variabilidade de irrigação em suas adjaênias. Por exemplo, no primeiro aso, omais regular possível, as UEs possuem uma ou nenhuma veia em sua primeira vizinhança.No presente aso, podemos ter UEs om quatro, três, duas, uma ou nenhuma veia emsua primeira vizinhança. Quando onsideramos a segunda vizinhança a variabilidade éainda maior. Na seção 6.3 disutiremos o surgimento de padrões espaço-temporais emdeorrênia da variabilidade on�guraional das veias.
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tempo(b)Figura 6.4: (a) - Veias distribuídas aleatoriamente sobre a rede. As veias estão emvermelhos, os demais sítios representam as UEs. A abertura é desrita por um gradientede inza. Sítios branos representam UE fehadas, quanto mais esuro a or do sítio,maior a abertura na UE. (b) - A amplitude de 〈A〉 é ainda menor que nos outros asos.Um omportamento omum a todas as on�gurações de veias é a sinronização entrea maioria das UEs. Está sinronia está ligada aos máximos e mínimos observados nasérie temporal da ondutânia estomátia a intervalos regulares. A diferença entre osasos é o valor desses extremos. Na on�guração 1, 〈A〉 varia de zero à 0.7, enquantonas on�gurações mais desordenadas (2,3 e 4) a amplitude de 〈A〉 é ada vez menor.As osilações se devem as equações do modelo (ver apítulo 5), mais espei�amente,ao omportamento histerétio da abertura dos est�matos. Para on�gurações regulares deveias o omportamento periódio da abertura se re�ete numa perfeita sinronização entreUEs. Con�gurações de veias irregulares riam pequenas mudanças na fase das osilaçõesdas diferentes UE. Essa assinronia ontribui para a suavização da série temporal de 〈A〉.Entretanto, o surgimento da sinronia entre UEs e de osilação está ondiionada à ertosvalores dos parâmetros ∆w e D.Na próxima seção apresentaremos o álulo da orrelação temporal entre sítios dis-tantes entre si de d. Veremos que a orrelação entre as UEs dependem da on�guraçãodas veias, orroborando as observações da análise preliminar.115



Análise de Padrões Espaiais 1166.2 CorrelaçãoNessa seção apresentaremos o estudo sobre a orrelação entre a abertura de diferentesunidades estomátias. O objetivo é determinar a medida de dependênia entre a aberturade duas unidades estomátias i e j. Para isso vamos alular o oe�iente de orrelaçãode Pearson entre a abertura de duas UEs Ai e Aj distantes entre si de d(i, j). O álulodo oe�iente de orrelação de Pearson é de�nido segundoCorr(Ai, Aj)
d(i,j)

=

∑T
t=0(Ai,t −Ai)(Aj,t −Aj)

√
∑T

t=0(Ai,t −Ai)2
∑T

t=0(Aj,t −Aj)2
(6.1)onde Ak é a média temporal de�nida segundo

Ak =
1

T

T∑

t=0

Ak,t. (6.2)Estamos interessados em obter o valor do oe�iente de orrelação em função dadistânia Corr(d), sendo assim devemos somar o oe�iente de orrelação entre todasas UEs i e j que distam de d(i, j) e depois dividir pelo número Nd de sítios que estãodistantes de d entre si, isto é,Corr(d) = 1

Nd

L∑

i=1

L∑

j=1

′Corr(Ai, Aj), (6.3)onde Nd =
∑L

i=1

∑L
j=1

′1. Nessas expressões a restrição ′ impõe que a soma seja feitamantendo i < j e que a distânia eulidiana entre i e j seja igual a d. Como lidamosom ondições periódia de ontorno os valores de interesse estão restritos a d < L/2.No presente estudo onsideramos uma rede de tamanho L = 64.Na Figura 6.5 podemos observar a relação entre o oe�iente de orrelação Corr(d)e a distânia d entre duas UEs. Podemos ver que Corr(d) depende da geometria on�g-uraional das veias. O aso extremo que exempli�a essa a�rmação é a on�guração 1,a mais regular entre todas. Nesse aso o oe�iente de orrelação é 1, 0 para duas UEqualquer que seja a distânia entre elas. A forte orrelação entre a abertura das UEsorrobora a sinronia observada na análise grá�a preliminar. A on�guração de veias 1apresenta apreiável orrelação à longas distânias entre UEs.116



Análise de Padrões Espaiais 117Con�gurações de veias om maior desordem possuem menor oe�iente de orrelação.No aso 2 e 3, a medida que a distânia d aumenta, o oe�iente de orrelação entre UEsvaria entre −0.4 (UEs antiorrelaionadas) e +0.4 (UEs orrelaionadas). Para algunsvalores de d a oe�iente de orrelação é próximo de zero (UEs desorrelaionadas).No aso 4 a orrelação deai om a distânia d de forma semelhante a uma funçãoexponenial.
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dFigura 6.5: Correlação para diferentes on�gurações: 1 - Segmentos paralelos e ontínuos.2 - Segmentos paralelos e desontínuos nas extremidades. 3 - Segmentos paralelos edesontínuos nas extremidades e na diagonal. 4 - Veias distribuídas aleatoriamente.Uma onstatação importante é de que a orrelação entre a aberturas das UEs de-pendem do parâmetro ∆w. Para desrever esse resultado vamos onsiderar o aso ujasveias são distribuídas aleatoriamente. Na Figura 6.6 vemos que para valores grandes de
∆w, e.g. ∆w = 25, o oe�iente de orrelação deai monotoniamente. Por outro lado,para pequenos valores de ∆w, e.g. ∆w = 10, o oe�iente de orrelação passa por ummáximo antes da orrelação deair à zero para distânias maiores. Além disso, existe umpequeno intervalo de valores de ∆w onde oorre a mudança no deaimento do oe�ientede orrelação.

117



Análise de Padrões Espaiais 118
A

A
A

A

A

A

A

A

A
A

AA A AA A A A A

0 1 2 3 4 5 6
0

0,2

0,4

0,6

0,8

A A

PSfrag replaements
∆w = 25
∆w = 15
∆w = 12
∆w = 11.5
∆w = 11.25
∆w = 11
∆w = 10Corr(d;∆w)

dFigura 6.6: Correlação versus a distânia d para diferentes valores de ∆w.Na Figura 6.7 onsideramos o oe�iente de orrelação em função do parâmetro ∆wpara as três primeiras distânias numa rede quadrada d = 1, d =
√
2 e d = 2. Nessegrá�o perebe-se mais failmente que o oe�iente de orrelação entre primeiros vizinhosCorr(∆w; d = 1, 0) aumenta om ∆w até hegar a um patamar e depois apresenta umadisreta diminuição. Além disso, podemos ver que para d =

√
2 e d = 2 o oe�iente deorrelação apresentam um valor máximo nas proximidades de ∆w = 13, 0, em seguidadeai para um valor diferente de zero. Observe que para pequenos valores de ∆w as UEsmais distantes (d =

√
2 e d = 2) possuem oe�iente de orrelação maior que UEs maispróximas (d = 1).
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Figura 6.7: Correlação versus ∆w, para as distânias d = 1,
√
2 e 2.6.2.1 Sítios InativosNessa seção estudamos a orrelação entre aberturas de diferentes unidades estomáti-as na presença de sítios inativos. Os sítios inativos afastam as unidades estomátias dasveias. Além disso, na seção 4.6, vimos que os sítios inativos ausam a diminuição da es-ala espaial do problema, mantendo iguais a densidade de veias e unidades estomátiasnas diferentes esalas espaiais utilizadas.Suponha uma região da superfíie de uma folha om área L2 representada, om-putaionalmente, por uma rede quadrada. Essa região pode ser desrita segundo umaesala δ0 onstituída de N0 sítios. Nessa esala, uma erta distânia d é represen-tada omo d = n0δ0. A mesma distânia d numa esala δs será representada por

d = nsδs = ns (N0/Ns) δ0, onde L = Nsδs.
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Análise de Padrões Espaiais 121pela equação (4.1) uja forma em diferenças �nitas é desrita por
Ψi,t+τ = Ψi,t + τc

∑

(j)

(Ψj,t − Ψi,t)− wAi,t (6.4)Vamos supor a extremidade de uma veia semelhante a on�guração da Figura 6.9.Como já foi menionado, as veias fazem o papel das ondições de fronteiras. Então ovalor do potenial hídrio nesses sítios será onstante para qualquer t. Supondo queiniialmente todos os sítios possuem valores de Ψi,t=0 = Ψ0 =onst.< 0 para todos ielementos da rede.
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1vcFigura 6.9: Con�guração de um segmento de veias destaando a desontinuidade de umaveia.Com essa on�guração vamos estudar o efeito da desontinuidade da veia (a veiaorresponde aos sítios inzas da Figura 6.9) na rede. Para isso vamos aompanhar oevolução do valor de Ψ nos sítios que estão em destaque na Figura 6.9.Mas antes vamos lassi�ar os sítios de aordo om sua distânia† d em relação auma veia mais próxima, tal que d = 1v, 2v,. . . , então um sítio primeiro vizinho de umaveia será representado pelo subesrito d = 1v, um sítio segundo vizinho de uma veia será
d = 2v, assim por diante.Esses sítios podem ser difereniados ainda quanto à distânia dos seus primeiros

†Considere a métria do táxi, também onheida omo distânia L1, ou distânia de Manhattan. Poressa métria, a distânia d entre dois sítios (i, j) e (m,n) é tal que d = |i−m|+ |j − n|.121



Análise de Padrões Espaiais 122vizinhos em relação à veia mais próxima. Por exemplo, suponha uma UE qualquer i queestá distante de uma veia mais próxima de nv. Então o sitio i é onsiderado omo sendo:� do tipo a se possuir dois primeiros vizinhos que estão a uma distânia nv da veiamais próxima e possuir um primeiro vizinho que está a uma distânia (n+ 1)v daveia mais próxima e um primeiro vizinho que está a uma distânia (n − 1)v.� do tipo b se possuir um primeiro vizinho que está a uma distânia nv da veia maispróxima e dois primeiros vizinhos que estão a uma distânia (n+1)v da veia maispróxima e um primeiro vizinho que está a uma distânia (n− 1)v.� do tipo c se possuir três primeiros vizinhos que estão a uma distânia (n+ 1)v daveia mais próxima e um primeiro vizinho que está a uma distânia (n − 1)v.� do tipo d se possuir dois primeiros vizinhos que estão a uma distânia (n+ 1)v daveia mais próxima e dois primeiros vizinhos que estão a uma distânia (n− 1)v.Agora vamos tratar a dinâmia passo a passo para os sítios vizinhos a veia. Como noinstante t = 0 qualquer sítio i possui o mesmo valor Ψi,0 = Ψ0 então, no primeiro passoda interação t = τ , o valor de Ψ será igual para todos os sítios om uma veia em suaprimeira vizinhança, Ψ1va,τ = Ψ1vb,τ = Ψ1vc,τ = Ψ1v,τ tal que
Ψ1v,τ = Ψ0 + τc[(0 − Ψ0) + (6 Ψ0− 6 Ψ0) + (6 Ψ0− 6 Ψ0) + (6 Ψ0− 6 Ψ0)]− τwA1v,0

Ψ1v,τ = (1− τc)Ψ0 − τwA1v,0. (6.5)onde A1v,0 é a abertura nos sítios vizinhos a veia em t = 0. Analogamente os sítios quepossuem uma veia em sua segunda vizinhança mais próxima assumirão Ψ2va,τ = . . . =

Ψ2vd,τ = Ψ2v,τ no tempo de interação t = τ tal que
Ψ2v,τ = Ψ0 + τc[(6 Ψ0− 6 Ψ0) + (6 Ψ0− 6 Ψ0) + (6 Ψ0− 6 Ψ0) + (6 Ψ0− 6 Ψ0)]− τwA1v,0

Ψ2v,τ = Ψ0 − τwA2v,0. (6.6)Assumindo que os valores de Ψ0 e Π0 são tais que a abertura iniial é igual para todos ossítios A1v,0 = A2v,0, onluímos que Ψ1v,τ > Ψ2v,τ . Sendo assim já no primeiro passo de122



Análise de Padrões Espaiais 123interação obtemos uma heterogeneidade entre sítios a depender da quantidade de veiasem sua vizinhança.Para estudar o segundo passo de interação vamos distinguir os sítios quanto ao tipode vizinhança que ada um possui. No tempo t = 2τ os sítios do tipo a possuirão
Ψ1va,2τ = Ψ1va,τ + τc[(0 − Ψ1va,τ ) + (Ψ2va,τ − Ψ1va,τ ) + (6 Ψ1va,τ− 6 Ψ1va,τ )+

+ (6 Ψ1va,τ− 6 Ψ1va,τ )]− τwA1va,τ

Ψ1va,2τ = τcΨ2v,τ + (1− 2τc)Ψ1v,τ − τwA1va,τ . (6.7)Na expressão aima utilizamos as igualdades Ψ1va,τ = Ψ1vb,τ = Ψ1vc,τ = Ψ1v,τ e Ψ2va,τ =

. . . = Ψ2vd,τ = Ψ2v,τ . Analogamente,
Ψ1vb,2τ = Ψ1vb,τ + τc[(0 − Ψ1vb,τ ) + (Ψ2vb,τ − Ψ1vb,τ ) + (Ψ2vd,τ − Ψ1vb,τ )+

+ (6 Ψ1va,τ− 6 Ψ1vb,τ )]− τwA1vb,τ

Ψ1vb,2τ = τc(Ψ2v,τ − Ψ1v,τ ) + τcΨ2v,τ + (1− 2τc)Ψ1v,τ
︸ ︷︷ ︸

(6.7)

−τwA1vb,τ .

Ψ1vb,2τ − Ψ1va,2τ = τc(Ψ2v,τ − Ψ1v,τ ) + τw(A1va,τ −A1vb,τ ), (6.8)omo vimos Ψ1v,τ > Ψ2v,τ ; Sendo assim, aso A1va,τ = A1vb,τ
‡, teremos que Ψ1vb,2τ <

Ψ1va,2τ . Portanto no segundo passo de interação já se observa heterogeneidades entresítios om uma veia em suas vizinhanças. Sítios do tipo c, no instante t = 2τ possuemvalores
Ψ1vc,2τ = Ψ1vc,τ + τc[(0− Ψ1vc,τ ) + (Ψ2vd,τ − Ψ1vc,τ ) + (Ψ2vd,τ − Ψ1vc,τ )+

+ (Ψ2vc,τ − Ψ1vc,τ )]− τwA1vc,τ

Ψ1vc,2τ = 2τc(Ψ2v,τ − Ψ1v,τ ) + τcΨ2v,τ + (1− 2τc)Ψ1v,τ
︸ ︷︷ ︸

(6.7)

−τwA1vc,τ

Ψ1vc,2τ − Ψ1va,2τ = 2τc(Ψ2v,τ − Ψ1v,τ ) + τw(A1va,τ −A1vc,τ ). (6.9)Assim omo no aso anterior, se tivermos A1va,τ = A1vc,τ então Ψ1v,τ > Ψ2v,τ implia que
Ψ1vc,2τ < Ψ1va,2τ . Além disso, baseados nas equações (6.7), (6.8) e (6.9) podemos a�rma

‡O que é uma boa suposição já que a abertura Ai,t ∝ Ψi,t.123



Análise de Padrões Espaiais 124que
Ψ1vc,2τ < Ψ1vb,2τ < Ψ1va,2τ . (6.10)Até t = 2τ , onluímos que os sítios do tipo 1va são mais irrigados que os demais, fatoque pode ser on�rmado intuitivamente observando a Figura 6.9.Demais interações requerem o álulo de Ψnv>2v,t>τ o que torna o trabalho enfadonhoe desneessário. Diante dessa simples aritmétia podemos extrapolar a dinâmia até aabertura de um est�mato a partir de t = 0. Como o valor de entrada no operadorhisterese u esala linearmente om Ψ , os sítios mais afastados da extremidades, isto é,os do tipo 1va abrirão primeiro (P ∝ Ψ > β) que 1vb e 1vc orroborando o que estáilustrado na Figura 6.2a.
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Capítulo 7
Conlusões

Vamos desrever, em linhas gerais, os resultados obtidos. Mostramos que o transportede água na rede, juntamente om o fen�meno de histerese no meanismo de abertura/fehamento de ada est�mato é apaz de produzir osilações sustentadas na série temporalda ondutânia estomátia. Comprovamos a robustez dessa hipótese veri�ando queas osilações na série temporal de 〈A〉 aonteem para diferentes tipos de operadoresmemória, desde que esses apresentem histerese de fato.Vimos que a média temporal de 〈A〉 derese om o inverso de ∆w resultado que on-orda om as observações experimentais. Além disso, através de uma análise sistemátiada série temporal de 〈A〉 podemos observar que, para valores pequenos de ∆w, as os-ilações na série temporal de 〈A〉 desapareem e seu valor tende para uma onstante.Para valores grandes de ∆w as osilações em 〈A〉 dão lugar a uma �utuação em torno deum valor �xo. Para valores intermediários de ∆w vimos que há osilações autossusten-táveis bem de�nidas na série temporal de 〈A〉. Com isso onsegue-se reproduzir, em umúnio modelo, uma variedade de omportamentos desritos nas experiênias.Investigamos a periodiidade de 〈A〉 utilizando o método de Transformada de FourierDisreta (TFD). Através desse método observamos que o período de osilação da sérietemporal de 〈A〉 depende do tamanho do retardo β − α imposta à pressão de turgorna élula guarda entre abertura e fehamento do poro. Outra observação importante éque o período de osilação da série temporal de 〈A〉 depende do valor de ∆w. Quanto125



Conlusões 126maior o valor de ∆w menor será o período de osilação da série temporal de 〈A〉. Esseresultado pode motivar novas experiênias que omprovem a relação entre o valor de ∆we o período de osilação da série temporal de 〈A〉 (ondutânia estomátia), já que ambasas grandezas são aessíveis em experimentos.Realizamos uma abordagem analítia qualitativa do problema para que possamosentender a origem das osilações omo araterístia emergente da histerese na aberturaestomátia. Para isso, utilizamos ténias usuais de resolução de equações difereniaispariais juntamente om formalismo de operadores histerese.Vimos que a quantidade de veias nas vizinhanças de uma unidade estomátia in�uen-ia no período de abertura e fehamento desta unidade. Em onsequênia, a quantidadede veias na rede desempenha um papel importante no período de osilação da série tem-poral de 〈A〉.Analisamos a orrelação de Pearson entre as aberturas das unidades estomátias narede. Observamos que a orrelação entre UE depende do parâmetro ∆w e da geometriada veia. Notadamente, quanto mais ordenada a on�guração da veia mais orrelaionadosestarão as UEs.Consideramos a adição de sítio inativos na rede om o objetivo de afastar das proximi-dades das veias a atividade de abertura e fehamento nas EU. Entre os resultados obtidositamos a diminuição do valor da abertura média 〈A〉, e uma aparente desorrelação entreunidades estomátias.
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