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Resumo

O estudo do interior da Terra apresenta diversos desafios, principalmente de-

vido à impossibilidade de observações diretas de suas propriedades. Ondas

sísmicas liberadas por terremotos são a melhor fonte de informação sobre a

estrutura do planeta, mas sua correta interpretação depende do conhecimento

das propriedades de seus elementos constituintes. Entretanto, estes estudos

devem ser feitos nas condições extremas de temperatura e pressão do interior

terrestre, condições difíceis de serem alcançadas em laboratório. Neste con-

texto, o estudo teórico de materiais tem sido muito importante na elaboração de

modelos sobre a estrutura interna da Terra e na correta interpretação de dados

sísmicos.

Pesquisas recentes têm mostrado que a quantidade de carbono no manto

inferior da Terra é maior do que se pensava anteriormente, e é importante com-

preender seus efeitos no interior profundo da Terra. Apesar da importância de

entender os efeitos do carbono no interior da Terra, existem poucos estudos

deste elemento nestas condições extremas de pressão e temperatura. Neste

trabalho, utilizamos métodos e técnicas da física do estado sólido para estudar

as propriedades de compostos de carbono nas condições de pressão e tempe-

ratura do manto inferior terrestre.

Estudamos, primeiramente, as propriedades estruturais, eletrônicas e elásti-

cas do MgSiO3 nas estruturas perovskita e pós-perovskita, considerado o prin-

cipal mineral do manto inferior. Os resultados obtidos para as velocidades acús-

ticas neste mineral mostraram variações maiores em relação às direções crista-

linas, quando comparadas com mudanças devido à transição de fase estrutural.

Isso indica que uma orientação preferencial dos eixos (anisotropia) pode ajudar

a explicar algumas regiões com aumento descontínuo nas velocidades sísmi-
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cas.

Posteriormente, foram obtidas as propriedades do MgCO3 e do CaCO3 em

suas estruturas mais estáveis, em função da pressão. Nossos resultados fo-

ram comparados com os do MgSiO3, mostrando que carbonatos de cálcio e de

magnésio são estáveis nas condições do manto terrestre e que sua formação é

energeticamente favorável. Resultados dos cálculos dos coeficientes elásticos

e das velocidades acústicas nestes minerais mostram que as velocidades são

menores que aquelas no MgSiO3. Dessa forma, em regiões ricas em carbono

deve ocorrer a formação destes carbonatos e, por conseguinte, as velocidades

sísmicas seriam menores nessas regiões. Isso pode explicar a existência das

zonas de baixa velocidade na fronteira do manto inferior com o núcleo. Foram

estudadas, também, as consequências da introdução de efeitos térmicos. En-

tretanto, obteve-se que os resultados não apresentam alterações significativas,

de modo que mesmo nas altas temperaturas do interior da Terra nossas conclu-

sões permanecem válidas, onde propomos que as regiões de baixa velocidade

no manto inferior possam ser provocadas pela presença de carbono na forma

de carbonatos e que a formação destes seria um modelo adicional para explicar

onde e como o carbono pode ser armazenado no manto profundo.
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Abstract

Investigations on the Earth’s interior face several challenges, especially due to

the infeasibility of direct observations of its properties. Earthquake seismic wa-

ves are the best information source about our planet’s structure, but its correct in-

terpretation depends on the knowledge of its forming elements. However, these

studies must consider the extreme pressures and temperatures of the Earth’s

interior, hard to achieve experimentally. In this way, theoretical methods have

emerged as an essential tool in elaborating models for the Earth internal struc-

ture and in the correct interpretation of seismic data.

Recent studies have shown that the Earth must have much more carbon

than previous thought, and it is important to understand its effects on the Earth’s

deep interior. Despite its importance, there are few studies on carbon in these

extreme conditions of pressure and temperature and on its effects in the Earth’s

interior. In this investigation, we use theoretical solid state physics methods to

investigate the properties of carbon compounds in the pressure and temperature

conditions of Earth’s deep interior.

First of all, we studied the electronic and elastic properties of MgSiO3 in the

perovskite and post perovskite structures. This silicate is considered the main

mineral in the Earth’s lower mantle. Our results show that seismic velocities have

a larger variation with respect to the propagation direction than that with the

phase transition. This indicates that a lattice preferred orientation can explain

some seismic discontinuities.

Thereafter, the properties of the MgCO3 and CaCO3 minerals were obtai-

ned in their more stable structures with respect to pressure. The results were

compared with those of the MgSiO3, showing that calcium and magnesium car-

bonates are stable in the Earth’s mantle and that their formation is energetically
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favorable. The elastic coefficients and the acoustic velocities in these carbona-

tes show seismic velocities considerably lower than those in the MgSiO3. In this

way, in regions with high carbon concentration the formation of carbonates could

favorably occur and therefore the seismic velocities would be lower in those re-

gions. This may explain the existence of low velocity zones near the bottom of

Earth’s lower mantle. We also studied the consequences of the introduction of

thermal effects. However, our results do not show any significant variation with

temperature. Hence, even in the high temperatures of Earth’s interior, our con-

clusions are still valid where we propose that low velocity regions can be caused

by the presence of carbon in the form of carbonates. Its formation could provide

an additional model to explain where and how carbon can be stored in the deep

mantle.
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1 Introdução

Science, my lad, has been built upon many errors; but they are errors which it was

good to fall into, for they led to the truth.

– Jules Verne, A journey into the Interior of the Earth, chap XXXI

A humanidade sempre buscou entender o planeta em que vivemos. Desde a

Grécia antiga vem-se desvendando as características da Terra. Erastóteles, por

exemplo, calculou seu diâmetro com uma precisão incrível para a época, ob-

tendo o valor de 6237 km [1] (o valor atual é 6378,1 km [2]). Conforme o desen-

volvimento das civilizações, o conhecimento acerca do planeta foi crescendo.

Todavia, todo o conhecimento estava concentrado na superfície do planeta e

muito pouco era conhecido sobre o interior da Terra, sendo inclusive comum se

pensar que a Terra era oca por dentro.

O estudo preciso da estrutura interna da Terra só se tornou possível quando

seu volume e sua massa foram bem determinados, pois o conhecimento da den-

sidade do planeta é importante para o cálculo de diversas outras propriedades,

tais como rigidez, compressibilidade, velocidades sísmicas, entre outras. O diâ-

metro da Terra já era conhecido, não só pelos cálculos de Erastóteles, como por

diversos outros [3]. Entretanto, a determinação de sua massa só foi possível a

partir da teoria da gravitação de Newton. O próprio Newton propôs um método

para se determinar a massa da Terra a partir da inclinação de um prumo ao lado

de uma montanha. Cavendish, com seu famoso experimento do pêndulo de tor-

ção calculou a densidade da Terra como sendo ρ = 5, 5 g/cm3 [4]. A densidade

média das rochas na crosta terrestre é de 2 a 3 g/cm3, assim este resultado
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Capítulo 1: Introdução

mostrou que a densidade do interior da Terra deve ser da ordem de duas ve-

zes a densidade da superfície. Pode-se chegar à mesma conclusão através

de cálculos do momento de inércia do planeta. O momento de inércia de uma

esfera perfeita e homogênea, de raio r e massa M, é 0, 4Mr2. Podemos, em

um modelo aproximado, supor a Terra como uma esfera e considerarmos seu

momento de inércia médio na forma I = yMr2, onde y = 0, 4 corresponderia

à uma esfera homogênea. Através de estudos sobre a dinâmica do movimento

da Lua e da Terra obtém-se o valor y = 0, 3308 [2], o que implica numa maior

densidade no interior da Terra do que na superfície. Assim, é possível concluir

que o material existente nas regiões profundas deve ter uma densidade rela-

tivamente maior que os encontrados na crosta do planeta. O primeiro cálculo

teórico da densidade do interior da Terra foi feito por Wiechert [5]. Ele assumiu

que a Terra é composta por um núcleo metálico, com densidade praticamente

constante, cercada por um manto rochoso, com densidade também não muito

variável. Com a introdução de mais algumas suposições, ele concluiu que a

razão entre o raio do núcleo e a espessura da crosta deveria estar entre 3 e 4

e, assim, a densidade média do núcleo deveria ser um pouco maior do que 8

g/cm3. Esta é a densidade esperada se o núcleo for composto for ferro compri-

mido. Deste modo, Wiechert inferiu que a Terra é composta por um núcleo de

ferro de cerca de 5000 km cercado por uma crosta de 1400 km.

No entanto, o conhecimento através da observação direta só é possível até

alguns kilômetros abaixo da superfície. Por isso, o conhecimento que se tem do

interior terrestre está essencialmente baseado em estudos geofísicos indiretos.

Isso torna difícil a determinação precisa da estrutura interna da Terra. A maioria

das informações sobre as propriedades de regiões profundas do planeta são

obtidas através da observação de fenômenos que ocorrem na superfície. Por

exemplo, uma das principais fontes de informação da estrutura interna da Terra

são as ondas sísmicas liberadas por terremotos ou causadas por explosões ar-

tificiais. Terremotos irradiam energia sísmica como ondas de vários tipos que se

movem de diferentes maneiras. Os dois tipos principais de ondas são as ondas

de "corpo ou volume" e as ondas de superfície. As ondas de superfície são on-

das de baixa frequência, propagam-se pela superfície, a partir do epicentro de

um sismo, e deslocam-se mais lentamente que as ondas de corpo, que são as

2
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ondas que se propagam pelo interior da Terra. Através do estudo de medidas

de diferentes propriedades destas ondas pode-se obter diversas informações

sobre o interior do planeta [6].

As ondas de superfície podem ser de dois tipos, as chamadas ondas de

Rayleigh e as ondas de Love e são utilizadas para estudar a crosta terrestre,

enquanto que as ondas de corpo são as mais importantes para estudos geofí-

sicos. Existem dois tipos de ondas de corpo possíveis, descritas teoricamente

por Poisson em 1828, em seus estudos sobre elasticidade. Ele descreveu estes

dois tipos de onda, que podem se propagar em um meio isotrópico elástico, que

são chamadas de ondas P (primárias) e ondas S (secundárias). As ondas P são

ondas de compressão e a deformação do meio se dá na direção de propagação

da onda. Já as ondas S são ondas em que a deformação se dá perpendicular-

mente à direção de propagação, por isso também são chamadas de ondas de

cisalhamento. A característica mais marcante das ondas S é o fato delas não

se propagarem em meios líquidos ou gasosos, pois nestes estados físicos da

matéria a tensão de cisalhamento é nula.

Estes dois tipos de ondas foram detectadas por Oldham, em 1901, que em

1906 elaborou a primeira tentativa de se determinar a estrutura interior da Terra,

através da análise das ondas sísmicas [7]. Detectando um atraso substancial

no tempo de chegada de ondas P em uma distância angular maior que 120◦ do

epicentro de um terremoto, ele concluiu que a Terra possui uma região central

(núcleo), onde a velocidade das ondas P é consideravelmente menor que na

sua vizinhança. Ele ainda estimou que o raio deste núcleo deveria ser de 1600

km. Mais tarde, essa região ao redor do núcleo foi chamada de manto terrestre.

A figura 1.1 mostra, esquematicamente, a propagação das ondas sísmicas e

como elas têm sido usadas para se inferir a estrutura interna da Terra. Uma

onda P que chega (é detectada) em uma distância angular de 105◦ do epicentro

do terremoto não chegou a atravessar o núcleo e sua propagação foi sempre

através do manto terrestre. Por outro lado, uma onda P que chega em uma

distância angular de 140◦ do epicentro atravessou a fronteira manto-caroço e

se propagou também através do núcleo. Se o valor da velocidade desta onda

no núcleo for menor do que no manto, ela passará boa parte do tempo se pro-

pagando no núcleo e só irá ser detectada numa região mais distante do que

3
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Núcleo Interno

(Sólido)

Núcleo Externo

(Líquido)

Manto

Zona sombreada

para ondas P

Zona sombreada

para ondas P

105º105º

140º 140º

Ondas P
Ondas S

Figura 1.1: Representação esquemática da propagação das ondas sísmicas P e S

no interior da Terra.

aquela que foi detectada em 105◦ do epicentro, como mostra a figura 1.1. Isso

gera uma zona conhecida como “zona sombreada" para ondas P (P-wave sha-

dow zone), definida pelas distâncias angulares entre 105◦ e 140◦ do epicentro

de um terremoto. Dessa forma sabe-se que estas ondas atravessaram uma

região de descontinuidade. Por outro lado, como em uma região na crosta ter-

restre, oposta ao epicentro do terremoto, não são detectadas ondas S, sabe-se

que essas ondas sísmicas encontraram uma interface sólido/líquido, implicando

na existência de um núcleo líquido.

Em 1909, A. Mohorovičić, estudando o tempo de chegada de ondas sísmi-

cas provenientes de um terremoto na região do vale do rio Kupa, na Croácia,

percebeu que a partir de uma distância de ≈300 km do epicentro do terremoto,
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E

H

≈300 km ≈700 km

Crosta

Manto

Figura 1.2: Esquema da descontinuidade de Mohorovičić: a partir do epicentro (E)

do terremoto (H), para distâncias menores do que 300 km, somente ondas P e S

diretas do sismo chegam à superfície. Entre 300 e 700 km de distância, dois tipos

de ondas são observadas, tanto ondas diretas como ondas que também atravessam

o manto. A partir de 700 km de distância, apenas as segundas são detectadas.

chegavam na superfície duas ondas P e duas ondas S distintas. Isto se repetia

até distâncias de ≈700 km do epicentro, distância a partir da qual chegavam

apenas as ondas do segundo tipo, uma onda P e uma S. Segundo Mohorovičić,

é impossível que um terremoto libere duas ondas do mesmo tipo com velocida-

des diferentes. Portanto, ele concluiu que essas duas ondas, na verdade, eram

a mesma onda, mas que chegavam na superfície se propagando por caminhos

diferentes. Estas observações levaram à conclusão de que a Terra não é homo-

gênea, ou seja, em uma certa profundidade da superfície existe uma interface

que separa dois meios com diferentes propriedades elásticas, como mostra a

figura 1.2. Um terremoto no ponto H, com epicentro no ponto E, libera ondas

em diversas direções. A partir de distâncias maiores do que ≈300 km do epi-

centro, chegam nas estações não apenas as ondas diretas (linhas pretas), mas

também uma onda que passa pelo manto (linha vermelha), que teve sua dire-

ção alterada devido à mudança nas propriedades elásticas do meio por onde

se propaga. A partir de ≈700 km do epicentro, não é mais possível a chegada

de ondas diretas e apenas as ondas que atravessam o manto são detectadas

pelas estações.

Mais tarde, outros trabalhos mostraram que essa descontinuidade é glo-

bal [3,8]. Hoje ela é conhecida como descontinuidade de Mohorovičić, ou Moho,
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e é uma das maneiras de se dividir a crosta do manto. Sua profundidade varia,

mas está entre 5 km e 10 km no fundo dos oceanos e de 35 km a 40 km sob os

continentes. Os estudos pioneiros de Wiechert, Oldham e Mohorovičić forma-

ram a base para o primeiro modelo para a estrutura interna da Terra, a qual é

divida em 3 regiões concêntricas: a crosta, o manto e o núcleo. Este modelo e

esta nomenclatura são utilizados até hoje como uma primeira aproximação para

descrever o interior do planeta.

Com o desenvolvimento da teoria de ondas sísmicas [9,10], diversas outras

regiões de descontinuidade foram encontradas [7,11–13]. Por volta de 1940, E.

Bullen introduziu a nomenclatura A, B, C, D, E, F e G para 7 regiões concêntricas

na Terra, com descontinuidades conhecidas [14, 15]. A região A corresponde à

crosta terrestre, acima da descontinuidade Moho. As regiões B e C, juntas,

constituem o manto superior. A região D é o manto inferior, enquanto que as

regiões E, F e G constituem o núcleo. Bullen, mais tarde, percebeu que a região

D, correspondente ao manto inferior, representava duas regiões distintas. Ele a

subdividiu no que hoje são conhecidas como região D′ (D prime) e D′′ (D double

prime) [16]. O modelo proposto por Bullen é usado, até hoje, para descrever o

interior do planeta e está esquematizado na figura 1.3.

Além dessas, existem outras regiões que apresentam anomalias nas ondas

sísmicas. Na região em torno de 660 km de profundidade existe um aumento

súbito nas velocidades destas ondas, em geral atribuído à mudança de fase es-

trutural nos materiais constituintes. Outra região com anomalia sísmica ocorre

no topo do manto superior, onde verifica-se uma diminuição na velocidade de

propagação, principalmente das ondas S. Estas são chamadas zonas de baixa

velocidade (Low Velocity Zone, LVZ ) e têm sido atribuídas à fusão parcial dos

elementos, nessa parte do manto. Algumas regiões do manto inferior, prin-

cipalmente próximas à fronteira com o núcleo, também exibem propriedades

sísmicas anômalas. Nelas, tanto as ondas P como as S sofrem uma redução

de velocidade da ordem de 10% e por isso são chamadas zonas de ultra baixa

velocidade (Ultra Low Velocity Zone, ULVZ ) [17–20]. Apesar dessa redução al-

gumas vezes ser consistente com o modelo de fusão parcial, diversos estudos

têm mostrado que apenas considerações termodinâmicas não são capazes de

explicar essas anomalias [17, 21]. A ausência das ULVZ em várias regiões da
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A

B e C

Zona de transição

D’ e D’’

E e F

G

Figura 1.3: modelo proposto por E. Bullen para o interior da Terra, onde A corres-

ponde à crosta terrestre, B e C ao manto superior, D′ e D′′ ao manto inferior, E e

F correspondem ao núcleo externo e G ao núcleo interno.

fronteira do manto inferior com o núcleo tem sugerido que alguma diferenciação

química deve ser considerada para explicar estas regiões. Estas atribuições

têm motivado estudos na direção de se utilizar estas ULVZ para mapear reser-

vatórios de diversos elementos no manto inferior [17].

Recentemente, grande atenção tem sido dada à região D (manto inferior),

devido à observação de um aumento descontínuo nas velocidades de ondas

sísmicas. Bullen introduziu a designação D′′ para especificar a região na base

do manto inferior, pois esta apresenta uma redução da velocidade de ondas

sísmicas. Assim, utiliza-se a nomenclatura D′′ para designar a região baixa do

manto inferior, com velocidade de ondas menores que a região pouco acima,

denominada como região D′. A terminologia descontinuidade D′′ é utilizada para

referenciar o aumento anômalo da velocidade de ondas sísmicas que, em geral,

7
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coincide com o topo da região D′′ [22]. O motivo da existência desta descontinui-

dade ainda não é claro, mas algumas teorias propõem que ela é consequência

de interações entre o manto e o núcleo, ou de materiais remanescentes de

zonas de subducção (afundamento de uma placa tectônica sob outra) ou ainda

de transições de fase nos materiais componentes desta região [23].

A estrutura interna da Terra é determinada por sua composição química

como função da posição geográfica e da profundidade. Propriedades como

a densidade e a elasticidade têm importância indireta, pois não fornecem dire-

tamente informações sobre a origem, composição e evolução do planeta. En-

tretanto, dados geofísicos, como velocidades sísmicas e campo gravitacional,

proporcionam informações sobre essas propriedades, ao invés da composição

química e temperatura. Portanto, não há meios diretos nos quais a estrutura

composicional do interior da Terra possa ser determinada através dos dados

geofísicos disponíveis. Por isso, um grande desafio é extrapolar informações

sismológicas a fim de se identificar a composição química do manto terrestre.

Para tanto, associa-se as propriedades obtidas por meio de ondas sísmicas

àquelas de materiais conhecidos e estudados em laboratório, em condições

equivalentes de pressão e temperatura às do manto terrestre. Isto é feito em um

processo de duas etapas. Primeiro, modelos para a densidade e elasticidade

são derivados dos dados sismológicos. Segundo, através do estudo teórico e

experimental relativos às propriedades de materiais terrestres, modelos para a

composição química da Terra podem ser obtidos. O conhecimento desta com-

posição química é importante para a determinação de diversas propriedades,

tais como a evolução das placas tectônicas, a transmissão de radiação e o ciclo

do carbono [24,25]. Além disso, inferir a composição química é importante para

entender a evolução e dinâmica da Terra e de planetas semelhantes.

Um ponto de partida para se estabelecer a constituição do interior da Terra

são as rochas encontradas na crosta [6, 26]. Entretanto, uma análise destas

rochas, assim como estudos petrológicos e geoquímicos, mostram que elas

não podem ser representativas do interior da Terra, por causa de suas peque-

nas densidades médias, mesmo quando efeitos de compressão são considera-

dos [26]. Durante a formação do planeta, a Terra sofreu processos de diferenci-

ação química, como por exemplo por fusão parcial, e cada camada do planeta
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deve reproduzir estes processos. Portanto, o interior do planeta deve ter uma

composição diferente do que a crosta. Por isso, uma teoria para a diferenciação

química na Terra pode servir de base para um modelo de composição, baseado

nos minerais encontrados na superfície. Ringwood propôs um modelo desse

tipo [26, 27]. Uma das rochas mais ambundantes na crosta é o basalto. Assim,

o ponto de partida deste modelo é a noção de que a formação de basalto por

fusão parcial de materiais do manto é a atividade vulcânica mais importante na

Terra. Por isso, os minerais do manto devem ser capazes de produzir basalto.

Através deste raciocínio, Ringwood propôs uma rocha hipotética, chamada py-

rolite, capaz de produzir basalto oceânico por fusão parcial e portanto a maior

parte do manto deve ser composta por este elemento hipotético. Neste mo-

delo, amostras típicas do manto encontradas na superfície são interpretadas

como resíduos dessa fusão parcial da pyrolite. Assim, Ringwood sugeriu que a

composição química tanto do manto superior como do manto inferior deve ser

similar à composição da pyrolite e a variação das propriedades elásticas e da

densidade devem ser explicadas como resultado de transformações de fase,

compressão e expansão térmica deste mineral [26].

Um outro modelo propõe que a Terra possui a mesma constituição química

da composição média do sistema solar. A teoria aceita para a formação do

sistema solar é de que o Sol e os planetas foram formados por um colapso

gravitacional de uma nébula solar primitiva [26, 28]. Portanto, a composição

tanto do Sol como dos outros planetas deve ser similar. Uma das fontes de

informação da composição química do sistema solar são os meteoritos, pois

estes são considerados fragmentos de materiais que falharam em se tornar

planetas. Dentre todos os tipos de meteoritos, os condritos carbonáceos são

um tipo único, pois sua idade da ordem de 4,56 bilhões de anos os torna um dos

objetos mais antigos do sistema solar. Por isso são considerados como material

remanescente do sistema solar primitivo e sua composição representativa da

composição de todo sistema. Alguns cientistas consideram que a composição

química da Terra deve ser similar à destes meteoritos, o que dá origem ao mo-

delo condrito para a composição da Terra [26,28].

Estes dois modelos fornecem uma composição parecida para o planeta.

Uma diferença significativa entre eles é a razão (Mg + Fe)/Si. No modelo con-
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drito, a quantidade de silício no manto é maior do que no modelo pyrolite. Algu-

mas fontes de informação estimam que a composição química do manto supe-

rior é muito parecida com o modelo pyrolite. Portanto, se a Terra de fato possui

uma composição química parecida com a de meteoritos condritos, a quantidade

de silício no manto inferior deve ser bem maior [26].

Diversos outros modelos mais complexos foram propostos [29–31]. Entre-

tanto, é importante salientar que todos estes modelos possuem diversas in-

certezas [8, 26]. Sua principal função não é estabelecer uma ideia definitiva da

composição da Terra, mas sim fornecer hipóteses testáveis. De qualquer forma,

todos os modelos consideram que o manto é formado basicamente por olivina.

Dependendo da razão Mg/Fe, este mineral pode formar a forsterita (Mg2SiO4)

ou a faialita (Fe2SiO4). Em altas pressões a olivina possui uma transição estru-

tural, assumindo uma estrutura conhecida como ringwoodita, que forma a maior

parte do manto superior. Um grande avanço no entendimento da estrutura da

Terra se deu na década de 1970, quando se descobriu a estrutura perovskita

ortorrômbica do MgSiO3 [32]. Logo em seguida, foi demonstrado que, para va-

lores de pressão em torno de 25 GPa, a ringwoodita se dissocia em MgSiO3 +

MgO [33, 34]. Essa pressão corresponde à zona de transição e explica a des-

continuidade em 660 km, sendo esta a interpretação atual para a separação do

manto em regiões inferior e superior. Atualmente, é consenso na comunidade

científica que o manto inferior é formado principalmente por MgSiO3 perovskita,

com uma certa concentração de ferro, ainda não bem determinada, mas da or-

dem de 20%. Este composto Mg1−xFexO3 ocupa entre 75% e 80% do manto

inferior, tornando-o o mineral mais abundante na Terra. O resto do manto é

formado por MgO e outros elementos.

Um elemento extremamente importante, não só para o estudo da Terra como

para diversas outras áreas do conhecimento, é o carbono, pois é um dos com-

ponentes chave da vida na Terra. O ciclo do carbono na superfície do planeta

influencia o clima, o fornecimento de combustíveis fósseis e a saúde de todo

ecossistema. Nenhum outro elemento possui tantas possibilidades de ligações

químicas, formando estruturas com diversas hibridizações e configurações mi-

croscópicas. O comportamento químico do carbono no interior profundo da

Terra resume os processos dinâmicos que diferenciam nosso planeta dos de-
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mais. Como já mencionado, o modelo condrito para a formação do planeta

sugere que a Terra tenha uma composição similar à destes tipos de meteori-

tos. Os condritos carbonáceos possuem uma alta concentração de carbono,

cerca de duas ordens de grandeza superior àquela encontrada na Terra. Se

estes modelos estão corretos, uma pergunta pertinente é onde está escondido

este carbono. Isso nos leva a concluir que boa parte do carbono deve estar no

manto e no núcleo da Terra. Atualmente, estima-se que cerca de 90% de todo

o carbono do planeta esteja em regiões profundas da Terra [35, 36]. Recen-

tes estudos em diamantes mostram inclusões provenientes do manto inferior

da Terra [37]. Essas inclusões são incorporadas na formação do diamante, o

que indica que eles foram formados em regiões bem mais profundas. Esses

estudos mostram a presença de carbono no manto inferior. Entretanto, nosso

conhecimento do carbono em tais regiões é limitado e diversas questões ainda

permanecem em aberto.

Um dos grandes desafios é entender o ciclo geológico do carbono, ou seja,

seu transporte da superfície para o interior da Terra e vice-versa. O estudo do

ciclo do carbono tem se concentrado em seus efeitos na superfície do planeta,

mas pouco ainda é conhecido sobre o ciclo do carbono profundo [35]. Para se

construir modelos mais precisos para a composição do planeta, é importante

determinar quanto e como o carbono está armazenado no manto e no núcleo.

Como a solubilidade do carbono nos minerais do manto é baixa, uma das for-

mas em que o carbono pode se encontrar no manto é em carbonatos, tais como

o MgCO3 e o CaCO3.

Entretanto, para uma correta compreensão dos efeitos do carbono no interior

do planeta, é necessário o estudo destes carbonatos nas condições extremas

de pressão e temperatura do interior da Terra. Nas últimas duas décadas, o

estudo de materiais a altas pressões permitiu a compreensão de diversas pro-

priedades geofísicas. Entretanto, estes experimentos são limitados, pois estas

condições não são facilmente alcançáveis em laboratório. Neste contexto, o es-

tudo teórico de materiais, baseado em simulações atomísticas, se torna muito

importante, pois pode ser a única forma de se obter as propriedades de mate-

riais nessas condições extremas. Assim, cálculos teóricos, baseados em méto-

dos da física do estado sólido, têm sido fundamentais na elaboração de modelos
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da estrutura interna não só da Terra como também de outros planetas [38–43].

Com isso exposto, o objetivo de nosso trabalho é utilizar métodos de primei-

ros princípios para tentar elucidar o efeito da presença de carbono no manto

inferior. Como a maior parte do manto é composta por MgSiO3, começare-

mos obtendo suas propriedades, comparando-as com resultados disponíveis

na literatura. Estes resultados servirão para validar os métodos utilizados e

também como um molde dessa parte do planeta. Posteriormente, calcularemos

as propriedades de diversos carbonatos, possíveis minerais a fazerem parte da

composição do interior da Terra. Calcularemos suas propriedades eletrônicas

e estruturais a fim de inferir sua possível influência nas propriedades sísmicas

do manto, comparando-as com as do MgSiO3. Estudaremos ainda, do ponto de

vista da estabilidade, as formas mais estáveis para o carbono se encontrar nas

condições extremas do manto. Começaremos com cálculos estáticos e com

efeitos de pressão e, por fim, iremos incluir efeitos térmicos, a fim de se verificar

se as conclusões permanecem válidas em altas temperaturas. Como o carbono

é capaz de formar diversos compostos, estudaremos a estabilidade dos carbo-

natos com relação à formação de CO2 e diamante, determinando se, de fato, a

presença dos carbonatos é energeticamente favorável.

No capítulo 2, apresentamos a metodologia utilizada, primeiro apresentando

a teoria do funcional da densidade (DFT), método utilizado neste trabalho. Pos-

teriormente, descrevemos a teoria elástica de cristais, necessária para o estudo

de velocidades acústicas em qualquer material. Neste capítulo também descre-

vemos os métodos utilizados para cálculos de propriedades termodinâmicas

de materiais. No capítulo 3, apresentamos os resultados para as proprieda-

des eletrônicas e estruturais da célula primitiva do MgSiO3, onde calculamos

as velocidades acústicas no cristal e validamos os resultados com outros dis-

poníveis na literatura. Também estudamos a fase pós-perovskita deste mineral,

calculando a pressão de transição e as propriedades elásticas desta fase. No

capítulo 4, apresentamos os resultados para os carbonatos MgCO3, CaCO3
e MgCa(CO3)2, onde estudamos suas propriedades eletrônicas, estruturais e

elásticas. Estudamos a estabilidade destes minerais com respeito a diversas

estruturas, a fim de se corroborar resultados teóricos recentes. Calculamos as

velocidades acústicas nestes minerais em diversas fases e comparamos com as
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velocidades no MgSiO3. Com isso inferimos a modificação que a presença des-

tes carbonatos pode provocar no manto inferior. Por fim, no capítulo 5, estuda-

mos a estabilidade destes carbonatos com relação à sua dissociação formando

CO2 e diamante. Verificamos se, sob estas condições, as estruturas permane-

cem estáveis. Neste capítulo também incluímos efeitos térmicos, utilizando a

aproximação quase-harmônica, a fim de verificar alguma alteração, em resul-

tados precedentes, devido às altas temperaturas do manto. Por fim, quando

possível, estudamos os efeitos térmicos nas propriedades elásticas de alguns

cristais. No capítulo 6, apresentamos as principais conclusões referentes a este

trabalho.
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2 Fundamentos teóricos e metodologia

The underlying physical laws necessary for the mathematical theory of a large part

of physics and the whole of chemistry are thus completely known, and the difficulty is

only that the exact application of these laws leads to equations much too complicated

to be soluble. It therefore becomes desirable that approximate practical methods of

applying quantum mechanics should be developed.

– Paul Dirac, Proc. Royal Soc. London, 123, 714 (1929)

2.1 Introdução

Uma das principais maneiras de se estudar o interior de planetas é comparar

resultados obtidos em medidas de ondas sísmicas com propriedades de mate-

riais medidas em laboratório. A composição química da Terra não é conhecida

a priori de tal forma que diversos experimentos são necessários, inclusive para

se determinar a composição do planeta. Além disso, as altas pressões e tem-

peraturas que o interior da Terra atinge limitam estes estudos. Dessa forma,

cálculos de primeiros princípios têm se tornado fundamentais para elucidar di-

versas propriedades de materiais nessas condições extremas.

Os estudos desenvolvidos neste trabalho englobam dois grandes temas: es-

tabilidade de cristais a altas pressões e propriedades elásticas. Neste capítulo,

são apresentadas a fundamentação teórica e a metodologia de cálculo utiliza-

das nesta pesquisa.
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2.2 Aproximação de Born-Oppenheimer

Os blocos fundamentais de construção da matéria são os íons e os elétrons. A

descrição destes elementos é feita pela equação de Schrödinger

ĤΨ = EΨ (2.1)

em que a hamiltoniana H é dado por

Ĥ = T̂e + T̂N + V̂eN + V̂ee + V̂NN (2.2)

em que T̂e e T̂N são os operadores energia cinética dos elétrons e dos núcleos

atômicos, respectivamente, V̂eN é a interação entre os núcleos atômicos e os

elétrons, V̂ee é o potencial coulombiano entre os elétrons e V̂NN é o potencial

entre os núcleos. A solução completa da equação (2.1) é uma função de onda

Ψ(~r , ~R) dependente das posições dos elétrons ~r e dos núcleos ~R, não conhe-

cida mesmo para os sólidos mais simples. Uma primeira aproximação para se

solucionar esta equação é considerar que os núcleos atômicos são muito mais

pesados que os elétrons e, por isso, se movem mais lentamente. Assim, pode-

se desacoplar as funções de onda dos elétrons e dos núcleos

Ψ(~r , ~R) = R(~R)ψ(~r, ~R) (2.3)

em que R(~R) é uma função de onda que descreve o movimento dos íons e

ψ(~r , ~R) a função de onda eletrônica, que depende parametricamente das posi-

ções atômicas ~R. Esta função de onda eletrônica obedece à equação
[

T̂e + V̂eN + V̂ee(~R)
]

ψn(~r, ~R) = En(~R)ψn(~r , ~R). (2.4)

Já a função de onda R(~R) obedece à equação
[

T̂N + V̂NN + En(~R)
]

R(~R) = ǫR(~R). (2.5)

Esta é chamada aproximação de Born-Oppenheimer. Ela desacopla os

graus de liberdade dos elétrons dos íons e desconsidera a excitação eletrônica

induzida pelo movimento iônico.
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2.3 Equação de Schrödinger eletrônica

Na aproximação de Born-Oppenheimer, descrita na seção anterior, é considera-

do que o movimento dos íons é muito mais lento do que o dos elétrons. Pode-se

extrapolar esta aproximação e dizer que os íons estão estáticos e contribuem

apenas como um potencial externo. Este movimento iônico é o que dá origem

à temperatura de um sistema, de tal forma que esta aproximação corresponde

à temperatura de 0 K e desconsidera efeitos da energia de ponto zero. Este

nível de aproximação é suficiente para diversas aplicações, principalmente para

descrever sistemas na temperatura ambiente, onde a energia térmica é menor.

A solução apenas da parte eletrônica fornece diversas informações úteis e é o

primeiro passo para qualquer cálculo de primeiros princípios, por isso descre-

veremos os métodos de solução em detalhes.

A equação (2.4) pode ser escrita da forma

Ĥelψ(~r) = Eψ(~r) (2.6)

em que a hamiltoniana eletrônica Hel é dada por

Ĥel = −
~
2

2

∑

i=1

∇2ri
me
− 1

4πǫ0

∑

i 6=j

Zi e
2

|~Ri − ~rj |
+
1

8πǫ0

∑

i 6=j

e2

|~ri − ~rj |
, (2.7)

onde ~ri (i = 1, ...Ne) denotam as posições dos elétrons de massa me e ~Ri as

posições dos núcleos com números atômicos Zi . Como estamos considerando

uma rede estática, esta hamiltoniana não contém a energia cinética dos núcleos

atômicos. No sistema de unidades atômicas em Rydbergs, a hamiltoniana pode

ser escrita como

Ĥel = −
∑

i

∇2ri −
∑

i 6=j

2Zi

|~Ri − ~rj |
+
∑

i 6=j

1

|~ri − ~rj |
. (2.8)

Mesmo com a aproximação de Born-Oppenheimer, ainda ficamos com uma

equação de muitas partículas interagentes, sem possibilidade prática de reso-

lução. A teoria do funcional da densidade (DFT) [44, 45] é um esquema que

permite resolver este problema de muitos corpos utilizando, como parâmetro

principal a ser determinado, a densidade eletrônica do sistema. A primeira teo-

ria a utilizar a densidade eletrônica como variável básica, ao invés da função de
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onda, estabelecendo uma relação implícita entre o potencial externo e a densi-

dade eletrônica do sistema, foi a do átomo de Thomas-Fermi, em 1937 [46,47].

No entanto, até 1964 o uso da densidade era considerada apenas um modelo,

quando Hohenberg e Kohn propuseram um método prático e poderoso para

descrever um sistema de elétrons interagentes. Na DFT, as partículas são trata-

das através do mapeamento de um sistema auxiliar, não interagente, no qual se

movem em um potencial efetivo local de partícula única. Os resultados obtidos

neste trabalho utilizam um esquema prático para resolver as equações de Kohn-

Sham (KS), provenientes da DFT, conhecido como método de pseudopotenci-

ais [48–52], implementado no código computacional Quantum ESPRESSO [53],

e constitui uma poderosa ferramenta na descrição das propriedades físicas de

materiais. Esta metodologia está descrita nas próximas seções.

2.4 Teoria do Funcional da Densidade

Teoremas de Hohenberg e Kohn

Os teoremas de Hohenberg e Kohn (HK) [44] são:

Teorema 1: A energia total de um sistema quântico de vários elétrons é

um funcional único do potencial externo.

Teorema 2: A correta densidade eletrônica para o estado fundamental é

aquela que minimiza o funcional energia total do sistema.

O primeiro teorema diz que o potencial externo é um funcional único da densi-

dade eletrônica do sistema, estabelecendo uma relação biunívoca entre a den-

sidade eletrônica e o potencial externo. O segundo teorema é o princípio varia-

cional de Rayleight-Ritz aplicado à densidade eletrônica, ao invés de à função

de onda, e pode ser considerado como uma maneira formal de tornar exata a

teoria de Thomas-Fermi. Assim, o teorema 1, ao estabelecer que existe uma

correspondência única entre a densidade ρ(~r) do estado fundamental de um sis-

tema de muitos elétrons e o potencial externo Vext , ela estabelece que o valor

esperado, no estado fundamental, para um observável descrito pelo operador
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Ô, é um funcional único da densidade eletrônica do estado fundamental do sis-

tema, que depende de Vext . Isto leva ao teorema 2, pois se o operador Ô for a

hamiltoniana Ĥ, então existe um funcional energia total, do estado fundamental

de um sistema de elétrons interagentes, que é um funcional da densidade de

carga eletrônica, que depende de Vext .

Equações de Kohn - Sham

Utilizando os teoremas de HK, Kohn e Sham (KS) [45] desenvolveram um mé-

todo eficaz para se calcular as propriedades de um sistema de muitos corpos.

Utilizando o primeiro teorema de HK, o funcional energia total é escrito como

E[ρ(~r)] = Vext [ρ(~r )] + G[ρ(~r )] , (2.9)

com G[ρ(~r )] sendo um funcional universal, independente do sistema considera-

do, e pode ser escrito em termos do funcional energia cinética e do funcional

energia de interação eletrônica do sistema

G[ρ(~r)] = T [ρ(~r)] + Vee[ρ(~r)] . (2.10)

A forma analítica do funcional G[ρ(~r )] não é conhecida, mas os teoremas de

HK garantem que ele é um funcional da densidade. Em 1965, Kohn e Sham

[45] propuseram uma maneira de escrever este funcional, o qual denominamos

FKS[ρ(~r)], que trata as partículas interagentes do sistema em termos de um

sistema efetivo não interagente, com a mesma densidade total do problema de

muitos corpos. A expressão proposta para o funcional de KS tem a seguinte

forma

FKS[ρ(~r)] =

∫∫
ρ(~r) ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| d~r d~r
′ + Ts [ρ(~r)] + Exc [ρ(~r)] , (2.11)

em que o primeiro termo do segundo membro da equação (2.11) define as inte-

rações elétron-elétron puramente coulombianas, Ts [ρ(~r)] representa o funcional

energia cinética de um gás de elétrons não interagentes e Exc [ρ(~r)] corresponde

ao funcional energia de troca e correlação e incorpora o termo de troca (devi-

do ao princípio de exclusão de Pauli) e parte do funcional T [ρ(~r)] da equação
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(2.10), desprezado em Ts[ρ(~r )]. Assim, o funcional energia total do sistema fica

E[ρ(~r )] =

∫

ρ(~r) Vext(~r) d~r +

∫∫
ρ(~r) ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| d~r d~r
′+Ts [ρ(~r)]+Exc [ρ(~r )] . (2.12)

Utilizando o segundo teorema de HK, a correta densidade para o estado

fundamental é a que minimiza o funcional energia total do sistema, dado pela e-

quação (2.12), com a restrição de que o número total de partículas N, expresso

por

N =

∫

ρ(~r) d~r , (2.13)

deva ser constante. Sendo ε um multiplicador de Lagrange, a condição de mí-

nimo é obtida por meio de

δ
{

E[ρ(~r )]− εN
}

= 0 . (2.14)

Substituindo as expressões (2.12) e (2.13) na equação (2.14), obtemos

δ

{∫

ρ(~r) Vext(~r)d~r +

∫∫
ρ(~r)ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| d~r d~r
′ + Ts [ρ(~r)] + Exc [ρ(~r)]− ε

∫

ρ(~r) d~r

}

=0.

(2.15)

Explicitando a variação, separadamente, de cada um dos termos da equação

(2.15), temos

δ

{∫

ρ(~r) Vext(~r) d~r

}

=

∫

Vext(~r) δρ(~r) d~r ; (2.16)

δ

{∫∫
ρ(~r)ρ(~r ′)

|~r − ~r ′ | d~r d~r
′

}

= 2

∫
ρ(~r ′ )

|~r − ~r ′ | δρ(~r) d~r
′ ; (2.17)

δTs [ρ(~r)] =

∫ [
δTs
δρ

]

δρ(~r) d~r ; (2.18)

δExc [ρ(~r)] =

∫ [
δExc
δρ

]

δρ(~r) d~r ; (2.19)

δ

{∫

ρ(~r) d~r

}

=

∫

δρ(~r) d~r . (2.20)

Substituindo as equações (2.16)-(2.20) na equação (2.15) obtemos
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∫

d~r

{

Vext(~r) + 2

∫
ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| d~r
′ +

δTs
δρ
+
δExc
δρ
− ε

}

δρ(~r) = 0 . (2.21)

Como a variação δρ(~r) é arbitrária, então a expressão entre parênteses, na

equação acima, deve ser nula, levando à

Vext(~r) + 2

∫
ρ(~r ′)

|~r − ~r ′| d~r
′ +

δTs
δρ
+
δExc
δρ
− ε = 0 . (2.22)

Podemos expressar a densidade eletrônica do sistema em termos de um con-

junto de N funções ortonormais, de modo que

ρ(~r ) =

N∑

k=1

ϕ∗k(~r )ϕk(~r ) . (2.23)

Com isso, podemos, no processo variacional anterior, substituir a variação em

ρ(~r ) por variações nas funções ϕ∗k(~r ) e ϕk(~r ). Iremos variar ϕ∗k(~r ) e, portanto

δρ(~r ) = [δϕ∗k(~r )]ϕk(~r ). No caso considerado de um sistema auxiliar de elétrons

não interagentes, o funcional energia cinética também pode ser expresso em

termos do conjunto de N funções ortonormais, como

Ts [ρ] =

N∑

i=1

∫

∇ϕ∗k(~r) · ∇ϕk(~r)d~r (2.24)

Desse modo, a variação do funcional energia cinética fica

δTs [ρ(~r)] =

∫

∇[δϕ∗k(~r )] · ∇ϕk(~r ) d~r

=

∫

∇ · [δϕ∗k(~r )∇ϕk(~r )] d~r −
∫

δϕ∗k(~r )∇2ϕk(~r )d~r

=

∫

δϕ∗k(~r )∇ϕk(~r )d ~S
︸ ︷︷ ︸

= 0

−
∫

δϕ∗k(~r )∇2ϕk(~r )d~r (2.25)

em que a integral de superfície, na equação (2.25), é nula, pois ou ϕk é nula

no infinito ou temos condições periódicas de contorno. Utilizando a definição de

derivadas funcionais, temos que a equação (2.25) fica

δTs [ρ]

δρ
= − δ

δρ

∫

δϕ∗k(~r)∇2ϕk(~r)d~r = −∇2ϕk(~r) . (2.26)
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Usando essa expressão na equação (2.22), chegamos às equações de Kohn-

Sham:

{

−∇2 + 2
∫

ρ(~r)

|~r − ~r ′|d~r
′ + Vext(~r) + Vxc(~r)

}

ϕk(~r) = εk ϕk(~r) (2.27)

em que, por definição, Vxc(~r) =
δExc
δρ

é o potencial de troca e correlação.

A teoria do funcional da densidade relaciona um sistema de elétrons intera-

gentes com um de elétrons não interagentes que possua a mesma densidade

ρ(~r ) no estado fundamental. Estas equações são muito semelhantes às equa-

ções de Hartree, mas contém o termo Vxc(~r ), que representa o potencial de

troca mais o de correlação, os quais derivam do funcional energia de troca e

correlação Exc [ρ(~r )]. O termo de troca e correlação contém todos os efeitos

de muitos corpos não incorporados na teoria de Hartree. As equações de KS

são exatas. No entanto, a atribuição de qualquer significado físico às funções de

onda ϕj(~r ) e aos auto-valores εj deve ser feita de modo judicioso, pois, em prin-

cípio, as auto-funções obtidas pela solução das equações de KS são aquelas

utilizadas como base para determinar a densidade eletrônica do estado funda-

mental do sistema eletrônico. No entanto, todos os εj e ϕj(~r ) possuem um valor

semi-quantitativo pois contêm os efeitos de troca e correlação e são consisten-

tes com a densidade física exata ρ(~r ). Para se obter os estados eletrônicos

de um sistema, através da utilização das equações de KS, encontramos dois

problemas:

(a) Como o potencial efetivo deste sistema fictício auxiliar depende de um fun-

cional da densidade eletrônica, as equações de KS devem ser resolvidas

de maneira autoconsistente;

(b) Deve-se tomar uma forma aproximada para o funcional energia de troca e

correlação pois, na prática, para a maior parte das densidades, ele não é

conhecido exatamente.

O primeiro destes problemas é superado, hoje em dia, de maneira trivial,

até o grau de precisão desejado, dentro de um critério pré-estabelecido. Para o
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segundo problema, a solução não é trivial mas, atualmente, existem várias apro-

ximações para o funcional de troca e correlação. A aproximação mais comum

é a chamada aproximação da densidade local (LDA - Local Density Approxima-

tion) [45]. Nesta aproximação supõe-se que a contribuição de troca-correlação

de todo o volume infinitesimal dependa apenas da densidade local daquele vo-

lume. Apesar de simples, ela fornece resultados satisfatórios para uma grande

variedade de sistemas, sendo amplamente utilizada na física da matéria con-

densada. No entanto, em alguns casos, a aproximação LDA não descreve muito

bem os sistemas e o passo seguinte foi fazer com que a contribuição de troca-

correlação de todo o volume infinitesimal não dependesse apenas da densidade

local daquele volume, mas também da densidade nos volumes vizinhos, ou seja,

incluindo a dependência do gradiente da densidade. Esta aproximação é cha-

mada de aproximação do gradiente generalizado (GGA - Generalized Gradient

Approximation) [54]. Aproximações deste tipo vêm sendo amplamente utiliza-

das na física da matéria condensada e estão descritas brevemente no apêndice

A.

Métodos de Pseudopotencial

As funções de onda para descrever elétrons livres em um cristal periódico po-

dem ser expandidas em ondas planas. Se o potencial devido aos íons for des-

considerado, as ondas planas serão a solução exata. Se o potencial for suave,

então ele pode ser tratado como uma pertubação. Entretanto, o potencial de-

vido aos íons está longe de ser suave e por isso uma base de ondas planas

é inviável para descrever todos os elétrons em um cristal, principalmente as

funções de onda eletrônicas das regiões próximas aos núcleos atômicos, pois

seriam necessárias muitas componentes para representar adequadamente as

variações rápidas que as funções apresentam. Slater sugeriu uma maneira

de solucionar este problema [55], propondo que a expansão em ondas planas

fosse aumentada com a solução das funções de onda atômicas nas regiões

esféricas próximas aos núcleos, assumindo que o potencial é esfericamente

simétrico dentro das esferas atômicas e nulo na região intersticial. Este é co-

nhecido como método APW (Augmented Plane Wave) e o potencial é chamado
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de potencial muffin-tin. Em 1940, Herring [56] propôs um método alternativo

com o intuito de superar a aproximação muffin-tin do potencial. Nesta aproxi-

mação, as funções de onda dos elétrons de valência são construídas como uma

combinação linear de ondas planas com funções atômicas. Com uma escolha

apropriada dos coeficientes da expansão, estas funções de onda são então,

por construção, ortogonais aos estados de caroço e, por isso, este método é

conhecido como OPW (Orthogonalized Plane Wave).

Em um cristal, é difícil descrever convenientemente os estados dos elétrons

de caroço enquanto que a descrição dos estados dos elétrons de valência é

apropriadamente descrita por uma expansão de ondas planas, pois estão sujei-

tos a um potencial muito mais suave do que os elétrons do caroço. O passo pos-

terior foi remover completamente os estados de caroço, substituindo sua ação

por um pseudopotencial. Entretanto, este pseudopotencial precisa ser cons-

truído de maneira a representar adequadamente as propriedades de ligação do

potencial verdadeiro. Desse modo, vamos analisar as características essenciais

dos estados eletrônicos de um átomo, dividindo-os em três espécies:

ESTADOS DE CAROÇO: altamente localizados e não participam ativamente das

ligações químicas.

ESTADOS DE VALÊNCIA: extensos e responsáveis pelas ligações químicas.

ESTADOS DE SEMICAROÇO: localizados e polarizáveis, mas geralmente não

contribuem diretamente para as ligações químicas.

Os estados de valência, devido à ortogonalização com os estados de caroço,

possuem um comportamento oscilatório característico. O número de nós é

n−ℓ−1, onde n é o número quântico principal e ℓ o momentum angular. Quando

as funções de base escolhidas são ondas planas, o cálculo dos elementos de

matriz da hamiltoniana precisa das componentes de Fourier dessas funções de

onda. Fortes picos na função de onda necessitam de um grande número de

ondas planas para serem corretamente descritos, com um grande custo com-

putacional.

Como os estados de caroço não são essenciais para a correta descrição

das ligações químicas e uma boa descrição das funções de onda de valência
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não são estritamente necessárias, não perdemos nenhuma informação se a

solução dentro de um raio específico (raio de cutoff ) for substituída por uma

função suave, sem nós. Não possuindo nenhum nó, esta função correspon-

de ao estado fundamental de um problema atômico efetivo, onde o potencial

verdadeiro é substituído por um pseudopotencial.

Philips e Kleinman [57] mostraram que é possível construir uma função de

onda suave de estados de valência φ̃v , não ortonormal aos estados de caroço

φc , combinando os estados de caroço com as funções de onda de valência

verdadeiras φv da seguinte forma

|φ̃v 〉 = |φv 〉+
∑

c

α |φc〉 (2.28)

em que αcv = 〈φc |φ̃v〉 6= 0. Esta pseudofunção de onda satisfaz a equação de

Schrödinger modificada
[

Ĥ +
∑

c

(ǫv − ǫc) |φc〉 〈φc |
]

|φ̃v〉 = ǫv |φ̃v〉 (2.29)

em que Ĥ = T̂ + V̂ ; V̂ = (Zc/r)Î é o potencial nuclear e Î o operador identidade.

Assim, é possível construir uma pseudo-hamiltoniana da forma

ĤPS = Ĥ +
∑

c

(ǫv − ǫc)|φc〉〈φc | (2.30)

com os mesmos autovalores da hamiltoniana original mas com funções de onda

mais suaves e sem nós. O potencial associado a esta pseudo-hamiltoniana é

V̂PS =
Zc
r
Î +

∑

c

(ǫv − ǫc)|φc〉〈φc | (2.31)

e é chamado de pseudopotencial.

Há uma grande liberdade na construção de pseudopotenciais. Este é um

problema inverso, dada uma pseudofunção de onda que após alguma distância

decai exatamente como a função de onda total; e é um autoestado de uma

pseudo-hamiltoniana com os mesmos autovalores da função de onda total, o

pseudopotencial é obtido invertendo a equação de Schrödinger radial
{

− ~
2

2m

d2

dr2
+
ℓ(ℓ+ 1)

2r2
+ V (r)

}

rR(ǫ, r) = ǫ rR(ǫ, r) (2.32)
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para a pseudofunção de onda. Esta é uma equação diferencial de segunda

ordem. Uma vez fixado ǫ, sua solução é univocamente determinada pelo valor

da função de onda R(ǫ, r) e sua derivada R′(ǫ, r) em qualquer ponto r0. Estas

duas condições podem ser igualmente realizadas se especificarmos o valor da

derivada logarítmica radial da função de onda em r0

cot ηℓ(ǫ) ∝
[
d

dr
lnRℓ(ǫ, r)

]

r0

=
1

Rℓ(ǫ, r0)

[
dRℓ(ǫ, r)

dr

]

r0

(2.33)

junto com uma condição de normalização. Isto pode ser feito para qualquer valor

de ℓ. Portanto, se o potencial total e o pseudopotencial forem os mesmos fora

de algum raio rC (raio de cutoff ), então estas funções de onda são proporcionais

entre si se as derivadas logarítmicas correspondentes são as mesmas, ou seja

1

RℓAE(ǫ, rC)

[
dRℓAE(ǫ, r)

dr

]

rC

=
1

RℓPS(ǫ, rC)

[
dRℓPS(ǫ, r)

dr

]

rC

(2.34)

em que AE significa All Electron e PS pseudopotencial. A proporcionalidade se

torna uma igualdade apenas quando é requerido que a pseudofunção de onda

preserve sua norma dentro do raio de cutoff

∫ rC

0

r2
[
RℓPS(ǫ, r

]2
dr =

∫ rC

0

r2
[
RℓAE(ǫ, r

]2
dr. (2.35)

Estes são chamados de pseudopotenciais de norma conservada [58]. Conside-

rando a regra de soma de Friedel

−1
2

{[

rRℓ(ǫ, r)
]2 d

dǫ

d

dr
lnRℓ(ǫ, r)

}

rC

=

∫ rC

0

r2
[

Rℓ(ǫ, r)
]2

dr (2.36)

a conservação da norma impõe, em primeira ordem nos autovalores, que a

derivada logarítmica das funções de onda total e das pseudofunções de onda

variam da mesma forma. Ou seja, uma pequena mudança nos autovalores de-

vido à uma alteração no potencial externo produz uma mudança de segunda

ordem na derivada logarítmica. Portanto, a condição (2.34), que por constru-

ção é válida apenas para o valor de ǫ usado para obter as funções de onda, se

torna aproximadamente válida em uma faixa de autovalores ao redor de ǫ. Por

isso, pseudopotenciais derivados de cálculos atômicos podem ser utilizados em
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outros ambientes, o que garante uma alta transferibilidade ao pseudopotencial.

Quando um átomo faz parte de uma molécula ou de um cristal, seus elétrons so-

frem influência dos outros átomos. Isso implica que os autovalores eletrônicos

são deslocados de seus valores atômicos, mas a propriedade de transferibili-

dade garante que as funções de onda total e as pseudofunções de onda ainda

coincidam fora do raio de cutoff . Por isso, a restrição de conservação da norma

garante que o pseudopotencial é útil, pelo menos em ambientes tais que os

autovalores não sejam significativamente diferentes dos valores usados em sua

construção.

Apesar da conservação da norma ser importante para que o pseudopoten-

cial tenha alta transferibilidade, esta restrição o torna "duro" (hard), de tal forma

que são necessárias várias ondas planas para a descrição dos estados eletrô-

nicos. Entretanto, independentemente de se respeitar o critério de transferibili-

dade, embutido na equação (2.36), não é estritamente necessário que a norma

da função de onda total e da pseudofunção de onda coincidam. Assim, esfor-

ços para se reduzir a quantidade de ondas planas foram feitos na direção de

se abrandar a condição de conservação da norma, se generalizando a regra

de soma na equação (2.36). Isso foi feito em 1990 por Vanderbilt [52], dando

origem aos pseudopotenciais ultrasoft (ultrasuaves).

A essência do método APW original é o fato das funções de onda próximas

ao núcleo serem similares às funções atômicas, sendo fortemente variáveis,

mas aproximadamente esféricas. Ao contrário, na região intersticial entre os

átomos tanto o potencial como as funções de onda são mais suaves. Dessa

forma, o espaço é divido em duas regiões e diferentes funções de base são

usadas para expandir a função de onda em cada região: soluções da equação

de Schrödinger radial dentro de esferas centradas nos átomos e ondas planas

na região intersticial remanescente. Um dos problemas deste método é a e-

quação radial de Schrödinger depender de um parâmetro de energia Eℓ, não

conhecido a priori. As APWs são soluções da equação de Schrödinger dentro

das esferas apenas na energia Eℓ, dessa forma as bandas de energia não po-

dem ser obtidas com uma única diagonalização, sendo necessário resolver um

determinante secular como função de Eℓ e determinar suas raízes, o que de-

manda alto custo computacional. O método LAPW é uma modificação no APW,
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no qual a função de base dentro das esferas depende não apenas da equação

de radial, mas também da sua derivada com relação a Eℓ. Com isso, as LAPWs

possuem uma maior liberdade variacional que as APWs, pois os parâmetros Eℓ
diferem levemente das bandas de energia. Isto leva a uma enorme simplifica-

ção com relação ao método APW, pois todas as bandas de energia podem ser

obtidas de maneira precisa com uma única diagonalização, enquanto no APW

é necessário uma por banda.

Em 1994, Blochl propôs uma abordagem entre o método LAPW e o de pseu-

dopotenciais [59], chamada Projected Augmented Wave (PAW). Esta aborda-

gem mantém características do LAPW, em que todos os elétrons são conside-

rados (All Electron AE), mas usa uma decomposição da função de onda total

em termos de uma pseudofunção de onda suave e uma contribuição localizada

que varia bruscamente na região do núcleo (as esferas muffin tin, na linguagem

do APW). Mostraremos a metodologia PAW da maneria original proposta por

Blochl [59].

As funções de onda possuem comportamento diferente em diversas regiões

do espaço. Em regiões próximas ao núcleo, há uma rápida oscilação devido

à grande atração coulombiana, mas na região de ligação, a função de onda é

bem suave. Portanto, consideramos o espaço de Hilbert de todas as funções

de onda ortogonais aos estados de caroço. As funções de onda fisicamente

relevantes neste espaço de Hilbert possuem um comportamento altamente os-

cilatório, o que torna o tratamento numérico bem trabalhoso. Uma maneira de

se enfrentar este problema é considerar um espaço de Hilbert auxiliar, chamado

pseudo-espaço de Hilbert. Mapeamos então as funções de onda de valência

da função de onda AE neste novo espaço fictício. Este mapeamento deve ser

linear e devem transformar as funções de onda AE em pseudofunções de onda

computacionalmente convenientes.

Conhecendo esta transformação T das pseudofunções de onda para a fun-

ção de onda AE, qualquer observável, representado pelo valor esperado 〈O〉
de algum operador O, das pseudofunções de onda |φ̃〉 pode ser obtido. Isto

pode ser feito obtendo-se a função de onda real como |φ〉 = T |φ̃〉 e calcu-

lando 〈φ|O|φ〉. Outra maneira é calcular o valor esperado 〈O〉 = 〈φ̃|Õ|φ̃〉 de um

pseudo-operador Õ = T †OT no espaço de Hilbert das pseudofunções de onda.
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Da mesma forma, a energia total pode ser calculada diretamente como um fun-

cional das pseudofunções de onda. O estado fundamental das pseudofunções

de onda pode ser obtido como

∂E[T |φ̃〉]
∂〈φ̃|

= ǫT †T |φ̃〉. (2.37)

É necessário escolher uma forma para a transformação. Como iremos explo-

rar características de tipos atômicos particulares, consideramos apenas trans-

formações que diferem da identidade por uma soma de contribuições T̂R locais,

centrada nos átomos, tais que

T = 1 +
∑

R

T̂R. (2.38)

Cada contribuição local T̂R age somente dentro de alguma região aumen-

tada, ao redor de um átomo. Isto implica que a função de onda AE e a pseudo-

função de onda coincidem fora desta região. Os termos locais T̂R são definidos

para cada região aumentada individualmente por

|ϕi〉 = (1 + T̂R)|ϕ̃i〉 (2.39)

em que se deve especificar a função alvo |ϕi〉 da transformação T , para con-

juntos de funções iniciais |ϕ̃i〉. Estas funções são ortogonais aos estados de

caroço e completas na região aumentada. Os estados iniciais |ϕ̃i〉 são cha-

mados pseudo-ondas parciais e as correspondentes funções alvo |ϕi〉 ondas

parciais AE. Uma escolha natural para as funções das ondas parciais AE são

as soluções da equação de Schrödinger radial para o átomo isolado, ortogona-

lizadas em relação aos estados de caroço, se necessário. O índice i refere-se

ao sítio atômico R, ao número quântico do momento angular L = (ℓ,m) e a

um índice adicional n para rotular diferentes ondas parciais no mesmo sítio e

momento angular.

Para cada onda parcial AE , escolhe-se uma pseudo-onda parcial denotada

por ϕ̃i . Estas pseudo-ondas parciais devem ser idênticas à onda parcial AE

correspondente fora da região aumentada e devem elas mesmas constituir um

conjunto completo de funções dentro desta região. Os graus de liberdade res-

tantes na escolha das pseudo-ondas parciais são usados para se otimizar as

pseudofunções de onda.
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Com estas definições, pode-se construir uma expressão fechada para o ope-

rador da transformação T . Dentro da região aumentada, cada pseudofunção de

onda parcial pode ser expandida nas pseudo-ondas parciais

|φ̃〉 =
∑

i

|ϕ̃i〉ci . (2.40)

Como |ϕi〉 = T |ϕ̃i〉, as funções de onda AE correspondentes são da forma

|φ〉 = T |φ̃〉 =
∑

i

|ϕi〉ci (2.41)

com coeficientes ci idênticos nas duas expansões. Assim, podemos expressar

a função de onda AE como

|φ〉 = |φ̃〉 −
∑

i

|ϕ̃i〉ci +
∑

i

|ϕi〉ci (2.42)

em que os coeficientes da expansão das ondas parciais ainda devem ser deter-

minados.

Como esta transformação deve ser linear, os coeficientes ci devem ser fun-

cionais lineares das pseudofunções de onda. Portanto, os coeficientes são pro-

dutos escalares

ci = 〈p̃i |φ̃i〉 (2.43)

das pseudofunções de onda com alguma função fixa 〈p̃i |, chamadas funções

projetoras. Existe exatamente uma função projetora para cada pseudo-onda

parcial. As funções projetoras são localizadas na região aumentada, apesar

de, em princípio, funções projetoras mais estendidas possam ser escolhidas. A

forma mais geral para a função projetora, segundo Blochl, é

〈p̃i | =
∑

j

({
〈fk |φ̃l〉

})−1

i j
〈fj | (2.44)

em que fk forma um conjunto arbitrário e linearmente independente de funções.

As funções projetoras são localizadas se as funções |fi〉 também o forem.

Resumindo, a transformação linear (2.38)

T = 1 +
∑

i

(|ϕi〉 − |ϕ̃i〉) 〈p̃i | (2.45)
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entre as funções de onda parciais de valência e as pseudofunções de onda foi

estabelecida. Usando esta transformação, as funções de onda AE podem ser

obtidas das pseudofunções de onda por

|φ〉 = |φ̃〉+
∑

i

(|ϕi〉 − |ϕ̃i〉) 〈p̃i |φ̃i〉. (2.46)

Esta transformação é determinada por três quantidades: as ondas parciais AE

|ϕi〉 obtidas por uma integração radial da equação de Schrödinger de um con-

junto de energias atômicas ǫ1i e ortogonalizadas com os estados de caroço; uma

pseudo-onda parcial |ϕ̃i〉, que coincide com a onda parcial AE; e uma função

projetora para cada pseudo-onda parcial localizada dentro da região aumentada

e que obedeça à relação 〈p̃i |ϕ̃j〉 = δi j .
As ondas parciais são funções radiais multiplicadas por harmônicos esféri-

cos. Em geral, as pseudofunções de onda são expandidas em ondas planas,

mas outras escolhas são igualmente possíveis. As funções projetoras também

são radiais multiplicadas por harmônicos esféricos, mas em seguida são trans-

formadas nas mesmas representações das pseudofunções de onda.

Os estados de caroço |φc〉 são decompostos de uma maneira similar aos

de valência. Eles possuem três contribuições: uma pseudofunção de onda de

caroço |φc〉, idênticas aos estados verdadeiros fora da região aumentada e uma

continuação suave dentro; uma onda parcial AE |ϕc〉 que são idênticas aos es-

tados de caroço AE |φc〉 e são expressas como funções radiais multiplicadas por

harmônicos esféricos; e uma pseudo-onda parcial de caroço, que são idênticas

aos pseudoestados de caroço |φ̃c〉, mas representadas também como funções

radiais multiplicadas por harmônicos esféricos. Dessa forma, os estados de

caroço são expressos na forma

|φc〉 = |φ̃c〉+ |ϕc〉 − |ϕ̃c〉. (2.47)

Ao contrário dos estados de valência, não são necessárias funções projeto-

ras para os estados de caroço. Além disso, os estados de caroço são importa-

dos do átomo isolado.

Portanto, no método PAW também se tem uma divisão do espaço, assim

como no LAPW, e a função de onda AE é decomposta em termos de uma pseu-

dofunção de onda suave mais uma contribuição localizada. A função de onda
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AE (verdadeira) e a pseudofunção de onda são relacionadas por uma transfor-

mação linear, dada pela equação (2.42). Apesar de não ser estritamente ne-

cessário, o método PAW congela os orbitais de caroço em uma configuração de

referência, funcionando apenas para os estados de valência, exatamente como

no método de pseudopotencial. Por isso, todos os métodos de pseudopotenci-

ais podem ser utilizados no PAW. Até o presente, o método PAW parece ser um

dos métodos mais poderosos para os cálculo de estrutura eletrônica de cristais,

pois combina a eficiência dos pseudopotenciais com a precisão dos métodos

baseados no APW, sendo a metodologia utilizada neste trabalho. O método

PAW é uma abordagem geral, possuindo o APW como um caso particular [60]

e o método de pseudopotenciais como uma aproximação bem definida [61].

2.5 Propriedades termodinâmicas

A metodologia descrita até agora utiliza uma rede estática (aproximação de

Born-Oppenheimer) para descrever o cristal. Como os íons estão parados, to-

das as propriedades calculadas dessa forma são independentes da temperatu-

ra. A Terra apresenta um gradiente de temperatura elevado, atingindo milhares

de Kelvin no manto superior e inferior, podendo chegar a temperaturas de até

6000 K no núcleo, de tal forma que a inclusão de efeitos térmicos nas simu-

lações pode influenciar os resultados. Dentro da aproximação adiabática, os

graus de liberdade associados ao movimento dos íons são separados dos da

parte eletrônica. A metodologia apresentada até o momento trata apenas desta

última. Entretanto, para a incorporação de efeitos térmicos, deve-se conside-

rar também o movimento dos núcleos atômicos, descritos pela equação (2.5).

Nesta equação, os íons estão sujeitos ao potencial devido aos outros íons V̂NN
e ao potencial devido aos elétrons do sistema. Se não há forças agindo sobre

os íons, o que corresponde à rede estática, então o cristal está em equilíbrio.

Deste modo, pode-se considerar que os íons descrevem um movimento osci-

latório ao redor de uma posição de equilíbrio. Isto corresponde a um potencial

harmônico agindo sobre os íons.

De acordo com a mecânica estatística, os níveis de energia de um sistema
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determinam completamente suas funções termodinâmicas. Em particular, a e-

nergia livre de Helmholtz é dada, de maneira geral, por

F = −kBT lnZ, (2.48)

em que kB é a constante de Boltzmann, T a temperatura e Z a função de parti-

ção, que é a soma de todos os fatores de Boltzmann correspondentes a todos

os níveis de energia possíveis do sistema

Z =
∑

n

exp

[

− ǫn
kBT

]

, (2.49)

sendo ǫn os autovalores do operador energia. Os núcleos atômicos, sendo muito

mais pesados que os elétrons, realizam um movimento oscilatório ao redor de

suas posições de equilíbrio, de tal forma que pode-se aproximar a interação

entre os íons por um potencial harmônico. Assim, se considerarmos o sólido

como um conjunto de osciladores independentes, os autovalores de energia do

sistema são dados por

ǫn =

(

n +
1

2

)

~ω. (2.50)

Com a utilização das equações (2.48), (2.49) e (2.50), a energia livre se escreve

Fi =
1

2
~ωi + kBT ln

{

1− exp
[

− ~ωi
kBT

]}

. (2.51)

Para uma rede cristalina com modos normais de vibração ωi ,
∑

i Fi nos dá a par-

cela da energia livre associada com a vibração do sistema. A energia livre total

inclui também a parcela da energia da rede estática, na qual os íons ocupam

sua posição de equilíbrio. Assim, pode-se escrever a energia livre de Helmholtz

como

F (V, T ) = E(V ) +
1

2

∑

q,i

~ωq,i(V ) + kBT
∑

q,i

ln

{

1− exp
[

−~ωq,i(V )
kBT

]}

, (2.52)

em que q são vetores do espaço recíproco. Nesta expressão o segundo e o

terceiro termos do lado direito são a energia de ponto zero e a energia térmica

do sistema, respectivamente, enquanto E(V ) é a energia interna estática do sis-

tema, calculada através da DFT e cuja metologia foi descrita na seção anterior.
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Esta maneira de introduzir-se efeitos térmicos é conhecida como aproximação

quase-harmônica e possibilita o cálculo da energia livre de Helmholtz do sis-

tema e, assim, a determinação de todas propriedades termodinâmicas, para

sistemas em que o acoplamento elétron-fônon é desprezível.

Cálculo de fônons por primeiros princípios

O cálculo da energia livre de Helmholtz, equação (2.52), dentro da aproximação

quase-harmônica, requer o conhecimento da energia interna estática do siste-

ma, E(V ), e das frequências de vibração (fônons) do cristal [62]. De acordo

com a equação (2.5), o potencial efetivo Vef a que os íons estão sujeitos é dado

por

Vef = VNN + En(~R). (2.53)

Considere, então, um cristal com n átomos por célula unitária e seja u(ℓk)

o deslocamento do átomo k na célula ℓ. Assumindo que o potencial Vef é uma

função da posição instantânea de todos os átomos, pode-se expandir Vef , em

uma série de Taylor, em potências do deslocamento uα(ℓk), do átomo α [62],

como

Vef = V0 +
∑

ℓkα

∂Vef
∂uα(ℓk)

∣
∣
∣
∣
0

uα(ℓk) +
1

2

∑

ℓk,ℓ′k ′

∑

αβ

Φαβ(ℓk, ℓ
′k ′)uα(ℓk)uβ(ℓ

′k ′) + . . .

(2.54)

em que V0 é o valor do potencial na posição de equilíbrio e

Φαβ(ℓk, ℓ
′k ′) =

∂2Vef
∂uα(ℓk)∂uβ(ℓ′k ′)

∣
∣
∣
∣
0

. (2.55)

O primeiro termo na equação (2.54) é uma constante, podendo ser conside-

rada nula. O segundo termo é a força em cada átomo e, portanto, também nula

na configuração de equilíbrio. Na aproximação harmônica, termos de ordem

maiores que dois (termos quadráticos) não são considerados na expansão e

tem-se

Vharm =
1

2

∑

ℓk,ℓ′k ′

∑

αβ

Φαβ(ℓk, ℓ
′k ′)uα(ℓk)uβ(ℓ

′k ′). (2.56)

Pode-se, então, escrever a equação de movimento para os íons [62]

mk üα(ℓk) =
∑

ℓ′k ′β

Φαβ(ℓk, ℓ
′k ′)uβ(ℓ

′k ′), (2.57)
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em que mk é a massa do k-ésimo átomo, α = x, y , z , e Φ é a matriz de força

interatômica, em que Φαβ(ℓk, ℓ′k ′) representa a força linear negativa em um

átomo (ℓk) na direção α, devido a um deslocamento do átomo (ℓ′k ′) na direção

β. Devido à simetria de translação, a matriz de constantes de força pode ser

escrita como

Φαβ(ℓk, ℓ
′k ′) = Φαβ(0k, (ℓ

′ − ℓ)k ′) (2.58)

e a equação (2.57) pode ser escrita como

mk üα(ℓk) =
∑

ℓ′k ′β

Φαβ(0k, ℓ
′k ′)uβ(ℓ

′k ′). (2.59)

Para resolver esta equação, supomos uma solução da forma

uα(ℓk) =
1√
mk

∑

q

Uα(q, k) exp [i(q.x(l)− ωt)], (2.60)

em que x(ℓ) é o vetor posição de equilíbrio da ℓ-ésima célula unitária e Uα(q, k)

não depende de ℓ. Substituindo essa solução na equação (2.59), tem-se

ω2Uα(q, k) =
∑

k ′β

Dαβ(kk
′|q)Uβ(q, k ′), (2.61)

cuja solução não trivial é obtida solucionando o determinante
∣
∣Dαβ(kk

′|q)− ω2δαβδkk ′
∣
∣ = 0. (2.62)

Nesta expressão, Dαβ é a matriz dinâmica do sistema e é dada por

Dαβ(kk
′|q) = 1√

mkmk ′

∑

ℓ′

Φαβ(0k, ℓ
′k ′) exp (iq.x(ℓ′)). (2.63)

A matriz dinâmica é uma matriz hermitiana 3n × 3n. Por isso, possui 3n

autovalores reais, correspondentes aos 3n graus de liberdade da célula unitá-

ria com n átomos. Como Dαβ é uma matriz hermitiana, seus autovalores ω2

são reais e esta é uma condição necessária (mas não suficiente) para o cristal

ser considerado estável. As frequências de vibração de um cristal, necessárias

para se construir a energia livre de Helmholtz na equação (2.52), podem ser

obtidas diagonalizando-se a matriz dinâmica, dada pela equação (2.62). Deve-

mos então calcular essa matriz para obter as propriedades termodinâmicas do

cristal.
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Dentro do formalismo descrito, o cálculo da matriz dinâmica pode ser feito

diretamente, deslocando-se um átomo da célula e calculando as forças que

aparecem no sistema através do teorema de Hellman-Feynman. Entretanto,

este método requer a utilização de supercélulas grandes o suficiente para que

os elementos Φαβ(0k, ℓ′k ′) sejam pequenos o bastante nas bordas da célula.

Além disso, podem ser necessários muitos deslocamentos para cálculos das

forças em todos os átomos. Por exemplo, uma estrutura a ser estudada neste

trabalho é descrita por uma célula monoclínica de bases centradas, com uma

base de 30 átomos. Nesta estrutura são necessários 51 deslocamentos, ou

seja, 51 cálculos de estrutura eletrônica, mostrando que este método é inviável

para se estudar fônons de cristais que apresentam células com baixa simetria e

com uma base com um número grande de átomos. Uma alternativa é o uso da

teoria de pertubação do funcional da densidade. Este foi o método usado neste

trabalho e que passaremos a expor a seguir.

Considere que o potencial externo dependa de algum parâmetro λ, tal que

Vλ(~r) ≈ V (~r) + λ
∂V (~r)

∂λ
+
1

2
λ2

∂2V (~r)

∂λ2
+ . . . (2.64)

em que todas as derivadas são calculadas em λ = 0. Podemos também ex-

pandir, em potências de λ, a densidade de carga e a energia do sistema, tal

que

nλ(~r) ≈ n(~r) + λ
∂n(~r)

∂λ
+
1

2
λ2

∂2n(~r)

∂λ2
+ . . . (2.65)

Eλ ≈ E + λ
∂E

∂λ
+
1

2
λ2

∂2E

∂λ2
+ . . . (2.66)

Pelo teorema de Hellman-Feynman, a derivada de primeira ordem da energia

(∂E/∂λ) não depende de nenhuma derivada da densidade n(~r), de modo que

∂E

∂λ
=

∫

n(~r)
∂V (~r)

∂λ
d~r . (2.67)

Portanto, a derivada de segunda ordem da energia (∂2E/∂λ2) depende de deri-

vadas de primeira ordem da densidade como

∂2E

∂λ2
=

∫
∂V (~r)

∂λ

∂n(~r)

∂λ
d~r +

∫

n(~r)
∂2V (~r)

∂λ2
d~r , (2.68)
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resultado este que pode ser generalizado para variáveis mistas, de modo que

∂2E

∂λ∂µ
=

∫
∂V (~r)

∂λ

∂n(~r)

∂µ
d~r +

∫

n(~r)
∂2V (~r)

∂λ∂µ
d~r . (2.69)

De maneira geral, a derivada de ordem (2n + 1) da energia depende apenas

de derivadas até ordem n da densidade de carga (teorema (2n+ 1)) [63–65]. A

derivada de primeira ordem da densidade de carga pode ser obtida de maneira

tradicional através da teoria de resposta linear, aplicando a teoria de pertubação

na hamiltoniana de Kohn-Sham temos

φv(~r)

∂λ
=

∑

c

φc(~r)
1

εv − εc

〈

φc

∣
∣
∣
∣

∂VKS
∂λ

∣
∣
∣
∣φv

〉

=
1

εv −HKS
Pc
∂VKS(~r)

∂λ
φv(~r), (2.70)

em que v denota estados ocupados e c estados vazios e Pc é o operador pro-

jetor sobre estados vazios. A resposta autoconsistente do potencial

∂VKS(~r)

∂λ
=
∂V (~r)

∂λ
+

∫
1

|~r − ~r ′|
n(~r ′)

∂λ
d~r ′ +

∫
δVxc(~r)

δn(~r ′)

∂n(~r ′)

∂λ
d~r ′ (2.71)

depende da variação em primeira ordem da densidade de carga

∂n(~r ′)

∂λ
= 2Re

∑

v

φ⋆v(~r)
∂φv(~r)

∂λ
. (2.72)

Assim, ∂φv(~r)/∂λ e todas outras quantidades necessárias podem ser deter-

minadas, de maneira autoconsistente, resolvendo-se um conjunto de equações

lineares.

2.6 Teoria elástica de cristais

O tensor de deformação

A teoria da elasticidade trata da relação entre as mudanças no volume e na

forma em um material sob ação de forças. Quando forças são aplicadas sobre

um sólido, este sofre deformações em alguma extensão. Estas deformações

podem ser explicadas matematicamente considerando-se um corpo em um re-

ferencial cartesiano em três dimensões. Um ponto do corpo pode ser descrito
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pela coordenada (x1, x2, x3). Uma transformação linear impõe ao corpo uma

rotação e uma mudança tanto de orientação quanto de forma [66,67], de modo

que suas coordenadas apresentam a transformação

x ′i = χi0 + (δi j + χi j)xj , (2.73)

em que os x ′i representam as novas coordenadas do ponto originalmente em

xi , χi0 representa uma translação, χi j são os elementos de uma transformação

linear e a convenção de soma de Einstein foi utilizada.

Considere um segmento de linha no interior do corpo submetido a uma trans-

formação da forma apresentada na equação (2.73). Impondo a restrição de que

o comprimento ∆x desse elemento de linha permaneça inalterado, devemos ter

∆xi∆xi = ∆x
′
i∆x

′
i (2.74)

e substituindo a equação (2.73) na (2.74), obtemos

∆xi∆xi = [(δi j + χi j)∆xj ] [(δik + χik)∆xk]

= δi jδik∆xj∆xk + δi jχik∆xj∆xk + δikχi j∆xj∆xk

= ∆xi∆xi + χik∆xi∆xk + χi j∆xj∆xi =⇒
=⇒ χi j∆xi∆xj = 0, (2.75)

ou seja,

χ11 (∆x1)
2 + χ22 (∆x2)

2 + χ33 (∆x3)
2 + (χ23 + χ32) ∆x2∆x3 +

+ (χ31 + χ13) ∆x3∆x1 + (χ12 + χ21) ∆x1∆x2 = 0 . (2.76)

A equação (2.76) só pode ser satisfeita para um elemento arbitrário ∆xi se

χ11 = χ22 = χ33 = 0 e

χ23 + χ32 = 0⇒ χ23 = −χ32
χ31 + χ13 = 0⇒ χ31 = −χ13
χ12 + χ21 = 0⇒ χ12 = −χ21

(2.77)

isto é,

χi j = −χj i (2.78)
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Dessa forma, impondo a restrição de que o comprimento do elemento de linha

seja inalterado, a transformação linear representa uma rotação e uma trans-

lação do elemento de linha. Considerando todos os possíveis elementos de

linha de um corpo e efetuando a transformação (2.73), com a restrição dada em

(2.74), e com χi0 e χi j os mesmos para todos os elementos, então todos os ele-

mentos de linha serão transladados e rotacionados de tal forma que o volume e

a forma do corpo permanecem inalterados. Isso é idêntico ao deslocamento de

um corpo rígido obtido na mecânica clássica. Note que há 3 componentes da

translação χi0 e 3 da matriz antissimétrica χi j . Ou seja, 6 graus de liberdade,

como na mecânica clássica.

Considere, agora, uma transformação geral, de tal forma que o comprimento

do elemento de linha seja alterado. Devemos ter, então, pela equação (2.73),

que

∆x ′i = (δi j + χi j) ∆xj ,

= δi j ∆xj + χi j ∆xj

= ∆xi + χi j ∆xj =⇒
=⇒ ∆x ′i − ∆xi = χi j ∆xj . (2.79)

A equação (2.79) nos dá a variação de cada elemento de linha, quando o corpo

é submetido à transformação (2.73). Podemos também escrever esta equação

em termos das partes simétrica e antissimétrica de χi j

∆x ′i − ∆xi =
1

2

[(

χi j + χj i

)

+
(

χi j − χj i
)]

∆xj . (2.80)

Por esta equação, percebe-se que a restrição (2.74) impõe que a parte simétrica

de χi j seja nula e podemos identificar a parte antissimétrica com as rotações do

corpo

ωi j =
1

2

(

χi j − χj i
)

. (2.81)

Assim, se montarmos uma expressão para a mudança no quadrado do compri-

mento, obteremos exatamente o lado esquerdo da equação (2.76)

∆x ′i∆x
′
i − ∆xi∆xi =

1

2

(

χi j + χj i

)

∆xi∆xj . (2.82)
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Portanto, a mudança no comprimento de um elemento de linha está relacionada

com a parte simétrica de χi j

ei j =
1

2

(

χi j + χj i

)

. (2.83)

A quantidade simétrica ei j possui toda a informação sobre as deformações de

qualquer elemento de linha de um corpo submetido a uma transformação χi j e

é conhecido com tensor de deformação, enquanto que a quantidade antissimé-

trica ωi j possui toda a informação pertinente às rotações do corpo rígido.

Considere, agora, que um corpo sofreu uma deformação, de tal forma que o

deslocamento de um ponto P em xi foi ui(xj). Considere que essa função e suas

derivadas são contínuas. Antes da deformação, o comprimento do elemento de

linha dxi é

ds2 = dxidxi

depois da deformação

ds ′ 2 =

(

dxi +
∂ui
∂xj

dxj

)(

dxi +
∂ui
∂xk

dxk

)

= dxidxj

[

δi j +

(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi

)
∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

]

.

Como uma translação e uma rotação não mudam o comprimento de um elemen-

to de linha, é esperado que a mudança em ds seja devido apenas à distorção

do material. Assim

ds ′ 2 − ds2 = dxidxj
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi

)

= 2 ǫi j dxidxj

em que ǫi j são coeficientes que especificam a deformação do elemento de linha

sob o deslocamento ui . Assim, tem-se

ǫi j =
1

2

(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi

)

+
1

2

∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

.

Expandindo ǫi j obtemos três expressões da forma

ǫ11 =
∂u1
∂x1
+
1

2

[(
∂u1
∂x1

)2

+

(
∂u2
∂x1

)2

+

(
∂u3
∂x1

)2
]

e três da forma

ǫ23 =
1

2

(
∂u2
∂x3
+
∂u3
∂x2

)

+
1

2

(
∂u1
∂x2

∂u1
∂x3
+
∂u2
∂x2

∂u2
∂x3
+
∂u3
∂x3

∂u3
∂x3

)

.
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Os elementos de ǫi j , em termos das derivadas dos deslocamentos e em termos

das coordenadas, no estado não deformado, são conhecidos como componen-

tes da distorção de Lagrange. Elementos similares escritos em termos das

derivadas espaciais com respeito às coordenadas do sistema deformado são

definidas por

ηi j =
1

2

(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi

)

− 1
2

∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

e são conhecidas como componentes Eulerianas da distorção. Em primeira

ordem, as distorções de Euler e Lagrange são idênticas e podemos identificar

ei j =
1

2

(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi

)

. (2.84)

O tensor de stress

Quando um corpo não está deformado, o arranjo de suas moléculas corres-

pondem a um estado de equilíbrio térmico, ou seja, todas as partes do corpo

estão em equilíbrio mecânico. Se considerarmos qualquer parte do corpo, a

força resultante é zero. Sob uma deformação, as moléculas do corpo deixam

suas posições de equilíbrio e surgem forças que tendem a retornar o corpo à

sua configuração original. Considere uma partícula P no interior de um corpo

e um vetor unitário ~n em P, apontando em qualquer direção. Seja ∆S um pe-

queno plano dentro do corpo, contendo P e normal à ~n. Considere agora as

forças através de ∆S de duas porções separadas do corpo, as quais tenham

∆S como uma fronteira comum. Se considerarmos apenas as forças normais

à ~n, estas forças formam uma dupla sobre ∆S. Esta força é chamada tração

(ou compressão, dependendo do sentido) através de ∆S. Se tomarmos o limite

de ∆S tendendo à zero, a razão entre a tração através de ∆S e a área ∆S é o

stress em P, correspondendo à direção ~n. Isto é [68]

Σn(P, ~n) = lim
∆S→0

∆T

∆S
.

Considere, agora, um sistema cartesiano de coordenadas e um elemento in-

finitesimal do corpo neste sistema, como mostra a figura 2.1. Se o vetor normal

~n for perpendicular a cada um dos planos (yx , xz , yz ), apontando na direção
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Figura 2.1: Esquema do stress em cada face de um elemento de volume no interior

do sólido

positiva do eixo da coordenada, podemos decompor o Σn nas componentes

sobre cada um dos eixos

Σn(P, ~n||x) = σ11x̂ + σ12ŷ + σ13ẑ
Σn(P, ~n||y) = σ21x̂ + σ22ŷ + σ23ẑ
Σn(P, ~n||z) = σ31x̂ + σ32ŷ + σ33ẑ .

(2.85)

As nove componentes σi j são as componentes do stress. Elas formam um

tensor de segunda ordem, assim como o tensor de distorção. Em geral, se con-

sidera como positivo a componente do stress apontando para fora da superfície

da figura 2.1. Considere agora a equação

det |σi j − σδi j | = 0,

em que seus autovetores são os eixos principais de stress e seus autovalores

σi os stress principais. Pode-se mostrar que

σ1 + σ2 + σ3 = σ11 + σ22 + σ33 = T r [σi i ]
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e, como traço de um tensor, essa quantidade é invariante para qualquer rotação

de coordenadas. Podemos identificá-la como um stress que tem a natureza de

uma pressão hidrostática. Podemos então considerar que as componentes do

stress como uma componente de pressão hidrostática e cinco componentes de

tensões de cisalhamento. O stress normal médio σ é

σ =
1

3

(

σ1 + σ2 + σ3

)

e, se um corpo está submetido a um stress hidrostático de compressão, tem-se

que a pressão P é dada por

P = −σ = −1
3
T r [σi i ]. (2.86)

Um material sob stress apresenta certa deformação. Se as componentes do

tensor de distorção são determinadas pelas componentes do tensor de stress, o

material é considerado perfeitamente elástico. Neste caso, as componentes da

distorção são funções lineares homogêneas das componentes do stress. Isso

é uma generalização da lei de Hooke e é uma boa aproximação para muitos

materiais, inclusive os que compõe o manto terrestre.

Stress Quântico

Estudos para uma definição do stress dentro da mecânica quântica foram rea-

lizados desde o surgimento desta teoria. O próprio Schrödinger [69], seguido

por Pauli [70], introduziu o tensor de stress na mecânica quântica. Com esta

base, Nielsen e Martin [71] propuseram o que eles chamaram de teorema do

stress, que consiste numa generalização do teorema do virial quântico. Este

pode ser derivado através do mesmo procedimento proposto por Fock [72] para

o teorema do virial quântico. A hamiltoniana geral de um sistema pode ser

escrita como

H =
∑

i

p2i
2mi
+ Vint + Vext , (2.87)

em que Vint e Vext denotam a energia potencial interna e externa do sistema e

são uma função da posição de todas as partículas. Vint considera a contribuição

interna dos potenciais interatômicos e Vext incorpora os potenciais associados

43



Capítulo 2: Fundamentos teóricos e metodologia

com influências externas. Assim, e energia total do sistema segue da equação

de Schrödinger

Etot =

〈

Ψ

∣
∣
∣
∣
∣

∑

i

p2i
2mi
+ Vint + Vext

∣
∣
∣
∣
∣
Ψ

〉

através de um dimensionamento uniforme das coordenadas de posição, de tal

forma que riα → riα + ǫαβriβ em que ǫαβ é um tensor de deformação simétrico.

Com essa transformação, a função de onda se torna

Ψǫ(~r) = det(I + ǫ)
−1/2Ψ((I + ǫ)−1~r),

em que I é a matriz identidade, ǫ a matriz do tensor de deformação e o fator

det(I + ǫ)−1/2 é necessário para preservar a normalização da função de onda.

De acordo com o princípio variacional, um funcional da forma

G[|φ〉] = 〈φ|g|φ〉〈φ|φ〉

deve ser estacionário para qualquer variação arbitrária de |φ〉 [73]. Em particu-

lar, a energia total (que é um funcional da função de onda) deve ser estacionária

para qualquer variação da função de onda Ψ. Assim, devemos ter

∂〈Ψ|H|Ψ〉
∂ǫαβ

=
∑

i

〈

Ψ

∣
∣
∣
∣

piαpiβ
mi

− riβ∇iα(Vint + Vext)
∣
∣
∣
∣Ψ

〉

= 0. (2.88)

De acordo com a termodinâmica clássica, tem-se

σi j = V
−1 ∂U

∂ǫi j
(2.89)

de forma que podemos identificar

V σαβ = −
∑

i

〈Ψ |riβ∇iα(Vext)|Ψ〉 (2.90)

como o stress exercido pelo ambiente externo ao sólido e

V σαβ =
∑

i

〈

Ψ

∣
∣
∣
∣

piαpiβ
mi

− riβ∇iα(Vint)
∣
∣
∣
∣
Ψ

〉

(2.91)

como o stress intrínseco ao sistema. Percebemos pela equação (2.88) que o

stress interno é balanceado pelo stress externo ao sistema, para que o sistema
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permaneça em equilíbrio. Assim a equação (2.91) é uma generalização da

expressão do teorema do virial para a pressão e foi chamada por Nielsen e

Martin [71] de teorema do stress.

Posteriormente, Nielsen e Martin [74] aplicaram o teorema do stress no con-

texto da DFT, considerando a hamiltoniana (2.87) como sendo a hamiltoniana

das equaçãoes de Kohn-Sham, e assim obtiveram o stress interno total dentro

da DFT e da aproximação de pseudopotenciais como

V σαβ = −~
2

m

N∑

i=1

∫

φ∗(r)∇α∇βφi(r)dr

− 1

2

∫ ∫

ρ(r)ρ(r ′)
(r − r ′)α(r − r ′)β

|r − r ′|3 drdr ′

− 1

2

Ns∑

s=1

Ps∑

i=1

∫

ρ(r)(v loc,sPS )
′(|r − Ri |)

(r − Ri)α(r − Ri)β
|r −Ri |

dr (2.92)

− 1

2

P∑

i=1

P∑

j 6=i

ZiZj
(Ri − Rj)α(Ri − Rj)β

|Ri − Rj |3

+ δαβ

∫

ρ(r)ǫXC [ρ(r)]− µXC[ρ(r)]dr + T nlαβ

em que, no primeiro termo, a soma é em todos os orbitais de Kohn-Sham ocu-

pados e T nlαβ é a contribuição não local do pseudopotencial para o stress.

Pode-se então utilizar a expressão (2.92) para se calcular o stress em um

material por primeiros princípios. Isto está implementado no código computaci-

onal Quantum ESPRESSO [53], utilizado neste trabalho. Dessa forma, pode-se

calcular o stress em um material devido a uma distorção aplicada e através da

lei de Hooke generalizada, que será apresentada posteriormente neste capítulo,

calcular os coeficientes elásticos.

Materiais isotrópicos

A Terra é formada por rochas, compostas por cristais. As propriedades elásticas

de um cristal dependem de sua orientação, mas, se considerarmos um pedaço

de rocha grande o suficiente, de tal forma que contenha muitos cristais em di-

ferentes orientações espaciais, é esperado que a variação do comportamento
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elástico em diferentes direções seja anulado, de tal forma que a rocha possa ser

considerada um agregado isotrópico [8, 68]. Assim, o comportamento elástico

do material é independente de qualquer direção particular.

Em um material isotrópico, as propriedades são independentes de sua ori-

entação. Em particular, o comportamento elástico é o mesmo em todas as

direções. A forma mais geral para as relações entre o stress e a distorção, para

um material isotrópico, é

σ11 = Ae11 + B(e22 + e33) + Ce23 +D(e31 + e12) (2.93)

σ23 = Ee11 + F (e22 + e33) + Ge23 +H(e31 + e12) (2.94)

em que os coeficientes A,B, C,D,E, F, G,H dependem apenas do material em

particular e das condições termodinâmicas. As equações para σ22, σ33, σ31, σ12
são as mesmas, bastando uma permutação dos índices [66].

Estes coeficientes não podem depender da direção do sistema de coorde-

nadas escolhido. Em particular, se pegarmos um sistema de coordenadas que

coincide com os eixos principais da distorção em um ponto P, as equações

(2.93) e (2.94) ficam

σ11 = Ae11 +B(e22 + e33) (2.95)

σ23 = Ee11 + F (e22 + e33). (2.96)

Tome, agora, um segundo eixo de referência (x ′, y ′, z ′) rotacionado de 90◦

do primeiro, em torno do eixo x . Dessa forma, o eixo x coincide com x ′, o eixo

y ′ coincide com z e o eixo z ′ é oposto ao eixo y . Estes novos eixos também

coincidem com os eixos principais da distorção e portanto, através da equação

(2.94), obtemos

σ2′3′ = Ee1′1′ + F (e2′2′ + e3′3′) (2.97)

e assim

−σ32 = Ee11 + F (e22 + e33). (2.98)

Como o stress é um tensor simétrico, devemos ter que σ23 = σ32 = 0. Analo-

gamente, mostra-se que quando os eixos de coordenadas são os eixos princi-

pais da distorção tem-se σ13 = σ31 = 0 e σ12 = σ21 = 0. Isso mostra que os

eixos principais da distorção coincidem com os eixos principais de stress.
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Considere agora o tensor

σi j − Bθδi j − (A−B)ei j

em que θ é a dilatação, definida por

θ =
∂u1
∂x1
+
∂u2
∂x2
+
∂u3
∂x3
= e11 + e22 + e33.

Se o sistema de coordenadas estiver orientado de acordo com os eixos prin-

cipais da distorção, suas componentes são nulas, e, portanto, assim também

é o stress. Portanto, como a forma de um tensor não depende do sistema de

coordenadas, suas componentes são nulas para qualquer sistema. Isso mostra

que para um material isotrópico perfeitamente elástico, a relação entre o stress

e a distorção pode ser escrita como

σi j = Bθδi j + (A−B)ei j .

Assim, os oito coeficientes elásticos das equações (2.93) e (2.94) podem

ser expressas em termos de apenas duas constantes elásticas, ou seja, isso

mostra que C =D=E = F =H = 0 e A−B =G. Em geral, os dois parâmetros

são representados por λ e µ, conhecidos como parâmetros de Lamé, em que

λ = B e µ = 1
2
(A−B). Podemos, então, ao invés das equações (2.93) e (2.94),

escrever

σ11 = λθ + 2µe11

σ23 = 2µe23

e a relação completa entre a distorção e o stress fica

σi j = λθδi j + 2µei j . (2.99)

O coeficiente elástico µ possui um significado físico simples, ele é a cons-

tante de rigidez do material e mede sua resistência a tensões de cisalhamento,

como pode-se perceber pela equação (2.99) tomando i 6= j . Já o parâmetro de

Lamé λ não é tão simples de ser visualizado fisicamente. Por isso, em geral, se

trabalha com o bulk modulus K ao invés de µ. Pela equação (2.86) tem-se que

a pressão é dada por

P = −1
3
T r [σi i ] = −

1

3

3∑

i=1

σi i
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e, utilizando a equação (2.99) com i = j , temos

P = −1
3

3∑

i=1

(λθδi i + 2µei i) .

Lembrando que θ =
3∑

i=1

ei i , então

P = −
(

λθ +
2

3
µθ

)

. (2.100)

Agora, a dilatação está associada com a mudança de volume, por unidade

de volume, associada com uma deformação no corpo. Para notar este fato,

considere um elemento cúbico de volume infinitesimal orientado de acordo com

os eixos de coordenadas. O volume desse elemento é V = dx1dx2dx3. Se

efetuarmos uma distorção no material ao longo dos eixos de coordenadas tal

que dx ′i = (1+ei i )dxi = (1+
∂ui
∂xi
)dxi , o elemento final de volume pode ser escrito,

em primeira ordem, como

dx ′1dx
′
2dx

′
3 =

(

1 +
∂u1
∂x1
+
∂u2
∂x2
+
∂u3
∂x3

)

dx1dx2dx3 = (1 + θ)dx1dx2dx3

e assim temos que

V ′ = V + ∆V = (1 + θ)V =⇒ θ =
∆V

V
. (2.101)

Utilizando as expressões (2.100) e (2.101), tem-se que

P = −
(

λ
∆V

V
+
2

3
µ
∆V

V

)

= −∆V
V

(

λ+
2

3
µ

)

,

levando à relação

dP = −dV
V

(

λ+
2

3
µ

)

=⇒ −V dP
dV
=

(

λ+
2

3
µ

)

.

Como temos que o bulk modulus K é dado por

K = −V dP
dV

,

podemos relacionar o parâmetro de Lamé λ com o bulk modulus:

K = λ+
2

3
µ (2.102)
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Equações de movimento de um sistema isotrópico

Considere as forças em um elemento infinitesimal de volume, como mostrado

na figura 2.1. As forças em cada superfície do cubo podem ser obtidas pelo

produto do vetor de tração T ei em cada superfície. Por exemplo, a componente

das forças F na direção y pode ser escrita como

F2 = σ22δx1δx3 + σ21δx1δx3 + σ23δx1δx3.

Entretanto, se o stress for homogêneo, não há forças no corpo, pois as trações

em faces opostas se cancelam. Por isso, só haverão forças se o gradiente

espacial do tensor de stress for diferente de zero. Nesse caso as forças F2
podem ser escritas como

F2 =
∂

∂x2

[

σ22 + σ21 + σ23

]

dx1dx2dx3

e, assim, podemos generalizar e escrever as forças em cada direção como

Fi =
∂σi j
∂xj

dx1dx2dx3,

lembrando que estamos usando a convenção de soma de Einstein. Além des-

tas, podem existir também forças externas, tais que F exti = fidx1dx2dx3, em que

fi é uma força por elemento de volume. A massa desse elemento de volume

é m = ρdx1dx2dx3, em que ρ é a densidade deste elemento. Assim, podemos

usar a segunda lei de Newton e escrever a equação de movimento

ρai =
∂σi j
∂xj
+ fi . (2.103)

Substituindo a relação (2.99) na equação (2.103) tem-se

ρai =
∂

∂xj

(

λθδi j + 2µei j

)

+ fi

e, utilizando as expressões (2.84), que relacionam as distorções em termos das

derivadas dos deslocamentos, temos que

ρai =
∂

∂xi

(

λθ
)

+
∂

∂xj

[

µ

(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi

)]

+ fi
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e, finalmente, podemos escrever

ρ
d2ui
dt2

= (λ+ µ)
∂θ

∂xi
+ µ∇2ui + fi . (2.104)

No caso em que o deslocamento e a velocidade vi são sempre pequenos, como

é o caso de problemas ordinários em elasticidade e, em particular, para o estudo

da Terra, podemos substituir a derivada total no tempo por uma derivada parcial

no tempo, já que estamos desprezando termos de segunda ordem, e assim

obter as equações de movimento de um sistema isotrópico

ρ
∂2ui
∂t2
= (λ+ µ)

∂θ

∂xi
+ µ∇2ui + fi . (2.105)

Ondas elásticas em meios isotrópicos

A equação (2.105) descreve o movimento de pequenas pertubações em um

meio e, se considerarmos que não há forças externas, podemos escrever

ρ
∂2ui
∂t2
= (λ+ µ)

∂θ

∂xi
+ µ∇2ui (2.106)

em que, diferenciando os dois membros da equação (2.106) com relação a xi e

utilizando a equação (2.102), que relaciona o parâmetro de Lamé µ com o bulk

modulus K, obtemos

ρ
∂2θ

∂t2
= (λ+ 2µ)∇2θ =⇒ ρ

∂2θ

∂t2
= (K +

4

3
µ)∇2θ. (2.107)

Por outro lado, aplicando o rotacional em ambos os membros da equação (2.106),

tem-se

ρ
∂2

∂t2
(∇× ui) = (λ+ µ)

[

∇×
(
∂θ

∂xi

)]

+ µ∇2 (∇× ui) .

Como ∇× (∂θ/∂xi) = 0, temos que

ρ
∂2

∂t2
(∇× ui) = µ∇2 (∇× ui) . (2.108)

As equações (2.107) e (2.108) são ambas equações de onda. Pela expressão

(2.107), percebe-se que a dilatação θ pode ser transmitida pela substância com

velocidade VP dada por

VP =

√

λ+ 2µ

ρ
=

√

K + 4
3
µ

ρ
. (2.109)
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Adicionalmente, pela equação (2.108), percebe-se que uma pertubação rotaci-

onal pode ser transmitida com velocidade VS dada por

VS =

√
µ

ρ
. (2.110)

Em sismologia, estes dois tipos de onda são chamadas ondas primárias

P, ou ondas de pressão, e ondas secundárias S, ou ondas de cisalhamento.

Suas velocidades dependem apenas dos coeficientes elásticos e da densidade

do material onde se propagam. Pela equação (2.110), percebe-se que em um

meio em que µ = 0 a velocidade das ondas S é nula, de maneira que ondas

rotacionais não se propagam em um meio onde a rigidez seja nula. Assim, as

ondas S não se propagam em um meio líquido e é desta forma que se descobriu

que a Terra possui um núcleo líquido. Através de dados coletados por sismó-

grafos, percebeu-se que depois de uma certa latitude, em relação ao epicentro

de terremotos, as ondas de cisalhamento não chegavam de volta na crosta, in-

dicando que as ondas sísmicas atravessaram alguma região líquida no interior

da Terra.

Materiais anisotrópicos

Apesar da Terra, em grande escala, ser considerada um material isotrópico, efei-

tos anisotrópicos podem ser cruciais para a explicação de algumas característi-

cas [40]. Por exemplo, a explicação usualmente aceita para a descontinuidade

D′′ é uma transição da fase perovskita para uma fase pós-perovskita, recen-

temente descoberta, e que ocorre para pressões da ordem de grandeza das

pressões do manto terrestre inferior [23, 75, 76]. Entretanto, estudos de ondas

acústicas em rochas de MgSiO3 pós-perovskita sob pressão mostraram que o

aumento na velocidade das ondas P e S é insuficiente para explicar a descon-

tinuidade D′′ [77]. Inferiu-se que no manto a fase pós-perovskita tenha uma

orientação preferencial em seus eixos, o que indicaria que o material nessa re-

gião seja anisotrópico. Diversos estudos em MgSiO3 tem tomado essa direção

a fim de se calcular a anisotropia do manto [40,78,79].

Para materiais não isotrópicos, mas ainda elásticos, é necessário se consi-
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derar a lei de Hooke generalizada

σi j = Ci jklekl , (2.111)

em que σi j é o tensor de stress no material, ekl a distorção provocada por este

stress e Ci jkl o tensor de 81 componentes, que representa os coeficientes elás-

ticos do material. Como visto na seção anterior, tanto o stress como a distorção

devem ser uma matriz simétrica, de tal forma que σi j =σj i e ekl = elk . Portanto,

o tensor elástico deve obedecer às relações de simetria Ci jkl = Cj ikl = Ci j lk .

Utilizando a conservação da energia é possível mostrar ainda que Ci jkl =Ckli j .

Assim, ficamos com 21 componentes independentes para o tensor elástico em

um material anisotrópico.

Cristais, apesar de não serem isotrópicos, apresentam alguma simetria, que

reduz o número de componentes do tensor elástico. Estas simetrias sugerem

escrever estes tensores de outra forma, reduzindo a ordem dos mesmos. Pri-

meiramente, vamos introduzir a notação de Voigt para especificar as compo-

nentes dos tensores de stress e strain, que está mostrada na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Notação de Voigt para as componentes dos tensores de stress e strain.

i j 11 22 33 23 e 32 13 e 31 12 e 21

α 1 2 3 4 5 6

Como os tensores de stress e strain são simétricos, eles possuem apenas seis

componentes independentes e podem ser escritos como matrizes linha, de ma-

neira que

σi = (σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6)

ej = (e1, e2, e3, e4, e5, e6). (2.112)

Com essa notação, o tensor elástico assume a forma de uma matriz 6 × 6 e a

lei de Hooke generalizada toma a forma

σi = Ci jej . (2.113)

Consideremos, como exemplo, um cristal com simetria ortorrômbica, que é

o caso da estrutura cristalina tanto do MgSiO3 na fase perovskita como na
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fase pós-perovskita, em que existem nove coeficientes elásticos independen-

tes. Desse modo, o tensor elástico, na notação de Voigt, tem a forma

C =














C11 C12 C13 0 0 0

C12 C22 C23 0 0 0

C13 C23 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C55 0

0 0 0 0 0 C66














(2.114)

Se utilizarmos as relações (2.84), podemos escrever a lei de Hooke generali-

zada em termos das derivadas dos deslocamentos

σi j = Ci jkl

[
1

2

(
∂uk
∂xl
+
∂ul
∂xk

)]

e como Ci jkl = Ci j lk , temos

σi j =
1

2

[

Ci j11

(
∂u1
∂x1
+
∂u1
∂x1

)

+ Ci j12

(
∂u1
∂x2
+
∂u2
∂x1

)

+ Ci j13

(
∂u1
∂x3
+
∂u3
∂x1

)]

+

+
1

2

[

Ci j12

(
∂u2
∂x1
+
∂u1
∂x2

)

+ Ci j22

(
∂u2
∂x2
+
∂u2
∂x2

)

+ Ci j23

(
∂u2
∂x3
+
∂u3
∂x2

)]

+

+
1

2

[

Ci j13

(
∂u3
∂x1
+
∂u1
∂x3

)

+ Ci j23

(
∂u3
∂x2
+
∂u2
∂x3

)

+ Ci j33

(
∂u3
∂x3
+
∂u3
∂x3

)]

σi j =
1

2

[

2Ci j11
∂u1
∂x1
+ 2Ci j12

∂u1
∂x2
+ 2Ci j13

∂u1
∂x3
+ 2Ci j12

∂u2
∂x1
+ 2Ci j22

∂u2
∂x2

]

+

+
1

2

[

2Ci j23
∂u2
∂x3
+ 2Ci j13

∂u3
∂x1
+ 2Ci j23

∂u3
∂x2
+ 2Ci j33

∂u3
∂x3

]

e, portanto

σi j = Ci jkl
∂uk
∂xl

. (2.115)

Equações de movimento de um sistema anisotrópico

Voltando à equação (2.103), tínhamos

ρai =
∂σi j
∂xj
+ fi .
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Como ai é a aceleração do elemento de volume, podemos escrever esta equa-

ção em termos do deslocamento uk

ρ
∂2ui
∂t2
=
∂σi j
∂xj
+ fi ,

em que estamos usando a notação para soma de Einstein, ou seja

∂σi j
∂xj
=
∂σi1
∂x1
+
∂σi2
∂x2
+
∂σi3
∂x3

.

Utilizando a lei de Hooke generalizada, em termos do deslocamento (2.115),

e lembrando que orientamos os eixos das distorções e do stress de acordo com

os eixos de simetria do cristal (ortorrômbica, neste caso), tem-se, excluindo as

forças externas,

Ci jkl
∂uk
∂xl∂xj

− ρ∂
2ui
∂t2
= 0 . (2.116)

Adotemos a expressão para descrever os deslocamentos da forma

uk = Apk e
i(kr xr−ωt), (2.117)

em que A é a amplitude do deslocamento, pk é um vetor unitário que representa

a direção do deslocamento (ou vetor de polarização), ω é a frequência angu-

lar da onda, xr é um vetor espacial e kr é o número de onda. Substituindo a

equação (2.117) na equação de movimento (2.116), obtemos as equações

(
Ci jklnjnl − ρV 2δik

)
pk = 0, (2.118)

em que nk é o versor na direção k , ρ é a densidade, V é a velocidade e pk são

os vetores de polarização da onda, obtidos através da equação de autovalores

det|Ci jklnjnl − ρV 2δik | = 0. (2.119)

As equações (2.119) são conhecidas como equações de Christoffel. Os

autovalores das equações (2.119) possibilitam o cálculo das velocidades das

ondas acústicas em um material, sendo que os autovetores correspondentes

fornecem a polarização pk da onda. Assim, sabendo-se os coeficientes elás-

ticos do material, é possível calcular a velocidade de ondas acústicas. Para
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tanto, primeiro se escolhe o versor n̂ = ni com i = 1, 2, 3, que define a direção

de propagação, e depois se diagonaliza a matriz (2.119). Os autovalores são

proporcionais às velocidades e os autovetores são a polarização da onda. É

interessante notar que, no caso geral, quando se resolve a equação de Chris-

toffel, obtém-se um autovetor na direção de n̂ e dois autovetores normais à n̂. O

vetor de polarização na direção de n̂ corresponde à onda P enquanto os vetores

de polarização normais à n̂ correspondem às ondas S.

Através do teorema do virial e do teorema de Hellman-Feynman é possível,

utilizando a energia total, calcular teoricamente o stress sentido por um cristal,

de acordo com a distorção aplicada. Cada distorção está relacionada com um

conjunto de coeficientes elásticos. Traçando um gráfico do stress x distorção

em determinada direção, esperamos obter uma reta, cujo coeficiente angular é

a componente elástica que relaciona esse stress com essa distorção. Com seis

distorções, podemos calcular os nove coeficientes elásticos de um cristal com

simetria ortorrômbica e, assim, é possível calcular a velocidade das ondas se

propagando neste material.

2.7 Equações de Estado

O estado termodinâmico de um sistema é, em geral, definido por sua pressão

P , volume V e temperatura T . Estas grandezas estão relacionadas pela equa-

ção de estado do sistema. O conhecimento de equações de estado de minerais

é muito importante para a geofísica, como, por exemplo, para a construção de

modelos para a densidade do planeta. O efeito da temperatura em sólidos é

pequeno e, portanto, efeitos térmicos podem ser tratados como uma pertur-

bação em uma equação de estado isotérmica V = V (P ). Existem diversas

maneiras de se construir uma equação de estado para sólidos. A mais simples

é considerar-se que o bulk modulus é constante, tal que

K = −V ∂P
∂V
= constante. (2.120)

Resolvendo-se essa equação diferencial obtém-se a relação V (P )

V = V0 exp

(

− P
K0

)

, (2.121)
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em que V0 e K0 são o volume e o bulk modulus à pressão nula, respectivamente.

Entretanto, esta não é uma boa aproximação, pois a equação de estado não

leva em consideração o fato de que é cada vez mais difícil de se comprimir um

sólido, conforme a pressão aumenta, ou seja, o bulk modulus deve aumentar

com a pressão. Uma maneira de se contornar este problema é supor que o

aumento do bulk modulus é linear com a pressão, ou seja

−V ∂P
∂V
= K0 +K

′
0P, (2.122)

obtendo, assim, a equação integral de Murnaghan, conhecida apenas como

equação de Murnaghan

P =
K0
K ′0

[(
V0
V

)K′0

− 1
]

. (2.123)

No entanto, a equação de estado mais utilizada, especialmente no trata-

mento de dados experimentais, é a de Birch-Murnaghan, obtida expandindo-se

a energia livre em função de uma distorção infinitesimal. Se essa expansão for

até termos cúbicos, tem-se a equação de Birch-Murnaghan de terceira ordem

P =
3K0
2

[(
V0
V

) 7
3

−
(
V0
V

) 5
3

]{

1 +
3

4
(K ′0 − 4)

[(
V0
V

) 2
3

− 1
]}

, (2.124)

sendo esta uma das equações mais utilizadas na literatura e por isso a esco-

lhida neste trabalho. A equação de estado é uma relação entre P e V . Sendo

estas as grandezas medidas experimentalmente, ela é facilmente usada para se

extrair tanto K0 como K ′0 de dados experimentais, utilizando o método dos míni-

mos quadrados para se calcular os parâmetros que melhor ajustam as medidas

realizadas. Entretanto, resultados teóricos fornecem a energia E como função

de V , de tal forma que o ajuste deve ser feito não na equação de estado (2.124),

mas sim na relação E × V , obtida integrando-se a equação (2.124)

E(V )=E0 +
9V0K0
16







[(
V0
V

) 2
3

− 1
]3

K ′0 +

[(
V0
V

) 2
3

− 1
]2 [

6− 4
(
V0
V

) 2
3

]





.

(2.125)

Os valores teóricos de V0, K0 e K ′0 são obtidos através do método dos mí-

nimos quadrados, ajustando-se a equação (2.125) aos resultados obtidos por
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Figura 2.2: Ajuste da energia como função do volume para o CaCO3, na estrutura

romboédrica, utilizando dois códigos diferentes: QE, que é um código de ajuste

fornecido pelo pacote computacional Quantum ESPRESSO, e Micfit, que é um

código desenvolvido por nós.

cálculos de primeiros princípios. Entretanto, como este é um ajuste não line-

ar e dependente de três parâmetros, ele é um ajuste complexo. Portanto, é

adequado que a comparação entre resultados, todos tenham sido obtidos com

a utilização da mesma equação. Além disso, ajustes realizados com códigos

computacionais diferentes podem apresentar resultados discrepantes, mesmo

com um valor de χ (qualidade do ajuste) pequeno, devido à utilização de algo-

ritmos diferentes para a minimização dos parâmetros. Como exemplo, apresen-

tamos na figura 2.2 a curva de energia em função do volume para o CaCO3, na

estrutura romboédrica, em que ajustou-se a equação de Birch-Murnaghan de

terceira ordem com dois códigos diferentes.

Podemos observar que as curvas se sobrepõem de maneira, praticamente,

perfeita. Por consequência, podemos concluir que o ajuste realizado pelos dois

códigos fornece equações compatíveis com os resultados. Entretanto, os valo-

res dos parâmetros das equações de estado são bem diferentes, como mostra

a tabela 2.2.

Nota-se uma diferença pequena no volume, cerca de 2% entre os valores
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Tabela 2.2: Valores dos parâmetros da equação de estado do CaCO3, na estru-

tura romboédrica, obtidos utilizando dois códigos diferentes: QE e Micfit. χ é a

qualidade do ajuste.

Código V0 (u.a.3) K0 (GPa) K ′0 χ

Micfit 875,29 59,8 3,64 8,7×10−7

QE 859,61 68,3 3,46 1,2×10−6

obtidos pelo dois ajustes. Entretanto, a diferença nos valores do bulk modulus

é de 14% e a diferença na derivada do bulk modulus (K ′0) é de 5%! Esta é

uma diferença grande, considerando que os ajustes foram realizados para os

mesmos resultados e que o χ é pequeno em ambos os casos. Assim, o ideal

é que a comparação dos valores de parâmetros da equação de estado seja

realizada com a mesma equação e de preferência utilizando o mesmo código

para o ajuste. Neste trabalho utilizamos o código Micfit para os ajustes da e-

quação de estado.

2.8 Detalhes computacionais

Parâmetros de convergência

A metodologia de pseudopotenciais foi utilizada em todos os cálculos realizados

neste trabalho, utilizando o pacote computacional Quantum ESPRESSO [53].

Este código utiliza uma base de ondas planas para descrever a função de onda.

Infelizmente, não é possível utilizar uma quantidade infinita de ondas planas e

é preciso limitar o seu número. Isto é feito considerando apenas os vetores

de onda ~k tais que k < kmáx . Ou seja, apenas os vetores k dentro de uma

esfera de raio kmáx , centrada na origem, no espaço recíproco. Todos os vetores

dentro desta esfera são levados em conta na base da função de onda. Ao

invés de se usar kmáx , utiliza-se como parâmetro a energia de um elétron livre

correspondente a kmáx :

Ecut =
~
2k2máx
2me

(2.126)
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chamada de energia de corte. Quanto maior esta energia, uma quantidade

maior de ondas planas são utilizadas e, portanto, espera-se que o cálculo seja

mais preciso, mas o custo computacional também é maior. Por isso, no início

de qualquer cálculo de primeiros princípios, é necessário se estabelecer uma

energia de corte ideal, na qual o cálculo seja o mais preciso possível com o

menor custo computacional. Estes estudos de convergência dos resultados

com o número de ondas planas utilizadas na base foram efetuados para todos

os sistemas. A figura 2.3 mostra, como exemplo, o gráfico da energia total do

MgSiO3, na estrutura romboédrica, como função da energia de corte. Percebe-

se que a variação na energia total do sistema passa a ser muito pequena para

valores de Ecut entre 90 e 100 Ry. Assim, utilizou-se 90 Ry para a energia de

corte no MgSiO3. Além da energia de corte, também é importante realizar um

estudo da convergência com relação à quantidade de pontos k utilizados para

efetuar a integração na primeira zona de Brillouin. Estas análises foram feitas

para todos os compostos e estruturas estudados neste trabalho, não apenas

para a energia total, mas também para as forças e para o stress, já que estes
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Figura 2.3: Energia total relativa (∆E) em função do valor da energia de corte

(Ecut), com respeito àquela de valor mais baixo, que foi deslocado para o zero de

energia.
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últimos possuem uma convergência mais lenta do que a energia. A tabela 2.3

mostra os valores de energia de corte e da rede de pontos k utilizados para

cada estrutura de cada material estudado.

Tabela 2.3: Valores de energia de corte (Ecut), em unidades de Ry, e da rede de

pontos k utilizados para cada sistema, em suas respectivas estruturas.

Sistema Estrutura Ecut pontos k

MgSiO3 Pmna 90 6× 6× 6
MgSiO3 Cmcm 90 6× 6× 6
MgCO3 R3c 80 4× 4× 4
MgCO3 C2/m 80 4× 4× 4
CaCO3 R3c 80 4× 4× 4
CaCO3 Pmcn 80 4× 4× 4
CaCO3 Pmmn 80 4× 4× 4
CO2 I42d 80 6× 6× 6
CO2 P4m2 80 6× 6× 6
CO2 P42/mnm 80 6× 6× 6
O2 C2/m 90 4× 4× 4

Minimização estrutural

Para se obter os parâmetros de rede teóricos do cristal otimizou-se a célula do

cristal em várias pressões utilizando métodos de dinâmica molecular de célula

variável [80]. O método utilizado foi aquele proposto por Wentzcovitch [81], no

qual o tensor de stress é utilizado como variável. Com isto pode-se otimizar

a estrutura em qualquer pressão desejada já que a pressão do sistema pode

ser calculada com o tensor de stress [67] e este é facilmente calculado com o

método de pseudopotencial [74]. Entretanto, a pressão calculada desta forma

não é exata, pois incorpora as aproximações utilizadas nos cálculos de primei-

ros princípios. Assim, a real pressão do sistema é obtida da maneira usual,

utilizando alguma equação de estado. Para todas as estruturas, utilizou-se a
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equação de Birch-Murnaghan de segunda ordem. Com esse procedimento ob-

tivemos os valores dos parâmetros de rede, volume à pressão nula V0 e bulk

modulus de todos os minerais.

Propriedades elásticas

Os coeficientes elásticos podem ser descritos como a segunda derivada da

energia 1 como função da deformação do sistema, tal que

Ci jkl =
1

V

∂2E

∂ei j∂ekl
.

Este método é muito utilizado para o cálculo dos coeficientes elásticos de

materiais. Entretanto, ele requer uma correção para a contribuição da pressão

nos Ci jkl , de tal forma que necessita de distorções que conservem o volume [40].

Dentro da metodologia da teoria do funcional da densidade, com aproximação

de pseudopotenciais, o tensor de stress de um material é facilmente calculado,

através da equação (2.92). Com isso pode-se utilizar a lei de Hooke generaliza-

da (2.111) e obter os coeficientes elásticos associados com a deformação ekl .

Este método é mais conveniente do que utilizar a relação entre a energia e a

distorção, pois como o stress é um tensor, uma menor quantidade de distorções

é necessária para a caracterização completa do tensor elástico.

Observando a lei de Hooke generalizada na equação (2.111), vê-se que os

coeficientes elásticos Ci jkl são uma constante de proporcionalidade entre a dis-

torção ekl no cristal e o stress σi j provocado por esta deformação. Portanto, se

aplicarmos uma distorção no cristal, cálculos de primeiros princípios fornecem o

tensor de stress provocado e pode-se facilmente calcular Ci jkl . Para tanto, lem-

bramos que, como demonstrado no capítulo 2, a parte simétrica de uma matriz

de transformação representa as distorções em uma estrutura. Os vetores primi-

tivos ~a1, ~a2, ~a3 da rede podem ser escritos como uma matriz ~R:

~R =






~a1

~a2

~a3




 .

1O coeficiente elástico é a segunda derivada da energia livre de Gibbs. Para cálculos estáticos à

pressão nula, ela se resume à energia interna do sistema.
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Dessa forma, pode-se definir uma distorção na rede como uma transformação

nesses vetores de rede como
~R′ = T ~R, (2.127)

em que ~R′ é uma matriz com os vetores de rede distorcidos e

T = (I + ei j) , (2.128)

em que ei j é a matriz de deformação e I é a matriz identidade. Com as equa-

ções (2.127) e (2.128) pode-se calcular vetores primitivos correspondentes à

qualquer distorção desejada. Com estes vetores, o tensor de stress é calculado

e os coeficientes elásticos extraídos através da equação (2.111). Como cada

estrutura possui um tensor elástico com diferentes quantidades de componen-

tes, é necessário um tensor de deformação para cada classe cristalina [67]. As

distorções utilizadas para cada estrutura são mostradas no apêndice B.

Para cada uma das matrizes de distorção ekl , mostradas nas equações (B.1),

(B.2) e (B.3), consideramos valores de distorções de ±1% (δ = ±0, 01) e, atra-

vés do método dos mínimos quadrados, ajustamos uma reta. A constante elás-

tica é o coeficiente angular desta reta.
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3 Propriedades do MgSiO3

We have to remember that what we observe is not nature herself, but nature exposed

to our method of questioning.

– Werner Heisenberg, Physics and Philosophy: The revolution in modern science.

3.1 Introdução

O MgSiO3 (silicato de magnésio) é o material mais abundante no planeta Terra.

Estimativas indicam que o Mg1−xFexSiO3 perovskita compõe cerca de 85% do

manto inferior da Terra [82]. Essa região corresponde a cerca de 55% do volume

de nosso planeta e é a maior região pura existente [18]. O manto inferior é uma

região de temperaturas e pressões extremas e conhecer o comportamento de

seus constituintes é fundamental para se compreender diversas propriedades

geofísicas. Diversos modelos geofísicos, principalmente sismológicos, depen-

dem de um conhecimento preciso de diversas propriedades do manto. Como a

única fonte direta de informação sobre o interior da Terra são as ondas sísmicas

que atravessam seu interior, a determinação das contantes elásticas é de es-

pecial importância, pois são empregadas no cálculo das velocidades de ondas

acústicas no material.

Como a maior parte do manto inferior é composta por MgSiO3 perovskita,

apresentamos, neste capítulo, os resultados do nosso estudo sobre este mi-

neral. Estes resultados servirão como molde do manto inferior e também irão

cumprir com a finalidade de servir como referência ou padrão, validando o es-
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tudo dos carbonatos que serão apresentados nos próximos capítulos.

Neste capítulo apresentamos os resultados dos estudos das propriedades

estruturais, eletrônicas e elásticas do MgSiO3, onde utilizamos a teoria do funci-

onal da densidade (DFT) com aproximações LDA e GGA para o termo de troca e

correlação. Iniciamos as simulações à pressão nula e posteriormente incluímos

efeitos báricos.

3.2 Propriedades estruturais

A célula primitiva do MgSiO3 pertence ao grupo 62 na tabela internacional de

cristalografia, cujo arranjo convencional corresponde ao grupo Pnma. A célula

primitiva deste cristal é ortorrômbica com uma base de 20 (vinte) átomos. Os

vetores primitivos da rede são: (a, 0, 0); (0, b, 0) e (0, 0, c), em que a, b e c

são os parâmetros da rede. Por se tratar de uma estrutura ortorrômbica, é

possível orientar os eixos da célula de seis maneiras distintas, dando origem

a outros cinco grupos não convencionais: Pbnm, Pmcn, Pmnb, Pcmn e Pnam.

Para todos eles, a base possui quatro unidades de MgSiO3, ou seja quatro

átomos de magnésio, quatro átomos de silício e 12 átomos de oxigênio.

Escolhemos o grupo Pbnm para a orientação dos eixos do cristal de MgSiO3
perovskita, já que esta é a orientação mais utilizada na literatura. Nesta fase,

os átomos de silício e de magnésio estão nas posições de Wyckoff 4b e 4c,

respectivamente. Os átomos de oxigênio se dividem em duas espécies, uma

com quatro átomos (posição de Wyckoff 4c - O1) e outra com oito átomos (posi-

ção de Wyckoff 8d - O2). Nesta estrutura perovskita ortorrômbica, cada um dos

quatro átomos de silício possui seis átomos de oxigênio como primeiros vizi-

nhos, divididos em três esferas de coordenação, e cada um dos quatro átomos

de magnésio possui oito átomos de oxigênio como primeiros vizinhos, divididos

em cinco esferas de coordenação. Cada átomo de oxigênio possui dois átomos

de silício como primeiros vizinhos. Uma representação do arranjo dos átomos

da estrutura ortorrômbica do MgSiO3 está mostrada na figura 3.1. Para se obter

os parâmetros de rede teóricos do cristal otimizou-se a célula do cristal para

diferentes valores de pressão através da utilização de métodos de dinâmica
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Figura 3.1: Estrutura

cristalina do MgSiO3
perovskita. As esfe-

ras azuis representam

os átomos de silício,

as vermelhas os áto-

mos de oxigênio e as

amarelas os átomos de

magnésio.

molecular de célula variável [80]. O método utilizado neste trabalho foi aquele

proposto por Wentzcovitch [81], no qual o tensor de stress é utilizado como va-

riável. Com isto pode-se otimizar a estrutura em qualquer pressão desejada já

que a pressão do sistema pode ser calculada com o tensor de stress [67] e este

é facilmente calculado dentro do método de pseudopotencial [74]. Entretanto, a

pressão calculada desta forma não é exata, pois incorpora as aproximações uti-

lizadas nos cálculos de primeiros princípios. Assim, a real pressão do sistema

é obtida da maneira usual, utilizando alguma equação de estado. A equação

de estado mais utilizada é a de Birch-Murnaghan de segunda ordem, por isso

esta foi utilizada neste trabalho. Com esse procedimento obtivemos os valores

dos parâmetros de rede, que estão apresentados na tabela 3.1, juntamente com

dados experimentais.

Tabela 3.1: Propriedades estruturais do MgSiO3 perovskita ortorrômbico, em que

a, b, c são os parâmetros de rede e K0 é o bulk modulus.

a (Å) b (Å) c (Å) V0 (Å3) K0 (GPa)

Teórico 4,74 4,90 6,85 159,01 261

Experimental 4,78(a) 4,94(a) 6,91(a) 163,17 264(b)

(a) Ref. [83] (b) Ref. [84]
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Percebe-se que os valores teóricos e experimentais estão em bom acordo.

Os valores das constantes de rede são menores do que os dados experimen-

tais, resultado compatível com o fato de que a utilização do funcional LDA su-

bestima os parâmetros de rede. A tabela 3.2 mostra os valores dos parâmetros

internos da estrutura perovskita do MgSiO3, os quais estão em excelente acordo

com os valores experimentais.

Tabela 3.2: Posições dos átomos de Si, Mg e O em relação aos parâmetros de rede

a, b, c da célula primitiva ortorrômbica do MgSiO3, estrutura perovskita (Pbnm).

Resultados experimentais são da referência [84].

Teórico Experimental

Átomo Posição de Wyckoff x y z x y z

Si 4b 0,5 0 0 0,5 0 0

Mg 4c 0,985 0,058 0,250 0,986 0,056 0,250

O1 4c 0,104 0,466 0,250 0,102 0.467 0,250

O2 8d 0,696 0,299 0,054 0,696 0,298 0,052

3.3 Propriedades eletrônicas

A primeira zona de Brillouin do cristal de MgSiO3 perovskita ortorrômbico é um

paralelepípedo, conforme mostra a figura 3.2, em que estão destacados os pon-

Figura 3.2: Primeira zona de Brillouin da rede ortorrômbica primitiva do MgSiO3,

mostrando os pontos e as direções de alta simetria. Ref. [85].
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tos e as direções de alta simetria.

Com os valores otimizados das constantes de rede, calculou-se a estrutura

de bandas do material nas direções de alta simetria da primeira zona de Bril-

louin. A estrutura de bandas e as densidades de estados (DOS) projetadas nos

átomos de magnésio, silício e oxigênio estão mostradas na figura 3.3, onde o

zero de energia foi deslocado para o topo da banda de valência (Ev ).
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Figura 3.3: Estrutura de bandas e densidades de estados (DOS) projetadas nos

átomos de magnésio, silício e oxigênio do MgSiO3 na estrutura perovskita.

A largura da faixa de energia proibida fundamental, definida como a dife-

rença de energia entre o estado mais alto ocupado e mais baixo desocupado, é

de transição indireta e seu valor é Eg = 6, 34 eV. O topo da banda de valência

se posiciona na direção Γ − Z e o fundo da banda de condução é no ponto Γ.

Este resultado é somente 4% menor do que o valor experimental estimado de

6,6 eV [86], consistente com o fato de que o valor do gap de energia de um ma-

terial é geralmente subestimado por simulações baseadas no formalismo DFT,

uma vez que esta metodologia descreve bem os estados eletrônicos ocupados

(estado fundamental) e não os desocupados (estado excitado).

A banda formada na região de energia de aproximadamente −17 eV é ma-
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joritariamente composta pelos orbitais 2s dos átomos de oxigênio, enquanto

seus estados 2p compõem, prioritariamente, a banda de valência do mineral,

que apresenta largura de cerca de 10 eV. O fundo da banda de condução é

formado por estados dos átomos de magnésio e silício. Podemos analisar a

composição do sistema cristalino do ponto de vista dos estados de oxidação

dos átomos constituintes, sabendo que a camada de valência do Mg é 3s2, do

Si é 3s23p2 e a do O é 2s22p4. Neste modelo, na formação da unidade MgSiO3
do mineral, cada par (Mg,Si) da unidade primitiva doa seis elétrons para os 3

(três) átomos de O. Assim, os átomos de magnésio encontram-se no estado de

oxidação +2, os átomos de silício encontram-se no estado de oxidação +4 e os

de oxigênio no estado de oxidação −2. Os estados s e p dos íons de Mg e Si,

eletronicamente desocupados, contribuem para a formação do fundo da banda

de condução enquanto que os estados p dos íons de O, eletronicamente ocupa-

dos, contribuem para a formação da banda de valência. A densidade eletrônica

do sistema, mostrada na figura 3.4 para o plano (200) do cristal, demonstra o

caráter parcialmente iônico deste mineral.

Nossos resultados teóricos para as propriedades estruturais e eletrônicas do

MgSiO3, mostraram boa concordância com os dados experimentais disponíveis,

indicando que o método utilizado descreve bem este cristal.

Figura 3.4: Densidade eletrônica do MgSiO3 ortorrômbico no plano (200). O

esquema de cores segue o arco íris, variando do violeta (baixa densidade) para o

vermelho (alta densidade).
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3.4 Propriedades elásticas

O tensor elástico do MgSiO3 perovskita foi calculado utilizando a metodologia

apresentada no capítulo 2 e os valores de suas componentes estão mostrados

na tabela 3.3, juntamente com os resultados de outros cálculos teóricos e com

dados experimentais disponíveis na literatura.

Tabela 3.3: Componentes do tensor elástico Ci j , em GPa, do MgSiO3 perovskita.

Ci j Este trabalho Teórico(a) Exp.(b)

C11 479 485 482

C22 544 560 537

C33 474 474 485

C44 202 200 204

C55 173 176 186

C66 156 155 147

C12 136 130 144

C13 136 136 147

C23 153 144 146

(a) Ref. [40] (b) Ref. [87]

As pequenas discrepâncias entre os resultados teóricos e experimentais são

esperadas uma vez que os resultados teóricos são obtidos para T = 0 K. En-

contramos que C22 > C11 > C33 e que C44 > C55 > C66. Isso indica que o

eixo na direção do parâmetro de rede b é o menos compressível, enquanto a

compressibilidade nas direções dos eixos a e c são da mesma ordem.

O bulk modulus (módulo de compressibilidade), obtido pelas equações de

estado, é uma medida isotrópica da elasticidade do material. Ele também

pode ser obtido como uma média dos coeficientes elásticos em diversas di-

reções [67]. Existem diversas formas de se efetuar esta média, algumas mais

precisas do que outras. Uma das mais utilizadas, e que fornece bons resultados

quando comparados com resultados experimentais, é a média de Voig-Reuss-

Hill. A média de Voigt [88] é obtida considerando-se que o stress é uniforme no
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material e as expressões para os módulos elásticos ficam

KV =
1

9

[

(C11 + C22 + C33) + 2 (C12 + C23 + C13)
]

(3.1)

µV =
1

15

[

(C11 + C22 + C33)− (C12 + C23 + C13) + 3 (C44 + C55 + C66)
]

,(3.2)

enquanto a média de Reuss considera que o strain é uniforme [89]

1

KR
= (S11 + S22 + S33) + 2 (S12 + S23 + S13) (3.3)

15

µR
= 4 (S11 + S22 + S33)− 4 (S12 + S23 + S13) + 3 (S44 + S55 + S66), (3.4)

em que Sαβ é o tensor de compliance, o inverso do tensor elástico S = C−1. A

média de Voig-Reuss-Hill é obtida pela média aritmética da média de Voigt com

a de Reuss [90]:

K =
KV +KR
2

(3.5)

µ =
µV + µR
2

. (3.6)

A tabela 3.4 apresenta os valores dos módulos de elasticidade isotrópicos

obtidos através dos coeficientes elásticos e através da equação de estado, as-

sim como dados experimentais [87], mostrando que os valores dos módulos

elásticos calculados com os coeficientes elásticos estão em excelente acordo

com resultados experimentais.

Tabela 3.4: Módulos de elasticidade isotrópicos (K0 e µ) do MgSiO3 perovskita

obtidos através dos coeficientes elásticos (Ci jkl) e através da equação de estado

(EoS). Resultados experimentais são da referência [87].

K0 (GPa) µ (GPa)

Ci jkl 264,2 181,1

EoS 261,0 —

Exp. 264,0 184,9
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A anisotropia do MgSiO3 pode acarretar importantes efeitos geofísicos e tem

sido amplamente investigada [68, 78, 79]. Para estudarmos a anisotropia do

MgSiO3 à P =0 GPa, resolvemos a equação de Christoffel (2.119) para determi-

nar a velocidade de propagação das ondas acústicas no material em diferentes

direções do cristal. A figura 3.5 mostra os resultados obtidos para a velocidade

de propagação das ondas acústicas P e S.

Analisando os resultados apresentados na figura, conclui-se que tanto a di-

reção como a polarização da onda influenciam nos valores das velocidades de

propagação das ondas acústicas no MgSiO3. Existem diversas formas de se

medir a anisotropia destas velocidades e uma das mais utilizadas é dada pelas

relações [40]
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Figura 3.5: Velocidade de propagação das ondas acústicas P (VP) e S (VS) no

MgSiO3 ortorrômbico, na estrutura perovskita, em diferentes direções do cristal.
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AP =
VPmáx − VPmı́n
〈VP 〉

× 100, com 〈VP 〉 =

√

K + 4
3
µ

ρ
(3.7)

AS =
VSmáx − VSmı́n
〈VS〉

× 100, com 〈VS〉 =
√
µ

ρ
(3.8)

em que 〈VP 〉 e 〈VS〉 são as velocidades em agregados isotrópicos do cristal e ρ

é a densidade do material. O bulk modulus K foi calculado com as expressões

(3.1), (3.3) e (3.5). O módulo de cisalhamento µ foi obtido pelas relações (3.2),

(3.4) e (3.6). Utiliza-se o bulk modulus obtido pela média de Voigt-Reuss-Hill,

pois este é o único método de se calcular o módulo de cisalhamento. Calcula-

mos, então, a anisotropia da velocidade de propagação das ondas acústicas P

e S, obtendo: AP =8, 34% , AS1=13, 58% , AS2=12, 03%.

Analisando os resultados podemos observar que a velocidade de propaga-

ção das ondas S apresenta uma maior anisotropia do que a das ondas P. Estes

resultados são consistentes com outros encontrados na literatura [40, 76, 91].

Como a variação da direção influencia a velocidade da onda no material, uma

orientação preferencial dos eixos do cristal, nas rochas que compõem o pla-

neta, pode ocasionar mudanças bruscas nas velocidades de propagação. Para

se verificar este efeito é preciso estudar as velocidades das ondas no cristal sob

condições de altas pressões.

3.5 MgSiO3 sob pressão

Para o estudo de propriedades de materiais com interesse geofísico, é impres-

cindível incorporar efeitos de altas pressões, já que estas influenciam direta-

mente diversas propriedades, principalmente elásticas, pois os minerais tendem

a ficar mais duros quando pressionados. Para incluir efeitos báricos em nossos

cálculos, utilizamos a metodologia apresentada no capítulo 2 para o cálculo do

tensor de stress. Como mostrado no capítulo anterior, a pressão hidrostática

pode ser definida pela equação (2.86)

P = −1
3
T r (σi j)
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de tal forma que podemos otimizar a estrutura em qualquer pressão desejada.

Propriedades estruturais

Na seção anterior apresentamos os resultados encontrados para os parâme-

tros de rede que foram otimizados para a condição de pressão nula. Podemos,

então, para um valor pré-determinado da pressão, encontrar os parâmetros de

rede, ajustando a equação de estado. Assim, através da relação P × V , pode-

mos obter a pressão para qualquer volume calculado. A tabela 3.5 apresenta

os valores dos parâmetros de rede a, b, c e do bulk modulus (K) para diferentes

pressões, no intervalo de pressões 0 ≤ P ≤ 150 GPa.

Tabela 3.5: Parâmetros de rede a, b, c e bulk modulus K do MgSiO3 ortorrômbico,

para alguns valores selecionados de pressão, no intervalo 0 ≤ P ≤ 150 GPa.

P (GPa) a (Å) b (Å) c (Å) K (GPa)

0 4,74 4,90 6,85 265

30 4,58 4,77 6,62 387

60 4,45 4,68 6,47 499

100 4,32 4,59 6,31 642

150 4,19 4,51 6,16 812

Pode-se observar dos valores da tabela que as constantes de rede a, b e

c diminuem conforme a pressão aumenta, mas as relações b/a e c/a perma-

necem aproximadamente constantes. Para o valor de pressão de 150 GPa as

constantes a e c diminuem 11% e 10%, respectivamente, enquanto a constante

b diminui 8%, corroborando a análise feita anteriormente de que a compressibi-

lidade na direção do eixo do parâmetro b é a menor, enquanto que na direção

dos eixos dos parâmetros a e c são semelhantes.

Apresentamos na figura 3.6 os resultados da equação de estado do MgSiO3
na estrutura ortorrômbica perovskita, obtida utilizando-se os funcionais LDA (li-

nhas tracejadas) e GGA (linhas contínuas), e dados experimentais, que apre-

sentam valores intermediários em relação aos resultados teóricos. Como os
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Figura 3.6: Equação de estado do MgSiO3 na estrutura ortorrômbica perovskita,

obtida utilizando-se o funcional LDA (linhas tracejadas) e o GGA (linhas contínuas).

Os dados experimentais são das referências [92] (�), [93] (©) e [94] (▽).

dados experimentais foram obtidos à temperatura ambiente, então, se efeitos

térmicos forem introduzidos na simulação, os valores dos parâmetros de rede,

obtidos com a utilização do funcional LDA, aumentariam, aproximando-se dos

valores experimentais. Por outro lado, como os valores dos parâmetros de rede,

obtidos com a utilização do funcional GGA, estão superestimados, a introdução

de efeitos térmicos fariam com que os valores aumentassem, distanciando-se

dos valores experimentais. Assim, podemos concluir que a utilização do funcio-

nal LDA é mais apropriada para a descrição da equação de estado do material,

fato também observado em outros estudos [39].

A tabela 3.6 apresenta as posições dos átomos de magnésio e oxigênio,

em relação aos parâmetros de rede a, b, c da célula primitiva do MgSiO3, para

algumas pressões selecionadas, mostrando que posições atômicas relativas

não são consideravelmente afetadas pelo aumento da pressão.
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Tabela 3.6: Posições dos átomos de magnésio (Mg) e de oxigênio (O1 e O2), em

relação aos parâmetros de rede a, b, c da célula primitiva do MgSiO3, estrutura

perovskita, para algumas pressões selecionadas (P ), em unidades de GPa.

Mg (4c) O1 (4c) O2 (8d)

P x y z x y z x y z

0 0,9856 0,0539 0,250 0,0986 0,4690 0,250 0,6990 0,2964 0,0512

30 0,9840 0,0593 0,250 0,1013 0,4700 0,250 0,6951 0,2996 0,0519

60 0,9818 0,0640 0,250 0,1036 0,4713 0,250 0,6922 0,3015 0,0525

100 0,9793 0,0691 0,250 0,1060 0,4722 0,250 0,6887 0,3037 0,0531

150 0,9758 0,0746 0,250 0,1086 0,4733 0,250 0,6847 0,3059 0,0536

Propriedades eletrônicas

Calculamos as propriedades eletrônicas do sistema sob diferentes pressões,

obtendo a estrutura eletrônica do MgSiO3 perovskita. Conforme a pressão au-

menta, o gap de energia também aumenta, como pode ser observado na figura

3.7.

Apesar do gap aumentar com a pressão, ele continua sendo de transição in-

direta, onde o topo da banda de valência continua sendo na direção Γ−Zmas o
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Figura 3.7: Gap de energia, em função da pressão, do MgSiO3 perovskita.
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fundo da banda de condução deixa de ser no ponto Γ e passa a ser na direção

X− S. A forma da estrutura de bandas do material permanece aproximada-

mente a mesma, mas é possível observar um pequeno aumento nas larguras

das bandas de energia. Por exemplo, para P = 150 GPa, a banda de valência

se alarga da ordem de 1 eV, como mostra a figura 3.8.
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Figura 3.8: Estrutura de bandas do MgSiO3 perovskita a P =0 e P =150 GPa.

As características gerais das bandas mantém-se com o aumento da pres-

são, mostrando que o fundo da banda de condução é formado por estados dos

átomos de magnésio e silício, enquanto que a banda de valência do mineral

é , primordialmente, formada pelos orbitais dos átomos de oxigênio. A figura

3.9 apresenta as densidades de estados do MgSiO3 perovskita em diferentes

pressões, mostrando que na medida que a pressão aumenta a densidade de

estados na região do topo da banda de valência do material diminui e aumenta

a dispersão dos estados eletrônicos. Assim, a largura das bandas de energia

aumenta, e a largura da faixa de energia que separa os níveis de energia ligan-

tes (banda de valência) daqueles anti-ligantes (banda de condução) também

aumenta.
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Figura 3.9: Densidade de estados do MgSiO3 perovskita em diferentes pressões.

Propriedades elásticas

Para cada uma das pressões consideradas, calculamos as componentes do

tensor elástico, mostrados na tabela 3.7. Como havíamos mostrado na seção

Tabela 3.7: Coeficientes elásticos, em GPa, do MgSiO3 perovskita sob pressão P .

P (GPa) C11 C22 C33 C44 C55 C66 C12 C13 C23

0 479 544 474 202 173 156 136 136 153

30 622 738 672 253 211 215 240 208 230

60 734 909 849 298 234 267 344 279 302

100 866 1124 1065 354 265 327 478 372 401

150 1026 1381 1310 423 300 398 633 489 517
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anterior, para P =0 tem-se que C22>C11>C33; C44>C55>C66 e C23>C13>C12.

Estas relações se mantém até valores de pressão da ordem de 30 GPa e, a

partir deste valor, elas se alteram mostrando as seguintes relações: C22>C33>

C11; C44 > C66 > C55 e C12 > C23 > C13. Apesar disto, notamos que o eixo na

direção do parâmetro de rede b continua sendo o menos compressível e que

a compressibilidade nas direções dos parâmetros a e c altera-se e, para altas

pressões, o eixo a se torna mais compressível que o eixo c . Também temos

que os coeficientes elásticos associados a tensões de cisalhamento mudam

diferentemente com a pressão. Para altas pressões C55 é menor que C44 e C66,

indicando o favorecimento do cisalhamento no plano (010) em comparação aos

planos (100) e (001). Esta tendência está ilustrada na figura 3.10 e está de

acordo com outros resultados teóricos disponíveis na literatura [40].

Estudamos a anisotropia do MgSiO3 com o aumento da pressão. Usando

a mesma metodologia apresentada na seção anterior, calculamos a velocidade

das ondas acústicas no material, em diferentes direções, para várias pressões.

Estes resultados estão mostrados na figura 3.11.
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Figura 3.11: Velocidade das ondas acústicas P (VP) e S (VS1 e VS2), em diferentes

direções, no MgSiO3 ortorrômbico, na estrutura perovskita, em função da pressão.

O aspecto das curvas das velocidades como função da direção não variam

significativamente com o aumento da pressão. Entretanto, a diferença entre as

velocidades máxima e mínima aumenta e é mais acentuada nas ondas acús-

ticas P em comparação com as ondas S. Assim, a anisotropia deste sistema

tende a aumentar com o aumento da pressão. Na direção (100) e para pres-

sões mais altas há uma diminuição brusca no valor das velocidades, que pode

chegar a ser de até 1,4% (15,5 km/s para 13,3 km/s). Este comportamento

é consistente com a variação na velocidade de ondas sísmicas na região da

descontinuidade D′′. Entretanto, o modelo aceito para explicar esta variação na

velocidade de ondas sísmicas, neste intervalo de pressões, baseia-se na ocor-

rência de uma transição de fase do MgSiO3, passando da estrutura perovskita

(Pv) para a estrutura pós-perovskita (Ppv) [76, 95–97]. A estrutura Ppv é mais

dura que a Pv e as velocidades das ondas sísmicas são maiores nesta fase.
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Entretanto, o aumento da velocidade das ondas devido apenas à mudança es-

trutural não explica completamente a descontinuidade D′′. Se a estrutura Ppv

mantiver este comportamento com a pressão, a mudança de fase juntamente

com uma orientação preferencial dos eixos pode ser suficiente para explicar

esta descontinuidade na velocidade das ondas sísmicas. De qualquer forma,

podemos concluir que mesmo em regiões onde não há a transição para a fase

pós-perovskita, uma direção preferencial da estrutura, em altas pressões, pode

acarretar numa mudança brusca nas velocidades de propagação das ondas

acústicas no cristal.

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 16

 0  25  50  75  100  125  150

VP
VS1
VS2

A
ni

so
tr

op
ia

 (
%

)

P (GPa)

Figura 3.12: Anisotropia da velocidade como função da pressão para as ondas

acústicas P (VP) e S (VS1 e VS2) no MgSiO3 perovskita.

A figura 3.12 apresenta a anisotropia das ondas acústicas P e S no MgSiO3
perovskita, em função da pressão. A anisotropia das ondas P cresce quase que

linearmente com o aumento da pressão. O comportamento da anisotropia das

ondas S é peculiar, pois enquanto as ondas S2 apresentam um comportamento

similar ao das ondas P, a anisotropia das ondas S1 apresenta uma relação par-

ticular com a pressão. Ela diminui com o aumento da pressão, para valores de

pressão pouco menores que 30 GPa e, a partir deste valor, a anisotropia das on-

das S1 aumenta quase linearmente com a pressão. Este estudo da anisotropia
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é importante pois nos dá um limite superior para a anisotropia dos agregados

isotrópicos da matéria. Alguns agregados cristalinos possuem uma direção pre-

ferencial para os eixos dos cristais e, nesses casos, a anisotropia é da ordem

de 2 a 3 vezes menor que a do cristal perfeitamente orientado, mas maior do

que aquela de agregados isotrópicos. Atualmente, a melhor explicação para

a descontinuidade D′′ é a transição de fase da estrutura perovskita para uma

fase pós-perovskita, que ocorre no MgSiO3 em valores de pressão da ordem de

magnitude dos da região entre o manto inferior e o núcleo terrestre. Entretanto,

experimentos recentes efetuados em agregados de MgSiO3 pós-perovskita sob

pressões de até 172 GPa mostraram que, apesar da velocidade de ondas acús-

ticas nesta fase ser maior do que a na fase perovskita, a transição de fase não é

suficiente para explicar o súbito aumento na velocidade das ondas sísmicas na

região D′′ [77]. Isso indica que uma orientação preferencial da estrutura pode

ser importante para explicar a descontinuidade D′′.

3.6 Transição de fase estrutural do MgSiO3

Apesar do MgSiO3 ser o material dominante na maior parte do manto inferior

terrestre, ele não conserva a estrutura perovskita por toda a extensão do manto.

Já foi mostrado experimentalmente que sob pressões de 120 GPa e temperatu-

ras de 2100 K [96] o MgSiO3 passa da estrutura perovskita (Pv) para a estrutura

pós-perovskita (Ppv). Esta transição de fase é tida como responsável pela des-

continuidade na região D′′.

Na estrutura pós-perovskita a célula primitiva também é ortorrômbica, mas

de bases centradas, pertencente ao grupo espacial Cmcm. Os vetores primiti-

vos da rede são: (a/2; b/2; 0), (-a/2; b/2; 0) e (0; 0; c). A figura 3.13 mostra uma

representação do arranjo dos átomos na célula deste cristal.

Assim como na estrutura Pv, na estrutura Ppv cada átomo de silício está

cercado por oito átomos de oxigênio, formando um octaedro. Comparando as

figuras 3.13 e 3.1, percebe-se que os octaedros apresentam diferentes orienta-

ções, fazendo com que a célula primitiva da fase Ppv apresente duas unidades

de MgSiO3, ou seja, uma base de dez átomos, sendo dois átomos de mag-
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Figura 3.13: Estrutura cristalina do MgSiO3 na fase pós-perovskita. As esferas

azuis representam os átomos de silício, as vermelhas os átomos de oxigênio e as

amarelas os átomos de magnésio.

nésio, dois átomos de silício e seis átomos de oxigênio. Utilizando o mesmo

procedimento já descrito para estudar a estrutura perovskita, foram obtidos os

parâmetros de rede para a estrutura pós-perovskita à pressão de 120 GPa, utili-

zando o funcional LDA, que estão mostrados na tabela 3.8. Como esta estrutura

só é estável a altas pressões, comparamos nossos resultados com medidas ex-

perimentais feitas a P =120 GPa.

O valor do volume está em excelente acordo com os dados experimen-

tais [96]. Esta concordância corrobora a afirmação de que para pressões bem

altas os funcionais LDA e GGA descrevem melhor a energia de troca e corre-

Tabela 3.8: Parâmetros de rede a, b, c do MgSiO3 na estrutura pós-perovskita. Os

valores experimentais são da referência [96].

a (Å) b (Å) c (Å) V (Å3)

Teórico 2,451 8,012 6,083 119,46

Experimental 2,456 8,042 6,093 120,39
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lação, de forma que cálculos de primeiros princípios, baseados na DFT, conse-

guem descrever muito bem os cristais [98]. A tabela 3.9 apresenta as posições

dos átomos na estrutura pós-perovskita, obtidas através de simulações à pres-

são de 120 GPa, mostrando que os parâmetros estruturais estão, também, em

excelente acordo com dados experimentais [96]

Tabela 3.9: Posições dos átomos de Si, Mg e O em relação aos parâmetros de rede

a, b, c da célula primitiva ortorrômbica de bases centradas do MgSiO3, estrutura

pós-perovskita, para P = 120 GPa. Resultados experimentais, também obtidos a

P =120 GPa, são da referência [96].

Teórico Experimental

Átomo Posição de Wyckoff x y z x y z

Si 4a 0 0 0 0 0 0

Mg 4c 0 0,253 0,250 0 0,253 0,250

O1 4c 0 0,927 0,250 0 0,923 0,250

O2 8f 0 0,635 0,440 0 0,631 0,436

A otimização do MgSiO3 na estrutura Ppv foi efetuada para diversos valores

de pressão, permitindo a obtenção dos parâmetros da equação de estado. Com

esses valores foi obtida a entalpia do sistema como função da pressão. A figura

3.14 apresenta a entalpia relativa do silicato de magnésio, por átomo, na fase

Ppv com respeito àquela na fase Pv.

A transição de fase Pv⇒ Ppv ocorre em P =100 GPa, em concordância com

outros resultados teóricos, que obtiveram esta transição em P = 98 GPa [99].

Essa transição também foi detectada experimentalmente, só que em 125 GPa,

mas em temperaturas de 2100 K. Como nossos resultados são para uma rede

estática na qual a temperatura não é considerada, exceto por efeitos de ponto

zero, podemos concluir que nosso resultado está em bom acordo com os re-

sultados experimentais. Para estudar o efeito desta transição nas velocidades

de propagação de ondas acústicas, calculamos o tensor elástico do MgSiO3 na

estrutura pós-perovskita para P = 100 GPa e a partir deste foram determina-

das as velocidades das ondas em diferentes direções do material, que estão
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Figura 3.14: Entalpia relativa do MgSiO3 na estrutura pós-perovskita (Ppv) com

respeito à entalpia na estrutura perovskita (Pv). Os valores estão normalizados por

fórmula.

mostradas na figura 3.15.

Para a maior parte das direções consideradas, verifica-se que de fato as ve-

locidades de propagação das ondas são maiores na estrutura pós-perovskita

do que na perovskita. Entretanto, existem algumas regiões em certas direções

onde as velocidades das ondas é maior na estrutura perovskita. Para obter uma

melhor compreensão do que ocorre nas condições termodinâmicas do manto

inferior, calculamos as velocidades das ondas acústicas em agregados isotrópi-

cos de MgSiO3, cujos resultados estão mostrados na figura 3.16.

Nossos resultados mostram que as velocidades das ondas acústicas apre-

sentam comportamentos muito similares em ambos agregados isotrópicos. A

velocidade das ondas P é cerca de 1% maior, à P =110 GPa, na estrutura pós-

perovskita do que na perovskita e a velocidade das ondas S é cerca de 2% maior

nesta mesma pressão. Estas mudanças tão pequenas nos valores das veloci-

dades das ondas acústicas devido à transição de fase Pv⇒ Ppv está de acordo

com dados experimentais, os quais afirmam que apenas esta transição da fase
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Figura 3.15: Velocidades das ondas acústicas no MgSiO3, em diferentes direções do

cristal, nas estruturas Pv (linhas azuis) e Ppv (linhas vermelhas) à pressão de 100

GPa. As linhas sólidas são as velocidades das ondas acústicas P e as pontilhadas

as velocidades das ondas acústicas S.

estrutural não é suficiente para explicar a descontinuidade D′′. Entretanto, sabe-

se também que impurezas de ferro no MgSiO3 apresentam uma transição as-

sociada ao estado magnético do sistema, passando de um estado de alto spin

para um de baixo spin em pressões equivalente àquelas do manto inferior. Essa

transição reduz o volume do material, aumentando os coeficientes elásticos e,

portanto, a velocidade de propagação das ondas sísmicas [42, 43, 100]. Este

fenômeno também é um modelo viável para descrever a descontinuidade D′′ e

tem sido alvo de inúmeras investigações [100–107]. Diferentemente desta ten-

dência, estudaremos neste trabalho a presença de carbono no manto inferior e

as consequências desta presença nas velocidades das ondas sísmicas.
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Figura 3.16: Velocidades das ondas acústicas em agregados isotrópicos de MgSiO3
nas estruturas perovskita (Pv) e pós-perovskita (Ppv). As linhas sólidas são as

velocidades das ondas acústicas P e as pontilhadas das ondas acústicas S.

3.7 Conclusões

Neste capítulo estudamos as propriedades estruturais, eletrônicas e elásticas

do MgSiO3, nas estruturas perovskita e pós-perovskita. Nossos resultados teó-

ricos para as propriedades estruturais e eletrônicas do MgSiO3 perovskita mos-

traram boa concordância com os dados experimentais disponíveis, indicando

que o método utilizado descreve bem este material. Estes cálculos foram reali-

zados primeiramente para pressão nula e em seguida incluiu-se efeitos báricos.

As constantes de rede diminuem com a pressão, mas as relações b/a e c/a

permanecem aproximadamente constantes, sendo que o eixo y deste material

é o menos compressível, enquanto que a compressibilidade dos eixos x e z são

da mesma ordem. A equação de estado foi calculada com os funcionais LDA e

GGA, sendo que o primeiro subestima enquanto que o segundo superestima os

volumes, em relação aos dados experimentais. Como os dados experimentais
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foram obtidos à temperatura ambiente, então, se efeitos térmicos forem intro-

duzidos na simulação, os parâmetros de rede obtidos com o funcional LDA au-

mentariam, aproximando-se dos valores experimentais. Assim, o funcional LDA

é mais adequado para a descrição da equação de estado deste material. Ape-

sar da grande mudança dos parâmetros de rede, as posições atômicas relativas

não são significativamente alteradas.

As características gerais das bandas mantém-se com o aumento da pres-

são. O gap de energia aumenta, mas continua sendo de transição indireta e a

forma da estrutura de bandas permanece aproximadamente a mesma, sendo

que a largura das bandas de energia aumenta. As características gerais das

bandas de energia mantém-se as mesmas com o aumento da pressão, assim

o fundo da banda de condução continua sendo formado por estados dos áto-

mos de magnésio e silício, enquanto que a banda de valência é primordialmente

formada pelos orbitais dos átomos de oxigênio.

Calculamos também as propriedades elásticas deste material como função

da pressão. O eixo y é o mais compressível em todas as pressões calculadas.

A compressibilidade dos eixos x e z é parecida, sendo que a do eixo z é ligei-

ramente maior em pressões mais baixas, mas menor em altas pressões. Com

estes coeficientes elásticos resolvemos a equação de Christoffel e calculamos

as velocidades como função da direção. O aspecto das curvas das velocidades

não é significativamente alterado com o aumento da pressão. Entretanto, a di-

ferença entre as velocidades máximas e mínimas aumenta e é mais acentuada

nas ondas P em comparação com as ondas S. Na direção (100) e para altas

pressões há uma diminuição brusca no valor das velocidades, que pode chegar

a 1,4%. Este comportamento é consistente com a variação da velocidade de

ondas sísmicas na região da descontinuidade D′′. O modelo aceito para esta

descontinuidade é uma transição da estrutura perovskita para a pós-perovskita.

Esta última é mais dura que a perovskita, resultando em maiores velocidades.

Entretanto, apenas esta transição não é capaz de explicar completamente este

aumento de velocidades na descontinuidade D′′. Assim, uma orientação prefe-

rencial dos eixos no MgSiO3 pode explicar esta região.

O MgSiO3 apresenta uma transição para uma estrutura pós-perovskita. Esta

também é uma estrutura ortorrômbica, mas de base centrada. Comparando a
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entalpia como função da pressão, nossos resultados indicam que a transição

ocorre a P =100 GPa, o que está de acordo com outros resultados. As propri-

edades eletrônicas e estruturais do MgSiO3 pós-perovskita também mostraram

boa concordância com os dados experimentais disponíveis. As velocidades

acústicas na estrutura Ppv são ligeiramente maiores do que na estrutura Pv.

Entretanto, nossos resultados mostram que esta diferença não é suficiente para

explicar a descontinuidade D′′

88



4 Compostos de carbono em altas
pressões

Therefore the problem is not so much, to see what nobody has yet seen, but rather to

think concerning that which everybody sees, what nobody has yet thought.

– Arthur Schopenhauer, Parerga and Paralipornena

4.1 Introdução

O carbono possui um papel fundamental para a compreensão do planeta, sendo

o elemento principal de todas biomoléculas. Nenhum outro elemento é tão im-

portante para a sustentabilidade da vida na Terra, incluindo a humana. O ciclo

do carbono próximo à superfície afeta o clima, a saúde de ecossistemas, a dis-

ponibilidade de energia barata etc. O estudo do carbono tem se concentrado

principalmente em seu efeito na superfície e atmosfera e muito se sabe sobre

o papel do carbono nessas regiões [35]. Entretanto, muito pouco é conheci-

do sobre o comportamento do carbono em regiões profundas do planeta. A

presença de CO2 em magmas e gases vulcânicos indicam uma presença signi-

ficativa de carbono no interior da Terra [108–110]. Além disso, alguns diamantes

apresentam inclusões de materiais provenientes do manto inferior. Como estas

inclusões são incorporadas na formação do cristal, elas indicam a presença de

carbono nessa região [37]. Com isso, estima-se que as regiões profundas da

Terra possam conter até 90% de todo o carbono do planeta [36]. Contudo, nosso

conhecimento do carbono nessas condições é limitado e diversas questões per-

manecem em aberto, tais como, por exemplo, quanto carbono é armazenado no
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interior do planeta? Quais são os reservatórios de carbono? Como o carbono é

armazenado no interior do planeta? Entre outras.

Como a solubilidade do carbono nos silicatos componentes do manto é

baixa, acredita-se que a maior parte do carbono oxidado no planeta esteja na

forma de carbonatos. Dessa forma, carbonatos de cálcio (CaCO3) e magnésio

(MgCO3) seriam as principais fontes de CO2 no interior do planeta [108], exis-

tindo evidências experimentais de sua formação nas condições do manto ter-

restre [111]. No entanto, detalhes de como o carbono é armazenado no interior

do planeta ainda não estão claros. Tanto o CaCO3 como o MgCO3 desempe-

nham um papel fundamental no ciclo do carbono global e no clima do planeta.

O conhecimento de propriedades estruturais e energéticas desses carbonatos

é vital para a compreensão do manto terrestre, especialmente do ciclo profundo

do carbono. Vários estudos têm se concentrado nas propriedades estruturais

desses carbonatos [108,112,113], mas poucos tem se preocupado com as pro-

priedades eletrônicas e elásticas destes materiais.

Neste capítulo, primeiramente, será apresentada uma revisão das estruturas

propostas na literatura para estes dois carbonatos. Em seguida, calcularemos

suas propriedades eletrônicas e seu tensor elástico, de tal forma a calcular a ve-

locidade de ondas sísmicas. Sabendo a velocidade das ondas acústicas nestes

minerais, pode-se comparar com os resultados apresentados na seção anterior

das velocidades acústicas no MgSiO3 e inferir a influência do carbono na pro-

pagação de ondas sísmicas no manto inferior. Isto pode ajudar a melhorar e

incrementar modelos geofísicos para descrever a estrutura terrestre.

4.2 Cristal de MgCO3

A pressões e temperaturas ambientes, a magnesita possui uma estrutura rom-

boédrica, grupo espacial R3c. Este grupo pode ser representado com os veto-

res de uma rede romboédrica ou de uma rede hexagonal. No caso de vetores

unitários romboédricos, a estrutura possui uma base com dez átomos, sendo

dois átomos de magnésio, dois átomos de carbono e seis átomos de oxigênio.

A rede hexagonal possui uma base com 30 átomos, sendo seis de magnésio,
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Tabela 4.1: Posições de Wyckoff dos átomos na célula do MgCO3 magnesita, grupo

espacial R3c, em função dos vetores unitários de uma rede romboédrica e de uma

hexagonal.

Romboédrica Hexagonal

Átomo Wyckoff x y z Wyckoff x y z

Mg 2b 0 0 0 6b 0 0 0

C 2a 0,25 0,25 0,25 6a 0 0 0,25

O 6e x -x + 0,5 0,25 18e x 0 0,25

seis de carbono e 18 de oxigênio. As posições de Wyckoff das posições atômi-

cas destas duas redes estão mostradas na tabela 4.1.

Como os vetores unitários da rede hexagonal guardam uma relação mais

simples com os eixos cartesianos, ela é utilizada, em geral, para analisar resul-

tados experimentais. Por outro lado, a rede romboédrica, ou trigonal, é a rede

primitiva da magnesita e, portanto, a que possui a menor base de átomos, o

que a torna mais adequada para a realização de simulações computacionais.

A relação entre as coordenadas internas dos átomos de uma rede com as da

outra é dada pela transformação:

~Xromb = ~Xhex






−1 1 0

1 0 −1
1 1 1




 (4.1)

em que ~Xromb representa as posições com relação aos vetores de uma rede

romboédrica e ~Xhex as posições com relação aos vetores de uma rede hexago-

nal. A figura 4.1 mostra a estrutura cristalina do MgCO3 na fase estrutural R3c,

nas redes romboédrica e hexagonal. Cada átomo de magnésio possui seis áto-

mos de oxigênio como primeiros vizinhos, enquanto cada átomo de carbono

possui três átomos de oxigênio.

Para obter os parâmetros estruturais, otimizou-se a célula do cristal para

diferentes valores de pressão, de -15 GPa a 150 GPa, através da utilização

de métodos de dinâmica molecular de célula variável, e os funcionais LDA e

GGA. A seguir, utilizou-se a equação de Birch-Murnaghan de segunda ordem
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Figura 4.1: Estrutura cristalina do MgCO3 na fase estrutural R3c, na rede romboé-

drica (esquerda) e hexagonal (direita). As esferas amarelas representam os átomos

de magnésio, as verdes os átomos de carbono e as vermelhas os átomos de oxigênio.

para se calcular os parâmetros da equação de estado e, consequentemente, os

parâmetros de rede do MgCO3 na rede romboédrica. Utilizando a relação (4.1),

obtivemos os parâmetros estruturais da rede hexagonal, para comparação com

dados experimentais. Estes valores estão mostrados na tabela 4.2.

De acordo com a tabela, quando comparados com dados experimentais dis-

poníveis, os parâmetros de rede são subestimados quando do uso do funcio-

Tabela 4.2: Parâmetros estruturais do MgCO3, obtidos da equação de estado, na

estrutura R3c, para uma rede hexagonal. O bulk modulus (K0) é dado em GPa

e a derivada do bulk modulus (K ′0) é adimensional. Resultados experimentais da

referência [114].

a (Å) c (Å) V0 (Å3) K0 K ′0

GGA 4,70 15,20 290,77 100 4,48

LDA 4,61 14,58 268,34 122 4,44

Exp. 4,63 15,02 279,28 119 4,02
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nal LDA, por cerca de 1-2%, e superestimados pelo funcional GGA, por cerca

de 1-3%. Devemos salientar que os valores teóricos foram obtidos a partir de

cálculos estáticos, representando a condição T = 0 K, exceto pelo efeito de

ponto zero. Por outro lado, os dados experimentais foram obtidos à temperatu-

ra ambiente. No entanto, considerando que a utilização da LDA subestima os

parâmetros de rede, esta parece ser uma melhor aproximação para descrever

este material, em comparação com a GGA, uma vez que a inclusão de efei-

tos térmicos aumentariam os valores dos parâmetros de rede, aproximando-os

dos valores experimentais. Em termos do bulk modulus, observa-se um com-

portamento inverso dos resultados com a utilização da LDA e GGA, quando

comparados com os dados experimentais. Novamente, os resultados estáticos

obtidos com o funcional LDA acarretam em uma melhor comparação com dados

experimentais, obtidos à temperatura ambiente, uma vez que efeitos térmicos

tendem a amolecer o material, o que reduziria o valor do bulk modulus, levando

os resultados com a LDA mais próximos dos valores experimentais.

Propriedades eletrônicas

Com os valores otimizados das constantes de rede, calculou-se a estrutura de

faixas de energia do material nas direções de alta simetria da primeira zona de

Brillouin da estrutura hexagonal. A figura 4.2 apresenta a estrutura de bandas

e as densidades de estados projetadas nos átomos (Mg, C e O), à pressão

nula, para o MgCO3 obtida utilizando o funcional LDA, onde o zero de energia

foi deslocado para o topo da banda de valência. A largura da faixa de ener-

gia proibida fundamental é de transição indireta M → Γ, e tanto com o uso do

funcional LDA como o GGA, seu valor é de 5,0 eV, valor este subestimado em

relação ao valor experimental de 6,00 eV.

A banda de valência do mineral é formada essencialmente pelos estados

ligantes 2p dos átomos de O, que apresenta largura de cerca de 8 eV, sendo

composta por duas sub-bandas, separadas por aproximadamente 1,5 eV. O

fundo da banda de condução é formado, prioritariamente, pelos estados s e p

antiligantes dos átomos de magnésio e carbono. Do ponto de vista puramente

iônico, na formação da unidade MgCO3 do mineral, os átomos de oxigênio, pos-
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Figura 4.2: Estrutura de bandas e densidades de estados (DOS) do MgCO3 (R3c)

projetadas nos átomos de Mg, C e O, obtidas com a utilização do funcional LDA.

suindo uma configuração eletrônica de valência 2s22p4, passam para a configu-

ração iônica O2−, recebendo seis elétrons dos átomos de magnésio e carbono.

Por outro lado, os átomos de magnésio e carbono, respectivamente, que pos-

suem configurações eletrônicas de valência 3s2 e 2s22p2, doam dois e quatro

elétrons, respectivamente, para os átomos de oxigênio, adquirindo as configura-

ções iônicas Mg2+ e C4+. Os estados s e p dos íons de Mg e C, eletronicamente

desocupados, contribuem para a formação do fundo da banda de condução en-

quanto que os estados p dos íons de O, eletronicamente ocupados, contribuem

para a formação da banda de valência.

Propriedades elásticas

As rochas que compõem o planeta são formadas por cristais, orientados em di-

versas direções, de tal forma que, na média, o planeta pode ser considerado iso-

trópico [68], possuindo apenas dois coeficientes elásticos, como, por exemplo, o

módulo de compressibilidade (K) e o módulo de cisalhamento (µ). O módulo de
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compressibilidade é um parâmetro que pode ser obtido diretamente da equa-

ção de estado. O módulo de cisalhamento, por sua vez, é mais complexo de

ser calculado, sendo que seu valor deve ser extraído através de valores médios

dos coeficientes elásticos, como visto no capítulo 3. Os coeficientes elásticos

foram calculados utilizando os métodos descritos no capítulo 2 e já utilizados no

capítulo 3 para o cálculo do tensor elástico do MgSiO3. O MgCO3, por pertencer

à classe cristalina 3m, possui seis coeficientes elásticos independentes [67]. O

tensor elástico completo, na notação de Voigt, escreve-se:

Ci j =














C11 C12 C13 C14 0 0

C12 C11 C13 −C14 0 0

C13 C13 C33 0 0 0

C14 −C14 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 −2C14
0 0 0 0 −2C14 C†66














.

†C66 =
1
2
(C11 − C12)

(4.2)

Os valores destes coeficientes elásticos podem ser obtidos efetuando-se

três distorções no sistema, como apresentadas no apêndice B. Utilizando a re-

lação entre stress e strain, calculamos as componetes do tensor para o MgCO3
na estrutura R3c, para pressão nula, obtidos com o funcional LDA, apresenta-

das na tabela 4.3. Nesta tabela também estão apresentos dados experimentais

obtidos através de medidas de espectroscopia de Brillouin e difração de raios-

X [115]. Nossos resultados são para uma rede estática na qual a temperatura

não é considerada, enquanto os dados experimentais foram obtidos à tempera-

tura ambiente. A inclusão de efeitos térmicos tende a deixar os materiais mais

"moles", fazendo com que nossos resultados se tornem mais consistentes com

os dados experimentais. Além disso, há uma correlação inversa entre o volume

e a compressibilidade [98]. Assim, é esperado que resultados obtidos com o

funcional LDA superestimem os coeficientes elásticos.

Como nosso principal objetivo é entender a influência do carbono na propa-

gação de ondas sísmicas no manto inferior, é interessante, neste ponto, elabo-

rar uma comparação entre os valores das componentes do tensor elástico do
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Tabela 4.3: Componentes do tensor elástico (Ci j), em GPa, do MgCO3 na estrutura

R3c. Resultados experimentais da referência [115].

Ci j Teórico Exp.

C11 283 261

C33 166 158

C44 64 58

C12 85 74

C13 71 60

C14 25 20

MgCO3 e do MgSiO3, mostrados na tabela 4.4.

O MgSiO3 possui nove coeficientes elásticos independentes, enquanto que

o MgCO3 possui seis. Apesar do tensor elástico do MgSiO3 possuir um maior

número de componentes independentes, sua matriz é bloco diagonalizada, ape-

sar deste cristal ser menos simétrico do que o MgCO3. Adicionalmente, pode-

mos notar que os coeficientes elásticos do MgCO3 são significativamente me-

Tabela 4.4: Coeficientes elásticos Ci j , em GPa, do MgSiO3, na estrutura perovskita,

e do MgCO3, na estrutura R3c, à pressão nula.

Ci j MgCO3 MgSiO3

C11 283 479

C22 283 544

C33 166 474

C44 64 202

C55 64 173

C66 99 156

C12 85 136

C13 71 136

C23 71 153

C14 25 0
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nores do que os do MgSiO3. Desta forma, podemos afirmar que a magnesita é

mais "mole" do que o MgSiO3 perovskita, principal formador do manto terrestre.

Como a velocidade de propagação de ondas acústicas é diretamente proporci-

onal aos coeficientes elásticos, isto é um indicativo de que a velocidade destas

ondas poderá ser menor na magnesita do que na perovskita 1.

A anisotropia de ondas sísmicas é um efeito observado em diversos estudos

de sismologia e pode nos dizer muito sobre o interior do planeta. Utilizamos

o tensor elástico para calcular a velocidade das ondas acústicas em diferentes

direções do material. Para tanto resolvemos a equação de Christoffel [67]:

[
Ci jklnjnl − ρV 2δik

]
pk = 0 (4.3)

em que Ci jkl são as componentes do tensor elástico, ni são versores que indi-

cam a direção considerada, ρ é a densidade, V é a velocidade e pk é o vetor

de polarização da onda. Esta equação mostra que a velocidade de propagação

é proporcional ao valor das componentes do tensor elástico, mas inversamente

proporcional à densidade. A densidade do MgCO3 é menor que a do MgSiO3
enquanto que os coeficientes elásticos são bem menores na magnesita, como

mostra a tabela 4.4. Isso faz com que a velocidade de propagação de ondas

sísmicas seja significativamente menor na magnesita, em todas as direções

consideradas, do que no MgSiO3, perovskita, como mostra a figura 4.3.

Podemos notar, também, que a magnesita apresenta uma maior variação

nas velocidades com relação à direção considerada, quando comparamos com

o MgSiO3, implicando que a magnesita é mais anisotrópica. Seguindo o mesmo

procedimento apresentado no capítulo 3 para o MgSiO3, equações 3.8, deter-

minamos a anisotropia do MgCO3. A tabela 4.5 apresenta a anisotropia da

velocidade de propagação das ondas acústicas P e S destes dois materiais.

A magnesita é muito mais anisotrópica do que o MgSiO3, o que pode ter

implicações importantes para regiões do manto com alta concentração de car-

bono, onde a formação de magnesita pode ser favorável. Como a velocidade

das ondas na magnesita é menor que no MgSiO3, uma alta concentração de

1A velocidade de ondas acústicas depende não apenas dos módulos de elasticidade, mas também

da densidade do material. Por isso, apenas o fato dos coeficientes elásticos serem menores não

implica, necessariamente, que as velocidades também serão.
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Figura 4.3: Velocidade de propagação de ondas acústicas P (VP) e S (VS), em

diferentes direções do cristal, no MgCO3 na estrutura R3c (magnesita) e no MgSiO3
perovskita.

Tabela 4.5: Anisotropia da velocidade de propagação das ondas acústicas P e S do

MgSiO3 perovskita e do MgCO3 na estrutura R3c.

Anisotropia MgCO3 MgSiO3

AP 28,06 8,34

AS1 19,25 13,58

AS2 29,62 12,03

carbono, favorável à formação de MgCO3, ocasionará uma diminuição na velo-

cidade das ondas sísmicas. Assim, a presença de átomos de carbono pode ser

a causa da existência de zonas de baixa velocidade no planeta. Entretanto, es-
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tes resultados são para pressão nula. É preciso considerar efeitos báricos para

que tais resultados sejam aplicáveis ao interior da Terra. Na próxima seção são

apresentados resultados para altas pressões.

Comportamento do MgCO3 sob altas pressões

O MgCO3 apresenta diversas formas cristalinas. Vários experimentos [116,117]

mostram que a estrutura R3c é estável até pressões de cerca de 80 GPa. En-

tretanto, Isshiki et al., em experimentos de difração de raios-X, detectaram uma

transição de fase em pressões da ordem de 115 GPa e temperaturas entre

2100 e 2200 K [118]. Apesar dos autores terem proposto uma estrutura ortor-

rômbica, eles não foram capazes de obter informações mais refinadas para esta

estrutura. Diversas outras estruturas foram propostas para a magnesita a altas

pressões [108,119,120] e todas elas são energeticamente muito próximas entre

si. De qualquer forma, atualmente, a estrutura mais estável a altas pressões,

do ponto de vista energético, é aquela proposta por Oganov et al. [113] que,

utilizando métodos baseados em algoritmos genéticos, previu uma transição da

fase R3c para uma fase monoclínica, grupo espacial C2/m, à pressão de 91

GPa [113]. Recentemente, Pickard e Needs [108] estudaram diversas estrutu-

ras e verificaram uma possível fase triclínica estável, em um pequeno intervalo

de pressão, entre a romboédrica (R3c) e a monoclínica (C2/m) [108]. Como ela

aparenta ser estável apenas em um intervalo muito pequeno de pressão, ela

não será investigada neste trabalho. De qualquer modo, na faixa de valores de

pressão de interesse geofísico (P ≤140 GPa), os resultados de todas essas in-

vestigações concordam que, em baixas pressões, o MgCO3 permanece na fase

R3c e, a pressões mais elevadas, na fase C2/m.

Estrutura monoclínica

A estrutura monoclínica do MgCO3, grupo espacial C2/m, possui uma base com

30 átomos, sendo seis átomos de magnésio, divididos em três espécies, seis

átomos de carbono, também divididos em duas espécies, e 18 átomos de oxi-

gênio, divididos em seis espécies. As posições internas dos átomos em relação

aos parâmetros de rede da estrutura monoclínica, também designada como
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Tabela 4.6: Posições de Wyckoff dos átomos na rede do MgCO3 na estrutura

monoclínica, grupo espacial C2/m à P =100 GPa.

Átomo Wyckoff x y z

Mg1 4g 0,00000 0,75372 0,00000

Mg2 4i 0,32302 0,50000 0,69732

Mg3 4i 0,93518 0,50000 0,65431

C1 8j 0,37049 0,32106 0,32672

C2 4i 0,23155 0,50000 0,03550

O1 4i 0,09256 0,50000 0,89611

O2 8j 0,34903 0,16655 0,42869

O3 8j 0,50806 0,30973 0,26729

O4 4i 0,36582 0,50000 0,97246

O5 4i 0,35178 0,50000 0,42732

O6 8j 0,22500 0,33201 0,15891

magnesita-II, foram otimizadas à pressão de 100 GPa e estão mostradas na

tabela 4.6, onde está utilizada a nomenclatura de Wyckoff.

Uma representação do arranjo dos átomos do MgCO3 na estrutura mono-

clínica está apresentada na figura 4.4, em que os átomos de oxigênio formam

tetraedros ao redor dos átomos de carbono, enquanto os átomos de magnésio

possuem coordenação 8 e 10.

O estudo da estabilidade destes sistemas, em função da pressão, pode ser

efetuado através da energia livre de Gibbs (G(P, T ) = H − TS) ou pela entalpia

(H), se à temperatura nula. Assim, desprezando efeitos térmicos, estudamos

a estabilidade destes sistemas obtendo suas respectivas entalpias em função

da pressão. A figura 4.5 apresenta as entalpias relativas, com respeito àquela

da estrutura na fase R3c, da fase C2/m, assim como de duas outras fases adi-

cionais, C2/c e C2221, que foram propostas como possíveis estruturas para o

MgCO3 a altas pressões [108,119–121].

Pelos resultados apresentados na figura, percebe-se que as fases C2/c e

C2221 não são estáveis no intervalo de pressões considerado. Adicionalmente,

100



Capítulo 4: Estabilidade de compostos de carbono em altas pressões

Figura 4.4: Estrutura cristalina do MgCO3 na fase monoclínica (C2/m). As esferas

amarelas representam os átomos de magnésio, as verdes os átomos de carbono e

as vermelhas os átomos de oxigênio.

−2

−1

 0

 1

 2

 3

 20  40  60  80  100  120  140

∆H
 (

eV
/á

to
m

o)

P (GPa)

R−3c
C2/m
C2/c

C2221

Figura 4.5: Entalpias relativas (∆H) do MgCO3, calculadas com o funcional LDA,

para as fases C2/m (linha azul), C2/c (linha laranja) e C2221 (linha verde), com

respeito à fase R3c (linha vermelha).
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para valores de pressão até 150 GPa, as únicas estruturas estáveis são de fato

as fases R3c e C2/m. Encontramos que a pressão da transição de fase da

estrutura R3c para a C2/m é P =76 GPa, valor este em boa concordância com

valores experimentais [116,117] e com aquele previsto por cálculos utilizando o

funcional GGA, onde a pressão de transição foi P =91 GPa [113].

Apresentamos na figura 4.6 os resultados da equação de estado do MgCO3
nas estruturas R3c e C2/m, obtidas utilizando-se os funcionais LDA e GGA.

Para este material, também, podemos concluir que a utilização do funcional

LDA é mais apropriada para a descrição da equação de estado, uma vez que

os dados experimentais foram obtidos à temperatura ambiente, e introdução de

efeitos térmicos nas simulações aproximariam os resultados LDA dos valores

experimentais.

Como esperado, os resultados obtidos com o funcional GGA superestimam

o volume, quando comparados com dados experimentais, enquanto aqueles
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Figura 4.6: Resultados da equação de estado do MgCO3 nas fases R3c e C2/m cal-

culadas com o funcional LDA (linhas contínuas) e GGA (linhas tracejadas). Dados

experimentais são da referência [116].
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obtidos com o funcional LDA subestimam. A transição de fase da estrutura rom-

boédrica (R3c) para a estrutura monoclínica (C2/m), acontece para P =76 GPa,

utilizando o LDA, e para P = 90 GPa, para o GGA. Podemos notar que nes-

ses valores de pressão, há uma grande redução no volume da célula primitiva.

Lembrando que o bulk modulus K é uma medida do quão difícil é se comprimir

um corpo, e como há uma relação inversa entre K e o volume, então volumes

menores representam que o mineral apresenta K maiores. A velocidade das

ondas acústicas depende diretamente do valor de K, de tal forma que esta re-

dução no volume, na região de transição de fase estrutural, pode acarretar uma

mudança drástica nas velocidades sísmicas.

Calculamos as propriedades eletrônicas do MgCO3 nas estruturas romboé-

drica (R3c) e monoclínica (C2/m), na pressão de transição de fase estrutural,

P = 76 GPa, utilizando o funcional LDA. A figura 4.7 apresenta as densidades

de estados (DOS) destas duas fases.

Inicialmente, comparando a DOS da fase romboédrica (R3c) à P = 76 GPa

com aquela obtida à P = 0 (figura 4.2) podemos observar que a aplicação da

pressão causa um pequeno alargamento nas bandas de energia do MgCO3,

pois com a diminuição do volume o sistema passa a apresentar maior dispersão

nos estados p dos átomos de oxigênio que compõem a banda de valência, cuja

largura era de 8 eV e passa a ser de aproximadamente 10 eV. Além disso, o gap

aumenta um pouco, pois a energia que separa os estados ligantes (banda de

valência) daqueles antiligantes (banda de condução) aumenta com a diminuição

do volume.

Comparando as DOS do MgCO3 nas fases R3c e C2/m, à P = 76 GPa, fi-

gura 4.7, observa-se que a grande redução no volume na pressão da transição

R3c ⇒ C2/m (figura 4.6) causa um aumento substancial na dispersão dos es-

tados que compõem a banda de valência, de modo que para a fase C2/m, em

relação à R3c, o aumento desta banda é de cerca de 3 eV. Adicionalmente,

observa-se que a largura do gap, também, apresenta um grande aumento, pas-

sando de ≈ 5 eV para ≈ 7 eV. Em ambas fases, a composição das bandas é

essencialmente a mesma, ou seja, a banda de valência do mineral é, especial-

mente, formada pelos orbitais (ocupados) dos átomos de oxigênio no estado de

oxidação −2, enquanto o fundo da banda de condução é formado por estados
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Figura 4.7: Densidade de estados (DOS) do MgCO3 nas estruturas romboédrica

(R3c − linhas azuis) e monoclínica (C2/m − linhas vermelhas) na pressão de tran-

sição de fase estrutural P =76 GPa).

(desocupados) dos átomos de magnésio e carbono nos estados de oxidação

+2 e +4, respectivamente.

Propriedades elásticas - Estrutura R3c

Utilizando a metodologia descrita anteriormente para o cálculo do tensor elás-

tico à pressão nula, calculou-se as componentes deste tensor para a estrutura

R3c do MgCO3, para valores da pressão entre 0 e 150 GPa, cujos valores estão

dados na tabela 4.7. Conforme esperado, os valores dos coeficientes elásticos

aumentam com o aumento da pressão.

Na figura 4.8 apresentamos o gráfico das componentes do tensor elástico Ci j
em função da pressão para evidenciar o efeito e o grau da influência da pressão

nestas componentes. Percebe-se que os valores de todas as componentes do
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Tabela 4.7: Componentes do tensor elástico (Ci j) do MgCO3 na estrutura R3c, em

função da pressão aplicada (P ). As unidades estão em GPa.

P 0,1 5,2 10, 3 15, 4 20, 4 25, 4 30, 3 40, 4 50, 3 75, 4 100, 5 150, 6

C11 283 320 354 387 418 447 476 531 584 709 826 1041

C33 166 189 212 234 256 279 300 341 381 478 571 747

C44 64 73 81 89 96 103 110 123 135 162 186 228

C12 85 103 121 138 156 173 191 225 259 343 425 583

C13 71 91 110 129 147 165 182 217 251 333 413 565

C14 25 31 37 42 46 50 55 63 69 86 101 124

tensor aumentam com o aumento da pressão. Percebe-se que a pressão tem

um maior efeito nas componentes diagonais C11 e C33, enquanto a componente

C44 é pouco afetada. Este comportamento também é observado para os outros

coeficientes, em que as componentes C12 e C13 são mais afetadas do que a C14.

Esta tendência evidencia a anisotropia da magnesita. A partir do tensor elástico,
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Figura 4.8: Coeficientes elásticos Ci j do MgCO3 na estrutura R3c, em função da

pressão aplicada (P).
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obtivemos as velocidades de propagação das ondas acústicas em função da

pressão. A figura 4.9 mostra, para diferentes direções do cristal MgCO3 (R3c),

as velocidades das ondas às pressões P =0 e P =76 GPa, pressão na qual a

magnesita sofre uma transição de fase para a estrutura monoclínica (C2/m).

Comparando-se os resultados obtidos para as pressões P =0 e P =76 GPa,

observa-se um aumento das velocidades, tanto das ondas P, como das ondas

S, com o aumento da pressão. A forma das curvas das velocidades das ondas P

se mantém aproximadamente inalterada, e a velocidade máxima destas ondas

apresenta um aumento de 39%, enquanto que para a velocidade mínima ele é

de 44%. Portanto, a diferença entre as velocidades máxima e mínima diminui,

o que implica numa menor anisotropia na propagação das ondas P. Para as on-

das acústicas S, obtivemos que para uma delas a velocidade máxima aumenta

30% e a mínima 12%, intensificando a anisotropia desta onda. A figura 4.10

mostra a variação da anisotropia, como função da pressão, das velocidades
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Figura 4.9: Velocidade de propagação das ondas acústicas P (VP) e S (VS), em

diferentes direções do material, no MgCO3 na estrutura R3c, à pressão nula e na

pressão de transição de fase (P =76 GPa).
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Figura 4.10: Anisotropia, em função da pressão, das velocidades de propagação das

ondas acústicas P (VP) e S (VS1 e VS2) no MgCO3, na estrutura R3c.

das ondas acústicas P e S. Pode-se observar que o comportamento da aniso-

tropia das velocidades das ondas P (VP) e S2 (VS2), é semelhante, variando de

forma aproximadamente linear, diminuindo com a pressão, sendo que a onda

S2 é um pouco mais anisotrópica que a onda P. Entretanto, a anisotropia da

velocidade das ondas S1 (VS1), tem um aumento significativo com o aumento da

pressão, chegando a ser duas vezes maior a pressões de 150 GPa do que à

P =0. Mesmo na pressão em que ocorre a transição para a estrutura C2/m (em

torno de 76 GPa), a anisotropia é cerca de 50% maior. Isso pode ter impor-

tantes consequências geofísicas, já que é um fato bem conhecido que rochas

sedimentares podem apresentar anisotropia sísmica [40, 122]. Isto implica que

há uma grande variação da velocidade das ondas S com a direção do cristal.

Como a anisotropia da velocidade de apenas uma das ondas S aumenta, en-

quanto a da outra diminui, caso este cristal tenha uma orientação preferencial,

esta anisotropia poderia, em princípio, ser detectada em ondas sísmicas libe-

radas por terremotos, pois os tempos de chegada das duas ondas S seriam
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diferentes. Este tipo de medida pode ser feito e poderia ter como consequência

informações da composição do manto, como a formação de outros minerais,

com anisotropias maiores que a apresentada pelo MgSiO3, como é o caso do

MgCO3. Isto pode ser usado para restringir (ou ampliar) os possíveis minerais

utilizados em modelos geofísicos.

Propriedades elásticas - Estrutura C2/m

A estrutura C2/m, como mostra a figura 4.4, é monoclínica de base centrada.

Dessa forma, por pertencer à classe cristalina 2/m, possui 13 coeficientes elás-

ticos independentes [67]. Utilizando a relação entre o stress e o strain, este

tensor elástico pode ser calculado com seis distorções no sistema, mostradas

no apêndice B. A tabela 4.8 mostra os coeficientes elásticos obtidos como fun-

ção da pressão.

Tabela 4.8: Coeficientes elásticos (Ci j) para o MgCO3 na estrutura C2/m como

função da pressão (P ). As unidades estão em GPa.

P C11 C22 C33 C44 C55 C66 C12 C13 C15 C23 C25 C35 C46

20,7 393 497 408 32 109 131 187 113 34 163 43 14 1

31,2 469 557 493 77 122 150 214 157 31 200 49 17 10

41,3 533 616 567 102 134 167 238 194 29 232 54 21 14

51,3 591 672 634 121 144 182 262 228 28 262 59 25 19

61,4 644 732 688 137 157 196 287 260 26 292 65 42 22

71,0 713 777 756 149 162 208 306 274 31 314 65 32 26

80,8 741 827 814 160 169 221 335 319 24 346 72 37 30

90,7 788 876 869 171 177 232 359 349 24 373 77 42 34

100,6 833 923 922 180 184 242 383 378 23 399 80 46 38

110,5 877 969 975 188 191 252 408 406 23 426 83 51 42

120,4 920 1014 1025 196 198 261 432 434 23 452 86 56 46

130,3 962 1058 1076 203 205 269 456 462 24 478 88 61 50

140,3 1004 1102 1125 210 213 278 480 489 25 503 91 68 54

150,2 1045 1145 1173 217 221 285 505 516 27 528 93 73 57

Novamente, como verificado para o MgCO3 na estrutura R3c (tabela 4.7),

há um aumento nos valores dos coeficientes elásticos conforme a pressão au-
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menta. Também nota-se que a baixas pressões, o eixo y é o menos compres-

sível, mas conforme a pressão aumenta, a menor compressibilidade passa a

ser a do eixo z . Comparando a tabela 4.8 com a 4.7 vê-se que os valores

dos coeficientes elásticos, respectivos, não variam muito de uma estrutura para

a outra. Comparando ainda estas com a tabela 3.7, do capítulo 3, vê-se que

os coeficientes elásticos do MgCO3 são consideravelmente menores do que os

respectivos valores de Ci j do MgSiO3. Este resultado sugere que a substituição

dos radicais silicato pelos carbonato amolece o material resultante e poderia

ser um processo favorável em condições de alta pressão. Assim, a incorpo-

ração de carbono em agregados de MgSiO3 seria energicamente favorável no

manto inferior e o carbono estaria dissociado da matriz de MgSiO3.

Na figura 4.11 apresentamos o gráfico das componentes Ci j do tensor elás-

tico, em função da pressão, para evidenciar o efeito e o grau da influência da

pressão nestas componentes.

Podemos observar que a partir de 100 GPa, o eixo y passa a ser o mais

compressível. Nota-se também que as componentes C55 e C44 passam a ser

 0

 200

 400

 600

 800

 1000

 1200

 50  75  100  125  150

C
ij 

(G
P

a
)

P (GPa)

C11
C22
C33
C44
C55
C66
C12
C13
C15
C23
C25
C35
C46

Figura 4.11: Coeficientes elásticos (Ci j), como função da pressão, para o MgCO3
na estrutura C2/m.
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praticamente iguais a partir de 100 GPa. A partir do tensor elástico, obtivemos

as velocidades acústicas, em função da pressão. Assim, da mesma forma que

mostramos para a estrutura R3c, obtivemos as velocidades das ondas acústicas

P e S em diversas direções do cristal. Os cálculos foram feitos na pressão de

transição de fase R3c⇒ C2/m de 76 GPa. Assim, apresentamos na figura 4.12

as velocidades de propagação das ondas acústicas, no MgCO3 para diversas

direções do cristal, nas fases R3c e C2/m, na pressão de transição.

Em determinadas direções, as alterações na velocidade são praticamente

desprezíveis, enquanto que em outras direções, como na (001) para as ondas

P, a velocidade das ondas acústicas varia drasticamente. A velocidade máxima

das ondas P não sofre variação significativa entre as duas estruturas, variando

cerca de 2%. Entretanto a velocidade mínima é bem menor na estrutura R3c,
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Figura 4.12: Velocidade de propagação das ondas acústicas P (VP) e S (VS), na

pressão de transição (P =76 GPa), no MgCO3 em diversas direções do cristal, nas

estruturas R3c e C2/m.
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apesar dela ser mais simétrica que a C2/m. O mesmo ocorre, em menor es-

cala, para as duas ondas S. Isso é uma evidência de que a anisotropia na es-

trutura C2/m é menor, como pode ser verificado na figura 4.13, que apresenta

a anisotropia das velocidades das ondas P e S, com a pressão, no MgCO3 nas

estruturas R3c e C2/m.

A baixas pressões, a anisotropia das velocidades das ondas P (VP) na estru-

tura C2/m é menor que na estrutura R3c, enquanto a anisotropia das ondas VS1
é muito maior, chegando a 55%. Com o aumento da pressão percebe-se um

comportamento inverso, em que a anisotropia das ondas VS1 na estrutura C2/m

é significativamente reduzida, chegando a ter valores equivalentes aos da onda

VS2, sendo que na estrutura R3c ela aumenta para quase o dobro em pressões

de 150 GPa. Portanto, para pressões em que ocorre a transição de fase da es-

trutura R3c para a C2/m, é esperado uma redução na anisotropia de tal forma

que orientações preferenciais dos cristais não influenciam significativamente as

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 0  25  50  75  100  125  150

R
−
3c

C2/m

VP
VS1
VS2

A
n
is

o
tr

o
p
ia

 (
%

)

P (GPa)
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como função da pressão no MgCO3, nas estruturas R3c e C2/m.
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velocidades de propagação.

Agregados isotrópicos

Conforme mencionado no capítulo 2, como as rochas que formam os plane-

tas estão orientadas em diversas direções aleatoriamente, pode-se considerá-

lo aproximadamente isotrópico. Para se calcular as propriedades elásticas de

agregados isotrópicos destes cristais, utilizamos as médias de Voigt-Reuss-Hill,

já utilizadas para descrever agregados de MgSiO3 no capítulo 3. Estas médias

nos proporcionam os módulos de compressibilidade e de cisalhamento destes

materiais, com os quais é possível calcular as velocidades VP e VS destes agre-

gados. A figura 4.14 mostra a velocidade de propagação das ondas acústicas

P e S em agregados isotrópicos de MgCO3 e MgSiO3.

Estão mostradas as velocidades em agregados compostos pela estrutura

mais estável na pressão considerada, sendo que a mudança da linha contínua

para tracejada marca a mudança de fase estrutural. Para o MgCO3, na pressão

de transição, devido à mudança de fase da estrutura R3c para a C2/m, há um

aumento de cerca de 1,5% na velocidade das ondas P e de 4,0% na velocidade

das ondas S. Como a concentração de carbono no interior do planeta é baixa,

quando comparada à de outros elementos, em uma região rica em magnesita

a descontinuidade nas velocidades de ondas sísmicas devido a essa transição

de fase não deve ter nenhum efeito em medidas de tempos de chegada. A

linha preta na figura 4.14 mostra as velocidades de agregados isotrópicos de

MgSiO3 nas estrutura perovskita (linha contínua) e pós-perovskita (linha trace-

jada), apresentadas no capítulo 3. Percebe-se que as velocidades na magnesita

são cerca de 10% menores do que no MgSiO3. É interessante notar que a va-

riação das velocidades das ondas na estrutura perovskita são similares às das

velocidades na estrutura pós-perovskita, e que na pressão de transição a des-

continuidade é desprezível para as ondas P e muito pequena para as ondas

S. Esta transição algumas vezes é considerada a causa de algumas desconti-

nuidades nas velocidades de ondas sísmicas, principalmente na região D′′ do

manto. Nossos resultados indicam que apenas esta transição de fase estru-

tural é insuficiente para explicar tais descontinuidades e corroboram trabalhos
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Figura 4.14: Velocidade de propagação das ondas acústicas P (VP) e S (VS) em

agregados isotrópicos de MgCO3 e de MgSiO3. A mudança de linha contínua para

tracejada marca a mudança de fase estrutural. No caso do MgCO3, da estrutura

R3c para a C2/m e no caso do MgSiO3 da estrutura perovskita (Pv) para a pós-

perovskita (Ppv).

anteriores nesta direção [77], sendo que outras causas também devem ser con-

sideradas, tais como uma orientação preferencial dos eixos do cristal ou uma

diferenciação química.

Uma comparação entre as velocidades de agregados isotrópicos de MgSiO3
e de MgCO3 pode fornecer alguma luz sobre as propriedades físicas e quími-

cas de camadas profundas do manto inferior. Nestas regiões, a fase estável

do MgCO3 é a C2/m, enquanto que o MgSiO3 está na fase perovskita ou pós-

perovskita, dependendo da pressão [18, 96, 123]. Já está bem consolidado na

literatura que existem regiões no manto inferior nas quais são observadas on-

das acústicas mais lentas [18, 124, 125]. Estas regiões possuem propriedades
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distintas e são rotuladas como Zona de Baixa Velocidade (Low Velocity Zone,

LVZ), Zona de Ultra-Baixa Velocidade (Ultra-Low Velocity Zone, ULVZ) e Larga

Província de Ondas Secundárias de Baixa Velocidade (Large Low Shear Velo-

city Provinces, LLSVP). As LVZ ocorrem no topo do mando superior e têm como

característica principal uma redução de cerca de 5% nas ondas S. Já as ULVZ

ocorrem no manto inferior, próxima à fronteira com o núcleo e nelas há uma re-

dução grande tanto na velocidade das ondas S como na das ondas P [19,125].

Diversos modelos já foram propostos para explicar as propriedades dessas re-

giões, como fusão parcial dos minerais, alta concentração de ferro, presença

de água e até a presença da fase pós-perovskita no manto inferior [18]. Es-

tas regiões têm natureza distinta, com diferentes origens química e física e até

mesmo perfis de temperatura díspares. Considerando o perfil destas zonas de

baixa velocidade, particularmente seus contornos nítidos, está claro que apenas

propriedades termodinâmicas não podem explicar estas zonas. Além disso, se

a fronteira entre o manto e o núcleo possui uma composição homogênea, então

esse tipo de explicação requer que a ULVZ seja global. Entretanto, em várias

regiões da fronteira do manto com o núcleo faltam evidências da presença des-

sas ULVZ ou até não possuem tal redução na velocidade [17, 126]. Portanto,

alguma diferenciação química deve ser considerada para explicar essas propri-

edades [17,21].

Baseado em nossos resultados, investigamos a possibilidade de que algu-

mas dessas zonas de baixa velocidade possam estar associadas com a pre-

sença de carbonatos próximos à fronteira entre o núcleo e o manto. Estas

regiões profundas possuem pressões entre 100 e 130 GPa. De acordo com os

resultados mostrados na figura 4.14 para estas pressões, as velocidades sís-

micas em agregados de MgCO3 são consideravelmente menores que àquelas

do MgSiO3 em mais de 5% nas ondas P e 10% nas ondas S. Portanto, estes

resultados sugerem que o MgCO3 possa estar presente no manto inferior e ser

o mineral responsável pelas zonas de baixa velocidade observadas nestas pro-

fundidades. Adicionalmente, estes resultados determinam que o carbono pode

estar armazenado no manto inferior na forma deste carbonato.
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4.3 Cristal de CaCO3

Junto com o MgSiO3 e o MgO, o CaSiO3 é um dos principais minerais no manto

inferior. Assim, a evidência de presença de carbono no manto levanta a questão

de como ocorre sua incorporação nesses minerais dominantes na composição

do manto. Enquanto a seção anterior discutiu o MgCO3, nesta seção discutire-

mos as propriedades físicas do CaCO3, outro mineral no qual o carbono pode

estar incorporado. O cristal de CaCO3 é bem mais complexo do que a mag-

nesita, possuindo diversos polimorfos. A fase mais estável, à temperatura e

pressão ambiente, é a calcita; a aragonita é uma fase que pode ser estabilizada

em condições ambientes, mas é mais estável em altas pressões, e a vaterita,

que é a fase menos comum. A forma mais estável à temperatura e pressão

ambientes é a calcita, cuja estrutura romboédrica está mostrada na figura 4.15.

Ela é pertencente ao grupo espacial R3c, sendo isoestrutural ao MgCO3.

Da mesma forma que na magnesita, na calcita cada átomo de cálcio possui

seis átomos de oxigênio como primeiros vizinhos e cada átomo de carbono

Figura 4.15: Estrutura cristalina do CaCO3 com grupo espacial R3c, na rede rom-

boédrica (esquerda) e hexagonal (direita). As esferas azuis representam os átomos

de cálcio, as verdes os átomos de carbono e as vermelhas os átomos de oxigênio.
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possui três átomos de oxigênio. Utilizando os métodos já descritos, calculou-

se as propriedades estruturais a pressão nula, primeiro efetuando-se cálculos

para uma faixa de pressão de -15 GPa a 150 GPa e, em seguida, utilizando-se

a equação de Birch-Murnaghan de segunda ordem para calcular os parâmetros

da equação de estado. Este procedimento foi feito utilizando-se os funcionais

LDA e GGA e os resultados estão mostrados na tabela 4.9.

Tabela 4.9: Parâmetros da equação de estado do CaCO3 calcita (R3c). Resul-

tados experimentais são das referências [127, 128]. Os resultados obtidos estão

relacionados com a célula hexagonal para facilitar a comparação com dados experi-

mentais. O bulk modulus (K0) é dado em GPa e a derivada do bulk modulus (K ′0)

é adimensional.

a (Å) c (Å) V0 (Å3) K0 K ′0

GGA 5,05 17,29 381,19 70 3,43

LDA 4,96 16,53 352,45 72 3,93

Exp. 4,99 17,07 368,11 73 4,00

De acordo com a tabela, quando comparados com dados experimentais dis-

poníveis, os parâmetros de rede são subestimados quando do uso do funcional

LDA e superestimados pelo funcional GGA. Devemos salientar que os valores

teóricos foram obtidos a partir de cálculos estáticos, representando a condição

T = 0 K, exceto pelo efeito de ponto zero, enquanto os dados experimentais

foram obtidos à temperatura ambiente. Assim, a utilização da LDA parece ser

uma melhor aproximação para descrever este material, em comparação com a

GGA, uma vez que a inclusão de efeitos térmicos aumentariam os valores dos

parâmetros de rede, aproximando-os dos valores experimentais. Em termos

do bulk modulus, observa-se um comportamento inverso dos resultados com

a utilização da LDA e GGA, quando comparados com os dados experimentais.

O funcional LDA apresenta valores de volume menores e o GGA maiores que

o valor experimental. Nota-se que o funcional LDA apresenta erros de 4,3% e

1,99% no volume e no bulk modulus, respectivamente, enquanto o GGA apre-

senta erros de 3,7% e 4,53%. Assim, o erro no volume é da mesma ordem nos
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dois funcionais, mas o erro em K0 é significativamente menor no LDA. Com-

parando estes resultados dos parâmetros estruturais com os apresentados na

tabela 4.2, vê-se que a calcita ocupa um volume maior do que a magnesita.

Isso se deve ao fato do átomo de cálcio ser maior do que o de magnésio. Por

esse motivo, a calcita é mais “mole" do que a magnesita, possuindo módulos

de compressibilidade bem menores. A influência disso na propagação de on-

das acústicas nestes materiais será discutida em maiores detalhes em seções

posteriores.

Propriedades eletrônicas

Com os valores otimizados das constantes de rede, calculou-se a estrutura de

bandas de energia do material nas direções de alta simetria da primeira zona de

Brillouin da estrutura hexagonal. A figura 4.16 apresenta a estrutura de bandas

e as densidades de estados projetadas nos átomos (Ca, C e O), à pressão nula,

para o CaCO3 obtida utilizando o funcional LDA, em que o zero de energia foi
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Figura 4.16: Estrutura de bandas e densidades de estados (DOS) do CaCO3 (R3c)

projetadas nos átomos de Ca, C e O, obtidas com a utilização do funcional LDA.
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deslocado para o topo da banda de valência. Assim como mostrado para a

magnesita, a largura da faixa de energia proibida fundamental é de transição

indireta M→ Γ, com valor de 4,99 eV com o uso do funcional LDA e de 5,05 eV

com o GGA, praticamente os mesmos valores que os obtidos para a magnesita.

A banda de valência do mineral é formada essencialmente pelos estados

ligantes dos átomos de O, assim como na magnesita, sendo que esta possui

uma largura também de cerca de 8 eV. Nos dois casos a banda de valência

pode ser divida em duas sub-bandas, sendo que a separação entre estas é

cerca de 2,5 eV, ≈ 1 eV maior que na magnesita, mostrando uma menor disper-

são das bandas. O fundo da banda de condução é formado, prioritariamente,

pelos estados s e p antiligantes dos átomos de cálcio e carbono. A formação

desta estrutura de faixas de energia também pode ser compreendida do ponto

de vista puramente iônico. Assim, na formação da unidade CaCO3, os três

átomos de oxigênio, que em estado neutro apresentam, cada um, uma confi-

guração eletrônica de valência 2s22p4, passam para a configuração iônica O2−,

recebendo seis elétrons (dois elétrons cada átomo de O) dos átomos de cálcio

e carbono. Por outro lado, os átomos neutros de cálcio e carbono, respectiva-

mente, que possuem configurações eletrônicas de valência 4s2 e 2s22p2, doam

dois e quatro elétrons, respectivamente, para os átomos de oxigênio, adquirindo

as configurações iônicas Ca2+ e C4+. Os estados s e p dos íons de Mg e C, ele-

tronicamente desocupados, contribuem para a formação do fundo da banda de

condução enquanto que os estados p dos íons de O, eletronicamente ocupados,

contribuem para a formação da banda de valência. As interações cristalinas li-

gantes e antiligantes ficam separadas pela região proibida de energia.

Propriedades elásticas

A calcita, por pertencer ao mesmo grupo espacial da magnesita, também possui

seis coeficientes elásticos, sendo que as componentes Ci j do tensor são dadas

pela equação (4.2). Com as mesmas distorções utilizadas para a magnesita,

calculou-se o tensor elástico da calcita, primeiramente à pressão nula. A tabela

4.10 apresenta os resultados para os coeficientes elásticos, assim como dados

experimentais obtidos através da espectroscopia de Brillouin [129].
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Tabela 4.10: Coeficientes elásticos (Ci j), em unidades de GPa, do CaCO3 na es-

trutura R3c (calcita). Resultados experimentais são da referência [129].

Ci j Teórico Exp.

C11 177 148

C33 95 85

C44 39 34

C12 78 58

C13 72 54

C14 25 25

Nota-se que, assim como nos resultados obtidos para os outros minerais es-

tudados neste trabalho, os coeficientes elásticos estão superestimados quando

comparados com dados experimentais, como esperado quando usa-se o funci-

onal LDA, mas como nossos resultados são para uma rede estática na qual a

temperatura não é considerada, exceto pelo efeito de ponto zero, e a inclusão

de efeitos térmicos tende a deixar os materiais mais "moles", estes resultados

se tornem mais consistentes com os dados experimentais.

Como a estrutura da calcita é igual à estrutura da magnesita, espera-se

que ela apresente propriedades similares às da magnesita, levando apenas em

conta a diferença entre seus raios covalentes, RMg= 150 pm e RCa= 180 pm.

Como o principal objetivo deste trabalho é entender como a introdução do car-

bono influencia na propagação de ondas sísmicas no manto inferior, é interes-

sante, neste ponto, elaborar uma comparação entre as propriedades elásticas

da calcita com as da magnesita e as do MgSiO3 perovskita. A tabela 4.11 mos-

tra os valores dos coeficientes elásticos destes três materiais, à pressão nula.

Comparando, então, os resultados da calcita com os coeficientes elásticos

da magnesita, vê-se que os coeficientes elásticos da calcita são ainda menores

que os da magnesita, que são menores que do MgSiO3 (perovskita). Como

o átomo de cálcio é maior que o de magnésio, o volume ocupado pela célula

primitiva da calcita é maior do que o da magnesita e, portanto, é mais fácil

comprimi-la, explicando assim porque seu tensor elástico é consistentemente
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Tabela 4.11: Valores dos coeficientes do tensor elástico (Ci j) da calcita (CaCO3−
R3c), da magnesita (MgCO3−R3c) e do MgSiO3 (perovskita), à pressão nula. As

unidades estão em GPa.

Ci j CaCO3 MgCO3 MgSiO3

C11 177 283 479

C22 177 283 544

C33 95 166 474

C44 39 64 202

C55 39 64 173

C66 49 99 156

C12 78 85 136

C13 72 71 136

C23 72 71 153

C14 25 25 0

menor do que o da magnesita, especialmente nas direções x , y e z .

A anisotropia de ondas sísmicas é um efeito observado em diversos estudos

de sismologia e pode nos dizer muito sobre o interior do planeta. Utilizamos o

tensor elástico para calcular a velocidade das ondas acústicas em diferentes di-

reções do material. Para tanto, com os resultados dos valores dos coeficientes

elásticos resolvemos a equação de Christoffel (4.3) a fim de se calcular as ve-

locidades de propagação das ondas acústicas P e S em diferentes direções do

cristal. Estes resultados, juntamente com aqueles obtidos para o MgCO3 (R3c)

e para o MgSiO3 perovskita, estão exibidos na figura 4.17.

As velocidades de propagação de ondas acústicas são bem menores na cal-

cita do que na magnesita, resultado dos valores dos coeficientes elásticos que

na calcita são significativamente menores que os da magnesita. Pode-se no-

tar, inclusive, que em certas direções a velocidade das ondas P, na calcita, são

menores que as das ondas S na magnesita e no MgSiO3 perovskita, indicando

que regiões ricas em cálcio e carbono, onde a formação da calcita é favorável,

podem apresentar reduções drásticas nas velocidades de ondas sísmicas. O
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caráter destas ondas pode ser determinado em medidas de tempos de che-

gada de ondas sísmicas provenientes de terremotos, de tal forma que este tipo

de informação poderia contribuir para modelos sobre a composição do manto

terrestre. Entretanto, a estrutura trigonal do CaCO3 só é estável até pressões

da ordem de 2 GPa, dessa forma descontinuidades associadas a esta transi-

ção ocorrerão em regiões no topo do manto superior terrestre e não no manto

inferior. Na próxima seção apresentamos os resultados de cálculos para altas

pressões.
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Figura 4.17: Velocidades de propagação de ondas acústicas P (VP) e S (VS) no de

CaCO3 (R3c), no MgCO3 (R3c) e no MgSiO3 (perovskita), ao longo de diferentes

direções dos cristais.
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Comportamento do cristal sob altas pressões

Aragonita e pós-aragonita

Para pressões acima de 2 GPa, o CaCO3 calcita se transforma na aragonita,

com uma estrutura ortorrômbica primitiva, grupo espacial Pmcn. Uma represen-

tação do arranjo dos átomos da estrutura ortorrômbica primitiva da aragonita é

mostrada na figura 4.18. Nesta estrutura cada átomo de cálcio possui nove

átomos de oxigênio como primeiros vizinhos, divididos em cinco esferas de co-

ordenação, enquanto cada átomo de carbono possui três átomos de oxigênio,

divididos em duas esferas de coordenação. Este é o mesmo grupo espacial

Figura 4.18: Estrutura cristalina do CaCO3 na forma da aragonita, grupo espacial

62, na estrutura Pmcn (esquerda) e Pbnm (direita). As esferas azuis representam

os átomos de cálcio, as esferas verdes os átomos de carbono e as esferas vermelhas

os átomos de oxigênio.

da perovskita apresentada no capítulo anterior, mas a orientação dos eixos é

feita de maneira diferente e as posições atômicas internas são outras. Como

a aragonita pode também ser estabilizada à pressão ambiente, calculamos os

parâmetros da equação de estado para P =0 e comparamos com dados expe-

rimentais [130] na tabela 4.12.

De acordo com os resultados da tabela, os valores dos parâmetros de rede

teóricos estão consistentes com os dados experimentais disponíveis, sendo que

o funcional LDA subestima enquanto o GGA superestima as constantes de rede.
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Tabela 4.12: Propriedades estruturais do CaCO3 aragonita, obtidas através da

equação de estado, na estrutura Pmcn. O bulk modulus (K0) é dado em GPa e

a derivada do bulk modulus (K ′0) é adimensional. Resultados experimentais são da

referência [130].

a (Å) b (Å) c (Å) V0 (Å3 ) K0 K ′0

GGA 5,01 8,02 5,80 232,89 74 3,74

LDA 4,88 7,83 5,72 211,90 85 3,91

Exp. 4,96 7,97 5,74 226,71 71 4,63

Devemos salientar, de novo, que os valores teóricos foram obtidos a partir de

cálculos estáticos, representando a condição T = 0 K, exceto pelo efeito de

ponto zero. Já foi mostrado, tanto teoricamente [112, 113, 131] como experi-

mentalmente [132], que a aragonita é estável até pressões de cerca de 40 GPa

e a pressões maiores ocorre uma transição para a fase pós-aragonita, também

ortorrômbica, mas de grupo espacial Pmmn. O arranjo de átomos na estrutura

pós-aragonita está mostrado na figura 4.19.

Para estudar a estabilidade relativa destes três sistemas, desprezando efei-

Figura 4.19: Estrutura cristalina do CaCO3 na fase pós-aragonita, com grupo es-

pacial Pmmn. As esferas azuis representam os átomos de cálcio, as esferas verdes

os átomos de carbono e as vermelhas os átomos de oxigênio.
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tos térmicos, obtivemos as entalpias do CaCO3 nas estruturas calcita (R3c),

aragonita (Pmcn) e pós-aragonita (Pmmn), utilizando os funcionais LDA e GGA,

para valores de pressão de até 150 GPa. A figura 4.20 apresenta as entalpias

relativas destas três fases do CaCO3, tomando como referência a entalpia da

estrutura R3c. Nossos resultados, utilizando o funcional LDA, indicam que a

aragonita (Pmcn) já é realmente estável em P = 0. De fato, o funcional LDA

prevê uma transição de fase da estrutura calcita (R3c) para aragonita (Pmcn)

em P =−2 GPa, enquanto os dados experimentais indicam que esta transição

ocorre em P =2, 4 GPa [133]. Além disso, este funcional prevê uma transição

da fase aragonita (Pmcn) para a pós-aragonita (Pmmn) à P =38 GPa, que está

em boa concordância com resultados experimentais [132]. Por outro lado, o fun-

cional GGA prevê essas transições, respectivamente, em P = 4 GPa e P = 40

GPa, também em boa concordância com os dados experimentais.
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Figura 4.20: Entalpia relativa (∆H) do CaCO3, obtidos com o uso dos funcionais

(a) GGA e (b) LDA, para as fases aragonita (Pmcn − linha azul) e pós-aragonita

(Pmmn − linha verde), com relação à fase calcita (R3c − linha vermelha).
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Propriedades elásticas - Aragonita

A aragonita possui uma estrutura ortorrômbica, pertencente ao mesmo grupo

espacial do MgSiO3. Dessa forma, possui também nove componentes elásti-

cas independentes. Estes coeficientes elásticos podem ser calculados com as

mesmas seis distorções usadas para o MgSiO3, mostradas no apêndice B. Os

coeficientes elásticos, assim calculados para a aragonita, estão apresentados

na tabela 4.13, juntamente com resultados experimentais obtidos através de

espectroscopia de Brillouin [134].

Tabela 4.13: Coeficientes elásticos Ci j , em GPa, do CaCO3 na estrutura arago-

nita (Pmcn). Valores experimentais da referência [134]. Coeficientes elásticos do

MgSiO3, na fase perovskita, também estão mostrados.

Ci j Teórico Exp. MgSiO3

C11 210 171 499

C22 134 110 541

C33 120 98 472

C44 47 39 216

C55 28 24 192

C66 49 40 147

C12 75 60 130

C13 39 28 148

C23 61 42 156

Nota-se, de novo, assim como nos resultados obtidos para os outros mi-

nerais estudados neste trabalho, que os coeficientes elásticos estão superesti-

mados quando comparados com dados experimentais, como esperado quando

usa-se o funcional LDA. Entretanto, os dados experimentais foram obtidos em

temperatura ambiente e nossos resultados são para uma rede estática na qual

a temperatura não é considerada, exceto pelo efeito de ponto zero. Compa-
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Figura 4.21: Velocidades de propagação de ondas acústicas P (VP) e S (VS), ao

longo de diferentes direções do cristal, para os polimorfos R3c, Pmcn e Pmmn do

CaCO3, juntamente com as obtidas para o MgSiO3 na estrutura perovskita (Pv).

rando o tensor elástico da aragonita2 com o do MgSiO3 vemos que os valores

são significativamente menores. Assim, espera-se que a velocidade das ondas

acústicas também seja menor na aragonita quando comparada com o MgSiO3
perovskita.

Utilizamos o tensor elástico e resolvemos a equação de Christoffel (4.3) para

calcular as velocidades de propagação das ondas acústicas P e S ao longo de

diferentes direções da aragonita e da pós-aragonita. Estes resultados, junta-

mente com aqueles obtidos para a calcita e para o MgSiO3 perovskita, estão

exibidos na figura 4.21.

2Tanto a aragonita quanto o MgSiO3 pertencem ao grupo espacial 62. Entretanto, a estrutura

da aragonita utilizada neste trabalho (e encontrada em boa parte da literatura) está orientada no

grupo espacial Pmcn, enquanto o MgSiO3 no Pbnm. Isso significa que a orientação dos eixos está

trocada. Isto não influencia na análise feita neste trabalho, mas caso seja necessário uma análise

termo a termo, deve-se converter as estruturas para a mesma orientação dos eixos.
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Na direção (001), pode-se perceber que não há diferenças significativas en-

tre os valores da velocidade na aragonita e na calcita . Entretanto, conforme a

direção varia, a velocidade na aragonita se torna bem menor. O comportamento

da velocidade como função da direção na aragonita é bem parecido com o no

MgSiO3. As velocidades das duas ondas S, na aragonita, são bem próximas en-

tre si, para praticamente todas as direções consideradas, comportamento bem

diferente do observado para os outros cristais.

As velocidades das ondas acústicas na estrutura pós-aragonita apresentam

um comportamento peculiar. Elas são bem maiores do que nos outros cristais

de CaCO3, sendo que as velocidades das ondas S são comparáveis às das on-

das P das outras estruturas. Adicionalmente, além de a fase pós-aragonita pos-

suir altas velocidades de propagação em determinadas direções, elas também

apresentam uma grande variação de valor em função da direção. Na direção

(100) as ondas P e S possuem velocidades similares. Isso implica numa grande

anisotropia deste cristal, referente à propagação de ondas acústicas. Entre-

tanto, estes cálculos foram realizados para pressão nula, de tal forma que a fase

pós-aragonita não é estável nestas condições. Como já observado, pressões

maiores implicam maiores coeficientes elásticos, assim, as velocidades também

serão maiores. Portanto, uma transição para a estrutura pós-aragonita pode

acarretar descontinuidades em velocidades acústicas em regiões nas quais sua

formação seja favorável.

Para verificarmos a anisotropia destes cristais de CaCO3 nas três fases es-

truturais, em relação à propagação de ondas, obtivemos a variação da aniso-

tropia, como função da pressão, das velocidades das ondas acústicas P e S,

a qual está mostrada na figura 4.22, onde está mostrada, também, a anisotro-

pia das velocidades das ondas P e S para o MgCO3, para comparação entre

os carbonatos. De uma maneira geral, os minerais de CaCO3 são muito mais

anisotrópicos do que os de MgCO3, sendo que ocorre um pico na anisotropia

dos carbonatos de cálcio em valores de pressão pouco maiores do que 25 GPa.

Com o aumento da pressão, a anisotropia do CaCO3 diminui, mas ainda apre-

senta valores maiores do que os do MgCO3. A anisotropia da pós-aragonita

(Pmmn) chega a valores de até 120% para as ondas S, mas esta estrutura não

é a mais estável nas condições de pressão em que isso ocorre. De qualquer
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Figura 4.22: Anisotropia das velocidades de ondas acústicas (VP, VS1, e VS2): (a)

MgCO3 nas fases R3c (linhas vermelhas) e C2/m (linhas azuis); (b) CaCO3 nas

fases calcita (R3c− linhas rosas), aragonita (Pmcn − linhas verdes) e pós-aragonita

(Pmmn − linhas violetas).

forma, a anisotropia de regiões do manto ricas em carbonatos de cálcio pode

ser significativamente alterada caso a formação da fase pós-aragonita seja fa-

vorável.

Agregados isotrópicos

Para calcular as propriedades elásticas de agregados isotrópicos dos carbona-

tos de cálcio, utilizamos as médias de Voigt-Reuss-Hill, já utilizadas para des-

crever outros agregados. Obtivemos, então, os módulos de compressibilidade e

de cisalhamento destes materiais, com os quais calculamos as velocidades de

propagação das ondas P e das ondas S destes agregados. A figura 4.23 mostra

a velocidade de propagação das ondas acústicas P (VP) e S (VS) em agregados

isotrópicos de aragonita e pós-aragonita, assim como em agregados isotrópi-

cos de MgCO3 e MgSiO3. Mostramos apenas as velocidades das estruturas

mais estáveis em cada intervalo de pressão. Como a calcita só é estável até

valores de pressão de ≈ 2 GPa, as velocidades de seus agregados não estão
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Figura 4.23: Velocidades de propagação das ondas acústicas P (VP) e S (VS) em

agregados isotrópicos de CaCO3 (linhas verdes), de MgCO3 (linhas vermelhas) e

de MgSiO3 (linhas pretas) também estão mostradas. A mudança de linha contínua

para tracejada marca a mudança de fase estrutural. No caso do CaCO3 da estrutura

Pmcn (aragonita) para a Pmmn (pós-aragonita). No caso do MgCO3 da estrutura

R3c para a C2/m e no caso do MgSiO3 da estrutura perovskita (Pv) para a pós-

perovskita (Ppv).

mostradas na figura.

Primeiramente, observa-se que no agregado isotrópico de CaCO3 (linhas

verdes), na pressão de transição de fase da estrutura Pmcn (aragonita) para a

Pmmn (pós-aragonita), em P =38 GPa, há um grande aumento nas velocidades

VP e VS das ondas acústicas. Além disso, as velocidades das ondas acústicas

são consideravelmente menores nos agregados de CaCO3 do que nos agre-

gados de MgCO3 e de MgSiO3, consequência dos valores menores dos seus

coeficientes elásticos. Estes resultados são particularmente importantes para

o intervalo de valores de pressão de 100 a 120 GPa, que corresponde à parte
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inferior do manto inferior. O agregado isotrópico de CaCO3, que seria estável

na fase pós-aragonita (Pmmn) neste intervalo de pressões, têm velocidades de

propagação VP e VS das ondas acústicas que são muito menores do que as no

agregado de MgSiO3, principal constituinte do manto inferior. Portanto, a pre-

sença de agregados de CaCO3 poderia também explicar a existência de regiões

de baixa velocidade na parte inferior do manto inferior.

4.4 Cristal de MgCa(CO3)2

Ao se estudar os minerais que podem estar presentes no manto terrestre, per-

cebemos que há uma fase de carbonato adicional que merece atenção. Pres-

tando atenção nas estruturas cristalinas, com células primitivas romboédricas,

da magnesita e da calcita, figuras 4.1 e 4.15, respectivamente, nota-se que no

MgCO3 (CaCO3) existem dois "tipos" de sítios para a localização do átomo de

Mg (Ca). Um no centro da célula primitiva e outro nas bordas. Fato este evi-

denciado também pelas posições de Wyckoff na tabela 4.1. Podemos substituir

um dos átomos de Mg (Ca) por um de Ca (Mg), na estrutura da magnesita (cal-

cita), obtendo o mineral MgCa(CO3)2, conhecido como dolomita. Sendo uma

mistura da calcita e da magnesita, também é um cristal importante para a com-

preensão dos efeitos do carbono no interior da Terra. Já foi mostrado experi-

mentalmente que sob altas pressões a dolomita se decompõe em aragonita +

magnesita [135–138], na reação:

MgCa(CO3)2 → MgCO2 + CaCO2.

Entretanto, dependendo da concentração de cálcio, em regiões mais rasas

do planeta, a dolomita coexiste com outros carbonatos, como a magnesita, a

calcita ou a aragonita. Tem sido apontado que carbonatos duplos, como a do-

lomita, podem se transformar em uma estrutura bem mais densa a altas pres-

sões [139], competindo energeticamente com a mistura magnesita + aragonita.

Adicionalmente, foi mostrado que este cristal pode ser estável, principalmente

em regiões do manto superior [135, 136, 138]. Dessa forma, o estudo de suas

propriedades elásticas pode ser importante para uma melhor compreensão da
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Figura 4.24: Estrutura cristalina do MgCa(CO3)2 com grupo espacial R3, onde as

esferas azuis representam os átomos de cálcio, as amarelas os átomos de magnésio,

as esferas verdes os átomos de carbono e as vermelhas os átomos de oxigênio.

influência do carbono no interior do planeta.

A figura 4.24 mostra a estrutura cristalina da dolomita. Percebe-se que o

átomo de magnésio ocupa o lugar do átomo de cálcio central na estrutura da

calcita. Dessa forma, assim como na magnesita e na calcita, a estrutura crista-

lina é romboédrica. A presença deste átomo de magnésio no centro da estru-

tura mantém invariante quase todas as simetrias, exceto a glide translation que

a R3c possui. Assim a dolomita pertence ao grupo espacial R3. Nesta estru-

tura, cada átomo de cálcio, assim como cada átomo de magnésio, possui seis

átomos de oxigênio como primeiros vizinhos e cada átomo de carbono possui

três átomos de oxigênio, tal qual na magnesita e na calcita. Para obter os pa-

râmetros estruturais, otimizou-se a célula do cristal para diferentes valores de

pressão, de -15 GPa a 150 GPa, através da utilização de métodos de dinâmica

molecular de célula variável, e os funcionais LDA e GGA. A seguir, utilizou-se

a equação de Birch-Murnaghan de segunda ordem para se calcular os parâ-

metros da equação de estado e, consequentemente, os parâmetros de rede do

MgCa(CO3)2. Os parâmetros estruturais, obtidos da equação de estado, estão

apresentados na tabela 4.14.

Da mesma forma do que para os outros cristais apresentados até o mo-
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Tabela 4.14: Parâmetros estruturais, obtidos da equação de estado, da dolomita

(MgCa(CO3)2 − R3). O bulk modulus (K0) é dado em GPa e a derivada do bulk

modulus (K ′0) é adimensional. Resultados experimentais são das referências [127,

128]. Apresentamos os resultados para uma célula hexagonal.

a (Å) c (Å) V0 (Å3) K0 K ′0

GGA 4,87 16,21 332,59 86,3 4,08

LDA 4,77 15,51 305,18 107,4 4,01

Exp. 4,81 16,00 320,25 101,5 3,94

mento, o uso do funcional GGA superestima os valores dos parâmetros de rede,

enquanto o LDA os subestima, o oposto ocorrendo para os valores dos bulk mo-

duli. As constantes de rede e os parâmetros da equação de estado estão em

bom acordo com os resultados experimentais. Comparando os resultados dos

valores dos parâmetros de rede e do bulk modulus do MgCa(CO3)2, mostrados

na tabela 4.14, com aqueles obtidos para o MgCO2 (magnesita) e o CaCO2
(calcita), apresentados nas tabelas 4.2 e 4.9, respectivamente, vê-se que eles

se encontram entre os respectivos valores dos carbonatos de magnésio e de

cálcio, consistente com o fato da dolomita ser um carbonato duplo de magnésio

e cálcio.

Propriedades eletrônicas

Com os valores otimizados das constantes de rede, calculou-se a estrutura de

faixas de energia do material nas direções de alta simetria da primeira zona de

Brillouin da estrutura hexagonal. A figura 4.25 apresenta a estrutura de bandas

e as densidades de estados projetadas nos átomos (Mg, Ca, C e O), à pressão

nula, para o MgCa(CO3)2, obtida utilizando o funcional LDA, em que o zero

de energia foi deslocado para o topo da banda de valência. Assim como na

magnesita e na calcita, a largura da faixa de energia proibida fundamental é de

transição indireta M → Γ, e apresenta valor de 5,4 eV se o funcional LDA é

usado.

As características gerais, tanto na forma como na distribuição das bandas,

132



Capítulo 4: Estabilidade de compostos de carbono em altas pressões

−10

−5

 0

 5

 10

Γ A H K Γ ML H

E
n

e
rg

ia
 (

e
V

)

 0  5  10 15 20 25 30 35

Ca
Mg
C
O

DOS (est / eV)

Figura 4.25: Estrutura de bandas de energia e densidades de estados (DOS) da

dolomita (MgCa(CO3)2− estrutura R3) projetadas nos átomos de Mg, Ca, C e O,

obtidas com a utilização do funcional LDA.

apresentadas na figura 4.25, para a dolomita, são semelhantes com aquelas

das figuras 4.2 e 4.16, para a magnesita e a calcita, respectivamente. A banda

de valência do mineral é formada essencialmente pelos estados ligantes p dos

átomos de O, que apresenta largura de cerca de 8 eV, sendo composta por duas

sub-bandas, separadas por aproximadamente 2,0 eV. O fundo da banda de con-

dução é formado, principalmente, pelos estados s e p antiligantes dos átomos

de magnésio, cálcio e carbono. Na formação da unidade MgCa(CO3)2 do mine-

ral, dentro de um modelo puramente iônico, os átomos de oxigênio apresentam

o estado de oxidação −2 e os átomos de magnésio e cálcio adquirem os esta-

dos de oxidação +2 e o carbono +4. Os estados s e p dos íons de Mg, Ca e C,

eletronicamente desocupados, contribuem para a formação do fundo da banda

de condução enquanto que os estados p dos íons de O, eletronicamente ocu-

pados, contribuem para a formação da banda de valência. Estes aspectos nos

permitem constatar que a dolomita, a magnesita e a calcita têm propriedades

eletrônicas muito parecidas. Entretanto, apesar dessa semelhança, suas pro-
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priedades estruturais são muito diferentes, cada uma apresentando diferentes

estruturas com o aumento da pressão.

Propriedades elásticas

Apesar da dolomita possuir a mesma estrutura da magnesita e da calcita, ela

possui uma classe cristalina diferente. A substituição de um dos átomos antes

equivalentes, quebra a simetria do sistema, de tal forma que ele agora pertence

à classe cristalina 3 e não à 3m, como no caso da magnesita e da calcita. Isto

faz com que o cristal possua sete coeficientes elásticos independentes, ao invés

de seis [67]. Nesta estrutura, o tensor elástico na forma matricial é dado por

Ci j =














C11 C12 C13 C14 −C15 0

C12 C11 C13 −C14 C15 0

C13 C13 C33 0 0 0

C14 −C14 0 C44 0 2C15

0 0 0 0 C44 −2C14
0 0 0 0 −2C14 C†66














.

†C66 =
1
2
(C11 − C12)

(4.4)

Apesar desta estrutura cristalina possuir uma componente elástica a mais do

que a calcita e a magnesita, é possível calculá-las com as mesmas distorções 3.

Assim, os coeficientes elásticos da dolomita foram obtidos e seus valores estão

apresentados na tabela 4.15. Nota-se, novamente, que os valores dos coefici-

entes elásticos obtidos para a dolomita, assim como aqueles obtidos para os

outros minerais estudados neste trabalho, estão superestimados quando com-

parados com dados experimentais, como esperado quando se usa o funcional

LDA. Devemos salientar que os valores teóricos foram obtidos a partir de cál-

culos estáticos, representando a condição T = 0 K, e os dados experimentais

foram obtidos em temperatura ambiente. Como a inclusão de efeitos térmicos

tende a deixar os materiais mais "moles", nossos resultados se tornariam mais

consistentes com os dados experimentais, quando da introdução de efeitos tér-

micos.
3Isto é possível pois componentes do stress que eram nulas passam a ser diferentes de zero.
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Tabela 4.15: Coeficientes elásticos da dolomita (MgCa(CO3)2), estrutura R3. Re-

sultados experimentais são das referências [140, 141].

Ci j Teórico Exp.

C11 228 205

C33 121 113

C44 46 40

C12 82 71

C13 73 58

C14 24 20

C15 14 14

Na tabela 4.16 estão dados os valores dos coeficientes elásticos da mag-

nesita, da calcita e da dolomita, para analisar e comparar os valores destas

componentes nestes materiais, objetivando estudar a influência do carbono na

propagação de ondas sísmicas no manto inferior

Os coeficientes elásticos da dolomita (MgCa(CO3)2) apresentam valores in-

termediários ou semelhantes àqueles da magnesita e da calcita. Isto já era

esperado, uma vez que a dolomita é um carbonato duplo de magnésio e cál-

Tabela 4.16: Coeficientes elásticos Ci j , em GPa, do MgCO3 (magnesita, R3c),

do CaCO3 (calcita, R3c) e do MgCa(CO3)2 (dolomita, R3), todos valores obtidos

utilizando-se o funcional LDA.

Ci j MgCa(CO3)2 CaCO3 MgCO3

C11 228 177 283

C33 121 95 166

C44 46 39 64

C12 82 78 85

C13 73 72 71

C14 24 25 25

C15 14 0 0
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cio. Entretanto, como a dolomita apresenta um coeficiente elástico a mais (C15)

que a calcita e a magnesita, podemos esperar que este fato possa interferir

nas propriedades de propagação de ondas acústicas no material. Assim, para

averiguarmos esta hipótese, determinamos as velocidades de propagação das

ondas acústicas ao longo de diferentes direções do cristal, resolvendo a equa-

ção de Christoffel (4.3). A figura 4.26 mostra estes valores na dolomita, jun-

tamente com os obtidos na magnesita, na calcita e no MgSiO3 perovskita. As

velocidades de propagação das ondas acústicas na dolomita estão entre os

valores das velocidades na magnesita e na calcita. O coeficiente elástico adi-

cional (C15) não tem efeito perceptível sobre a velocidade de propagação das

ondas P, sendo que a variação desta velocidade é a mesma nos três cristais.
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Figura 4.26: Velocidades de propagação de ondas acústicas P (VP) e S (VS) na

dolomita (MgCaCO3)2, estrutura R3), na calcita (CaCO3 estrutura R3c), na mag-

nesita (MgCO3, estrutura R3c) e no MgSiO3 (perovskita), ao longo de diferentes

direções dos cristais.
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Entretanto, percebe-se que as velocidades das ondas S apresentam um perfil

diferente para cada um dos cristais. Isso mostra que a anisotropia das ondas

P não seria detectada em medidas de tempos de viagem de ondas sísmicas,

caso se tenha uma mistura de magnesita + calcita + dolomita na região obser-

vada. Para este tipo de análise, é preferível o estudo das ondas S, que além de

apresentarem uma grande anisotropia, ainda possuem uma variação diferente,

em função da direção, nos três cristais.

Para estudar as propriedades elásticas de agregados isotrópicos do car-

bonato duplo de cálcio e magnésio, utilizamos as médias de Voigt-Reuss-Hill,

já utilizadas para descrever outros agregados. Obtivemos, então, os módulos

de compressibilidade e de cisalhamento destes materiais, com os quais cal-

culamos as velocidades de propagação das ondas P e das ondas S destes

agregados, permitindo sumarizar os resultados para as velocidades das ondas

acústicas nos três carbonatos estudados nesta seção, comparando-as com o

MgSiO3, o principal constituinte do manto inferior. A figura 4.27 mostra a velo-

cidade de propagação das ondas acústicas P e S em agregados isotrópicos de

dolomita, assim como de CaCO3, de MgCO3 e de MgSiO3.

A baixas pressões, os valores das velocidades das ondas P e S nos agrega-

dos de MgCa(CO3)2 estão entre os valores daquelas nos agregados de MgCO3
e de CaCO3, conforme esperado. Entretanto, com o aumento da pressão, o

CaCO3, sofre uma transição de fase e, à P = 38 GPa passa para a fase pós-

aragonita, estrutura na qual as velocidades acústicas têm um aumento drástico.

Este aumento já é suficiente para que as velocidades das ondas S passem a ser

maiores no CaCO3 do que na dolomita, mas não para as ondas P. Entretanto, o

CaCO3 na fase pós-aragonita possui uma taxa maior de variação da velocidade

VP com a pressão, de modo que para valores de pressão em torno de 80 GPa

as velocidades das ondas P também são maiores que na dolomita. De qual-

quer maneira, todos os carbonatos apresentam velocidades significativamente

menores que o MgSiO3 em ambas fases. Portanto, se a formação destes car-

bonatos for energeticamente favorável, a presença de carbono no manto inferior

pode de fato reduzir o valor das velocidades de propagação tanto das ondas P

como das ondas S.
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Figura 4.27: Velocidades de propagação das ondas acústicas P (VP) e S (VS) em

agregados isotrópicos de dolomita (MgCa(CO3)2− linhas azuis), de CaCO3 (linhas

verdes), de MgCO3 (linhas vermelhas) e de MgSiO3 (linhas pretas). A mudança de

linha contínua para tracejada marca a mudança de fase estrutural do mineral. No

caso do CaCO3 da estrutura Pmcn (aragonita) para a Pmmn (pós-aragonita). No

caso do MgCO3 da estrutura R3c para a C2/m e no caso do MgSiO3 da estrutura

perovskita (Pv) para a pós-perovskita (Ppv).

Estabilidade da dolomita

A dolomita é um carbonato duplo, ou seja, um cristal intermediário entre a calcita

e a magnesita. Dessa forma, é interessante estudar sua estabilidade energé-

tica, com relação à estabilidade dos outros dois minerais. A figura 4.28 mostra

a entalpia relativa, em função da pressão, obtida com o funcional LDA, da dolo-

mita e de misturas de MgCO3 + CaCO3.
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Figura 4.28: Entalpia relativa (∆H), em função da pressão, da dolomita em relação

à da mistura magnesita + calcita (esquerda); da dolomita em relação à mistura

magnesita + aragonita (direita).

Nossos resultados mostram que a dolomita é energicamente mais estável

a baixas pressões, quando comparada com as misturas. Como mostrado an-

teriormente, os resultados que obtivemos, utilizando o funcional LDA, que a

transição estrutural do CaCO3, da fase calcita para a fase aragonita, se dá a

uma pressão mais baixa que os valores experimentais [133]. Assim, podemos

concluir que de fato a dolomita é mais estável a pressão ambiente. Entretanto,

sob altas pressões a mistura aragonita + magnesita passa a ser mais estável,

de tal forma que sob altas pressões deve haver dissociação do MgCa(CO3)2
em MgCO3 + CaCO3. Estes são resultados para as estruturas do MgCO3 a

pressão nula. Como já demonstrado, sob altas pressões há uma transição es-

trutural. Entretanto, como estas fases são mais estáveis que a estrutura trigonal,

os resultados aqui apresentados continuam válidos, pois a diferença de entalpia

seria ainda maior. Dessa forma, podemos dizer que o carbonato duplo de cál-

cio e magnésio deve ser estável na estrutura R3 para valores de pressão de até

cerca de 20 GPa. Entretanto, nas condições de valores de pressão do interior

da Terra, é pouco provável a presença de dolomita nessa estrutura. Como já

dito no início desta seção, há indícios de que a dolomita apresente uma transi-

139



Capítulo 4: Estabilidade de compostos de carbono em altas pressões

ção de fase para uma estrutura cristalina monoclínica mais densa. Entretanto,

os parâmetros estruturais não foram identificados através de resultados nem ex-

perimentais e nem teóricos. A presença de ferro, como por exemplo na forma do

mineral siderita (FeCO3), pode alterar a estabilidade de carbonatos [142, 143],

pois já foram constatadas estruturas triclínicas que podem ser estáveis em altas

pressões, entretanto estas estruturas foram identificadas serem estáveis com a

presença de ferro na dolomita [144]. De qualquer forma, pode-se inferir que em

pressões encontradas no manto inferior (> 100 GPa) a diferença de entalpia en-

tre uma hipotética nova estrutura do MgCa(CO3)2 deve ser pelo menos 2,4 eV

menor que na dolomita, de tal forma que este cristal possa ser estável nessas

regiões do planeta.

4.5 Impurezas de carbono no MgSiO3

Nas rochas que compõem o manto terrestre, o carbono está imerso junto com

outros materiais que compõem o interior da Terra. Por isso, é importante sa-

ber se carbonatos serão de fato formados, ou se o carbono será incorporado

como impureza nos materiais constituintes do manto inferior, ou ainda partici-

pando na formação de ligas. Utilizando o MgSiO3 como material hospedeiro,

podemos imaginar a formação de sistemas do tipo MgSiO3:CSi ou ligas do tipo

MgSi1−xCxO3. Para estudar estes tipos de sistemas iniciamos substituindo na

célula primitiva do MgSiO3 um átomo de silício por um átomo de carbono, como

mostra a figura 4.29.

Esta célula primitiva, ideal, simula uma liga cristalina ordenada representada

pela fórmula MgSi1−xCxO3, com x = 0, 25, significando que um quarto dos radi-

cais silicato, no MgSiO3, foram substituídos por radicais carbonato, levando a

uma liga com 25% de concentração de carbono. Para obter-se os parâmetros

estruturais desta liga, otimizou-se a célula primitiva para diferentes valores de

pressão, de 0 a 150 GPa, através da utilização de métodos de dinâmica mole-

cular de célula variável, e o funcional LDA. Iniciando-se com a célula primitiva

perovskita do MgSiO3, efetuou-se a substituição de um átomo de Si por um de

C, nesta célula. Levando-se em conta o valor da razão entre os raios atômicos
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Figura 4.29: Representação da célula primitiva do MgSiO3 (esquerda), onde as

esferas azuis representam os átomos de silício, as amarelas os de magnésio e as

vermelhas os de oxigênio. Representação da substituição de um átomo de silício

por um de carbono na célula primitiva do MgSiO3 (direita), onde os octaedros

verdes representam as posições dos átomos de carbono.

do Si e do C, que varia de 1,4 (raios iônicos valência IV) até 1,8 (raios covalen-

tes), espera-se que esta substituição leve a uma redução no volume da célula

primitiva. Entretanto, a substituição provoca uma grande distorção na célula pri-

mitiva, alterando-a drasticamente, pois são geradas tensões de cisalhamento

que a distorcem, fazendo com que ela passe de uma rede ortorrômbica para

uma triclínica, com expansão do volume da célula primitiva. A seguir, utilizou-se

a equação de Birch-Murnaghan de segunda ordem para se calcular os parâme-

tros da equação de estado e, consequentemente, os parâmetros estruturais da

célula triclínica. A tabela 4.17 apresenta os parâmetros da equação de estado

do MgSi0,75C0,25O3, juntamente com os do MgSiO3 perovskita.

Pode-se observar que os parâmetros estruturais da equação de estado do

MgSiO3 perovskita são drasticamente alterados com a substituição de um dos

átomos de Si para a formação da liga MgSi0,75C0,25O3. É interessante notar

que o bulk modulus apresenta uma enorme redução e o volume uma grande

expansão, reduzindo a compressibilidade da liga e fazendo com que fique mais

"mole". É interessante notar que o valor de K ′0 é muito maior do que 4, o que é
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Tabela 4.17: Parâmetros da equação de estado da liga MgSi0,75C0,25O3 e do

MgSiO3 perovskita, obtidos com o funcional LDA. O bulk modulus (K0) é dado em

GPa e a derivada do bulk modulus (K ′0) é adimensional.

Mineral V0 (Å3) K0 K ′0

MgSiO3 159,08 261,0 3,88

MgSi0,75C0,25O3 175,37 49,7 11,24

um indicativo de que poderia ser necessário considerar, na equação de estado

de Birch-Murnaghan, termos de ordens superiores na extrapolação dos dados

para pressões mais altas. Comparamos então a estabilidade desta liga com

relação a uma mistura de MgSiO3 e MgCO3, ambos na estrutura R3c. A figura

4.30 mostra as entalpias, obtidas com o funcional LDA, da liga MgSi0,75C0,25O3
e da mistura de MgCO3 com MgSiO3.

Nossos resultados mostram que a liga MgSi0,75C0,25O3 é energicamente me-

nos estável quando comparada com a mistura. De outro modo, podemos con-
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Figura 4.30: Entalpia relativa (∆H), em função da pressão, da liga MgSi0,75C0,25O3
em relação à da mistura (MgCO3 + 3MgSiO3)/4.
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cluir que é energicamente mais estável os dois minerais, MgSiO3 (perovskita) e

MgCO3 (magnesita), coexistirem separadamente do que formando a liga. Um

fato interessante a ser observado é que a diferença de entalpia diminui com o

aumento da pressão. Entretanto, por extrapolação, verifica-se que a pressão

necessária para a liga ser mais estável é muito maior do que aquelas encontra-

das no interior da Terra, se essa tendência permanecer em pressões maiores

que as consideradas 4.

Apesar de se considerar que a maioria do carbono terrestre está concen-

trada no manto, sua concentração ainda é baixa, comparando-se com outros

elementos presentes no interior da Terra. Estima-se que a concentração de

carbono no manto seja da ordem de 3%. Sabe-se que cerca de 80% do manto

inferior é formado por MgSiO3, dessa forma, é importante considerar a influên-

cia de baixas concentrações de carbono em regiões ricas em magnésio, silício

e oxigênio. Dessa forma, os átomos de carbono podem ser incorporados como

impurezas no cristal de MgSiO3, ou formar uma liga ordenada com concentra-

ções muito baixas de carbono.

O esquema mais adequado para o estudo deste tipo de sistema é o de su-

percélula. A correta utilização deste esquema requer que a supercélula gerada

represente corretamente o material, para ser usada como referência no estudo

de impurezas e ligas. Construiu-se primeiramente uma supercélula do cristal

de MgSiO3 ortorrômbico com parâmetros de rede 2a, 2b e 2c , onde a, b e c são

os parâmetros de rede da célula primitiva. Dessa forma, esta célula possui 160

átomos, sendo 32 de magnésio, 32 de silício e 98 de oxigênio. Para obter os

parâmetros estruturais desta supercélula, otimizou-se a célula para diferentes

valores de pressão, através da utilização de métodos de dinâmica molecular

de célula variável, e o funcional LDA. Calculou-se novamente os parâmetros da

equação de estado, mostrados na tabela 4.18, juntamente com os valores da

célula primitiva. A tabela mostra que os parâmetros da equação de estado são

os mesmos tanto para a supercélula quanto para a célula primitiva 5.

4Como o valor de K′0 obtido é muito alto, é preciso cuidado para se fazer esta extrapolação.

Como não estamos interessados em pressões maiores que 150 GPa, este fato não altera nossas

conclusões.
5A supercélula é 8 vezes maior que a célula primitiva, portanto espera-se que seu volume V0 seja

8 vezes maior: 8 V0 = 1272, 64 Å3.
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Tabela 4.18: Parâmetros estruturais, obtidos da equação de estado, da supercélula

e da célula primitiva do MgSiO3 perovskita. O bulk modulus (K0) é dado em GPa

e a derivada do bulk modulus (K ′0) é adimensional.

V0 (Å3) K0 K ′0

MgSiO3 primitiva 159,08 261,0 3,88

MgSiO3 supercélula 1272,48 261,6 3,87

Com os valores otimizados das constantes de rede, calculou-se a estrutura de

faixas de energia, mostrada na figura 4.31, do material descrito pela supercé-

lula, nas direções de alta simetria da primeira zona de Brillouin da estrutura

ortorrômbica. A largura da faixa de energia proibida fundamental não se altera,

apresentando o valor de 6,34 eV. Os estados s e p dos íons de Mg e Si, ele-
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Figura 4.31: Estrutura de bandas, à pressão nula, do MgSiO3 na estrutura perovs-

kita, obtida utilizando-se a célula primitiva (linhas pretas) e uma supercélula de 160

átomos (linhas vermelhas).
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tronicamente desocupados, contribuem para a formação do fundo da banda de

condução enquanto que os estados p dos íons de O, eletronicamente ocupa-

dos, contribuem para a formação da banda de valência, que apresenta largura

de cerca de 10 eV.

A propriedades eletrônicas e estruturais estão adequadamente descritas

pela supercélula construída para simular o MgSiO3 perovskita. Portanto, pode-

mos concluir que esta supercélula representa corretamente o material e pode

ser utilizada para o estudo de defeitos e impurezas ou ligas. A substituição de

um átomo de silício, da supercélula, por um átomo de carbono, pode ser utili-

zada para estudar o carbono como impureza no MgSiO3 (MgSiO3:CSi) ou uma

liga com concentração de 3,125% de carbono, pois existem 32 átomos de Si

na supercélula (MgSi0,97C0,03O3). Iniciamos a simulação computacional do sis-

tema substituindo um átomo de silício da posição (3/4;1/2;1/2) por um átomo

de carbono. A figura 4.32 mostra a configuração da supercélula hospedeira e a

configuração inicial (ideal) da supercélula com a impureza de carbono.

Figura 4.32: Representação da supercélula hospedeira do MgSiO3 (esquerda), onde

as esferas azuis representam os átomos de silício, as amarelas os de magnésio e as

vermelhas os de oxigênio. Representação da supercélula com a substituição de um

átomo de silício por um de carbono (direita), onde a esfera verde representa a

posição do átomo de carbono.
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Tabela 4.19: Parâmetros estruturais, obtidos através da equação de estado, para a

supercélula perfeita do MgSiO3 e para o sistema MgSiO3:CSi, ambos na estrutura

perovskita. O bulk modulus (K0) é dado em GPa e a derivada do bulk modulus

(K ′0) é adimensional.

V0 (Å3) K0 K ′0

MgSiO3 1272,48 262 3,88

MgSiO3:CSi 1286,54 207 4,96

Para obter os parâmetros estruturais do sistema MgSiO3:CSi, otimizou-se a

supercélula para diferentes valores de pressão, de 0 a 150 GPa, através da utili-

zação de métodos de dinâmica molecular de célula variável, e o funcional LDA.

Para cada uma das pressões, a supercélula foi relaxada a fim de se minimizar

as forças em cada átomo. Calculou-se então, estaticamente, os parâmetros da

equação de estado para a supercélula com a impureza, mostrados na tabela

4.19.

Percebe-se que há uma leve expansão no volume da célula do sistema de-

feituoso. A introdução da impureza substitucional de C no sítio do Si perturba

o sistema localmente, acarretando em uma pequena relaxação, para fora, dos

átomos de oxigênio vizinhos da impureza, levando a um pequeno aumento do

volume da célula. Se assumirmos que este sistema simula uma liga ordenada

MgSi0,97C0,03O3, podemos concluir que mesmo com concentrações de C tão

baixas quanto 3,125%, a perturbação causada já é suficiente para aumentar o

volume da célula. Entretanto, a perturbação não é grande o suficiente para mo-

dificar o tipo de rede cristalina, que permanece ortorrômbica, contrariamente ao

que observamos para o sistema com 25% de concentração de C. Observa-se,

também, que o valor do bulk modulus do sistema MgSiO3:CSi é um pouco menor

do que o sistema perfeito. Isto implica em velocidades sísmicas menores no sis-

tema em que há a presença de carbono. Já foi demonstrado neste trabalho que

a velocidade de ondas em agregados isotrópicos na magnesita é menor que na

MgSiO3. Como o bulk modulus é também menor na liga, podemos concluir que

as velocidades sísmicas serão também menores no material com a impureza,
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apesar do carbono ser mais leve e levar a uma menor densidade. Podemos

inferir que a presença de carbono, mesmo em pequenas quantidades, pode in-

dicar velocidades sísmicas menores e pode ajudar a explicar as zonas de baixa

velocidade.

Para estudar a estabilidade energética deste sistema com relação à uma

mistura de MgSiO3 e MgCO3, calculamos a entalpia em função da pressão, da

impureza de C em MgSiO3 perovskita. Para obter estes resultados considera-

mos a seguinte transformação:

32MgSiO3 :CSi = 31MgSiO3 +MgCO3

Com esta relação, o estudo da entalpia do sistema pode fornecer a informa-

ção sobre se é energeticamente favorável que átomos de carbono, em baixas

concentrações, formem o mineral MgCO3 ou se é mais favorável o carbono ser

incorporado como impureza no MgSiO3. A figura 4.33 mostra a entalpia, em

função da pressão, da liga MgSi0,97C0,03O3 (ou do sistema MgSiO3:CSi) e da

mistura dos minerais MgCO3 e MgSiO3.
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Figura 4.33: Entalpia relativa (∆H), em função da pressão, do sistema MgSiO3:CSi
(ou da liga MgSi0,97C0,03O3) em relação à da mistura MgCO3 + MgSiO3.

147



Capítulo 4: Estabilidade de compostos de carbono em altas pressões

A diferença nos valores da entalpia entre a mistura MgCO3 + MgSiO3 e o

sistema MgSiO3:CSi é muito pequena, sendo que a mistura MgSiO3 + MgCO3
é ligeiramente mais estável do que o sistema em que o átomo de carbono está

incorporado na matriz de MgSiO3, com concentração de 3,125%. Percebe-se

nitidamente que esta diferença diminui com o aumento da pressão, mas em

altas pressões ainda é energeticamente favorável a formação de magnesita +

MgSiO3 perovskita. Entretanto, o valor da diferença das entalpias, para valores

de pressão em torno de 100 GPa, é de cerca de 0,15 eV. Por outro lado, o manto

terrestre pode chegar a temperaturas da ordem de 2000 K, cerca de 0,172 eV.

Assim, nesta região do manto a energia térmica é mais que suficiente para es-

tabilizar e favorecer o carbono como estando incorporado como impureza no

MgSiO3. Este é um importante resultado, pois mostra que a energia térmica do

manto inferior pode favorecer a incorporação de impurezas em um dos princi-

pais minerais que formam o manto. Impurezas deste tipo fazem parte de uma

das hipóteses para explicar as zonas de baixa velocidade de ondas sísmicas no

manto inferior. Como já demonstrado neste capítulo, o carbono é mais leve que

o silício, fazendo com que a magnesita seja menos densa. Entretanto, o car-

bono deixa o material mais "mole", diminuindo os coeficientes elásticos numa

taxa muito maior que a densidade, de tal forma que as velocidades de ondas

acústicas são bem menores. Dessa forma, é esperado que impurezas de car-

bono no MgSiO3 também diminuam os seus coeficientes elásticos e façam com

que as ondas se propaguem de forma mais lenta.

4.6 Conclusões

Neste capítulo, calculamos as propriedades dos carbonatos MgCO3 e CaCO3
nas estruturas que assumem sob altas pressões. O MgCO3 é o carbonato equi-

valente ao silicato MgSiO3, que forma a maior parte do manto inferior. Como

mostrado na última parte deste capítulo, o carbonato de magnésio é mais está-

vel que a presença de carbono como impureza ou como liga no MgSiO3. Por-

tanto, a presença deste elemento no manto inferior implica na presença do mi-

neral MgCO3. A fase mais estável sob baixas pressões é a R3c, cujo tensor
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elástico é menos simétrico que o da simetria ortorrômbica. Assim, há uma

maior variação da velocidade das ondas acústicas no MgCO3, quando compa-

rado com as velocidades no MgSiO3 e, portanto, a anisotropia neste mineral

é maior, indicando que a presença de carbono aumentaria a anisotropia local

no manto inferior. Isto pode ser usado para restringir (ou ampliar) os possíveis

minerais utilizados em modelos geofísicos.

Em altas pressões, já foi comprovado experimentalmente que o MgCO3 so-

fre uma transição estrutural. Ainda não foi possível refinar os dados de difração

de raios-X, mas cálculos teóricos mostraram que esta é uma estrutura mono-

clínica de base centrada C2/m. Comparando a entalpia das duas estruturas do

MgCO3, encontramos a pressão de transição de 76 GPa. A variação da velo-

cidade com a direção de propagação, tanto das ondas P como das ondas S, é

menor na estrutura C2/m, apesar desta ser menos simétrica. Isso faz com que

a anisotropia desta nova estrutura seja menor, tanto para as ondas P como para

as ondas S.

O CaCO3 é um cristal bem mais complexo, apresentando diversos polimor-

fos. A estrutura mais estável à pressão ambiente é a R3c, isoestrutural à mag-

nesita, com os átomos nas mesmas posições, com o cálcio ocupando o lugar

do magnésio. A calcita possui coeficientes elásticos maiores que o MgCO3,

indicando velocidades acústicas maiores, mas ainda assim são bem menores

que as velocidades no MgSiO3. Em altas pressões, o CaCO3 assume primeira-

mente a estrutura aragonita, com a pressão de transição em torno de 2 GPa e

posteriormente a estrutura pós-aragonita. As velocidades acústicas nestes mi-

nerais possuem uma grande anisotropia, mas que diminui com a pressão. Ainda

assim, os carbonatos CaCO3 são bem mais anisotrópicos que os MgCO3, tanto

se levarmos em consideração as ondas P como as ondas S. As velocidades nos

agregados isotrópicos de todos os carbonatos estudados neste capítulo, assim

como na liga de silicato de magnésio com concentração de 3,125% de carbono,

são menores que as velocidades no MgSiO3, principal mineral na composição

do manto inferior, como mostrado na figura 4.27. Estes resultados são particu-

larmente importantes para o intervalo de valores de pressão no manto inferior,

principalmente na região próxima à fronteira do manto com o núcleo, onde se

encontram as zonas de ultra-baixa velocidades (ULVZ). A comparação efetuada
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Figura 4.34: (a) Módulos elásticos isotrópicos K e µ e (b) densidade (ρ), em

função da pressão, de agregados isotrópicos de MgCO3 (linhas vermelhas), CaCO3
(linhas verdes), MgCa(CO3)2 (linhas azuis) e MgSiO3 (linhas pretas), em várias

fases estruturais estáveis.

neste trabalho, entre as velocidades de propagação das ondas acústicas nos

agregados de carbonatos e de silicatos pode indicar que se a formação destes

carbonatos for energeticamente favorável, a presença de carbono no manto in-

ferior pode, de fato, reduzir o valor das velocidades de propagação tanto das

ondas P como das ondas S.

A figura 4.34 mostra os módulos elásticos isotrópicos e a densidade de agre-

gados isotrópicos, em várias fases estruturais, dos minerais MgCO3, CaCO3,

MgCa(CO3)2 e MgSiO3. Destes resultados podemos perceber que tanto a den-

sidade como os módulos elásticos dos agregados de MgSiO3 são maiores que

a dos carbonatos, e que a diferença entre os módulos elásticos são bem mai-

ores do que das densidades. Como a velocidade de propagação das ondas

acústicas P e S é diretamente proporcional aos módulos elásticos e inversa-

mente proporcional à densidade, temos, como resultado, que as velocidades

nos agregados de MgSiO3 são sempre maiores que nos carbonatos, uma vez
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que nestes últimos a diminuição nos valores dos coeficientes elásticos apre-

senta uma taxa muito maior que o valor das densidades, implicando em veloci-

dades de propagação de ondas acústicas bem menores. Assim, a presença de

carbono em regiões do manto onde seja favorável a formação de carbonatos,

como o MgCO3 e o CaCO3, tem por efeito principal uma redução na velocidade

das ondas sísmicas. Por conseguinte, no manto inferior, nas ULVZ, existem re-

giões onde as ondas sísmicas sofrem uma redução em suas velocidades. As

chamadas ULVZ estão presentes no manto inferior, próximo à fronteira com o

núcleo. Nestas regiões a velocidade tanto das ondas P como das ondas S são

reduzidas. Estas zonas não são globais, sendo que não há evidências destas

regiões em algumas partes do manto inferior. Isso implica que apenas con-

siderações termodinâmicas não são suficientes para explicar as ULVZ, sendo

que alguma diferenciação química deve ser invocada. Com isso em mente,

propomos que estas regiões de baixa velocidade no manto inferior possam ser

provocadas pela presença de carbono, de tal forma que possibilite a formação

destes carbonatos, o que explicaria esta redução nas velocidades. Adicional-

mente, esses resultados também fornecem um modelo adicional para explicar

onde e como o carbono pode ser armazenado no manto profundo.
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5 Estabilidade de compostos de
carbono em altas pressões

There has always been enough carbon dioxide to keep Earth warm enough for life,

but not too much to bake it to death.

– Stanley Rice, Life on Earth

5.1 Introdução

Devido à alta concentração de magnésio, cálcio e oxigênio no interior da Terra,

a magnesita e a aragonita são considerados os principais minerais capazes de

armazenar carbono no interior do planeta [25]. Entretanto, como o carbono é

um elemento extremamente versátil, que pode se combinar com uma infinidade

de outros elementos, existem vários outros materiais que podem ser gerados

pela combinação destes elementos. É interessante estudar, do ponto de vista

energético, a estabilidade destes minerais com relação a outros possíveis de

serem formados no manto.

Dois minerais muito comuns no interior terrestre são o MgO e o CaO [29,

145, 146], mas, recentemente, algumas questões também têm sido levantadas

com respeito à possibilidade da existência de CO2 e oxigênio sólidos no manto

inferior, devido às altas pressões a que estariam sujeitos. Com isso, se consi-

derarmos um reservatório que contenha átomos de magnésio/cálcio, oxigênio,

na presença de carbono, poderia ocorrer a dissociação do MgCO3/CaCO3, nos

produtos MgO/CaO + CO2, mantendo-se, obviamente, as relações de estequio-

metria. Apesar de alguns experimentos mostrarem que a magnesita permanece
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estável em altas pressões [111], as pressões alcançadas experimentalmente,

em laboratório, ainda são baixas, quando comparadas àquelas do manto infe-

rior. Resultados de cálculos de primeiros princípios levaram à mesma conclu-

são, mas estes cálculos foram realizados apenas em condições estáticas, além

de sofrerem limitações devido à alta complexibilidade do diagrama de fase do

CO2. Além disso, ainda não foram realizados estudos teóricos de efeitos térmi-

cos nas propriedades destes minerais.

Neste capítulo apresentamos estudos da estabilidade energética do MgCO3
e do CaCO3 com relação a outros possíveis compostos formados por carbono,

mantendo as relações estequiométricas. Analisamos o diagrama de fases de

diferentes compostos e estudamos a estabilidade dos carbonatos com relação

a eles. Primeiramente, realizamos cálculos estáticos para comprovar, de fato, a

estabilidade destes compostos. Em seguida, utilizando a aproximação quase-

harmônica, estudamos a estabilidade destes sistemas em altas temperaturas,

equivalentes àquelas do manto da Terra, a fim de se determinar se, sob es-

tas condições extremas, os carbonatos de magnésio e de cálcio permanecem

estáveis. Por fim, utilizamos um método recém desenvolvido para estudos de

elasticidade, que permite calcular os coeficientes elásticos em altas temperatu-

ras. Até o momento, no entanto, este método é aplicável apenas para redes

cúbicas, tetragonais e ortorrômbicas. Por isso, efetuamos cálculos de elas-

ticidade em altas temperaturas apenas para o CaCO3 nas fases aragonita e

pós-aragonita. Com isso pretendemos verificar se efeitos térmicos influenciam

significativamente as conclusões elaborados no capítulo 4.

5.2 Compostos de carbono

Dióxido de carbono em altas pressões

O dióxido de carbono, um gás à temperatura e pressão ambientes, possui diver-

sas estruturas a altas pressões e temperaturas. Seu diagrama de fases, mos-

trado na figura 5.1 [147, 148], tem sido muito estudado e ainda permanecem

muitas dúvidas a respeito de sua estrutura a altas pressões e temperaturas.

O CO2 apresenta uma vasta variedade de polimorfos. A figura 5.1 mos-
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Figura 5.1: Diagrama de fases do CO2 e a geoterma do manto terrestre. Ref. [147]

tra, também, a geoterma do manto, permitindo observar-se que o CO2 pode

ser estável na fase CO2-IV no manto superior (P≈40 GPa), na fase CO2-V no

manto inferior e se dissociar em maiores profundidades em C2 (diamante) +

O2. Cálculos de primeiros princípios não prevêem essa decomposição e esta

discrepância entre teoria e experimento ainda não foi solucionada [149].

Resultados recentes de difração de raios-X mostram que tanto a fase CO2-IV

como a CO2-V apresentam uma rede tetragonal, sendo que a primeira pertence

ao grupo espacial P41212 [150, 151] e a segunda ao grupo espacial I42d [147,

152]. Ambas estruturas estão mostradas na figura 5.2.

Outra fase interessante de ser analisada é a fase CO2-VI, pois, apesar do

diagrama de fases, apresentado na figura 5.1, mostrar que ela não está pre-

sente na região do manto, ela é estável a baixas temperaturas e nossos cálcu-

los teóricos iniciais são simulados a T =0 K. Métodos experimentais ainda não

foram capazes de obter informações suficientes para refinar a estrutura da fase

CO2-VI [153]. Entretanto, alguns estudos sugerem o grupo P4m2, ou o grupo

P42/nmc, ou o grupo P42/nmn, fase da stishovita (st), como as estruturas que
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Figura 5.2: Estrutura cristalina do CO2-IV (esquerda), grupo espacial P41212 e do

CO2-V (direita), grupo espacial I42d, onde as esferas verdes representam os átomos

de carbono e as vermelhas os de oxigênio.

descrevem esta fase. A figura 5.3 mostra estas três estruturas, propostas na

literatura, para a fase CO2-VI.

A estrutura P4m2 do dióxido de carbono forma camadas de tetraedros, com-

postos por átomos de oxigênio, orientados todos na mesma direção, por isso

é chamada também de estrutura layer AA. A estrutura P42/nmc também forma

camadas de tetraedros, mas orientados em posições opostas, conforme mostra

a figura 5.3 e, por isso, também é chamada de estrutura layer AB. Resultados

Figura 5.3: Estrutura cristalina do CO2-VI, nos grupos espaciais P4m2 (esquerda),

P42/nmc (centro) e P42/mnm (direita). As esferas verdes representam os átomos

de carbono e as vermelhas os de oxigênio.
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Figura 5.4: Entalpia relativa (∆H), em função da pressão, do CO2 nas fases IV

(P41212- linha azul), VI:AA (P4m2 - linha azul marinho), VI:AB (P42/nmc - linha

verde) e VI:st (P42/nmn - linha violeta), em relação à fase V (I42d - linha vermelha).

de cálculos de propriedades energéticos podem ajudar a definir qual destas es-

truturas, de fato, o dióxido de carbono assume a altas pressões. O estudo da

estabilidade energética de todas estas fases do CO2, em função da pressão,

foi efetuado através do cálculo da entalpia das cinco fases estruturais descritas

anteriormente. A figura 5.4 apresenta a entalpia, em função da pressão, das

fases CO2-IV, CO2-V, CO2-VI:AA, CO2-VI:AB e CO2-VI:st (stishovita).

Podemos observar que, em condições estáticas, a fase mais estável a baixas

pressões é a CO2-IV. Há uma transição de fase para a estrutura CO2-V em torno

de valores de pressão de 10 GPa. Esta pressão é muito menor que a pressão

de transição mostrada na figura 5.1. Entretanto, nossos cálculos foram reali-

zados em condições estáticas, enquanto que essa transição é observada em

altas temperaturas. Nenhuma das estruturas consideradas para a fase CO2-VI

é a mais estável, no intervalo de pressão considerado, sendo que as estruturas

layer AA e layer AB apresentam valores e variação de entalpia muito seme-

lhantes. Estes resultados contradizem o diagrama de fases da figura 5.1, já
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que a fase CO2-VI deveria ser mais estável em baixas temperaturas e, portanto,

em condições estáticas. A estrutura do CO2-VI ainda não está bem definida

e, talvez, nenhuma daquelas estudadas aqui seja a correta. Outro problema

que deve ser considerado é que algumas estruturas consideradas para des-

crever a fase CO2-VI são cristais moleculares, de tal forma que as interações

eletrônicas de longo alcance, também conhecidas como interações de van der

Waals, possam ser importantes para uma correta descrição destes sistemas.

Os efeitos da introdução destas correções serão estudados mais adiante.

Comparação com o MgCO3

O estudo da estabilidade energética do MgCO3 foi efetuado assumindo a trans-

formação: MgCO3 = MgO+ CO2. Calculamos a entalpia, em função da pres-

são, das fases trigonal e monoclínica do MgCO3, do MgO na estrutura do cloreto

de sódio, grupo Fm3m, e do CO2. Escolhemos a fase CO2-V para o cristal de

dióxido de oxigênio pois, segundo o resultado dos nossos cálculos, é a fase

mais estável em altas pressões. A figura 5.5 apresenta as entalpias relativas,

com respeito àquela da magnesita (R3c), em função da pressão, do MgCO3 na

fase monoclínica (C2/m) e da mistura dos elementos constituintes MgO + CO2.

É interessante notar que o sistema MgO + CO2-V se torna mais estável do

que o MgCO3 (R3c) em pressões em torno de 115 GPa. Entretanto, a fase

monoclínica (C2/m) apresenta uma menor entalpia nessa região de pressão e,

portanto, é energeticamente a fase mais estável. Nosso trabalho permite então

concluir que se de fato a estrutura prevista por Oganov [113] for a estrutura

do MgCO3 em altas pressões, não há dissociação para nenhum polimorfo do

dióxido de carbono nas condições de pressão do interior da Terra. Sabe-se que

um dos principais elementos do manto terrestre é o óxido de magnésio. Dessa

forma, em regiões de alta pressão, com alta concentração local de carbono, a

formação de cristais de CO2 coexistindo com o MgO não é favorável do ponto de

vista energético, restringindo os possíveis elementos a serem encontrados no

manto. Nossos resultados permanecem válidos mesmo que a estrutura C2/m

não seja a real fase do MgCO3 em altas pressões, pois qualquer que seja a fase

do MgCO3, ela deve, necessariamente, ter uma entalpia menor que a fase C2/m.
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Figura 5.5: Entalpia relativa (∆H), em função da pressão, do MgCO3 na fase mo-

noclínica (C2/m - linha azul) e da mistura dos elementos constituintes MgO + CO2
(linha verde), em relação à magnesita (R3c - linha vermelha).

Podemos então concluir que a presença de CO2 no manto inferior pode tornar

favorável a formação do MgCO3, tornando este material um possível hospedeiro

para o carbono no interior da Terra.

Comparação com o CaCO3

O estudo da estabilidade energética do carbonato de cálcio foi efetuado assu-

mindo-se a transformação: CaCO3 = CaO+ CO2. Para isso, calculamos, utili-

zando o funcional LDA, a entalpia em função da pressão do CaCO2 nas fases

calcita, aragonita e pós-aragonita, do CaO na estrutura do cloreto de sódio,

grupo Fm3m, e do CO2-V. A figura 5.6 apresenta as entalpias relativas, com

respeito àquela da fase calcita (R3c), em função da pressão, do CaCO3 nas

fases aragonita (Pmcn) e pós-aragonita (Pmmn) e da mistura dos elementos

constituintes CaO + CO2.

Como mencionado anteriormente, a utilização do funcional LDA subestima
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Figura 5.6: Entalpia relativa (∆H), em função da pressão, do CaCO3 nas fases

aragonita (Pmcn - linha azul) e pós-aragonita (Pmmn - linha laranja) e da mistura

dos elementos constituintes CaO + CO2 (linha verde), em relação à calcita (R3c -

linha vermelha).

o valor da pressão de transição do CaCO3 da estrutura R3c para a Pmcn, pre-

vendo uma pressão de transição negativa. Por este motivo, a fase mais estável

a pressão nula, prevista pelo funcional LDA, é a aragonita (Pmcn). Do ponto de

vista energético, a mistura CaO + CO2 não é mais estável do que nenhuma das

estruturas consideradas para o CaCO3 . No entanto, ainda não há um consenso

sobre a estrutura do CaCO3 a altas pressões. Como mencionado no capítulo

anterior, alguns resultados de cálculos de primeiros princípios sugerem que a

fase pós-aragonita pertence ao grupo Pmmn, outros cálculos prevêem uma es-

trutura monoclínica. De qualquer forma, qualquer que seja a estrutura correta

para o CaCO3 em altas pressões, sua entalpia será menor do que a da estru-

tura Pmcn, de tal forma que pode-se concluir que, pelo menos em condições

estáticas, não há a dissociação CaO + CO2. Isto implica que a formação de

dióxido de carbono em regiões do interior da Terra, com alta concentração de
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cálcio, não seria favorável do ponto de vista energético. Este resultado corro-

bora resultados experimentais que mostraram que o dióxido de carbono não se

apresenta como uma fase livre em altas pressões, precisando dessa forma ser

armazenado em forma de carbonatos [154–157].

Oxigênio a altas pressões

O diamante é um elemento de extrema importância para o estudo do interior

da Terra. Em geral, estes minerais são formados em profundidades entre 150

e 200 km [158], mas existem os chamados diamantes ultraprofundos, que são

formados na zona de transição do manto, em profundidades maiores do que

400 km. Portanto, o estudo e a caracterização de impurezas existentes nestes

diamantes podem fornecer diversas informações sobre as regiões profundas

da Terra, tais como, por exemplo, a evidência de que o manto superior é rico

em água [159] e, também, a presença de carbono no manto inferior [37]. Por

estes e outros motivos, é importante estudar a estabilidade do carbono na forma

de diamante, comparada com outros compostos também formados por carbono.

Assim, considerando a estequiometria dos sistemas MgCO3 e CaCO3, podemos

ter as seguintes transformações:

2MgCO3 = 2MgO + C2(diamante) + 2O2 (5.1)

2CaCO3 = 2CaO + C2(diamante) + 2O2 (5.2)

ou seja, considerando um reservatório com átomos de magnésio/cálcio, oxigê-

nio e carbono, podemos ter a formação de diamante, se também considerarmos

a formação de óxido de magnésio e oxigênio. O O2 é um composto gasoso à

temperatura e pressão ambientes mas, em altas pressões e temperaturas, é

um material bastante complexo, que se solidifica em diversas estruturas. Em

pressões acima de cerca de 10 GPa até cerca de 95 GPa, o oxigênio sólido

apresenta uma fase chamada ε-O2, de estrutura monoclínica, grupo espacial

C2/m. Acima de 95 GPa ele apresenta uma transição para uma fase chamada

de ζ-O2, como mostra o diagrama de fases na figura 5.7.
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Figura 5.7: Diagrama de fases do Oxigênio em altas pressões. Ref. [160]

O diagrama de fases mostra que para o intervalo adequado de pressões

para o estudo do manto inferior, a estrutura cristalina do oxigênio sólido está

associada às fases ζ-O2 e ε-O2. Elas são isoestruturais, possuindo simetria

referente ao grupo espacial C2/m1 [160–163]. A figura 5.8 mostra a estrutura

cristalina do ε-O2.

Figura 5.8: Estrutura cristalina do oxigênio sólido na fase ε-O2.

1No diagrama de fases está mostrada a estrutura A2/m. É o mesmo grupo espacial da C2/m,

mas com a base centrada no plano yz , enquanto a base da C2/m está no plano xy .
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Figura 5.9: Entalpia (∆H), em função da pressão: (a) MgCO3 na fase mono-

clínica (C2/m - linha azul) e do sistema formado pelos elementos constituintes

2MgO + C2(diamante) + 2O2 (linha verde), com respeito à entalpia da magne-

sita (R3c - linha vermelha); (b) CaCO3 nas fases aragonita (Pmcn - linha azul)

e pós-aragonita (Pmmn - linha laranja) e para o sistema formado pelos elementos

constituintes 2CaO + C2(diamante) + 2O2 (linha verde), com respeito à entalpia

da calcita (R3c - linha vermelha).

O oxigênio sólido é um cristal molecular e, portanto, espera-se que uma

correta descrição do sistema necessite da introdução das interações de van

der Waals. A influência destas interações será estudada posteriormente. O

estudo da estabilidade energética do carbonato de cálcio e do carbonato de

magnésio, em várias fases, em comparação com os cristais de diamante, MgO,

CaO e oxigênio, em função da pressão, foi efetuado através do cálculo da en-

talpia de todos estes sistemas. A figura 5.9 apresenta a entalpia das mistu-

ras 2MgO + C2(diamante) + 2O2 e 2CaO + C2(diamante) + 2O2 e dos minerais

MgCO3 e CaCO3, respectivamente.

Comparando os resultados apresentados nas figuras 5.5 e 5.6 com aqueles

expostos na figura 5.9, podemos observar que eles vão ao encontro de outros
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resultados reportados na literatura, nos quais foi observado que não é ener-

geticamente favorável que ocorra, no manto, a dissociação do CO2 em seus

elementos constituintes [113]. Entretanto, resultados experimentais recentes in-

dicam que a altas pressões a estrutura não molecular do CO2-V se dissocia em

carbono e oxigênio [164]. Até o momento, esta discrepância entre os resultados

experimentais e teóricos ainda não foi solucionada. Adicionalmente, outro fato

a se considerar é a possibilidade de o oxigênio formar outros compostos após

a dissociação. Por exemplo, como o manto é rico em silício, o oxigênio proveni-

ente das transformações expressas nas equações (5.1) e (5.2) poderia também

formar SiO2 [149]. Esta possibilidade de transformação foge do escopo deste

trabalho.

Interações de van der Waals

Tanto o dióxido de carbono como o oxigênio são cristais moleculares, por isso,

interações de van der Waals (vdW) podem ser importantes para a sua correta

descrição. Uma grande desvantagem dos métodos de primeiros princípios ba-

seados na DFT é que eles não descrevem corretamente as interações eletrô-

nicas de longo alcance, responsáveis pelas forças de vdW. Em cristais mole-

culares, esta correção pode ser importante, por isso introduzimos este tipo de

correção em nossos estudos com o objetivo de determinar se há alguma al-

teração no comportamento energético relativo dessas estruturas. No método

utilizado neste trabalho, a energia de troca e correlação do sistema é reescrita

na forma [165]:

Exc = E
GGA
x + ELDAc + Enlc (5.3)

em que podem ser usadas diferentes formas para o funcional energia de troca

EGGAx . Resultados obtidos com a aproximação vdW-B88 [166–168], quando

comparados com dados experimentais, apresentaram resultados excelentes.

Utilizando esta metodologia para as dispersões de vdW, calculamos os parâme-

tros estruturais, através da equação de estado, dos cristais de MgCO3, CaCO3,

MgO, CaO, CO2 e O2, os quais estão apresentados na tabela 5.1, juntamente

com os resultados anteriormente obtidos com os funcionais LDA e GGA e com

dados experimentais.
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Tabela 5.1: Parâmetros estruturais, obtidos da equação de estado, para os cristais

de MgCO3, CaCO3, MgO, CaO, CO2 e O2. São mostrados os resultados obtidos

utilizando o funcional LDA, o GGA e o vdW, que inclui interações de van der Waals,

e dados experimentais. O volume (V0) é dado em Å3, o bulk modulus (K0) é dado

em GPa e a derivada do bulk modulus (K ′0) é adimensional.

MgCO3 (R3c) CaCO3 (R3c) CaCO3 (Pmcn) CaCO3 (Pmmn)

V0 268,34 352,45 211,90 98,07

LDA K0 122 72 85 91

K′0 4,44 3,65 3,91 4,91

V0 290,77 382,16 232,89 109,64

GGA K0 100 68 74 67

K′0 4,48 3,46 3,74 4,78

V0 282,85 382,22 226,08 104,24

vdW K0 109 54 79 88

K′0 4,48 4,03 3,78 4,55

V0 279,28(a) 368,11(b) 226,71(c) —

Exp. K0 119 73 71 —

K′0 4,02 4,00 4,63 —

MgO (Fm3m) CaO (Fm3m) CO2-V (I42d) ε-O2 (C2/m)

V0 18,06 26,14 88,67 85,66

LDA K0 173 129 145 16

K′0 4,10 4,32 4,06 8,53

V0 19,30 28,22 94,83 93,98

GGA K0 150 106 126 25

K′0 4,10 4,27 4,09 5,22

V0 18,94 27,67 92,55 98,99

vdW K0 157 114 136 11

K′0 4,09 4,27 4,13 7,97

V0 18,67(d) 27,82(e) — —

Exp. K0 161 111 — —

K′0 3,94 4,82 — —
(a) Ref. [114] (b) Ref. [127,128] (c) Ref. [130] (d) Ref. [169] (e) Ref. [170]
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De acordo com a tabela, quando comparados com dados experimentais dis-

poníveis, os volumes dos cristais, à pressão nula, são subestimados quando

do uso do funcional LDA (4-6%) e superestimados pelo funcional GGA (3-7%).

Podemos observar que a inclusão de correções da interação de vdW resulta em

valores de volume maiores do que aqueles obtidos pelo uso do LDA e menores

que os obtidos pelo GGA, aproximando-os dos valores experimentais. Esta

tendência também é observada para os cristais de CaCO3 (Pmmn) e CO2-V,

para os quais não há valores experimentais. A única exceção é o cristal de

oxigênio ε-O2, em que o valor do volume obtido com a inclusão de efeitos da

interação de vdW é o maior de todos.

Como as equações de estado são melhor descritas com a inclusão destas

interações de vdW, estudamos, novamente, a estabilidade energética do carbo-

nato de cálcio e do carbonato de magnésio, em várias fases, em comparação

com os cristais de diamante, MgO, CaO, CO2 e oxigênio, em função da pressão.

Pretendemos, com isto, verificar se a incorporação das interações de vdW têm

efeitos significativos nas transições e estabilidades estudadas anteriormente.

A figura 5.10 apresenta a entalpia, considerando as interações de vdW,

dos minerais MgCO3 e CaCO3 e dos respectivos elementos constituintes en-

volvendo carbono e oxigênio.

Comparando os resultados apresentados nesta figura com aqueles das fi-

guras 5.5, 5.6 e 5.9, observa-se que a consideração destas interações de vdW

não alteram significantemente os valores das pressões de transição estrutural

destes sistemas. Adicionalmente, a incorporação da energia de vdW não al-

tera a conclusão anterior, obtida para o sistema em condição estática. Portanto,

não há dissociação dos carbonatos nos elementos constituintes considerados,

nas condições de pressão do interior da Terra. Assim, podemos inferir que as

discrepâncias observadas, e relatadas anteriormente, provavelmente não estão

relacionadas com a descrição dos cristais moleculares.
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Figura 5.10: Entalpia (∆H), em função da pressão, obtida com inclusão de corre-

ções de van der Waals, para: (a) MgCO3 na fase monoclínica (C2/m - linha azul)

e dos sistemas formados pelos elementos constituintes MgO+ CO2 (linha violeta)

e 2MgO + C2(diamante) + 2O2 (linha verde), em relação à magnesita (R3c - li-

nha vermelha); (b) CaCO3 nas fases aragonita (Pmcn - linha azul) e pós-aragonita

(Pmmn - linha laranja) e para os sistemas formados pelos elementos constituintes

CaO + CO2 (linha violeta) e 2CaO + C2(diamante) + 2O2 (linha verde), em relação

à calcita (R3c - linha vermelha).

5.3 Propriedades termodinâmicas

No estudo da estabilidade energética relativa de sistemas à mesma pressão e

temperatura, o sistema mais estável é aquele que possui a menor energia livre

de Gibbs. Esta energia é dada por:

G(P, T ) = F (V, T ) + PV (5.4)

em que F (V, T ) é a energia livre de Helmholtz, P a pressão e V o volume. Como

demonstrado no capitulo 2, dentro da aproximação quase-harmônica, a energia

livre de Helmholtz é escrita como:

F (V, T ) = E0(V ) + Ezp(V ) + Eth(V, T ) (5.5)
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em que E0 é a energia interna, Ezp é a energia de ponto zero e Eth é a e-

nergia de vibração. Dentro da aproximação de Born-Oppenheimer, em que se

desconsidera a energia cinética dos íons e, portanto, se tem uma rede estática,

os dois últimos termos são nulos e a energia livre de Gibbs será dada por:

G(P ) = E0 + PV = H(P ) (5.6)

em que H é a entalpia do sistema. Por isso, até o momento, utilizamos a ental-

pia para verificar qual o sistema mais estável. Entretanto, como estas equações

mostram, este procedimento nos dá apenas informações da rede estática e

desconsidera efeitos térmicos. Para se incluir efeitos decorrentes da tempera-

tura, devemos utilizar a equação (5.4) e, para isso, devemos calcular a energia

livre de Helmholtz, utilizando a aproximação quase-harmônica, descrita no ca-

pítulo 2. Como demonstrado, na aproximação quase-harmônica se considera a

dependência das frequências com o volume. Para tanto, determina-se a densi-

dade de estados vibracionais para diferentes volumes e dessa forma obtém-se

a energia livre de Helmholtz do sistema como função do volume e da tempera-

tura. Uma vez que se tem esta equação, todas as propriedades termodinâmicas

podem ser calculadas. Esta aproximação considera que as frequências não va-

riam com a temperatura, que é o caso para baixas temperaturas como já foi

demonstrado. Para os minerais do manto terrestre (MgSiO3 e MgO), a aproxi-

mação quase-harmônica é válida para temperaturas de até cerca de 2000 K,

ou seja, até aproximadamente a fronteira entre o manto inferior e o núcleo [39].

Como a aproximação quase-harmônica necessita das frequências de vibração

do sistema, primeiramente validamos nossos resultados comparando-os com

resultados experimentais de espectroscopia Raman e Infravermelho para de-

pois obter as propriedades termodinâmicas.

MgCO3

Utilizou-se a célula primitiva romboédrica da magnesita para se calcular as

frequências dos modos normais de vibração da rede, que possui uma base

de duas unidades de MgCO3, totalizando dez átomos. Isso corresponde a 30

graus de liberdade e 30 frequências de vibração, sendo 3 (três) ramos acústicos
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e 27 ramos óticos. No ponto Γ, as frequências dos modos acústicos são nulas e,

portanto, tem-se 27 valores de frequência não nulos. Estes modos normais de

vibração, no ponto Γ, podem ser classificadas de acordo com as representações

irredutíveis do grupo pontual D3d :

ΓMgCO3tot = A1g + 2A1u + 3A2g + 3A2u + 4Eg + 5Eu

onde os modos A1g e Eg são ativos por espectroscopia Raman, A2u e Eu são

ativos no infravermelho e os A1u e A2g são silenciosos. A tabela 5.2 apresenta

os valores das frequências da magnesita, obtidas a P =0.

Comparando os resultados com os dados experimentais observa-se uma

Tabela 5.2: Frequências dos modos normais de vibração ativas por Raman (R) e

infravermelho (I) do MgCO3 (R3c). Os modos estão dados em termos das repre-

sentações irredutíveis do grupo de simetria D3d e em unidades de cm−1. S significa

modo silencioso. Dados experimentais de espectroscopia Raman são da referên-

cia [171] e no infravermelho da referência [172].

Modo LDA GGA Exp. Atividade

Eu 224,2 223,5 227 I

Eg 230,4 203,8 213 R

A2u 231,0 224,1 254 I

A2g 311,8 296,2 - S

Eu 330,4 293,1 308 I

Eg 342,3 311,9 329 R

A2g 381,9 351,3 - S

A1u 384,3 356,5 - S

Eu 394,3 343,0 355 I

A2u 402,1 347,7 380 I

Eg 725,4 708,7 738 R

Eu 734,4 715,8 749 I

A2u 834,6 830,5 885 I

A2g 844,4 837,6 - S

A1g 1107,2 1068,0 1094 R

A1u 1109,0 1069,7 - S

Eu 1455,5 1396,0 1446 I

Eg 1475,2 1413,2 1444 R
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boa concordância e, na média, as frequências são superestimadas pelo funcio-

nal LDA e subestimadas pelo GGA. Os cálculos iniciais da dispersão de estados

vibracionais para a magnesita, MgCO3 na estrutura R3c, foi obtida para pressão

nula. Foram realizados testes de convergência com respeito ao número de pon-

tos q utilizados para efetuar a integração na primeira zona de Brillouin. Variando

o conjunto de pontos q, de 8 até 64 pontos, verificamos que a rede mínima de

8 pontos já é suficiente para descrever o sistema, dentro do critério de conver-

gência pré-estabelecido. Portanto, utilizamos a rede de 8 pontos q para obter a

dispersão de fônons para diversos valores de pressão. A figura 5.11 ilustra os

resultados obtidos para os valores P =0 e P =75 GPa.

Percebe-se que o aumento da pressão aumenta a dispersão dos ramos,

sendo que a região de frequências mais baixas é mais afetada. Observamos

que para valores de pressão de até 150 GPa, pressão máxima estudada neste
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Figura 5.11: Dispersão de fônons, para várias direções de alta simetria da primeira

zona de Brillouin, para a magnesita, MgCO3 na estrutura R3c, para pressão nula

(linhas vermelhas) e P =75 GPa (linhas azuis).
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trabalho, não são encontrados valores negativos para as frequências, indicando

que esta estrutura cristalina seria dinamicamente estável nestas condições,

apesar de existirem estruturas mais estáveis, como mostrado no capítulo an-

terior para cálculos estáticos (pressão de transição R3c⇒ C2/m em 76 GPa).

A densidade de estados vibracionais (VDoS) foi calculada para diversos va-

lores de pressão, de tal forma a se construir a energia livre de Helmholtz F

do sistema. Uma vez obtida esta função, todas as propriedades termodinâmi-

cas podem ser calculadas, permitindo-se obter os parâmetros da equação de

estado em diferentes valores de temperatura. A tabela 5.3 mostra estes resul-

tados para T =0 (estático) e para a temperatura ambiente T =300 K.

O volume aumenta com o aumento da temperatura (efeitos de dilatação tér-

mica). Como o funcional LDA, no caso estático, fornece um valor de volume

menor que o experimental, a incorporação de efeitos térmicos faz com que este

valor aumente, aproximando-se do valor experimental. O oposto ocorre com o

funcional GGA, pois já prevê um valor de volume maior que o experimental e a

inclusão de efeitos térmicos faz com que este valor aumente, afastando-se do

valor experimental. Entretanto, podemos observar que o aumento de tempera-

tura de 300 K resulta em um aumento de volume de apenas 0,9% e 1,1% nos

resultados obtidos com os funcionais LDA e GGA, respectivamente. Por conse-

guinte, a introdução de efeitos térmicos afeta muito pouco o valor do volume do

sistema, validando a prática usual de se comparar os resultados obtidos atra-

Tabela 5.3: Parâmetros da equação de estado da magnesita, MgCO3 na estrutura

R3c, à T =0 K (estático) e à T =300 K. Dados experimentais são da referência

[114]. O volume (V0) é dado em Å3, o bulk modulus (K0) é dado em GPa e a

derivada do bulk modulus (K ′0) é adimensional.

Estático (T =0 K) T =300 K

V0 K0 K ′0 V0 K0 K ′0

GGA 290,77 100 4,48 293,46 96 3,70

LDA 268,34 122 4,44 271,30 115 3,86

Exp. — — — 279,28 119 4,02
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vés de cálculos estáticos com dados de experimentos feitos a 300 K. Os erros

introduzidos nos valores do volume devido ao funcional de troca e correlação

utilizado é bem maior (cerca de 5% para o GGA e 3% para o LDA). Como já

mencionado, há uma correlação entre o bulk modulus e o volume. Como efeitos

de dilatação térmica aumentam o volume, os valores de K diminuem com o uso

de ambos funcionais. Entretanto, o erro cometido nas propriedades elásticas

aumenta ligeiramente quando efeitos térmicos são considerados. A figura 5.12

mostra o coeficiente de expansão térmica (α) obtido para a magnesita.

A aproximação quase-harmônica, utilizada para construir a energia livre de

Helmholtz, é uma boa aproximação para descrever as propriedades termodinâ-

micas desde que não haja interação entre os fônons. Esta situação é válida para

baixas temperaturas. Entretanto, não existe uma maneira clara de se estabele-

cer para até qual valor de temperatura os resultados utilizando a aproximação

quase-harmônica são válidos. Um fato conhecido experimentalmente é que a

expansividade térmica α(T ), a altos valores de T , apresenta uma variação apro-

ximadamente linear com a temperatura, até o ponto de fusão do sistema. Assim,

uma boa estimativa do limite de validade da aproximação quase-harmônica está

relacionada com a segunda derivada, em relação à temperatura, de α(T ), que

deve ser nula [38]. Pelo resultado apresentado na figura 5.12, percebe-se que
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Figura 5.12: Expansividade térmica do MgCO3 na estrutura R3c (magnesita).
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Figura 5.13: Dispersão de fônons, para várias direções de alta simetria da primeira

zona de Brillouin, do MgCO3 na estrutura C2/m para valores de pressão: (a) P =0

e (b) P =30 GPa.

para valores de temperatura de até mais ou menos 3000 K a segunda derivada

de α(T ) é nula (pois o gráfico é próximo de uma reta) e, a partir desta tempe-

ratura, o gráfico apresenta uma leve curvatura. Assim, como o manto inferior

chega a temperaturas de até 2500 K, então a aproximação quase-harmônica,

para esse material, é válida em toda a extensão de temperatura do manto infe-

rior.

Na estrutura monoclínica do MgCO3, grupo espacial C2/m, a base possui 30

átomos e, então, possui 90 frequências de vibração, sendo três ramos acústicos

e 87 ramos óticos. Obteve-se, também, a dispersão de fônons desta estrutura,

que está mostrada na figura 5.13 para dois valores de pressão. Verifica-se que

para P = 0 e P = 10 GPa, existem diversas valores negativos de frequência
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Figura 5.14: Coeficiente de expansão térmica do MgCO3 na estrutura C2/m, à

pressão de 45 GPa.

no espectro de fônons, o que indica que esta estrutura não é estável nestas

condições. Entretanto, para valores a partir de 30 GPa as frequências são

todas positivas, mostrando a estabilidade desta estrutura nestas condições.

Novamente, com as frequências calculadas, utilizamos a aproximação quase-

harmônica para construir a energia livre de Helmholtz, e com esta calcular as

propriedades termodinâmicas deste material nesta estrutura. Na figura 5.14 é

mostrada a expansividade térmica do MgCO3 na estrutura monoclínica. Como

esta estrutura não é estável à pressão nula, esta expansão térmica é calculada

à pressão de 40 GPa. Procedendo de modo análogo ao descrito anteriormente,

para a estrutura R3c, podemos concluir que a aproximação quase-harmônica

é válida para todo o intervalo de temperatura simulado, pois a expansividade

térmica α(T ) apresenta uma variação praticamente linear com a temperatura.

Assim, esta metodologia é válida nas regiões de interesse para o estudo do

manto terrestre.

De posse da energia livre de Helmholtz, obtivemos a energia livre de Gibbs

para estudar a estabilidade do MgCO3 em altas temperaturas. Comparando a

energia livre de Gibbs da estrutura R3c com a C2/m, construiu-se um diagrama

P ×T , mostrado na figura 5.15, para a energia de transição, ou seja, para a situ-
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Figura 5.15: Diagrama da pressão de transição de fase da estrutura R3c para a

C2/m no MgCO3, em função da temperatura, obtido com a utilização dos fun-

cionais LDA (linha azul) e GGA (linha vermelha), dentro da aproximação quase-

harmônica.

ação onde a diferença entre os valores da energia de Gibbs dos dois sistemas é

nula. Percebe-se que a pressão onde ocorre a transição de fase estrutural não

é significativamente alterada com a inclusão de efeitos térmicos, apresentando

um pequeno aumento com o aumento da temperatura. Este comportamento é

interessante, pois mostra que as previsões teóricas para a mudança de fase do

MgCO3 depende muito pouco da temperatura, o que implica na conclusão de

que a profundidade em que essa transição irá ocorrer, no interior da Terra, não

depende da geoterma. Este fato pode ser útil para a construção de modelos

geofísicos, pois há uma grande incerteza na determinação da geoterma.

CaCO3

A calcita tem a mesma estrutura cristalina da magnesita e, portanto, apresenta

30 frequências de vibração, sendo três ramos acústicos e 27 ramos óticos, e no

ponto Γ os modos normais de vibração podem ser classificadas de acordo com

as representações irredutíveis do grupo pontual D3d . A tabela 5.4 apresenta,
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Tabela 5.4: Frequências dos modos normais de vibração ativas por Raman (R)

e infravermelho (I) do CaCO3 calcita (R3c), obtidas utilizando-se os funcionais

LDA e GGA. Os modos estão dados em termos das representações irredutíveis do

grupo de simetria D3d e em unidades de cm−1. S significa modo silencioso. Dados

experimentais são da referência [171].

Modo LDA GGA Exp. Atividade

A2u 111,1 93,8 92 I

Eu 124,1 96,3 102 I

Eg 156,7 164,5 156 R

A2g 170,1 181,7 - S

Eu 207,9 219,4 223 I

Eg 265,2 279,2 284 R

Eu 270,3 294,0 297 I

A1u 281,2 290,3 - S

A2u 279,7 308,2 303 I

A2g 301,2 322,5 - S

Eu 687,1 689,1 712 I

Eg 688,4 688,3 712 R

A2u 838,6 828.2 872 I

A2g 845,1 833,4 - S

A1u 1080,7 1069,9 - S

A1g 1081,7 1070,2 1086 R

Eu 1401,6 1382,4 1407 I

Eg 1433,3 1413,1 1434 R

para a calcita, os valores das frequências dos modos normais de vibração, a

P =0, comparadas com resultados experimentais.

Comparando os resultados com os dados experimentais observa-se que as

frequências estão razoavelmente bem descritas, tanto pela utilização do funci-

onal LDA como do GGA. Foram realizados, também, testes de convergência

com respeito ao número de pontos q utilizados para efetuar a integração na pri-

meira zona de Brillouin e, como anteriormente, concluímos que a rede mínima

de oito pontos já é suficiente para descrever o sistema. Portanto, utilizamos a

rede de oito pontos q para obter a dispersão de fônons para diversos valores de

pressão, sendo que a figura 5.16 mostra o espectro de fônons da calcita para
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Figura 5.16: Dispersão de fônons, para várias direções de alta simetria da primeira

zona de Brillouin, do CaCO3 calcita (R3c), à P =0.

pressão nula.

Novamente, com a densidade de estados vibracionais, obtida para diversos

valores de pressão, utilizamos a aproximação quase-harmônica para calcular

as propriedades termodinâmicas deste material nas estruturas calcita (R3c) e

aragonita (Pmcn). Como a aproximação quase-harmônica é válida desde que

as frequências dependam apenas do volume, uma estimativa das temperatu-

ras até onde pode-se confiar nos resultados pode ser obtida do coeficiente de

expansão térmica α(T ). Assim, apresentamos na figura 5.17 a expansividade

térmica do CaCO3 nas estruturas calcita e aragonita.

Para a aragonita, podemos observar, analisando a figura 5.17(b), que a re-

lação de α com T é aproximadamente linear e começa a divergir para valores

de temperatura em torno de 700 K. Essa temperatura é muito baixa em relação

àquelas do manto inferior e, portanto, essa aproximação não é adequada para

se descrever este material para as temperaturas de interesse. Para a calcita, os

resultados apresentados na figura 5.17(a) mostram que α diverge para valores
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Figura 5.17: Coeficiente de expansão térmica do CaCO3 nas estruturas (a) calcita

(R3c) e (b) aragonita (Pmcn).

de temperatura em torno de 1200 K, valor quase o dobro do da aragonita, mas

ainda muito inferior àquelas do interior terrestre, como pode ser observado na

geoterma da figura 5.1. Estes resultados mostram que a aproximação quase-

harmônica pode ser utilizada até temperaturas de aproximadamente 600 K para

a aragonita e 1000 K para a calcita.

As tabelas 5.5 e 5.6 apresentam os parâmetros estruturais, obtidos através

da equação de estado, para T = 0 K e T = 300 K, para o CaCO3 nas estrutu-

ras calcita (R3c) e aragonita (Pmcn), respectivamente, juntamente com dados

experimentais, quando disponíveis.

Tabela 5.5: Parâmetros da equação de estado à T =0 K (estático) e à T =300 K

do CaCO3 na estrutura R3c (calcita). Dados experimentais são da referência [127].

O volume (V0) é dado em Å3, o bulk modulus (K0) é dado em GPa e a derivada do

bulk modulus (K ′0) é adimensional.

Estático (T =0 K) T =300 K

V0 K0 K ′0 V0 K0 K ′0

GGA 380,98 70 4,64 386,78 63 4,47

LDA 348,66 85 4,27 351,55 80 4,78

Exp. — — — 367,84 73 3,12
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Tabela 5.6: Parâmetros da equação de estado à T =0 K (estático) e à T =300 K

do CaCO3 na estrutura Pmcn (aragonita). Dados experimentais são da referência

[130]. O volume (V0) é dado em Å3, o bulk modulus (K0) é dado em GPa e a

derivada do bulk modulus (K ′0) é adimensional.

Estático (T =0 K) T =300 K

V0 K0 K ′0 V0 K0 K ′0

GGA 232,89 74 3,74 241,09 55 4,92

LDA 211,90 85 3,91 215,56 80 4,81

Exp. — — — 226,92 71 4,63

Novamente, nota-se que a incorporação de efeitos térmicos leva os resul-

tados obtidos com o funcional LDA a ficarem mais próximos de resultados ex-

perimentais. A utilização do funcional LDA, em geral, resulta em valores de

volume menores que os experimentais, de forma que a inclusão de efeitos tér-

micos aproxima os resultados dos dados experimentais. Assim, a aproximação

quase-harmônica resultou em uma melhor descrição tanto para o volume V0

como para o bulk modulus.

A figura 5.18 mostra a energia de Gibbs em função da pressão para T =0 K

(aproximação de rede estática) e T = 700 K. Como discutido e mostrado no
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Figura 5.18: Energia livre de Gibbs, como função da pressão, do CaCO3 nas estru-

turas calcita (R3c) (linha vermelha) e aragonita (Pmcn) (linha azul), relativamente

à energia da calcita, para (a) T =0 K e (b) T =700 K.
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capítulo anterior para o CaCO3, há uma transformação estrutural, da fase R3c

(calcita) para a Pmcn (aragonita). Neste ponto, estudamos essa transição de

fase como função da temperatura, calculando a energia livre de Gibbs como

função da pressão. O valor da pressão de transição, obtida com o funcional

LDA foi negativo e por isso utilizamos aqui aquele obtido com o funcional GGA,

que forneceu o valor da pressão de transição em torno de 4 GPa.

O resultado a T = 0 K, apresentado na figura 5.18(a), indica que a intro-

dução de efeitos de ponto zero tem pouco influência, uma vez que a pressão

de transição continua próxima de P =4 GPa, como no caso estático mostrado

no capítulo anterior. Entretanto, o resultado para T = 700 K, apresentado na

figura 5.18(b), mostra que a pressão de transição é menor, sugerindo que ela é

dependente da temperatura. Para melhor analisar este resultado, a figura 5.19

mostra o gráfico P × T para a energia de transição, ou seja, para a situação

em que a diferença entre os valores da energia de Gibbs das duas estruturas é

nula.

Verifica-se que, ao contrário do que ocorre com o MgCO3, a pressão em

que ocorre a transição de fase estrutural calcita−aragonita, para o CaCO3, é

alterada com a temperatura, mas diminui com o aumento da temperatura, como
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Figura 5.19: Diagrama da pressão de transição de fase da estrutura calcita (R3c)

para a aragonita (Pmcn) do CaCO3, em função da temperatura, com a utilização

do funcional GGA, dentro da aproximação quase-harmônica.
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Figura 5.20: Dispersão de fônons, para várias direções de alta simetria da primeira

zona de Brillouin, do CaCO3 na estrutura pós-aragonita (Pmmn) para P =40 GPa

(linhas vermelhas) e P =150 GPa (linhas azuis).

mostra a figura 5.19. Apesar desta tendência ser inversa àquela dos resultados

experimentais [173, 174], a variação da pressão com a temperatura é muito

pequena e está dentro do erro cometido na equação de estado, utilizada no

cálculo da energia de Gibbs. Entretanto, apesar destes resultados, a aragonita

não é estável para os valores de pressão do manto terrestre.

Diversos estudos mostraram que nas condições extremas de pressão e tem-

peratura, o CaCO3 sofre outra transformação de fase de tal forma a adotar uma

estrutura correspondente ao grupo espacial Pmmn. Assim como a aragonita,

esta estrutura também é ortorrômbica, mas com apenas dez átomos na base.

No capítulo anterior estudamos estas estruturas e encontramos que o CaCO3
aragonita sofre uma transição de fase à P ≈ 40 GPa para a fase pós-aragonita.

A figura 5.20 ilustra os resultados da dispersão de fônons nesta fase para os

valores P =40 GPa e P =150 GPa. Com esta dispersão foi obtida a VDoS uti-

lizando uma rede de oito pontos q, para diversos valores de pressão, iniciando
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em P = 40 GPa, uma vez que esta fase é menos estável que a fase aragonita

para valores menores que este.

Nota-se um aumento no valor das frequências com o aumento da pressão,

ou seja, conforme o volume da célula diminui, os valores das frequências são

mais altos, o que está de acordo com o esperado. Adicionalmente, o aumento

da pressão acarreta um aumento na dispersão dos ramos, afetando mais a

região de frequências mais baixas. Observa-se, também, que esta estrutura é

dinamicamente estável em todo o manto terrestre, apesar de não ser possível

afirmar que esta é, de fato, a estrutura que o CaCO3 assume em toda extensão

do manto, pois podem ocorrer estruturas mais estáveis. Para estimar as tem-

peraturas até onde a aproximação quase-harmônica é válida para descrever as

propriedades termodinâmicas, foi obtido a expansividade térmica do CaCO3 na

estrutura pós-aragonita à P =40 GPa, que está apresentada na figura 5.21.

Notamos que a relação de α com T é praticamente linear para todo intervalo

de temperatura e, portanto, podemos utilizar a aproximação quase-harmônica

em toda extensão de temperatura do manto inferior. Para estudar como a pres-

são de transição de fase varia com a temperatura, obtivemos a energia livre de

Gibbs como função da pressão. A figura 5.22 mostra os resultados obtidos para

T =0 K (aproximação de rede estática mais efeitos de ponto zero) e T =700 K.
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Figura 5.21: Coeficiente de expansão térmica do CaCO3 na estrutura pós-aragonita

(Pmmn) para a pressão de 40 GPa.
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Figura 5.22: Energia livre de Gibbs, como função da pressão, do CaCO3 nas estru-

turas aragonita (Pmcn) (linha azul) e pós-aragonita (Pmmn) (linha verde), relati-

vamente à energia da aragonita, para (a) T =0 K e (b) T =700 K.

Contrariamente ao observado para a energia de Gibbs calcita−aragonita,

em que a pressão de transição de fase depende da temperatura, a figura 5.22

mostra que o valor da pressão em que ocorre a transição de fase estrutural

aragonita−pós-aragonita, para o CaCO3, praticamente não se altera com o au-

mento da temperatura, permanecendo em P ≈ 40GPa para T =0 K e T =700 K.

Para estudar a estabilidade do CaCO3 em altas temperaturas, comparamos a

energia livre de Gibbs da estrutura aragonita com a pós-aragonita, construindo

um diagrama P × T , mostrado na figura 5.23, para a energia de transição.

Novamente, podemos observar que a inclusão de efeitos de ponto zero não

alteram os resultados, pois a pressão de transição de fase em T =0 K é aproxi-

madamente a mesma que para o caso estático, mostrado no capítulo anterior. A

pressão de transição de fase estrutural aragonita−pós-aragonita praticamente

não se altera até aproximadamente a temperatura de 100 K, diminuindo após

esta temperatura. Assim, para esta transição, obtivemos que a pressão de tran-

sição é pouco alterada com a temperatura, possuindo uma inclinação de Cla-

peyron negativa. Como não existem resultados experimentais dessa transição,

não há como concluir se ela é bem descrita pela teoria utilizada.
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Figura 5.23: Diagrama da pressão de transição de fase da estrutura aragonita

(Pmcn) para a pós-aragonita (Pmmn) do CaCO3, em função da temperatura, den-

tro da aproximação quase-harmônica.

5.4 Propriedades elásticas a altas temperaturas

Os resultados dos cálculos das propriedades elásticas, apresentados no capí-

tulo anterior, não consideraram os movimentos dos íons que compõem a es-

trutura do material, representando os coeficientes elásticos estáticos do cristal.

Estes coeficientes elásticos são facilmente calculados dentro da teoria do fun-

cional da densidade, pois podemos utilizar o teorema do Hellman-Feynman ge-

neralizado para calcular o tensor de stress do material e, a partir deste, o tensor

elástico é trivialmente obtido 2. O tensor elástico de um material pode, também,

ser obtido através de expansões da energia livre, de tal forma que [175]:

Ci jkl =
1

V

∂2G(P, T )

∂ei j∂ekl
. (5.7)

em que G(P, T ) é a energia livre de Gibbs, V o volume e ei j uma distorção do

cristal. A aproximação quase-harmônica nos permite calcular a energia livre

de Helmholtz, dada pela equação 2.52, com a qual a energia de Gibbs é fa-

cilmente obtida. Poderíamos, então, utilizar a expressão (2.52) para calcular

2Ver capítulo 2 e apêndice B
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G(P, T ) e a expressão (5.7) para determinar os coeficientes elásticos como fun-

ção da pressão e da temperatura. Entretanto, o cálculo destes coeficientes com

a expressão (5.7) depende da derivada da energia de Gibbs como função de

determinada distorção. Isso implica em se calcular a densidade de estados vi-

bracionais não apenas nas configurações originais, mas também nas configura-

ções distorcidas. Mesmo cálculos de fônons de sistemas simples representam

um alto custo computacional. Assim, se imaginarmos um sistema ortorrômbico,

por exemplo, com nove coeficientes elásticos, e considerando que precisamos

de pelo menos três pontos para o ajuste da curva, necessário para o cálculo

do tensor, isso implica em pelo menos 18 novos cálculos de fônons para uma

única pressão. Isso torna este método para o cálculo do tensor elástico inviável

e é raramente utilizado, a não ser para sistemas muito simples.

Recentemente, um método foi desenvolvido para se determinar o tensor

elástico de um material, como função da temperatura, utilizando apenas os es-

tados vibracionais da configuração não distorcida [176]. Isto é possível na apro-

ximação quase-harmônica, pois as frequências são calculadas como função do

volume e esta dependência volumétrica das frequências contém informações

sobre a dependência das frequências com distorções no sistema. Wu e Wentz-

covitch [176] extraíram essa dependência assumindo que a distribuição das fre-

quências é isotrópica e, então, elaboraram um método para se calcular a depen-

dência térmica dos coeficientes elásticos, mostrando que os erros introduzidos

por essa aproximação são menores do que os erros experimentais. Atualmente,

esse método está desenvolvido para o cálculo dos coeficientes elásticos, como

função da temperatura, para as estruturas cúbica, ortorrômbica e tetragonal, e

a generalização para qualquer tipo de rede de Bravais está em andamento.

Como as estruturas aragonita e pós-aragonita do CaCO3 são ortorrômbicas,

utilizou-se este método para o cálculo dos coeficientes elásticos destas estrutu-

ras em diversas temperaturas.

A figura 5.24 mostra a variação das constantes elásticas, em função da pres-

são, para os resultados obtidos com os cálculos estáticos e para as tempera-

turas de 300 K e 600 K para o CaCO3 na estrutura aragonita (Pmcn). Como

a P ≈ 40 GPa existe uma transição de fase aragonita−pós-aragonita para o

CaCO3, a pressão máxima apresentada nos gráficos é de 40 GPa. Podemos
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observar que o perfil dos coeficientes Ci j para a temperatura T =300 K, quando

comparada com os obtidos com os cálculos estáticos, é muito semelhante. Per-

cebemos, também, uma variação para o coeficiente C55 a baixas pressões, mas

conforme a pressão aumenta, o efeito da temperatura volta a ser pequeno. Para

pressões aproximadamente nulas, o coeficiente C22 apresenta um comporta-

mento diferente dos demais, ficando aproximadamente constante. O coefici-

ente C13 aparentemente fica negativo para baixas pressões e altas temperatu-

ras. Isso pode ser consequência do fato desta estrutura não ser a mais estável

nesta região de pressões.

Estudamos, também, a variação dos coeficientes do tensor elástico em fun-

ção da temperatura, para diferentes valores de pressão, e, como esperado, os
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cos Ci j , em função da temperatu-

ra, do CaCO3 na estrutura arago-

nita (Pmcn) para a pressão P =5

GPa.

valores dos coeficientes elásticos diminuem com o aumento da temperatura,

conforme mostra a figura 5.25 para P =5 GPa. Os coeficientes C22 e C33 apre-

sentam valores próximos para temperaturas baixas, mas divergem para tempe-

raturas maiores. Um comportamento semelhante pode ser observado para os

coeficientes elásticos C44 e C66. Entretanto, como apresentado na seção an-

terior, a aproximação quase-harmônica só é válida para temperaturas de até

aproximadamente T = 600 K e, consequentemente, para temperaturas maio-

res nossos resultados não são mais confiáveis para descrever este material,

conforme foi mostrado na figura 5.17. Observamos, então, que o efeito da tem-

peratura é pequeno, mas altera de maneira diferente os coeficientes elásticos

podendo alterar a relação da velocidade com a direção de propagação. Assim,
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é importante saber se efeitos térmicos, de alguma forma, alteram a anisotropia

do sistema. Na figura 5.26 apresentamos as velocidades das ondas acústicas

P (VP) e S (VS) no cristal de CaCO3 na fase aragonita, ao longo de diferentes

direções do cristal, para diferentes temperaturas.

Observa-se que o comportamento das velocidades acústicas, como função

da direção do CaCO3 aragonita, é pouco afetado pelos efeitos térmicos. Pode-

se notar que para algumas direções o aumento da temperatura não afeta a

velocidade de propagação das ondas. O perfil dos gráficos permanece pratica-

mente inalterado, indicando que efeitos térmicos não influenciam as velocidades

de ondas acústicas neste cristal, em relação à dependência com a direção do

cristal.
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Figura 5.26: Velocidades de propagação de ondas acústicas P (linhas contínuas) e

S (linhas tracejadas), ao longo de diferentes direções do cristal, para o CaCO3 na

fase aragonita (Pmcn), para cálculos estáticos (linhas vermelhas), para T =300 K

(linhas laranjas) e T =600 K (linhas azuis).
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Conforme mencionado nos capítulos anteriores, podemos considerar o pla-

neta aproximadamente isotrópico e assim podemos calcular as propriedades

elásticas de agregados isotrópicos destes cristais utilizando as médias de Voigt-

Reuss-Hill. Obtivemos, então, as propriedades elásticas de agregados isotrópi-

cos de CaCO3 aragonita. A figura 5.27 apresenta as velocidades de propagação

de ondas acústicas P (VP) e S (VS), nesses agregados, em função da pressão,

para diferentes temperaturas (T =0, 300 e 600 K), e em função da temperatura

para P =5 GPa.

Podemos averiguar que a velocidade de ondas acústicas em agregados iso-

trópicos varia consideravelmente com a temperatura e conforme a pressão au-

menta, a diferença dos valores destas velocidades entre os cálculos estáticos

e em temperatura ambiente diminui. Entretanto, há uma diferença da ordem de

1 km/s na velocidade das ondas P (VP) quando se considera efeitos térmicos.

A figura 5.27 também mostra que a velocidade das ondas S (VS) são menos
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Figura 5.27: Velocidades de propagação de ondas acústicas P (VP) e S (VS) em

agregados isotrópicos do CaCO3 na estrutura aragonita (Pmcn): (a) em função da

pressão para cálculos estáticos (linhas tracejadas azuis) e para T = 300 K (linhas

contínuas vermelhas) e T = 600 K (linhas tracejadas verdes); (b) em função da

temperatura para a pressão P =5 GPa.
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afetadas pela temperatura, sendo que diminuem da ordem de 0,5 km/s. Apesar

de se ter uma diferença considerável nos valores das velocidades entre os cál-

culos estáticos e a 300 K, a diferença dos valores das velocidades em 300 K e

em 600 K é muito pequena, sendo praticamente nula em altas pressões.

Estudos semelhantes foram realizados para o CaCO3 pós-aragonita (Pmmn),

uma vez que ela apresenta uma estrutura ortorrômbica, permitindo a utilização

do método proposto por Wu e Wentzcovitch [176] para a obtenção da depen-

dência térmica dos coeficientes elásticos de materiais. De acordo com a figura

5.21, podemos assumir que a aproximação quase-harmônica é válida até altas

temperaturas para esta fase do CaCO3, de tal forma que é possível estudá-la

nas condições do manto inferior.

Vale ressaltar que estamos assumindo que a estimativa do limite de validade

da aproximação quase-harmônica seja aquela para a qual a segunda derivada,

em relação à temperatura, de α(T ), é nula. A figura 5.28 mostra a variação das

constantes elásticas, em função da pressão, para os resultados obtidos com os

cálculos estáticos e para as temperaturas de 300 K e 1200 K para o CaCO3
pós-aragonita.

A introdução de efeitos térmicos mostra que à temperatura ambiente a varia-

ção dos coeficientes elásticos com a pressão é praticamente igual àquela apre-

sentada pelos cálculos estáticos. Entretanto, a altas temperaturas os efeitos

são significativos para quase todos coeficientes elásticos, sofrendo reduções

de cerca de 6% em comparação com os valores para T =0 K e T =300 K. Além

disso, podemos observar que os coeficientes elásticos continuam apresentando

um perfil aproximadamente linear, de tal forma que a temperatura desloca to-

dos os pontos da curva de valores iguais. O comportamento dos valores dos

Ci j com a temperatura é o mesmo, sendo que a inversão da direção mais dura,

ou seja, onde C22 fica maior que C33, não depende da temperatura, ocorrendo

a pressões de cerca de 110 GPa. Adicionalmente, vê-se que o aumento da

pressão provoca diversas mudanças na ordem dos coeficientes elásticos, inde-

pendentemente da temperatura. Em pressões de 50 GPa, o coeficiente C13 fica

maior que C12 e em pressões de 100 GPa o C23 para a ser maior que o C12.

Além disso, próximo de 60 GPa, C55 passa a ser maior que C66. Efeitos térmi-

cos não modificam o comportamento de nenhuma dessas inversões, sendo que

190



Capítulo 5: Estabilidade de compostos de carbono em altas pressões

 200

 400

 600

 800

 1000

 40  60  80  100 120 140

C
ij 

(G
P

a
)

P (GPa)

C11
C22
C33

(a)  100

 200

 300

 400

 500

 40  60  80  100 120 140
P (GPa)

C12
C13
C23

C
ij 

(G
P

a
)

(b)

C
ij 

(G
P

a
)

 0

 100

 200

 300

 400

 40  60  80  100 120 140
P (GPa)

C44
C55
C66

(c)

Figura 5.28: Coeficientes elásti-

cos (Ci j) do CaCO3 na estrutura

aragonita (Pmmn), em função da

pressão. Resultados de cálculos

estáticos estão representados pelo

sinal +, as linhas contínuas repre-

sentam os resultados para tempe-

raturas de 300 K e as pontilhadas

para 1200 K.

elas ocorrem no mesmo valor de pressão, independentemente da temperatura

estudada.

Estudamos, também, a variação dos coeficientes do tensor elástico com a

temperatura, para diferentes valores de pressão, e, como esperado, os valores

dos coeficientes elásticos diminuem com o aumento da temperatura, conforme

mostra a figura 5.29 para P = 110 GPa. Percebe-se uma dependência apro-

ximadamente linear. Como a variação de todos os coeficientes elásticos são

aproximadamente da mesma forma, é esperado que o perfil das velocidades de

propagação de ondas acústicas como função da direção do cristal também não

tenha mudanças significativas, quando efeitos térmicos são introduzidos. Na

figura 5.30 apresentamos as velocidades de propagação das ondas acústicas P

e S no cristal de CaCO3 na fase pós-aragonita, ao longo de diferentes direções
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Figura 5.29: Coeficientes elásti-

cos Ci j , em função da temperatu-

ra, do CaCO3 na estrutura pós-

aragonita (Pmmn) para a pressão

P =110 GPa.

do cristal, para diferentes temperaturas e pressão P =110 GPa.

Observa-se que o perfil das curvas das velocidades acústicas como função

da direção do CaCO3 pós-aragonita, é pouco afetado pelos efeitos térmicos,

permanecendo praticamente inalterado, indicando que efeitos térmicos não in-

fluenciam as velocidades de ondas acústicas neste cristal, em relação à depen-

dência com a direção do cristal. O perfil das curvas como função da direção

permanece a mesma, indicando que a anisotropia do cristal não é afetada pela

variação de temperatura.

Obtivemos, então, as propriedades elásticas de agregados isotrópicos de

CaCO3 pós-aragonita. A figura 5.31 apresenta as velocidades de propagação

de ondas acústicas P (VP) e S (VS), nesses agregados, em função da pressão,
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Figura 5.30: Velocidades de propagação de ondas acústicas P (linhas contínuas) e

S (linhas tracejadas) para a pressão P =110 GPa, ao longo de diferentes direções

do cristal, para o CaCO3 na fase pós-aragonita (Pmmn), para cálculos estáticos

(linhas vermelhas) e para T =300 K (linhas verdes) e T =1200 K (linhas azuis).

para diferentes valores de temperatura (T = 0, 300 e 1200 K), assim como em

função da temperatura para a pressão P =110 GPa.

Pelas figuras 5.30 e 5.31(a) observa-se que a diferença entre os resultados

estáticos e a 300 K é maior que a diferença entre 300 K e 1200 K. Adicional-

mente, observamos que a velocidade das ondas acústicas P e S, em função da

temperatura, para vários valores de pressão, são muito pouco afetadas, como

mostra a figura 5.31 (b). A velocidade das ondas P e S a T =0 K é bem menor

que os valores estáticos. Com o aumento da temperatura, as velocidades são

pouco afetadas, isso implica que a maior parte da contribuição para os coefi-

cientes elásticos e para as velocidades acústicas provem de efeitos de ponto

zero.

A introdução de efeitos térmicos mostra que não existe praticamente diferen-

ça entre os valores das velocidades das ondas P e S a temperatura ambiente e a
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Figura 5.31: Velocidades de propagação de ondas acústicas P (VP) e S (VS) em

agregados isotrópicos do CaCO3 na estrutura pós-aragonita (Pmmn): (a) em fun-

ção da pressão para cálculos estáticos (linhas vermelhas) e para T =300 K (linhas

verdes) e T =1200 K (linhas azuis); (b) em função da temperatura para a pressão

P =110 GPa.

T =1200 K, em função da pressão. Apesar de se ter uma diferença de ≈ 2 km/s

nos valores das velocidades entre os cálculos estáticos e a 300 K, a diferença

de valores destas velocidades para a temperatura ambiente e 1200 K é muito

pequena, sendo praticamente nula em altas pressões. Cálculos teóricos para as

velocidades acústicas do MgSiO3 como função da temperatura mostraram uma

variação de velocidade da mesma ordem que a encontrada neste trabalho [123].

Com isso, podemos esperar que efeitos térmicos sejam parecidos em todos os

minerais, de tal forma que podemos concluir que a temperatura não afeta os

resultados obtidos no capítulo anterior. Portanto, podemos inferir que mesmo

que sejam consideradas as altas temperaturas do manto inferior, as velocidades

das ondas acústicas nos carbonatos ainda serão menores que as velocidades

no MgSiO3 e, portanto, a proposta de que o carbono está incorporado no manto

inferior em forma de carbonatos e que estes minerais explicam a existência das

zonas de ultra-baixa velocidade continua válida.
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5.5 Conclusões

Neste capítulo foram estudados diversos compostos baseados em carbono pos-

síveis de serem formados no manto interior. Nossos cálculos para o CO2 sólido

indicam que a estrutura conhecida como CO2-V, grupo espacial I42d, é a mais

estável em altas pressões. Como estes cálculos foram realizados em condições

estáticas, essa conclusão contradiz o diagrama de fases do dióxido de carbono,

que indica que a fase CO2-VI seria a mais estável. Ainda não há uma definição

de qual é a estrutura correta do CO2-VI, existindo a possibilidade de nenhuma

das fases estudadas neste trabalho ser a correta.

O diamante é um dos mais importantes cristais composto por carbono e é

de extrema importância para o estudo do interior da Terra. Por isso, estudamos

a possibilidade de formação deste cristal, juntamente com a possibilidade da

formação do cristal de oxigênio. Nas altas pressões correspondentes ao manto

inferior, o oxigênio é um sólido molecular, pertencente ao grupo espacial C2/m.

Estudamos então a estabilidade energética do MgCO3, nas estruturas des-

critas no capítulo 4, com relação à formação de CO2 e MgO. Apesar de em

altas pressões a mistura CO2 + MgO ser mais estável que o MgCO3 na estrutura

R3c, como este carbonato apresenta uma transição estrutural para a fase C2/m,

sua formação continua sendo energeticamente favorável. Da mesma forma,

chegamos à conclusão de que carbonatos de cálcio também são mais estáveis,

não sendo favorável a formação de CO2. A estabilidade destes carbonatos

com relação à possibilidade de formação de diamante também foi estudada e

nossos cálculos mostram que a formação do diamante não é energeticamente

favorável. Portanto, os carbonatos de cálcio e de magnésio são estáveis nas

altas pressões do interior da Terra e sua formação é favorável.

Um problema considerado é o fato de algumas das estruturas propostas

serem moleculares, de tal forma que interações de van der Waals podem ser

importantes para descrever corretamente o sistema. Por esse motivo, efetua-

mos estudos destas transições de fase considerando as interações de van der

Waals. Entretanto, mesmo a inclusão desta energia não altera as nossas con-

clusões.

O interior da Terra apresenta temperaturas muito elevadas de tal forma que a
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consideração de efeitos térmicos pode ser importante. Utilizando a aproximação

quase-harmônica, estudamos a estabilidade dos carbonatos como função da

temperatura. Verificamos que tanto o MgCO3 como o CaCO3 não apresentam

variações significativas, com relação à sua estabilidade, com a introdução de

efeitos térmicos, e averiguamos que a pressão de transição de fase é pouco

afetada por estes efeitos.

Por fim, utilizando um método proposto recentemente para o cálculo das

constantes elásticas como função da temperatura, verificamos se efeitos térmi-

cos alteram significativamente os módulos elásticos e influenciam as velocida-

des de propagação de ondas acústicas no material. Por enquanto, este método

só é aplicável a estruturas cúbica, tetragonal e ortorrômbica, por isso foram cal-

culados os coeficientes termo-elásticos apenas do CaCO3 nas fases aragonita

e pós-aragonita. Em todos os casos verifica-se que não há uma mudança sig-

nificativa nos valores dos coeficientes elásticos, sendo que o maior efeito é a

inclusão da energia de ponto zero. Por isso as velocidades não são significa-

tivamente alteradas, sendo apenas um pouco menores que no caso estático.

Espera-se que, para a maioria dos cristais, efeitos térmicos tornem os materiais

mais "moles", diminuindo as velocidades acústicas. De acordo com resultados

de cálculos apresentados na literatura, utilizando este método, a variação das

velocidades acústicas no MgSiO3 são da mesma ordem que as encontradas

neste trabalho para o CaCO3. Podemos então inferir que a variação por efeitos

térmicos nas velocidades acústicas no MgCO3 sejam também da mesma or-

dem. Assim podemos constatar que as conclusões apresentadas no capítulo 4

permanecem válidas nas altas temperaturas do manto inferior, de tal forma que

a presença de carbono, em forma de carbonatos, pode explicar a presença de

zonas de ultra baixa velocidade e serem os possíveis hospedeiros de carbono

no interior da Terra.
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6 Conclusão

Sometimes small "probable errors" have been considered to be an indication of high

accuracy of a conclusion, while actually they have been mainly an indication of good

agreement between the observations.

– Beno Gutenberg, Physics of the earth’s interior

Nossa proposta neste trabalho foi estudar, utilizando métodos de primeiros

princípios, a influência da presença de carbono no manto inferior, em condições

de altas pressões e temperaturas, e como compostos de carbono podem mo-

dificar as propriedades elásticas do interior do planeta, com objetivo de propor

modelos para ajudar a mapear a presença de carbono na Terra.

Iniciamos nossa pesquisa estudando o MgSiO3, que é considerado o princi-

pal mineral do manto inferior, de forma a validar a metodologia utilizada. Nossos

resultados para o MgSiO3, nas estruturas perovskita e pós-perovskita, mostra-

ram boa concordância com dados experimentais e teóricos, indicando que o

método utilizado é apropriado para descrever este tipo de material. Obser-

vamos que efeitos báricos não alteram significativamente o perfil das curvas

das velocidades de propagação das ondas acústicas, em diferentes direções

de propagação dos cristais, apresentando valores um pouco maiores na estru-

tura pós-perovskita do que na perovskita. Desse modo, podemos inferir que

estas variações não são grandes o suficiente para explicar a descontinuidade

D′′. Contudo, observamos que a altas pressões, dependendo da direção cris-

talina, há uma diminuição brusca no valor das velocidades, consistente com a

variação da velocidade de ondas sísmicas na região D′′ do manto. Portanto,

propomos que um modelo adequado para explicar esta descontinuidade, em

197



Capítulo 6: Conclusão

certas regiões do planeta, deve levar em consideração, também, uma orienta-

ção preferencial dos eixos cristalinos do MgSiO3.

Além de servir para validar os métodos teóricos utilizados, utilizamos os es-

tudos do MgSiO3 como um molde do manto inferior do planeta para investigar as

mudanças nas propriedades das ondas acústicas provocadas pela presença de

carbono. Nestas condições extremas, o carbono poderia estar presente como

uma inserção no MgSiO3, através da substituição de um radical silicato por um

carbonato. Do ponto de vista energético, verificamos que, mesmo para baixas

concentrações de carbono, o MgSiO3 é mais estável, favorecendo a suposição

de que a presença de carbono no manto inferior deva estar associada a mine-

rais na forma de carbonatos. Assim, optamos por estudar a estabilidade dos

carbonatos de magnésio (MgCO3) e de cálcio (CaCO3) em altas pressões.

Investigamos as propriedades do MgCO3 e encontramos que a pressão de

transição da estrutura romboédrica para a monoclínica (C2/m) é da ordem de

76 GPa. Nossos resultados mostram, ainda, uma grande variação da veloci-

dade de propagação das ondas acústicas, em ambas estruturas, e que existe

um aumento das velocidades, tanto das ondas P, como das ondas S, com o

aumento da pressão. A anisotropia neste material é maior do que no MgSiO3,

indicando que a presença de carbono aumentaria a anisotropia local do manto

inferior. Isto poderia ser utilizado para restringir (ou ampliar) os possíveis mine-

rais utilizados em modelos geofísicos.

O CaCO3 possui diversos polimorfos, sendo que em baixas pressões ele é

isoestrutural ao MgCO3 e é chamado de calcita. Encontramos que, em pressões

da ordem de 2 GPa, o CaCO3 sofre uma transição de fase e assume a estrutura

aragonita (Pmcn). Uma nova transição estrutural é observada para pressões

da ordem de 40 GP, e o cristal passa para a fase pós-aragonita (Pmmn). As

velocidades de propagação das ondas acústicas P e S, nas três fases estrutu-

rais, apresentam grande anisotropia que, apesar de diminuir com o aumento da

pressão, ainda é bem mais pronunciada do que nos cristais de MgCO3.

As velocidades das ondas acústicas em agregados isotrópicos de carbona-

tos MgCO3, CaCO3 e MgCa(CO3)2 são menores que as velocidades nos de sili-

catos MgSiO3. Assim, propomos que em regiões do manto inferior, onde existe

uma alta concentração de carbono, a formação destes carbonatos é energetica-
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mente favorável e tem por efeito geofísico principal a redução da velocidade das

ondas sísmicas. Com isso em mente, propomos que as regiões de baixa ve-

locidade no manto inferior podem estar associadas à presença de carbonatos,

explicando a redução de velocidade nas zonas de ultra-baixa velocidade (ULVZ)

e contribuindo com novos modelos e métodos geofísicos que usam estas zonas

para mapear reservatórios no interior da Terra.

Estudamos, também, a estabilidade destes carbonatos a altas pressões, em

comparação com a possibilidade de formação de dióxido de carbono e de dia-

mante, na presença de oxigênio. Nossos resultados mostraram que o MgCO3 e

o CaCO3 são energeticamente mais estáveis do que os compostos separados

(CO2 + C2 (diamante) + O2), indicando que não é propício que ocorra a dissoci-

ação destes carbonatos para a formação de CO2 ou diamante. A inclusão de

interações de van der Waals praticamente não altera os resultados, corrobo-

rando a conclusão de que os carbonatos de cálcio e de magnésio são estáveis

nas condições de altas pressões do interior da Terra e sua formação é favorável

na presença de carbono.

Adicionalmente, estudamos a estabilidade destes carbonatos como função

da temperatura e verificamos que a estabilidade e os valores das pressões de

transição estrutural destes sistemas são pouco afetadas com a consideração

de efeitos térmicos. Além disso, não detectamos variações significativas, por

efeitos térmicos, nas propriedades elásticas dos minerais, com relação aos cál-

culos estáticos, sendo que a maior variação se deve à inclusão de efeitos de

ponto zero. As velocidades acústicas ficam praticamente inalteradas, sendo

apenas um pouco reduzidas. Isso nos possibilita concluir que as altas tempe-

raturas presentes no manto inferior não alteram as conclusões apresentadas

neste trabalho. Assim, mesmo com a introdução de efeitos térmicos, a pre-

sença de carbono pode explicar as zonas de ultra baixa velocidade presentes

em algumas regiões próximas à fronteira do manto inferior com o núcleo. Com-

plementarmente, esses resultados também fornecem um modelo adicional para

explicar onde e como o carbono pode ser armazenado no manto profundo.
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A Aproximações LDA e GGA

Para se obter os estados eletrônicos de um sistema, utilizando-se as equações

de Kohn-Sham, devemos tomar uma forma aproximada para o funcional energia

de troca e correlação pois, na prática, para a maior parte das densidades, ele

não é conhecido exatamente. Atualmente, existem várias aproximações para

este termo de troca e correlação. A aproximação mais comum é a chamada

aproximação da densidade local (LDA-Local Density Approximation) [45]. Nesta

aproximação supõe-se que a contribuição de troca-correlação de todo o volume

infinitesimal dependa apenas da densidade local daquele volume. Esta apro-

ximação, apesar de simples, fornece resultados muito satisfatórios, para uma

grande variedade de sistemas, e tem sido amplamente utilizada na física da

matéria condensada e na geofísica. No entanto, em alguns casos, a aproxi-

mação LDA não funciona muito bem e o passo seguinte foi fazer com que a

contribuição de troca-correlação de todo o volume infinitesimal não dependesse

apenas da densidade local daquele volume, mas também da densidade nos vo-

lumes vizinhos, ou seja, incluindo a dependência do gradiente da densidade.

Esta aproximação é chamada de aproximação do gradiente generalizado (GGA

- Generalized Gradient Approximation) [54]. As aproximações LDA e GGA serão

discutidas brevemente nas próximas seções.
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A.1 Aproximação da Densidade Local

A LDA foi a primeira ideia para uma aproximação para o potencial de troca

e correlação. Ela foi proposta por Kohn e Sham em 1964 [45]. A ideia da

LDA é considerar um volume infinitesimal do sistema e aproximar Exc desse

volume pela energia de troca e correlação de um gás de elétrons homogêneo

com a mesma densidade local do sistema original e, em seguida, somar as

contribuições de cada elemento de volume da seguinte maneira

ELDAxc [ρ(~r)] =

∫

ρ(~r) εhomxc (ρ) d~r , (A.1)

onde a função εhomxc (ρ), não um funcional, é a energia de troca e correlação,

por elétron, de um gás homogêneo de elétrons de densidade ρ, e pode ser

decomposta em duas parcelas, uma relativa à densidade de energia de troca e

outra à densidade de energia de correlação:

εhomxc (ρ) = ε
hom
x (ρ) + εhomc (ρ) , (A.2)

onde a parcela relativa à densidade de energia de troca, para um gás de elé-

trons homogêneo, possui a forma analítica (em unidades atômicas):

εhomx (ρ) = −3
(
3ρ

8π

) 1
3

. (A.3)

enquanto que a parcela relativa ao termo de correlação, para um gás de elétrons

homogêneo, foi obtida através de métodos quânticos computacionais de Monte

Carlo [177,178].

Em sistemas onde se considera polarização de spin, a densidade de carga

ρ(~r) é decomposta em duas densidades de spin, uma densidade ρ↑(~r) para os

elétrons com spin up e uma densidade ρ↓(~r) para os elétrons com spin down, tal

que a densidade total do sistema é ρ(~r) = ρ↑(~r)+ρ↓(~r) e a densidade de spin do

sistema é ρspin(~r) = ρ↑(~r)− ρ↓(~r). Neste caso, o teorema de HK é generalizado

de maneira que a energia total do sistema passa a ser um funcional das duas

densidades de spin, ou seja,

E[ρ(~r)] = E[ρ↑(~r), ρ↓(~r)] , (A.4)
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e a energia de troca e correlação levando em consideração a polarização de

spin (LSDA), será

ELSDAxc [ρ↑(~r), ρ↓(~r)] =

∫

ρ(~r) εhomxc (ρ↑, ρ↓) d~r . (A.5)

Como na LDA ou LSDA aproxima-se o sistema, localmente, por um gás de

elétrons homogêneo, ela deve, a priori, ser válida para sistemas onde a densi-

dade eletrônica varie muito lentamente. Para sistemas atômicos esta condição

é raramente satisfeita sendo, na maior parte das vezes, seriamente violada.

Entretanto a experiência mostra que para muitos sistemas cristalinos e molecu-

lares ela fornece resultados extremamente úteis em muitas aplicações, tendo

previsto e explicado várias propriedades dos estados fundamentais destes sis-

temas. Uma explicação plausível para este sucesso está no fato de as ligações

entre os átomos, nas moléculas e nos sólidos, ocorrer na região de cauda das

funções de onda atômicas, onde a densidade de carga eletrônica varia pouco.

Existem, ainda, outros níveis de aproximação para a energia de exchange-cor-

relação que vão além da LSDA.

A.2 Aproximação do Gradiente Generalizado

Na GGA [54], a contribuição de troca-correlação de todo o volume infinitesi-

mal não depende apenas da densidade local daquele volume, mas também da

densidade nos volumes vizinhos, ou seja, inclui a dependência no gradiente da

densidade ∇ρ(~r) [179–181].

Na aproximação GGA é usada uma expressão similar à equação (A.5), mas

com ǫxc(ρ↑, ρ↓) sendo substituída por uma função local dependente da densi-

dade e da intensidade de seu gradiente. Neste caso, o funcional energia de

troca-correlação é escrito na forma:

EGGAxc [ρ↑, ρ↓] =

∫

ρ(~r) fx (ρ↑(~r), ρ↓(~r),∇ρ↑(~r),∇ρ↓(~r)) d~r , (A.6)

onde o termo fx é uma função universal das densidades de spin-up e spin-down

e de seus gradientes. Existem diversas versões de GGA, mas em nosso traba-

lho utilizamos a aproximação do gradiente generalizado proposta por Perdew,
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Burke e Ernzerhof que é chamada de PBE [54]. Como enfatizado anteriormente,

a aproximação GGA, em geral, fornece resultados melhores para cálculos da e-

nergia total e das diferenças nas energias estruturais quando comparados com

a aproximação LSDA para sistemas que apresentam densidades de carga não

homogêneas. A expressão do funcional energia de troca e correlação na apro-

ximação GGA-PBE é

EGGAxc [ρ↑(~r), ρ↓(~r)] = E
GGA
x [ρ↑(~r), ρ↓(~r)] + E

GGA
c [ρ↑(~r), ρ↓(~r)] . (A.7)

• funcional energia de correlação (EGGAc ): construído levando-se em conside-

ração três condições:

1. No limite em que a densidade varia lentamente, a energia de corre-

lação deve tender para sua expansão do gradiente (GEA - Gradient

expansion approximation): EGGAc −→ EGEAc .

2. No limite em que a densidade varia rapidamente, a energia de corre-

lação deve tender para sua expressão da LDA: EGGAc −→ ELDAc .

3. No limite de altas densidades, sob uma transformação de semelhança

uniforme [ρ(~r) → λ3 ρ(λ~r)], a energia de correlação deve escalar

para uma constante negativa: EGGAc −→ -const.

• funcional energia de troca (EGGAx ): construído com base em 4 condições:

1. Sobre uma homotetia uniforme da densidade, como descrito no item 3

acima, a energia de troca deve escalar com λ: EGGAx [ρλ] = λE
GGA
x [ρ].

2. A energia de troca deve obedecer à relação de escalonamento de

spin [182]:

EGGAx [ρ↑, ρ↓] =

{
EGGAx [2ρ↑] + E

GGA
x [2ρ↓]

}

2
.

3. A resposta linear, para pequenas variações da densidade em torno da

densidade uniforme, deve ser a mesma que a da LDA.

4. O limite de Lieb-Oxford [183] deve ser satisfeito: EGGAxc = 2, 273ELDAx
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Essas quatro condições levam ao fator de intensificação (enhancement):

Fx(s) = 1 + κ−
κ

1 + µs2/κ
, com µ ≃ 0, 21952 e κ ≤ 0, 804 , (A.8)

onde s = |∇ρ|/(2ρkF ), com k3F = 3π
2ρ, é um gradiente adimensional da

densidade.

A aproximação GGA-PBE retém as características corretas da LSDA e as

combina com as características mais importantes, energeticamente, da não lo-

calidade da densidade, corrigida pelo gradiente.
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B Constantes elásticas

A seguir, são apresentadas as distorções usadas para o cálculo dos coeficientes

elásticos de cada uma das estruturas dos sistemas estudados neste trabalho.

Estrutura trigonal

Os coeficientes elásticos dos minerais que se cristalizam na estrutura trigo-

nal podem ser calculados com as seguintes três distorções:

e1kl =






δ 0 0

0 0 0

0 0 0




 e3kl =






0 0 0

0 0 0

0 0 δ




 e4kl =






0 0 0

0 0 δ

0 δ 0




 (B.1)

com as quais se calculam:

e1kl ⇒







σ11 = C11δ

σ12 = C12δ

σ13 = C13δ

σ14 = C14δ

e3kl ⇒ σ33 = C33δ e4kl ⇒ σ23 = C44δ

Estruturas ortorrômbica e monoclínica

Para calcular as constantes elásticas dos minerais que se cristalizam nas

estruturas ortorrômbica e monoclínica utilizamos seis tensores ekl com as se-
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guintes distorções:

e1kl =






δ 0 0

0 0 0

0 0 0




 e2kl =






0 0 0

0 δ 0

0 0 0




 e3kl =






0 0 0

0 0 0

0 0 δ




 (B.2)

e1kl ⇒







σ11 = C11δ

σ12 = C12δ

σ13 = C13δ

e2kl ⇒
{

σ22 = C22δ

σ23 = C23δ
e3kl ⇒ σ33 = C33δ.

No caso da estrutura monoclínica, temos, adicionalmente:

e1kl ⇒ σ15 = C15δ e2kl ⇒ σ25 = C25δ e3kl ⇒ σ35 = C35δ.

Com as matrizes de distorção

e4kl =






1 0 0

0 1 δ

0 δ 1




 e5kl =






1 0 δ

0 1 0

δ 0 1




 e6kl =






1 δ 0

δ 1 0

0 0 1




 , (B.3)

calculamos as constantes elásticas das estruturas ortorrômbica e monoclínica:

e4kl ⇒ σ23 = C44δ e5kl ⇒ σ13 = C55δ e6kl ⇒ σ12 = C66δ

sendo que para a monoclínica ainda tem-se:

e4kl ⇒ σ12 = C46δ
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