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ResumoUtilizando oneitos de meânia quântia e teoria inétia apresentamos uma rederivação da equação deBoltzmann para a polarização. Mostramos a equivalênia entre a equação que derivamos e a equação deBoltzmann enontrada na literatura ([1℄, [2℄, [3℄) além de mostrar que essas derivações orrespondem aonsiderar-se o efeito, sobre a polarização dos fótons da radiação ósmia de fundo, de dois espalhamentosThompson om elétrons durante a reombinação. Conduzimo-nos, ainda, a desrever a polarização om-pletamente no espaço real, omo iniiado em [4℄ em um aso espeial. Mostramos a possibilidade dessaonversão, reobramos a geometria que está assoiada ao estudo do problema no espaço real e veri�amossatisfeitas as ondições de ausalidade.



AbstratApplying onepts of quantum mehanis and kineti theory we show a re-derivation of Boltzmann equationfor the Cosmi Mirowave Bakground (CMB) polarization. We show the equivalene between our derivationand those already known ([1℄, [2℄, [3℄) and also that these derivations orrespond to take into aount thee�et, on the photon polarization, of two Thompson satterings on eletrons while deoupling from matter.We address ourselves, then, to give a omplete formalism for the CMB polarization problem in real spae,as started in [4℄ in a speial ase. Besides the possibility of omplete treatment of the problem in real spae,we reover the geometry that desribes it and that the ausal relations are satis�ed.
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IntroduçãoEste trabalho dedia-se a estudar a polarização da radiação ósmia de fundo. A abordagem, entretanto,irá diferir em essênia da literatura existente sobre esse assunto e por dois motivos: primeiro, a maneira dederivar os resultados básios omo a equação de Boltzmann para a polarização não segue derivações lássi-as. Segundo, enaminha-se o trabalho para o estudo da polarização no espaço real e não para o álulo deorrelações, omo é usual. Além disso, busa-se aqui fundamentar todos os desenvolvimentos sobre oneitosbem �xados dentro da físia-matemátia para evitar ao máximo problemas om as diferenças de onvençõesque apareem de forma abundante na literatura e, só depois de atingir um ponto em que se tem lareza doque obteve, estabeleer relação om a literatura.A reombinação é uma époa da história do universo araterizada pela transição entre o estado de equilíbroentre radiação e matéria e um estágio de dois equilíbrios distintos. Isso se dá porque, à medida que fótonsvão �ando menos energétios, átomos de hidrogênio que omeçam a se formar deixam de ser ionizados poresses fótons ambientes, o número de elétrons livres ai e também a possibilidade de que fótons ontinueminteragindo om a matéria e os fótons, �nalmente, omeçam a propagar-se sem mais interagir.As últimas interações entre elétrons e fótons deixam nesses últimos, entretanto, uma mara indelével: apolarização. A maneira de omputar-se essa polarização não pode diferir muito de onsiderar a dinâmiadas interações entre fótons e a matéria durante a reombinação, estudar omo essas interações polarizaramfótons e omo se dá a propagação dessa polarização até que seja eventualmente observada.A parte da propagação da polarização é, em geral, trivial. Não se tomam em onta efeitos da perturbação doespaço-tempo sobre a polarização, numa primeira aproximação. Para a geração da polarização há algumasderivações padrão, omo [1℄, baseada em [5℄, ou [6℄, ambas onsagradas a alular o termo olisional parauma equação tipo Boltzmann, a primeira om uma abordagem de eletromagnetismo, estudando fen�menosradiativos, e a segunda apoiada sobre a teoria quântia dos ampos. Aqui formula-se uma derivação dessetermo olisional om base em meânia quântia e teoria inétia. Essa derivação tem omo vantagem alareza. Pouas hipóteses são su�ientes para que se rederive, em sua forma já ristalizada, a equação deBoltzmann para a polarização onsiderando a ontribuição de perturbações esalares na métria.Coneitos fundamentais em meânia quântia omo o de matriz S e a teoria de espalhamento são su�i-entes para que se possa desrever a matriz densidade �nal (após a interação om elétrons) dos fótons queeram iniialmente não polarizados. Com base nessa matriz densidade �nal podemos de�nir um tensor depolarização e, apliando o que na literatura é onheido omo método do momento angular total, hegar aoe�ientes da expansão desse objeto em termos de um onjunto de funções espeiais que formam uma basepara funções de�nidas sobre a esfera. Os oe�ientes dessa expansão onduzem diretamente à equação deBoltzmann, na forma integral, que se enontra em [1℄, por exemplo.Uma vez de posse desses oe�ientes, dediamo-nos a estudar omo formular o problema da polarização noespaço real. Essa abordagem iniiada em [4℄ em um aso partiular é aqui generalizada para ontemplar4



todos os termos de fonte que se preisa onsiderar no tratamento onsistente do problema da polarizaçãogerada durante a reombinação. Mostramos ser possível desrever o problema inteiramente no espaço real ereobramos evidente, após os álulos que se fazem neessários, a geometria básia do problema desde suaformulação.Servindo de introdução ao problema, no Capítulo 1 apresentamos uma derivação da equação de Sahs-Wolfe,peça básia do estudo da radiação ósmia de fundo. A derivação aqui apresentada, fundamentada no álulodo efeito sobre os fótons das perturbações ausadas por poteniais no espaço tempo é baseada em [7℄ e temomo prediado prinipal deixar lara a físia envolvida nessa equação.No Capítulo 2 derivamos, baseados em teoria de representações de grupos, o que são os harm�nios esfériosde spin que apareem de modo abundante em toda a literatura sobre a radiação ósmia de fundo. Para essaderivação, apresentamos fatos básios sobre as representações irredutíveis do grupo de rotações e o entralteorema de Peter-Weyl. Ainda nesse apítulo fazemos uma breve revisão sobre geometria diferenial sobrea esfera para mostrar uma uriosa identi�ação entre a derivada ovariante e operadores an�nios atuandosobre representações irredutíveis do grupo de rotações. Finalizamos por apliar essa uriosa onexão paraderivar os modos E e B da polarização.O Capítulo 3 é onsagrado à derivação da equação de Boltzmann para a polarização. Introduzimos oneitosneessários para a artiulação da teoria de espalhamento entre partíulas om spin em meânia quântia,rudimentos da derivação da matriz S do espalhamento Thompson e omo, dada essa matriz, obter a polari-zação �nal de um feixe de fótons inidente em um entro espalhador. Calulamos o efeito sobre a polarizaçãode um e dois espalhamentos, o que é su�iente para ter-se a equação de Boltzmann para a polarização.Também é nessa seção que integramos as dependênias angulares da polarização e mostramos a equivalêniaentre a equação de Boltzmann que obtemos e a presente na literatura ([1℄, [2℄, [3℄). Para tanto impomosnas equações que obtivemos as mesmas hipóteses empregadas nessas referênias e mostramos que temos osmesmos resultados.Finalmente o Capítulo 4 faz a transposição dos resultados derivados para o espaço real. Para que isso sejafeito, uriosas integrais de produtos de funções de Bessel esférias têm que ser omputadas e são responsáveispela possibilidade de interpretação geométria e onstatação da satisfação das ondições de ausalidade naformulação �nal do problema.
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Capítulo 1A equação de Sahs-WolfeApós o desaoplamento vamos supor que os fótons não interagem mais om a matéria (não onsiderandoreionização, portanto) e que seguem uma geodésia nula desde que desaoplaram. Uma abordagem sim-pli�ada da físia da radição ósmia de fundo pode, então, ser obtida onsiderando a defasagem espetralsofrida por um fóton propagando-se em um espaço-tempo perturbado. Nesta abordagem vamos adotar umadesrição de �uido para a matéria e supor a superfíie de último espalhamento in�nitamente �na, ou seja,que a reombinação se dá instantaneamente. Essa apresentação simpli�ada tem o mérito de deixar maistransparente a físia envolvida e é inspirada no artigo seminal [7℄.Seja o elemento de linha de Friedmann-Lamaître-Robertson-Walker (FLRW daqui em diante) para umespaço-tempo perturbado:
ds2 = a2(η)[−(1 + 2A)dη2 + 2Bidx

idη + (γij + hij)dx
idxj ] , (1.0.1)notando que o espaço não perturbado é obtido fazendo A = Bi = hij = 0.A variedade que está sendo pensada aqui é uma variedade lorentziana (M, g), sendo M uma variedadedifereniável e g é a métria que dá origem a (1.0.1).Seja K ∈ X (M) um ampo vetorial sobre M(om X (M) o onjunto de ampos vetoriais sobre M). Paraque uma urva integral de um ampo K dê origem a uma urva que possa ser onsiderada a �trajetória� deum fóton é neessário e su�iente que:

kµk
µ = 0, já que os vetores tangentes às trajetórias dos fótons são vetores tipo nulo.

kµ▽µk
ν = 0, ou seja, os vetores tangentes à trajetória de um fóton devem ser transportados paralelamentea si mesmos para que dêem origem a uma geodésia (já que imaginamos que os fótons viajam em trajetóriasgeodésias).Antes de iniiar os álulos devemos notar uma partiularidade sobre a métria do espaço. A métria deFLRW é onforme a uma outra sem o fator a(η)2 multipliativo. Na seção seguinte �ará mais laro osigni�ado dessa a�rmação.1.1 Métrias onformesDada uma variedade M om uma métria g, uma métria g̃ = Ω2g é dita ser onforme a g (ou, para sermais preiso, obtida a partir de g através de uma transformação onforme). O estudo de espaços onformes(variedades om métrias onformes) traz algumas vantagens em ertas oasiões, omo por exemplo o estudo6



de espaços assintotiamente planos onde permite dar uma de�nição preisa de in�nito onforme. Aquiempregaremos uma métria onforme por outro motivo: failitar os álulos.A razão fundamental pela qual espaços onformemente relaionados são interessantes é que eles ompartilhama mesma estrutura ausal, ou seja, dado um vetor que é tipo tempo om relação à métria g é também tipotempo em relação à métria g̃. O mesmo para vetores tipo espaço ou nulos (notar que quando nos referimosa velores nulos estamos falando de vetores tipo nulo e não do vetor nulo do espaço vetorial).Pode-se estabeleer relações entre as entidades geométrias em espaços onformes. O operador derivadaovariante, que nos será útil, é um exemplo1. Seja ▽ assoiado a g e ▽̃ a g̃. Sabendo que esses doisoperadores são relaionados podemos nos perguntar se porventura uma urva geodésia om relação a ▽também é uma ▽̃-geodésia. A resposta a essa pergunta é, em geral, não. No entanto, no aso de geodésiasnulas, esse é o aso, isto é, geodésias nulas são onformemente invariantes.O que deve ser notado, entretanto, é que a geodésia om relação a ▽̃ aparee parametrizada de modo não-a�m2. Em geral geodésias parametrizadas de modo não-a�m apareem na forma de uma equação do tipo
k̃µ▽̃µk̃

ν = f(λ̃)kν onde k̃µ = dxµ

dλ̃
, xµ desreve a trajetória do fóton e λ̃ é o parâmetro não-a�m. A função fque apareeu deve satisfazer a equação

f(λ̃) =

d2λ
dλ̃2

dλ
dλ̃

(1.1.1)onde λ é um parâmetro a�m.No nosso aso de interesse, f(λ̃) = d
dλ̃

(lnΩ2). Usando (1.1.1) mostra-se sem di�uldades que dλ
dλ̃

= Ω2. Issoimplia que se temos uma geodésia nula kµ▽µkν = 0 essa geodésia no espaço onforme será dada por
k̃µ▽̃µk̃

ν = 0 om k̃µ = kµ

Ω2 .1.2 A equação de Jaobi não-homogêneaVamos onsiderar um espaço-tempo que pode ser tratado omo um espaço-tempo base sobre o qual se apliauma perturbação. O desenvolvimento aqui apresentado é geral e portanto a métria utilizada não preisa seraquela de FLRW. Esta seção foi baseada em [9℄. Seja gµν = g
(0)
µν + hµν om g

(0)
µν sendo a métria do espaçobase e hµν a perturbação. Como usual em teoria de perturbação, usa-se a métria do espaço não-perturbadopara subir e baixar índies.Os oe�ientes da onexão de Levi-Civita de gµν , que são dados por

Γµαβ =
1

2
gµσ(gσβ,α + gασ,β − gαβ,σ) ,podem ser separados em um termo de ordem zero e um de primeira ordem em h

Γµαβ = Γ
(0)µ
αβ + Γ

(1)µ
αβ ,onde

Γ
(0)µ
αβ =

1

2
g(0)µσ(g

(0)
σβ,α + g

(0)
ασ,β − g

(0)
αβ,σ) (1.2.1)e 1Para ver os detalhes pode-se onsultar [8℄.2Non-a�nely parametrized, em inglês. 7



Γ
(1)µ
αβ =

1

2
g(0)µσ(hσβ,α + hασ,β − hαβ,σ) −

1

2
gµσ(g

(0)
σβ,α + g

(0)
ασ,β − g

(0)
αβ,σ) ,ou seja,

Γ
(1)µ
αβ =

1

2
g(0)µσ(hσβ;α + hασ;β − hαβ;σ) . (1.2.2)O ponto-e-vírgula aima india derivação ovariante om relação à onexão de g(0)

µν .Seja x(0)µ(λ) uma geodésia no espaço-tempo base om parâmetro a�m λ. x(0)µ(λ) ostuma ser dito �oaminho não-perturbado�. Por hipótese x(0)µ(λ) satisfaz
ẍ(0)µ + Γ

(0)µ
αβ (x(0))ẋ(0)αẋ(0)β = 0 , (1.2.3)om (

˙= d
dλ

) e Γ
(0)µ
αβ (x(0)) signi�ando que os símbolos da onexão são alulados sobre a trajetória não-perturbada.Consideremos agora a expressão:

xµ(λ) = x(0)µ(λ) + x(1)µ(λ) . (1.2.4)Aqui xµ(λ) e x(1)µ(λ) não são espei�ados e a equação (1.2.4) pode ser entendida omo de�nidora tanto deum quanto de outro, uma vez que um deles é dado. Vamos derivar ondições em x(1)µ(λ) que serão neessáriase su�ientes para que xµ(λ) seja uma geodésia no espaço perturbado. No que segue, vamos trunar asexpansões na primeira ordem em termos perturbados, ou seja, vamos desartar produtos envolvendo maisde um termo do tipo x(1)µ(λ) ou ẋ(1)µ(λ).Derivando duas vezes (1.2.4) e usando (1.2.3), temos
ẍµ = −Γ

(0)µ
αβ (x(0))ẋ(0)αẋ(0)β + ẍ(1)µ . (1.2.5)Por outro lado, se xµ(λ) é uma geodésia parametrizada de modo a�m no espaço-tempo perturbado, devevaler

ẍµ = −Γµαβ(x)ẋ
αẋβ = −Γ

(0)µ
αβ (x)(ẋ(0)αẋ(0)β + 2ẋ(0)αẋ(1)β) − Γ

(1)µ
αβ (x)ẋ(0)αẋ(0)β . (1.2.6)Podemos agora fazer uma expansão dos oe�ientes da onexão em torno da trajetória não-perturbada:

Γ
(0)µ
αβ (x) = Γ

(0)µ
αβ (x(0)) + Γ

(0)µ
αβ,τ (x

(0))x(1)τ + ...

Γ
(1)µ
αβ (x) = Γ

(1)µ
αβ (x(0)) + ...Substituindo isso em (1.2.6), temos

ẍµ = −Γ
(0)µ
αβ (x(0))ẋ(0)αẋ(0)β − Γ

(1)µ
αβ (x(0))ẋ(0)αẋ(0)β − 2Γ

(0)µ
αβ (x(0))ẋ(0)αẋ(1)β − Γ

(0)µ
αβ,τ (x

(0))ẋ(0)αẋ(0)βx(1)τ .(1.2.7)Comparando as equações (1.2.7) e (1.2.5), onluimos que xµ(λ), de�nido pela equação (1.2.4), será umageodésia parametrizada de modo a�m no espaço-tempo perturbado ontanto que x(1)µ(λ) satisfaça o sistema8



de quatro equações difereniais aopladas
(
d2

dλ2
+A

d

dλ
+B

)
x(1) = f , (1.2.8)onde as matrizes 4 × 4 A e B e o vetor (de quatro omponentes) f são de�nidos por

Aµα = 2Γ(0)µ
τα k(0)τ ,

Bµα = Γ(0)µ
τσ,αk

(0)τk(0)σ ,

f = −Γ(1)µ
τσ k(0)τk(0)σ ,onde, aproveitando a interpretação de geodésias nulas omo trajetórias de fótons, esrevemos ẋ(0) omo

k(0). A notação de matrizes foi empregada para simpli�ar a esrita e deve-se tomar uidado ao reoloar osíndies para fazer manipulações. Devemos também enfatizar que a equação (1.2.8) vale ao longo de algumsegmento da trajetória não-perturbada e gera soluções para a separação x(1) entre a trajetória perturbada ea não-perturbada. Veremos agora que estamos no fundo tratando da equação de Jaobi.Denotemos por D
dλ a derivada ovariante ao longo da urva x(0) om a onexão do espaço-tempo base. Comisso, para um vetor arbitrário v,

D

dλ
vµ =

dvµ

dλ
+ Γ

(0)µ
αβ k(0)αvβe

D2

dλ2
vµ =

d2vµ

dλ2
+ Γ

(0)µ
αβ,σk

(0)αk(0)σvβ + Γ
(0)µ
αβ

dk(0)α

dλ
vβ + 2Γ

(0)µ
αβ k(0)α dv

β

dλ
+ Γ

(0)µ
αβ k(0)αΓ(0)β

σρ k(0)σvρ .Usando a equação de geodésia para k(0) temos
D2

dλ2
vµ =

d2vµ

dλ2
+ 2Γ

(0)µ
αβ k(0)α dv

β

dλ
+ Γ

(0)µ
αβ,σk

(0)αk(0)σvβ + Γ
(0)µ
αβ Γ(0)α

σρ k(0)βk(0)σvρ − Γ
(0)µ
αβ Γ(0)α

σρ k(0)σk(0)ρvβ .(1.2.9)O tensor de Riemann para o espaço-tempo base é esrito omo
R

(0)µ
αβσ = (Γ

(0)µ
ασ,β − Γ

(0)µ
αβ,σ + Γ

(0)µ
βρ Γ(0)ρ

ασ − Γ(0)µ
σρ Γ

(0)ρ
αβ ) . (1.2.10)Com isso (1.2.9) pode ser reesrita omo

D2

dλ2
vµ −R

(0)µ
αβσk

(0)αk(0)βvσ =
d2vµ

dλ2
+ 2Γ

(0)µ
αβ k(0)α dv

β

dλ
+ Γ

(0)µ
αβ,σk

(0)αk(0)βvσ . (1.2.11)Mas o lado direito de (1.2.11) é justamente o lado esquerdo da equação (1.2.8), logo o lado esquerdo de(1.2.11) é igual a f , ou seja,
▽2
k(0)x

(1) −R(k(0), x(1))k(0) = f , (1.2.12)que é uma equação de Jaobi[10℄ não-homogênea vinda do estudo de uma métria perturbada. O ampo
x(1) em (1.2.12) é hamado de ampo de Jaobi. Um ampo de Jaobi é determinado pelas ondições iniiais
x(1)(0) e dx(1)

dλ (0) e tem a interpretação justamente atribuida a ele neste aso, ou seja, dizer omo duasgeodésias partindo do mesmo ponto se afastam sob o efeito da urvatura. Aqui o termo não-homogêneo na9



equação funiona omo um termo forçante assoiado à perturbação.Vejamos agora a partiularização da equação de Jaobi (1.2.12) num sistema de oordenadas espeial, noaso, o sistema de oordenadas normais [11℄.De fato, dado que temos um espaço-tempo dotado de uma onexão, podemos esolher tratar nosso problemautilizando o sistema de oordenadas normais, ou seja, obtidas através da apliação exponenial sobre vetoresbase do espaço tangente.Tirando proveito desse espeial sistema de oordenadas, podemos esrever D
dλx

(1) = d
dλx

(1) = k(1) e, omisso,
D2

dλ2
x(1)µ =

dk(1)µ

dλ
+ Γ

(0)µ
αβ,σk

(0)αk(0)σx(1)β .Com isso a equação (1.2.12) pode ser reesrita omo
dk(1)µ

dλ
+ Γ

(0)µ
αβ,σk

(0)αk(0)σx(1)β −R
(0)µ
αβσk

(0)αk(0)βx(1)σ = f ,daí,
dk(1)µ

dλ
+ (Γ

(0)µ
ασ,β −R

(0)µ
αβσ)k(0)αk(0)β .x(1)σ = f (1.2.13)Utilizando o fato de que num sistema de oordenadas normais o tensor de Riemann esreve-se, omo vê-sefailmente de (1.2.10),

R
(0)µ
αβσ = Γ

(0)µ
ασ,β − Γ

(0)µ
αβ,σ ,temos então que o lado esquerdo de (1.2.13) �a

dk(1)µ

dλ
+ Γ

(0)µ
αβ,σk

(0)αk(0)βx(1)σ . (1.2.14)Juntando, obtivemos:
dk(1)µ

dλ
+ Γ

(0)µ
αβ,σk

(0)αk(0)βx(1)σ = −Γ(1)µ
τρ k(0)τk(0)ρ . (1.2.15)1.3 Equação de Sahs-Wolfe - parte IIOs desenvolvimentos desta Seção são baseados em [12℄.A métria de FLRW perturbada pode ser esrita na forma:

(g)=a(η)2

0

B

@

−(1 + 2A) Bi

Bj γij + hij

1

C

A
, (1.3.1)onde

(γij)=

0

B

B

B

B

@

1
1−Kr2 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ

1

C

C

C

C

A

. (1.3.2)A métria g que aaba de ser apresentada pode ser esrita omo g = a2g̃ om g̃ uma métria onforme dada10



por:
(g̃)=

0

B

@

−(1 + 2A) Bi

Bj γij + hij

1

C

A
. (1.3.3)O fator Ω2 aqui é obviamente a2.No que segue, tendo justi�ado o por quê na seção 1.1 dediada às métrias onformes, vamos utilizar amétria (1.3.3) e estudar as equações k̃µk̃µ = 0 e k̃µ▽̃µk̃ν = 0, om k̃µ = kµ

a2 .Lembrando as expansões feitas quando estudamos a equação de Jaobi, vamos esrever neste espaço o vetorde onda de um fóton omo
k̃µ = E(1 +M, ei + δei) (1.3.4)onde E é uma normalização e k̃(1) = (M, δei).É uma onta fáil veri�ar que se impomos γijeiej = 1, temos que ter

ejδe
j = A+M −Bie

i − 1

2
hije

iejpara que seja satisfeita a equação k̃µk̃µ = 0, sempre �ando apenas om termos de até primeira ordem.Como vimos na seção sobre a equação de Jaobi, a ondição para que valha k̃µ▽̃µk̃ν = 0, om k̃µ = x̃µ

dλ̃
, éequivalente a ter satisfeita a equação (1.2.15).Podemos esrever a omponente temporal de (1.2.15) omo:

dM

dλ̃
= −Γ̃(1)0

µρ k̃(0)µk̃(0)ρse lembramos que Γ
(0)0
αβ,σ são nulos na métria onforme.Usando os oe�ientes da onexão perturbados para FLRW [12℄, obtemos

dM

dλ̃
= A′ − 2DiAe

i − 1

2
h′ije

iej +DiBje
iej , (1.3.5)onde ′ signi�a derivação om relação a η.Tendo obtido esses resultados, passemos a tratar um outro ponto.Dado um observador fundamental om quadriveloidade uµ, a frequênia, ou energia, de um fóton por eleobservado é proporional a kµuµ.Enquanto a matéria puder ser aproximadamente desrita numa aproximação de �uido, podemos esrever seutensor energia-momento omo

T µν = (ǫ+ p)uµuν − pδµνom ǫ desrevendo a densidade de energia e p a pressão. Da mesma maneira introduzimos perturbaçõesna métria, devemos introduzir perturbações no tensor de energia-momento, que devem ser, naturalmente,parametrizadas por quantidades relativas à araterização da matéria: vejamos omo podemos deompor ovetor uµ numa parte não-perturbada e um parte perturbada. Vamos por um momento retomar a métriade FLRW original para o que segue imediatamente. Suponhamos que se possa esrever uµ = u(0)µ + u(1)µ.Suponhamos ainda que seja satisfeita a normalização u(0)µu(0)µ = −1. Essa imposição implia que u(0)µ11



deve ser dado por
u(0)µ =

δµ0
a
.Impondo que também a norma de u(0)µ+u(1)µ seja −1 teremos que satisfazer 2u(0)µu(1)µ+hµνu

(0)µu(0)ν = 0onde hµν á perturbação na métria de FLRW. Dessa ondição extraímos que u(1)0 = −A
a . Coloamos, já queisso não viola as ondições obtidas, u(1)i ≡ vi

b

a e, om isso,
uµ =

1

a
(1 −A, vib) , (1.3.6)

vib será interpretado omo a veloidade dos bárions 3.Voltando agora a omitir os fatores a, hamamos ũµ = auµ.Logo,
ũµ = gµν ũ

ν =
(
−(1 +A) +Biv

i
b, Bi + (γij + hij)v

j
b

)
.É uma onta fáil veri�ar que

k̃µũµ = −E{1 + [M +A− ei(vbi +Bi)]} . (1.3.7)Vamos introduzir ainda mais uma aproximação: a aproximação de Born [12℄. Estaremos alulando avariação de energia sofrida por um fóton devida às parturbações do espaço-tempo mas sobre a trajetória queo fóton teria no espaço-tempo não-perturbado, ou seja, em FLRW. Como FLRW é onforme, as geodésiassão justamente linhas a 45 graus no diagrama onforme, ou seja, distânias (onformes) estão diretamenterelaionadas a intervalos de tempo onforme. Portanto os pontos de emissão e observação dos fótons serãorelaionados omo
xO = xE + e(ηO − ηE) . (1.3.8)A quantidade interessante a alular-se, neste ponto, é a razão entre a energia do fóton observado e a energiado emitido. Utilizando (1.3.7) obtemos:

(k̃µũµ)o

(k̃µũµ)e
≃
(
1 +

[
M +A− ei(vbi +Bi)

]o
e

)
, (1.3.9)onde entende-se que se deve tomar a diferença da quantidade entre olhetes entre os pontos de observaçãoe emissão.Devemos lembrar, entretanto que a frequênia de um fóton para um observador om quadriveloidade uµ nãofoi estabeleida na métria onforme, ou seja, devemos voltar a oloar os fatores a relevantes para termos asquantidades orretas. Com isso, a razão entre a temperatura dos fótons nos pontos de observação e emissãoé dada por:

To(x0
, η

0
)

Te(xe, ηe)
=
a(ηe)

a(ηo)

(
1 +

[
M +A− ei(vbi +Bi)

]ηo

ηe

) (1.3.10)onde lembramos que k̃µ e ũµ têm diferentes potênias de a quando perdem o ∼.O instante do desaoplamento pode ser deomposto omo ηe = η̄e + δηe já que, devido a �utuações de3Notar que em osmologia bárions são entendidos omo toda matéria não-esura.12



densidade, a reombinação não aonteeu em todos os pontos do Universo no mesmo instante. A temperaturaserá deomposta omo Te(xe, ηe) = T̄ (η̄e)[1 + Θe(xe, ηe)] e To(e) = T̄o(ηo)[1 + Θ(e)]. O símbolo Θ seráhamado de ontraste de temperatura. Inserindo essas deomposições em (1.3.10), temos que, em ordemzero
T̄o
T̄e

=
a(η̄e)

a(η̄o)
,que não é mais do que a lei de defasagem espetral de um orpo negro num espaço homogêneo e isotrópioem expansão.O ontraste de temperatura observado na direção e será, pois, dado por

Θ(e) = Θe(xe, η̄e) +
[
M +A− ei(vbi +Bi)

]ηo

ηe
.Utilizando (1.3.5) podemos esrever

[M ]ηo
ηe

= −2[A]ηo
ηe

+

∫ ηo

ηe

(
A′ − 1

2
h′ije

iej +DiBje
iej
)
dλ̃ .Fazendo Θe(xe, ηe) = 1

4δγ(xe, ηe) por ausa da lei de Stefan-Boltzmann, obtemos,
Θ(e) =

[
1

4
δγ +A+ ei(vbi +Bi)

]
(xe, ηe) +

∫ ηo

ηe

(
A′ − 1

2
h′ije

iej +DiBje
iej
)
dλ̃+ f(O) (1.3.11)onde f(O) é função das variáveis de perturbação hoje e do ponto de observação e não pode ser medida. Poresse motivo essa função será doravante omitida.A equação (1.5.1) pode ser reesrita em termos de quantidades invariantes de gauge. Uma vez isso feito,teremos, �nalmente, obtido a equação de Sahs-Wolfe. Para tanto é onveniente que se eslareça o que éa liberdade de gauge em relatividade geral e quais são as quantidades invariantes de gauge no ontexto damétria em que estamos trabalhando.1.4 Invariânia de gaugePara disutir mais adequadamente as quantidades invariantes de gauge neste problema em partiular é on-veniente eslareer de maneira geral o que são essas quantidades e de que modo elas apareem num ontextomais geral, a saber, no estudo de perturbações de espaços-tempo em relatividade geral. Aprofundamentosnas questões aqui disutidas podem ser enontradas em [13℄, que serviu omo referênia fundamental paraesta seção.Iniiamos por oneituar o que entendemos por perturbação de um espaço-tempo. Aqui, quando falamos deperturbação de um espaço-tempo (M, g) estamos supondo um espaço-tempo levemente diferente (M ′, g′) queé obtido modi�ando um pouo (M, g). Vamos também requerer que a perturbação seja ontínua no sentidode que (M, g) e (M ′, g′) sejam onetadas por uma urva no espaço dos espaços-tempo. Vamos, portanto,onsiderar sequênias de espaços-tempo dependendo de um parâmetro variando ontinuamente.Suponhamos, então, que (M, g) seja um espaço-tempo arbitrário e (M ′, g′) seja uma perturbação sua. Vamossupor que existe um família uniparamétria de espaços-tempo (Mǫ, gǫ) om o espaço não-perturbado (M, g)orrespondendo a ǫ = 0 e o peturbado a ǫ = 1. A aproximação linearizada para (M ′, g′) seria (se �zermosuma analogia om a apliação exponenial [10℄) o vetor tangente a essa família de espaços-tempo em (M, g).13



Convém notar que a família de espaços-tempo em questão forma um variedade de dimensão ino, a serdenotada por M.Analisemos agora a possibilidade de introduzir um mapeamento entre M e M ′ que permita fazer umaidenti�ação entre os pontos de ambas. Consideremos um ampo vetorial V suave, que não se anula em M eque tenha sempre omponente transversal em relação aos Mǫ, ou seja, em nenhum ponto pertença ao planotangente de algumMǫ. Vamos agora dizer que um ponto pǫ ∈Mǫ é o mesmo, om respeito a V , que o ponto
p ∈M se pǫ e p estão sobre a mesma urva integral de V . Isso de�ne um mapeamento de M em Mǫ.Uma vez esolhido um ampo vetorial transversal V em M, podemos de�nir a linearização om respeitoa V . Suponha que Q0 é alguma quantidade em M na qual estamos interessados e Qǫ é uma quantidadeanáloga em ada um dos espaços-tempoMǫ. Podemos então ter um ampo das quantidades Q na variedadeino-dimensional. A linearização Q1 de Q om respeito a V é simplesmente a derivada de Lie de Q nadireção de V avaliada no espaço-tempo não-perturbado:

Q1 = £VQǫ|(ǫ=0)
. (1.4.1)A expressão (1.4.1) mostra expliitamente qual o meanismo da identi�ação. O que é usualmente feito éesolher um sistema de oordenadas (xµ, ǫ) em M e esrever (omponentes de Qǫ) = (omponentes de Q0)

+ ǫ(perturbação), o que obsuree o que de fato está aonteendo.Sejam agora dois ampos vetoriais V e Ṽ em M omo aima. Podemos nos perguntar qual a relação entre aslinearizações de Q0, Q1 e Q̃1. De fato, pela de�nição (1.4.1) e pelas propriedades da derivada de Lie, temos
Q1 − Q̃1 = £VQǫ|(ǫ=0) − £

eVQǫ|(ǫ=0)
= £(V−eV )Qǫ|(ǫ=0)

= £XQ0 (1.4.2)onde X é, devido à maneira omo são esolhidos V e Ṽ , tangente a M = M0 [13℄.Podemos, então de�nir a noção de invariânia de gauge para uma quantidade Qǫ omo a propriedade de quea linearização Q1 de Q0 permanee invariante mediante mudanças arbitrárias da identidiação V → Ṽ .Como pode-se pereber a partir da de�nição, Q1 é invariante de gauge se, e somente se, £XQ0 = 0 paratodos os ampos de vetores X em M . Esse resultado é onheido omo lema de Stewart-Walker4.Podemos notar, omo um orolário desse lema que, omo todas as quantidades relativistas são ovariantes epodem ser esritas na forma Q = 0, Q sendo um ampo tensorial, é sempre possível, em primeira ordem nateoria de perturbação, esrever todas as equações em termos de quantidades invariantes de gauge.Resta-nos então, desobrir quais são as quantidades invariantes de gauge no aso que nos interessa aqui, ouseja, no aso de uma métria de FLRW perturbada. A primeira oisa a se fazer é notar que qualquer ampovetorial pode ser deomposto omo a soma do gradiente de um esalar e um vetor de divergênia nula [14℄omo
Bi = DiB + B̄ionde DiB̄i = 0. De maneira análoga, um tensor simétrio de ordem 2 pode ser deomposto omo [15℄

hij = 2Cγij + 2DiDjE + 2D(iĒj) + 2Ēijom DiĒ
ij = 0, Ēii = 0.4Embora tenha �ado onheido omo lema de Stewart-Walker, esses o atribuem, em [13℄, a Sahs, num trabalho de 1964(em �Relativity, groups and topology�, editado por B. deWitt e C. deWitt).14



Assim, os graus de liberdade da métria (1.3.1) �am separados em 4 esalares:A, B, C e E, orrespondendoa 4 graus de liberdade. 2 vetores: B̄i e Ēi orrespondendo a mais 4 graus de liberdade e 1 tensor Ēij queorresponde a mais dois graus de liberdade.Pela de�nição (1.4.1) e pela identidade (1.4.2) podemos entender qual o efeito sobre a métria de umamudança de gauge. Isso será
g(1)
µν → g(1)

µν + £ξgµν = g(1)
µν + 2▽(µξν) ,onde ▽ é a onexão om a métria não-perturbada. Partindo disso, e por meio longos álulos hega-se, parao aso da métria onforme (que não depende de η), às quantidades invariantes de gauge (ver [12℄ ou [16℄ -neste último disute-se o aso partiular de urvatura esalar nula):

Ψ ≡ −C , (1.4.3)
Φ ≡ A+ (B − E′)′ , (1.4.4)

Φ̄ ≡ Ē′i − B̄i , (1.4.5)
Ēij . (1.4.6)Se antes tínhamos dez graus de liberdade para �xar a métria, temos agora apenas seis (quatro graus�aram om as omponentes do vetor ξ). Essas seis quantidades que sobraram devem ser onsideradas omoos verdadeiros parâmetros da perturbação do espaço-tempo, uma vez que elas não podem ser anuladas portransformações de oordenadas. Os quatro graus elimidados dariam origem a modos espúrios [16℄.As quantidades que araterizam a matéria (densidade(ρ), pressão (P ), veloidade (v) e pressões aniso-trópias (πij)) [12℄ também sofrem alterações quando mudanças de gauge são onduzidas. Para termosuma desrição onsistente temos também que enontrar quantidades invariantes de gauge que desrevam amatéria. Essas quantidades são

δN = δ +
ρ′

ρ
(B − E′) , (1.4.7)

V = v + E′ , (1.4.8)
V̄i = v̄i + B̄i . (1.4.9)A pressão anisotrópia já é invariante de gauge (por ausa do lema de Stewart-Walker).Tendo feito tudo isso, ainda resta-nos um ponto: esolher um gauge. Há uma oleção de gauges onheidose famosos, entre eles, por exemplo, o newtoniano ou longitudinal, o de folheação plana, o omóvel, o (nãobem �xado) sínrono ou de Gauss. Aqui esolheremos o gauge newtoniano.O gauge newtoniano é araterizado pelas esolhas B = 0, E = 0, B̄i = 0. As quantidades invariantes degauge restantes tomam a forma: A = Φ, C = −Ψ, δ = δN , v = V e v̄i = V̄i.15



1.5 Equação de Sahs-Wolfe - parte IIIAntes de nos atermos a disutir a invariânia de gauge tínhamos obtido:
Θo(e) =

[
1

4
δγ +A+ ei(vbi +Bi)

]
(xe, ηe) +

∫ ηo

ηe

(
A′ − 1

2
h′ije

iej +DiBje
iej
)
dλ̃ . (1.5.1)Podemos agora reesrever essa expressão omo:

Θo(xo, ηo, e) =

[
1

4
δNγ + Φ + ei(DiVb + V̄bi + Φ̄i)

]
(xe, ηe) +

∫ ηo

ηe

(Ψ′ + Φ′)dη +

∫ ηo

ηe

eiΦ̄′
idη −

∫ ηo

ηe

eiejĒ′
ijdη ,(1.5.2)onde nós integramos sobre a geodésia não perturbada que havíamos esolhido, parametrizada omo

x = xe + e(η − ηe) .Essa equação é onheida omo equação de Sahs-Wolfe. A equação (1.5.2) pode ser deomposta omo asoma de três termos [12℄:
Θ

SW
=

[
1

4
δNγ + Φ

]
(xe, ηe) , (1.5.3)

Θdop = ei
(
DiVb + Φ̄i

)
(xe, ηe) , (1.5.4)

ΘISW =

∫ ηo

ηe

[
(Ψ′ + Φ′) + eiΦ̄′

i − eiejĒ′
ij

]
dη . (1.5.5)O primeiro termo omporta apenas ontribuições esalares e é hamado de Sahs-Wolfe próprio. O segundotermo omporta ontibuições esalares e vetoriais e representa o termo Doppler. O tereiro termo ontémontribuições esalares, vetoriais e tensoriais e é onheido omo Sahs-Wolfe integrado.O termos de Sahs-Wolfe próprio, avaliado no momento do desaoplamento, é omposto de duas ontribui-ções: uma do ontraste de densidade do �uido de radiação e outra do potenial gravitaional. O primeirotraduz, através da lei de Stefan-Boltzmann, que uma zona mais densa é mais quente. O segundo traduz queum fóton emitido dentro de um poço de potenial tem uma defasagem espetral adiional.O termo de Doppler traduz que a defasagem espetral depende do fato do emissor e do reeptor não terem amesma veloidade. O termo integral depende da história do fóton entre sua emissão e reepção e é nele queapareem as derivadas dos poteniais gravitaionais. Esse termo terá ontribuições vindas do fato do fótonatravessar regiões om estruturas em formação durante sua história, entre outras.
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Capítulo 2Matrizes de rotação, geometria na esferae harm�nios esférios de spinNeste Capítulo estudaremos um pouo da teoria de representação do grupo de rotações, um pouo degeometria sobre a esfera S2, em espeial uma maneira de esrever a derivada ovariante sobre a esfera, emostraremos a uriosa onexão entre esses dois assuntos. Isso nos permitirá mostrar, a partir de objetosfundamentais, omo os ditos harm�nios esférios de spin podem ser de�nidos. Este apítulo basiamenterevisita alguns pontos de [17℄, mas om outra abordagem.2.1 Equações difereniais para matrizes de rotaçãoConsideremos a matriz de rotação parametrizada pelos ângulos de Euler:
Dj(αβγ) = e−iαJ3e−iβJ2e−iγJ3 (2.1.1)onde Jis são geradores do grupo de rotação (Ji ∈ Mat(3,R)). Notar que estamos realizando uma rotação emtorno do eixo z, uma em torno de y e, �nalmente, uma outra rotação em torno de z1. Consideremos agoraas seguintes derivadas de D2:
∂

∂α
Dj(αβγ) = −iJ3D

j(αβγ) (2.1.2)
∂

∂β
Dj(αβγ) = e−iαJ3(−iJ2e

−iβJ2)e−iγJ3 = −i(e−iαJ3J2e
iαJ3)Dj(αβγ) (2.1.3)Pode-se mostrar, em geral, que em SO(3), vale [22℄

J′ = e−iψn̂·JJeiψn̂·J = J cosψ + n̂(n̂ · J)(1 − cosψ) + (n̂ × J)senψ .Para n̂ = k̂,
e−iαJ3J2e

iαJ3 = J2 cosψ − J1senψ . (2.1.4)1Notar que há livros de meânia lássia exeutam a segunda rotação em torno do eixo x, omo [18℄ ou [19℄, entretanto háoutros, omo o lássio [20℄ que fazem essa rotação em torno de y.2Talvez o primeiro lugar em que se veja essa abordagem seja [21℄.17



Introduzindo (2.1.4) em (2.1.3), temos
∂

∂β
Dj(αβγ) = −i(−J1senα+ J2 cosα)Dj(αβγ) (2.1.5)Finalmente,

∂

∂γ
Dj(αβγ) = e−iαJ3e−iβJ2(−iJ3)e

−iγJ3 = −iDj(αβγ)J3 = −i[Dj(αβγ)J3(D
j(αβγ))−1]Dj(αβγ) (2.1.6)lembrando que

(Dj(αβγ))−1 = eiγJ3eiβJ2eiαJ3e que
Dj(αβγ)J3(D

j(αβγ))−1e−iαJ3 e−iβJ2J3e
iβJ2

︸ ︷︷ ︸
J3 cosβ+J1senβ

eiαJ3 = cosβJ3 + senβ e−iαJ3J1e
iαJ3

︸ ︷︷ ︸
J1 cosα+J2senα(2.1.6) esreve-se omo:

∂

∂γ
Dj(αβγ) = −i(J1 cosαsenβ + J2senαsenβ + J3 cosβ)Dj(αβγ) (2.1.7)Podemos agora inverter (2.1.2), (2.1.5) e (2.1.7) e expressar a ação dos operadores matriiais Ji sobre asmatrizes Dj(αβγ) omo operadores difereniais sobre as mesmas matrizes, ou seja,

JiD
j(αβγ) := −JiDj(αβγ)para Jis adequados [22℄. Matriialmente,




∂α

∂β

∂γ


Dj(αβγ) = −i




0 0 1

−senα cosα 0

cosαsenβ senαsenβ cosβ







J1

J2

J3


Dj(αβγ) . (2.1.8)Denotando momentaneamente a matriz quadrada que aparee em (2.1.8) por M , podemos nos onvenerque, operando simboliamente, teremos

(∂)Dj = −iM(J)Dj

M−1(∂)Dj = −i(J)Dj

iM−1(∂)Dj = −(J )Dj ,ou seja,



J1

J2

J3


Dj(αβγ) = −i




− cosαcotgβ −senα cosα
senβ

−senαcotgβ cosα senα
senβ

1 0 0







∂α

∂β

∂γ


Dj(αβγ) . (2.1.9)18



Com isso, pode-se esrever



J1

J2

J3


 = −i




− cosαcotgβ −senα cosα
senβ

−senαcotgβ cosα senα
senβ

1 0 0







∂α

∂β

∂γ


 . (2.1.10)De�nindo J+ = J1 + iJ2 e J− = J1 − iJ2, temos,

J+ = eiα
(
icotgβ

∂

∂α
+

∂

∂β
− i

senβ

∂

∂γ

) (2.1.11)
J− = e−iα

(
icotgβ

∂

∂α
− ∂

∂β
− i

senβ

∂

∂γ

) (2.1.12)
J3 = −i ∂

∂α
. (2.1.13)Não é difíil mostrar que, dada a maneira omo se relaionam J e J , tem-se

J±D
j∗
m′m(α, β, γ) = [(j ∓m′)(j ±m′ + 1)]1/2Dj∗

(m′±1)m(α, β, γ)

J3D
j∗
m′m(α, β, γ) = m′Dj∗

m′m(α, β, γ) . (2.1.14)Failmente veri�a-se também que
J 2

1 + J 2
2 =

1

2
[J+J− + J−J+]e, que, hamando de J 2 = J 2

1 + J 2
2 + J 2

3 , tem-se
J 2Dj∗

m′m(α, β, γ) = j(j + 1)Dj∗
m′m(α, β, γ) . (2.1.15)Expliitamente, J 2 pode ser esrito omo:

J 2 = −cossec2β

(
∂2

∂α2
+

∂2

∂γ2
− 2 cosβ

∂2

∂αβ

)
− ∂2

∂β2
− cotgβ

∂

∂β
(2.1.16)Perguntemo-nos agora se é possível enontrar funções A(α), B(β) e C(γ) tais queDj∗

m′m(α, β, γ) = A(α)B(β)C(γ),ou seja, se J 2A(α)B(β)C(γ) = j(j + 1)A(α)B(β)C(γ). Utilizando (2.1.16),
j(j + 1) = −cossec2β

(
A′′

A
+
C′′

C
− 2 cosβ

A′

A

C′

C

)
− B′′

B
− cotgβ

B′

B
.Não é difíil de se onvener, observando (2.1.1) que A e C devem ser esolhidos omo

A(α) = eim
′α C(γ) = eimγ
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enquanto B deve satisfazer
(
d2

dβ2
+ cotgβ

d

dβ
− m′2 +m2 − 2m′m cosβ

sen2β
+ j(j + 1)

)
B(β) = 0 . (2.1.17)Pode-se mostrar que as soluções regulares de (2.1.17) são as funções djm′m(β), que são polin�mios de Jaobi[21℄, [23℄. Expliitamente,

djm′m(β) =

√
(j +m′)!(j −m′)!

(j +m)!(j −m)!

(
cos

β

2

)−m−m′ (
sen

β

2

)2j+m+m′

(−1)j+m
′

×
∑

ν

[
(−1)ν

(
j +m

ν

)(
j −m

j +m′ − ν

)(
cos

β

2

)2ν (
sen

β

2

)−2ν
] (2.1.18)onde a soma sobre ν estende-se sobre todos os valores naturais de ν para os quais os oe�ientes binomiaisnão se anulam [24℄. Nota-se por inspeção que djm′m(−β) = (−1)m

′+mdjm′m(β).Com isso,
Dj∗
m′m(α, β, γ) = eim

′αdjm′m(β)eimγ , (2.1.19)ou,
Dj
m′m(α, β, γ) = e−im

′αdjm′m(β)e−imγ . (2.1.20)2.2 Construindo mais um onjunto de operadoresFomos apazes de obter operadores que inrementam ou derementam um dos índies das funções Dj
m′m.Busaremos agora operadores que sejam apazes de realizar a mesma tarefa om relação ao outro índieinferior.Mostramos que

J 2Dj∗
m′m(α, β, γ) = j(j + 1)Dj∗

m′m(α, β, γ)

J3D
j∗
m′m(α, β, γ) = m′Dj∗

m′m(α, β, γ) .Entretanto,
−i ∂
∂γ
Dj∗
m′m(α, β, γ) = mDj∗

m′m(α, β, γ) ,ou seja, existe um outro operador, a saber
K3 = −i ∂

∂γ
(2.2.1)que omuta om J 2 e J3. 20



Analisando a equação (2.1.16) notamos que não há alteração se troarmos α e γ mantendo β ou fazendo
β → −β. Isso pode indiar a existênia de eventuais K1 e K2 tais que K2

1 + K2
2 + K2

3 = J 2. Com efeito,sejam
K1 = −i cosγcotgβ

∂

∂γ
− isenγ

∂

∂β
+ i

cosγ

senβ

∂

∂α
(2.2.2)

K2 = isenγcotgβ
∂

∂γ
− i cos γ

∂

∂β
− i

senγ

senβ

∂

∂α
. (2.2.3)juntamente om K3 eles satisfazem K2

1 + K2
2 + K2

3 = J 2 [22℄.Podemos tambem de�nir
K+ = (K1 + iK2) = e−iγ

(
−icotgβ

∂

∂γ
+

∂

∂β
+

i

senβ

∂

∂α

) (2.2.4)e
K− = (K1 − iK2) = eiγ

(
−icotgβ

∂

∂γ
− ∂

∂β
+

i

senβ

∂

∂α

)
. (2.2.5)Pode-se mostrar [22℄ que esses operadores têm a seguinte propriedade:

K−D
j∗
m′m(α, β, γ) = [(j −m)(j +m+ 1)]1/2Dj∗

m′(m+1)(α, β, γ) (2.2.6)
K+D

j∗
m′m(α, β, γ) = [(j +m)(j −m+ 1)]1/2Dj∗

m′(m−1)(α, β, γ) (2.2.7)
K3D

j∗
m′m(α, β, γ) = mDj∗

m′m(α, β, γ) (2.2.8)já que os operadores Ks satisfazem relações de omutação om sinal invertido aos J s.Naturalmente,
{

1

2
[K+K− + K−K+] + K2

3

}
Dj∗
m′m(α, β, γ) = j(j + 1)Dj∗

m′m(α, β, γ)A atuação de K+ e K− sobre as matrizes de rotação pode ser esrita ainda de outra maneira. Para tantoonsideremos:
K+D

j∗
m′m(α, β, γ) = e−iγ

(
−icotgβ

∂

∂γ
+

∂

∂β
+ icossecβ

∂

∂α

)
Dj∗
m′m(α, β, γ)

= e−iγ
(
mcotgβ +

∂

∂β
+ icossecβ

∂

∂α

)
Dj∗
m′m(α, β, γ)

= e−iγ
{

(senβ)−m
[
m(senβ)m−1 cosβ + (senβ)m

∂

∂β
+ (senβ)micossecβ

∂

∂α

]}
Dj∗
m′m(α, β, γ)

= e−iγ
{

(senβ)−m
[
∂

∂β
+ icossecβ

∂

∂α

]
(senβ)m

}
Dj∗
m′m(α, β, γ) . (2.2.9)
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Pode-se, de maneira ompletamente análoga, reesrever K− na mesma forma. Fiamos, então, om3:
K+D

j∗
m′m(α, β, γ) = e−iγ

{
(senβ)−m

[
∂

∂β
+ icossecβ

∂

∂α

]
(senβ)m

}
Dj∗
m′m(α, β, γ) (2.2.10)

K−D
j∗
m′m(α, β, γ) = eiγ

{
−(senβ)m

[
∂

∂β
− icossecβ

∂

∂α

]
(senβ)−m

}
Dj∗
m′m(α, β, γ) (2.2.11)Fazendo analogia om o problema do rotor em meânia quântia, J± aumentam ou diminuiem a projeçãodo momento angular em relação ao eixo z de um sistema de referênia �xo enquanto K± sobem ou desem aprojeção do momento angular om relação ao eixo z′ oinidindo om o eixo de simetria do rotor (que estáem rotação om relação ao sistema sem ') [22℄.2.3 O teorema de Peter-Weyl e as funções de spinO estudo das funções espeiais tem sido programa fundamental na físia-matemátia desde há muito. Arelação entre essas funções espeiais e a teoria de grupos, entretanto, pode pareer bastante insuspeita aprinípio. O teorema de Peter-Weyl é entral para estabeleer-se essa onexão, expliitamente relaionando asrepresentações irredutíveis unitárias de grupos ompatos om onjuntos de funções satisfazendo propriedadesomuns a qualquer onjunto de funções que se possa hamar de função espeial. Pode-se inlusive reverter oprograma padrão e introduzir-se às funções espeiais partindo da teoria de representação de grupos, omo,por exemplo, exposto em [26℄ ou [27℄.Não se pretende aqui fazer uma exposição ampla sobre o assunto, mas apenas ilustrar o porque de se fazerexpansões de funções em termos de matrizes de rotação. Apenas algumas de�nições básias neessárias para�xar a nomenlatura serão introduzidas. Essa sessão é baseada em [28℄.De�nição 1 Uma representação de um grupo G em um espaço vetorial V é uma apliação que a ada g ∈ Gassoia um operador linear invertível Π(g) : V → V de modo que sejam satisfeitas1. Π(e) = 1;2. Π(g)Π(h) = Π(gh), ∀ g, h ∈ G;3. Π(g−1) = Π(g)−1, ∀ g ∈ G .i. e., uma representação de um grupo em um espaço vetorial V é um homomor�smo de G no grupo dosoperadores lineares invertíveis.De�nição 1 Seja G um grupo e V1, V2 dois espaços vetoriais onde atuam duas representações de G:Π1 e

Π2, respetivamente em V1 e V2. Um operador U : V1 → V2 tal que UΠ1(g) = Π2(g)U , para todo g ∈ G édito ser um intertwiner de Π1 e Π2.3Lembrar que em [17℄ e [25℄ tem-se m = −s 22



Dentro da oleção de todas as representações unitárias de dimensão �nita de um grupo ompato G podemosestabeleer uma relação de equivalênia dizendo que duas representações são equivalentes se possuírem umintertwiner invertível. Podemos tomar em ada lasse um representante Πα e formar assim uma oleção
{Πα, α ∈ Λ } de todas as representações unitárias de dimensão �nita não-equivalentes entre si do grupoompato G. Aima Λ designa o onjunto de índies que rotulam as representações.Cada Πα age em um espaço vetorial Vα. No que segue designamos por dα a dimensão de Vα.Teorema (Peter-Weyl) 1 Seja {Πα, α ∈ Λ } a oleção de todas as representações unitárias irredutíveisde dimensão �nita não-equivalentes entre si de um grupo ompato G. Sejam Πα(g)i,j , i, j = 1, ..., dα seuselementos de matriz. Seja dµ a medida de Haar [29℄ de G. Então

∫

G

Πα(g)∗ijΠ
β(g)kldµ(g) =

1

dα
δαβδikδjl . (2.3.1)Por �m, as funções Πα(g)i,j i, j = 1, ..., dα formam uma base ortogonal ompleta no espaço de Hilbert

L2(G, dµ). Com isso, toda função f ∈ L2(G, dµ) pode ser esrita na forma
f(g) =

∑

α∈Λ

dα∑

i,j=1

aαijΠ
α(g)ij (2.3.2)onde

aαij = dα

∫

G

Πα(g)∗ijf(g)dµ(g) . (2.3.3)Ainda, para f ∈ L2(G, dµ) vale a identidade de Parseval:
∫

G

|f(g)|2dµ(g) =
∑

α∈Λ

1

dα

dα∑

i,j=1

|aαij |2 . (2.3.4)A demonstração desse teorema pode ser enontrada em [26℄, por exemplo.No ontexto do nosso estudo o grupo de interesse é SO(3). Em SO(3) a matriz denotada por L2 = L2
1+L

2
2+L

2
3omuta om os três geradores La: [L2, La] = 0, ∀ a = 1, 2, 3.Um operador om a propriedade de omutar om todos os geradores de um grupo de Lie é dito ser umoperador de Casimir. Demonstra-se que L2 é o únio operador de Casimir não trivial de SO(3). Como L2omuta om ada La, tendo Π(R(θ, ~η)) = exp(−iθ~η · ~L), segue que L2Π(g) = Π(g)L2, ∀ g ∈ SO(3). Assim,pelo Lema de Shur [28℄., se Π é uma representação irredutível, L2 deve ser um múltiplo da identidade.Isso abre aminho para lassi�ar as representações irredutíveis de SO(3): estudando os possíveis valores de

L2. Em ada sub-espaço formado por autovetores om um dado autovalor �xo, teremos uma representaçãoirredutível.No aso de SO(3), os Πα(g) devem ser identi�ados om as matrizes de rotação Dl(R), sendo dα = 2l + 1.Os Πα
i,j(g), i, j = 1, ..., dα serão os Dl

mm′(R), m, m′ = −l, ..., l.As matrizes de rotação podem ser parametrizadas por três ângulos de Euler. Entretanto, se tomamos umadireção n araterizada pelos ângulos (θ, φ) om n · nz = cos θ, essa direção pode ser obtida de nz pode ser23



obtida por uma rotação nz → n

n → e−iφJze−iθJynz = D(φ, θ, 0)nz .Basta, portanto, �xar dois ângulos para de�nir ompletamente uma segunda direção a partir da primeira.Fixar o ângulo de Euler α = φ e β = θ é neessário. γ, entretanto, não é �xado pela imposição nz → n.Há, entretanto, uma lasse de funções que se arateriza por seu omportamento sob rotação em torno de npor um ângulo arbitrário. Essas funções satisfazem f(x) → f(x)e−im0γ , onde x é a oleção de parâmetrosde que f expliitamente depende, m0 é hamado de spin e γ é o ângulo girado. Essas funções são hamadasde funções de spin m0 [17℄, [25℄. Consideremos uma dessas funções om spin.Seja f(α, β)e−im0γ om α, β e γ ângulos de Euler. Pelo teorema de Peter-Weyl,
f(α, β)e−im0γ =

∞∑

j=0

j∑

m,m′=−j
cjmm′D

j
mm′(α, β, γ) (2.3.5)om

cjmm′ = (2j + 1)

∫
Dj∗
mm′(α, β, γ)f(α, β)e−im0γdµ

= (2j + 1)

∫ 4π

0

dα

4π

∫ 4π

0

dγ

4π

∫ π

0

dβ

2
senβ eimα djmm′(β) ei(m

′−m0)γ f(α, β)

= (2j + 1)

∫ 4π

0

dγ

4π
ei(m

′−m0)γ

∫ 4π

0

dα

4π

∫ π

0

dβ

2
senβ Dj∗

mm0
(α, β, 0) f(α, β)

= (2j + 1)

∫ 4π

0

dα

4π

∫ π

0

dβ

2
senβ Dj∗

mm′(α, β, 0) f(α, β)

= (2j + 1)cjmm0
≡ ajm , (2.3.6)ou seja,

f(α, β) =
∑

j,m

cjmm0
eim0γDj

mm0
(α, β, γ)

=
∑

j,m

ajmD
j
mm0

(α, β, 0) . (2.3.7)Reesrevendo,
f(α, β) =

∑

j,m

ajmD
j
mm0

(α, β, 0) (2.3.8)om
ajm = (2j + 1)

1

4π

∫ 2π

0

dα

∫ π

0

dβ senβ Dj∗
mm0

(α, β, 0)f(α, β) . (2.3.9)As funções Dj
mm′(α, β, 0) são ortogonais pois, quando um produto de duas tais funções são integradas nos24



ângulos α e β, as exponeniais (que dependem de α) são ortogonais e as funções djmm′(β), que são polin�miosde Jaobi, são também polin�mios ortogonais.2.4 Comentário sobre a inversa de uma rotação e algumas on-seqüêniasSeja R(α, β, γ) uma rotação parametrizada por ângulos de Euler. Por de�nição, α, γ ∈ (−π, π] e β ∈ [0, π].A inversa da rotação R(α, β, γ) é a rotação R(π − γ, β, π − α).Esrevendo Dj
m′m(R(α, β, γ)) para expliitar a dependênia de D não apenas nos ângulos, mas em umarotação por aqueles ângulos, tem-se, omo Dj são representações unitárias do grupo de rotação,

Dj
m′m(R(α, β, γ)−1) = Dj∗

mm′(R(α, β, γ)) . (2.4.1)Esrevendo agora
Dj
m′m(R(α, β, γ)−1) = Dj

m′m(π−γ, β, π−α) = e−im
′(π−γ)djm′m(β)e−im(π−α) = Dj

m′m(−γ,−β,−α) (2.4.2)já que, de (2.1.18),
djm′m(−β) = (−1)m

′+mdjm′m(β) . (2.4.3)Naturalmente (2.4.2) deve ser entendida omo um abuso de linguagem uma vez que, por ser um ângulo deEuler, 0 ≤ β ≤ π.A realidade das funções djm′m(β) junto om a unitariedade da representação impliam em
djm′m(β) = djmm′(−β) . (2.4.4)Uma outra relação pode ser obtida omo segue [24℄: Seja |jm〉 um auto-estado de momento angular j. Então

djm′m(β) = 〈jm′|e−iβJ2 |jm〉
= 〈jm′|e+iπJ1e+iβJ2e−iπJ1 |jm〉porque apliar uma rotação de um ângulo π em torno do eixo x, uma rotação de um ângulo β em torno de

y e ainda uma rotação de um ângulo π em torno de x é equivalente a fazer uma rotação de −β em torno de
y. Agora,

e−πJ1 |jm〉 = φx(j,m)|j,−m〉onde φx(j,m) é uma fase. As fases vão se anelar e teremos
djm′m(β) = dj−m′−m(−β) = dj−m−m′(β) . (2.4.5)
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De (2.1.20) e de (2.4.3), (2.4.4) e (2.4.5) tem-se
Dj∗
m′m(α, β, γ) = (−1)m

′−mDj
−m′−m(α, β, γ) . (2.4.6)2.5 Relação entre matrizes de rotação e harm�nios esférios despinDe�nindo os harm�nios esférios de spin da maneira mais direta possível á partir dos Dj

m′m, seguindo ofato que
Dj∗
m0(α, β, γ) =

√
4π

2j + 1
Yjm(β, α)de�nimos

Dj∗
m′−m(α, β, γ) =:

√
4π

2j + 1
mYjm′ (β, α) (2.5.1)impondo-se γ = 0.O objeto mYjm′(β, α) é hamado de harm�nio esfério de spin4. Trata-se de um objeto um tanto quantoredundante no tratamento de polarização, por exemplo, uma vez que as matrizes de rotação são objetosmais fundamentais em termos das quais expansões podem ser feitas. O estudo e apliação desses harm�niosesférios tem origem na desrição de problemas de radiação em relatividade geral (problema de Bondi) eapareem no estudo de representações do grupo BMS5 [25℄, [30℄.A onexão dos harm�nios esférios de spin om matrizes de rotação aparee de maneira não-homogênea naliteratura e não é difíil enontrar diferentes onvenções para de�ní-los (ver [17℄ e [3℄ ou [31℄, [32℄ e [33℄ paraalguns exemplos). Apesar de tudo, esses objetos são largamente empregados na literatura sobre polarizaçãoda radiação ósmia de fundo e portanto onvém saber omo oniliar diferentes maneiras de fazer expansões.Se nos remetemos à Seção 2.3, vemos que, se temos uma quantidade Ψ de spin m que desejamos deomporem termos dos elementos de matriz da representação irredutível do grupo de rotação, temos (omitindo asdependênias das quantidades que apareem porque aqui elas não têm nenhum papel):

Ψ =
∑

jm′

2j + 1

4π
ψ

(m)
jm′D

j
m′monde ψ(m)

jm′ =
∫

ΨDj∗
m′mdR. Portanto,

∑

jm′

2j + 1

4π
ψ

(m)
jm′D

j
m′m =

∑

jm′

√
2j + 1

4π
ψ

(m)
jm′

(√
2j + 1

4π
Dj
m′m

)
=
∑

jm′

√
2j + 1

4π
ψ

(m)
jm′ (−1)m

′−m
(√

2j + 1

4π
Dj∗

−m′−m

)

=
∑

jm′

√
2j + 1

4π
ψ

(m)
jm′ (−1)m

′−m
mYj−m′ =

∑

jm′

√
2j + 1

4π
ψ

(m)
j−m′ (−1)m

′−m
mYjm′ =

∑

jm′

ξ
(m)
jm′mYjm′4Spin-weighted spherial harmonis em inglês.5Bondi, Metzner, Sahs. 26



se hamamos de ξ(m)
jm′ os oe�ientes de Ψ em termos de harm�nios esférios de spin. Logo,

ξ
(m)
jm′ = (−1)m−m′

√
2l + 1

4π
ψ

(m)
j−m′ (2.5.2)Para o aso em que m = 2, em que teremos espeial interesse, temos

ξ
(2)
lm = (−1)m

√
2l + 1

4π
ψ

(2)
l−m . (2.5.3)O (−1)m que �a apareendo podia ser eliminado se, ao invés de assumirmos independênia do tereiroângulo de Euler, tivéssemos assumido independênia do primeiro [24℄.2.6 Operadores de levantamento e abaixamento de spinDe�ne-se de maneira análoga a [17℄, fazendo referênia a (2.2.10), os objetos

[
K+D

j∗
m−s(α, β, γ)

]

γ=0
= ðDj∗

m−s(α, β, 0) , (2.6.1)
[
−K−D

j∗
m−s(α, β, γ)

]

γ=0
= ð

∗Dj∗
m−s(α, β, 0) . (2.6.2)O símbolo ð é hamado eth. O sinal de menos em (2.6.2) é para que se tenha onordânia om o efeitodesse operador sobre os harm�nios esférios de spin tal omo apresentado em [17℄ ou [25℄, ou seja, para que

ðmYjm′ = [(j −m)(j +m+ 1)]1/2(m+1)Yjm′ (2.6.3)
ð
∗
mYjm′ = −[(j +m)(j −m+ 1)]1/2(m−1)Yjm′ . (2.6.4)Essa diferença de sinal om relação ao que se espera à partir da teoria de momento angular [22℄ pode serentendida omo uma adaptação para que objetos vindos da teoria de momento angular satisfaçam propri-edades de objetos que, em essênia, não preisariam estar assoiados a essa teoria, no aso os harm�niosesférios de spin que, omo já dito, surgem em outro ontexto [25℄.Deve-se notar que

(K+)∗ = −(K−) (K−)∗ = −(K+) (2.6.5)e, portanto, pode-se entender também o sinal menos que aparee em (2.6.2) omo uma maneira de fazer omque, de fato, ð e ð∗ sejam omplexos onjugados um do outro já que K+ e K− não o são.2.7 Geometria diferenial sobre a esfera S22.7.1 Generalidades sobre omo esrever um tensor em diferentes basesConsideremos um tensor esrito na base artesiana omo27



T = T 11e1 ⊗ e1 + T 12e1 ⊗ e2 + T 21e2 ⊗ e1 + T 22e2 ⊗ e2 .Considerando que podemos esrever os vetores da base artesiana em termos da base esféria omo
e1 =

1√
2
(e+ − e−) e2 =

i√
2
(e+ + e−) , (2.7.1)temos,

T = T 11

[
1√
2
(e+ − e−) ⊗ 1√

2
(e+ − e−)

]
+ T 12

[
1√
2
(e+ − e−) ⊗ i√

2
(e+ + e−)

]
+

+T 21

[
i√
2
(e+ + e−) ⊗ 1√

2
(e+ − e−)

]
+ T 22

[
i√
2
(e+ + e−) ⊗ i√

2
(e+ + e−)

]

=
1

2
{T 11[e− ⊗ e− − e− ⊗ e+ − e+ ⊗ e− + e+ ⊗ e+] + iT 12[e− ⊗ e+ + e− ⊗ e− − e+ ⊗ e+ − e+ ⊗ e−] +

+iT 21[e+ ⊗ e− − e+ ⊗ e+ + e− ⊗ e− − e− ⊗ e+] − T 22[e+ ⊗ e+ + e+ ⊗ e− + e− ⊗ e+ + e− ⊗ e−]}

=
1

2
[(T 11 + iT 12 + iT 21 − T 22)e− ⊗ e− + (−T 11 + iT 12 − iT 21 − T 22)e− ⊗ e+ +

+(−T 11 − iT 12 + iT 21 − T 22)e+ ⊗ e− + (T 11 − iT 12 − iT 21 − T 22)e+ ⊗ e+]en�m,
T =

1

2
{[(T 11 − T 22) + i(T 12 + T 21)]e− ⊗ e− − [(T 11 + T 22) − i(T 12 − T 21)]e− ⊗ e+ −

−[(T 11 + T 22) + i(T 12 − T 21)]e+ ⊗ e− + [(T 11 − T 22) − i(T 12 + T 21)]e+ ⊗ e+} . (2.7.2)Sob onjugação omplexa os vetores da base esféria satisfazem
e∗+ = −e− e∗− = −e+ . (2.7.3)Introduzindo (2.7.3) em (2.7.2), teremos

T =
1

2
{[(T 11 + T 22) − i(T 12 − T 21)]e∗+ ⊗ e+ − [(T 11 − T 22) − i(T 12 + T 21)]e∗− ⊗ e+ −

−[(T 11 − T 22) + i(T 12 + T 21)]e∗+ ⊗ e− + [(T 11 + T 22) − i(T 12 + T 21)]e∗− ⊗ e−} . (2.7.4)Há, entretanto, uma redundânia em empregar-se e+, e− e seus onjugados omo base, já que podíamos usarapenas e+ e e−, por exemplo. Isso orresponderia a olhar a esfera S2 omo uma variedade omplexa [34℄,mas om uma base não-oordenada, neste aso. De fato, omo variedade omplexa, S2 pode ser identi�adaom a esfera de Riemann, ou seja, C ∪ {∞}. Vamos, portanto, usar apenas e+ e e−6 omo vetores de base.6Talvez fosse mais tradiional usar e+ e e∗+ omo base, mas isso arregaria demais a notação.28



Neste aso a métria é hermitiana.Apliação para a deomposição de uma matriz densidadeEsrita na base artesiana, a matriz densidade de um sistema de dois níveis, ou a matriz densidade quedesreve a polarização de fótons, tem a forma lássia
ρ =

1

2

(
1 + ξ3 ξ1 − iξ2

ξ1 + iξ2 1 − ξ3

)
, (2.7.5)onde ξ1, ξ2 e ξ3, no ontexto do estudo de polarização, estão assoiados a parâmetros de Stokes, esritostambém omo Q, V e U , omo se ostuma denotar esses parâmetros na literatura. Naturalmente, para quese tenha uma matriz densidade de�nida, ξi ∈ R e |~ξ| ≤ 1, i = 1, 2, 3.Se, agora, usarmos os vetores ei, ej om i, j sendo +, −, esreveremos a matriz densidade omo7

ρ =
1

2

(
ξ3 − iξ1 −1 − ξ2

−1 + ξ2 ξ3 + iξ1

)
. (2.7.6)Se estivessemos interessados apenas na parte sem traço da matriz densidade (2.7.5) [que é o tensor depolarização (3.2.22)℄, obteríamos

P =
1

2

(
ξ3 − iξ1 −ξ2
ξ2 ξ3 + iξ1

)
. (2.7.7)O que há de interessante sobre essa última maneira de reesrever objetos na base ei, ej om i, j sendo +, −vem da análise do omportamento sob rotações dos vetores de base.Naturalmente, quando de uma rotação de um ângulo γ do sistema de oordenadas, e1 → cos γe1 − senγe2 e

e2 → senγe1 − cos γe2. Pode-se, então, deduzir o omportamento dos vetores da base esféria sob rotação.Denotando om ′ o sistema girado, temos
e′+ = − 1√

2
(e′1 + ie′2) = − 1√

2
(cos γe1 − senγe2 + isenγe1 + i cosγe2) = eiγe+ .Analogamente e′− = e−iγe−.Assim, se temos uma quantidade vetorial V deomposta na base {e+, e−}, ou seja, V = V +e+ + V −e−, asomponentes V + e V − devem se omportar omo V +′

= e−iγV + e V −′
= eiγV − sob uma rotação omo aaima desrita.Se onsiderarmos (2.7.7) om ξ2 = 0, teremos

P =
1

2

(
ξ3 − iξ1 0

0 ξ3 + iξ1

)
, (2.7.8)e, daí, temos que P++′

= (ξ3 − iξ1) = e−2iγP++ e P−−′
= (ξ3 + iξ1) = e+2iγP−− e, portanto, ξ3 − iξ1 é umobjeto de spin 28.7Notar que agora estamos empregando uma base omplexa não oordenada e traços devem ser tomados om intermédio damétria.8Lembrar que na seção 2.3 de�nimos que uma função tinha spin m0 se, quando exeutada uma rotação de um ângulo γ afunção satisfazia f(x) → f(x)e−im0γ , onde x é a oleção de parâmetros de que f expliitamente depende.29



2.7.2 Bases não-oordenadas e onexões sobre a esferaA introdução a bases não oordenadas aqui apresentada é baseada em [34℄.Quando tratamos om uma base oordenada, um vetor arbitrário de TpM pode ser deomposto em termosde vetores do onjunto {eµ} = {∂/∂xµ} e um elemento de T ∗
pM em termos de {dxµ}. Quando M é dotadade uma métria g, então há uma possível alternativa. Consideremos a ombinação linear

êα = e µ
α

∂

∂xµ
{e µ
α } ∈ GL(m, R) (2.7.9)onde det(e µ

α ) > 0. Em outras palavras, {êα} é um onjunto de vetores obtidos de {eµ} por uma GL(m, R)-rotação, preservando a orientação. Podemos requerer que {êα} seja ortonormal om respeito a g, ou seja,
g(êα, êβ) = e µ

α e ν
β gµν = δαβ .Podemos também esrever o ontrário,

gµν = eαµe
β
νδαβonde eαµ é a inversa de e µ

α .Seja V um vetor. Como V é independente da base, temos V = V µeµ = V αêα = V αe µ
α eµ. Daí,

V µ = V αe µ
α V α = eαµV

µ .Podemos também introduzir a base dual {θ̂α} de�nida por 〈θ̂α, êβ〉 = δαβ . θ̂α esreve-se omo
θ̂α = eαµdx

µ . (2.7.10)Em termos de {θ̂α} a métria esreve-se omo:
g = gµνdx

µ ⊗ dxν = δαβ θ̂
α ⊗ θ̂β .As bases {êα} e {θ̂α} são hamadas de bases não-oordenadas. Os oe�ientes e µ

α são hamados de vierbeineem espaços quadridimensionais, vielbeine em espaços de maior dimensão e zweibeine no aso de termos umavariedade bi-dimensional.Uma das propriedades fundamentais das bases não oordenadas é que essas têm olhete de Lie não nulo,ou seja,
[êα, êβ ]|p = c γ

αβ (p)êγ |ponde c γ
αβ (p) = e ν

γ [e µ
α ∂µe

ν
β − e µ

β ∂µe
ν
α ](p).Lembremo-nos das de�nições de urvatura e torção numa variedade riemanniana:

R(X,Y )Z = ▽X▽Y Z − ▽Y ▽XZ − ▽[X,Y ]Z ,

T (X,Y ) = ▽XY − ▽YX − [X,Y ]30



onde X , Y , e Z são ampos vetoriais em M . Em oordenadas temos:
Tαβγ = Γαβγ − Γαγβ − c α

βγ ,

Rαβγδ = êγΓ
α
δβ − êδΓ

α
γβ + ΓεδβΓ

α
γε − ΓεγβΓ

α
δε − c ε

γδ Γαεβ ,onde os oe�ientes da onexão om respeito à base {êα} são esritos omo ▽êα êβ = Γγαβ êγ .Introduzimos, por �m, a hamada 1-forma de onexão por
ωαβ = Γαγβ θ̂

γ . (2.7.11)As 1-formas de onexão satisfazem importantes relações hamadas equações de estrutura de Cartan, ujasdemonstração e apliações podem ser enontradas, por exemplo, em [34℄, [35℄ ou [36℄. Essas relações sãoonheidas omo primeira e segunda equação de estrutura de Cartan:
dθ̂α + ωαβ ∧ θ̂β = Tα , (2.7.12)

dωαβ + ωαγ ∧ ωγβ = Rαβ (2.7.13)onde introduzimos a 2-forma de torção Tα = 1
2T

α
βγ θ̂

β ∧ θ̂γ e a 2-forma de urvatura Rαβ = 1
2R

α
βγδθ̂

γ ∧ θ̂δ.Uma observação deve ser feita sobre os asos em que a onexão é de Levi-Civita em (M, g), ou seja, a onexãoé ompatível om a métria (▽Xg = 0) e a torção anula-se. Neste aso pode-se mostrar que a 1-forma deonexão satisfaz
ωαβ = −ωβα (2.7.14)onde ωαβ = δαγω

γ
β . Notamos também que no aso da onexão ser de Levi-Civita, temos

c γ
αβ = Γγαβ − Γγβα .Passamos agora ao problema que nos interessa tratar. Consideremos a esfera S2 omo nossa variedade.Podemos esrever a métria de S2 omo

g = dθ ⊗ dθ + sen2θdφ ⊗ dφ = θ̂1 ⊗ θ̂1 + θ̂2 ⊗ θ̂2 (2.7.15)onde θ̂1 = dθ e θ̂2 = senθdφ. Os zweibeins nesse aso são
e θ
1 = 1 e φ

1 = 0 e θ
2 = 0 e φ

2 = senθ . (2.7.16)Passamos agora ao álulo das 1-formas de onexão {ωαβ}. Devemos notar, primeiro, que, onsiderando umaonexão de Levi-Civita, teremos, devido a (2.7.14), ω11 = ω22 = 0, o que equivale a ω1
1 = ω2

2 = 0. ω1
2 e

ω2
1 podem ser obtidos om a ajuda da primeira equação de estrutura de Cartan.

0 = d(senθdφ) + ω2
1 ∧ dθ = cos θdθ ∧ dφ + ω2

1 ∧ dθ31



donde, ω2
1 = cos θdφ. Novamente usando (2.7.14), ω1

2 = − cos θdφ. Tendo alulado as 1-formas de onexão,podemos, usando (2.7.11), obter os símbolos da onexão. Os únios símbolos não nulos são Γ1
22 = −cotgθe Γ1

21 = cotgθ. Deve-se ter em mente que quando se utiliza uma base não oordenada os símbolos deChristo�el não são mais simétrios om relação à troa de seus índies inferiores.Interessamo-nos, no entanto, em utilizar a base formada pelos vetores e+ e e− em nossos álulos e, por isso,onvém determinar os símbolos de Christo�el om relação a essa esolha de vetores base. Esrevemos:
e± = ∓ 1√

2
(eθ ± ieφ) .Reobremos para essa empreitada a propriedade de�nidora dos símbolos de Christo�el, ou seja, ▽ek

ej =

Γikjei, onde i, j e k podem ser + ou −9.Comeemos por ▽e−e+.
▽e−e+ = ▽ 1√

2
(eθ−ieφ)e+ = − 1√

2
▽ 1√

2
(eθ−ieφ)(eθ + ieφ)

= −1

2
(▽eθ

eθ + i▽eθ
eφ − i▽eφ

eθ + ▽eφ
eφ)

= −1

2

[
Γ1

11e1 + Γ2
11e2 + i(Γ1

12e1 + Γ2
12e2) − i(Γ1

21e1 + Γ2
21e2) + Γ1

22e1 + Γ2
22e2

]

= − 1√
2
(−cotgθ)

(e1 + ie2)√
2

=
−cotgθ√

2

= Γ+
−+e+ . (2.7.17)De modo análogo obtém-se Γ−

+− = cotgθ√
2
, Γ+

++ = −cotgθ√
2

e Γ−
−− = cotgθ√

2
, que ompletam o onjunto dossímbolos de Christo�el não nulos.2.7.3 Maneira de reesrever a derivada ovarianteSeja T um tensor de posto 2 esrito na base e+, e− e que é diagonal nessa base10. Desejamos obter aderivada ovariante das omponentes desse tensor om relação aos vetores da base, ou seja, desejamos obter

T++
;− , T++

;+ , T−−
;+ e T−−

;− .
T−−

;+ = e+(T−−) + Γ−
+−T

−− + Γ−
+−T

−− . (2.7.18)Onde usamos o fato que o tensor é diagonal e que os únios símbolos de onexão não nulos são Γ+
−+ =

−Γ−
+− = Γ+

++ = −Γ−
−− = − 1√

2
cotgθ. Tendo (2.2.10), (2.6.1) e (2.6.2) em mente, alula-se9Convém ter em mente as propriedades que devem ser satisfeitas por uma onexão, ou seja, dados X, Y , Z ampos vetoriaisno espaço tangente a uma variedade, f uma função ontínua e ▽ uma onexão nessa variedade então vale

▽X(Y + Z) = ▽XY + ▽XZ

▽(X+Y )Z = ▽XZ + ▽Y Z

▽(fX) = f▽XY

▽X(fY ) = X[f ]Y + f▽XY .10O posto do tensor ser assumido 2 aqui é apenas uma onveniênia, mas a generalização para o aso de um posto s pode serfeita [31℄. 32



T−−
;+ = − 1√

2

(
∂θ +

i

senθ
∂φ

)
T−− +

2√
2
cotgθT−−

= − 1√
2

(
∂θ − 2cotgθ +

i

senθ
∂φ

)
T−−

= − 1√
2

ðT−− . (2.7.19)Continuando,
T−−

;− = e−(T−−) + Γ−
−−T

−− + Γ−
−−T

−−

=
1√
2

(
∂θ −

i

senθ
∂φ

)
T−− +

2√
2
cotgθT−−

=
1√
2

(
∂θ + 2cotgθ − i

senθ
∂φ

)
T−−

=
1√
2

ð
∗T−− , (2.7.20)

T++
;− = e−(T++) + Γ+

−+T
++ + Γ+

−+T
++

=
1√
2

(
∂θ −

i

senθ
∂φ

)
T++ − 2√

2
cotgθT++

=
1√
2

(
∂θ + (−2)cotgθ − i

senθ
∂φ

)
T++

=
1√
2

ð
∗T++ , (2.7.21)

T++
;+ = e+(T++) + Γ+

++T
++ + Γ+

++T
++

= − 1√
2

(
∂θ +

i

senθ
∂φ

)
T++ − 2√

2
cotgθT++

= − 1√
2

(
∂θ − (−2)cotgθ +

i

senθ
∂φ

)
T++

= − 1√
2

ðT++ . (2.7.22)
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Disso podemos depreender que:
▽e+ = − 1√

2
ð ▽e− =

1√
2

ð
∗ . (2.7.23)Isso onlui o paralelo inusitado entre operadores que sobem e desem índies de elementos das representaçõesirredutíveis do grupo de rotação e a operação de derivação ovariante sobre a esfera, quando se usa uma baseonveniente.2.8 Os modos E e BEm geral, dado t ∈ S (S sendo o onjunto de tensores simétrios sobre a variedade onsiderada M), vale

tij = tSij + tVij + tTijonde,
tSij = Tr(t)gij +

(
▽i▽j −

1

3
gij△

)
f (2.8.1)

tVij = ▽iξj + ▽jξi (2.8.2)
tTij : Tr(tT ) = 0; ▽ · tT = 0 (2.8.3)onde f é uma função sobre a variedade onsiderada e ξi um ampo vetorial om divergênia nula. As trêsomponentes são ortogonais om respeito ao produto esalar

〈t, s〉 =

∫
tijs

ijdµonde µ é a medida de Riemann para a métria g. A uniidade dessa deomposição segue do teorema deGauss [37℄. A existênia de uma tal deomposição é, no entanto, um ponto bastante mais sutil e não óbvio,mas pode ser demonstrada11.A demonstração onsiste, basiamente, de mostrar que para qualquer tensor simétrio sem traço existe umampo de vetores tal que
tij − ▽iAj − ▽jAi +

2

n
gij▽

kAké transversal. O resultado segue da apliação do teorema da deomposição de Hodge e de alguns resultadosda teoria de equações difereniais elíptias lineares.Como estamos om atenção voltada para o tensor de polarização, que, matriialmente, é uma matriz 2 × 2,teremos, sendo E e B as funções esalares que permitem a deomposição do tensor de polarização [3℄, [38℄
Pab = E;ab −

1

2
gab△E +

1

2
(ε caB;bc + ε cbB;ac) . (2.8.4)

εµ1µ2 = 1 se µ1µ2 for uma permutação par de 1 2, −1 se µ1µ2 for uma permutação ímpar de 1 2 e 0 em11Ver [15℄ para uma demonstração em espaços de urvatura onstante.34



outros asos. A métria nesse aso é do tipo
g =

(
0 −1

−1 0

)
. (2.8.5)Devemos lembrar que △ = gij▽i▽j . Com isso,

△ = gij▽i▽j = g12▽1▽2 + g21▽2▽1 = −▽e+▽e− − ▽e−▽e+omo E é uma função (E ∈ F(M)), ▽e+▽e−E = ▽e−▽e+E, o que faz om que △E = −2▽e+▽e−E. Comisso, E;12 − 1
2g12△E = E;21 − 1

2g21△E = 0. Além disso, εµ1
µ2

= gµ1ν1εν1µ2 e ε11 = 1 = −ε22. Temos, portanto,
P =

(
E;11 +B;11 0

0 E;22 −B;22

) (2.8.6)Entretanto, sabemos que os operadores de derivada ovariante estão assoiados aos operadores ð e ð
∗ (2.7.23).Logo, esrevendo P omo em (2.7.8), temos12

E +B = ð
∗
ð
∗ (ξ3 − iξ1) (2.8.9)

E −B = ðð (ξ3 + iξ1) (2.8.10)e, om isso,
E → 1

2
[ð∗

ð
∗ (ξ3 − iξ1) + ðð (ξ3 + iξ1)] (2.8.11)

B → 1

2
[ð∗

ð
∗ (ξ3 − iξ1) − ðð (ξ3 + iξ1)] (2.8.12)Usando (2.6.3), pode-se mostrar sem di�uldade que, se

ξ3 − iξ1 =
∑

lm

a
(2)
lm 2Ylm ξ3 + iξ1 =

∑

lm

a
(−2)
lm −2Ylmentão

ðð (ξ3 + iξ1) =
∑

lm

a
(−2)
lm

√
(l + 2)!

(l − 2)!
Ylm (2.8.13)

ð
∗
ð
∗ (ξ3 − iξ1) =

∑

lm

a
(2)
lm

√
(l + 2)!

(l − 2)!
Ylm (2.8.14)12Na verdade, há um abuso de notação no que segue: para sermos preisos, deveríamos esrever

△(△ + 2)(E + B) = ð
∗
ð
∗ (ξ3 − iξ1) (2.8.7)

△(△ + 2)(E − B) = ðð(ξ3 + iξ1) (2.8.8)entretanto demonstra-se, exatamente omo na demonstração da existênia da deomposição do tensor em omponentes esalar,vetor e tensor, a existênia da solução dessas equações. 35



e, portanto,
Elm =

1

2

√
(l + 2)!

(l − 2)!
[a

(2)
lm + a

(−2)
lm ] (2.8.15)e

Blm =
1

2

√
(l + 2)!

(l − 2)!
[a

(2)
lm − a

(−2)
lm ] . (2.8.16)Como a existênia dos modos E e B estão sujeitas à solução de uma equação elíptia, esses modos são nãoloais, isto é, preisam de dados de Cauhy sobre toda a variedade para que possam ser determinados. Apresença de ondições de fronteira pode fazer om que eles não possam ser determinados uniamente [33℄.
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Capítulo 3Espalhamentos entre fótons e elétrons ea polarização da radiação ósmia defundoDurante a reombinação, fótons omeçam a desaoplar-se da matéria. É nessa époa que se pode gerarpolarização na radiação ósmia de fundo uma vez que enquanto fótons e elétrons estavam em equilíbrio, ogrande número de interações apagava qualquer polarização gerada. Com a diminuição da energia dos fótons,interações om elétrons passaram a ser mais raras e, por isso, espalhamentos sofridos durante a reombinaçãopuderam gerar polarização.Neste Capítulo diutiremos, om uma abordagem de meânia quântia, omo a polarização pode ser geradanessa époa devida ao espalhamento Thompson entre fótons e elétrons. Conentramo-nos nesse espalhamentoporque, devido às baixas energias disponíveis, essa é a forma mais e�iente de interação e apenas nosinteressamos em espalhamentos por elétrons porque as seções de hoque são suprimidas pela massa dapartíula om que o fóton interage, fazendo om que apenas espalhamentos om elétrons sejam e�ientes.3.1 Preliminares3.1.1 A matriz densidade para sistemas em equilíbrioO teorema H de Boltzmann ensina que um sistema isolado que se deixa evoluir atinge um estado de máximaentropia. Mostraremos agora qual matriz densidade orresponde ao estado de máxima entropia. Considere-mos a entropia1 de von Neumann [23℄:
S = −Tr(ρlnρ) (3.1.1)onde ρ é uma matriz densidade (para um sistema de dimensão �nita). Em termos das probabilidades pi,(3.1.1) �a

S = −
∑

i

pilnpi . (3.1.2)1[39℄ hama essa entropia de �entropia� uma vez que ela não aumenta om o tempo, mas permanee onstante.37



Para um estado puro, tem-se pi = 1 para algum pi e 0 para os outros e, portanto, S = 0. Logo, 0 ≤ S, jáque 0 ≤ pi ≤ 1. Isso onduz à questão de se S atinge um valor máximo. Para responder a isso, apliamosvariações a S sujeita ao vínulo que ∑i pi = 1. Introduzindo um multipliador de Lagrange λ,
0 = δ(

∑

i

pilnpi + λ) =
∑

i

δpi(lnpi + 1 + λ)e, logo, lnpi + 1 + λ = 0. Isso diz que os pis que maximizam S não dependem de i, mas devem somar 1.Assim, o argumento só faz sentido em espaços de Hilbert de dimensão �nita, d e, daí, pi = 1/d.A matriz densidade que maximiza S é,
ρmax =

1

d

∑

i

|ai〉〈ai| (3.1.3)om {|ai〉} uma base partiular que diagonaliza ρ. Entretanto, ∑i |ai〉〈ai| = 1. Então,
ρmax =

1

d
1 , (3.1.4)ou seja, a mistura em que a entropia é máxima é aquela em que todos os estados, em qualquer base, sãopopulados om igual probabilidade.3.1.2 Espalhamento de partíulas om spinA teoria de espalhamento em meânia quântia fornee meios de tratar o problema de interação entrepartíulas om spin. O estudo desse tipo de sistema é mais omplexo do que espalhamentos sem spin maspode ser obtido através de generalizações da teoria regular permitindo a introdução de graus de liberdadede spin. Uma apresentação dessa teoria pode ser enontrada em [23℄, por exemplo, que servirá de guia naintrodução de algumas generalidades da teoria de espalhamento.Seja |kiνi〉 ≡ |i〉 o estado inidente, om νi espei�ando o estado de spin do alvo (suposto parado) e doprojétil. Se deseja-se observar um estado �nal |kfνf 〉 ≡ |f〉, então devemos determinar a amplitude de i→ f .Sem entrar nos pormenores de omo pode-se obter esse resultado (ver [23℄), pode-se esrever a amplitude detransição entre os estados iniial e �nal omo

f(kfνi|kiνi) = 〈νf |M(kf ,ki)|νi〉 ,onde M é dito ser o operador do espalhamento e atua apenas no espaço dos spins. Imposições de invariâniasob reversão espaial e temporal permitem restringir a forma desse operador.Trataremos agora de omo a seção de hoque e a polarização são ligados.Um ponto interessante sobre espalhamentos entre partíulas om spin é que se pode produzir um estado�nal polarizado mesmo se o estado iniial não o é. Para ver omo isso se dá, onsideremos {νn} uma baseortonormal no espaço de spin das duas partíulas e pi,n a probabilidade de que a partíula inidente estejaem |νn〉. O estado inidente pode, então, ser desrito pela matriz densidade
ρi =

∑

n

|νn〉pi,n〈νi| .. 38



Supondo que esse estado seja não polarizado, ρi = 1
NS

, om NS = (2s1 +1)(2s2 +1), si sendo o spin de adauma das partíulas envolvidas.Por ausa da linearidade das equações que regem a dinâmia, a matriz densidade ρf do estado �nal seguediretamente de ρi se M é onheida. Isso porque o estado de spin |νn〉 espalhado na direção kf será
M(kf ,ki)|νi〉. Assim, o prinípio de superposição implia que a matriz densidade do estado �nal será

ρf =
MρiM

†

TrρiM †M
,onde o denominador garante que Trρf = 1.A seção de hoque para o espalhamento de |kiνn〉 em |kfνm〉 é |〈νm|M |νn〉|2. Como a probabilidade deestar neste estado iniial é pi,n, a seção de hoque quando não são seleionadas orientações dos spins apósao espalhamento será

dσ

dΩ
=
∑

n,m

|〈νm|M(kf ,ki)|νn〉|2pi,n ,que pode ser reesrita omo
dσ

dΩ
= Tr ρiM

†M . (3.1.5)O valor esperado do spin do projétil após o espalhamento é dado, então, por
〈s1〉 = Trs1ρf =

Tr s1MρiM
†

dσ/dΩ
. (3.1.6)Veremos em seguida a apliação dessas ténias apliadas ao estudo do espalhamento de uma partíula despin 1/2 por um alvo de spin 0, que é justamente equivalente ao problema que estamos interessados emtratar, uma vez que o fóton tem dois estados possíveis de heliidade e, para as energias envolvidas ( eV ), ospin do elétron não preisa ser onsiderado por induzir termos de ordem superior, omo veremos.No aso de sistemas em que a matriz M é 2 × 2, pode-se expressá-la, em geral, em termos de ombinaçãoenvolvendo matrizes de Pauli. No aso partiular em que se requer, por exemplo, invariânia sob reversãoespaial e temporal, M pode ser esrita omo:

M = g(k, θ) + σ · nh(k, θ) , (3.1.7)onde
n =

ki × kf

|ki × kf |
(3.1.8)é um vetor unitário normal ao plano do espalhamento, θ é o ângulo entre kf e ki, k = |kf | = |ki| paraespalhamentos elástios.Supondo M expressa na forma (3.1.7), a seção de hoque (3.1.5), om um estado inidente não-polarizado,pode ser esrita na forma

dσ

dΩ
=

1

2
Tr (g∗ + σ · nh∗)(g + σ · nh)39



que pode ser reesrita omo
dσ

dΩ
= |g(k, θ)|2 + |h(k, θ)|2 . (3.1.9)Pode-se de�nir a polarização do estado �nal omo Pf = Trσρf e usar (3.1.6) para determinar Pf . Se o feixeinidente for não polarizado, o numerador de (3.1.6) será

1

2
Trσ(g + σ · nh)(g∗ + σ · nh∗) = n(gh∗ + g∗h) ,e, om isso,

Pf = n
2 Re gh∗

|g|2 + |h|2 . (3.1.10)Isso mostra que após um espalhamento Pf é normal ao plano de espalhamento.Pode-se mostrar que g e h que apareem em M podem ser esritas omo
g(k, θ) =

1

k

∞∑

l=0

(
4π

2l+ 1

)1/2

[(l + 1)a+
l + la−l ]Yl0(θ) (3.1.11)

h(k, θ) =
1

k

∞∑

l=0

(
4π

2l+ 1

)1/2

[a+
l − a−l ]isenθ

d

d cos θ
Yl0(θ) (3.1.12)(3.1.13)onde a±l = eiδ

±
l senδ±l e os δ±l são fases que ompareem na expansão em ondas pariais da matriz S [40℄2.3.1.3 Brevíssima revisão de eletrodinâmia e a matriz S do espalhamento Thomp-sonEssa seção é baseada em desenvolvimentos de [23℄.BasesPor vezes, quando se estuda problemas que envolvem polarização de fótons, ou equivalentemente da radiaçãoeletromagnétia, é onveniente esolher bases que expliitem o aráter transverso entre as direções de osilaçãodos ampos e a de propagação. Uma forma de satisfazer esse requerimento é esolher omo base em termosda qual quantidades serão expressas um par de vetores de polarização mutualmente ortogonais num planoperpendiular à direção de propagação k. Um tal par pode ser onstituído de vetores de polarização linearreais εkα: εk1 × εk2 = k̂, εkα · εkβ = δαβ , om (α, β = 1, 2). Uma outra base que pode ser empregada são osvetores de polarização irular omplexos (ou de heliidade):

ek± = ∓ 1√
2
(εk1 ± iεk2)esses vetores satisfazem e∗kλ · ekλ′ = δλλ′ , e∗kλ × ekλ′ = iλk̂δλλ′ e ik̂× ekλ = λekλ [23℄.2Notar a semelhança om as expressões obtidas para o espalhamento devido à interação de spin-órbita [23℄40
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Figura 3.1.1: Ilustração da notação utilizada. O vetor k̂′ india o momento do fóton observado (fóton que é espalhado epropaga-se em direção ao observador). ε′1 e ε′2 formam um triedro om k̂′. k̂ representa o momento do fóton que inide noentro espalhador. Os ângulos θ e φ são os que apareerão na deomposição de k̂ no triedro ε′1, ε′2 e k̂
′.Notar que essa onvenção de a direção de propagação do fóton observado oinidir om o eixo �z� do sistemade oordenadas é a mesma adotada por [6℄ e [16℄, mas é diferente da adotada em boa parte da literatura,omo [41℄, [32℄. A onvenção adotada é útil aqui porque faz om que a estrutura do problema �que maislara, entretanto, quando se pretende fazer geometria, tem-se o inonveniente de ter-se a normal apontandopara dentro da superfíie. Por esse motivo, uma vez que �que laro a maneira omo essas duas onvenções serelaionam, faremos o interâmbio. Apesar de pareer onfuso, isso é útil porque manteremos uniformidadede onvenção om boa parte da literatura e poderemos fazer geometria de maneira mais natural.A matriz SO formalismo geral para tratar problemas de olisões em meânia quântia é a teoria de matriz S3. Não sepretende aqui desenvolver essa teoria, mas apenas indiar alguns pontos que serão neessários para desen-volvimentos posteriores.Suponha que se esteja interessado em tratar o problema de um projétil interagindo om um alvo. Seja

Φi(r, t) para t ≪ 0 (supondo que a interação se dê em torno de t = 0) onde r são os graus de liberdadedo alvo e do projétil e Φ um estado produto desrevendo um projétil om momento razoavelmente de�nidomovendo-se em direção a um alvo em algum estado estaionário (alvo isolado).Seja Ψ
(+)
i dado por

Ψ
(+)
i (r, t) =

∫
dr′K(rt, r′t′)Φi(r

′, t′) t > t′, t′ <<< 0responsável pela desrição do sistema em qualquer tempo, sendo K o propagador para a Hamiltonianaompleta.Em experimentos de espalhamento, um estado �nal espeí�o é seleionado após a separação espaial dosprodutos da reação. Seja Φf (r, t), t ≫ 0, desrevendo o estado �nal seleionado. Consideremos Ψ
(−)
f (t) a3A matriz S foi introduzida por John Arhibald Wheeler em 1937 (Phys. Rev. 52, 1937) e, por suas próprias palavras [42℄�...the S matrix was 'methodologial' - that is, it provided a formal way of desribing events in quantum world independent ofpartiular details. It gave a before-and-after desription of sattering and reations events. Eah of many initial states (suh asprotons �ying toward a nuleous) an give rise to various possible �nal states (for example, a neutron �ying away from nuleus).The S matrix is a pakage desription of all these possibilities.�41



solução do problema om interação pertinente que, no futuro, torna-se o estado Φf (estado que tem ondasesférias entrando ao invés de saindo).Com isso, de�ne-se a matriz S omo
Sfi = 〈Ψ(−)

f |Ψ(+)
i 〉 (3.1.14)om Ψ

(±)
f,i = Ψ

(±)
f,i (0) om t = 0 tendo sido esolhido por onveniênia, já que, omo de�nida, a matriz S nãotem dependênia temporal.Duas oisas apenas serão aqui ditas sobre as propriedades da matriz S. A primeira é que a matriz S éunitária:

SS† = 1 (3.1.15)A segunda é que a matriz S tem a forma
Sfi = δfi − 2πiδ(Ef − Ei)Tfi . (3.1.16)O termo δfi ontempla a possibilidade de não haver espalhamento enquanto a matriz T tem omo elementosas várias amplitudes de espalhamento. Além disso (3.1.16) garante que a matriz S só existe estre estados demesma energia, isto é, a energia é onservada em um espalhamento, de um estado assintótio para outro.Ainda,

〈kfνf |T |kiνi〉 = 〈νf |M(ki,kf )|νi〉 (3.1.17)onde νs desrevem variáveis de spin.Interação entre o ampo eletromagnétio e fontesConsideremos um onjunto de partíulas pontuais arregadas (a = 1, ..., N), om posições, momentos, argas,massas e momentos magnétios ra, pa, ea, ma, µa. A Hamiltoniana ompleta num limite não relativístio é
H = Hγ +

∑

a

1

2ma

(
pa −

ea
c

Aa

)2

−
∑

a

µa · Ba +
1

8π

∑

b6=a

eaeb
|ra − rb|

+ V (3.1.18)onde
Hγ =

∑

k

~ωk

[
a
†
k · ak +

1

2

]e Aa = A(ra) é o potenial vetor. µa = e~
2mac

gasa, om sa o spin da partíula e ga o fator giromagnétio. Vontém interações não eletromagnétias.
H pode ser fatorada omo H = Hγ + HM + Hint, om HM desrevendo a matéria sem o ampo e Hint ainteração entre matéria e ampo. A Hamiltoniana de interação ontém termos lineares e quadrátios:

Hint = H1 +H2 . (3.1.19)
H1 desreve riação e/ou absorção de um fóton e H2, de dois:42



H1 = −
∑

a

ea
ma

pa ·Aa −
∑

a

µa · Ba (3.1.20)
H2 =

∑

a

e2a
2mac2

|Aa|2 (3.1.21)Em geral, esreve-se H1 omo
H1 = −e

∑

kλ

1√
2V k

[Jkλakλ + h.c.] (3.1.22)om V relativo ao volume em que se faz a quantização e Jkλ envolvendo apenas graus de liberdade das fontes:
Jkλ =

∑

a

(
qa
ma

pa · ekλ + i
µa

e
· (k × ekλ)

)
eik·ra (3.1.23)om qa a arga em unidades de e.No limite de baixas energias pode-se fazer a hamada aproximação de dipolo, que onsiste em uma expansãode Jkλ em série de potênias, mantendo apenas o termo de ordem mais baixa4:

Jkλ =
∑

a

qa

(
pa

ma
· ekλ

)
. (3.1.24)No aso de espalhamentos om fótons, a matriz de transição apareendo omo fator da matriz S pode serobtida, em teoria de perturbação em ordem mais baixa permitindo transição om dois fótons, de

T = H2 +H1
1

E −H0 + iε
H1 (3.1.25)om H0 = Hγ +HM .

Tfi será dada pela fórmula de Kramers-Heisenberg (de fato, a fórmula de Kramers-Heisenberg faz umapresrição para a seção de hoque, que está assoiada a |Tfi|2). Com efeito,
Tfi = (e∗f · ei)Ffi(kf · ki) +m

∑

n

〈|J†
kfλf

|n〉〈n|Jkiλi |i〉
Ei − En + ki + iε

+
〈|J†

kiλi
|n〉〈n|Jkfλf

|i〉
Ei − En + kf + iε

(3.1.26)om Ffi sendo o fator de forma e n desrevendo estados intermediários.Fazendo aproximação de dipolo e onsiderando o espalhamento por uma partíula sem estrutura interna(Ffi = 1) no referenial em que está em repouso, tem-se
Tfi = e∗f · ei , (3.1.27)que é justamente o aso do espalhamento Thompson (e em geral de qualquer espalhamento elástio a baixasenergias, a menos de proporionalidades).Quando se está fora do limite de baixas energias, entretanto, ontribuições do spin do elétron devem om-pareer e o sistema deixa de ser tão simples. Em geral no espalhamento de partíulas de spin 1/2 (ao queum fóton é análogo no sentido que tem apenas dois estados possíveis de heliidade) a matriz densidade �nal4[39℄, por exemplo, introduz o problema de interação de fótons e elétrons inteiramente nesse limite.43



pode ser esrita omo
ρ =

1

4



1 + σe ·Pe + σf · Pf +

3∑

i,j=1

σe,iσf,jCij



 (3.1.28)onde Ps são polarizações de spin separados e Cij desreve a orrelação entre as polarizações.Antes de �nalizar esta seção notemos apenas que, em termos de Tfi, a seção de hoque do espalhamento(elástio) é da forma
dσ

dΩ
=
α2

m2
|Tfi|2 . (3.1.29)Como estamos interessados em tratar o problema de espalhamento e fótons om a matéria durante a reom-binação, a energia desses fótons será da ordem de eV enquanto a massa do elétron, que era a partíula maisleve om as quais fótons podiam interagir então, é de 0, 5MeV . Vemos om isso que estamos, de fato, numlimite não relativístio em que a aproximação de dipolo está bem justi�ada5 além de termos apenas que nospreoupar om interação entre fótons e elétrons porque, tendo em vista (3.1.29), interação om partíulasmais pesadas que elétrons (prótons, no aso) é fortemente suprimida devido à massa.3.2 Derivação do tensor de polarizaçãoA matriz T para o espalhamento Thompson é, omo vimos, dada por (3.1.27):

T =

(
e∗k′+ · ek+ e∗k′+ · ek−
e∗k′− · ek+ e∗k′− · ek−

)
, (3.2.1)A matrix densidade �nal pode ser obtida omo ρf = TρiT

†. Se ρi ∝ 1 então ρf ∝ TT †.
TT † =

(
e∗k′+ · ek+ek′+ · e∗k+ + e∗k′+ · ek−ek′+ · e∗k− e∗k′+ · ek+ek′− · e∗k+ + e∗k′+ · ek−ek′− · e∗k−
e∗k′− · ek+ek′+ · e∗k+ + e∗k′− · ek−ek′+ · e∗k− e∗k′− · ek+ek′− · e∗k+ + e∗k′− · ek−ek′− · e∗k−

)

=

( ∑
λ e∗k′+ · ekλek′+ · e∗kλ

∑
λ e∗k′+ · ekλek′− · e∗kλ(∑

λ e∗k′+ · ekλek′− · e∗kλ
)∗ ∑

λ e∗k′− · ekλek′− · e∗kλ

)
. (3.2.2)Para reesrever essa matriz, onsideremos os desenvolvimentos:5De fato, quando se estuda a equação de Kompaneets [43℄ ou se aplia a equação de Boltzmann para tratar o problema daradiação ósmia de fundo, assume-se que os elétrons são desritos por uma distribuição de Maxwell [6℄, o que remete à mesmaaproximação aqui assumida de não tomar em onta o spin do elétron.
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∑

λ

|e∗f · ei|2 =
∑

λ

ek′λ′ · e∗kλekλ · e∗k′λ′ =
∑

λ

(
∑

i

eik′λ′ei∗kλ

)


∑

j

ejkλe
j∗
k′λ′





=
∑

ij

eik′λ′

(
∑

λ

ei∗kλe
j
kλ

)
ej∗k′λ′ =

∑

ij

eik′λ′

(
δij −

kikj
k2

)
ej∗k′λ′

=
∑

i

eik′λ′ei∗k′λ′ − 1

k2

(
∑

i

eik′λ′ki

)

∑

j

ej∗k′λ′k
∗
i


 = 1 − |ek′λ′ · k̂|2onde tiramos proveito de que ∑λ e

i∗
kλe

j
kλ = δij − kikj

k2 .Tomemos λ e λ̄ sempre distintos (um sendo + e outro − ou o ontrário). Então,
∑

λ

ek′λ′ · e∗kλekλ · e∗k′λ̄′ =
∑

λ

(
∑

i

eik′λ′ei∗kλ

)


∑

j

ejkλe
j∗
k′λ̄′





=
∑

ij

eik′λ′

(
∑

λ

ei∗kλe
j
kλ

)
ej∗
k′λ̄′ =

∑

ij

eik′λ′

(
δij −

kikj
k2

)
ej∗
k′λ̄′

= −(ek′λ′ · k̂)(e∗k′λ̄′ · k̂)om isso, temos
TT † =

(
1 − |ek′+ · k̂|2 −(ek′− · k̂)(e∗k′+ · k̂)

−(e∗k′− · k̂)(ek′+ · k̂) 1 − |ek′− · k̂|2

)
. (3.2.3)Lembrando a de�nição dos vetores da base de heliidade,

ek± = ∓ 1√
2
(εk1 ± iεk2) , (3.2.4)onde εk1 e εk2 são versores artesianos, podemos reesrever (3.2.3) em função dos ângulos formados peladireção do momento do fóton e os eixos artesianos num dado ponto.

|ek′+ · k̂|2 pode ser reesrito omo
|ek′+ · k̂|2 =

1

2

[
((εk′1 − iεk′2) · k̂)((εk′1 + iεk′2) · k̂)

]

=
1

2

[
(εk′1 · k̂)2 + (εk′2 · k̂)2

]
. (3.2.5)Analogamente,

|ek′− · k̂|2 =
1

2

[
(εk′1 · k̂)2 + (εk′2 · k̂)2

]
. (3.2.6)45



Por �m,
(e∗k′+ · k̂)(ek′− · k̂) = −1

2

[
(εk′1 · k̂)2 − 2i(εk′1 · k̂)(εk′2 · k̂) − (εk′2 · k̂)2

]
. (3.2.7)Fazendo εk′1 · k̂ = senθ cosφ e εk′2 · k̂ = senθsenφ, om os ângulos sendo aqueles indiados na �gura 3.1.1,podemos reesrever (3.2.5), (3.2.6) e (3.2.7) omo:

|ek′+ · k̂|2 = |ek′− · k̂|2 =
1

2
sen2θ (3.2.8)

(e∗k′+ · k̂)(ek′− · k̂) = −1

2
(sen2θ cos 2φ− isen2θsen2φ) . (3.2.9)Podemos agora esrever a matriz densidade �nal em termos desses ângulos:

TρiT
† =

1

2

(
1 − 1

2 sen2θ 1
2 sen2θ cos 2φ− i 12 sen2θsen2φ

1
2 sen2θ cos 2φ+ i 12 sen2θsen2φ 1 − 1

2 sen2θ

)
, (3.2.10)onde introduzimos ρi = 1

21 indiando que o estado iniial é suposto um estado de mistura máxima. Paratermos a matriz densidade �nal, temos ainda que dividir (3.2.10) por seu traço:
Tr(TρiT

†) = 1 − 1

2
sen2θ =

1

2
(1 + cos2 θ) ,daí,

ρf =
TρiT

†

Tr(TρiT †)
=

1

2

(
1 sen2θ cos 2φ−isen2θsen2φ

(1+cos2 θ)
sen2θ cos 2φ+isen2θsen2φ

(1+cos2 θ) 1

)
, (3.2.11)que é a matriz densidade �nal do nosso sistema.Parâmetros de StokesNotando que a matriz densidade deve ser hermitiana e ter traço normalizado a 1, as omponentes diagonais

ρ11 e ρ22 de ρ devem ser reais e determinadas uma em função da outra em virtude do vínulo do traço. Aomponente ρ12 deve ser omplexa e satisfazendo ρ∗21 = ρ12 e, assim, a matriz densidade pode ser ara-terizada por três parâmetros reais. Esses três parâmetros são onheidos omo parâmetros de Stokes. Emtermos desses parâmetros a matriz densidade esreve-se, numa representação usando omo eixos oordenadosos vetores da base eulideana {ε1, ε2}, omo
ρ =

1

2

(
1 + ξ3 ξ1 − iξ2

ξ1 + iξ2 1 − ξ3

)
. (3.2.12)Os parâmetros ξ1 e ξ3 araterizam a polarização linear enquanto o parâmetro ξ2 desreve polarizaçãoirular.Esrevendo a matriz densidade numa representação utilizando omo eixos oordenados os vetores unitários
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irulares, ρ �a [44℄:
ρ =

1

2

(
1 − ξ2 −ξ3 − iξ1

−ξ3 + iξ1 1 + ξ2

)
. (3.2.13)Comparando (3.2.11) e (3.2.13), vemos, imediatamente, que ξ2 = 0 e que ξ1 e ξ3 não são nulos. Vamosesrevê-los de maneira mais apropriada. Iniialmente lemos que:

ξ1 =
sen2θsen2φ

1 + cos2 θ
ξ3 = − sen2θ cos 2φ

1 + cos2 θ
. (3.2.14)Consideremos agora a possibilidade de reesrever os numeradores que apareem em (3.2.14):(i)

sen2θsen2φ = 2sen2θ cosφsenφ = 2(senθ cosφ)(senθsenφ) ;(ii)
sen2θ cos 2φ = sen2θ(cos2 φ− sen2φ) = sen2θ(2 cos2 φ− 1) = −2

(
1

2
(1 − cos2 θ) − sen2θ cos2 φ

)
;(iii)

sen2θ cos 2φ = sen2θ(2 cos2 φ− 1) = 2sen2θ(1 − sen2φ) − sen2θ = 2

(
1

2
(1 − cos2 θ) − sen2θsen2φ

)
.Com isso, podemos reesrever ξ1 e ξ3 omo:

ξ1 = −2
(senθ cosφ)(senθsenφ)

(1 + cos2 θ)
, (3.2.15)

ξ3 = 2
1
2 (1 − cos2 θ) − sen2θ cos2 φ

(1 + cos2 θ)
(3.2.16)ou, alternativamente, ξ3 deixa-se esrever na forma:

ξ3 = −2
1
2 (1 − cos2 θ) − sen2θsen2φ

(1 + cos2 θ)
. (3.2.17)Lembrando que esrevemos εk′1 · k̂ = senθ cosφ e εk′2 · k̂ = senθsenφ podemos reesrever (3.2.15), (3.2.16) e(3.2.17) omo:

ξ1 = −2
(εk′1 · k̂)(εk′2 · k̂)

1 + (k̂′ · k̂)2
, (3.2.18)

ξ3 = 2
1
2 (1 − (k̂′ · k̂)2) − (εk′1 · k̂)2

1 + (k̂′ · k̂)2
, (3.2.19)

ξ3 = −2
1
2 (1 − (k̂′ · k̂)2) − (εk′2 · k̂)2

1 + (k̂′ · k̂)2
. (3.2.20)47



O tensor de polarizaçãoPara ontinuar vamos retornar a esrever ρf na forma (3.2.12):
ρf =

1

2
1 +




1
2 (1−(k̂′·k̂)2)−(εk′1·k̂)2

1+(k̂′·k̂)2

[
− (εk′1·k̂)(εk′2·k̂)

1+(k̂′·k̂)2

]

[
− (εk′1·k̂)(εk′2·k̂)

1+(k̂′·k̂)2

]
1
2 (1−(k̂′·k̂)2)−(εk′2·k̂)2

1+(k̂′·k̂)2



 . (3.2.21)Veri�a-se, observando a forma das entradas de (3.2.21), que a parte sem traço de ρf pode ser esritaompatamente omo
Pab =

1

1 + (k̂′ · k̂)2

[
1

2
(1 − (k̂′ · k̂)2)δab − (εk′a · k̂)(εk′b · k̂)

] (3.2.22)onde a e b podem valer 1 ou 2. Essa expressão é obtida por outros métodos por [16℄. O objeto de�nido em(3.2.22) é onheido omo o tensor de polarização.Ao invés de utilizar-se ξ1 e ξ3 omo parâmetros de Stokes, é mais omum utilizar-se variáveis a essas pro-porionais, denotadas Q e U . A onstante de proporionalidade é justamente 1+ (k̂′ · k̂)2 que será denotadopor I, ou seja, I = 1 + (k̂′ · k̂)2. Entretanto, apenas tomando U proporional a ξ1, teríamos U om o mesmosinal que [6℄ ou [1℄, por exemplo, que é inverso ao sinal de U em outras referênias, omo [41℄ e [32℄. Essadiferença de sinal vem de adotar o sentido do �eixo z� do sistema de oordenadas omo k′, e não o sentidoontrário6. A diferença de sinal pode ser eliminada, entretanto seguindo [16℄ e de�nindo
Q = 2Iξ3 (3.2.23)e
U = −2Iξ1 . (3.2.24)Naturalmente esreve-se P11 = Q/2I e P12 = P21 = −U/2I. Devemos notar que, devido à sua formafunional [(3.2.15), (3.2.16) e (3.2.17)℄, Q e U podem ser esritos também omo:

Q

4I
= −2

√
2π

15
ReY22(θ, φ)

U

4I
= −2

√
2π

15
ImY22(θ, φ) . (3.2.25)Também pode-se reesrever I omo:

I =
4
√

4π

3

(
Y00(θ, φ) +

1

2
√

5
Y20(θ, φ)

)
. (3.2.26)Notação: No que segue, para evitar onfusão entre as direções de propagação dos fótons om k's que apareçampor ausa de transformadas de Fourier e para ressaltar que alteramos o sistema de oordenadas para teronsonânia om a literatura, passaremos a esrever a direção do fóton inidente num entro espalhador por

l e a direção do fóton espalhado por e, mas om sentido invertido aos momentos dos fótons, ou seja, l ≡ −k̂e e ≡ −k̂′. Além disso, εk′a = ea e εk′b = eb. Naturalmente, os fótons se propagam no sentido inverso a eou l.6Isso pode ser visto em (3.2.12), já que eλ(−k) = e−λ(k), o que faz om que, uma vez invertendo-se o sentido de k, tenha-seum sinal − de diferença em U
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3.3 Generalização para o aso de um feixe de fótonsPodemos agora generalizar para o aso de radiação não polarizada inidente om intensidade J(l) ∝ 〈E2(l)〉[16℄.Dada a matriz densidade �nal, ada uma de suas entradas é relaionada om a probabilidade de que ofóton espalhado esteja em ada um dos estados de polarização disponíveis. Para um feixe de fótons, pode-seargumentar que fótons terão uma dada polarização �nal om probabilidade igual à probabilidade que umfóton esteja nesse estado de polarização vezes o número de fótons no feixe. O número de fótons, entretanto,é dado pelo operador número, que é diretamente assoiado à intensidade do feixe. Assim,
Pab(e) =

∫ [
1
2 (1 − (e · l)2)δab − (l · ea)(l · eb)

]
J(l)d2l∫

[1 + (e · l)2] J(l)d2l
. (3.3.1)Se lembrarmos que o denominador que aparee em (3.3.1) é ∫ dσ

dΩJ(l)d2l, vemos que na verdade esse deno-minador é uma normalização pelo número de fótons do feixe que foram espalhados na direção e. Com issoa interpretação das entradas de P é que elas desrevem quantos fótons do feixe foram espalhados em umaerta direção om uma dada polarização, dividido pelo número total de fótons espalhados naquela direção.Devido às expressões para as entradas do tensor de polarização (3.2.25), o que está no numerador de (3.3.1) éuma ombinação de harm�nios esférios om l = 2. Notamos, daí, que se a radiação inidente for isotrópia,
Pab(e) = 0 após a integração em l. Na verdade, se �zermos uma deomposição em harm�nios esfériosde J(l), apenas os termos om l = 2 podem ontribuir para a polarização. Assim, espalhamentos induzempolarização em uma radiação iniialmente não polarizada apenas se a radiação inidente é anisotrópia eapenas a omponente quadrupolar dessa anisotropia ontribui para a polarização.A questão que se deve ter em mente é que, da maneira omo derivamos a equação de Sahs-Wolfe, vemos queno instante da reombinação (que foi suposta instantânea) os termos esalares têm apenas uma anisotropiadipolar e, portanto, dessa maneira, a polarização não poderia ter sido riada. Entretanto a radiação ósmiade fundo pode se tornar polarizada se a reombinação não for instantânea.Ainda uma observação: omo em geral na literatura, não assumiremos aoplamento entre polarização emétria, ou seja, as perturbações da métria não têm efeito sobre a polarização [1℄. Essa aproximação éhamada de free streaming. De fato, orreções desse tipo seriam de ordem superior.3.4 Efeito da reombinação não-instantânea sobre a temperatura epolarizaçãoVamos aqui onsiderar o efeito da largura da superfíie de último espalhamento sobre a temperatura epolarização 7. Um fóton vindo de uma direção e do éu deve ter sofrido seu último espalhamento em umredshift no intervalo 1200 . z . 900. Se o último espalhamento aonteeu num tempo onforme ηe, o fótonarrega informações sobre as ondições da temperatura na posição

x(ηe) = xo + e(ηo − ηe) .Uma vez que o �uxo total de radiação hegando de uma direção e onsiste de fótons que sofreram seu últimoespalhamento dentro de um erto intervalo de tempo, a informação arregada pelo �uxo representa umamédia om pesos sobre uma esala ∆x ∼ ∆ηr onde ∆ηr é basiamente a duração da reombinação.7As onsiderações aqui apresentadas foram baseadas em [16℄.49



Vamos alular a probabilidade de que um fóton fosse espalhado em um intervalo de tempo ∆te (orres-pondendo a um tempo onforme ηe) e que depois não tenha mais sofrido espalhamentos. Vamos dividiro intervalo to > t > te em N subintervalos de duração ∆t de modo que o j-ésimo intervalo omeça em
tj = te + j∆t e N > j > 1. A probabilidade de que tenha havido um espalhamento em ∆te e que não tenhamais havido espalhamentos desde então será dada por

∆P =
∆te
τ(te)

(
1 − ∆t

τ(t1)

)
...

(
1 − ∆t

τ(tj)

)
...

(
1 − ∆t

τ(t
N

)

)
,onde

τ(tj) =
1

σT nt(tj)X(tj)
(3.4.1)é o tempo do livre aminho médio (intervalo entre duas olisões suessivas) para espalhamento Thompsonom nt sendo a densidade de todos os elétrons (ligados ou livres), X a fração de ionização e σT , a seção dehoque de Thompson.Tomando o limite N → ∞ (∆t→ 0) e onvertendo o tempo físio para tempo onforme, obtemos

dP (ηe) = µ′(ηe) exp[−µ(ηe)]dηe , (3.4.2)onde ′ denota derivada om relação ao tempo onforme e µ(ηe) é a profundidade óptia, de�nida por
µ(ηe) ≡

∫ to

te

dt

τ(t)
=

∫ ηo

ηe

σT ntXea(η)dη . (3.4.3)A inerteza sobre o momento de último espalhamento ausa modi�ações para a �utuação da temperaturatal omo foi obtida em (1.5.2). Antes de expressar essas modi�ações onvém fazer algumas manipulaçõesna equação de Sahs-Wolfe para que as expressões obtidas �quem numa forma mais usual. Como estamosinteressados apenas nos modos esalares das perturbações, reobremos apenas esses termos de (1.5.2):
Θ(xo, ηo, e) =

[
1

4
δNγ + Φ + ei(DiVb)

]
(xe, ηe) +

∫ ηo

ηe

(Ψ′ + Φ′)dη , (3.4.4)A modi�ação a (3.4.4) induzida pela reombinação não instantânea será
Θ(xo, ηo, e) =

∫ [
1

4
δNγ + Φ + ei(DiVb)

]
(xe, ηe)µ

′(ηe)e
−µ(ηe)dηe +

∫ ηo

0

(Ψ′ + Φ′)e−µ(η)dη , (3.4.5)ou seja, para os termos Sahs-Wolfe e Doppler, que devem ser alulados no ponto em que oorre o últimoespalhamento, deve-se introduzir um peso probabilístio de que haja um espalhamento de fóton em matériaem um dado instante e que esse fóton não mais se espalhe daí em diante, além de tomar em onta que esseespalhamento pode aonteer em qualquer momento durante a reombinação. Para o termo de Sahs-Wolfeintegrado, o peso que deve entrar é somente devido à restrição de que o fóton não mais se espalhe durante ointervalo em que a integral se estende.Uma vez tendo estabeleido omo se altera o ontraste de temperatura por ausa da reombinação nãoinstantânea, vejamos omo se altera a polarização. Retomemos, para tanto, (3.3.1).Vamos supor que J(l), num erto tempo onforme ηe seja dado pela lei de Stefan-Boltzmann, isto é,
J(ηe, l) ∝ (T

0
+ δT (ηe, l))

4 ,50



onde T0 é a temperatura dos fótons no instante onsiderado e δT sua variação.Vamos agora inserir essa expressão para J(ηe, l) em (3.3.1) fazendo expansão em série de Taylor até a primeiraordem no numerador e tomando apenas o termo de ordem zero no denominador. O termo do denominador�a ∫ (1 + cos2 θ)T 4
0 sin θdθdφ om θ variando entre 0 e π e φ de 0 a 2π, que pode ser failmente alulado evale 16πT 4

0 /3. No numerador de (3.3.1), a ontribuição da expansão de J será T 4
0 (1 + 4δT/T0), sendo quequando integrado sobre os ângulos o termo isotrópio passa a não ontribuir (já que o termo entre olhetesno numerador de (3.3.1) seleiona apenas o quadrupolo do que se integra). Podemos ver, �nalmente, que otermo 4T 4

0 no numerador e o termo 16πT 4
0 /3 no denominador podem ser simpli�ados resultando apenas emum fator 3/4π global. Dessas onsiderações e notando ainda que se deve inserir o peso probabilístio (3.4.2)para traduzir a não instantaneidade da reombinação, obteremos omo expressão para a polarização [16℄:

Pab(e) = 3

∫ [
1

2
(1 − (e · l)2)δab − (l · ea)(l · eb)

]
δT

T
0

(xe, ηe, l)µ
′(ηe)e

−µ(ηe)dηe
d2l

4π
, (3.4.6)onde δT

T
0
é justamente o ontraste de temperatura Θ e a integral temporal deve ser alulada durante todaa duração da reombinação.Com isso a polarização deve ser proporional ao quadrupolo gerado durante a reombinação não instantânea.Para alular Θ(ηe, l) originado pelas perturbações esalares, num ponto x podemos usar (3.4.5) substituindo

ηo por ηe e integrar no intervalo ηe > η > 0, isto é,
Θ(xe, ηe, l) =

∫ ηe

0

[
1

4
δNγ + Φ + li(DiVb)

]
(x, η)µ′(η)e−µ(η)dη +

∫ ηe

0

(Ψ′ + Φ′)e−µ(η)dη . (3.4.7)3.5 Integração sobre dependênias angularesNesta seção interessaremo-nos em integrar as dependênias angulares de (3.4.6). Para tanto algumas mani-pulações sobre (3.4.7) e (3.4.6) devem ser feitas além de uso intenso da teoria de momento angular.3.5.1 Reexpressando o ontraste de temperaturaA equação de Sahs-Wolfe relaiona os pontos de emissão e observação de fótons, sendo que a temperaturados fótons no ponto de observação é uma função do ponto (do espaço-tempo) de emissão. Para simpli�ara esrita, momentaneamente denotemos por Θ(xe, ηe, l) = ξ(x, η, ηe) essa relação funional.
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Figura 3.5.1: Esquema indiando os pontos do espaço-tempo envolvidos na geometria da equação de Sahs-Wolfe.Fazendo a transformada de Fourier de (3.4.7), temos
Θ(k, ηe, l) =

∫
d3xe

(2π)3/2
Θ(xe, ηe, l)e

−ik·xe =

∫
d3xe

(2π)3/2
ξ(x, η, ηe)e

−ik·xe

=

∫
d3x

(2π)3/2
ξ(x, η, ηe)e

−ik·(x−l(ηe−η))

= ξ(k, η, ηe)e
ik·l(ηe−η) . (3.5.1)De (3.4.7) e (3.5.1), temos que:

Θ(xe, ηe, l) =

∫
d3k

(2π)3/2
Θ(k, ηe, l)e

ik·xe

=

∫
d3k

(2π)3/2

∫ ηe

0

{[
ΘSW (k, η) + ik · lVb(k, η)

]
eik·l(ηe−η)µ′(η)e−µ(η)dη +

+

∫ ηe

0

(Ψ′ + Φ′)(k, η)eik·l(ηe−η)e−µ(η)dη
}

eik·xe . (3.5.2)Com isso,
Θ(xe, ηe, l) =

∫
d3k

(2π)3/2

∫ ηe

0

{[
ΘSW (k, η) + ik · lVb(k, η)

]
µ′(η) + (Ψ′ + Φ′)(k, η)

}
e−µ(η)eik·l(ηe−η)dηeik·xe(3.5.3)
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Tomando vantagem de trabalharmos om a transformada de Fourier, podemos reesrever (3.5.3) omo
Θ(xe, ηe, l) =

∫
d3k

(2π)3/2

∫ ηe

0

eik·xee−µ(η)
{
µ′(η)

[
ΘSW (k, η) − Vb(k, η)∂η

]
+ (Ψ′ + Φ′)(k, η)

}
e−ik·l(ηe−η)dη(3.5.4)Inserindo a expressão para expansão de ondas planas em ondas esférias8 [24℄

eik·((ηe−η)l) = 4π
∑

l,m

iljl(k(ηe − η))Y∗
lm(k̂)Ylm(l) (3.5.5)em (3.5.4), temos

Θ(xe, ηe, l) =

∫
d3k

(2π)3/2

∫ ηe

0

4π
∑

l,m

ileik·xee−µ(η)
{[
µ′(η)

(
ΘSW (k, η)jl(k(ηe − η)) −

−Vb(k, η)
∂jl(k(ηe − η))

∂η

)
+ (Ψ′ + Φ′)(k, η)jl(k(ηe − η))

]
Y∗
lm(k̂)Ylm(l)

}
dη

≡
∫

d3k

(2π)3/2
4π
∑

l,m

ileik·xeΘl(k, ηe)Y
∗
lm(k̂)Ylm(l) (3.5.6)onde

Θl(k, ηe) =

∫ ηe

0

e−µ(η)
{
µ′(η)

[
ΘSW (k, η)jl(k(ηe − η)) − Vb(k, η)

∂jl(k(ηe − η))

∂η

]
+

+(Ψ′ + Φ′)(k, η)jl(k(ηe − η))
}
dη . (3.5.7)

3.5.2 Função polarizaçãoUtilizando (3.4.6) e (3.2.25) podemos esrever da seguinte maneira as omponentes do tensor de polarização:
P11(e) = −3

∫ ∫ ηo

0

2

√
2π

15

[
Y22(l) + Y2−2(l)

2

]
Θ[xo + e(ηo − ηe), ηe, l]µ

′(ηe)e
−µ(ηe)dηe

d2l

4π
(3.5.8)

P12(e) = −3

∫ ∫ ηo

0

2

√
2π

15

[
Y22(l) − Y2−2(l)

2i

]
Θ[xo + e(ηo − ηe), ηe, l]µ

′(ηe)e
−µ(ηe)dηe

d2l

4π
. (3.5.9)Suponhamos agora que Θ possa reesrever-se omo

Θ(xo + e(ηo − ηe), ηe, l) =
∑

lm

blm(xo + e(ηo − ηe), ηe)Ylm(l) .Com isso,8Segundo [45℄, essa expansão é devida a Bauer, Journal für Math. LV I (1859), pp. 104, 106.53



P11(e)=−2

√
3

40π

∫ ηo

0

{
b2−2[xo − e(ηo − ηe), ηe] + b22[xo + e(ηo − ηe), ηe]

}
µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe (3.5.10)
P12(e)=−2

i

√
3

40π

∫ ηo

0

{
b2−2[xo − e(ηo − ηe), ηe) − b22[xo + e(ηo − ηe), ηe]

}
µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe. (3.5.11)Logo, se �zermos a operação (P11 − iP12)/2, teremos o que passaremos a hamar função polarização
P (xo, ηo, e) ≡ P11 − iP12

2
=
Q+ iU

4I
= −

√
3

40π

∫ ηo

0

b2−2[xo + e(ηo − ηe), ηe]µ
′(ηe)e

−µ(ηe)dηe . (3.5.12)Temos que alular os blm que apareem em (3.5.12). Isso, entretanto, é um pouo mais sutil do que pareeà primeira vista. Poderíamos ter ingenuamente esrito blm(xe, ηe) =
∫
d2lΘ(xe, ηe, l)Y

∗
lm(l) e proedido àsintegrações, mas uma análise mais detalhada dos sistemas de oordenadas envolvidos faz-se neessária.Devemos primeiro reobrar que na derivação do tensor de polarização, na seção 3.2.1, adotamos a direçãodo fóton observado omo o eixo �z� de um sistema de referênia, omo indiado na �gura 3.1.1. O versororrespondente a esse eixo passou a ser denotado por e. O versor orrespondente à direção do fóton inidente,que passou a ser denotada por l, deve ser deomposto om respeito a esse sistema sempre que aparee notensor de polarização. Assim, quando nos interessamos em alular a polarização de fótons observados emuma erta direção do éu, estamos alulando quantidades em um sistema obtido através de uma rotação apartir de um sistema �xo, por exemplo o sistema de oordenadas galátio ou um �xo no planeta Terra.Ao alular Θ(x

0
+e(η

0
−ηe), ηe, l), por outro lado, não �zemos mensão a e (ao menos não omo uma direçãoem relação à qual outras quantidades deviam ter referênia) e, om isso, os ângulos envolvidos são relativosao sistema de referênia �xo. Temos, então, que reoniliar os sistemas empregados nas deomposição paraalular os blm's. Para tal missão, onsideremos o esquema:

x
y

z

ζ

ξ

η

β

ϑ

ϕ

l

θ

φ

α

Figura 3.5.2: Esquema indiando os sistemas de oordenadas utilizados. O sistema {ξ, η, ζ} é obtida de {x, y, z} por umarotação R parametrizada por ângulos de Euler. θ e φ são ângulos da deomposição de l no sistema {x, y, z} e ϑ e ϕ om relaçãoa {ξ, η, ζ}.Nesta �gura, {ξ, η, ζ} orrespondem a {k′, ε1, ε2} da �gura 3.1.1. Quando esrevemos blm(xe, ηe) =54



∫
d2lΘ(xe, ηe, l)Y

∗
lm(l), o sistema de referênia a ser empregado para que haja onsistênia no álulo, é

{ξ, η, ζ}. Devemos, assim, adaptar a expressão obtida em (3.5.6) a esse sistema. Com efeito, sendo R arotação que leva a {ξ, η, ζ} partindo de {x, y, z}, sabemos que [24℄
Ylm(θ, φ) =

∑

m′

Ylm′(ϑ, ϕ)Dl∗
mm′(R) .Assim, sempre em relação ao sistema {ξ, η, ζ} reesrevemos 3.5.6 omo

Θ(xe, ηe, l) =

∫
d3k

(2π)3/2
4π
∑

l,m

ilΘl(k, ηe)Y
∗
lm(k̂)

∑

m′

Ylm′(l)Dl∗
mm′(R)eik·xe . (3.5.13)Com isso,

blm(xe, ηe) =

∫
d2lΘ(xe, ηe, l)Y

∗
lm(l) =

=

∫
d2l



∫

d3k

(2π)3/2
4π
∑

l′,m′

il
′
Θl′(k, ηe)Y

∗
l′m′(k̂)

∑

m′′

Yl′m′′(l)Dl′∗
m′m′′(R)eik·xe


Y∗

lm(l)

=

∫
d3k

(2π)3/2
4π
∑

m′

ilΘl(k, ηe)e
ik·xeY∗

lm′(k̂)Dl∗
m′m(R) . (3.5.14)Estamos interessados em b2−2:

b2−2(xe, ηe) = −
∫

d3k

(2π)3/2
4πΘ2(k, ηe)e

ik·xe

∑

m′

Y∗
2m′(k̂)D2∗

m′−2(R)

= −
∫

d3k

(2π)3/2
4πΘ2(k, ηe)e

ik·xe

∑

m′

(−1)m
′
Y2−m′(k̂)(−1)m

′+2D2
−m′2(R)

= −
∫

d3k

(2π)3/2
4πΘ2(k, ηe)e

ik·xe

∑

m′

Y2m′(k̂)D2
m′2(R) . (3.5.15)Portanto,

P (xo, ηo, e) =

√
3

40π

∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
4πΘ2(k, ηe)e

ik·xe

∑

M

Y2M (k̂)D2
M2(R)µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe . (3.5.16)Passaremos agora a trabalhar a expressão (3.5.16) om o intuito de simpli�á-la. Para tal, foaremos iniial-mente em separar sua parte angular. Essa separação é inspirada no que usualmente é feito quando se esreveuma função na forma de uma série om oe�ientes dependendo de variáveis não-angulares e harm�niosesférios omo onjunto de funções ortogonais e é baseada fundamentalmente no teorema de Peter-Weyl.
55



3.5.3 Integração da parte angular da função polarizaçãoUsando o teorema de Peter-Weyl, vamos fazer de uma expansão de (3.5.16) tal omo em (2.3.8), omoe�ientes dados por (2.3.9). Iniialmente, para tanto, notemos que a rotação que reonilia os sistemas
{ξ, η, ζ} e {x, y, z} é inteiramente determinada forneendo os ângulos de Euler α e β omo india a �gura3.5.2. Esses ângulos β e α são justamente os que araterizam a direção e (que oinide om ζ). Assim,esrever D(R), D(α, β, 0) ou D(e) signi�a a mesma oisa, tomando apenas o uidado que a medida deintegração sobre todo o grupo de rotações e a integração sobre d2e diferem, isto é,

∫

SO(3)

dR =

∫ 4π

0

dα

4π

∫ 4π

0

dγ

4π

∫ π

0

dβ

2
senβe ∫

d2e =

∫ 2π

0

dα

∫ π

0

dβsenβ ,ou seja,
∫

SO(3)

dR → 1

4π

∫
d2e .Consideremos então o objeto

∫
P (xo, ηo, e)Dj∗

m′m′′(e)d2e =

√
6π

5

2∑

M=−2

∫ ∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
Θ2(k, ηe)e

ik·(xo+e(ηo−ηe))Y2M (k̂) ×

×D2
M2(e)Dj∗

m′m′′(e)µ′(ηe)e
−µ(ηe)dηed

2e

=

√
6π

5

2∑

M=−2

∫ ∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
Θ2(k, ηe)e

ik·xo

∑

lm

4π(−i)ljl(k(ηo − ηe)) ×

× Y∗
lm(k̂)Ylm(e)Y2M (k̂)D2

M2(e)Dj∗
m′m′′(e)µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηed
2e

= 4π

√
6π

5

2∑

M=−2

∑

lm

il
∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
Θ2(k, ηe)e

ik·xojl(k(ηo − ηe)) ×

× Y∗
lm(k̂)Y2M (k̂)

[∫
Ylm(e)D2

M2(e)Dj∗
m′m′′(e)d2e

]
µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe

= 4π

√
6π

5

2∑

M=−2

∑

lm

il
∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)jl(k(ηo − ηe))Y

∗
lm(k̂)Y2M (k̂) ×

× (−1)m
√

2l+ 1

4π

[∫
Dj∗
m′m′′(e)D2

M2(e)Dl
−m0(e)d2e

]
µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe56



= 4π

√
6π

5

2∑

M=−2

∑

lm

il
∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)jl(k(ηo − ηe)) ×

× Y∗
lm(k̂)Y2M (k̂)(−1)m

√
2l+ 1

4π

4π〈2Ml−m|jm′〉〈22l0|jm′′〉
2j + 1

×

× µ′(ηe)e
−µ(ηe)dηe (3.5.17)onde usamos que Dl

m0(α, β, 0) =
√

4π
2l+1Y∗

lm(β, α) e o resultado da integração de três matrizes de rotação(ver [24℄ ou [23℄, por exemplo). Utilizando as regras de seleção dos oe�ientes de Clebsh-Gordan vemos que
〈22l0|jm′′〉 implia que m′′ = 2, omo já deviamos esperar, já que P é um objeto de spin 2, omo disutimosna Seção 2.7.1, quando estudando o efeito de rotações sobre os vetores da base esféria.Vamos de�nir oe�ientes da seguinte maneira:

pjm′(xo, ηo) =

∫

R

P (xo, ηo, e)Dj∗
m′2(e)d2e . (3.5.18)Com isso,

pjm′(xo, ηo) =
(4π)2√
2j + 1

√
3

10

2∑

M=−2

∑

lm

il
√

2j + 1
√

2l + 1(−1)m
∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe) ×

× jl(k(ηo − ηe))Y
∗
lm(k̂)Y2M (k̂)

〈2Ml −m|jm′〉〈22l0|j2〉
2j + 1

µ′(ηe)e
−µ(ηe)dηe

=
(4π)2√
2j + 1

√
3

10

∞∑

l=0

il
√

2j + 1
√

2l+ 1

∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)jl(k(ηo − ηe)) ×

×
[

l∑

m=−l

2∑

M=−2

Yl−m(k̂)Y2M (k̂)〈2Ml−m|jm′〉
]
〈22l0|j2〉
2j + 1

µ′(ηe)e
−µ(ηe)dηe . (3.5.19)Lembremos agora que os harm�nios esférios satisfazem a seguinte regra de omposição [46℄

Yl1m1(Ω)Yl2m2(Ω) =

l1+l2∑

l=|l1−l2|

l∑

m=−l

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π(2l + 1)
〈l10l20|l0〉〈l1m1l2m2|lm〉Ylm(Ω) . (3.5.20)Inserindo (3.5.20) em (3.5.19):

pjm′(xo, ηo) =
(4π)2√
2j + 1

√
3

10

∞∑

l=0

il
√

2j + 1
√

2l+ 1

∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)jl(k(ηo − ηe)) ×

×




l∑

m=−l

2∑

M=−2




l+2∑

λ=|l−2|

λ∑

ν=−λ

√
(2l + 1)5

4π(2λ+ 1)
〈l020|λ0〉〈l−m2M |λν〉Yλν(k̂)


 〈2Ml −m|jm′〉


×

× 〈22l0|j2〉
2j + 1

µ′(ηe)e
−µ(ηe)dηe . (3.5.21)57



Lançamos mão, neste ponto, da propriedade dos oe�ientes de Clebsh-Gordan [24℄
〈j2m2j1m1|JM〉 = (−1)(j1+j2−J)〈j1m1j2m2|JM〉 . (3.5.22)Daí

pjm′(xo, ηo) =
(4π)2√
2j + 1

√
3

10

∞∑

l=0

il
√

2j + 1
√

2l+ 1

∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)jl(k(ηo − ηe)) ×

×




l∑

m=−l

2∑

M=−2

l+2∑

λ=|l−2|

λ∑

ν=−λ

√
(2l + 1)5

4π(2λ+ 1)
〈l020|λ0〉〈2Ml−m|λν〉(−1)λ−lYλν(k̂)〈2Ml −m|jm′〉



×

× 〈22l0|j2〉
2j + 1

µ′(ηe)e
−µ(ηe)dηe

=
(4π)2√
2j + 1

√
3

10

∞∑

l=0

il
√

2j + 1
√

2l+ 1

∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)jl(k(ηo − ηe)) ×

×




l+2∑

λ=|l−2|

λ∑

ν=−λ

√
5(2l+ 1)

4π(2λ+ 1)
〈l020|λ0〉Yλν(k̂)

l∑

m=−l

2∑

M=−2

(−1)λ−l〈2Ml −m|λν〉〈2Ml −m|jm′〉


×

× 〈22l0|j2〉
2j + 1

µ′(ηe)e
−µ(ηe)dηe (3.5.23)Como

j1∑

m1=−j1

j2∑

m2=−j2
〈j1m1j2m2|JM〉〈j1m1j2m2|J ′M ′〉 = δJJ′δMM ′ ,�amos om

pjm′(xo, ηo) =
(4π)2√
2j + 1

√
3

10

∞∑

l=0

il
√

2j + 1
√

2l+ 1

∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)jl(k(ηo − ηe)) ×

×
√

5(2l+ 1)

4π(2j + 1)
〈l020|j0〉Yjm′(k̂)(−1)j−l

〈22l0|j2〉
2j + 1

µ′(ηe)e
−µ(ηe)dηe

=
4π√

2j + 1

√
6π

∞∑

l=0

il
2l+ 1

2j + 1
〈l020|j0〉〈l022|j2〉×

×
∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)jl(k(ηo − ηe))Yjm′ (k̂)µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe . (3.5.24)Vamos agora analisar as regras de seleção para os oe�ientes de Clebsh-Gordan que �guram em (3.5.24)om o intuito de restringir a soma l a um onjunto menor de valores. Consideremos um a ada vez essesoe�ientes:i) 〈l020|j0〉 58



Sabemos que
〈j1 −m1j2 −m2|J −M〉 = (−1)(j1+j2−J)〈j1m1j2m2|JM〉 . (3.5.25)Logo 〈l020|j0〉 = (−1)l−j〈l020|j0〉, ou seja, para que esse oe�iente não seja nulo é preiso que l − jseja par.ii) 〈l022|j2〉Imediatamente temos que j ≥ 2.Notemos ainda que devem ser satisfeitas as relações

M = m1 +m2 (3.5.26)
|j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2 (3.5.27)
|J − j1| ≤ j2 ≤ J + j1 (3.5.28)
|J − j2| ≤ j1 ≤ J + j2 (3.5.29)para que 〈j1m1j2m2|JM〉 não seja nulo. Em nosso aso, para que 〈l022|j2〉 não se anule, é preiso que

l = j − 2, j − 1, j, j + 1, j + 2.Juntando i) e ii), temos que a soma ∑∞
l=0 se torna apenas ∑l=j−2,j,j+2. Assim,

pjm′ (xo, ηo) =
4π√

2j + 1

√
6π

∑

l=j−2,j,j+2

il
2l+ 1

2j + 1
〈l020|j0〉〈l022|j2〉×

×
∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)jl(k(ηo − ηe))Yjm′ (k̂)µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe . (3.5.30)Vamos agora expliitar uma trivialidade: il = ±
√

(−1)
l
= (±1)l(−1)l/2 = ij(±1)(l−j)(−1)(l−j)/2. Podemosreesrever (3.5.30) omo

pjm′(xo, ηo) =
4π√

2j + 1

√
6πij

∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)Fj(k(ηo−ηe))Yjm′ (k̂)µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe (3.5.31)onde
Fj(k(ηo − ηe)) =

∑

l=j−2,j,j+2

(−1)(l−j)/2
2l+ 1

2j + 1
〈l020|j0〉〈l022|j2〉jl(k(ηo − ηe)) (3.5.32)e o fator (±1)(l−j) �a suprimido porque a diferença l − j é sempre par nesta soma.Podemos agora fazer a soma em l. Em [47℄ enontramos expressões para ertos símbolos 3j de Wigner quenos permitem fazer a soma em questão sem grande di�uldade. Como são ompletamente equivalentes,59



vamos transformar os oe�ientes de Clebsh-Gordan de nossa expressão em símbolos 3j de Wigner para quepossamos nos valer do auxílio de [47℄.Reordemo-nos que [23℄
(

j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
=

(−1)j1−j2−m3

√
2j3 + 1

〈j1m1j2m2|j3 −m3〉 (3.5.33)e
(

j2 j1 j3

m2 m1 m3

)
= (−1)j1+j2+j3

(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
. (3.5.34)Para que os símbolos 3j que apareem estejam na forma adequada para que se possa utilizar as expressõesde [47℄, devemos fazer ertas rotações de índies nos oe�ientes de Clebsh-Gordan utilizando [24℄9:

〈j2m2j −m|j1 −m1〉 = (−1)j−j1−m2

√
2j1 + 1

2j + 1
〈j1m1j2m2|j −m〉 . (3.5.35)Com isso,

〈l020|j0〉 = (−1)l
√

2j + 1

(
2 j l

0 0 0

)e
〈l022|j2〉 = (−1)l

√
2j + 1

(
2 j l

2 −2 0

)
.Portanto Fj pode ser reesrito omo

Fj(k(ηo − ηe)) =
∑

l=j−2,j,j+2

(−1)(l−j)/2(2l + 1)

(
2 j l

2 −2 0

)(
2 j l

0 0 0

)
jl(k(ηo − ηe)) . (3.5.36)Como já dito, expressões gerais para o álulo dos símbolos 3j de Wigner que apareem podem ser enontradasem [47℄:

(
j1 j2 j3

j1 −j1 −m3 m3

)
= (−1)−j1+j2+m3 ×

×
[

(2j1)!(−j1 + j2 + j3)!(j1 + j2 +m3)!(j3 −m3)!

(j1 + j2 + j3 + 1)!(j1 − j2 + j3)!(j1 + j2 − j3)!(−j1 + j2 −m3)!(j3 +m3)!

] 1
29Notar que essa expressão aparee inorreta em [23℄.
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(
j1 j2 j3

0 0 0

)
= (−1)(j1+j2+j3)/2 ((j1 + j2 + j3)/2)!

((j1 + j2 + j3)/2 − j1)! ((j1 + j2 + j3)/2 − j2)! ((j1 + j2 + j3)/2 − j3)!
×

×
[
(j1 + j2 − j3)!(j1 + j2 − j3)!(−j1 + j2 + j3)!

(j1 + j2 + j3 + 1)!

] 1
2

.Com o auxílio dessas expressões, alulamos
(

2 j j

2 −2 0

)
= (−1)j

[
3

(j + 2)(j + 1)(j − 1)

(2j + 3)(2j + 2)(2j + 1)(2j − 1)

] 1
2

,

(
2 j j − 2

2 −2 0

)
= (−1)j

[
1

2

(j + 2)(j + 1)(j − 1)

(2j + 1)(2j − 1)(2j − 2)(2j − 3)

] 1
2

,

(
2 j j + 2

2 −2 0

)
= (−1)j

[
1

2

(j + 2)(j + 1)(j)(j − 1)

(2j + 5)(2j + 4)(2j + 3)(2j + 2)(2j + 1)

] 1
2

,

(
2 j j

0 0 0

)
= (−1)j+1j(j + 1)

[
1

(2j + 3)(j + 1)(2j + 1)j(2j − 1)

] 1
2

,

(
2 j j − 2

0 0 0

)
= (−1)j

j(j − 1)

2

[
6

(2j + 1)j(2j − 1)(j − 1)(2j − 3)

] 1
2

,

(
2 j j + 2

0 0 0

)
= (−1)j

(j + 2)(j + 1)

2

[
6

(2j + 5)(j + 2)(2j + 3)(j + 1)(2j + 1)

] 1
2

.Com todos os símbolos 3j que ompareem em (3.5.36), podemos alular os termos da soma que �gura nolado direito de (3.5.36).Quando l = j − 2, a parela da soma do lado direito de (3.5.36) vale
−1

2(2j + 1)(2j − 1)

[
3

2

(j + 2)!

(j − 2)!

] 1
2

j(j−2)(k(ηo − ηe)) .Quando l = j, vale
−1

(2j + 3)(2j − 1)

[
3

2

(j + 2)!

(j − 2)!

] 1
2

jj(k(ηo − ηe)) .Quando l = j + 2,
−1

2(2j + 3)(2j + 1)

[
3

2

(j + 2)!

(j − 2)!

] 1
2

j(j+2)(k(ηo − ηe)) .
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Com esses termos alulados, podemos reesrever (3.5.36) omo
Fl(k(ηo − ηe)) = −

√
3

8

(l + 2)!

(l − 2)!

[
j(l−2)(k(ηo − ηe))

(2l+ 1)(2l− 1)
+

2jl(k(ηo − ηe))

(2l+ 3)(2l − 1)
+
j(l+2)(k(ηo − ηe))

(2l + 3)(2l+ 1)

]
. (3.5.37)Entretanto, devido às relações de reorrênia satisfeitas pelas funções de Bessel,

jl(k(ηo − ηe))

(k(ηo − ηe))2
=
j(l−2)(k(ηo − ηe))

(2l+ 1)(2l − 1)
+

2jl(k(ηo − ηe))

(2l + 3)(2l − 1)
+
j(l+2)(k(ηo − ηe))

(2l+ 3)(2l+ 1)
.Com isso podemos, �nalmente, reesrever Fl na forma simples

Fl(k(ηo − ηe)) = −
√

3

8

(l + 2)!

(l − 2)!

jl(k(ηo − ηe))

(k(ηo − ηe))2
. (3.5.38)Retomando o que obtivemos na equação (3.5.31), sempre tendo l ≥ 2,

plm(xo, ηo) =
4π√
2l + 1

√
6πil

∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)Fl(k(ηo − ηe))Ylm(k̂)µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe (3.5.39)om
Fl(k(ηo − ηe)) = −

√
3

8

(l + 2)!

(l − 2)!

jl(k(ηo − ηe))

(k(ηo − ηe))2
(3.5.40)e

Θ2(k, ηe) =

∫ ηe

0

{[
ΘSW (k, η)j2(k(ηe − η)) − Vb(k, η)

∂j2(k(ηe − η))

∂η

]
µ′(η) +

+(Ψ′ + Φ′)(k, η)j2(k(ηe − η))
}

e−µ(η)dη . (3.5.41)
3.5.4 Expressão da deomposição em termos de harm�nios esférios de spinÉ omum enontrar na literatura ([12℄, [31℄, [32℄) o tratamento da polarização da radiação ósmia de fundofeito om expansões em termos dos assim hamados harm�nios esférios de spin, introduzidos na Seção2.5.1.Em [12℄, por exemplo, lemos

(Q± iU)

4I
(e) =

∑

lm

a
(±2)
lm ±2Ylm(e) (3.5.42)Fazendo a omparação entre (3.5.42) e (2.5.3), aprendemos que

a
(2)
lm =

√
2l+ 1

4π
(−1)mpl−m , (3.5.43)62



ou seja,
a
(2)
lm(xo, ηo) = 4π

√
3

2
il
∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)Fl(k(ηo − ηe))Y

∗
lm(k̂)µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe (3.5.44)om Fl dado por (3.5.40) e Θ2 por (3.5.41).Usando o oe�iente (3.5.44) podemos esrever
Q+ iU

4I
(e) =

∫
d3k

(2π)3/2

∑

lm

4πα
(2)
l (k, ηo)i

lY∗
lm(k̂)eik·xo

2Ylm(e) (3.5.45)om
α

(2)
l (k, ηo) = −3

2

√
(l + 2)!

(l − 2)!

∫ ηo

0

µ′(ηe)e
−µ(ηe)dηe

1

2
[Θ2(k, ηe)]

jl(k(ηo − ηe))

(k(ηo − ηe))2
. (3.5.46)3.5.5 Modos E e BComo na seção 2.8, podemos de�nir, a partir dos oe�ientes da expansão de quantidades de spin, modoshamados E e B.Esrevendo

a
(2)
lm =

∫
Q+ iU

4I
2Ylm a

(−2)
lm =

∫
Q− iU

4I
−2Ylm .Sabemos que os oe�ientes a(2)

lm são dados por (3.5.44). Para obtermos E e B preisamos determinar a(−2)
lm .Para isso, onsideremos

(a
(2)
lm)∗ =

[∫
Q+ iU

4I
2Ylm

]∗
=

∫
Q− iU

4I
2Y

∗
lm =

∫
Q− iU

4I
(−i)m−2Yl−m = (−1)ma

(−2)
l−m .Logo, (a

(2)
lm)∗ = (−1)ma

(−2)
l−m . Reesrevendo (3.5.44),

a
(2)
lm(xo, ηo) = 4π

√
3

2
il
∫ ηo

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηe)Fl(k(ηo − ηe))Y

∗
lm(k̂)µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe (3.5.47)vemos laramente que (−1)m(a
(2)
l−m)∗ = a

(2)
lm e, portanto, a(−2)

lm = a
(2)
lm . Essa igualdade, (2.8.15) e (2.8.16)impliam, obviamente que

Elm =

√
(l + 2)!

(l − 2)!
a
(2)
lm Blm = 0 , (3.5.48)ou seja, a interação estudada não é apaz de induzir um modo B na radiação ósmia de fundo.3.6 ReespalhamentosA reombinação é uma époa de transição de um estado de equilíbrio entre matéria e radiação para umestado em que os dois sistemas atingem equilíbrios distintos. A transição entre essas duas on�gurações não63



é instantânea e, omo já desrito, é responsável pelo surgimento de multipolos om l > 2 nas �utuações detemperatura dos fótons da radiação ósmia de fundo.Quando deduzimos a expressão para o tensor de polarização �zemos uma simpli�ação assumindo que osfótons são iniialmente não polarizados (o que está de aordo om a hipótese de que estão em equilíbrio antesde desaoplarem-se) mas também assumimos que adquiriam polarização em apenas um espalhamento omum elétron. Podemos perguntar-nos agora qual seria o efeito sobre a polarização se fótons que já haviamespalhado uma vez sofressem um segundo espalhamento, o que é razoável dada a não-instantaneidade dareombinação.Para tanto, reonsideremos o que havíamos estabeleido quando tratamos em geral o espalhamento de partí-ulas om spin. Se onheemos o operador de espalhamento, no aso a parte T da matriz S do espalhamento,e a matriz densidade iniial do sistema, podemos obter a matriz densidade �nal do sistema omo:
ρf =

TρiT
†

TrρiT †T
. (3.6.1)Para alular o efeito de um espalhamento onsideramos a matriz densidade iniial sendo ρi = 1/2, indiandoque o sistema não apresenta nenhuma polarização, e utilizando a matriz T do espalhamento Thompson,obtivemos uma matriz densidade �nal. Se tomarmos, desta feita, omo matriz densidade iniial a matrizdensidade �nal que havíamos obtido antes, podemos alular através de (3.6.1) uma segunda matriz densidade�nal, orrespondendo a termos tomado em onta dois espalhamentos.Antes de iniiar as omputações, �xemos notações. Vamos denotar por ki o momento do fóton que inideem um entro espalhador, por ke o momento do fóton que foi espalhado uma vez, mas que inide em umsegundo entro espalhador e por ko o momento do fóton observado. Os operadores de espalhamento serãodenotados por T1 e T2 para o primeiro e para o segundo espalhamento respetivamente e são dados por:

T1 =

(
e∗ke+ · eki+ e∗ke+ · eki−

e∗ke− · eki+ e∗ke− · eki−

)
T2 =

(
e∗ko+ · eke+ e∗ko+ · eke−

e∗ko− · eke+ e∗ko− · eke−

)
. (3.6.2)De aordo om (3.6.1), teremos, para dois espalhamentos onseutivos,

ρ =
T2

(
T1

1
2T

†
1

)
T †

2

Tr
(
T2

(
T1

1
2T

†
1

)
T †

2

) . (3.6.3)Conentremo-nos, pois, no produto T2T1T
†
1T

†
2 . Notemos, primeiramente, que

T1T
†
1T

†
2 = T †

2T1T
†
1 + [T1T

†
1 , T

†
2 ]e, portanto,

T2T1T
†
1T

†
2 = (T2T

†
2 )(T1T

†
1 ) + T2[T1T

†
1 , T

†
2 ] . (3.6.4)Da mesma forma que proedemos na Seção 3.3, podemos esrever o efeito sobre a polarização devida a umfeixe de fótons inidentes om uma intensidade J(i) omo

Pab =

∫ ηo

0
dηeµ

′(ηe)e−µ(ηe)
∫ ηe

0
dηiµ

′(ηi)e−µ(ηi)
∫
d2e

∫
d2i
[

1
2T2T1T

†
1T

†
2 − 1

2

]

ab
J(i)

∫
d2e

∫
d2i 1

2Tr(T2T1T
†
1T

†
2 )J(i)

(3.6.5)64



lembrando que é a parte sem traço da matriz densidade a responsável pela desrição da polarização gerada.Essa seria a maneira mais geral de introduzir o efeito sobre a polarização de dois espalhamentos onseutivosde mesma natureza. O que se deve notar, entretanto, é que o tratamento nesse aso geral é muito ompliadoe uma simpli�ação, portanto, é feita: assumimos a hipótese de aos moleular10. Essa aproximação, em-pregada omo um dos ingredientes básios para a derivação da equação de Boltzmann lássia [48℄, leva-nosa não tomar em onta a orrelação entre o momento das partíulas que sofrem espalhamento. Uma breveilustração das ompliações aportadas por não supor aos moleular pode ser vista no Apêndie .1.Com essa aproximação, somos levados a tomar ke que aparee em T1 distinto de ke que aparee em T2,embora fossem, a priori, o mesmo. Isso orresponde a, ao invés de estudar o efeito de um espalhamentoseguido de um segundo, estudar apenas o efeito de dois espalhamentos. Essa distinção entre os momentosque apareem em T1 e T2 faz om que essas matrizes omutem e que, om isso, não seja mais neessárioonsiderar o termo do omutador em (3.6.4).Feita a hipótese de aos moleular, vamos então onentrar-nos no termo (T2T
†
2 )(T1T

†
1 ). Conforme já ha-víamos mostrado, ver (3.2.22), podemos esrever (T1T

†
1 )

Tr(T1T
†
1 )

= 1/2 + Pi,e e (T2T
†
2 )

Tr(T2T
†
2 )

= 1/2 + Po,e. Nessasexpressões, os subídies indiam que se trata do tensor de polarização para o espalhamento entre o fótoninidente e o espalhado ou entre o espalhado e o observado. Com isso,
(

3

4π

)2
1

2

∫
d2e

∫
d2i
[
(T2T

†
2 )(T1T

†
1 ) − 1]

ab
Θ(xi, ηi, i) =

=

(
3

4π

)2
1

2

∫
d2e

∫
d2i

{[1
2

+ Po,e
] [1

2
+ Pi,e

]
− 1}

ab

Θ(xi, ηi, i) =

=

(
3

4π

)2
1

2

∫
d2e

∫
d2i

[Po,e
2

+
Pi,e
2

+ Po,ePi,e −
3

4
1]

ab

Θ(xi, ηi, i) =

=

(
3

4π

)2
1

2

∫
d2e

[∫
d2i

(Pi,e
2

+ Po,ePi,e
)

ab

Θ(xi, ηi, i)

]
=

=

(
3

4π

)2
1

2

[∫
d2e

∫
d2i

(Pi,e
2

)

ab

Θ(xi, ηi, i) +

∫
d2e

∫
d2i (Po,ePi,e)abΘ(xi, ηi, i)

] (3.6.6)o termo Po,e foi desartado porque, não tendo fonte, anula-se quando integrado, e o termo da identidade foidesartado porque, quando integrado, dá a média angular das �utuações de temperatura, que é zero. Aqui,novamente omo na seção 3.4, vamos introduzir J(xi, ηi, i) ∝ (T
0
+ δT (xi, ηi, i))

4, fazer expansão de Tayloraté a primeira ordem no numerador e ordem zero no denominador, realizar as integrações neessárias e obterum fator multipliativo global ( 3
4π

)211.O termo ∫ d2e
∫
d2i(Pi,e)abΘ(xi, ηi, i) representa a integração do que tínhamos antes - algo omo o monopoloda polarização. Vamos onentrar-nos no termo �quadrátio�. De�nindo

pab =
∑

k

(Po,e)ak(Pi,e)kbtemos10O famoso Stosszahlansatz.11Notar que a parte do traço de (T2T
†
2 )(T1T

†
1 ) que não se anula sob integrações é um quarto do produto do traço dos fatores.
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p11 = (Po,e)11(Pi,e)11 + (Po,e)12(Pi,e)21 (3.6.7)
p12 = (Po,e)11(Pi,e)12 + (Po,e)12(Pi,e)22 . (3.6.8)Portanto,

p11 − ip12 = (Po,e)11[(Pi,e)11 − i(Pi,e)12] + (Po,e)12[(Pi,e)21 − i(Pi,e)22]
= (Po,e)11[(Pi,e)11 − i(Pi,e)12] + (Po,e)12[(Pi,e)12 + i(Pi,e)11]
= (Po,e)11[(Pi,e)11 − i(Pi,e)12] + i(Po,e)12[(Pi,e)11 − i(Pi,e)12]
= [(P0,e)11 + i(P0,e)12][(Pi,e)11 − i(Pi,e)12] (3.6.9)Com isso, em analogia ao que hamamos de Q+iU

4I em (3.5.12),
p11 − ip12

2
=

(
Q+ iU

4I

)

2

(xo, ηo) =

(
3

4π

)2 ∫
d2e

∫ ηo

0

dηeµ
′(ηe)e

−µ(ηe)

[
(Po,e)11 + i(Po,e)12

2

]
×

×
(∫

d2i

∫ ηe

0

dηiµ
′(ηi)e

−µ(ηi)

[
(Pi,e)11 − i(Pi,e)12

2

]
Θ(xi, ηi, i)

)
,(3.6.10)o índie 2 em (

Q+iU
4I

)

2
serve para lembrar que se trata do tratamento da polarização gerada por doisespalhamentos. O termo que aparee entre parênteses em (3.6.10) é justamente o que tínhamos em (3.5.12)e que vai servir de fonte para o segundo espalhamento.Dois pontos devem ser notados aqui: o primeiro é que há neessidade de apliar uma rotação de sistemas dereferênia para que haja onsistênia entre as de�nições empregadas na derivação do tensor de polarizaçãoe no termo de fonte, onforme já desrito na seção 3.5.2.O segundo ponto a notar-se, é uma extensão da hipótese de aos moleular: quando, dado um fóton nãopolarizado, apliamos (T1T
†
1 ), estamos omputando a polarização �nal desse fóton após o espalhamentoom um elétron. Essa polarização é, omo já visto, perpendiular ao plano de espalhamento e arrega,portanto, informação sobre os momentos envolvidos no espalhamento. Quando nos interessamos por umsegundo espalhamento e fazemos a hipótese de aos moleular, uma quantidade omo a polarização geradano primeiro espalhamento não é, em si, o que se deseja omo termo de fonte para (T2T

†
2 ) justamente porarregar informação sobre os momentos dos integrantes da primeira interação, ainda que apenas sobre oplano em que estão ontidos esses momentos. Devemos, então, empregar uma quantidade que seja esalare produzida à partir da polarização gerada no primeiro espalhamento. Teríamos, a priori, duas esolhas: omodo E e o modo B. Como visto na seção 3.5.5, o modo B = 0 e temos, sem ambiguidade, esolhido omodo E para servir de fonte para o segundo espalhamento.Retomando (3.6.10) em vista dessas observações e dos desenvolvimentos das Seções 2.5.1, 2.8 e 3.5.5, temos
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(
Q+ iU

4I

)

2

(xo, ηo) =

√
3

40π

∫
d2e

∫ ηo

0

dηeµ
′(ηe)e

−µ(ηe)Y22(e) ×

×
∑

l,m

(2l + 1)

4π

√
(l + 2)!

(l − 2)!
plm(xe, ηe)

√
4π

(2l + 1)

∑

M

Y∗
lM (e)Dl

mM (o) ,(3.6.11)onde o fator √ (l+2)!
(l−2)! vem do fato de estarmos inserindo o modo E (omo desrito por (2.8.15)). O fator

(2l+1)
4π aparee porque, segundo (2.3.9), os oe�ientes na expansão de P em termos dos Dl

m2 devem ser
(2l+1)

4π plm e √ 4π
(2l+1) aparee porque transformamos Dl

m0 num harm�nio esfério, omo desrito por (2.5).Então,
(
Q+ iU

4I

)

2

(xo, ηo) =

√
3

40π

∑

l,m

∫
dηeµ

′(ηe)e
−µ(ηe)

√
(l + 2)!

(l − 2)!

√
(2l + 1)

4π
plm(xe, ηe) ×

×
∫
d2eY22(e)

∑

M

Y∗
lM (e)Dl

mM(o)

=

√
3

40π

√
24

√
5

4π

∫ ηo

0

dηeµ
′(ηe)e

−µ(ηe)
∑

m

p2m(xe, ηe)D
2
m2(R

′) . (3.6.12)Inserindo agora
p2m(xe, ηe) = 4π

√
6π

5

∫ ηe

0

∫
d3k

(2π)3/2
eik·xeΘ2(k, ηi)F2(k(ηe − ηi))Y2m(k̂)µ′(ηi)e

−µ(ηi)dηie fazendo também a deomposição de (Q+iU
4I

)

2
em termos dos Djs, teremos

∫ (
Q+ iU

4I

)

2

Dj∗
m′m′′(o)d2o =

√
24

√
3

2

∫ ηo

0

dηeµ
′(ηe)e

−µ(ηe)
[√6π

5

∫
dR′

∫ ηe

0

µ′(ηi)e
−µ(ηi)dηi

∫
d3k

(2π)3/2
×

×eik·[xo+o(ηo−ηe)]Θ2(k, ηi)
∑

m

Y2m(k̂)D2
m2(o)Dj∗

m′m′′(o)d2o
]
F2(k(ηe − ηi)) . (3.6.13)O termo entre olhetes é exatamente o que já apareeu antes em (3.5.17). Temos agora que proederexatamente da mesma maneira para integrar sua dependênia angular. O resultado dessa integração serádado por (3.5.39). Chamando de ρlm os oe�ientes dessa expansão [em análogia aos plm em (3.5.18)℄, temos:

ρlm(xo, ηo) =
4π

√
24√

2l+ 1

√
3

2

∫ ηo

0

dηeµ
′(ηe)e

−µ(ηe)
[√

6πil
∫ ηe

0

dηiµ
′(ηi)e

−µ(ηi) ×

×
∫

d3k

(2π)3/2
eik·xoΘ2(k, ηi)F2(k(ηe − ηi))Ylm(k̂)

]
Fl(k(ηo − ηe)) . (3.6.14)Notar que a presença dupla da função de visibilidade µ′(η)e−µ(η) reforça o fato de termos dois espalhamentos.67



3.6.1 Equação de Boltzmann para a polarizaçãoA radiação observada pode ser polarizada ou não. A parte polarizada, em que nos interessamos, pode ter sidopolarizada por um, dois, diversos espalhamentos de fótons om elétros durante a reombinação. Devemoslembrar que quanto mais espalhamentos são tomados em onta, menos polarização líquida é gerada.Outro argumento para indiar que tomar em onta muitos espalhamentos não inlui muitas modi�ações noresultado �nal é que, ada vez que se omputa um termo TT †, tem-se um fator α (= 1
137 ) adiional, logo,ontribuições à polarização por múltiplos espalhamentos são suprimidas [23℄.Aqui, tomaremos em onta dois espalhamentos no máximo. Um tereiro espalhamento teria a mesma ordemdo termo devido ao spin no álulo da matriz S do espalhamento Thompson numa ordem a mais em teoria deperturbação. Tomar em onta essa orreção, entretanto, aarreta na neessidade de manipulação de termosque não são tão tratáveis quanto os já onsiderados. Veremos que apenas dois espalhamentos forneem aequação de Boltzmann enontrada na literatura.O efeito da polarização gerada por fótons que sofreram um espalhamento e pelos que sofreram dois será dadopela soma das ontribuições das duas parelas, ou seja,

ρlm(xo, ηo) =
4π

√
6π√

2l + 1
il
∫

d3k

(2π)3/2
eik·xo

∫ ηo

0

dηeµ
′(ηe)e

−µ(ηe)
[
Θ2(k, ηe) +

(
2
√

6

√
3

2

∫ ηe

0

Θ2(k, ηi)

F2(k(ηe − ηi))µ
′(ηi)e

−µ(ηi)dηi

)]
Fl(k(ηo − ηe))Ylm(k̂) . (3.6.15)onde, dentro dos olhetes, introduzimos Θ2(k, ηe), que dá onta da polarização devida a um espalhamentoe o termo entre parênteses dá onta da ontribuição de dois espalhamentos. Continuando om manipulaçõesalgébrias, temos
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6π√
2l+ 1

√
3

8

√
(l + 2)!

(l − 2)!
il
∫
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Ylm(k̂) =

= − 4π
√

6π√
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√
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(k(ηe − ηi))2
µ′(ηi)e

−µ(ηi)dηi

)]jl(k(ηo − ηe))

(k(ηo − ηe))2
Ylm(k̂) (3.6.16)Fazendo a expansão em termos de harm�nios esférios de spin, usando (2.5.3) e hamando os oe�ientesde αlm12, �amos om12Lembrar, que estamos seguindo a onvenção de que quando as expansões são feitas em termos das matrizes Dls, denotamosos oe�ientes por plm (no aso de um espalhamento) ou ρlm (no aso de dois), e quando a expansão é feita em termos deharm�nios esférios de spin, os oe�ientes são hamados de a

(2)
lm

ou α
(2)
lm

.
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√

6
(
− 3

2

√
24
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(k(ηo − ηe))2
Y∗
lm(k̂) (3.6.17)Com isso podemos esrever a deomposição de ( (Q+iU)

4I

)13 omo
Q+ iU
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∫
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2Ylm(o) (3.6.18)onde α(2)
l é dado por
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√
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j2(k(ηe − ηi))
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)]jl(k(ηo − ηe))

(k(ηo − ηe))2
, (3.6.19)que pode ser reesrita omo:
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∫ ηo
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dηeµ
′(ηe)e

−µ(ηe) 1
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[
Θ2(k, ηe) −

√
6α

(2)
2 (k, ηe)

]jl(k(ηo − ηe))

(k(ηo − ηe))2
.(3.6.20)(3.6.20) é, a menos de diferença de onvenções (que serão disutidas na Seção 3.7) idêntia a expressõesenontradas em [3℄, [1℄ ou [2℄, e orresponde à equação de Boltzmann para a polarização numa versãointegral. De fato, omo assumimos que a polarização e as perturbações da métria não são aopladas, nãodevem apareer termos relativos à geometria do espaço-tempo na propagação da polarização. O termode olisão é justamente o que aqui derivamos, dentro das aproximações supostas. Deve-se notar que adenominação de equação de Boltzmann para essa equação é mais devida ao fato de nela ompareerem umtermo desrevendo propagação (embora livre) e outro ontendo informações sobre olisões, do que ao fato deela ser realmente algum tipo de equação de Boltzmann, já que essa última, em essênia, presta-se a desrevera evolução de uma função distribuição de probabilidades de�nida sobre um espaço de fases.3.7 Comparação entre os resultados obtidos e a literaturaÉ, naturalmente, fundamental mostrar que os desenvolvimentos aqui apresentados onduzem a resultadosque ondizem om a literatura existente sobre o assunto. Estabeleeremos aqui a onexão entre nossos13“

Q+iU
4I

”

1
+

“

Q+iU
4I

”

2
onde os índies 1 e 2 orrespondem às ontribuições de um ou dois espalhamentos.69



resultados e os de [1℄. Para tanto, vamos apresentar quais são as onvenções utilizadas naquela referênia emostraremos de que maneira seus resultados são equivalentes aos nossos.3.7.1 As onvenções de [1℄Os prinipais pontos que se devem notar a respeito das onvenções utilizadas por [1℄ são o sentido do versorque dá a direção em que se observa o éu e o fato que lá se partiulariza k̂ em uma erta direção. A �gura3.7.1, extraída de [1℄ india essas onvenções.

Figura 3.7.1: Figura extraída de [1℄. Mostra-se nessa �gura as onvenções adotadas nessa referênia, prinipalmente o fatode k̂ ter sido esolhido na direção z e que o versor n̂ aponta para o observador.A primeira observação é que a direção do versor n na �gura 3.7.1 é diferente da adotada em nosso álulo(onde tomamos esse versor omo apontando na direção em que se vai observar). A segunda, é que nãofazemos qualquer partiularização na direção de k̂.3.7.2 Conexão entre nossos álulos e os de [1℄Vejamos qual a impliação das diferenças de onvenções aima disutidas em (3.6.18) e (3.6.20), que repro-duziremos aqui por onveniênia:
Q+ iU

4I
(xo, ηo,o) =

∫
d3k

(2π)3/2

∑

lm

4πα
(2)
l (k, ηo)i

lY∗
lm(k̂)eik·xo

2Ylm(o) (3.7.1)onde α(2)
l é dado por
α

(2)
l (k, ηo) = −3

2

√
(l + 2)!

(l − 2)!

∫ ηo

0

dηeµ
′(ηe)e

−µ(ηe) 1

2

[
Θ2(k, ηe) −

√
6α

(2)
2 (k, ηe)

]jl(k(ηo − ηe))

(k(ηo − ηe))2
. (3.7.2)A primeira oisa que se nota é que (3.7.2) não tem nenhuma informação sobre a direção o e, portanto,permanee exatamente omo está. k, entretanto omparee expliitamente. No entanto, no aso em que seonsidera que as �utuações de temperatura tiveram origem de �utuações gaussianas de sobredensidades numuniverso primordial, omo em geral assume-se na literatura e em espeial em [1℄, Θ(η,k) pode ser esrito70



omo [12℄ Θ(η,k) = Θ(η, k)a(k), onde a é uma variável aleatória satisfazendo 〈a(k)a∗(k′)〉 = δ(k − k′)(devido à gaussianidade). Como a é uma variável aleatória, não há diferença que se partiularize k̂ em umadada direção e, portanto, para omparar nosso resultado om [1℄ vamos substituir a dependênia em Θ,esrevendo apenas Θ = Θ(η, k) em (3.7.2) e suprimiremos a:
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√
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(2)
2 (k, ηe)

] jl(k(ηo − ηe))

(k(ηo − ηe))2
(3.7.3)e, então, (3.7.3) não sofre qualquer alteração sobre partiularização de k̂ ou esolha do sentido de o.Devemos nos onentrar, portanto em (3.7.1). A inversão do sentido de o aarreta apenas em um (−1)l. Apartiularização de k̂ na direção z tem onsequênias mais interessantes. Essa esolha faz om que se esreva

Y∗
LM(k̂) = δM0

√
2L+ 1

4π
(3.7.4)e, om isso, (3.7.1) �a

Q+ iU
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(xo, ηo,o) =

∫
d3k

(2π)3/2
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4π(2l+ 1)α
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l (k, ηo)e
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2Yl0(o) =

=

∫
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(2π)3/2
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(−i)l
√

4π

2l + 1
[(2l + 1)α

(2)
l (k, ηo)]e

ik·xo
2Yl0(o) . (3.7.5)Baseados em [1℄, vamos onsiderar as funções ±2G

0
l em termos das quais as expansões são feitas:

±2G
0
l = (−i)l

√
4π

2l+ 1
[2Yl0(o)]eik·xo . (3.7.6)Em termos dessas funções [1℄ expande Q+iU

4I omo14:
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El 2G
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l (3.7.7)om
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jl(k(ηo − ηe))

(k(ηo − ηe))2
(3.7.8)e

P =
1

10
[Θ2 −

√
6E2] . (3.7.9)Comparando (3.7.3) e (3.7.5) om o que se obtem inserindo (3.7.6), (3.7.8) e (3.7.9) em (3.7.7), vemos quehá uma diferença de um fator (2l + 1) entre nosso álulo e o que se enontra em [1℄ e que esse fator vem14Na verdade em [1℄, os fatores de 2π não são simétrios em relação à transformada de Fourier e sua inversa e, então, (3.7.7)não é exatamente o que aparee em [1℄. 71



apenas das onvenções adotadas em [1℄. Para termos exatamente o que aparee em [1℄ de�nimos
α

(2)
l (k, ηo) =

El(ηo, k)

2l+ 1
(3.7.10)e

Θ2(k, η) =
Θ̃2(k, η)

2.2 + 1
. (3.7.11)Isso é o su�iente para que (3.7.3) onverta-se identiamente em (3.7.8), que é a expressão para a equaçãode Boltzmann para a polarização que aparee em [1℄, [2℄ e [3℄, por exemplo. Isso mostra que onsiderar oefeito de dois espalhamentos sobre a polarização dos fótons é su�iente para que se obtenha as expressõesda literatura.
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Capítulo 4Expressão dos oe�ientes no espaçoRealTendo mostrado que nosso resultado para a versão integral da equação de Boltzmann é equivalente ao quese enontra na literatura, uma vez feitas as mesmas hipóteses, vamos nos onentrar em um outro tipo deabordagem para o problema da polarização: o tratamento no espaço real. Esse tipo de desenvolvimento foiiniiado por [4℄ e pode servir omo uma alternativa à tradição de tratar problemas assoiados à radiaçãoósmia de fundo em termos de orrelações. Neste apítulo �nal, portanto, onsideraremos omo é possívelfazer a transformada de Fourier inversa em (3.6.17) e expressar a polarização no espaço real. O resultadodessa transformação tem um signi�ado geométrio muito laro, deixando transparentes as relações ausaissatisfeitas entre os pontos de emissão, espalhamento, reespalhamento e observação.4.1 Resultado para um espalhamentoIniiaremos por tratar o que aontee no problema om apenas um espalhamento, já que a generalizaçãopara dois espalhamentos pode ser feita failmente. Para tanto, onsideremos (3.5.44) e nela vamos inserir(3.5.40) e (3.5.41). Com isso,
a
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µ′(ηe)e

−µ(ηe)dηe . (4.1.1)Se �zermos xo = ~0, ou seja, o ponto de observação oinide om a origem do sistema de oordenadas, teremos
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}
. (4.1.2)Toda a dependênia em k está ontida nas integrais dentro dos olhetes e poderia ser eliminada aso essasintegrais pudessem ser feitas. Para dar um passo nessa direção vamos desobrir omo exprimir os oe�ientesda expansão dos potenias, que aqui dependem de k, em termos dos oe�ientes da expansão no espaço real.4.1.1 Conexão entre oe�ientes no espaço real e sua transformada de FourierConsideremos o seguinte desenvolvimento:Seja Ξ(x, χ) uma quantidade em que estejamos interessados, om x = ex, e χ um onjunto de outras variáveisde que Ξ dependa. Consideremos a transformada de Fourier dessa quantidade Ξ:
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∫
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. (4.1.5)4.1.2 Resultado para um espalhamento - parte IIPodemos agora usar (4.1.5) em (4.1.2) onde esrevíamos Slm(k, η), Vlm(k, η) e Ilm(k, η). Com isso, obtemos:
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, (4.1.6)ou, simpli�ando,
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dkjl(k(ηo − η̄))j2(k(ηe − η))jl(k(ηo − ηe)) . (4.1.8)Se pudermos resolver essa integral, então teremos expressado os oe�ientes que determinam a polarizaçãoem termos de quantidades no espaço real, ou seja, em termos de pontos do espaço-tempo: distânias einstantes de tempo. Como veremos, é possível resolver essa integral, mas vejamos antes omo se passammanipulações omo as aqui apresentadas para o aso de dois espalhamentos.75



4.2 Resultado para dois espalhamentosTendo em mente que os oe�ientes da expansão da polarização gerada por dois espalhamentos é o queaparee em (3.6.17), podemos nos onvener que a expressão
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dηTlm((ηo − η̄), η)I2

}] (4.2.3)Passemos agora às integrações.4.3 Integrais envolvendo funções de BesselIntegrais envolvendo produtos de funções de Bessel apareem de maneira natural quando se tenta retornarao espaço real, omo visto em (4.1.7), por exemplo. Integrar esses produtos de funções de Bessel, entretanto,requer algumas bases.Conforme já apontado, o tratamento o estudo de funções espeiais pode ser feito om uma abordagem deteoria de grupos, omo em [26℄ ou [27℄. O estudo das representações irredutíveis de grupos de Lie dá origema onjuntos de funções espeiais e pode-se deduzir importantes relações sobre essas funções investigandoquestões relativas à teoria de grupos. Como já visto, as representações irredutíveis do grupo de rotação dãoorigem às funções Dl
mm′(α, β, γ), que formam uma base sobre as funções de quadrado integrável sobre a76



esfera.Outros grupos de Lie ompatos dão origem a outros onjuntos de funções espeiais, omo pode ser visto nasreferênias supraitadas. Grupos não ompatos, entretanto, são de grande interesse e, apesar de em geralnão terem algumas das boas propriedades ompartilhadas por grupos ompatos, alguns podem ser tratados.Esse é o aso do grupo eulideano, ujas representações podem ser obtidas omo limite das representaçõesdo grupo de rotação em quatro dimensões [27℄ e, por isso, herdam algumas boas propriedades.O grupo eulideanoE3 onsiste do onjunto de transformações em R3 que deixa distânias invariantes, ou seja,rotações e translações no espaço. Os elementos de matriz das representações desse grupo estão assoiadasàs funções de Bessel esférias, omo pode ser visto em [27℄. Os elementos de matriz das representações dogrupo eulideano em duas dimensões dão origem às funções de Bessel.Uma das propriedades fundamentais que podem ser estabeleidas sobre funções espeiais são teoremas deadição, que seguem da regra de multipliação do grupo. Para o aso do grupo eulideano, devido à sua nãoompaidade, regras de adição passam a não ser tão simples omo no aso do grupo de rotações, por exemplo.De fato, um teorema devido a Weierstrass a�rma a impossibilidade de expressar-se Jν(Z + z) omo umafunção algébria de Jν(Z) e Jν(z) o que implia que funções de Bessel não possuem teoremas de adição nosentido estrito do termo [45℄. Entretanto há lasses de fórmulas que podem ser interpretadas omo teoremasde adição.Uma dessas fórmulas é o teorema de adição de Gegenbauer1 [45℄. Um aso espeial desse teorema de adiçãoimplia que
senkr

kr
=

∞∑

n=0

(2n+ 1)jn(kr1)jn(kr2)Pn(cos θ) (4.3.1)onde r2 = r21 + r22 − 2r1r2 cos θ (r, r1 e r2 são lados de um triângulo)2. Sabemos também que vale [27℄:
jn(r) = rn

(
−1

r

d

dr

)n
senr

r
(4.3.2)que é onheida omo fórmula de Rayleigh.Além disso, sabemos que vale para polin�mios assoiados de Legendre

P lm(cos θ) = (1 − cos2 θ)m/2
dm

d(cos θ)m
Pl(cos θ) . (4.3.3)Segue de (4.3.1), (4.3.2) e (4.3.3), que [27℄

jm(kr)

(kr)m
=

∞∑

n=m

(2n+ 1)jn(kr1)jn(kr2)

((kr1)(kr2)senθ)m
Pmn (cos θ) . (4.3.4)Essa é a regra de adição fundamental que permite a integração de produtos de funções de Bessel esférias.4.3.1 Integral de três funções de Bessel esfériasMotivados pela integral (4.1.8), prouramos integrar1Wierner Sitzungsberihte, LXX (2), (1875), pp.6-16.2Segundo [45℄ essa regra é devida a Clebsh, Journal für Math., LXI, (1863), p.227.77



I =

∫
dkjl(kr1)j2(kr3)jl(kr2) .Lembre-mo-nos, para tanto, que, para m par,

∫ 1

−1

Pml (x)P−m
l′ dx =

2

2l + 1
δl,l′ . (4.3.5)Com isso,

∫
dkjl(kr1)j2(kr3)jl(kr2) =

∞∑

l′=2

∫
dkjl′(kr1)j2(kr3)jl′(kr2)δl,l′

=
2l′ + 1

2

∞∑

l′=2

∫
dk

∫ 1

−1

d(cosχ)j2(kr3)jl′(kr1)jl′ (kr2)P
2
l′ (cosχ)P−2

l′ (cosχ)

=
1

2

∫
dk

∫ 1

−1

d(cosχ)j2(kr3)P
−2
l′ (cosχ)(kr1)

2(kr2)
2sen2χ×

×
∞∑

l′=2

(2l′ + 1)jl′(kr1)jl′(kr2)P
2
l′ (cosχ)

[(kr1)(kr2)senχ]2
(4.3.6)Vamos agora supor que χ seja o ângulo enerrado por r1 e r2, ou seja, r2 = r21 + r22 − 2r1r2 cosχ. Podemos,então, fazer a seguinte mudança de variável:

∫ 1

−1

d(cosχ) →
∫ r1+r2

|r1−r2|
dr

r

r1r2
.Usando também (4.3.4) em (4.3.6), teremos

∫
dkjl(kr1)j2(kr3)jl(kr2) =

1

2

∫ r1+r2

|r1−r2|
dr(rr1r2)P

−2
l′ (cosχ)sen2χ

∫ ∞

0

dkk2 j2(kr3)j2(kr)

r2
(4.3.7)Usando

jn(x) =

√
π

2x
Jn+1/2(x)na integral em k que aparee no lado direito de (4.3.7), �amos om

∫ ∞

0

dkk2 j2(kr3)j2(kr)

r2
=

π

2
√
r3

∫ ∞

0

dkk
J5/2(kr3)J5/2(kr)

r5/2
. (4.3.8)Usando agora a relação

d

dx
(xνJν(x)) = xνJν−1(x)mostramos que

J5/2(kr3) =
1

k(kr3)7/2
d

dr3
[(kr3)

7/2J7/2(kr3)]78



e, om isso, o segundo termo em (4.3.8) �a
π

2r
1/2
3

1

r7/2
d

dr3

[
r
7/2
3

∫ ∞

0

dk
J7/2(kr3)J5/2(kr)

r5/2

]
. (4.3.9)A integral ∫∞

0 dk
J7/2(kr3)J5/2(kr)

r5/2 pertene a uma lasse de integrais hamadas de integrais de Weber-Shafheitlin[45℄ que, no aso onsiderado, é desontínua om relação aos parâmetros r e r3 e tem-se
r
7/2
3

∫ ∞

0

dk
J7/2(kr3)J5/2(kr)

r5/2
=






0 se r3 < r
1
2 se r3 = r

1 se r3 > r

(4.3.10)logo,
r
7/2
3

∫ ∞

0

dk
J7/2(kr3)J5/2(kr)

r5/2
= H(r3 − r)om H sendo um degrau de Heaviside. Com isso, voltando a (4.3.9), temos

π

2r
1/2
3 r7/2

d

dr3

[
r
7/2
3

∫ ∞

0

dk
J7/2(kr3)J5/2(kr)

r5/2

]
=

π

2r
1/2
3 r7/2

δ(r − r3) (4.3.11)e onluímos failmente que
I =

∫
dkjl(kr1)j2(kr3)jl(kr2) =

π

4

r1r2
r33

P−2
l (cosχ)sen2χ (4.3.12)onde r1, r2 e r3 devem formar um triângulo. Esse resultado é demonstrado também por [45℄, num aso maisgeral e empregando outros meios.4.4 Interpretação dos resultados obtidos para o aso de um espa-lhamentoCuriosamente as integrais de três funções de Bessel esférias só não se anulam identiamente, omo vimos,quando seus argumentos satisfazem desigualdades que em nosso aso esrevem-se

|(ηe − η) − (ηo − ηe)| ≤ (ηo − η̄) ≤ (ηo − η) ,ou seja, a integração em (η0 − η̄) �a restrita a um intervalo �nito:
∫ ∞

0

d(η0 − η̄) →
∫ ηo−η

|(ηe−η)−(ηo−ηe)|
d(ηo − η̄) .Essa restrição no intervalo de integração resolve a questão que havia sobre a onvergênia de (4.1.7), já quetínhamos que alular uma integral em um intervalo não-�nito sobre uma variável à qual não se tinha nenhumpeso desresente assoiado. Além da solução desse ponto, a integração de três funções de Bessel (4.3.12)permite que I que aparee em (4.1.7) seja esrita em termos dos intervalos que araterizam a geometria doproblema:

I =
π

4

(ηo − ηe)(ηo − η̄)

(ηe − η)3
sin2 χP−2

l (cosχ) (4.4.1)79



om 2(ηo − ηe)(ηo − η̄) cosχ = (ηo − ηe)
2 + (ηo − η̄)2 − (ηe − η)2.Pode-se, então, ter uma representação pitória da geometria envolvida na araterização da solução doproblema para um espalhamento:

η

η

η

χ

χ

η

eη

o

η−

−

Figura 4.4.1: Na �gura temos uma representação da geometria do problema. O one de luz passado do entro espalhador érepresentado pelo írulo de raio (ηe − η). O intervalo de variação de (ηo − η̄) é entre (ηo − ηe)− (ηe − η) e (ηo − η). O ângulo
χ que aparee em I está indiado na �gura. As direções de variação de η̄, χ e η são indiadas por setas duplas.Na �gura (4.4.1), irunferênias entradas em ηo indiam o lugar geométrio de onde emergiram fótons que80



foram observados em η0 após um tempo |ηo − η̄|. Naturalmente, onsiderar o onjunto de todas as possíveisirinferênias é equivalente a onsiderar todo o one de luz passado de (xo, ηo). Variações de η̄ indiampassagem entre as diferentes inurferênias que são, de fato, interseções do one de luz passado de (xo, ηo)om superfíies de tempo onstante.Os írulos onêntrios entrados em ηe representam, para ada η, o lugar geométrio de onde emergiramos fótons que atingem o entro espalhador num tempo |ηe − η| após terem desaoplado. A ada η distintoorresponde uma irunferênia relativa a fótons que se desaoplaram mais edo ou mais tarde da matéria.A função de visibilidade é que governa a probabilidade desse desaoplamento em função do tempo.Interessantemente, o intervalo que interessa na integração em η̄ orresponde exatamente ao one de luzpassado do entro espalhador desde quando os fótons se desaoplaram3. Isso está de aordo om o que seespera, uma vez que omo não assumimos um aoplamento direto entre a métria e a polarização - a onexãoentre perturbações do espaço-tempo e a polarização só se faz via temperatura dos fótons inidentes numentro espalhador - a in�uênia dos poteniais de Bardeen tem que estar ontida no one de luz passado doentro espalhador.4.5 Integral de quatro funções de Bessel esfériasSuponha que estejamos interessados na integral
I2 =

∫ ∞

0

dkjl(kr1)j2(kr3)jl(kr2)
j2(kr4)

(kr4)2
.Com o intuito de lançar mão dos mesmos artifíios que empregamos na integração de três funções de Bessel,vamos hamar de χ o ângulo formado por r1 e r2, ou seja, r2 = r21 + r22 − 2r1r2 cosχ, e esreveremos, usando(4.3.4):

I2 =

∫ r1+r2

|r1−r2|
dr

r

r1r2
P−2
l (cosχ)sen2χ

r21r
2
2

r2r24

∫ ∞

0

dkj2(kr4)j2(kr3)j2(kr) . (4.5.1)Usando (4.3.12) teremos
I2 =

π

4

∫ r1+r2

|r1−r2|
dr
r1r2r3
r54

P−2
l (cosχ)sen2χP−2

l (cos β)sen2β (4.5.2)já que (4.3.12) implia que r3, r4 e r devem formar um triângulo r24 = r23 + r2 − 2r3r cosβ. Naturalmentequando se esreve sen ou cos em (4.5.4) entende-se que esses devem ser esritos em termos de r, usandoa geometria dos triângulos que surgem durante a integração. A ondição que r3, r4 e r devem formar umtriângulo implia, entretanto em uma outra desigualdade triangular que deve ser satisfeita:
|r3 − r4| ≤ r ≤ r3 + r4 .A integral (4.5.2) deve então ser alulada om r variando no intervalo:

G =
[
|r1 − r2|, r1 + r2

]
∩
[
|r3 − r4|, r3 + r4

]
, (4.5.3)3Naturalmente depois faz-se a integração sobre os entros espalhadores, omo presrito em (4.1.7).81



ou seja, no intervalo mais restritivo possível. Expliitamente,
I2 =

π

4

∫

G

dr
r1r2r3
r54

P−2
l (cosχ)sen2χP−2

l (cosβ)sen2β . (4.5.4)A geometria dessa integração �a mais lara om o auxílio da �gura:
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Figura 4.5.1: Quadrilátero que deve ser formado por r1, r2, r3 e r4 para que a integral I2 não se anule. Vê-se que a ondiçãoé que se formem dois triângulos que ompartilham um de seus lados. Os pontilhados fortes indiam os intervalos em que r podeestar de�nido. A integral I2 deve ser alulada na interseção desses onjuntos, indiada, nesse aso espeial, pela seta duplaom indiação G. r1 foi transportado para que se pudesse ter uma visualização lara do intervalo de integração.4.6 Interpretação para o aso de dois espalhamentosA interpretação para o aso de dois espalhamentos é mais ompliado pois as relações impostas pela integral(4.5.4) são bastante menos restritivas que aquelas introduzidas por (4.3.12) e temos sempre que nos preouparom o intervalo de integração que deve ser utilizado em I2. Expliitamente, substituindo as distâniasaraterístias do problema em (4.5.4), I2 esreve-se omo:
I2 =

π

4

(ηo − ηe)(ηo − η̄)(ηe − ηi)

(ηi − η)5

∫

G

d(ηe − η̄)P−2
l (cosχ)sen2χP−2

l (cos β)sen2β (4.6.1)om
2(ηe − ηi)(ηe − η̄) cosβ = (ηe − ηi)

2 + (ηe − η̄)2 − (ηi − η)2 ,

2(ηo − ηe)(ηo − η̄) cosχ = (ηo − ηe)
2 + (ηo − η̄)2 − (ηe − η̄)282



e G o intervalo
G =

[
|(ηo − ηe) − (ηo − η̄)|, (ηo − ηe) + (ηo − η̄)

]
∩
[
|(ηe − ηi) − (ηi − η)|, (ηe − ηi) + (ηi − η)

]
. (4.6.2)Aqui, sempre que esrevemos a diferença de tempos estamos pensando no valor absoluto dessa diferença,mas para não sobrearregar a notação om módulos, não os esreveremos. Poderíamos argumentar que ointervalo [|(ηe − ηi) − (ηi − η)|, (ηe − ηi) + (ηi − η)

] sempre é mais restritivo, no ontexto do problema queestamos tratando, que [|(ηo − ηe) − (ηo − η̄)|, (ηo − ηe) + (ηo − η̄)
], pois o primeiro intervalo é relativo aintervalos de tempo transorridos durante a reombinação e, portanto, têm que ser muito menores do queos intervalos relativos às distânias entre nós e a reombinação.Devido ao requerimento de que os pontos envolvidos na integração formem um quadrilátero para que aintegral não se anule e omo parte do quadrilátero que esses lados devem formar é o triângulo que tínhamosno aso anterior, o aso de dois espalhamentos tem que ser uma generalização do aso anterior. Alémdisso é uma restrição natural a ser imposta que o ponto ηi, orrespondente ao instante em que o primeiroespalhamento se dá, esteja dentro do írulo de raio (ηe−η) entrado em ηe. Isso faz sentido físio já que todosos pontos que podem in�ueniar (xi, ηi) têm também que ser apazes de in�ueniar (xe, ηe), uma vez quesupomos que esses dois pontos são onetados por fótons quando iniiamos a hipótese de dois espalhamentosentre fótons e elétrons em sequênia.A região de integração orresponde a um intervalo entre os raios (ηe − η) e (ηe − ηi). Isso implia que

I2 deve ser alulada entre o tempo neessário para que o fóton se propague entre o primeiro e o segundoespalhamento e o tempo neessário para que um fóton propague-se da superfíie de último espalhamento (η)até (ηe). As outras integrais vão tomar onta de que se possa ter os instantes de desaoplamento (η) e osespalhamentos (ηe e ηi) em qualquer instante, pesados por funções de visibilidade.Devido às imposições sobre o intervalo em que I2 deve ser alulada para que não se anule identiamente,é neessário que a integração em (ηo − η̄), que antes era feita em todo o espaço, seja agora feita apenas nointervalo [|(ηo − ηe) − (ηe − η)|, (ηo − η)
] pois, aso o ontrário, seria violada uma desigualdade triangularentre e I2 anularia-se.Pitoriamente essa geometria pode ser desrita de maneira análoga à �gura 4.4.1:
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Figura 4.6.1: Na �gura temos uma representação da geometria do problema. O ângulo β está assoiado a uma variável deintegração em I2. A região preenhida orresponde ao intervalo de integração em I2. O ângulo χ que aparee em I e I2 estáindiado na �gura. As direções de variação de η̄, χ e η são indiadas por setas duplas.O resultado, portanto, de se tratar a polarização em espaço real é, retomando (4.6.3):
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α
(2)
lm (ηo) = − 3

2π

√
(l + 2)!

(l − 2)!

∫ ηo

0

dηe
µ′(ηe)e−µ(ηe)

(ηo − ηe)2

∫ (ηo−ηe)

|(ηo−ηe)−(ηe−η)|
d(ηo − η̄)(ηo − η̄)2

[{∫ ηe

0

dηTlm((ηo − η̄), η)I

}
+

+36

∫ ηe

0

dηiµ
′(ηi)e

−µ(ηi)

{∫ ηi

0

dηTlm((ηo − η̄), η)I2

}] (4.6.3)om
Tlm((ηo − η̄), η) ≡ e−µ(η)

[
µ′(η)

[
Slm((ηo − η̄), η) − Vlm((ηo − η̄), η)

∂

∂η

]
+ Ilm((ηo − η̄), η)

]
, (4.6.4)

I dada por (4.4.1) e I2 por (4.6.1).Vemos que essa abordagem em espaço real é mais omplexa do que a abordagem usual que dedia-se aalular orrelações. Essa omplexidade aparee tanto omputaionalmente, já que há mais integrais aserem resolvidas, quanto na neessidade de onheer-se os poteniais de Bardeen em todo o espaço paraque se possa alular os oe�ientes da deomposição da polarização omo desrito por (4.6.3). Entretantotodas as fases, assim omo toda informação sobre as �utuações omo função da posição, são guardadas nasfórmulas que obtivemos.
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ConlusãoAo longo das seções que ompuseram esse trabalho fomos apazes de desenvolver uma nova abordagem paraa derivação do termo de fonte para a polarização da radiação ósmia de fundo utilizando teoria inétiae meânia quântia, integrar dependênias angulares de modo a obter uma expansão da polarização emtermos de oe�ientes multipliados por harm�nios esférios de spin e, por �m, esrever esses oe�ientesinteiramente no espaço real. Pudemos mostrar ainda que a abordagem para a derivação da equação deBoltzmann que apresentamos aqui é equivalente à enontrada na literatura, se as mesmas hipóteses simpli-�adoras são empregadas.O resultado obtido em espaço real é bastante geral, dado que hipóteses sobre a natureza do ampo de �u-tuações não preisam ser assumidas. Essa generalidade, entretanto, aarreta que para obter os oe�ientesda polarização em espaço real os poteniais gravitaionais têm que ser onheidos em todo o espaço-tempo,o que impliaria na neessidade de solução exata das equações de Einstein. Como as ondições iniiais quese impõem na solução dessas equações são aquelas vindas da in�ação, o máximo que se a�rma sobre essassoluções é que orrespondem a um universo estatistiamente equivalente ao nosso, o que não é su�iente paraa determinação da polarização em nossa abordagem.A neessidade de mapear as �utuações dos poteniais para que se possa determinar a polarização podepareer um inonveniente, entretanto o método pode ter apliações. Sabemos, por exemplo, que dentro deertas aproximações é possível inverter o problema e determinar os oe�ientes dos poteniais em termosdaqueles da polarização [4℄. Apesar da possibilidade de uma tal inversão no aso geral ser desonheida(e provavelmente impossível) esse formalismo pode ter apliações no estudo de lentes gravitaionais, porexemplo, já que nesse domínio as �utuações de densidade loalizadas têm um papel entral.Além disso, esse formalismo pode ser usado para estudar possibilidades de desvios do prinípio osmológioque supõem que estamos observando o universo de uma região araterizada por uma on�guração espeialde poteniais que nos onduziriam a interpretar o resultado de observações omo uma aeleração global douniverso. Um típio exemplo são as bolhas de Hubble [49℄ e podemos estudar, no espaço real, qual seria oefeito sobre a polarização se uma tal on�guração espeial de poteniais fosse dada e eventualmente imporlimites sobre essa não operniianidade.
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Apêndie
.1 Ilustração da neessidade da hipótese de aos moleularPara ilustrar a neessidade da hipótese de aos moleular empregada na Seção 3.6, vamos tentar prosseguirum pouo os álulos lá iniiados tomando em onta as orrelações entre os momentos e ver que hegamosa expressões razoavelmente ompliadas.Os termos entre parênteses do lado direito de (3.6.4) são exatamente da forma do que já havíamos alu-lado anteriormente. O termo do omutador, entretanto, é novo. Chamando de tij as entradas da matriz
T2[T1T

†
1 , T

†
2 ], obtemos, após a multipliação das matrizes:

t11 = (e∗ko+ · eke+)
[
(eko+ · e∗ke−)(e∗ke+ · k̂i)(eke− · k̂i) − (e∗ko+ · eke−)(eke+ · k̂i)(e∗ke− · k̂i)

]
+

(e∗ko+ · eke−)(eke+ · k̂i)(e∗ke− · k̂i)
[
(eko+ · e∗ke+) − (e∗ko+ · eke+)

]
, (.1.1)

t22 = (e∗ko− · eke−)
[
(eko− · e∗ke+)(eke+ · k̂i)(e∗ke− · k̂i) − (e∗ko− · eke+)(e∗ke+ · k̂i)(eke− · k̂i)

]
+

(e∗ko− · eke+)(eke− · k̂i)(e∗ke+ · k̂i)
[
(eko− · e∗ke−) − (e∗ko− · eke−)

]
, (.1.2)

t12 = (e∗ko+ · eke+)(e∗ke+ · k̂i)(eke− · k̂i)
[
(eko− · e∗ke−) − (e∗ko− · eke−)

]
+

(e∗ko+ · eke−)
[
(eko− · e∗ke+)(eke+ · k̂i)(e∗ke− · k̂i) − (e∗ko− · eke+)(eke− · k̂i)(e∗ke+ · k̂i)

] (.1.3)e t21 = t∗12.Pode-se observar que todas as entradas são esritas omo somas de termos do tipo
(e∗koλ · ekeλ′)(e∗koξ · ekeξ′)(e

∗
keζ · k̂i)(ekeζ′ · k̂i)om índies λ, λ′, ξ, ξ′, ζ, ζ′ podendo ser ±1.Primeiramente vamos voltar a esrever expliitamente os vetores das bases artesianas. Com isso,
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e∗koλ · ekeλ′ =

[−λ√
2
(εko1 − iλεko2)

] [−λ′√
2

(εke1 + iλ′εke2)

]

=
λλ′

2
[εko1 · εke1 + iλ′εko1 · εke2 − iλεko2 · εke1 + λλ′εko2 · εke2] . (.1.4)e

(e∗keζ · k̂i)(ekeζ′ · k̂i) =
ζζ′

2

[
(εko1 − iζεko2) · k̂i

] [
(εko1 + iζ′εko2) · k̂i

] (.1.5)Vamos avaliar agora o omportamento desses termos. Para tanto, vamos deompor todos os vetores envol-vidos na base formada por k̂o, εko1 e εko2. Denotaremos por θ e φ os ângulos da deomposição dos vetoresassoiados ao sistema do fóton espalhado e α, β os ângulos relativos ao sistema do fóton inidente, ou seja,esrevendo as deomposições que nos serão neessárias,
k̂i = senβ cosαεko1 + senβsenαεko2 + cosβk̂o (.1.6)

εke1 = cos θ cosφεko1 + cos θsenφεko2 − senθk̂o (.1.7)
εke2 = −senφεko1 + cosφεko2 (.1.8)Com isso, usando (.1.4), podemos reesrever (e∗koλ

· ekeλ′)(e∗koξ
· ekeξ′) omo:

(e∗koλ · ekeλ′)(e∗koξ · ekeξ′) =
λλ′ξξ′

4

[
cos2 θ cos2 φ− iξ′ cos θsenφ cosφ− iξ cos2 θsenφ cosφ+ ξξ′ cos θ cos2 φ−

−iλ′ cos θsenφ cosφ− λ′ξ′sen2φ− λ′ξ cos θsen2φ− iλ′ξξ′senφ cosφ−
−iλ cos2 θsenφ cosφ− λξ′ cos θsen2φ− λξ cos2 θsen2φ− iλξξ′ cos θsenφ cosφ+

+λλ′ cos θ cos2 φ− iλλ′ξ′senφ cosφ− iλλ′ξ cos θsenφ cosφ+ λλ′ξξ′ cos2 φ
] (.1.9)De maneira semelhante, (.1.5) esreve-se omo

(e∗keζ · k̂i)(ekeζ′ · k̂i) =
ζζ′

2

{
cos2 θ cos2 φsen2β cos2 α+ 2 cos2 θsenφ cosφsen2βsenα cosα+ cos2 θsen2φsen2βsen2α−

−2senθ cos θ cosφsenβ cosβ cosα− 2senθ cos θsenφsenβ cosβsenα+ sen2θ cos2 β +

+i(ζ′ − ζ)
[
− cos θsenφ cosφsen2β cos2 α+ cos θ cos2 φsen2βsenα cosα−

− cos θsen2φsen2βsenα cosα+ cos θsenφ cosφsen2βsen2α+

+senθsenφsenβ cosβ cosα− senθ cosφsenβ cosβsenα
]

+

+ζζ′
[
sen2φsen2β cos2 α− 2senφ cosφsen2βsenα cosα+ cos2 φsen2βsen2α

]} (.1.10)Devemos então introduzir esses fatores em (.1.1), (.1.2) e (.1.3) para determinarmos a matriz T2[T1T
†
1 , T

†
2 ]88



e, somando om (T1T
†
1 )(T2T

†
2 ) e �nalmente dividindo pelo traço dessa soma de matrizes é que teríamos amatriz densidade �nal dos fótons depois de dois espalhamentos. Pode-se entender que a expressão �nal aser obtida após esse proesso seria demasiado ompliada e arregaria muita informação não essenial paraa desrição do problema, o que é simpli�ado pela hipótese de aos moleular.
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