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Resumo

Utilizando a técnica da matriz de transferéneia e as idéias de finite-size scaling, de renor-
malizagio fenomenoligica e de invarifneia conforme estudamos dois modelos de polimeros
interagentes na rede quadrada. Em ambos, a atividade de wm mondmero pertencente ao
polfmero vale 2z = ¢, Quando as interacdes sio entre as ligacbes primeiras-vizinhas que
pertencem ao polimero definimos um fator de Boltzmann y associado 3 interacio como sen-
do y = P, onde ¢ é a energia de interagfio entre ligagdes. Se as interacdes sdo entre os
monomeros que pertencem a sitios primeiros-vizinhos mas nio-consecutivos o fator de Boltz-
mann associado A interacio é z = ¢~ , sendo 6, a energia de interacio entre os mondmeros,
Através do estudo de pares de tiras de larguras L-L' obtivemos estimativas para os diagramas
de fases dos dois modelos. Ambos apresentam trés fases: uma fase nio-polimerizada, uma fase
polimerizada usual e nma fase polimerizada densa, na qual o polimero se encontra colapsado.
Nessa fase, o polimero assume uma configuragio que maximiza o nimero de mteracoes, de
modo que a densidade de sitios ocupados pelo polimero tende 2 1 e a densidade de interagdes

assume valores muito préximos de 1.

Os diagramas de fases dos dois modelos sio qualitativamente semelhantes, havendo

diferengas quantitativas, j& esperadas. A transicio entre a fase ndo-polimerizada e a fase
. . . - ~ .

polimerizada densa ¢ de primeira ordem. A transiciio entre a fase ndo-polimerizada e a fa-

se¢ polimerizada usual é de segunda ordem, e um ponto dessa fronteira, que corresponde



ao modelo sem interagoes (y = 1 ou z = 1, dependendo do modelo), é bem conhecido
[1-3] e vale z, = 0,37905227 & 0,00000012. A transi¢io entre as fases polimerizadas é de
primeira ordem para valores pequenos de x, mas muda para wna transigio de segunda or-
dem quando x aumenta. Nessa fronteira existe um ponto tricvitico, que fol estimado em
(epre = 1,5£0,1,ypre = 1,10, 1), para o modelo de lipagdes interagentes. No caso do
modelo de mondmeros interagentes, ndo foi possivel obter uma estimativa conclusiva a respei-
to da localizagio do ponto tricritico. No encontro das trés fronteiras existe um ponto critico
terminal, no qual terminam a linha de transi¢oes de segunda ordem entre a fase nao-poli-
merizada e a fase polimerizada usual, a linha de transigdes descontinuas entre as duas fases
polimerizadas ¢ a linha de transicdes de primeira ordem entre as fases ndo-polimerizada e poli-
merizada densa. Os valores estimados por nds sio (epcrp = 0, 24440, 002, yporr = 3,864:0,03)
para o modelo de ligagdes interagentes e {wper = 0,345 £ 0,001, zpor = 1,52 £ 0,01) para
mondmeros interagentes. O ponto £, no qual termina a fronteira de segunda ordem entre a
fase ndo-polimerizada ¢ a fase polimerizada usual e onde ocorre pela primeira vez a transicio

de colapso é um pounto critico terminal e ambos os modelos.

Os expoentes criticos » e n associados & fronteira entre a fase nao-polimerizada e po-
limerizada usual também foram calculados, e encontramos os valores v = 0, 7507 £ 0,0008 e
n=1(,2082 40,0004, para y = 1, e v = 0,7498 20,0004 ¢ n = 0,205 £ 0,003, para y = 1,2,
para o modelo de ligagtes interagentes, Para o modelo de mondmeros interagentes, os dados
foram v = 0,7507 4 0,0007 e 5 = 0,2089 40,0009, para z = 1, e v = 0,7500 = 0,0004
en = 0,205 £ 0,008, para z = 1,2. Observando os valores dos expoentes, vemos que eles
ficamn constantes dentro das barras de erros, de modo que a transicio é wma transi¢io de
segunda ordem usual. Os valores concordam muito hem com os valores esperados, que sio

(exatennente) p o= % €= % {4]



Abstract

Using the transfer matrix techuigue, finite-size scaling, phenomenological renormali-
zation group, and conformal invariance ideas, we studied the thermodynamic behavior of
two interacting models of polymers on the square lattice. In both models one monomer that
belongs to the polymer has an activity @ = ¢P1, When the interactions are between first-
neighbor bonds that belong to the polymer, we define a Boltzmann factor y = e~ P where €
is the interaction energy between two bonds. If the interactions are between monomers loca-
ted at first-neighbor but non-consecutive sites, the associated Boltzmann factor is z = e Bem,
where €, is the interaction energy between two monomers. We consider pairs of strips of
widths L-L' and found estimates for the phase diagrams of both models. They have three
phases: a non-polymerized phase, an usual polymerized phase and a dense phase, in which
the polymer is colapsed. In this phase, the configuration of the polymer is that maximizes
the number of interactions, and the density of sites occupied by the polymer goes to 1, while

the density of interactions is very close to 1.

The phase diagrams of two models are qualitatively similar, but there are quantitative
differences hetween them, as we already expected. The transition between non-polymerized
phase and dense phase is of first order. The transition between non-polymerized phase and
usual polymerized phase is of second order, and one point of this frontier, which corresponds

to the non-interacting model (y = 1 ou z = 1, depending on the specific model), is well

vil



known [1-3] and has the value 2, = 0,37905227 + 0,00000012. The transition between the
two polymerized phases is of first order for small values of @, and it changes to a second order
transition when x increases. At this frontier there is a tricritical point, and we found (wpep =
L5+ 0,L,ypcp = 1,1 £0,1) for the interacting bond model. It was not possible to obtain
a conclusive estimation of the location of the tricritical point for the model of interacting
monomers, At the point that all transition lines meet there is a critical endpoint, in which
the second order transition line between non-polymerized phase and usual polymerized phase,
the first order transition line between polymerized phases and the first order transition line
between non-polymerized and dense polymerized phases finish. We found (wepp = 0,244 +
0,002, ycpp = 3,860, 03} for the interacting bond model and (zepp = 0,345+0, 001, zcpp =
1,52 £ 0,01) for the interacting monomer model. The # point is where ends the second order
transition between non-polymerized phase and usual polymerized phase and at this point the
collapse transition happens at the first time. Then, in our models, the § point is a eritical

endpoink,

We also found the critical exponents v and 5 of the second order transition line hetween
non-polymerized phase and usual polymerized phase. The values we obtained are » = 0, 7507+
0, 0008 and n = 0,2082 £ 0, 0004, for y = 1, and » = 0,7498 £ 0, 0004 and n = 0, 205 £+ 0, 003,
for y = 1,2, to the model of interacting bonds. The interacting monomers model has v =
0,7507 £ 0,0007 and n = 0,2089 & 0,0009, for z = 1, and v = 0,7500 £ 0,0004 and 5 =
0,203 £+ 0,008, for » = 1,2. Looking at these results we can see that the exponents remain
constant within error bars, thus the transition is a usual second order transition. Furthermore,

3

these values are in a very good agreement with the expected values, which are v = 3 and

5

n = 55 {exactly) [4].
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Polimeros sao estruturas quimicas formadas pela repeticio, em alguns casos milhares
de vezes, de uma unidade bdsica relativamente simples, chamada monémero. Esse fato pode

ser exemplificado pela reacio quimica de formacao do polietileno, dada por

n(~CHy=) @+ = CHy — CHy — CHy — -+ = (—=CHy—)y,

na qual o mondémero que se repete é a estrutura quimica

(—CHy~).

Os polimeros, em geral, formam estruturas em forma de cadeias longas, semelhantes a
um pedago de fio ou corddo. Estes materiais tém grande aplicagiio pratica nos dias de hoje,
pois apresentarn propriedades fisicas importantes. Muitos tém grande resisténcia mecinica,
outros sao usados como condutores elétricos e também na fabricagio de fibras 6pticas, Por
causa, disso, o estudo das propriedades termodinamicas desses materiais é bastaute relevante.
Além disso, alguns modelos de polimeros podem ser mapeados em modelos magnéticos de

spins [5-7], o que faz com que estudar e resolver um modelo polimérico pode ser wn meio de



=D

resolver ou verificar solu¢des de modelos magnéticos.

Uma forma de estudar modelos de polimeros é considerar que eles constituem caminha-
das auto-excludentes, ou self-avoiding walks (SAW) em vedes regulares. Em particular, em
duas dimenstes, as propriedades criticas desses modelos foram estudadas através do uso de
vérias técnicas, como expansdes em séries [1, 2] e estudos envolvendo grupo de renormalizacio
fenomenoldgico e finite-size scaling em polimeros lineares nio-interagentes [3], polimeros ra-
mificados (8], polimeros com cruzamentos [9] e polimeros interagentes [10, 11]. Este ltimo,
por sinal, tem despertado muito interesse por causa da competicio que existe entre a inbe-
ragao de volume excluido, que impede que o polimero passe duas vezes pelo mesmo ponto,
e as interagOes alrativas enfre os seus constituintes. Essa competicio pode levar a uma si-
tunagao em que o polimero apresenta-se colapsado, a qual ¢ normalmente associada com o
ponto 0, que pode ser definido como o ponto no qual termina a linha de transicdes entre a

fase ndo-polimerizada ¢ a fase polimerizada usual.

No modelo de polimeros interagentes, as interagdes podem ser, por exemplo, entre
0s monomeros que estejam localizados em sitios primeiros-vizinhos mas nio-consecutivos ao
longo da cadeia, ou entre as ligagbes primeiras-vizinhas paralelas entre si, que facam parte
do polimero. Entretanto, esses detalhes dos modelos ndo devem influir nos seus comporta-
mentos qualitativos, e os diagramas de fases devem ser qualitativamente similaves. Céleulos
baseados em extrapolacdes envolvendo finite-size scoling ¢ matrizes de transferéncia [10, 11]
conclufram que o ponto € da transicao de colapso deve ser um ponto tricritice, concordando
com resultados anteriores [12, 13]. Por outro lado, o estudo de wn modelo magnético de
interagoes envolvendo quatro spins numa rede do tipo tabuleiro de damas através de caleulos
exatos baseados no ansatz de Bethe [7] mostrou que o ponto § deste modelo, o qual, no
limite n —= 0, corresponde a uma caminhada auto-excludente com interacdes atrativas entre

quadrados alternados, ndo ¢ wm ponto tricritico. Outros cdleulos recentes, realizados numa



rede de Husimi [14], tiveram como resultado o fato de que, quando a coordenacio da rede é
igual a 4, duas fases polimerizadas aparecem no diagrama de fases e, se o modelo supde que
as interages sao entre as ligagoes, o ponto @ é um ponto critico terminal, ao passo que, se as
interagbes sao entre os mondmeros localizados em sitios primeiros-vizinhos, ele é um ponto
tricritico. Na rede de Husimi, quando o ntmero de coordenac¢ao é 4 temos uma aproximagao
para uma rede quadrada. Desse modo, esses resultados sugerem que o modelo de polimeros
interagentes na rede quadrada deve apresentar um diagrama de fases bastante interessante
e, por causa disso, decidimos estudar dois modelos mteragentes nessa rede, wm consideran-
do as ligagdes primeiras-vizinhas como sendo interagentes e outro considerando ue os sitios
primeiros-vizinhos mas ndo-consecutivos siao interagentes. Estes modelos estio definidos no
capitulo 2. No capitulo 3 aparecem os resultados obtidos para os dois modelos, enquanto o
capitulo 4 apresenta as conclusdes finals. O apéndice A traz o mimero de estados da matriz
de transferéncia para cada largura L e os estados para L = 3, além de alguns exemplos de

elementos da matriz para essa largura.

Para o estudo dos dois modelos interagentes propostos empregamos alguns métodos e

técnicas importantes. Cada wm deles é descrito em detalhes a seguir.

1.1 Matriz de Transferéncia

A técnica da matriz de transferéncia é antiga ¢ conhecida. Vamos introduzi-la aqui
utilizando um exemplo simples que facilita o entendimento das idéias por trés dela [15, 16].
Consideremos wmn anel com N spins de Ising, de forma que os spins s; $6 podem assumir os
valores s; = £1. Além disso, como o sistema é um anel, temos a condicio de contorno periddica

SN = ;. Bste sistema unidimensional é apresentado na figura 1.1. Sua hamiltoniana ¢ dada



por
N—1 N1
Hy = —J E Si&ipL — H E 8¢,
{0 i=0
SN SN—1 SiN = 85

Figura 1.1: Um anel de spins de Ising.

onde J representa a interagio entre dois spins ¢ H é o campo magnético externo aplicado.

Dessa hamiltoniana obtemos a funcio de particio como sendo

Zn = eFHN
{s}

Nessa equagdo, 3 = 1/kpT, sendo kg a constaute de Boltzmann (kg == 1,38 x 10724 J/K), T
é a temperatura absoluta e {s} indica que a soma se d4 sobre todas as configuragdes possiveis
para os spins. Podemos reescrever a equagio aciima expandindo os termos da exponencial,

ComIo Segue

Zn = Z P (sositsisatdsn o SolHBH (sots b ) ,
{s}

onde foi usada a condigio de contorno periddica sy = s9. Essa expressao pode ser escrita de



<

uma forma mais simdétrica, ou seja,

ZN — ZeﬁJS()SlEIA%{{(SU-FS{)eﬂ.fm-‘fg"’r%ﬂ-{&ri--‘fg) . eﬁJSle.BU-I-EE]i(SN__1-|-~30) . (11)
{s}

Podemos agora definir a variavel

Tyspq = ePIein + 8 i tsi41)

de forma que a equagiio 1.1 fica sendo, explicitando as somatérias,

En =y oS 3 ToaTig e Tt (1.2)

{sot {1}  {smw..}

na qual {s;} representa as configuragies de spin com s; = +1. Comparando esta expressio

com. a do produto de duas matrizes

Cij = Z(é-ikbkj ;
k

notamos que os T} ;41 podem ser entendidos como sendo elementos de uma matriz T, cu-
jas linhas sao referidas pelos s; e colunas sdo rotuladas pelos 3519, Escrevendo a matriz T
explicitamente para esse caso, temos
ST
T =
B B

Essa matriz T ¢ a matriz de transferéncia para este problema. Ela age acrescentando um spin
ao anpel, “transferindo” nossa posi¢io no anel de um passo. Um anel com N spins de Ising
com as caracteristicas definidas anteriormente é obtido aplicando-se a matriz de transferéncia

acima IV vezes. Voltando 4 eguaciio 1.2 e realizando as somas sobre as confignracdes de todos



08 spins, exceto o spin sg, obtemos

Zn = Z TO%.

sozzkl

Nessa expressdo, Zy ¢ a funcio de particao de wm anel com N spins (ou sitios, se pensarmos
numa rede unidimensional) e TO% é o elemento da diagonal principal da matriz de transfe-
réncia apds ser multiplicada NV vezes. A equagho acima pode ser simplificada se escrevermos
a matriz T na base em que ela é diagonal. Além disso, a somabéria no lado diveito é o traco
{soma dos elementos da diagonal principal) da matriz, de forma que a funcdo de particio

pode ser expressa de um modo simples, como sendo

Zy =y AN, (1.3)

i

onde 0s A; s80 08 autovalores da matriz de transferéncia. A funcio de particiio deste sistema
de spins pode ser obtida de uma forma relativamente facil, dependendo apenas dos dois auto-
valores de wma matriz 2 x 2. Entretanto, & medida que as interagoes consideradas aumentam,
como por exemplo, interagdes entre spins segundos-vizinhos, o tamanho da matriz de trans-
feréncia também aumenta, de forma que pode nao ser mais possivel o cdlculo analitico dos
autovalores. Devemos entao calcula-los numericamente. Para esse modelo de anel de spins em

patticular, os autovalores sdo

Moo = €% cosh BH £ ‘\/fi"""w‘] + 28 senh® SH



e a funcao de particio fica sendo

N
Iy = {e’g 7/ cosh JH + \/ o200 4 o287 senh®? BH Y +

N

{(iﬁ S cosh BH — \/ e~ 28T 4 28 genh® BH

Devemos ressaltar que a técnica da matriz de transferéncia pode ser utilizada mesmo
em sistemas que inicialmente ndo tém uma hamiltoniana definida, como ¢é o caso dos modelos
de polimeros que vamos estudar, ¢ que sio definidos no capitulo 2. B preciso apenas (ue o
sisterma possa ser “construido” por partes, de maneira iterativa, partindo de uma configuracao

e obtendo a préxima através da aplicagio da matriz de transferéncia.

Partindo da expressdo 1.3, podemos escrevé-la na forma

em que A) é o maior autovalor da matriz de transferéncia e a fragho é sempre menor do que
1 (no caso de haver wna degenerescéncia d em Ay, devemos substituir o T que aparece sendo

adicionado & somatéria por d). Aplicando o logaritmo na equagao acima, temos

11»1 ZN = In )\1[\’ 1 -+ Z(;\\—:) "
il )

NN
InZy=NhA +Inll+ Z(%) . (1.4}
i#t

A expressdo acima ¢ muito dtil j4 que, tomando o limite termodindimico, ficamos com a fungio



-~ , . P .
de particio (na verdade o seu logaritmo) para o sistema infinito, ou seja

1
InZ = j\ﬁ{&) Wln Zy

. 1 AN
j\;gn 7 Nhndi+In [l -+ E (AL) ]

. 1 AN
In Ay + A}:_z:éo W In i:l + ;(m«) ]

il

InZ=InA. (1.5)

Agora, a energia livre de Helmboltz por spin pode ser obtida através de

f=—kpTInZ,

resultando em

f = —L’HTIH )\[ .

Dessa forma, a energia livre de Helmnholtz é obtida de uma forma bem simples, dependendo
apenas do maior autovalor da matriz de transferéncia. E importante notar que todas as outras
propriedades termodinamicas do sistema podem ser extraidas através de combinaces dessa

funcio e de suas derivadas. Para o caso especifico do anel, temos

InZ = 111{(’.[3‘] cosh SH + \/:““MJ + 2B genh? ﬁH}

¢

[ =—kpgT 111{6'3'] cosh H + -\/6“‘1{” + €287 senh? ,{3’H} .

Uma outra grandeza de interesse relevante é chamada fungio de correlacio. Couside-

remos, como exemnplo, uma rede quadrada L x L. Nos sitios desta rede quadrada existem



spins, os quais 86 podem asswmir valores s; = 41, Podemos perguntar o que acontece com
a magnetizacio de um spin situado num sftio 7 da rede quando ocorre uma futuagio na
magnetizacio de um spin localizado nmum sitio 4 desta rede, ou seja, qual é a correlacho que
existe entre estes spins? Para responder a esta questao, definimos a funcio de correlagao de
pares de spins I'(4, 7) [15]. Essa grandeza dd uma idéia das interagdes que ocorrem entre os

spins, e matematicamente pode ser expressa por
L, j) = {sis5) — (s:}ss}, (1.6)

onde ja fizemos uso do fato da rede ser translacionalmente invariante, sendo que (x) denota
uma meédia térmica definida por

S e M

{s}

13}

z wc"'ﬂﬂ
(:’II} = t,—:}—T

Na pratica, observa-se que a funcio de correlagao decresce com o aumento da distancia
entre os sitios, o que também é esperado teoricamente. Perto do ponto critico, a fungio de
correlacio segue um comportamento do tipo

e"'R/{E

L, j) ~ R

R grande (1.7)
onde R ¢é a distancia entre os sitios ¢ e J,  estd relacionado a um expoente critico (veja a
secao 1.4} e £ ¢ am pardmetro, com dimensdes de comprimento, chamado comprimento de
correlacao, Esta grandeza estd associada ao alcance das correlacdes que ocorrem no sistema.
Quanto mais perto o sistema estiver da regifo critica, maior serd o comprimento de correlagdo.

Exatamente na regido critica, o comprimento de correlagio diverge, se o sistema for infinito,
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ou torna-se comparavel ao tamanho do sisteina, se este for finito. Esta grandeza é fundamental
para o nosso estudo, pois podemos relaciond-la aos autovalores da matriz de transferéncia
definida anterioriormente. Para mostrar isso, primeiro reescrevemos a equacio 1.7 isolando o
comprimento de correlagio, ou seja,

¢l = Jim {—}%In [(3533-) - (53)(93)]} (1.8)

H—roo

na qual utilizamos a expressao 1.6. Vamos transladar a origem para o sitio ¢ e calcular, para

o nosso anel de N sitios, a grandeza
S sps ey

U
(.S{)SI-{)N = W
{s}

1 o
{sosp),, = Z > sospe PN (1.9)
{s}

Devemos ressaltar que todas as expressoes gue foratn e as que serdo obtidas sdo validas para
qualguer modelo. Apenas é mals simples exemplificar para o caso do anel. Ndés conhecemos

Zyn (Zy =3, AY), e o numerador pode ser esciito como

T
Z-SUSRG AHN ZSD ToDigThoarseTrueTu-1p
{s}

{a}
23051{6_13%N = Z &0 T{{tﬁ sn TII_I‘_]_RM]' . (1.10)
{s} d94 R

Nessa equacio, T refere-se 4 matriz de transferéncia da secao 1.1, Esta matriz tem autovetores
lu;) associados aos autovalores A;,7 = 1,2,..., n. Podemos definir uma, matriz diagonal S5 com
os valores dos spins no sitio j na diagonal. Seus antovalores s; sdo os valores possiveis destes
spins, ¢ os autovetores podem ser escritos como sendo {S5;| = (00...10...0) (a dimensao
exata depende dos possiveis valores do spin. No caso do anel, sé6 ha duas possibilidades, %1,

¢ o autovetor tem duas componentes, ou seja, {(S;1 = (10) ou (55| = (01)). Dessa forma,
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2ECrevVeInos

Si)si {55l (1.11)

e também

T(ffz = Z(Sﬂlui)Afz(‘lti|SR) )

2

Utilizando estas relages na equacio 1.10, temos

Z 808 Re"'B’HN = Z Z 80(5@ Itbi)A§£<tLi |SH)8R<5'RI'ltj)/\;y—ﬁml (ruj ISO> .
{s} s08p 4J
Rearranjando os termos e aplicando a equagio 1.11, obtemos
Z '-“Oslie—ﬂHN = Z(‘Hj |S[} |t!.i)/\fYif (’MilSR |uj>,\;.v""R"“ L
{s} v

Utilizamos essa equagio juntamente com a expressic 1.3 na equacgio 1.9 e dividimos tudo
por A, que é o maior autovalor, de modo gue ficamos com

_ N— R
Z(u;,-|50|'ui)(%f) f (?-¢i|513|'“j>(i\‘f)l l

L
Al

{s08m), =
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No limite termodinamico, sobram apenas os termos exn que 1 = 1 e £ = 1, ou seja,
(S()SR) = I\}EEAO@DSH)N
MR
-3 (;\-) (w1 Solees) (s Safur)
: 1
)

Ai B ,
= (g | Se|w) ) (v |Srjua) + Z (B\T) (| Solusd (e[S plu)
%1

(sosn) = (so){sp +Z( ) (g |Solus) v |Splu) ,
21 !

onde foi usado que
{sr) = (w1|Srlu).
Finalmente, a fungio de comelacio (equacio 1.6) fica sendo

Tr = (sosp) — {so){sp)

r\-' R
T'p = Z(\_i) (3] Soess) (wil S e} - (1.12)
il

O comprimento de correlagio (equagao 1.8) fica, entdo,

I [}i_lgéo{—%ln [Z(i—i)R(ullSnI'Ni)('uz:!S_le)] }

i#1

o

£l = — lim —111!(;1) {re1Solue) (w2 Splur) + Z (/\L)H ul|S[}I’l-ﬂi){'ILi'SRlul)]

R—ooo B
had i#£1,2

_ i Aoy 1t _ Ai N (] Sa e (e Srlw)
L * A2 ) 1Ny ) 10
£ = lggxgo 7 ln{ ()u) (1] Soluz) (uz|Splui) [i + i;:z()u) s Sl (e[ Sl
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ou ainda,

N o Ao R ,
£t =~ lim }féln[(—i) (w150 ug) (v} Swlur}

Resoo Al
. 1 . /\.g R (’u,l IS'Ui‘lL,:)(’lL.gIS}gl’lL{) ]
— lim = In|l+ — .
Rroo R ! [ i;;()m) (u-l |S()|U2)<U‘,2|SR§-1L1)

O segundo termo da equagiio acima val a zero no limite. Resta, portanto,

¢! Ii = 1 ()\2)]{ lin = L ey | Solue) (s | Splw)
P hm o —In{—| -— — In{u; o Y ]
B—soo £ Al R—roo I? it 2 RIS
que, no Hmite, nos fornece
Y
- 2
T m —lnl . 1.13
= -i(5) (113)

Nas equacdes acima, Ay ¢ o malor autovalor e Az é o segundo maior autovalor da matriz de
transferéncia. Assim, para obter £ é necessario apenas conhecer os dois maiores autovalores
da matriz de transferéncia, mesmo que no caso de matrizes grandes isso sé possa ser feito
numericamente. Como j& foi dito, as expressoes 1.12 e 1.13 valem para qualguer modelo que
posstta wma matriz de transferéncia e nao necessariamente apenas para modelos magnéticos.
Portanto, elas valem também para modelos de polimeros, percolacio, ete. Deve-se apenas
relacionar as grandezas magnéticas com as varidveis especificas de cada sistema, como ativi-
dades quimicas, densidades, probabilidades, etc. A tinica condicio para que essas equacoes
sejam validas para um dado modelo é que ele possua uma matriz de transferéncia associada,
de forma que seus autovalores possam ser calculados. Como para o sistema que vamos estu-
dar podemos escrever uma matriz de transferéncia, nés utilizaremos estas relagdes para obter

snas propriedades.
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1.2  Finite-Size Scaling

Nesta secho, introduzimos o conceito de finite-size sceling, sua fundamentagio tedrica
e o método propriamente dito. Seguimos as apresentacoes feitas por Derrida ¢ De Seze [17]

e M. N, Barber [18].

1.2.1 Fundamentagao Tedrica

Como fizemos no caso antertor, iniciamos com um exemplo. Tomemos o calor especifico
para ¢ modelo de Ising bidimensional muna rede quadrada L X L, com condi¢oes periddicas
de contorno. No caso do sistema infinito (L = c0), essa grandeza diverge em Tt, como mostra

a figura 1.2.

Entretanto, no caso de L finito, o calor especifico ndo diverge, mas o grafico apresenta
um pico proximo a regifio em que, no caso infinito, ocorre a divergéncia. Além disso, o pico
fica mais promunciado & medida que L aumenta. O que se conclui disso é que o sistema
finito apresenta um comportamente semelhante ao do sistema infinito. Se uma grandeza
termodinamica apresenta alguma singularidade no sistema infinito (uma divergéncia oun uma
descontinuidade, por exemplo), essa grandeza apresentard um comportamento “semelhante”
no caso do sisterna finito. Isso é muito til ¢ vale para qualquer grandeza termodinamica de
qualguer sistema. Essa propriedade ¢ chamada de finite-size scaling, e ela nos fornece um
meio de obter estimativas de grandezas perto ou na propria regido critica do sistema infinito.

Vejamos entdao o método de finite-size scaling.



00 X 00
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Figura 1.2: Calor especifico para o modelo de Ising bidimensional para L = 8, 32 e oo [18}.

1.2.2 0O Método de Finite-Size Scaling

Vimos anteriormente que o alcance das correlagdes (representado pelo comprimento de
correlagio &) num sistema infinito torma-se cada vez malor a medida que nos aproximamos
do ponto critico, sendo que, exatamente nesse ponto, ele diverge. Ja num sistema finito, §
¢é limitado pelo tamanho do sistema, de forma que ele ndo pode divergir. Ele val aumen-
tando enquanto nos aproximarmos da regido critica do sistema infinito ¢, nesse ponto, fica

compardvel ao tamanho da rede. Dessa forma, podemos definir um parametro a como sendo

L

=

500(6)
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owcde L é um comprimento caracteristico do sistema finito, ¢ é a grandeza em fungao da qual
queremos estudar o comportamento critico (temperatura, probabilidade, etc.) e €x{e) é o
comprimento de correlagio do sistema infinito calculado em e. Por simplicidade, vamos tomar
e como sendo a temperatura T e vamos analisar a transicao que ocorre em T, a temperatura
critica. Além disso, consideraremos, por proximidade com os nossos modelos (veja o capi-
tulo 2), sistemas infinitos bidimensionais e sistemas infinitos unidimensionais de largura L,
isto €, infinitos numa dire¢iio e finitos na outra, a qual tem uma largura L. Como sempre,
as equacoes finais valem para qualquer grandeza de qualquer modelo, sendo a nossa escolha

apenas uma questao de praticidade.

Quando a » 1, o sistema finito comporta-se como se fosse infinito. Ele nao “sabe” que
¢ finito, ja que seu tamanho L é muito maior do que £ (T), o comprimento de correlagio do
sisterna infinito correspondente. Por outro lado, quando ¢ <€ 1, o sistema “sente” fortemente
gue nio ¢ infinito, pois o alcance das correlacdes no sistema infinito é muito maior do que
o tamanho do sistema finito. A transicdo de um comportamento para outro ocorre (uando

a ~ 1, ou seja, o comprimento de corvelaciio fica da ordem do tamanho do sistema finito.
Vamos supor gue estamos numa regifio proxima ao ponto critico. Nesta regifio, uma

grandeza termodindmica ( do sistema infinito pode ter wn comportamento singular em 7.

Para representar este comportamento, escothemos uma forma funcional simples, a saber, uma

lei de poténcias do tipo

Qoo(T) ~ |T = T 7", (1.14)

na qual Qoo € a grandeza no sistema infinito e # é wn expoente que depende de qual é a
grandeza ¢ em particular. Esta forma de escala é a mals simples e a mals comum, mas em

alguns casos a forma correba é outra.

No sistema finito, como jd vimos, ndo ocorrem singularidades, mas somente uma
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tendéncia a apresentar esse comportamento. Deve haver entdo uma funcio de escala Pp

de modo que os sistemas finito e infinito possam ser relacionados por
Qu(T) = Qoo(T) Po(L/Eo(T) ) = QoolT) Pifa),

na qual a foi definido acima (@ = L/&o(T)). Esta é a idéia basica de fintte-size scaling [19).
Essa fungao Pp deve ser vélida para L grande e T préximo de T,. Além disso, @ é uma
fungho regular em T¢, de forma que a fungéo de escala Py(a) deve compensar as singularidades
de Gloo, pois elas ndo podem ocorrer no sistema finito. Como o comprimento de correlacio

do sistema infinito diverge em T, seguindo uma lei do tipo

{;oo(T) ~ ‘T - Tc:lmy 3

onde v ¢ um expoente critico, Pp(a) deve ter a forma (veja a equagio 1.14)

Pyla) ~ a®lv, a—0,
Desse fato segue que Qr(T,) deve se comportar em fungio de I com uma lei do tipo
Qr(T,) ~ e v, L grande .

Tomando Q(T) como sendo a n-ésima derivada de Q(T), notamos que essa derivada

também ¢ singular em T, para o sistema infinito, e segue wma lei de poténcias do tipo

d" Qoo (1)

—= Ot TY ~o |7 — —f
%D - Q) ~ T -7

e entdo,

QYT ~ L+ (1.15)



18
Expandindo ¢ {T') numa série de Taylor em torno de T4, ou seja,

Qu) =y oy T

i==0

e usando a equacao 1.15, temos

Qu(T) ~ LY Ry (Ll/*’ (T - T)) (1.16)

onde R é outra fungio regular em 7. Podemos sempre expandir ¢ pois é uma funcio sem
singularidades. Além disso, a forma explicita de L e Py depende das condigoes de contorno
e da geometria do problema em questiio.

Chegamos a expresses que dependem do tamanho I do sistema e da temperatira
critica T,. Enm‘etamto, ainda néo sabemos como obter, ou pelo menos estimar, a prépria
temperatura critica, pois a principio ela é desconhecida. Um método que pode ser utilizado

¢ apresentado a seguir e chama-se renormalizagio fenomenologica,

1.3 Renormalizagao Fenomenolégica

Na secéo anterior, vimos que qualquer grandeza termodinamica 0y de wm sistema finito
cujo sistema infinito correspondente tenba uma singularidade em Qo pode ser representada.

por wma lei de escala do tipo mostrado na equagio 1.16, ou seja,

QuT) ~ I Ry (L (T - 1)) .
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Vamos escrever a equagio acima para o comprimento de correlacio. Ficamos com
L .
Eu(T) ~ L Re(LM" (T - T.)) (1.17)

pois o expoente # no caso do comprimento de correlacio vale . Aplicando essa equacio em

Te., temos

§.(Te) ~ LRe(0). (1.18)

Considerando um outro sistema de tamanho L' ao invés de L obtemos

§(Te) ~ L R (0). (1.19)

As equagbes 77 e 1.18 podem ser transformadas numa igualdade acrescentando-se wm fator

multiplicativo K. Fazendo a razfio entre estas expressdes obtemos

£r, (Tz) . L

E{Te) L

ou, de outra forma,

E(T) _ u(Te)

- 7 (1.20)

A equagio acima fornece uma estimativa para a temperatura critica TAL, ). Se L, L' — oo,
temos a temperatura critica do sistema infinito. Essa expressdo pode também ser obtida de

uma mais geral, a equagio de renormalizacio fenomenolégica, que é [20]

&) _ L

E(T7) — U

que pode ser entendida como sendo uma mudanca de escala de wm sistema L a uma bem-

peratura T’ para outro sistema L' a uma temperatura 77, O ponto fixo da transformacio é
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a estimativa da temperatura critica T,{L, L'). A hipétese basica do grupo de renormalizacio
fenomenoldgica é que a razio entre os comprimentos de correlagio depende apenas da razio
enfre os tamanhos dos sistemas envolvidos, ¢ isto é verificado experimentalmente em um

grande nimero de sistemas.

Podemos calcular também o expoente critico v. Para isso, derivamos a equacio 1.17

em relagdo a T, ou seja,

dé-;:g?) - LRE(LUV (T _ T{')) LI,/V

onde B¢ é a derivada de By em relagiio ao seu argumento. Aplicando esta equagio em To(L, L'),
temos

déL(Tc) i+ g
= = LU (o),

Tomando esta expressio para duas larguras L e I/ diferentes e fazendo a razio entre clas,

ficamos com

dEL(Tc) dfy(ﬂ) _ (£)1+71;
dl dr L

Aplicando o logaritmo e rearranjando os termos encontramos a estimativa do expoeute
v(L, L'}, ou seja,

dep (1) [dep (T:)
n[ dT T

Y N YR (1:21)

Assim, tendo o comprimento de correlagio para varias larguras I, podemos obter vérias
estimativas para a temperatura critica T, e para o expoente critico v ¢ depois realizar algum
tipo de extrapolagao desses resultados para o sistema infinito. O comprimento de correlacio

pode ser caleulado através da matriz de transferéncia, pois cle depende dos dois maiores
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autovalores desta matriz, como mostra a equagao 1.13. O maior problema estd, em principio,
no calculo dos autovalores da mairiz, pois ela pode se tornar muito grande, dependendo do
modelo considerado. Além do cileulo do expoente v, também estamos interessados em outro
expoente critico, o expoente 5. No entanto, é necessdrio primeiro comentar brevemente alguns

conceitos de invariancia conforme.

1.4 Invariancia Conforme

Vamos relembrar a equacio 1.7, que dd a forma fenomenolégica para o decaimento da

fungao de correlagdo, quando estamos perto do ponto crftico, isto é,

o R

- It grande.

T, g) ~
Como foi visto, R ¢ a distancia entre os sitios e 7, £ é o comprimento de correlagio ¢ ¢
é nm expoente. Este expoente relaciona-se com a dimensionalidade espacial em que o modelo

estd definido através de

(=d—-2-+n.

Nesta equagio, d ¢ a dimensionalidade espacial e 1 é um novo expoente critico. A aproxima-
¢do de campo médio [15] prevé, para este expoente, um valor 5 = 0, ou seja, ¢ = d — 2. Isto é
correto apenas quande a dimensionalidade -do sistema é igual, ou malor, que uma dimensio
critica superior, des, que depende de cada tipo de sistema. Por exemplo, para o modelo de
Ising, des = 4 [15], e, para polimeros ramificados, des = 8 [8]. Quando d < dyy ocorrem
diferencas entre a teoria de campo médio e a experiéncia. Dessa forma, acrescenta-se 77 a ¢ e

constata-se que isso é suficiente para corrigiv as discrepéincias que existem.



Como os modelos que vamos estudar sdo em duas dimensses, ( = n, pois { =d — 24y
e d = 2. Para obter n usamos o fato de que a funcao de correlagio deve ser invariante frente
a uma transformacao conforme quando estamos no ponto critico [21, 22]. Isto decorre do
fato de que a hamiltoniana também deve ser invariante frente transformacées conformes no
ponto critico (uma transformacio conforme ¢ um tipo de transformacio de escala em que o

parametro de escala ndo é constante, mas varia suavemente com a posicao) [22].

Consideremos a funcio de correlagio no ponto critico. Nesse caso ela tem um decai-

mento algébrico da forma

T, ) ~ iy — |72 (1.22)

em que 7 e 7y s&o as posicoes dos sitios 1 ¢ 2 e 2 é um expoente, Vamos assumir uma

transformacio conforme bem simples

w o ——L—lnz. (1.23)
27

Nesta equacfio, w e z sfo nameros complexos. Esta transformagio transforma o plano com-
plexo num cilindro (ou tira) de largura L, com condigdes periddicas de contorno, como mostra

a figura 1.3

Para que a fungo de correlagao seja invariante, ela deve satisfazer a equagio abaixo [21,

2]

Fplmlo('zlaZZ) = ‘W(zl)?L lw’(?&){"L Ptil‘a(wlawil) (124)

onde Tplane © Thira 50 as fungdes de correlagio no plano e na tira, respectivamente, e & ¢
2

+ ~ . ~ . XU
a derivada de w em relagio a #. Invertendo a transformagio conforme 1.22 para z = 7% ¢

supondo que w = a + b7, obtemos
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2
Figura 1.3: Mapeamento conforme de um plano infinito numa tira de largura L.
2w . ,
Z] = exp [—E(m + blz)] (1.25a)
2 . ~
7y = exp Iif(ag + bgz)] (1.25b)
ou
2 2w . 2
z el ™ [cos(—-——bl) + zsen(wbl)}
L
2T, 2w . 2’JT
Zg = ¢ L cos(w—mb«) + 4 sen(—b ) .
L L
Calculando I'jju0 usando a equagdo 1.21, temos
- —2w
lplano(zlaZZ) = lzl - Z‘ZI
-2

Iﬂplauo (Zl y 8 ) =

il 2 2
e {cos(gg{n) oo isen(%bl)J T [cos(?gbz) + ‘iS(-BIl(z%bg):l
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Ol
F]Jiemo(zl 322 ) =

[e L {OS(EL—bl> _ e (:os(ggﬂbg)] + i [e?f?“i sen(%bl) T sen(%bg)}

Se z = a -+ bi, entio

-2

|2|? = 22"

o (a + bi)((t — bL)

|z[2 e q? 4 b?

Desse modo, obtemos

P 2 2T 2
[ ptano(z1, 22) = { [e)"h"‘“ (:os(—-gbl) . cos(%bg)]
- 2 2 12\
-} [ciﬁl“‘ seu(fbl) ¢ Fra son(%ba)] }

ou

Ppl'mo( Ty E 72)

{cgﬁ(z“‘) cos (?'—*lu) w90 T lakaz) o (%bl) cos(%rbz) + e T2 ¢og (2;52)

21 e 2 T 2T x . _‘?“
+ e 720 gop? (%b;) ~ 9e T ma) gy (gg—bl) Sen(-zg—bg) +e F(2az) oo (—2%()2) }

ou ainda,

Tplano{z1, 22) = {827?(2“') +e Gi2e) g f(etun) og [g}(l):{ o bz):| }



ou entao,

i

2L 9y ) g-5-5-(2(.:' )
i , | eT e + e T 2n
o sy ) = e T lartas)e — 3 cos| (b — b
pla;lu( Ly 2) {"52—5((!'1“f““2) L( ! Z)

o1, finalmente,

-

—zx o) 20— 2 (gy— 2m
Tptano(#1,22) = ¢ (arte)e P le—az) o Frlea—a1) _ ga0g [f(bl _ [,2)}

que pode ser reescrito como

—x
Lk VS D - X (g — 2w
]f‘p;mw(z“zz) =e L (oy gy e F {ay —~asz) Le T (e —ag) _ 9 cos 1:1__(()1 . bz):l

e, lembrando que coshf = (e + %), conseguimos
) 9 ) 14

u, 2 2n o
Dolano(#1, 22} = e~ Telata) | 9 ool [%(al - (12)] — 2c¢os [%(fn — bg):l

Nés queremos a fungio de correlagio na tira, que é relacionada & funcgéo de correlagdo no

plano pela equagao 1.23,

Pplan()(zla 32) = IW(ZL)I& id"(szl)lm Ftim(w'l,awi&) .

Sendo assim, precisamos calcular a derivada de w = % Inz, ou seja,

) L1
L T e e
2z

Para os valores de z dados pelas expressdes 1.24 temos

. 2 :
wlz) = o ©XP [~—%(a1 + blz)]

L 2m .
p |:-——IT((L2 + bgz)] .
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Reescrevendo a equagio 1.23, obtemos

Ctiva (wia UJ2) = Pplamo(z'l 3 Z‘Z) lw(zl) |——;u |dj (32 ) | o
Conseqiientemente, achamos

—&

Dbiea (w1, wy) = emgf?a:((u+u2){2€08h [-Zg(al - (1,2):| — 2cos [gg—(bl - bg)} }

2

I . -
oo XD [,,, 7 (ag -+ bga)] l

L e —2_.71;( ] +Z _) -
5o exp 7 at - b1

on
—~a

.4

27 2ﬂ-b- . 2 27?6 .
exp 7 ay| exp 7 11| exp 7 ay | exp 7 )

QN2 gy 2 2
Peipalwr,we) = (_LTE) e Felatae) {2 cosh [;—(a; - ag)] — 2cos [%(b; - bg)] }

-

ou ainda,

-

28 g
Ltica(wr, we) = (%E) C—Tm(m+az}{2 cosh {gfz(a} - (52)j| - 2 Cos [g‘g—(bl - bg)] }

—

2 2 J0
exp [_T((L'l + ag)] exp [—-I_J—(bi 4 ()2)sz ‘

e entao,

-

Zae\2u g 2 2
Diiea (w1, we ) = (%) c""%,"¢(a1+“2}{2(‘.0$h [%(al - ag)] — 2¢08 [%(bl - 62)] }




O médule de uma exponencial complexa vale um, e assim,
-

2 2w 2 2
Piipalwr, we) = (%) ? cosh [—g—(al — (52)] — 2 cos [—ffz(m - 1)2)} .

Considerando o limite ¢ —ag 3» L, apenas o termo que envolve o cosseno hiperbdlico contribui

para a expressio, e ficamos com

2w e e
Diiralwi,we) = (%) e~ Frelm—a) (—————-&1 7 C“) -y 0O

gque decal exponencialmente com a distancia. Considerando a fungio de correlagio dada
pela equacao 1.7, quando B — co vemos gue a exponencial domina sobre o denominador e

podemos admitir que

T(i,5) ~ e T4 R—co.

Comparando esta equacgio com a anterior, notamos que os expoentes das duas exponenciais

estao relacionados por

v ]
3
=

iR

=
S| =

ou seja, o comprimento de correlacio ¢ obtido através de

Podemos relacionar @ com n através da equagdo 1.7 aplicada no ponto critico, isto €,

I(i,j) ~|R|™, (T ="T.).

Pa equacdo 1.21, vemos que 22 = 1 on ¢ = 321 Assim, o comprimento de correlagio no ponto
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critico fica

£ (Te) & —

9133

(T 1
&‘SD) —t (1.26)

1Y,

Devemos lembrar que o comprimento de correlagio acima deve ser calculado na tempe-
ratura critica do sistema infinito. Dessa equac¢do notamos gue a razio entre o comprimento
de correlacio e o tamanho da tira ¢ uma constante, reafirmando a renormalizacio fenome-
noldgica discutida na secdo 1.3. Ela vale também para o sistema infinito, pois nesse caso
tanto L como &;,{T,) divergem, de modo que a razio fica determinada. Com essa expressio
podemos obter uma estimativa de n para wm sistema de tamanho L desde que se caleule o
comprimento de correlagio de alguma forma. Isto serd feito utilizando-se a matriz de trans-
feréncia para varias tiras de largura L. Temos entdo uma série de estimativas e efetuamos
uma extrapolacio, como no caso do expoente . Convém relembrar gue todas as equages
relevantes obtidas aplicam-se a qualquer sistema, devendo-se apenas definir as grandezas em

termos das variaveis adequadas de cada problema.

Com isto encerramos a discussiao sobre as técnicas empregadas. No proximo capitulo

definimos os modelos que foram estudados.



Capitulo 2

OS MODELOS

O objetivo deste capitulo é definir os modelos que foram estudados pelas téenicas
comentadas no capitulo anterior. Como ji foi dito no capitulo 1, nosso interesse estd voltado
para o estudo de modelos de polimeros em duas dimensdes. Nesse caso, uma configuracio
possivel para o polimero é mostrada na figura 2.1.

O estudo de modelos definidos dessa forma genérica ¢ wmn tanto complicado, e podemos
simplifica-lo se considerarmos que o polimero esteja inscrito numa rede e, 1o nosso caso, essa
rede é uma rede quadrada. Um modelo simples consiste em supor que os mondmeros situam-
se nos sitios da rede, enquanto as ligacies estio ao longo das linhas que unem os sitios, como
exemplifica a figura 2.2. Os mondmeros ativos sfo aqueles que estio incorporados ao polimero
(representacdos por A na figura), ao passo que os inativos nfo fazem parte dele (sdo os ).

Nesse modelo podemos associar aos monomeros que fazem parte do polimero uma atividade

@ = efr onde 3 = k;T {kg ¢ a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta) e p

é o potencial quimico. Além disso, impomos a condigiio de que o pollinero ndo pode passar

-

por um mesmo sitio duas vezes (condigio de auto-exclusio). A funcio de particao para esse

sistema pode ser escrita como

29
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Figura 2.1: Uma configaracio possivel para win polimero numa interface bidimensional.

N
By =Y ™ T(Ny; V) (2.1)
Nz

na qual N, é o ntmero de mondémeros que pertencemr ao polimero, N é o niimero total de
mondtueros, ou sitios, da rede quadrada, e I'(N,; N) € o nimero de modos de colocar um
polimero com N, mondmeros numa rede com N sitios. Este problema é semelhante ao de se
ter, numa rede quadrada, uma caminhada aleatéria auto-excludente, ou SAW (Self- Avoiding
Walk), no qual o caminhante ndo pode passar duas vezes pelo mesmo ponto.

Para que se possa efetivar a resolugio desse modelo é necessario “contar™ configuragdes
de forma a obter I(N,; N). Entretanto, a fungio de particdo acima ¢ um polindémio finito

em x, de modo que a fungio de parti¢io possui derivadas em todas as ordens. Assim, o



Figura 2.2: Configuragio de um polimero numa rede quadrada. Os mondmeros ativos sfio represen-

tados por & e os inativos por ©. Essa configuragiio tem um peso estatistico z'?.

sistemna acima ndo deve apresentar transicbes de fases, pols é necessirio que haja alguma
singularidade fungo de partigio para que o sistema possa sofrer algum tipo de transigao.
Entédo, se IV, ¢ N sfo finitos o sistema nio apresenta transicfes de fases, Entretanto, se
tomarmos o limite em que N, ¢ N vao ao infinito, mantendo @ fixo, ou seja, se tomarmos
o limite termodinamico no formalismo grande-candnico, a fungio de partigio podera exibir
alguma singularidade e entao poderd ocorrer uma transicio de fases. Isto complica ainda
mais 0 processo de contagem das configuragdes permitidas, o que faz com que tenhamos que
encontrar algum outro modo de tentar estudar esse tipo de sistema. De fato, o modelo acima
j& fol estudado por algumas téenicas [1--3], e a atividade critica 2, em que ocorre a transigio
da fase nfo-polimerizada, quando 2 < x,, para wma fase polimerizada, quando » > 2., ¢
conhecida, e vale z, = 0,37905227 % 0,00000012 [1}. Além disso, essa transi¢ho é continua

s < . ; "
e seus expoentes criticos sao conhecidos, sendo que v = ;‘% e n = 57 (exatamente)} [4], todos



para o sistema bidimensional infinito. Assim, por enquanto, vames apenas definir os modelos

com os quais desenvolvemos o nosso trahalho.

2.1 Modelo de Ligacoes Interagentes

Tomando por base o modelo simples definido acima, podemos acrescentar mais uma
interacio, além daquela de volume cxcluido. Assumimos que, quando duas ligagdes sao
primeiras-vizinhas, ocorre uma interagho entre elas, sendo que essa interagao ¢ represen-
tada por um fator de Boltzmann y = ¢ 7%, onde ¢, é a energia de interagio entre as ligagdes.
Se €p < 0 temos o caso de ligagoes atrativas, enquanto que, para ep > 0, as ligacdes sao repul-
sivas. O caso €, = 0, ou scja, y = 1, corresponde ao modelo sem interagbes atrativas, o qual
foi apresentado acima. Entfio, para este valor especifico de y, o nosso modelo deve reproduzir
os resultados acima, o que pode ser usado a titulo de verificacdo. A figura 2.3 mostra uma

das possiveis configuragdes para um polimero, no caso deste modelo de ligaces interagentes.

Para este modelo, a funcgio de particio pode ser escrita como
N
= aMyMryN,, Ny N) (2.2)
Ny, Ny=0

onde Z‘fv refere-se & funcio de particao do modelo de ligactes interagentes, N, é o nimero
de mondémeros pertencentes ao polimero, Ny, é o niimero de interagoes entre as ligagoes inte-
ragentes (também pode ser entendido como sendo o ndmero de pares de ligagoes primeiras-
vizinhas), N é o niimero total de sitios e P'¢(Ny, Ny; V) representa o mimero de maneiras de
colocar, numa rede quadrada de N sitios, um polimero com N, monoémeros, sendo que N,
pares das ligacdes entre os mondmeros devem ser primeiras-vizinhas, on interagentes. Nova-

mente a fungio de particio acima ¢ um polinémio e transigdes de fases 6 podem ocorrer
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Figura 2.3: Configuracio de um polfinero com ligacdes interagentes. Os mondmeros ativos sio repre-
senbados por A ¢ os inativos por €. () peso estatistico dessa configuraciio vale 2'%y®.

se tomarmos o limite termodinamico, mantendo z e y fixos. O procedimento de estudo do

modelo é mostrado na secio 2.3.

2.2 Modelo de Monoémeros Interagentes

Considerando novamente o modelo simples nao-interagente descrito no inicio desse
capitulo podemos admitir, ao invés de uma interacfio entre as ligagbes primeiras-vizinhas,
uma interacio entre os monodmeros primeiros-vizinhos mas nao consecutivos (se eles forem
consecutivos, cles estdo unidos por uma lgagido, e toda a energia envolvida nisto esta incor-
porada na atividade z). Definimos entdo um fator de Boltzmann z, com z = ¢ #  Aqui,

em desempenha um papel andlogo ao de ¢, no modelo de ligacoes interagentes e, no caso de
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€m = 0, ou seja, z = 1, recaimos novamente no modelo ndo-interagente. A figura 2.4 mostra
uma configuragio possivel para o polimero nesse caso.

& & O > &

Figura 2.4: Configuracio de um polimero com mondmeros interagentes. s mondmeros ativos sfio

representados por A e os inativos por <. O peso estatistico dessa configuragio vale ati

A funcao de particao deste modelo fica sendo, entao,

N
Z Z :::N”z’\fzfm(j\rg,,Nz;N)
Ny, N.=0

na qual Z% se refere ao modelo de monémeros interagentes, N, € o niimero de monoémeros
ativos, IV, é o ntmero de interagdes entre os mondmeros {ou o nimero de pares de mondmeros
ativos primeiros-vizinhos mas nao consecutivos), N ¢ o mimero total de sitios da rede e
TNy, Ny N) é o ntimero de modos de se ter, numa, rede quadrada de N sitios, um polimero
com N, monémeros tendo N, pares de mondmeros primeiros-vizinhos nio-consecutivos. Como

ocorre no modeclo anterior, este s6 pode apresentar possiveis transicoes de fases no limite



termodindmico, sendo que z e z devemn ser mantidos fixos nesse limite. O modo de estudo

destes dois modelos ¢ apresentado na seciio seguinte.

2.3 Resolugao dos Modelos

Para obter as possivels transi¢oes de fases e, portanto, o diagrama de fases dos modelos
acima, deverfamos resolver o sistema bidimensional infinito, ou seja, precisarfamos conhecer
a funcdo I quando tomamos o limite termodindmico e saber qual é a fungdo que corresponde
4 soma infinita que resulta na funcio de particio. Isto é virtualmente impossivel, pelo menos

para esses modelos de polimeros. Devemos, entdo, tentar seguir por um outro caminho.

Como foi visto na secio 1.2, sistemas finitos apresentam nas suas propriedades termo-
dindmicas comportamentos semelhantes ao do sistema infinito correspondente, sendo que,
quanto maior for o sistema finito, mais préximo ele estd de ser “infinito” e suas grandezas
termodinimicas assemelham-se mais aquelas do sistema infinito. Esse fato é conhecido como
fintte-size scaling. Entao, para estudar o sistema infinito, podemos considerar wma série de
sistermas finitos e, através de um processo de extrapolagio dos resultados obtidos para esses

sistemas, extrair estimativas das grandezas para o sistema bidimensional infinito.

A secao 1.3 nos sugere que um meio de obter estimativas dos pontos criticos do diagrama
de fases de um sistema infinito bidimensional consiste em comparar pares de tiras de largura
L e comprimento infinito (equacao 1.19). E necessario apenas encontrar o comprimento de
correlagio nas referidas tiras (wma dessas tivas, para L = 4, é apresentada na figura 2.5). E
possivel, também, fazer estimativas do expoente critico v através do uso das derivadas do
comprimento de correlagio calculadas nos pontos fixos obtidos no caleulo do diagrama de

fases (equagao 1.20). Além disso, o expoente n, utilizando as idéias de invaridncia conforme
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(secao 1.4), pode ser estimado através da equaciio 1.25, a qual novamente depende do com-
primento de correlagio. Cabe esclarecer que uma tira de largura L ¢ comprimento infinito ¢
um sistema infinito unidimensional para qualquer largura L finita. 56 torna-se um sistema
bidimensional infinito, ou seja, uma rede quadrada, quando tomamos o hmite L — oo, que
é o limite termodindmico neste caso. Entae, quando nos referhmos a uma tira de largura
L ¢ comprimento infinito usamos o termo sistema finito porque a largura é finita. Quando
queremos nos referir 3 rede quadrada bidimensional, na qual a largura e o comprimento sao

infinitos, usamos o termo sistema infinito.

i 741

Figura 2.5: Configuragdo de wm polimero numa tira de largura L = 4.

Do paragrafo anterior notamos que, tendo o comprimento de correlagio, o resto dos

caleulos & relativamente simples. Mas, como podemos obter €7

Da secdo 1.1 vemos que o comprimento de correlagio pode ser caleulado em termos dos
dois malores autovalores da matriz de transferencia por meto da equaciio 1.13. Entao, temos a
segitinte seqiiéncia de calculos: obter os estados da matriz de transferéncia para duas tivas L e
L', calcular os dois maiores autovalores, extrair o comprimento de correlacio e usar a equacéo
de renormalizacao fenomenoldgica até obter um ponto do diagrama de fases para este par
de larguras. Depois disso, como ja temos os estados da matriz, calculamos o comprimernto
de correlagio para novos valores de @ e y {ou @ ¢ z) ¢, em seguida, varremos o diagrama de

fases de forma a encontrar as fronteiras de fases. Apds achar as fronteiras, podemos calcular
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o0s expoentes ¥ ¢ 1 para cada par. Finalmente, através de algum processo de extrapolagao,
chegamos aos resultados do sistema bidimensional infinito. Cada um desses passos € descrito

com mais detalhes a seguir.

2.3.1 Construcao da Matriz de Transferéncia

O primeiro passo é construir a matriz de transferéncia para uma tira de lavgura L.
Consideramos condicdes de contorno periddicas na dire¢ao transversal. Além disso, a origem
situa-se sempre i esquerda ¢ ndo ha pontos terminals ou iniciais no interior da tira, ou seja,

o polimero deve atravessar toda a tiva de uma extremidade até a outra.

Para construir a matriz de transferéncia devemos saber como conseguimos uma confi-
guraciio 3 para as ligagdes horizontals na coluna ¢ 4 1 partindo de uma dada configuragio «
de Hgagdes horizontais incidentes muma coluna ¢ da tira (8 pode ser igual a «). A figura 2.6

ilustra um exerplo.

& A
—t 0 —— 0
0 0
i = b e ()
1 1
2 — 0
0 1
2 e e |
] 0
) i1

Figara 2.6: Dois exemplos de configuragbes para L = 4. Os {ndices sdo explicados no texto.

Como pode ser visto na figura 2.6, as conliguraces sao representadas por duas se-
giténcias verticais de fndices. A primeira dessas segiiéncias {da esquerda para a direita) estd

associada aos sitios e representa as ligagdes horizontais que incidem na coluna ¢ vindas da



38
esquerda. Ela segue a seguinte convencao:

¢ Se num sitio chega uma ligacio horizontal que estd conectada diretamente com a origem,
ele recebe o indice 1. Como queremos que o polimero atravesse toda a tira, sempre um
dos sitios em cada coluna tem este indice. No exemplo, corresponde ao segundo sitio de

cimma para baixo na configuragio a e ao quarto na 3.

r
e Se num sitio ndo incide nenhuma ligagio horizontal, ele recebe o indice 0. £ o caso do

primeiro sitio na configuragic « e do primeiro, segundo e terceiro sitios na f.

e Se dois sitios estio conectados através de ligacdes, mas ndo diretamente com a origen,
ambos recebem um indice malor do que 1. Na configuraciio e, corresponde ao terceiro

e quarto sitios, que levam o indice 2. A configuragio 3 nio apresenta este caso.

A outra seqliéncia de indices estd associada 3s ligagies verticais que devem ser colocadas
na coluna ¢ para se obter a coluna ¢ + 1. Dessa forma, temos a seguinte convencio: se a
ligacao estd ausente, temos o indice 0. Caso contrério, temos o indice 1. No caso de «, temos
a seguinte ordem: o primeiro sitio ndo se liga com o segundo {indice 0). J4 este conecta-se
com o terceiro (fndice 1), o qual nio se liga ao guarto (fndice 0). O quarto, lembrando as
condigbes periddicas de contorno, também nde se conecta ao primeiro (dliimo indice 0}. No
caso de 3, as ligagbes existentes sdo entre o segundo ¢ o terceiro sitios, e entre este ulbimo
¢ o quarto sitio, tendo ambos fndice 1. Os outros indices sio 0. Devemos lembrar que, para
obter a matriz de transferéneia, todas as configuracdes possiveis devem ser consideradas. As

configuraces acima s&o apenas duas dessas possibilidades.

Mostramos, na figura 2.7, a configuracio do elemento da matriz de transferéncia asso-
clado as configuragdes o ¢ 3 acima. As interagdes que devemos considerar para o cdleulo do
elemento de matriz (a{T|3), onde T representa a matriz de transferdncia, sio as que ocorrem

dentro da regido tracejada da figura 2.7. Temos assim dois resultados, dependendo do modelo
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consideraco.

o B8
re= = —-n
i
3 141

Figura 2.7: Configuragfo de um elemento dla matriz de transferéncia.

Para o modelo de ligaghes interagentes, a situaciio é a apresentada na figura 2.8,

a 8
»—-—--—-J---<

(alT18) = a3y
RS

Figura 2.8: Elemento da matriz de transferéncia para o caso de ligacoes interagentes.

Nesse caso existe apenas wma interagio entre as ligagdes. Ela ocorre entre as lgaces
que unem o segundo e o terceiro sitios das colunas ¢ e 1+ 1, de cima para baixo. Isto contribui
com um fator y para o elemento de matriz. No caso dos sitios, devemos considerar apenas os
que estdo na coluina da esquerda, pois os da diveita serdo contados na préxima iteracio da
matriz de transferéncia. Por esse mesmo motivo as interagdes entre as ligagdes que ocorrem
antes da coluna 4 também nio sdo consideradas agora, pois j4 o foram na iteracio anterior.

Como existem $rés sitios ocupados na coluna ¢ temos uma contribuicio 2%, de forma que o
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elemento de matriz fica sendo

(] To|BY = 2y

No caso dos mondmeros interagentes ocorrem mais interacdes, como mostra a figura 2.9,

o i

| 1 i 4

| IR 4

2z

)--—Z-“*w-
»

1%

»

[ S .....__TJ .
i t - 1

Figura 2.9: Elemento da matriz de transferéncia para o caso de mondmeros interagentes.

Nesse caso temos trés interaghes entre os monémeros, o que resulta num fator 23 além

dos trés sitios da coluna i que contribuem com 2° como no caso anterior. Entdo,
_ 3.3
{a|T]8) = 2°2°.

Apéds acharmos todos os clementos teremos a matriz de transferéncia completa para
uma targura L qualquer. No apéndice A todos os estados ¢ alguns dos elementos de matriz

para L = 3 sdo apresentados, para ambos os modelos.
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2.3.2 Calculo das Fronteiras de Fases

Apds encontrar a matriz de transferéncia podemos caleular seus autovalores e também

o comprimento de correlacio através da equacio 1.13, que é

&= [M
I, =
Ad(L)
Este processo é numérico devido ao tamanho das matrizes de transferéncia A que,
mesmo apds uma bloco-diagonalizacio, que é um processo que explora as simetrias do modelo,
o tamanho permanece relativamente grande. O apéndice A apresenta alguns dados referentes

as matrizes de transferéncia para varias larguras L, além dos estados para L = 3.

De posse do comprimento de correlagio para duas larguras I e L' podemos usar a

equagao 1.19 para o ponto fixo do grupo de renormaliza¢io fenomenolégico

gL(fI?() . fL’(Ta)
L

para achar uma estimativa da atividade critica @,. Procedemos do seguinte modo: fixamos

um valor para y (ou z} num certo valor y. {ou z.) e entio resolvemos a equacio abaixo

§fwe) _ Eplee) (2.3)

L L

Com isto, obtemos um ponto fixo 2.(L, L’) e, conseqiientemente, um ponto no diaerama de
b b bl H
fases y x @ {ou 2 x @} para as larguras L e L', pois ji tinhamos fixado y, (ou z,). Variando
rs M o~
Yo {ou z.} extraimos todo o diagrama de fases para esse par de larguras. Podemos entdo
realizar os mesmos cdleulos para outro par L-L' e temos um conjunto de dados. Depois,
resta extrapolar esses resultados para o sistema bidimensional que querfamos resolver desde

o infcio. Bsses resultados sao apresentados no capftulo seguinte.
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2.3.3 Calculo do Expoente Critico v

Sendo possivel obter o comprimento de correlacio através da equacao 1.13, o expoente
critico v pode ser estimado mediante a equacio 1.20, que fica

dép (. déi(ec)
1 lll[ ii:ﬂl }/ !(ln: ]
_ , (2.4)

IR
+ In(L/L")

Também aqui y, (ou z,) ¢ fixado e temos uma série de estimativas para v para os varios paxres
de larguras estudados. Extrapolando essas estimativas achamos o expoente v do sistema

bidimensional.

2.3.4 Célculo do Expoente Critico »

Novamente usando o comprimento de correlagio podemos estimar o expoente critico .

Apds um rearranjo na equagao 1.25 ficamos com

N E ———— (2.5)

Vale lembrar que o x, da equacio acima é o do sistema bidimensional, ou seja, primeiro
devemos extrapolar as estimativas para z, obtidas para os pares de larguras e depois cal-
cular o comprimento de correlaciio na tira de largura L no @, extrapolado. Isto nos fornece
uma seqliencia de valores para 7, os quais, pot sua vez, sio extrapolados para o sistema

bidimensional. Todos os resultados sio discutidos no préximo capitulo.
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2.3.5 Cilculo da Densidade de Sitios Ocupados e da Densidade de

Interagoes

O célculo das densidades de sitios ocupados e da densidade de interacdes é uma fer-
ramenta auxiliar na identificagio das caracteristicas fisicas das fases e na determinacio dos
tipos de transi¢io que ocorrem entre duas fases do diagrama de fases. Entretanto, ela sozi-
nha néo pode determinar com precisio os pontos criticos. As densidades nas tiras podem ser
definidas através de

_ {MVe)
Pa = N

——

Pr= M :
N
que sdo as definicdes estatisticas usuais para qualquer densidade. Aqui, p, representa a den-
sidade de sitios da tira de largura L ocupados pelo polfmero enquanto pg, com k =y, z, é a
densidade de interagdes, sejam elas entre ligagdes ou monémeros. {N,) é o mimero médio de
sitios da tira ocupados e (V) é o nimero médio de interacdes. IV é o niimero total de sitios

da tira. Os valores médios de N, ¢ Ny estao relacionados a fungio de particio através de

S NyaMe kML (N, Ny N)

Ne, N
Ny = ==
(N} VZ alVo kN T (Ny, Ny V)
N ¥y,
VZV NV NP (N, Ny N)
N, Ny,
(Nu)y = : wk (26)

~N
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5o Ny kN (N, Ny N)

JV;,;,,N&
N, =
{(Ni)w VZ\, aNopNe T (N, Nyt N)
Ny, ¥
VZV Nkﬂ?N‘ukaPk(an:aij;N)
Ny IV g
(N = : =k ) @7)

“N

Deessas equagoes, é ficil perceber que

d .
(Naw = z5-In z%

€

& .
(Ni)w = A",% In Zf{,.

Além disso, a fungio de partigio pode ser obtida em termos dos autovalores da matriz de

transferéncia mediante a equacio 1.3. No nosso caso, a tira tem largura L, NV sitios ¢ com-

primento M = —‘}’— (antes de se tomar o limite termodindmico). Lembrando que a matriz de

fransferéncia leva em conta L sitios por coluna, a funcio de particio fica

BN M
Zf =)

zk :Z)\iw{l-f- (%)M]

i1

na qual Ay ¢ o maior autovalor. Aplicando o logaritmo na expressio acima temos

mEf =Mind +1 S [1 + (ifl)’w} .
i#1 ™

Tomando agora o limite M — oo (¢ portanto, N = oo, pois M = %f—), temos a funcdo de



particiio para as nossas tiras de largura [ e

hm i In Z

Neroo N

In Z*

lim !
M!—-}oo ML

Moo

In 2% = %ln)\;.

MinA+1n Z

lixn -Eln/\l—f— lan,
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e comprimento infinito

)
{ (::—r""]}

1+ (

In Z

]

i#l

{

—}T/ff,

O segundo termo do lado direito da equagio vai a zero no limite porque a fracio que envolve

os autovalores € sempre menor que 1. No lhnite ela tende a zero e resta lnl = 0. Teando a

funcio de particio voltamos s equagdes 2.6 e 2.7, que ficam

(Vo) =

(Nar} =

el

(le )

(.f\f'k) =

As densidades nas tiras de largura L ficam

D =

N 3]
L 9 III/\;_

N @ 87

N_ 8
E]z 3_!» in )\1

Nk O\

LXx Ok

sendo, portanto,

(Ng)
N
1 2 0\

Pa = 7377

L\ Oz
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As equagoes acima podem ser utilizadas para o célculo das densidades nas tiras de
lavgura I que foram estudadas. Com relacdo aos resultados obtidos para essas densidades,

nao efetuamos nenhum processo de extrapolagao para o sistema bidimensional infinito.

A atilidade das densidades vem do fato de que é possivel estabelecer diferengas qua-
litativas entre as fases. Por exemplo, para wuma fase ndo-polimerizada as densidades devemn
ser proximas de zero, ao passo que, numa fase polimerizada altamente compactada, elas de-
ver ter valores altos, préoximos de 1. Isto ajuda na identificaciio das fases e pode colaborar
na classificacie das transicdes que ocorrem entre uma fase e outra. Devemos notar também
gue as densidades dependem apenas do maior autovalor da matriz de transferéncia, sendo
independentes das hipéteses de renormalizacao fenomenoldgica, de finite-size scoling ou de
invariancia conforme, de modo que os calculos que envolvem as densidades podem ser usados

para corroborar os que sdo obtidos através dessas técnicas.

No proximo capitulo, os resultados para os dois modelos interagentes sao apresentados

e discutidos.



Capitulo 3

RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, apresentamos e discutimos os resultados obtidos para os modelos defi-

nidos no capitulo anterior.

Primeiramente, ¢ preciso dizer que esperdvainos que os diagramas de fases dos dois
modelos interagentes, tanto o de ligagoes interagentes como o de mondémeros interagentes,
apresentassem trés fases. Uma delas é a fase ndo-polimerizada (NP}, na qual a densidade de
mondmeros pertencentes ao polimero ¢ nula no limite termodindmico. Nessa fase, o polimero
ndo se encontra polimerizado, e isso ocorre, em geral, na regifio em que a atividade 2 = ¢#

é pequena.

A segunda fase que deve aparecer no diagrama de fases é a fase polimerizada usual
(PU), na qual a densidade de sitios ocupados por mondmeros varia entre zero e 1, sendo
uma funcao dos parametros @ e y, no caso de liga¢des interagentes, ou de z e z, no modelo
de mondmeros interagentes. A transicdo entre essa fase ¢ a ndo-polimerizada deve ser de
segunda ordem pelo menos para valores de y ou z pequenos, e um ponto dessa fronteiva de
fases, o qual corresponde ao caso sem interagiio, quando entdio y = 1 (ligagdes interagentes)
ou z = 1 (mondmeros interagentes), ¢ bem conhecido ¢ vale z, = 0,37905227 £ 0, 00000012

[1, 3]. Nossos dados devem estar de acordo com esse resultado e essa ¢ uma verificacio que
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temos que fazes,

Ainda com relacio 4 segunda fase e a fronteira entre ela e a fase ndo-polimerizada,
podemos lembrar um trabalho de Nienhuis [4] que estabelece que os expoentes criticos de
algumas transicoes de fase podem ser obtidos de forma exata. Nesses casos, os expoentes

criticos » e 1) sdo dados pelas expressdes

1
— =4 — 2 3.1
> 4 — 2 (3.1)
[
] 3 t
—d —_— 2 3.2
s =1t (3.2)

que dependem de um pardmetro 4, que deve estar no intervalo 1 < ¢ < 2. Para o caso de
polimeros lineares néo-interagentes, o que corresponde a y = 1 ou z = 1, sabemos que § == %,
de modo que os expoentes v ¢ i valem v = % @y == % Assim, ao calcularmos os expoentes
criticos na fronteira entre as fases ndo-polimerizada e polimerizada usual para y ou 2 ignais a
um devemos obter esses valores para os expoentes, Isso constitul um novo teste para verificar
a correcho de nossos dados. Se a transi¢io entre as fases ndo-polimerizada e polimerizada
usnal for wma transigao de segunda ordem normal, os expoentes criticos devem permanecer
os mesmos ao longo de toda a fronteira. Caso a transicdo seja de algiun tipo especial, como
uma transigio de Kosterlitz-Thouless [18], entdo os expoentes podem nio ser constantes em
toda a fronteiva, Para verificar o tipo de transicdo, temos que calcular os expoentes para

algum outro valor de y ou # alédm de y = 2 = L.

Por fim, a terceira fase que deve existir no diagrama de fases é caracterizada pelo fato
de o polimero estar puma configuragio muito densa, de forma que a densidade de sitios
ocupados por ele vale 1. Neste caso, todos os sitios da rede pertencem ao polimero, e ocorre

uma maximizacho do niumero de interagoes entre as ligagGes ou entre os sitios. Essa fase ¢
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chamada fase de polimerizagio densa (PD), e aparece também noutros modelos [9, 14]. A

transicio entre a fase nfo-polimerizada ¢ a fase densa deve ser de primeira ordem, ja que a
. 1 TR . 2 ’ 9 ’

densidade de sitios ocupados ¢ descontinua, e passa de forma descontinua de um valor nulo,

dentro da fase nao-polimerizada, para um valor 1, dentro da fase densa. J& a transi¢do entre

as duas fases polimerizadas precisa ser estudada em detalhes, pois pode ocorrer que numa

parte da fronteira a transicio seja de wm tipo enguanto noutra parte a transi¢ao pode ser de

um tipo diferente.

Como foi dito nos capitulos anteriores, nds estudamos tiras de largura L e tamanho
infinito para poder obter estimativas das fronteiras de fases, expoentes criticos ¢ valores de
densidades para os dois modelos interagentes na rede quadrada. Para tanto, comparamos duas
tiras, de larguras L e L', sendo que escolhemos L' = I, + 2. Com isso, obtivemos resultados
para os pares de larguras 1-3, 2-4, 3-5, 4-6 ¢ 5-7. Como o numero de configuragoes para as
matrizes de transferéncia cresce muito rapidamente com L (veja a tabela Al do apéndice A),
ndo foi possivel ir além de L = 7. Vejamos entdo os resultados obtidos, comegando com o

modelo de ligagoes interagentes.

3.1 Resultados para o Modelo de Ligacoes Interagentes

Para o modelo de ligacdes interagentes obtivemos estimativas para o diagrama de fases
para os pares de larguras 1.3, 2-4, 3-5, 4-6 ¢ 5-7, os quais estao apreseutados na figura 3.1.

Nesses diagramas, vemos que existem trés regioes ou fases distintas. Para valores peque-
nos de 2, aparece a fase nao-polimerizada (NP). Para valores de @ um pouco maiores, existem
duas fases polimerizadas. Quando y é pequeno, temos a fase polimerizada usual (PU), Entre-

tanto, & medida que y aumenta, para um valor fixo de 2, a fase polimerizada usual sofre uma
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Figura 3.1: Diagramas de fases para o modelo de ligagoes interagentes. A fronteira entre as fases
polimerizadas ¢ indicada por 2f, NP ¢ a fase ndo-polimerizada, PU ¢ a fase polimerizada usual e PD

é a fase polimerizada densa.

transicdo para a fase polimerizada densa (PD), na qual o polimero apresenta-se colapsado. B
interessante notar que somente gquando usamos larguras impares é que obtemos estimativas
para a fronteira entre as fases polimerizadas, que chamamos de segunda fronteira. A fronteira
gue envolve a fase ndo-polimerizada e as polimerizadas é a primeira fronteira. Para as larguras
pares ndo encontramos solugdes para a equagao 2.3,

£, () o Eri(me)
L

que é a expressio que fornece as estimativas para os pontos criticos.

Na figura 3.1, vernos gque a fronteira entre as fases polimerizadas aproxima-se, com
o aumento do tamanho das larguras, da fronteira entre a fase nao-polimerizada e as fases
polimerizadas. Isso é caracteristico de finife-size scaling. No sistema infinito essas fronteiras

devem se encontrar e nesse local deve ocorrer algum tipo especial de ponto critico, cujas



caracteristicas dependem de quais sdo os tipos de transi¢ao de fases gque ocorrem nas vizi-
nhangas desse ponto. Para auxiliar na determinacio de como se processam as bransicdes de
fases, calculamos as densidades de sitios ocupados e de interagdes entre as ligagdes ¢ também
as derivadas dessas densidades. Porém, antes de apresentarmos os resultados para as densi-
dades vamos discutir um pouco mais sobre o procedimento operacional empregado no caleulo

das fronteiras.

Como dissemos na se¢io 2.3.2, para achar as estimativas para as fronteiras de fases
precisamos fixar um valor de y (ou z, no caso de sitios interagentes) e procurar os pontos
fixos 2. que fazem com que a expressao 2.3 torne-se verdadeira. Mas, para tsar essa equacio
precisamos caleular o comprimento de correlagio £, para as duas larguras que estamos com-
parando. Para isso, necessitamos dos dois malores autovalores da matriz de transferéncia,

pois o comprimento de correlacio ¢ dado pela equacio 1.13,

1 Az (L)
'EL = —In Aj_(L) d

onde Ay é o segundo maior autovalor da matriz, e A\| é o mator autovalor. Esses dois maiores

autovalores estdo associados as fases, ¢ as representam,

Na determinagio dos elementos da matriz de transferéncia, supusemos que existe um
polimero que atravessa toda a rede. Entretanto, existe uma outra possibilidade com a qual nio
nos preocupamos. Ela corresponde a rede vazia, ou seja, nenhum polimero atravessa as tiras
de largura I de um lado ao outro. Essa configura¢do é caracteristica da fase ndo-polimerizada
e precisaria ser contada nos cileulos. Porém, hd uma explicacdo para o nosso aparente des-
cuido. Vamos representar a configuracio vazia por [0). Para que ndo exista nenhum polimero
atravessando a rede, € preciso que em cada iteracio da matriz de transferéncia o estado obtido

na coluna considerada seja novamente aquele que corvesponde & configuracio vazia, ou seja,



a0 estado 0). Assim, o elemento de matriz de transferéneia associado s configurages {0) é

(0IT]0) = 1.

Conseqiientemente, para que ndo exista um polimero terminando dentro da rede, ou entdo
comecando dentro dela, os elementos de matriz que envolvem o estado vazio e qualquer outro

estado |4}, que ndo seja |0), valem

{O[T]e) = (i

Ty =0, i=1,.,N

onde N é o ndmere de estados em que o polimero passa pela rede. Assim, a matriz de
transferéncia completa tem mais uma linha e numa coluna, que estdo associadas ao estado
|0). No entanto, a matriz assim formada é wmna matriz bloco-diagonal, sendo que um dos
blocos tem um dnico elemento {{O|T]0) = 1), e o outro bloco ¢ a matriz de transferéncia
propriamente dita. O autovalor associado ao bloco ndo-polimerizado vale 1 ¢ ¢ independente
dos valores de z e y (ou z, no modelo de mondmeros interagentes), ao passo que os autovalores

da matriz de transferéncia dos estados polimerizados precisam ser calculados numericamente.

Se os dois malores antovalores da matriz de transferéncia sio maiores que 1, estamos
na fronteira entre as fases polimerizadas ¢ obtemos estimativas para essa fronteira. A medida
que @ diminui, o segundo maior autovalor se aproxima de 1. Quando este segundo maior
autovalor torna-se menor do que 1, nao podemos mais utilizé-lo ja que devemos sempre
considerar os dois maiores autovalorves da matriz de transferéncia. Nesse caso, precisamos
comparar ¢ maior autovalor da matriz e o autovalor da fase ndo-polimerizada (que vale 1),
¢ achamos estimativas para a fronteira entre essa fase ¢ as fases polimerizadas. Isso explica
o fato de a segunda fronteira terminar em algum valor de z, observando-se o diagrama da
direita para a esquerda. Note também que, quando L awmenta, o segundo maior autovalor

da matriz de transferéncia se aproxima de 1 mais lentamente e, por isso, a fronteira entre as



fases polimerizadas chega mais perto da outra.

Uma questao relevante refere-se aos tipos de transi¢iio que ocorrem entre as fases. Entre
as fases nao-polimerizada e polimerizada densa a transicio deve ser de primeira ordem jd que
passanos de wma fase em que a densidade de sitios ocupados por um polimero e a densidade
de interagoes entre ligacoes valem, respectivamente, p, = 0 e p, = 0, para uma fase em que
essas grandezas tém os valores p, = 1 e py & 1 (no sistema bidimensional infinito}. Come

ocorre uma transicao descontinua, ela € de primeira ordem.

A transigdo entre a fase ndo-polimerizada e pohmerizada usual deve ser de segunda
orcdem, considerando que, pelo menos mam ponto dessa fronteira, o qual ocorre quando y = 1,

a transigio ¢ de segunda ordem [1, 3].

Com relaciio a fronteira entre as fases polimerizadas, a situacio é mais complicada.
Teoricamente, a renormalizacdo fenomenoldgica s6 deveria funcionar apenas para transices
de segunda ordem. Com base nisso, essa fronteira seria de segunda ordem. Entretanto, nou-
tros modelos a renormalizacio fenomenoldgica também forneceu estimativas para transicoes
de primeira ordem [9, 23], Além disso, a fronteira entre a fase nao-polimerizada e a fase densa
também € de primeira ordem, e isso ndo nos impedin de obter estimativas para essa fron-
teira para o modelo de ligagdes interagentes ou para o modelo de mondmeros interagentes.
Assim, nao podemos afirmar, apenas baseados na renormalizagio fenomenoldgica, quais os
tipos de transicdo que ocorrem entre as fases polimerizadas. Por causa disso calculamos as
densidades de sitios ocupados por monémeros e de interagdes entre ligagoes, além das deriva-
das dessas densidades, para extrair mais dados a respeito dessas transicdes ¢ para confivmar
as caracteristicas fisicas das fases. Esses dados sfo discutidos a seguir. E importante dizer
que os cdleulos das densidades e derivadas das densidades dependem apenas do conhecimen-
to da matriz de transferéncia. Assim, eles nfo dependem das hipéteses de renormalizacio

fenomenoldgica ou de finite-size sceling. Portanto, os resultados obtidos sio independentes



e também servem para verificar a correciio dos dados extraidos através da renormalizacao

fenomenoldgica.

Da figura 3.1 vemos que, se fixarmos um certo valor de z e calcularmos as densidades
de sitios py e de interagbes entre ligacbes p, variando o valor de y, estaremos varrendo o
diagrama de fases no sentido vertical. Nesse caso, & medida que y aumenta passaremos de
uma fase para oufra, dependendo do @ escolhido. Assim, consideramos alguns valoves de @

relevantes e efetivamos os cdlculos.

Nossa primeira escolha para @ fol z = 0, 2. Observando a figura 3.1 notamos que para
valores pequenos de y estamos dentro da fase nio-polimerizada, ao passo que, com ¢ aumento
de y, ocorre wma transigio para a fase polimerizada densa. Assim, as densidades p, e p, devem
passar de valores préoximos de zero para valores préximos de um de uma forma abrupta. As

figuras 3.2 e 3.3 apresentam as densidades para z = 0,2,
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Figura 3.2: Densidade p, de sftios ocupados para x = 0,2,
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Figura 3.3: Densidade p, de interagbes entre as ligagtes para o = (), 2.

Sobre essas figuras podemos fazer alguns comentdrios. Primeiro, observando a forma
dos graficos vemos que hd uma regifio, em torno de y = 4, na gual as densidades passam de
valores pequenos para valores préximos da unidade. Além disso, com o aumento do tamanho
da largura L essa regifo torna-se mais estreita e a passagem de um regime para outro fica mais
abrupta. Segundo, com o aumento de L os valores de p, e p, se aproximam cada vez mais de
zero quando ¥ é pequeno e cada vez mais de 1 quando y é suficienfemente grande. Terceiro,
observando os diagramas de fases da figura 3.1 vemos que a estimativa para a transi¢ao
entre as fases nao-polimerizada e polimerizada densa para @ = 0,2 ¢ realmente proxima de
y = 4, 5. Outro fato interessante é que, se considerarmos apenas o conjunto formado pelas
larguras pares ou pelas fmpares, o comportamento exibido por wm conjunto de larguras é
ligeiramente diferente do apresentado pelo outro. Para as larguras fmpares, p, e p, tendem
a 1 muito mais rapidamente do que para as pares, isto &, para valores de y menores. Isso

pode ser entendido se considerarmos que, para larguras pares, hé frustracio no modelo, ja



gue o polimero comega na esquerda ¢ termina na direita. Em cada coluna, necessariamente
uma liga¢iio vertical fica vazia nesse caso, ao passo que, numa largura impar isso nio ocorre,
Mas, nos dois casos o comportamento ¢ monotdnico com o aumento da largura, e assim, no
limite L - oo devemos ter um grafico do tipo fungio degran para as densidades de sitios e
de interacdes entre ligactes, sendo a localizacio do degrau o ponto critico. Para valores de y
menores do que o desse ponto, a fase é nao-polimerizada, com p, = py = 0. Para valores de
y maiores do que o desse ponto, a fase é polimerizada densa, sendo que p, = 1 (o polimero
atravessa todos os sitios da rede) e py & 1 (como o polimero atravessa todos os sitios da rede,
o mimero de interagdes entre as lgagdes é maximizado, e a densidade p, é nuito proxima
de 1), Portanto, a transigio entre as fases nlo-polimerizada e polimerizada densa é, de fato,
de primeira ordem. Podemos reforgar essa afirmativa calculando a derivada de p, e py, com
relacio a y. Se a transicio ¢ de primeira ordetn existe uma descontinuidade nas densidades,
e as derivadas dessas densidades apresentam alguma singularidade. A derivada da densidade

de sitios em relagio a y (%%-) para @ = 0, 2 é mostrada na figura 3.4 abaixo.
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Figura 3.4: Derivada da densidade p, de sftios ocupados para @ = 0,2,
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Nessa figura, vemos que existe nm pico que fica mais pronunciado & medida que a largura
awmenta. Considerando apenas as larguras pares, vemos que a posicao y do pico fica aproxi-
madamente a mesma, em torno de y = 4,5, e que sua altura aumenta de forma mais lenta,
mas constante, do que o pico das larguras impares. Para as larguras impaves, o pico é mais
proounciado, mas ele se desloca para a direita em dire¢do aos picos das larguras pares. Nos
dois casos a localizacdo dos picos concorda com o valor estimado para o ponto critico obtido
através dos grificos das densidades e também mediante o diagrama de fases. A figura 3.5
apresenta o grafico da derivada da densidade de interagoes entre ligagoes em relagio ay (%%"—)

para @ = (0,2,

Figura 3.5: Derivada da densidade p, de interagdes entre as ligagdes para z = 0,2.

Note, nessa figura, que o comportamento qualitativo é idéntico ao da figura 3.4, inclusive no
que se refere a posigdo do pico, em torno de y = 4,5. Portanto, reunindo todos os dados,
podemos afirmar que a transiciio entre as fases ndo-polimerizada e polinerizada densa é de

primeira ordem.



Prosseguindo com o estudo das fases, vamos fixar o valor de @ em 2 = 0, 4. Observando
os diagramas de fases dados pela figura 3.1 vemos que, nesse caso, estamos passando da fase
polimerizada usual para a fase polimerizada densa, possivelmente passando ainda por uma
pequena parte da fase ndo-polimerizada para y — 0. Assim, este valor de  é interessante por-
que podemos avaliar o (ue ocorre nas trés fases. A densidade de sitios ocupados é apresentada

na figura 3.6.
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Figura 8.6: Densidade p, de sitios ocupados para x = 0, 4.

Nessa figura novamente percebemos que, com o awmento do tamanho da largura I, a densi-
dade para valores pequenos de y tende a um valor pequeno, proximo de zero. A medida que
y aumenta ocorre a mudanga para os valores altos de py, € 0 modo pelo qual se processa essa
mudanga é parecido com o que ocorre quando 2 = 0,2, como pode ser visto ao compararmos
as figuras 3.2 e 3.6. A principal diferenca quantitativa é que a transi¢io agora acontece em
torno de y = 2,0. Observe que, se olharmos os diagramas de fases da figara 3.1, veremos que

essa transicao corresponde a passarmos da fase polimerizada usual para a polimerizada densa.



Como o ponto @ = 0,4 para valores de y ndo muito maiores do que wm é bastante proximo da
fronteira de fases entre as fases nao-polimerizada e polimerizada usual, a fase polimerizada
usnal deve ter uma densidade baixa de sitios ocupados pelo polimero, j& que a transicio entre
as fases nao-polimerizada e polimerizada usual é de segunda ordem, ou seja, a densidade nao
apresenta um salto, sendo uma funcio continua. Sua derivada segunda é que deve apresentar
alguma singularidade. Vejamos agora a densidade de interagdes entre ligages, mostrada na

figura 3.7.
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Figura 3.7: Densidade py de interacdes entre ligagdes para x = 0,4.

Observando as figuras 3.3 ¢ 3.7, vemos que elas sfo qualitativamente muito semelhantes.
Quantitativamente, a principal diferen¢a ocorre na regido em que ocotre & transicio, j& que
para @ = 0,2 ela ocorre préxima a y = 4,3, ao passo que, para x = 0,4 ela acontece em
torno de y = 2,0. Nos dois casos, as larguras podem ser separadas em conjuntos pares e
fmpares, ¢ os comportamentos desses dols conjuntos sio ligeiramente diferentes, mas ambos

sao monotonicos. As larguras pares tendem a py &~ 1 mais lentamente do gue as impares,
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embora de forma continuada, As larguras impares atingem os valores elevados de p, quase
imediatamente apds a transi¢ao. Vejamos agora o que ocorre com a derivada de p,, cujo

grafico é apresentado na figura 3.8.
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Figura 3.8: Derivada da densidade p, de sitios ocupados para @ = 0, 4.

A derivada da densidade p, apresenta wn comportamento semelhante ao que ocorre na fi-
gura 3.4, na qual = 0,2, Também existe um pico na derivada, cuja altura aumenta com o
aumento da largura. Considerando separadamente as larguras pares ou {mipares vemos (ue
o comportamento dos gréficos ¢ monoténico e o pico fica localizado em torno de y = 2,0,
concordando com a estimativa feita a partiv das densidades. Vejamos agora a derivada da

densidade de interagbes entre ligagdes py, cujo grafico ¢ apresentado na figura 3.9.
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Figura 3.9: Derivada da densidade p, de interagdes entre ligacoes para @ = 0,4.

Observando a figura, vemos que o comportamento qualitativo é o mesmo que ocorre para
x = 0, 2. Assim, reunindo todos os resultados obtidos, chegamos & conclusao que, para x =
0,4, a transicao entre as fases polimerizada usual e polimerizada densa é de primeira ordem,

e ocorre proximo ao ponto y = 2,0.

Aqui ¢ interessante lembrar o diagrama de fases do modelo de ligagoes interagentes
estudado na rede de Husimi [14]. Esse diagrama de fases apresenta trés fases, que sdo a fase
nao-polimerizada, a fase polimerizada usual e a fase polimerizada densa. A transi¢iio entre
as fases polimerizadas é de primeira ordem até wn certo valor de z, quando entéo termos um
ponto tricritico e a fransicao passa a ser de segunda ordem. A transicio entre a fase nao-po-
limerizada e a fase polimerizada usual é de segunda ordem, como no nosso caso, ¢ a transicao
entre a fase ndo-polimerizada ¢ a fase polimerizada densa é de primeira ordem, também como

ocorre conosco. A transicio entre a fase ndo-polimerizada e a fase polimerizada usual termina
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num ponto critico terminal, que corresponde ao ponto § desse modelo.

Como os dois modelos tém muitas caracterfsticas em comum até o momento, é inte-
ressante verificar se a fronteira entre as fases polimerizadas torna-se de segunda ordem para
algum valor de @. Para verificar isso, calculamos as densidades para um valor grande de z,

correspondente a @ = 2,4. A figura 3.10 apresenta a densidade de sitios para z = 2,4,

1l

PEPRED

il

il

nhelelelelw
il

fo)
-1
(o)
o

10

S e

Figura 3.10: Densidade p, de sitios ocupados para @ == 2,4.

Comparando essa figura com as figuras 3.2 e 3.6 vemos que os comportamentos qualitativos
s&o bastante diferentes. Na figura 3.10 nfo aparece mais a transicao “abrupta” que existe nos
graficos para x = 0,2 e & = 0,4. A densidade inicia j4 num valor alto, em torno de p, = 0,7,
¢ awmenta continuamente até atingir a saturagio, quando entéo p, = 1. A transicio de uma
fase polimerizada para a outra é suave, e deve ser de segunda ordem, para z = 2,4, Vejamos

agora o graficos da densidade de interagdes entre ligacdes, apresentado na figura 3.11.
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Figura 3.11: Densidade p, de interacoes entre ligagdes para x = 2,4.

E interessante notar, nessa figura, que a densidade de interagées entre ligagoes inicia num
valor bem pequeno, ji que, quando y -+ 0, a interacio entre as ligagdes é extremamente

~P¢ e, quando € > 0, a interacio é repulsiva. Assim, para termos

repulsiva. Isso porque y = ¢
wn valor de y proximo de zero, € deve tender ao infinito, o que faz com que seja muito dificil
uma ligacio ficar proxima de outra. Assim, o nimero de interagdes entre as ligagdes é muito
pequeno, apesar de o polimero preencher razoavelmente a rede, considerando que p, ~ 0,6.
Quando y aumenta e fica maior do que um, a interagio torna-se atrativa ¢ p, tende ao valor

de saturacio. Observe também que o comportamento das larguras pares é qualitativamente
diferente do comportamento das {impares, mas ambos sdo monotdnicos.

Para reforcar a idéia de que a transi¢lo entre as fases polimerizadas para z = 2,4 é de
segunda ordem calculamos as derivadas das densidades. A figura 3.12 apresenta a derivada

de p,.
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Figura 3.12: Derivada da densidade p, de sitios ocupados para @ = 2,4.

Observe que o comportamento da derivada de p, para z = 2,4 é diferente daquele apresentado
nas figuras 3.4 ¢ 3.8. O gréfico ndo apresenta a formagio de um pico bem definido como ocorre
nas transicoes de primeira ordem. Quando y aumenta, a derivada tende a zero, ja que a fase
polimerizada densa tem uma densidade constante de sitios ocupados (p, = 1), Vejamos agora

o grafico da derivada da densidade de interagdes entre sitios, mostrada na figura 3.13.
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Figura 3.13: Derivada da densidade p, de interacoes entre ligagbes para v = 2,4,

Comparando essa figura com as figuras 3.5 ¢ 3.9, vemos que os comportamentos sao diferentes.
Reunindo todos os dados, concluimos que a transicio entre as fases polimerizadas, para

2= 2,4, ¢ de segunda ordem.

Como a transi¢io entre as fases polimerizadas comeca sendo de primeira ordem e alterna
para uma transicao de segunda ordem, em algum ponto dessa fronteira existe um ponto critico
com caracteristicas especiais. Esse ponto critico é um ponto tricritico (PFC) e ¢ interessante
poder obté-lo de alguma forma. Além disso, a fronteira de segunda ordem que existe entre
as fases nao-polimerizada e polimerizada usual termina na fronteira de primeira ordem que
existe entre as fases polimerizadas e que continua na fronteira entre a fase ndo-polimerizada
e a fase pohmerizada densa. Assim, no ponto onde a fronteira de segunda ordem termina,
que ¢ o ponto f, existe outro ponto critico com caracteristicas especiais. Nesse caso, o ponto

é wmn ponto citico terminal (PCTY).
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Para determinar pontos crfticos especiais, uma idéia é utilizar a renormalizacao fe-
nomenolégica de trés larguras [8], que consiste em achar pontos (@*,y") que satisfacam a

relacio

Elet,yt) S y") _ &,y

L LI LH

, (3.3)

que pode ser escrita como o sistema de equagdes

(E(etyy) _ Gurle™y")
L L
5,[,(51?*1’.9'*) . Ef;”(ﬂ"*ay*)
L
61"‘1(37*,?}*) - gl;rr(:?)*,:lj*)

N7 1

Assim, ¢ preciso que o ponto (2*,y") pertenga, ao mesmo tempo, ds estimativas obtidas
para as fronteiras de fases para os pares L-I' e L'-L", ou seja, as fronteiras precisam se
cruzar nesse ponto. Observando os diagramas de fases apresentados na figura 3.1 vemos
que para a segunda fronteira, que ocorre entre as fases polimerizadas, temos apenas duas
estimativas, referentes aos pares 3-5 e 5-7. Essas fronteiras nio se cruzam em nenhum ponto.
Logo, a renormalizacio fenomenoldgica de trés larguras nao pode ser usada para estimar a
localizacao do ponto tricritico. Entretanto, considerando novamente a figura 3.1 vemos que
as estimativas para as fronteiras entre a fase nao-polimerizada e as fases polimerizadas se
cruzam num ponto. Esse ponto é nma estimativa para o ponto critico terminal e aqui sim
podemos usar a renormalizacao fenomenoldgica de trés larguras. O resultado ¢ que o ponto
critico terminal tem as coordenadas zpor = 0,244 £ 0,002 ¢ ypor = 3,86 £0,03. Para efeito
de comparacio, o modelo de ligacdes interagentes na rede de Husimi tem wm ponto critico
terminal localizado em aper = 0,28033 e yper = 6,35335, Uma possivel explicagdo para o
valor menor obtido para a rede quadrada reside na diferenca entre as geometrias das duas

redes. Na rede quadrada, as interagbes entre as ligagdes sio mais faceis de ocorrer do gue na
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rede de Husimi, o que permite que a fase densa seja obtida com atividades x e ¥ TENores na

rede quadrada do que na rede de Husimi.

Para estimar o ponto tricritico nfo podemos usar a renormalizacio fenomenologica
de trés larguras e, portanto, precisamos proceder de outro modo. Uma idéia é caleular as
derivadas das densidades para valores entre z = 0,4, em que a fronteira é de primeira ordem,
¢ x = 2,4, no qual ela ¢ de segunda ordem, e verificar para que pontos ocorre uma mudanca
visivel de comportamento nas derivadas. Fsse método nio é muito preciso mas é o 1inico
disponivel, e foi o que fizemos. Escolhemos a largura L = 5 para fazer essa varredura. Para a
derivada da densidade de sitios ocupados pelo polimero, os resultados estio apresentados na

figura 3.14.

Figura 3.14: Derivada da densidade p, de sitios ocupados para aleuns valores de ., para estimar o
: I P - ;
ponto tricritico.

()bS(—Zl’V&LI’ld() essa Hgura percebemos que a mudanca de com vortamento ocorre perto da re-
1 ‘

gido em que x = 1,5. A figura 3.15 apresenta o grafico da derivada da densidade de interagoes



68

entre as ligagoes.
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Figura 3.15: Derivada da densidade p, de interagdes entre ligagdes para alguns valores de z, para
estimar o ponto tricritico,

Através das figuras 3.14 e 3.15 percebemos que o ponto tricritico estd préximo i regifio
em que x = 1,5, que é onde ocorre a mudanca de comportamento nas derivadas, Assim,
estitnamos o ponto tricritico como tendo as coordenadas wpre = 1,540, 1 e yppe = 1,140, 1,
Novamente para uma comparagéo as coordenadas do ponto tricritico para o modelo de ligagdes

interagentes na rede de Husimi [14] sio axpre = 0,37628 ¢ ypro = 4, 60326,

Além de calcular as densidades e as derivadas das densidades e estimar o ponto eritico
terminal e o ponto tricritico, extrapolamos os valores obtidos para x, quando y = 1. Esse é
um ponto da fronteira entre as fases nao-polimerizada e polimerizada usual e corresponde ao
caso nao-interagente, o qual tem wn valor conhecido para 2, (2. = 0,37905227 £ 0, 00000012
{1, 3]). Os dados obtidos para as larguras L estfio na tabela 3.1, que apresenta também o

valor extrapolado usando o algoritmo VBS {19].
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Tabela 3.1; Valores de 2, para y = 1, para o modelo de ligagdes interagentes, juntamente com o
valor extrapolado.

L|r T

113 0,357100282

9 |4 0,369539639

3| 5 0,375076826
416 0,377291276

5 | 7 0,378185851

o0 0, 37909 + 0, 00004

Reunindo todos os dados ohtidos podemos compor wm esbogo do diagrama de fases para
o modelo de ligagdes interagentes na rede quadrada, o que é feito na figura 3.16 apresentada

em seguida. Note que, como essa figura é apenas um esbogo, ela é apresentada sem escalas.

Além de calcular o valor de z, para y = 1, obtivemos também estimativas para os
expoentes criticos v e 17 que caracterizam a fronteira entre as fases nio-polimerizada e polime-
rizada usual, os quais sio calculados através das expressdes 2.4 e 2.5 que sao, respectivamente,

1 In [deﬁgjvc)/d%imc)}

Lok v In{L/L")

L
nE =,
™ &r{we)
lembrando que o expoente 7 deve ser caleulado, para cada largura, no valor de . extrapolado
.l k ” 3 &
para o sistema infinito (25°) e depois os valores obtidos sio extrapolados para o sistema
infinito. Os dados obtidos estio nas tabelas 3.2 ¢ 3.3. Observe que os valores encontrados

~ . %
para v ¢ ) concordam bem com os valoves esperados [4], que sio v = % en = g5 0,20833....
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Figura 3.16: Eshogo do diagrama de fases para o modelo de interacdes entre ligagdes para a rede
quadrada. NP representa a fase nio-polimerizada, PU indica a fase polimerizada usual e PD é a
fase polimerizada densa. O ponto (2% = 0,37909 4 0, 00004, y. = 1) é indicado por B, o ponto critico
terminal de coordenadas (zpor = 0,244 % 0,002, ypor = 3,86 4 0,03) ¢ representado por 4 ¢ o ponto
tricritico, situado em (xpre = 1,54 0,1, yppe = 1,14 0,1) é simbolizado por A. As transicoes de
primeira ordem sfo indicadas por tinhas tracejadas ¢ as de segunda ordem séo as linhas contfnuas.

Para verificar se a transigio entre as fases nao-polimerizada e polimerizada usual é uma
transigio de segunda ordem normal, na qual os expoentes criticos sio constantes ao longo
de toda a fronteira, ¢ ndo uma transicio em que eles sio funcdes dos parametros 2 e y,
como acontece nas transicoes de Kosterlitz- Thouless, nds caleulamos os expoentes para outro
valor de y, a saber, y = 1,2, Os resultados obtidos para esse valor de y sio apresentados
na tabela 3.4 juntamente com os valores para y = 1. 15 importante notar que os expoentes
criticos permanecem constantes dentro da barra de erros, o que caracteriza uma transicio de
segunda ordem usual. Além disso, como o expoente n ¢ muito sensivel 3 avaliacio de 2., o
erro nesse expoente deve ser maior do que o erro em ¥, que envolve derivadas muméricas, as

quais incorporam parcialmente os erros nos céleulos.



Tabela 3.2: Valores de v para y = 1, para o modelo de ligacdes interagentes, juntamente com o valor

extrapolado.

L.'

124

0,68778987(

0,730770808

[ I I e

0,741863503

0,746214976

=I

(,748253964

0, 7507 £ 0, 0008
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Tabela 3.3: Valoves de n para y = 1, para o modelo de ligacdes interagentes, imntamente com o valor
7 1‘ bl 3

extrapolado,

i

0,32777599

I .

0,28147596

0,24990429

L

,22128292

0,21588220

Sy Gt

0,21311582

-1

0,21152634

0, 2082 + 0, 0004
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Tabela 3.4: Valores extrapolados de z., v e 5y para y = 1,0 e y = 1,2, para o modelo de ligaches
interagentes.

Y T, v 7
L0 | 0,37909 £ 0,00004 | 0,7507 = 0,0008 | 0,2082 4 0, 0004
1,2 1 0,36919 £ 0,00003 | 0,7498 £ 0,0004 | 0,205 + 0,003

E importante notar que ndo calculamos os expoentes criticos para a fronteira entre as
fases polimerizadas por dois motivos. Primeiro, uma parte da fronteira corresponde a uma
transicio de primeira ordem, e nio se definem expoentes criticos nesse caso. Segundo, temos
apenas duas estimativas para a fronteira entre as fases polimerizadas, ¢ nio é possivel realizar

uma extrapolacio tendo apenas dois resultados.

Aqui terminamos de apresentar os dados obtidos para o modelo de ligacées interagentes.

Em seguida, iniciamos a discussao sobre o modelo de sitios interagentes.

3.2 Resultados para o Modelo de Monémeros Interagentes

As estimativas para o diagrama de fases do modelo de mondmeros interagentes estio
apresentadas na figura 3.17. Como se observa na figura, para o modelo de monémeros intera-
gentes também temos um diagrama de fases com trés fases, como ocorre no caso do modelo
de ligagoes interagentes. Essas fases sdo a fase nAo-polimerizada, a fase polimerizada usual e
a fase polimerizada densa. As caracter{sticas das fases ¢ os tipos de transicio entre elas foram
estudadas da mesma forma que fizemos para o modelo de Hgagdes interagentes. Inicialmente
calculamos as densidades para um valor de x pequeno (@ = 0,2) e que estivesse dentro da fase

nao-polimerizada. A densidade de sitios ocupados pelo polimero é mostrada na figura 3.18.
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Figura 3.17: Diagramas de fases para o modelo de mondmeros interagentes. A fronteira entre as fases
polimerizadas é indicada por 2f. NP ¢ a fase nio-polimerizada, PU é a fase polimerizada usual ¢ PD
¢ a fase polimerizada, densa.
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Figura 3.18: Densidade p, de sitios ccupados para @ = 0,2.

Observando essa figura vemos que ela ¢ muito semelhante 4 figura 3.2, a qual mostra a
densidade de sitios ocupados para @ = 0,2 para o modelo de ligacdes interagentes. No caso
dos mondémeros interagentes também ocorre a variacio abrupta, que fica mais pronunciada
com o aumento da largura. Comparando as figuras 3.17 e 3.18, vemnos que a regido de transicio

se localiza em torno de z = 3.

Continnando com a apresentagio dos dados, na figura 3.19 mostramos a densidade de

interagdes entre os mondmeros (p,) para @ = 0, 2.
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Figura 3.19: Densidade p; de interagbes entre os mondmeros para @ = 0, 2.

Aqui também percebemos o comportamento abrupto em torno de 2 = 3, quando a densidade
de interagoes entre os mondmeros passa de um valor nulo, dentro da fase nio-polimerizada,
para um valor muito préximo de 1, dentro da fase polimerizada densa. A transicio entre essas
duas fases deve ser de primeira ordem. Para reforgar essa afirmacio, na figura 3.20 mostramos

a derivada da densidade de sitios ocupados para z = 0,2.
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Figura 3.20: Derivada da densidade p, de sitios ocupados para = = 0, 2.

Como podemos ver na figura acima, com o aumento da largura o pico na derivada
torna-se mais alto e pronunciado e quando L — oo devemos ter uma divergéneia na derivada,
0 que caracteriza wna transicdo de primeira ordem. Além disso, o pico caminha em direcio a
z = 3, concordando com as estimativas anteriores para o valor de z no gual ocorre a transicio
correspondente a @ = (), 2,

Para complementar o estudo da fronteira entre as fases ndo-polimerizada e polimerizada
dlensa, na figura 3.21 apresentamos a derivada da densidade de interacées entre os monémeros

para x = 0, 2.
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Figura 3.21:  Derivada da densidade p, de interagdes entre os mondmeros para © = 0, 2.

Da mesma forma que no grafico da derivada da densidade de sitios ocupados apresen-
tado na figura 3.20, aqui existe um pico em torno de z = 3 que fica mais pronunciado 2
medida que L aumenta. Reunindo todos os dados podemos afirmar que a transicio entre a

fase ndo-polimerizada e a fase polimerizada densa é de primeira ordem.

Seguindo os passos exectitados para o modelo de ligacdes interagentes vamos apresentar
os dados obtidos para um valor de 2 que estd dentro da fase polimerizada usual e verificar
o gue ocorre com as densidades. Escothemos novamente x = 0,4 para facilitar a comparacio
entre os resultados. Iniciamos com a figura 3.22, a qual mostra a densidade de sitios ocupados

para © = 0,4,
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Figura 3.22: Densidade p, de sitios ocupados para 2 = 0, 4.

Observando essa figura percebemos que a densidade de sitios ocupados para x = 0,4
também apresenta a formacio de uma descontimuidade, passando de valores de p, pequenos
quando z ¢ pequeno para valores préximos de 1 quando z passa de z = 1,8, Esse COLPOT-
tamento fica mais evidente com o aumento das larguras, ¢ a formacio da descontinuidade é
monotdnica. E interessante comparar essa figura com a 3.6, que mostra a densidade de sitios
ocupados para o modelo de ligagdes interagentes, para verificar que ambas tém o mesmo
aspecto qualitativo. Vejamos agora a densidade de interagdes entre os mondmeros, que pode

ser vista na figura 3.23.
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Figura 3.23: Densidade p. de interactes entre os mondmeros para 2 = 0, 4.
a2 ]

A densidade de interacdes entre os mondmeros também apresenta um comportamento
caracteristico de transi¢des de primeira ordem. Ela é semelhante 3 figura 3.7, que é a sua
equivalente para o modelo de ligacoes interagentes, Note que os graficos 3.22 e 3.23 indicam
que a transicio ocorre numa regifo proxima de z = 1,8, ao passo que as estimativas para
a fronteira entre as fases polimerizadas obtidas pela renormalizacio fenomenolégica para os
pares 3-5 ¢, principalmente, 5-7, que sdio apresentadas no diagrama de fases 3.17, sugerem wn
valor maior de z. Essa discrepancia também ocorre no modelo de ligagoes interagentes, s6 gue
em menor intensidade. O fato é que as densidades nio podem ser utilizadas de forma isolada
para obter estimativas dos pontos criticos. Por outro lado, como temos apenas duas estima-
tivas para a fronteira entre as fases polimerizadas, ¢ essas estimativas sdo menos coincidentes
no modelo de mondmeros interagentes do que no de ligagdes interagentes, elas nos informam
que existe uma transicio entre duas fases polimerizadas, mas os valores dos pontos criticos

nessa fronteira sé podem ser obtidos de forma aproximada. Observe que a convergéncia da
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fronteira que envolve a fase nao-polimerizada e as outras duas fases polimerizadas ¢ muito
mais rapida do que a convergénela para a fronteira entre as fases polimerizadas e, por isso,
os resultados obtidos para a transicio entre a fase nao-polimerizada e as fases polimerizadas
sdo methores do ponto-de-vista gualitativo e também quantitativo.

Para completar o estudo do valor x = 0,4, vamos mostrar os graficos das derivadas das
densidades de sitios ocupados e de interagtes entre os mondmeros. Iniciamos com a figura 3.24,

que apresenta a derivada da densidade de sitios ocupados.
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Figura 3.24: Derivada da densidade p, de sitios ocupados para @ = 0,4,

Observando essa figura vemos que com o aumento do tamanho da largura o pico na deri-
vada torna-se mais pronunciado. E interessante ressaltar que o comportamento é monotonico
considerando todas as larguras e também se as separarmos em conjuntos de larguras pares e

impares, Note que o pico se localiza numa regido em torno de » = 1, 5.

O comportamento acima também aparece na derivada da densidade de interacdes enire

os mondimeros, como se vé na figura 3.25, apresentada em seguida.
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Pigura 3.25: Derivada da densidade p, de interacies entre os mondmeros para @ = 0, 4.

Da mesma forma como acontece nas figuras 3.21 e 3.24, o comportamento do pico é
monotonico e ele torna-se mais pronunciado com o aumento das larguras numa regido em

torno de z = 1,5, A transicio para x = 0,4 deve ser tma transicio de primeira ordem.

A transigio entre as fases ndo-polimerizada e polimerizada usual é de segunda ordem até
um certo ponto em que a transicao passa a ser enbre as fases nio-polimerizada ¢ polimerizada
densa. Nesse ponto ocorre a unifio entre essas duas fronteiras de fases e aquela correspondente
a transicdo entre as fases polimerizadas. Para @ = 0,4 obtivemos como resultado que a
transicao entre a fase polimerizada usual e a fase polimerizada densa é de primeira ordem, ¢
ela deve apresentar esse tipo de comportamento para @ < 0,4. Assim, no ponto de encontro
das trés fronteiras incidem duas linhas de primeira ordem e uma de segunda ordem. Esse
ponto deve ser, entdo, wm ponto critico terminal, como acontece no caso do modelo de

ligagoes interagentes. Para estimar a localizagao desse ponto, podemos utilizar a equacio 3.3
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para a renormalizacio fenomenoldgica de trés larguras. O resultado por nds obtido vale
(wpcrr = 0,34540, 001, zpor = 1, 5240, 01), que é a estimativa para o ponto critico terminal.

O nosso proximo passo é calcular as densidades pava um valor maior de 2. No caso
do modelo de ligages interagentes usamos o valor @ = 2,4. Entretanto, aqui optamos por

x=1,4. O grifico da densidade de sitios ocupados aparcce na figura 3.26.
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Figura 3.26: Densidade p, de sitios ocupados para @ = 1,4.
O comportamento da densidade de sitios ocupados para @ = 1,4 é semelhante ao

apresentado na figura 3.10, a qual mostra a densidade de sitios ocupados para o modelo de
ligagdes interagentes. No caso de ligacdes interagentes a transiciio é de segunda ordem. Assira,
esse grafico indica que a transigho para o modelo de mondmeros interagentes para x = 1,4 é
de segunda ordem, e ocorre numa regidgo em torno de z = 0,8. Vejamos também o grafico da

densidade de interagdes entre os mondmeros, apresentado na figura 3.27.
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Figura 3.27: Densidade p, de interacées entre os mondmeros para o = 1, 4.

O grafico para a densidade p, tem um aspecto intermediario entre os graficos apresentados
nas figuras 3.7 e 3.23, as quais mostram, respectivamente, as densidades de interacdes entre
ligagdes e entre monémeros para 2 = 0,4, e o grafico 3.11, que é a densidade de interacoes
entre ligagOes para @ = 2,4. Assim, a densidade de interagdes entre mondmeros nio nos indica
o tipo de transicao, apenas a regidao em que ela ocorre, que coincide com a estimativa obtida
a partiv do gréfico de p, e que fica préxima a z = 0,9,

Para tentar obter um embasamento maior a respeito do tipo de transicio, vamos calen-
lar as derivadas das densidades. Iniciamos com a derivada da densidade de sitios, mostrada

na figura 3.28,
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Figura 3.28: Derivada da densidade p, de sitios ocupacos para 2 == 1, 4.

O gréfico da derivada da densidade de sitios ocupados apresenta um pico numa regiao
em torno de z = 0,65, Uma andlise detalhada deste pico mostra que quando passamos da
largura 2 para a largura 3 e dessa para a largura 4 a altura do pico aumenta. Entretanto,
quando passamos da largura 4 para a 5 a altura do pico diminui, e isso ocorre também quando
passamos da largura 5 para a 6 ¢, por fim, para a largura 7. Mestno se considerarmos apenas
larguras pares ou impares, veremos que o comportamento do pico nio é monotonico, e a
altura do pico inicialmente cresce e depois decresce. Esse comportamento é diferente do que
ocorreu até o momento em todos os graficos analisados, tanto para o modelo de mondmeros
interagentes como para o modelo de ligagoes interagentes. Quando a altura do pico crescia
monotenicamente com o aumento da largura, tinhamos wma transicio de primeira ordem,
porque no sistema infinito esse pico se tornaria wna descontinuidade da derivada das densi-

dades. Nas transictes de segunda ordem, a derivada nio deve apresentar descontinuidades.



Como o pico que aparece na derivada anmenta para as larguras pequenas e depois diminui
para as larguras maiores, quando tomarmos o limite I = oo ele deve desaparecer, e entdo
a derivada das densidades deve ser wma funcio continua para =z = 1,4, o que caracteriza
uma transicao de segunda ordem nesse ponto. Vejamos também o grifico da densidade de

interagdes entre os mondmeros, apresentado na figura 3.29, para completar nossa discussio.
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Figura 3.28: Derivada da densidade p, de interacdes entre os monémeros para x = 1,4,

Nessa figura também vemos que a altura do pico, gue situa-se em torno de z = 0,75,
aumenta ao passarmos de I = 2 para I = 3 e de [ = 3 para [ = 4, diminuindo em seguida
para as larguras maiores. Aqui é inkeressante ressaltar que mais importante do que os valores
numéricos das grandezas é o seu comportamento assintético, por causa da hipdtese de finite-
size sceling. Assim, as menores larguras podem ainda nfo estar completamente no regime de
finate-size scoling, ao contrdrio das larguras maiores. Se o pico diminufsse pava as larguras
menores e aumentasse em seguida para as larguras maiores, entdo nossa andlise deveria

priorizar essas ultimas e esperarfamos uma transicio de primeira ordem, ndo de segunda.
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Aqui é importante ressaltar que, comparando as estimativas obtidas pela renormalizacio
fenomenoldgica para as fronteiras de fases entre as fases polimerizadas para as larguras 3-
5 e 5-7 com resultados extraidos do calculo das densidades e também das derivadas das
densidades, vemos (ue os dados sio discordantes entre si. As estimativas dos pontos criticos
para as fronteiras de fases da figura 3.17 sugerem valores de z para a transicio entre as fases
polimerizadas em torno de » = 2,0 para x = 1,4 (extrapolando-se os comportamentos das
curvas para = 1,4). Esses valores sdo bem mais altos do que as estimativas obtidas através
dos graficos das densidades, gue ficam em tornoe de z = 0, 85, Essas estimativas, por sua vez,
$80 um pouco mais altas do que as que podem ser obtidas considerando-se as derivadas das

densidades, que sugerem que a transicio ocorre proximo a z = 0,7.

O ponto critico terminal foi estimado em (wpcr = 0,345 & 0,001, zpopr = 1,52 &
0,01). Pelo aspecto qualitativo das estimativas para as fronteiras de fases obtidas pela re-
normalizagio fenomenoldgica para as larguras 3-5 ¢ 5-7 (veja a figura 3.17), na trausicdo
entre as fases polimerizadas os valores de 7 devem diminuir & medida que 2 aumenta, ¢ csse
comportamento também era esperado ja que, quanto maior for o valor de 2, mais mondmeros
estio incorporados ao polimero e mais interacdes entre os mondmeros primeiros-vizinhos mas
nao-consecutivos irdo ocorrer, de modo que um valor menor de z é necessdric para provocar a
transicao da fase polimerizada usual para a fase polimerizada densa. Portanto, para z = 1,4
o valor de z deve ser menor do que o valor dessa coordenada para o ponto crftico terminal,
isto &, zpcp = 1,52, Assim, para x = 1,4, a renormalizacdo fenomenolégica nos fornece uma
estimativa quantitativa muito alta para a coordenada z do ponto onde ocorre a transicio entre
as fases polimerizadas. Por outro lado, as estimativas extraidas das densidades e das devivadas
das densidades (z = 0,85 ¢ z = 0,7) sfo inconsistentes pois, se a transicio para x = 1,4
ocorrer para um z tal que z < 1, isso significa que, para algumn valor de @ tal que v < 1,4,
a transicio deve ser verificada quande z = 1. Entretanto, z = 1 corresponde ao modelo

nao-interagente, que ji foi estudado por varios métodos e que possul apenas dnas fases, e a
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transicao entre elas ocorre nmum valor de 2 determinado por vérias téenicas diferentes. Assim,
ou na fronteira entre as fases polimerizadas a transi¢io ocorre sempre para z > 1 ou o modelo
nao-interagente apresenta trés fases polimerizadas distintas, havendo dois pontos criticos que
correspondem as transigoes entre essas duas fases. Um deles ocorreria num valor pequeno
de z, que é o valor conhecido por virias técnicas (v, = 0,37905227 £ 0,00000012), ¢ outro
num valor maior de z. Essa iltima hipdtese ndo é plausivel pois 0 modelo nao-interagente
foi exanstivamente estudado por varios métodos diferentes e ele possul apenas uma transigao
entre duas fases polimerizadas distintas, de forma que a transicio entre as fases polimerizadas
no modelo de mondmeros interagentes deve ocorrer sempre para = > 1. Consegilenternente, as
densidades e as derivadas das densidades fornecem estimativas quantitativas para os valores
de z pequenas demais e nao podem ser levadas em consideragio. Note gue, qualitativamente,
os dados referentes as densidades e as derivadas das densidades sdo consistentes entre si, ¢
sugerem uma transicio de segunda ordem para z = 1,4. Do ponto-de-vista qualitativo nao ha
discordancias entre os resultados obtidos mediante o cdleulo das densidades ou das derivadas

das densidades.

J4 que para z = 0,4 a transicao é de primeira ordem e para @ = 1,4 ¢la é de segunda
ordem, entre esses dois valores de  existe um ponto tricritico. Observando as figuras 3.24
até 3.29, vemos que passamos de uma situagdo em que o pico cresce de forma monotdnica,
para © = 0,4, sendo que a sua altura para a largura L é menor do que para a largura
L + 1, para uma situagio em que os picos, a partir de L = 4, diminuem com o aumento da
largura. Isso significa que, para algum valor de 2, todos os picos tém aproximadamente a
mesma, altura, ¢ esse valor de @ é a nossa estimativa para o ponte tricritico. As curvas das
derivadas das densidades nas figuras 3.28 ¢ 3.29 sfo bastante préximas umas das outras, o
que indica que o ponto tricritico ndo deve estar muito longe de x = 1,4. Para tentar obté-lo,
calculamos as derivadas das densidades para alguns valores de @. Note que agul novamente

a renormalizacio fenomenoldgica de trés larguras néo pode ser utilizada pois, observando a
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figura 3.17, verificamos que existern apenas duas estimativas para a fronteira entre as fases
polimerizadas e elas ndo se cruzam, ndo existindo solugio para a equagio 3.3 nessa regifo.
Assim, a estimativa do ponto tricritico pode ser feita apenas de modo grafico, como no caso do
modelo de ligagdes interagentes. Porém, infelizmente o cdleulo das derivadas das densidades
nao fol conclusivo a esse respeito. Nao ¢ possivel, a partir dos graficos das derivadas das
densidades, fazer qualquer tipo de afirmacgio sobre a localizacio do ponto tricritico. Para
comprovar isso, apresentamos em seguida os resultados para alguns dos valores de x para
os quais calculamos as derivadas das densidades de sitios ocupados e de interacdes entre

mondmeros,

Figura 3.30: Derivada da densidade p, de sitios ocupados para @ = 0,7.
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Derivada da densidade p, de interagbes entre os mondmeros para o = 0,7,

89



G,1-

Figura 3.32: Detivada da densidade g, de sitios ocupados para = = 0,9,
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Figura 3.33: Derivada da densidade p. de interagoes entre os mondmeros para 2 = 0,9.
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Figura 3.34: Derivada da densidade p, de sitios ocupados para @ = 1, 2.
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Figura 3.35: Derivada da densidade p, de interagdes entre os mondimeros para @ = 1, 2.

Como se observa nas figuras 3.30 até 3.35, os graficos para os trés valores de z {w=0,7,
x =10,9 e 2 = 1,2} sio muito parecidos entre si. Nao seria prudente afirmar que o ponto
tricritico tem uma determinada coordenada. O que se pode dizer é que o ponto trierftico deve
estar situado entre @ = 0,4 ¢ @ = 1,4. No caso da rede de Husimi, o ponto triceftico para
o modelo de mondmeros interagentes estd localizado em (#prc = 0,32774, zppe = 1,84193).
Aqui é interessante lembrar o diagrama de fases do modelo de mondmeros interagentes es-

tudado na rede de Husimi [14]. Considerando apenas a rede de Husimi, o diagrama de fases
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para o modelo de mondmeros interagentes é gualitativamente diferente do diagrama para
o modelo de liga¢des interagentes. No caso de ligagbes interagentes, o diagrama de fase da
rede de Husimi mostra que a transicgo de segunda ordem entre a fase nao-polimerizada e a
fase polimerizada wusual termina num ponto critico terminal, sendo que, entre as fases po-
limerizadas a transi¢ao é de primeira ordem para valores pequenos de @ e passa para uma
transicao de segunda ordem para valores de & maiores. Existe, portanto, um ponto tricritico
nessa fronteira. Esse comportamento qualitativo é verificado também no nosso modelo de
ligacoes interagentes pa rede quadrada, mas ocorrem diferencas quantitativas com relacdo as
localizacdes dos pontos multicriticos, o que nio é nada surpreendente, ja que sdo modelos
estudados em redes diferentes, uma real (rede quadrada) ¢ outra matematica (rede de Hu-
simi). Note que a rede de Husimi de coordenagao g = 4 ¢é uma aproximagao para uma rede

quadrada melhor do que a rede de Bethe, mas ainda é um caleulo de campo médio.

O modelo de mondémeros interagentes na rede de Husimi tem wmn diagrama de fases
qualitativamente diferente. A transicio entre as fases nao-polimerizada ¢ polimerizada usual
fermina num ponto trieritico localizado em (xpre = 0,32774, zppe = 1,84193). A partir
desse ponto, a transicdo torna-se de primeira ordem e ela continua na fronteiva entre as fases
nao-polimerizada e polimerizada densa. A transico entre as fases polimerizadas é toda de
segunda ordem e termina num ponto eritico terminal ao unir-se com a fronteira que envolve
a fase nado-polimerizada e as fases polimerizadas. A localizagio desse ponto critico terminal é
{aper = 0,24987, zper = 2,82006). A explicacio para as diferengas qualitativas entre os dois
modelos na rede de Husimi baseia-se no fato de que as interactes entre monomeros ocorrem
com maior freqiiéncia do que entre ligactes ja que, para que ceorra uma interagdo entre duas
ligacoes, necessariamente existe pelo menos uma interagio entre alguns dos mondémeros que
formam essas ligagoes. Por outro lado, ¢ possivel existir uma interagdo entre mondmeros sem
gue ocorramn interagdes entre ligagdes, como ocorre quando o polimero se encontra consigo

mesmmo de modo que dois mondmeros sejam primeiros-vizinhos mas sem que haja duas ligagoes



primeiras-vizinhas. Uma configuragio em que isso ocorre corresponde ao polimero formar um
L7 muma certa vegifio e outro “L” noutra, de modo que os vértices dos “L” sejam primeiros-
vizinhos mas sem que os lados dos “L”, que seriam as ligaces, sejam. Com isso, os mondmeros
dos vértices interagem entre si, mas ndo haveria uma interacio entre ligagdes. Assim, fixado
um valor de @, para valores iguais de y e z as interacbes entre os mondmeros siao mais
eficientes do que as interacdes entre as ligagdes para produzir configuracoes de densidades
malores, ou seja, no modelo de mondmeros interagentes o polimero atinge a fase densa para
valores menores de z do que para o modelo de ligacoes interagentes. A mesma situacio ocorre
no caso dos nossos modelos definidos na rede quadrada, o que pode ser verificado comparando
os diagramas de fases e também os valores dos pontos multicriticos. Portanto, considerando
um mesmo valor de 2, a fronteira entre as fases polimerizadas no modelo de mondémeros
interagentes aparece numa regifio em qgue os valores de 2 sdo menores do que os valores de
y da fronteira entre as fases polimerizadas no modelo de ligactes interagentes, ¢ isso ocorre
tanto na rede de Husimi como na rede quadrada. Por causa da prépria maneira como a rede
de Husimi é definida e construida ndo é possivel para as ligagoes em um quadrado elementar
da rede interagir com as ligagbes em outro guadrado elementar. Dessa forma, uma interagao
entre duas ligacoes € bem mais dificil de ocorrer do que uma interagio entre monomeros. Isso
faz com que a fronteira eutre as fases polimerizadas ocorra para valores de Interagio entre
os mondmeros bem menores do que entre as ligacoes, e essa diferenga entre os valores de y e
z para as duas fronteiras é de tal ordem que muda qualitativamente o diagrama de fases na

rede de Husimi.

Constderando agora os modelos definidos na rede quadrada vemos que a quest&o referen-
te a malor eficiéncia das interacoes entre os mondmeros do que entre as Hgacoes na producio
da fase densa permanece. Contudo, a rede gquadrada permite que quadrados adjacentes in-
terajam por meio de ligagtes, o que é proibido pela rede de Husiini. Assim, a existéncia de

umna interacio entre ligagdes é menos comuin de ocorrer do que entre mondimeros, mas ainda
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¢ um fato bem mais fregilente na rede quadrada do que na rede de Husimi. Conseqiientemen-
te, os valores da coordenada z dos pontos criticos que pertencem 3 fronteira entre as fases
polimerizadas no modelo de mondémeros interagentes sao menores do que os valores da coor-
denada y para os pontos que pertencem 4 fronteira entre as fases polimerizadas no modelo de
ligagdes interagentes, mas nio tanto que leve a uma mudanca qualitativa do diagrama. Ela
& apenas quantitativa. Além disso, o detalhe de a interacdo ser entre ligagdes on mondmeros
nao deveria ser suficiente para fazer com que os diagramas de fases para os dois modelos na

rede quadrada fossem qualitativamente diferentes.

Para o modelo de mondmeros interagentes também calculamos a atividade x, para
z =1 e para z = 1,2, além dos expoentes criticos v e 7. Os dados obtidos estio na tabela 3.5

abaixo.

Tabela 3.5:  Resultados para t., v e n para o modelo de mondimeros interagentes, para z. = 1 e

z = 1, 2. Os expoentes para a rede quadrada para y = 1 sfo v = % e = w’; = (},2083333....

. e v 'y
1.0 0, 37902 £ 0,00003 0,7507 40,0007 | 0,2089 4 0, 0009
1,2 | {, 366848 + 0,000003 | 0, 7500 <+ 0, 0004 0,205 £ 0,008

Ze

Como se observa na tabela, os expoentes também permanecem constantes dentro da
barra de erros e a transiciio entre a fase ndo-polimerizada e a fase polimerizada usual é uina
transicio de segunda ordem normal. Da mesma forma como fizemos para o modelo de ligacoes
interagentes na rede quadrada, na figura 3.36 apresentamos um esbogo do diagrama de fa-
ses para o modelo de mondmeros teragentes. Note que os diagramas sio gqualitativamente

similares, mas os valores numéricos dos pontos multicriticos sao diferentes.
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4

Figura 3.36: Esbogo do diagrama de fases para o modelo de interagdes entre mondmeros para a rede
gquadrada. NP representa a fase nio-polimerizada, PU indica a fase polimerizada usual e PD é a
fase polimerizada densa. O ponto (3% = 0, 37902 - 0, 00003, 2, = 1) ¢ indicado por B, o pouto critico
terminal de coordenadas (zper = 0,345 :k 0,001, zpep = 1,52 £ 0,01) é representado por ¢. Como
néo temos a localizaclo exata do ponto tricritico, apenas indicamos a sua existénela por um A. As
transicoes de primeira ordem sfo indicadas por linhas tracejadas e as de segunda ordem sio as linhas

.
continunas.

Como dltimo comentério, devemos dizer que nossos resultados sdo consistentes com um
ponto & (o ponto no qual termina a travsicio de segunda ordem entre a fase nao-polimerizada
¢ polimerizada usual) que seja wn ponto eritico terminal em ambos os modelos. O préximo

capitulo apresenta as conclusdes e retine todos os dados obtidos.



Capitulo 4

CONCLUSOES

4.1 Modelo de Ligacoes Interagentes

Concluindo o estudo por nés realizado, sobre o modelo de ligagdes interagentes na. rede

quadrada podemos dizer que:

1. O modelo de ligacdes interagentes na rede quadrada apresenta um diagrama de fases
com trés fases distintas. Fssas fases sfo a fase ndo-polimerizada, a fase polimerizada
usual e a fase polimerizada densa. Nesse modelo, @ é a atividade de um mondmero gue
pertence ao polfmero e y = e & o peso estatistico associado a uma interagio entre

ligacoes. Aqui, e é a energia de interacio (veja a figura 3.1).

2. A fase nao-polimerizada é caracterizada por ndo ter a formagio de um polimero que
atravesse toda a rede. Nessa fase, a densidade de sitios ccupados por wn polimero é
nula (g, = 0) no limite termodinamico. Da mesma forma, como ndo hé um polimero
n&o hi interagdes entre as ligagdes e a densidade de interagdes entre as ligagbes também

¢ mula (p, = 0).

3. A fase polimerizada usual corresponde & fase em que o polimero se encontra polimeri-
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zado, com uma densidade que depende dos valores de a e y, ou seja, po = pu{x,y) e
py = pyla,y). Na regifo préxima a fronteira entre a fase ndo-polimerizada e esta fase as

densidades devem ter valores peqguenos que vao aumentando quando 2 ¢ y aumentam.

A fase polimerizada densa é caracterizada por ser uma fase em que o polimero torna-se
bastante compactado de forma que o nidmero de interagbes entre as ligagoes ¢ maxi-
mizado, Nessa fase o polimero percorre todos os sitios da rede, o que faz com qgue a
densidade de sitios ocupados atinja seu valor méximo (p, = 1). Como o nimero de
interagdes entre as ligagdes é maximizado, a densidade de interagtes entre as ligagbes

também atinge valores muito altos, proximos de 1, isto &, p, & 1.

Ao passarmos da fase ndo-polimerizada para a fase polimerizada densa as densidades
passam de p, = py = 0 para p, = 1 ¢ p, & 1. Essa transi¢io ¢ descontinua e corres-
ponde a wma transicio de primeira ordem. Ao calcularmos as densidades e as derivadas
das densidades para x = 0,2 (figuras 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5} vimos gue, ao passarmos
da fase nao-polimerizada para a fase polimerizada densa, as derivadas das densidades
apresentam um pico que awmenta com o tamanho da largura das tiras e que se torna
uma descontinuidade no sistema infinito, comprovando, assim, a transi¢do de primeira

ordem caracterizada por wma singularidade na primeira derivada da densidade.

Ao passarmos da fase nio-polimerizada para a fase polimerizada usual as densidades
nao sofrem nenhuma alteracdo brusca. Essa transicao é de segunda ordem e um ponto
dessa fronteira j4 tinha sido obtido por outras técnicas {1, 3]. Esse ponto corresponde
ay = 1, ou seja, ao modelo simples de polimeros em que ndo hé interagdo entre as

ligagdes. Nesse caso, o valor de @ jé conhecido é w, = 0,37905227 -+ (, 0000001 2.

O valor de z, para y = 1 obtido através de extrapolagoes [19] foi . = 0, 379090, 00004,

que estd de acordo com o valor anteriormente citado,
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8. A transicao da fase polimerizada usual para a fase polimerizada densa é de primeira
ordem para valores pequenos de z, como comprovamos ao fazermos os gréficos das
densidades (figuras 3.6 e 3.7) e das derivadas das densidades (figuras 3.8 e 3.9) para
x = 0,4. Esses graficos sao muito semelhantes aos graficos equivalentes para z = 0,2,
onde ocorre a passagem da fase ndo-polimerizada para a fase polimerizada densa e
existe uma transicio de primeira ordem. Para valores maiores de x a transi¢ao torna-se
de segunda ordem, como pode ser visto nas figuras 3.10 e 3.11, as quais apresentam as
densidades de sitios ocupados e de interacoes entre as ligagoes, respectivamente, para
2 = 2,4. As derivadas das densidades sdo mostradas nas figuras 3.12 e 3.13. Nessas
figuras podemos ver que nio existe mais o pico caracteristico das transi¢oes de primeira
ordem. A derivada é bastante “suave”, o que caracteriza uma transi¢io de segunda
ordem. Portanto, existe uma mudanga no tipo de transicao na fronteira entre as fases
polimerizadas, passando de primeira ordem para segunda ordem em algum ponto. Esse

ponto é um ponto tricritico.

9. A localizagao do ponto tricritico nao pode ser feita através do método de renormali-
zagao fenomenoldgica de trés larguras, j4 que temos apenas duas estimativas para a
fronteira entre as fases polimerizadas, associadas aos pares 3-5 e 5-7, e essas estimativas
nio se cruzam em nenhum ponto. Assim, para estimar as coordenadas desse ponto
calculamos as densidades e derivadas das densidades para véarios valores de a para
verificar quando havia uma alteracao no comportamento dessas fung¢oes, passando de
caracteristicas tipicas de transi¢io de primeira ordem para caracteristicas de segunda
ordem. Esses cdlculos podem ser vistos nas figuras 3.14 e 3.15, nas quais a mudanca
de um comportamento para outro é facilmente percebida. Com isso, obtivemos para as
coordenadas do ponto tricritico as seguintes estimativas: zprc = 1,5 £ 0,1 e yprc =
1,140, 1. Para uma comparacao, o modelo de ligacoes interagentes na rede de Husimi

tem um ponto tricritico localizado em (zprc = 0,37628, yprc = 4,60326).
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A fronteiva de segunda ordem entre a fase nio-polimerizada e a fase polimerizada usual
termina na fronteira de primeira ordem entre a fase ndo-polimerizada e a fase poli-
merizada densa, como peode ser visto na figura 3.16, a qual apresenta um esbogo do
diagrama de fases do modelo. Nesse ponto existe um ponto critico terminal, cujas co-
ordenadas foram estimadas através da renormalizagio fenomenoldgica de trés larguras
em (xpep = 0,244 £ 0,002, ypep = 3,86 + 0,03). Também para uma comparagao, o
modelo de ligaces interagentes na rede Husimi tem wmn ponto critico terminal loca-
lizado em (2pcr = 0,28053, ypor = 6,35335). Uma explicagdo para o motivo de os
pontos multicriticos ocorrerem para valores menores de y no modelo na rede quadrada
reside no fato de que nessa rede as interagdes entre ligacbes podem ocorrer com mais
facilidade do que na rede de Husimi. Assim, como hé um niamero maior de intera¢oes na
rede quadrada do que na rede de Busimi, a intensidade da interagio na rede quadrada

pode ser menor mas produz o mesmo efeito.

O ponto 8 é o ponto em que termina a transicio entre a fase nio-polimerizada e polime-
rizada usual. I onde ocorre pela primeira vez a transiciio de colapso, em que o polimero
passa da fase polimerizada usual para a fase densa. No modelo de inberagoes entre
ligacoes nossos calculos indicam que esse ponto corresponde ao pouto critico terminal

discutido acima. Portanto, o ponto & nesse modelo é um ponto critico terminal.

Calculamos 0s expoentes criticos para a fronteira de segunda ordem entre a fase nao-po-
limerizada e a fase polimerizada usual. Para y = 1 os expoentes sdo v = 0, 75070, 0008
en = 0,2082 4 0,0004. Para y = 1,2 o valor de 2, correspondente é ., == 0,36910 £
0, 00003, o expoente v vale v = 0, 7498 £ 0,0004 e o expoente n vale 5 = 0,205 £ 0,003,
Pelos resultados acima podemos concluir que os expoentes criticos ficam constantes ao
longo da fronteira, o que caracteriza uma transigho de segunda ordem usual, e nédo uma

transicio especial como uma transigio de Kosterlitz-Thouless, na gual os expoentes
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. ~ ] =
variam. Os valores esperados para os expoentes sio v = % ¢ = 5y [4], de modo que os

valores obtidos concordam muito bem com os esperados.

0 diagrama de fases do modelo de ligacGes interagentes na rede quadrada é qualita-
tivamente semelhante ao diagrama do mesmo modelo na rede de Husimi [14], apesar
de existirem diferencas quantitativas j& mencionadas, que estdo associadas s carac-

teristicas geométricas das duas redes.

Modelo de Mondémeros Interagentes

Com relagio ao modelo de mondmeros interagentes na rede quadrada podemos concluir

O diagrama de fases do modelo de monoémeros interagentes também apresenta trés
fases, como ocorre com o modelo de ligacdes interagentes (veja a figura 3.17). As trés
fases tém caracteristicas fisicas semelhantes s desse modelo. Na fase ndo-polimerizada,
o polimero ndo é formado ¢ as densidades de sitios ocupados e de interagbes entre os
mondmeros sao ambas nulas no limite termodindmico. Vale lembrar que no modelo de
mondmeros interagentes a atividade de um mondémero é também dada por @, ao passo
que z = ¢"Pm & ¢ fator de Boltzmann associado com as interagdes entre os monoémeros,

onde €, ¢ a energia de interagho entre os monomeros.

Na fase polimerizada usual a densidade de sitios ocupados e de interagoes entre os
mondmeros depende de @ e z, enquanto na fase polimerizada densa as densidades atin-

gem seus valores maximos, isto é, pp =1l e p, = 1.

A transicio da fase nac-polimerizada para a fase polimerizada densa é de primeira
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ordem, como pode ser visto nas figuras 3.18 até 3.21, as quais apresentam as densidades
Py € py e as derivadas dessas densidades, todas para @ = 0,2, Note que nas derivadas

temos o pico caracterfstico associado com as transicoes de primeira ordewn.

A transiciio entre a fase nao-polimerizada ¢ a fase polimerizada usual é de segunda
ordem. Quando z = 1, o modelo de mondémeros interagentes recal no modelo usual
de polimeros ndo-interagentes ¢ o valor de @, correspondente obtido por néds vale
e = 0,37902 £ 0, 00003, que estd de acordo com o valor esperade 2, = 0,37905227

0, 00000012 [1, 3].

No estudo da transi¢io entre as fases polimerizadas usual e densa procedemos do mesmo
modo que no caso do modelo de ligagdes interagentes. Iniciamos os edleulos com um
valor pequeno de @, no caso, ¢ = 0,4. As densidades e suas derivadas podem ser vistas
nas figuras 3.22 até 3.25. Observe que as derivadas novamente apresentam um pico cuja
altura aumenta monotonicamente com o ammento do tamanho da largura das tiras,

caracterizando assim uma transi¢do de primeira ordem para @ = 0,4.

Prosseguindo com os célculos, escolhemos agora 2 = 1,4. Nesse caso, a densidade de
sitios ocupados apresentada na figura 3.26 sugere que a transicio é de segunda ordem.
A densidade de interagdes entre os mondmeros, figura 3.27, ndao ¢ conclusiva a esse
respeito, pois apresenta caracteristicas infermediarias entre as figuras 3.19 e 3.11, por
exemplo, que representam transicdes de primeira ¢ de segunda ordem, respectivamente.
Passando para o estudo das derivadas das densidades, apresentadas nas figuras 3.28
e 3.29, vemos que nelas aparece um pico, sugerindo uma transicio de primeira ordern.
No entanto, wma andlise mais detalhada desses graficos revela que a altura do pico
aumenta de L = 2 para [, = 3, ¢ também de L = 3 para L = 4, mas diminui de L =4
para L = 5, de L == ) para L = 6 ¢ de L = 6 para L = 7. Portanto, como precisamos

analisar a tendéncia de comportamento com o aumento da largura, conchuimos que
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no sistema infinito, quando I = oo e tivermos uma rede quadrada, as derivadas das
densidades nio apresentardo esse pico e serdo fungdes analiticas, caracterizando uma
transicio de segunda ordem. Assim, para @ = 1,4, a transi¢do é de segunda ordem.
Cabe ressaltar que ocorrem discrepancias entre os valores estimados para a localizagao
da transicio entre as fases polimerizadas através da renormalizacio fenomenoldgica,
através das densidades de sitios ocupados e de interagdes entre monomeros e através
das derivadas dessas densidades, A renormalizacao fenomenoldgica fornece estimativas
para a transicio em valores muito altos de z, ao passo que as densidades e derivadas
das densidades nos dao valores de » menores do que 1, o que é inconsistente, Assim,
do ponto-de-vista quantitativo nao podemos afirmar a localizacio cxata dos pontos
criticos. Entretanto, considerando apenas os aspectos gualitativos vemos que os dados
obtidos para as densidades e as derivadas das densidades sdo consistentes entre si e, no

caso de z = 1,4, indicam que a transiciio é wma transicio de segunda ordem.

Como a transicio entre as fases polimerizadas muda de primeira para segunda ordem,
nessa fronteira também existe um ponto tricritico, o qual, em principio, poderia ser esti-
mado usando a renormalizacio fenomenoldgica de trés larguras. Porém, como acontece
no caso de ligacdes interagentes, temos apenas duas estimativas para essa fronteira (veja
a figura 3.17). Logo, precisamos estimar o ponto tricritico através do calculo de densi-
dades e suas derivadas, como fizemos para o modelo anterior. Note que para « = 1,4
os graficos das derivadas para as diversas larguras ndo estdo muito separados espa-
clalmente, e esperdvamos que o ponto tricritico ficasse localizado proximo a » = 1,4.
Entretanto, os resultados obtidos para as derivadas das densidades para alguns valores
de x entre @ = 0,4 ¢ & = 1,4 ndo forneceram dados conclusivos a respeito da locali-
zacio do ponto tricritico, como pode ser visto nas figuras 3.30 até 3.35. Assim, nao seria
pridente fazer qualquer afirmativa sobre a localizagio exata do ponto trierftico. O que

podemos dizer ¢ que a transigio para z = 0,4 é de primeira ordem ¢ para @ = 1,4 cla
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é de segunda ordem, de modo que ocorre, em algum ponto entre esses dots valores de
@, uma mudanca de comportamento para a transi¢io. Esse ponto da fronteira entre as
fases polimerizadas é um ponto tricritico, mas nao podemos precisar sua localizagao. No
caso da rede de Husimi, o ponto tricrftico para o modelo de mondémeros interagentes
situa~se em (apre = 0,32774, zpre = 1,84193). E importante ressaltar que o ponto
tricritico para o modelo de mondmeros interagentes na rede de Husimi localiza-se na
fronteira entre a fase ndo-polimerizada e polimerizada usual, e ndo na fronteira entre

as fases polimerizadas, como acontece na rede quadrada.

. A transicio de segunda ordem entre a fase ndo-polmerizada e a fase polimerizada

usual termina ao encontrar a fronteira de primeira ordem entre as fascs nao-polime-
rizada e polimerizada densa. Nesse ponto existe um ponto critico terminal que po-
de ser estimado através da renormalizacio fenomenoldgica de trés larguras. Sua lo-
calizagio é {xpcr = 0,345 £ 0,001, zpcr = 1,52 £ 0,01). Para uma comparagao, o
diagrama de fases na rede de Husimi tem um ponto critico terminal de coordenadas
(zpcr = 0,24987, zpor = 2,82996), e cle representa o ponto onde termina a fronteira
entre as fases polimerizadas, que nessa rede é toda de segunda ordem. Note que existem
diferencas quantitativas e qualitativas entre os diagramas de fase para os modelos in-
teragentes na rede de Husimi, ao passo que na rede quadrada as diferencas sao apenas
quantitativas, como pode ser visto se compararmos as figuras 3.16 ¢ 3.36, que mostram
os esbogos dos diagramas de fases dos modelos de ligagdes e de monomeros interagentes

na rede quadrada, respectivamente.

Nossos dados sugerem que o ponto #, no modelo de mondmeros interagentes, também

¢ um ponto critico terminal.

Os expoentes criticos para a fronteira de segunda ordem entre a fase ndo-polimeriza-

da e polimerizacda usual também foram calculados. Os valores obtidos para z = 1, que
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corresponde ao modelo nio-interagente, sio v = 0, 7507£0,0007 e n = 0, 20890, 0009.
Para 7 = 1,2 os valores encontrados foram . = 0,366848 & 0,000003, » = 0,7500 &
{3, 0004 e n = 0,205 & 0,008. Vale lembrar que os valores esperados para os expoentes

sfwz/:%enm%,

11. O diagrama de fases do modelo de mondmeros interagentes ¢ qualitativamente seme-
lhante ao diagrama do modelo de ligagdes interagentes na rede quadrada, apresentando
apenas diferencas quantitativas. Porém, ele ¢ qualitativamente diferente se comparado
com o modelo de mondmeros interagentes na rede de Husimi. Os motivos que levam a

essa discrepancia sdo discuticdos a seguir.

4.3 Consideracoes Gerais a Respeito dos Dois Modelos

Observando os vérios resultados obtidos, que mncluem graficos, dados para os pontos
multicriticos e valores de expoentes criticos, percebemos que hi vérias semelhangas ¢ algumas
diferencas entre os dois modelos interagentes na rede guadrada, e entre os modelos na rede
quadrada e na rede de Husimi. Vamos comentar essas caracteristicas comparando os dois

modelos.

Tanto na rede de Husimi como na rede quadrada os pontos da fronteira entre as fa-
ses polimerizadas tém valores de coordenadas y ou z menores no modelo de monomeros
interagentes do que no modelo de ligagdes interagentes. Isso tem uma explcagio simples,
baseada no fato de que, se wma parte do polimero se apresenta numa coufiguragdo em que
existern duas ligagdes primeiras-vizinhas, essa configuraciio tem, no minimo, dots monomeros
primeiros-vizinhos nio-consecutivos. Por outro lado, se existem dois mondmeros primeiros-

vizinhos numa configuragio, nio necessariamente existem ligagbes primeiras-vizinhas, como
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ocorte, por exemplo, quando duas partes do polimero que formam uma configuracao em for-
ma de “L” sc aproximam de modo que os vértices dos “L” sejam primeiros-vizinhos mas setn
que os lados dos “L”, que seriam as ligagdes, sejam. Assim, considerando um mesmo valor
para a energia de interagio entre as ligagoes e entre 0s monomeros, no caso dos mondmeros
a densidade de interacoes serd maior do que no de ligagdes ¢ o polimero se apresentard mais
denso no modelo de mondmeros do que no de ligagdes interagentes para um mesmo valor
de energia de interagdo. Conseqiientemente, no caso dos mondmeros interagentes a transicio
para a fase densa ocorre para valores menores de z do que no caso das ligacoes interagentes,
e esse fato independe de o modelo ser na rede quadrada ou na rede de Husimi. Assim, para
uma mesma rede, é esperado que a transi¢io entre as fases polimerizadas para o modelo de
mondmeros interagentes ocorra para valores de z menores, e a fransicao entre essas fases
para o modelo de ligacdes interagentes deve ocorrer para valores de y, que corresponde ao
z, maiores. Isso ¢ facilmente verificado nos nossos diagramas de fases e valores dos pontos
multicriticos, e explica as diferencas quantitativas, que j4 eram esperadas, entre os modelos

na rede quadrada.

Na rede de Husimi existem, além das diferengas quantitativas, que deveriam ocorrer,
diferencas qualitativas entre os diagramas de fases dos dois modelos interagentes, o que j4 ndo
ocorre no caso da rede quadrada. Nesse caso, a explicagho vem das diferengas geométricas
entre as duas redes. Na rede quadrada, é muito mais facil existir uma interagio entre ligagoes
do que na rede de Husimi, por causa do modo como as duas redes sao definidas ¢ construidas.
Assim, na rede de Husimi existe uma grande diferenca entre considerar que as interagoes sao
entre mondmeros ou Hgacdes. O que ocorre na rede de Husimi é que, no modelo de monomeros
interagentes, a transicio entre as fases polimerizadas ocorre para valores de # consideravel-
mente menores do que essa mesma transigao para o modelo de ligagdes interagentes, e isso
fan com que o diagrama de fases mude qualitativamente, ocorrendo uma alteragao na locali-

szacio dos pontos multicriticos. Na rede quadrada a fronteira também situa-se em valores de
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z menores. Mas, como a geometria da rede é diferente, ocorre apenas uma alteragio quan-
titativa nos valores dos pontos multicriticos. De fato, ndo parece razodvel que o detalhe de
ser a inferacio entre as ligacdes ou entre os mondmeros altere qualitativamente o diagrama
de fases do modelo na rede quadrada, que é uma rede real, ao contrdrio da rede de Husimi
que, ndo sendo uma rede veal e sim uma aproximacio para wma rede real, ¢ mais susceptivel

a esses detalhes.

Nos dois modelos na rede quadrada o ponto 8, que ¢ o ponto onde termina a transicao
entre a fase nio-polimerizada e polimerizada usual, é wm ponto critico terminal, jd que a
fronteira de segunda ordem entre essas fases termina na fronteira de primeira ordem entre
a fase ndo-politnerizada e polimerizada densa, e esta fronteira continua sendo de primeira
ordem na transicio entre as fases polimerizadas até wm ponto tricritico, quando entio ela
muda para uma frontcira de segunda ordem. Esse diagrama nos parece bastante razodvel,
j4 que na regido bem préxima i fronteira de segunda ordem entre a fase nido-polimeriza-
da e polimerizada usual, dentro da fase polimerizada e em torno do ponto critico terminal,
as densidades devem ter valores pequenos e, ao aumentarmos o valor da interacio entre
os mondmeros ou ligactes, passaremos da fase polimerizada usual para a fase polimerizada
densa, que tem densidades iguais a um. Essa transi¢io deve ser descontinua, ¢ o ponto de
encontro entre as trés fronteiras deve ser mesmo ser um ponto critico com caracteristicas de

um ponto critico terminal.

Come tltima consideracio, deve ser dito que nos dois modelos os valores obtidos para os
expoentes criticos concordam muito bem com os valores esperados e permanecem constantes
ao longo de toda a fronteira de segunda ordem entre a fase ndo-polimerizada ¢ a fase polime-

rizada usual.
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Consideracoes Finais sobre as Técnicas Empregadas

E importante fazer algumas consideragoes a respeito das téenicas ¢ métodos utilizados

nos calculos.

1.

A téenica da matriz de transferéncia provoun mais uma vez ser extremamente eficiente
no estudo de sistemas em que pode ser definida wma matriz de transferéncia. Varias

propriedades termodinamicas podem ser obtidas através dos autovalores da matriz.

A renormalizacio fenomenoldgica forneceu estimativas tanto para as transigdes de se-
gunda ordem quanto para as transi¢oes de primeira ordem. Teoricamente, a renorma-
lizacio fenomenolégica sé deveria funcionar para as transicoes de segunda ordem, mas

esse néo foi o primeiro caso em que isso ocorreu {9, 23].

O cdleulo das densidades e derivadas das densidades provou ser muito 1itil na identifi-
cacio das caracteristicas fisicas das fases ¢ também dos tipos de transicio entre elas,
apesar de nio poder ser usada de forma isolada para estimar a localizagio exata dos
pontos onde ocorrem as transicoes de fase. Deve ser ressaltado que as densidades sao
calculadas de forma independente, baseadas apenas na matriz de transferéncia, e nao
tém correlacio com as suposiches feitas para a renormalizacio fenomenologica. Entre-
tanto, como qualquer grandeza termodindmica, estdo sujeitas ao finzte-gize scoling, e

essa propriedade foi utilizada na estimativa dos pontos tricriticos.

. As propriedades de invariancia conforme fornecem muitas informagoes sobre os sistemas

e, N0 Nosso caso especifico, o expoente critico # fot obtido através de consideracoes que

envolvem invariancia conforme.



Apéndice A

ESTADOS DA MATRIZ DE
TRANFERENCIA PARA L =3

Neste apéndice apresentamos alguns dados relacionados com a matriz de transferéncia e
também os estados da matriz para L = 3. Assim, é interessante relembrarmos como a matriz

de transferéncia & construida.

Para obter a matriz de transferéncia para uma tiva de largura L precisamos saber as
configuracdes que o polimero pode apresentar numa dada coluna ¢ da tira. Para representar
essas configuragoes usamos dois conjuntos de indices numéricos, como foi descrito na se-
cio 2.3.1 (veja também a figura 2.6). No primeiro conjunto os indices podem assumir os
valores 1, se no sftio da coluna i considerado chega wma Hgagdo horizontal diretamente ligada
A origem {que estd situada & esquerda), o que sempre ocorre com um dos sitios da tira, ja
(ue (ueremos gue o polimero atravesse toda ela; 0, se o sftio ndo esta conectado por ligagoes
horizontais a nenhmm outro; e, se dois sftios estao conectados entre si mas nao diretamente
com a origem, ambos recebem um par de indices maiores do que 1. Para o segundo conjunto de
indices, temos os valores 0, se entre dois sitios consecutivos da coluna 4 da tira nao existe uma

ligacio vertical, ¢ 1, se ela existe (veja a figura 2.6). Considerando todas as possibilidades que
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ocorrem para uma dada largura I temos os estados da matriz de transferéncia. A partiv dos
estados da matriz de transferéncia, que sdo iguais nos dois modelos interagentes estudados,
podemos calcular os elementos da matriz, que diferem de um modelo para o outro.

O niimero de estados da malriz de transferéncia cresce muito rapidamente com o au-
mento da largura, como pode ser visto na tabela A.l, a qual apresenta o niimero de estados

Ng da matriz parva as larguras estudadas.

Tabela A.l: Ntmero de estados da matriz de transferéneia antes (Ng) e apds (Ngpp) o processo de
bloco-diagonalizacio, em funcio de largura L.

L 1127 3 4 5 6 7
Ng 106|271 124 | 570 | 2652 | 12439
Nesgpil |31 9 31 {114 + 442 1777

Para reduzir o tamanho da matriz de transferéncia, utilizamos a simetria de rotagao
€, que existe nas configuragdes dos estados, de forma gue pudemos efetuar um processo
de bloco-diagonalizacao da matriz. Com esse processo, passamos de uma matriz Ng x Ng
para I matrizes Nspp x Ngpp, cujos valores também estao na tabela A.l. Mesmeo assim,
a quantidade de memdéria necessaria para alocar matrizes desse tamanho permitin que nos
estudéssemos apenas as larguras até L = 7, mesmo utilizando os supercomputadores CRAY
disponfveis no Centro Nacional de Supercomputagao - CESUP (UFRGS) ¢ no Nidleo de
Atendimento & Computacio de Alto Desempenho - NACAD/COPPE (UFRJ).

Em seguida apresentamos, na figura A.l, os estados-base da matriz de transferéncia
para L = 3. Esses estados sio aqueles que sio rodados para fornecer os demais. Como ja foi

dito, os estados sio iguais para os dois modelos, mas os elementos da matriz nao.
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0 1 0
— 0 e Rl 0
0 0 1
S 0 0 — 0
0 0 0
1) i4) 7)

— 1 1 — 1
0 1 0
0 0 —— 0
0 1 1
— 0 0 — == 0
1 0 1
|10} |13) {16}
1 1 1
0 1 0
2 2 2
0 0 0
2 2 2
0 0 1
|19) 122)

Figura A.1: Estados-base da matriz de tranferéncia para L = 3.

Conhecendo os estados-base, os outros sio obtidos através da stmetria de rotagio Cj,
de forma que cada estado gera dois outros por rotacio. Apés determinar todos os estados,
podemos obter a matriz de transferéncia para a largura L = 3 para os dois modelos intera-
gentes estudados. O processo envolve trés programas escritos em lingnagem FORTRAN, que

executam os seguintes passos:

o O primeiro programa acha os estados da matriz de transferéncia, que S&O 08 IIESINoS

para ligacbes interagentes ou mondmeros interagentes. Esse programa é rodado uma
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Id 4 -
vey para cada largura, e é bastante rapido.

o O segundo programa obtém os clementos da matriz de transferéncia, que diferem de
wm modelo para o outro. Assim, ele é executado uma ves para o modelo de hgagoes
interagentes e outra para o de mondmeros interagentes, para cada largura L. Ele ¢

répido para L pequeno, mas fica mais lento & medida que a largura aumenta.

o Por fim, o terceiro programa calcula a matriz de transferéncia para obter seus auto-
valores e assim achar a localizacio de um ponto critico. Esse programa precisa ser
executado para cada ponto do diagrama de fases, para cada par de larguras. Esse pro-

grama ¢ rapido para os primeiros pares de larguras, mas para os maiores cle torna-se

extremamente lento e as matrizes ocupam uma quantidade muito grande de memoria.

Além dos trés programas discutidos acima, existem mais quatro auxiliares, (que sao:

» Um programa que realiza as extrapolagdes dos dados.

¢ Um programa que calcula os expoentes cxfticos v e 0. Esse programa precisa dos valores
das estimativas dos pontos criticos e, para o caleulo de v, é preciso fazer uma derivada
numérica dos comprimentos de correlagio, o que necessita, por sua ves, dos autovalores

da matriz de transferéncia, que deve ser novamente diagonalizada.

e Um programa para o cdleulo das densidades, que envolvem derivadas numéricas dos

autovalores da matriz de transferéncia.
o Um programa que realiza a derivada munérica das densidades.

Voltando & questiao dos elementos da matriz de transferéncia, apresentamos nas fi-
guras A.2 ¢ A3 alguns elementos de matriz para os modelos de ligagbes interagentes e
mondmeros interagentes, respectivamente. Note que as configuracoes sao as mesinas mas

alguns dos valores dos elementos sio diferentes por causa das diferengas que existem entre os
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dois modelos. Sempre que existe uma, interagio entre ligagdes existe pelo menos uma entre

monémeros. No entanto, pode ocorrer uma interagio enbre monomeros sem existir uma entre

ligagdes, como acontece nos elementos (13|Tm|3) ou (1615, (11), por exemplo.




(l!Tgil) =X

(19]79|22) = oty (4|T¢]5) = a?

(16|T3]5) = =Py (16|Tpj11) = 2® (4|T0|2) = 2*

Figura A.2: Alguns elementos da matriz de transferéncia para L = 3 para o modelo de ligagoes

interagentes.
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(1Tm)1) =

(7| T |19) = 2™22 (10|T;,|22) = 24" (4T 15) = @

(16T |5) = a7 2* (16|T 111) = a?#? (41T,,]2) = 2?

Figura A.3: Alguns elementos da matriz de transferénela para L = 3 para o modelo de mondmeros

interagentes,
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