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Resumo

A dindmica da equagido diferencial com retardo & + 2ai + bz = f(x,), para a fungdo nao
linear f(z,) = tanh(auz,), foi analisada como fung@o dos pardmetros «a, b, « e do retardo
7, onde x, = x(t — 7). Esse modelo descreve um oscilador harménico amortecido sujeito
a retroalimentac¢do com retardo 7. Nesse estudo, examinamos os casos de retroalimentagao
negativa (« < 0) e positiva (« > 0). Usamos o método de passos para mostrar a propriedade de
suavizacao da solucdo, da equacao diferencial ndo linear com retardo, com o crescimento de
t. Fizemos a andlise da estabilidade local, construimos as cartas de estabilidade no espaco de
parametros, € mostramos que o espectro de autovalores € discreto e, no maximo, enumeravel.
Foram construidos diagramas de bifurcacao que exibiram a ocorréncia da bifurcacdo de Hopf
supercritica, da bifurcacdo de forquilha supercritica, e da bifurcacao de Hopf dupla. Para
alguns pontos de bifurcacdo de Hopf dupla, ressonantes e ndo ressonantes, foi calculada
numericamente a série temporal, construido o espaco de fase e gerado o mapa de primeiro
retorno para uma dada sec@o de Poincaré. Por fim, realizamos a discretizacdo da equagio
do oscilador e fizemos uma breve andlise da dindmica da equac@o nao linear de diferencas
resultante.

Abstract

The dynamics of the delay differential equation ¥ + 2a% + bz = f(x,), for the nonlinear
function f(z,) = tanh(ax, ), has been analyzed as a function of the parameters a, b, o and the
delay 7, where x, = x(t — 7). This model describes a damped harmonic oscillator subject to
feedback with delay 7. Here, we have examined the cases of negative feedback (« < 0) and
positive feedback (« > 0). The method of steps have been used to show the property of solutions
smoothing, for the nonlinear delay differential equation, for the increasing ¢. We have analyzed
the local stability, made the stability charts, and showed that the spectrum of eigenvalues is
discrete and at most enumerable. We have constructed the bifurcation diagrams that showed
the occurrence of supercritical Hopf bifurcation, the supercritical pitchfork bifurcation and
double Hopf bifurcation. For some points of resonant and non-resonant double Hopf bifurcation
we have numerically calculated the time series, produced the phase space, and generated the
first return map for a given Poincaré section. Finally, we have performed a discretization of
the equation and made a brief analysis of the dynamics of the resulting nonlinear difference
equation.
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Introducao

Dentro do escopo geral das equagdes diferenciais funcionais existem as equagdes diferenciais
funcionais com retardos, cuja forma geral é

M (t) = £t (t-71(t)), 2" (t - 1a(2)), ..., a(t - 7i(2))), (1.0.1)

onde z(t) € R”, z(")(t) é a n-ésima derivada de x(¢) em relagdo ao tempoen; >0e 7; >0
paratodoi =1,2,... k. Naequacdo (1.0.1) a funcdo f e os retardos 7; sdo dados. De acordo
com Kolmanovskii e Myhkis!!! a equacéo (1.0.1) é denominada equacéo diferencial funcional
do tipo retardada ou equagdo diferencial funcional retardada se max{ny,ns, ...,ng} < n, é dita
equacdo diferencial funcional do tipo neutra sempre que max{ni, no, ...,ng} = n, € equagio
diferencial funcional do tipo avangada caso max{ny,ns, ...,ng} > n. E comum encontrar na
literatura os termos equacdo diferencial de diferenca e equagdo diferencial com argumento
desviante para designar as equagOes diferenciais do tipo retardada, neutra e/ou avancada.

O estudo de equagdes diferenciais de primeira ordem com argumento desviante teve inicio em
1728 com John Bernoulli no estudo do problema da vibra¢do sonora num tubo de comprimento
finito; ainda no século XVIII Leonhard Euler trabalhou com equacdes desse tipo!?!. J4 segundo
Pinneyll, o primeiro tratamento de equacdes diferenciais de diferencas de primeira ordem
ocorreu em 1728 com John Bernoulli, no problema de vibragdo de uma leve corda esticada, de
comprimento finito, ao longo da qual foram colocadas massas iguais e igualmente espagadas.
No entanto, foi apenas por volta de 1950 que a teoria de equacdes com retardo comegou
a receber atencdo de matematicos aplicados, assim como de outros cientistas ao redor do
mundo >4,

Nas ultimas décadas as equagdes diferenciais com retardo tem surgido em diversos problemas
de interesse tedrico e/ou pratico em fisica, matematica, biologia, quimica, economia e enge-
nharia!>>-1%1, O tempo de retardo ocorre devido ao tempo finito de transmissdo de informacéo,
ou principio da causalidade, em problemas de interacdo entre particulas em fisica, sistemas



1 Introdugao

fisiolégicos, dindmica populacional e sistemas de controle. Quando o retardo é muito menor do
que os tempos caracteristicos do fendmeno em estudo, € possivel usar equagdes diferenciais
ordindrias para a modelagem do problema. Caso contrério, € necessario o uso de equagdes
diferenciais com retardo.

No presente trabalho vamos realizar um estudo tedrico de uma equacdo diferencial de
segunda ordem ndo linear e com retardo. Essa equacdo descreve um oscilador harmoénico
amortecido com retroalimentacao retardada, que aparece em problemas de regulagdo neuro-
muscular de movimento e postura!??!, biestabilidade actstico-Optical?!l, corte de metais 2241,
controle em cascata de dispositivos de nivel de fluido?>2¢!, reflexo pupilar com grampeamento
eletrénico?”-281 e no controle de container por guindaste >1,

Sistemas com mecanismos de retroalimentacao podem ser divididos em sistemas com re-
troalimentacdo negativa, positiva e mista. Sistemas de retroalimenta¢do negativa (positiva)
sao aqueles em que desvios de um estado estaciondrio tendem a ser minimizados (amplifica-
dos) pela retroalimentacdo. O sistema com retroalimentacdo mista incorpora uma mescla de
retroalimentacdo negativa e positiva.

Para termos um problema como referencial vamos considerar o movimento unidimensional
de uma particula, de massa constante m, sujeita a uma forga restauradora linear —kx(t)
(retroalimentagdo negativa), uma forca de amortecimento —2+:i(t), e uma forca ndo linear
retardada F' tanh(az(t—7)), que pode se comportar como forga restauradora (retroalimentacgéo
negativa) ou repulsiva (retroalimentacdo positiva). Com essas forcas a segunda lei de Newton
aplicada nessa particula fornece a equagao:

mi(t) = =2v&(t) — kx(t) + Ftanh(ax(t —7)). (1.0.2)

Sem perda de generalidade vamos reescrever essa equacao numa forma mais simples, com
menos parametros, mas que continua atendendo a gama de problemas de interesse:

T+ 2at +bx = f(x,), (1.0.3)

onde x, = x(t — 1), f(x,;) = tanh(ax,), sendo que @ > 0, b > 0, 7 > 0 e @ sd0 0s pardme-
tros. Em alguns momentos investigaremos os casos limite onde a, b, 7 e/ou « s@o nulos. A
retroalimentagdo sera positiva quando « > 0 e negativa para o < 0. A Figura 1.0.1 exibe um
diagrama esquemadtico de um oscilador oscilador harmdnico amortecido com retroalimentacio
retardada. Existe uma extensa literatura que investigou uma equagao do tipo (1.0.3) para o caso
de retroalimentagdo negativa, ou seja, quando a fungéo f(x,) é monotdnica decrescente20-341,
No entanto, existem poucos estudos de equacdes do tipo (1.0.3) para a retroalimentacio positiva,
isto é, no caso em que a fungdo f(z,) é monotdnica crescente, e até mesmo para o caso de
retroalimentacéo mista!®!, onde a fungdo f(x,) é monotdnica crescente para alguns intervalos
e monotonica decrescente para outros.

Existem dois caminhos para solucionar um conjunto de equacdes diferenciais, pode-se tentar
integra-lo analiticamente ou numericamente. A primeira abordagem fornece uma solucio geral,
porém s6 € possivel em casos muito especiais. J4 a abordagem numérica s6 nao € possivel
em casos excepcionais, porém tem o inconveniente de ser vélida apenas para uma situagdo
especifica, pois uma nova escolha para os valores das condi¢des iniciais ou dos parametros
obriga o cdlculo de uma nova solugio numérica. As vezes, o que se deseja saber ndo é a forma
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Figura 1.0.1: Diagrama esquemadtico de um oscilador harménico amortecido com retroalimentagdo
retardada.

exata da soluc@o, mas sim seu comportamento qualitativo. Nesses casos, busca-se descobrir
que familias de solucdes podem ser associadas a determinados valores dos parametros e/ou das
condig¢des iniciais do sistema dinamico em questdo. Nesse contexto o que se torna importante
€ o estudo de técnicas e métodos que permitem obter propriedades qualitativas das solucdes
tais como condicdes estabilidade, cardter oscilatorio, periodicidade, quase periodicidade ou
caoticidade, sem que seja necessdrio resolver o conjunto de equacdes diferenciais.

Uma equagio do tipo (1.0.3) foi estudada por Milton e Ohira®>! para um caso de retroalimen-
tacdo mista e investigada por Campbell et al.3%3!1 para o caso de retroalimentagdo negativa,
onde analisaram a estabilidade dos pontos fixos e a variedade central para uma fungio f(x,)
monotonicamente decrescente. No presente estudo vamos tratar das retroalimentacdes positiva
e negativa para o caso especial da fun¢do monoténica f(x,) = tanh(az,). O objetivo do
presente trabalho € determinar as possiveis dindmicas que a equacao (1.0.3) oferece através de
estudos analiticos e numéricos. O emprego desses dois métodos de andlise sao indispensaveis,
pois dao suporte um ao outro e se retroalimentam. Cumpridas essas andlises espera-se obter
um visdo ampla da dindmica do sistema (1.0.3) e ser capaz de avaliar o potencial dos métodos
analiticos e numéricos utilizados e a forma como eles se completam durante o desenvolvimento.

No Capitulo 2 iniciaremos o estudo analitico da equacgdo (1.0.3), verificando as condi¢des
de existéncia e unicidade de sua solugdo e definindo alguns conceitos de estabilidade para as
solucdes estaciondrias. No Capitulo 3, sera feita a andlise da estabilidade local dos pontos de
equilibrio da equacdo (1.0.3). Para isso, vamos obter os pontos de equilibrio dessa equagao,
linearizar o sistema de equacdes equivalente (3.1.1) em torno de cada ponto de equilibrio
e construir as cartas de estabilidade no espago de parametros. Em seguida, no Capitulo 4
mostraremos como utilizamos o pacote de integracdo dde23 do software MATLAB® R2008a
e seus principais aspectos, calcularemos algumas solu¢des por integracdo numérica € com-
pararemos com as solugdes obtidas por integracdo analitica pelo método de passos. Com as
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séries temporais obtidas por integracdo numérica construiremos, no Capitulo 5, os diagramas
de bifurcagdo de equilibrio e codimensdo 1 e examinaremos alguns pontos de bifurcacdo de
Hopf dupla, ressonantes e nao ressonantes, por meio de séries temporais, espaco de fase e
mapas de primeiro retorno para uma dada se¢do de Poincaré. No Capitulo 6 discretizaremos a
equagdo (1.0.3) e faremos a anélise da estabilidade local da dindmica da equacdo ndo linear
de diferencas resultante. Por fim, faremos uma discussdo no Capitulo 7 e exporemos algumas
conclusdes no Capitulo 8.



Existéncia, Unicidade e Propriedades
da Solucao

Na Secdo 2.1 mostramos a existéncia e unicidade das solu¢des do sistema (2.1.1) supondo,
essencialmente, que a fungdo f(xz (¢t — 7)) e as histérias sejam localmente Lipschitz continuas
e também aplicando o método de obten¢do de solu¢do conhecido como método de passos na
Secdo 2.2. Usando o método de passos mostramos a propriedade de suavizacdo da solucdo a
medida que o tempo cresce. Por fim, na Secdo 2.3 expomos alguns conceitos de estabilidade
para as solugdes estaciondrias.

2.1 Existéncia e Unicidade

A equacdo diferencial de segunda ordem (1.0.3) é equivalente ao sistema de equagOes
diferenciais de primeira ordem para ¢ > 0:

a(t) =y(t),
{ y(t) = f(x(t - 7)) - 2ay(t) - ba(t). (2.1.1)

Para resolver problemas de valor inicial para sistemas bidimensionais de equacdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem s@o necessdrias apenas duas condi¢des iniciais. Ja para resolver o
sistema bidimensional de equagdes diferenciais com retardo (2.1.1) € necessario fornecer um
conjunto infinito de condi¢des iniciais, que consiste nas histdrias z(¢) = ¢(t) para t € [-7,0]
e y(t) = ¢(t) parat e (—7,0). Em geral, ndo é necessdrio que ¢(t) = ¢(t), pois as histdrias
ndo precisam satisfazer o sistema de equagdes diferenciais (2.1.1)13%1, mas para o oscilador
vamos sempre exigir que z(t) = ¢(t) seja apenas continua para ¢t € [-7,0] e que y(t) = H(1)
para t € (—7,0). Para mostrar que a solucéo desse sistema de equagdes existe, e é Gnica, vamos
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enunciar e utilizar um teorema de existéncia e unicidade, cuja prova pode ser encontrada em
Hale e Lunel!¢!, Bellman e Cooke*®!, e Driver[*’], para o problema de valor inicial geral:

y(t) = (1), t<to,

onde F : [tg, ) x R? x R? — R9. Antes de enunciar o teorema vamos expor a defini¢do de
uma fun¢do localmente Lipschitz continua:

{ y(t) = F(t,y(t),y(t-71)), t>to, (2.12)

Definicsio 2.1.1 (Funcio Localmente Lipschitz Continua) Uma fungdo F(t,u,v) com F' :
[to,tf]xRIxR? — R4 é dita localmente Lipschitz continua em u, por exemplo, com constante
M se e somente se, existe uma vizinhanca U de u tal que para todo u, e us que pertencam a
U exista uma constante M > 0 tal que

|F(t,uz,v) - F(t,u1,v)| <M |us—u|. (2.1.3)

Teorema 2.1.1 (Existéncia Local e Unicidade) Considere o problema de valor inicial dado
por (2.1.2). Tome U < R? e V ¢ RY como vizinhanga de ¢ (1) e p(to — 7(to, v(to))), respec-
tivamente, e suponha que a fun¢do F(t,u,v) seja continua com respeito a t e localmente
Lipschitz continua com relacdo a u e v em [to,to + h] xU x V para algum h > 0. Além disso,
suponha que a historia p(t) seja localmente Lipschitz continua para t < ty e que a fungdo do
retardo T(t,y) > 0 seja continua com respeito a t e localmente Lipschitz continua com relagdo
ay em [ty,to+ h] xU. Entdo, o problema (2.1.2) tem uma tinica solucdo em [to,to + d) para
algum 0 e essa solucdo depende continuamente da historia dada.

Usando os vetores y = (z,y)" ey, = (x,,y,)" para o sistema (2.1.1) tem-se que

y
F(y,y,)= ( () - 2ay - ba ) (2.1.4)
pois nesse caso F' ndo depende explicitamente do tempo. Definindo a norma |.|| para vetores
F = (F,,F,)", como a norma Euclideana || F'| = \/F? + F?, demonstramos na Proposi¢do
2.1.2 que a fungdo F'(y,y.) dada pela equagdo (2.1.4) é localmente Lipschitz continua em
relacdo a y e y. para qualquer fungdo f(x,) que seja localmente Lipschitz continua. No nosso
caso de especial interesse f(x,) = tanh(«ax,), que é Lipschitz continua em R, conforme a
Proposi¢ao 2.1.1, e o retardo é uma fungdo constante e portanto satisfaz as condig¢des exigidas
pelo Teorema 2.1.1. Assim, para garantir a existéncia local e unicidade da solucao do sistema
(2.1.1), de acordo com o Teorema 2.1.1, resta apenas impor que a histéria ¢(t) seja localmente
Lipschitz continua.

Proposicao 2.1.1 A funcdo f(x) = tanh(ax) € Lipschitz continua em R com constante o.
Demonstracio. A derivada da fungdo f(x) = tanh(ax) é limitada /() = arsech?(az) < |a.

E pelo teorema do valor médio, existe ¢ € R tal que |f(x) — f(y)| = |f(c)(z —y)| < |af|z - ],
mostrando que f(z) é Lipschitz em R com constante . |
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Proposicao 2.1.2 A funcgdo vetorial

F(y,y.) =( F(22) —y2ay—bx ) (2.1.5)

é localmente Lipschitz continua emy = (x,y)" ey, = (z.,y,)".

Demonstracio. Primeiro, vamos demonstrar que F'(y,vy..) é localmente Lipschitz continua
na vizinhanca ) ¢ R? de y. No caso y, = y, a condi¢do de Lipschitz é trivialmente satisfeita.
Tomando y, e y, distintos em ) vem que

|F(ys.y,) - F(y,y,)| <My, -y, (2.1.6)

V(w2 —y1)2 + [2a(y2 —y1) — b(22 — 21)]> < Mo/ (g2 — y1)2 + (w2 — 71)?2, (2.1.7)

mas para quaisquer pontos ¥y, € y; no plano ) ¢ R? existe uma constante 3; € R que define a
reta dada por x5 — 1 = B1(y2 — y1) para ys # 41, ou uma constante (3 € R que define a reta dada
por yo —y1 = f1(x2 — x1) para xs # x1; de modo que podemos reescrever a desigualdade (2.1.7)
e definir, respectivamente, as constantes M, ou M, que satisfazem a condi¢do de continuidade
de Lipschitz:

[ 1+ (2a-08,)2 B+ (2a-b)?
Mlz\l 1+512 ou M,> \l 1+ﬁ2 . (2.1.8)

Agora vamos mostrar que F'(y,y.) é localmente Lipschitz continua na vizinhanga ), ¢ R? de
y,. Descartando o caso trivial, tomando ¥, € ¥, distintos em )/, tem-se

||F(y7y7'2) - F(y’yTl)H < M Hy7'2 _y7'1H ) (219)

1f(272) = F(@r)| € M\ (Yrg = Y1) + (29 = 21)2, (2.1.10)

porém, vimos na Proposi¢o 2.1.1 que para f(z) = tanh(axz) sempre existe ¢ tal que |f(z) -
f)|=1f"(c)(z -y)|, e sabemos que para quaisquer pontos ¥, € y,, no plano ), ¢ R? existe
uma constante 5, € R que define a reta dada por x5 — .1 = B1(Yro — Yr1) para y,o # Yy, OU
uma constante 3, € R que define a reta dada por y,o — yrq = fo(@r0 — 1) para x,o # x,1; de
modo que podemos reescrever a desigualdade (2.1.10) e definir, respectivamente, as contantes
M, ou My:

!/
V1+ B2 V1+ 52
que satisfazem a condi¢do de continuidade de Lipschitz. ]
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2.2 Método de Passos

Uma propriedade importante dos sistemas de equagdes diferenciais com retardo do tipo
(2.1.1) diz respeito a propagacao de descontinuidades. Normalmente, as solu¢gdes de equagdes
diferenciais com retardo neutras e sistemas de equacdes diferenciais com retardo de dimensao
n > 2 propagam as descontinuidades nos chamados breaking points'38!, pontos de desconti-
nuidade. Uma forma de verificar se ocorrem essas descontinuidades nas solugdes do sistema
(2.1.1) consiste em aplicar o método de passos para obter sua solugdo 3.

O método de passos consiste na técnica de calcular a solucdo de um sistema de equagdes
diferenciais com retardo dividindo-o numa sequéncia de sistemas de equacdes diferenciais
ordindrias. Para aplicar esse método de resolugdo vamos definir o intervalo Z, = [-7,0],
para as historias () e ¢(t), que vamos denotar respectivamente por () e yo(t), onde ndo
necessariamente devemos ter ¢(¢) = $(t). E para cada solucdo, que vamos denotar por x,,(t) e
yn(t), vamos definir o intervalo correspondente Z,, = ((n — 1)7,n7] com n € N*. Assim, no
primeiro passo, a solu¢do do sistema (2.1.1) para ¢t € Z; = (0, 7] serd dada pelo problema de
valor inicial

@1(t) =y (t),
U1(t) = f(xo(t = 7)) = 2ay,(t) — b1 (t), (2.2.1)
21(0) =20(0) e v1(0) = yo(0),

Suponha que () e ¢(t) sdo de classe C°(Zy, R) e tais que as solugdes x1(t) e y1(t) existam
e sejam, no minimo, de classe C°(Zy,R), e que a func¢do f seja de classe C*(R,R) '. Com
isso, o sistema (2.2.1) mostra que as solugdes 1 (t) e y1(t) sdo de classe C1(Zy,R), pois a
composicao de fungdes continuas e a soma de funcdes continuas num intervalo, resultam em
fungdes continuas nesse intervalo. Derivando o sistema (2.2.1) em relacdo ao tempo obtemos
que a segunda derivada de x1(t) e y1(t) ndo estdo definidas, ja que, por suposi¢do, a histéria
xo(t — 1) é de classe C°(Z;,R). Agora, no segundo passo, a solucdo para t € Z, = (7,27] vird
de

(1) = ya (1),
Yo (t) = f(x1(t = 7)) = 2ay2(t) — bao(t), (2.2.2)
zo(7) =21(7) e ya7) = (7).

Derivando o sistema (2.2.2) em relagdo ao tempo tem-se que

Ea(t) = 12(1),

. Of (w1 (t-7)) .
)= )

2100 e o s

cujo lado direito € continuo, ja que x4 (¢) e y; (t) sdo de classe C'*(Z;,R) e garantem a existéncia

de z5(t) e y2(t); e além disso, por suposi¢do, a fun¢do f é de classe C"(RR,R). Portanto,

223
1(t—7')—2a?)2(t)—bi’2(t), ( )

! Uma fungio f : Z —> R com dominio Z c R é dita ser de classe C°(Z,R) se for uma fungio continua, e de
classe C™(Z,R) se sua n-ésima derivada for uma fungéo continua.
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x2(t) e y2(t) sdo de classe C?(Z,,R) . Dessa forma, no n-ésimo passo, teremos o sistema de
equagdes diferenciais ordindrias para t € Z,, = ((n - 1)7,n7]

(1) = yn(),
yn(t) = f(xn—l(t - T)) - 2ayn(t) - bxn(t)’ (224)
o((n-1)7) =201 ((n-1)7) e yu((n-1)7) = ypa((n-1)7),

e derivando o sistema (2.2.4) (n—1) vezes obtém-se que x,,(t) e y,,(t) sdo de classe C"(Z,,R).
Teoricamente, esse procedimento leva a existéncia e unicidade da solu¢do no semi-eixo [0, o),
no caso em que f é de classe C* (R, R).

Desse modo, a cada iteracao no método de passos as solucdes vao se suavizando, de modo
que no n-ésimo passo as solugdes z,,(t) e y,,(t) sdo de classe C"(((n-1)1,n7],R), e, portanto,
de um modo geral, as solugdes serdo de classe C"((n7, 00),R), no caso em que f é de classe
C>(R,R).

Normalmente, em ¢ = 0 a solucdo € continua e as derivadas pela esquerda e pela direita
séo diferentes, pois ndo é necessdrio impor que as histdrias p(t) e ¢(t), satisfacam o sistema
(2.1.1) para t € Zy. No caso em que essa condicao é imposta, no n-€simo passo a solucdo sera
de classe C(™1(Z,,R).

A propriedade de suavizacao da solucao a medida que o tempo cresce € uma caracteristica
tipica para equacdes diferenciais com retardo!!. Essa propriedade mostra que, no caso em que
a funcdo f € infinitamente diferencidvel, as solucdes periddicas do sistema de equagcdes em
questdo serdo infinitamente diferencidveis!#. Para equagdes diferenciais com retardo neutro
essa suavizacao nao ocorre e, em geral, a solugao pode ter a derivada descontinua em todos os
breaking points',

Esse método de integragdo sucessiva também pode ser aplicado em equagdes diferenciais
com retardos que dependem do tempo!! e em casos onde os retardos dependem do estado,
sendo que no tltimo caso o passo muda ao longo da 6rbita, ao invés de ser constante3°l. Nos
casos de multiplo retardo aparecem algumas complicacdes na determinacdo dos intervalos dos
passos quando os retardos ndo sdo comensuraveis.

2.3 Definicoes de Estabilidade para as Solucoes
Estacionarias

Uma vez que a existéncia e unicidade da solu¢ao do sistema (2.1.1) foram estabelecidas,
nossa proxima proposta serd estudar a estabilidade de suas solu¢des estaciondrias. Isso serd feito
no Capitulo 3, mas vamos expor aqui algumas defini¢cOes acerca dos conceitos de estabilidade
que serdo utilizados. Uma solug@o y* de um sistema de equagdes com retardo do tipo y(t) =
F(y(t),y(t- 7)) é dita estaciondria se " = 0 e consequentemente as solu¢des estacionarias
desse sistema serdo calculadas impondo que F'(y*,y*) = 0. Para as defini¢des a seguir vamos
considerar uma solucdo estaciondria y* qualquer, que também vamos chamar de ponto fixo ou
de ponto de equilibrio. Primeiro vamos fixar o conceito de estabilidade no sentido de Liapunov,
ou simplesmente estabilidade; depois vamos determinar o conceito de estabilidade uniforme;
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em seguida vamos estabelecer o conceito de estabilidade orbital ou estabilidade no sentido de
Poincaré; e por fim vamos enunciar a defini¢ao de estabilidade assint6tical3¢-4%1, Um ponto de
equilibrio que € estavel no sentido de Lyapunov, mas ndo é um atrator?, é dito neutramente
estdavel !, Um centro é um exemplo de ponto fixo neutramente estavel 42,

Definicao 2.3.1 (Estabilidade) O ponto de equilibrio y* do sistema (2.2.1) é estdvel, ou
estavel no sentido de Lyapunov, para t — oo se, dados dois niimeros reais ty e € > 0, existe um
niimero real ¢ > 0 tal que para qualquer solugcdo continua y(t) de (2.2.1) tem-se que

Jmax [y(t) -y <9, (2.3.1)
implicard que
max [ly(t) -y <e (23.2)

Definicao 2.3.2 (Estabilidade Uniforme) O ponto de equilibrio y* do sistema (2.2.1) é uni-
formemente estdvel para t — oo, se, dado € > 0 existe §(¢) > 0 tal que se y(t) é uma solugdo
de (2.2.1) que satisfaz (2.3.1) para qualquer ty > 0, entdo y(t) satisfaz (2.3.2).

Definicao 2.3.3 (Estabilidade Assintética) O ponto de equilibrio y* do sistema (2.2.1) é
assintoticamente estdvel para t — oo, se:

(a) é estdvel,;

(b) para cada ty > 0 existe um 6 = d(to) tal que toda solugdo que satisfaz (2.3.1) também ird
satisfazer a relagdo
lim [y() - y*| = 0. (2.3.3)

No Capitulo 3 vamos calcular os autovalores para a versao linearizada do sistema (2.1.1) em
torno de um ponto fixo. O cédlculo dos autovalores para um dado ponto fixo permite verificar se
ele serd instavel, de acordo com a Defini¢do 2.3.4.

Definicao 2.3.4 (Instabilidade) O ponto de equilibrio y* do sistema (2.1.1) serd instdvel se
para a versdo linearizada desse sistema em torno desse ponto fixo existir algum autovalor com
parte real positiva.

2 Um ponto fixo é um atrator se todas as trajetérias que iniciam na sua vizinhanga sio atraidas para ele quando
t — oo.
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Analise da estabilidade local

No presente capitulo analisamos a estabilidade local do sistema (3.1.1). Por meio da line-
arizacao do sistema (3.1.1) em torno de seus pontos fixos mostramos, na Secdo 3.1, que o
espectro de autovalores € discreto e, no maximo, enumerdvel. Na se¢do 3.2 estudamos os casos
de espectro real de autovalores. Em seguida, na Secdo 3.3 desenvolvemos algumas cartas de
estabilidade no espago de parametros. Por ultimo, na Se¢do 3.4 obtivemos que além de discreto,
o espectro € limitado em uma dada regido no plano de autovalores.

3.1 Linearizacao, Pontos de Equilibrio e Espectro de
Autovalores

O sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem

T =y,
{z)=f(:c7)—2ay—bx, (3.1.1)

¢ equivalente a equacdo diferencial de segunda ordem (1.0.3). Os pontos de equilibrio (x*,y*)
do sistema (3.1.1) sdo obtidos impondo que = = y = 0. Assim, os pontos fixos serdo dados
por y* = 0 e bz* = f(x*), onde usamos o fato de que nos pontos fixos x = z* implica em
x, = x*. Para o nosso caso, de especial interesse, a funcdo de retroalimentacdo serd dada por
f(z) = tanh(«ax) e, com isso, a dltima igualdade para os pontos fixos fica

bxr* = tanh(azx™). (3.1.2)

No caso da retroalimentag@o negativa (« < 0), para quaisquer b e « a equagdo (3.1.2) tera
apenas a raiz nula (Figura 3.1.1 (a)). E no caso da retroalimentacéo positiva (o > 0); para b > «
a equacdo (3.1.2) terd apenas a raiz nula z = 0, e para 0 < b < « essa equagdo terd trés raizes

11
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distintas z*, x5 € x%, sendo que x* = —x% (Figura 3.1.1 (b)). Desse modo, os possiveis pontos
de equilibrio serdo P_ = (2*,0), P, =(0,0) e P, = (z*,0), sendo que P, sempre existe.

(a) (9]
11 b baa

1 4
tanh(ax), a=0

bx tanh(ayx), a<0

-1 14
bx bx 1

Figura 3.1.1: Método grifico para encontrar as solugdes de (3.1.2): (a) para retroalimentagio negativa
(a < 0) existe apenas uma solugdo, (b) para retroalimentacdo positiva (« > 0) existe uma solugdo se (b > «)
e trés solugdes se (b < ).

Para investigar a estabilidade local dos pontos de equilibrio devemos linearizar o sistema
(3.1.1) em torno de cada ponto de equilibrio. Com esse intuito, definimos as seguintes funcdes:
X(r)=yeY(r)=f(x,;)-2ay - bx,onde r = (x,y,z,). Expandindo-as em série de Taylor
em torno de 7* = (z*,y*, z*) e desprezando os termos ndo lineares, temos

{ = X(r*) + Xo(r) (o - a*) + Xy (r ) (y —y*) + X, (r*) (2, — 2%), (3.1.3)

g=Y () +Yo(ro) (e —a) + Y, () (y —y) + Vo () (2 —27),

onde X, (r*), por exemplo, denota a derivada parcial de X com relagdo a = calculada no ponto
fixo 7. Com isso, e usando que X (7*) = Y (r*) = 0, chegamos ao sistema linear de equagdes

T=Y-y,
{ y=-2a(y-y*)-b(x-2*)+ f'(z*)(z; —2*). (3.1.4)

Definindo a constante d = f'(z*) = acsech®(az*) e deslocando o ponto fixo (z*,4*) para a
origem definindo as varidveis u = r — x* e v = y — y* obtemos o sistema

U=,
{ 0 = du, — 2av - bu, (3.1.5)

que pode ser reescrito como a equagdo diferencial linear de segunda ordem com retardo

i+ 2a0 + bu = du,. (3.1.6)

Assim, os trés pontos de equilibrio, P_, ;) e P,, geram apenas dois valores distintos para o
pardmetro d, e vamos denotd-los por dy = av e d, = awsech?(ax?).

Utilizando o ansatz u = se?, com A € C e s € C\{0}, na equagio (3.1.6) obtém-se a equagio
caracteristica transcendental

A+ 20\ +b=de™7. (3.1.7)

12
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O conjunto de todos os autovalores que satisfazem a equagdo caracteristica (3.1.7) formam
o espectro da equacdo diferencial linear com retardo (3.1.6). Definindo a fun¢do complexa
E(M\) = A2 + 2a) + b — de™ vamos representar o espectro de autovalores pelo conjunto
o(X):={\eC : E(\)=0}. A cada autovalor ) € C estd associado um autovetor s € C\{0}.
Note que o espectro independe da histdria ¢ (¢) do problema, sendo valido para um determinado
conjunto de parametros. A dimensdo do espaco de solugdes da equacgdo linear (3.1.6) serd
dada pela soma da multiplicidade algébrica de todas as solucdes A\ da equacao caracteristica
(3.1.7). Facilmente prova-se que a fun¢do F'(\) é analitica (holomoérfica) em todo o plano C. A
analiticidade de E'/(\) em todo o plano C nos permite obter duas importantes propriedades do
espectro de autovalores o (). A primeira, € que para uma fungdo analitica em todo o plano C
os zeros sdo isolados, pois sempre € possivel desenvolver uma série de Taylor na vizinhanca de
cada zero!®3!. A segunda, é que o conjunto formado por todos os zeros de uma fun¢éo analitica
¢, no méaximo, contavel ¥ (veja a Definigdo 3.1.1). Portanto, o espetro o (%) € discreto e, no
maximo, enumeravel.

Definicao 3.1.1 (Conjunto enumeravel) Um conjunto X é dito enumerdvel (ou contdvel)
quando € finito ou quando existe uma bijecdo f : N - X.

A solucao trivial A = 0 da equacdo (3.1.7) ocorre somente para o caso particular de retroali-
mentagdo positiva com d = b. Tomando A = v + iw, com v € R e w € R, o ponto de equilibrio do
sistema (3.1.1) serd assintoticamente estavel para v < 0 e instavel caso v > 0. Para v = 0 ndo
podemos afirmar que o ponto fixo serd neutramente estavel, uma vez que € necessdrio analisar
termos de ordem superior aos termos lineares da série de Taylor (3.1.3). Nas Se¢des 3.2,3.3 ¢
3.4 analisamos, respectivamente, os casos onde a solucdo da equacao (3.1.7) é: um nimero
real, um nimero imagindrio puro e um nimero complexo qualquer.

O caso especial da equagdo caracteristica (3.1.7) com 7 = 0 é de particular interesse, pois
serd usado para comparar a estabilidade das regides com 7 # 0 das cartas de estabilidade que
serdo construidas na Secdo 3.3 com as estabilidades das fronteiras dessas cartas onde o retardo
€ nulo. Com 7 = 0 a equagdo caracteristica (3.1.7) fornece as seguintes solucdes:

Ar=-axVa?+d-b. (3.1.8)

Logo, para d > b o ponto de equilibrio do sistema nao linear (3.1.1) sera um ponto de sela,
para 0 < a®? + d — b < a? serd um um nd estéavel e para a? + d — b < 0 serd um foco estavel. Para
a =0 e d < bpodemos afirmar que o ponto de equilibrio do sistema linear (3.1.5) serd um
centro, porém, para saber se o ponto fixo do sistema ndo linear (3.1.1) também serd um centro
€ necessario utilizar a teoria da variedade central para calcular a projecdo da variedade central
sobre as variedades estdveis e instaveis. Resumindo, no que diz respeito a estabilidade; para
7 =0 e a # 0 o ponto de equilibrio serd assintoticamente estdvel se d < b, e instdvel se d > b.
No caso de um sistema ndo-linear de equacdes diferenciais ordindrias o Teorema de Hartman-
Grobman garante que na vizinhanga de um ponto de equilibrio hiperbélico! o retrato de fases

! Um ponto de equilibrio é dito hiperbélico se para todos autovalores A calculados nesse ponto fixo tem-se
Re{A} # 0. Se para algum dos autovalores tem-se Re{\} = 0 o ponto fixo é dito néo hiperbélico, eliptico ou
degenerado.
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3 Analise da estabilidade local

do sistema linearizado é topologicamente equivalente ao retrato de fase do sistema ndo linear
original 41, Para as equagOes diferenciais com retardo, a estabilidade de um ponto de
equilibrio hiperbdlico também é preservadal’l.

3.2 Estabilidade Assintotica: autovalor real ) = v

Substituindo A = vy na equagdo (3.1.7) temos a equagao transcendental

V2 +2ay+b=de ", (3.2.1)

que pode ser reescrita na forma

v(v+2a)=de " —b. (3.2.2)

Definindo as fun¢des G(y) = v(7v +2a) e H(7y) = de™™ — b podemos resolver a equagio (3.2.2)
encontrando graficamente interse¢do das fungdes G(vy) e H (7). Descartando o caso em que a
equacdo nao tem solucdo real, a Figura 3.2.1 mostra os casos em que, dependendo dos valores
dos parametros, a equacdo (3.3.1) pode ter uma, duas ou trés solugdes reais. Representando, em
cada caso, o nimero de autovalores por uma énupla onde as componentes denotam o sinal do
autovalor, com — para negativo, 0 para nulo e + para positivo, temos as seguintes possibilidades:
(@) (+), (0) (0), (©) (=), @ (=), (&) (=+), (O (=,0), (&) (=-), B (=), @) (=-), O
(=,—,+), (k) (-,—,0) e () (-,—,—). Sendo assim, o espectro discreto de autovalores real puro
tem, no mdximo, um conjunto de trés autovalores que estd dentro de uma das possibilidades
acima descritas.

O ponto de equilibrio serd assintoticamente estavel para os casos (¢), (d), (g), (h), (i) e (1)
e instdvel para os casos (a), (e) e (j). Para determinar analiticamente a estabilidade dos casos
restantes devemos incluir termos de ordem superior na anélise da estabilidade local ou utilizar
a teoria da variedade central.

Para efeito de comparagdes com os resultados da Sec¢do 3.4 construimos os mesmos diagra-
mas da Figura 3.2.1 trocando apenas os tipos de retroalimentag¢io por meio da transformagao
d - —d. Essa mudancga causa uma reflexdo das curvas exponencias com relagdo as suas
assintotas, resultando nos graficos da Figura 3.2.2.

Na proposicao a seguir vamos determinar a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema
(3.1.5) para o caso de retroalimentacao positiva com d > b, utilizando a equagao caracteristica
para autovalores reais (3.2.1). Essa proposi¢ao serd utilizada para determinar a estabilidade de
regides de algumas cartas de estabilidade na Secao 3.3.

Proposicio 3.2.1 Dado o conjunto de pardmetros positivos {a,b,d, T}, para o caso com d > b
o ponto de equilibrio do sistema (3.1.5) ¢é instdvel.

Demonstracao. Para demonstrar que o ponto fixo do sistema (3.1.5) € instdvel basta encontrar-
mos um autovalor com parte real positiva. A existéncia desse autovalor pode ser estabelecida
esbocando os graficos das fungdes G(y) = v(v + 2a) e H(vy) = de™™ — b. Na Figura 3.2.3
fica claro que sempre existird o autovalor positivo 7, para o conjunto de parametros positivos
{a,b,d,T}. |
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Figura 3.2.1: Solug¢des grificas da equagéo (3.2.2) para o conjunto de parimetros (a, b, d, 7) igual a: (a)
(1;0,1;1;1), (b)(1;1;1;1), (c)(1;5;1;1), (d)(1,050;0,1;-0,63;0,5), (e)(1;0,1;1;0,543), (f)
(1;1;1;0,557), (g)(1;2;1;0,576), (h)(1;2,868;1;0,5), (i)(2;0,1;-0,63;0,5), (G)(1;0,1;1;0,5),
(k) (1;1;1;0,5) e (1)(1;2;1;0,5).
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Figura 3.2.2: Solugdes grificas da equagao (3.2.2) para o conjunto de pardmetros (a, b, d, T) igual a: (a)
(1;0,1;-151), (b) (1;1;-1;1), (©) (1;5;-1;1), (d) (1,050;0,1;0,63;0,5), (e) (1;0,1; —1;0,543), (f)
(1;1;-1;0,557), (g) (1;2;-1;0,576), (h) (1;2,868;-1:0,5), (i)(2;0,1;0,63:0,5), (j) (1;0,1;-1;0,5),

) (1;1;-1505) e () (1;2;-150.5).
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db Gy

-2a 1o ¥

Figura 3.2.3: Método gréfico para encontrar as solugdes de (3.2.1) para o caso de retroalimentagdo positiva
comd > b.

3.3 Cartas de Estabilidade: autovalor imaginario puro
A =1iw
Tomando A = iw e descartando a solugdo trivial impondo w > 0 a equagdo (3.1.7) fica

2 2aw

b _d“ R (3.3.1)
Analisando as solucdes da equacao (3.3.1) graficamente: o lado direito de (3.3.1) descreve
um circulo unitdrio no plano complexo, ao passo que o lado esquerdo descreve um arco de
pardbola. O arco de parébola inicia no ponto (Re,Im) = (b/d,0), quando w = 0 e, conforme w
cresce, ele pode cruzar com o circulo unitdrio em um ou dois pontos, ou ndo cruzar o circulo
unitdrio, dependendo dos valores dos parametros. As Figuras 3.3.1 (a) e (b) exibem as regides
em que ocorrem duas, uma ou nenhuma solugdo para os casos de retroalimentag@o positiva e
negativa, respectivamente.

Separando as partes real e imagindria da equacdo (3.3.1) tem-se

sen(wT) = —Q;w’ (3.3.2a)
cos(wr) = L= d""2 (3.3.2b)
Elevando as equacdes (3.3.2b) e (3.3.2a) ao quadrado e somando-as obtém-se que
wh=2(b-2a*)w?+ (b* - d*) = 0, (3.3.3)
cujas solucdes reais e positivas sao
wo =\ (b-2a2) £/(b - 2a2)2 + (& - B2). (33.4)
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(b)

Im
1

b/d

1] »d Re

Figura 3.3.1: Método grifico para encontrar as solug¢des de (3.3.1) para: (a) retroalimentacéo positiva com
(b/d > 1) e (b) retroalimentagdo negativa com (b/d < -1).

As equagdes (3.3.2b) e (3.3.2a) sdo invariantes sob a transformacdo w — —w. Assim, as
quatro solucdes da equacao caracteristica (3.1.7) que a equacgao (3.3.4) fornece, serdo dadas
por A = +iw,.

Em principio, utilizando ainda as equacdes (3.3.2b) e (3.3.2a) obtemos o tempo de retardo
em funcdo dos outros parametros

Tj+ = L |‘tan_1 ( Q;Lwi ) + 27Tj] ; JeN. (3.3.5)
w2 -b

No entanto, definindo a fungdo arco tangente por tan™' : R — (-7/2, 7/2), percebe-se que é
necessario analisar os quadrantes nos quais as funcdes seno e cosseno das equagdes (3.3.2b)
e (3.3.2a) estdo definidas para estabelecer os quadrantes da fun¢do arco tangente. Vamos
fazer esse estudo definindo os intervalos adequados do parametro a, € examinando o sinal das
equagdes (3.3.2b) e (3.3.2a).

Antes disso, observe que as equagdes (3.3.5) e (3.3.4) estabelecem uma relacdo entre o
retardo 7 e os parAmetros a, b e d. As curvas 7(a), 7(b) e 7(d) correspondem a regido no
espaco de parametros onde as solucdes do sistema linear (3.1.5) sdo periddicas, uma regido de
transicdo de estabilidade, e por isso sdo denominadas fronteiras de estabilidade. Com essas
curvas construiremos as cartas de estabilidade 7 x a, 7 x b e 7 x d, também conhecidas como
diagramas de estabilidade. Para a elaboracdo dessas cartas examinaremos os intervalos em que
cada variavel esta definida e determinaremos os ramos apropriados e as singularidades que
ocorrem na func¢do arco tangente da equagao (3.3.5).

Para definir os intervalos adequados do parametro a, rearranjando a equagdo (3.3.3) na forma

s & (w2 b)

a” =
402

(3.3.6)

18



3 Analise da estabilidade local

vamos conseguir alguns resultados importantes.
Por um lado, temos que |w? - b| < |d|, para w? > b teremos também w < /b + |d|, e para w? < b

vem que também w > /b — |d|. Com isso, determinamos o intervalo de w para o caso b > |d|:

Vb—ld <w<\/b+]d], (3.3.7)

onde os extremos correspondem ao caso a = 0. Por outro lado, tomando a # 0, podemos
considerar a como uma fung¢do de w e examinar a funcao

d2 — (w2 — b)2
a(w) =1/ %, (3.3.8)

para obter o intervalo em que o pardmetro a estd definido. Calculando a primeira derivada
temos

(b2 - d2) — w*
4a(w)w?

logo, a’(w*) =0 < w* = (b? — d?)'/4. Observando que a’(w) > 0 se w < w* e que a’(w) < 0 se
w > w*, concluimos que w* € o ponto de maximo da fungdo a(w) com w no intervalo (3.3.7).

Com o resultado a(w*) = Vb - V% - d2/\/§, e definindo

VbR
max — \/§ Y

limitamos, para b > |d|, o intervalo de a em?:

a'(w) = (3.3.9)

(3.3.10)

0<a<amax- (3.3.11)

Jd para o caso b < |d|, a equac@o (3.3.4) mostra que existe apenas a frequéncia w, e que o
parametro a pode assumir qualquer valor ndo negativo.

Agora estamos em condi¢des de determinar o quadrante em que a fungdo tan(w7) utilizada
para obter a equacdo (3.3.5) estd definida. Com esse intuito vamos definir previamente os
seguintes intervalos:

Q, = [(4j+n—1)g, (4j+n)g e Qun=0,Un, (3.3.12)

para jeNene{l,2,3,4}.

Sabemos que w pode tomar dois valores distintos, w, € w_. Da equagdo (3.3.2b) vemos
que sen(w7) € ndo negativo para a retroalimentac¢do negativa (d < 0), e ndo positivo para a
retroalimentagdo positiva (d > 0); logo wT € Q15 parad < 0, e wr € Q34 para d > 0. Além
disso, de (3.3.2a) vem que cos(w7) deve ter o mesmo sinal que b — w? para a retroalimentagdo
positiva € o mesmo sinal de w? — b para a retroalimentacéo negativa. E quando w varia de
\/b—d| a+/b+]|d|, a cresce de zero a @,y € entdo decai a zero novamente, e w? — b muda de

2Esse intervalo também é obtido para o caso b/|d| > 1 impondo diretamente que as solu¢des w, dadas pela
equagdo (3.3.4) sejam reais através de: (b-2a%) = /(b - 2a2)2 + (d2 - b2) > 0 e 4a* - 4ba® + d* > 0.
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3 Analise da estabilidade local

sinal em w = /b, que de acordo com a equacdo (3.3.6), corresponde ao valor intermediério
a = |d|/(2V/b), que vamos denotar por

Agi Eﬂ.
sing 2\/5

Note que existe apenas a singularidade w? — b = 0 na fung¢@o arco tangente da equagio (3.3.5),
que ocorre quando a = dging, justificando a notagdo, singular. Ora, da equagdo (3.3.4) temos

(3.3.13)

w? —b=-2a% +/(b-2a2)2 + (d? - b?), (3.3.14)

de onde segue-se que w? — b < 0. E, da imposigdo /(b — 2a2)? + (d2 - b?) > 2a2, obtemos que
a> |d|/(2\/l_)), logo, w? —b > 0 para a > aging, € w2 —b <0 para a < agpg.

Assim, para a retroalimentagio negativa cos(w_7) é ndo positivo, e cos(w,7) é ndo positivo
se a pertence ao intervalo [0, asng | € N0 negativo se a pertence ao intervalo [ dsing, Gmax |- Para
a retroalimentacéo positiva cos(w_7) é nao negativo, e cos(w,7) é ndo negativo se a pertence
ao intervalo [0, agng| € N30 positivo se a pertence ao intervalo [Gging, @max]. Reescrevendo
esses resultados usando os intervalos apropriados dos argumentos de cos(w.7) vem que para
d < 0 o argumento w_7 € Qa3, € w,T € Qo3 se a € [0, agng| € pertence ao intervalo Qy4 se
@ € [Asing; max ). Para d >0 o0 argumento w_7 € Q14, € w,T € Q14 s a € [0, agng | € pertence ao
intervalo Q3 se @ € [dsing, Gmax]-

Reunindo os resultados encontrados para os intervalos apropriados dos argumentos w, 7 de
cos(w,7) e sen(w,7) determinam-se os quadrantes apropriados para a fungdo tan(w,7) para
os casos de retroalimentacdo positiva e negativa, conforme segue resumido na Tabela 3.1. E
com isso, ficam definidos os ramos apropriados para a funcdo arco tangente da equagao (3.3.5)
para a retroalimentagdo negativa e positiva. Portanto, o retardo, que em principio seria dado
por (3.3.5), na verdade fica separado nos seguintes casos:

» Para retroalimentacao negativa d < 0, com j € N:

D
I
I

1 2aw_
-= [tan‘1 (wsf b) +2mj + 71'] , se a € [0, Gmax]s

] w -b (3.3.15)

+

1 2
_ [tanl (wgw+ ) + 27rj] , seacl0, asing],
+

' 1 2aw,
— | tan™ +2mj + 7|, se a € [aging, Gmax -

+

+

= Para retroalimentacao positiva d > 0, com j € N:
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1 _
Tj_=— ltanl ( C“j b) +27] + 27r] , sea€ [0, amax],

1 o 2aw .
— [tan 1 (uﬂ _* ) +2mj + 7'('] , se a € [0, dging ], (33.16)

1 2
- [tan1 ( 2aw+ ) +275 + 27r] , S€ @ € [ Asing, Amax ] -

(S
i
|
S

Intervalo de @ Quadrante para (d <0)  Quadrante para (d > 0)

[0, Gmax ] tan(w_T)<0ew 7€ Qs tan(w.T)<0ew T€Qy
[0, dsing | tan(w,7) <0ew,7€Qy tan(w,7)<0ew,7 € Qy
[Asing, Amax] tan(w,7)>0ew,7€ Qy tan(w,7)>0ew, 7€ 3

Tabela 3.1: Defini¢do dos quadrantes para o argumento da funcéo tan(w.7) para os casos de retroa-
limentagdo positiva e negativa com as fungdes sen(w.7) e cos(w.7) dadas pelas equagdes (3.3.2b) e
(3.3.2a).

Dessa forma, definimos os valores especificos do retardo pelas equagdes (3.3.15) e (3.3.15).
Agora, vamos determinar as condi¢des de existéncia para as frequéncias w, dadas pela equagcao
(3.3.8). A razdo b/|d| pode ser identificada com o ganho G da retroalimentagdo*! pela relagdo

b -1
G- (WI) (3.3.17)

€, como veremos a seguir, ela desempenha um papel importante na andlise da estabilidade local.

Para b/|d| < 1, temos (d? - b?) > 0, e vemos pela equagdo (3.3.4) que a equacdo (3.3.3) terd
apenas a solucdo w,, independente do valor de a (veja a Figura 3.3.2 (a)). O fato de existir
apenas uma solucdo de (3.3.3) para b/|d| < 1 pode ser visto mais facilmente separando os
casos de retroalimentagdo positiva com b/d < 1 e negativa com b/d > —1, e observando que as
pardbolas iniciariam dentro dos circulos unitarios das Figuras 3.3.1 (a) e (b), respectivamente.

Jéa para o caso b/|d| > 1 temos (d? — b?) < 0, e pela equacédo (3.3.4) vemos que (3.3.3)
terd duas raizes positivas distintas somente se |b — 2a?| > V> -d?> e b > 2a?, ou seja, se
b—2a? > \/b? — d?, de onde obtemos a desigualdade a < a,,,. Em particular, para a = a,.x @
equagdo (3.3.3) terd apenas a raiz w = (b% — d?)"/* de multiplicidade dois (veja as Figuras 3.3.2
(b)-(d)), nesse caso as pardbolas estardo nas fronteiras entre as Regides I* e I[T*, e I" e II". E no
Caso a > Amax a equagdo (3.3.3) ndo terd raiz positiva.

Agora, vamos determinar as condigdes que o pardmetro a deve satisfazer nas Regides I*, IT*
e IIT* das Figuras 3.3.1 (a) e (b). De acordo com a equagao (3.3.1), para encontrar o valor de a
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no qual as pardbolas estdo nas fronteiras entre as Regides II" e IIT*, e II” e III” devemos impor
que as partes reais dos dois lados da equacao (3.3.1) sejam nulas e que as partes complexas
sejam iguais a 1 para a retroalimentacdo positiva, e iguais a —1 para a retroalimentacao negativa,
ou seja:

b—w? 2
dw =cos(wr) =0, e %:—sen(aﬁ):il, = (3.3.18)
dn+1
g [ U s dso
w:\/l_)=2—: ) 73 . onde neN, (3.3.19)
a
Un+d)m o d<o
2T

onde +1 corresponde ao caso de retroalimentagdo positiva e —1 ao de negativa. Portanto,
a = Gsing € as condi¢des que o parametro a terd que satisfazer para cada Regido serdo:

amax < @, Regides I*. (3.3.20)
Asing < @ < Amax, Regides IIF, (3.3.21)
0<a<asng, RegidesIII*. (3.3.22)

Em suma, a existéncia das solucdes para a equagdo (3.3.3) em funcdo do ganho da retroali-
mentacdo G = |d|/b pode ser dividida nos casos onde G é menor, igual ou maior do que um.
Para G > 1 e todo a existird apenas a solu¢do w,. Para G = 1 a raiz w, existird para todo a
sendo que € nula para a > \/b/_2 e araiz w_ serd nula para qualquer a. Para G < 1 existirdo duas

raizes Se a < Gpayx, apenas a raiz w = (b2 — d?)/* se a = ayax, € N0 €aso a > \/b/2 > dpay NAO
existird solucao.

No restante desta se¢do vamos construir e analisar os diagramas de estabilidade 7 x a, 7 xb e
T x d na respectiva ordem.

Antes de iniciar a construcdo e andlise das cartas de estabilidade vamos examinar o que
ocorre com a estabilidade de um ponto de equilibrio quando aumentamos o parametro 7 a
partir de 7 = 0. Para isso, vamos calcular a derivada do autovalor A com relag@o a 7 e extrair a
parte real dessa derivada no ponto de transi¢do de estabilidade A = iw. Derivando a equacao
caracteristica (3.1.7) com respeito a 7 tem-se:

dA dA dA
2)\5 +2(IE = —d(>\+75)e_)ﬁ, (3323)
AT d)\ AT
(2\ +2a + dre )d— = —d\e™V, (3.3.24)
T
d —
A ax (3.3.25)

dr ~ dr +2(a+ \)e '
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Logo, na fronteira de estabilidade A = iw vem que

dA —idw
- = 3.3.26
dr |y, dr+2(a+iw)[cos(wT) +isen(wr)]’ ( )
Al _ “idw . (3327
drly_, [d7+2acos(wr) - 2wsen(wr)] +i2[asen(wr) +wcos(wT)]
de onde tomamos a parte real
-2
Re dA _ dwlasen(wT)+w cos(wT)] (3328)
dr [d7+2a cos(wT)—2wsen(wT) |2 +4[asen(wT) +w cos(wT) ]?
e utilizando as relacdes (3.3.2b) e (3.3.2a) obtemos que
dA 2d%w? (w? + 242 - b)
Re!{ == = : 3.3.29
e{dT /\:iw} [T +2a(b - w?) + dw? sen(wT) |? + dw?[w? — b + 2a?]? ( )

Por outro lado, a equagdo (3.3.4) fornece que w? +2a%—b = +\/(b - 2a%)2 + (d? - b2). Portanto,
tomando o sinal da equacgdo (3.3.29) para w = +w, tem-se que

dA dA
sgn (Re{— }) =1, sgn (Re{— }) =-1. (3.3.30)
A=+iws dr A=4iw_

dr

Esses sinais mostram que, conforme aumentamos o tempo de retardo, quando o retardo
atinge o valor 7, o par de autovalores cruza o eixo imagindrio em A = +iw, da esquerda para
a direita, e quando o retardo atinge o valor 7_ dado pela equacgao (3.3.5) o par de autovalores
complexo-conjugados volta a cruzar o eixo imagindrio, porém, agora cruza em \ = *iw_ e
da direita para a esquerda. Em 7_ espera-se que ocorra uma bifurcacdo de Hopf subcritica,
gerando um ciclo instavel, e em 7, espera-se que ocorra uma bifurcacdo de Hopf supercritica,
gerando um ciclo limite estdvel. Esses resultados serdo usados para determinar a estabilidade
das regides das cartas de estabilidade.

Com o intuito de determinar a estabilidade das regides das cartas de estabilidade 7 x a vamos
avaliar o sinal da parte real da derivada do autovalor com relagdo ao pardmetro a nos pontos
A = +iw,. Derivando a equagdo caracteristica (3.1.7) com relacdo ao pardmetro a obtém-se que

dA dX dA

2A— + 2\ + 20— = —dT—e" 3.31
)\da+ A+ ada drdae , (3.3.31)

dX -2
— = ) 3.3.32
da 2(a+\)+dre?" ( )

E na fronteira de estabilidade A\ = iw temos
_'2

A i (3.3.33)

dal,., [2a+drcos(wr)]+i[2w - drsen(wr)]’
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tomando a parte real

Re dA _ —2w|[2w — d1 sen(wT)] 7 (3.3.34)
dal,_.) [2a+drcos(wT)]?+[2w - dTsen(wT)]?
e utilizando novamente as relacdes (3.3.2b) e (3.3.2a) obtemos que
dA —4w?(1 +ar)
Re! =2 = 3.3.35
e{da Hw} [2a + 7(b-w?)]? + 4w?(1 + aT)?’ ( )
logo
sgn (Re{% }) =-1. (3.3.36)
da A=tiwy

Portanto, conforme aumentamos o coeficiente de amortecimento a, os dois pares de auto-
valores complexo-conjugados cruzam o eixo imagindrio em +iw, da direita para a esquerda,
de forma que sempre existe um valor de a tal que o ponto fixo € assintoticamente estavel.
Sendo assim, nos diagramas da Figura 3.3.2 os valores de parametros para os quais o equilibrio
€ assintoticamente estdvel ficam a direita da fronteira de estabilidade, como se espera, na
direcdo em que o coeficiente de amortecimento a cresce. Para a retroalimentacio negativa esse
resultado é corroborado quando examinamos a consequéncia dos sinais da equagdo (3.3.30).
Para a retroalimentacao negativa e positiva a estabilidade sobre o eixo a da carta de estabili-
dade prevista pelos autovalores dados pela equagéo (3.1.8) concordam com esse resultado’.
Entretanto, para a retroalimentacao positiva com d > b vimos na Proposi¢ao 3.2.1 que o ponto
fixo serd instavel para qualquer a > 0.

Nesse momento, temos todas as informagdes necessarias para construir as curvas 7(a) das
cartas de estabilidade 7 x a e determinar as regides de estabilidade e instabilidade. Na Figura
3.3.2 exibimos quatro desses diagramas para os casos « < 0, logo, nos quatro casos existe
apenas o ponto de equilibrio x* = 0. Nesses diagramas podemos observar que para o caso
|d|/b < 1 existem valores de a tais que, aumentando o retardo 7, ocorrem vérias trocas de
estabilidade; e para os casos onde |d|/b > 1, independente do valor de a, aumentando o retardo
T, ocorre apenas uma troca de estabilidade.

Dados os parametros b e o, vimos na Se¢do 3.1 que para b > 0 Gnico ponto fixo € a origem
x5 = 0, enquanto que para b < o existem trés pontos de equilibrio distintos, a origem z§ =0 e
os pontos simétricos z* = —z¥ # 0. O pardmetro de linearizagdo d serd dado por d = o = dy na
origem z*, e por d = awsec?(axt) = d, nos pontos simétricos z. Desse modo, para um dado
valor de d uma carta de estabilidade 7 x a pode determinar a estabilidade da origem do caso
onde d = «, e a estabilidade dos pontos simétricos no caso d = asec?(ax?). Nas cartas de
estabilidade apresentaremos apenas os parametros d e b, mas nos casos em que d < b pode-se
calcular o valor de o e os pontos fixos x* tomando d = d, e resolvendo o sistema de equacdes

SExceto para a origem (a,7) = (0,0) no caso da retroalimentagio positiva com d < b, onde a equacio (3.1.8)
prevé que o ponto fixo serd neutramente estavel.
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ﬁ
o 0.02 0.08 012
a a

Figura 3.3.2: Diagramas de estabilidade 7 x @ para j de 0 a 5 com os ramos 7; , (preto) e 7, _ (azul) para
b=1e: (a)d=-1,05,(b)d=-0,63, (c)d =-0,525e (d) d = -0,225. O ponto fixo x(; € assintoticamente
estdvel na regido em cinza e instdvel nas outras regides. A escala vertical € a mesma para todos os gréficos,
mas note que as escalas horizontais sdo distintas.

transcendentais

(3.3.37)

d, = asech?(az?),
bx: = tanh(ax?).

Por exemplo, considere o caso da Figura 3.3.2 (b) com retroalimenta¢do oposta, b = 1 e d = 0,63.
Tomando d, = d e resolvendo o sistema (3.3.37) numericamente tem-se o = 1,24061577 e
xt = £0,70156147. Logo, para b =1 e o = 1,24061577 tem-se d, = 0,63 e dy = 1,24061577.
Utilizando esse caso e o caso correspondente a Figura 3.3.2 (a), onde b = 1 e o = 1,05 fornecem
xt =+-0,37070573, d. = 0,90570612 e dy = 1,05, construimos os diagramas da Figura 3.3.3.
Nos casos (a) e (c) o ponto fixo x; = 0 € instdvel em qualquer regido, enquanto nos casos (b)
e (d) os pontos fixos z; = +0,3707 serdo estaveis na regido em cinza € instaveis nas demais
regioes.

Quando mantemos b e d fixos e variamos 7 e/ou a vemos que nos diagramas 7 x a podem
ocorrer trés tipos de bifurcacdes de Hopf: a subcritica, a supercritica e a dupla. Essas trés
ocorréncias estdo ilustradas na Figura 3.3.4 para o caso em que mantemos o retardo 7 fixo
e variamos o coeficiente de amortecimento a. Considere apenas as regides das fronteiras de
estabilidade onde w, > 0. A bifurcagdo de Hopf supercritica (subcritica) ocorre quando a
fronteira de estabilidade € cruzada saindo da regido de estabilidade (instabilidade) e entrando
na regido de instabilidade (estabilidade), gerando um ciclo limite estdvel (instdvel) no retrato de
fase. A bifurcacdao de Hopf dupla ocorre quando passamos por um ponto onde se cruzam dois
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il 1 I 1
0 01 02 03 04 05 06 0OF 08 09 1 0 0.05 0.1 015 0.z 025 03 035

a a

Figura 3.3.3: Diagramas de estabilidade 7 x a para j de 0 a 5 com os ramos 7, ;. (preto) e 7; _ (azul)
para b =1e: para o = 1,05 tem-se (a) d = 1,05 = dy e (b) d = 0,90570612 = d,; e para a = 1,24061577
tem-se (c) d = 1,24061577 = dp e (d) d = 0,63 = d... Nos casos (a) e (c) o ponto fixo x5 = 0 € instdvel em
qualquer regido, enquanto nos casos (b) e (d) os pontos fixos x; = +0,3707 serdo estdveis na regido em
cinza e instaveis nas demais regioes.

Y ——— T

20 B. H. Supercritica 7

E B. H. Dupla

B. H. Subcritica

Figura 3.3.4: Carta de estabilidade 7 x a para b = 1 e d = —0,63 com as setas indicando a dire¢do em que
ocorrem as Bifurcagdes de Hopf Subcritica, Supercritica e Dupla. A origem z; ¢ assintoticamente estdvel
na regio em cinza e assintoticamente instavel nas demais regioes.
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ramos das fronteiras de estabilidade; e se atravessarmos as fronteiras de estabilidade saindo das
regides de estabilidade (instabilidade) e entrando nas regides de instabilidade (estabilidade),
pode-se esperar que aparecam ciclos limite estaveis e/ou instdveis no espago de fase. Devido
a ocorréncia dessas bifurcagdes de Hopf nas fronteiras de estabilidades, elas também sdo
conhecidas como linhas de bifurca¢cdo de Hopf.

Tomando « = d foi verificado, por simulagdes numéricas, que em todas as regides das cartas
de estabilidade da Figura 3.3.2 onde o equilibrio € instdvel existem ciclos limite estaveis. Nas
cartas de estabilidade das Figuras 3.3.3 (b) e (d) foram verificados ciclos limite estdveis em
todas as regides e espera-se que existam ciclos limite instdveis nas regioes em cinza. Nas
regides em cinza das Figuras 3.3.3 (b) e (d) a origem z € instdvel, os pontos fixos simétricos
2} sdo estdveis e existe um ciclo limite estavel entre a origem e os pontos fixos x e, por isso,
espera-se que exista um ciclo limite instdvel que se localiza numa regido do espaco de fase tal
que, a regido interna ao ciclo limite instavel contém o ciclo limite estdvel, e a regido externa ao
ciclo limite instdvel contém os pontos fixos 7.

Agora, passamos a considerar os parametros a e d fixos e b como uma varidvel. Usando as
equagoes (3.3.4) e (3.3.5) vamos determinar os intervalos em que b estd definido para cada caso
e, em seguida, construir e analisar o diagrama de estabilidade 7 x b.

Pela equagdo (3.3.4) vemos que para o caso b — 2a? < 0 a solu¢do w, existird somente se
b < 2a? b<|deb< a®+d*/4a?, e a solugdo w_ ndo existird para qualquer valor de b. E
para o caso b — 2a? > 0 a solug@o w, existird apenas se 2a? < b < a? + d?/4a? e a solugdo w_
existird somente se b > 2a2, b > |d| e b < a? + d?[4a®. Além disso, note que a desigualdade
|d| < a? + d?/4a? é satisfeita para quaisquer a e d, que 2a? < a? + d?/4a® < 2a? < |d| e que
2a% > a® + d*[4a®> < 2a? > |d|. Dessa forma, obtemos que dados os pardmetros a e d o
intervalo de b é definido como segue: para w, no caso |d| < 2a? teremos 0 < b < |d| e no caso
|d| > 2a? obtemos 0 < b < a? + d? [4a?, para w_ no caso |d| > 2a? teremos 2a? < b < a? + d? [4a?.
Outra informagdo importante para a constru¢do do diagrama de estabilidade 7 x b € o valor
de b em que ocorre a singularidade da func¢do arco tangente da equacao (3.3.5), dado por
bsing = d?/4a?. Baseados nessas informagdes construimos as curvas 7(b) dos diagramas de
estabilidade 7 x b exibidos na Figura 3.3.5.

Para determinar a estabilidade das regides das cartas de estabilidade 7 x b vamos avaliar o
sinal da parte real da derivada do autovalor com relagdo ao parametro b nos pontos A = +iw,.
Derivando a equagdo caracteristica (3.1.7) em relacdo ao pardmetro b tem-se que

dA dX dA
2—A+2a— +1=-dr—e" 3.
db)\+ adb+ deae , (3.3.38)
dA -1
— = ) 3.3.39
db 2(a+ ) +dre " ( )
Na fronteira de estabilidade \ = iw vem que
-1
dAl (3.3.40)

db v [2a+d7cos(wr)] +1i[2w — drsen(wT)]’
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tomando a parte real novamente

Re dA _ —[2a + dT cos(wT)] ’ (3.341)
dbl,..,)] [2a+drcos(wr)]?+ [2w - drsen(wT)]?
e utilizando as relacdes (3.3.2b) e (3.3.2a) temos
dA T(w?-b) - 2a
Re{— = : 3.3.42
e{ ab A:w} [ (2 D) - 2a] + 4w?(1 + a7)? (3.3.42)
Por outro lado, a equacdo (3.3.4) fornece que w? — b = —2a2 + \/4a* - 4a2b + d2, logo
dA 5
sgn|Re{ — = sgn (Tj (w2=b)- 2a) =-1, (3.3.43)
db A=xiw_ ’
dA 5
sgn (Re{— = sgn (754 (w2 - b) - 2a). (3.3.44)
db A=+iwy 7

Desse modo, dados os pardmetros a e d pode-se calcular o sinal de (3.3.44) em funcdo de b. E
possivel mostrar numericamente que o sinal de (3.3.44) € positivo se a derivada de 7; . com
relagdo a b € negativa, e negativo se a derivada de 7, , com relacdo a b € positiva. No entanto, é
possivel obter alguns resultados analiticos com relag@o ao sinal da equacao (3.3.44). Quando
b = bging temos w? — b = 0 e o sinal de (3.3.44) é negativo. Agora, supondo que b # bgy,e ©
reescrevendo a equagdo (3.3.44) na forma

sgn (Re {% /\_iim}) =sgn (wf - b) sgn (Tj,+ - %) . (3.3.45)

:
teremos que analisar os dois sinais. Supondo que 7, > 2a/(w? - b) e usando a equagdo (3.3.5)
temos que

1 2aw 2a
tan-! + I e N 3.3.46
dEw+[2n1 (wz—b)+ Ml>w3—b’ jeN, ( )
de onde vem que
an 2§W+ :EQCLW+ < 2CLW+ < O PN wz — b < O Ry b > bsing- (3347)
w?-b w?-b wi-b

Do mesmo modo obtemos que 7;, < 2a/(w? -b) < w?-b>0 < b < by, Portanto,
para b nas localidades de b 0 sinal de (3.3.44) € negativo, eliminando a hipdtese do sinal de
(3.3.45) mudar em bgip,.

Reunindo os resultados referentes aos sinais das equacoes (3.3.43) e (3.3.44) determina-
se a estabilidade das regides dos diagramas 7 x b. Esse resultado é corroborado quando
examinamos a consequéncia dos sinais da equacdo (3.3.30). Para a retroalimentacdo negativa
e positiva a estabilidade sobre o eixo b da carta de estabilidade, prevista pelos autovalores
dados pela equagdo (3.1.8), também concorda com esse resultado. Todavia, pela Proposi¢cao
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3.2.1 tem-se que o ponto fixo serd instdvel em toda regido com d > b. Combinando essas
previsdes determinamos por completo a estabilidade das regides das cartas de estabilidade para
a retroalimentagao negativa, conforme na Figura 3.3.5, e para a retroalimentacao positiva, como
segue na Figura 3.3.6.

Nas cartas de estabilidade, para a retroalimentacdo negativa na Figura 3.3.5, e retroalimen-
tacdo positiva na Figura 3.3.6, o ponto fixo € assintoticamente estdvel nas regides em cinza e
instavel nas demais regides. Nessas cartas de estabilidade observamos que, dependendo dos
valores dos parametros a e d, quando mantemos o retardo 7 fixo e variamos a constante eldstica
b podem ocorrer uma ou duas mudancas de estabilidade, e mantendo b fixo e variando 7 pode
ocorrer uma sequéncia de mudancgas de estabilidade nos casos (c) e (d) das Figuras 3.3.5 ¢
3.3.6, onde |d| < 2a?, e apenas uma ou nenhuma mudanca de estabilidade para os casos (c) e (d)
das Figuras 3.3.5 e 3.3.6, onde |d| > 2a2. Por exemplo, no diagrama da Figura 3.3.5 (d) para
7 = 2,61 o ponto de equilibrio ¢ instavel se b < 6,743, estavel se 6,743 < b < 7,167, instavel
novamente se 7,167 < b < 8,833 e estavel novamente se b > 8, 833. Tomando « = d, verificamos
a existéncia de ciclos limite estdveis para o sistema nao linear (3.1.1) em todas regides de
instabilidade de todas as cartas de estabilidade da Figura 3.3.5 e nas regides de instabilidade
com b > d nas cartas das Figuras 3.3.6 (c) e (d).

Vimos na Secdo 3.1 que para a retroalimentagdo negativa a origem z; € 0 Ginico ponto
fixo, enquanto para a retroalimentagdo positiva a origem x; € o tnico ponto fixo para b > d,
e para b < d existem os pontos fixos z; e 2. Logo, considerando d = « = d nas Figuras
3.3.5 € 3.3.6 as cartas de estabilidade fornecerdo a estabilidade da origem z. E calculando
os valores correspondentes d, = asec?(ax?) nas regides das cartas de estabilidade para
retroalimentacao positiva com b < d, onde a origem ¢ instavel, verifica-se que os pontos fixos
x; serdo assintoticamente estaveis. Assim, tomando « = d, nas regides com b < d a origem z;
¢ instavel, os pontos fixos simétricos =} sdo estdveis e existe um ciclo limite estdvel entre a
origem e os pontos fixos =% e, por isso, espera-se que exista um ciclo limite instavel que se
localiza numa regido tal que, a regido interna ao ciclo limite instdvel contém o ciclo limite
estdvel, e a regido externa ao ciclo limite instavel contém os pontos fixos ;.

Por fim, vamos considerar os parametros a e b fixos e d como uma variavel, e utilizando as
equagdes (3.3.4) e (3.3.5) vamos determinar os intervalos em que d estd definido para cada
caso e com isso construir os diagramas de estabilidade 7 x d para retroalimentacao positiva e
negativa.

Pela equagio (3.3.4) vemos que para o caso onde b > 2a? a solugido w, existird para todo
|d| > 2a/b - a?, e a solugdo w_ existird somente se 2a\/b—a? < |[d| < b. Haveré apenas a
solucdo w, para a situacdo a? < b < 2a% com |d| > b e |d| > 2aV/b - a?, e para o caso b < a?
com |d| > b. Para determinarmos os ramos adequados para a fungio arco tangente da equagio
(3.3.5) devemos encontrar o valor de |d| em que ocorre a singularidade dessa fung@o, ou seja, o
valor tal que w2 — b = 0. E direto que essa singularidade ocorrer4 apenas para o caso w2 — b, e
quando |d| = 2a+/b. Com base nessas informagdes construimos as curvas 7(d) dos diagramas
de estabilidade 7 x d exibidos nas Figuras 3.3.7 e 3.3.8.

Com o objetivo de determinar a estabilidade das regides das cartas de estabilidade 7 xd vamos
avaliar o sinal da derivada da parte real do autovalor com relacdo ao pardmetro d nos pontos
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Figura 3.3.5: Diagramas de estabilidade 7 x b com j de 0 até 9 para os ramos 7; ;. (preto) e 7; _ (azul)
paraa=1e: (a)d=-0,1,(b)d=-1,(c)d=-3,7e (d) d = —6. O ponto fixo é assintoticamente estavel
para os parametros na regifio em cinza e instavel nas demais regioes.

(a)
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Figura 3.3.6: Diagramas de estabilidade 7 x b com j de 0 até 8 para os ramos 7; ;. (preto) e 7; _ (azul)
paraa=1e: (a)d=0,1,(b)d=1,(c)d=3,7e (d) d = 6. O ponto fixo é assintoticamente estavel para os
parimetros na regido em cinza e instavel nas demais regides.
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A = xiw,. Derivando a equagao caracteristica (3.1.7) em relacdo ao pardmetro d chega-se em

dA dA dA\) .
2£A+2a@ = (1-617'@)8 s (3348)
dA 1
— = : 3.3.49
dd  dr+2(a+N)er ( )
Na fronteira de estabilidade A\ = iw temos
1
Al _ . (33.50)
dd|,.,, [dr+2acos(wr)-2wsen(wr)]+i2[asen(wt) + w cos(wT)]
tomando a parte real
2 -2
Re dA _ [d7+2a cos(wT)—2w sen(wT)] (335D
dd|,_ ) [dr+2acos(wT)-2wsen(wr)]?+4[asen(w)+w cos(wt)]?
e utilizando novamente as relacdes (3.3.2b) e (3.3.2a) chega-se em
dA d[d?T + 2a(b + w?)]
Re{— = 3.3.52
e{dd )\:iw} [@27 + 2a(b + w?)]? + 4w?[w? - b + 2a2]?’ ( )
logo
dA
sgn|Re{ — =sgn(d). (3.3.53)
dd A=tiw,

Sendo assim, para a retroalimentagdo positiva (d > 0) teremos um valor de d tal que um
par de autovalores complexo-conjugados cruza o eixo imagindrio da esquerda para a direita,
e para a retroalimentagdo negativa (d < 0) teremos um valor de d tal que o outro par de
autovalores complexo-conjugados cruza o eixo imagindrio da direita para a esquerda. Esse
resultado é corroborado quando examinamos a consequéncia dos sinais da equagdo (3.3.30).
Para a retroalimentacdo negativa e positiva a estabilidade sobre o eixo d da carta de estabilidade,
prevista pelos autovalores dados pela equacao (3.1.8), também concorda com esse resultado.
No entanto, pela Proposicao 3.2.1 tem-se que o ponto fixo serd instavel em toda regido com
d > b. Reunindo esses resultados determinamos por completo a estabilidade das regides das
cartas de estabilidade para a retroalimenta¢do negativa na Figura 3.3.7 e para a retroalimentagdo
positiva na Figura 3.3.8.

Nas cartas de estabilidade para a retroalimentacdo negativa da Figura 3.3.7 e retroalimentacdo
positiva da Figura 3.3.8 o ponto fixo € assintoticamente estavel nas regides em cinza claro
e instavel nas demais regides. Portanto, para certos valores de d fixos podemos variar 7 e
provocar uma sequéncia de mudangas de estabilidade nos casos (a) e (b) das Figuras 3.3.7 e
3.3.7, onde b > 2a?, e apenas uma ou nenhuma mudanga de estabilidade para os casos (¢) e (d)
das Figuras 3.3.7 € 3.3.8, onde b < 2a°.
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Figura 3.3.7: Diagramas de estabilidade 7 x d com j de 0 a 13 para os ramos 7; , (preto) e 7; _ (azul) para
a=1le:(@A)b=11,(b)b=8,(c)b=1,5e(d) b=0,1. Em todos o ponto de equilibrio é assintoticamente

estdvel na regido em cinza e instdvel nas demais regioes.

20

20

20

20

Figura 3.3.8: Diagramas de estabilidade 7 x d com j de 0 a 13 para os ramos 7; , (preto) e 7, _ (azul)
paraa=1e: (a)b=11,(b)b=8,(c)b=1,5e(d) b =0,5. As regides em cinza claro sio de estabilidade

assintodtica, e as demais de instabilidade.

32



3 Analise da estabilidade local

Para a retroalimenta¢do negativa a origem x; € o unico ponto fixo, ao passo que para a
retroalimentagdo positiva a origem x; € o tinico ponto fixo para d < b, e para d > b existem 0s
pontos fixos x e x;. Por conseguinte, considerando d = o = d nas Figuras 3.3.7 ¢ 3.3.8 as
cartas de estabilidade fornecerdo a estabilidade da origem zj. Calculando os valores correspon-
dentes d, = asec?(ax}) nas regides das cartas de estabilidade para retroalimentagio positiva
com b < d, onde a origem € instavel, verifica-se que os pontos fixos z serdo assintoticamente
estdveis nas regides em cinza escuro e instaveis nas regides em branco. Sendo assim, nos casos
(a) e (b) da Figuras 3.3.8, fixando o retardo 7 e variando d ocorrerd a bifurcagcao de forquilha
supercritica em d = b, quando atravessamos a fronteira entre as regides em cinza claro e cinza
escuro. Novamente, tomado « = d, verificamos a existéncia de ciclos limite estdveis para o
sistema ndo linear (3.1.1) em todas regides de instabilidade de todas as cartas de estabilidade
da Figura 3.3.7 e nas regides de instabilidade, em branco, das cartas das Figuras 3.3.8 (a) e (b).

Nesta secdo construimos cartas de estabilidade bidimensionais que, além de determinar a
estabilidade dos pontos fixos hiperbdlicos, permitiram prever a ocorréncia de alguns tipos
de bifurcacdes de codimensdo 1 e 2, e os pontos no espaco de parametros onde ocorrem
essas bifurcacdoes. Da mesma forma, espera-se que a construcio de diagramas de estabilidade
tridimensionais permita prever a ocorréncia de bifurcacdes de codimensdo 2 e 3, e 0s pontos no
espaco de parametros onde ocorrem essas bifurcacgdes.

A maioria das cartas de estabilidade construidas nesta secao contém regides de estabilidade,
preenchidas na cor cinza, que tomam a forma caracteristica do esbo¢o de um pinheiro e, por isso,
essas cartas de estabilidade sdo chamadas de diagramas de estabilidade “drvore de natal”[30:311,

3.4 Espectro Discreto Limitado: autovalor com partes
real e imaginaria \ = v + iw
Vimos na Sec¢do 3.3 que o espectro de autovalores € discreto e, no maximo, enumeravel.
Aqui vamos ver que, além disso, o espectro discreto de autovalores € limitado. Para isso,
vamos obter os espectros de autovalores resolvendo um sistema bidimensional de equacdes

transcendentais para 7y e w, e construir o diagrama de autovalores w x 7.
Tomando A\ =y +iw aequagdo transcendental (3.1.7) fica:

(7 +iw)? + 2a(y +iw) + b = de”(+)7, (3.4.1)

(v* +i2yw - w?) + 2a(y +iw) + b = de " [cos(wT) — isen(wT)]. (3.4.2)

Separando as partes reais e imagindrias, tem-se:

dsen(wt)e™ " = “2w(v +a), (3.4.3a)
dcos(wt)e ™ = (v +2a) + (b-w?). (3.4.3b)

As equagdes (3.4.3b) e (3.4.3a) sdo invariantes sob a transformagdo w — —w, € podemos tomar
w > 0, sem perda de generalidade. Dividindo a equagdo (3.4.3b) pela (3.4.3a) e usando o
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3 Analise da estabilidade local

mesmo raciocinio desenvolvido na Se¢do 3.3 segue-se que o retardo, em principio, sera:

1 - 2w(y +a)
T—w{t l(WQ—b)—7(7+2&)‘I}' (3.4.4)

Para determinar o quadrante exato da funcdo arco tangente para cada par (7, w) é necessario
avaliar o sinal do numerador e do denominador de seu argumento, tanto para a retroalimentacio
negativa quanto para a positiva.

Elevando as equacdes (3.4.3b) e (3.4.3a) ao quadrado e somando-as obtemos que

Y2 (y +2a) + 29(y + 2a) (b - w?) + (b—w?)? + 4w (v + a)? = d>e . (3.4.5)

No entanto, um autovalor que satisfaz a relacdo (3.4.5) ndo necessariamente satisfaz o sistema de
equacoes (3.4.3b) e (3.4.3a), enquanto que um autovalor que satisfaz esse sistema de equagoes,
necessariamente satisfaz a equacao (3.4.5). Ainda assim, veremos que o procedimento de
somar as equacoes elevadas ao quadrado serd ttil. Para v a equacgao transcendental (3.4.5)
¢ semelhante a equacao (3.2.1), s6 que ao invés de um polindmio de segundo grau do lado
esquerdo temos um polindmio de quarto grau, logo, do mesmo modo que mostramos existir
no maximo trés raizes reais distintas para a equacao (3.2.1) pode-se mostrar que existem no
maximo cinco raizes reais y distintas para a equacao (3.4.5). Ja para w, a equacdo (3.4.5) é
biquadrada e podemos encontrar sua solu¢do reescrevendo-a na seguinte forma:

Y2 (y+2a)?+ 20y (y+2a) - 2(7* +2a7)w? + (W - 20w? +b?) + 4w (y+a)? = d?e®7,  (3.4.6)

wh+2[2(y+a)? - (72 +2ay) - blw? + [V (v +2a)? + 2by (v + 2a) + b? - d*e™>7] = 0, (3.4.7)

wh+2[(y+a)? +a® - blw? + [v2(y + 2a)? + 2by(y + 2a) + b - d*e 7] = 0. (3.4.8)
Agora, definindo as contantes

B=(y+a)*+a®-b,

C =~72(y+2a)* +2by(y + 2a) + b? — d?e™7,
a equacdo (3.4.8) fica

wt+2Bw?+C =0, (3.4.9)
cujas solucdes sdao
w=-B+VB2-C, (3.4.10)
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que juntamente com

B?2=(b-a?)?+2(a?-b)(v*+2va+a?) + (Y +4y3a+692a2 +4ya3+a?)

=yt +4ay3+(8a?-2b)y? +(8a3—4ab)y+(4a*-4ba® +b?), (3.4.11)
e
C =% +4a® + (4a” + 2b)7? + daby + (b - d*e™™7), (3.4.12)
fornecem as solugdes positivas
Wy = \/(b —a?) - (y+a)? \/d2e27 —4(y +a)?(b - a?). (3.4.13)

Para que as solugdes w, dadas pela equagdo (3.4.13) sejam reais o conjunto de parametros
deve satisfazer a desigualdade

4(y+a)*(b-a*) < d?e™17, (3.4.14)

e além dessa condicdo, para que w, exista devemos ter

(y+a)? = (b-a?) < \J/d2e7 —4(y +a)2(b - a?), (3.4.15)

e para que w_ exista devemos ter

(b—a?) = (y+a)? 2 \/d2e27 —4(y + a)2(b - a?). (3.4.16)

No caso b < a? a condi¢do (3.4.14) é automaticamente satisfeita, a solu¢do w, existird se
a condi¢do (3.4.15) for satisfeita, e a solugdo w_ ndo existird para todo . No caso b > a? a
solucdo w, existird se as condi¢des (3.4.14) e (3.4.15) forem satisfeitas, e a solugdo w_ existird
se as condicoes (3.4.14) e (3.4.16) forem satisfeitas. Observe que no limite v - —oo, segundo
a equacdo (3.4.5), sempre existird w, que satisfaz a equacdo (3.4.13).

Assim, os pares (7,w) que satisfazem o sistema de equagdes (3.4.3b) e (3.4.3a) neces-
sariamente satisfazem a equagdo (3.4.13), por isso, as quatro curvas w(y) = +w.(7) sdo
chamadas de curvas envelope dos autovalores, pois englobam os autovalores existentes!!31. Na
Figura 3.4.1 exibimos as curvas envelope de autovalores para alguns valores de conjuntos de
parametros. Observe que as curvas envelope exibidas na Figura 3.4.1 englobam uma mistura
dos espectros da retroalimentacao positiva e negativa, pois na equacao (3.4.13) o parimetro d
s6 ocorre elevado ao quadrado.

Antes de obter o espectro de autovalores que estdo contidos nas curvas envelope, vamos
mostrar algumas utilidades dessas curvas. Primeiramente, note que, como se espera, para w = (
os diagramas da Figura 3.4.1 fornecem as raizes v obtidas graficamente pelas Figuras 3.2.1 e
3.2.2. Nos casos da Figura 3.4.1; se para w = 0 uma das quatro curvas envelope estiver definida
para algum v > 0, o ponto de equilibrio sera instavel; se para w = 0 as quatro curvas envelope
estiverem definidas apenas para v < 0, o ponto fixo serd assintoticamente estavel; e no caso
em que as curvas envelope estejam definidas para v = 0, o ponto fixo serd nao hiperbdlico,
sendo necessdrio utilizar a teoria da variedade central para determinar sua estabilidade. Agora,
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Figura 3.4.1: Curvas envelope w x 7, com os ramos +w_ em verde e +w, em vermelho para o
conjunto de pardmetros (a; b; d; 7) igual a: (a) (1;0,1;+1;1), (b) (1;1;+1;1), (c) (1;5;+1;1),
(d) (1,050;0,1;+0,63;0,5), (e) (1;0,1;+1;0,543), (f) (1;1;+1;0,557), (g) (1;2;+1;0,576), (h)
(1;2,868;+1;0,5), (i) (2;0,1;+0,63;0,5), (G) (1;0,1;+1;0,5), (k) (1;1;+1;0,5) e ()(1;2;+1;0,5).
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Figura 3.4.2: Curvas envelope e espectro parcial de autovalores para retroalimentagéio negativa (¢ verde) e
positiva (e vermelho), e as curvas envelope w = +w, para o conjunto de pardmetros (a; b; d; 7) igual a:
(@) (1;0,1:41:1), (b) (1:1:41:1), (c) (1:5;1;1), (d) (1,050:0,1; £0,63:0,5), (e) (1;0,1;+1:0,543),
) (1;1;£1;0,557), (g) (1;2;+1;0,576), (h) (1;2,868; +1;0,5), (i) (2;0,1;+0,63;0,5), (j)
(1;0,1;£1:0,5), (k) (1;1;+1:0,5) e (I)(1;2;+1;0,5).
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para quaisquer valores do conjunto de parametros {a, b, d, 7}; se para algum w uma das curvas
envelope estiverem definidas para algum ~ > 0, o ponto de equilibrio serd instavel; e se para
qualquer w as quatro curvas envelope estiverem definidas somente para v < 0, o ponto de
equilibrio serd assintoticamente estavel.

Depois de construir as curvas envelopes resolvemos numericamente o sistema de equagdes
transcendentais (3.4.3b) e (3.4.3a) para v e w. Na Figura 3.4.2 exibimos os espectros parciais
de autovalores obtidos para retroalimentacao positiva e para retroalimenta¢io negativa, para os
mesmos casos da Figura 3.4.1.

300

w0+~ -

-Loo - e -

-200 — -

12 -10 -8 - -4 -2 0 2

Figura 3.4.3: Curvas envelope e espectro completo de autovalores para retroalimentagio negativa (¢ verde)
e positiva (¢ vermelho), e as curvas envelope w = +w, paraa=1,b=0,1,d=+le7 = 1.

Na Figura 3.4.3 exibimos o espectro completo de autovalores para o caso da Figura 3.4.2 (a)
numa escala em que fica claro que o espectro de autovalores € limitado numa regido do plano
w x v, contando 24 pares de autovalores complexo-conjugados, tanto para a retroalimentagao
positiva quanto para a negativa. Observando o sistema de equagdes transcendentais (3.4.3b)
e (3.4.3a) conclui-se que nas regides com 77 << —1 e y7 > 1 ndo existem solucdes 7 e w.
Pela equagdo (3.4.13) nota-se que para y7 << —1 temos w, =~ |d|e~77/2, mostrando que a curva
envelope sempre exibird esse comportamento assintético para o ramo positivo w,. Desse modo,
definindo o supremo do valor absoluto da parte real do autovalor, s, = sup ||, limitamos o
autovalor \ ao disco de raio |d|e*w»7. Em todos os casos da Figura 3.4.2 o espectro completo
de autovalores, distante da origem, com w >> 1, € similar ao caso exibido na Figura 3.4.3.

Sendo assim, além das cartas de estabilidade construidas na Secdo 3.3, outra forma de
analisar a estabilidade do sistema de equacdes diferenciais com retardo (3.1.1), tomando
um dos pardmetros {a, b, d, 7} como variavel, é acompanhar a dependéncia que o espectro de
autovalores tem com esse parametro. Nos casos em que o ponto de equilibrio € assintoticamente
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3 Analise da estabilidade local

estdvel, tomando o méximo da parte real v,,.«, para uma pequena perturbacdo em torno desse
ponto fixo, podemos definir o tempo caracteristico de retorno*?! como ¢, = —1/vax, de modo
que a perturbacdo é amortecida, a0 menos, tio rapidamente quanto e */tr,
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Integracao Numérica

Neste capitulo, apresentamos algumas caracteristicas do método de integracdo utilizado.
Comparamos as integragdes numéricas implementadas no MATLAB® R2008a com as integra-

¢oOes analiticas realizadas aplicando o método de passos, para uma caso particular da equagao
4.1.1.

4.1 Integracao Numérica e o Método de Passos

Para a integracdo numérica da equacao

T+ 2at +bx = f(x,), (4.1.1)

foi utilizado o pacote de integracdo numérica para equacdes diferenciais com retardo constante
dde23 do MATLAB® R2008al*-47I, Basicamente, esse pacote faz a integra¢do numérica
empregando o método de passos, integrando a equagdo diferencial com retardo reduzindo-a
em uma sequéncia de equacdes diferenciais ordindrias. O pacote dde23 utiliza o método de
Runge-Kutta de terceira ordem BS(2,3)*81 e uma interpolagio ciibica de Hermite.

O método dde23 pode ser empregado na integracdo numérica de equacdes diferenciais
funcionais mais gerais da forma

2'(t) = f(t,z(t), z(t =1),2(t = T2), ..., 2(t = 7)), (4.1.2)

onde z(t) e R" e 7 = min(7y, ..., 7;) > 0. As equagdes sdo resolvidas num intervalo ¢y <t <t
e requerem a histéria z(t) = H(t) para t < to. O método dde23 permite o controle do erro
absoluto e do erro relativo ao longo da integrac¢do. Por defini¢do*’!, de um modo geral se p* é
uma aproximacao para p, o erro absoluto e o erro relativo sdo dados, respectivamente, por p — p*
e (p-p*)/p, para p # 0. Agora, considere uma integracdo numérica da equagio (4.1.2) com
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4 Integracdo Numérica

passo h no tempo, e aproximagao numérica para z(t, ), com t,, = to + nh para n € N, denotada
por z,. Para essa integragdo, as defini¢des de erro acima levam, respectivamente, as seguintes
relagdes para o erro absoluto e o erro relativo no n-ésimo passo de integra¢ao

|Zn+1 - Zn|

|Zn+1|

€abs = |Zn+1 - Zn| € €l = (413)
Essencialmente, o pacote dde23 exige que se passe como argumentos, a matriz do sistema
de equacgdes diferenciais de primeira ordem com retardo, Sistema =f(t, z(t), z(t — 11),
z2(t-72), ..., z(t = 7x)), o vetor com os retardos, Retardos = [y, ..., Tg], 0 vetor com as
histérias, Historias = H(t), o intervalo de tempo para gerar a solucdo, T'empo = [to,t¢], as
op¢des do pacote e o conjunto de parametros, e devolve as solucdes por meio de uma matriz
Solucao de acordo com a sintaxe

Solucao = dde23(Sistema, Retardos, Historias, Tempo, Opcoes, Parametros).

Dentre o conjunto de opcdes do pacote dde23, pode-se estipular o erro absoluto €5 € 0 erro
relativo €, por meio da sintaxe

Opcoes = ddeset('AbsTol', €15, RelTol', €,¢)).

Para uma exposicao detalhada do uso do pacote dde23 e dos métodos numérico empregados nele
veja Shampine e Thompson 461, Shampine, Thompson e Kierzenka®, Shampine, Gladwell e
Thompson 47l ¢ Shampine P11,

Agora, vamos aplicar o método de passos na equacdo (4.1.1) linearizada em torno da origem,
que, de acordo com a Seg¢do 3.1, pode ser rescrita como o sistema

T =y,
. 4.1.4

{yzde—2ay—ba7, ( )
e verificar que, rapidamente, esse método se mostra irrealizdvel analiticamente, sendo necessario
executd-lo numericamente. Considere as histérias z(t) = 1 e y(t) = 0 com ¢ € [-7,0] e os
seguintes valores de parametros a = 1, b =2, d = -1 e 7 = w. Assim, usando as notacdes com
sub-indices introduzidas na Sec¢do 2.2, para t € Z; temos a historia

x(](t) = 1,
4.1.5
{ (1) = 0. (1)
e o primeiro passo prové o seguinte sistema de equagdes diferenciais ordindrias para t € Z;
a1 (t) = (1),
) 4.1.6
{ n(t) = =1~ 2[a (1) + 1 (1)) (10
que junto com condi¢des iniciais
1'1(0) = 17
4.1.7
{y1<o> -0, @10
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dadas pelo sistema (4.1.5), geram a solucao

21(t) = g [sen(t) + cos(t)] e - %’ (4.1.8)

y1(t) = -3sen(t)et.

Com isso, obtemos que a primeira derivada da soluc¢do x(t) é continua em ¢ = 0, y,(0) =
0 = 41(0), mas sua segunda derivada é descontinua nesse ponto, 0 = 7(0) # 7,(0) = -3. O
segundo passo leva ao sistema de equagdes seguinte, definido para ¢ € 7

(1) = y2(1),

. 3 1 (4.1.9)
Ua(t) = 5 [sen(t) +cos(t)]e™t + 3" 2[ya(t) + z2(t)].
com condig¢des iniciais
3 1
To(m) =—=e — —,
? 27 2 (4.1.10)
yg(ﬂ) =0.
dadas pelo sistema (4.1.8), resultam na solugdo
3 1
xo(t) = = {[2+(2 -7+ t)e™]sen(t)+[2+(1 + 7 —t)e™ | cos(t) } e+,
4 4 (4.1.11)

ya(t) = Z {[-2-(7 —t)em]sen(t)+[2+(1 -7+ t)e™] cos(t)} e‘t+%—x2(t).

Agora, obtemos que a solugdo z(¢) tem a primeira derivada continua em ¢ = 7, y;(7) =
0 = yo(m), a segunda derivada continua, ¢;(7) = 3e™™ = yo(7), porém a terceira derivada
descontinua nesse ponto, —1 — 6e™" = (1) # §j2(7) = —6e™". Essa suaviza¢do nos breaking
points, que ocorre a cada passo dado, foi prevista na Secao 2.2. O terceiro passo da o sistema
de equagdes, para t € Z

{ a3(t) = ys(t),
(4.1.12)
Ys(t) = —w2(t - m) = 2[ys(t) + z3(1) |-
com condig¢des iniciais dadas pelo sistema (4.1.11)
{ x3(2m) = 22(27),
(4.1.13)
y3(2m) = y2(2).

A cada passo a complicacao dos calculos aumenta, o que torna a continuidade desse método
impraticdvel, apesar de possivel para esse caso do sistema linear (4.1.4). Todavia, aplicando o
método de passos no sistema nao linear

T =1y,
{ y = tanh(ax, ) - 2ay - bz, 4.1.14)
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para as histérias z(t) = 1 e y(t) =0 com ¢ € [-7,0], e os parAmetros a = 1, b =2, « = -1 e
T = m, veremos que o método se mostra irrealizdvel rapidamente. O primeiro passo fornece a
solu¢do no intervalo Z;

_ tanh(a)

x1(t) = (1 5 ) [sen(t) + cos(t)]et

y1(t) = [2 - tanh(«)]sen(t)e?,

N tanh ()
2 (4.1.15)

e o segundo passo prové o sistema de equacoes

{ (1) = ya(t),

U2 (t) = tanh(zq(t = 7)) = 2[y2(t) + z2(t) ]
O sistema de equacdes diferencias ordindrias (4.1.16) nao tem solu¢do em fungio de funcdes
transcendentais elementares, impossibilitando o célculo analitico da solu¢do da equacao (4.1.1)
no intervalo Z,. Sabe-se que sdo muito raros os casos de sistemas de equagdes diferenciais com
retardo que sdo passiveis de integracao analitica, veja algumas dessas excecdes em Shampine,
Gladwell e Thompson[47! e Elsgolts!l.

(4.1.16)
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Figura 4.1.1: Solugdes do sistema linear (4.1.4) paraa = 1,b =2, d = =1, 7 = w com as histérias z(¢) = 1
e y(t) = 0 parat € [-7,0], obtidas por integragdo numérica.

Quando € possivel realizar a integracdo nos primeiro passos, o método de passos define
uma solu¢do dnica e global, mas frequentemente se torna dificil de realizar quando intervalo
de tempo, em que se deseja encontrar a solu¢do, € muito maior que o retardo 7. Na Figura
4.1.1 exibimos a solugdo numérica do sistema (4.1.4) no intervalo [0, 37] para o caso a = 1,
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Figura 4.1.2: Solugdes do sistema linear (4.1.4) paraa = 1,b=2,d = =1, 7 = w com as histérias z(¢) = 1 e
y(t) = 0 para t € [-7,0], obtida pelo método de passos e por integragdo numérica com (a) €xps = €ro1 = 1072
c (b) €abs = €rel = 1074-

b=2,d=-1er1=mehistérias z(t) = 1 e y(t) = 0 para ¢ € [-7,0], usando o erro absoluto
€abs = 1073 € 0 erro relativo €, = 1072 no pacote dde23. Para efeito de comparacéo, exibimos
nas Figuras 4.1.2 (a) e (b) a solucdo numérica da equagdo (4.1.1) e sua solugdo exata, obtida
pelo método de passos, para esse caso no intervalo [0, 27]. Na integragdo numérica do caso
da Figura 4.1.2 (a) usamos 08 erros €,ps = €. = 1072, € no caso da Figura 4.1.2 (b) usamos os
EITOS €xps = €r] = 10724

Uma vez que as séries temporais sdo obtidas por integragdo numérica pode-se construir
retratos de fase, diagramas de bifurcacdo, e utilizar ferramentas tais como o mapa de primeiro
retorno para obter as assinaturas das bifurca¢des de Hopf dupla. Isso seré feito no Capitulo 5.
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Bifurcacao Local

Aqui investigamos as bifurcacdes previstas nas cartas de estabilidade da Sec@o 3.3. Na Secdo
5.1 examinamos as bifurcagdes locais de equilibrio e codimensao 1, tomando cada um dos
parametros {a, b, «, 7} como pardmetro de bifurcago. E na Secdo 5.2 sdo analisados alguns
pontos de bifurcacao de Hopf dupla. A ocorréncia dessas bifurcagdes em equacdes do tipo
(1.0.3) tem sido investigada nas tltimas décadas 3452541,

5.1 Bifurcacoes Locais de Equilibrio e Codimensao 1

Dado um ponto fixo, as bifurcag¢des locais de equilibrio podem ser previstas analisando o
campo vetorial na sua vizinhanga, que, por sua vez, pode ser estudado pela estabilidade prevista
pelos célculos dos autovalores nesse ponto. Existem apenas quatro tipos de bifurcacdo local de
equilibrio para sistemas continuos que podem ser consideradas de codimensdo um': bifurcagido
sela-nd, bifurcagdo transcritica, bifurcagio de forquilha e bifurcagéo de Hopf!*?l. Os diagramas
de estabilidade obtidos na Secdo 3.3 indicam que no sistema de equacgdes (2.1.1) ocorre a
bifurcacao de Hopf supercritica e subcritica, a bifurcacdo de Hopf dupla, e a bifurcacao de
forquilha supercritica.

Considere um parametro qualquer ¢ dentre o conjunto {a, b, d, 7} e o autovalor escrito em
funcdo desse pardmetro na forma A(§) = (&) + iw(&). Para que um dado valor de pardmetro
&o seja um ponto de bifurcacdo de Hopf devemos ter que

dy

(&) =0, w(&)#*0 e —| #0. (5.1.1)
d§ £=¢o

A bifurcacao de Hopf supercritica (subcritica) ocorre quando um par de autovalores complexo-
conjugados cruzam o eixo imagindrio, com |w| > 0, no sentido positivo (negativo) do eixo real,

'A forma normal desses quatro tipo de bifurcacio podem ser escritas em fun¢io de apenas um pardmetro.
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5 Bifurcagdo Local

gerando um ciclo limite estdvel (instdvel) no retrato de fase. Existem teoremas que definem
as condi¢des que um sistema de equacdes diferenciais com retardo tem que satisfazer para
garantir a existéncia e obter a dire¢do da bifurcacido de Hopf!’l.

Na bifurcagdo de forquilha surge um par de pontos de equilibrio a partir de um ponto de
equilibrio inicial. Se o ponto fixo inicial € estdvel (instdvel) e se torna instavel (estavel) quando
surgem dois pontos fixos estdveis (instdveis), diz-se que ocorreu uma bifurcagdo supercritica
(subcritica) de forquilha. As bifurcacdes de forquilha ocorrem nesse sistema porque: (i) a
equagdo 7 + 2ad + bx = tanh(ax,) é invariante sob a transformagio x — —z, (ii) quando a
retroalimentagdo se torna positiva com b < « essa equacao fornece trés pontos fixos, a origem
x(;, e dois pontos simétricos em relacdo a origem, x* = —x7%, € de mesma estabilidade, ja que
d_ = d,. Essa simetria elimina a hipétese de ocorréncia da bifurcagdo sela-né>>!. Para que
ocorra a bifurcacgao transcritica € necessario que existam pelo menos dois pontos fixos com
estabilidades opostas para todos os valores de um dado parametro, exceto no ponto critico,
€ 1ss0 ndo pode ocorrer nesse sistema ja que o ponto fixo xj sempre existe € 0s pontos fixos
r* = —x* tém a mesma estabilidade. Portanto, das quatro possibilidades de bifurcagdes locais
de equilibrio e codimensao 1, apenas serd possivel a ocorréncia das bifurcacdes de Hopf e das
bifurcacdes de forquilha.

A seguir exibimos e analisamos os diagramas de bifurcacao de equilibrio e codimensao 1 para
os parametros a, b, d e 7. Os valores e intervalos de cada parametro foram baseados nas cartas
de estabilidade da Secdo 3.3 para possibilitar a comparacdo com as previsoes de estabilidade
local, ocorréncia de bifurcagdes, e para confrontar as dindmicas com retroalimentagdo positiva
e negativa. Esses diagramas foram obtidos da seguinte forma. Por exemplo, para o diagrama
com pardmetro de bifurcagdo a no intervalo [amin, @max | fixamos o conjunto de pardmetros
{b,d, T} e dividimos esse intervalo em N pontos. Primeiro integramos o sistema de equacdes

@(t) =y(t),
y(t) = ‘za/anh(ozm(t —7)) = 2ay(t) - ba(t), (5.1.2)

1 1 1 1 1 1 1 1 . # 1 1 L 1
0 0oz 004 008 003 01 012 014 0168 098 02 4 0 0.05 0.1 015 0.2 0.25 03 0.3s 0.4
a a

-4

Figura 5.1.1: Diagrama de bifurca¢do para o pardmetro a com b =1, 7 =55 e: (a) a = -0,63 e (b)
a = 0,63.

para o conjunto de pardmetros {ain, b, d, 7} e plotamos os dltimos N pontos da série temporal
obtida, descartando o transiente; em seguida acrescentamos Aa = (Guax — @min) /(N = 1) no
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5 Bifurcagdo Local

pardmetro a e repetimos esse processo para o conjunto {ami, + Aa, b, d, 7}; e assim sucessiva-
mente até atingir a,,.,. Para cada integracdo usamos uma histdria constante z(t) = g, y(t) =0
com t € [-7,0], e a cada passo Aa trocamos o sinal de .

Parab = 1 e 7 = 5,5 vemos na Figura 5.1.1, que tanto para a retroalimenta¢do negativa
a = —0,63 (Figura 5.1.1 (a)) quanto para a retroalimentacdo positiva o = 0,63 (Figura 5.1.1
(b)), ocorre uma bifurcacdo de Hopf supercritica na dire¢cdo em que a decresce. Os pontos de
bifurcacdo e as amplitudes de oscilacdo sdo diferentes, e para a retroalimentagdo positiva a
amplitude de oscilacio diverge quando a — 0.

(a)

0s 06 07 na

06 0.7 na

Figura 5.1.2: Diagrama de bifurcagdo para o parAmetro a com b = 1, 7 = 5,5, o = 1,05 e histérias com:
(@) o = 1073 e (b) @ = 103,

Ainda considerando a como pardmetro de controle, para o caso b = 1, 7 = 5,5 e retroalimenta-
¢do positiva o = 1,05, construimos o diagrama de bifurcacdo da Figura 5.1.2 (a) para a histdria
com g = 1073, e o diagrama de bifurcacdo da Figura 5.1.2 (b) para a histéria com ¢ = 103.
Comparando esses dois diagramas nota-se para valores de a na regido com 0,41 < a $ 0,56
ocorre o fendmeno da multi-estabilidade entre os pontos fixos estaveis =¥ e o ciclo limite
estavel existente. Como vimos na Se¢ao 3.3, acredita-se que essa multi-estabilidade ocorra
devido a existéncia de um ciclo limite instdvel, localizado no espaco de fase de modo que o
ciclo limite estdvel fica na regido interna do ciclo limite instavel e os pontos fixos x, na regido
externa.

() (b
: : | 100 ——— : :

a0 1

A0k 4

I

-a0

i} DIDQ DIDA DIDE DIDB 01 012 D.IDQ D.IDA DIDB D.IDB 01 D.IQ 0.14
b b
Figura 5.1.3: Diagrama de bifurcagfo para o parimetro bcoma =1, 7 =100 €: (a) o = 0,1 e (b) = 0,1.

Variando o parametro b para o conjunto de valores a = 1 e 7 = 100 encontramos uma
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5 Bifurcagdo Local

bifurcacdo de Hopf supercritica na direcdo decrescente de b, para a retroalimentacdo negativa
a =-0,1 (Figura 5.1.3 (a)), e uma bifurcacdo de forquilha supercritica na direcdo decrescente
de b, para a retroalimentacao positiva « = 0,1 (Figura 5.1.3 (b)).

(@l b
: : : 0s ‘ : .

02k 1

05 I . . . .
2

Figura 5.1.4: Diagrama de bifurcagdo para o pardmetro b com a = 1, 7 = 5, « = 3,7 e histérias com: (a)
w0 =100 e (b) o = 0,1.

Agora, para a retroalimentagdo positiva a = 3,7, com a = 1 e 7 = 5, as bifurcacdes dependem
da histdria, surgindo o fendmeno de multi-estabilidade entre um ciclo limite estavel e os
pontos de equilibrio estdveis x*. Para a histéria ¢(¢) = 100 obtivemos uma bifurcagdo de
Hopf supercritica na direcdo em que b decresce (Figura 5.1.4 (a)), enquanto que para a histéria
©(t) = 100 tivemos uma bifurcagéo de forquilha supercritica na dire¢do em que b decresce
(Figura 5.1.4 (b)). Note que nesses diagramas os pontos de bifurcagdo sdo distintos e, a medida
que b decresce, o ciclo limite estdvel se aproxima dos pontos de equilibrio estaveis x, que
estdo na regido externa ao ciclo limite.

100 _ ; . ; ;

a0 B

a0t 4

1 1 I 1 1 1 I 100 1 I 1 1 1
1} 001 0.0z 0.03 0.04 0.0s 0.08 0.07 0.03 1} 0.0225 0.045 0.0675 009 01126 013

b b

Figura 5.1.5: Diagrama de bifurcagio para o pardmetro b coma =1, 7 =50 e: (a) « = 0,1 e (b) = 0,1.

Também variando o parametro b, para o conjunto de pardmetros a = 1 e 7 = 50 encontramos
uma bifurcacido de Hopf supercritica na direcdo em que b decresce, para a retroalimentagao
negativa o = —0,1 (Figura 5.1.5 (a)) e uma bifurcacio de forquilha supercritica na direcao em
que b decresce, para a retroalimentag@o positiva o = 0,1 (Figura 5.1.5 (b)).

Tomando como parametro de bifurcacido o pardmetro « da retroalimentagdo, tanto para o
casoa=1,b=11e7 =1quanto paraocasoa=1,b=1,5e7 =5 obtivemos uma bifurcacao
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5 Bifurcagdo Local

Figura 5.1.6: Diagrama de bifurcac@o para o parimetro « coma =1e: (a)b=11ler=1e(b)b=1,5¢
T =05.

(@) (0]

Figura 5.1.7: Diagrama de bifurcagdo para o parimetro c coma=1e: (@) b=11e7=09e(b)b=15¢
7 =1,2092.

de Hopf supercritica na direcdo decrescente de o e uma bifurcagdo de forquilha supercritica na
direcdo crescente de «. Veja as Figuras 5.1.6 e 5.1.7.

() {b)

Figura 5.1.8: Diagrama de bifurcago para o pardmetro 7 com a = 0,3046, b =1 e: (a) a = -0,63 e (b)
a = 0,63.

Por fim, tomando o retardo 7 como parametro de bifurcacdo obtivemos uma sequéncia de
bifurcacdes de Hopf supercritica nas direcdes crescente e decrescente de 7, como exibidas nas
Figuras 5.1.8 ¢ 5.1.9.
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5 Bifurcagdo Local

Figura 5.1.9: Diagrama de bifurcagio para o pardmetro 7 com a = 1, b = 8,8947 e: (a) « = -6 ¢ (b) v = 6.

Em suma, tomando como pardmetro de controle, cada um dos pardmetros {a, b, «, 7}, vimos
que ocorrem apenas a bifurcacdo de Hopf supercritica e a bifurcacdo de forquilha supercritica.
Para a retroalimentag@o positiva a amplitude de oscilagdo diverge quando a — 0, e quando b — 0
os pontos de equilibrio simétricos divergem, x; — +oo. A bifurcacdo de Hopf supercritica
ocorre variando cada um dos parametros, no entanto ela estd fortemente associada ao retardo 7.
J4 a bifurcagdo de forquilha supercritica estd associada aos parametros b e d. Comparando as
estabilidades dos pontos fixos previstas pelas cartas de estabilidade e as obtidas pelos diagrama
de bifurcacdo € notdria a concordancia da estabilidade local. Nao foi observada a ocorréncia da
bifurcacdo de forquilha subcritica e da bifurcacdo de Hopf subcritica, inicialmente prevista na
Secdo 3.3.

5.2 Bifurcacao de Hopf Dupla e Secao de Poincaré

A bifurcacdo de Hopf dupla é de codimensdo 2, e as caracteristicas da bifurcacdo dependem
da direcao do vetor formado pelos dois parametros de controle. Para diferentes dire¢cdes podem
ocorrer distintas bifurcacdes. Aqui, vamos investigar os tipos de bifurcacao de Hopf dupla
examinando a dindmica do sistema de equagdes (5.1.2) sobre diferentes pontos de bifurcagao.
A bifurcacdo de Hopf dupla ocorre quando dois pares de autovalores complexo-conjugados
cruzam o eixo imagindrio. Vimos na Secdo 3.3 que nas fronteiras de estabilidade das cartas de
estabilidade da Secdo 3.3 temos A = +iw, e, em principio, 0 movimento tem periodo aproximado
T =27 /w, logo, nos cruzamentos entre duas fronteiras de estabilidade teremos dois pares de
autovalores complexo-conjugados, \;, = +iw; € Ay, = +iwy. No caso em que os movimentos
sobre cada fronteira sdo periédicos, definindo as varidveis 61 (t) = wy e 6(t) = wy pode-se
construir o toro bidimensional 6, x 6. A superposicdo de dois movimentos harmonicos simples
resulta em dois movimentos qualitativamente diferentes. A oscilacdo serd periddica somente se
a razdo entre as frequéncias w; e wy for um niimero racional, de forma que a trajetdria no toro
bidimensional é fechada. E a oscilagdo serd quase periddica se a razdo entre as frequéncias for
um numero irracional, formando uma trajetdria aberta que ndo se cruza no toro bidimensional,
e que para t — oo preenche o toro completamente#?1, Nos dois casos ocorrerdo batimentos se
w1 2 wa.

Nas cartas de estabilidade da Secao 3.3 € evidente que os cruzamentos entre as fronteiras de
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5 Bifurcagdo Local

estabilidade sempre se ddo entre as fronteiras com \,, = +iw, e com A_, = +iw_. Quando as
frequéncias w_ e w, sd@o comensurdveis, com

W  n_

—=—=n, onde n_eN* e n,eN" e neQ, (5.2.1)

Wy Ny
diz-se que a bifurcacdo de Hopf dupla € ressonante com n_ : n,, caso contrdrio, a bifurcacao é
dita ndo ressonante. Vimos na Secdo 3.3 que quando w_ e w, existem simultaneamente, sempre
satisfazem w_ < w,, logo, nos casos de ressonancia sempre teremos n_ < n,. Nos casos em
quen_:n,={1:1,1:2,1:3,1:4} aressonincia é dita de ordem baixa ou ressonancia forte,
caso contrdrio a ressonincia é dita de ordem alta ou ressonéncia fraca®*. Utilizando a equagio

(3.3.4) e a condicao de ressonancia (5.2.1) chega-se na seguinte relacdo entre os parametros
{a,b,d}:

a= \/é _ ) g, (5.2.2)

2 dn,n_

Substituindo (5.2.2) na equacao (3.3.4) obtém-se as frequéncias para a ressonancia n_ : n,:

w_ = %\/bQ P e w, = %\/Zﬁ—d?. (5.2.3)
. _
Como vimos na Sec¢do 3.3, as frequéncias w_ e w, existem simultaneamente e sdo ndo nulas
somente se b — 2a? > /b - d?, com b > |d| e b > 2a?.

Dada uma ressonncia qualquer n_ : n, e qualquer par de parimetros dentre o trio {a, b, d},
tais que a equacdo (5.2.2) seja satisfeita, podemos calcular o terceiro parametro com a equacao
(5.2.2), em seguida calcular as frequéncias (5.2.3) e finalmente obter o retardo pela equagdo
(3.3.15), definindo por completo o ponto de bifurcacdo no espago de parametros. Expomos a
seguir trés exemplos de pontos de bifurcacao de Hopf ressonante.

Considere a ressonancia forte 1 : 1 com b = 5 e d = +3, e consequentemente a = 1/ V2, w, =2

Ti+ = 0,9553166181245092 + 1

7~ = 0,9553166181245092 + 77 } para. d<0 com i e jeN,

(5.2.4)
Ti+ = 2,0261129449194057 + e

7i.- = 2,5261129449194057 + 7} } para d>0 com i e jeN.

E impondo que 7; . = 7;_ temos que para esse conjunto de pardmetros a ressonancia 1 : 1
ocorrerd para todos os retardos 7; . com j € N. Na Figura 5.2.1 exibimos as série temporais
das solugdes e o espaco de fase, sem o transiente, para: = j = 0 e d = o = 3. As historias
sdo constantes z(t) = 0,1 e y(t) = 0 para t € [-7,0]. O movimento € oscilatério em torno da
origem com periodo em torno de 7" = 3,14, e converge num ciclo limite estavel.
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Figura 5.2.1: Série temporal e espaco de fase no ponto de uma bifurca¢do de Hopf dupla com ressonancia
fortel:1le:a= 1/\/5 b=5,a=3e7=25261129.

Agora, considere a ressondncia forte 1 : 2 com b = 5 e d = +£3, e consequentemente a = 0,
Wy =2, Ww_ = \/§ e

v

Tit = /5
T2 para d<0 com ¢ e jeN,
ij_ = \/§
T+27 (525)
Tit = 52
2427 para d>0 com i e jeN.
Ti-= "2

Logo, para d < 0 a ressonancia 1 : 2 ocorrerd para todo ¢ e j tais que ¢ = 25 + 1, enquanto que
para d > 0 ndo ocorrerd essa ressonancia, pois ndo existirdo ¢ e j tais que 7; . = 7;_. Na Figura
5.2.2 exibimos as série temporais das solugdes e o espago de fase, sem o transiente, para j = 0
e i = 1. Foram utilizadas como histérias z(¢) = 0,01 e y(t) = 0 para ¢t € [-7,0]. O movimento
¢é periédico e com periodo aproximadamente igual a 7' = 4,44, e converge num ciclo limite
duplo 31,
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D L
Xt}
e 0 % or B
t
g )-D 01 -0.01 R
-0.02 002k B
-0.03 003 A
004 . . . . . 004 . . . . . . .
0 10 20 a0 40 a0 B0 -0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 o 0.005 0. 0.015
t %

Figura 5.2.2: Série temporal e retrato de fase no ponto de uma bifurcagdo de Hopf dupla com ressonéncia
forte1:2e:a=0,b=5,a=-3e7=2,2214414690791831.

Para um determinado conjunto de parametros podemos obter pontos de bifurcacao de Hopf
dupla utilizando as cartas de estabilidade obtidas na Se¢do 3.3 e as equagdes (3.3.4) e (3.3.15).
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Por exemplo, considere o primeiro ponto em que ocorre uma bifurcacao de Hopf dupla na
carta de estabilidade da Figura 3.3.2 (a) para os menores valores de a e 7. Esse primeiro ponto
decorre da interse¢do do ramo 7, _ com o ramo 7 ., € pela equacdo (3.3.15), isso ocorre se:

S tan~! 2ac)- +7 :i tan~! 20004 +2m|. (5.2.6)
w_ w2 -b Wy w2 -b

Substituindo os valores de pardmetros b = 1 e d = —0,63, provenientes da carta de estabilidade da
Figura 3.3.2 (a), e resolvendo numericamente a equagdo transcendental (5.2.6) obtém-se que a =
0,0351358930189689. Com isso, calculamos w. pela equagdo (3.3.4) e obtivemos a ressonancia
fraca 1016 : 20906703195718914, e em seguida calculamos o retardo 7 = 5,0429755171965845
usando a equagdo (3.3.15). Na Figura 5.2.3 exibimos as séries temporais e o espaco de fase,
sem o efeito transiente, para esse ponto de bifurcacao de Hopf dupla. Foram utilizadas como
histérias z(t) = 0,01 e y(t) = 0 para t € [-7,0]. O movimento resultante é quase peridico e
com batimento pouco acentuado, sendo que a amplitude maxima oscila com periodo em torno
de 7"~ 113.
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Figura 5.2.3: Série temporal e retrato de fase no ponto de uma bifurcacdo de Hopf dupla néo ressonante
ou com ressondncia fraca aproximada 10%6 : 20906703195718914 e: a = 0,0351358930189689, b = 1,
a=-0,63e7=>5,0429755171965845.
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Figura 5.2.4: Série temporal e retrato de fase no ponto de uma bifurca¢do de Hopf dupla néo ressonante
ou com ressondncia fraca aproximada 1016 : 12046120783744794 e: a = 0,0659901280538366, b = 1,
a=-0,225 e 7 = 23,8339755902050750.

Com os valores de parametros b = 1 e d = —0,63, oriundos da carta de estabilidade da
Figura 3.3.2 (d), e o parametro calculado numericamente a = 0,0659901280538366 chega-se
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na ressonancia fraca 106 : 12046120783744794 e no retardo 7 = 23,8339755902050750. Na
Figura 5.2.4 exibimos as séries temporais € o espaco de fase, sem o efeito transiente, para esse
ponto de bifurca¢do de Hopf dupla. Foram utilizadas como histérias x(¢) = 0,1 e y(¢) = 0 para
t € [-7,0]. O movimento oscilatério resultante é quase periédico e com batimento acentuado,
sendo que a amplitude médxima oscila com periodo em torno de 7' = 34.

Como y = z podemos prever algumas caracteristicas gerais dos retratos do sistema de
equacdes (2.1.1). As trajetorias dos retratos de fase sempre cruzam o eixo = verticalmente, pois
em y = 0 temos & = 0. Além disso, conforme o tempo aumenta, as trajetérias no semi plano
com y > ( caminham na direcao positiva do eixo z, ja que = > 0; e as as trajetdrias no semi
plano com y < 0 caminham na direcdo negativa do eixo x, pois & < 0.

(a) (b)
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Figura 5.2.5: Mapa de primeiro retorno para a se¢éo de Poincaré que contém os maximos da posi¢éo para
os casos das Figuras 5.2.1 a 5.2.4, com mesmo intervalo temporal e transiente descartado.

Ainda para examinar a dinamica sobre os pontos de bifurcacdo de Hopf dupla, construimos
os mapas de primeiro retorno para a secao de Poincaré que contém os méaximos da posi¢ao,
s x g com x > 0. Na Figura 5.2.5 exibimos os mapas de primeiro retorno para os
casos das Figuras 5.2.1 a 5.2.4 com o mesmo intervalo temporal e descartando o efeito
transiente. Esses mapas indicam que os movimentos sdo, respectivamente, de periodo igual
ao de oscilacdo, ao dobro, cerca de uma dezena e cerca de uma centena de vezes o periodo

de oscilacdo, respectivamente. Na Figura 5.2.6 exibimos os mapas de primeiro retorno para
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5 Bifurcagdo Local

simulacdes com tempos 10 vezes maiores do que os tempos das simulagdes das Figuras 5.2.1
a 5.2.4, e descartando o efeito transiente. Comparando os casos (a) e (b) das Figuras 5.2.5
e 5.2.6, percebe-se que na verdade nesses casos o equilibrio é fracamente estavel %71, E
comparando os casos (c¢) e (d) das Figuras 5.2.5 e 5.2.6 nota-se que, aumentando o intervalo
temporal, surgem trechos de curvas, uma assinatura de que a dindmica do sistema é quase

periddica nesses casos.

(a) (b}
003 : 0.013 :
0.025 1 n.o12} 1
a——
ooz} 1 0.011} 1
max max L 4
X" 0015 1 K™ 0o
001} 1 0.009} |
0.005 1 n.0os| ’ 1
D 1 1 1 1 1 DDD? 1 1 1 1 1
0 0005 001 0015 002 005 003 0007 0008 0008 001 0011 0012 0013
max max
}{n }{n
(c) (d)
0.025 . 0.08 :
007} 1
ooz} ~ 1 0.06 |
o nos | ]
X0 015 e / 1 X 004 T
\ S 003t 1
001t \ - 002 J
0ot} 1
DDDS 1 1 D 1 1 1 1 1 1 1
0005 0.01 0.015 0.0 0 001 002 003 004 005 006 007 008
max max
}{n }{n

Figura 5.2.6: Mapa de primeiro retorno para a se¢éo de Poincaré que contém os maximos da posi¢do para
os casos das Figuras 5.2.1 a 5.2.4, com intervalos temporais 10 vezes maiores e transiente descartado.
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Equacao Discreta

O principal objetivo desse capitulo € fazer a andlise da estabilidade local para uma equagao
de diferenca do tipo ;41 = F(x4, 24-1,74--—1), resultante de uma discretiza¢do simples da
equagdo (1.0.3) e realizar um breve estudo para o caso mais simples com 7 = 1.

6.1 Estabilidade Local

Considerando que o retardo e o tempo sdo discretizados em unidades de tempo, o sistema

@(t) = y(t),
{ y(t) = f(x(t- 7)) - 2ay(t) - bx(t), (6.1.1)

pode ser discretizado pela transformagio x(t) — zy, y(t) = yi, ©(t) = Ti1—24, Y(t) = Yer1—Y1s
x(t-1) - z;_,, sendo que agora t € Z e T € N*. Assim, o sistema (6.1.1) discretizado sera
dado por

Tir1 = T + Y,
{ Yee1 = [(21-7) = bz + (1 - 2a)y;. ©.12)

Os pontos fixos (x*,y*) desse sistema discreto sdo obtidos impondo que xy1 = x; = =*,
Yer1 = yp = ¢*. Com isso, x;_, = x* e obtemos que os pontos fixos sdo dados por y* =0 e
bx* = f(z*). Vamos analisar o caso f(z) = tanh(«x), para o qual temos 0s mesmos pontos
de equilibrio obtidos na Sec¢do 3.1 para o caso continuo.

Para calcular as séries temporais de um sistema bidimensional de equagdes discretas do tipo

Te+1 = F(xbyt)?
6.1.3
{ Yg+1 = G(:Etayt)7 ( )
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6 Equacao Discreta

¢ necessdrio fornecer apenas um par de condi¢des iniciais (xg, 7o) . Ja para calcular as séries
temporais do sistema de equagdes (6.1.2) é necessario fornecer um conjunto de (7 + 1) pares
de condigdes iniciais {(z_r,y-7), (T-r); Y(1-r))» - - » (T-1,Y-1), (T0,%0) }-

Para investigar a estabilidade local dos pontos de equilibrio devemos linearizar o sistema
(6.1.2) em torno de um ponto de equilibrio. Com esse intuito vamos definir as fungdes
X (x4, Yo, Tprs Yrr) = Y € Y (T4, Yty Toor, Yoor ) = f(21—r) = 2a3, — bxy € as matrizes

L Tt X
_ - CF- , 6.1.4
re() () () .

e reescrever o sistema (6.1.2) na forma matricial

ri = F(ry,re ). (6.1.5)

E para obter a aproximagcéo linear do campo vetorial F'(7,r,) num ponto fixo r* vamos definir
as seguintes matrizes Jacobianas®® calculadas nesse ponto:

9X 90X X X
*\ _ Ozt Oyt £\ _ O0xi—r  OYt—r
Ji(r )—( P ) o Jie(r )—( o oy ) (6.1.6)
Ozt Oyt re=T* O0xt—r OYt—r re=T*
Dessa maneira, o sistema (6.1.5) linearizado em torno do ponto fixo r* serd
ri = F(r*r)+ Jy(r*)(ri—r*) + T (r) (v — 77), (6.1.7)

ou ainda, usando que r* = F'(7*,r*), esse sistema discreto pode ser escrito explicitamente na
forma:

Tip1 —TF 1 1 Ty — ¥ 0 0 Ty_r —*
= + . 6.1.8
(ym—y* ) (—b (1—206))(?#—9* ) (f’(l'*) O)(yt—r—y*) ( :
Definindo a constante d = f’(z*) = awsech®(az*) e deslocando o ponto fixo 7* = (2*,y*) para

a origem definindo as varidveis u; = x; —x* € v; = y; —y*, obtemos o sistema linear de equagdes
de diferencgas

Upr1 = Ug + Uy,

Novamente, os trés pontos fixos geram dois valores distintos para o parametro d, € vamos
denotd-los por dy = v e dy = acsec? (). Da primeira equagdo do sistema (6.1.9) temos v; =
U1 — Ut, Usando isso na segunda equacdo desse sistema o reduzimos no mapa unidimensional

Ugso +2(a = Dugyy + (1 +0-2a)u; — dug_, =0, (6.1.10)

ou ainda,

Upyrr2 + 2(a = Dugpryr + (1 +0=2a)ugyr — duy = 0. (6.1.11)
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6 Equacao Discreta

Para uma equacdo homogénea linear de diferenga, como (6.1.11), podemos supor™®! que a
solugdo € do tipo u; = A\t com A € C, ou seja, u;,1 = Auy. Substituindo esse ansatz na equagio
(6.1.11), e descartando a solugao trivial nula, obtém-se a equagdo caracteristica

N2 4 2(a-DAN M+ (1+b-2a)\" -d=0. (6.1.12)

Se as 7 + 2 rafzes dessa equacdo caracteristica { A1, Aa, ..., A\;12} sdo distintas, a solug¢do geral
da equacdo (6.1.11) serd da forma

T+2
up= Yy a;);, com a;eC. (6.1.13)
i=1
Agora, se existem apenas n < 7 + 2 raizes distintas {1, Ao, ..., \,,} respectivamente com
multiplicidades {my,ms, ..., m,} tais que Y1, m; = 7 + 2, a solu¢do da equacdo (6.1.11) serd
da forma
T+2
Uy = Z(ai70+ai,1t+ai72t2+...+ai,nt"))\§, onde ai,jEC com j: {1,2, ,n}
i=1

(6.1.14)

A equacdo caracteristica (6.1.12) também pode ser obtida por outro método de linearizagao;

reduzindo o mapa bidimensional (6.1.2) em um mapa de dimensao 7 +2 obteremos informagdes

adicionais sobre sua dindmical®"!, Iniciamos esse método observando que, da primeira equagéo

do sistema (6.1.9) temos y; = x:,1 — ¢, € usando isso na segunda equacao desse sistema o
reduzimos no mapa unidimensional

e +2(a—D)xg + (1+0-2a)x, — f(a4,) =0, (6.1.15)

ou ainda,

1 =2(1—a)r;+ (2a—-b-1)xy 1 + f(24r1). (6.1.16)

Agora, definindo os vetores

3753 2(1- a):v,gl) +(2a-b- 1)b$§2) +f (9375”2))
(2) o
x
Tiy1 = t_ﬂ , e F(x)= Ty ’
T+2 -
1E+I— ) xg +1)

(6.1.17)
podemos reescrever a equacdo homogénea linear de diferenca (6.1.11) na forma do sistema
linear homogéneo de diferenca e de dimensdo 7 + 2:

@i = F(xy). (6.1.18)
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6 Equacao Discreta

Esse sistema tem 7 + 2 equagdes acopladas que geram um espago de fase de dimensao 7 + 2,
e seus pontos fixos, x*, serdo obtidos impondo que F'(x*) = x*. A versao linearizada desse
sistema, na vizinhanga de um ponto fixo x*, serd dada por

T =F(x*)+J(x*)(x; — ™), (6.1.19)

onde a matriz Jacobiana calculada no ponto fixo, J(x*), é dada por

ap bo 0O - 0 0 d
1 00 - 000

10 - 000
JHy=| : o, (6.1.20)

[e]
=]
]
—
e}
]

sendo que

ap=2(1-a), by=2a-b-1) e d=asech’(az). (6.1.21)

Com F'(x*) = «*, definindo a matriz constante A = J(x*) e deslocando o ponto fixo para a
origem definindo a variavel £, = ; — * chegamos ao sistema

£ = AE,. (6.1.22)

Usando o ansatz &, ., = \§,, com \ € C, na equagdo (6.1.21), tem-se a equacdo de autovalores

A€, = \E,. (6.1.23)

Logo, (A — \1)&, = 0 e para que haja solugdo &, ndo nula, devemos impor que

det(A - A1) =0. (6.1.24)

Imposicdo essa, que também fornece a equacao caracteristica (6.1.12). Entretanto, nesse caso,
A € interpretado como um autovalor que estd associado a um autovetor &.

Se para todos os autovalores da matriz Jacobiana calculada no ponto fixo x* tivermos |A| < 1,
esse ponto fixo serd assintoticamente estavel, enquanto que, se para algum dos autovalores
tivermos |\| > 1, esse ponto fixo serd instdvel. O teorema de Hartman-Grobman para mapas
garante que a estabilidade local de um ponto de equilibrio hiperbdlico' de um sistema ndo
linear € igual a estabilidade desse ponto na versio linearizada desse sistemal?3!, Agora, se
para algum dos autovalores tivermos que |A| = 1, pode-se tentar determinar a estabilidade desse
ponto fixo ndo-hiperbdlico utilizando a teoria da variedade central 42,

Agora, com as defini¢des de estabilidade acima e o segundo método de linearizacdo vamos
obter outra importante informacao sobre a estabilidade do sistema discreto (6.1.2). Note que,
desenvolvendo o determinante da matriz Jacobiana (6.1.21) em colunas; tomando a dltima

'Nesse caso discreto, o ponto fixo x* é dito hiperbélico se para todos autovalores tem-se |\| # 1. Caso contrério,
o ponto fixo é dito nao hiperbdlico.

59



6 Equacao Discreta

coluna temos det(J(x*)) = d(-1)2"+2det(1), de onde vem que det(J(x*)) = d. Nos ca-
sos em que a matriz Jacobiana J € diagonalizdvel, existe uma matriz invertivel P tal que
P'JP = D, onde D é uma matriz diagonal e seus elementos correspondem aos autovalo-
res da matriz Jacobiana J. Com isso, usando que det(P) = 1 e det(D) = det(P'JP) =
det(P~'J)det(P) = det(P")det(J)det(P) obtemos que det(J) = det(D). Assim, pode-
mos relacionar o determinante da matriz Jacobiana com seus autovalores \; por

T+2

det(J(x*)) = ]‘[ Ai. (6.1.25)

Tomando o valor absoluto da equagio (6.1.25) temos que |d| = [T |\;
autovalor é nulo o ponto fixo x* serd instdvel se |d| > 1.

, logo, quando nenhum

6.2 Sistema Discreto Tridimensional

Nesta secdo vamos analisar o caso particular mais simples, com 7 = 1, e examinar algumas
das dindmicas que o sistema discreto (6.1.2) pode oferecer. Nesse caso, o sistema nao linear
(6.1.18) fica

:L’Eﬂ = aoxgl) + b0x§2) + tanh(axgg)),

) =i’ 6.2.1)

Y

3 2
)=

Impondo que ngi = 2" = 2%, paran = {1,2, 3} obtemos que nos pontos fixos P; = (z3, 25, x3%)

do sistema tridimensional (6.2.1) tem-se =} = x5 = x5 = x* e 2% = qoz* + boz* + tanh(az*),
que fornecem a equagdo transcendental bx* = tanh(az*). Como vimos na Sec¢do 3.1, para
b > a essa equagdo transcendental terd apenas a raiz nula x; = 0, e para b < o essa equagdo
terd trés raizes distintas z*, x; e %, sendo que z* = —x}. Portanto, os pontos fixos serdo
Py=(0,0,0)e P, = (x*,x%,2%) com P_ = -P,.

E agora o determinante (6.1.24) fornece a equacdo caracteristica

A3 — a2 = b\ —d = 0. (6.2.2)
Esse polindmio tem trés raizes, sendo que uma € real, \; € R, as outras duas formam um par

complexo-conjugado, Ay = A3 € C, e sdo dadas por:

/\1:2(M+N)+%,
) . (6.2.3)
/\2:)\3:—(M+N)+§O+i\/§(M—N),
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6 Equacao Discreta

onde

13
M= % (803 + 36boan + 108d + 12\/T2da — 35343 — 1263 + 5bagd + S1d2) "
2 (6.2.4)
N = (bo +aj/3)
M

Quando, ao variarmos um parametro de controle, um ponto fixo hiperbdlico se torna nao
hiperbdlico, pode ocorrer uma bifurcacdo. Aqui vamos considerar apenas os casos de pontos
fixos nao hiperbdlicos em que para um autovalor (ou para um par de autovalores complexo-
conjugados) tem-se |\| = 1 e os autovalores restantes possuem médulo menor que 1.

Considere o circulo unitdrio no plano Re{\} x Im{\}. A bifurcacdo de duplicag¢do de
periodo (também conhecida como bifurcacio flip) ocorre quando um autovalor, ou um par de
autovalores, cruza o circulo unitdrio com parte imagindria nula em -1. Quando um autovalor,
ou um par de autovalores, cruza o circulo unitario com parte imagindria nula em +1 ocorre
ou uma bifurcacao sela-nd, ou uma bifurcagdo de forquilha ou uma bifurcacao transcritica. A
bifurcacdo de Neimark-Sacker (também conhecida como bifurcacao de Hopf para mapas ou
bifurcagdo de Hopf secunddria) ocorre quando um par de autovalores, com parte imaginaria
ndo nula, deixa o circulo unitario.

Reescrevendo o sistema ndo linear (6.2.1) como a equacdo de diferenca ndo linear retardada

Ty = oy + bowy_q + tanh (), (6.2.5)

vemos que para o caso a = b = 1 tem-se ag = by = 0 e, com isso, a equacdo (6.2.5) fica x;,1 =
tanh (o, ). Desse modo, nas proximidades da origem, para « = 1 temos aproximadamente
x; = T3, periodo 3; e para para o = —1 temos aproximadamente z; = —x;_3, periodo 6.

Na Figura 6.2.1 a série temporal da equacao nao linear (6.2.5) para o caso de periodo 3, onde
a=1,b=1e a=1, com condigdes iniciais o = 1073, z_; = 1073 e x_5 = 1072, E na Figura
6.2.2 mostramos uma simula¢do para o caso de periodo 6, onde a = 1,b=1e a = -1, com
condi¢des iniciais xg = 1073, z_; = -103 e z_5 = 1072.

w10?

- -

g —

B —

“B 3 B 9 12 14 18 2 24 27 an

Figura 6.2.1: Série temporal do sistema (6.2.1) paraa = 1, b = 1 e a = 1, com condigdes iniciais g = 1073,
€r_1= -103 e T_o = 1072,
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00— =

0.008 -

-0.008 -

001 -

Figura 6.2.2: Série temporal do sistema (6.2.1) para a = 1, b = 1 e @« = -1, com condi¢Ges iniciais
20=10"3, 2.1 =-103 e x_5 = 1072

Na Figura 6.2.3 exibimos a série temporal da equag@o nao linear (6.2.5) no caso onde \; = 0
e\ = /_\3 =-1/4+ i\/ﬁ/ll, para os valores de pardmetros a = 1,25, b = 25 e a = 0, com
condi¢des iniciais xg = 1073, x_; = =1073 e z_5 = 1073. Nesse caso o ponto de equilibrio é
eliptico, com |A1| < 1 e |Ag| = |A3] = 1, e 0 movimento € irregular. Tomando como pardmetro de
bifurcag¢do uma das possibilidades i = {a, b, d}, no ponto 1y em que ocorre a bifurcacdo de
Neimark-Sacker, o par de autovalores complexo-conjugados pode ser escrito na forma polar
Ao, 3(p) = r(p)e*94) e deve satisfazer 1/ (o) # 0 e 0 < O(pp) < . Para esse caso, verificamos
a ocorréncia da bifurcacdo de Neimark-Sacker apenas para os parametros b e a, em suas
direcdes crescentes.

x10°

0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200

Figura 6.2.3: Série temporal do sistema (6.2.1) para a = 1,25, b = 2,5 e @ = 0, com condig¢des iniciais
To = 10_3, r_1 = —10_3 €ETr_o = 10_3.
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Nos casos de retroalimentacdo positiva, apesar da forca retardada ser do tipo repulsora, pelo
fato de depender da posi¢do no passado, ela pode atuar tanto como restauradora quanto como
repulsora. Esse comportamento possibilita a estabilizacdo dos pontos fixos z% e a existéncia de
ciclos limite em alguns casos de retroalimentacdo positiva.

Para as cartas de estabilidade 7 x a da Figura 3.3.2, na regido onde 7 << 1 com 7 > 12a e
a << 1 o ponto de equilibrio € instdvel e verificamos a existéncia de ciclo limite estavel, e na
regido onde 7 < a << 1 o ponto de equilibrio € estdvel. Sendo assim, por um lado, a inclusdo
de um “pequeno” retardo na retroalimentacdo (7 << 1 com 7 > 12a e a << 1) pode causar
mudancas bruscas na dinamica do oscilador harmoénico amortecido, fazendo com que a origem
perca a estabilidade e gere um ciclo limite estavel no espaco de fase (ocorrendo uma bifurcacao
de Hopf supercritica), como alerta Kuang!® “Small Delays Can Have Large Effects”. Por
outro lado, a inclus@o de um retardo “muito pequeno” (7 < a << 1) ndo altera a estabilidade do
ponto fixo, como mostra Smith'®! “Small Delays Are Harmless”. Dependendo do conjunto de
parametros, esses efeitos de pequenos retardos também ocorrem em certas regides para outras
cartas de estabilidade, tanto para a retroalimentacio negativa quanto para a positiva.

Na integracdo numérica das equacdes diferenciais com retardo utilizamos o pacote dde23,
que é baseado no método de Runge-Kutta de terceira ordem BS(2,3)*8 e em uma interpolagio
ctibica de Hermite. No entanto, existem diversos métodos de integracdo numérica para equacdes
com retardo, tais como o método 6, outros baseados no método de Runge-Kutta de quarta
ordem, além de outros descritos em Jiaoxun e Yuhao!!ll e Bellen e Zennaro!®!.

Além do espago de fase e mapas de primeiro retorno, pode-se utilizar o pseudo espaco de fase
(z,x,, &) para examinar as caracteristicas da bifurcagdo de Hopf dupla e verificar a existéncia
de toros bidimensionais 31,

Nos casos em que o ponto de equilibrio € neutramente estavel, pode-se cacular o periodo
aproximado, 7', das solucdes periddicas 7' = 27 /w nas proximidades desse ponto de equilibrio,
onde w € dado pelas equacoes (3.3.4) e (3.3.5). Dado um periodo 1" qualquer, para um conjunto
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de pardmetros (a, b, d), a equagdo (3.3.15) mostra que existem infinitos (contdveis) valores para
o retardo 7 tais que o movimento nas proximidades do ponto de equilibrio tem aproximadamente
esse mesmo periodo.

Vimos no Capitulo 3 que, dado um sistema linear de equacdes com retardo obtido por
meio de uma lineariza¢do de um sistema nao linear em torno de um ponto fixo, o Teorema de
Hartman-Grobman garante a equivaléncia topoldgica dos retratos de fase desses dois sistemas
na vizinhanca desse ponto fixo, apenas para os casos em que esse ponto de equilibrio é
hiperbdlico. Para determinar a estabilidade dos pontos de equilibrio nao hiperbdlicos (elipticos)
pode-se utilizar a técnica de redu¢do da variedade central. Essa técnica consiste em representar
as equagdes diferenciais por meio de operadores, decompor o espaco de solugdes, determinar
as equacdes com operadores na forma adjunta, calcular a variedade central, fazer a projecao
usando o espaco adjunto central e, finalmente, calcular a forma normal sobre a variedade
central®!l, Com essa forma normal pode-se investigar as bifurcag¢des envolvidas nos pontos
de equilibrio, tais como as bifurcagdes de Hopf subcritica, supercritica e dupla. Mostrar
analiticamente que uma bifurcacdo de Hopf € subcritica ou supercritica, normalmente, é uma
tarefa drdual*?1,

Nos pontos de bifurcacdo de Hopf dupla existem dois pares de autovalores complexo-
conjugados. Logo, é possivel construir uma variedade quadridimensional nesses pontos. O
fluxo sobre essa variedade representard o comportamento a longo prazo do sistema todo na
vizinhanga do ponto de bifurcagdo. Essa tarefa algebricamente desencorajadoral*®! (para uma
discusséo veja Campbell ef al.[*!) tem sido recentemente facilitada com o uso do software de
manipulagdo algébrica MAPLE® 18],

Virias técnicas cldssicas, tais como método de convergéncia, técnicas de variedade central, e
forma normal tem sido usadas para estudar equagdes diferenciais com retardo!®!-921, O método
de multiplas escalas tem sido utilizado para determinar a estabilidade de pontos de equilibrio
elipticos[61-631,

Vimos que para alguns conjuntos de parametro, a origem z;; € instdvel, os pontos fixos
simétricos x* sdo estdveis e existe um ciclo limite estdvel entre a origem e os pontos fixos x7 e,
por isso, espera-se que exista um ciclo limite instavel na regiao entre o ciclo limite estavel e os
pontos fixos z¥. No entanto, ndo é possivel localizar esse ciclo limite instavel no espago de
fase integrando a equacdo (1.0.3); pois, além dele ser instavel, ndo tem como definir as bacias
de atragc@o dos pontos fixos x% e do ciclo limite no espaco de fase, uma vez que cada solucao
depende da histéria dada, que consiste num conjunto infinito de condicdes iniciais.

Por meio de estudos analiticos e numéricos cumprimos o objetivo principal do presente
trabalho: fizemos um esbo¢o da dinamica apresentada pela equacao diferencial nao linear
com retardo (1.0.3), como func¢ado dos parametros a, b, a e 7. Obtivemos uma dinimica rica,
exibida nas diversas cartas de estabilidade e nos diagramas de bifurcacao, onde verificamos
a ocorréncia da bifurcacdo de Hopf supercritica, da bifurcacao de forquilha supercritica e da
bifurcacdo de Hopf dupla. Além disso, foram observados ciclos limite estdveis e instaveis,
ciclo limite duplo e multi-estabilidade.

Apesar do nosso objeto de estudo ter sido o sistema nao linear (3.1.1), a estabilidade local
prevista pelas cartas de estabilidade e pelos espectros de autovalores para os pontos fixos desse
sistema, também se aplica ao tinico ponto fixo do sistema linear com retardo (3.1.6), a origem.
Logo, o sistema linear (3.1.6) também gera uma dindmica rica.
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7 Discussao

As simulagdes exibiram movimentos oscilatorios, periddicos e quase periddicos. A aparéncia
de caos em sistemas de controle, redes neurais e sistemas fisioldgicos tem sido mais associada
ao tipo de retroalimentag¢do mista do que a retroalimentagdo negativa ou positival®* 61, Foi
provado a existéncia de caos para a equacdo diferencial de segunda ordem com retardo #(t) =
f(x(t—7)) — bx(t) para o caso de uma retroalimentacdo mistal*®l. Para o caso da equacéo
(1.0.3) com retroalimenta¢cdo mista também foi verificada a existéncia de toro bidimensional e
caos 23261,

De um modo geral, os métodos e técnicas de andlise expostos ao longo do texto podem ser
aplicados a sistema de equacdes diferenciais ndo lineares de ordem n com retardos constantes.
Segundo Baker!¢”], essa classe de sistemas é importante e ampla, pois fungdes com retardo
constante ocorrem com muita frequéncia em modelagem na literatura.
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Neste trabalho vimos técnicas e métodos para analisar a dinamica da equacao diferencial
nao linear com retardo constante (1.0.3).

A existéncia e unicidade da solugcdo da equagdo (1.0.3) foram demonstradas baseadas,
essencialmente, no fato da fungéo f(z,) = tanh(cx, ) e as histérias serem localmente Lipschitz
continuas. Usando o método de passos mostramos que ocorre a suavizagao da solu¢ao da
equacdo (1.0.3) a medida que o tempo cresce.

A linearizacdo da equacdo (1.0.3) em torno de seus pontos de equilibrio forneceu uma
equacdo caracteristica do tipo E(\) = A2 + 2a\ + b — de™" = 0. Como consequéncia da fun¢do
E()\) ser analitica no plano complexo, vimos que o espectro de autovalores dessa equagao
¢ discreto e, no maximo, enumerdvel. Calculando as raizes dessa equagdo caracteristica
e separando os casos onde o autovalor € um nimero real € um nimero imaginario puro,
construimos as curvas das cartas de estabilidade 7 x a, 7 x b € 7 x d, e determinamos suas
regides de instabilidade e estabilidade. Usando o caso onde o autovalor é um niimero complexo
qualquer, vimos como obter explicitamente os espectros de autovalores e as regides em que
esses espectros de autovalores estdao limitados. Para um caso particular foram calculados 24
pares de autovalores complexo-conjugados. Realizando simulagdes numéricas verificamos a
estabilidade dos pontos fixos € a existéncia dos ciclos limite estdveis previstos em todas as
cartas de estabilidade. No entanto, apenas nas cartas de estabilidade com retroalimentagdo
positiva das Figuras 3.3.3 (b) e (d) acredita-se que existam os ciclos limite instiveis previstos.
Nesses casos, ocorreu a multi-estabilidade entre os pontos fixos 7 estdveis e o ciclo limite
estdvel existente.

As bifurcacdes de Hopf supercritica, e a bifurcagdo supercritica de forquilha foram previstas
usando as cartas de estabilidade e verificadas numericamente para a equacao (1.0.3). Usando a
simetria espacial presente na equacao (1.0.3) vimos que nio pode ocorrer a bifurcacado sela-
nd e a bifurcacao transcritica nesse sistema. Orientados pelas cartas de estabilidade e pelas
condi¢des de ressonancia encontramos numericamente alguns pontos de bifurca¢do de Hopf
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dupla com ressonancia forte e fraca. Por meio de séries temporais, dos espacos de fase e dos
mapas de primeiro retorno verificamos a existéncia de ciclos limite, ciclos limite duplo, e
movimentos quase periédicos com e sem batimentos.

Uma simples discretiza¢ao do sistema de equagdes (2.1.1) levou a um sistema de equagdes
de diferenca &,,, = Ag, de dimensdo 7 + 2, sendo que nesse caso 7 € N*. Para o caso mais
simples com 7 = 1 a andlise da estabilidade local mostrou uma dinamica simples; com soluc¢des
de periodo aproximadamente 3 e 6, solugcdes irregulares, e a ocorréncia da bifurcacdo de
Neimark-Sacker.

Os nossos estudos foram feitos para retroalimentagdo negativa ou positiva com f(x,) =
tanh(ax, ), mas também podem ser facilmente estendidos para outras fun¢des f(x, ), inclusive
para retroalimentag¢@o mista, tal como a proposta por Milton e Ohiral33!. Para trabalhos futuros
pode-se realizar a redugdo da variedade central para esses casos de retroalimentacio e, em
seguida, usar a forma normal para determinar a estabilidade dos pontos fixos elipticos
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