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Resumo

Neste trabalho estudamos as teorias de gauge puras (sem campo de matéria) na rede
em trés dimensoes. Em especial, estudamos a subclasse das teorias topoldgicas [1]. A
maneira como definimos e tratamos as teorias de gauge é diferente, mas equivalente, a
forma usual apresentada em [2, 3]. Definimos estas teorias via o formalismo de Kuper-
berg [4], que é um formalismo puramente matemético de um invariante topolégico de
variedades tridimensionais. Este formalismo, embora bastante abstrato, pode ser adap-
tado para descrever as classes de modelos das teorias de gauge na rede [5], e traz vérias
vantagens, pois possibilita que tratemos de teorias topoldgicas e nao topoldgicas, além
da facil identificacao dos limites topologicos da funcao de particao. Estudamos também
a classe das teorias chamadas quase topoldgicas [6], que podem ser pensadas como de-
formacgoes de teorias topologicas. Em particular, consideramos teorias de gauge com
grupo de gauge Zs, que é o grupo de gauge mais simples possivel com dinamica nao
trivial. Dentro das teorias de gauge, identificamos as classes de modelos que sao quase
topoldgicos, além de outras classes nas quais a fungao de particao pode ser trivialmente
calculada. A funcao de partigao foi calculada explicitamente no caso quase topolégico em
duas situacoes: sobre a esfera tridimensional S® e sobre o toro S* x S x S!, que repre-
senta uma rede com condicoes periddicas de contorno. Dois modelos fisicos de teorias de
gauge, ainda com grupo de gauge Zs, foram estudados: o modelo com acao de Wilson
SW =2 taces [I7(g) — 1] € 0 modelo com agio spin-gauge Ssc = D r4ees 17(9). No limite
de baixa temperatura ambos os modelos mostram-se ser topoldgicos, enquanto que no

limite de alta temperatura mostraram-se ser trivialmente calculaveis.
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Abstract

In this work we studied the class of models of pure lattice gauge theories (without
matter fields) in three dimensions. Especially, we studied the subclass of topological
theories [1]. Lattice gauge theories were defined in an unusual way, unlike the description
shown in [2, 3]. We defined lattice gauge theories via the Kuperberg’s formalism [4],
which is a mathematical model for a topological invariant of 3-manifolds. Such formalism,
although completely abstract, can describe the class of models of lattice gauge theories [5]
because it can describe both topological and non topological theories, besides it provides
an easy identification of the partition function topological limits. We also studied the
class of theories called quasi topological [6], which can be thought as deformations of
topological theories. As an example, we consider Z, as gauge group, because it is the
simplest group that does not imply trivial dynamics. Inside this class of models we identify
the subclasses of quasi topological theories and also other classes in which the partition
function can be trivially computed. The partition function was explicitly computed in two
situations: on the 3-sphere S® and on the 3-manifold S x S* x S that represents periodic
boundary conditions. Two physical models were studied: the model with Wilson’s action
Sw(conf)! and the model with spin-gauge action Ssg(conf)?. In the low temperature
limit both models shown to be topological and in the high temperature limit they could

be trivially computed.

1SW(9) - Zfaces [Tr(g) - 1]
QSSG(Q) = Zfaces Tr(g)
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Capitulo 1

Introducao

E um fato bastante conhecido que as teorias de campos tém se mostrados importante
na descricao de fendmenos de fisica de altas energias, sendo o modelo padrao o exemplo
mais importante. Em particular, as teorias de gauge sao fundamentais. No entanto, o
calculo de quantidades relevantes para a fisica nem sempre é uma tarefa facil. E comum
fazermos uso de calculos perturbativos e de manipulagoes formais que envolvem integrais
funcionais. Neste contexto, a discretizacao das teorias de campos tem como objetivo
contornar alguns destes problemas. Teorias de campos discretas sao uma versao das
teorias de campos formuladas sobre uma rede e nao sobre uma variedade continua. Esta
rede pode ser pensada como uma discretizagao de uma variedade continua. As teorias
de gauge na rede, por exemplo, em duas dimensoes sao soliveis em geral [6, 7]. Ja
no caso tridimensional isso nao é sempre verdade. As redes sao formadas por vértices,
links, faces e poliedros. Os campos sao funcoes que associam a cada constituinte da rede
um determinado valor e, uma vez definida a agao da teoria (S (conf)) no espago-tempo
Euclidiano, a dinamica é determinada pela funcao de particao

7= e psteons)

conf

Sao varios os modelos de teorias de campos na rede. Talvez o mais popular seja o mod-
elo de Ising, muito utilizado no estudo do comportamento de materiais ferromagnéticos.
O modelo de Ising em uma dimensao [8] e em duas dimensdes sem campo externo [9] sdo
exatamente soliveis, no entanto em trés dimensoes nao dispomos de solugoes exatas. Em
geral, o mesmo vale para outras teorias de campos na rede em 3D, ou seja, ndo temos

nenhum método de calculo que seja nao-perturbativo e, ao mesmo tempo, exato. Em
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casos idealizados, em que o niimero de constituintes da rede é muito pequeno, a funcao de
particao pode ser calculada explicitamente termo-a-termo, ou ainda, em casos nos quais a
dinamica ¢é trivial, também pode-se calcular explicitamente a funcao de particao. Porém,
em modelos mais realistas, em especial quando se considera o limite termodinamico, este
processo torna-se inviavel.

Dentre as classe de modelos das teorias de campos discretas, existem as classes de
modelos das teorias de gauge na redes. Essas teorias, desempenham um importante papel
no estudo das teorias de campos. Se considerarmos, por exemplo, Zs como grupo de
gauge, temos uma teoria bastante interessante, pois o grupo de gauge é bastante simples
e a dinamica nao é trivial, além de serem duais ao modelo de Ising [10]. Mas, mesmo
com um grupo de gauge simples, como é o caso de Zo, o problema nao pode ser resolvido
exatamente em geral.

Em vista das dificuldades técnicas encontradas no calculo da funcao de particao para
teorias de campos discretas, uma classe peculiar de modelos de teorias de campos, a das
teorias de campos topoldgicas, apareceu pela primeira vez em 1968, quando Ponzano e
Regge estudaram um modelo discreto de gravitagdo quantica em trés dimensoes [12], o
chamado modelo de Ponzano-Regge. Teorias de campos topoldgicas sao teorias nas quais
a funcao de particao depende exclusivamente da topologia da variedade. No caso de
teorias topologicas discretas a fungao de particao nao depende da rede, nem mesmo do
niumero de constituintes da mesma, e sendo assim, a fungao de particao pode ser calculada
exatamente, termo-a-termo, numa rede com um nimero pequeno de constituintes. Numa
teoria de campos discreta em tres dimensoes a rede nada mais é que a discretizacao de
uma variedade tridimensional, mas tal discretizacao nao ¢ inica. Uma variedade pode ser
discretizada por tetraedros, por exemplo, e nesse caso chamamos a rede de triangulacao.
Podemos considerar duas triangulacoes da mesma variedade, uma que possua um numero
muito pequeno de tetraedros e outra que possua um nimero muito grande. Neste caso, se
a teoria for topoldgica, podemos calcular a fungao de particao em qualquer uma das duas
triangulacoes obtendo o mesmo resultado, e sendo assim basta escolher a triangulacao
com o menor nimero de tetraedros.

H& ainda uma classe de teorias chamadas teorias quase topoldgicas [6], que podem
ser interpretadas como sendo deformagoes das teorias topoldgicas e, consequentemente,
um pouco mais gerais que as mesmas, mas nos quais quantidades relevantes, como a

funcao de particao, ainda possam ser facilmente calculadas. A funcao de particao, nesse



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

caso, depende fracamente da discretizacao da variedade, isto é, dependem da discretizacao
de uma forma trivial. Mais precisamente, depende somente do nimero de constituintes
da rede, e nao dos detalhes da mesma. As funcoes de particao quase topoldgicas, nos
casos mais simples, sao tais que podem ser escritas como a funcao de particao topoldgica
multiplicado por um fator de escala, que depende dos ntimeros de links, faces e poliedros
da rede.

Baseado em [4] e com o objetivo de estudar as teorias de campos discretas (mais
especificamente, teorias topoldgicas), uma formulagao alternativa das teorias de gauge,
equivalente a apresentada em [2, 3], foi desenvolvida [5]. O formalismo descrito em [4], o
qual chamamos de formalismo de Kuperberg, ¢ um formalismo puramente matematico que
define um invariante topologico para variedades tridimensionais. Apesar deste formalismo
ter sido desenvolvido especialmente para a definicao de modelos topoldgicos, foi mostrado
em [5, 10] que ele pode ser adaptado para descrever teorias de gauge usuais. A descri¢ao
das teorias de gauge na rede via formalismo de Kuperberg traz varias vantagens do ponto
de vista técnico, pois permite que tratemos em pé de igualdade teorias topoldgicas e nao
topoldgicas. Por esse motivo, leva a uma facil identificacao dos limites topolégicos de uma
teoria de gauge usual.

Redes tridimensionais sao relativamente complicadas de se manipular, o que complica
enormemente o tratamento das teorias de gauge em redes regulares. Como alternativa
as redes, usaremos os diagramas de Heegaard [13], que sdo uma forma de discretizar
variedades tridimensionais, nao tao intuitivamente quanto triangulacoes, mas muito mais
simples de se manipular. Além disso, para toda triangulagao existe um diagrama de
Heegaard associado, e as duas descrigoes sao equivalentes.

Um passo importante ao se propor um modelo topoldgico é provar que, de fato, a
funcao de particao deste modelo seja topoldgica, ou seja, provar que esta independe da
triangulacao. Em [4], é apresentada uma prova da invariancia topoldgica do invariante
topoldgico que usamos para descrever a funcao de particao das teorias de gauge na rede,
porém essa prova faz uso de técnicas matematicas que fogem dos propositos deste tra-
balho, como por exemplo, a teoria de Morse. Por este motivo, apresentaremos uma prova
alternativa, que é mais simples que a apresentada por Kuperberg e fornece algumas out-
ras informagoes uteis no caso de teorias topoldgicas, além do fato de ser mais facil de
se entender, pois é baseada em alguns resultados de topologia combinatéria em trés di-

mensoes [14]. Assim como na demonstra¢ao encontrada em [4], fazemos uso de algumas
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identidades de algebras de Hopf (apéndice B). Embora nossa prova seja mais simples, ela
nao é tao geral quanto a apresentada em [4], isto é, ela é valida somente para um tipo
especial de rede, que sdo as redes triangulares (triangulagoes), ou seja, redes formadas
por tetraedros, e por este motivo tratamos apenas de triangulacoes neste trabalho. Por
simplicidade, consideraremos teorias de gauge chamadas puras, em que nao ha campos
de matéria associados (embora o formalismo de Kuperberg possa descrever a classe das
teorias de gauge com campo de Higgs na representagao adjunta [10]) e consideraremos
também na maior parte do tempo Z, como grupo de gauge.

Nas teorias de gauge usuais atribui-se um elemento do grupo de gauge a cada link
da rede. Além disso, atribuimos a cada plaqueta uma holonomia, ou seja, o produto dos
elementos do grupo que vivem nos links da plaqueta. A acao S é uma funcao S : G — K
! da holonomia e fornece a dinamica da teoria. No entanto, nem toda funciao S pode ser
interpretada como agao, pois tal funcao deve ser invariante por transformagoes de gauge
ou, equivalentemente, a funcao S deve ser invariante por conjugacao dos elementos do
grupo

S (hgh™") =S(g9), Vg, heq.

Fungoes invariantes por conjugacao recebem o nome de fungoes de classe, e possuem a
propriedade de poderem ser expandidas em caracteres (apéndice C), isto é, podem ser
escritas como uma combinacao linear dos caracteres irredutiveis e unitarios do grupo G,

n—1

S(g)=> aixi(g), (1.1)

=0
sendo x; (g) os m caracteres irredutiveis e unitdrios de G. Assim, uma maneira de
parametrizar as teorias de gauge usuais é usando os n coeficientes a; da expansao. No for-
malismo de Kuperberg, é imprecindivel que tenhamos um diagrama de Heegaard D para
definir a fungao de parti¢ao, além de um par (A, S), sendo A uma &lgebra e co-dlgebra,
(co-)associativa e (co-)semi-simples e S : A — A um mapa linear tal que S* = I;. Com
isso, a fungao de partigao fica dependendo do diagrama de Heegaard D e do par (A,S).
No entanto, foi mostrado em [4] que quando .4 é uma algebra de Hopf a fungao de partigao
¢ independente de D, ou seja, da triangulagao. Portanto, a teoria é topoldgica. Conforme
veremos, existe uma maneira mais conveniente de usar o formalismo de Kuperberg para

descrever a classe de modelos das teorias de gauge usuais. Ao invés de codificarmos a

!sendo G o grupo de gauge e K =R ou C
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dinamica do modelo na édlgebra A, fixamos esta algebra como sendo a algebra de grupo
(apéndice B) e codificamos a dinamica em elementos do centro da 4lgebra, Z (A)2. Assim,
as teorias de gauge ficam parametrizadas por elementos z € Z (A), o que significa que
cada modelo corresponde a um ponto no espaco dos parametros, formado por todos os
elementos do centro de algebra. No caso do grupo de gauge ser Zs, a dimensao da dlgebra
de grupo ¢ igual a dois e, consequentemente, o espaco dos parametros também, de forma
que podemos escrever z = (7, 7), sendo «y e i dois parametros livres. Para cada par (vy,n)
teremos uma dinamica especifica, ou seja, o peso estatistico de cada configuragao. E
possivel escrever os parametros (y,7) em termos das constantes ag e a; da expansao em
caracteres, mostrado na expressao 1.1.

Neste trabalho, identificamos os pontos (yrop, nrop) nos quais a funcao de partigao
Z (v,m) é topoldgica, que sao os pontos: z = (1,0) e z = (0,1) (ver figura 1.1). Iden-
tificamos também as retas z = (A\,0) e z = (0, \), que sao regides quase topolégicas do
espaco dos parametros. Existem ainda duas outras retas, z = (A, \) e z = (A, =)), (re-
tas tracejadas na figura 1.1), as quais representam regides em que a func¢ao de parti¢ao
pode ser trivialmente calculada. Nestas retas, a funcao de particao depende somente
do numeros de constituintes da rede e independe da topologia. Foram estudados alguns
modelos especificos de teorias de gauge com grupo de gauge Z,, o modelo com acao
Sw =2 {1/2Tr (g +97") — 1}, a qual chamamos de agao de Wilson e 0 modelo com a
agao Ss¢ = y_;{1/2Tr(9+ ¢ ")}, a qual chamamos de agao spin-gauge. Estes modelos
possuem um unico parametro livre e correspondem a curvas unidimensionais no espaco
dos parametros (curvas azul e vermelha, respectivamente, na figura 1.1), além disso ambos
os modeos mostraram ser quase topolégicos no limite de baixa temperatura (fato que ja
havia sido estudado para acgao spin-gauge [5]), pois neste limite as curvas que representam
esses modelos interceptam (ou tendem assintoticamente para) as retas quase topoldgicas
no espaco dos parametros. No limite de alta temperatura, ambos os modelos cruzam as
retas em que a funcao de particao trivializa-se, e portanto a funcao de particao pode ser
facilmente calculada neste limite. Na figura 1.1, podemos ver o espago dos parametros no
caso Zs e os limites de baixa e alta temperatura dos modelos com acao de Wilson e acao
spin-gauge.

Este trabalho esta divido em quatro capitulos. O primeiro destes capitulos, o capitulo

2, é onde definimos as teorias de gauge usuais, o formalismo de Kuperberg e mostramos

2Z(A)={z e A:zy=yx, Vyec A}
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n
N
Hl acdo de Wilson XT
Bl acdo spin-gauge Q s<o ()\7 )\)
1e B8>0
B =0
wwo
° \
1 y
()‘7 7>‘)

Figura 1.1: espaco dos parametros para o caso Zs. As curvas em azul e vermelho repre-
sentam as parametrizagoes com elementos do centro da algebra, dos modelos com acao

de Wilson e agao spin-gauge, respectivamente.

como este formalismo pode ser usado para descrever a classe de modelos das teorias
de gauge usuais na rede. Embora tenhamos usado Zs; como exemplo, a descricao de
teorias de gauge no formalismo de Kuperberg vale para qualquer grupo de gauge com-
pacto. As teorias de gauge usuais sao definidas segundo a descrigdo contida em [2, 3] e
o formalismo de Kuperberg ¢ apresentado, mas nao antes de definirmos os diagramas de
Heegaard e mostrarmos como construir um diagrama a partir de uma triangulacao. Em
seguida, no capitulo 3, apresentamos a nossa prova da invariancia topoldgica da fungao
de partigdo nos pontos topolégicos (vrop, nrop), usando para isso certos resultados de
topologia combinatéria [14], diferentemente da prova apresentada por Kuperberg em [4].
Esses resultados de topologia combinatéria sdo um conjunto de passos (moves)® de tri-
angulacao que garantem a invariancia topolégica da funcao de particao. Nossa prova da
invariancia topoldgica, conforme ja mencionamos, é mais simples que a apresentada em
[4], mas nao tao geral quanto. No capitulo 4, os modelos fisicos sao discutidos. Os pon-
tos topoldgicos e quase topoldgicos sao identificados no caso Zs, e os limites de baixa e
alta temperatura sao estudados para a agao spin-gauge e a agao da Wilson. Além disso,
calculamos exatamente o valor da funcao de particao nesses pontos topoldgicos para os

casos em que a triangulacao é a discretizacao da esfera tridimensional S® e no caso no

3Passos de triangulacdes sdo transformacoes locais nas triangulacdes que nao alteram a topologia da

mesma.
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qual ela é a discretizacao de S' x S' x S'. Este ultimo representa o caso de redes com
condigoes periddicas de contorno. Ainda no capitulo 4, usando a expansao em caracteres
das funcoes de classe, mostramos como podemos parametrizar as teorias de gauge por
elementos z do centro da algebra de grupo e construimos o espago dos parametros dis-
cutido anteriormente. No capitulo 5, fazemos alguns comentarios finais e comentamos
sobre perspectivas futuras. Nos apéndices A, B e C, algumas ferramentas matematicas,
essenciais para o desenvolvimento deste trabalho, sao abordadas. No apéndice A fazemos
uma construgao, nao muito rigorosa, mas mais intuitiva do espaco topologico chamado
de handlebody [15], essencial na construgao dos diagramas de Heegaard. No apéndice
B podemos encontrar a definicao e alguns exemplos de algebras de Hopf, bem como a
demonstracao das identidades utilizadas neste trabalho. No ultimo apéndice, discutimos
e definimos alguns conceitos relacionados a teoria de representagoes de grupos finitos e
discretos, e a técnica da expansdo em caracteres de fungdes do tipo classe [16].

Este trabalho foi escrito de forma a ficar tao auto-contido quanto possivel. Com
excecao de alguns resultados de topologia combinatéria (os quais podem ser encontrados
em [13, 14]), todos os resultados relevantes para o mesmo encontram-se demonstrados de
maneira detalhada nos apéndices. Ao leitor que nao esteja familiarizado com algebras de
Hopf e teoria de representacoes de grupos discretos, recomendamos fortemente a leitura

dos apéndices B e C antes de prosseguir com a leitura deste trabalho.



Capitulo 2

Teorias de Gauge na Rede e

Diagramas de Heegaard

Neste capitulo definiremos as teorias de campos discretas, isto é, teorias de campos
definidas numa rede, a qual pode ser pensada como sendo a triangulagao de uma variedade
bi ou tridimensional. Alguns exemplos de teorias de campo na rede, como o modelo de
Ising em 2D e em 3D, serao discutidos. Teorias de gauge na rede também serao definidas
neste capitulo.

Como alternativa as triangulagoes de variedades tridimensionais definiremos os diagra-
mas de Heegaard [13], que nada mais sao que uma forma de codificar toda a informagao
contida em uma triangulagao. Porém, conforme veremos, tais diagramas sao muito mais
faceis de se manipular que triangulacgoes, o que torna seu uso bastante conveniente. Em
seguida, ainda neste capitulo, definiremos as teorias de gauge sobre os diagramas de Hee-
gaard como uma descrigao alternativa para teorias de gauge na rede, mas que é equivalente
a descricao usual. A descricao destas teorias sobre os diagramas de Heegaard tem origem

em [4].

2.1 Teorias de Campos Discretas

Teorias de campos discretas sao teorias de campos definidas em uma rede. Comecaremos
considerando alguns exemplos de teorias de campos bastante conhecidos que nos servirao

como base para o entendimento de tais teorias. Tomemos como ponto de partida o mode-
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lo de Ising em duas e trés dimensoes, que sao modelos muito conhecidos e estudados na

fisica.

2.1.1 Modelo de Ising em Duas Dimensoes

Com o intuito de estudar fenomenos magnéticos em cristais o modelo de Ising foi
proposto em 1920 por Wilhelm Lenz!, embora o nome “modelo de Ising” tenha sido em
homenagem a Ernst Ising?, que em 1925 foi o primeiro a resolver exatamente o modelo no
caso unidimensional. Desde entao o modelo de Ising tem sido amplamente estudado em
diversas dreas da fisica e em diversos tipos de problemas e, por esse motivo, iniciaremos
este trabalho com uma breve discussao sobre este modelo.

Considere uma rede retangular bidimensional £, a qual é constituida por vértices.
Podemos mergulhar esta rede em R? e assim dizer que £ é constituida pelos pontos de R?
da forma n = (n, a,n, b), sendo a e b os respectivos espacamento horizontal e vertical
entre os vértices e ng,n, € Z. No caso particular em que a = b dizemos que a rede é

quadrada, a qual encontra-se ilustrada na figura 2.1 (a).

— 1 v t v -
w@
. o@‘&\ o —
v t t t -
. ° o — _T T ¢ T_
| | | |

(a) (b)

Figura 2.1: em (a) uma rede bidimensional quadrada e em (b) uma configuracao ar-

bitraria do modelo de Ising em duas dimensdes.

Definir uma teoria de campos na rede significa definir uma funcgao o : £ — X, sendo

X um conjunto chamado conjunto dos estados. No caso do modelo de Ising definimos

'Wilhelm Lenz (1888(Frankfurt, Alemanha)-1957 (Hamburg, Alemanha))
2Ernst Ising (1900 (Rhine, Alemanha) - 1998 (Illinois, USA))
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um campo de spin o : £ — {41, —1} o qual atribui um valor para cada ponto da rede,
assim atribuimos a cada vértice da rede uma variavel de spin o(n) tal que o(n) = £1
e n = (ng,ny). Chamamos o = +1 de spin-up e 0 = —1 de spin-down e representamos
esquematicamente por uma seta apontando para cima e por uma seta apontando para
baixo, respectivamente. Se atribuirmos um valor para o(n), para todo n da rede, isso de-
termina uma configuragao do sistema. Na figura 2.1 (b) encontra-se uma representagao
esquematica de uma configuracao arbitraria. A dinamica do modelo é definida pelo fun-
cional que atribui um nimero S (conf) para cada configuragdo. Em mecanica estatistica
S (conf) é interpretado como sendo a energia associada a uma configuragao, ji na teoria
quantica de campos S (conf) é interpretado como a ac¢ao da teoria

Vamos considerar a interacao de primeiros vizinhos, em que cada spin interage somente
com os vizinhos mais préximos. Sendo assim a energia, ou ac¢ao, do sistema numa dada

configuragao é
S (conf) = —JZ o(n+p), (2.1)

sendo J a constante de acoplamento entre os spins e p = (a,0) ou p = (0,b).

O sistema com a agao definida em (2.1) possui uma simetria global Z,, pois vé-se
facilmente que a agao é invariante pela troca global de ¢ = 4+1 por ¢ = F1. Se um campo
magnético externo é aplicado ao sistema deve-se acrescenter um termo de interegao spin-
campo na agao do mesmo, pois cada spin, além de interagir com seus vizinhos, ird interagir

com o campo magnético externo. Sendo assim a nova agao numa dada configuragao fica
S (conf) = —JZ o(n+p) — BZa(n), (2.2)

sendo B um parametro positivo.

O campo externo aplicado quebra a simetria global do sistema, pois agora se trocarmos
o sinal de todos os spins da rede a acao nao permanecerd inalterada. A probabilidade de
encontrar o sistema numa configuracao especifica é proporcional ao fator de Boltzmann,

e PSleonf) “sendo B = 1/kpT e escrevemos
5 ¢~ B8 (eon)
feonf) =

em que Z é a funcao de particao do sistema definida por

7= epsteons)

conf
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Veja que podemos escrever a agao da equacao 2.2 da seguinte maneira

S(conf) = Z JZ o(n+u)— Bo(n)|,

e portanto a fungao de particao fica
Z = Z e A En[~I By otmo(ntu)—Bom] _ Z H P Lpo(ma(ntp)+pBa(n)
conf conf n
No limite termodinamico as propriedades termodinamicas sao obtidas através da ener-

gia livre de Helmholtz F' (T, V'), que esta relacionada com a func¢ao de parti¢ao por
1
F(TV) =~z

Com a energia livre de Helmholtz pode-se calcular varias propriedades termodinamicas

do sistema, como por exemplo a pressao e a entropia, por meio das equacgoes
P="\av), -
170
— | =—InZ 2.3
E (av ' >T 29
F
S pr— _— a— pr—
or /.,
0 (1
—(=InZ) .
oT (5 ' )V
O valor médio da energia do sistema ¢é calculado pela expressao abaixo

(E) = —%IHZ

e a magnetizacao total M é definida por

1 1 0
M = <N20(n)> = _N_ﬂa_Ban

n

O conhecimento da funcao de particao possibilita o calculo de varias outras quanti-
dades, como por exemplo a energia livre de Helmholtz, a energia média, a magnetizacao,
entre outras. No entanto, o calculo da funcao de particao nem sempre é uma tarefa sim-
ples. No modelo de Ising em uma dimensao a funcao de particao pode ser facilmente
calculada usando-se a técnica da matriz de transferéncia [8], ja o cdlculo da func¢ao de
particao do modelo de Ising em duas e trés dimensoes estao longe de serem consideradas
tarefas simples. Na préxima se¢ao vamos definir o modelo de Ising em trés dimensoes

antes de discutir a questao da solubilidade destes modelos.
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O modelo de Ising nao precisa necessariamente ser definido em uma rede quadrada
como foi feito aqui. Podemos definir a mesma teoria em uma rede triangular, como
mostrado na figura 2.2. A fungdo de partigdo e as varidveis termodinamicas definidas
sao as mesmas para redes triangulares, tanto regulares quanto nao regulares. Lembremos
que uma rede triangular (2D) regular é formada pelos pontos de R? que sdo do tipo
n = (nz a/a,my a\/g/g), com n,,n, € Z e a sendo o espacamento entre dois vértices

adjacentes.

Figura 2.2: rede bidimensional triangular.

Define-se analogamente um campo de spin o : £ — {—1, 41} que atribui uma varidvel
de spin a cada ponto de £. A acao do sistema e a funcao de particao sao as mesmas
definidas acima, com o detalhe que agora u = (a,0) ou u = (a/s,aV/3/2). J4 para uma
rede qualquer, como é o caso da rede desenhada na figura 2.2, isto nao vale.

Conforme veremos adiante redes bidimensionais poligonais podem ser pensadas como
sendo discretizacoes de variedades bidimensionais, sendo assim definir uma teoria de
campo sobre uma rede significa definir uma teoria de campo sobre uma variedade. Nor-
malmente em fisica o interesse maior é por redes quadradas (ou ctbicas, no caso tridi-
mensional), mas neste trabalho daremos uma atencao especial as redes triangulares, pois
é conhecido de topologia combinatéria [13] que toda variedade, para d = 2,3 dimensoes,
pode ser triangularizada, sendo assim podemos definir uma teoria de campo discreta sobre
qualquer variedade para d = 2,3. No caso bidimensional podemos discretizar qualquer

variedade orientavel por redes quadradas, mas isso nao ¢ verdade, em geral, para redes
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tridimensionais.
Vamos considerar um exemplo de teoria de campos em trés dimensoes, o modelo de

[sing em trés dimensoes.

2.1.2 Modelo de Ising em Trés Dimensoes

A definicao do modelo de Ising em trés dimensoes é analoga a do modelo em duas
dimensoes, mas agora em uma rede tridimensional. Seja £ uma rede tridimensional
formada pelos pontos de R* do tipo n = (n.a,n,b,n.c), com ng,n,,n, € Z e a,b,c
nimeros reais positivos, conforme mostrado na figura 2.3. No caso de uma rede cubica

temos a = b = c.

Figura 2.3: rede cubica tridimensional.

A agao do sistema (sem campo externo) numa dada configuragao é a mesma do modelo
em duas dimensoes, isto é, estamos considerando somente interacoes de primeiros vizinhos,

assim ficamos com

S (conf) = —JZ o(n+ w)

com u = (a,0,0), u = (0,b,0) ou u = (0,0, c) para uma rede cubica. Na presenca de um
0,0 0,0,0 0,0 de cubi N d

campo externo a agao fica

S (conf) :—JZ o(n+u) — BZan
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assim obtemos a funcao de particao que é

Z=> e 8onh =N T[ M(n)

conf conf n

sendo M(n) = e/ Zulomotmtn+6Bo(m)] - Ag varidveis termodindmicas sio as mesmas ja
definidas.

Como dito antes, o conhecimento da funcao de particao possibilita o calculo de varias
propriedades termodinamicas do sistema, no entanto em duas e trés dimensoes o calculo
da funcao particao nao é simples como no caso unidimensional. O modelo unidimen-
sional pode ser resolvido exatamente, mesmo com campo externo, usando-se a técnica da
matriz de transferéncia, assim podemos calcular varias propriedades como por exemplo
a magnetizacao, que geralmente é de bastante interesse no modelo. Ja para o modelo
bidimensional é sabido que na auséncia de campo externo (B = 0) o modelo é solivel
[9] e pode ser calculado por meio da matriz de transferéncia [8], mas no caso geral, com
campo externo nao nulo, a solugao analitica nao é conhecida. O modelo de Ising em trés
dimensoes permanece, até o presente momento, um problema em aberto. No entanto, o
modelo de Ising pode ser estudado indiretamente, pois sabe-se [10] que o modelo de Ising
¢ uma teoria dual as teorias de gauge tridimensionais na rede com grupo de gauge Zs, as
quais sao o foco central deste trabalho.

Em geral problemas em modelos tridimensionais sao muito mais complexos que prob-
lemas (uni)bidimensionais. Motivados por este fato trataremos somente de teorias em
trés dimensoes. Conforme sera visto nos proximos capitulos, a funcao de particao Z de
uma teoria de gauge tridimensional torna-se topoldgica (ou quase topolégica) em certos
limites e isso significa que, nestes limites, é possivel calcular Z exatamente em qualquer
triangulacao.

Agora que ja vimos como definir teorias de campo na rede vamos definir teorias de
gauge na rede, o que nos servira como uma ponte para definir as teorias de campos

discretas que abordaremos neste trabalho.

2.2 Teorias de Gauge Puras na Rede

Na se¢ao anterior vimos um exemplo bastante conhecido de teoria de campo na rede,

o modelo de Ising. Nesta se¢ao definiremos, conforme definidas em [2] e em [3], as teorias
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de gauge puras na rede, isto é, teorias de gauge na rede sem campo de matéria, que sao
o foco deste trabalho. Embora tenhamos definido alguns tipos de rede na secao anterior
uma definicao mais geral e formal de rede serd necessaria. Considere entao a seguinte

definicao

Definicao 2.1 Uma rede é constituida por uma colagem de poliedros por suas faces, sendo
que esta colagem deve ser tal que a fornteira de cada face seja identificada com a fronteira
da outra face e vértices sejam identificados com vértices. Ao final desta colagem temos
trés conjuntos finitos V, £ e F. Os elementos destes conjuntos sao chamados vértices,
links e faces, respectivamente. Estes vértices, links e faces sao os vértices, arestas e faces

dos poliedros usados na colagem.

Veja que as redes quadradas e triangulares que definimos no caso do modelo de Ising
estao de acordo com a definicao acima, sendo assim essas redes sao apenas alguns casos
particulares de redes (bi)tridimensionais genéricas.

Em outras palavras uma rede ¢ uma colecao de vértices, links e faces tais que as

condicoes acima sejam satisfeitas.

2.2.1 Configuracoes de Gauge e a Acao da Teoria

Uma vez definida uma rede devemos agora definir orientacoes na mesma. Orientar
um link da rede significa poder distinguir qual dos pontos de sua fronteira é o ponto
inicial e qual é o ponto final e portanto somente é possivel escolher entre duas orientagoes.
Orientar uma face significa criar uma sequéncia, a menos de permutacoes ciclicas, com os
links que sao fronteira da mesma, veja a figura 2.4.

Uma rede em que todos os links e faces sao orientados é chamada de rede orientada.
Considere entao uma rede orientada £ e um grupo G, o qual chamamos de grupo de gauge.
Considere uma funcao ¢ : £ — G que associa um elemento g. do grupo de gauge a cada
link e € &, isso define uma configuracao de gauge. Fixada uma configuracao de gauge
definimos uma quantidade associada a cada face f € F chamada holonomia da face f e
denotamos por U(f). A holonomia de uma face f € F é definida como sendo o produto de
todos os elementos do grupo de gauge que vivem nos links desta face. Este produto este

que deve ser feito respeitando-se a orientagao da face e dos links. Convencionamos que
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O
/N /

Figura 2.4: orientagoes dos links e faces da rede

quando um link e; é percorrido do vértice inicial para o vértice final, entao este contribui

para a holonomia com g.,, caso contrario contribui com g;l, ou seja
_ 401 02 Ok
U(f) _gelgeg "'gek7

sendo o; = %1, dependendo se o link é percorrido do vértice inicial para o final (0; = +1)
ou se é percorrido do vértice final para o inicial (o; = —1). Por exemplo, a holonomia da

face desenhada na figura 2.5 é dada por

U(f) = 9., 9es 9y Ges-

< )

Gey

Figura 2.5: exemplo de configuracao de gauge.

Observe que, como os links e; e e3 possuem orientagoes contrarias a da face, entao esses

Le Geq ! para a holonomia, respectivamente. Note que comecamos a

contribufram com g_,
calcular a holonomia a partir do link e; e o resultado foi o escrito acima, mas se comegasse-
mos a calcular a partir do link ey, por exemplo, a holonomia seria diferente, mas a teoria

nao deve depender de qual link comecamos a calcular a holonomia, portanto esse é um
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detalhe que deve e sera levado em consideracao mais adiante, apdés definirmos a acao das
teorias de gauge na rede.

A agao da teoria deve ser uma fungao invariante por permutagoes ciclicas da holono-
mia, pois assim podemos calcular a holonomia de cada face a partir de qualquer link da
fronteira da mesma. Além disso a acao deve ser invariante por conjugacao por elementos
do grupo, caso contrario nao sera invariante por transformacao de gauge, que definiremos
a seguir. Funcoes invariantes por conjugacao dos elementos do grupo sao chamadas de
funcoes de classe e sao definidas por: uma funcao f : G — X é uma funcao de classe se
f(hgh™) = f(g), para todo g, h € G. Funcodes de classe sao automaticamente invariantes

por permutacoes ciclicas, veja
f(abc) = f(a tabca) = f(beca) = f(b~'bcab) = f(cab) Va,b,c € G.

Seja entao T' : G — C uma funcao de classe. Definimos a acao da teoria numa
dada configuracao de gauge, como escrita abaixo, a qual é invariante por conjugacao por
elementos do grupo G e por permutacoes ciclicas

S(conf) =) {TWNOI+T[U(A]}-
feF

Uma vez definida a a¢ao do sistema numa teoria de gauge discreta a fungao de partigao
¢ definida assim como definida no modelo de Ising

7 — Z e~B8(eonf)
conf

e portanto,
7 = Z e BT rerATUWNFTIUTN (D]}

conf

Resumindo, podemos dizer que a funcao de particao é do tipo

z=) [[M).

conf f

sendo
M(f) = e TNV D]} (2.4)

Alternativamente podemos pensar que M(f) é um peso estatistico associada a face
f € F e que a funcao de particao é a soma sobre todas as possiveis configuracoes de
gauge do produto do peso de todas as faces da rede. Embora tenhamos definido teorias

de gauge com grupos de gauge quaisquer, neste trabalho vamos tratar somente de grupos
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discretos e finitos. No capitulo seguinte discutiremos alguns resultados obtidos somente
para o grupo Z,, em especial para Z,. A acao aqui definida é geral, mas no caso particular
em que T'[U(f)] = 2T [U(f)] e o grupo de gauge ¢ o grupo Zj ela ¢ chamada de agdo
spin-gauge, e é de bastante relevancia em fisica, pois define uma teoria de gauge que é dual
ao modelo de Ising. Outra agao bastante relevante em fisica é a chamada ac¢ao de Wilson,
também bastante relevante em fisica por ser o caso discreto da agao de Yang-Mills [17],
acao esta que é definida por T'[U(f)] = 1/2Tr [U(f)] — 1/2. Tanto para agao spin-gauge
quanto para acao de Wilson o traco é tomado em alguma representacao.

Alguns pontos devem ser levados em consideracao quando definimos teorias de gauge,
o primeiro ponto é que a teoria nao deve depender da orientacao da rede, isto €, se trocar-
mos a orientacao de alguma face ou de algum link a agao deve permanecer invariante. Um
segundo ponto importante é que a acao nao deve depender de qual link comegamos cal-
culando a holonomia das faces, e outro ponto importante é que a acao deve ser invariante
por transformacoes de gauge, as quais definiremos em breve.

A acao do modelo é trivialmente invariante por inversao de orientagao das faces, pois
se invertermos a orientagao de uma face f € F isso implica na troca de U(f) por U!(f)
e vice-versa, no entanto essas duas grandezas aparecem somadas na acao e consequente-
mente nada muda. J4 uma inversao de orientacao em um link da rede nao deixa a acao
invariante, portanto devemos impor que, se trocarmos a orientacao de um determinado

1 Pode-se facilmente

link, entao devemos trocar o elemento g que vive neste link por g~
ver que tal imposicao implica que a agao do modelo deve ser invariante por inversao de
orientacao dos links, para ver isso considere a face desenhada na figura 2.6 (a), cuja

holonomia é
U(f) = 9., 9ea 0, Geus

agora invertemos a orientagao do link es e trocamos ¢., por ge_g1 e assim a holonomia fica

U'(f) = 92" 9es9e; ges = U([).

Como ja discutido, o fato de exigirmos que a funcao 7' seja uma funcao de classe
garante que esta seja também invariante por permutacoes ciclicas e portanto podemos
calcular a holonomia de uma face comecando por qualquer link de sua fronteira.

Vamos agora tratar a questao da invariancia por transformagoes de gauge.
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(a) (b)

Figura 2.6: inversao de orientacao dos links da rede.

2.2.2 Transformacoes de Gauge na Rede

Transformacoes de gauge podem ser definidas numa rede discreta da seguinte forma:
associe um elemento h, € G a cada vértice v € V por meio de uma funcao ¥ : V — G,

definimos a transformacao de gauge sobre os elementos que vivem nos links por
— htg.h
ge 141 ge V2>

sendo vy e vy 0s vértices inicial e final do link e, respectivamente. Na figura 2.7 vé-se uma

sequéncia ilustrando uma transformacao de gauge na rede.

Ge,y

(a) (b)

Figura 2.7: em (a) uma configuracao de gauge arbitraria, em (b) atribuigao de elementos

do grupo aos vértices e em (c) a transformagao de gauge aplicada nos elementos dos links.

A holonomia da face desenhada na figura 2.7, apds aplicarmos uma transformacao de
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gauge, € a seguinte

U/(f) = (h;2lgel th)_l (h;21ge2hl/3) (h;zllg%hl/a)_l (h;4lge4h1/1>
=y (9596292, Ges) Ton
= h;llU(f)th I

sendo U(f) a holonomia da mesma face antes de aplicarmos a transformagao. Nota-se
que a holonomia nao é invariante por transformacoes de gauge, no entanto, devido ao fato

de T ser uma fungao classe, T'[U(f)] ¢ invariante por tais transformagoes

TN =T [h, U(H)h,] =T U],

e com isso temos que a acao da teoria € invariante por transformacoes de gauge.

2.2.3 Variedades (bi)tridimensionais e Redes

Até agora definimos alguns exemplos de teorias de campos numa rede e teorias de
gauge na rede, no entanto redes podem ser pensadas como sendo uma discretizacao de
uma variedade (bi)tridimensional. Por exemplo, considere uma teoria de gauge definida
sobre uma rede quadrada bidimensional conforme mostrado na figura 2.8 (a). Estamos
considerando que todas as faces da rede estao orientadas obedecendo a orientacao do
vetor normal, que aponta para cima (saindo do plano do papel), sendo assim pela regra
da mao direita todas as faces estao orientadas no sentido anti-horario. A orientacao dos
links é arbitraria e por simplicidade nao vamos desenhar a orientagao das faces nem dos
links, mas ambos estao orientados. Considere um grupo de gauge G, e que haja um
elemento de G em cada link da rede. E muito comum em fisica tratarmos de redes finitas,
mas isso implica em fronteiras e nao estamos interessados nesse tipo de situacao neste
trabalho, pos simplicidade. Uma coisa que pode ser feita é considerarmos uma rede com
condicoes periddicas de contorno, que consiste basicamente em supor que a rede se repete,
ou seja, varias redes com a mesma configuracao de gauge estao coladas por suas fronteiras.
Considere o exemplo de uma rede bidimensional quadrada com condi¢oes periddicas de
contorno, como na figura 2.8, topologicamente isso é equivalente a dizer que a; e a e os
links b; e b} estao identificados (colados), e assim obtemos a sequéncia esquematizada na

figura 2.8.
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by b,

aq a/l

Ay a/2

(a)

(d) (e)

Figura 2.8: teoria de gauge em uma rede bidimensional com condicoes periddicas de

contorno.

Nota-se que definir uma teoria de gauge sobre uma rede bidimensional quadrada com
condicoes periddicas de contorno é equivalente a definirmos a teoria de gauge sobre uma
discretizacao de um toro bidimensional, ou ainda sobre S x S1. Note também que a var-
iedade obtida é orientada, pois a rede foi orientada de forma coerente, de modo que todas
as faces possuem a mesma orientacao. Poderiamos ter feito o caminho inverso, isto é, afim
de definir uma teoria de gauge discreta sobre um toro bidimensional poderiamos té-lo di-
vidido em varios quadrados e obteriamos uma rede quadrada com condic¢oes periddicas
de contorno, ou ainda, poderiamos dividi-lo em triangulos e obteriamos uma rede tri-
angular com condicoes periddicas de contorno. O mesmo raciocinio é valido com redes
tridimensionais, se considerarmos uma rede tridimensional ciibica e impusermos condicoes
periédicas de contorno o resultado serd uma rede sobre S* x S' x St que é uma variedade
tridimensional. Por esse motivo podemos pensar numa rede como sendo a discretizagao
de uma variedade, seja ela bi ou tridimensional. A questao que surge é: serd que pode-se
sempre discretizar uma variedade da maneira como foi feito no exemplo anterior? E a re-
sposta para essa pergunta é sim. Dada uma variedade (bi)tridimensional é sempre possivel

discretiza-la da forma como foi feito para o toro bidimensional. Variedades bidimension-



2.3 Diagramas de Heegaard 22

ais sempre podem ser discretizadas na forma de uma rede quadrada [18] e portanto é
sempre possivel procedermos de forma analoga como feito na figura 2.8. Ja variedades
tridimensionais nem sempre podem ser discretizadas por redes ciibicas, mas certamente
podem ser discretizadas por redes triangulares [13], ou seja, existem variedades tridi-
mensionais que nao podem ser “quadrangularizadas”, enquanto que sempre podem ser
triangularizadas, e é por esse motivo que neste trabalho consideraremos apenas redes tri-
angulares. Certamente que algumas variedades tridimensionais podem ser discretizadas
por redes quadradas, mas isso nao é verdade em geral. A partir de agora trataremos
somente de redes e variedades tridimensionais e sempre que nos referirmos a uma rede
deve-se entender que esta ¢ uma triangulacao, salvo mencao contréria.

Teorias de gauge em trés dimensoes sao muito mais complicadas de se tratar que teo-
rias de gauge em duas dimensoes. As proprias triangulagoes sao mais complicadas, até
mesmo desenha-las é dificil, e por isso a prova da invariancia topoldgica para teorias em
trés dimensoes torna-se nao trivial, quando comparadas ao caso bidimensional. Felizmente
podemos trabalhar, nao com triangulacoes, mas sim com os chamados diagramas de Hee-
gaard, que sao uma maneira de codificar toda a informagcao contida na triangulagao, mas
conforme veremos sao muito mais amigaveis de se tratar. Os diagramas de Heegaard, em-
bora nao sejam tao intuitivos quanto as triangulacoes, sao uma ferramenta muito poderosa
na discretizacao de variedades tridimensionais. Além do mais, tais diagramas sao muito
mais gerais que as triangulagoes, o que significa que para toda triangulacao existe um
diagrama de Heegaard associado, mas dado um diagrama de Heegaard nao necessaria-
mente existe uma triangulagao associada. Conforme discutido em [10] as teorias de gauge
via diagramas de Heegaard possibilitam tratarmos de dualidades entre dois modelos de
forma bastante simples e elegante. A seguir veremos como construir um diagrama de Hee-
gaard partindo de uma triangulacao e veremos que isso pode ser feito maneira canonica,

seguindo os passos dados por [13].

2.3 Diagramas de Heegaard

Nesta se¢ao veremos como construir, de maneira canonica, um diagrama de Heegaard

a partir de uma triangulacao conhecida.
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2.3.1 Complexidade das Variedades Tridimensionais

Variedades tridimensionais sao variedades complicadas de se descrever. Variedades
bidimensionais, por exemplo, se forem orientaveis, podem ser facilmente classificadas
(apéndice de [13]) pelo genéro da superficie de um handlebody (apéndice A), o que sig-
nifica que qualquer variedade bidimensional orientavel ¢ homeomorfa a superficie de uma
handlebody de algum género, Além disso, toda variedade 2D pode ser discretizada numa
rede triangular ou quadrada. J& para variedades 3D, nao se pode classifica-las de maneira
simples [13] como é o caso 2D, mesmo quando estas sao orientdveis. As variedades tridi-
mensionais podem ser discretizadas por redes triangulares, mas isso nao é verdade em

geral para redes quadradas.

2.3.2 'Triangulacoes de Variedades Tridimensionais

Considere uma variedade tridimensional M, orientada e sem fronteira. Vamos de-
screvée-la em termos de uma triangulacao £, que consiste basicamente de uma colecao
de tetraedros sélidos colados por suas faces, conforme feito em [19]. O motivo pelo qual
estamos considerando somente triangulacoes, ao invés de redes quadradas por exemplo, é
que assim o teorema a seguir nos garante que sempre podemos discretizar uma variedade

tridimensional desta forma [13].
Teorema 2.1 Toda variedade tridimensional orientada € triangularizavel.

A descricao de como os tetraedros devem ser colados, isto é, como deve ser feita a
uniao disjunta destes, é dada a seguir.

Os tetraedros envolvidos na triangulagao devem ser orientados e convencionamos a
orientacao do vetor normal a cada face do tetraedro apontando para fora do mesmo.
Cada tetraedro é colado a outro por meio da identificacao de suas faces, de modo que
estes passam a compartilhar uma tnica face apds a colagem. Nao pode haver faces que
nao tenham sidas coladas a nenhuma outra, caso contrario teriamos uma variedade com
fronteira, o que nao esta sendo estudado neste trabalho, por simplicidade. O processo de

identificacao das faces, ou colagem de tetraedros, é descrito a baixo.
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Sejam 17 e Ty dois tetraedros orientados e sejam F; e F; faces de T} e T5, respectiva-
mente. A colagem é feita por um homeomorfismo ¢ : F} — F5 tal que a fronteira de uma
face seja mapeado na fronteira da outra face e vértices sejam mapeados em vérticies. Na

figura 2.9 temos um ilustragao de como isso acontece.

< o(c)
o Y,
S (3 /,/ e
d a pla e

A T, 11U, T

Figura 2.9: colagem dos tetraedros T; e Ty pela identificacao das faces Fy e Fy (em

destaque).

A triangulacdo £ da variedade M é constituida por uma colagem de tetraedros,
de acordo com a definicao 2.1. Embora triangulacoes sejam formas bastante intuitivas
de discretizar uma variedade vamos agora definir os diagramas de Heegaard, que con-
siste basicamente em pensarmos na variedade como sendo uma colagem de dois espagos
topoldgicos, um pouco mais complicados que tetraedros, chamados handlebodies. No
apéndice A encontra-se a definicao do espago topoldgico que chamamos de handlebody.

Um handleboy nada mais é que uma bola solida com varias alcas solidas coladas.

2.3.3 Diagramas de Heegaard Provenientes de uma Triangulacao

Pode-se, de forma canonica, descrever uma variedade como sendo a colagem de dois
handlebodies a partir de uma triangulacao £ conhecida e no que segue encontra-se uma
receita de como isso pode ser feito. Pense na triangulagao como composta por duas partes
essenciais: uma é um esqueleto unidimensional L; chamado de 1—esqueleto (figura 2.10
(a)) formado somente pelas arestas e vértices dos tetraedros da triangulagdo e outra o
complemento de L; em relagdo £ o qual chamamos de Lo, assim Ly = £ — Ly (figura 2.11
(a)).

Considere uma vizinhanca tubular H; de Lq, ou seja, a cada link associe um cilindro

solido e a cada vértice associe uma bola sélida. O espaco topoldgico obtido pela colagem
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(a) (b)

Figura 2.10: em (a) o l-esqueleto (L;) de £ e em (b) vizinhanga tubular de L;.

destes cilindros com essas bolas é a vizinhanga tubular de L;. Na figura 2.10 (b) pode-se
ver tal vizinhanga tubular de L;. E claro que o espacgo topolégico H; é a vizinhanca
tubular de todos os links da triangulacao, embora na figura 2.10 a ilustragao diga respeito
a um unico tetraedro amostral de L.

Uma vez feito isso para L; definimos um outro espaco topoldgico Hy que é o comple-
mento de H; e é associado a Ly = £L— L da seguinte forma: a cada tetraedro de Ly associe
uma bola solida em seu interior e quatro cilindros sélidos colados a esta bola de tal forma
que cada cilindro intercepta uma das faces do tetraedro. O espago Hy é homeomorfo ao
espacgo desenhado na figura 2.11, pode-se imaginar que o H, é o que falta para preencher

0 espago vazio entre os tubos de H;.

o A,
AN 1N,

...........................

----
1%

(a) (b) (c)

Figura 2.11: em (a) um tetraedro amostral de Ly, em (b) bola com cilindros colados no

interior de cada tetraedro e em (c) o espago obtido a partir de Ls.

Em outras palavras H; e Hs sao as vizinhancas tubulares da rede e da rede dual,
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respectivamente. O andlogo bidimensional de uma rede dual é imaginarmos que trocamos
cada face da rede por um vértice e em seguida ligamos estes vértices com links que
interceptam os links da rede, o que resulta na rede dual. Na figura 2.12 temos um exemplo
de uma rede bidimensional, desenhada em azul, e sua respectiva rede dual, desenhada em

vermelho.

Figura 2.12: em azul uma rede bidimensional e em vermelho sua respectiva rede dual.

No caso tridimensional, dada uma rede, definimos a rede dual associando a cada
tetraedro, face, link e vértice da rede um vértice, link, face e tetraedro da rede dual,
respectivamente. Na figura 2.13 (a) e (b) podemos ver um exemplo de uma rede (em
azul) e sua respectiva rede dual em vermelho, que podem ser pensados como sendo os

espagos Hy e Hs.

(a) (b)

Figura 2.13: em azul uma rede tridimensional e em vermelho sua respectiva rede dual.

Tanto H; quanto H, sdo handlebodies. Na figura 2.10 (b) isso pode ser percebido

facilmente. J& para enxergarmos que Hs também é um handlebody basta imaginar os
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outros tetraedros colados ao tetraedro amostral da figura 2.11 (c). Finalmente associamos
a cada tetraedro solido de £ o espago topoldgico H que é a uniao disjunta de H; e Hs.
Intuitivamente isso pode ser feito bastando ”inflar” H; e Hy na figura 2.14 (b) até que estes
fiquem colados. Tal colagem certamente pode ser feita, uma vez que existe pelo menos
um mapa h : 0H; — 0H, que seja um homeomorfismo, pois H; e Hy sao handlebodies

de mesmo género e portanto sao homeomorfos.

Figura 2.14: a esquerda um tetraedro sélido com aresta de L e a direita o espaco topolégico

‘H obtido a partir de L.

Note que, como H; e Hy sao colados através de suas fronteiras, o resultado é uma
variedade sem fronteiras. Este processo de discretizar uma variedade 3D em termos da
colagem de handlebodies é chamado de particao de Heegaard.

O proximo passo para definir o diagrama de Heegaard é definir dois sistemas de curvas
que serao equivalentes as faces e aos links da triangulagao. A superficie de cada cilindro de
H, adicionamos uma curva fechada, orientada e sem auto intersec¢ao como mostrado na
figura 2.15 (a). Note que cada curva vermelha equivale a um link da triangulagao, assim
toda a informacao conhecida sobre os links da triangulagao esta codificada nas curvas
vermelhas. O conjunto de todas as curvas na superficie 0H; forma um sistema de curvas
V = {v;} o qual chamaremos de sistema de curvas vermelhas, sendo v; cada uma das
curvas pertencentes a este sistema, com i = 1,2,--- ,n,. As curvas v; devem satisfazer as

seguintes propriedades
1. v; nao tem auto interseccao, Vi.
2. V; ﬂUj = @, VZ,j

3. existem discos D; C Hy tais que 0D; = v;, Vi.
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4. Os discos {D;} particionam H; em um conjunto {ki, ks, - - - , k, } sendo k; um espaco

homeomorfo a uma bola sdlida.

(a) (b) (c)

Figura 2.15: em (a) o sistema de curvas associado a H;, em (b) o sistema de curvas

associados a Hy e em (c) os dois sistemas de curvas associados a H

Definimos, exatamente como foi definido em H;, um sistema de curvas na superficie
de Hy ao qual damos o nome de sistema de curvas azuis, denotado por A = {a;}, com
i = 1,2,--- ,n,. Na figura 2.15 (b) temos uma ilustragdo de como isso é feito. As
curvas azuis a; devem: ser orientadas, ser tais que dividem H, em bolas sélidas com
buracos em sua superficie, e satisfazer as mesmas condicoes listadas para curvas vermelhas.
Assim como as curvas vermelhas representam os links da triangulacao as curvas azuis
representam as faces da mesma. Portanto o sistema de curvas azuis e vermelhas estao
associados a triangulacdo £ como mostrado na figura 2.15 (c¢). Resumindo, tudo o que
fizemos foi trocar links e faces da triangulacao por curvas azuis e curvas vermelhas.

Embora tenhamos desenhado os handlebodies H; e H, separadamente, estes estao co-
lados por meio de um homeomorfismo de suas superficies, portanto um mapa de colagem
h : OH; — 0H, ird mapear as curvas vermelhas, da superficie de H;, na superficie de
H,; de tal forma que podemos representar os dois sistemas de curvas na superficie de um
unico handlebody ao invés de dois como tem sido feito até agora. O inverso também
pode ser feito, uma vez que h é um mapa inversivel, pode-se mapear as curvas azuis, da
superficie de Hs,, na superficie de H; usando-se o mapa h™' : 0H, — OH,. Portanto
podemos representar de forma diagramética os dois sistemas de curvas em tinico handle-
body. Definimos o diagrama D da variedade M como sendo os dois sistemas de curvas

na superficie do mesmo handlebody. Convencionamos o diagrama D da triangulacao £



2.3 Diagramas de Heegaard 29

como sendo o obtido mapeando-se as curvas vermelhas, da superficie 0H;, na superficie
O0H, (figura 2.16 (b)) e damos a ele o nome de diagrama da triangulagdo L. Ao diagrama
obtido mapeando-se as curvas azuis de OHy na superficie 0H; (figura 2.16 (a)) damos o
nome de diagrama dual, D*, da triangulacao £. Note que trabalharmos com a rede ou
com a rede dual implica em trabalharmos com o diagrama ou com o diagrama dual, o que

pode ser feito facilmente na linguagem de diagramas de Heegaard.

Figura 2.16: em (a) o diagrama associado a um tetraedro da triangulagao e em (b) o seu

diagrama dual.

Tanto o diagrama da figura 2.16 (a) quanto o diagrama da figura 2.16 (b) podem ser
deformados continuamente nos diagramas mostrado na figura 2.17, (a) e (b) respectiva-
mente, através de algum homeomorfismo de superficie, consequentemente os diagramas
da figura 2.16 e 2.17 sao diagramas da mesma variedade, ou seja, eles levam a variedades
que sao homeomorfas. Pode-se notar que o diagrama é muito mais simples que o diagrama
dual e por esta razao, usaremos muito mais o diagrama que o diagrama dual.

Na figura 2.17 as regioes pintadas de cinza representam buracos na superficie dos han-
dlebodies. Existe ainda uma maneira mais facil e elegante de representar esses diagramas.
Tal representacao consiste em desenharmos as curvas dos sistemas de curvas num plano e
nao em um handlebody, embora este nao seja planar. Damos a este diagrama o nome de
diagrama simplificado de Heegaard. A seguir, vamos definir tais diagramas simplificados

e em seguida definiremos as teorias de gauge sobre tais diagramas.

2.3.4 Diagramas Simplificados de Heegaard
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(a) (b)

Figura 2.17: em (a) o diagrama de Heegaard e em (b) o diagrama dual.

Os diagramas simplificados de Heegaard sao na verdade os diagramas de Heegaard,
mas com a diferenga que desenhamos os dois sistemas de curvas no plano e nao na su-
perficie do handlebody. Considere um diagrama D de uma variedade tridimensional M.
A cada curva orientada do diagrama da superficie do handlebody desenhamos uma curva
fechada e orientada no plano. Os cruzamentos de duas curvas na superficie do handle-
body corresponde aos cruzamentos de duas curvas no plano. Isso tudo é feito da seguinte
maneira: tome uma vizinhanca de cada curva na superficie do handlebody, tal vizinhanca
determina uma fita. Nos pontos em que duas curvas se cruzam a vizinhanca fica deter-
minada por duas fitas sobrepostas em formato de cruz. Agora recorte todas as fitas da
superficie do handlebody, de modo a podermos abrir todas elas em um plano. O resultado
sao varias fitas coladas umas as outras as quais podem ser colocadas em um plano. Veja
um exemplo de como isso deve ser feito na figura 2.18.

As bolinhas nas extremidades de cada curva simboliza o ponto onde as fitas foram
cortadas e devemos entender que as curvas estao fechadas, pois esses pontos devem ser
identificados novamente. Apds colocar as fitas no plano estas nao sao mais necessarias,
sendo assim eliminamos tais fitas e ficamos simplesmente com as curvas do diagrama,
conforme mostrado na figura 2.18 (e).

No diagrama simplificado os cruzamentos entre as curvas azuis e vermelhas devem
acontecer na mesma ordem em que acontecem no diagrama da superficie do handlebody.
Na figura 2.19 pode-se ver outro exemplo de como se respeitar a ordem dos cruzamentos
entre as curvas.

Outra maneira de indicar que uma curva estd fechada no diagrama simplificado é
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(a) (c)

R || I
—

(d) (e)

Figura 2.18: em (a) um diagrama de Heegaard, em (d) seu respectivo diagrama simpli-
ficado, em (b) e (c) temos um ilustracao dos passos intermididrios para se passar de um

diagrama para o outro e finalmente em (e) temos o diagrama simplificado sem as fitas.

ay ag as

ai

(a) (b)

Figura 2.19: em (a) o diagrama D de uma variedade 3D e em (b) seu correspondente

diagrama simplificado.

desenhar esta curva como mostrado na figura 2.20 (c),

O desenho da figura (a) é sé um pedago de um diagrama de Heegaard, pois hd um
buraco em sua superficie o qual certamente deve ser colado a outro diagrama, sendo assim
a curva vermelha vy nao estd fechada.

Os respectivos diagramas simplificados dos diagramas desenhados na figura 2.17 sao

os mostrados na figura 2.21.
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> >

(b) (c)

Figura 2.20: em (a) um pedago de um diagrama de Heegaard e em (b) e (c) o respectivo

diagrama simplificado.

(a) (b)

Figura 2.21: em (a) o diagrama simplificado de Heegaard de um tetraedro e em (b) o

diagrama simplificado dual de Heegaard de um tetraedro.

De agora em diante sempre que nos referirmos a diagramas de Heegaard deve-se en-
tender que estamos tratando dos diagramas simplificados de Heegaard, salvo mencao
contraria. Uma triangulacao de uma variedade tridimensional é constituida basicamente
pela colagem de varios tetraedros, mas em termos de diagramas de Heegaard isto equivale
a dizer que o diagrama de Heegaard proveniente de uma triangulacao sera composto por

uma colagem de varios diagramas iguais ao da figura 2.21. FEsse resultado é bastante
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interessante, pois significa que podemos construir qualquer variedade tridimensional ori-
entada e sem fronteira por simples colagens de diagramas simples como o da figura 2.21,
em outras palavras o diagrama simplificado de Heegaard de um tetraedro é a pega fun-
damental para construirmos qualquer variedade tridimensional orientada e sem fronteira.
No exemplo a seguir vamos mostrar como obter o diagrama simplificado de Heegaard da

variedade S3, que é a esfera tridimensional.
Exemplo 2.1 Diagrama Simplificado de Heegaard de S®

Considere como exemplo a esfera tridimensional S, a qual é homeomorfa ao espaco
obtido pela colagem de duas bolas sélidas por suas fronteiras [18]. A triangulacao mais
simples possivel de uma bola sélida é a constituida de um tnico tetraedro, sendo assim,
considere dois tetraedros os quais sao as triangulagoes de duas bolas solidas. Se colarmos
estes tetraedros pela identificacao das faces de suas fronteiras o resultado serd uma vari-
edade tridimensional homeomorfa a uma esfera S3. Na figura 2.22 temos o esquema de
como fazer a identificacao das faces dos tetraedros. Primeiro escolhemos arbitrariamente
uma face de cada tetraedro e fazemos a identificagao destas duas, como mostrada na figura
2.22 (a), as faces em destaque s@o as que estao sendo coladas. Em seguida colamos as
faces que ainda nao foram coladas respeitando a seguinte regra: so se pode colar faces que
possuam um link em comum e que nao fazem parte do mesmo tetraedro. Veja o esquema

na figura 2.22 (b).

SN

(a) (b)

Figura 2.22: exemplo de colagem de tetraedros para obter S®.

Em termos de diagramas, a colagem descrita na figura 2.22 é simplesmente a colagem
de dois diagramas simples como o da figura 2.21 (a), a regra de colagem é a descrita na
figura 2.23 (a) e o resultado final é o desenhado na figura 2.23 (b).

Portanto o diagrama desenhado na figura 2.23 (b) é um diagrama simplificado de

Heegaard de uma esfera S3. Usando-se o mesmo procedimento, mas talvez nao tao sim-
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ples, pode-se construir um diagrama de Heegaard para qualquer variedade tridimensional

proveniente de uma triangulacao.

Figura 2.23: em (a) a regra de colagem dos diagramas e em (b) o diagrama simplificado

de Heegaard de uma esfera S3.

SO0

Agora que ja definimos os diagramas de Heegaard e desenvolvemos algumas ferramen-
tas para lidar com esses diagramas, vamos definir as teorias de gauge sobre os diagramas.
Na verdade a teoria de gague que iremos definir sobre os diagramas é a mesma que
ja definimos para redes usuais, tudo o que precisamos fazer é traduzir tudo o que foi
feito na rede para a linguagem de diagramas. A maneira como faremos isso ¢é indireta.
Comegaremos definindo o formalismo de Kuperberg conforme definido em [4], em seguida
definiremos uma funcao de particao para tal modelo, a qual mostraremos ser equivalente
a funcao de particao das teorias de gauge num caso particular. Isto é, o formalismo de
Kuperberg ¢ mais geral que o modelo das teorias de gauge na rede e num caso particular
pode ser interpretado como sendo equivalente ao modelo das teorias de gauge. E impor-
tante frisar que o formalismo definido em [4] ndo tinha como objetivo estudar as teorias
de gauge e sim teorias topoldgicas. Originalmente, o modelo desenvolvido em [4], o qual
aqui chamamos de formalismo de Kuperberg, tinha por obtivo o estudo de invariantes

topoldgicos e nao de teorias de gauge.
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2.4 O Formalismo de Kuperberg

Nesta secao nao usaremos a notagao tensorial usual e sim os diagramas de Kuperberg,
conforme definidos no apéndice B. Ao leitor que nao é familiar com os diagramas de
Kuperberg recomendamos a leitura do apéndice B antes de prosseguir com a leitura desta
Secao.

As teorias de campos em duas e trés dimensoes sao definidas em [7] e [1], respectiva-
mente, além disso, nestas referéncias, encontram-se uma prova da invariancia topologica
de tais modelos sobre certas circunstancias, mas aqui usaremos a definigao dada em [4] a
qual nao é tao intuitiva mas é bastante conveniente para os propésitos deste trabalho, de
definir as teorias de gauge sobre os diagramas de Heegaard e nao sobre triangulagoes.

O formalismo de Kuperberg consiste basicamente em atribuirmos pesos locais associa-
dos as curvas azuis e vermelhas de um diagrama de Heegaard, isso por si s6 é equivalente
a atribuirmos pesos as faces e aos links de uma triangulacao, pois, conforme discutimos na
secao anterior, cada curva azul do diagrama de Heegaard corresponde a uma face da tri-
angulagao e cada curva vermelha corresponde a um link da mesma. O ingrediente basico
para definir pesos associados ao diagrama é uma algebra e co-dlgebra (A, m,A) a qual
deve ser (co-)associativa e (co-)semi-simples, sendo os mapas m, A os respectivos mapas
de multiplicacao e co-multiplicacdo (ver apéndice B). A escolha de diferentes (A, m, A)

implica em modelos diferentes.

2.4.1 Os Tensores M, 4,.,, e APt

Considere (A, m, A) uma (co-)élgebra, (co-)associativa e (co-)semi-simples e considere
uma diagrama de Heegaard D. O primeiro passo para definimos pesos locais associados as

curvas do diagrama € definirmos os tensores M, e Ab1%2-bk Para isso considere {ip;}

1G2°Qn

uma base do espago vetorial A e considere {(} uma base do espaco dual A*. Definimos

entao o tensor My, q,...q,, da seguinte maneira

M azas--an = 17 (PayParPas "+ * Pan) »

sendo o trago tomado na representacao regular (apéndice B).
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Visto que o traco é uma transformacgao linear o tensor My, qy44.-a, POde ser escrito

CcOo1mo

Maoazagan = (90a1 PazPaz * " * Span)

= mb ot (PR as  Pan)

k1

_ ko
- mamzmklagtr (90k290a4 T Qoan)

— k1 ko ks . ket
- ma1a2mk1a3mk2a4 mknfgantr (gpk*l) ?
onde estamos usando a notacao de indices repetidos de Einstein. Conforme pode ser

%
av’

visto no apéndice B o trago na representagao regular é dado por tr (¢,) = m’,, portanto

obtemos

_ k1 ko ks . kn—1 kn
‘7wala2a3”'an - ma1a2mk1a3mk2a4 My 0an My 1k

Em termos de diagramas de Kuperberg o tensor M, q,....,, ¢ 0 desenhado na figura 2.24

(a).

1a2°

as—N = YBm—sm—- - —>m—T em que: —T = %lm)

/ 112/' (lg/ a"/
(a)

L
AZ;BE C>A—> > A>AD em que: C*>EKA)*>
\ IR VNS
k

Figura 2.24: em (a) tensor M, 4,..q, € em (b) o tensor Ab1b20x,

Podemos ainda usar o fato da algebra ser associativa e assim obtemos que o tensor
My, ay.-a, pPode ser representado como mostrado na figura 2.25 (a), o que deixa clara a
invariancia do tensor My, 4,...q,, POr permutacoes ciclicas de seus indices.

Analogamente definimos o tensor A1%263-% da mesma forma como foi definido o tensor
Mo, aras-a,- Na figura 2.24 (b) temos a definicdo do tensor em termos das constantes
de estrutura da co-multiplicacao, e o fato de que a co-algebra é co-associativa permite-
nos escrever tal tensor como mostrado na figura 2.25 (b), o que também deixa clara a

invariancia do tensor A?1%2% por permutacoes ciclicas de seus indices.
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§ , 1

. \Lal a\2—\ /m\ } by T Y\A/YA\ T
2 " m m A
.\;MA/.’L — \k )} \ A /sz = ’f\ V

Tai . s . lbi . . A<

L
(a) (b)

Figura 2.25: em (a) tensor M, e em (b) o tensor APt27b para uma dlgebra e

1a2--an

co-algebra associativa e co-associativa.

2.4.2 Atribuicao de Pesos as Curvas do Diagrama

Definidos os tensores My, q,...q, € A2 vamos agora definir como estes estao as-
sociados as curvas do diagrama, mas antes, assim como nas teorias de gauge na rede,
precisamos que todas as curvas do diagrama estejam orientadas, embora a teoria nao
possa depender destas orientacoes. Enfim, considere que todas as curvas estao orientadas
e considere uma transformagcao linear S : A — A, a qual satisfaz a propriedade S? = I,
sendo I; o mapa identidade do espaco vetorial A. Esta transformacao desempenhara o
papel de inversao de orientacao das curvas do diagrama.

Associe a cada curva azul do diagrama um tensor My, 4,..q, €m que os n indices ay,

as, ..., a, representam n interseccoes com curvas vermelhas. O fato de M, ser

1az-an
ciclico significa que nao importa qual curva vermelha cruza a curva azul primeiro e sim
a ordem em que os cruzamentos ocorrem. Associe um tensor Ab1%2% para cada curva
vermelha do diagrama, onde os k indices by, bo, ..., by representam k intersecgoes com
curvas azuis. Cada cruzamento entre uma curva vermelha e uma curva azul corresponde
a uma contracgao entre os tensores correspondentes a cada uma das curvas, contragoes essas
que sao feitas diretamente ou por meio do mapa linear S. A convengao que usaremos é
a seguinte: no ponto de cruzamento entre as curvas considere um vetor s, tangente a
curva azul (e no mesmo sentido de orientac¢ao) e um vetor s, tangente a curva vermelha
(também no mesmo sentido de orientagado). Se o produto vetorial s; x s, é paralelo ao
vetor normal n da superficie OH, entao a contracao é feita diretamente como mostrado
na figura 2.26 (a), mas se o produto vetorial é antiparalelo ao vetor normal, a contragao

deve ser feita indiretamente pelo mapa linear S, como mostrado na figura 2.26 (b). Na

figura 2.26 (c) temos um exemplo de como deve ser feita a contragao dos tensores de
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acordo com os cruzamentos das curvas.

@ﬁ @ﬁ
= 7, = 7, N
o M~— AT S M~S<—AZ] oML AT
/ \ / \ ST
(a) (b) (c)
Figura 2.26: econvencao de como deve ser feiro a contragao entre os tensores My, q,...q, €

Able"'bk.

Os tensores My, ay..a, € AP1%27% s30 0s pesos atribuidos as curvas azuis e as curvas
vermelhas, respectivamente, mas em termos de triangulagao isto equivale a atribuir um
tensor My, q,...a, as faces e um tensor A2 a0s links da triangulacao. Observe que no
caso especifico em que a rede é uma triangulacao nao havera curvas azuis que cruzam mais
que trés curvas vermelhas. Ja as curvas vermelhas podem cortar um ntmero arbitrario de
curvas azuis. Portanto os tensores M, q,..q, POSSUem apenas trés componentes, ou seja,

sao do tipo My (veja a figura 2.27).

Figura 2.27: cada face (curva azul) do triangulagao cruza exatamente trés links (curvas

vermelhas).

2.4.3 Funcgao de Particao do Formalismo de Kuperberg
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A funcao de particao Z do modelo é definida como sendo o produto dos pesos de todas
as faces e todos os links com as devidas contracoes, isto é, contraidos com S se necessario.
Além do mais Z é uma soma sobre todas as possiveis configuracoes. Note que a funcao
de particao deve, em principio, depender da variedade M e da triangulagao L, além, é

claro, da escolha de m , A e S, portanto escrevemos:

2M.£) = 3" TTTTTT Mael) A% (1) 52(0). (25)

conf f I o

O produtoério sobre f e [ significa um produtoério sobre todas as faces e links, respec-
tivamente e o produtério sobre o significa um produtorio sobre todos cruzamentos que
possuem orientacao diferente do vetor normal da superficie OM. Nas teorias de gauge
puras na rede existem pesos associados somente as faces da triangulacao e nao aos links,
enquanto que no formalismo de Kuperberg existem pesos associados as faces e aos links,
logo o formalismo de Kuperberg é bem mais geral que as teorias de gauge na rede. No
entanto, embora essas duas teoria sejam distintas, é possivel tratar de um caso particular
do formalismo de Kuperberg em que este fica equivalente ao modelo das teorias de gauge

na rede. A seguir mostraremos como isso pode ser feito.

2.5 Teorias de Gauge Puras Sobre Diagramas de Hee-

gaard

Considere um grupo finito e discreto G. Considere uma (co-)algebra, (co-)associativa e
(co-)semi-simples (A, m, A) cuja base do espago vetorial A seja indexada pelos elementos
do grupo, isto é, {¢,} com g € G. Tanto nas teorias de gauge na rede quanto no
formalismo de Kuperberg existem pesos associados as faces (curvas azuis) e isso é um forte
indicio de que, num caso particular da teoria de Kuperberg essa posso ser equivalente a
teoria de gauge na rede.

A funcao de particao das teorias de gauge, conforme discutido anteriormente, é dada

por

2= T M), (26)

conf feF

sendo M(f) = e BUO+(UT) peso associado a cada face da triangulagao. Com isso
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podemos notar que a funcao de particao das teorias de gauge é semelhante a funcao de
particao do formalismo de Kuperberg.

Numa teoria de gauge na rede, as variaveis sao os elementos g € GG que vivem nos links,
e cada link possui uma orientacao, mas se trocarmos a orientacao de um determinado link
devemos trocar g por g~!. Isso significa que uma inversao de orientacio equivale a uma
troca de g por ¢!, conforme ja discutimos. No caso dos diagramas, se invertermos a
orientagdo de uma curva vermelha (um link) devemos fazer a contragao entre os tensores
Moy, € A2t indiretamente com o mapa S, portanto podemos pensar que o mapa

1

S é a transformacao que faz a troca de g por g, e entao definimos o mapa .S por

SY = v, (2.7)

O produtério sobre links pode ser eliminado se considerarmos o tensor de A% % da

seguinte maneira

Abibabe 52?52;3 ... (SZf (2.8)

Sendo assim a funcao de particao do formalismo de Kuperberg, definida em (2.5), fica

Z =T Muc(f) T]0¢ (o),

conf f

e portanto igual a fungao de particao do modelo das teorias de gauge puras na rede.

Resumindo, dado (A, m, A, S) e um diagrama de Heegaard definimos uma teoria sobre
tais diagramas, que é o formalismo de Kuperberg. No entanto, no caso particular em
que Mgy, = M(araz---a,)?, AVbbe = 50267 ... 5% ¢ S¥ = 6% " o formalismo de
Kuperberg é equivalente ao modelo das teorias de gauge na rede. Os tensores M, 4y...q, €
APb2bk s36 construidos a partir das constantes de estrutura da algebra, como mostrado
na figura 2.25, a questao que surge é: quais devem ser (A, m, A) tais que os tensores Mp.

e Abb2-P gatisfacam as condicdes acima? Ou, em outras palavras, qual é a solucdo do

sistema de equagoes (nao lineares) abaixo?

M(araz - an) = mi ,,ml, - -mpy (2.9)
Spos .ot = Al Ak AN (2.10)

z

oy © Ab) possuem trés indices, os quais

As constantes de estrutura da dlgebra (m

assumem valores no grupo G, ou seja, cada indice pode assumir |G| valores distintos e

3quando o tensor Mg, for uma funcao do produto abe.
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consequentemente existem |G|* constantes de estrutura de (co-)multiplicacdo. Portanto,
o sistema (2.9) é um sistema ctibico de equacoes e possui |G|? varidveis, enquanto que o
sistema (2.10) é um sistema de ordem k e possui |G|? varidveis. Embora o sistema (2.10)
seja de ordem superior ao do sistema (2.9), este é mais facil de resolver. Uma solugao
para este sistema é considerarmos

AV = §U5?

Tz

e vé-se facilmente que a escolha AY* satisfaz o sistema de equagoes (2.10). Ja o sistema
(2.9) pode ser resolvido, mas nao é tao simples quanto o sistema (2.10). Uma maneira de
resolve-lo é usar a técnica da expansao em caracteres, a qual é discutida em detalhe no
apéndice C. Por conveniéncia vamos tratar do sistema (2.9) no capitulo 4, apds provarmos
a invariancia topoldgica da fun¢ao de parti¢ao para o caso particular My, = M (abc) =
tr (abc) = 6 (abe, e).

Um fato importante é que, na verdade, como os pesos das faces sao fungoes do
parametro 3, entao as constantes de estrutura também serao. Sendo assim, tais con-
stantes de estrutura nao determinam uma unica algebra e sim uma algebra para cada
possivel valor de 3, ou seja, uma familia infinita a um parametro de algebras.

A escolha do mapa S e do mapa A faz com que a teoria Kuperberg definida sobre
os Diagramas de Heegaard seja equivalente as teorias de gauge na rede e com isso somos
capazes de definir uma teoria de campo discreta sobre qualquer variedade tridimensional.

No capitulo seguinte vamos mostrar que quando a algebra A é uma &algebra de Hopf,
entao a teoria torna-se quase topologica. Em uma teoria topoldgica, por definicao, a
funcao de particao nao depende da triangulacao da variedade. Na verdade existe uma
infinidade de triangulagoes da mesma variedade e, se a teoria for topologica, podemos
calcular a fungao de particao em qualquer uma delas obtendo o mesmo resultado. Neste
trabalho estamos interessados em teoria chamadas quase topoldgicas, definidas em [6] que
sao um pouco mais gerais que teorias topologicas. Teorias quase topoldgicas sao teorias
em que a funcao de particao depende da triangulacao da variedade mas de uma forma
trivial, que possa ser calculada facilmente. Um exemplo de teoria quase topoldgica é a
teoria de gauge com grupo de gauge Zs e acao spin gauge, a qual é topoldégica no limite
de baixas temperaturas [5]. Como serd mostrado no préximo capitulo, quando a algebra
A for uma algebra de Hopf a funcao de partigao definida acima pode ser escrita como

uma parte que depende somente da topologia Zrop(M) multiplicado por uma parte que
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depende trivialmente da triangulacao, que como sera visto dependera somente do niimero
de faces, tetraedros e links da triangulagado. Uma caracteristica das teorias de campos
topoldgicas é que, como estas nao dependem, ou dependem trivialmente, da triangulacao,
podemos escolher a triangulacao mais simples possivel e calcular a fungao de particao nesta

triangulacao. A funcao de particdao, para as demais figuras, sao facilmente calculadas.



Capitulo 3

Teorias de Campos Topoldégicas,
Quase Topoldgicas e Prova da

Invariancia Topoldgica

Em [4] é apresentada uma prova da invariancia topolégica da fungao definida abaixo
81D, A) = Z(A) (dim A)Y "™

sendo Z (A) a funcdo que definimos, para My, = 0 (abc,e), como sendo a funcao de
particao, A uma &algebra de Hopf involutéria e D um diagrama de Heegaard de alguma
variedade tridimensional. Os parametros g, n, € n, sao o género do diagrama de Hee-
gaard, o numero de curvas azuis e vermelhas, respectivamente. A prova apresentada por
Kuperberg é mais geral que a que apresentaremos aqui, mas com a desvantagem de ser
de dificil entendimento. Neste capitulo, apresentaremos uma prova alternativa para a
invariancia topoldgica da funcao de particao para diagramas de Heegaard que sao prove-
nientes de triangulacoes (necessariamente), diferente da apresentada em [4] que é vélida
para qualquer diagrama de Heegaard.

A técnica que utilizaremos para a prova da invariancia topoldgica da funcao de particao
¢ mais simples que a de Kuperberg, pois baseia-se simplesmente em alguns resultados de
topologia combinatéria em trés dimensoes e algumas identidades de algebras de Hopf, as

quais encontram-se no apéndice B.

43
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3.1 Teorias Topoldgicas e Quase Topoldgicas

Conforme visto no final do capitulo anterior a funcao de particao do formalismo de

Kuperberg foi definida por

ZM, L) =TT TTTT Mane(£) A% (1) S2(0) (3.1)

conf f 1 o

sendo M uma variedade tridimensional orientada e sem fronteira e £ uma triangulacao
da mesma. Dizer que uma teoria é topoldgica significa dizer que esta depende somente
da topologia da variedade tridimensional M e portanto independe da triangulagao. Em
outras palavras, se a teoria é topoldgica entdo a funcao de particdo é do tipo Z79F7 =
Z (M) e sendo assim, podemos considerar a triangula¢ao mais simples possivel de M e
calcular a funcao de particao nesta triangulacao.

Neste trabalho estamos interessados em teorias que sao chamadas de quase topoldgicas,
as quais sdo um pouco mais gerais que as teorias topoldgicas, conforme definidas em [6].
Teorias quase topoldgicas sao teorias em que a funcao de particao depende da topologia
da variedade M e também da triangulacao, mas de uma forma especifica, dependendo
apenas do nimero de tetraedros, faces e links, ou seja, os detalhes da triangulacao nao
sao relevantes. No caso quase topoldgico, conforme veremos, a funcao de particao pode
ser escrita como uma parte que é topoldgica multiplicada por uma parte que depende
trivialmente da triangulacao, isto é, Z9TOF = ZTOP (M) f(np,np,ny), sendo ny, ng e ny,
os numeros de tetraedros, faces e links, respectivamente e f(ny,ng,ny) uma fungdo que
depende destes parametros. Por exemplo, considere uma variedade tridimensional M e
duas triangulacoes distintas da mesma, £, e Ly, considerando ainda que a algebra A é
uma algebra de Hopf. Se calcularmos a funcao de particao na triangulacao £, teremos:
Z9TOP — ZTOP( M) f(ngy, npy, np1 ), enquanto que na triangulacao L teremos: Zo1 97 =
ZTOP(M) f(nra,nr2,nr2). Note que a parte que depende da topologia (Z79F(M)) é a
mesma em ambas as triangulacoes e a dependéncia da triangulacao é um fator de escala,
que depende dos nimeros de tetraedros, faces e links. Entao a funcao de particao quase
topoldgica pode ser calculada para qualquer triangulagao. Suponha que L£; seja uma
triangulacao com pouquissimos triangulos, entao
- ZlQTOP(M7£1)

f(nTMnFl:nIA)7

ZTOP (M)
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e para uma triangulagao Lo, formada por um nimero arbitrario de triangulos, temos

ZQQTOP(M7£2) = ZTP (M) f(ng,, nm,, nr,)

_ f(nT27nF27nL2)ZlQTOP(M,£1).

f(nT1 ) nF17nL1)

Para estudar a invariancia topolégica de um modelo precisamos, antes de mais nada,
responder a seguinte pergunta: dados duas triangulagoes como decidir se elas sao trian-
gulagoes da mesma variedade? A resposta para esta pergunta é que, se for possivel trans-
formar uma triangulacao em outra, usando-se uma sequéncia de transformacoes chamadas

de passos de Pachner, entao estas triangulagdes serao equivalentes [14].

3.2 Triangulacoes Topologicamente Equivalentes

Dizemos que duas triangulagoes sao topologicamente equivalentes se estas sao trian-
gulacoes de variedades homeomorfas, isto é, uma triangulacao £, é equivalente a uma
triangulacao L, se as variedades obtidas destas triangulagoes sao homeomorfas, ou seja,
M1 ~ M,. Dadas duas triangulagoes quaisquer devemos ser capazes de dizer se estas
sao equivalentes ou nao. Certamente existem algumas transformagoes locais que podemos
aplicar em uma triangulagao de tal forma que a variedade obtida seja a mesma (homeo-
morfa & anterior). Dizemos nesse caso que a topologia é invariante por tal transformagao,
a qual chamamos de passo (em inglés, move). Um passo é uma transformagao que quando
aplicada a uma triangulagao leva a uma nova triangulacao, a qual é equivalente a primeira.
Essa definicao é muito simples, se aplicamos uma transformacao em uma rede e o resul-
tado for uma rede topologicamente equivalente a original, entao tal transformacgao é um
passo, por definicao. Um resultado de topologia, que esta longe de ser trivial, é que se
duas triangulacoes sao equivalentes, entao existe um passo, ou uma sequéncia de passos,
que transforma uma na outra [14], conforme teorema que sera enunciado a seguir.

Mostrar que a fungao de partigao é topoldgica equivale a mostrar que esta é invariante
pela acao de passos que conectam duas triangulagoes equivalentes quaisquer, no entanto
ha uma infinidade de passos que deixam uma triangulacao topologicamente invariante e,
a principio, nao ha como mostrar a invariancia da funcao de particao para todos eles.
Felizmente existe um teorema que garante que todo e qualquer passo de triangulagoes

pode ser escrito como uma composicao de quatro passos fundamentais chamados passos
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de Pachner (em inglés, Pachner’s moves).

Teorema 3.1 Sejam Ty e Ty duas triangulagoes de variedades tridimensionais, entao Ty
¢ topologicamente equivalente a Ty se, e somente se, existir uma sequencia de passos de
Pachner que conecta T} a T.

Os passos de Pachner (em trés dimensoes) sdo quatro passos fundamentais, a partir dos
quais pode-se gerar qualquer outro passo local de triangulacoes. Tais passos de Pachner
sao os seguintes: o primeiro deles é o passo (1,4,6) — (4, 10, 10), em que a 3-upla ordenada
(nr,np,nr) representa os numeros de tetraedros, faces e links, nesta ordem. Portanto o
passo (1,4,6) — (4, 10, 10) significa uma transformagao em que substituimos um tetraedro
(com quatro faces e seis links) em quatro tetraedros (com dez faces e dez links). A
transformagao inversa, isto é, o passo (4,10,10) — (1,4,6), também é um passo de
Pachner. O segundo passo é 0 (2,7,9) — (3,9, 10) em que dois tetraedros (com sete faces e
nove links) sao substituidos por trés tetraedros (com nove faces e dez links), conforme sera
discutido abaixo. O passo inverso (3,9,10) — (2,7,9) também é um passo de Pachner.
Dizemos, de forma resumida, que os passos de Pachner sdo: (1,4,6) <> (4,10,10) e
(2,7,9) < (3,9,10). Esses passos sao locais, uma vez que sao transformacoes realizadas
em um unico tetraedro ou a uma pequena colecao de tetraedros.

A seguir vamos discutir detalhadamente cada um dos passos de Pachner.

3.2.1 Passo (1,4,6) <> (4,10, 10)

Considere um tetraedro amostral de uma triangulacao £, como mostrado na figura 3.1
(a). O passo (1,4,6) — (4,10,10) consiste em subdividirmos este tetraedro por outros
quatro tetraedros da seguinte forma: considere um ponto P no centro do tetraedro e em
seguida ligue todos os vértices deste tetraedro com P por meio de links, como mostrado
na figura 3.1 (b). O resultado sdo quatro novos tetraedros colados por suas faces, cada
um deles com trés faces coladas aos outros trés. O nimero de tetraedros aumenta em trés
unidades, o nimero de faces em seis e o nimero de links em quatro.

Na figura 3.2 todos os tetraedros da figura 3.1 estao evidenciados.

Como j4 dito antes, os passos de Pachner sao inversiveis, portanto (1,4, 6) < (4, 10, 10)
também é um passo de Pachner, isto é, quatro tetraedros colados como na figura 3.1 (b)

podem ser trocados por um tunico tetraedro (3.1 (a)). Representamos o passo (1,4,6) <>
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(1,4,6) — (4,10,10)

(a) (b)

Figura 3.1: passo (1,4,6) — (4,10, 10).

HANA

Figura 3.2: tetraedros em evidéncia em (4, 10, 10).

(4,10, 10) como mostrado na figura 3.3.

(1,4,6) < (4,10,10)

(a) (b)
Figura 3.3: passo (1,4,6) < (4,10, 10).
3.2.2 Passo (2,7,9) < (3,9,10)

Quando dois tetraedros compartilham uma face, podemos aplicar o passo (2,7,9) —

(3,9,10) de forma a obtermos trés tetraedros. Considere dois tetraedros compartilhando
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uma face (figura 3.4 (a)) e trace um link que liga os dois vértices que nao pertencem a
face comum. O trés tetraedros obtidos sao aqueles mostrados na figura 3.4 (b). Note que
o numero de tetraedros aumenta em uma unidade, o niimero de faces em duas unidades e

o nimero de links em uma unidade. A face que em (2,7,9) era comum aos dois tetraedros

(2,7,9) = (3,9,10) m

—>

nao existe mais em (3,9, 10).

(a) (b)

Figura 3.4: passo (2,7,9) — (3,9,10). Em (a) a face compartilhada pelos dois tetraedros

¢ a face em destaque na figura.

Os tetraedros obtidos no passo (2,7,9) — (3,9, 10) estao evidenciados na figura 3.5.

RN %\ e
\V

Figura 3.5: tetraedros em evidéncia em (3,9, 10).

O passo inverso (2,7,9) < (3,9,10) também ¢é um passo de Pachner, portanto repre-

sentamos o passo (2,7,9) <> (3,9, 10) como mostrado na figura 3.6.

(2,7,9) < (3,9,10) m

< >

Figura 3.6: passo (2,7,9) <> (3,9, 10).
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3.3 Acao dos Passos de Pachner nos Diagramas Sim-

plificados de Heegaard

Nesta secao vamos definir a acao dos passos de Pachner sobre os diagramas simpli-
ficados de Heegaard, mas antes vamos desenhar o diagrama correspondente a cada uma
das configuragoes: (1,4,6), (4,10,10), (2,7,9) e (3,9,10). Comegando por (1,4,6) que é

formada por um tnico tetraedro.

3.3.1 Diagrama da Configuracao (1,4,6)

Na figura 3.7 (a) os links estao enumerados para simples efeito de identificagao. Cada
um dos links, enumerados com niimeros de 1 a 6, corresponde a uma curva vermelha no
diagrama. Para as faces usaremos a seguinte notacao: a face cujos links de sua fronteira
sejam os de nimeros a, b e ¢ damos o nome de face Fla, b, |, nesta ordem. As faces sdo
orientadas no sentido do vetor normal a cada face e apontando para fora do tetraedro,
sendo assim, a face Fla,b, c] tem orientagdo contraria da face Fla,c,b], e vale também
lembrar que Fla, b, c] = Fb,c,a] = Flc,a,b]. Usamos a regra da mao direita para percor-
rer os links. No tetraedro da figura 3.7 (a) as faces sao: A[l,2,3], B[1,6,4], C[4,5,2] ¢
DI6,3, 5], e cada uma delas corresponde a uma curva azul no diagrama, as quais intercep-
tam as curvas vermelhas referentes aos links de sua fronteira na ordem em que os links
sao percorridos. Com isso em mente desenhamos o diagrama correspondente a (1,4, 6) na
figura 3.7 (b) e o diagrama simplificado em (c).

Os diagramas correspondentes as outras configuracoes (4,10,10), (2,7,9), (3,9, 10)
sdo, na verdade, colagens de diagramas simples, como os da figura 3.7 (b) e (c), con-
forme discutimos no capitulo anterior. E importante ter em mente que s6 podemos colar

tetraedros por suas faces se estas possuem orientagoes opostas.

3.3.2 Diagrama da Configuracao (4, 10, 10)

Vejamos como é o diagrama da configuragao (4,10, 10). Na figura 3.8 (a), analoga-

mente ao que foi feito feito anteriormente, enumeramos os links somente para efeito de
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(a) (b) (c)

Figura 3.7: em (a) um tetraedro e em (b) e (c) seu correspondente diagrama e diagrama

simplificado, respectivamente.

identificagao. Enxergar como é o diagrama correspondente a (4, 10, 10) nédo é tao simples,
mas sabemos que este é formado por varios diagramas simples colados, portanto vamos
desenhar cada um dos tetraedros separadamente e depois fazemos as colagens. Na figura
3.8 (b) temos quatro tetraedros 11, Ty, T3 e Ty, que sao cada um dos tetraedros de (a)

desenhados separadamente.

/ 5
5
9
1 1
T3 T3 Ty
(b)

Figura 3.8: em (a) a configuracao (4, 10, 10) e em (b) cada um dos tetraedros desenhados

(a)

separadamente.

As faces dos tetraedros desenhados na figura 3.8 sao as seguintes, para o tetraedro T;:
DI[6,3,5], E[5,9,7], H[7,10,6] e J71[9,3,10]. Para Ty: B[1,6,4], I[1,8,10], F[4,7,8] e
H7110,7,6]. Para Ty: C[4,5,2], F7'7,4,8], G[2,9,8] e E~1[9,5,7]. Finalmente para T}:
Al1,2,3], I718,1,10], J[3,9,10] e G71[9,2,8]. Sendo que X! significa a face X com a

orientacao contrdria, ou seja, se X|a, b, c], entao X ~1[b, a, c].
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Usamos a figura 3.8 (b) como uma receita de como colar os diagramas simples e obter

o diagrama da configuragao (4, 10, 10), conforme ilustracao na figura 3.9.

T

Figura 3.9: colagem de diagramas simples para obter o diagrama da configuragao

(4,10, 10).

Olhando o diagrama da figura 3.9 podemos finalmente desenhar o diagrama de Hee-

gaard dual e dual simplificado da configuragao (4, 10, 10), como se vé na figura 3.10 (a) e

(b).

Figura 3.10: em (a) o diagrama da configuracao (4, 10, 10) e em (b) o diagrama simplifi-

cado.

Definimos a agao do passo de Pachner (1,4,6) <> (4,10, 10) nos diagramas como sendo
o passo que transforma o diagrama da figura 3.7 no diagrama da figura 3.10, ou vice-versa,

conforme ilustrado na figura 3.11.
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(1,4,6) < (4,10, 10)

Figura 3.12: a agao do passo de Pachner (1,4,6) <> (4,10, 10) sobre o diagrama simplifi-

cado.

3.3.3 Diagrama da Configuracao (2,7,9)

O diagrama da configuracao (2,7,9) é relativamente simples, pois é formado por dois

diagramas simples colados por uma tunica face.
2 2 2
Wﬁfﬁ / ' ’8
|
7 6
6 . I
(a) (b)

Figura 3.13: em (a) a configuracao (2,7,9) e em (b) cada tetraedro desenhado separada-

mente.

Na figura 3.13 (a) enumeramos os links para identificagdo em (b) desenhamos os
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tetraedros de (2,7,9) separadamente. Os dois tetraedros 177 e T, possuem as seguintes
faces: as faces de T} sao A[1,2,3], B[1,6,4], C[6,3,5] e D[4,5,2] e as de Ty sao D~1[5, 4, 2],
E[9,2,8], F[9,7,5] e G[8,4,7]. O diagrama correspondente & configuracao (2,7,9) é for-
mado por dois diagramas simples compartilhando uma tnica face em comum, conforme

mostrado na figura 3.14.

W

N
- -
(S

(a) (b)

Figura 3.14: em (a) e (b) os diagramas dual e dual simplificado da configuracao (2,7,9).

3.3.4 Diagrama da Configuragao (3,9, 10)

Falta desenharmos o diagrama correspondente a configuracao (3,9,10). Para isso
enumeramos os links analogamente ao que foi feito na figura 3.13 (a), mas com um link
a mais. Sendo assim, o diagrama em que estamos interessados é constituido por trés

diagramas simples como o da figura 3.7.

Ty T T3
6 1 1 3 3 6
10 10 10
4 2 5
7 8 8 9 9 7
(b)

Figura 3.15: em (a) a configuracao (3,9,10) e em (b) cada um dos tetraedros desta

configuracao desenhados separadamente.
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Na figura 3.15 (b) as faces dos tetraedros T) sdo as faces A[4,1,6], G7[1,8,10],
1[6,10,7) e D[8,4,7], as do tetraedro Ty sdo as faces B[2,3,1], G[1,10,8], H1[3,9,10]
e E[9,2,8] e as faces do tetraedro Ty sdo as faces C[3,5,6], H[3,10,9], I71[10,6,7] e
F[9,7,5).

Na figura 3.15 temos uma receita de como colar os diagramas simples para obter o

diagrama que queremos.

T

Figura 3.16: ilustracao da colagem dos diagramas simples para obter o diagrama do

configuragao (3,9, 10).

Com base na figura 3.16 desenhamos o diagrama correspondente a configuracao (3, 9, 10),

como se vé na figura 3.17 (a) e (b).

—T T4

(a)

Figura 3.17: em (b) o diagrama da configuragao (3,9,10) e em (c) o diagrama simplifi-

cado.

Definimos a agao do passo de Pachner (2,7,9) < (3,9, 10) nos diagramas como sendo
uma transformacao que mapeia o diagrama da figura 3.14 no diagrama da figura 3.17, ou

vice-versa, veja a ilustracao na figura 3.18.
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N 1 A
F C
i i T
G ! :
: : (2,7,9) < (3,9,10) \
: : B %
B ~ A ~
H

Figura 3.18: agado do passo de Pachner (2,7,9) < (3,9, 10) sobre o diagrama.

(2,7,9) < (3,9,10)

Y <>

Figura 3.19: acao do passo de Pachner (2,7,9) <> (3,9, 10) sobre o diagrama simplificado.

3.4 Algebras de Hopf e a Invariancia Topoldégica

Agora que conhecemos a acao dos passos de Pachner sobre os diagramas podemos
comegcar a investigar a quase invariancia topolégica das funcoes de particao, definida no
capitulo 2, para o caso particular My, = tr (abc). Para isso basta mostrar que a a fungao
de particao é invariante pela acao dos passos de Pachner, conforme sera discutido na
préxima secao.

A fungao de particao definida em 3.1 pode ou nao ser um invariante topoldgico, de-
pendendo de a algebra A ser ou nao uma algebra de Hopf. No restante deste capitulo

mostraremos a validade do teorema abaixo.

Teorema 3.2 Se A € uma dlgebra de Hopf involutdria, entao a funcao de particao,
definida na equagdo (3.1), é um invariante topoldgico.

A invariancia topoldgica da funcao de particao, quando A é uma &algebra de Hopf,
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é demonstrada em [4] para diagramas de Heegaard gerais. Aqui provaremos a quase
invariancia da funcao de particao para diagramas de Heegaard especificos, os quais sao
provenientes de alguma triangulagao, sendo assim nao precisamos de toda a tecnologia
utilizada em [4]. A prova apresentada por Kuperberg é bastante sucinta e usa a teoria
de Morse [20]. Como consequéncia, nao é transparente, pois perdemos o contato com as
triangulacoes. A prova que apresentaremos, usando os passos de Pachner, é mais simples,
além de permitir um entendimento de como a funcao de particao muda quando aplicamos
um dos passos de Pachner a triangulagao, pois os passos de Pachner nao criam nem
destroem faces, links ou tetraedros, conforme serd visto.

Mostrar tal invariancia corresponde a mostrar que o peso associado ao diagrama 3.7 é
igual (exceto por constantes multiplicativas) ao peso associado ao diagrama da figura 3.10,
ou que o peso associado ao diagrama da figura 3.14 é igual a peso associado ao diagrama
da figura 3.17, mas para isso precisaremos de alguns resultados auxiliares, os quais serao
construidos a seguir. Tais resultados auxiliares sdo os mesmos que os utilizados em [4], e
sao pequenas transformacgoes que, quando aplicadas a um diagrama nao mudam o peso
associado a estes. Usaremos trés transformacoes, que sao elas: sliding, two-point move
e propriedade da co-integral, as quais nao mudam o peso associado ao diagrama quando
A é uma algebra da Hopf. Conforme serd visto, essas transformacoes nao fazem sentido
em termos de triangulacoes, pois levam a diagramas que nao sao diagramas de nenhuma
triangulacao, mas isso nao é um problema, pois essas transformacgoes serao apenas passos

intermediarios nas demonstracoes.

3.4.1 Sliding

A transformacao chamada sliding consiste em deslizar uma curva do diagrama sobre outra
curva da mesma cor, de tal forma que a primeira curva engloba a segunda. A regra é
simples, considere duas curvas da mesma cor, 7, € 7. Pode-se fazer o sliding de v, sobre v,
se for possivel conectar estas duas por um arco imaginario sem que este seja interceptado
por nenhuma curva de nenhuma cor. O sliding é feito da seguinte forma: fazemos uma
copia da curva 7, em torno de si mesma e em seguida ligamos esta cdpia com a curva 7,
conforme ilustrado na figura 3.20.

E necessdrio mostrar que o peso associado a um diagrama nao sofre alteracao quando

aplicamos um sliding ao mesmo. Para isso considere a configuracao da figura 3.21 (a).
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AN

Yo Va

(a) (b)

Figura 3.20: em (a) um arco (pontilhado) conectando as duas curvas, em (b) o sliding

de v, em 7.

Vo U3

ai

Figura 3.21: sliding de curvas azuis.

Note que os pesos correspondentes das figuras 3.21 (a) e (b) sdo os mostrados na

figura 3.22.

<~ A——> 1,
:‘>\ : <4 A5><’>M
T R_ g S “ 1\A3/>
~— A M, AS/MZ % T N
“7 S

Figura 3.22: os indices sao para identificar a qual curva cada tensor se refere.

Tudo o que precisamos mostrar é que podemos transformar um diagrama no outro
quando a algebra for uma algebra de Hopf. Os detalhes sao dados na figura 3.23, os
quadrados cinzas nas figuras sao apenas para dar destaque a regiao do diagrama de Ku-
perberg que estamos manipulando.

Embora a prova de que o sliding nao muda o peso associado a um diagrama de Ku-
perberg tenha sido feita somente para curvas azuis, o mesmo pode ser feita para curvas
vermelhas, bastando tomar o diagrama de Kuperberg dual na demonstracao, o qual possui

as mesmas propriedades do primeiro. Esta dualidade é garantida pelas propriedades das
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<~ A—>M ™
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AT AT R v = /A/M (/AA/M

/N / =

Figura 3.23: cada passo corresponde a utilizagao de alguma identidade das algebras de

Hopf (apéndice B).

algebras de Hopf.

3.4.2 Two-Point Move

Outra transformacao que serd muito importante para mostrar a invariancia sobre a
acao dos passos de Pachner é o two-point move. O two-point move consiste em eliminar,
ou criar, cruzamentos que nao contribuem para a funcao de partigao, pois algumas vezes
duas curvas se interceptam mais de uma vez e com orientacao reversa, e nesse caso 0 peso

associado a um cruzamento anula o peso associado ao outro. Veja a ilustragao na figura

3.24.

two-point
move
_

(a) (b)

Figura 3.24: Two-Point Move.
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O peso associado ao diagrama da figura 3.24 (a) e (b) sdo, respectivamente os desen-

hados na figura 3.25

two-point ~_ o
TAM= movey <b wE

Figura 3.25: cada passo corresponde a utilizacao de alguma identidade das algebras de

Hopf (apéndice B).

Falta mostrar que quando a algebra é uma algebra de Hopf esses diagramas de Ku-
perberg podem ser transformados um no outro. A demonstracao do two-point move é

simples e encontra-se feita em detalhes na figura 3.26

A M=~ _ < N—->/ANA—>m——>M - < N—> — M = <«— [ <~—
? \;} T~ T \S/ :\\ N /A cc A[\‘/\ N /A A[\

Figura 3.26: prova do two-point move.

E importante notar que o two-point move s6 podera ser feito se houver duas curvas
que se cruzam em dois pontos e nao houver nenhuma outra curva, nem cruzamento, entre

esses dois pontos.

3.4.3 Propriedade da Co-Integral

A dltima transformacao é a propriedade da co-integral, que esta diretamente ligada
ao fato de que em uma algebra de Hopf sempre existe uma (co-)integral nao nula [21].
No apéndice B todas as propriedades sobre integral e co-integral em algebras de Hopf,
relevantes para este trabalho, estdo demonstradas. Uma co-integral é um elemento A € A
que satisfaz a condigao da figura 3.27 (a). Usamos a propriedade da co-integral quando ha
uma curva vermelha que cruza uma unica curva azul. Também encontra-se demonstrado
no apéndice B que, quando a algebra é uma algebra de Hopf involutéria, o co-traco na
representacao regular da constante de estrutura da co-multiplicagao é sempre a co-integral,
portanto a relagao da figura 3.27 (b) é satisfeita.

Cada curva azul do diagrama ¢é interceptada por vérias curvas vermelhas, mas no

caso especial em que ha pelo menos uma curva vermelha que nao cruza nenhuma outra
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)\Hmﬁz A—> @%m%: @%
el —>€ A - —>€

(a) (b)

Figura 3.27: definicao da co-integral.

curva azul, podemos usar a propriedade da co-integral e eliminar todos os cruzamentos
desta curva azul, de modo que reste somente uma curva vermelha e uma azul, conforme

ilustrado na figura 3.28.

propriedade da \ /
\.’ \/

co-integral

(a) (b)

Figura 3.28: propriedade da co-integral.

Os pesos de cada um dos diagramas da figura 3.28 estao desenhados na figura 3.29.

gA . J\\A
- propriedade da -
—Dh— M=<—A . —A
' co-integral L A
< K —> ~ A
“/ -

Figura 3.29: peso dos diagramas da figura 3.28.

Antes de mostrar que os dois pesos sao iguais vamos mostrar um resultado auxiliar
que € a generalizacao da propriedade da co-integral para o tensor M, q4,...q,, veja a figura
3.30.

Com esse resultado é trivial mostrar a validade da propriedade da co-integral. A
contracao da integral com a co-integral, que aparece no resultado mostrado na figura 3.30,
¢ chamada de estabilizacao. Em termos de diagramas isto equivale a adicionar uma alga a
mais no handlebody com um sistema de curvas especifico. Acrescentar uma estabilizacao
a um diagrama de Heegaard nao altera a variedade obtida deste diagrama [4]. Na figura

3.31 um exemplo de estabilizagao é dado, no caso um diagrama de Heegaard de género dois
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N

Y L5 = Thy M M M e
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= 7 et 7

/e/e/e_,/e QA)"C’H’D

Figura 3.30: resultado auxiliar para a prova da propriedade da co-integral.

é transformado em um diagrama de Heegaard de género trés e isto nao muda a variedade
obtida deste diagrama, mas muda a funcao de particao de forma trivial, conforme vere-
mos mais adiante. A contracao da integral com a co-integral é numericamente igual a

dimensao da élgebra (ver apéndice B).

diagrama original novo diagrama

Figura 3.31: exemplo de estabilizacao, aqui um diagrama de Heegaard de género dois
é transformado em um de género trés, sem que a variedade obtida a partir deste seja

mudada.

A prova de que a propriedade da co-integral nao altera a funcao de particao é dada
na figura 3.32 abaixo, usando a generalizacao da propriedade da co-integral para o tensor

M, a5-a,, que fol mostrada na figura 3.30.

AN
:YSA\ ToA—>€ A
L MeAy L a2, L opem
v :
Iy

Figura 3.32: prova da propriedade da co-integral.

Conclui-se portanto que essas trés transformacoes, sliding, two-point move e pro-

priedade da co-integral, quando aplicadas em um diagrama deixam o peso associado a
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estes invariante. Sendo assim, se mostrarmos que os passos de Pachner podem ser escritos
como sendo uma sequéncia de slidings, two-point moves e a propriedade da co-integral,
entao mostramos que a funcao de particao é invariante pela acao dos passos de Pachner
a menos de fatores de escala. A seguir vamos mostrar como gerar cada um dos passos de

Pachner com uma sequéncia de slidings, two-points move e a propriedade da co-integral.

3.5 Invariancia da Funcao de Particao pela Acao dos

Passos de Pachner

Nessa secao iremos mostrar que os passos de Pachner podem ser gerados por uma
sequéncia de sliding, two-point move e a propriedade da co-integral. Isso é o suficiente

para mostrar que a funcao de particao é quase topologica.

3.5.1 Move (1,4,6) < (4,10, 10)

Vamos comegar mostrando como gerar o passo (1,4, 6) < (4,10, 10) como uma sequéncia
de slidings, two-point moves e a propriedade da co-integral. Considere a configuragao
(4,10,10) cujo diagrama é o desenhado na figura 3.33 (a). Na figura 3.33 (a) aplicamos
um sliding de duas curvas vermelhas, conforme mostrado na figura 3.33 (b), e em seguida
um two-point move para eliminar os cruzamentos desnecessarios e desta forma obtemos

o diagrama da figura 3.33 (c).

(b) (c)

Figura 3.33: prova do passo de Pachner (1,4,6) <> (4,10, 10), parte 1.
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No diagrama da figura 3.33 (c) aplicamos outro sliding, nas duas curvas vermelhas,
conforme mostrado na figura 3.34 (a), um two-point move para eliminar os cruzamentos
desnecessarios e finalmente usamos a propriedade da co-integral no diagrama da figura

3.34 (b) e obtemos o diagrama desenhado na figura 3.34 (c).

2. 5 8

(c)

Figura 3.34: prova do passo de Pachner (1,4,6) <> (4,10, 10), parte 2.

Note que podemos aplicar exatamente o mesmo procedimento do lado esquerdo e do
lado direito da figura de forma a obtermos o diagrama desenhado em 3.35 (a). Usando
uma sequéncia de tres two-point passos podemos separar a curva vermelha, que esta por

tras de todas as outras, do resto do diagrama

VNG I
X ) 239
K @

(a)

Figura 3.35: prova do passo de Pachner (1,4,6) <> (4,10, 10), parte 3.

As curvas azuis que sao paralelas podem facilmente ser removidas do resto do diagrama
com um sliding e um two-point move, conforme feito na figura 3.36 (a) e (b) de modo a
obtermos o diagrama da figura 3.36 (c), que equivale ao diagrama da configuracao (1,4, 6)

multiplicado por alguns fatores, os quais serao discutidos com detalhes adiante.
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(a)

(b) (c)

004

Figura 3.36: prova do passo de Pachner (1,4,6) <> (4,10, 10), parte 4.

Portanto o passo de Pachner (1,4,6) <> (4,10, 10), quando aplicado em um diagrama,
nao muda o peso associado a este, exceto por fatores multiplicativos. Embora a demons-
tragao tenha sido feita para o passo (1,4, 6) — (4, 10, 10) a mesma coisa pode ser feita para

passo (1,4,6) < (4,10,10), uma vez que todas as transformagoes usadas sdo inversiveis.

3.5.2 Passo (2,7,9) < (3,9,10)

O procedimento que usaremos para mostrar como gerar o passo (2,7,9) < (3,9, 10)
com uma sequéncia de slidings, two-point moves e a propriedade da co-integral, é analogo
ao usado para mostrar o passo (1,4,6) < (4,10,10). Considere o diagrama da con-
figuracao (3,9,10) na figura 3.37 (a). Primeiro fazemos um sliding com as curvas ver-
melhas mostrada na figura 3.37 (b) e em seguida um two-point move para eliminar os
cruzamentos desnecessdrios, e assim obtemos o diagrama da figura 3.37 (c).

No diagrama da figura 3.37 (c) fazemos um sliding das curvas vermelhas, conforme
mostrado em 3.38 (a) e um two-point move é usado para eliminar os cruzamentos na
figura 3.38 (b). Com a propriedade da co-integral podemos separar do diagrama uma
estabilizagao, conforme mostrado na figura 3.38 (c)

Agora usaremos uma sequéncia de sliding e two-point para eliminar as faces paralelas
do diagrama. Na figura 3.39 (a) usamos um sliding na curva azul mostrada na figura e

em seguida, em (b) usamos dois two-point move e obtmemos o diagrama da figura 3.39

(b).
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(a) (b) (c)

Figura 3.37: prova do passo de Pachner (2,7,9) <> (3,9, 10), parte 1.

R L

(c)

Figura 3.38: prova do passo de Pachner (2,7,9) <> (3,9, 10), parte 2.

§E ¥ §
(a)

Figura 3.39: prova do passo de Pachner (2,7,9) <> (3,9, 10), parte 3.

(b) (c)

Aplicamos outro sliding na curva azul e obtemos o diagrama da figura 3.39 (c), e com
uma sequencia de tres sliding pode-se separar uma curva azul do diagrama, como na figura
3.40 (a). Poderiamos fazer o mesmo com a outra curva azul, mas a fim de deixar este

igual ao diagrama da configuragao (2,7,9) vamos fazer a seguinte coisa: uma sequéncia
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de dois sliding na curva azul conforme mostrado na figura 3.40 (b) seguido por véarios

two-point moves para eliminar os cruzamentos desnecessarios, e obtemos desta forma o

diagrama da figura 3.40 (c).

S~ . O
(a)

(b) (c)

Figura 3.40: prova do passo de Pachner (2,7,9) <> (3,9, 10), parte 4.

Nao ¢ dificil perceber que o diagrama da figura 3.40 (c) possa ser deformada no
diagrama mostrado na figura 3.41, e que este, por sua vez, é o diagrama da configuragao

(2,7,9), como queriamos mostrar.

O

Figura 3.41: prova do passo de Pachner (2,7,9) <> (3,9, 10), parte 5.

Portanto, como foi mostrado, é possivel gerar o passo de Pachner (2,7,9) <> (3,9, 10)

através de sliding, two-point move e propriedade da co-integral.

3.5.3 Fatores Numéricos na Funcao Particao
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Quando escrevemos os passos de Pachner como sendo uma sequéncia de sliding, two-
point moves e propriedade da co-integral, notamos que alguns fatores numéricos aparece-

ram no resultado final, tais fatores sao os mostrado na figura 3.42.

(a) (b) (c)

Figura 3.42: os trés tipos de fatores numéricos que aparecem na funcao de particao

Todos os fatores que estao desenhados na figura 3.42 sao numéricamente iguais a
dimensao da algebra (apéndice B), porém cada um deles tem um significado diferente.
Os circulos fechados na figura 3.42 (a) e (b) s@o chamados de circulos triviais, pois nao
possuem nenhuma interseccao. Note que, quando geramos os passos de Pachner em termos
de sliding, two-point move e a propriedade da co-integral, nenhuma curva foi criada nem
destruida. No entanto, como jd dito antes, o passo de Pachner (1,4,6) — (4,10, 10), por
exemplo, aumenta o nimero de faces (curvas azuis) em seis unidades e aumenta o nimero
de links (curvas vermelhas) em quatro unidades e isso parece ser uma contradi¢ao. O que
acontece é que os passos de Pachner nao aumentam nem diminuem os nimeros de faces
ou links, eles s6 separam faces e links do restante do diagrama. Concluimos entao que
para cada curva azul que é "destruida”pela acao de um passo de Pachner ganha-se um
circulo azul separado do restante do diagrama, e o mesmo vale para curvas vermelhas.
Existe ainda a questao da estabilizacao, note que para cada tetraedro que é ”destruido”,
pela acao de um passo de Pachner, ganha-se uma estabilizagao. Por exemplo, considere
o passo de Pachner (2,7,9) < (3,9,10), em que o nimero de tetraedros diminui em uma
unidade, o niimero de faces em duas unidades e o nimero de links em uma unidade, veja
que quando geramos este passo usando slidings, two-point moves e a propriedade da co-
integral, aparecem duas curvas azuis separadas do diagrama, sendo que destas duas curvas
azuis uma é um circulo trivial e uma faz parte de uma estabilizacao; aparece também uma
unica curva vermelha a qual faz parte desta estabilizacao; existe uma tunica estabilizacao
neste caso, que esta de acordo com o numero de tetraedros que foram ”destruidos”.

Mas qual é o efeito destes fatores numéricos na funcao de particao? Considere duas

triangulacoes distintas da mesma variedade, £ e £,. Como L e L5 sao triangulagoes da
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mesma variedade, essas sao conectadas por uma sequéncia de passos de Pachner. Suponha
que a triangulacao L; tenha ny; tetraedros, ng; faces e ny; links, para i = 1,2. Sabendo
que L, e Ly estao conectadas por uma sequéncia de passos de Pachner, podemos dizer
que a fungao de parti¢ao Z(M, L) é igual a fungao de particdo Z (M, Ly) multiplicada
por alguns fatores que dependem das diferencas entre os nimeros de tetraedros, faces e

links. Assim, podemos dizer que

Z(M,ﬁl) _ Z(M’EQ)enTl_nT2a(nFl_nFZ)_(nTl_nT2),U(nLl—nLQ)—(nTl—nTQ) ’ (32)

sendo a, v e e os respectivos pesos das curvas desenhadas na figura 3.42 (a), (b) e (c).
Entretanto, como ja dito anteriormente, todos esses pesos sao numericamente iguais a
dimensao d = dim (A) da algebra, ou seja, a = v = e = d, assim, temos que

dnFitnri—nri

Z(M, L) = Z(M,ﬁz)m 7 (3.3)
ou podemos simplesmente escrever
dnTl_nFl_nle(M’ El) — dnTz—an—anz(M7£2). (34)

Note que Z (M, L;) multiplicado por d"7i~"Fi="Li § jgual a Z(M, L) multiplicado
por d"TkTFETLE para todo ¢ e k, portanto essa quantidade é um invariante topologico e

definimos como sendo a parte topoldgica da funcao de particao

ZTOP (M) = drrrrrez(ML L) (3.5)
Z(M, L) = drrtremnr zTOP(Af), (3.6)

Como isso provamos que, quando a algebra A é uma &algebra de Hopf, a funcao de
particao 3.6 é quase topoldgica, o que significa que esta pode ser escrita como sendo
uma parte topologica multiplicado por uma parte que depende apenas dos ntimeros de
tetraedros, faces e links da triangulagao. Sendo assim, se quisermos calcular a fungao
de particao numa ou noutra triangulacao basta saber a diferenca entre os ntimeros de

tetraedros, faces e links delas.



Capitulo 4

Modelos Fisicos com Grupo de

Gauge Z»

No primeiro capitulo deste trabalho definimos as teorias de gauge sobre os diagramas
simplificados de Heegaard e o formalismo de Kuperberg, o qual vimos reduzir-se em casos
particulares, equivalentes ao modelo das teorias de gauge. No capitulo 3, apresentamos
uma prova da invariancia topoldgica da fun¢ao de particao do formalismo de Kuperberg
para o caso em que a algebra A é uma algebra de Hopf. Neste capitulo vamos estudar
em que condicoes a funcao de particao pode ser calculada exatamente, sendo G = Zs o

grupo de gauge.

4.1 Pesos Modificados das Faces

Considere uma variedade tridimensional M orientavel e sem fronteira e considere
também um diagrama simplificado de Heegaard D, o qual é proveniente de uma tri-
angulagao. Seja (A, m,A) uma élgebra e co-dlgebra (co-)associativa, (co-)semi-simples,
definidas sobre um corpo K =(R ou C) e cuja base {¢,} seja indexada pelos elementos do

grupo de gauge. Considere ainda S : A — A um mapa linear, tal que S? = I;. Conforme

69
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vimos, para reproduzir as teorias de gauge na rede ¢é necessario que

be b ¢c
Aa - 5(1 (sa’
-1

st o= o

Mue = M(abe),

sendo M(g) = e A (TT]s7]) T'(g) uma funcao de classe. Observe que nesse caso, em
que o grupo de gauge é o grupo Zs, a antipoda ¢ na verdade a identidade, pois g = g+

nesse grupo, e portanto ficamos com

No capitulo 3 vimos que quando a algebra A é uma algebra de Hopf a funcao de
particao é quase topoldgica e portanto pode ser calculada exatamente. No entanto algu-
mas vezes é possivel que a algebra nao seja exatamente uma algebra de Hopf e, mesmo
assim, a funcao de particao possua as mesmas caracteristicas da funcao de particao quase
topoldgica, isto é, dependa da topologia da variedade M e dependa trivialmente da tri-
angulacao L.

Seja (A, m,e, A e, S) uma élgebra de Hopf. Se trocarmos o mapa de multiplicacao m
por m = Am, sendo \ € K, a nova algebra nao serda uma algebra de Hopf, pois conforme

pode ser visto na figura 4.1 a relacao de bi-dlgebra nao é satisfeita (a menos que A = 0, 1).

L / _ / — N—>=m — _ — NA—>=m —>
/m%A\ =A /m%A HAKW% = A HAXWL%
\mﬁA/ _ — A—>m —> N \2 \mﬁA/ _ HAHT%
el N — A—>m — el N — A\Z>Mm —

Figura 4.1: a relacao de bi-algebra nao é satisfeita, a menos que A =0, 1.

Portanto (A, 7, e, A€, S) ndo é uma algebra de Hopf em geral. Com a troca de m
por 7 = Am o tensor My, também sofre uma alteracio e fica Mg = N> My € a funcéo

de particao por sua vez assume a seguinte forma

7 = ZHMabcHSga

conf f o
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mas, mesmo se a algebra nao for uma algebra de Hopf, a funcao de particao acima possui
as mesmas caracteristicas da funcao de particao quase topolégica, veja

Z = Z H (N’ M) H SY = \3nr Z H M,,. H §Y = )3k ZQTOP

conf f o conf f o

em que ngp é o numero de faces da triangulagao. Portanto a algebra nao precisa ser
necessariamente uma algebra de Hopf para que a funcao de particao seja calculdvel.
Uma vez que o formalismo de Kuperberg serd equivalente ao modelo das teorias de
gauge se, e somente se, os tensores A% e SY forem escolhidos convenientemente, nao existe
muitas possibilidades de escolha do tensor mg, que resulte em uma algebra de Hopf. Uma
possibilidade é fazer m¢, = d(c, ab), pois assim o sexteto (A, m,e, A €, S) sera o que define
a algebra de grupo (apéndice B), a qual é uma &lgebra de Hopf. Assim, se considerarmos

que A = KG, o peso associados as curvas azuis do diagrama fica

Mabc =1tr (QOaQObQOc) =1tr (Qpabc) )

e a teoria serd quase topologica.

Alternativamente ao peso definido na figura 4.2 (a) podemos considerar o peso definido
em 4.2 (b). Note que em (a) tem-se uma algebra arbitraria e o trago tomado na repre-
sentacao regular, ja em (b) a &lgebra é necessariamente a algebra de grupo e o trago
é tomado numa representagao qualquer. O peso definido na figura 4.2 (b), embora seja
definido em uma algebra de Hopf, nao leva necessariamente a uma teoria quase topologica
como pode-se pensar, pois os resultados sobre a invariancia topoldgica da funcao de
particao, mostrados nos capitulos anteriores, dizem respeito ao sistema de peso definido
em 4.2 (a). Entretanto, conforme veremos, a func¢ao de partigdo, com My, definido na
figura 4.2 (b), possui as mesmas propriedades da funcdo de particdo quase topolégica em
certas condigdes. Por conveniéncia, passaremos a considerar o peso definido em (b) e nao
mais o definido em (a) como tem sido feito até agora.

Note que, na definicao de tal peso, a propriedade ciclica nao fica clara, mas o fato
de Tr ser uma funcao invariante por permutacoes ciclicas garante essa ciclicidade!. No
caso particular da algebra de grupo fungoes invariantes por permutacoes ciclicas podem

também serem chamadas de fun¢ao de classe, pois é valida a seguinte propriedade

f (avppa—) = f(pp) Va,beG.

'Uma funcio f : A — X é invariante por permutacoes ciclicas se esta é uma transformacio linear tal

que f(papppe) = f (Popca) = f (PcPatpp)-
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¢ b
C\M/b _ Y m-—>m-—>m :\mﬂm/ C\M*/b — Y>m-—>m-—Tr
T N b/ c/ o \m/A T B b/ c/
(a) (b)

Figura 4.2: em (a) o trago tomado na representacao regular e a dlgebra é arbitraria e em

(b) o trago tomado numa representacao arbitraria e a dlgebra é a algebra de grupo.

O peso definido na figura 4.2 (b) pode ser parametrizado por elementos do centro da
algebra, ou seja, pode ser construida uma correspondéncia um-para-um entre tal peso e
os elementos do centro da algebra, conforme o teorema a seguir garante. Isso significa que
o peso definido em 4.2 (b) pode ser escrito conforme mostrado na figura 4.3, sendo z um

elemento pertencente ao centro da algebra de grupo.

AN m—m Ty M > —> 1 —>m

A= T s 2

Figura 4.3: parametrizagao por elementos do centro da algebra.

Teorema 4.1 Seja A = KG. Considere tr : A — K o traco na representacao reqular e

considere também Z (A) o centro da dlgebra A. Entdao sao vdlidas as sequintes afirmagoes:

i) - Seja z € Z(A), entao a fungao g : A — K, definida por

g(pa) =tr(z¢,), VaedGq,

é uma funcao de classe.

ii) - Seja f : A — K uma funcao de classe, entao existe z € Z (A) tal que

[ (pa) =tr(z¢.),  VaeQG.

PROVA:
A prova da primeira parte deste teorema é trivial, para isso basta notar que a fungao tr
é uma funcao de classe. Isso, combinado com o fato de z comutar com todos os elementos

da algebra, garante que g (¢,) é uma funcao de classe.
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Ja para a segunda parte, precisamos mostrar que existe um elemento z € Z (A) para
o qual a relacdo enunciada no teorema seja satisfeita. Para isso considere z = ¥ ¢y, um

elemento mais geral possivel do centro da algebra , assim ficamos com

f ((Pa) =tr (Z 90&) =25 tr (QOkSOa) =7 Gka,
——

9ka
sendo o tensor g, a métrica da algebra, que no caso em que a algebra é semi-simples é
i tvel, i 5, exi ab tal ab — §b d i lui
sempre inversivel, isto ¢, existe o tensor g’ tal que gi, g*° = 0}, sendo assim concluimos

que

ab k ab
a =z a
fpa)g Jka g

5

= 2= f(¢a) gab'

Isso garante a existéncia de um elemento z € Z tal que toda funcao de classe f (¢q)

possa ser escrita como

f(pa) =tr (2 ¢a) -

Considerando o teorema 4.1, podemos dizer que

Mabc =1T1r (Spabc) =1tr (Z SDabc) .

Resta agora saber para quais valores de z a funcao de particao sera quase topolégica
ou pelos menos possui propriedades andlogas as da quase topolégica. Note que no caso
em que z = ¢, que é a identidade da dlgebra de grupo, ficamos com Mgy = t7r (Qape), que
¢ 0 caso em que a algebra é uma algebra de Hopf e o peso é o mesmo que foi definido no
modelo de Kuperber. Portanto, para z = ¢, a teoria é quase topoldgica. No caso de grupos
abelianos qualquer elemento da algebra serd um elemento do centro da algebra, entao o
elemento z mais geral possivel é z = zFy; o que significa que podemos parametrizar a

k

teoria pelos coeficientes 2", como sera discutido a seguir.

4.2 Teorias de Gauge com Grupo de Gauge 7Z-

Passemos a considerar o caso em que o grupo de gauge é Zy = ((—1)9 : g = 0,1)%

Assim a base da algebra de grupo é formada por {pg, @1} e um elemento geral do centro

2Algumas vezes usamos a notacio gh para simbolizar o produto de (—1)9(—1)"

(~1)9(=1)" = (~1)oh,

, isto é, gh =
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da algebra de grupo é dado por z =7y o + 1 ¢1. Considerando ¢y = (1,0) e p; = (0, 1),
escrevemos z = (7, 7).

O peso M. é entao dado por

Mabc =tr (Z (pabc) =7 tr (Soabc) + n tr (‘pl%oabc) . (41)

Conforme ja discutimos, a teoria é quase topoldgica quando z = (1,0), e portanto a teoria
serd quase topoldgica quando z = (7, 0), pois a constante v é s6 um fator de escala na
funcao de particao. Antes de prosseguirmos em nossa busca por pontos calculaveis da
funcao de particao, vamos calcular explicitamente o valor da mesma para uma teoria de

gauge definida sobre duas variedades tridimensionais de interesse em fisica, que sao elas

S3 e S x St x St

Exemplo 4.1 Cdlculo da Funcao de Particio sobre S*, no Caso Quase Topoldgico z =

(\,0).

No capitulo 2 construimos um diagrama simplificado de Heegaard para a variedade
S3 no exemplo 2.1, e para este exemplo vamos considerar a mesma triangulacao £ usada
no exemplo 2.1, que consiste de dois tetraedros com todas as faces coladas. E importante
notar que tal diagrama nao € tinico, mas o fato de a funcao de particao ser quase topoldgica
para z = (1,0) garante que podemos calcular a mesma em uma ou noutra triangulacao
(diagrama), bastando multiplicar o resultado por um fator de escala que depende dos
nimeros de tetraedros, faces e links (estabilizagoes, curvas azuis e curvas vermelhas).
Outro detalhe importante é que nesse caso, z = (1,0), a dlgebra é uma élgebra de Hopf e
o peso das faces é o traco na representacao regular, portanto sao validos sliding, two-point
move e a propriedade da co-integral.

A funcao de particao que queremos calcular é a esquematizada na figura 4.4.

Usando sliding, two-point move e a propriedade da co-integral vamos simplificar o
diagrama da figura 4.4. No que segue, as curvas que estao sendo manipuladas estao
desenhadas tracejadas para simples efeito de identificacao e facilitar na visualizacao. No
diagrama da figura 4.5 (a) aplicamos uma sequéncia de um sliding e um two-point move
na curva vermelha em destaque, obtendo assim o diagrama desenhado na figura 4.5 (b).
Repetimos o mesmo procedimento no diagrama da figura 4.5 (b) e obtemos um novo

diagrama, que é o desenhado na figura 4.5 (c).
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Figura 4.4: diagrama de Heegaard de S*

(a) (b) (c)

Figura 4.5: calculo da funcao de particao para S®, parte 1.

Note que as trés curvas vermelhas, em destaque na figura 4.6 (a), sao paralelas e
portanto duas delas podem sem retiradas do diagrama, pelo mesmo argumento usado
na prova da invariancia topoldgica dos passos de Pachner, no capitulo anterior. Assim,
obtemos o diagrama desenhado na figura 4.6 (b), com dois circulos triviais separados do
restante do diagrama. Uma outra sequéncia de slidings e two-point moves transformam o
diagrama da figura 4.6 (b) no diagrama da figura 4.6 (c), o qual pode ser transformado
no diagrama da figura 4.7 (a) com o uso da propriedade da co-integral.

Mais uma vez, utilizamos uma sequéncia de slidings e two-point moves no diagrama da
figura 4.7 (a) e obtemos o diagrama desenhado em 4.7 (b), o qual pode ser transformado
no diagrama 4.7 (c) com o uso da propriedade da co-integral.

Nao é dificil perceber que o diagrama da figura 4.7 (c) pode ser transformado no
diagrama 4.8 (a), e esse por sua vez no diagrama 4.8 (b). O restante dos passos es-

quematizados na figura 4.8 ¢ trivial. O resultado final é o diagrama desenhado na figura
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OO
(a) (b) (c)

Figura 4.6: calculo da funcao de particao para S3, parte 2.

(pa &2 2

O0® O0® OO0
(a) (b) (c)

Figura 4.7: calculo da funcao de particao para S®, parte 3.

4.8 (d), que é o produto de ciclos triviais com algumas estabilizagoes.
O O O0O0O lnlnle
(b) (c) (d)

Figura 4.8: calculo da funcao de particao para S®, parte 4.

Este resultado fornece o valor da funcao de particao. Visto que todos os constituintes
do diagrama da figura 4.8 (d) s@o numericamente iguais a dimensao da dlgebra (que nesse

caso é d = 2), obtemos
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Z(S*.L)=d*d" d* =2,
Pode-se extrair, do resultado acima, o valor da funcao de particao topolégica, para

isso basta usar o resultado obtido na equacao 3.5, e assim obtemos o termo topoldgico da

funcao de particao, que é
1
ZTOP (%) = 2~4-67($3, £) = 278 27 >

Imagine agora que queiramos calcular a funcao de particao numa nova rede L', a qual
possui nr, ng e ny, tetraedros, faces e links, respectivamente. Considere ainda que nao
queremos saber o valor da fungao de partigao no ponto z = (1,0) especificamente e sim
sobre a reta z = (A,0). Uma vez que conhecemos o termo topolégico da funcao isto pode

ser calculado de forma extremamente simples,

Z/(SS,;C/) _ )\np ZTOP(S?)) an+TLL—TLT

= (2\)"F 2nemnT L

SO0

Conforme veremos ao final do capitulo 4, o resultado obtido no exemplo acima cor-
responde ao limite de baixas temperaturas das teorias de gauge na rede com grupo de

gauge Zs e cuja rede é na verdade uma discretizacao de S3.

Exemplo 4.2 Cdlculo da Funcao de Particao sobre S'xS*x S, no Caso Quase Topoldgico
z = (A,0).

Um caso de bastante interesse em fisica é aquele no qual definimos uma teoria de
campos sobre a variedade S! x S' x S, que corresponde a uma teoria com condicoes
periddicas de contorno. Considere, por simplicidade, uma rede cibica formada por um
unico cubo, conforme mostrado na figura 4.9 (a). Vamos primeiramente construir uma
rede que seja a discretizacao de S x S! x S!', mas que nao é uma triangulacao, e em
seguida vamos triangulariza-la. Para simples efeito de identificacao todos os links estao
enumerados com nimeros de 1 a 12. As seis faces que constituem este cubo sao as seguintes
(usando a convencao para nomenclatura das faces definida no capitulo 3): A[l,2,3,4],
B[2,10,7,9], C[1,11,8,10], D[5,6,7,8], E[4,12,5,11] ¢ F[3,9,6,12], na figura 4.9 (a) as

faces A e B estao em destaque por motivos que ficarao claros a seguir.
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12 9

(a) (b)

Figura 4.9: rede ctbica com condic¢oes periédicas de contorno.

Impor condicoes periddicas de contorno significa dizer que as faces paralelas deste cubo
estao identificadas umas as outras, sendo assim temos que a face A esta identificada com
a face D, a face B com a face F e a face C' com a face F'. O resultado é uma rede formada
por apenas trés faces A, B e C'. Os links desta rede também estao identificados, note que
os links 2, 4, 7 e 5 formam um mesmo link apds a identificacao das faces, o mesmo vale
para os links 1, 3, 6 e 8 e os links 9, 10, 11 e 12. Portanto o resultado final é uma rede
com apenas trées links (1, 2 e 3) e trés faces (A, B e C).

O diagrama simplificado de Heegaard proveniente desta rede é entao formado por trés
curvas azuis e trés curvas vermelhas. Falta agora saber em que ordem tais cruzamentos
ocorrem. Na figura 4.9 (b) podemos ver um desenho esquemético que ajuda nesta visu-
alizacao. Veja que se circularmos ao redor do link 2, na ordem sugerida no desenho, a
sequéncia em que as faces sao interceptadas ¢ a seguinte: 2[AB~'A~!B], portanto esta
deve ser a ordem dos cruzamentos no diagrama de Heegaard. Usando o mesmo raciocinio
nao é dificil perceber que a ordem dos cruzamentos para os links 1 e 3 sao as seguintes:
1[CATIC~1A] e 3[BCB~'C™!], e com isso o diagrama de Heegaard fica conforme mostrado
na figura 4.10

O calculo da funcao de particao pode ser feito explicitamente por meio das contragoes
dos tensores My, e A" % 1o entanto estamos considerando Zs como sendo o grupo
de gauge, e este por sua vez é um grupo abeliano, o que significa que algebra de grupo é
(co-)comutativa. O fato de tal dlgebra ser co-comutativa implica que podemos rearranjar
a ordem dos cruzamentos entre as curvas da maneira que nos for mais conveniente, sendo

assim a fungao de partigao resume-se no célculo do diagrama da figura 4.11 (a), que nada
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Cr D
1 2 3
C Q\. 1 )
( 10 o~ __ ) ( —®
A J kB J
L J

Figura 4.10: diagrama simplificado de Heegaard de S! x St x S*

mais é que o diagrama da figura 4.10 com a ordem dos cruzamentos alterados.

OOO
B OOO

( A

(a) (b)

Figura 4.11: cdlculo da funcao de particao para S* x St x St

Trivialmente vemos que, com alguns two-point moves, o diagrama da figura 4.11 (a)
resume-se ao diagrama da figura (b), o qual é numericamente igual & dimensao da algebra

elevado a sexta poténcia, portanto
Z (8" xSt xshL)y=d =2°
se considerarmos z = (1,0). No caso mais geral em que z = (A, 0) ficamos com
Z(S'x St x ShL)y=d"=2°N.

A maneira como procedemos para discretizar a variedade S x S x S! é andloga & forma
como construimos o diagrama de Heegaard proveniente de uma triangulacao, no entanto
a rede que utilizamos é cubica. A fim de comparar os resultados conhecidos para redes
triangulares com o célculo da funcao de particao de S' x S x S!, vamos triangularizar
o cubo desenhado na figura 4.9 (a). Certamente que hé vdrias maneira de se fazer isso,
mas visto que a teoria é quase topoldgica para z = (A, 0), todas essas formas devem ser

equivalentes.
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Primeiramente fazemos uma subdivisao do cubo conforme ilustrado na figura 4.12 (a),
que é muito parecido com o passo de Pachner (1,4,6) — (4, 10,10). Com isso obtemos,
nao mais um cubo mas sim uma colagem de piramides de faces quadradas (figura 4.9 (b)).

Na figura (c) pode-se ver uma das piramides evidenciada para efeito de visualizagao.

\

(a) (b) (c)

Figura 4.12: Subdivisao de um cubo em piramides de base quadrada.

O cubo esta agora discretizado em seis piramides de faces quadradas e quando impomos
as condigoes periddicas de contorno, na verdade o que estamos fazendo é identificando as
bases de duas piramides, de modo que o resultado desta identificacao sao duas piramides
que compartilham a face quadrada, como mostrado na figura 4.13 (a). Em seguida
fazemos uma nova subdivisao tracando-se um novo link que liga os dois vértices de cada
uma das piramides (figura 4.13 (b)) e o resultado sdo quatro tetraedros colados uns aos
outros, semelhante ao passo de Pachner (2,7,9) — (3,9,10). Na figura 4.13 (c) pode-se

ver um dos tetraedros evidenciado.

(a) (b) (c)

Figura 4.13: em (a) duas piramides compartilhando uma mesma face e em (b) a trian-

gulacao desta configuracao.

Ao final deste processo o resultado obtido é uma triangulacao do cubo. Cada cubo
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¢ subdividido em seis piramides, e cada par de piramides coladas dao origem a quatro
tetraedros, assim para cada cubo da rede ganha-se 4><g = 12 tetraedros. A triangulagao do
cubo desenhado na figura 4.9 possui portanto 12 tetraedros. Falta ainda contabilizarmos
os numeros de faces e links desta triangulagdo. Na figura 4.12 (b) pode-se ver que o
numero de faces e links sao, respectivamente, 15 e 11, lembrando que estamos considerando
que as faces paralelas estao identificadas assim como os respectivos links. Na colagem
subdividimos a colagem de duas piramides, conforme ilustrado na figura 4.13, ganhamos
3 novas faces e um novo link. Portanto, visto que para triangularizar o cubo da figura 4.12
sao necessarias mais trés subdivisoes das piramides coladas, concluimos que o ntimero de
faces aumenta em 3 x 3 = 9 unidades e o nimero de links em 3 x 1 = 3 unidade, portanto
o resultado final é uma triangulacao com 12 tetraedros, 24 faces e 14 links. Mas o que
podemos dizer sobre o género do diagrama de Heegaard antes e apds a triangulacao? O
handlebody do diagrama de Heegaard de um cubo simples, como o da figura 4.12 (a) é a
vizinhanga tubular do desenhado da figura 4.14 (a), e quando fazemos a identificacao das
faces paralelas obtemos uma diagrama de género trés. Ja o diagrama de Heegaard do cubo
subdividido em piramides ¢ um pouco mais complicado de visualizar, o handlebody deste
diagrama é a vizinhanca tubular do desenho feito na figura 4.14 (b). Nao é muito dificil
perceber que o género desde handlebody é 7, apds identificarmos as faces paralelas do
cubo o resultado obtido é um handlebody de género 7 4+ 3 = 10. Na figura 4.13 vé-se que
quando subdividimos a colagem de duas piramides o género aumenta em uma unidade,

assim como no passo de Pachner (2,7,9) — (3,9, 10). Portanto o género do diagrama de

.

(a) (b)

Heegaard obtido da triangulacao de S* x S* x St é 13.

Figura 4.14: em (a) o 1—esqueleto da rede dual a uma rede ciibica e em (b) o 1—esqueleto

da rede dual a subdivisao da rede cubica.
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Resumindo, a discretizacao de S' x S' x S! por um cubo com as faces paralelas
identificadas possui género 3, 3 faces e 3 links. Ja a discretizagao desta mesma variedade
em tetraedros possui género 13, 24 faces e 14 links. Uma vez que calculamos a fungao de
particao de St x St x S para redes ctibicas, podemos agora calcular a funcao de particao
para a rede triangular bastando saber a diferenca entre o género, nimero de faces e links
destas redes. Seja Lo a rede cuibica e seja L1 a rede triangular obtida da triangularizagao

da rede ctibica e usando o resultado obtido no final do capitulo 3 obtemos

Z(S* x St x SY Lr) = Z(S*x St x S Lo)d B3

i

~
26

2%,

Uma vez que conhecemos a funcao de particao para uma rede triangular, podemos

calcular a parte da funcao de particao que depende somente da topologia, isto é, podemos

calcular ZTOF(S* x S* x S') usando

ZTOP(S' x 8t x 8 = Z(S'x S' x 8, L) drrretn

228 2—24—14+13

= 23

SO0

Existem ainda outros valores de z para os quais a funcao de particao seja calculavel,
mas antes de encontra-los discutiremos a invariancia da funcao da particdo por trans-

formacoes de base.

4.2.1 Invariancia da Funcao de Particao por Transformacoes de

Base

A funcao de partigao é invariante por transformagoes de base pois todos os indices dos
tensores estao somados, isto é, nao ha indices livres, e quando isso ocorre o resultado é
invariante por tais tipos de transformacao. Isso pode ser visto se considerarmos A uma

matriz a qual ¢ uma transformacio de base (det A # 0). Um tensor do tipo T2k 0
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transforma-se da seguinte maneira

—biby---by, _ _ _ byb---by, b b bgl
Tal1a2~“ak = {A 1}3'1{14 1}32 T {A 1}35,: Talla;“ak AbiAbz T Abn’
conforme pode ser visto na figura 4.15.
N A/’
S NS
T = A>T >A—
\ %

/ \

Figura 4.15: mudanga de base de um tensor arbitrario.

Sendo assim os tensores A% m¢, e SY transformam-se como mostrado na figura 4.16
(a). Observe na figura 4.16 (b) que, apds uma transformagao de base, quando hé a
contracao de dois indices ha um produto de A com A~!, que é o mapa identidade e portanto
nada muda. Como ja dito antes, na funcao de particao do formalismo de Kuperberg todos

os indices estao contraidos e isso significa que o resultado final independe da transformacao

de base.
N1 e
A A
\m% = \m%A% —>A/ = S A 1—>A/ ‘>§—>E‘>A7L>S‘>A‘>
A ~
(@)
N1 A Nl A
A A A A
A N A S

Figura 4.16: mudanga de base das contantes de estrutura da (co-)algebra.

No entanto, se a transformacao de base é tal que nao deixa invariante o tensor A
e SY, o formalismo de Kuperberg nao pode mais ser interpretado como uma teoria de
gauge, portanto transformacoes de base nao alteram a funcao de particao, mas mudam a
teoria. Um fato bastante relevante que pode ser estudado por meio de mudancas de base

sao as dualidades entre modelos de teorias de gauge na rede e o modelo e outros modelos
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fisicos, como o modelo de Ising, por exemplo. Esse fato foi parcialmente explorado para
teorias de campos tridimensionais em [10].

Se estivermos interessados em mudancas de base que nao mudam a interpretacao do
modelo, ou seja, transformacoes de base que levam as teorias de gauge e novas teorias
também de gauge, somente pode-se usar tipos especificos de transformacoes de base que
nio alteram os tensores A% e S¥, caso contrdrio nio estaremos mais tratando de teorias
de gauge. Mas isso nao é um problema, pois do ponto de vista do calculo da funcao de
particao, podemos usar a transformacao de base que for mais conveniente para tal, mesmo
que esta transformagao nao leve a uma teoria de gauge.

Antes de prosseguirmos, vamos descobrir quais mudangas de base deixam Ab e SY
invariantes, em outras palavras queremos encontrar as transformacoes lineares AY que

satisfacam as seguintes propriedades
A=ATTAAA = AV = {A_l};AZCAzAj
ou equivalentemente

AV = {ATM}eAbAY A2

AVAT = AJ{ATN)S AFAYAL
—_———
5
Z AT a ¢b e z
SUSTAT = §USbCAVAZ,

AlSY = AVAZ,

esse resultado nos diz que Ag =0 ou A? = 1, e se numa determinada linha houver um
elemento igual a um, entao todos os outros elementos desta linha devem ser nulos. Para
0 caso em que o grupo de gauge ¢ o grupo Zs, temos que as duas unicas transformacoes
de base aceitaveis sao as transformagoes Ay e A; dadas por
Ag = , A= ;
01 10

ou seja, a transformagao identidade e a transformacao que permuta os elementos da base.

4.2.2 Pontos Calculaveis da Funcao de Particao

Ja sabemos que a fungao de particao é calculavel no caso em que z = (v, 0), pois assim

recuperamos o caso, a menos um fator de escala, em que a algebra é uma algebra de Hopf
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e o peso é o mesmo do definido inicialmente no formalismo de Kuperberg. Conforme
mostraremos, outro caso em que a func¢ao de particao é calculavel é quando z = (0,1).

Nesse caso 0 peso My, fica

Mabc =tr (90190abc) = Mg =tr (@1909)7

observe que esse caso é equivalente a uma transformacao de base do caso em que z = (1, 0),
e tal transformacao ¢é a transformacao A;, que é uma das transformacoes que nao mudam
a interpretagao da teoria, entao o caso z = (0, 1) é equivalente ao caso em que z = (1,0) e
portanto a funcao de particao é calculdvel neste ponto e, pelo mesmo argumento ja usado
antes, a fungao de partigao é calculdvel para z = (0,7).

Usando um argumento bastante diferente, podemos mostrar que Z também é calculavel
quando z = ¢ + ¢1 = (1,1), essa demonstracao baseia-se no fato de que z = (1,1) é
uma co-integral (co-trago do mapa de co-multiplicagao) da dlgebra de grupo (apéndice

B), portanto é valido a seguinte relagao da figura 4.17.

Z— = Q‘) = 7’}%% EZ*>

—>€
z

(a)

SNES S S ANES S "

(b)

Figura 4.17: em (a) a co-integral da algebra de grupo e em (b) a parametrizagao com a

co-integral.

O peso My, fica como mostrado na figura 4.17 (b). Note que cada curva azul contribui
com uma estabilizacao para a funcao de particao, além disso as outras setas do tensor
M. s@o na verdade co-unidades, como pode ser visto na figura 4.17 (b). Estas setas
estao necessariamente ligadas a tensores A*1%2 % e portanto o resultado sao varios ciclos
triviais vermelhos e varias estabilizacoes. Para ser mais preciso teremos ng estabilizacoes
e ny, ciclos triviais vermelhos, na figura 4.18 temos um exemplo de o que acontece quando
M é 0 dado pela figura 4.17 (b).

Concluimos que quando z = (1, 1) a funcdo de partigao se trivializa, tudo o que obte-

mos nesse caso sao poténcias de estabilizagoes e ciclos triviais vermelhos, mas conforme ja
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\T A A //{ € \T A A el
AL A S b AT (G2 mo)
M _ € € € SN —
Z/ \A/ Y = @*E—nm) G\A/ A (_’rn) = 7
\MKAZ; \6 €KA<:€6 ( AHé)
z/ \A< Aﬁtm) 6\A<6

Figura 4.18: o modelo parametrizado com a co-integral é trivialmente fatoravel.

discutidos ambos sao numericamente iguais a dimensao da algebra e a funcao de particao

fica

Z (M, L) =drrtre,
Exemplo 4.3 Cdlculo da Funcio de Particio para S, no Caso z = (1,1).

Este é de longe o caso mais trivial de todos, pois para qualquer que seja a variedade e a
triangulacao, a funcao de particao ¢ a dada acima. No caso particular em que a variedade

¢ S3 e o diagrama simplificado é o mesmo usado no exemplo 4.1, obtemos
Z(s3’ E) — 28+6 — 214.
Nesse caso a parte topologica da fungao de particao é

Z70F = 1,

SO0

Resumindo, o que sabemos até agora é que a funcao de particao Z é calculavel em treés
retas do espago formado pelos parametros v e n). Tais retas sao (0,7), (7,0) e (v,7). Existe
ainda um outro valor de z para o qual Z pode ser calculada, que é o ponto z = (v, —7).

Isso pode ser provado simplesmente aplicando a seguinte transformagcao de base

note que
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O procedimento que usaremos, para mostrar que z = (1, —1) também é um ponto
em que a funcao de particao é calculavel, serda o seguinte: primeiro mostraremos que o
trago M, = tr ((¢o + np1) ¢,) transforma-se no traco M, = tr ((¢o + 1) p,) sobre tal
transformacao, o que equivale a dizer que este se transforma no traco da co-integral. Em
seguida mostraremos que para certos valores do parametro n as constantes de estrutura
da multiplicagao nao se alteram e portanto o peso associado as faces ficam exatamente
igual ao peso da figura 4.17 (b). Isso é suficiente para o nosso objetivo, pois o peso da
figura 4.17, possui a propriedade de separar todo o diagrama, conforme pode ser visto na
figura 4.18, o que faz com que a funcao de particao se trivialize.

Sendo assim, o traco M, transforma-se, sobre esta mudanca de base, da seguinte

maneira

=l

g = Lg M, = (52 ((52 + T}fl (531) tr(gpa) +n tr(gpl SDa)
|Go9 |Glo%

= |G| 62 (82 + 5)
= |G| 80 +|Gs,

ou seja, obtemos exatamente o que queriamos

Mg =tr((po+ 1) @g) =1tr (21 @q),

sendo z; = g + 1, que é um dos pontos em que a funcao de particao é calculdvel.

As constantes de estrutura da dlgebra transformam-se da seguinte maneira
my, = LY Ly RS m,),
ab = ~a b o af
fazendo os calculos obtemos

=0 _ .0 _ =0 _ 1 _
Mgy = Mgy = 1 5 Mg = 1 Mgy = 0,
=1 _ 1 _ =0 _ =2 ,,0 _ 2
Mgy = 1 Mgy = 0 ) myp =n-"mp=ns,
portanto para essas constantes de estruturas serao invariantes por essa mudanca de base

se fizermos

n?=1 = n==+l.

Para n = 1 reproduzimos o caso ja estudado (z; = ¢g + 1), por isso = 1 nao nos
interessa. Para n = —1 obtemos o caso z = @y — 1, 0 qual estamos interessados no

momento, passemos entao a considerar n = —1, dessa forma o peso M. passa a ser o

definido na figura 4.18.
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Para o célculo da funcao de particao resta ainda sabermos o que acontece que os

tensores de co-multiplicacao sobre tal mudanca de base
Abe b pc Ta ABy
A, =R RS Ly A,
assim ficamos com

b c TQ
A, = R} R LSS
= RYRSLY+ R RS LY
= 3% 8 (39 +n o))

= A ay(a),

sendo ay)(a) = 02 4+ n d, assim o co-trago na nova base fica

AY =R = a,(b),

a

note que a fungao a,(a), recém definida, possui a seguinte propriedade
ap(a) ax(a) = ana(a),
com isso concluimos que
A" = APPAT = AT =N 60 6 ae(b).

b
Tal relagao pode ser facilmente generalizada para
A d2an — a1 az o . an
A = E oy Oy O™ oy (D)
b
_ a1a2:--Gn
b
Resumindo, os tensores A% e M., sob tal mudanca de base, transformam-se da
seguinte maneira
>~ ai1a2:--+-an
A = D g, AN aa(ay),

M ape = tr(zr @ae) sendo zy = o+ @1

Para o calculo da funcao de particao numa rede arbitraria, os tensores A2 dn ¢

M. aparecem com os respectivos indices contraidos uns com os outros, mas o efeito da

a1a2--an

contracao de My, = tr (Z[ goabc) com os tensores A é¢ o mesmo que o mostrado na

figura 4.18. Isso significa que todos indices do tensor A% estarao contraidos com
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co-unidades. Além disso, ha uma poténcia de estabilizacoes correspondente ao ntimero de

faces da triangulagao, assim o resultado obtido é

€a1€ay " " €a, Aaazan _ ZE‘“E“Q . Ean(sgl 552 .. ,5gn ann(b) _ (1 + nl(l)) ’
b

sendo () o nimero de incidéncia de faces no link /.

Lembrando que estamos tratando do caso em que n = —1, logo

~a1a2°-An 0 ara I(l) =1im ar,
€ar€ay " * €ay A 1 = (1 + (_1)I(Z)) _ p (1) p
2 para I(l) = par.

Finalmente a fungao de particao, para z = ¢y — @1, fica
ZM, L)y =2 ] 1+ (-1)'Y),
1
o que significa que a fungao de partigao em (1, —1) serd nula se houver pelo menos um

link com incidéncia de faces impar, caso contrario a funcao de particao fica
Z (M, L) = 2"t

O ponto (1,—1) certamente é um ponto trivialmente topolégico da teoria, uma vez
que a funcao de particao depende da triangulacao, mas mesmo assim é possivel que a
funcao de partigao seja trivialmente calculada neste caso.

Obtemos entao quatro pontos para os quais a funcao de partigao é calculavel, sao
eles: z = (1,0), z = (0,1), z = (1,1) e z = (1,—1). Considere o espago formado pelos
parametros v e n de z, cada possivel valor de z corresponde a um ponto desde espaco
definido por (z = (y,7) € Kx K : z € Z(A)). Visto que o fato de Z ser calculavel
nos pontos descritos acima implica que Z é calculavel nas retas: z = (v,0), z = (0,7),
z = (v,7) e z = (v,—7). Na figura 4.19 temos um gréfico do espago formado pelos
parametros de z e as respectivas retas para as quais Z é calculavel.

Destas quatro retas em que a funcao de particao é calculavel somente dois pontos
correspondem a uma funcdo de partigdo topoldgica, que sdo os pontos (0,1) e (1,0).
Pode-se parametrizar uma teoria de gauge em funcao dos parametros v e 7, assim cada
modelo fisico corresponde a uma curva no espacgo de tais parametros. Decidir se uma
teoria serd quase topoldgica, ou se a funcao de particao serd calculavel, é uma questao

de saber se a curva que corresponde a um dado modelo passa por algum dos pontos
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Figura 4.19: pontos calculaveis da funcao de particao para grupo de gauge Z,.

desenhados na figura 4.19, ou mesmo se esta curva intercepta alguma das quatro retas
desenhadas na mesma figura. A seguir, vamos tratar de dois modelos especificos, que sao

0s casos em que a acao do sistema é a spin-gauge e a acao de Wilson.

4.3 Modelos Fisicos

Os modelos fisicos sao definidos se definirmos fungoes 7' : G — K de classe tais que a

acao do sistema numa dada configuragao seja

S(eonf) =3 ATWNI+T[U7H(N]}
feF
e o peso das faces fica M(g) = H{Tla+T]a ]} Assim, usando 4.1 ficamos com a seguinte

igualdade
M (g) =tr(z @g) =7 tr(pg) +ntr(p_g). (4.2)

Na equagcao (4.2) o peso associado as faces da triangulacao é parametrizado em termos
dos coeficientes 7 e 77, mas este pode ainda ser parametrizado em termos dos coeficientes
M, (r =0,1) da expansdo em caracteres da fungao M (g), entdo é conveniente que encon-
tremos uma relagao entre essas duas parametrizagoes distintas de M (g). Tal dependéncia

pode ser obtida usando a expansdo em caracteres (tratadas no apéndice C). Vale lembrar
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que estamos considerando Zs como sendo o grupo de gauge, e as duas Uinicas representagoes

irredutiveis e unitarias de Z, sdo as seguintes (ver apéndice C),

Xr (g) :gr7 7'20717

assim qualquer funcao de classe, por exemplo M (g), pode ser expandida em caracteres da

seguinte forma

M(g) => M. (9).,

sendo M,’s os os coeficientes da expansao, os quais sao dados por
M, = 1 > Mg (57 (43)
g9
portanto, no caso em que G = Zy obtemos
M(g) = Moxo(g) + Mix1(g) = Mo + (—1)"Mj, (4.4)
e os coeficientes sao do tipo

M, = = [M(+1) + (=1)"M(-1)].

DN | —

A funcao tr também é uma funcao de classe, assim podemos expandi-la em caracteres

da seguinte maneira
tr (o) =Y toxr (9)

sendo t, os coeficientes da expansao dados por
1 -1
tr = Gl Z” (9)xr(97),
g

€ o caso em que o grupo é o grupo Zs ficamos com

1
tr==|tr(+1) x,(+1) +tr (=) x.(-1) | =1,  Vr,

e portanto
tr(pg) = xo(9) + x1(9) -

Substituindo este resultado na equacdo (4.2) obtemos

Moxo (9) + Mixi(9) = v{xo0(9)+x1(9)}+1< x0(=9)+x1(—9)
x0(9) —x1(g9)
= (v+m)xo(9)+(Ov—m)x1(9),
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e com isso tiramos as relagoes entre as duas parametrizagoes de M (g), que sao

My = v+n,
0 TN (4.5)
My = v—n.
Agora vamos considerar separadamente o modelo cuja a acao é a spin-gauge e o modelo

cuja a acao é a acao de Wilson.

4.3.1 Acao de Wilson

Consideremos o modelo cuja acao ¢ a acao de Wilson, ou seja, T (g) = itr (g) — 3,
sendo o traco tomado na representacao regular, desta forma a acao do modelo fica definifa

por

1 _ 1 _
5:2{5 [tr(g) +tr(g™")] —1} :2{5 (9+97") —1},
! f
assim o peso associado a cada face fica

M(g) = H3lora7) 1},

Os coeficientes M, da expansao em caracteres de M(g) sao dados pela equagao 4.3,

veja

e portanto os coeficientes sao

(4.6)
Mi(B) =3 (1—e?).

Vé-se que os coeficientes M, e M; nao sao independentes, pois estao parametrizados
pelo parametro 8. A fim de desenharmos a curva correspondente a esse modelo no espaco
dos parametros (v, ), considere a mudanga dos parametros (M, M7) para os parametros

(v,7n), conforme descrito na equagao (4.5), assim obtemos

(4.7)

2
~
ISy
N~—
I
N[ N
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a curva descrita em (4.7) é a curva que descreve o modelo de Wilson no espago dos
parametros (7,n) e tal é uma reta vertical. O parametro 8 pertence ao intervalo —oo <

f < 400 portanto temos que 0 < () < +00. Veja o grafico desenhado na figura 4.20.

n
/K modelo com a
acao de Wilson

®
@
—~
N~
N[—=
~—

N [=

Figura 4.20: curva do modelo com a acao de Wilson.

Note na figura 4.20, que a curva do modelo intercepta duas retas (o eixo coordenado
v e a reta n = 7 desenhada em cinza e pontilhada) para as quais a fungao de partigao
é calculdvel, isso significa que sabemos calcular a funcao de particao para este modelos
pelo menos nos pontos de interseccao entre a curva do modelo e as retas. A questao que
devemos responder agora é: para qual(is) valores do parametro 5 o modelo é solivel? A
resposta para esta pergunta é que esse modelo é calculdvel em dois limites, que sao os

limite de baixas e altas temperaturas, conforme veremos.

Limite de Baixas e Altas Temperaturas para a Acao de Wilson

O limite de baixas temperaturas corresponde ao limite § — 400, assim o limite de
baixas temperaturas do modelo corresponde ao limite f — oo na rede que descreve o

modelo,
11

li = i ——e ) =(=,0
i (@) = Jim_ (5562 ) = (5.0).
que ¢é justamente o ponto de interseccao entre a curva que descreve o modelo e o eixo

coordenado v, o qual sabemos ser uma reta em que a funcao de particao é calculavel,
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conforme discutimos anteriormente.
O limite de altas temperaturas corresponde ao limite 5 — 0, entao tal limite de altas

temperaturas neste modelo corresponde ao limite § — 0 na reta que descreve o modelo

de Wilson,
11 11
li =lim (=, =e?)=(22
ti (29 109) = i (53¢ ) = (53)
que corresponde a intersecgao da curva que descreve o modelo com a curva n = v, a qual

sabemos ser uma reta em que a funcao de particao é calculavel.

4.3.2 Acgao Spin-Gauge

Considere agora o caso em que a ac¢ao do sistema é a agao spin-gauge, isto é, T (g) =
%tr (9), sendo o trago tomado na representacao regular, assim a acao do modelo fica

definida por

1 _ 1 _
S(o) = ;@) +trgH] = 5 (g+97").
f f
e o peso associado a cada curva azul (face) do diagrama ¢é o tensor M, = M(g) abaixo
Mig) = b,
e portando ¢ valida a seguinte relacao
estr(ato™!) — ¢y (2¢p4) -

Assim como feito anteriormente, no caso do modelo da acao de Wilson, podemos
parametrizar a funcdo M (g) em termos dos parametros (7v,7n) de z. A relagdo entre os
parametros (y,n) e os coeficientes da expansao em caracteres da fungao M (g) é a mesma
ja calculada anteriormente, ou seja, os coeficientes M, da expansao em caracteres da
funcao M(g) estao relacioanados com os parametros (y,7n) por meio da equagao (4.5).
Os coeficientes M,., no caso em que o grupo de gauge é o grupo Zs, conforme vimos, sao
dados por

My = 3 (M(+1) + (1) M(-1)),

e portamos, obtemos para o modelo spin-gauge
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Usando a equagao (4.5) obtemos a curva do modelo spin-gauge no espago dos parametros

(v,m), que fica

(4.9)

Observe que como o parametro [ pertence ao intervalo —oo < § < 0o, entao teremos
que os parametros y(5) e n(5) pertence aos intervalos: 0 < y(5) < oo e 0 < 7n(f) < 0.
Além disso a curva que descreve o modelo spin-gauge é a curva descrita por (%eﬁ , %e*ﬁ ) =

<’y, %), que corresponde a hipérbole desenhada na figura 4.21.

j\ﬂ modelo com
agao spin-gauge

Figura 4.21: curva do modelo com a agao spin-gauge.

Com base na figura 4.21, pode-se ver que o modelo tende assintoticamente a duas retas
v=0en =0 em que a fungao de particao é calculavel, além do ponto de interseccao
entre a curva do modelo e a reta v = 7. Esses limites assintoticos e o ponto de intersecgao
com a reta 7 = 7 correspondem aos limites de baixas e altas temperaturas, conforme

dicutiremos abaixo.

Limite de Baixas e Altas Temperaturas para a Acao Spin-Gauge

O limite de baixas temperaturas, correspondente ao limite 5 — oo, ja foi estudado em

[5] no contexto de teorias quase topoldgicas. O limite de baixas temperaturas corresponde
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ao limite § — oo na rede que descreve o modelo,

i ((3)() = Jfim_(5¢%, 57 ) = (400,00,

B—+o0 B——+o0

ou ainda

lim (y(8),n(8)) = lim (leﬁ, l6_6) = (0, +00) .

B—o—oo B——o0 \ 2 2
Esses dois limites correspondem ao limite de baixas temperaturas e correspondem as
aproximacoes assintoticas da curva que descreve o modelo spin-gauge e das retas y =0 e
n=0.

J& o limite de altas temperaturas é obtido tomando o limite S — 0, veja

ti (29 109) = iy (5%, 5¢°) = (5:3).
que corresponde a interseccao da curva do modelo spin-gauge com a reta v = 7, a qual
sabemos ser uma reta em que a funcao de particao é calculavel.
Portanto, tanto o modelo spin-gauge quanto o modelo de Wilson podem ser calculéveis
nos limites de baixas e altas temperaturas. No grafico da figura 4.22 temos as curvas que

descrevem os dois modelos no espago dos parametros (v, 7).

A

—
N[
N[—=
~—

Figura 4.22: curva do modelo com a acao de Wilson e agao spin-gauge.

Neste capitulo vimos como as teorias quase topoldgicas e as teorias fisicas correspon-
dem a subespacos dentro do espaco gerado pelos parametros das teorias com simetria

ZLs.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Como alternativa a formulacao usual das teorias de gauge na rede, o formalismo de
Kuperberg mostrou-se uma poderosa ferramenta na descricao destas teorias, no que diz
respeito ao estudo dos limites topoldgicos e quase topoldgicos. Embora o formalismo de
Kuperberg tenha sido desenvolvido para o estudo de invariantes topolégicos de variedades
tridimensionais, vimos que este é capaz de descrever a classe de modelos das teorias de
gauge na rede, seja este modelo topolégico ou nao. Estudamos as teorias de gauge puras,
sem campo de matéria, por simplicidade. Os diagramas de Heegaard, conforme vimos,
sao uma boa alternativa as redes, pois estes sao muito faceis de se manipular, fato que
pode ser observado no capitulo 3 na prova da invariancia topoldgica da fungao de particao
nos pontos topologicos do espaco dos parametros.

Em [1], é apresentada uma prova da invariancia topoldgica da fungao de parti¢ao que
é baseada em alguns passos(moves) de triagulagoes, semelhantes aos passos de Pachner,
no entanto isso é feito sem diagramas de Heegaard, o que complica consideravelmente as
manipulacées. A prova da invariancia topoldgica da funcao de particao apresentada neste
trabalho, embora diferente da apresentada em [4, 1] , ndo tem perda de generalidade,
uma vez que toda variedade tridimensional pode ser triangularizada e nossa prova diz
respeito a triangulacoes. Além disso, nao apenas fomos capazes de mostrar a invariancia
topoldgica da funcao de particao, mas também de calcular a funcao de particao numa ou

noutra triangulagao no caso quase topologico, obtendo
7 (M, L) = (dim A"t zT0F (A
Vimos que as teorias de gauge podem ser parametrizadas por elementos do centro de
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uma algebra de grupo, e no caso estudado,a saber as teorias de gauge com grupo de gauge
Zs, esses elementos possuem dimensao dois, o que significa que o espaco dos parametros
possui esta mesma dimensao. Estas teorias mostraram possuir dois pontos topoldgicos
e outros dois pontos nos quais a funcao de particao pode ser trivialmente calculada, e
em consequéncia disto, temos duas retas quase topoldgicas no espaco dos parametros.
bem como outras duas calculaveis. Foram estudados os modelos de teorias de gauge com
grupo de gauge Z, com agao de Wilson e spin-gauge. No limite de baixa temperatura,
ambos os modelos mostraram tender para teorias quase topologicas, enquanto no limite de
alta temperatura mostraram ser calculdveis e trivialmente topoldgicos, isto é, a funcao de
particao depende apenas do nimero de constituintes da rede e nao depende da topologia.
A funcao de particao, no caso quase topolégico, foi calculada explicitamente para o caso
da rede ser uma discretizacao da esfera tridimensional S® e uma discretizacao da variedade

St x St x St Os resultados obtidos foram
1
Z1OP(8%) = 3 e ZTOP (St x St x Sty = 28,

Para teorias de gauge com grupo de gauge Z,, podemos conjecturar que teremos n
pontos topolégicos, que sao: z = ¢; , ¢ = 0,1,--- ,n — 1, além de mais n pontos
trivialmente topoldgicos.

Embora tenhamos considerado Zs como grupo de gauge, o formalismo de Kuperberg
permite que tratemos de qualquer grupo compacto. Como pode ser visto, este formalismo
trouxe varias vantagens do ponto de vista técnico na descricao das teorias de gauge, como
por exemplo a fécil identificacao dos limites topolégicos das teorias. Este formalismo
permite explorar outros aspectos, que nao foram exploradas neste trabalho por questoes
de tempo, mas que estao sendo investigadas. Na construcao dos diagramas de Heegaard a
partir de uma triangulagao (capitulo 2), vimos que cada face da triangulagao corresponde
a uma curva azul do diagrama, enquanto que cada link corresponde a uma curva vermelha.
O fato das curvas azuis e vermelhas serem tratadas em pé de igualdade no formalismo
de Kuperberg possibilita um estudo das dualidades das teorias de gauge de uma maneira
mais natural, pois no caso de redes tridimensionais cada face da rede corresponde a um
link na rede dual e vice-versa. Outra coisa que pode e esta sendo investigada é o célculo
do valor esperado de loops de Wilson, que é o calculo do valor esperado da holonomia
quando percorremos uma sequéncia de links. No formalismo de Kuperberg, existe uma

maneira simples de se definir esse valor esperado. Ao que tudo indica, os pontos nos quais
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a funcao de particao é topoldgica nao representam, necessariamente, pontos topolégicos

no calculo dos loops de Wilson.



Apeéendice A

Handlebodies

Neste apéndice, vamos apresentar uma construcao bastante simplificada e intuitiva do
espaco topoldgico o qual chamamos handlebody. A grosso modo um handlebody nada
mais é que uma bola com vérias algas, como mostrado na figura A.1 (a), que por sua
vez é homeomorfo ao espaco desenhado na figura A.1 (b). O género do handlebody é o

nimero de algas do mesmo.

(a) (b)

Figura A.1: handlebody de género g.

A construcao que mostraremos é uma versao simplificada da construcao apresentada
em [15]. Considere uma bola tridimensional, B> C R3, cuja fronteira seja 0B® = S2.
Na superficie S? de B? considere n discos {D? D3,---, D2} disjuntos (tais que D? C
0B* e 0D} = S'). Em seguida retiramos dois discos {D7(, D?,} de cada um dos

discos D? definidos anteriormente. A figura A.2 ilustra o procedimento descrito até agora.

100



APENDICE A. HANDLEBODIES 101

Figura A.2: Discos DZ%O e Dz , retirados da superficie 9 B3.

Feito isso, considere n espagos topolégico M; = D? x [0,1] (que é homeomorfo a um

cilindro) e considere também mapas h; : M; — R> (i =1,2,---,n) tais que
hi (D* x{0}) =D}, e h;(D*x{1}) =D},

ou seja, h; sao mapas que identificam as fronteiras de M; com os 2n discos retiramos da

superficie de B3, conforme ilustrado na figura A.3.

Figura A.3: regra de colagem do espago M; com o espago da figura A.2.

O espaco topoldgico obtido ao fim deste processo é o que chamamos de handlebody
(figura A.1). Nao é dificil perceber que o espaco desenhado na figura A.1 (a) seja homeo-
morfo ao desenhado na figura A.1 (b), isto é, que um possa ser deformado continuamente

no outro.



Apendice B

Diagramas de Kuperberg e Algebras
de Hopf

Neste apéndice, definiremos e discutiremos alguns resultados relevantes para este tra-
balho sobre algebras de Hopf, mas antes introduziremos uma notacao, a qual torna as
manipulacoes algébricas muito mais simples. Tal notagao recebe o nome de diagramas de
Kuperberg, conforme definidos em [4], além disso os diagramas de Kuperberg sao bastante
utilizados em vérios trabalhos, como por exemplo em [21] para a prova da existéncia da

integral em algebras de Hopf de dimensao finita.

B.1 Diagramas de Kuperberg

Considere V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K =(R ou C). Um
tensor Té’llggﬁjjg’: ¢ um elemento do espaco vetorial V @ V@ - - VRV V' ®...-V*
Associamos a tal tensor um diagrama de Kuperberg T'. Para cada indice inferior do tensor
adicionamos uma seta entrando em 7' e para cada indice superior adicionamos uma seta
saindo, de tal forma que as setas que entram sao ordenadas no sentido anti-horario e as
que saem no sentido horario, como mostrado na figura B.1 (a). Contragdes de tensores
sao feitas bastando ligar as setas correspondentes aos indices repetidos, por exemplo, a

quantidade Af;

B{", que possui duas contragoes (os indices i e k), associamos o seguinte
diagrama de Kuperberg, mostrado na figura B.1 (b).

Se T' é uma transformacao linear, de um espaco vetorial V' nele mesmo, entao T : V' —
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air b
a2 b
. \\4 // : . ik
T 2> AKX B 4>

AN
(a) (b)

Figura B.1: em (a) o diagrama de Kuperberg de um tensor arbitrario 7052, e em (b)

como fazer a contragao entre dois tensores.

V ¢ da forma T(v,) = T’v, sendo {v;} uma base de V, portanto o tensor T? pode ser
representado por um diagrama de Kuperberg com uma seta entrando e uma seta saindo
como mostrado na figura B.2 (a), o diagrama de Kuperberg do mapa identidade do espago

vetorial é representado por uma tnica seta como mostrado na figura B.2 (b).

Té’E%T% Iy = ——

(a) (b)

Figura B.2: em (a) o diagrama de Kuperberg de um mapa linear de V em V' e em (b) o

diagrama de Kuperberg do mapa identidade.

O produto tensorial é representado pelo diagrama de Kuperberg de cada tensor desen-
hados de forma disjuntas. Por exemeplo, o diagrama de Kuperberg de um endomorfismo
f=i0f®  Rfide AQA®---® A, sendo f; um endomorfismo de A, é o mostrado
na figura B.3.

— f1 —
—> fa —

— f3 —

i

Figura B.3: diagrama de Kuperberg de um endomorfismo de A® A® --- ® A.

Uma quantidade bastante relevante o traco de operadores, que em termos de diagra-
mas de Kuperberg, é representado por uma seta que sai e entrano mesmo diagrama de

Kuperberg. Numa transformagao linear Ag o trago é definido como sendo

tr(A)=Aj=) A



B.2 Algebras de Hopf 104

e isso significa que o tensor A? estd contraido com ele mesmo, portando o trago de um
tensor ¢ representado da forma como encontra-se desenhado na figura B.4 (a). O traco

do mapa identidade é o representado na figura B.4 (b), e é igual a dimensao da algebra.

tr(4) = A 1) =
(a) (b)

Figura B.4: em (a) o trago de uma transformacao linear abitraria e em (b) o trago do

mapa identidade.

Diagramas de Kuperberg em que nao ha setas sobrando, isto é, em que todas as setas
de todos os tensores estao contraidos sao nimeros pertencentes ao corpo K, sobre o qual
o espago vetorial esta definido. Por exemplo, os diagramas de Kuperberg da figura B.5

sao numeros, pois todos os seus indices estao contraidos.

S A > m> (j%B
14 i
(a) (b)

Figura B.5: em (a) e (b) dois nimeros representados por diagramas de Kuperberg.

B.2 Algebras de Hopf

Introduzida a notacao de diagramas de Kuperberg, a qual é usada exaustivamente
neste trabalho, definiremos agora as algebras de Hopf e provaremos algumas proposicoes.

Estamos usando [22] como referéncia base para o desenvolvimento deste apéndice.

B.2.1 Algebras Associativas e com Unidade

Considere A um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo K =(R ou C) cuja

base é {¢;}1,. Considere ainda A* seu espago vetorial dual, cuja base é {¢'}"; tal que

¢ (¢;) = 0%
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Dizemos que o espago vetorial A é uma dlgebra se existem dois mapas lineares
mARA—-A e e:K—A

tais que m é uma mapa associativo e e(1) é a unidade de m. Os mapas m e e sdo chamados

de mapa multiplicacdo e mapa unidade, respectivamente, e sao definidos em termos das

k l

constantes de estrutura m
k
mo i @ Q5 QiP5 = My Pk,
e 1e(l) =éy.
As constantes de estrutura definem totalmente os mapas multiplicacao e unidade, mas
nao podem ser quaisquer, pois as constantes de estrutura da multiplicacao devem fazer

com que esta seja associativa e as da unidade devem fazer com que esta seja, de fato, a

unidade da multiplicacao. Dizer que a multiplicacao é associativa equivale a dize que

(Paps) Pc = Pa (P0e)

o que em termos das constantes de estrutura fica
mfzbméc = m?)cmfu" (Bl)
O fato de e(1) ser a unidade da multiplicagao significa que

e(1)p; = pie(l) = @5, Vi,

e em termos das constantes de estruturas ficamos com

eVpi = v = pie(l)
cdowpi = v = piely
elmfi<pk = $i = €lmf590ka
ou seja,
e'my = 0% = elm?k. (B.2)

Como alternativa a trabalhar com os tensores das constantes de estrutura podemos
trabalhar com seus respectivos diagramas de Kuperberg, conforme discutido na segao
anterior. Em termos de diagramas de Kuperberg a condicao B.6 é a desenhada na figura
B.6 e a condicao B.7, em termos de diagramas de Kuperberg, é a desenhada na figura B.7

Se os diagramas de Kuperberg desenhados na figura B.6 e B.7 sao satisfeitos dizemos
que o trio (A, m, e) determina uma &lgebra associativa e com unidade, a qual chamaremos

simplesmente de algebra.
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a\ b\ 3

m—m— = m—=m-—-

b7 T <7
Figura B.6: condicao de associatividade da multiplicacao.

e

m— =

et

m—

!

Figura B.7: condigao da existéncia da unidade e(1) da élgebra.

B.2.2 Co—Algebras Co-Associativas e com Co-Unidade

Pode-se definir no espago vetorial dual A* uma estrutura de algebra analogamente
como foi feito em A, definimos entao um de mapa multiplicacao associativo e uma unidade.
Alternativamente, ao invés de definir uma multiplicacao no espago dual, podemos definir
uma co-multiplicacao em A a qual possui uma co-unidade. Para isso considere o trio
(A*, A €), sendo A um mapa bilinear de multiplicagdo em A* e € a unidade desta multi-

plicacao, ou seja

A A" ® A" — A" tal que A(gpi®<,0j) ZgoigojzAZj F,

€: K — A" tal que €(1) seja a unidade de A.

Visto que esses mapas determinam uma algebra, entao certamente esses satisfazem as

relacoes representados nos diagramas de Kuperberg da figura B.S.

C

A A/c, b,

— L = —A—>AN

N Py

—> = —> = —>
“ A\E

Figura B.8: condigao para que o trio (A%, A, €) seja uma algebra.

Definida uma algebra em A* podemos pensar nos mapas A e ¢ como sendo uma co-

multiplicagao em A e uma co-unidade, respectivamente. Seja entao o mapa A : A — ARA
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o qual é definido como sendo
A(pi) = Al (0; @ ¢1),

e o mapa € : A — K definido como sendo

)

€(pi) =€

tais que o trio (A*, A, €) seja uma dlgebra em A*. Dizemos que o quinteto (A, m, e, A, €)
forma uma algebra e co-dlgebra de A. Conforme veremos a seguir, quando ha uma certa
compatibilidade entre a algebra e a co-dlgebra em (A, m, e, A, ¢€), dizemos que o quinteto

define uma bi-algebra.

B.2.3 Bi-AlgebraS

Como dito anteriormente, o quinteto (A, m,e, A, €) define uma dlgebra e co-algebra
em A se as condicoes listadas nas figuras B.6, B.7 e B.8 sao satisfeitas, mas no caso
especial em que ha uma certa compatibilidade entre os mapas dizemos simplesmente
que o quinteto define uma bi-algebra. Isto ocorre quando o mapa de co-multiplicagao
e co-unidade sao homeomorfismos da estrutura da algebra, isto é, quando as seguintes

condigoes sao satisfeitas
A(paps) = Alpa) Ales),
€(paps) = €(pa)€l(pn),

sendo que A (p,) A (¢p) representa a multiplicagao extendida ao produto tensorial o qual

¢ definido da seguinte maneira
(a®b)(z®y) = (axby).

Em termos de diagramas de Kuperberg, dizer que os mapas A e € sao homeomorfismos

da algebra equivale aos diagramas de Kuperberg desenhados na figura B.9.

\ 7 _ — A—>m —> \ I
/m—»A\ B —)Aémﬁ P —>€

Figura B.9: condi¢ao para que A e € sejam homeomorfismos da dlgebra.
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Sendo assim, quando os mapas de (co-)multiplicacdo e (co-)unidade satisfazem a
relagao desenhada na figura B.9 o quinteto definido acima é uma bi-dlgebra.

Embora tenhamos dito que a condi¢ao para que o quinteto seja uma bi-algebra é que os
mapas A e e sejam homeomorfismos da algebra, pode-se mostrar [23] que se os mapas m
e e forem co-homeomorfismo de co-algebra entao o quinteto também serda uma bi-algebra,

sendo assim, também sao validas as seguintes condicoes mostrada na figura B.10

HA%”"" = \m%A/ EHA/ = T
— ANT>m —> A N N e—>

Figura B.10: condicao para que m e e sejam co-homeomorfismos da co-algebra.

Observe que a primeira condigao da figura B.9 é exatamente igual a primeira condicao
da figura B.10. Resumidamente dizemos que o quinteto (A, m,e, A €) é uma bi-algebra
quando os mapas de (co-)multiplicacao e (co-)unidade satisfazem as condigoes desenhadas

na figura B.6, B.7, B.8 e B.11.

A s — A—>m —>
m—A =
e L — AT—>m —
m—€ = — e—> A/ = o
—>€ S e—>

Figura B.11: compatibilidade entre a algebra e a co-algebra.

Uma vez definida a estrutura de bi-algebra, ainda falta mais um ingrediente para esta
seja uma algebra de Hopf. Esse ingrediente é o que chamamos de antipoda, a qual sera

discutida a seguir.

B.2.4 Algebras de Hopf

Considere um quinteto (A, m, e, A, €) o qual é uma bi-dlgebra, considere também um
endomorfismo de A o qual chamaremos de S. Se S é uma mapa tal que o axioma da
antipoda, figura B.12, se verifica dizemos que S é uma antipoda.

Finalmente definimos a élgebra de Hopf como sendo o sexteto (A, m,e, Aje, S), em

que o quinteto (A, m,e, A €) é uma bi-dlgebra e S é a antipoda.
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S
— /A \m—>z—>A/\m—>z —>€e—>

~_ 7 \S/

Figura B.12: definicao da antipoda.

Antes de provarmos alguns teoremas a respeito de dlgebras de Hopf vamos construir
um exemplo de algebra de Hopf, o qual é bastante utilizado no texto, chamado de dlgebra

de grupo e denotamos por KG.

B.3 Algebra de Grupo KG

A algebra de grupo é uma &lgebra que carrega a estrutura de uma grupo finito e
discreto GG. Considere entdo, G um grupo finito e discreto e K =(R ou C) um corpo. Seja
{¢,} uma base do espago vetorial KG a qual é indexada pelos elementos do grupo, isto
é, ged.

A multiplicacao neste espaco vetorial é definida para os elementos da base de forma a

imitar o produto do grupo

PgPh = Pgh,

sendo gh o produto do grupo. A multiplicacao para elementos arbitrarios do espaco ¢é a
simples extensao por linearidade da multiplicacao dos elementos da base, sendo assim o

mapa de multiplicacao é tal que as constantes de estruturas sao

c

mg, = 0 (c,ab).

A recém definida multiplicacao é trivialmente associativa, uma vez que o produto do

grupo o é, veja

©a (PbPe) = Pa (Poe) = Patbe) = Plab)e = (Pab) Pe = (LaPh) Pe-

Também nao ¢ dificil ver que a unidade desta multiplicacao é o elemento ¢;, sendo

a identidade do grupo, veja

PrPa = Pla = Pa = Pal = PaPI,

entdo o mapa da unidade fica determinado por e(1) = ;.
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Concluimos que o trio (A, m,e) determina uma algebra. A fim de mostrarmos que a
algebra de grupo é uma algebra de Hopf precisamos definir uma estrutura de co-algebra.
Definimos o mapa de co-multiplicacao como mostrado na figura B.13

%00, —>

A(pa) = ¢a ® Pa ou SDa"Ai =

%00, —>

Figura B.13: definicao do mapa de co-multiplicacao de KG.

e o mapa co-unidade por

€(pg) =1, Vged.

Observe que, além de satisfazer automaticamente as relagoes necessarias para que A e
€ defina uma co-algebra, esses mapas satisfazem as relacoes necessarias para que o quinteto
(A, m,e, A €) seja uma bi-dlgebra. O mapa de co-multiplicagdo é um homeomorfismos

da &algebra, veja

A(pa) Alps) = (0o @ ¢a) (0p @ 1)
= (©as) ® (Paps)
= (Pab) ® (Pab)
= A(pa)

= A(paps),

e o mapa co-unidade é também um homeomorfismo da algebra, veja

€(wa)€(wp) = (1)(1) =1 =€ () = €(Pa) »

portanto o quinteto (A, m,e, A €) define uma bi-algebra.

Ainda precisamos encontrar o mapa linear S que satisfaz a propriedade da antipoda
para garantirmos que KG seja uma &dlgebra de Hopf. A escolha da antipoda nao é ar-
bitraria, pois se ela existe entao ela é tinica [24]. Nesse caso se considerarmos o mapa

linear definido por

S (a) = par ouscja S, =d(a,b7),

pode-se ver facilmente que este satisfaz a propriedade da antipoda, veja a figura B.14
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By —> @, S~ QI >
(2% ‘>A< = ¢ = (pa%A/}S\ = Ta = ra’t -
Yo —> ~_7 Co 7 o7
A)S\ %*T\
= G - M= = SOa\_/m—» = e— = @—€ce—>
—)A/)S\mﬁ = —>€—>
~_ 7

Figura B.14: a algebra de grupo satisfaz a condicao da antipoda.

Finalmente concluimos que KG é uma algebra de Hopf, conforme queriamos mostrar.
No restante deste apéndice usaremos o exemplo da dlgebra de grupo para ilustrar os

resultados que serao obtidos na préxima secao.

B.4 Identidades e Propriedades das Algebras de Hopf

Baseado em [21], nessa e nas secoes seguintes deste apéndice discutiremos algumas
identidades e propriedades das algebras de Hopf, as quais foram usadas frequentemente
no texto. Comecemos por mostrar alguns resultados auxiliares enunciados na forma
de proposicoes. Estamos considerando neste trabalho somente algebras de Hopf cuja
antipoda possua a propriedade que S? = I,. Algebras de Hopf que atendem a essa

exigéncia sao chamadas de involutorias, caso contrario sao chamadas de nao involutorias.

Proposicao B.1 O traco de um elemento da dlgebra na representacao reqular € igual ao

tensor m¥, e o co-trago de um elemento da dlgebra dual é igual ao tensor Ak, ou seja,

tr(pq) = m’;

(a) (b)

E= H(m) cotr (p®) = A’,ja = Qﬁ

PROVA:
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Dado uma representagao p de A, isto é, um homeomorfismo p : A — M, «,, 0 trago

de ¢, nesta representacao é definido por

tr(a), = tr (p(2a)) = [p (a)];

Considere o modulo gerado pela acao de um elemento da algebra sobre ela mesma, ou

seja, definimos a ac¢ao de um elemento ¢, da algebra como sendo

0o B> V0 = 0900 = [p (9a)]. 05,

mas Qg0, = Mj,e;, portanto [p (po)). = m},, desta forma o traco fica

a
a

tr (pg) = [p (wg)]; = Mgy

A prova de que o co-trago é dado pelo tensor AF* é andloga, com a diferenca que

fazemos tudo no espaco dual.

Exemplo B.1 Traco e Co-Trago da /flgebm de Grupo

Vamos calcular como exemplo o traco e o co-traco, na representacao regular, dos
elementos da &algebra de grupo e conforme veremos, o trago serd quase sempre nulo,
exceto quando o elemento da base for o elemento identidade, enquanto que o co-traco é
igual a um para todos os elementos da base dual.

Pela proposicao B.1 o traco na representacao de uma elemento da base é dado por

trie,) = Y 6(j.gj)

ou seja,

tr (@g) =
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O co-trago é dado por

cotr (¢?) = Afj = Z A?j,

J

e sabemos que A{k =0 (,7)0 (i, k) para a dlgebra de grupo, sendo assim obtemos

cotr (¢9) = Zé (J,9)0(j,4) =1, Vg.

SO0

O proximo resultado servira como lema nas demonstragoes das proximas proposicoes.

Proposicao B.2 Seja (A, m,e, A e, S) uma dlgebra de Hopf. Entdo, cada um dos dia-
gramas de Kuperberg abaizo € inversivel, isto €, existe um outro diagrama de Kuperberg
que quando multiplicado pelo primeiro, da como resultado o mapa identidade ou o produto
tensorial de identidades. Tal diagrama de Kuperberg inverso é obtido trocando-se a seta

vertical do diagrama de Kuperberg por uma antipoda.

—m —> <~— m <— —m — <~ m <—
f f f f
— N\ — <~ N <— <~— N <— — N\ —
(a) (b) (c) (d)
PROVA:

Vamos mostrar que o diagrama de Kuperberg (a) é inversivel e a mesma prova é vélida
para os outros, tudo o que precisamos fazer é mostrar que ao multiplicarmos o diagrama
de Kuperberg (a) por um diagrama de Kuperberg semelhante (exceto pela diferenca de
trocar a seta vertical por uma antipoda) o resultado serda uma produto tensorial de mapas
identidades. Considere entao o diagrama de Kuperberg da figura B.15.

—>m Hﬁm —
IS

Figura B.15: prova da proposi¢ao B.2, parte 1.

Precisamos mostrar que o diagrama de Kuperberg da figura B.15 é equivalente a um

produto tensorial de mapas identidades. Na figura B.16, do lado esquerdo, usamos a



B.4 Identidades e Propriedades das Algebras de Hopf 114

—m —

Hm%%m‘) T
C = m=—S
[ )
— N\ — N\ —

— N\ — N —

Figura B.16: prova da proposi¢ao B.2, parte 2.

a associatividade da multiplicacdo (na regiao em destaque) e obtemos o diagrama de
Kuperberg do lado direito.

Em seguida usamos a co-associatividade do co-produto (na regido em destaque) na
figura B.17, do lado esquerdo, e ficamos com o diagrama de Kuperberg do lado direito da
mesma figura.

— > m —

—m —>
T I
Cm<‘5' = S
. =

— N\ —
Figura B.17: prova da proposi¢ao B.2, parte 3.

Finalmente usamos a propriedade da antipoda e obtemos o segundo diagrama de

Kuperberg desenhado na figura B.18 o que trivialmente implica, usando a unidade e a

co-unidade, que este diagrama de Kuperberg é de fato um produto tensorial de mapas

identidades.
—> M —>
—m —
N .
¢ I
| — N\ —

— N\ —

Figura B.18: prova da proposi¢ao B.2, parte 4.

Conforme ja dito, a prova de que os outros diagramas de Kuperberg também sao
inversiveis é a mesma que a feita para este diagrama de Kuperberg especifico. Outro
ponto importante é mostrar que a multiplicagao do diagrama de Kuperberg inverso pela

esquerda também resulta em um produto tensorial de mapas identidades, mas a prova



B.4 Identidades e Propriedades das Algebras de Hopf 115

também ¢é exatamente a mesma.
0J
A proposicao B.2 serd muito til para provar outras proposicoes que dizem respeito a

algebras de Hopf involutorias.

Proposicao B.3 Numa dlgebra de Hopf a antipoda é um anti-homeomorfismo de dlgebra

e um co-anti-homeomorfismo de co-dlgebra, ou seja,

g = TS NN HA/fs -
T AN ~~ ~g

PROVA:
Para mostrar a validade desta proposicao comecaremos mostrando um resultado aux-
iliar, ou seja, que os dois diagramas de Kuperberg desenhados na figura B.19 sao equiva-

lentes, sendo m,, um mapa tal que se m (@, ® ¥p) = PaPs, ENLAO Myp (Pa @ ) = PbPa-

— A m —
— B
/’\ > AN—|——>m
(a) (b)

Figura B.19: prova da proposicao B.3, parte 1.

Vamos manipular primeiramente o diagrama de Kuperberg da figura B.19 (a) até sim-
plificéd-lo o maximo possivel. Usando a associatividade do produto na regiao em destaque

obtemos o diagrama de Kuperberg desenhado na figura B.20.

AN m — A m — A —>m-—>m—
N = — = !
— A —>m—>5-—->m — N——m-—>8§—>m— — A —>m—F9

Figura B.20: prova da proposicao B.3, parte 2.

Agora usamos a relagao de bi-dlgebra e em seguida a propriedade da antipoda, con-
forme mostrado na figura B.21 e concluimos que o diagrama de Kuperberg da figura B.19

(a) é equivalente ao produto tensorial da co-unidade ao quadrado com a unidade.
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——> A —>m-—->m— m—-> —>€
= \mHA/T = >m*>6€*> = — €
—> A —>m——>5 - \S e—>

Figura B.21: prova da proposicao B.3, parte 3.

Falta agora mostrar que o diagrama de Kuperberg da figura B.19 (b) também é
equivalente ao produto tensorial da co-unidade ao quadrado com a unidade. Considere

entao o diagrama de Kuperberg da figura B.22 onde usamos a associatividade do produto

na regiao em destaque.

HA\ m —> ?H — A m —
= = \(
NA—I|—>m N
s ) ino/ l S\T l &Sdm\
S P S—>m S m

Figura B.22: prova da proposicao B.3, parte 4.

Em seguida, na figura B.23 usamos a propriedade da antipoda duas vezes e por fim
concluimos que, de fato o diagrama de Kuperberg da figura B.19 (a) é equivalente ao

diagrama de Kuperberg da figura B.19 (b).

— A m —

— A m —

o~ _ _
l&Ser\

m
S e

Il
N
|
nn

)

!

Figura B.23: prova da proposicao B.3, parte 5.

O fato dos diagramas de Kuperberg da figura B.19 serem equivalentes mais a proposi¢ao
B.2 sao suficientes para provarmos a proposicao B.3. Considere a igualdade da figura
B.24, em que multiplicamos ambos os lados desta igualdade pelo diagrama inverso (da
proposigao B.2) duas vezes consecutivas e finalmente provamos o resultado desejado, veja

a figura B.24.
OJ

A préxima proposicao que iremos provar diz respeito a unidade e co-unidade.
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NA—S—m —

I S

ey N

_— — A —>m
\S T s
= s > —Gq— = T —
HAfi—ﬁs\ﬁﬂ% :%A& mbp/m R /\>S/m

S/

Figura B.24: prova da proposicao B.3, parte 6.

Proposicao B.4 Numa dlgebra de Hopf a unidade e a co-unidade sao invariantes pela

acao da antipoda, ou seja

e—>S—> = e—> —9—>€ = —¢

PROVA:

A prova desta proposicao é muito simples, basta considerarmos a proposicao B.3. Na

figura B.25 encontra-se feita com todos os detalhes a prova de que a primeira relagao é

verdadeira.
e—S5—>m— e—S5—>m— e—>9—1
e—>§— = el = a9 = =
e e—S—>S e—>m—>S—>
= e—> Si>5*> = e—>

Figura B.25: prova da proposigao B.4.

A prova para a segunda relacao é idéntica, basta se inverter todas as setas da de-
mostracao feita na figura B.25 e trocar a multiplicacao e a unidade pela co-multiplicagao

e a co-unidade, respectivamente.

O
As proximas proposigoes que iremos mostrar estao ligadas direta ou indiretamente
com o fato de que numa algebra de Hopf sempre existe uma integral e uma co-integral,
nao nulas, conforme pode ser visto em [21]. Além disso a integral e a co-integral sdo
unicas a menos de multiplicagoes por constantes. Comecaremos por definir a integral e a

co-integral para uma algebra de Hopf.
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Definicao B.1 Chamamos de co-integral o elemento X\ € A tal que quando multiplicado
por qualquer outro elemento da dlgebra o resultado seja ele proprio multiplicado por um
numero. Uma co-integral pode ser uma co-integral a esquerda ou a direita, dependendo
se esta € multiplicada pela esquerda ou pela direita. Mais formalmente uma co-integral
a esquerda € um elemento da dlgebra que satisfaz a condi¢ao desenhada na figura B.26
(a). Analogamente uma integral é um elemento A € A* tal que a condicao desenhada na

figura B.26 (b) seja satisfeita.

A—>=m—> _ A—> AT
T —e€ \A T e—>

(a) (b)

Figura B.26: em (a) a definigao da co-integral a esquerda e em (b) a defini¢ao da integral

a direita.

Tendo em mente a definicio B.1 e a garantia da existéncia de uma (co-)integral nao

nula para algebras de Hopf [21] vamos provar a seguinte proposigao.

Proposicao B.5 Em uma dlgebra de Hopf o tensor desenhado na figura B.27 é sempre
uma ntegral a direita.

—_—>

m
g4

Figura B.27: integral numa &lgebra de Hopf.

PROVA:
Considere uma integral a direita A e um co-integral a esquerda A nao nulas, as quais

certamente existem. A relacdo da bi-algebra fornece o diagrama de Kuperberg da figura

B.28.

Ls A —>m -S> L A —>m -S> a .
_ _ % T
d b b e

LAHTH% <—m <— A <>

Figura B.28: prova da proposi¢ao B.5, parte 1.
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Portanto, usando a integral e a co-integral obtemos o diagrama de Kuperberg da figura
B.29 (a), que pode ser multiplicado pela direita pelo diagrama de Kuperberg inverso da

regiao em destaque e, usando a proposicao B.2, resume-se no diagrama de Kuperberg da

figura B.29 (b).

l T = /mHA\ = \L
A<—m <— A <— A A €=<—
(a)

A—> A\ —>m—>m—> )\ E—>m—

o &

booros =

) [

A<—m <— A <— /N <— €E<— N\ <—

(b)

Figura B.29: prova da proposi¢ao B.5, parte 2.

Assim obtemos da figura B.30.

e—>1M —>

A
RS

A<—m <—

A—> A —

I
<>

S/’
~

€e<— N\ <~—

Figura B.30: prova da proposicao B.5, parte 3.

Aplicamos novamente o diagrama de Kuperberg inverso da proposi¢ao B.2 no diagrama

de Kuperberg da figura B.30 e obtemos o diagrama de Kuperberg da figura B.31.

A— A AT
= 5 s
\

Figura B.31: prova da proposicao B.5, parte 4.

Finalmente multiplicamos ambos os lados do diagrama de Kuperberg da figura B.31
por uma co-unidade e chegamos ao resultado que queremos, veja a figura B.32. Note
que o que provamos ¢ que a integral A é na verdade o tensor, enunciado na proposigao,

multiplicado por algumas constantes. Mas se multiplicarmos uma (co-)integral por uma
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constante esta continua sendo uma (co-)integral, sendo assim concluimos que o tensor da

figura B.27 é uma integral.

€
A—>€

A N _
= 0 s = A= M (Y
A AN S
< m\

Figura B.32: prova da proposi¢ao B.5, parte 5.

O
Se multiplicarmos o diagrama de Kuperberg da figura B.31 por uma unidade obtemos
que o tensor desenhado na figura B.33 (a) é uma co-integral da dlgebra. A prova da
proposicao é geral, isto é, é valida para qualquer algebra de Hopf, mas no caso especial
em que a dlgebra de Hopf é involutdria, que é o nosso caso de interesse, temos que S? = I,
assim a integral e co-integral da algebra sao os respectivos tracos da multiplicagao e co-

multiplicacdo, respectivamente, veja figura B.33 (b) e (c).
52 —m
NI = Cal s
(a) (b) (c)

Figura B.33: em (a) uma co-integral em qualquer algebra de Hopf, em (b) e (c) uma

integral e co-integral em uma algebra de Hopf involutoria.

Exemplo B.2 Integral e Co-Integral na A/lgebm de Grupo.

Vamos calcular a integral e a co-integral para a algebra de grupo e, conforme veremos,
este exemplo possibilita uma interpretacao bastante intuitiva sobre o significado de inte-
gral e co-integral em uma &algebra. Comecaremos calculando a integral A, a qual é um

elemento da algebra dual, portanto pode ser escrita da seguinte forma
A=A

sendo os coeficientes A, dados pela proposicao B.5, ou seja, Ay = m’;k = tr (¢4). Usando

o resultado obtido no exemplo B.1 temos que A, = (dim.A) d (g, I), entao segue que

A = (dimA) ¢’
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Falta calcularmos a co-integral A, a qual é um elemento da &lgebra e portanto é escrita
como

A= Ny,

sendo os coeficientes dados por A = Azk = cotr (¢9). Sabemos do exemplo B.1 que

cotr (p9) =1 Vg € G, portanto A9 = 1 Vg € G. A co-integral é dada entao por

)\:ngg.
9

Vemos portanto que a co-integral é a soma de todos os elementos da base, o que é
bastante intuitivo, pois normalmente quando pensamos em integral estamos pensando em

so1mas.

OO0

Conhecidas a integral e co-integral numa algebra de Hopf, falta agora mostrar mais

dois resultados que sao bastante relevantes neste trabalho.

Proposicao B.6 Em uma dlgebra de Hopf Involutoria o tensor desenhado na figura B.34

¢ numéricamente iqual a dimensao da dlgebra

~
CA‘)Lm)

Figura B.34: contracao da integral com a co-integral numa algebra de Hopf involutoria.

PROVA:
Essa prova ¢ trivial e é consequéncia direta do fato de que o trago da multiplicacao é
uma integral da algebra, veja a figura B.35.

€e—

e e—>m
HA‘)LTTL) = ‘)(_TTL) = @Htm) = L) = O = tr(ly)

Figura B.35: prova da proposi¢ao B.6.

Portanto a contragao do trago com o co-trago é igual ao trago do mapa identidade e

que por sua vez ¢ igual a dimensao da algebra.
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Q —9— = —m m <—/A A —>

Figura B.36: antipoda numa algebra de Hopf involutéria.

Proposicao B.7 Se A € uma dlgebra de Hopf involutoria, entdo a antipoda € dada pelo

diagrama de Kuperberg da figura B.36.

PROVA: Considere o diagrama de Kuperberg da figura B.30, usando a proposi¢ao
B.5 e a proposi¢ao B.6 obtemos o diagrama de Kuperberg da figura B.37.

A

A—> LA — A Vi A
S SIS
A<—m <— &m;—me

Figura B.37: prova da proposicao B.7, parte 1.

Usando a associatividade do produto e a co-associatividade do co-produto obtemos o

diagrama de Kuperberg da figura B.38.

@H
ST

Q S< = O — 95— = —m m <—A A —>

Figura B.38: prova da proposi¢ao B.7, parte 2.



Apéndice C

Representacoes e Expansao em

Caracteres

A quase todos os resultados sobre representacoes irredutiveis do grupo Z,, e a expansao
em caracteres de fungoes de classe encontram-se demonstradas neste apéndice, os que nao
estao podem ser facilmente encontrado em [16]. Comegaremos por discutir um pouco sobre
representacoes e representacoes irredutiveis de grupos discretos e finitos e com o uso do
Lema de Schur seremos capazes de encontrar todas as representagoes irredutiveis do grupo
Z,. Os caracteres das representacoes e suas relagoes de ortogonalidades também serao
discutidos, e com isso desenvolveremos a técnica da expansao em caracteres de funcoes de

classe.

C.1 Teoria das Representacoes de Grupos Discretos

Considere G um grupo discreto e finito, neste apéndice sempre que nos referirmos a
um grupo deve-se entender que este seja discreto e finito, salvo mencao contraria. Uma
representagao de G é um mapa p que mapeia elementos de G no grupo GL(K,n) de tal
forma que o produto seja preservado. O grupo de GL(K,n) é o grupo formado pelas
matrizes M, , inversiveis e cujas entradas pertencem ao corpo K =(R ou C), sendo o
produto do grupo o produto usual de matrizes. Formalmente definimos uma representacao

de um grupo G como segue.

123
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Definicao C.1 Seja G um grupo finito e discreto. Chamamos de representacao de G um
mapa p: G — GL(K,n) o qual seja um homeomorfismo, isto €, um mapa que satisfa¢a a
sequinte propriedade

plaxb) = p(a).p(b) , Va,beaQqG.

14 »

O produto denotado por “ x 7 representa o produto de G e o denotado por

14 ”»

representa o produto de GL(K, n).
Segue imediatamente da defini¢cao (C.1) que

plea) = p(a) = p(e)p(a) = p(e) = I, Va € G,

sendo e a identidade de G, ou seja, uma representacao deve mapear a identidade de GG
na identidade de GL(K,n), que é a matriz identidade de ordem n. Outro resultado que

pode ser tirado é que

plaa™) = p(e) = pla)p(a™) = I, = p(a™") = (p(a)) ™", VaeG.

Veja que o mapa pg : G — GL(K,n), o qual é definido por p(a) = I, Va € G, é sempre
uma representacao, para qualquer que seja o grupo GG. Esta representacao é chamada de

representacao trivial.

C.1.1 KG-mébdulos

Considere V' um espago vetorial de dimensao n sobre um corpo K. Podemos definir a
acao de um grupo G sobre tal espaco vetorial e damos a esta agao o nome de KG-médulos.
Um KG-moédulo pode ser pensado como sendo o espago vetorial V' com uma estrutura
extra que é a multiplicacao por elemento do grupo. Denotamos essa nova multiplicacao

por g>v (g € Gewv e V) e essa deve satisfazer as relagdes listadas abaixo.

Definicao C.2 Um KG-mddulo é um espaco vetorial V. com uma estrutura extra que €

o produto por elementos do grupo, tal que sejam satisfeitas as relacoes abairo para todos

reK,gheGeuvelV.

1. gbveV.

2. e>v=uv,sendo e a identidade de G .
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3. gh>v=gp> (h>v).
4. g> (Av) =A(g> ).
5. g> (u4+v)=g>ut+g>uv.

Uma vez definido o KG-médulo, definimos um KG-submodulo como mostrado na

definigao (C.3) abaixo.

Definicao C.3 Seja V um KG-mddulo, dizemos que U é um KG-submodulo de V' se U

¢ um subespaco vetorial de V e se g>uec U YueU eVg e G.

Note que, qualquer que seja o KG-mdédulo V', os subespagos { 0 } e V sempre serao
KG-submédulos. Na definigao (C.2), as relagoes (1), (4) e (5) garantem que qualquer
mapa v — g > v é um endomorfismo de V', ou ainda podemos dizer que todo KG-modulo
¢ uma transformacao linear.

O motivo pelo qual definimos os KG-modulos é que, conforme o teorema que sera
enunciado a seguir garante, sempre existe uma representacao associado a um KG-modulo

e vice-versa, sendo assim podemos sempre pensar numa representacao como sendo um

KG-médulo .

Teorema C.1 (1) Se p: G — GL(K,n) é uma representacao de G sobre um corpo K e
V = K", entao V serd um KG-mddulo se definirmos o produto por elementos de grupo
por

g>v=p(g)v, Vge G, YvelV,

e existe uma base [ tal que

sendo [ g |5 a matriz que representa a transformagdo na base 3.
(2) Se V € um KG-mddulo e f € uma base de V', entao o mapa p : G — GL(K,n)

definido por g — [gl, € uma representacio de G.

PROVA:
A prova da parte (1) consiste em mostrar que a multiplicacdo matricial, da matriz
p(g) com a matriz coluna v, satisfaz as relacoes listadas na definigao (C.2). Conforme ja

comentamos, o fato de p(g) ser um endomorfismo de V' (pois é uma matriz quadrada de
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ordem n) garante que as relagdes (1), (4) e (5) sejam satisfeitas. O fato de p(g) ser uma

representagao garante que as relagoes (2) e (3) se verifiquem, veja
e>v=ple)v=Iv=m0,

gh>v = p(gh)v = p(g) (p(h)v) = p(g) (h>v) = g > (h>v),

portanto g > v = p(g)v define um KG-mddulo.

Sabe-se que uma transformagcao linear V' — V pode ser associada a uma matriz numa
dada base, portanto, visto que KG-modulos sao transformagoes lineares, podemos escrever
que p(g) = [g]4-

Para a parte (2) precisamos mostrar que todo KG-médulo define uma representagao
de G. Ja sabemos que KG-mddulos sao transformacoes lineares, por isso, numa dada base

[ podemos escrever
g Do = [g],B v,

a relacao (2) da definigao (C.2) garante que
e>v=v=[elzv=[e]y =1y,
enquanto que a relagao (3) garante que

ghtv =g (hev) = [gh]yo =[], ([e]0).

e portanto é valido a seguinte relagao

[gh]g = [9][3[6]5a

logo o mapa p : G — GL(K,n) definido por p(g) = [g]ﬁ é uma representacao de G.
O
Basicamente o teorema (C.1) garante que existe uma correspondéncia um-para-um
entre uma representagao e um KG-médulo. Por conveniéncia passaremos a trabalhar com
os KG-modulos e nao mais com as representagoes em si.
Uma vez definidas as representagoes em termos dos KG-modulos, vamos agora definir
as chamadas representacoes irredutiveis (ou KG-mdédulos irredutiveis) que sao as repre-

sentacoes de interesse em fisica.
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C.1.2 Representagoes Irredutiveis

Agora que ja sabemos o que é uma representacao de um grupo discreto e finito, vamos
definir as representacoes ditas irredutiveis. Para isso precisaremos do conceito de soma

direta de espacos vetoriais a qual denotamos por U & V', sendo U e V' espagos vetoriais.

Definicao C.4 Dizemos que um espaco vetorial W é a soma direta de outros dois espago
U eV, denotamos por W = U @V, se para cada elemento w € W existirem inicos u € U

ev eV tais que w = u+ 0.

Ou podemos dizer que W =U &V se W =U+V e UNV = (). Segue desta definicao
que dim W = dim U+dim V. A definicao de um KG-moddulo irredutivel é a dada abaixo.

Definicao C.5 Dizemos que um KG-maodulo V' € irredutivel se os unicos KG-submddulos

de V' sao os KG-submddulos triviais {0} e V', caso contrdrio V € dito ser redutivel.

Assim dizemos que uma representacao p é irredutivel se o KG-médulo associado a esta

é irredutivel.

KG-homeomorfismos, KG-isomorfismos e o Lema de Schur

Outro conceito bastante relevante para este trabalho é o conceito de KG-(iso)homeomorfismos,

os quais serao definidos a seguir.

Definicao C.6 Sejam V e W dois KG-mddulos. Um mapa 9 : V. — W ¢é dito ser um

KG-homeomorfismo se este € linear e
g v) =g>J(v),

em outras palavras, se v € mapeado em w, entao g > v serd mapeado em g > w.

Se um KG-homeomorfismo ¥ € inversivel, entao chamamos este de KG-isomorfismo.

E claro que se ¥ é um KG-isomorfismo, entao 9! também o sera.
Finalmente poderemos enunciar o lema mais importante deste apéndice que é o Lema
de Schur, o qual nao serda demonstrado neste trabalho, mas uma demonstragao muito bem

feita pode ser encontrada em [16].
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Lema C.1 (LEMA DE SCHUR) - Sejam V e W dois CG-mddulos irredutiveis.
(1) Se ¥ : V — W é um CG-homeomorfismo, entao 9 é um CG-isomorfismo ou ¥ = 0.

(2) Se ¥ € um CG-isomorfismo, entao este € um maltiplo da identidade de V', ou seja,
v = ANldy, MNeC.

O lema de Schur garante que todo CG-homeomorfismo serd um CG-isomorfismo que é
um multiplo da identidade de V', caso contrario sera identicamente nulo e com isso somos
capazes de encontrar todas as representacoes irredutiveis do grupo Z,, que é o caso de

interesse deste trabalho.

C.2 Representacoes Irredutiveis de 7,

Considere G = Z,, = (a : a™ = 1), sendo assim um elemento genérico de Z, é da forma
at, i=0,1,--- ,n — 1. Considere um CZ,-médulo irredutivel V. Visto que o grupo Z,

¢ abeliano ¢ valido a seguinte relacao
(ai aj) > v = (aj ai) >v, YveV e Vd', d €Z,.

Isso significa que o mapa 9 : V — V que leva v — a’ > v é um CZ,-homeomorfismo,
o qual é nao nulo. Visto que V ¢é irredutivel por construcao, o lema de Schur garante que

este seja um CZ,-isomorfismo da forma
f = A,

e ficamos com

d>v=MNv, YveV.

A relagao acima é satisfeita para todowv € V. Se v € U, sendo U um subespago vetorial
de V, certamente que \;v € U, portanto a’ > v € U e isso implica que todo subespaco
vetorial de V' é também um CZ,-submoddulo, mas V' ¢é irredutivel por construcao e sendo

assim devemos ter necessariamente
dim V =1,

caso contrario cairemos em uma contradigao.
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O resultado recém obtido é valido para qualquer grupo abeliano. Portanto repre-
sentagoes irredutiveis de Z,, sao mapas p, : Z, — GL(C,1) ~ C.
Considere p, uma representagao irredutivel de Z,, entdo p,.(a) = A, e consequente-

mente
pr(a”) =pr(1) = (pr(a))" = AT =1,
portanto tiramos que A, deve ser uma raiz n—ésima da unidade, e como sé hé n raizes

distintas da unidade ficamos com

127

— s T —
AN=en" r=0,1,--- n—1.
Resumindo, existem n representacoes irredutiveis para o grupo Z, que sao

27 k
p?‘(ak):<eTT> ) r:()ala"'>n_1-

Note que para r = 0 obtemos a representacao trivial.
No caso particular em que n = 2 temos apensas duas representacoes irredutiveis que

sao

Um detalhe importante é que todas as representagoes irredutiveis de Z,, sao também

unitarias.

C.3 Caracteres e Expansao em Caracteres

Nesta se¢ao vamos introduzir a nogao de caracteres de uma representacao, a qual é bas-
tante simples e, conforme serd discutido, esses desempenham um papel importantissimo
na teoria de representacoes de grupos, em particular na teoria de expansoes de funcoes
do grupo que sao do tipo classe, que é o nosso caso de interesse. Sabemos que as repre-
sentacoes de um grupo sao matrizes, os caracteres de uma representacao nada mais sao

que o traco de tais matrizes.

Definigao C.7 Seja G um grupo discreto e finito e seja p : G — GL(C,n) uma repre-
sentacao de tal. O caracter da representacao p é uma funcao x, : G — C definida como

sendo o trago da matriz p, em outras palavras, é definido por

Xo(9) =tr (p(g)) .
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O caracter de uma representacdo € dito ser irredutivel e tal representacdo for irre-

dutivel.

Nota-se imediatamente da definicdo que os caracteres sao funcoes de classe!, pois o
trago de matrizes o é, e portanto sao invariantes por permutacoes ciclicas. Os caracteres
possuem varias propriedades interessantes, dentre elas uma sera especialmente importante
para nossos propositos que a relacao de ortogonalidade dos caracteres [16].

Os espago de todos os caracteres (de todas as representacoes de um grupo GG) é um
espaco vetorial V', uma vez que estao canonicamente definidos a soma de caracteres e o

produto por escalar

X+¥)(9) = x(9)+¥(g) Y, ¥PeV eVged,

(AX)(g) = Mxl(g) YxeV , VgeG e VAeC,

os quais satisfazem todas as condigoes necessarias para que este seja de fato um espaco

vetorial. Em tal espago vetorial pode-se definir um produto interno da seguinte maneira

(,) : VeV ocC

XV = (x,¥)

sendo (x, V) definido por
1 _
(x. ¥) = |—G’ZX(9)‘1’(9) (C.1)
geG
em que ¥ denota o complexo conjugado de W. Note que este produto de caracteres é de

fato um produto interno, pois todas as relacoes listadas abaixo sao satisfeitas.

6 T) = (0, x).
(x1+x2,9) = (x1, V) + (x2, ¥) .
(AG0) =2 (. ¥).

(x;x) >0.

Esse produto interno recém definido é valido para qualquer caracter de qualquer repre-
sentacao de G, no entanto quando as representacao envolvidas sao irredutiveis o teorema

a seguir [16] garante que uma relagdo de ortogonalidade entre esses

'Uma funcio de classe no grupo é tal que f(g) = f(hgh™') Vg,h € G
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Teorema C.2 Sejam x; e x; 0s caracteres das representacoes p; e p;, as quais Sao irre-

dutiveis e unitdrias. Entao o produto interno (x;, X;), definido em C.1, € da forma

(Xis x5) = 0 (4,7) -

Isso significa que o conjunto {x;} formado pelas representagoes irredutiveis e unitarias
de um grupo discreto e finito G' formam um conjunto ortonormal. Com isso podemos
mostrar que toda fungdo de classe pode ser escrita (expandida) em caracteres, isto é,
pode ser escrita como sendo uma combinacao linear de {x;}. Considere o teorema a

seguir [16]

Teorema C.3 Seja f : G — C uma funcao do tipo classe, entao f pode ser expandida

em caracteres, isto €, a funcao f pode ser escrito, para unicos f,.’s, da sequinte maneira

- Zerr(g)

sendo a soma sobre r uma soma sobre todas as representacoes irredutiveis e unitdrias de

G.

Os coeficientes f, podem ser facilmente calculdveis usando-se a relacao de ortonor-
malidade dos caracteres irredutiveis. Considere f : G — C uma funcao de classe e seja

Xi (i=0,1,---,n) os caracteres irredutiveis de GG, entao pelo teorema C.3 temos

=> falg)

agora multiplicamos ambos os lados da expressao acima por Y,(¢7'), e somamos sobre

todos os elementos do grupo, dai tiramos que

3 stohts™) = X5 ol zfl(le Dls I)IZfz(|G|<Xz,Xr>),

geG geG geqG l
finalmente usando a relacao de ortonormalidade dos caracteres obtemos
S flaale™) =D f(GI81Lr) = f= Zf xr(g7Y).
geG l gGG
Resumindo, podemos expandir em caracteres qualquer funcao de classe e o ficamos

co1m

1
f(g):@z

r

(Zf 9)x-(g ) Xr(9)-

geG
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C.3.1 Caracteres Irredutiveis de 7,

Conforme visto na secao anterior, as representacoes irredutiveis de Z,, sao as seguintes
k 27 fore
pr(a®) =emn r=0,1,---,n—1,
portanto os caracteres irredutiveis de Z,, sao

xr(@*) = tr(py(ah)) = e,
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