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Abstract 

We have constructed an experimental apparatus to study the dynamics of the 

fonnatíon of air bubbles in a nozzle subrnerged in a water/glycerin solution inside a 

cy1indrical tuba. The time delay between successive bubbles was measured with a 

laser/photodiode system. 

The results were interpreted by meaus of Chaos Thecry, and it was observed 

bífurcations, chaotic behavior, and sudden changes in a periodic regime as a functron of 

decreasing alf flow rate issued through the nozzle. 

Besides bubbling regime tràI1sitions, we also observed dynamical effects by 

applying a sound wave tuned to the fundamental frequcncy of the air colurrm above the 

liquíd of the bubble fOffiiation, As a function of the sound wave amplitude. we obtained 

Iimit cycle, fHp blfurcatioo. chaotic behavior. and synchronization of the bubbling with the 

sound wave frequency. 

Applying metricaJ as well as tópologíéal characterization to some chaotic attractors. 

we could establish relation with a Hénon-like dynamics. The Hénon-like behavíot j5 a 

particular case of thc dissipative two-dimenslonal circle~rnap dynamics, and by varying the

I amplitude of a sound Wave, we have observed featutes present in the cÍrcJe map dynamics. 

I such as 

I 
 Chaos, 


i 

I 

\ 

I 
1 

transition from quasiperiodic to chaotic behavior, period doubling cascade, and 



Resumo 

Construímos um aparato experímental para estudar a dinâmica da formação de 

bolhas de ar em um bico submerso em uma solução de água/glicerina dentro de um tubo 

cilíndrico. O tempo entre bolhas sucessivas foi medido com um sistema la'ier/fotodiodo. 

Os resultados experimentaís foram interpretados usando a Teoria do Caos. Foram 

observados bifurcações, comportamento caótico e saltos no regime periódico. em função da 

diminuição da vazão do ar soprado no bico. 

Além das transíções dos: regimes do borbulhamento, nós também observamos 

efeitos na dinâmica do borbulhamento quando aplicamos uma onda sorrora sintonizada na 

freqüência fundamentai da coluna de ar acima do líquido onde as bolhas eram formadas, 

Em função da amplitude da onda sonora, nós obtivemos ciclo fimite, bifurcação flip, 

comportamento caótico e sincronização do borbulbamento com a freqüência da onda 

sonora. 

UtiJizando caracterizações métrica e topológica em alguns atratores, pudemos 

relacioná-los com uma dinâmica tipo-Hénon cujo comportamento é tun caso particular da 

dinâmica do mapa do círculo bidimenslonaL Observamos características presentes na 

dinâmica do mapa do círculo na formação das bolhas variando a amplitude da onda sonora, 

tais como transição para o Caos via quase~periodícidade. cascata de duplicações de período 

e Caos. 
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1. Introdução 

Com o advento da Teoria do Caos [Li e Yorke, 1975], foi proposto que .e"os 

sistemas não-lineares com poucos graus de liberdade poderiam gerar uma dinâmica 

muito complexa,. como comportamento periódico, quase-periódico e caótico~ que 

dependeriam dos parâmetros de controle do sistema. Tais sistemas no estado caótico se 

tornam imprevisíveis enquanto o tempo avança. devido a uma propriedade básica dos 

sístemas caóticos, conhecida como sensibilidade às condições iniciais. Podemos 

encontrar exemplos destes sistemas ao nosso redor. como nas órbitas planetárias, 

sistemas quânticos [Bertelsen el ai., 1999J, variações climáticas [Lorenz, 1980), 

torneiras pingando [Shaw, 1984; Martien ct al~, 1985, Sartor.1li el 01.,1994; 

Gonçalves,1996; Pinto et aI., 2000], reações qwmicas, abalos sísmicos e circuitos 

elétricos [Jackson, 1995]. Podemos também encontrá-los dentro de nós mesmos nos 

impulsos nervosos [Rapp et ai., 1990], pulsações cardíacas, reprodução celular e muitos 

outros ritmos biológicos [Jaclrson, 1995). 

Seguindo uma sugestão de Rõsller [RossIer, 1977] de que uma torneira pingaodo 

poderia ser um exemplo do sistema de equações diferenciais que exibe comportamento 

caótico~ Shaw [Shaw~ 1984] desenvolveu o experimento da torneira gotejante que se 

mostrou mais complexo que O sistema proposto por Rõsller. No Laboratório de 

Fenômenos Não-Lineares (LFNL) do Instituto de Fisica da Universidade de São Paulo 

foi construído um experimento semelhante ao experimento da torneira gotejante de 

Shaw [SartoreUi et al.~ 1994], e esta experiência permitiu observar uma enorme
i 

variedade de comportamentos dinâmicos1 tais como CrÍses [Grebogi et ai,~ 1982l

I intermitências. duplicações de penado e órbitas homoclínicas. Para explicar taisI 
! comportamentos, foram desenvolvidas algumas técnícas para análise das sériesI 

temporais [Gonçalves, 1996; Pinto, 1999].! 
Desta forma o conhecimento adquirido com o experimento da torneira gotejante 

I nos permitiu propor e desenvolver um experimento. para estudar a dinâmica da 

formação de bolhas em um líquido, onde medimos o tempo da fonnação de bolhas de 

ar sopradas em uma mistura de água e glicerina, utilizando as técnicas semelhantes às 

utilizadas no experimento da torneira gotejante. Este experimento) que chamamos de 

tubo borbulhador [Tufalle e Sartorelli, 2000a, Apêndice 2; Tufuile e Sartorelli, 2000b, 

Apêndice 3]. é de interesse tanto no estudo dos sistemas dinâmicos" quanto nas 

aplicações em fluxos com duas fases [Ruzicka el ai., 2000]. Além dos efeitos da vazão 
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do ar na formação de bolhas~ -estudamos os efeitos de uma onda sonora nas intervalos de 

tempo da formação de bolhas. 

A geração de bolhas é importante em uma vasta gama de fenômenos onde temos 

a dispersão de um gás num liquido, desde ocasiões corriqueiras corno no preparo de 

uma maionese, até em Engenharia Química nos chamados equipamentos de mistura de 

fases. Para citar apenas algumas situações, temos a criação de bolhas em colunas de 

borbulhamento, vasos de fermentação~ equipamentos de limpeza e extração, cavitação 

acústica em bombas hidráulicas e válvulas de controle. reatores. caldeiras e fijído em 

transmissões de ondas sonoras no oceano [Clift e/ ai., 1978]. 

Basicamente, podemos ter quatro formas de formação de bolhas em líquidos: 

a) Soprando um gás através de um liquido; 

b) Quando a alta velocidade do liquido diminui a pressão de rorma drástica, (abaixo d. 

pressão de vapor do liquido), e uma cavidade preenchida com vapor do liquido se 

forma, ocorrendo o processo que é conhecido como cavitação; 

c) Quando um aquecimento local faz com que a pressão de vapor do líquido ultrapasse 

a pressão local do liquido, e uma cavidade de vapor se furma por ebulição; 

d) A diminuição brusca da pressão no líquido faz com que gases dissolvidos fotrnem 

bolhas no seu interior. que ocorre quando abrimos uma garrafa de refrigerante, ou 

em situações mais !etais~ como ás bolhas que causam embolia em mergulhadores 

que sofrem descompressão. 

Neste trabalho focalÍ7.aremos o primeiro caso da formação de bolhas principalmente 

em líquidos viscosos, usando uma abordagem da Teoria do Caos. 

O estudo da formação de bolhas é interdisciplinar devido às aplicações encontradas 

em Engenhruia, Física, Química, Ocolisica, Matemática Aplicada e Medicina. Clifl e 

colaboradores [Clift e/ ai., 1978] publicaram o livro intitulado Bubble, Drops, and 

Particles. no qual eles procuram dar uma revisão dos trabalhos envolvendo o 

movimento de partículas em fluidos. e a criação e movimento de bolhas e gotas em 

fluidos. Esta é urna referência muito comum nos trabalhos envolvendo formação de 

bolhas. Nesta obra sobre bolhas, gotas e partículas, podemos ver que os principais 

obstáculos, no estudo dos fenômenos que envolvem a interação do estado liquido com o 

estado gasoso, são a compressibilidade dos gases e a não-linearidade intrínseca dos 

fluidos) que levam muitas vezes a modelos empíricos e com validade de aplicação. 

limitada. A idéia central quando se aplica a Hidrodinâmica tradicional é a de se 

caracterizar diferentes regimes de gotejamento ou borbulhamento~ como transições de 
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instabilidades [Chandra.ekbar, 198 I]. Tais transições OCOITem com o aumento de um 

parâmetro característico do sistema, como por exemplo o IlÚmera de Reynolds. 

Utilizando princípios variacionais procura-se explicar como ocorre um tipo particular 

de mudança de regime, como a transição do regíme laminar para a turbult:";ncia, 

A aplicação da Teoria do Caos a estes sistemas nos ,dá novas perspectivas de 

análise e aumenta nossa intuição com relação aos fenômenos complexos observados. A 

furmação de bolhas em líquidos viscosos e sua relação com comportamento caótico, já 

foram relatados em trabalhos de Tritton [Tritton ot ai., 1993] e Mittoni [Mittoni oi ai., 

1995]. No primeiro trabalho, um medidor de fluxo anemométrico, que consiste de um 

resistor sensível ao fluxo de um fluido que passa sobre ele~ foi colocado próximo do 

bico onde as bolhas eram fonnadas, e infonnava sobre a fonnação das mesmas_através 

da variação da tensão sobre o resistor, Com este sinal de tensão.r Tritton construiu seções 

de Poincaré, e através delas ele observou duplicação de penodo no tempo entre bolhas, 

e também obteve algumas séries de sinais com padrões nâo-periódicos, Tritton 

classificou os padrões de comportamento mais simples como Caos Fraco~ e os de 

comportamento mais complexo como Caos Forte_ O trabalho é inovador no sentido de 

que é a primeira vez que técnicas deste tipo são utilizadas para o estudo da formação de 

bolhas. Mas as criticas com relação a este trabalho levam em conta que o método de 

medição é invasivo~ isto ~ a formação das bolhas é afetada pelo medidor, pois, a 

caracterização do comportamento caótico fOI feita de modo subjetivo. No segundo 

trabalho, Miltoni e colaboradores [Mittoni cl aL, 1995J utilizaram como elemento 

sensor da formação de bolbas num tubo borbulhador um transdutor de pressão, obteve 

séries de sinais caóticos através de técnicas não-invasivas e aplicou a caracterização 

métrica sobre elas, obtendo expoenles de Lyapllllov positivos (algoritmo de Wolf [Wolf 

ct ai., 1985D. 

Como exemplo do interesse da Engenharia Quími",! peJa formação de bolhas 

temos o grupo da Universidade do Tenessee [Finney, 2000], nos Estados Unidos, 

denominado CRG, abreviatura de Chaos Research Gr01lp que estuda desde 1992, entre 

outros siste~ a dinâmica de uma coluna de bolhas ascendente formada por um bico. 

Segundo eles, o principal foco da pesquisa é explorar a rota de duplicação de período 

até o caos, e a natureza espaço-temporal das interações entre as bolbas, além de 

focalizar as aplicações de técnicas de controle de Caos. 

Além deste grupo~ foram encontrados outros trabalhos envolvendo engenheiros 

químicQs estudando formação de bolhas através análise de séries temporais. Li e 
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colaboradores [Li et aI., 1997], estudaram a coalescencio entre bolhas através do 

espectro de potências dos dados obtidos experimentalmente. Ruzicka e colaboradores 
I 

[Ruzicka et al.~ 1997]~ focalizaram sua pesquisa na transição do estado de 

borbulhamento para o jateamento do ar em líquidos. Eles encontraram um movimento 

complexo das bolhas envolvendo disparos da vazão do ar mudando do regime de 

borbulhamento para o jateamento do ar no líquido. Eles classificaram os disparos 

utilizando a tcrnrinologia da Teoria do Caos como uma intermitência do tipo lI!. 

Os métodos de análise das séries temporaís são baseados na técnica de 

reconstrução do espaço de reses. a partir de uma coleção de dados conhecida como série 

temporal e podemos c1assificá~los como métodos métricos e topológicos. Basicamente 

temos uma análise das propriedades métricas desta reconstrução devido aos estudos 

desenvolvidos por P""kanl [packard el 01., 1980], Malíc [Malíe, 198 I] e Takens 

[Takens, 1981J. Além disso temos a caracterização através de expoentes de Lyapunov, 

com um algoritmo muito popular desenvolvido por Wolf [Wolf el aI., 1985] para o 

cálculo destes expoentes para estas séries. Além do estudo da estabilidade das séries 

temporais~ também é associado a elas o conceíto de dimensão. Femat e colaboradores 

[Fernat et ai., 1998] acompanharam a evolução de séries temporais provenientes de 

sensores capacitivos em um experimento de borbulhamento em uma coluna vertica1, 

eles obtiveram os expoentes de Lyapunov e fizeram análises espectrais dos dados 

referentes à bolhas que se eJevavam na coluna. A caracterização topológica de dados 

experimentais de sistemas não--lineares usando dinâmica simbólica foi feita pOI' 

Gonçalves e colaboradores para o experimento da torneira gotejante [Gonçalves et aI., 

1998]. Pinto [pinto ef al, 2000) aplicou o estudo das variedades invariantes para 

caracterização da Catástrofe do Céu Azul, também no experimento da torneira 

got~ante> assim como algoritmos de localização de Órhitas Periódicas Instáveis (QP!) 

de So [So el ai., 1996]. 

Neste trabalho observamos as condições que levam aos diferentes regimes de 

borbulhamento e classificamos estes regimes de acordo com as teorias dos sistemas 

dinâmicos, assim como registramos algumas observações intrigantes na evolução destes 

sistemas, como por ""emplo o aparecimento de cmtibolhas [Stong, 1986], que são 

basicamente cascas esféricas de ar aprisionadas dentro do líquido, Colocando óleo junto 

com água no sistema do tubo borbulhador~ também registramos fi existência de veias 

líquidas, que são colunas d'água sustentadas por bolhas dentro do óleo. 
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Veremos também o tubo borbulhador como um novo exemplo da classe dos 

sistemas caóticos, devido à sua relação com o mapa hidimensional do círculo (Argyris 

et a/,~ 1994]. Muitos sistemas físicos caracterizados por pelo menos duas freqüências 

exibem um comportamento chamado de sincronização, ou também chamado de 

travamento de freqüências. Outro comportamento muito freqüente na associação de 

osciladores é o comportamento quase-periódico, que pode ser representado pela 

associação de dois osciladores funcionando com a relação entre as freqüências dada por 

um número irracional Todos esses comportamentos aparecem naturalmente no 

experimento do tubo borbulhador e, além disso~ este experimento nos permite explorar a 

interação entre os sistemas não-lineares> e como ocorrem as translções entre os regimes 

periódico e ca6tico na emissão de bolhas sujeitas à uma onda sonora. 
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2. Aspectos Teóricos 

2. Aspectos teóricos 

Séries temporais nao-lineares podem ser analisadas com métodos métricos e 

métodos topológicos. O método métrico é multo próximo das noções intuitivas de 

distância, área, volume e dimensão que temos. Por este método podemos dimensionar e 

comparar objetos, num detenninado espaço. Também podemos analisar a estabilidade 

de um sistema com base no valor de médias temporais da convergência ou divergência 

da vizinhança de um ponto destes objetos, chamados de atratores. 

O método de análise e carncterizoção topológica é um dos meios mais 

importantes de investigar problemas não lineares. Este método, considera a série 

temporal não corno uma função explícita do tempo, mas como curvas no espaço de 

fa.lies que são soluções do sistema dinâmico. Descobertas consideráveis nos aspectos 

qualitativos e algumas infonnações quantitativas, podem ser obtidas através dos 

atratores reconstruídos, 

Os métodos empregados neste trabalho foram obtidos da literatura, ou 

desenvolvidos nó LFNL. A finalidade da utílízação de tais métodos é testar e justificar 

algumas hipóteses feitas para os dados obtidos com tubo borbuIhador e para a torneira 

gotejante. Para evitar redundância da derivação dos métodos amplamente encontrados 

em livros/texto e artigos, as derivações dos métodos serão simplificadas, Para maiores 

informações dos algoritmos empregados poderão ser consultados os trabalhos de 

Hegger, Kantz e Schreiber [Hegger et aI., 1999), Ellner [EIlner cf aI., 1992), So [So Cf 

aI., 1996) e Gonçalves [Gonçalves ef aI., 19981, 

2.1. Fluxos e recorrências 

Os sistemas dinâmicos detenninísticos são descritos pela evolução temporal de 

um subconjunto A em um espaço euclidiano d~djmensional. Eles podem ser expressos, 

por exemplo. por equações diferenciais ordinárias [Sotomayor, 1979]: 

X=f(f), (2,1) 

ou com um tempo discreto t = n .J t, por mapas [Collet é Eckmann. 1980]: 

x n+! =f(x,,). (2.2) 

Uma série temporal é uma seqüência de observações igualmente espaçadas no 

tempo. Uma série de eventos é uma seqüência de intervalos de tempos, entre os quais 

ocorreu um determinado evento. 
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2.2. Mapas de retorno 

Uma série de eventos da forma (x}""," ,"" Xl, ... ,,,,,), não é exatamente o espaço 

de fases do sistema dinâmico. sendo necessário empregar alguma técnica de 

reconstrução para revelar a estrutura muIti~dimensional desta série. Um dos mais 

importantes tipos de técnica de reconstrução do espaço de fases é o mapa de retomo, ou 

também chamadQ de coordenadas de atraso. Vetores no espaço de imersân são criados 

a partir de atrasos na série. O conjunto das duplas (l<;, XjH) forma o mapa de primeiro 

retomo~ e o conjunto das duplas (Xj, Xjt2) forma O mapa de segundo retomo e assim por 

diante. O número de elementos destes vetores dá a dimensão de espaço de imersão. O 

teorema de imerslio de Talcens [Talcens, 1981]. estabelece que se uma medida é 

dinamicamente importante para o sistema, ela contém toda informação contida neste 

sistema dinâmico. 

Em modeIos matemáticos de sistemas dinâmico~ a evolução do processo é 

vÍsualizada no espaço de fases. cuja dimensão é dada pelo número de variáveis 

independentes. Em experimentos, o espaço de fases é usualmente desconhecido a 

princípio e freqüentemente uma única variável escalar do sistema pode ser medida. O 

método mais comum de reconstrução do espaço de fase. a partir de uma série temporal, 

foi proposto por Packard, Crutchfield, Farmer e Shaw [packard et aL, 1980], para se 

analisar os dados do experimento da torneira gotejante, A dinlhnica de uma série 

temporal {x} em sistemas dissipativos é completamente descrita pelo atrator em um 

espaço de fases d-dímensiona)~ lR.d~ com D sendo a dimensão do atrator. Genericamente. 

qua1quer atrator é completamente envolvido no espaço de fases por sua própria hacia de 

atraçào~ consequentemente, todos os movimentos transientes inicializados em uma 

I pequena vizinhança do attator~ movem-se assintoticamente na direção do atrator. Os 

I atratores podem ser periódícos~ quase-periódicos e caóticos. 

Neste trabalho os dados experimentais obtidos são apresentados em mapas de 

primeiro retorno bjdimensionals. cujos elementos das duplas (Tn• Tnt1) são intervalos de 

tempo entre duas bolhas consecutivas. Também serão apresentados mapas de primeiro 

retorno tridimensionais, através das tripla (Tn, Tn+ h Tn+2). Outras representações 

necessárias serão especificadas no local onde estas forem utilizadas. 
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2. Aspectos Teóricos 

2.3. O Mapa quadrático 

As princípals características dos sistemas dinâmicos são observados e analisados em 

mapas unidimensionais, como no mapa quadrático do tipo: 

f(x,,)::::: x! -a, (2.3) 

onde Xfl é a variáveI iterada do mapa e a é o parâmetro de controle. O diagrama de 

bifurcações deste mapa pode ser visto na Fig. 2.1. 

X" o 

-1 

,, 

~~~~~-~~~~----------
F~"---

-­

1~, 
-0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 

a 
Figura 2.1 Bifurcaçâo obtida com uma função oonvcxa , a linha tracej:ula é o primeiro 
ponto fixo inslável que surge numa bifurcação tipO sela-nó. 

Neste diagrama vemos os valores possíveis de x para uma variação do parâmetro 

de controle a entre -Q,25 e 2.0, Os valores do mapa para a entre -0,25 e 1,25 podem ser 

calculados analiticamente, impondo a condição de que o valor da variável iterada 

anterior seja igual ao valor da variável iterada seguinte: 

x:::::x 1 -a, (2-4) 

que nos fornece dois pontos fixos, Xf: 

x" = [l+(l+4a)'''1f2. (25.) 

<" = [1- (1 +4a)"']I 2_ (2.5b) 



9 2. Aspectos Teóricos 

A estabilidade dos pontos fixos de qualquer mapa unidimensioual é obtida com 

as condições: 

Ifl(Xr ~ < 1:'::>xré um ponto fixo estàvel; (2.60) 

If'(xr)1 >1:::>xréum ponto fixo instável. (2.6b) 

Deste modo, para valores de a acima de -0.25 obtemos xJ1 instável~ enquanto xp 

é estável até o parâmetro a chegar a 0,75. Para a igual a -0,25 no mapa da equação (2.3) 

experimenta uma bifurcação sela-lIó. A linha tracejada na Fig. (2.1) é a trajetória 

instável xfl e o ramo estável Xp está simetricamente abaixo até O valor de a igua1 a 0,75, 

Quando o parâmetro de controle a atinge O~75, as trajetórias do mapa sofrem 

uma mudança de oomportamento, Nesse caso, a partir deste valor do parâmetro de 

controle a órbita oscila entre dois valores de x; 

X" : f(xf .), (2.70) 

Xf4 : f{x,,). (2.7b) 

I 
, 

! 

x'" 

2 ,2 

1 1/ 

....., ..•....•.... 
: .... . . 

i , 

o 1< ;>rc: \,zA 

-1 I "i--=:::::::::::: 

1 

o 

-1 

t ... . t , .. Xp __ 

J .. ' ' ... ., ,. , 

: Xp ,l..-­

~/.'t! i
~"":' .. ,. . 

: .., 
tr~ 

-2+ª 
b ... .., ~ ..... 

, :-2 , 
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 a 1.0 1.5 a 

Figura 2.2 (a) Detalhe do diagrama de bifurcaç&s do mapa quadrático, a linha tracejada representa o pónto 

fum instável da bifurcação sela"'llÓ. (b) Bacia de atração mostrando a estabilidade de algumas regiões 

mostradas em (al, neste gráfico as linhas vermelhas representam os pontos fixos instáveis, enquanto que as 

- linhas pretaS os pontos fixos estáveis, Podemos emnparar a troca de estabilidade de xp mGSlrado em (b) para 

a"" 0,7.5 oom o diagrnma mostrado cm (u), assim como- o mesmo tipo de troca para xp c xp pata a = 1,25 

(linha pontilhada). 
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Para compreendermos o que ocorre. agora utílizando os critérios de estabilidade 

(2.6) e para calcular os novos pontos fixos, temos que recorrer a uma composição do 

mapa com ele mesmo, da seguinte forma: 

g(x) =f(f(x)) =x' - 2ax' +.' - a, (2.8) 

que possui quatro pontos fixos, sendo dois deles os pontos fixos das equações 2.7(a)­

(b), agora ambos instáveis. e dois outros estáveis dados por: 

x" ={l+ll+4(a-I)'''}/2, (2.9.) 

x" ={l-[1+4(a-I)"'1/2. (2.9b) 

Na Fig. 2.2(a), vemos o diagrama de bifurcações no período 2 e no gráfico ao 

lado (b), representamos as órbitas jnstáveis (ramos vermelhos), e os ramos estáveis 

(ramos pretos). As setas indicam a atração ou a repulsão dos pontos fixos, Na Fig. 2.2(a) 

quando a=1,2S, podemos notar que na seqüênCÍa de bifurcações aparece o período 4. 

Quando estes quatro pontos fixos se tornam instáveis, um período 8 aparece, e o 

processo de duplicação de perfodo se repete indefinidamente para faixas de a cada vez 

mais estreitas, até chegar no valor Umíte a". = 1,40113.•• que pode ser visto na Fig. 2.3, 

A partir deste valor do parâmetro de controle, os pontos no mapa visitam bandas 

periódicas, que se alargam e se sobrepõem aos pares, diminuindo o número de bandas 

num processo chamado de bifurcação reversa. Nesta sobreposição, os valores de x 

evoluem periodicamente com relação às bandas, mas. de modo errático dentro de cada 

uma delas, e tal movimento é chamado de caótico, 

No diagrama da Fig. 2.3, após O encontro das duas bandas caóticas, 

temos a ocorrência de janelas periódicas de períodos ímpares, COm uma janela maior de 

período 3 (a ;: l,75), e outra menor de período 5, relacionadas com bifurcações 

tangentes. A existência do período 3 é o principal argumento para se utílizar um 

teorema que estabelece a ex.istência de todos os outros períodos maiores. O Teorema de 

Sharkovskii [Jackson. 1995] nos dá um esquema não usual de ordenação para os 

números naturais tal que, para cada número natural n. a exístência de um ponto de 

penodo II implica na existência de órbitas periódicas de todos os períodos maiores na 

ordenação do que n. Pelo teorema de Sharkovskii. a existência de uma órbita de 

período 3 num mapa unidimensional não-monotônico com apenas um máximo, impHca 

na existência de todos os períodos_ 
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o teorema de Sharkoyskii explicitamente é [Jackson. 1995J: 

Seja T o conjunto ordenado {3-ó<J-< .. <2.3<2.5-<2.7<... <21342.5-<22.7-<. .. 

-1J<4<2-<1} Seja l· uma aplicação suave do intervalo unitário nele mesmo, tal que 

f(O)=f( J)=0 que possui apenas um ponto critico. Se m-<1l relativo à ordem no conjunto 

1: eftem a menor órbita de periodo m. então f tem uma órbita de período n. 

?~----~--------------~~--~i Band::Is atfaINas t' PArimo" Todosos perlodoo ~ 
• 1 .'- ,- ~i. 
I í<Jirrdnuirdon) I 


Paf~S estlWeis 
 I'l"o(Mmenkl : Caos .. penodos 


;:.', ;l, 2; .. __ I :",mi-pellódlco : rJ'!'ll'lllffls:, 3 
,
•

1 

x. O 

-1 

I Caos 

'I ~~-'L-__~____~~~::~::±:=::=::::~~~~~~~~!I
I ' 

1,4 1,6 1,8 2,0 

a 

Figura 2.3 O comportumento dinâmico geral do mupa quadrático. com a cascata de duplicações de período 
(a<1,4). Pnrn a > 1,40l1 ... , ocorre Caos com a diminuição das bandas atrativas. Após ti janela de período 3 
temo;; tooos os períodos, como propõe o teorema de SharkovskiL 

l 
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2.4. Dimensões 

Um aspecto básíco de um atrator obtido a partir de um sistema dinâmico é a sua 

dimensão, pois O comportamento do sistema é caracterizado pejo atrator. Após um 

transiente, alguns tipos de movimento desaparecem devido ao amortecimento, e o 

estado do sistema se aproxima de um atrator no qual o número de variáveis 

independentes, que detennjnam a dimensão do atrator, é reduzido consideravelmente. 

Os atratores podem ter a dimensão de um ponto, linha ou plano, ou podem ser 

extremamente complicados, e freqüentemente possuem estruturafractal [Alligood et al., 

1997]. Podemos medir essafractalidade através de dimensões generalizadas. 

Associamos a dimensão de um objeto com o número de vetores ortonormais que 

podem ser sobrepostos ao objeto. Embora seja muito importante, esta associação de 

vetores nos restringe sempre a dimensões inteiras. mas existem outros conceitos de 

dimensão, entre eles a dimensão de Hausdaif(Df ) [AlIigood et aI., 1997], que é baseada 

na idéia de um comprimento característico R em um conjunto de N elementos. 

D =logN .".N_RDt (2.10)
I JogR 

A dimensão de lnfonnação (Di) [AUigood et ar, 1997] leva em conta as 

freqüências de visitação relativas e por isto é mais interessante para slstemas físicos. 

Muitas outras definições de dimensão existem, mas para os objetivos deste trabalho, 

utilizaremos apenas as dimensões citadas anterlonnente e a dimensão de Kaplan-Yorke 

(DKy), [Argyris ct ai., 1994] 

Além disso, a determinação do valor de uma dimensão, a partir dos dados 

experimentais de um processo dinâmico. indica qual é a dimensionalidade do espaço de 

fases do sistema dinâmico matemático que deve ser usada para modelar o sistema. 

2.5. Expoentes de Lyapunov 

Os sistemas caóticos exibem sensibilidade às condições iniciais. Esta afirmação 

, tem sido utilizada para resumir uma das principais propriedades dos sistemas caóticos, 

que pequenas diferenças nas condições iniciais, são magnificadas devido à dinâmica do 
1 
, 

I 
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sistema, de tal modo que em um tempo finito o sistema percorre estados totaJmente 

diferentes. A noção de sensibilidade às condições iniciais é feita de modo mais acurado 

através do expoente de Lyapunov &[AHigood ef .al., 1997], Nonnalrnenre sistemas 

contendo pelo menos um expoente de Lyapunov positivo são considerados caóticos. Isto 

significa que trajetórias partindo de dois pontos muito próximos, não importando quão 

pequena seja a distância entre elas, irão evoluir de modo diferente e se afastarão 

exponencialmente uma da outra com o tempo. 

Podemos obter o expoente de Lyapunov máximo [Wolf et ai.• 1985] sem a 

construção explícita de um modelo para a série temporal, Uma caracterização confiável 

com expoente positivo exige que sejam garantidas a independência dos parâmetros de 

imersão e uma lei de crescimento exponenciaL 

Existe também o cálculo do espectro de expoentes de Lyapunov [Hegger e 

Kantz. 1999], onde o ingrediente essencial é a estimativa de Jacobianas locais. ou seja, 

uma dinâmica líncanzada que regula o crescimento das perturbnçôes infinitesimais. 

Para uma melhor compreensão dos sistemas dinâmicos. uma concHiação entre 

características relativas às médias temporais e espaciais dos atratores foi feita através da 

teoria ergódica [Argyris et aI. 1994]. Como o expoente de Lyapunov caracteriza a 

dinâmica do atrator, através de médias temporais da divergência ou convergência de 

uma vizinhança com relação a um ponto da órbita. o cálculo dos expoentes de 

Lyapunov permite certas comparnçõe.'i, como a conjectura de Kaplan-Yorke [Argyris ct 

al.. 1994] que estabelece que a dimensão de Informação deve coincidir com dimensão 

de Kaplan-Yorke, DKy, dada por: 

, ,
Lei 
'~Ik ..... ..!::...--, (2.11)

D Kf 
""" • IEr+!1 

onde k é um inteiro máximo, tal que a soma dos k expoentes máximos seja não-negativa 

e ti é ú i- ésimo expoente de Lyapunov. Tal conjectura foi verificada para uma boa parte 

dos sistemas dinâmicos dissipativos de baixa dimensâo [Hegger e Kantz, 1999]. 
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2.6 O mapa de Hénon 

o mapa de Hénon. é um mapa bidimensional do tipo: 

X/H_I =l-ax;+ Y1I> 
(2.12) 

Y-"+l = bX1l 

Os pontos fixos do mapa são dois e podem ser obtidos por: 

x* = [(b-I)±~(1-b)' +4a]/2a, y*:bx* (2.13) 

e para cada um desses pontos fixos temos dois autovalores associados À: 

I Â, =-ax*±~(ax*)' +b, (2.14) 

desta forma. com esses dois autovalores. podemos estudar a estabilidade de cada ponto 

. I 
a=1,4 b=O,3"1 .. 

•• 2 

>- ~o,o 

.., 
-0,4 

·1.0 -0.5 M M 1.0 

x, 

Figura 2.4 Atrator de Hénon caótico reconstruído nas variáveis x~ e y", para 
a=1,4 e b=O,3, 

fixo, como foi feito 

para 0< mapas 

unidimensionais. Um 

atrator de Hénon 

caótico bem 

conhecido é mostrado 

na Fig. 2.4. O 

coeficiente a está 

relacionado com o 

estiramento do mapa. 

e coeficiente b está 

relacionado com a 

contração da área do 

mapa de Hénon e este 

coeficiente é o 

determinante da matrizjacobiana J do atrator de Hénon com o sínal negativo: 

- 2ax 11 
deU = b q=-b. (2.15) 

1 
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Na Fig. 2.5 vemos as duas variáveis do mapa nos gráficos de x liS. a e y vs. a~ onde 

podemos notar a oontração da variável y por b na Fig. 25(b) em relação à variãvel "que 

aparece na Fig. 2.5(.), onde temos também os pontos fixosxJ.2 da equação (2.13). 

(a) 

><' 

x', 

(b) 
J 

~ 
Contraído pelo 

.1 fator b 1 

0.4 0,6 

a 

Figura 2.5 Diagramas de blfun:açõcs do atI3tor de Hénon para b=O.3, em (a) a variável x e seus dois pontos 
lOO)S, x*, na cor vente e x.s na corverme1ba. calculados pela equaç§o (2.13) sobre a série. e em (b) a variável 
y contraída pelo1ator b. 

Para o caso do diagrama de bifurcações da Fig. 2.5 " determinante de J é constante 

e negativo, det J = - 0,3, para todos os valores de a. 

Os expoentes de Lyapunov do mapa de Hénon, 81 e &1, estão relacionados com a 

matriz jaeobiana pela relação de contração [Argyris et ai., 1994]: 

.,+<;, ~ In Idet(J) I= In 0,3 ~ -1,2. (2.16) 

Esta relação representa as propriedade de estiramento, Si, e dobra, E2, atuando 

uniformemente, Idet(J) I~ 0,3, dentro do espaço de rases para estabelecer o atrator. Para 

a=lA e b=O)3. temost:j ~ 0,42 eE:1:t -1~62. O valor Sl>O nos dá um atrator caótico. 
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2.7. Redução de ruído 

A filtragem de sinais obtidos a partir de sistemas não~lineares exige o uso de 

métodos especiais [Hegger e Kantz, 1999J, já que os filtros lineares podem interagir 

desfavoravelmente com a estrutura não-linear. Sinais irregulares de fontes não-lineares 

exibem bandas de espectro realmente largas e não existe justificativa para identificar 

qualquer componente no espectro de freqüências como ruído. Entretanto, existem certas 

dependêncías genéricas entre as medidas {x} que criarão vetores {x} para preencher o 

espaço de imersão d~dímensionaJ de um modo não homogêneo. Métodos de filtragem 

linear procuram identificar as direções principais da distribuição no espaço de fases e 

fazer projeções sobre elas. A redução de ruído não-linear leva em conta que sinais não~ 

lineares formarão estruturas curvas no mapa de retomo. A principal suposição do 

algoritmo utilizado é que ele deve ser aplicado para sistemas de baixa dimensão (D-3). 

2.8. Espectro de Fourier 

Outro critério para se analisar séries temporais é através da decomposição da 

série numa integral de Fourier [Argyds et aI., 1994]. Considerando um sinaljfO. a 

expressão pode ser expressa na forma: 

+­

/(1)=_1 JF(f»)e'''dW (2.17)
2" ' 

onde 

~ 

F(w) = Jf(t)e-iMdt, (2.18)-. 
é definida como a transfonnada de Fourier do sinal f(t). 

O espectro de potência P(m) do sinal é dado a partir de F(m): 

P(m)= IF(m) I' = F(m)P(m), (2.19) 

COm f":>(m) sendo o complexo conjugado de F( (O)•. 
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logo ",-­

"'1(') I P( 

,"j 
1/4"J 

X. 
Q) 

Figura 2.6 _(a) Período 4 do mapa de Hénon e em (A) o seu espectro de potências, (b) atrator de 
Hénon lUl região caótica e em (B), seu respectivo espectro de potências moslI'atldo uma banda larga. 

Na Fjg. 2.6 temos dois: atratores obtidos a partir do mapa de Hénon, em (a) o 

comportamento de período 4. e em (A) o espectro que nos mostra o comportamento 

periódico com os dois picos indicando uma duplicação de período característica do 

atrator de Hénon. Para os parâmetros a=1,55 e b=O.l. temos um atrator de Hénon no 

regime caótico em (b). e seu espectro de banda larga em (B). 

Freqüentemente atratores caóticos apresentam banda larga. por isso este é um 

método muito comum na identificação do comportamento caótico. Além disso, a análise 

da evolução dos sistemas dinâmicos através de seus espectros pennite definir a rota 

[Argyris eJ ai., 1994] que leva o sistema ao Caos, poís, a evolução das dupHcações de 

período vista no mapa quadrático, e que também acontece no mapa de Hénon, é apenas 

uma dessas rotas. Na próxima seção veremos um outro mapa que nos mostra esta e 

outras rotas para o Caos. 
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2.9. O Mapa do Círculo 

o mapa do CÍrculo modela a interação entre um oscilador IImestre" quando aplicado 

a um segundo oscilador não-linear [Argyris et aI.. 1994; Jackson. 1995J. A dinâmica é 

governada por dois parâmetros de controle, a razão entre as freqüências dos osciladores 

desacoplados n. e a intensidade de acoplamento K: 

K e +1 == BII +Q--sen2nBn +brn (mod I) n 2" (220)
K 

rn+l ;::'; brn - 20: sen 2nBn · 

Aqui, 0,1 é o ângulo de um rotor rígido logo após o enésirno impulso. e rn é proporcional à 

velocidade angular deste rotor sujeito a um impuiso externo, do oscilador mestre e b está 

relacionado com o amortecimento. 

.... 

0,0 0,5 1,5
K 


~'ígura 2.7 Diagrama de bifurcação do mapa do círculo para b=O.l e ,,=0.725 

0.1 

-0,1 
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Na figura 2.7 podemos ver a série temporal do mapa do círculo. Este tipo de mapa 

nos dá outro tipo de rota para o caos denominada de rota para o caos via quase­

periotlicidade, Temos basicamente o aumento do raio de um ciclo limite quase-periódico 

intercalados com travamentos de freqüência, e comportamento ca6tico. 

Para sistemas altamente díssipativos o termo b se anula e o mapa pode ser estudado 

na forma puramente angular: 

K 
0M' =0" +0- 2JI; seo(27l0"), (2.21) 

Um conceito importante para a análise do mapa do círculo que foi introduzido por Poincaré 

[Argyris el ai" 1994; Alligood., aI., 1997] é número de rotação W: 

() - ()o
W(K,O) = lim n , (2,22) 

n~iOO n 

que é a média da rotação do oscilador forçado por ciclo. 

As propriedades de estabilidade para valores de K<l, para a equação (2,21), seguem 

a partir da teoria de estabilidade línear para mapas. como foi feito para o mapa quadrátJco: 

d~f(e,o, 10 =11- K cos(27lB)I, (2,23) 

que é menor do que um se fi <114 e é maior do que 1 se 0>114. ou se 8>314. Para um ponto 

fixo estável Os temos: 

lim~,=es=>w=o, (2.21) 
n...­

Substituindo na equação 2.21 obtemos a relação entre K e n, dada por: 

Q=+K (2,22)- 2JI; . 

Estas relação entre K e Q nos dá o espaço de parâmetros do mapa do círculo. onde podemos 

ver para quais valores podem ocorrer a sincronização do oscilador forçado. conhecida como 

língua de Arnold [Bai-lin, 1989} para o número de rotaçâo W=OII. 

Na figura 2.8(a) temos o mapa de primeira iteração da função senoida1 do mapa do 

círculo na região onde ocorre uma bifurcação do tipo sela-nó. Para um valor fixo de K entre 

Oe 1, três valores de Q foram escolhidos. Para.Q > nKt> o ponto fixo alnda não existe. Para 

Q = QIÇo a função tangencia a bissetriz e um ponto fixo aparece. Diminuindo aínda mais o 

valor de Q, o ponto fIXO se divide em dois, um estável e outro instável. situação 
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caractenstica de uma bifurcação sela~n6. A figura 2.8(b) dá o diagrama de bifurcação para 

W=O/l. para os valores positivos de n da equação 2,25, 

13) i 7.' /1 

0,8 
~ a 

(a) .' /,' 

n~' 
K=Ko 

(b) 

n~"o 
n~ 

on 
K.,H 

cri 0,6 
~- : I: 

0,4 ::.::
º., ......-;;/.'."H " •. 

0,2 
fi =+K12ff­
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0,0 e 0,5 1,0 0,0 n, e 

Figuro 2.8 (a) vráficos do mapn do círculo em função do parâmetro Q na região do ponto de bifurcação 
:::elu"n6. Em (b) a representação no espaço de pnn'imetros da língua de Arnold correspondente a W=O/J, 
que ocorre para valores de Ll menores que LlKII • 

Para diferentes valores de W. quando K<1 > ocorrem outras regiões de travamento 

de freqüências sem ocorrer sobreposição entre elas, como está apresentado na Fig. 2.9, que 

mostra os limites de estabilidade dos domínios periódicos no plano (K,n). para alguns 

nlÍmeros de rotação. Para as regiões onde ocorrem a sincronização das freqüências entre os 

dois osciladores, o número de rotação 

W é um número racional p/q. Deste 

modo para cada valor racional do eixo 

.0., uma janela periódica surge e se 

expaIlde quando aumentamos o valor 

de K. Com o aumento da não­

linearidade através do parâmetro K, a 

sincronização das freqüências a se 

tornam mais dominantes. 

". 
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Figura 2,9 Diagrama das Línguas de Arnold para o 
mapa do Círculo. 
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Para valores de K> I ~ as línguas de Arnold passam a se sobrepor~ e o número de 

rotação não é mais unicamente determinado~ mas trocado por um intervalo de rotação 

[WJ• Wl], e este embaraJhamento torna o comportamento aperiódico. 

Para mostrar algumas das caracteristicas gerais do mapa no círculo~ utilizaremos 

o conceito de expoente de Lyapunov. Lyapunov estudou urna vizinhança abstrata {x } 

de uma trajetória {x}, com N pontos, com o objetivo de verificar se estes pontos se 

afastavam ou convergiam para a trajetória, Tomando uma trajetória infinita e uma 

vizinhança tão pequena quanto se possa imaginar, ele associou um expoente que 

caracteriza se a trajetória é periódica, indiferente ou caótica, Para o mapa do clrcuio na 

sua fonna angular da equação (2.21) com n = 0,25, o expoente foi calculado 

numericamente com a expressão: 

1 H-I 

B = N ~ Inll-K cos(2,,8, lI. (2.26) 

que está representado na Fig. 2.10(a) e seu respectivo diagrama de bifurcações na Fig. 

2.1 O(b). Inicialmente, os expoentes são ligeiramente negativos, da ordem de _10-6~ até o 

valor de K=l, onde divergem pare menos infinito. Órbitas com expoentes deste tipo, 

divergindo para menos infinito, são conhecidas como órhitas super~estáveis. Ao 

ténnino desta janel~ o sistema já possui comportamento caótico, e esta rota para o Caos 

é classificada de rota via quase-periodicidade [Bai-lin, 1989; Argyrls et al.~ 1994; 

Jackson, 1995, Alligood el ai., 1997J, onde os expoentes de Lyapunov positivos não 

ultrapassam o valor de O~3. Aumentando K. o sistema trava em um período l~ e inicia 

outra rota para o Caos, a rota via duplicações de período ou rota de Feigenbaum, já 

discutida para O caso do mapa quadrático, na qual os expoentes se anulam nos pontos 

onde ocorrem as bifurcaçõ~ neste caso temos o comportamento indiferente. Para 

K""3,4, o sistema experimenta um alargamento abrupto do atrator e este alargamento é 

classificado como uma crise. Após a crise, os expoentes de Lyapunov máximos param 

de crescer e têm valores na faixa entre O~7 e 0,93. Quando K. atinge aproximadamente 

4~7. o sistema volta a sofrer um travamento de freqüência em período 1" 

Do mesmo modo que o atrator de Hénon, o mapa do círculo bidímensional da 

equação (2.20) contrai o espaço de fases uniformemente, como podemos ver atravós do 

detenninante da matriz jacobiana do mapa: 

, 
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Figura 2.10 (a) Expoentes de Lyapunov do mapa do circulo coro n =0,:25. Em (b) o diagrama de 
bifurcações para o mesmo mapa. Podemos obter a seqüência de duas rot.as para o Caos com este sistema 
dinâmico, li rota de quase..periodicidade e a rota de duplicações de período. 

1- K cos2n:/J ~ 
(2.27)detJ=I_KCOs2Jf/J bl=b. 

, i 

Os pontos fixos r* e (IIi< de período 1; logo após a região quase-peri6dica para 

K>1,55 da Fig, 2,7, são dados por: 1, 
r*= -fl(mod I) se fl(modI) < 0,5 ou r*= I-fl(mod I) se fl(modI) > 0,5, 

(2.28)I [2JlT* 1
f)* = 2;r areseo K(b - 1)_, 

assim podemos detenninar o ponto onde ocorre a primeira bifurcação do tipo flip 

usando os critérios de estabilidade para a seguinte equação característica: 

l-Keos2;rf)*-À b J 
=0 (2.29)

-Kcos2Jff)* b-À ' 

que nos dà dois autovalores para cada ponto fixo. Para () ponto fixo r* os autovalores 

valem explicitamente: 
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\ -{K cos2nL~arcsef;' (b-l))]+I+b} 
',- -±',,- 2 

, (2.30) 

+I'{KCOS27t[~arcsen(T(b-I))]+I+br -4b 

2 

como r* é calculado pela equação (2.28) para os pontos fixos, a bifurcação flip ocorrerá 

quando um dos valores de Â. alcança o valor -I. 

Para valores da constante b próximos de zero, deve ser feita urna correção em 

primeira aproximação nos valores das línguas de Arnold. Pata as Hnguas 

correspondentes ao travamento de freqüências de período 1. como a equação (2.25)" as 

línguas podem ser calculadas através de: 

K 
(2.31)n= 21r(1- b) 

o mapa do circulo é um sistema dinâmico que parte de um sistema fisíco bem 

definido [Argyris cf ai., 1994), que apresenta um comportamento muito rico, com 

relação aos elementos da Teoria do Caos. 

Além do comportamento individual dos mapas vistos anterionnente~ como o 

mapa quadrático, o mapa de Hénon e o mapa do cÍrculo~ também é desenvolvida a 

pesquisa na área de sistemas dinâmicos espaço-temporais [Kaneko, 1992; Vian~ 2000] 

através do acoplamento destes mapas fonnando uma rede, Com estes estudos pretende­

se explicar rotas típicas para turbulência1 como. por exempJo, a seqüência obtida com o 

acoplamento de mapas quadráticos: duplicações de penado, formação de padrões 

aleatórios na rede de mapas, seleção de alguns destes padrões> intermitência espaço­

temporal e no final observa-se turbulência plenamente desenvolvida, Um exemplo de 

modelo de fluxo de um fluido usando mapas acoplados é dado por WilIeboordse 

[Wílleboordse, 1992). 
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" 2.10. Transformação de ponto fixo 

Para extrair as órbitas periódicas instáveis (OPl) imersas em um atrator com uma 

quantidade finita de dados ruidosos de um sÍstema unidimensional~ So e colaboradores 

[So el ai., 1996] fizeram a suposiyão de que todos os ponto, que estão em uma região ao 

redor do ponto fixo x*"f(x*) podem ser transfonnados para (x) na vizinhança de x". A 

função densidade p(x) possui singularidades do tipo inverso da raíz quadrada nos 

pontos fixos, e um histograma para p{X) terá um pico definido em x= x *. Alguns 

picos espúrios podem aparecer em fi(x) tanto devido à singularidades não relacionadas 

aos pontos fixos, quanto a zeros da derivada da função detran,formação x=g(x,k). 

Os autores generalizaram este método para um sistema com dimensão de imersão d para 

obter as órbitas periódícas instáveis através da transformação: 

'i" = (l-S"rl(z"~I-Snz".). (2.32) 

onde 

I' (d-I) ') _ ( a.o.".o. a. I _ IIs, - O +k:Rllz_1 Zn (2.33)
\ 1 

1 

aI -1/ 
(Zl _Z')t(z - Z )t "",l it. -,• 

(2.34)= 

, I)ta' (Z,,_(d_l) - Z_d)t ,(Zn_(d_l) - Zit'«d_lj /• 

e os vetores {z.) foram reconstruidos a partir da série temporal {x), 

( I " ')' ( )' (2.35)z" = zlpzn,zll~'.')z" ;;;:;: xnJx_..x,,_z~.-",x,,_4_t ? 

R é uma matriz aleatória d x d no intervalo [-l~1J e k está relacionado com a 

intensidade da geração de números aietórios, Os pontos fixos são dados por posições 

dos picos de p(X). Como a localização dos picos espúrios dependem do parâmetro k, 

eles são eliminados levando em conta a média (PCz)) para vários valores tornados 

aleatoriamente, 

Um ponto fixo instável do atralor do mapa do circulo com Q=O, é o ponto (O, O), 

mostrado na Fig. 2,11(a), que foi determinado com este algoritmo~ como está mostrado 

na Fig. 2.II(b). Outras aplicações desta técnica podem ser encontradas no exparimento 

da torneira gotejante [pinto, 1999], para se mostrar a existência de órbitas homoclínicas. 
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Figura 2.]] Atrator caótico simétrico em (a) do mapa bidimensional do círculo, que possui um ponto de 
sela na origem. Em (b) a órbita- periódica instável foi obtida munericamente utilizando-se o método de 
detecção de órbitas periódicas instáveis de So et ai. 

Como a reconstrução dos atratores em espaços de imersão bidimensionais é 

suficiente, nós aplicamos esta técnica para d=2, com /0:5, e 1000 matrizes aleatórias. 

Mais informações sobre este método pode ser encontradas também no trabalho de 

Schemelcher e Diakonos [Schemelcher e Diakonos, 1998]. 

2.11. Plano simbólico 

A obtenção de planos simbólicos, para a construção de máquinas topológicas 

mínimas no experimento da torneira gotejante, foi feita por Gonçalves [Gonçalves, 

1996], no experimento da torneira gotejante. No experimento do tubo borbulhador, a 

geração de planos simbólicos foi utilizada principalmente para se comparar modelos 

com os dados experimentais. 

Para estudarmos o plano simbólico particionamos um atrator em duas regiões da 

Fig. 2.12 (L e R) e atribuímos o valor I(ou -I) quando o sistema visita L (ou R), 

obtendo um vetor ...s'm, ..• ,S'2.S'},S,S}.S2,Sm,•...Deste modo um plano simbólico ap, 

característico de um atrator, é definido através do cálculo de a e f3 como: 
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~ 

et=LfJi Z- i
, (2.36) 

1",1 

onde Pt é um valor binário: 

O {+I
,f 
p,= {lSC(-l)'nSj::::_l; (237) 

I"' 

e 

~ 

p~ "UZ'fL.. f , (2.38) 

."'. 
onde VI é o valor binário: 

{'O ' {-I

tj = se D",= l' (2.39)

1 )tl + 

N. Fig. 2.12 exemplificamos a obtenção do plano simbólico (b) par. o atrator do 

mapa do círculo bidimensional (a)~ com suas respectivas partições L e R. O parâmetro b 

é igual a 0.1. As regiões em branco no plano simbólico são chamadas de regiões 

proibidas. 

0.\\\ R (a)l (b) t',
;"0,8 

\ \'" '" ~: I! !! !!! 
.... 0,0 ' .. \ 

O 

.1~ ;; ll.;: 0.6 
+ "CU.....c 

t;; :: -, :: ,,­ 0,4\ \\.•.. \\~ ::, :~ ~;; i; !li 1'~ 1 ~~ ... ". ... .. 
\ \. 

- ..~.."3~ " ,. •• ., ." l ~l! f0.2,-0.4 

0.0 
l-,! I -~----~ 

...(j,4 0,0 0,4 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1.0 
f a.n 

Figura 2.12 (a) O atrator do mapa do circulo reconstruido com o mapa de primeiro retomo na variável r e sua 
partição, e em (b) seu respectivo plano simbólico. 

I 
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3. Aparato experimental 

Neste capítulo descrevemos os aparatos do tubo borbulhado[ e da torneira 

gotejante, Tanto o experimento do tubo borbulhador, assim como o experimento da 

torneira gotejante, foram inteiramente desenvolvidos no LFNL-USP. Algumas das 

princípais atividades experimentais deste trabalho foram o desenvolvimento e 

construção do tubo borbulhador. a aquisição e fi análise dos dados. 

3.1. O tubo borbulbador 

Na Fig. 3.1 ternos a representação esquemática do aparato do experimento do 

tubo borbulhador, que consiste de um tubo acrflico transparente, com uma tampa 

(superior) e uma base de PVC, onde está conectada urna seringa hipodérmica pela qual 

é soprado ar numa solução de água com glicerina. Dentro deste tubo ocorre a formação 

de bolhas que são estudadas neste trabalho. O experimento pode ser dividido em quatro 

partes principais: o tubo borbulhudor, o circuito pneumático. o sistema de aquisição. e o 

sistema sonOrO. 

,, 
![ [, Alto-J ~ 1 

falllnleGerador do Amplificador;--= 
 Funções~I~ 
-l 

Tubo 

O 

01 c::::::J 

tasàr
CLp 

controlador 

Compressor Aesetvatório 

Medidor de wll:ão 
e válvulu d$ controla 

Figura 3.1 Diagrama geral do aparato cKperimCfj(ul do tubo) borbulhador 
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Na Fig, 3.2, podemos ver o tubo borbulbador, que foi construido com tubo de \ 

acrílico transparente de diâmetro interno de 10,5 em e 10 em de altura Na base estão 

lixados o bico borbulhador e um termopar para monitorar a temperatura do liquido. A 

entrada e saída do líquido ocorrem através de duas válvulas do tipo esfera. 

"""" 


Clfl'p- .......
drenagem 

I' ! ~ 
'! r 

Sensorde: I' I j' BiooOOrbulh:id()l' 
tempcr.mlIU !i t-l" 
)~ 

F'lgUl'a 3.2 O tubo borbulhador. suportes, o bico injetor. 
sensor de tempemum e válvulas de drenagem e 
preenchimento do liquido. 

Este arranjo permite o 

preenchimento do tubo e o seu 

esvaziamento através das 

válvulas nas laterais da base. 

Todo o conjunto é preso ao 

suporte através de quatro 

parafusos na base e quatro 

parafusos na tampa, Um 

sistema de iluminação 

constituído de uma lâmpada 

fluorescente e uma placa 

difusora de luz foi colocada 

atrás do tubo borbulbador, para 

obtermos imagens das bolhas 

utilizando uma câmara de 

videoVHS. 

O tubo está montado em uma bancada sobre quatro blocos de espuma para 

amortecer vibrações externas. 

3,2, Sistema de aquisição 

O sistema de detecção consiste de um laser He-Ne e um fotodiodo, Quando uma 

bolha atravessa o feíxe laser, induz no fotodiodo um sinal anatôgico, e um pulso é 

enviado a uma placa contadora de tempo inserida em um microcomputador. O início e o 

fim do desvio do feixe laser induzidos peja passagem de uma bolha,. criam o sina] de 

entrada da placa através de pulsos de tensão TIL gerados pelo futodíodo. Na Fig. 3.3 

temos o gráfico que mostra o sinal ot", devido a passagem de uma bolha" e o sinal tn 

relativo ao tempo entre bolhas. Assim um par de dados constituído do tempo entre as 

bolhas e o tempo de passagem da bolba é coletado pelo computador. O intervalo de 

tempo total entre a flNésima e a (n+l)-ésíma gota é: To, que é a soma destes dos dois 

intervaJos de tempo. 
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Figura 3.3 Sinal gerado pelo fotodíodo e induzido na placa contadora de tempO pela passagem: das bolhas 
que desviam o feixe laser. O feixe está posicionado -5 rum acima cb extremidade do bico soprador. 

, o sinal de vazão obtido pelo medidor de vazão é convertido em um sinal 

proporcional de tensão em milivolts e digitilizado em um osciloscópio digital Tektronix,. 

depois é transferido para o computador através de uma interface General Purpose 

Interface Board (GPffi). 

3.3. Medidor de vazão 

o medidor de vazão utilizado'; o modelo GFM47, fabricado pela AALBORG 

lnstruments & Contrais. Neste equipamento o fluxo do ar entra em um transdutor de 

vazão, e dentro dele uma pequena parte do fluxo do ar é separada por um sensor do tipo 

tuho capilar de aço inoxidãveJ. O restante do ar flui através de um condutor de fluxo 

primário. A geometria do tubo primário e do tubo sensor foi projetada de modo a 

garantir um fluxo laminar em cada ramo. De acordo com os princípios da 

Fluidodinâmica as vazões do ar nos dois condutores são proporcionais entre si. Deste 

modo a vazão medida no tubo sensor é diretamente proporcional ã vazão total através 

do transdutor. 

Para obter a vazão no tubo SensoT, é fcito um aquecimento do fluxo em duas 

partes do tubo senSQr através de resistências sensoras de precisão. O calor é transferido 

através de uma parede fina para o ar. O ar aquecido é levado pelo fluxo desde um 

aquecedor à jusante, até um aquecedor à montante do tubo sensor, O sinal elétrico de 

uma resistência dependente de temperatura diferencial é detectada através de um 

circuito eletrônico de controle, O gradiente de temperatura medido no sensor é 

linearmente proporciona} à vazão através do sensor. 
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o valor da vazão é mostrado diretamente em um indicador digital, e 

simultaneamente em dois sinais elétricos, um de tensão proporcional ao valor da vazão 

entre Oe 5 V. e outro de corrente proporcional à vazão entre 4 e 20 mA 

3.4. Controlador de vazão 

o controlador de vazão é da marca BTC, modelo BTC-2220, e é um controlador 

do tipo proporcional, íntegral e diferencial (PID), Ele recebe o sinal de corrente do 

medidor de vazão (4-20 mA), com módulo de saída linear (OM92-3), com a tensão de 

saída variando entre Oe 10 V, com uma impedância de saída de 500 ill. Devido à alta 

impedância de saida, um circuito amplificador de corrente foi adaptado na saída do 

controlador. para que ele pudesse enviar O sinal de controle para a válvula solenójd~ 

como está mostrado na Fig. 3.4. 

2n3055 

10 V, I max 0,5 A. I ®? 
, 200 nF Válvula 

, ® . SolenóideTSaldado ~ 

cornroradE; . ]200 nF ...-0 
-

Figura 3A o Circuito que amplifica o sinal do controlador para a válvula 

o controlador possui dois modos de operação. No primeiro modo? ele mantém 

uma vazão fixa preestabelecida. No segundo modo~ o controlador aumenta ou diminui a 

vazão linearmente entre dois valores distintos, com uma velocidade preestabelecida pelo 

usuário. 
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3.5. Válvula solenóide proporcional 

o fabricante da válvula utilizada no experimento do tubo borbulhador é 

MLBORG Instnnnenls & Controls, e o seu modelo é o PSV-5. Basicamente a válvula é 

uma bobina que posiciona o atuador da válwla de modo contínuo, variando a vazão 

suavemente. A válvula solenóide proporcional foi projetada para responder a um sinal 

de tensão contínua de entrada, entre O e 30 volts, para regular proporcionalmente ao 

sinal de tensão o fluxo de liquidos e gases. Por medida de segurança as válvulas são 

normalmente fechadas quando desernegizadas. Na Fíg.. 3.4 temos um diagrama desta 

válvula. 

Devido à corrente na bobina da válvula, O corpo da mesma sofre um pequeno 

aquecimento. que é dissipado por metas de alumínio colocadas na válwla. 

Válvula Solenóide 
Proporcional 

f-"'-I 
PSV5 

AALBORG· 
, I 

u-i J 
\ / 

conectores de 1/4"m_
Figura 3.5 Diagrama as <limensões 
carncteristicas da válvula de controle PSV5 da AALBORG 
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3.6. O bico borbulhador 

Na Fig. 3.6, vemos o conjunto de agu1has e o cilindro de uma seringa 

hipodénnica que furam utilizados CQmo bicos sopradores no experimento do tubo 

borbulhador. As bolhas são formadas díretamente no cilindro da seringa ou nas agulhas 

hipodennieas que são colocadas na seringa que está ligada ao sistema de alimentação de 

ar. 

Figura 3.6 Bicos sopradores utilizados no eJ..-perimento do tubo boIbulbador 

Na tabela 3.1, temos as dimensões dos bicos mostrados na Fig. 3,6. Para 

verificarmos os efeitos do comprimento das agulhas, utilizamos agulhas com o mesmo 

diâmetro, mas que foram cortadas em comprimentos diferentes com uma serra 

diamante, como para as agulhas do grupo A e B. A seringa e algumas agulhas possuem 

dois valores na coluna relacionada com o dlâmetro~ O primeiro valor corresponde ao 
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'\ 

Bico Diâmetro (mm) I Comprimento(mm) ! 
Interno/externo 

S<lrin"" PláStica, , I 0.811.3 2 
, AI 

A2 
0,72/1,28 
0.721l.2& , 

2 
24,6 

, 

A3 0,72/1.28 37,7 
, , 

BI 072 2 
B2 0,72 14,5 , 
83 0,72 10,2 , 

B4 0,72 5.1 
CI 0,5 2 

Tabela 3.1 Dimensões da seringa e das agulhas utilizadas como rocos sopradores no experimento do 
tubo boIbulhador. 

diâmetro interno e o segundo valor estâ relacionado com o diâmetro externo. Para as 

demais agulhas temos apenas um valor corresponde apenas ao ctiâmetro externo. 

3.7. O sistema pnenmático 

o objetivo do sistema pneumático é fornecer o ar numa vazão estabilizada para 

ser soprado no liquido viscoso, O ar é comprimido por um compressor com um 

reservatório de 75 litros, no qual um pressostato foi calibrado para manter o ar na faixa 

de pressão entre 70 e 100 psi (libra por polegada quadrada). A pressão do ar é reduzida 

para 60 psi em um segundo reservatório de 200 litros~ atravês de uma vâlvula 

reguladora de pressão. Uma segunda reguladora" próxima do bico soprador. reduz a 

pressão do ar para 10 psi e a vazão é controlada pelo conjunta controlador, fonnado 

pelo medidor de vazão~ controlador e válvula solenóide, Deste modo urna vazão estável 

chega atô o bico borbulhador. 

3.8. O sistema sonoro 

A onda sonora é gerada no topo do tubo por um alto-falante de bobina móvel. O 

sinal elétrico para o alto-falante é gerado num gerador de funções Tektronix modelo 

AFG 320 e amplificado em um amplificador de áudio Nwa. O gerador de funções 
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possui uma placa GPIB que permite o controle de todas as suas funções através do 

microcomputador. 

A equação de onda [Fletcher e Rossing, 1991] dentro do tubo em coordenadas 

cilíndricas é: 

L~(rq,) +2-(O'P~ + 8'p __1 8'p 
r1 (3.1 )rã' a- ôq,z) fk2 - v; ã 1

' 

onde p é a onda de pressão na direção x e Vs é a velocidade do som no ar. A solução 

desta equação é: 

p.,(r,fP,x) = P:::' (mfP)JJ1«I.,r) exp[í(-k.,x +ml)] , (3.2)
\ a 

onde Jmé uma função de Bessel e qmn é definido pela condição de contorno ôplôr=O e r 

= a (a li: O raio do tubo). tal que a derivada Jm'(7rqmn) é zero. Se considerarmos em 

primeira aproximação o tubo borbulhador como um tubo com uma extremidade 

v • =3v v =5v v,~ 41 3 4L 5 41 

À =41 ~= À ~j-I1 

TIA. 

. I 
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Figurá 3.7 Os três primeiros modos de um tubo com uma 
extremidade fechada 

fechada, podemos 

estimar a freqüência de 

urna onda em seu 

interior. Uma 

propriedade geral de 

ondas sonoras 

confinadas em tubos é 

que os valores de 

amplitude máxima 

ocorrem em valores 

discretos da freqüência 

da onda. Na Fig 3.7, 
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podemos ver os três primeiros modos de um tubo com a extremidade inferior fechada. 

A distância do centro do tubo às linhas finas desenhadas dentro deste representa 

a amplitude de deslocamento da onda em cada ponto. N e A designam as posições dos 

nodos e antinodos de deslocamento. As freqüências VII' de ressonância do tubo são dadas 

por: 

v 
v =(2k + 1)-' (3.3)" 41 ~ 

onde I ê o comprimento do tubo e k = O,J,2,3,.,,~ o que nos fornece apenas os 
1, 

harmônicos ímpares. 
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Figura 3.8 Resposta do microfone «Jl0cad0 ã uma distância Alm dentro do ruoo borbulhador na sua 
parte superior. para wna onda SOOOI'a senoidal: gerada pelo alto-falante. Em (a) o microfone foi colocado 
a 2 em da superfieie do líquido, (b) 34 em e (c) 60 em. Em (d) vemos um cliagrarna que mostra a 
distância Alm 
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: " 

Foi verificada a freqüência de ressonância do tubo borbulhador~ obtendo um 

sinal proporcional ao deslocamento da onda sonora, colocando um microfone dentro do 

tubo. A distâncía entre o microfone e a superfície do líquido é Alm. O sinal obtido pelo 

microfone) colocado em três alturas distintas dentro do tubo borbulhador. está mostrado 

na Fig. 3.8, onde temos os valores obtidos para as alturas de 2 em, 34 em e 60 em em 

relação ao nível do líquido~ com um comprimento de coluna de ar total de 60 em, 

Variarulo a freqüência da onda entre 100& e 160 Hz, obteve-se que a freqüência de 

ressonância do tubo é de aproximadamente 134 Hz. O sinal do microfone tem a mesma 

furma que o sinal senoidal injetado no alto-falante. 

Depois de determinada a freqüência de ressonância do tubo nas condíções do 

parágrafo anterior, obtivemos o sinal do microfone colocado em vários pontos do tubo~ 

para os três primeiros .. mnônicos 134> 402 e 670 Hz. como está mostrado na Fíg, 3,9, 

de modo a verificar experimentalmente as posições dos nodos e antinodos de 

deslocamento. Na Fig. 3.9, podemos ver que a tensão não se anula na origem, portanto a 

onda não forma um nodo exatamente na superficie do liquido para os três harmônicos? 

mas parte da onda refrata no liquido. 
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Figura 3.9 Nados e antinodos deruro do tubo para OS três primcitos harmônicos medidos em 
diferentes posições na parte de ar. com as freqilências de 134 Hz, 402 Hz e 670 m. Podemos notar 
nos três gráficos que a onda sooorn não forma exatamente um nodo na superficie do líquido. 
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3.9 O líquido 

o líquido utilizado foi preparado em soluções utilizando-se diferentes 

concentrações de água e glicerina. 

A tensão superficial foi obtida através do método do tensiômetro de anel [Ueta e 

Tabacniks, 1989], que consiste em se determinar a força para se elevar um anel delgado 

do liquido e relacionando-a com a tensão superficial. numa temperatura de 25()C. Na 

tabela 3.2 temos a tensão superficial de alguns líquidos comuns obtidos com este 

método. Para as diferentes concentrações de glicerina obtivemos O'S valores da Fig. 3.10. 

, \ 
,, 

! , 

, 

, 

Líquido 
, 

Tensão superficial (diIlalcm), 
I 

Água destilada 
, 

72, 

Agua de torneira 66 

0100 20W·50 (Mobil) I 35, 

Glicerina 58 

Alcool hidratado 30 

Agua com detergente 36 

Detergente 23 

Café (soluçiio) 42 

, 

, 
I, 
, 

, 

~1....:------
Tabela 3.2 Tensão superficial de alguns liquidas comuns medidos pelo método do tensiômc1TO dCanel 
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A viscosidade das soluções de água e glicerina foi estImada através do método 

de Stokes [Veta e Tabacniks, 1989] e a viscosidade varia como a função exponencial 

mostrada na Fig. 3.11 para 25' C. Para os valores da viscosidade da água pura e da 

glicerina para diferentes temperaturas fui consultada uma tabela de viscosidades [Perry 

e Clinton, 1972; Weast e Selby, 1996], 
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"'-,. : .. ' ..250 

u HH 
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% de Glicerina na água 

Figura 3.11 Variação da viscosidade com a concentração de glicerina na solução 

3.10. Imagens 

Algumas imagens foram obtidas para esclarecer alguns aspectos da formação 

das bolhas. As imagens da formação das bolhas furam feitas através de uma câmera 

VHS. Para iluminar o tubo borbulhador, utilizou-se a técníca de iluminação traseir~ 

com uma placa translúcida para difundir a luz proveniente de uma lâmpada 

fluorescente. e o tubo borbulhador foi colocado entre a placa difusora de luz e a câmera. 

As imagens obtídas foram digitalizadas e annazenadas. 
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Figura 3.1l Imagens obtidas. partir do experimentn do tubo borbulhador. Em (I) VCIl!OS .... bolha se 
fonnando junto à seringa, enquanto a bolha anterior emerge no liqujdo; (2) a bolha aumenta de volume. 
mas o empuxo não é suficiente para retirá~la do bico; {3} a bolha se-descola do bico, mas é alimentada por 
um pescoço~ (4) a bolha se destaea do bico e Cf perfil evolui para a fonna elipsoidal 

Na Fig. 3.12 temos a evolução de uma bolha se formando junto ao bico 

soprador. numa solução viscosa de água com glicerina" em quatro instantes distintos. A 

forma final das bolhas depende de vários fatores, entre eles o seu volume~ e isto pode 

ser observado nas cinco imagens da Fíg, 3,13. 

11 ""1 Ilcml 1I em 1 11 "'" I Ilcml 

m ~'jj O 
""4"'~.~ 

ttif1i':d->"\0.' 

(a) (b) (c) (d) (e) 

F1gura 3.13 Exemplo do perfil das bolhas em relação ao seu tamanho 
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3.11. O Experimento da Torneira Gotejante 

o experimento da torneira gotejante foi uma das primeiras tentatiyas de se criar 

um sistema com o propósito de se observar o Caos deterministíco, Este experimento 

possui um extenso material produzido pelo LFNL, que pode ser encontrado na fonua de 

dissertações de mestrado e teses de doutorado [da Rocha, 1995; da Silva, 1996, Tufaile, 

1996; Gonçalves, 1996; Pinto, 1999J. 

O experimento consiste basicamente de um bico got~ador que é alimentado por 

um grande reservatório~ como pode ser visto no diagrama do aparato experimental da 

Fig. 3.14. O tempo associado para cada gota é medido do mesmo modo que o descrito 

na seção 3.3 para o tempo entre as bolhas~ mas para o experimento da torneira gotejante, 

o feixe laser está posicionado "- 9 em abaixo do bico. 

Nós controlamos a taxa de gotejamento (fgot=<l/T» mantendo o nível do 

reservatório intermediário constante e selecionando a freqüência de gotejamento através 

da abertura da válvula acionada por um motor de passo e controlada por um 

microcomputador. Para uma dada taxa de gotejamento, nós construímos os mapas de 

primeiro retomo. 

Re:!lervut6rio 
Foot, 

c.mroJ_ 
denivcl 

Fotodiodo 
o 

Laa o Computador 

o 

Res~ -
00..... 

Figura 3.14 Diagrama -do experimento da torneira gotejante 
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4. Resultados e Análise 

A formação das bolhas é freqüentemente imaginada como () experimento da 

torneira gotejante 1nvertido. Esta analO'gia é fraca e para podermO's verificá-la, 

estudaremos inicialmente a formação de gotas e depois estudaremos a formaçãO' das 

bolhas. 

4.1. A torneira gotejante 
I 

As equações diferenciais de primeira ordem, para a torneira gO'tejante) propostasI 
no modelo de Sh.w [Sh.w, 1984], com as modificações de D'Innocenzo e Renna 

[D'lnnocenzo e Rell!lll, 1996] são: 

'%t=V, 
d(M%=Mg_kx_bv, (4.1) 

dM/rJI=Q, 

O'nde x é a coordenada do centro de massa da gota, ºé O fluxo de água. A tensão 

superficial e o atrito entre a água e a torneira são dados pela constante de mola k e por b. 

respectivamente. Uma gota ~ se desprende do bico com velocidade Vc , com o fator 

de redução a quando o centro de massa alcança o limiar xc: 

/iAIJ :::; aJyJ (;V ,,: (4.2) 

Figura ,U Série temporal obtida com o modelo da tomeira gotejante variando« a vazão Q. k=475 
dinalcm, g=980 cm!~ 1>=1 g/~ :<,91,14 em, 0.91,19 sim. 
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Na Fig. 4,1 mostramos uma série temporal obtida a partir do modelo das 

equações (4,1), com os parâmetros k=475 dinalcm, g=980 crnls, b= 1,0 gls, x,,=O, 14 em e 

a=O, (9 sIm. Na integração do modelo foi utilizado um integrador Runge-Kutta de 

-
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quarta ordem, com passo de 

integração de 10-6 e condições 

iniciais x(O)=O.O em e y(O)=O, I 

em/s. Nesta série temos uma 

seqüência de duplícações de 

período para 0,5<Q<0,87 ml/s, 

caos e janelas periódicas para Q 

acima de 0,87 rnJls. c um 

alargamento abrupto do atrator 

próximo de Q;;:;:1,02 ml/s. 

Na Fig, 4,2 vemos três 

atratores para três diferente..<; 

valores de vazão Q do modelo. 

Pora cada um destes atratores 

foi calculado os expoentes de 

Lyapunov e sua respectiva 

dimensão de Lynpunov, que os 

caracterizaram como caóticos 

devido a existência de 

expoentes de Lyapunov 

positivos. Na Fig, 4.2(a) temos 

um atrator formado por quatro 

bandas ca6ticas, com vazão Q= 

0,885 mlls, Para uma vazão 

maior de 0,95 mlls, Fig, 4.2(b), 

temos um atrator ca6tico com 

duas bandas ca6ticas. Na Fig. 

4.2{c) um atrator caótico mis 

"largo" após a crise, para 

Q=I,05 mlls, 
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Figura 4.3 (a) dados experimentais para uma freqüência de gotejamento de 1,46 gotas/s. (b) atrator 
obtidQ çom o modelo com de oscilador com relaxação com uma freqüência de 3,15 gotas/s. 
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Figura 4A (n) atrator experimental com um freqüência média de 8,726 gotas Is. (b) atrator obtido a partir 
da simulação com uma freqüência ml!dia de 8,80 gotas/s. 



44 4. Re.wlltados e AndUsc 

Fizemos duas comparações entre os dados experimentais e o modelo. {Tufaite et 

aI., 1999, Apêndice 1]. Na Fig. 4.3(a} está mostrado o mapa de primeiro retorno 

experimental mantendo-se constante o nível do reservatório intermediário, com uma 

freqüência de gotejamento de 1,46 gotas/s. com o bico de vidrQ. Uma estimativa para os 

valores experimentais é dada por: k=:365 dinaicm, xç -O,6 em, e Q no intervalo 0,12-0,15 

gls. As simulações do atrator usando estes valores para os parâmetros não convergiram 

para vários valores de a e b. Desta forma outro conjunto de valores foi procurado para a 

reprodução do atrator experimental. Os valores escolhidos foram k =: 475 dina/cm. XI: ::: 

1,3 em, Q=0,15 gls, a = 0,2 s/em, e b = 10 SI, como está mostrado na Fig. 43(b), com 

uma fregüência de gotejamento de 3,15 gotas/s. 

Na Fig. 4.4(a) está mostrado um atrator reçonstruído em um mapa 

trídlmensional: Tn+2 VS. Tn.;.1 vs. Tn• com a freqüência de gotejamento de 8,726 gotas/s. 

O perfil do atrator foi simulado com os parâmetros cOm os seguintes parâmetros: 

Q=0,141 gls, x" = 0,251 em, "",0,51 s/em, b=O,943 SI, e k=120 dínalcm, como está 

mostrado na Fig. 4.4(b). A freqüência média de gotejamento é de 8,80 gotas/s, pr6xima 

do valor experimentaL Os dois atratores da Fig. 4.4 apresentam expoentes de Lyapunov 

positivos e dimensões de Kaplan-Yorke l.O±O.l (atrator experimental) e 1,1±O,1 

(modelo). 

Outros atratores obtidos a partir de mapas criados baseados neste modelo podem 

ser encontrados na literatura [Renna, 1999], assim como comparações entre atratores 

experimentaís e simulados na mesma região de vazões das Figs. 4.3 e 4.4 ID'Innocenzo 

e Renna, 1997]. Em todas estas referências o modelo apresenta problemas quando os 

valores escolhidos para os parâmetros são os mesmos do experimento, que nonnalmente 

causam divergência das soluções durante a integração. Uma possível causa destes 

problemas é fato de que a gota não se rompe exatamente sempre na mesma posição, mas 

em alturas diferentes com relação ao bico. Concluímos que este modelo apresenta 

Cüfilcterísticas qualitativas interessantes, mas que não pode ser utiHzad9 para 

comparações quantitativas com a ex.periência. Modificações neste modelo estão sendo 

feitas por Fuchíkami [Fuchikami el aI., 1999], que compara este modela com outro 

modela mais elaborado, que utiliza por princípio físico a minimização da energia com 

relação ao perfil da gota que cresce junto ao bico. O modelo de Fuchikami utiliza uma 

descrição Lagrangeana para calcuIar numericamente a evoJução da formação da gota. 
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4.2. Dinâmica das bolhas " 
Veremos nesta seção os diferentes regimes d. borbulhamento causados pelo 

aumento da vazão do ar~ e como podemos esclarecer as transições destes regimes 

através de alguns modelos. 

4.2.1. Formação quase-estática 

Devido â complexidade do processo da formação de bolhas, os modelos 

existentes são adequados apenas em casos particulares [Clift e/ aI" 1978). Para uma 

bolha se formando em condições quase·estáticas, o equillbrio de forças na bolha é dado 

por: 

f. =/., (43) 

onde f g é a força da gravidade e f (J é a força devido à tensão superficial. Para um 

orifício do tipo bico circular. a equação (4.3) tem a forma: 

mg = 2R,7I:<7, (4.4) 

onde m é a massa do líquido deslocado pelo volume da bolha, g é aceleração da 

gravidade, R é o raio do bico soprador e G é. tensão superficial entre o ar e" liquido, 

Tomando um bico com Rb = OA m.rn, e criando-se uma bolha de ar na água nas 

condições qua8e~estáticas, quandO a tensão superficial do sistema é igual a O~07 N/m e g 

é igual a 9,8 m/s, teremos uma massa de líquido deslocado de: 

m = 1,8,10" kg, (4.5) 

Como temos a densidade da água igual a 1 g/cm3
• o volume máximo da bolha será dado 

por: 

m ,
V=-=18mm, (4.6) 

p, 

Se considerarmos urna esfera de volume equivalente, teremos um raio para a bolha, r/) : 

ré;; 1~6mm. (4,7) 

Podemos também estimar a pressão do ar dentro de uma bolha através da 

relação: 

2<7 
Pl-Pl ~-;-. (4,8), 

Se a interface não é esférica,. mas possui como raios principais de curvatura le e 

r" então. equação (4,8) terá. forma: 
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(4.9)p, - p. = 2~:' <). 
As diferenças de pressão das equações (4.8) e (4.9) fomece-nos a pressão laplaciana 

devido à tensão superficíal[Clift oi ai., 1978]. 

Para uma bolha com o raio de 1,6 mm, como calculado na equação (4.7), • 

diferença de pressão entre o ar dentro da bolha e a água é 

p, - p. = 175Pa. (4.10) 

Para uma bolha a 5 cm da superfície teremos Pl = 500 p~ então~ de acordo com a 

equação (4.10), a pressão dentro da bolha será de 675 Pa, ou seja, a pressão dentro da 

bolha é equivalente a uma oolunade água de 67,5 mm. 

Esta análise só é válida para sistemas em equilíbrio, fora do equilíbrio outros 

métodos de análise são empregados e serão discutidos na próxima seção, 

4,2,2. Formação de bolhas com vazão constante 

Podemos obter um modelo para baixas vazões,. fazendo algumas suposições 

sobre a geometria da bolha [Davídson e Schüler, 1960J. O modelo segue as seguintes 

considerações: 

1. 	 A bolha é esférica durante sua formação. 

2. 	 Não há cireulação do liquido ao redor da bolha que está se formando, de tal 

modo que o líquido está em repouso quando a bolha começa a se formar. 

3. 	 O movimento de uma bolha não é afetado pela presença de urna bolha acima 

ela. 

4. 	 A bolha está a todo instante movendo-se na velocidade de Stokes apropriada 

para o seu tamanho. 

S, Quando a bolha atinge o raio máximo R ela se destaca. 

Considerando O movimento de uma bolha que se forma em um ponto longe das paredes 

de um reservatório infinito nas condições acima,. a velocidade do centro da bolha, v, no 

tempo t após o começo da sua fonnação, será dada pela velocidade de Stokes: 

2r'g 
v=-~ (4.11)

9v 	' 

onde v é a viscosidade cinemática do líquido, dada pela razão entre a viscosidade e a 

densidade do liquido. Além disso, se Qé o fluxo do gás, então o volume da bolha V é: 
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V=QI= 4",-' (4.12)3 . 

Deste modo, definindo x como a distância entre o centro da bolha e o ponto de 

suprimento do gás, obtemos a equação que define o movimento do centro da bolha, 

atraves do seu raio r, como uma função de Q e t, dados pela equação (4.12). 

Substituindo r na equação da velocidade d. Stokes: 

v;2g (3Q )% /(, (4.13)
9v \.4Jr 

e integrando a equação (4.11) em relação a t, nós obtemos O deslocamento do centro da 

bolha em função do tempo: 

2 Ir.. (4.14)x=J..l-<3QJ% 
15v 411' 

A bolha irá se destacar quando x = R, o raio máximo da bolha, com o tempo para a 

formação completa da bolha T obtido. partir da equação (4.14): 

<T=ll~:)"()%;;; , (4.15) 

que nos dá uma relação hiperbólica entre o tempo T da formação da bolha e a vazão Q, 

como mostrado no gráfico da Fig. 4.5. Com isto obtemos que a relação entre a 

freqüência de borbulhamento F, = (1/1) e a vazão volumétrica do ar Q é: 

F, <cQM . (4.16) 

Este é um modelo razoável para baixas vazões. pois explica de modo simples as 

principais características da variação da freqüência do borbuJhamento com a vazão do 

ar. Entretanto~ as cinco condições para fonnaç!.o das bolhas no ínício desta seção não 

são rigidamente observadas, isto fuz a equação (4.16) ter um caráter principalmente 

qualitativo. O trabalho de Ponter e Surati [ponter e Surati, 1997] fuz um estudo 

comparativo entre vários trabalhos que investigam a emissão de bolhas a partir de 

orifícios submersos, e apontam como principal causa da discrepância entre os diferentes 

resultados experimentais, a influência da superfrcie do bíco soprador e a falta de 

padronização da geometria do equipamento. Mesmo com as discrepãncias~ O 

comportamento hiperbólico com as bolhas se formando sequencialmente é observado 

quandO se aumenta a vazão [Sullívan et aI., 1964). No nosso trabalho soprando ar 

diretamente na seringa, para vazões acima de 200 rol/min ocorrem bifurcações no tempo 

entre bolhas, e isto é o tema da próxima seção. 
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, Tempo entre Dependendo, bolluls 

principalmente da 

geometria do bico 
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\ acima de um determinado 
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 valor ocorre uma 

transição de um regimeQ-vazão 
de borbulhamento 

igualmente espaçado noFigura 4.5 Esboço da dependfulcia hiperbó1i;;;:a entre o tempo do 
borbulhameniO c a vazão de ar. tempo, para um regime 
~----------------------~ 

no qual as bolhas se formam com dois tempos distintos e emergem aos pares" formando 

um dubleto [Davidson e Schüler, 1960; Marmur e Rubin, 1975; Miyhara cl al., 1983; 

Tritton e Egdell, 1993; Mitoni ct al., 1995; Kyriaides oi ai., 1997]. Este fàto pode ser 

atribuído à transferêncÍa de momento do ~ poís, uma parte do líquido fica agregada à 

superficie da bolha, formando uma casca esférica liquida, que é chamada de massa 

virtual P [David,on e Schüler, 1960; Miyhara el ai., 1983] reduzindo o empuxo da 

bolha para 11/16. Além disso, nós podemos fazer um modelo simplificado para a 

formação das bolhas. Se considerarmos á presença de uma força restauradora de 

coeficiente k devido à tensão superficiaI~ usando as considerações 1,4 e 5 da seção 4.2.2 

e considerando que existe uma força dissipativa na formação da bolha (que é 

proporcional à velocidade, bv). Utilizando a segunda lei de Newton chegamos às 

equações diferenciais de primeira ordem: 

dx: 
_.~=y 

di ' 
d(Mv}

di = (JMg - kx: -lN), (4.17) 

fiM 
di =Q, 

onde x é a posição do centro da bolha, M é a massa de líquido deslocada pela bolha 

(M~Vp). Além destas equações, uma quarta equação define quando a bolha deve se 

destacar. No momento que a e1a atinge o ponto crítico xc> a bolha se desprende do bico 

soprador com a massa: 
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M!=aM"ve , (4,18) 

com M;:: e V;:: sendo a massa e a velocidade no ponto de rompimento Xc. respectivamente. 

A constante de proporcionalidade de massa é a" O diagrama do modelo pode ser visto 

na Fig, 4.6, 

AA1 
X, 

! p 
M 

k, ó 

Figura 4.6 O modelo de oscilador de massa variável para a formação de bolhas. 
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Estas equações foram inspiradas em equações do mesmo tipo para o 

experimento da torneira gotejante (Tufaile el ai., 1999, Apêndicel] mostradas na seção 

4.1. Shaw [Shaw, 1984] propôs o primeiro modelo para a torneira gotejante inspirado 

nas idéia. de Rayleígh. O modelo foi atualizado por Sánches-Ortiz e Salas-Brito 

(Sânehes-Ortiz e Salas-Brito, 1995a; Sánches-Ortiz e Salas-Brito, 1995b] e 

independentemente por D~Innoncenzo e Renna [D~Innoncenzo e Re~ 1996], que~ 

através da mudança do mecanismo de rompimento, mostraram uma vasta gama de 

comportamento caótico usando o modelo. e o quanto ele pode ser comparado com dados 

experimentais. É importante salíentar que, apesar da enonne simplificação que se faz 

quando se reduz um sistema fluido com muitos graus de liberdade para um modelo 

unidimensional1 existem muitos resultados que podem ser compreendidos usando O 

modelo de oscilador de massa variável~ como bifurcações. comportamento caótico e 

janelas periódicas. Seguindo esta linha, Kiyono e Fuchikami trabalham na construção de 

modelos de oscilador de massa variável t utilizando resultados obtidos a partir de seu 

modelo hidrodinâmieo (Kyono e Fuchikarní, 1999]. 

Na Fig. 4.7 vemos espaços de fuse para a formação de bolhas para diferentes 

vazões, numa seqüência que evolui desde o penado 1 até o comportamento caótico. 

Para a vazão de l~O mIIs obtivemos um ciclo limite, com a velocidade crescendo, 

atingindo um valor rnâximo e depois diminuindo retornando próximo ao valor inicial. 

Neste instante ocorre o rompimento e a próxima bolha inicia o ciclo com a mesma 

posição da bolha anterior, deste modo o sistema retoma abruptamente ao ponto inicial 

(x-O,l em e v-l,4 crnls). Para a vazão de 1,8 mIIs O sistema atinge o ponto de 

rompimento com duas condições de rompimento distintas, a primeira com uma 

velocidade ascendente e uma segunda com uma velocidade descendente. Para 2,0 mVs 

temos uma outra duplicação de período, levando a um período quatro, e finalmente para 

uma vazão de 2~15 rn11s vemos O espaço de fase do comportamento caótico. 

A série temporal deste modelo está na Fig. 4.8, e mostra as variações da 

dinâmica com a variação da vazão, na faixa de vazão 0,8 < Q < 2,2 m1/s. Para uma 

vazão por volta de 1,55 ml/s ocorre uma duplicação de período. Para l,97 rnVs uma 

descontinuidade na série~ seguida de novas duplicações e caos. 
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Figura 4~1Espaços de fase obUaoscom o rúOdelo de oscilador de tna$il vnveCg "" 1,0 mIls"Período 1. 
Q=:l,8 m1Is duplicação de período, período 4 para 2,0 m1Is e comportamento caótico para 2,15 mlJs. Os 
parâmetros do sistema são x;=O,19 em, 0.=0,25, b=2,5 em/$, g""980 em/s. k=480 dinalcnt.. 

Deste modo podemos ter uma 

visão geral de como ocorre uma 

duplicação de período, do espaço de 

fases da [onnação de bolhas, além da]:

)-. ~1 lO,," 
 região da formação quase~estátic8,­

baseada em um modelo mecânico 

simplificado. OUlro modelo para a 
Q(mYl) 

formação de bolhas pode ser encontrado 

Figura 4.8 Série temporal do modelo de oscilador I no trabalho de Marmur e Rubin 
de massa. variável para o tubo boIbulhador. 

[Marmur eRubín, 1975], que do mesmo 

modo que Fuchikami [Fuchikamí el ai., 1998], utiliza o formalismo Lagrangeano. 
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4.2.4. Veias líquidas 

Verificamos experimentalmente a ocorrência da agregação de líquido junto à 

bolha, que causa a redução do empuxo sobre a bolha. Utilizando um sistema de três 

fases (ar, água e óleo), observamos a fonnação de veias liquidas. Uma veia líquida 

ocorre quando temos um canal de água dentro do óleo, que é sustentado pela 

emergêncía das bolhas, como pode ser visto no diagrama da Fig. 4.9. Na literatura 

existem classificações para padrões de fluxos de duas fases como o padrão de 

borbulham.mo, padrão d. jateamento e padrão anular [Sharpe, 1994]. O primeiro caso, 

borbulhameoto, é o caso tratado neste trabalho; o padrão de jateamonto [Ruzicka, 1997] 

ocorre quando o gás possui velocidades maiores do que a do borbulhamento e é 

espargido dentro do líquido; o terceiro caso~ o padrão anular. ocorre para velocidades 

ainda maiores do gás, que passa pelo centro do liquido, formando um tubo gasoso, COm 

gotículas do líquido subindo pelo centro junto com o gás. Devido • propriedades 

viscoelásticas do ôleo, diferença de cor entre o óleo e a água, e a refração do sistema 

água-ar, podemos ver a fonnação desse padrão anular. a veia líquida, num sistema de 

três fases, ar, água e óleo, e deste modo verificar o arrasto da água junto com as bçlhas. 

Veia líqüida induzida 

por bolhas 


Ar 

Figura 4.9 Um sistema de tn!s fases iroisciveis formado por água, ar é óTeo, 
criando uma veia liquida. A água forma uma coluna dentro do óleo, com um 
fluxo ascendente próximo do centro e um fluxo descendente na parte ell.1ema 

http:borbulham.mo
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o líquido que envolve a bolha deve ter a mesma velocidade da superfície da 

bolha, formando uma casca esférica de líquido. A casca esférica de água acompanha a 

bolha até o ponto em que ela atinge a superfície do sistema Hquido~ a partir deste ponto, 

este volume de água é afastado lateralmente e inicia a descida para a base da coluna. Na 

Fig. 4, 1O~ podemos ver uma imagem obtida no LFNL de uma veia liquida. 

}
:", . ' 

a porte 
avermclhada é 6100, a coluna central é 
constituída de água com bolhas no seu interior, 

A existência da m.... d. Ilquído 

agregada junto a bolha é um fato que 

mostra que, a experiência do tubo 

borbulhador não é o experimento da 

torneira gotejante invertído. 

Se aumentarmos a vazão de ar. 

inicialmente ocorre uma acumulação de 

água sobre o óleo, que depois se precipita, 

na forma de uma bolsa de água. como 

podemos ver na seqililncia de imagens da 

Fig. 4.1 L Deste modo O fator de massa 

agregada, fJ, das equações (4.17) é uma das 

princjpais diferenças entre os modelos de 

oscilador para bolhas e gOlas. 

Figura 4.11 Aumef'llando..se a freqí.iWcia de bolhas, a 
água se acumula no topo da ooluna (a), (} acúmulo de 
água se desestabili:za e começa a descer agarrada à veia 
(b). e em (c) temos.a "bolsa" de água já na base da veia 
líquida. 



1 

54 

-i 


4. Resultados eAmilise 

4.2.5. A estabilidade de dois fluidos sobrepostos 

O problema fi.ico fundamental na fonnação de bolhas em liquidos ê a 

superposição de dois fluidos de densidades muito diferentes. O estudo de instabilidades 

hidrodinâmicas aborda tal problema, além de outras instabilidades que também são 

tratadas de um ponto de vista matemático muito interessante, no livro Hydrodyllamlc 

and Hydr(J11/agnetlc Stability, de Chandrasekhar [Chandrasekhar, 1981]; onde foram 

estudadas as soluções das equações hidrodinâmicas para dois casos nos quais ocorre a 

superposição de fluidos: 

a) A instabilidade de Raylelgh-Taylor, que trata da instabilidade da interface plana 

entre dois fluidos; 

b) A instabilidade de Kelvln-Helmholtz, que surge quando camadas diferentes de 

fluidos heterogêneos estratificados estão em movimento horizontal relativo, 

Os problemas de instabilidade hidrodinâmica envolvem o reconhecimento de fluxos 

estàveis e instáveis, que são obtidos para determinados valores dos parâmetros que 

governam o sistema. Como exemplos temos o número de Rayleigh~ para a convecção de 

calor num fluido entre duas pacas, uma acima e outra abaixo do fluido; ou o número de 

Taylor para o comportamento do fluido entre dois cilindros coaxiais girantes. 

Restringindo-se à instabilidade de Rayleígh-Taylor, temos um arranjo com dois fluidos 

de densidade unifurme~ um com a densidade Pl sob outro com densidade P2. sendo que 

P2 é maior que pJ~ num campo gravitacional g, A superfície horizontal que separa os 

dois fluidos tem a tensão superficial a: Este sistema possui um número de onda critico 

kc, pata as oscilações entre os fluidos~ dado por: 

k< = .J(p, - p,)g I CF • (4.19) 

Os sistemas com números de onda no intervalo O<k<kc são instáveis; quando k>kcl 

temOS um estado marginal ou limite. De um modo geral~ a tensão superficial estabiliza 

arranjos potencialmente instáveis, Levando em conta que a unidade de medida de Ir,: é 

l/m~ obtemos um número puro. conhecido como número de Rayleigh~Taylor, RT, que 

determina a estabilidade do sistema de fluidos sobrepostos: 

RT = gl'Ôp , (4.20) 
CF 

onde I é um comprimento caractcristico do sistema. Este número está relacionado 

diretamente com o número de Eôtvôs (Eo) [Clift el ai., 1978] para particulas, gotas e 

bolhas, dado por: 
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Figura 4..11 Gráficos da 
transição de regime do 
bolbulhamenlO, di_ 
a vaz<lo do ar, Oaumento da 
viscosidade causa uma 
definiç,'io da dupUçaç,'io de 
periodo no experimento do 
tubo borbulhador. como pode 
ser visto nos gráficos 
mostrados de (a) até (I). A 
duplicação de perlode também 
é visível espacialmente, como 
esta mostrado em (g) que temos 
o período 1 com as bolhas se 
elevando igualmente 
espaçadas, c em (h) onde temos 
o período 2, vemos a fonnação 
dos dubleto.f de bolhas (33% 
água + 6?O/u glicerina). 
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gd;Ap
E0 -- , (4,2t) 

U 

onde d, ê o diâmetro de uma esfera de volume Vequivalent<; d t :::::: (6V I n)1f3 ~ da 

particula, gota, ou bolha, obtido pela média d. seus raios principais. 

Medimos o número Eo juntamente com o número de Reynolds, Re, das bolhas 

[Clift el ai,. 1978J, (Re = ud.p I P. onde ué. velocidade d. fomação da bolha, p é a 

viscosidade, e p ê a densidade do líquido), Quando o sistema passa do regime de 

periodo I para uma bifurcação ou alargamento abrupto do tempo entre bolhas, 

obtivemos que o número de Eõtvõs vale aproximadamente 2,6 ±1 para números de 

Reynolds entre 200 e 1500. Este resultado foi verificado para todos os bicos utilizados 

neste trabalho. 

4.2.6. Instabilidade da superfície da bolha 

Utilizando algumas concentrações diferentes de glicerina e o bico de seringa, 

verificamos1 no experimento do tubo borbulhador, que os tempos entre bolbas ocorrem 

em período 1 para baixas vazões (O a 100 m1Imin) e que para faixas maiores de vazão. 

os tempos entre bolhas ocorrem dentro de uma faixa de valores para baixas 

concentrações de glicerina" ou em dois valores de tempo. caracterizando um período 2 

para concentrações maiores que 50 %~ como pode ser visto na Fig. 4.12. Podemos ver 

que com o aumento da viscosidade do liquido, os ramos que ocorrem no penodo 1, 

I 
, assim como os ramos do período 2 ficam com valores mais estáveis. Segundo Mittonl 

I [Mittoni et ai., 1993] o aumento da viscosidade através da glicerina produz atratores 

mais estruturados e reprodutíveis~ pois O aumento da viscosidade aumenta também a 

estabilidade do envelope da bolha e atenua a circulação do líquido próximo do bico. 

Este fato pode ser visto nas imagens da Fig. 4.13. onde temos um conjunto de imagens 

antes (al e depois (b) da duplicação para a água, e duplicação de período para a glicerina 

(c, d). Deste modo a viscosidade suprime instabilidades que podem levar à variações no 

tempo de formação da bolha. 

A instabilidade na formação devido à baixa viscosidade pode ser vista na Fíg. 

4.14? onde temos uma comparação entre a água e a solução com 80010 de glicerina e 20010 

de ãgua, Na Fig. 4. 14(a) temos o mapa de primeiro retomo com 10,000 pontos, para o 
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bico de seringa, com uma altura de coluna de 3 cm e uma vazão de ar mantida constante 

em 50mVmin. 

Este regime de borbulhamento corresponde a um período 1 para a água com os 

pontos se espalbando num intervalo entre 75 .92,5 ms e n. Fíg. 4.14(A), vemos o 

histograma correspondente à freqüencia de visitação dos tempos entre bolhas, com um 

valor médio de 87 !TIS. Para o liquido com 80"10 de glicerina e 20"10 de água, ternos o 

atrator da Fig. 4.14{b)~ com as demaís condições semelhantes ao caso anterior, também 

com 10.000 tempos entre bolhas e na Fig, 414(B) temos o histograma para este atrator, 

Os pontos neste atrator estão entre 82,7 e 83.5 rns; muito mais concentrados do que o 

caso anterior. 

c::IIJt..,·ca 

---'.­
(a) (b) (c) (d) 

Fig, 4.13lmagens pam. duplicação de períodopam a água, (a) período 1 e (b) alar_ento de 
perlodo. e no liquido viscoso 200/0 água + 80% glicerina com perlodo i em (e) e perlodo 2 em 
(d). Nestas imagens podemos notar que a superficie das bolhas emergentes são mais: estáveis 
para o líquido mais viscoso do que para a água. 

... 
lIiI 

Q
. .: 
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Figura 4~14 Mapas de 
primeiro retomo (a) para a 
água e em (b) para a 
solução SOOAt glicerina e 
20% água. Em (A) temos 
o histograma para os 
10.000 tempos obtidos 
para a água e em (B) o 
mesmo para o líquido 
mais viscoso. A baixa l' 
viscosidade da água toma '-í; 
o sinal muito mais ..... 
irregular, corno pode ser 
comparado em 500 pontos 
da série (c) da água e (C) 
da solução viscosa. 
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4.2.7. Freqüência de borbulhamento 

A freqüência das bolhas dada pela equação 4,16 tem uma validade limitada 

pelas condições geométricas e dinâmicas já citadas anteriormente, Fazendo outras 

medidas com diferentes alturas de coluna, observamos uma variação na freqüência de 

borbulhamento. Basicamente o aumento da a1tura da coluna líquida causa a diminuição 

da freqüência de borbulhamento para a mesma vazão. Na Fig, 4.15 é apresentada a 

freqüência de borbulhamento em função do logaritmo da vazão, com o sistema 

predominantemente emitindo bolhas em período I. onde se utilizou a solução 800/0 de 

glicerina e 20% âgu~ o bico de seringa e três alturas da co]una liquida: Sem. 12 em e 26 

em. Fazendo um ajuste linear para calcular os expoentes da freqüência de 

borbuIbamento em função da vazão? observamos um aumento no valor do expoente com 

O aumento da altura da coluna, e simultaneamente a diminuição do coeficiente linear do 

ajuste. Deste modo a freqüência em bolhas diminui com o aumento da altura da coluna. 

mas temos um aumento na sua inclinação com a vazão volumétrica. O mesmo efeito 

ocorre com um líquido menos viscoso (66% glicerina e 34% água) mostrado na Fig. 

4.16, Podemos ter uma variação ainda maior, quando usamos o bico AI" isto ê 

diminuímos o orificio do bico borbuJhadoT, como está mostrado na Fig, 4,17, com a 

solução 80"/0 glicerina e 20% água, com altura de coluna de 3 em acima do bico. 

Existem alguns fatores que podem causar estes efeitos. Ruzicka que estudou 

experimentalmente a transição intermitente entre os regimes de borbulhamento e de 

jateamento em um sistema água e nitrogênio~ mediu a velocidade da circulação do 

líquido com um anemômetro Danlec e observou que a circulação do líquido aumenta 

com a altura da coluna [Ruzicka ot aI., 1997]. Par. a construção do modelo da equação 

(4,16), a segunda condição é que não baja circulação do liquido próximo do bico e deste 

modo o aumento da coluna poderia afastar o sistema das condições de validade da lei de 

freqüência de borbulhamento, 

Outros autores [David,on et ai, 1960; Marmur e Rubin, 1976; Clift et al" 

1978] afirmam que a diminuição do diâmetro do bico afeta a frequência de 

borbulhamento, causando o emparelhamen/o das bolhas (duplicação de penodo) devído 

ao aumento do número de capacitância Na dado por: 

4V (p, - Pg)
< , (4,22)N,= mi'P 

" 

I 
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Figura 4.16 O mesmo que a figura anterior, pOrém com um liquido menos viscoso 
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Figura 4.17 O mesmo liquido que foi utilizado paro. os dados da Fig. 4.16. mas agora com Q 

bico A1 e uma altura de coluna acima do bico de 3 em 

onde Vc é o volume da câmara que contém o ar entre a válvula de controle de vazão e o 

bico, Pi e pg são as densidades do líquido e do gás (ar) respectivamente, do é o diâmetro 

do orifício (bico) eP a pressão absoluta na bolha, 

Segundo Marmur e Rllbin, orificios grandes (~1 mm) implicam em 

baixa resistência ao fluxo do gás entre a câmara e a bolha e devido a isto, a bolha e a 

câmara funcionam corno um sistema unitário para o ar. Já com orifícios menores, o 

númerO de capacitância aumenta e a velocidade do ar nO bico aumenta" causando 

pequenas variações de pressão na câmar~ que causam diferentes tempos de formação 

para as bolhas, 

Além destes fatores, a temperatura é um parâmetro fundamental a ser 

monitorado. Todas as medidas anteriores foram realizadas a 24"" C. 
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4.2.8. DupUcações de período 

Com uma solução de quatro partes de glicerina e um. parte de água, e usando a 

seringa plástica como bico, obtivemos a série temporal d. Fig. 4.18, que mostra a 

clássica seqüência de duplicação de período para o sistema do tubo borbulhador. Nesta 

figura temos uma diminuição gradual da vazão de ar através do bico, com uma evolução 

doade a região caótica (a), passando por comportamento de borbulhamento de penado 2 

na parte (b), que passa a um periado 4 na região (c), que passa para um novo 

comportamento de penodo 2, região (d), seguido por uma região de formação de bolhas 

em período 1 na região (e). Na Fig. 4.19(e), apresentamos uma imagem das bolhas se 

formando periodicamente uma a uma, e na Fig. 4 .19( d) é mostrado o comportamento de 

periado 2, sem o efeito de coarescilnda entre as bolhas. Na Fig. 4.19(c) temos a imagem 

para o penodo 4, enquanto que na Fig. 4.19(b) temos um penodo 2 devido à 

coalescência de pares de bolhas, que anteriormente formavam o período 4. Finalmente, 

na Fig. 4. 1 9(a), temos a imagem das bolhas em regime caótico. 

4.2.9. Salto e coalescência 

Obtivemos uma série temporal diferente com o mesmo aparato anterior~ mas 

utilizando o bico A3~ Um capilar metálico longo, deixando a pressão do reservatório 

diminuir naturalmente através do borbulhamento. Esta série temporal é mostrada na Fig. 

4.20. O sistema está evoluíndo em um movimento de período 2~ região (a) na Fig. 4,20, 

onde a diferença entre os dois ramos do atrator é de 5,5 ms, A medida que a vazão do ar 

diminui. Qcorre um encolhimento abrupto do atrator para outro período 2, onde a 

diferença entre os famos passa o ser 1 nlS" mostrando um salto na dinâmica da fonnação 

de bolhas, na região (b) da Fig. 4.20. Depois dis!C, o sistema evolui para um periodo 1, 

mostrado na região (c). Na Fig. 4.21 estão ilustrados cada perfil de borbulhamento nas 

três regiões. Na Fig. 4.21(.) temos duas imagens que mostram a formação de uma 

grande bolha em dois cstàgios. No prímeiro estágio a bolha se forma com o tempo do 

ramo superior do pedodo 2 da série temporal da Fig. 4.20 (-25 ms). Logo que esta 

bolha se destaca, uma segunda bolha é criada, durante a sua furmação esta segunda 

bolha toca • bolha antenor e o fluxo de ar ascendente soprado dentro da bolha em 

fonnação vence a tensão superficial, fazendo a coalescêncÍa do par que é alimentado 
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Figura 4.18 Série temporal a partir do oomportatnento caótico até o penudo l, Tnéo temJX) entre bolhas e n é a 
ordem da bolha coletada. 
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Figura 4.19 Perfil das bolhas emitidas em cada um dos regimes mostrados na série da Fig. 5,15. Em (a) vemos O 
oomportamentoca6tico, (O) período 2 com coal_neia. (e) perlodo 4, (d) período 2 e em (e) perlodo (1), 

pelo bico soprador e se toma uma única grande bolha. Com a diminuição da vazão de 


ar, O toque entre as bolhas deixa de ocorrer, e o atrator diminui abruptamente. 
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Figura 4.20 Série temporal mostrando um salto na dinâmica da formação das bolhas, o período 2. se 
(X)otIai abruptamente em um período 2. diminuindo o período do borbulhamento, 

;":~~
.,.;,!,~.~;~ B«<.< o 

~.,,;,~~.::~, ~ti!:;':~~ ,.~~~
__o 

;'$ 01<'"- ~" 

~j.3~~ . .' ,;'~{' c:. ~.< 
_?':;4B ~~~~, Oy<' OI·' 

o,.", 

::il~~ > OI 
a'~'f!~ o·~~ O·i;::

~<'•• 01«<'"" ....... ;
';~ ° -~ ~:-:;':, 

~..-. "J~.;
\f~ 1\<'''« O ·,.,

':~;i ,.' 
.,:::~~<c,,, 9~1 ~;:~~~ 
..~ 
..,,~~ 

'~'~I-~:i
,',::JM 
',.,~1' l. 
->.... 

(a) 

-o,\"t 

\~~ 
..~~ -i)-~

-,;~jI::.:i::-"'!.J 

(b) (c) 
Figura 4.21 Imagens das bolhas: (a) antes do salto. onde podemos ver as bolhas se tocando- e 
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Uma mudança abrupta de comportamento nos sistemas físicos pode ser 

eÃ-pHcada através de mapas com descontinuidades, como foi proposto por de Sousa 
;. 

. i Vieira el ai. [Souza Vieira oi ai., 1987]. Par. estudar assimetrias e descontinuidades eles 

I utíHzaram o mapa: 

I-e, -a,lxX' sexo >0, 

x.., = f(x.)'" (4.23)1-(e, +8,),,::" =0, 

1-&2 -a2Ix,,1 sex" <0,l
onde S1 e EZ são os coeficientes de descontinuidade" z, e Z;2 são os expoentes de 

assimetria, aJ e az são os paràmetros de controle do mapa x . 

~wa,"1.r,,,/r\"'~.:J ,,, 

"" j(b)'" 
., 


." ,ft< ., 0.0 D:S 1,1.0 


X 

...~~_... ­,,' h. ,~ 
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Figura 4.;2;2 Dois exemplos de mapas assimétricos, (a) omapa descontínuo das equações 4.22 e os 
valores de cada puilmetro, em (A) temos o seu diagrama de bifurcações. Em (b). os jmàmetros do 
mapa contínuo e em (B) o respectivo diagrama de bifurcações. 
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Outro caso onde ocorre descontinuidades é através do modelo de mapas 

combinados em série [Tufaile, 19%, Tufaite si ai.• 1999]. no qual os sistemas interagem 

aJtemadamente. Este modelo pode ser exemplifica.do com os mapas unidimensionais: 

x,•• = f{4,y,), 
(4.24) 

Yn+1 = g(;~Xff+l)' 

cuja combinação é a união dos resultados dos dois mapas: 

S,=fug. (4.25) 

Se considerarmos o mapa logistico com o parãmetro de controle p~ : 

Zn+l co: PJV,Zn(l- In), com 

(4.26a)[1+ (-l)'*'JPr +[1 +(-l)"]Py 
p~co: 

2 

A recorrência Zn pode ser rescrita em dois subsistemas independentes, associados com a 

paridade de 11: 

x,., =16p,Pr ",,(I-x,)[1-4p-,x,(1-x,l]. (4.2Gb) 

y,., =16p,p,y,(l-y,)[1-4Pxy,(I-y,)]. (4.260) 

Além disso os parâmetros Px e py podem ser simultaneamente funções de um 

parâmetro .;, que acopla o sistema. Devido à propriedade da formação de bolhas de 

diminuição do tempo em função do parâmetro de controle~ pode-se utilízar uma função 

convexa do tipo: 

zn+1 =z; -a. (4.27) 

e fazer a combinação em série deste mapa, com o parâmetro de controle assumindo dois 

valores para a > O}8: 

0x =0, 
(4.28)

"y =<>+0,1' 

O diagrama de bifu~o desta combinação está mostrado na Fig. 4.23. 

Figura 4.23 
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Interpretando o salto sob o ponto de vista dos mapas combinados em série? 

podemos considerar que antes do salto, logo após a duplicação de penado as duas 

bolhas são formadas através da mesma função de formação. Quando ocorre o toque, a 

primeira bolha do par possuÍ urna função de formação distinta da segunda bolha, pois, a 

segunda bolha coalesce durante sua formação com a primeira, e o bico soprador passa a 

encher o conjunto com quase o dobro do volume uma bolha. 

Outro tipo de combinação de mapas é a combinação paralela de dois mapas tt",) 
e g(y,) que resultam no mapa combinado s,.: 

x.., = -", - p"(I!,), y", =y! - py(I;), 
(4.29) 

Sn::: xl'I +Yn, 

O,6.,--------------------~ 

0,0­
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-1,2 ­

0,0 


>-• -0,5­ ~ >'2 
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>-" -0,5­
+Xt: ~1.Q :::::> 
11 ~: :::


(f}!:. ~1,5 

-2,0 
0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 

P 

Figura4~24Acombinação--j)am1e1a S" de dois truiJX1S. 

onde !'x(!;;) e p,(ç) são parâmetros de controle em função de um parâmetro comum ç, 

com cada mapa sendo íterado separadamente. Na Fig. 4.24 temos dois mapas 

bifurcando inversamente para diferentes valores do parâmetro de controle p) enquanto 

que a sua combinação paralela possui uma bifurcação flip do mapa da variável XII no 
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ponto PIe que equivale a uma alteração no período dois do mapa S,h no ponto P2 

devido à segunda bifurcaçãojlip do mapa Yn. 

A série da Fig. 4.25(.) foi obtida utilizando-se o bico AI, o mais curto dos bicos 

da série A. Nesta figura podemos ver que o salto foi núnimizado. Na Fig. 4.25(b) 

apresentamos a simulação correspondente~ na qual utilizamos dois mapas combinados 

em série. 
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Figura 4.25 Em (a) podemos ver uma série temporal obtida com a diminuição da \'aZão com o bico AI e 
uma solução viscosa 80% glicerina e 20% água. Em (b) a combinação paralela de dois mapas. A biftu'cação 
flip que ocorre no mapa)'... quando levada à combinação paralela ~, causa a diminuição do:período 2, 

4000 
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4.2.10. Antibolbas 

Uma casca aproximadamente esférica de ar dentro de um líquido forma o que foi 

chamado por J. E. Connetl de Glllíbolha, segundo C. L. Stong [8tong, 1974]. Na Fig. 

4.26 está esquematizada uma antíbolha. 

I 

F'JllUl1! 4.26 Uma antibolba é uroa gota de um liquido envolvida por uma fina camada de ar dentro do 
liquido. 

Como o seu interior é preenchido pelo o mesmo líquido da parte externa, as 

antibolhas são ligeiramente rnaís leves que o fluido à sua vol~ mas são mais pesadas 

que as bolhas. Deste modo correntes próximas á antibolha podem deslocá-Ia facilmente, 

superando o seu empuxo. Quando a casca esférica se desestabiliza, a antibolha colapsa 

em uma pequena bolha de ar esférica. que emerge no líquido. O tempo de existência de 

uma ..tibolha antes de sua desetabilização em uma pequena bolha de ar pode chegar a 

ordem de minutos. 

No experimento do tubo borbulhador, ocorre também a formação de antibolhas, 

para determinados regimes da formação de bolhas. As antibolhas seguem as correntes 

do liquido dentro do tubo, em movimentos ascendente e descendente. Na Fig. 4.27 

podemos ver antibolhas ao reder de bolhas sendo sopradas no bico borbulhador. Para o 

liquido utilizado (2 partes de glicerina para I de água), • ocorrência de antibolhas 

acontece a partir do estágio onde aparece a coalescência do par de bolhas, chamado de 

período 2 antes do salto, da Fig. 4.21(a). A formação das antibolhas é precedida pela 

formação de goticulas. A formação de gotículas está esquematizada na Fig. 4.28, onde 

vemos em (a), que parte do liquido em movimento ascendente forma posteriormente um 

capilar em (b), e uma goticula se desprende. Nas imagens da Fig. 4.28, podemos ver 
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alguma. imagens que mostram a formação de gotículas dentro da bolha, assim como 

invaginaçães que podem levar a criação de antibolhas. 

': 

Assim como as bolhas, as antibolhas desviam o feixe laser e podem ser 

detectadas_ Verificamos isto colocando o sistema no regime de formação de antibolhas, 

que corresponde a um período 4 para as bolhas, mostrado no mapa de retomo da Fig. 

4.29(a). O seu espectro de potências está na Fig. 4.29(b). As antibolhas se deslocavam 

dentro do tubo borbulhador seguindo as correntes internas do fluido, COm 

deslocamentos preferencialmente descendente próximo à parede do tubo e ascendente e 

a<:elerado próxímo do bico soprador. A quantidade de antibolbas dentro do tubo era 

aproximadamente 30 e o feixe laser fui colocado num ponto em que as bolhas não 

passavam por eJt\ num ponto 2 cm acima do bico e 2 em deslocado do eixo do tubo, 

como o ponto PI da Figo 4.27. Nesta região apenas as antíbolhas passavam pelo feixe 

laser e nós obtivemos os dados mostrados no mapa de retorno da Fig. 4.29(e). Nestes 

dados são apresentados 500 pontos correspondendo a 50 minutos de aquisição, com 

intervalos de tempo entre 17 milissegundos até 8S segundos. 
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Figura 4.28 Formação de gotículas esquematizada em (a), (b) e (c). (d) Nas imagens 
podemos ver pàdrões semelhantes nas bolhas. 
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Figura 4.29 Ca) Mapa de primeiro retorno do perlodo 4, e em (b) o seu ~ de 
potências. O mapa de retorno em (c) foi obtido com I) sistema nas mesmas condições dá 
formação das antibolhas, mas posicionando o feixe laser e o fotodiodo de modo a detectar 
as antíbolbas que pa5Sa\'1Ul1 pelo ponto PI da Fig, 4,27. 
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'1 

\ 4.3. A onda sonora e as bolhas 

Os efuitos de uma perturbação externa, a onda sonora, na formação das bolhas, 

são apresentados e analisados neste capítulo, O problema das bolhas perturbadas por 

ondas sonoras apresenta desafios muito interessantes do ponto de vista matemático) com 

relação a proposição das equações que controlam o sistema e suas condições de 

contorno,. pois1 além de um sistema de duas fas~ com uma das fases compressíveJ. 

temos a ação de uma onda sonora. Do ponto de vista experimentai, o tubo borbulhador 

possui uma geometria que fàcílita a utilização da onda sonora, devido á propriedade de 

confinamento de ondas sonoras em tubos. 

Existem trabalhos que envolvem a ação de ondas sonoras em bolhas ou gotas já 

formadas [MarstoIl, 1980], ou quando bolhas ou cavidades são críadas dentro de um 

líquido devido a uma onda sonora de alta intensídade[Lauterbom, 1986; Prosperetti) 

1986J, a chamada cavilação acústica. Há ainda um caso, conhecido como cavitação 

transiente, no qual a temperatura no interior da bolha atinge mUhares de graus e a 

pressão chega a milhares de atmosferas. Nestas condições ocorre o fenômeno conbecido 

como sonoluminescência, que é a emissão de luz por bolhas em um líquido excitado por 

ondas sonoras [Putterman, 1995; Moran el aI., 2000]. As freqüências das ondas sonoras 

envolvidas com cavitação são da ordem de centenas de kHz, Nestes trabalhos também 

se estuda como o campo sonoro emitido pelas bolhas~ devido aos efeitos da cavitação~ 

afeta as próprias bolhas. Neste capítulo veremos condições mais clássicas de interação 

entre bolhas e ondas sonoras do que as que ocorrem na sonoluminescência, Aqu~ neste 

capítulo, a bolha é afetada pela onda sonora durante a sua furmação no bico soprador, 

com freqüências da onda sonora variando no intervalo entre dezenas e centenas de hem. 

O tamanho das bolhas estudadas é da ordem de centimetros, o que pcnnitiu registrar 

suas imagens: através de uma câmara VHS comum. Veremos também como o sistema 

onda sonora - bolhas nos levou ao estudo do mapa do círculo bidimensional, onde 

temos um oscilador sofrendo impulsos penódícos de uma força externa. 
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4.3.1. A formação de bolbas perturbadas pelas ondas sonoras 

Nesta seção veremos o.s resultados que mostram a mudança do tempo entre as 

bolhas para uma onda sonora de freqüência fixa e valores de amplitude crescentes 

[Tufàile e Sartarellí, 2000a, Apêndice 2]. 

Mantendo fixa a vazão do ar através da válvula controladora e utilizando a 

solução de 66% de glicerina e 34% de âgtll\ nós mudamos a dinâmica da formação de 

bolhas aplicando ondas sonoras sintonizadas na freqüência fundamental da coluna de ar 

acima do liquidO (138 Hz). 

Na Fig, 4.30 mostramos os mapas de primeira retorno em função da amplitude 

da onda sonora, em regime de vazão constante. Estão em destaque no canto superior 

esquerdo de cada gráfico a ampHtude do sinal senoidal e a frequência média das bolhas, 

O sistema é colocado inicialmente borbulhando em periodo 1, com uma freqüência em 

bolhas!. de 11,282 bolhas/s, como está mostrado na Fig. 4.30(a). Aplicando a onda 

sonora, o ponto fixo perde sua estabilidade e um ciclo limite aparece. corno pode ser 

visto na Fig. 4.30(b) e 4.30(c), com um pequeno aumento da taxa de borbulhamento 

médio. 

Na Fíg. 4.30(c), o ciclo limite perde sua estabilidade e um ponto fixo, próximo 

de (87ms, 87ms)\ é visitado intermitentemente. Este ponto fixo foi determinado através 

de um histograma do gráfico de Tn. As transfonnadas de Fourier dos dados relacionados 

à. Figs. 4.3O(d-g) mostram um período 2 ruidoso. Mostramos na Fig. 4.31, o espectro 

de Fourier dos dados do atrator da Fig. 4.30(1). Neste espectro, vemos um grande pico 

em O~5~ o que corresponde ao penado 2, 

Isto mostra que está ocorrendo uma bifurcação flip em função da 

amplitude da onda sonora, Em uma bifurcação flip, existe um ponto fixo instável entre 

os dois pontos fixos estáveis. Nossos dados mostram que a vizinhança do ponto médio 

entre os dois pontos fixos é visitada devido ao ruído~ e consequentemente) nossos dados 

são adequados para se aplicar a técnica de transfonnação de ponto fixo desenvolvida 

por So e/ aI. [80 et al.~ 1996] para se encontrar órbitas periódicas instáveis em séries de 

eventos. 
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Figura 4.30 Mapas de retomo do Ci;;'''per1mcnto do tubo borbulhador, Em cada gráfico temos, no 
cantO' superior esquerdo, o valor da tensão aplicada no alto-falante e o valor da freqüência de 
bórbulbamento média. O líqüido utilizado é uma solução de 66% glicerina e 34% água.. e as: 
bolhas foram sopradas diretamente na seringa plástica 
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Flgura 4.31 Espectro de Fourier dos dados da Fig. '.30(f) iodícando • existêllCÍtI de um periodo 2 
ruidoso. 

Um exemplo dos nossos resultados está mostrado na Fig, 4,32(a), onde está 

representado o histograma para o cálculo do ponto fixo usando os dados mostrados na 

Fig, 4.3O(h), Para uma melhor visualização da posição da órbita periódica instável, um 

gráfico da intensidade para os mesmos dados é mostrado na Fig.4,32(b), O maior pioo 

define um período I instável em (86,9!l ms; 86,99 ms), próximo do ponto fixo estável 

mostrado na FigA,lO(e), 

Aumentando ainda mais a amplitude, nós obserVamos o aparecimento da região 

caótica,. com as características da dinâmica de estiramento e dobra, como está mostrado 

nas Figs, 4.30(h-i), e oom pequena mudança na freqüência média de borbulhamento. Os 

atratores na região caótica foram caracterizados pelo expoente de Lyapunov dominanre 

[Ellner ti al., 19!12], e estes expoentes podem ser vistos na Fig. 4.33. 
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Figura 4.32 Histograma JXlffi a determinação da órbita periódica instável (a) e gráfico de contorno para 
os mesmos dados: (b), localizando () ponto fixo instável um fX)UCO abaixo de &7 ms. 
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Figura 4.33 E ..'potntes de Lyapunov dos atratores moStrados em 4JO(e) a (j) em funçio da tensão 
aplicada no alto--falante, 
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Continuando a aumentar a amplitude da onda sonor~ com incrementos maiores 

do que ante" nós obtivemos os atratore, mostrado, na Fig. 4.34. Na Fig, 434(m) a taxa 

de borbulhamento média é de 20,5 bolhasls para uma onda sonora gerada com um. 

tensão de 3,14 V no alto-falante, A posição - (7,25 ms; 7,25 ms) é visitada com um 

comportamento intermitente. O tempo de visitação aumenta quando a amplitude do som 

aumenta" até que o ponto -. (7,25ms; 7,25ms) torna-se um ponto fixo estâvel~ como 

mostrado na Fig, 4.34(n). Nesta situação, a freqüência média de borbulhamento é 

F,=137,97 ± 9 bolhas/s tem o mesmo valor da freqüência da onda sonora. Na Fig, 4.35 

podemos ver a diferença entre as imagens das bolhas para o primeiro ponto fixo dos 

dados mostrados na Fig. 4.34(a), e o ponto fixo na ressonância do atrator da Fig. 

4,34(n), 

100i 3,14 20,5 10 137,97 I 
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Figura 4.34 (In) O ponto - (7,25 ms; 7,25 ms) é visitado em wn comportamento intemútenle com os 
outros pontos espalhados pelo espaço de fases. Em (n) a formação das bolhas sinaoniza-se com a 
freqüência fundamenl.a1 do tubo, e temos apenas o ponto- (7.25 ms; 7,25 ms). 

http:ponto-(7.25
http:fundamenl.a1


4, Resultados e Análise 7& 

a b 


4.3.2. Atratores do tipo Hénon 


Os resultados da seção 4.3.1 nos mostraram uma grande evolução da dinâmica 

da furmação das bolhas com o aumento da tensão aplicada no alto-f.ilante. A região da 

dinâmica que apresenta a bifurcação f/ip~ seguida por atratores caóticos. é semelhante 

aos sistemas dinâmicos que apresentam propriedades de estiramento e dohra, como o 

mapa de Hénon discutido na seção 2.7. Por este motivo veremos a comparação entre 

atratores experimentais nessa região e o mapa de Hénon na tentativa de compreender a 

dinâmica da formação das bolhas para uma região do parâmetro de controle. 

De modo a reduzir o ruído nos dados utilizamos uma solução mais viscosa, 80 % 

glicerina e 20 % águ~ e utilizamos o bico A2. Para termos uma variação mais fina do 

parâmetro d. controle, alteramos o fator de amplificação do gerador de funções, cujo 

sinal alimenta o aitcrfalante. A vazão de ar e a freqüência da onda sonora foram 

mantidas constantes~ em -36,6 bolhas/s e 150 Hz, respectivamente. Nós alteramos a 

dinâmica da formação das bolhas. aumentando a tensão no alto-falante como mostrado 

:\:, 
, 

;~.' 

§ 

8 

o 

g.,. 

g.. 

·0 
o 
'" 

Figura 4.35 Imagem da 
sincroruzação das bolhas 
com a onda sonora no tubo 
borbulhador, Em (a) temos 
a im1lg;em para o ponto lixo 
lMSU1ido na Fig 4.30(a) 
com Fe=11.282 bolhasl$. 
(b) O úllimo ponto fixo 
mostrado na Fig. 4,34(n). 
quando as bolhas estão 
sincronizadas com a 
freqüência da onda sonora 
(138 Hz). Nos dois cas:os 
teO'lQ$ a mesma vdZão de <Ir. 
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pelo diagrama de bifurcação na Fig. 4.36, num regime de vazão constante, Nesta figura 

vemos uma duplícação de penado ocorrendo ao redor de 2,0 V, com as bolhas sendo 

emitidas aos pares até aproximadamente 3~O V~ quando um penodo 4 ruidoso aparece, 

Após isto, duas bandas caóticas aparecem. Para --3~5 V as duas bandas caóticas se 

encontram e se sobrepõe~ com o aparecimento de um atrator caótico maior. 

~ 

2',0 2,5 
Tensão no alto-falante M 

Figura 4.36 Duplicaçlo de perlodo em função da amplitude da onda sonora. A freqüência da onda 
sonora é 150 Hz e a fteqüêncía de borbulhamento inicial é por volta de 31 bolhas/s. 

Para realizar a caracterização métrica e topológica da dinâmica da formação de 

bolbas sob a ação da onda sonora, nós coletamos seis séries de eventos, fixando a tensão 

em seis valores distintos> cujos mapas de retomo (T,,+-} vs. T1I) são mostrados na Fig. 

4.37. 

figurA 4.37 Uma l-Vi I... v li I , .• vll 
seqUêncla de atratoresi 
reconstruídos\-. i t· 
mostrUdo uma rota 

~ para o Caos atnivés de.... duplicações du'to 
período. O valor emta) (b) (e) 
volts corresponde à 
tensão mantida 

t constante no alto­
: falante durante a \.. 

32' 

'~~ obtenção do atnltOf. 
~ , . ..: 

(eI) • I(e) 

~I,. 

" .. 32 
T,,{ms) 
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4.3.2.A. Caracterização métrica 

Os alratores caóticos reconstruidos, Figs. 4.37(d) até 437(f), foram caracterizados 

através dos expoentes de Lyapunov, pela dimensão de Kaplan-Yorke, além da dimensão de 

Infonnação, obtidos pelo pacote de programas TISEAN [Hegger aI ai., 1999]. A conjectura 

de Kaplan-Yorke [Argyris o/ ai., 1994), que relaciona a dimensão de Infonnação e a 

dimensão de Kaplan-Yorke (equação (2.11 », mostra que elas se igualam para alratores do 

tipo Hénan. As dimensões foram obtidas para as lensões de 3,5 V, 4,0 V e 4,5 V, como 

está mostrado na tabela 4.1. As dimensões de InfOrmação e Kaplan-Yorke coincidem para 

os três atratores caóticos. 

I 

,, 
I , 
, 

,, 

Figura número 

3d 
3e 
3 

,, 

,Tens:ão llspeçtro de Dimensão de , Dimensão de, ,LYaOUllnv Kat>lan-Yorle. , Informacãc 
,

35 '+0,11;-08 ' 1.15 I 1,3 3 
40 +0,12;-06 : 1 23 1 1.43 ---, 

, 

1)4,5 + 0,2; - O,): - 0.9 1,68 1,8 3 
,Atrator de Hénon ,, , 

o,' b 
I 55' 0,1 ,+038'-238 1.16 I,I~
14; 0,3 + 042; -1,62 , 117 1.19 

Tabela 4.1 Expoentes de Lyapunov e dimensões dos atnitores caóticos experimentais e de dois pares de 
valores do mapa de Hénon. 

Cada um dos dois primeiros atratores caóticos possui espectro de Lyapunov com um 

expoente positivo e o outro negativo~ enquanto que o últímo atrator, Fíg. 4.37(f), possui um 

expoente positivo e dois expoentes negativos. Na tabela 4.1 são apresentados os resultados 

para mapa de Hénon, mostrado na equação (2.12), para dois conjuntos de valores dos 

parâmetros (a,. b). e os atratores experimentaís reconstruídos. 

Os valores das dimensões dos atratores para amplitudes de 3,5 V e 4,0 V são 

próximos dos valores das dimensões do mapa de Hénon" sugerindo que eles podem ter 

dinâmica similar. O atrator reconstruído para 4,5 V mostrado na Fig, 4.37(1), tem a fonna 

semelhante aos dois outros atratores anteriores. Entretanto) comparando-se as dimensões 

deste atrator com as dimensões dos atratores das Figs. 4.37(d) • 4,37(e), vemos que o valor 

da sua dimensão de Informação é maior que a dímensão dos dois outros atratores 

experimentais. assim como dos valores de dimensão para o mapa de Héno~ como pode ser 
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visto na tabela 4.1. Junto com o fato de que o atrator d. Fig. 4.37(1) tem três componentes 

no espectro de Lyapu~ov, a dimensão de Informação próxima de dois é uma indicação que 

este atrator não pode ser totalmente desdobrado em duas dimensões. 

4.3.2.B. Caracterização topológica 

Para o mapa de Hénon, com os parâmetros ti =1~55 e b = 01 1, utilizando a equação 

(2.12) para calcular a posição dos pontos fixos para a variável x do mapa de Hénon, 

encontra~se que o ponto fixo x* está localizado em aproximadamente 0~56. Este ponto 

corresponde a um dos pontos de cruzamento da linha diagonal pontilhada com o atrator 

reconstruido Xn+1 V$. X", como pode ser visto na Fig. 4,38(a). Neste atrator o ponto fixo 

possui dois autovalores, dados pela equação (2.14), Àl = 0,06 eM = -1,79, que caracterizam 

este ponto fixo como um ponto de sela. A variedade estável ê tangente à direção do 

autovetor contraente relacionado ao autovalor positivo Àl. menor do que 1, e a variedade 

instável é tangente ao autovetor de estiramento relacionado com Oautovetor /"'2, com valor 

absoluto maior do que I. Isto estabelece que o ponto fixo e um. sela jlip [AIlígood el ai., 

1997]. 

Na Fig. 4.38(a) podemos ver também um exemplo d. evolução dos pontos no 

atrator~ através da alternância dos pontos ao longo da direção instável até a trajetória 

alcançar as extremidades do atrator. Partindo de uma região próxima do ponto de sela do 

atrator de Hénon, nós vemos os pontos ímpares iniciais acima da linha diagonal pontilhada 

(I, 3, 5 e 7), a os pontos pares abaixo desta linha (2, 4 e 6), caracterizando • variedade 

instável. Nos mapas de primeiro retorno exparimentais, mostrados nas Figs. 4.37(d), (e) e 

(I), nós dividimos o atrator em duas partes com uma linha diagonal para determinar os 

pontos que cruzam com o atrator. Ocorreu o comportamento de alternância da trajetória 

para os três casos, do mesmo modo que o observado no atrator de Hénon, como está 

exemplificado na Fig. 438(b) para o atrator obtido com UIDa tensão no alto-falante de 4,0 

V. Do mesmo modo que no atrator de Hénon, nós começamos num ponto próximo da 

interseção do atrator com a linha diagonal (TN = TN+ l aproximadamente igual a 27 ms), 

com as extremidades do atrator sendo visitadas pela órbita. Deste modo, devido as 

semelhanças de evolução dos atratores experimentais com a evolução do atrator de Hénon, 
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nós podemos inferir a existSncia de um ponto de sela flip nos atratores experimentais. 

mesmo para o caso da tensão de controle de 4,5 V, cujo espectro de Lyapunov tem três 

componentes e dimensão próxima de dois. 

, 	 l.S 

I I 	 (a) 
6 

1.0-1 /~ Figura 4.38 (a) Vemos ao lado a 
trajetória sobre nove pontos da 
al13.tOr de Héoon para 
exemplificar o comportamentoo,sol I ./ de um ponto de selajlip, 
localizada próxima do ponto 1

I! ,>,/~ ) ) 
(x*= 0,56),

.) o,oJ 8~,,' 
,,, 

,-O,sol , 
, 

,, 
,, 

, 
" 7 

-1,0* 
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(b) O mesmo oomponamento de 
um Ixmto fIXO tipo selaflip pode

JO-! 	 1\ ~ " >' \ ser observado p.m1 o atrator 
experimental, com os pontos 
pares úúciais (2, 4 e 6} acima da 

~ 
fi) 	 diagonal, e os pontos imparcs20i iniciais (I, 3, 5 e 7) abaixo.E \\ 1:"\~t/\\ \ I~ 

22 
22 24 26 28 JO "" 
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32 
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4.3.2.C. Plano simb6lico 

Como os planos simbólicos são representações gráficas da dínâmica e urna poderosa 

ferramenta para se comparar sistemas dinâmicos. nós aplicamos a técnica de dinâmica 

simbólica para os atratores mostrados nas Figs. 4.37(d) até 4.37(1), assim como no atrator 

de Hénon (0=1,55 e 1>=0,1) para podennos comparar as semelhanças e diferenças entre eles. 

Definimos as partições L(R) através da linha tracejada. Na Fig. 4.39(.) mostramos o atrator 

de Hénon para a=1.55 e b=O.1 com a sua respectiva partição. que separa a região formada 

por uma linha (L), da região com uma dobra (R) que contém o ponto fixo instável. O plano 

simbólico aJ3 deste atrator está mostrado na Fig. 4J9(A). Nas Figs. 4AO(b) até 4.40(d) 

temos os atratores experimentais. cujas partições são as linhas tracejadas.,. que separam uma 

região com um ramo (L), de uma região com dobra (R). Os respectivos planos simbólicos 

aJ3 estão mostrados nas Figs. 440(B), (C) e (D). 

Comparando--se a Fig. 4J9(A) com as Figs. 4.40(B), (C) e (D) percebe-se o padrão 

de cada plano simbólico é semelhante ao plano simbólico do mapa de Hénon. A maior 
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semelhança ocorre entre o atrator de Hénon e o atrator experimental com a tensão de 

controle de 3,5 V da Fig, 4.40(B), cujo plano simbólico possui as mesmas regiões permitida 

e proibida. Para valores maiores de amplitude da onda sonora, algumas zonas deixam de ser 

proibidas ~ ocorrendo uma invasão nestas regiões, como por exemplo a =O~8 e /1=0,4 na 

Fig, 4AO(D), mostrando que a formação de bolhas está se aíàstando da dinâmica do tipo 

Hénon, e ficando muito semelhante ao plano simbólico do mapa do círculo~ como pode ser 

visto na comparação entre a Fig, 4AO(C) e a Fig, 2,12(A), 
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Figura 4.40 Mapas de retomo experimentais com partições e respectivos: planos simbólicos. 
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4.4. Oscilações forçadas 

Mapeamentos bidimensionais, como o mapa de Hénon, normalmente são usados 

como seções de Poincaré de osciladores forçados [Thompson e Stewart, 1986]. Se 

considerarmos a existência de um movimento oscilatório na formação de bolhas, e a onda 

sonora como uma força periódica externa, podemos compreender o sistema bolhas/onda 

b 
::> I 'I'
=1C 

.. 


QP"-'> 

'-AR 
'I' 

) 

) P" 

-
! 
Figura 4Al Representação esquemática do 
sistema bolhas/onda sonora como um oscilador 
forçado, onde Po é O periodo de oscilação 
associado às bolhas c P'I' é o periodo da onda 
sonora. 

sonOTa como um oscilador forçado, como 

está diagramado na Fig. 4.41. 

Deste modo podemos interpretar os 

mapas de primeiro retorno observados 

experimentalmente como seções de Poincaré 

de um oscilador forçado. Outro sistema 

dinâmico que representa um oscilador 

forçado é o mapa bidimensional do círculo, 

discutido na seção 2.9: 

K 
Bn+1 =Bn +.Q- 27! sen2nBn +brn , (mod 1) 

K 
TII+I = bTn - 27! sen 27!Bn 

(4.30) 

As duas freqüências envolvidas no 

experimento cuja razão nos dá.Q~ para o tubo 

borbulhador, são a freqüência da onda sonora 

e a freqüência de borbulhamento. O tempo 

entre bolhas está relacionado com a variável 

rri do mapa. O parâmetro K está relacionado 

com o experimento com a tensão que é aplicada no alto-falante. Para explorarmos a região 

inicial do mapa do círculo, diminuímos o fator de amplificação do sinal do gerador de 

funções para o alto-falante. Utilizamos o líquido 80% glicerina e 20% água e o bico A2. 
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, 

I 

Na Fig, 4,42(a) temos os dados obtidos para um valor de "EX = 3,7, e na Fig, 

4A2(b) o resultado da simulação utilizando o mapa do circulo com b = - 0,1. Os dados 

mostram que com o aumento da amplitude da onda sonora o ponto fixo inicial dá lugar a 

um ciclo limite, cujo raio aumenta de maneira aproximadamente linear até a tensão de 4,4 

V. Após este valor de tensão uma janela periódica ocorre e o sistema entra numa região 

caótica, para varores de tensão entre 5,4 V e 8,7 V. A região caôttca é substituída por um 

travamento freqüência de período 1, 

27 ~ I n~=3,7 I 
2l:l 

z 
>-25 

24 _.- ...­...-~,.~~
i . .. . ~ , r, , 
O 2 4 Tensão 1\/\ 6 8 10 , 

0,30 l: 0,=3,7 
i! b=~O.10,15 . 

C'. 0,00 
~ 

-0,15 

-0,30 , ..­
K 1,5 2,0 

Figura 4.41 Em (a) vemos os dadoo obtidos com o experimento do tubQ borbulhador, COm a razão entre a 
freQÜência da onda sonora e a freqtiência de borbulhamento igual a 3,7. Em (b) simulação com o mapa do 
circulo bidimenslQnal. 

A comparação com O mapa do círculo da Fig. 4.42(b) mostra as mesmas 

características. O ruído experimentat tem a tendência de mascarar as janelas periódicas~ 

mas a janela periódica central é bem visível nos dois casos. 

Diminuindo a freqüência de borbulhamento e repetindo o aumento da amplitude a 

partir do zero, temos os dados da Fig. 4.43(a), com um valor de "EX = 4,27. N. Fig. 4.43(b) 
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• simulação com o mesmo valor de f.! e h = - 0,1. Esta região triangular inicial, para baixas 

amplitudes da onda sonora e para .estes valores de n~ ê uma rota para o Caos via quase­

periodicidade. 

o 2 Tensã:o M 4 S 8 

0,2 -' I n,.=4,27 

c: (},O 
~ 

-1>,2 

1 -. 
I I 

0,5 K 1,0 1,5 2,0 

Figura 4..43 (a) Dàdosexperimentais com a razão entre as freqUênci3S-da onda sonora e do bottmIbamemo igual 
a 4,27. (b) Série obtida com o mapa doclrculo com Qr4,21 eb= ~O.1. 

4.4.1 Comportamento geral 

Agora veremos o travamento em penodo ] após a região quase~periódica triangular, 

seguida de duplicação de penodo e Coos. 

Para obter a série temporal,. nós escolhemos um ponto fixo sem a onda sonora, com 

a taxa de borbulhamcnto Fb "" líI'fh onde To é o tempo médio entre bolhas: sucessivas, e 

após isto, nós: aumentamos a amplitude A do som continuamente. 
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"'" =f". =..... 
j 

T"" 

.. 
E 
j:' , T (a)fi . ....:~ 

I I I 
4 ...A{a. u.) 6 

0,,,"3.81 b-O.1 

0,5 

t" 

0,0 

~< 

~~i (b) I 
K •
(~ 

•4 

Figura 4A4 (a) Djagmma de bifurcaçtlo experimental, Oponto 11xo experlmenW T* oorresponde a 26,1 
ms, (b) diagrama obtido com o mat.n do círculo, com y* = 0,19. 

. . 
i 

Na Fig, 4.44(a). pode ser vista a série experimental~ Tn V$. A, para urna taxa de 

borbulhamento de F, = 39,37 bolhasls e QEX= F/F, = 3,81. Na Fig. 4.44(b) temos o 

diagrama de bifurcação do mapa do círculo, r" vs. K, calculado com b = 0,1 e o mesmo 

valor de razão de freqüências ~h =3,81. 

Temos algumas similaridades entre O'S dois diagramas. PartindO' deK=O e A==O, cada 

ponto fixo perde sua estabilidade quando aumentamos o respectivo parâmetro de controle, e 

ocorre uma região quase-periódica. Os pontos fixos, 1'* e r* tomam~se estáveis para A por 

volta de 2,7 e K aproximadamente igual a 1,07. O ponto fixo T*(r*) é estável até A '" 4,7 (K 

=: 2>44)~ quando inicia~se uma cascata de duplicações de período. Deve ser notado que as 

posições destes pontos fixos estão na região superior da banda triangular (,*>0 e T*> To). 

http:0,,,"3.81
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As propriedades dos diagramas são facilmente exp1icadas~ se analisarmos as 

propriedades do mapa do círculo. Segundo as equações (2.28), o ponto fixo r* após a região 

quase-periódica no mapa do circulo é dado por: 

r'~{- O (modi) s_O (mndl) < 0,5; 
(4.31)

I - Q (mnd I) se Q (mnd I) > 0,5. 

No atrator experimental,. O ponto fixo T* ocorre quando a região quase-periódica 

atinge uma freqüência de borbulhamento igual a um submúltiplo da freqüência da onda 

sonora de 150 Hz: 

T'~ 41150= 26,7ms, (4.32) 

onde o número 4 é o inteiro mais próximo do valor de Oex = 3,81. Este fenômeno é 

conhecido com travamento sub~harmônieo (subharmonic entrainment) (Hayashi. 1985] e 

ocorre em um oscilador forçado quando a razão entre a freqüência da força externa e a 

freqüência natural do oscilador está na vizinhança de um inteiro diferente de I. 

f 
j:" 3D -I T.. 

1" ____ + 

QE(= fi'l>" 4.15 

J 

__:.____ u 
I ':a.'Il.. ~~~1~< 

(a, .... ,~ ~: ..~~ , , , 
2 1.• •I •I ACa. li.) • 

u,. = 4.1$ b" 0.1

··"l 
.0 

!" 

-~~ru----
, i ~~ (b, 

a 1 2 3 4 5K 

Figura 4.45 (a) Diagrama de bifurcação cxperimenlal com To -27,1 ID$, O JXlnto fixo experimentai T* 
colTéSpOllde a 26,7ms, (b) diagrama obtido com o mapa do clrcuJ.o, CQM r*.,. -0,15, 
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Com outra freqüência de borbulhamento, F..=36,14 bolhas/., m.s com a mesma 

freqüência da onda sonora de 150 Hz, obtivemos o diagrama experimental que está 

mostrado na Fig. 4,45(.) com nEJ( = 4,15. Podemos notar as mesma. similaridades 

descritas anteriormente, como O travamento sub-harmônico do borbulhamento dado pela 

equação (4.32), porém o ponto fixo experimental (T*<To) está agora no limite inferior da 

região quase-periódica triangular. Na Fig, 4A5(b), temos o diagrama de bifurcação do mapa 

do circulo com nT = 4,15 e b = 0,1. O ponto fixo T*(r*) toma-se instável em A 

aproximadamente igual. 4,5 (K;: 2,36), 

Nós podemos dividir a evolução do borbulhamento em duas regiões; urna região 

inicial, relacionada com o comportamento quase-periódico (A ~ 2,5) e a rota de duplicação 

de período (A ~ 4), 

Para valores inteiros de !h, não observamos a região quase-periódica. Ajustando a 

0a '" f,)f.. =4.0 

3. 

T'=T-" - .E 
1-'­.I, .s 

J m (a) 


I 

I 

2• " A(a. u.} • •\ .. " 
n,-=4.0 b=O.1 

,
~U'1 ~ 
~c 

{bl 

• 1 2 3 4 ,
K 

Fiboura 4.46 (a) BorbulhamentocomQn = 4,0. Nas condições acima não bá a região quase.periódjca e 1'*""To 
é estivel na região ineiaI deA. (b) O mesmo é observado para o mapa do cIrculo com Ot=4,O e b=O,l. 
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freqüéncia d. borbulhamento para 37,5 bolhas/s, tal que º"X = 4,0, não ocorre a região 

quase-periódica, como pode ser visto nos dois diagramas da Fig. 4.46. O ponto fixo T* ~ T. 

V' = O) é estável até A* aproximadamente igual a 3,7 ( K* '" 2,2 ) e o sistema evolui 

diretamente par. a caseata de duplicações de periodo. 

Na Fig. 4.47, temos algumas línguas de Arnold para o mapa do circulo 

unidimensional (b ::= O) como uma aproximação do mapa do círculo bidimensional com 

b=±O,1. Para um valor de n (mod 1) diferente de O, o sistema inicialmente evoluí na região 

quase-periódica, mostrado pelas setas pontilhadas, até que O sistema alcança o ponto fixo 

estável, dado pelos circulos cheios, Mesmo para os casos dos dados mostrados nas Figs. 

4,42 e 4.43. podemos ver quando o sistema atinge as regiões das línguas de Arnold relativas 

ao penodo 4~ marcado pejas pequenas Unhas horizontais pontilhadas. Para fi = O) o sistema 

percorre a região inicial de K no período 1 relativo ao número de rotação W= 0/1. 

í . 1"1) \ ,i2 fI'\-\ "li . 
........... I.' ...\... Le'HH...J...~.:
~ I I I I In 

" 11 (' \ ' " 
K j..~ \ 

, I~ I ' . 

1I \1 \ 
II/ : \ 
(lr.l \j 

0,0 _ 0,5 >.0 

n mod(1) ­
Figura 4.47 As sete linguas de Arnoid mais largas com seus respectivos números de rotação. Os. 
números entre parênteses coloridos no topo e na base oorrespondcm aos números das figuras mostradas 
neste eamtulo. 
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4.4.2. Comparação dos atratores 

Os atratores caóticos do tipo Hénon, que aparecem no mapa do circulo, sofrem uma 

rotação ao redor do ponto do ponto de selaflip, como pode ser visto nas comparações entre 

atratores experimentais reconstruídos da. Figs, 4,48(A) e 4,48(C), e entre os atratores 

obtidos numericamente das Figg, 4,48(a), (b) e (c), Usaremos o termo saxofone, que foi 

utílizedo por R Shaw [Shaw, 1984] para atratores obtidos no experimento da torneira 

gotejante, para designar os atratores das Figs, 4,48(a)-(A), Experimentalmente e 

numericamente~ as condíções de orientação dos atratores saxofone são as seguintes: 

n (mod 1):> 0,5 formato de saxofone, (4.33a) 

n (mod 1) <: 0,5 formato de saxofone invertido, (4.33b) 

Quando a parte fracionária de n se anula temos a formação de um atrator do tipo 

duplo gancho, como está mostrado na Fig, 4,48(b) e 4A8(B), Como foi discutido na seção 

4J.2.2, todos os atratores experimentais apresentam um ponto de sela jlip, que está 

localizedo na interseção de cada linha diagonal com cada atrator das Fig" 4.48, Em todos 

os casos" este ponto de sela substituiu o ponto fixo estável, 1'*~ do travamento sub~ 

harmônico (equação 4.32). Por isso? no atrator experimental o ponto de sela jJip~ Tfo é 

calculado do mesmo modo que o ponto fixo estável T*: 

~ ~4/150=26,7l11S, (4.34) 

onde o número 4 é o inteiro mais próXÍmo do valores das razões de freqüências OEX (3,81, 

4,0 e 4,15), com a freqüência da onda sonora sendo de 150 Hz. Para os atratores obtidos 

rumericamente, a posição do ponto de selaflip, rfi também é calculada com equação (4.31), 

Em particular, os três pontos de selaflip dos atratores mostrado nas Figs. 4,48 são: 

rl(A); 0,19; 

~~-M ~~ 
rr(C); -0,15, 
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I._m:l;<Q,fl_, .... ; 
Figura 4.48 (a) O atratori '....... '~'." /1


'"1 "'\. / saxofone obúdo com o\ ..... / experimento do tuboI , . I borbuIhador no ponto"i ..../\..~. indicado por uma .seta na ... . . , série mostrada na Fig.I' '~ ",/ ,!I 4.44(a). (A) A simulaçãor\J

i/,e') . ' I 1../ (A) • com o mapa do drculo. 

• 
" ... 
 « 

>J_ ~"'(I,,"'''' ,_ (b) Atrator e:Jq>erimental 
do tipo gancho duplo, 

I. .' 

"l K'\i-i .\\\ ."-, obtido nas mesmas.'i ... "\ \ .. / \ condições indicadas pela.i j '\.j •...... \v1 ~I \., \ \.q seta sobre a série da Fig. 
"j
i... 

. 
\ 4.46(.). (B) Alr,l.., .. ,,'j obtido <:om o IIl<iJ,'(f do 

::>J ... (b) "1 .' '-..AJ 
'.' I,' (a) <V M circulo. 


» >< ,. :w » :u ~~~ !. ,~ 

"c---------------, 

!N:111>,"I.>i_'i -;.~ .<.-U4,,"I,"/,_ "'i (c) Rotação do atmtor 
..' ,, experimental, obtido no 

ponto indícado pela seta-., " na série da Fi!> 4.45(a).g ~: • \\./ ! ~. {C} A mesma fOtaçãona\..... ~ simuJaçgo feita com oJ # ma:rm do circulo. 
u//(C}I V «') ____, 

)o lO lO .. ,., ~.. Q. 

T"(ms) ro 

Quando a parte fracionária de .QE>.: vale 

0,5, aumentando-se a amplitude~ temos " 
também o ponto fixo de período 1 que se torna " 

f.instável, surge um período quatro e depois -; 
>' 

disso surge um atrator caótico com a forma de » 

uma C!7JZ, que está. mostrado na Fig, 4.49. " 
» » »" " Além dísgo~ outros mais atratores 'J"" 

experimentais mais complexos também podem Figura 4.49 Atnltor caótico obtido com nm.: 
igualaO,5, 

ser simulados com o mapa do circulo, como 

pode ser visto na Fig. 4.50(0), onde temos uma freqüência de borbulhamefito de 8 bolhas/s, 
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com uma freqü~ncja da onda sonora de 150 Hz, A simulação com o mapa do círculo; como 

está mostrada na Fig. 4.50(b), foi feita com t:lr= 18,85, h = 0,1 eK = 8,3, 

, 

~ '" f\ fi ro 
~ ni il\ II~~~~jfli!\t;l<
1I)j;'!\~;, ! ~; ;~ to \ fi < 
~i'~~'~\rl 
~í'; J: ,'\ '~1J l\!;;i~4!
I't'\. IVtAl.' < 

'IiV V 
(b)-, 

m 'M ". m m -, , ,'" Tn(ms) r, 

FIgUra 4.50 Atrator e~;perlmcntalem (a)(lroc = 1&.75, b -= 0,1. Em (b) á simulação COm o mapa do círculo, 
n,= 18,85, b =0,1 e K= 8,3, 

::!>, 

,~~ 

I 

~\ if\A rl 
li 'Pf ! ~ fI,' 1 \ " '''J ;~ 'N':'}11D 
,J"l" .,' 
~!"ci:',-, ~1" ''',
'" '.. • 

{";'
,J ." -'I ,.,\'" 

(a) 
,~ 

4.4.3. Modulação do Parâmetro de Controle 

Quando utilizamos a Teoria do Caos para analisar resultados experimentais, uma 

das mais dificeis tarefas é associar os parâmetros experimentais aos parâmetros dos 

modelos existentes, como o mapa logístico, ou o sistema de equações de Rõssler e outras 

equações dos sistemas caóticos. Algumas vezes, o parâmetro de controle escolhido é 

modulado por uma função que não permite a observação direta dos sistemas caóticos 

clássicos através da variável de medida [Tufaile, 1996J, Isto acontece no experimento do 

tubo borbulhador, caso utilizemos, por exemplo, a vazão do ar como parâmetro de controle, 

como está mostrado na Fig. 4.51, onde utilizamos a solução de 66% glicerina e 34% água e 

ó bico de seringa. A vazão do ar) o parâmetro de controle, está relacionado de uma forma 

hiperbólica com o tempo de borbulhamenlo, a variável de medida, representada pela linha 
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pontilhada. Quando 

sintonizamos uma onda 

sonora no sistema com urna 

freqüência de 126 Hz e uma 

amplitude constante" ocorre 

uma composição entre a 

função hiperbólica e o mapa 

do círculo. Os tempos 

associados aos patamares, T ~ 

são bem definidos e podem 

ser calculados com a equação 

(4.36). Os patamares se 

alargam com o aumento da 

vazão e o valor do tempo 

7, 

70 

65 .. 
T(ms) 

55 

50 .. 6/1,
j-­ "­ , 

-~ ,­
'" 40 60 80 100 120 140 160 180 

Vazão (mlfmin) 

Figura 4.:51 A composição de uma função hiperbólica de 
borbulhamento com \) mapa do circu1o. as frações ao lado de cada 
pàtamar dão () valor do tempo do ponto fixo, Tp , dev:ido ao 
trnvaJ'nento sub-harmônico 

associado a cada um deles é calculado através dos. travamentos sub-harmônicos. : 

Tp~jlf" (4.36) 

onde j é o inteiro mais próximo da razão entre a freqüência da onda sonora e a freqüência 

de borbulhamento. 

Outra situação na qual ocorre a modulação do parâmetro de controle é quando 

" (b).. ~ :~~~l'~~~:" .;~~ -, ' . 21)~.~ir\.-{.:-; '~:if~~
e ,. 
'"'... 

2(1 I i i r 
5 6 7 B 

Q 

Figura 4.52 (a} Composição 
do tna,tXt do círculo com uma 
função linear decrescente. O 
parâmetro de acoplamento 
nllo-linear K é uma função 
decrescente do valor de n 

(b) Dados do tempo de 
borbulhamento em função de 
.o, A variação de .o ê obtida 
mantendo os demais 
parâmetros constantes e 
aumentando linearmente a 
freqüência da onda sonol'3. 
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variamos a freqüência da onda sonora, mantendo constante a sua amplitude, Medindo o 

tempo de borbulhamento obtivemos os dados d. Fig. 4.51 (b) do tempo de borbulhamento 

contra a razão entre as freqüências Q, para uma freqüência de borbuibamento inicial de 33 

bolhas/s. Devido às propriedades da acústica do tubo, a variação da freqüência da onda 

sonora afeta simultaneamente a amplitude da onda. Isto pode ser simulado com o mapa do 

circulo, com h = O.l~ supondo que o parâmetro de acoplamento nãoM1inear~ ~ do mapa do 

circulo seja uma função linear decrescente com relação à razão de freqüências n que, na 

Fig. 4.52(.), é o parãmetro de controle: 

K(n) =4,0 - 0,47 n. (4.37) 

Os patamares d. Fig. 4.51, assim como as linhas diagonais da Fig. 4.52(a) 

correspondem à composições da freqüências de borbulhamento e da onda sonora que levam 

o sistema dinâmico nas regiões de língua de Arnold com número de rotação W igual aI" 
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) 5. Conclusões 

C<Jnstmímos o aparato do tubo borbulhador e observamos que O principal 

aspecto da fonnação de bolhas em líquidos viscosos é que este sistema é equivalente a 

um oscilador não-linear. Esta afirmação foi baseada inicialmente nos intervalos de 

tempo da formação das bolhas no experimento do tubo borbulhador, quando a vazão de 

ar aumenta, e na comparação deste experimento com o experimento da torneira 

gotejante. A comparação dos dados experimentais da formação das bolhas influenciadas 

pela onda sonora com os resultados teóricos do mapa bidimensional do circulo1 

confirmou que o borbulhamento está associado a um movimento oscilatório. Na 

comparação do sistema bolhas/onda sonora e o mapa do círculo" o ponto mais 

importante foi associar o tempo da formação das bolhas T". com a variável rlf do mapa 

do círculo. 

A interpretação da oscilação na formação das bolhas pode ser feita observando­

se o deslocamecto do Ifquido. Durante a subida da bolha no liquido, este é afastado para 

dar passagem à bolha, até que a bolha passe e o líquido volta a preencher o espaço que 

antes era ocupado vela bolha. Este processo se repete e assim temos o comportamento 

oscilatório. Então podemos entender o movimento do líquido induzido pela passagem 

da bolha como um oscilador não-linear. O sistema de detecção mede apenas valores 

máximos deste comportamento oscilatórlo~ por isso temos as seções de Poincaré do 

borbulhamento e não curvas continuas do espaço de fases. 

A duplicação de período) que ocorre quando variamos a vazão~ foi a primeira 

observação que indicou que urna abordagem utilizando a Teoria do Caos seria um 

método possivel para a compreensão do fenômeno da formação das bolhas. Mesmo 

assj~ uma abordagem utilizando os conceitos da Mecânica dos Fluidos foi feita ~ com 

este ponto de vist~ observamos que a duplicação de período com a vazão está associada 

com a instabilidade de Rayleigh-Taylor, que representa a instabilidade da interface de 

dois fluidos que não se misturam. A duplicação de período SÓ é evidente em fluidos 

viscosos, pois~ em liquidas pouco viscosos como a água, a dinâmica observada vai 

diretamente do comportamento regular. para um comportamento irregular. Verificamos 

que a instabilidade da superfície da bolha nos fluidos com baixa viscosidade é a resposta 

para a questão da transIção do movimento regular para o movimento irregular na 

formação das bolhas. Esta instabilidade é causada pela interação entre as bolhas que se 

elevam dentro do líquido e a bolha que está se formando junto ao bico. Em fluidos 
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viscosos e com baixas vazões do ar, o deslocamento das bolhas que estão emergindo 

não afeta a bolha que está se formando, pois não há uma perturbação significativa criada 

pela circulação do líquido e esta circulação permanece laminar junto ao bico. Porém. 

para vazões mais e1evada~ mesmoS nos líquidos viscosos, teremos todo o conjunto das 

bolhas emergentes e da bolha que está se formando interagindo, pois, as perturllaçõe5 na 

circulação do líquido se propagam em todas as direções dentro do tubo borbulhador. 

Deste modo a formação das bolhas apresenta uma dependência tanto do tempo, quanto 

das condições d. contorno. Neste aspecto, o experiroento do tubo borbulhador é 

diferente do experimento da torneira gotejante, pois o deslocamento das gotas que estão 

caindo não tem efeito significativo na gota que cresce junto ao bico. 

Utilizando diferentes tipos de bicos, verificamos algumas das influências da 

geometria do bico na formação das bolhas. Emulamos as séries temporais através da 

combinação de mapas. Isto permitiu o desenvolvimento de idéias para tentar entender e 

explicar os fenômenos observados, como alargamentos suaves e abruptos nos tempos 

entre as bolhas, A combinação de mapas jâ havia sido utilizada no experimento da 

torneira gotejante~ o que mostra a sua importância como rerramenta na compreensão de 

sistemas caóticos. 

Do mesmo modo, as simulações com modelo unidimensional massa-mola, 

permitiram melhorar a nossa interpretação dos dados tanto da torneira gotejante, quanto 

do tubo borbulhador. O modelo não é adequado para observações quantitativas, mas 

pode ser usado para a .obtenção de resultados qualitativos. Durante a verificação da 

hipótese do fator de massa agregada, fJ, do modelo massa-mola para a formação das 

bolhas, encontramos as estruturas das veías líquidas, que são colunas de água dentro do 

óleo sustentadas pela subida de bolhas de ar. 

Além disso,. durante a realização da experiênci~ foram encontradas algumas das 

condições que fazem o aparecimento de antiboJhas, que são gotas envolvidas por uma 

fina camada de ar dentro do liquido e que ficam aprisionadas na circulação dentro do 

líquido. 

Verificamos as condições de validade para a relação entre a freqüência da 

formação das bolhas e a vazão do ar, para um modelo simplificado que estabeleçe uma 

freqüência para a formação das bolhas proporcional à vazão elevada a 0,4. 

Através da associação com o mapa do círcuJo~ verificamos algumas 

similaridades entre o mapa e o experimento, como por exemplo, a comparação da 

variação da razão entre as freqüências da onda sonora e do borbulhamento~ nEXo, com a 



s. ConcluslJes 99 

variação do parâmetro nr do mapa, assim como fizemos a comparação entre as fonnas 

dos atratores reconstruídos. Deste modo encontramos algumas rotas para o Caos, 

quando é feita a variação da amplitude da onda sonora. A formação das bolhas pode 

evoluir inicialmente através da rota de quase-periodicldade, quando a amplitude do som 

é aumentada linearment~ que pode ser reconhecida no início das séries temporais 

devido à sua forma triangular, para alguns valores d. razão entre as freqüências, !:tEX. 

Outra rota observada fui a rota de duplicação de período com a formação de atratores do 

tipo~Hénon, devido aos processos de estiramento e dobra. 

A dinâmica do mapa do circulo ainda permitiu interpretar o comportamento mais 

global da existência de patamares no tempo da formação das bolhas nas séries 

temporais, sujeitas a uma onda sonora de freqüência bem definida. Os patamares 

OCOrrem quando a freqOência do borbulhamento está próximo a um submúltiplo d. 

freqüência da onda sono~ o que caracteriza um travamento subMharmônico. O 

travamento sub~hann8nico ocorre quando a freqüência de um oscilador fica travada em 

um submúltiplo da freqOência de uma força externa aplicada O caso limite d. 

sincronização entre a formação das bolhas e a onda sonora é o travamento harmônico, 

quando as bolhas se formam com a mesma freqüência da onda sonora, 

I 
I 
I 
! 

I,, 
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Simulations in a dripping faucet experiment 

A. Tufaile, R.D. Pinto, W_M_ Gonçalves, J_C. Sartorelli 1 

Il\úillOO dcFJSfea,. UniDCr.fidadc de Siio Paula. CQixa Pmrtal ó6JIlJ, fJSJIJ.97tJ São Pt.tdb. Brá:::ii 

Recch'cd29 SeptJ::llIb1:r 1m; «o:M:dinp:Vised tb;ru 10 Febnwy 1m: ~ 10 February Im 

O>~ hy c.R.. Doering 


Ab$tratt 

The prafiles of two experimental attr:letors were siml.l1ated by using a simple onc-dintensiónal spring-mass modct Some 
pccllliar bebuviors observed in experimental bifurcation diagrams (in short ranges ofdriwmg: Iate variation) were emu1ated 
by combining two quadratie maps (a kiru.I af coupUng) in twQ dífferellt ways~ parallel combination \;,1.Eh non-interacting 
maps: and series combination with :nrongly intcrocting maps. TIto ehoice ar cach kind af éombinarion W3S suggcsu:d by thc 
own cbaracteristics of~eh experimCfllal bifureation diagramo © 1999 EI:<;eviet Scién(e S.V. All rigbts rewrved, 

PAC$; 05.4S.+b 

1~ lntroduction 

The: leaky faucet dynamk:s has beoo. used as a 
paradigm of a chaotic s,YSb:m [I~1 since the liUgges­
tion made by Rãssler 1:3] in 1977 lha, Ih. f""""nou 
af water drops in • tlp nipple oould sbow chaoóc 
bebavior, wbat was 1ater confirmed hy Sbaw and 
Marlien '" alo [4,51 Period doubling WlI. Qlnrerved hy 
Marlien '" alo [4.51 Yépez '" alo [61 Cab.hm et ai. 
[71 Wu and Schelly [8,91 Dreye, ., alo [101 Sar­
tore1li trt. aJ. UO. Tangeot intermittt:ncies are Te­

ported in Rofs. [7,111 quasi-periodicity and boond­
ary cósis in Rof. [11l and a Hopf b:ífurcanon in 
Refs. [l2,13J. Olher studies abou' lha formadoo of 
drops or droplets of water can be: found in Refs. 
[14-231 

E-mail: sartorelli@lf.Ulip.br 

Shaw and collaboratorn l:iUpposeú thut th~ water 
oolumn bangiog in a nipp1e faucet should oscillate as 
a mass-spring system, with the mass increasing lin~ 
early until it reaches a criticaI point. when a drop is 
ejected. ÍInposing the initial conditions ou the te­
maining water column. This mudeI was modified by 
Simcbas-Ortiz and Salas-Brito [24] supposing Ih., 
lhe mass of the ej~cted drop must depend ou tlte 
cummt yalue of the water co1umn mass. D'In. 
nocemo and Renna [25} have aiso carried ont thcir 
calcuJations assumlng lhat lhe remaining _ col­
Umtl shape can be cither a sphere Of a material point. 

hlspired hy au ining-Iike mode! to find Ih. water 
dIúp prófiJc rumging in a vertical waU. Oliveira a.:ad 
Ponna [26] studied lhe dymnni"" of lha drop furma­
tton applymg Monte Carlu techniques. Penna tt a1, 
[27J sbowed thut the time delllys between SU(.'teS!)i~ 
drops display long-range anncorrelations cbarnc:ter~ 
ized by the same exponcnts of the heartbeat~to~ 
heaItbeat interva]s of hea1thy subjects [28], 

0375-%Otj99/S - see mlll maner Cll999 Elrevier Scicnee B.V. Ali rigltlS tesI:lVed 
PU: S037S.960l(99)QOI19.X 
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Num: uf tht::Se modeJs are adequate to expla:m aU 

lhe bebavio", observed in lhe range from - Oup to 
"" 40 dmps/s.. In this papeI' we present two simula~ 
tions of experimental attractors whlch are lhe best 
emulations yet obtaíned by the one~dimensional 
spring-mass modelo It is also presented two experi~ 
mental bifurcation diagrams, in short ranges of drip.­
ping ro:lte, with llCW peculiar behavions: nl:-ver :secn 
before. Inspired by me behavlor of each experÍlncn­
tal diagmm. we did a kind af símple ooupling af 
maps [29-321 by combining two quadratic maps. to 
emulare these experimental bifurcations. Two ways. 
or combinution are proposcd. In the first case,. two 
non-interacting quadmtic maps are added (parallel 
combination). whüe in the sccond onl:-. two ::.tnJng1y 
intel".tf.,-ting logistic: maps (smcs combination) are 
combíned in a feedback way. 

2. Experimental apparatos 

The measurements were dane with the f'aucet 
attaçm:d lo a large reservou. sçt: Refi;, U1.21] for 
details. The time delays between successive drops 
are measured with a time counter circuitry~ with a 
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T1molution of i ~~ ínserted in a. PC 5101. The ínput 
signals are voltage pulses, induced in a resistor, 
define<! by the beginning (ending) af the scau.ring 
oI a laser beam fO(.,'U:sw on <t photo~trdn.$i$tor (in 
sent:s with 1he :re.sistor) when thc: drop :..tarts (ends) 
t(l CTOSS the laser beam. The width of the pt1.lse is the 
time interval t" (where n is the drop number). and 
the time delay between two pulses is lhe crossing 
time (SI.), of. drop tbrougb the laser beam, 50 lha, 
the total time interval is 1;. = 111 + 8t~, 

We can setup the drop rate (J~ 1/(T» in two 
ways: (a) by feeding back lhe W'.uer reservoi! to ke~ 
the height h af the water leveI ;,md selet.1ing the drop 
me by opening (closing} a needle valve driven by a 
step motor which is coutrolled by a microcomputer. 

For a given drop late we have constructed first 
retum maps T".. I VS.4~ (b) by fixing me opening of 
the ncedle va~ turning off1he water supply, letting 
fue water levei decrease natunilly, and so the drip~ 
ping. Iate. Therefore~ the contml P!Wffileter. lhe heíght 
h of the water leveI, varies as h:::t ho - n8 V/A. 
where 8Y/A=2XlO-:\ mm. he 15 the initial 
height" I) Y the mean volume of me drops, and A i5 
the area of the water reservoir surface. In this case, 
bifUrcatiou di.agrams Tn V$ n were constructed. We 
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figo L (a) experi.n:.w:J:rtal data for f"" 1.46 dIops/s. Experimental panuDl:ter va!ues are Ir: ... 365 dynjcm, X-~!tI a6 em, R"" O.t2-0.l5 s/s. 
and Q'" 0.1-0, 14 s/em. (li) the attlactor profile obtaiDed witb R - 0.15 sls. b - H) Si. k ... 415 dfa/c:rtJ. xir - 1,,3 em. arul rt- 0.1 
slem. Tht eal!:\llai~ drop me ia f'" 3.15 drops/s, wbich ~ two- times the expcrimcnt:ll vale, 3pll~lely. G1w. rupple. 
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Fig. 2. {a) experimetItaI T,,+l n 4.1 YS r.. '(ms) tuap. (h) 
simulatcd mBp wrtb R ... (U41 gJs, xr ""O.25i em. a-1l51 
s/em. b-Q94 s-land .1;""(20 dyn/cm.. Thc two maps wcre 
~ from lhe samc angle 4f vU:icn.. The calcuJ:;ted drop 
me is cloR 10 fue ~ vahIe. 'l'1ul: sim.iliuíl)" bctwcen the 
two: maps suggesls lhe salOO attw.:tor with ~ slzes of the 
basins ef ~ Htass nippk. 

have used one gJass nipple a:nd other one or brass~ 
with both having t11e same intema1 diameter. 

3. Resolts 

3.1. Mass~sprjng modal 

Following D'!nnocenzo and Renna (25] notation, 
the set Clf autonomous differential equations for the 
mass-sprin,g modol is [4,5) 

dx d(Mv) !IM-=. =Mg-kx;-budi 1 di, , di =R~ 

(I) 

where x 15 the ooordinate af the ceuter af mass ar 
me hanging watet, àtld R the flow !ate. 

'fhe surfàoo tenskm. and friction between the wa~ 
ter and lhe _ are respectively represente<! by lhe 
spring eonstant k and by b. A drop with mass 

AM .... aMell(:. (2) 

is shot wben the center of mass x exceeds a tb,resh.. 
old xI: where M" and 11", are respectively the hang­
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Fig. 3. (ti) experinleflt2l hifi.l.n:.mon diagram, wilh tlJ~ drop Iate 
l'Illlgingt'rom -9.ISdM\1Hn .... 9.13 dtopsjs. (b)paralkI c:ombi~ 
natlOIl or two ooll.iDtctacting logime maps w.itb p~{ê')- f +t 
and p,(~) ... Px(~)-O.t IS. Brass nipple. 

ing wate;r mass and the speed at the thresbold paim, 
g = 920 em/51, and a is li parameter. 

For the remaining water. D'Innocenzo and Renna 
pmposed two models: (PS) the point-spbere one. lhe 
drop is spherical of radius r and the water:resldue is 
a point situated at Xo =Xr: -rAM/M.:; (TS) twQ.. 

sphere model. lhe drop is spberical of radius r and 
the water residue is ti: sphere ofradius r' = [3(Mr:­
AM)j(4",p)]'" cenrered at x, ~ x< - (r + 
r)AMjM<, Therefure lhe simulations reqm lhe 
adjuslment of fi.,. _ (k, x" R, " aod b), 
but with an unknówn dependence between them. 

fig, 4. (a) 1':X~rime.nlal bifutt:ation diagram. with l.be drop rale rungillg fmm 28.$ doWn to 26..8 drops/s. Tbe circ!e SOOWl; the sequern:e cf 
tbc. plotting colots.lt sbould be noticed that in lhe ttginns ot:period-2 tbe colun ilIC supcrimposcd. In (D) and (c).ate itSPtttlve1y sbown tbe 
odd ruld ~ bW1Ches. On lhe right, in W the cmuJ.ation ofthc eltpel'i.rncnt:l1 duta ming a scri~ combin.ltion oftwo intcmcting logistic 
maps. in (8) and (C) are tespective!y slrown lhe anulated separaoon oi tIle odd aud eVel'I bnmeht:S. The pammeters ()f control P1«(f) and 
P7<-C) lU\: sItown in fig. 5. 9t-~ rupple. 
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In Fig. 1(.) is sbown me experimeand first return 
IIlllp obtaíned by keeping fixed me water levellreigh, 
aI 1= 1.46 drops/s (gIass nipple). An ••perlmeotal 
esrimarion for me pamm_ values are [2!l k = 365 
dyn/em., x,~Mem., R =0.12-0.15 gjs. The sim­
ulations of the attractor using these parameter va1ues 
did not converge for wide ranges of a and b villu~1:i, 

We cou1d emulare the attractor profilc, using the PS 
mudel. by adjusting all the paI"dmeter values. The 
emulatioo, wilh k-475 dyn/em., x,= 1.3C!n, R­
0.15 g/,. ,,-0.2 s/em. and b - 10 s"'. is shown 
in Fig. l(b). but me mean drop mte obtained (f­
3.15 drops/s) is abou! IWO times lh. experimental 
valo•• 

In Fig. 2(11) ís shown an attractor reconstructed in 
a f:b:ree..dimensíorutl map T,. +1 vs T" i' i VIi Ta. at 
f = 8.726 drops I s. The atttactor- profile was sim:tJ... 
1_ by me PS model wim me pammeter values: 
R=O.14! g/s, x,= 0.251 em, a-O.SI s/em. b­
0.94 ,"'. and .-120 dyn/em., as aho"" in Fíg. 
2(b). Despire the fàct tllat these values are quite 
different uom the experimental ones, we obtained. 
by coin,jdence. a drop rate of f= 8.80 drops/s, 
close to the experimental value. The similarity 1»­
tween the two maps suggests mat we have the same 
atttactOt whnc the different time scales point out: to 
dilfere!lt "",os ar lhe basíns af _ans, with ap­
proximataly lhe same mean time {T}. 

We could oot find in lhe titerature better _­
tions af dripping faucet auractors than lhe examplos 
above. This model is not enougb to expIa1n all the 
detalls of me eXjlOIÍl:Mntal data, but it can be useful 
to give a first sigltt (ar lhe general properties) of the 
drop formation dynamics {41 since the classical hyw 
drodynamiclll models are mo complicated to obtain 
large time series, 

We observe:d some peculiar behaviors ln me ex­
perimentai bi:fUrcation diagnuns,. and \ve attempted to 
construct empíricaJ models '" omulate suoh bebav­
íors in a shnple way~ looking for relatíons berween 
two qu_ !!IlIPS. 

3.2. Combined mtJps 

3.2.1. Parallel comhinatton 
In Fig, 3(a) is shown an experimental bifurcation 

diagram, T" vs nf which was obtaíned by Jetting the 
wateí level go down 113turally, and lhe dripping rate 

rangiag from - 9.18 00"", to - 9.13 drops/s. Be­
low 11 .. , as the water leveI heigbt goes down., the 
dynamical &ystem evolves in a period four m~ 
ment When the system reaebes lhe aitical point I1c 
(ar h,) the initial rom stable fixed points are re~ 
placed by new four fixed points. 

We sítnulated this peculiar change of fixed points 
by adding two nonwínteracting quadratic maps (paralw 
lei combinatioQ). 50 lhe global ""'I' S is given by 

In+! =x; ~pAt). Y'n+l-Y; -P)'(~}. 
x +y

S -' • (3)• 2' 

where P.(!i) and p,(lf) ate me OOIltrol PllIameters 
as functions of a common parnmeter s> and each 
.t:nap is iterated sepamtely 2. We observed that the 
,hoiee of P.(!i) = !i- 1/4, py(V= p.<el - 0.115. 
IfE (1.6.1.64). can emulJlte lhe experimental change 
of the fIXed points as shown in Fig. 3(b). Tbe 
transition po-int, g~ = 1.615. corresponds to the sec­
ond ilip bifurcation in tbe y map and a period-4 
movement in the x map. but lhe global ""'I' S 
co~ond& to a foor fixed points until the next flíp 
bifurcation which oo:urs in the x map at ~= t.6t8. 

Dilfetenl from an interior erisis [331 in whích 
OCCUts a sudden change in the size of the attractor. in 
Fig. 3(a} we have a smooth inereasing in. the size of 
lhe period4 attracror. Regarding lhe oscilJatory .bar­
aeter ofthe banging water~ these two period-4 behav~ 
lOIS suggests that we bave the same oscillation mode 
below and above (n). but with a little difference 
between their boundary conditions. 

3.2.2. Series combinalion 
For a Wgher drop- rate another ex:perimental bifur­

cstion diagnlm was observed, with the dripping rate 
ranging from 28.8 down '" 26.8 drops/s. In F18. 
4(a) is shown lhe bifutcation diagnun, 7:, vs n

i 

ohtaíned by plotting lhe pcínts alteruately in blael< 
(.-1,5,9 ... ). ingreen (.=2,6.10, ... ). inred (n 
= 3.7,11, ... ). and in blue (n - 4,8,12, .. ,). 

InitiaUy~ the system evolves in a period~2 attractor 
until lhe "","ches red + bl""k and green +blue col­

-1.- For a given value ofthe cmrtt<ll pa;mmeter €. the seties {xl 
tuld {Y} '\\'ete fUIl'I1<:rlc:llJy «nained aftrr 11 tt:n:usltnt oi 10000 
lIetations. from 1he same initial cQlIdiOOm (xG'" )'~ ... 0.6). 

http:1.6.1.64
http:0.12-0.15
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f· 

Iapses at point T. After that, the system continues to 
evolve in a period~2 movement, but showing inver­
sion of phases (see tbe colors exchange) until point 
F, where another bifurcation occurs on each braneb. 
Therefore, this diagram ean be split in an odd dia~ 
gmm (blaek + red) as shown in Fig. 4(b). and in an 
even diagram (green + blue) as shown in Fig. 4(e). 
The skcleton of eaeb branch 15 preserved even in the 
regions of superposition of the branches. as in the 
chaotie region (n ;:: 2.5 X lOs and ~ ;:: 0.97 in Fig. 
4). The branebes in Fig. 4(b) and 4(e) have similar 
behavior and structures (common bifurcation points 
and chaotic regions). but different sizes. 

Tbe similarity between each brancb and tbe logis­
tic map suggests that this peculiar behavior could be 
interpreted by the combination of two strongly inter­
acting logistic maps (series combination) as to say. 
the feedback of one logistic map into another one 

x.+, -4p.(Oy.(I-y.), oddbrnnch, 

Y.+, -4p,( Ox.(l-x.), evenbranch, (4) 

where Px<O and pig) are the control parameter 
ftmctions. The choice of Px(g) and Py(g) shown in 
Fig. 5 leads to a reasonable emulation of tbe experi­
mental diagram, as sbown in Fig. 4(A). (8) and (e). 

Considering that each branch is visited alter­
nately, and associating each branch to an oscillating 
mode of the water column, it seems that the initial 
conditions imposed by one drop to the next one 
switches from one oscillating mode to another 
one.Therefore, the combined maps models can give 
us a first sigbt about some Ioeal behaviors of the 
experimental diagram. 

4. Conclusions 

We could reproduce tbe profi.le of some attractors 
by using the one-dimensional mass-spring model. 
The parameters values obtained by this model are 
not realistic due to the drastic simplification of the 
water drop formation dynamics. 

To interpret some peculiar behaviors observed 
locally in bifurcation diagrams we proposed the em­
pirical model of combined ma~. With the par.illel 
combination we couId emulatc the peculiar replacing 
of four fixed points by four new ones. Tbe feedback 
of one quadratic map into another one, in the series 
combinatian, aJlowed us to realize the collapse of 
branches and their further separation, as well as the 
preservation of tbe skeJeton of each branch in the 
chaotic region. 
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Abstract 

We constructed ao experimental apparatus to study the dynamics af the formation of air 
bubbles in a submerged nozzle ín a water/glyccrin salution insidc a cylindrical tube. The delay 
time bctween successive bubblcs was measured with a laser-photodiode system. It was observed 
bifurcations, chaotic bchavior, and suddcn changcs in a pcriodic regime as a functioo of thc 
decreasing air pressure in a reservoir. We also observed dynamical effects by applying a sound 
wave tuned to the fundamental frequency af the air column above thc solution. AI; a function 
of the sound wave amplitude, we obtained a limit cycle. a flip bifurcation, chaotic behavior, 
and the synchronization of the bubblíng with sound wave frequency. We related some of the 
diJferent dynamical behaviors to coalescent effects aud bubble sizes. © 2000 Elsevier Science 
B.V. Ali rigbts reserved. 

PAeS.- 05.45.+b 

Keywords: Chaos; Bubble dynamics; Uostable periodic orbit; Synchronization 

1. Introduction 

The formatioo of gas bubbIes in a nozzIe submerged in a liquid column has been 
studied by Davidson and Schüler [I], Buyevich and Webbon [2], and Kyriakides 
ct aI. [3]. A criticaI review about the experimental and theoretical resuIts is presented 
by Ponter and Surati in Ref. [4]. Results of simulations of the motioo of gas bubbles 
in a liquid are presented by Krishna and van Baten in Rof. [5]. The bubbling dy· 
namics presents some features that resemble chaotic systems [6-8]. Triton and Edgell 
[7] observed some attractors by detecting the bubblc passage by a transduccr (hot.film 
anemometer) placed close to the nozzlc. 

The aim of this paper is to report the existence of dynamical properties of bubble 
fonnation with non~invasive techniques, and report the effects of a sound wave 00 the 
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Fig. I. Dilsgmn or lhe er.perimI:tlUil upparulus. 

bubb1e furmtalon dynamics. Tho deJay time between _ivo bubbJcs was measure<! 
by using lhe same mehniques as in lhe dripping laUCOI experiments [9]. _ides a 
route 10 chaos via period doublíng, we related some peculiar bebaviQrs observed in 
biftucanon diagrams to thé coalescent effects (for a bubble penetrating roto another 
just aoove lhe nozzle. and fonning a single-larger bubble; ot when one bubble touches 
the províous one fonning a doublet). 

2. Tho IlIlbbJ. gun apparalUs 

The experimental apparatus consists oi a glass IUbe paatially fiUed wilh • viSC01lS 

..Julio. (warer+glycerol), as schematic.lly shown in Fig. 1. The air bubbles are fonned 
blowing air through a no""le aI lhe bultam of lhe tnbe. The air ís supplied by ao 
aÍr compressor whose reservoi! is oonnected to another one (a capacitive reservoir) 
through apressure reducer. The detection s:ystem is the same as in the dripprng faucet 
experiment [9]. A horizontal He-Ne laser beam, focwoed in a photodiode, is placed 
a little above the nome. The input signals are voltage pulses, induced fi a mistor, 
defined by lhe begiruúng (encüng) of lhe scattering af a laser beam focuscd o. lhe 
pholediode (in series with lhe resistor) when lhe buhble starts (ends) lo cross ibe laser 
beam. The deJay lime between successíve bubbles was measured with a time eounter 
circuitry inserted in a PC slol (time resolution =1 ps). The width af lhe pulse is lhe 
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time interval {n (where n is lhe bubble number), and the delay time between two 
pulses is lhe crossing time (~In), of a bubble threugb lhe I..... heam, so lhat lhe total 
time interval is T, ~ I, + otn. We eao setup lhe bubble rate (f= I/(T) in two ways: 
(al by futing lhe ~ening oflhe ncedl. valv., turnlng oITlhe air supply to lhe capucitive 
reservo-ir. and !etting the ai! pressure to dccrease llaturally~ SQ. the bubbling rate. 10 thls 
case. we bave analyzed lhe data COnstrucling bifurcatioo di.grams (Tn vs. 11), Ihat 
are funcnons of lhe .ir pressure de.te<iSing; (b) by keepíng fix lhe air pressure in 
lhe capaciliv. reserveir and seleeting lhe bubhle rate hy epening (elosiog) lha needl. 
valv •. In lhis ClISe, for a given bubhling rate we bave consb:ucted fust r._ mapa 
Tn+' vs. Tn • W. aIso studied lhe cbanging of lhe bubbles formation dynamics with a 
sound wave tuned to the fundamental frequency of lhe air column above the solution. 
The sound w.ves are generated by • loudspeaker, placed aí lhe top of lhe tube (see 
Fig. 1). which is driven by an arbitmry function generatõr. The sound wave amplitude 
was used as a oontrol parameter. 

We .Iso reeorded lhe bubble formation wilh a VHS eamera to illustrate how tbe 
profiles of tbe bubbles are in dlfferent dynamie.1 bebeviors. 

3. ResuIts und discussion 

3.1. Air pressure a'J a control parameter 

Using a solution of fom parts of glyeerol nnd une part of water, and a plastic
j hypodermíc syringe, wíthout the metaUic needte. as a nozzte. a bifurcation diagram was 

ohtained Ietting the &ir pressure in the capa.eítive reservoir go down naturaUy with the 
bubbling. as shown in Fig. 2. The diagram shows the evolution ftom a chaotic behavior 
in region (a) to a períodic window. The pcriodic behavior starts with a perl00..2. 
region (b), lhereafter a bifurcation occurs giving rise to • period4, regioo (e), wbieh 
again ovolves to anolher period-2, regio.n (d), foUowed by a period-l movement r.gioo 
(.). In Fig. 3 lhe illustrations of lhe bubbles prefile in eaeh region, as labeled above 
are shown. In Fig. 3(.). tbe 1>u1>1>le, are formed wílhout lhe eoaleseent effeet; in lhe 
period-2 bchavior shown in Fig. 3(d) there is no coaIescence near tbe nozzle, but a little 
far abav. il; in Fig. 3( c), lhe eoaleseern::e oeCUtS close to lhe nozzle. but bubbles do 
oot toueh each olber, and a period4 is ubserved; in Fíg. 3(b) two sueçcssive hubbles 
eoalesee completely givrng rise to a bege single bubbl. in a period-2 bebavior, nnd in 
Fig. 3(.) lhe eoalescent elTect in the ebaotic region. 

A different bifurcarion diagram was obtained, in the same way as above. using a iong 
metallic hypodermic needle as ti nozzle, as shown in Fig. 4. The system is cvolving in a 
period-2 movement, region (a) in tbe Fig. 4, with ao ._cto'. size '" IT'+I - T, I~ 5.5 
ms, As the air pressure in the capacitive reservoir goes down. suddenly a shortening of 
the period-2 occurs. and a new penod-2 starts \Vith tbe attractors size;::::: ITn+J ~ Tnl ",,1 
ms, region (b) in tbe Fig. 4. Thereafter, tbe system evolves to a period-l movement. 
lllustrations af the bubbles profile, obtained in each regioli descrihed in Fig. 4, are 
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Fíg. 2. Bifu.rcation diagmm obtaíned wilh lhe air pressure decreasing in lhe capacitive n:servorr. lU:gion 
(a) chaotic bchaVior, (b) períod-2, (c) period4, (d) perioo·2. IUld Ce) period-L The same behaviar is 
obtained by increasiug tIie o.ir pressure. HypodermJc syringe 1U).z.zle. 
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l"'ig. 3. mustmtions of thc bubb1cs profile and tbc eoal.cscent efb:ts: in {a} cbaotk; behav.íor, (b) periodm 2, 
with wmplete ooa.!e:sm1ce. (c) period4. wilh single ooaIescettOO, (4) pcriod-2 without cmt1eseenOO" noar the 
llQZlk. bul a liuIe fl!t ~bove il, and (c) perioo..1. 

shown in pjg. 5. The shorteniog of lhe .s:ize af the atttactor is accomplisbed by the 
shortening oflhe size oflhe bubbles. as il is shown in Fig. 5(.) and (b). In lhe larger 
period-2 regioo. close to the nozzle. two bubbles coalesce completely fonnÍng a largo 
sing1e bubble. as described in Ror., [1,3]. 

3.2. SlJWld waue amplitude as a contrai parameter 

By keeping fixed lhe air pressure in til. eapaeitive reservoir, we cbanged til. bubble 
dynamics formalion by applying sound waves tuned to tIle fued.amental frequency, 
j, = 138 Hz, of lhe air eolumn abave lhe Iiquid solutiou (two parts of glyeerol/one 
pari of water). 
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Fig. 4. Diagrmn bifurcntion as a function (lf air pnmure deCltlMing in lhe ca.paciti\'c reservorr obtained with 
a meLallic needle. Arowtd lhe region (a i me movement is. the large perlod«2 doe 10 lhe coolesoent effcct. 
MOlmd the region (b) is sh.own a. shortcr period-2, and in fuc rcginn te) is soown 11 fixcd point 
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Fig. S. (a) Larse p.:rloo..2 and Iargc. bubbtes due to a GOalescent effect in a peri0d-4; (b) periód-2 without 
me coaIescent ciTect; aud (o) the fixei! porot. 

In Fig. 6 lhe first retum maps as a function af the sound wave amplitude are shown. 
lu eaeh fnune, lho IOp iMo, snows at lhe 10ft lhe sound wave amplitude and at the 
right lhe bubbling rale. We started at a fixed poin' at f = 11.282 bubbles/s as showo 
in Fig. 6(a). By applyíng tho sound wave, lhe fixod point 100'0' its stability aud a 
Umit cyc1e appears, as shown in Fig. 6(b) and {c), with a littIe increasing of thc mean 
bubbling mie as lhe amplitudo ls raised. 
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Fig. 6. FÍl'Sl return maps TI1+1vs. TI'\" as a furu:tion of lhe sotlOd wave emplirude (keeping 6)( lhe aír pressure 
in lhe çapac:ffive fI!'.IC'IV{)ir). In each fraa!e. the insets sbow at lhe lc:fi lhe amplitude and ai the righl the 
buhbllug r.u.e. (li) Tbe lnitial fixed point; (b) li limit çycle; (c) an unslable limit cycle~ from (d) up to (g) li 
llip bifutcation III constant bubbling raie~ from (h) up ti) (J) clmotic attrnctnts. In eaeh fmme. the lfiten;ection 
of lhe dashed 100 defines lhe position of an unstable perlod~l orbít (UPO). 
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In Fig. 6(c) lhe limit cyele looses its stability and a fixed paim, near (87, 87 ms), 
is visited in 41n intermittent behavior. This fixed point position was established by a 
hislogram pIot of Tn, The Fourier transform applied to lhe data related 
to Figs, 6(d)-(g) showed a noisy period-2 _vior, aed wilhout any bubbling tato 
varíation. Therefore, as we are observjog a bifureadon per1od~1-+ period~2 (see In 
Fig, 6(0)-(&», as • function of lhe sound wave amplitude, a period doubling ls being 
hidden bY lhe noise, In • llip bifurcation lhe", i. an unslablc fixed peint helween lhe 
two stable fixed, Our data sbows Útat lhe vícinity of lhe middle point betweeo lhe 
stabJe fixed points is been visited due to noise. Consequently, our data are adequate to 
apply the fixed poi'l transformatioo rechniquc developed by 80 cl a!. [10-12] to finà 
unstable periodic orbits (UPO) in short sedes of events wítb unstable control pararneter. 
briefiy descn'bed below, 

To extract the unstable periodic orbít with a finite amount of noisy data of a 
o..-dimensional system, Se et .1. supposed Ihat ali points lyíng in a regian around 
lhe fixed point x' = f(x') can he transfonned to {x,} in lhe vicinity Df x', The den­
sity function p( x) has. ÍI1verse square-root-type singularities at the fixed poínts, and 
a bistogram approximation to P{i) will have a sharp peak at x=x'", Some spunous 
pcaks appear in fiO:) eilher due to síngnlarities not relate<! to fixeà peínts, ar lo ze­
ros of lhe derivative of lhe traesformaoon funarion x= g(;<.k), They generalizcd the 
mcthod for a system with an arbitrn:ty embedded dimension (d) to obtain the unstabl. 

l periodic oreits by doing the transfonnation , 


, , in = (1 - S,J-1(Z.r+1 - SnZII) , (I) 

I 

where 

I' (d-l) d)aftolf···an tr"S,= 
( 

1 O +l<Rllz,+,-z.II, (2) 

a! \ I (zn - 211_1)t \-1 ( ( I - Z"')1Zn+l 

=1 (3) 

d/,/ \ (Z'_(d_l) - Z,_d)' / \ (Z!_(d_2) ~ Z~_(d_1})t 

{Zn} are the reconstructed vectors ftom scalar time senes {xn}. 

ZJj = (Z~,Z;,Z~, ,_ .~z:)t =: (Xn.Xn_hXn_2 .... ,Xn_d_.)t , (4) 

R is a d xd randam matrix in the range [- I, I], and 1C is the magnitude of me random­
ization. The fixed pojnts are gíven by the peak positions of {l(i). As the locariaM of 
lhe spurious peaks dopend ou the parameter, Ihey are eliminated by taklng lhe .vecage 
(pcz») for maey dilf.rent values picked up randomly. As lhe attractQrs reconstruelion 
in a !Wo-dimensional embedded space are enougb unfolde~ we applied this technique 
for d =2, w. ,Iso cho•• I< =5. and 1000 random matrÍces. 

http:l<Rllz,+,-z.II
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rzg. 7, (li) Tht: hhWgJlim ap~!JA 10 p(,i} ub(ained wi1h the fixed paim. trunsfonnatitm ttdmique using 
the daia .sbown in Fíg. 6(h}; (b) lhe eonlout gmpb around lhe unstable period.l orbit ($6.97. 86.97 ms). 

An example of our results is shown in Fig. 7(a), where is drawn the histogram 
approximation to p(x) using the data shown in Fig. 6(h). For better vis\l3lization of 
the unstab1e period orbit position a contQUr graph of the same data is shown in Fig. 
7(b). The higbest peak defines ao unslable penod-1 orbit at (86.99, &6.99 ms), cIose to 

tbe stabJe fixed point shown in Fig. 6(0). In this way, we fOWld au WlSlable período} 
orbit, as shown by lhe intersection of the dashed lines in Fig. 6. 

Wítb furtber ampHtude ine:reasing. we observed the appea.rance af a chaotic regjon, 
with stretchíng and folding dyoamics f ••tures, as shown in Fig. 6(h)-(il, and with 
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Fig. a, As li ftmction of the sound wave amplitude: (a) the dominant Lyapu.nó'V exponent; (1» the mean 
bubbling mte (left seale) and thc unstablc pçriod.iç o;bjt (right scalc). The <:onliDuous lines are guide$ to 
"Y"­

little change in the bubbling frequency. The reconstructed attractors in tbe chaotic 
region were characterl:red by lhe domJnant Lyapunov expone.t [13J, as sbown in 
Fig. 8(.). However, lhe unstable períod-l orbil remains in tbe ohaorie region, wilh 
.little cbang. o. its position, as .hoW!! in FIg. 8(b) (rigbt soale). 

Contínuing to increase the sound wavc amplitude. with larger amplitude increments 
lhan betor., we obtained lhe atttactors shown in F4;. 9. In Fig. 9(m) lhe mean bubbling 
mie is 205 bubbl../. for a sound wave amplitude 00.14 V, and lhe pasition (~7.2S, 
...... 7.25 ms). is visited in an intermittent behavior. The visitation time increases as 
we increase the sound wave amplitude, until the point ( ...... 7.25. ,,-,7.25 ms) be:oomes a 
.labla fix.d pain\, as ,hown in Fig. 9(n). In Ihi. situarian, til. rnean bubbling rrequency 
is f = 137.97 0.09 bubbles/., whích ís tlul sound wave frequency valu •. Therefore, 
the bubbliog h.come. synehronl:red with the sound wave. In Flg. 10 we ca. """ 1IIe 
dilference betwee. lhe bubbles prefile in lhe first fixed paint, as shown in Fig. 6(.), 
and lhe syncbronlzed íj.ed paint, shown in Fig. 9(0). 
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4. Coudusion 

We observed bifurcations in a bubble gun expetíment as a funC!Íon af!he aí! pre,­
8Ure. In one case j we observed in a period-2 movement ti sudden change in the attráCrors 

size related to the bubbles size. In other case, with a different nozzle geometry\ we 
observed a períod-doubling easeade, J -+ 2 -+ 4, fullowed by a eMotio hehavior. In 
both cases. we .fclated. some different dynamical behaviotS to coalescent effects. 

For a fixed air pressure, we used as a second control parameter the amplitude af 
a sound wave tuned to the fundamental frequency of the air tube above lhe oolutioo. 
We observed as á function of increasing sound wave amplitudes, the appearance af 
a fixed paim; a limit cycle~ which looses 11$ stability and a new flxed paint appears; 
a lllp bifur.ation followed by ••Iutou. regiOll wi!h strerehin,g and foldíng features. 
Thereafter, a new fixed paiot starts to be visited in an intemUttent behavior, anti! the 
bnhbling synchronizes with lhe sound wave f'reqnency. 

We applied the technique af the transformatioD af the tixed pomts to extract an 
u.nstable period~l orbít embedded in noisy reconstructed attrnctors in the fiip bifur­
Clltion region. This unstable period-l orbit remains in the chaotic regime, which was 
charatterized by the dominant Lyapunov exponent. 
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Hénon-like attractor in air bubble formation 
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Ahstr'act 

Wc studlod the formation ar air hubb1es in 11 submerged nozzle in a watcl:jglyce:rol solution inside- a cylindtical tubé. 
submitted to a sound wave perturbation, lt was obs<:tved a mute to elmos via períod 40ubling as a funetion of thc- sound 
Wllve amplitude. We applicd metriea1 as well as topological chtmléterization t(J some ch~tic attraet.orn, Wt: localizcd ti flip 
saddle. and wc aIso could establish relalions to a Hénon-like dynamics with the oonstruction of symbolie planes, C 2000 
Publishcd by F.lrevicr $ciC"llCe R,V. 

PA.CS: OSAS.+b 
KeywonJs: Cblrol'; Bubb!e dyruuni.cs: Hénl)lt map 

1. IntrodoetiOJl 

We n:pot1J;d [1l some dynamical elfects of o 
sound wave in a bubble fonnation dynamics. such :as 
a flip bifurcatión as a fimction of the increasing 
smmd wave amplitude. Lauterbom and Paditz [21 
studied the ma.in reatures of bubble 05cillator, in 
which the size of a small bubble in wnter oscillates 
due to a _ field. Tritton and Edgell [3J observed 
some atiroctors by detecting thc bubb1e passage 
neatby a tnulSducer Otot·film onemomme) pÚlced 
dose to a nome where the bubbles were issued. and 
they reparte<! the existeace of a chaotic bubhlmg 

. ~ç ;'tumor. TeI.: +55 11 81S 691S; fax, ">"$5 11 
813 4334. 

verified by visual inspections. OOt without any kind 
of characterizatí.on af the chaotic dynamics:. Mittoni 
et ai. [4J observed chaotic behavior with positive 
Lyapunov expunents in bubbling systems using a 
pressure transducer. Li et a1. [5J studied lhe chaotic 
behavior of bubb1e 1:oalescence in non~newtonian 
!Iuids. Ruziclm et ui. [6J observed !»pc m intemrit­
te:ncy in the transinon ftom bubblmg to jetting regime 
in 11 nitrogen-water system. 

Characterizaticn ofexperimental data oinonlinear 
s:ystems using symbolie dynam.ícs has becn reported 
by Gonçalves et al. [71 in whícb <:haotie at1mctms 

from me drlpping faucet experiment were approxi­
mated to mioimal nmchines, and the topological 
analysis applicatioD.., by using symbolic dynamics, 
was more suitable to cllara:cteri:ze experimental data 
due to jts robustness to nalse. Letellier et al. [8] 
npplied topo1ogieal cbaracterization to irregular pul-

037S-96<I1jOO/S - s« trolit m:luer 02000 PubJishtd by E~l':r Stienee av. 
PU; S031!i-960l(OO>Otl58S-5 
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sations cf a hydradynamical madel of nu pu1sating 
sUlr by constructiug symbolic planes. 

Wc have studied the air bubble fonnation dynam~ 
ics, in a submerged nome in n water/glycerol som­
tion illSicle. cylindrical tube (see Ref. [n for detaiIs), 
as a function af 11 sound wave amplitude tuned in the 
air column above the solutiou. Using metrical and 
topologica1 cbaracterization we observed a flip bifur­
estion which is followed by a chaotic region wbere 
some reconstructcd attracrors resembfe Hénon~1ike 
attractors. which esmbHsh a possib1e mure to chaos 
in bubbling dynamics. 

2. EJ:pcnmental apparatus 

The experimental apparatus of the bubble gun 
experiment is sbown in Fig. 1. The bubbles were 
generated by injecting mr under constant flow rate 
conditions through a metallic nozzle immersed at the 
bottom of a viscuus tluid column (20% watc:r plus 
80% glycerol) maintained nt a level of 12 ctn. The 
inner diamete:r Df the cylindrical contaioer js 53 nun 
and 70 em in hcight.. and the innel' diamcter of thl;: 
nozzle is 1,3 mm. The no:zzle is attached to a 
capacitive air reservoir. and the air flux ean be set up 

by a need1e valve; and the capacitive air reservoir is 
supplied by aa air compressor through a pressure 
reducer. 

The detection system is the same as the drippíng 
faucet experiment's [9t lO], A horizontal He-Ne laser 
beam, focused (10 a phorodiód~ is placed a little 
above the nozzie, The delay times between succe,s.. 
sive bubblcs were measured with a time circuitry 
inserted in a PC slm, W'ith a time resoJution equals to 
I p.,s. The input signals are voltage pulses. induced in 
a rcalstQ" defined by Ih. beginníng (endingl af 
scattering af a laser beam focused ou lhe photodiode 
(in senes with the reslstor) when the bubble starts 
(ends) to cross the laser beam. The l\idth of pulse is 
me time interval tIl (n 1S the bubble number), and the 
time delay between two pulses is the crossing time 
(dt,,) cf a bubhte through the laser beam. 50 that the 
total time interval is Tft = tI< + dI •• 

Setting up Ih. bubble rale (f- I/(T»), keeping 
fíx the air pressure in the capacltive reservoir and 
selecting the bubble rating by openjng (closlng) me 
needle valve, we changed the bubble fl)IIllAtion dyw 
ooooics applying a sound wave with a loudspeaker 
pInce<! at the top of tbe tube. The sound wave was 
tuned to the fundamental frequency of the air column 
above lhe liquid and its amplitude was driven by a 
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Fig. I. Diagram cfme ~nlal apparzrus. 
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Driven Voltaga (V) 

Fig. 2. Bifurcation diarçaln ofthe inte1bllbble iotavals ti a function ofthe londiipeaka driml vol!ige. Wc cstimated 'lhe exptlrimcntal noise 
«$ -100~ in lhe period I behaYÍor. 

i 
, 

function genenrtor. A.11 the measurernents were done­

I at room temperature. 

3. Results and discuasion 
,~ 
II 

The air flow rale and tbe sound wave ftequency 
were "ept conslant; at - 36.6 bubble(s and 150 Hz, 
respeetively. We changed the Imool. dynamios for­
mation increasmg the driven voltage in the loud­
speaker as shown by ilie bífurcation diagram in Fig. 

32 

1 

!~,..' 24 

2. A period doubling OCCUI'S around 2 . .0 V. and the 
bubbles are issued .in pairs until "'" 3.0 V~ when a 
noisily period fou> appears. A.fter then, two-band 
hehavior takes place and each band presents chaotie 
behaVior. At ...... 3.5 V the chaotic bands start to 
overlap and a large- chaotie attractors emerges. 

To perform metrical and topological cha:racteríza­
tion of the bubbJe fonnati<)D dynamics. we collected 
S1x time series keepíng fb:: six. drlven voltages. whose 
respective retum maps (T,. .. I versus T,,) are sbown 
in Fig. 3. 

~r 
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(a) (b) 

; 3.5V 

(d)' 

~ 

24 

I 2.5 V 'I., ~ 
• 

.... I '-.
(c) 

I 4.5V I 

(f) 

T,,(ms) 

Fig. 3. A gquencc cf rt:constructcd aUtaclors 5howi.ng 11 period-doubling tome to clI3os. In eac:b tl:an:le. thI: iDsct shows the driven vo1.14.se: 
(a) peticd t; (b) period (2)i (ç) a two-band átttactru; (d), te). and {O are cl!.aotic: a\U:!ietatS chmctmzcd by the 1atgest L}'apWlOV exponent 
ftlR. IlJ9, IIl'1d 0.24, ~ivcly, nbt:llned w11h tlle lRNNS j13Clcase [1lJ. F~1éh titl1(!: !Ienes is. 4,fl()(I h1.lbbles long . 
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3.1. MetricaJ characterization 

The reconstructed attractors in the chaotic region 
(rrom Fig. 3(d) through 3(t) were characterized by 
the Lyapunov exponent51 by the Kaplan-Y orke di~ 
mension, and by the infonnation dimension obtained 
by the rlSEAN package (12). A cof\iecture [13) 
relates the Lyapunov spectnun (A") and the informa~ 
tion dimcnsion by me K.aplan~Yorke dimension 
D1C'f: , 

1>1 
i-i 	 ( I) -k+ - I'DK:'( - IÀ I 

H 

where k i5 the maximum integer so tbat SUtn af the 
k-largest exponents is stiU llOn-negative. 'This cõnjec­

·... mre ís valid for Hénon attractor and it is che:cked on 
teconstructed attIactots. The paramerer va1ues ob­
tained for the driven voltages V ... 3.5, 4.0 and 4.5V 
are shown in rable I (see Figs. 3(d). 3(0) and 3(t}). 
The Kaplan-Y orke dimensions agree with ínfatma­
tion dimensíOllS. The two first chaotic attractors have 
a Lyapunov spectrum witb one positive exponent 
and one negative exponent, while the last one. Fíg. 
3(0. bas one positíve and two negative exponents. In 
Table 1 we also present the results of Hénon maps 
(fl;r.)')~(y+ I-ax',óx», recolllitrUcted as _ 
retum maps XH 1 versus X" (see Fig. 4(a)). 

Ue attrnctQr dimen.slons ror ooven voltages of 
3.5 V and 4.0 V are close to the dimensions of the 
HênOll map. suggesting that they couJd have similar 
dynamiC$. The reconstru<rt'ed attIactor for 4.5 V. see 

Table 1 
LyapUJlQV exp~ and dirr.lensfuns for experimcntll ch30tlc 
a~ and for two pairo (Ir '\/atues ar Hénon map pomnnctm. 

Fig. # 	 Drlven L)'aplmOv Kaplrut-Yorkt Infonnation 
voltage IIpcetrn ~oo dimensioo 
(V) 	 (ermt) (mor) 

3(d) 3.' +o.ll, -0.8 1.IJ\lJ 1."\')J 

3{c) 4.• +0.12. -0.6 1.23(1) 1.41') 
3{1\ +0.1,-0.3, L68m 1.8(3)•., 

Hénon -0.9 

"b 

LS5.0,f +0.38, -2.38 1.16') 1.16(9) 

1.4,0.3 +0.42, - L61 1.2i~) U9(9) 


.) Oilcuhted wltb Eq, ti) 

(o) __321 ~ , 
" 

31) 

3: 
24 . 
221'<', :;::~


22 	 24 2& 2fj 30 32 

T,(ms) 

Flg. 4. (3) A í'lippins eXlUl:'ll'ie in lhe Hénon mtmctot. The flip 
sarldlc IS tbe eroll5l.ns point or lhe daIDed line and lhe atIractm 
(0.56, 0.56). (b) A flipp1ng ~ in lU! ~W at1lactor 
fuT 3 dtivcn \foltage cf 4.0 V. 

Fig. 3(0. has similar prorue of the other two. as 
shown in Fig. 3(d) and 3(e). However. its informa­
tion dimensíon value is quite different ftom me omer 
two attrnctors (3(d) and 3(e» as well as díffimm! 
from tbe Hénon map values, as shown in Table L In 
addition to the three exponents of the LyapllllOV 
spectra. the dimension information dose to two is a 
cue that the attractor 3(0 could not be untangled in 
MO dimensions. 
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The partition is represented oo ..OO""'l' by dashed 
lines. In Fig, 5(8) 15 shown the Hénon m.ap for 
a = 1.55 and b - 0.1; lhe partition used is a vertical 
line that separates the single branch (L) from the 
foIded one (R) that contruns ao unstable fíxed point; 
and tbe Hénon symbolic plane af:l is shown in Fig. 
5(A), From Fig. 5(h) tbrough 5{d) lhe experimentll 
atttactors are shown. In those !;aSes. the partition can 
not be done with a. vertical linct 50 we looked for 
C1]!Ves that eould separare Ih. single hranch (1.) from 
the folded ODe (R). The respcctive symbolic planes 
«/3 at••hown in Figo, 5(1l), 5(C) and 5(j), 

The pauero of lhe three experimental _b.li. 
planes resembles tOO Hénon symbolic plane, Tbe. 
best similarity OCCllrs for the driven voltage of 3.5 V 
whose symbo1ic plane has the same allowed and 
forbidden zones as the Hénon ones. For higher wave 
amplitude some forbidden regions in the symbolic 
planes start to be visited (for example ex = 0.8 and 
/3 - 0.4 in Fig, 5(D», .howíng lha, lhe bubble for­
mado» dynamícs is running away from the Hénon~ 
like dynamics. In Fig. 6 it is shown lhe bubble trains 
raisiog through the fluid to ilIust:ra:te the ditference 
between the bubble profiles. in the periodíc regimes 
lllld the Hénon-1ik:e one shown in Fig. 3. 

4. eo.cluslo. 

We have used metriatl and topologica1 lt1ethods 
to characterize lhe dynamics ofair bubble fonnation. 
We have observed that a gradual increase in the 
soillld wave amplitude results in a route to ehaas via 
period doubling, W ••harncterized some chaalie be­
haviar with lhe LyapuMV spe<tra, the Kaplan-Yorke 
dimension and the infonnatíon dimension which 1ed 
11$ to relate some results to a Hél1on~1ike dynamics. a 
low dimensional dissipative system with stretching 
and fo1ding 1t'!éébanism, The Hênon map parameter 
values) (1 .... 155 and b=O.l. cbrrcsp(l11d to a more 
dissípative system trum the classical values a = IA 
and b - 0,3, coberently mIa ,h. bigh liquid vi,.,..,. 

ity, tbat parares li less sttuctured attracror. The 
establisbment ofa fljp saddlc and the oonstruction of 
:.-ymbolic planes reinfotced 0Ui' assumptiODS. Usu­
alJy? two dimensional mappings are used as mudels 
o, forced oscilintms, _ore me bnbble formatia. 
can be seen as an oscillator driven by a sound wave. 
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