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Abstract

We have constructed mm experimental apparatus o study the dynamics of the
formation of air bubbles in a nozzle submerged in a water/glycerin solution inside a
cylindrical tube. The time delay between successive bubbles was measured with a
{aser/photodiode system.

The results were Interpreted by means of Chaos Theory, and it was observed
bifureations, chaotic behavior, and sudden ¢hanges in a periodic regime as a function of
decreasing atr flow rate issued through the nozzle.

Besides bubbling regime transitions, we also observed dysamical effects by
applying a sound wave funed to the fundamental frequency of the air column above the
liquid of the bubble formation. As a function of ihe sound wave amplitude, we obtained
Himit cycle, flip bifurcation, chaotic behavior, and synchronization of the bubbling with the
sound wave frequency.

Applying metrical as well as topological characterization to some chaotic attractors,
we could establish relatiop with a Hénon-like dynamics. The Hénon-like behavior is a
particular case of the dissipative two-dimensional circle-map dynamics, and by varying the
amplitude of a sound wave, we have observed features present in the cirele map dynamics,
such as transition from quasiperiodic to chaotic behavior, period doubling cascade, and

{haos.



Resumo

Construimos un aparalo experimental para estudar a dinfimica da formagio de
bolhas de ar em um bico submerse em uma solugho de dgua/glicerina dentro de om tubo
cilindrico. O tempo entre boihas sucessivas foi medido com um sistema laser/fotodiodo.

Os resultados experimentais foram interpretados usando a Teoria do Caos, Foram
observados bifurcagdies, comportamento cadtico e saltos no regime periddico, em fungdo da
diminuigio da vazdo do ar soprado ne bico.

Além das transicGes dos regimes do borbulhamenio, nds também observamos
gfeitos na dinfimica do borbulhamento guando aplicamos uma onda sonora sintopizada na
freqiiéneia fuondamental da coluna de ar acima do liguido onde as bolbhas eram formadas,
Em funglio da amplitude da onda senora, nds obtivemos ciclo [limite, bifurcagio flip,
comportamante cadtico ¢ sincronizagfio do borbulhamente com a freqiincia da onda
500013,

Utilizando caracterizagBes métrica e topoldgica em alguns atratores, pudemos
relaciond-los com uma dindmica tipe-Hénon cujo comportamento € wm caso particular da
dindmica do mapa do circulo bidimensional. Observamos caracteristicas presentes na
dinfimica do mapa do circulo na formagfo das bolhas variando a amplitude da onda sonors,
tais como transicdo para o Caos via quase-periodicidade, cascata de duplicagBes de periodo

¢ Caos.
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1. Introdugio

Com o advento da Teoriz do Caos [Li & Yorke, 1975], foi proposto que certos
sistemas ndo-lineares com poucos graus de liberdade poderiam gerar uma dindmica
muito complexa, como comportamento periddico, quase-periddico e cadhico, que
dependeriam dos pardmetros de controle do sistema. Tais sistemas no estado cadtico se
tornam Imprevisiveis enquanto o tempo avangz, devido a uma propriedade bésica dos
sistemnas cabticos, conhecida como semsibilidade as condigBes inicials. Podemos
gncontrar exemplos destes sistemas ap posso redor, como nas Orbitas planetarias,
sistemnas quénticos [Bertelsen ef af, 1999], variagSes chiméticas [Lorenz, 1980],
torneiras pingando [Shaw, 1984; Martien ef al, 1985, Sartorelli & af,1994;
Gongalves, 1996; Pinto e al, 2000), reagGes quimicas, abalos sismicos e circuitos
glétricos [Jackson, 1995]. Podemos tamabém encontra-los dentro de nds mesmos nos
impulsos nervosos [Rapp ef af., 1990], pulsagbes cardiacas, reprodugdo celular & muitos
outros ritmos biolégicos {Jacksen, 19951

Segnindo uma sugestdo de Rosller [Rossler, 1977] de que uma torneira pingando
poderia ser um exemplo do sistema de equagses diferenciais gue exibe comportamento
cadtico, Shaw [Shaw, 1984] desenvolveu o experimento da torneira gotejante que se
mostrou mais complexo que ¢ sistema proposto por Roslier. No Laboratorio de
Fenlmenos Nio-Lineares (LFNLY do Instifito de Pisica da Universidade de S3o Paulo
foi construido vm experimento semelhante ao experimenio da torneira gotgjante de
Shaw [Sartorelli ef al, 19941, e esta experinoia permiitin observar uma enorme
variedade de comportamentos dindmicos, tals como Crises [Grebogi e al, 1982},
intermiténcias, duplicagdes de periodo ¢ Grbitas homoclinicas. Para explicar tais
comporiamentos, foram desenvolvidas algumas téonivas para andlise das séries
temporais [Gongaives, 1996; Pinto, 19991

Desta forma o conhecimento adquirido com o experimento da torneirg gotejante
nos permitiu propor e desenvolver um experimento, pars estudar a dinfmica da
formagdo de bothas em um liquido, onde medimos o tempo da formagio de bolhas de
ar sopradas em uma mistura de Agua & glicering, utilizando as téonicas semethantes 4s
utilizadas no experimento da lorneira gotejante. Este experimento, que chamamos de
tubo borbulhador [Tufatle ¢ Sartorelli, 20002, Apéndice 2; Tufaile e Sartorelli, 20000,
Apéndice 3], ¢ de interesse tantoc no ostudo dos sistemas dindmicos, guanto nas
aplicacdies em fluxos com duas fases [Ruzicka ef ¢f, 2000]. Além dos efeitos da vazéo
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do ar na formagio de bolhas, estudamos os efeitos de uma onda sonora nos intervalos de

tempo da formacio de bolhas.

A geracio de bolhas € importante em uma vasta gama de fendmenos onde temos

a dispersio de um gas num lquido, desde ocasifies cormigueiras como no preparo de

uma maionese, até em Engenharia Quimica nos chamados equipamentos de mistura de

fases. Para citar apenas algumas situagGes, temos a criagfio de bolhas em colunas de
borbulhamento, vasos de fermentag3o, equipamentos de limpeza ¢ extragiio, cavitagio
achstica em bombag hidréulicas e valvulas de controle, reatores, caldeiras e ruyido em

transmissdes de onglas sonoras no ooeano [Clift ef af,, 19781,

Basicamente, podemos ter quatro formas de formagio de bolhas em liguidos:

a) Soprando um gés através de um liquido;

b) Quando a alta velocidade do liquido diminui 2 pressio de forma drastica, {(gbaixo da
pressio de vapor do liquido), ¢ uma cavidade preenchida com vapor do liquido se

forma, ocorrendo o processe gue € conhecido como cavitagio;

¢) Quando um aquecimento local faz com que a pressio de vapor de liquido ultrapasse
a pressiio local do liguido, & uma cavidade de vapor se forma por ebuligis;

d) A diminuig80o brusca da pressdc no liguido faz com que gases dissolvidos formem
bolhas no seu interior, que ocorre quando abrimos uma garrafa de refriperante, ou
em sitnacBes mais letals, como as bolhas que causam embolia em merguihadores
gue sofrem descompressio. )

Neste trabalho focalizaremos ¢ primeiro caso da formagfio de bolhas principaimente
em liquidos viseosos, usando uma gbordagem da Teoria do Caos.

O estudo da formacio de bolhas & interdiscipiinar devido as aplicagBes encontradas
em Engenharia, Fisica, Quimica, Geofisica, Matematica Aplicada e Medicina. Chft ¢
colaboradores [Clift er af, 1978] publicaram o livre intitulado Bubble, Drops, and
Particles, no gual eles procuram dar uma revisiio dos trabathos envolvends o
movimento de particulas em fluidos, e a craglic e movimento de bolhas ¢ gotas em
fluidos. Esta é uma referneta muito comum nos trabalhos envolvendo formacao de
bothas. Mesta obra sobre bolhas, gotas e particulas, podemos ver que os principais
obstaculos, no estudo dos fendmenos que envolvem a interagio do estado liquido com o
estado gasoso, sdo a compressibilidade dos gases e a nfo-linearidade intringeca dos
fluidos, que levam muitas vezes 2 modelos empiricos e com validade de aplicaciio
limitada. A idéia central quando se aplica a Hidrodindmica tradicional ¢ a de se

caracterizar diferentes regimes de gotejamento ou borbulhamento, como trangigies de
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instabilidades [Chandrasekhar, 1981]. Tais transicOes ocorrem com o aumento de um
parimetro caracieristico do sistema, como por exemplo o wmimero de Revnolds.
Utilizando principios variacionais procura-se explicar como ocorre um tipo particular
de mudanga de regime, como a transicdo do regime laminar para a turbuléncia.

A aplicagio da Teoria do Caos 2 estes sistemas nos da novas perspectivas de
analise ¢ anmenta nossa intuigdo com relagio aos fenémenos compiexos observados. &
formag#o de bolthas em Hquidos viscosos e sua relagfio com compoertamento cadtico, j&
foram relatados em trabathos de Tritton [Trtton ef &, 1993] e Mittoni [Mittoni &f &,
1995]. Mo primeiro trabalho, wm medidor de fluxo anemométrico, que consiste de um
resistor sensivel ao fluxo de um fluido que passa sobre ele, foi colocado préxime do
bico ande as bolhas eram formadas, ¢ imformava sobre a formagio das mesmas através
da variagdc da tensiio sobre o resistor, Com este sinal de tensfo, Tritton copstruiu secfes
de Poincaré, e através delas ele observou duplicagio de periodo no tempo entre bothas,
¢ também obteve algumas séries de sinais com padrBes nfo-periddicos. Tritton
classificou os padrfes de comportamento mais simples como Caos frace, € os de
comportamento mais complexo como Caos Forfe. O trabalho é inovador no sentido de
que é a primeira vez gue téonicas deste tipo sio utilizadas para o estudo da formachio de
bolhas. Mas as criticas com relagiio a este trabalho levam em conta que ¢ métode de
medigio € invasivo, isto é, a formagHio das bolthas € afetada pelo medidor, pois, a
caracterizaglio do comportamento cadtico foi feita de modo subjetivo. No segundo
trabatho, Mittoni ¢ colaboradores [Mittoni ef o, 1995) utilizaram como clemento
sensor da formag#o de bolhas num twbo borbulhador um transdutor de pressiio, obteve
séries de singis cadticos através de téenicas nfo-invasivas e aplicou 4 caracterizagfo
métrica sobre elas, obtendo expoentes de Lyapunoy positivos {(algoritmo de Wolf [Wolf
et al., 1985)).

Conio exemplo do interesse da Engenharia Quimica pela formagfio de bolhas
temos o grupo da Universidade do Tenessee [Finney, 2000], nos Estados Unidos,
denominado CRG, sbreviatura de Chaos Research Growy que estuda desde 1992, entre
cutros sistemas, & dinfimica de uma coluna de bolhas ascendente formada por um bico.
Sepundo eles, o principal foco da pesquisa é explorar a rota de duplicacsio de periodo
até o Cacs, ¢ a natureza espaco-temporal das interagBes entre as bolhas, aldm de
focalizar as aplicagSes de técnicas de controle de Caos.

Além desie grupo, foram encontrados outros wabathos envolvendo engenheirps

guimicos estudando formagio de bolhas através analise de séries temporais. Li e
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colaboradores [Li ef @k, 1997], estudaram & coalescéneia entre bolhas através do
espectro de poténcias dos dades obtidos experimentalmente. Ruzicka e colaboradores
[Ruzicka e al, 1997], focalizaram swa pesguisa na transigio do estado de
borbuihamento para o jateamento do ar em liquidos. Eles encontraram wm movimento
complexe das bolhas envolvendo disparos da vazdieo do ar mudando do regime de
borbuihamento para o jateamento do ar no Hquido. Eles classificaram os disparos
uiitizando a terminologia da Teoria do Caos como wma intermiténcia do tipo HF.

Os métodos de analise das séries temporais sfio baseados na téonica de
reconstrugio do espago de fases, a partir de uma colegdo de dados conhecida como sénie
temporal ¢ podemos classifici-los como métodos méricos e fopoldgicos. Basicamente
temos uma andlise das propriedades métricas desta reconstrucdo devido aos estudos
desenvolvidos por Packard [Packard ef al, 1980], Mafic [Mafie, 1981] ¢ Takens
ITakens, 1981). Além disso temos a caracterizagiio através de expoentes de Lyapunov,
gom um algoritmo muito popular desenvolvido por Wolf [Woif er 4l, 1985} para o
calenio destes expoentes para esias séries. Além do estudo da estabilidade das séries
temporais, também & associado a elas o conceito de dimensdo. Femat e colaboradores
[Femat ef af, 1998) acompanharam a evolugio de séries temporais provenientes de
5ensoTes capacitivos em um experimento de borbulthamento em uma coluna vertical,
eles obtiveram 03 expoentes de Lyapunov ¢ fizeram andlises espeotrais dos dados
referentes 4 bolhas que se elevavam na coluna. A caracterizacdo topologica de dados
experimentals de sistemas nfo-lineares usando dindmica simbdlica fou feta por
Gongalves e colaboradores para o experimento da torneira gotejante [Gongalves ef o,
159981, Pito [Pinto et al, 2000] aplicon © estudo das variedades invaricntes para
caracterizaglo da Catdstrofe do Uéu Azul, também no experimento da torneira
gotelante, assim como algoritmos de localizaglio de Orbitas Periddicas Instaveis (OPI)
de So [So et al,, 1996].

Neste trabatho observamos as condigles que levam acs diferentes regimes de
borbuthamento ¢ classificamos estes regimes de acordo com as teorias dos sistemas
dindmicos, assim como registramos algumas observagdes intrigantss na evolugic destes
sistemas, como por exemplo o sparscimento de antibolhas [Stong, 1986], que sio
basicamente cascas esféricas de ar aprisionadas dentro do liquido. Colecando dleo junto
com agua no sistema do tubo borbulhador, também registramos a existéneia de veias

liguidas, que s80 colunas dagua sustentadas por bolhas dentro do dleo.
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Veremos também o tubo borbulhador como um novo exemplo da classe dos
sistemas cadticos, devido 3 sua relagio com o mapa bidimensional do cireulo {Argyris
ef al., 1994]. Muitos sistemas fisicos caracterizados por pelo menos duas freqiénelas
exibem um comportamento chamado de sincromizacdo, ou também chamado de
travamenio de fregiéncias. Outro comportamento muito freqiiente na associagdo de
osciladores € o comporiamento guase-pericdico, que pode ser representado pela
associaglo de dois osciladores funcionando com a relagdo entre as freqiiéncias dada por
um npamero irracional. Todos esses comportamentos aparecem naturalmente no
experimento do tubo borbulthador e, além disso, este experimento nos permite explorara
interagio entre os sistemas nio-lineares, ¢ como ocomem as transigles enire os regimes

peritdico e cadtico na emissfo de bolhas sujeitas a uma onda sonora.
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2. Aspectos tedricos

Séries temporais nfo-lineares podem sor analisadas com métodos métricos e
métados topoldgices. O método méirico € muito préximo das nogles intuitivas de
distincia, drea, volume e dimensio que temos. Por este métedo podemos dimensionar ¢
comparar objetos, num determinade espago. Também podemos analisar a estabilidade
de um sistema com base no valor de médias remporais da convergéncia ou divergéneia
da vizinhanga de um ponto destes obietos, chamados de atratores.

O métado de andlise e caracterizagio fopoldgica € um dos meios mals
importantes de investigar problemas nfio lineares. Este método, considera a série
temporal nfo como uma funglo explicita do tempo, mas como curvas ne espago de
fases que sdo solugbes do sistema dindmico. Descobertas considerdveis nos aspectos
gualitatives e algumas informagles guantitativas, podem ser obtidas através dos
atratores reconsiruidos.

Os métodos empregados neste trabaltho foram obtidos da llieratura, ou
desenvolvidos ne LENL. A finalidade da utilizacdo de tais métodos € testar ¢ justificar
algumas hipdteses feitas para os dados obtidos com tube borbulhador e para 2 torneira
gotejante. Para evitar redundéncia da derivagio dos métodos amplamente encontrados
em livrosftexto e artigos, as derivagfes dos métodos serdio simplificadas. Para maiores
informagles dos algoritmos empregados poderfo ser consultados os trabathos de
Hegger, Kantz ¢ Schreiber [Hegger ef of., 1999], Ellner {Ellner ef al, 1992}, So [So ef
al., 1996] e Gongalves [Congalves ef al,, 1998]

2.1. Fluxos e recorréncias
Os sistemas dindmicos deferministicos siio descritos pela evolugSo temporal de
um subconjuntc A em um espago euclidiano d-dimensional. Eles podem ser expressos,
por exemplo, por equacSes diferenciats ordindrias [Sotomayor, 1979]:
FE S IOR {Z.1)
ou comn um tempo discreio £ = 1 4 £, por mapas [Collet e Eckimann, 1980]:
x,.q=f(x ). (2.2
Uma série temporal € uma seqiidncia de observagSes igualmente espacadas no
fempo. Uma série de eventos € uma segiiéncia de intervalos de wmpos, entre os guais

qoorren um determinado evento,
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2.2, Mapas de retorno

Uma série de eventos da forma {x}=(x;, xa, %3, ...,%:}, 130 € exatamente 0 espago
de fases do sistema dinfmico, sendo necessirio empregar alguma técnica de
reconstrugdo para revelar a estrutura multi-dimensional desta série. Um dog mais
importantes tipos de téonica de reconstrugio do espago de fases ¢ o mapa de retomo, ou
também chamado de coordenadas de atrasp. Vetores no espago de imersdo s8o criados
a partir de atrasos ma série. O comjunto das duplas (, %) forma © mapa de primeiro
retorno, e o conjunto das duplas (3, %) forma o mapa de segundo retorno € assim por
diante. O nirmero de elementos destes vetores di a dimens8o de espago de imersfio. O
teoremn de imerséio de Takens [Takens, 1981), estabelece gue se uma medida é
dinamicamente imporfante para o sistema, ¢la contém toda informagiio contida neste
sisterna dinfimico.

Em modelos matematicos de sistemas dinfimicos, 2 evolugio do processo é
visualizada no espago de fases, cuja dimensdio € dada pelo numero de varidveis
independentes. Em experimentos, o espago de fases € usmalmente desconhecido a
principio e freqiientemente uma Gnica varidvel escalar do sistema pode ser medida. O
método mais comum de reconstrucio do espago de fase, a partir de uma série temporal,
foi proposto por Packard, Crutchfield, Farmer ¢ Shaw [Packard ef af, 1980), para se
analisar os dados do expenimento da torpeira gotejante. A dinfmica de uma série
temporal {x} em sistemas dissipativos 6 completamente deserita pelo atrator em uvm
espago de fases d-dimensional, RY, com D sendo a dimensiio do atrator. Genericamente,
qualquer atrator é completamente envolvido no espago de fases por sug propria bacia de
atragde, consequentemente, todos 05 movimentos fransientes inicializados em uma
pequena vizinhanca do atrator, movermn-se assintoticamente na diregio do atrator. Os
atratores podem ser periddicos, quase-periddicos e cadticos,

Neste trabaiho os dados experimentais obtidos sio apresentados em mapas de
primeiro retorno bidimensionals, cujos elementos das duplas (T, Trsi) sfo intervalos de
tempa entre duas bolhas consecutivas. Também serfo apresentados mapas de primeiro
retorne Eridimensionats, através das topla (Ts, Tuei, Tesz). Outlras representacdes

necessarias serdo especificadas no local onde estas forem utilizadas.
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2.3. O Mapa quadratico
As principais caracteristicas dos sistemas dindmicos sdo observados ¢ analisados em
mapas anidimensionais, come no mapa quadrético do tipo:
f(x, y=x2-a, {2.3)
onde x, € a varidvel iterada do mapa ¢ ¢ € o parametro de controle. O diagrama de

bifurcagies deste mapa pode ser visto na Fig. 2.1,

-4

Figura 2.1 Bifurcagfio obtida com uma funglio sonvexa , a lisha wravejada € o primeiro
ponto fixe insidvel que surge numa hifurcagdo tipo sela-n6,

Neste diagrama vemos os valores possiveis de x para uma variagfio do parmetro
de controle a entre ~0,25 € 2,0. Os valores do mapa para a entre ~0,25 ¢ 1,25 podem ser
calculados analiticamente, impondo a condicio de que ¢ valor da varidvel iterada
anterior seja igual ao valor da varldvel iterada seguinte:

Xx=x% -3, (2.4)
que nos fornece dois pontos fixos, xg
Xy =[1H{1+4a)77172, (2.58)

Xy, = [1= (14 42y’ ? 12 (2.5b)
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A estabilidade dos pontos fixos de qualquer mapa unidimensional € obtida com
as condicles:

| Cx e ) < 1=> % & um ponto fixo estavel, {2.6a)
1£°(x; )} > 1 => x¢ 6 um ponio fixo instavel. (2.6b)

Deste modo, para valores de @ acima de -0,25 obtemos xp; instével, enguanto xp
¢ estavel até o pardmetro g chegar 3 0,75. Para « igual a -0,25 no mapa da equagic (2.3)
experimenta uma bifurcagdo sela-nd. A lnha tracejada na Fig. (2.1) € a trajeidria
instavel xp € 0 ramo estavel xp esta simetricamente abaixo até o valor de o igual 2 0,75,
Quande o pardmeiro de controle a atinge 0,75, as trajetérias do mapa soffem
uma mudanga de comportamento. Nesse caso, a partir deste valor do pardmetro de
controle a drbita oscila entre dois valores de x;
%55 = £X0,), 2.78)
Xey = Fpa). @)

0
LI -

a :
0.0 05 10 15 00 s 10 1.5

~&

Figura 2.2 (a} Detalhe do diagrama de bifurcacSes do mapa quadritico, 2 linha tracejada representa o ponto
fixo insidvel da bifurcagdo sela-nd. () Bacia de atraglio mostrando 2 estabilidade de algumas repides
 mostradas em {a), neste gréfico as linhas vermelhas ropresentam os ponios fixes instivels, enquanto que as
- linhas pretas o5 pontos fixos estdvels. Podemeos comparar a roca de estabilidade de x., mostrado cm (b} para
a = 0,75 com o diagraron mosirado em (1), assim oemo o mesmo tipe de Tocy para xp ¢ e para a = 1,25
{linha pontilhada).
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Para compreendermos o que ocorre, agora utilizando os critérios de ¢stabilidade

(2.6) e para calcular os novos pontos fixos, temos que recorrer a uma composigio do
mapa com ele mesmo, da seguinte forma:

g(x) = f(f(x)) = x* ~ 2ax* + a° - 2, (2.8)

gue possul quatro pontos fixos, sendo doig deles os pontes fixes das equagles 2.7(a)-

(b), agora ambos instdveis, e dois outros estdveis dados por:

Kep = {11+ d(a~1V2}/2, {2.92)

X = {I=[1+4a-1""}72. (2963
Na Fig. 2.2{n), vemos ¢ diagrama de bifurcagdes no periado 2 ¢ no grafico ao
lado (b), represeniamos as Orbitas instdveis (ramos vermelthos), e o3 ramos estédveis
(ramios pretos). As setas indicam a atrago ou a repulsaoe dos pontos fixos. Na Fig. 2.2(a)
guando @={,23, podemos notar gue na seqiiéncia de bifurcagfes aparece o periode 4.
Quando estes quatro pontes fixos se tormam instévels, um perfode § aparece, ¢ o
processo de duplicaclio de perfodo se repete indefinidamente para faixas de ¢ cada vez
muais estreitas, até chegar no valor limite a, = 1,40113.., gque pode ser visto na Fig. 2.3,
A partir deste valor do parimetro de controle, 05 pontos no mapa visitam bandas
periddicas, gue se alarmam e se sobrepdem aos pares, diminvindo o nimero de bandas
num processo chamado de bifurcapdo reversa. Nesta sobreposiclio, os valores de x
gvoluem perfodicamente com relagdo as bandas, mas de modo errfitico dentro de cada
uma delas, ¢ tal movimente € chamado de cadtico.

No diagrama da Fig. 2.3, apds o enconiro das duas bandas cadticas,
temos a ocorréncia de janelas periddicas de periodes impares, corn uma janela mator de
periode 3 (¢ = 1,753, e outra menor de perfode 5, relacionadas com bifurcacdes
wmgentes. A exisincia do periodo 3 € o principal argumento para se utilizar um
teoremna que estabelece a exist@nela de todos o5 outros  perfodos maiores. O Teorema de
Sharkovskii [Yackson, 1995] nos da um esquema ndic usual de ordenac@io para os
nimeros natrais tal gue, para cada mimero natural 2, a existéncia de um ponio de
periode 1 implica na exisiéncia de &rbitas periddicas de todos os periodos maiores na
ordenacio do que n. Pelo teorema de Sharkovskii, a2 existéncia de uma orbita de
periodo 3 num mapa unidimensional nGo-monotbnico com apenas um maximo, implica

na exisi@neia de todos o8 periodos.
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() tecrema de Sharkovskii explicitamente € {Tackson, 1995]:

Seia T o comjunto ordenado {3<5<7<..<2.3-2.5<8.7<.. 2% 32 52%7<.,
Bd-<2-l} Seja fr uma aplicagdo suave do intervalo unitdrio nele mesmo, tal que
FO)=ft 1)=0 que possid apenas wm ponte critica. Se m-a relativo & prdem no conjunto

T, 2 F remi a menor drbita de periode m, entdo ftem uma drbita de periodo n.

i

1 Bandkss atralivas T
| idimbwindon —_—
. F erovimnty i
Perlodos estdvais ¢ ; )
o 2 fsawpaééd%w !
L ) aneias '
P11 bt ¥
1
'

 Peridicas

£
&
%)
1]

[ P |

o
B
:«l
fox]
-
[+
il
=

Figura 2.3 O comportamerdo dindmice geral do mapa quadrdlico, com a cascata de duplicagGes de perdode
{aciAd) Paraa > 14011, ocorre Caos com a diminuigio das bandss atrativas, ApSs a jarels de perfodo 3
emos todos os perfodos, ecmo propde o teorems de Sharkovskil,




2 Aspectos Fedricos 12

2.4. Dimensdes

Um aspecto bdsico de um atrator ¢btido a partir de um sistema dindimico & a sua
dimensdo, pois ¢ comporiamento do sistema € caracterizado pelo atrator. Apds um
transiente, alguns tipes de movimento desaparecem devido ao amortecimento, e ©
estado do sistema se aproxXima de um atrator no qual o ndmero de varidveis
independentes, que determinam a dimenséo do atrator, € reduzido consideravelmente,
Qg atratores podem ter a dimensdo de um ponte, linha ou plann, ou podem ser
gxtremamente complicados, ¢ freqlientemente possuem estrutura fractal [Alligood #1 4l
19971, Pademos medir essa fracialidade airavés de dimensBes generalizadas,

Associamos a dimensfio de um objeto com o mimero de vetores ortonormais que
podem ser sobrepostos ac abjeto. Embora seja muilo importante, esta associacio de
vetores nos restringe sempre a dimensOes inteiras, mas existem outros concsitos de
dimenséo, entre eles a dimensdo de Hausdorf (Dy) [Alligood et al., 19971, que € baseada

na idéia de um comprimento caracteristico R em um conjunto de N elementos.

BN N R, (2.10)

! log R

A dimensie de Frformacéo (D) [Alligood ef ol, 1997] leva em conta as
fregiiéncias de visitagfo relativas ¢ por isto € mais intercssante para sistemas fisicos.
Muitas outras definicGes de dimensio existem, mas para os objetivos deste trabalho,
utilizaremos apenas as dimensdes citadas anteriormente € a dimensdo de Kaplan-Yorke
{Dxy), [Argyris et al., 1994]

Além disso, a determinaciio do valor de uma dimenslo, a pastir dos dados
experimentais de um processe dinfinice, indica qual € 2 dimensionalidade do espago de

fases do sistema dindmico matemdtico que deve ser usada para modelar o sisterna.

2.5, Expoentes de Lyapunov

Os sistemas cadticos exibem sensibilidade &s condicBes iniciais. Esta afirmacio
tern sido utilizada para resumnir wina das principais propriedades dos sistemas cadticos,

que pequenas diferencas nas condicBes inicials, sio magnificadas devido 4 dinémica do



.~
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sistema, de tal modo que em um fempo finite o sistema percorre estados totalmente
diferentes. A nogfo de sensibilidade as condigdes iniciats ¢é feita de modo mais acurado
através do expoenie de Lyapunov £[Alligood ef al, 1997]. Normalmente gistermnas
contendo pelo menos um expoente de Lyapunov positivo sido considerados cadticos. Isto
significa que trajetdrias partindo de dois pontos muito préximas, nio importande gudc
pequena seja a distdncia entre elas, irdo evoluir de modo diferente ¢ se afastarfio
exponencialmente uma da outra com o tempo.

Podemos obter o expoernte de Lyapunov méaximo [Wolf er ai, 19857 sem 3
construgiio explicita de um modelo para a série temporal. Uma caracterizacio confidvel
com expoente positivo exige que sejam garantidas 8 independ@ncia dos par@metros de
imersio e uma let de crescimento exponencial.

Existe também o célculo do especire de expoentes de Lyapunov [Hegger e
Kantz, 1999], onde o ingrediente sssencial é a estimativa de Jacobianas locais, ou seja,
uma dindmica linearizada que regula o crescimento das perturbagOes infinitestmais.

Para uma melhor compreensfio dos sistemas dindmicos, uma conciliagio entre
caracteristicas relativas s médias temporais e espaciais dos atratores fol feita através da
teoria ergddica [Argyris et al. 1994]. Comeo o expoente de Lyapunov caracteriza a
dinfirnica do atrator, através de meédias temporats da divergénein ou convergéneia de
uwma vizinhanga com relagfio a um ponto da &rbita, o cllenlo dos ¢xpoentes de
Lyapunov permite certas comparagdes, como a conjectura de Kaplan-Yorke [Avgyris ef
al., 1994] que estabelece que a dimenséio de Informagio deve coineidir com dimensio
de Kaplan-Yorke, Dyy, dada por:

S
24

Dy =k +, RN
€]

onde k & uin inteiro midximo, tal que a soma dos £ expeoentes méximos seja ndo-negativa
¢ & € ¢ i~ ésimo expoenic de Lyapunov. Tal conjectura foi verificada para uma boa parte

dos sistemas dinfimicos dissipativos de baixa dimensio [Hegger ¢ Kaniz, 19991,
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2.6 O mapa de Hénon

O mapa de Hénon, ¢ um mapa bidimensional do tipo:

=]-axi+ v,
‘;zwi ~ bx ax, ¥ # (2’12)
el T #

Os pontos fixos do mapa $#o dois e podem ser obtidos por:

¢ =[(b=-DkAJ1~b) +4a)/2a, yr=hx* {2.13)

e para cada um désses pontos fixos temos dois antovalores associados A:

A, =—ax* tf(ar®)’ + b, (2.14)

desta forma, com ssses dois autovalores, podemos estudar a estabilidade de cada ponto

fixo, como foi feito

para 08  mapas

0,44 unidimensionais. Um

atrator  de Hénon
02- cadtico bem
conhecido € mostrado
na Fig. 24 O
re coeficiente a  estd

relacionadoe ¢om o

-g,4 :
astiramento do mapa,

ki 1 - ] A [} ’ - ¥ 3 * ¥
40 5 6.0 05 10 e coeficiente b estd
Xn relacionade com a

. ; . . s contragio 1
Figura 2.4 Avator de Hénon cadticn reconsiruido nas varidveis X, £ V.., para fragho da drea do

a=14 ¢ b=(3. mapa de Hénon e este

coeficiente & o

detarminante da matriz jacobiana J do atrator de Hénon com o sinal negativo:

—2ax 1
aa;:‘ , J:-«:&‘ (2.15)
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Na Fig. 2.5 vemos as duas vanaveis do mapa nos graficos de x vs. @ e v vx. g, onde
podemos notar a contrag8o da varidvel y por & na Fig. 2.5(b) em relaglo 4 varidvel x que

aparece na Fig. 2.5(z), onde temos também os pontos fixos x5, ; da equaglio (2.13).

e
a3 24 X i 2:3 15 1.2 14

Figura 1.5 Diagramas de bifincacBes do atrator de Hénon parg 5403, em ) 2 varidvel x ¢ seus dols pontos
fixgs, »*r na cor verde & 0% ng cor vermeths, catoulados pela equagio (2.13) sobre a série, ¢ em (b} 8 variivel
y coniraids pelo fator b,

Para o case do diagrama de bifurcaqdes da Fig. 2.5 ¢ determinante de J ¢ constante
e negativo, det J = - 0.3, para todos os valores de 4.
Os expoentes de Lyapunov do mapa de Hénon, & € &, estio relacionados com a
matriz facobiana pela relaglio de contraglio [Argyris ez o, 1994];
ertea=In|det() =103 ~-1,2. (2.16)
Esta relagBo representa as propriedade de estiramento, §;, & dobra, &, atuando
uniformemente, } det{J} | = §,3, deniro Jo espago de fases para estabelecer o atrator. Para

a=1,4 ¢ b=0,3, temos £;~ 0,42 e gy = -1,62. O valor ;50 nos da um atrator cadtico.
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2.7. Reduc¢io de ruido

A filtragem de sinais obtidos a partir de sistemas ndo-lineares exige o uso de
métodos especiais [Hegger e Kantz, 1999], j& que os filtros lineares podem interagir
desfavoravelmente com a estrutura néo-linear. Sinais irregulares de fontes nfo-lineares
exibern bandas de espectro realmente largas e nfo existe justificativa para identificar
qualguer componente po espectro de freqiiéncias como ruido. Entretanto, existem cerfas
dependéncias genéricas entre as medidas {X] que criarfio vetores {X} para preencher o
espago de imersdo d-dimensional de ym modo nio homogéneo. Métodos de filtragem
linear procuram identificar as dire¢Oes principais du distribnigfo no espago de fases
fazer projecses sobre elas, A redugo de ruido nfe-linear Jeva em conta que sinais ndo-
linearss formardo estruturas curvas no mapa de retomno. A principal suposiciio do

algoritmo utilizado € que ele deve ser aplicado para sistemas de baixa dimenso (D~3).

2.8. Espectro de Fourier

Outrp critério para se analisar sérics temporais € atravéds da decomposicio da
série numa integral de Fowrier [Argyris et al.,, 1994]. Coasiderando um sinal ¢}, a

expressio pode ser expressa na forma:

LT
fo=5 :[zf(m)e do, (217
onde
Flw)= [ fiye™ds, (2.18)

é definida como a transformada de Fourier do sinal ).

O espectro de poténcia P(w) do sinal & dado a partir de F{ o)
Play=| Fan|? = FoyF@), 2.19)

com F*{¢) sendo o complexo conjugado de F{@). -
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Figura 2.6 ~{a} Perivde 4 do wapa de Hénon ¢ em {A} o seu espectro de potdncias, (b} strator de
Hénon na regiio cadtica ¢ em (B), seu respoctivo espectrn de poténeias mosirando uma banda ferpa,

Na Fig. 2.6 temos dois atratores obtidos a partir do mapa de Hénon, am () o
compertamento de pericde 4, e em (A} o espectro que nos mostra o comportamento
periédico com os dois picos indicando uma duplicagiio de perfodo caracteristica do
atrator de Hénon. Para os pardmetros a=7 55 e b= 7, ternos um atrator de Hénon no
regime caftico em (b), e seu espectro de banda larga em (B).

Freqiientemente  atratores cadticos apreseniam banda larga, por 850 este € um
métado muite comum na kientificacio do comportamento cadtico. Além disso, a analise
da evolugio dos sisternas dindmicos através de seus espectros permite definir a rotg
[Argyris ef al., 1994] que leva o sisterna ao Caos, pois, a evolugho das duplicages de
perfodo visia no mapa quadritico, e gue também acontece no mapa de Hénon, € apenas
uma dessas rotas, Na préxima sec¢o veremos um outyo mapa que nos mostra esta e

ouiras rotas para o Caos.
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2.9, O Mapa do Circulo

O mapa do eirculo modela a interacio entre um oscilador “mestre™ quando aplicado
a um segundo oscilador nio-lincar [Argyris er al., 1994; Jackson, 1595). A dindmica ¢
governada por deis pardmetros de controle, a razdo entre as fregiincias dos osciladores

gesacoplados €2, € a intensidade de acoplamento Ko

K
Bpay =6, +$2 5 sel 278, +br, {mod 1)
(2.20)

X
Fp1 S5 Bry, - 7 Sen n6,.

Aqui, 8, é o dingulo de um rotor rigido logo apds o enésimo impulso, ¢ r, € proporcional A
velocidade angular deste rotor sujeito a wm impulse externo, do oscilador mesire e b estd

relacionado com o amortecimento.

2.0 0,5 K 1,0 1.5

Figura 2.7 Diagrama de bifurcacio do mapa do circulo para b=0,1 e O=0,725
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Na figura 2.7 podemos ver a série temporal do mapa do circulo. Este tipo de mapa
nos di outro tipo de rota para 0 cuos denominada de rota para O Ca0s Vid quase-
periodicidade. Temos basicamente o aumenio do raio de um ciclo limite guase-periddico
intercalados com travamentos de freqliéneia, e comportamento cadtico.

Para sisternas altamente dissipativos o termo b se anula € o mapa pode ser estadado

na forma puramente angular
G, =8 +Li~ %scn{i‘x&a 3 (2.213

Um conceito importante para a andlise do mapa do circulo que foi introduzido por Polncaré
[Argyris er al., 1994; Alligood et al, 1997] € niimerg de rotagio W
g, b
WE.Q) = lim 2—2 2.22)

$-y00 H

que & a média da votagHo do oscilador forgado per ciclo.
As propriedades de estabilidade para valores de X</, para a eguagio (2.21), seguem

a pariir da teoria de estabilidade linear para mapas, como foi feite para o mapa quadrético:
d
—5/(6.0.5 =lt - Kcos(2n8)], (2.23)

que &€ menor do que um se & </ e & mator do que | se &> 714, ou se 8>3/4. Para um ponto

fixo estivel ¢, temos:
m g, =8 = W=0, {2.21)

Hpoo
Substituinde na equagio 2.21 obtemos a relagfio entre K ¢ €2, dada por :

= i%‘ (2.22}

Estas relagio entre K ¢ £2 nos dé o espago de pardmetros do mapa do circule, onde podemos
ver para Quais valores pedern ocorrer a sincronizagiia do oscilador forgado, conhecida como
lingua de Arnotd [Bai-lin, 1985) para o nimero de rotagiac W=0/7.

Na figura 2.8{2} termos 0 mapa de primeira iterago da fungiie senecidal do mapa do
circilo na regifio onde ocorre mima bifurcacio do tipo sela-no. Para um valor fixo de K entre
O e 1, 4és valores de §2 foram escolhidos. Para & » (ke o ponto fixo ainda nio existe, Para
£ = Ly, a funglo tangencia a bisselriz & um ponto fixo aparece, Diminuindo ainda mais o

valor de Q, o ponto fixo se divide em dois, um estdvel e outro instével, sitvacio
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caracteristica de ama bifurcac8o sela-nd. A figura 2.8(b) d4 o diagrama de bifurcagdo para

W=0/1, para os valores positivos de  da equagiio 2.25,

{ue onorre pars valores de

19 :
@ ®) .

08 s L ¢] o]
) 0 s Ko Ker t
'C}_ K'i . K:Kq Q ""‘"‘"‘O
o 06 S
\o“':;' QK‘:‘&%‘

G4 ’ x

"N g
0z ; !
N Q = +Ki2x
0,0{} a : D5 - /{::n o0
~ 95 é 7 k3 g:?'

Figuea 2.3 (a} Grificos do maga do citculo em funglio do parfimetrs $ nu regifio do ponio de bifurcagio
sela-nd. Em (b} a representachio no espaco de parbenetros da lingua de Amold correspondente a W/,

£2 menores gus Ly,

Para diferentes valores de W, quande K</ |, ocorrem outras regides de travamento

de freqiiéncias sem ocorrer sobreposigio entre elas, como estd apresentado na Fig, 2.9, que

mostra os limites de estabilidade dos dominios periddicos so plano (K.}, para alguns

ndmeros de rotagdo, Para as regifies onde ocorrem a sincronizagio das freqiineias entre 08

dois osciladores, o nimero de rotagio
W é um nmamero racional pfg. Deste
mado pata cada valor racional do eixo
£2, uma janela periddica surge ¢ se

expande quando aumentamos ¢ valor

de

linearidade através do pardmetro X, a

sincronizagiio das fregliéncias a se

tornam mais dominanies.

XK. Com o aumento da nfo-

Figura 2.9 Diagramaz das Linguas de Arold para o
maga do Ciroulo,
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Para valores de X>1, as linguas de Arnold passam a se sobrepor, € o nhimero de
rotacdio ndo & mais unicamente determinado, mas trocado por um intervalo de rotaglo
[#;, ¥3], ¢ este embarathamento torna o comportamento aperiodics.

Para mostrar algumas das caracteristicas gerais do mapa no circulo, utilizaremos

o conceito de expoente de Lyapunov. Lyapunov estudou uma vizinhanga abstrata {¥ }

de uma trajetdnia {x}, com N pontos, com o objetivo de verificar se estes pontos se
afastavam ou convergiam para a trajetoria. Tomando uma trajetéria infinita e uma
vizinhanga 180 pequena quanto se possa imaginar, ele associou um expoente gue
garacteriza 56 a trajetdria € periGdica, indiferente ou cadtica. Para o mapa do circulo na
sua forma angular da equaglio (2.21) com Q= §25, o expoente foi calculado
pumericamente ¢om a expressio:
1 N-1
£ wggin]}wgcos(z;rr& 3 (2.26)

que esta representado na Fig. 2.10(a) e seu respectivo diagrama de bifiwcagles na Fig.
2.10(b). Inicialmente, o5 expoentes sio ligeiramente negativos, da ordem de -10%, até o
valor de K=1, onde divergem pars menos infinito. Orbitas com expoentes deste tipo,
divergindo para menos infinito, sfo conhecidas como orbditas super-esidveis. Ao
término desta janels, o sistema ja possui comportamento cabtico, e esta rota para o Caos
& classificada de rota vig quase-periodicidade [Bai-lin, 1989; Argyris of gl, 1994;
Jackson, 1995, Alligood et af., 1997}, onde o8 expoentes de Lyapunov positivos nio
ultrapassam o valor de 0,3, Aumentando X, o sistema trava em um pericdo 1, e inicia
outra rota para o Caos, a rota via duplicages de periodo ou rota de Feigenbaum, ja
discutida para o caso do mapa quadratico, na qual os expoentes se anulam nos pontos
onde ocorrem as bifurcaches, neste casc temos o comportamento indiferente. Para
K~3.4, o sistema experimenta um alargamento abrupto do atrator ¢ este alargamento ¢
classificado como uma ¢rise. Apds 4 crss, os expoentes de Lyapunov méximos param
de crescer e tém valores na faixa entre 0,7 e 0,93, Quando X afinge sproximadamente
4,7, o sistema volta 3 sofrer um travamento de freqiiéneia em periodo 1.

Do mesmo modo que o atrator de Heénon, o mapa do circulo bidimensional da
equagio {2.20) contral ¢ espaco de fases uniformemente, como podemos ver através do
determinante da matriz jacobiana do mapa:
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0,8
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Expoente da Lyapunoy
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©

3.6 -

dindmico, a rota de gquase-periadicidade ¢ 3 rota de duplicacBes de periodo.

Figara 2.10 (2} Expoentes de Lyspunov do mape do clroulo com € =025 Em {b) o disgrama de
bifurcaclics pars o mesres mapd. Podemas obier 2 seqiiéncia de duas redas pars o Caos com este sisterns

1— Kcos2n8
3= 227

det m! ~ K cos2f
Os pontos fixos »* e 8* de periodo 1, logo apds a regido quase-perddica para
K>1,55 daFig. 2.7, sfo dados por:
*Fz-Omod 1) se Qmod D) <08 sur¥=1-0mod 1) se Qlmod1} > 0,5,

*- 1)]? (2.28)

1 Zar¥*
¥ e
& o HCSQH{ 7

assim podemos determinar o ponto onde ocorre a primeira bifurcaciio do tipo fip
usande os entérios de estabilidade para a seguinte equaclo caracteristica:
I~ Keos2a0*-1 b

-2

~ K eos2n0* (2.29)

que nos da dois autovalores para cada ponto fixo. Para o ponto fixo r* os autovalores

valem explicitamente:
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- o
- {K costb% amsenL By; (b~ 1)]] + 14 b}
11,3 = 2 *

; (2.30)

% z
J:’Kcos?.zz m}mwcsen[zy (Ea««l)] +1+5: —4bh
| 2z K
* 2

como r* é caleulado pela equagio (2.2R) para os pontos fixos, a bifurcagio flip ocorrera

quando zm dos valores de A asloanga o valor -1

Para valores da constante b proximos de zero, deve ser feita uma corregio em
primegira aproximagio nos valores das linguas de Ammold. Para as linguas
correspondentes ao travamento de fregiiéncias de periado 1, como 2 equagio (2.25), as
linguas podem ser caleuladas através de:

K

Q== By

(2.31)

O mapa do circulo € um sistema dindmico gue parte de um sistema fisico bem
definido {Argyris et @f, 1994), que apresenta um comportamento muito rico, com
relagiio aos elementos da Teoria do Caos.

Além do comportamento individual dos mapas vistes anteriormente, como o
maps quadratico, ¢ mapa de Hénon e ¢ mapa do ciroulo, também 4 desenvolvida a
pesquisa na drea de sistemas dindmicos e@a;:o«rempﬂmis [Kaneko, 1992; Viana, 2000}
através do acoplamento destes mapas formando uma rede. Com estes estudos pretende-
se explicar rotas tipicas para turbuléncty, como, por exemple, a seqii€ncia obtida com ¢
acoplamento de mapas quadraticos: duplicagBes de periode, formagio de padides
aleatorios na rede de mapss, selegio de alguns destes padries, intermiténeia espago-
temporal ¢ no final observa-se turbuléncia plenamente desenvolvida. Um exemplo de
modelo de fluxo de um fluido usando mapas acoplados € dado por Willeboordse
[Wilieboordse, 1962}
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2.10. Transformacio de ponto fixo

Para extrair as 6rbitas periddicas instavais (OPY) imersas em um atrator com uma
guantidade finifa de dados ruidosos de um sistema unidimensional, So ¢ colaboradores
[So et al., 1996] fizeram a suposigio de que todos os pontos que estdo em uma regifo &0
redor do ponto fixo x*=/x*) podem ser transformados para {¥} na vizinhanga de x* A
funcdo densidade A(Xypossud singularidades do tipe inverse da raiz quadrada nos
pontos fixos, ¢ um histograma para F(X) terd um pico definido em ¥ =x*. Alguns
picos esplrios podem aparecer em S(X) tanto devido 2 singularidades nfo relacionadas
aos pontos fixos, quanto a zeros da derivada da fungiio de transformagio ¥ = g(x,%).

Os autores generalizaram este método para wn sistema com dimensao de imers#o d para
obter as Orbitas peniddicas mstaveis atraveés da transformaghio:

%, = (1~8,)"(z,, ~8,%,), (2.32)
onde
( ala? .2 "a?
S + IRz, ~2,], (2.33)
s N N
(&) [ (@, ~2.,) Ga = 22)
- ) ) {2.34)
xafl \(zmw-z) ~Z, ) \(zi-(d«z} - z;w(ﬂr-z;)*/
e 05 vetores {z,} foram reconstrufdos a partir da série temporal {x},
z, = (z;,zﬁ,zﬁ,m,z’f Rl 60 NS PSS S M (2.35)

R ¢ uma matriz aleatdria Jxd no intervalo {-1,1} ¢ # esta relacionado com a
intensidade da geragfo de nimeros aletérios. Os pontos fixos sdo dados por posicdes
dos picos de p(¥}. Como a localizaglio dos picos esparios dependem do parmetro £,

eles sdo eliminados levando em conta a média {ﬁ('z‘)) para varios valores tomados

aleatoriamente,

Um ponto fixo instével do atrator do mapa do cireulo com =0, é ¢ ponto (D, 0),
mostrado na Fig. 2.11(s), que foi determinado com este algoritmo, comeo estd mostrado
na Fig. 2.11(b). Outras aplicagfies desta técnica podem ser encontradas no experimento

da torneira goteiante [Pinto, 1999, para se mostrar 2 existéncia de orbitas homoclinicas,
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Figura 2.11 Agrator cadtico simétrico em (a) do mapa bidimensionat do circulo, que possui um ponto de
sela na origem. Em (b) a drbita periédica instdvel foi obtida numericamente utilizando-se o método de
detecgdo de drbitas periddicas instaveis de So ef al.

Como a reconstrugdo dos atratores em espacos de imersdo bidimensionais €
suficiente, nés aplicamos esta técnica para d=2, com =5, e 1000 matrizes aleatorias.
Mais informagdes sobre este métode pode ser encontradas também no trabalho de

Schemelcher e Diakonos [Schemelcher e Diakonos, 1998].

2.11. Plano simbélico

A obteng@io de planos simbélicos, para a construgdo de maquinas topologicas
minimas no experimento da torneira gotejante, foi feita por Gongalves [Gongalves,
1996], no experimento da torneira gotejante. No experimento do tubo borbulhador, a
geragdo de planos simbdlicos foi utilizada principalmente para se comparar modelos
com os dados experimentais.

Para estudarmos o plano simbdlico particionamos um atrator em duas regides da
Fig. 2.12 (L ¢ R) e atribuimos o valor 1(ou -1) quando o sistema visita L (ou R),
obtendo um vetor ...s'm,....8 2,51, 8,5,52,5m.... Deste modo um plano simbélico of,

caracteristico de um atrator, € definido através do calculo de a e § como:
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=3 227, (2.36)
i=1
onde g4 ¢ um valor binario:
o oyl +1
#= {2 so (0] |5 = {*1; 237
g=1
e
B=2 v, (2.38)
=k
onde v; € o valor bindrio:
0 erye, =7 (2.39
”’"{156];,1 Pl 39)

Na Fig. 2.12 exemplificamos 2 obtengfio do plano simbolico (b} para o atrator do
mapa do circulo bidimensional {z), com suas respectivas partigdes L ¢ R. O pardmetro &

é igual 2 0,1, As regiGes em branco no plano simbdlico sio chamadas de regides
proibidas.

(a) (0} |
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Figura 2.12 {3} O strator do mapa do clrculo reconstruido com ¢ mapa de primeirs retorno na varidvel r ¢ suz
particio, ¢ em (b} seu respectivo plano simbélico,
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3. Aparato experimental

Neste capitulo descrevemos os aparatos do tubo borbulhador e da torneira
gotejante. Tanto o experimentio do tubo borbulhador, assim como o experimento da
torneira gotejante, foram inteiramente desenvolvidos no LENL-USP. Algumas das
principais  atividades experimentais deste trabatho foram o desenvolvimenio e

construgao do tubo borbulhador, a aquisiglo ¢ a andlise dos dados.

3.1. (3 tubo borbulhador

Na Fig. 3.1 temos a representagiio esquemdtica do aparate do experimento do
tbo borbulhador, que consiste de um tbo acrilico transparente, com wma tampa
{(superior} e uma base de PVC, onde estd conectada uma seringa hipodérimica pela qual
¢ soprado ar numa solugiio de dgud com glicering, Dentro deste tubo ocorre a formacio
de bolhas que siio estudadas neste trabalho. O experimento pode ser dividido em quatro
partes principais: ¢ fubo borbulhador, o circuito preumdtico, o sistema de aquisicdo, ¢ o

sisterna sonoe.

S I T e

] Serador de Amplificador fatante
g | Fungbes
/—=—\ |mm b

O
Folondindy Q i

o

vortrolador

Gompressey // Beseratdio \
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H |

#edidor de vazéo

e vilyuda de controlg

Fipura 3.1 Diagrame geral do sparato experiments! do wbo horhulhador
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Na Fig. 3.2, podemos ver o tubo borbulhador, que foi construido com tubo de
acrilico transparente de difmetro imtemo de 10,5 cm & 70 em de altura. Na base estio
fixados o bico borbulhador & um termopar para monitorar a temperatura do lquido. A

entrada ¢ saida do liquido ocorrem através de duas vilvulas do tipo esfera.

Este arranjo permite o

preenchimento do tubo e o seu

esvaziamento  através  das
2’ valvulas nas laterais da base
Todo o conjunto é preso ao

suporte através de  quatro

parafusos na base e quatro
parafisos npa  tampa. Um
gistema de duminacio
constituide de wma lampada
fluorescente ¢  uma  placa
difusora de luz foi colocada
atras do tubo borbulhador, para

Figura 3.2 O tubo borbulhador, suportes, o bico imjter, | obtermos imagens das bolhas

’;mr ) ‘gszg%%%z ¢ vilnlas de dremagem ¢ utilizande wuma cimara de

video VHS.

O tubo estd montado em uma bancada sobre quatro blocos de espuma para

amortecer vibragOes externas.

3.2, Sisterna de aguisicao

O sistema de detecgiio consiste de um laser He-Ne e um fotodiodo. (Quando uma
bolha atravessa o feixe laser, induz no fotodiodo um sinal analdégico, e um pulso ¢
enviado a uma placa contadora de tempo inserida em um microcomputador. O inicio e o
fim do desvio do feixe laser induzidos pela passagem de nma bolha, criam o sinal de
entrada da placa através de pulsos de tensfio TTL gerados pelo fotodiodo. Na Fig. 3.3
temos o grafico que mostra ¢ sinal 3t,, devido a passagem de uma bolha, € o simal 1,
relative a0 tempo eatre bolhas. Assirn um par de dados constituido do tempo entre as
bolhas e o tempo de passagem da bolha € coletado pelo computador. O intervalo de
1empo total entre a n-ésima ¢ a {o+1)-ésima gota & Ty, que & a soma destes dos dois

intervalos de tempo,
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Figura 3.3 Sinal gerado pelo fotadicdo e induziddo na placa contadora de temper pela passagem das bolthas
que desviam o feixe laser, O feine esté msicionado ~5 meg acis da extremidade do bico sopradar,

O sinal de vazio obtido pelo medidor de vazlio € convertido sm um sinal
proporcional de tensio em milivolts e digitilizado em um osciloscopio digital Tektronix,
depois ¢ transferido para o computador através de uma interface Gereral Furpose
Interface Board (GPIB).

3.3. Medidor de vazio

O medidor de vazio utilizade & ¢ modelo GFMA47, fabricado pela AALBORG
Instraments & Comtrols. Neste equipamento o fluxo do ar entra em um transdutor de
vaziio, ¢ dentro dele uma peguena parte do fluxo do ar € separada por um senser do tipo
tubo capilar de ago inoxidavel. O restante do ar flui através de um condutor de fluxo
primaric. A geometria do tubo primédric ¢ do tubo sensor foi projetada de modo a
garantir um fluxo faminar em cada ramo. De acordo com os principios da
Fluidodinamica as vazBes do ar nos dois condutores sdo proporcionais entre si. Deste
modo a vaziio medida no tubo sensor € diretamente proporcional & vaz§o total através
do transdutor,

Para abter a vazfo no tubo sensor, € feito um aquecimento do fluxo em duas
paries do tubo sensor através de resisténcias sensoras de precisio. O calor ¢ transferido
através de uma parede fina para o ar. ( ar aquecido € levado pelo fluxo desde um
aquecedor & jusante, até um aquecedor & montante do tubo sensor. O sinal elétrico de
urma resisténcia dependente de temperatura diferencial € detectada através de um
circuito eletrdnico de controte, O gradiente de temperatura medido no semsor &

linearmerte proporcional & vazio através do sensor.
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O wvalor da vazio ¢ mostrado diretamente em um indicador digital, e
simultaneamente em dois sinais elétricos, um de tensio proporcional ao valor da vazio
entre 0 ¢ 5V, ¢ outro de corrente proporcional 4 vaziio entre 4 ¢ 20 mAL

3.4. Controlador de vaziio

O controlador de vazio € da marca BTC, modelo BTC-2226, e € um controlador
do tipo proporcional, integral e diferencial (PID). Ele recebe o sinal de corrente do
medidor de vazio (4-20 mA}, com modulo de saida linear {OM92-3), com a tensio de
saida variando entre 0 ¢ 10 'V, com uma impedancia de saida de 500 k2. Devido 4 alta
impedénciz de saida, um eircuito amplificador de corrente foi adaptado na saida do
controlador, para que ele pudesse enviar o sinal de controle para a vilvula solendide,

como esta mostrado na Fig. 3.4,

2n 3055
0V, Imax 0,5 A, o, +
&2 ®
200 nfF Valvula
, ® = Solendide
Saida do -

controlador ”ﬁnu nF

© ©

Figura 3.4 O Circnito que amplifica o sinal do conirolndor pars 4 valvala

O controlador possui dois modos de operagio. No primeire modo, ele mantém
uma vazio fixa preestabelecida. No segundo moedo, o controlador aumenta ou diminui a
vazio linearmente entre dois valores distintos, com uma velocidade preestabelecida pelo

usuario,
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3.5. Valvula solenéide proporcional

O fabricante da véalvula utilizada no experimente do tubo borbulbador &
AALBORG Instrumenis & Controls, € o seu modelo é o0 PSV-5, Basicamente a vaivola é
uma bobina que posiciona o atuador da valvula de modo continuo, variando a vazio
suavemente. A valvula solentide proporcionzal foi projetada para responder 2 um sinal
de 1ensdo continua de entrada, entre O ¢ 30 volts, para regular proporcionalmenie ao
sinal de tens2o o fluxo de liquidos e gases. Por medida de seguranga as vélvulas sio
normalmente fechadas quando desernegizadas. Na Fig 3.4 temos um diagrama desta
vilvula.

Devido & corrente na bubina da vélvula, o corpo da mesma sofre um pequeno

aquecimento, que é dissipado por aletas de aluminio colocadas na valvaia.

Valvuia Solendide
Proporcional

25.4

PSV S
AALBORG

it

=
L—H | ]

NS

coneclores de 1/47

Figura 33 Disgrama mostrando as  dunensdes
caracteristicas da valvela de contrgle PSVS da AALBORG

i
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3.6, O bico borbulhador

Ma Fig. 3.6, vemos o comjunto de agulhas e o cilindro de uma seringa
hipodérmica que foram utilizados como bicos sopradores no experimento do tubo
borbulhador. As bolhas sfio formadas diretamente no cilindro da seringa ou nas agulhas
hipodérmicas que sfo colocadas na seringa que esta ligada ao sistema de alimentagio de

ar.

Na iabela 3.1, temos as dimensdes dos bicos mostrados na Fig. 3.6, Para
verificarmos o3 efeitos do comprimento das agulhas, utilizamos agulhas com o mesmo
didmetro, mas que foram certadas em comprimentos diferentes com umsa serra
diamante, como para as agulhas do grupe A e B. A seringa e algumas agulhas possuem

dois valotes na coluna relacionada com o didmetro, o primeiro valor corresponde ao
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Bice Didmetro {mm} | Comprimento{mm}
Intemo/extemo
Seringa Phistica 0,813 2

Al 0727128 2

A2 0727128 6

Al 0.72/1,28 kY X

81 072 2

B2 0,72 14,5

B3 0,72 102

B4 0,72 5.1

] 0.3 2
Tabela 3.1 Dimensties da serings o das agulhas nilizadas como bicos sopradares no experimento do
tube borbulhador,

didmetro interno e o segundo valor esta relacionado com o didmetro externo. Para as

demais agulhas temos apenas um valor corresponde apenas ao didmetro externo.

3.7. O sistema pneumaitico

O objetivo do sistema pneumaético € fornecer o ar numa vazio estabilizada para
ser goprado no Hguido viscose. QO ar é comprimido por um compressor com um
reservatorio de 75 litros, no qual um pressostato foi calibrado para manter ¢ ar na faixa
de pressfio entre 70 ¢ 100 psi {libra por polegada quadrada). A pressfio do ar € reduzida
para 60 psi em wm segundo reservatorio de 200 htros, através de uma vélvula
reguladora de pressdo, Uma segunda reguladora, proxima do bico soprader, reduz a
pressio do ar para 10 psi e a vaz8o € controlada pelo conjunto controlador, formado
pelo medidor de vaziio, controlador e valvula solendide. Deste mode uma vazfio estavel

chega até o bico borbulhador.

3.8. O sistema sonoro

A onda sonora ¢ gerada no topo do tubo por um zlto-falante de bobina movel. O
sinal elétrico para o alto-falante € gerado num gerador de fungBes Tektronix modelo

AFG 320 e ampiificado em um amplificador de dudio Aiwa. O gerador de funcbes
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possul uma placa GPIB que permite o controle de todas as suas fungles através do

microcomputador.

A equaglo de onda [Fletcher e Rossing, 19917 dentro do tubo em coordenadas

cilindricas €

if{ @JJ m&[é‘p\‘f Fp 1 &p

2 bl = 3.1
ré& 3’ Y vi &’ ©.1)

+
"
onde p ¢ a onda de pressio na direglio x e v; € a velocidade do som no ar. A solugio

desta equagio &

P (10X} = Py (ma)Jm(;%"r] expli(~%,,x + )], 32

onde J, & uma fungio de Bessel ¢ g, ¢ definido pela condigio de contorno Sp/ér=0¢ r
= a (a & o raio do tubo), tal que a derivada J,"(ngma) & zero. Se considerarmos em

primeira aproximacio o tubo borbulhador como um tubp com uma extremidade

fechada, pademos

estimar a freqiiéneia de

v Iy Sy
z} - B s i
1AL 34 v Al uma onda em seu
N =4l interior. Uima

propricdade geral de

ondas SONOras

confinadas em tubos ¢
que o8 valores de

amplitude méxima

georem  em valores

=

discretos da freqiiéncia

dz onda, Na Fig 3.7,
Figora 3.7 Os ufs primeiros modos de nm tubo com uma

extremidade fechada
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podemos ver os trés primeiros modos de um tubo com a extremidade inferior fechada,

A distdneia do centro do tubo &s linhas finas desenhadas dentro deste representa
a amplitude de deslocamento da onda em cada ponto. N ¢ A designam as posicles dos

nodos ¢ antinodos de deslocamento, As frequénoias v, de ressondncia do tubo sio dadas

por:
Vo= (2k 4 Dt {3.3)
= 417 ‘

onde & o comprimento do tubo ¢ & = 0,/,2,3..., o que nos fornece apenas os

harmdnicos impares,
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Figura 3.8 Resposta do mdcrofone colocado 4 uma distincia Al dentro do tube borbuthador na sua
parte saperigs, para uma onda sonerg senoidal gerada pelo alio-falanie. Em (2) 0 microfone fol colocado
a 2 cm da superficie do ligquido, (b) 34 cm ¢ (¢} 60 cin. Em (d) vemos am diagrama que mostra g
distansia Aly,
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Fet verificada a freqiéncia de ressondncia do tubo borbulhador, obtendo um
sinal proporcional 2o deslocamento da onda sonors, colocando um microfone dentro do
tubo. A distineia entre o microfone ¢ a superficie do liquido € Al O sinal obtido pelo
microfone, colocado em trés alturas distintas dentro do tubo borbulhador, estd mostrado
na Fig. 3.8, onde temos os valores obtidos para as aitaras de 2 em, 34 em ¢ 60 om em
relagio ac nivel do Hquido, com um comprimente de coluna de ar total de 60 om
Variando a freqiiéncia da onda entre 100Hz ¢ 160 Hz, obteve-se que a freqiiéneia de
ressoninciz do tubo € de aproximadamente 134 Hz. O sinal do microfone tem a mesma
forma que o sinal sengidal injetado no alto-falante.

Depois de determinada a freqiiéneia de ressondncia do tubo nas condigBes do
paragrafo anterior, obtivemos o sinal do microfone colocado em varios pontos do tubo,
para os trés primeiros _armdbnicos 134, 402 e 670 Hz, como estd mostrado na Fig. 3.9,
de modo a venficar expenmentalmente as posighes dos nodos e antinodos de
deslocamento. Na Fig. 3.9, podemos ver que a tensdo ndo se anula na origer, portanto a

onda nio forma um nodo exatamente na superficte do liquido para os trés harménicos,

mas parte da onda refrata no liguido,

08
94 freq. = i34H2 _L.--- Wevwvunanwmrmesr----®
. 0.6“’1 ,.“‘"'«
o = 1 amt
28 0se .
- .g l‘;l.2~: L
Q’Q i = i L i * 3 * £ ] ¥ i3
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Figura 3.% Nodos ¢ antinodos deniro do tubo parz os urfs primeiros harmbnivos medides em
difbrentes postgdes na parte de ar, com 35 fregiifncias de 134 Hz, 402 Hz ¢ 670 Hz. Podemos notar
nos s gréficos que 3 onda sonom ndo forma exatamenie wm noado na superficie do liguide.
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3.9 O liguide

O Haquido utilizado fol preparado em solagbes uwtilizando-se diferentes
concentragdes de dgua e glicerina,

A tensio superficial foi obtida através do método do tensibmetro de anet {Ueta ¢
Tabacniks, 1989], que consiste em se determinar g forga para se elevar um anel delgado
do Hquido e relacionando-a com a tensio superficial, numa temperatura de 25°C. Na
tabela 3.2 temos a tens3o superficial de alguns liquidos comuns obtidos com este

métado. Para as diferentes concentrages de glicering obtivemos os valores da Fig. 3.10.

Liguido Tensfo superficial (diny/cm}
Agua destilada 72
Agua de torneira 66
Oleo 20W-50 (Mobil) 35
Glicerina 58
Alcoo] hidratado 30
Agua com detergente 36
Detergente 23
Caf? (solugio) 42

" fabela 3.2 Tensio superficial de alguns Jiguidos comuns medidos pelo método do tensionictro de aoel,

Figura 3.10
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A viscosidade das solucdes de dgua e glicerina foi estimada através do método
de Stokes [Ueta ¢ Tabacniks, 1989] e a viscosidade varia como a2 fungio exponencial
mostrada na Fig. 3.11 para 25° C. Para os valores da viscosidade da 4gua pura ¢ da
glicerina para diferentes temperaturas foi consultada uma tabela de viscosidades [Perry
e Clinton, 1972; Weast e Selby, 1996],

1588
ADE0 e e e ihtene e emaeemimaeezeanenas aat ,' .................... e eieeens - “
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258 - .,v,.,,._.: ..... o S Ceeaiemaen ; .,..;uu'f ‘‘‘‘‘ ' ....... Ck i mpenare e ek 1‘_ .......... ey I .
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8 10 28 ao 48 50 80 70 8o 8 106
% de {licerina na agus
Figura 3.11 Variacio da viscosidiade com a congeniracio de glicorina na solugo

3.10. Imagens

Algumas imagens foram obtidas para esclarecer alguns aspectos da formacio
das bolhas. As imagens da formagiio das bolhas foram feitas através de uma cimera
VHS, Para iluminar o tubo borbulhador, utilizou-se a téenica de iluminagdo traseira,
com uma piaca translicids para difundir a2 luz proveniente de uma lmpada
fluorescente, e o tubo botbulhador foi eolocado entre 2 placa difusora de luz ¢ a odmera.

As imagens obtidas foram digitalizadas e armazenadas,
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Figura 3.12 tmagens obtidas o partir do experimento do tubo borbothador, Em (1) vemos uma bolhs ¢
formands junto 2 seringa, encuanio 3 totha anterior emerge no liguids; (2} 2 bolba auments de volume,
mas ¢ empuxo ndo é suficiente para retivd-ty dor bico; {3) a botha se-desroin do bioy, mag & gimentada por
s pescocd (4) a bolha se destaes do bigo ¢ o perfii cvolut para a formm elipsoidal,

Na Fig. 3.12 temos a evohugdo de uma bolha se formando junto ao bico
soprador, numa solugdo viscosa de dgua com glicering, em quatro instantes distintos, A
forma final das bolhas depende de vérios fatores, entre eles o seu volume, e isto pode

ser observado nas cinco imagens da Fig. 3.13.

1 1
B O W

e tes pAC

@ ® () (d)

Figura 3,13 Excmplo do perfil das bolhas em relagio 20 seu tamanho
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3.11. O Experimento da Torneira Gotejante

O experimento da torneira gotejante foi uma das primeiras tentativas de se criar
um sistema com o propdsite de se observar o Caos deterministico, Este experimento
possui um extenso material produzido pelo LFNL, que pode ser encontrado na forma de
divsertactes de mestrado ¢ teses de doutorado [da Rocha, 1995; da Silva, 1996, Tufaile,
1996; Gongalves, 1996, Pinto, 1999],

O experimento consiste bagicamente de um bico gotejador que € alimentado por
um grande reservatorio, como pode ser visto no diagrams do aparato experimental da
Fig. 3.14. O tempo associado para cada gota € medido do mesmo modo que o descrito
na se0do 3.3 para o tempo entre as bolhas, mas para o experimento da torneira gotejante,
o feixe laser estd posicionado ~ 9 cm abaixo do bico.

Nés controlamos a taxa de gotejamento {fpor=<I1/1>) mamendo o nivel do
reservatorio intermediario constante e selecionando a freqiéncia de gotelamento através
da abertura da vilvula acionada por wm metor de passe & controlada por um
microcomputador. Para oma dada taxa de gotejamento, nds construinios 03 mapas de

primeiro retormo.

Reservatorio
Forte

Controlador
denivel

Vibnle agulhe
Faludiade

Laner e Tomputador
Beterembrin =
coldar

Figura 3.14 Diagrama do experimento da torngira gotejante
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4, Resnitados ¢ Andlise

A formacio das bolhas é freqUentemente naginada como o experimento da
torneira goteiante invertido. Esta anaslogia ¢ fracs e para podermos verifica-la,
estudaremos inicialmente a formagfo de gotas e depois estudaremos a formagio das
boibas.

4.1. A torneira gofejante

As equagGes diferencials de primeira ordem, para a torneira gotejante, propostas
no modelo de Shaw [Shaw, 1984), com as modificagdes de 1’Innocenzo e Renna
[D’Innocenzo ¢ Renna, 1996] sdo:

%f: ¥

MY/ = Mg — b — by, @n
B/ -
/dg“Qy

onde x € 8 coordenada do centro de massa da gota, © € o fluxo de agua. A tensio
superficial ¢ o atrito entre a 4gua ¢ a torneira s¥o dados pela constante de mola k e por &,
respectivamente. Uma gota AM, se desprende do bico com velocidade v, com ¢ fator
de redugio o quando o centro de magsa aleanga o limiar x

AM =M v_. ‘ {4.2)

Tempo (s)

¥ T ¥ * 1 ¥ Y
4.8 .9 1.9 1.1

6.6 6.8 a7 .

Vazao {mlfs
Figura 4.1 Série temporal obtids com o modelo da tomeira goteianie variando-se 3 vaziio . k=475
dinafom, g=980 ooy, b1 gis %0, 14 em, o019 &/m,
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Na Fig. 4.1 mostramos uma série temporsal obtida a partir do modelo dag

equagdes (4.1}, com o8 parimetros £=475 dina/em, g=980 cm/s, =10 gfs, x=0,14 cm e

=019 s/m. Na integragio do modelo foi utilizade em integrador Runge-Kutta de

i (a)

Ty, (M8}

Figura 4.2 Airniores cadticos recoosiruidos fixando-2¢ a
vazio em Irés valores diztimos de vardo . A dimensiio de
Kaplan-Yorke Dyy foi cutonloda pora cada um destes
afraiorey

{a} Dry= L2(1); (b) Dy 1,39(1]; {0) Dyys1,73{2},

guarta ordem, com passo de
integragdo de 10° & condigBes
iniciais x{0)=0.0 cm ¢ »(0)=0.1
cm/s, Nesta série temos uma
segiiéncia de duplicagBes de
periodo para 0,5<0<0.87 mifs,
caos & janelas periddicas para O
acima de 087 mlfs, ¢ um
alargamento abrupta do atrator
pedximo de Q=1,02 mifs.

Na Fig. 4.2 vemos Ués
atratores  para s diferentes
valores de vazfio Q do models.
Para cada um dsstes atratores
foi caleulado os expoentes de
Lyapunov e sua respectiva
dimensdo de Lyapunov, que os
caracterizaram  ¢omo  ¢cadticos
devido a  existéncia  de
expoentes de Lyapunov
positivos. MNa Fig. 4.2(a) temos
um atrator formado por quatro
bandas cadticas, com vazio Q=
0,885 mife. Para uma wvazio
maior de 0,95 mlfs, Fig. 4.2(b),
temos um atrator cadtico com
duas bandas cadticas. Na Fig.
4.2(c) um atrator cadtico mis
“largo” apds & crise, para
=1,05 ml/s.
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Figura 4.3 (») dados experimeniais para uma freqi€ncia de gotejamento de 1,46 gotas/s. (b} atrator
vitido som o modelo cont de oscilador com relaxag3o com wma freqiiéncia de 3,15 gotasss.

(a) <T>=114,6 ms (b) <T>=113,6 ms

ned

120+

ned

1240+

i

-

Figura 4.4 {a} atrator experimenial com urm freqidgacia média de 8,726 gotas /s, (b) atrator obtide a partir
da simulagio com ums freqiidncia média de 8,80 gotasfs.
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Fizemos duas comparacles entre os dados experimentals ¢ o modelo. {Tufaile ot
al, 1999, Apdndice 1]. Na Fig. 4.3(a) estd mostrado o mapa de primeiro retomno
experimental mantendo-se constante ¢ nivel do reservatdrio intgrmedidrio, com uma
freqiiéncia de gotejamento de 1,46 gotas/s, com o bico de vidro, Uma estimativa para os
valores experimentais é dada por: &=365 dina/cm, x.~0,6 cm, e ¢ no intervale 0,120,185
g/s. As simulacBes do atrator usando estes valores para o8 parfmetros nlo convergiram
para varios valores de @ e b. Desta forma outro conjunto de valores foi procurado para a
reprodugic do atrator experimental. Os valores escolhidos foram & = 475 dinafem, x, ==
13 em, Q=015 gfs, = 0,2 slem, e b = 10 s, como estd mostrado na Fig. 4.3(b}, com
wma fregiiéneia de gotejamento de 3,15 gotag/s,

Na Fig. 44{a) estd mostrado um atrator reconstruido em um mapa
tridimensional: Thes v8. Thar v8. To, com a {regii@ncia de gotelamento de 8,726 gotas/s.
O perfil do atrator fol simulado com os parfmetros com 0% Seguintes pardmetros:
O=0,141 gfs, x. = 0,251 em, @=0,51 sfom, b=0,943 57!, e k=120 dina/cm, como estd
mostrado na Fig. 4.4(b}. A freqiiéncia média de goteiamento & ds 8,80 gotas/s, préxima
do valor experimental, Us dois atratores da Fig. 4.4 apresentam expoentes de Lyapunov
positivos e dimensBes de Kaplan-Yorke 1,020, (atrator experimental) ¢ 1,1+0,1
{modelo).

Qutros atratores abtidos a partir de mapas criados baseados neste maodelo podem
ser encontrados na literatura [Renna, 1999], assim como comparagbes enire atratores
experimentais ¢ simulados na mesma regifio de vazdes das Figs. 4.3 ¢ 4.4 [D’Innocenzo
e Renna, 1997]. Em todas estas referéncias ¢ modelo apresenta problemas quande os
valores escothidos para os parfinetros sfio os mesmos do experimento, que normalmente
causamn divergéneia das solugBes durante a integragdo. Uma possivel cansa destes
probiemas € fato de que 4 gota niio se rompe exatamente sempre na mesma posicio, mas
em alturas diferentes com relagfio ao bico. Concluimos que este modelo apresenta
caracteristicas qualitativas interessantes, mas gque nic pode wser utilizado para
comparagSes quantitativas com 2 experi€ncia. ModificagBes neste modelo estio sendo
feitag por Fuchikami [Fuchikami er al., 1999], que compara este modelo com outro
modelo mais elaborado, que utiliza por principio fisico a minimizagfo da energia com
rehacio ao perfil da gota que cresce junto ao bico. O modelo de Fuchikami wtiliza uma

descricio Lagrangeana para ealeular numericamente 4 evoluglo da formacio da gota,
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4.2. Dindmica das bolhas

Veremos nesta segho os diferentes regimes de borbulhamento causados pelo

aumento da vazdio do ar, ¢ como podemos esclarecer as transigbes destes regimes

através de alguns modelos.

4.2.1. Formacido quase-estafica
Devido & complexidade do processo da formag@io de bolhas, os modelos
existentes s#o adequados apenas em casos particulares [Clift et al., 1978]. Para uma
bolha se formando em condigdes quase-estaticas, o equilibrio de for¢as na bolha € dado
por:
fe=tas 3
onde /5 & a forga da gravidade ¢ f » & a forga devido A tensdio superficial. Para um
orificio do tipo bico circular, a equagio (4.3) tem a forma:
mg = 2R o, {4.4)
onde m € a massa do liguido desiocado pelo volume da bolba, g é aceleraglio da
gravidade, R ¢ o raio do bico soprador ¢ ¢ ¢ a tensfo superficial entre o ar ¢ o liguido.
Tomando wn bico com Ry = 0,4 mm, e criando-se uma botha de ar na dgoa nas
condigiies quase-estaticas, quando a tensdo superficial do sistema € igual 2 0,07 N'me g
¢ igual a 9.8 m/s, teremos uma massa de Hquide deslocado de;
m=18.10"%s . (4.5)

Come temos 2 densidade da dguz igual a 1 glem®, o volume miximo da boltha sera dado

por:
m
== 180n” . (4.6}
£
Se considerarmos uma esfera de volume equivalente, teremos um raio para a bolha, 7,
r, = 1L.omm. @7

Podemos também estimar a presso do ar dentro de uma bolha através da

relagio:

20
Py Py =, {4.8)

%
Se a interface ndo ¢ esférica, mas possui como ratos principais de curvatura r, ¢

s, ent80 a equacio (4.8) terd a forma:
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i 1
Fr—h= 20{;”'5';} (4.9)
& &

As diferencas de pressio das equagdes (4.8) e (4.9} fornece-nos & pressdo laplaciang

devido % tensfo superficial{Clift ez ai, 1978,
Para uma bolha com o rzio de 1,8 mm, como calculado na equaglio (4.7), a

diferenca de presséo entre o ar dentro da bolha e a dgua é
D, ~p,=175Pa. {4.10)

Para una bolha a 5 om da superficie teramos p; = 300 Pa, entdio, de acordo com a
equacgdo (4.10), a pressio dentro da bolha sera de 675 Pa, ou sefa, a presso deniro da
botha é eguivaiente 2 uma coluna de dgva de 67,5 mm.

Esta andlise s& ¢ valida para sistemas em equilibrio, fora do equilibric outros

métodos de anélise s8o empregados e serfio discutidos na proéxima secio.

4.2.2. Formac3o de bolhas com vaziio constante

Podemos obter um modelo para baixas vazdes, fazendo algumas suposicBes
sobre z geometria da bolha [Davidson ¢ Schiiler, 1960}, O modelo segue as seguintes
considerases;

1. A bolha ¢ esférica durante sua formag#o,

2. Nio ha circulacio do liguido ao redor da botha que esta se formando, de tal
modo que o Hguido estd em repouso quando s boltha comeca 1 se formar.
O movimento de uma bolha ndo € afetado pela presenca de uma botha acima

!'..aJ

ela.
4. A bolha esté a todo instante movendo-se na velocidade de Stokes apropriada
para ¢ seu tamanhbo,
5. Quando a bolha atinge o raic méximo R ela se destaca.
Considerande ¢ movimento de uma bolha que se forma em um ponto longe das paredes
de um reservatorio infinito nas condigdes acima, a velocidade do centro da bolha, v, no
tempo £ apds o comego da sua formagio, serd dada pela velocidade de Stokes:
g
Op °

onde v € a viscosidade cinematica do liquido, dada pela razdo enire & viscosidade ¢ a

v= {4.11)

densidade do liguido. Além disso, se O £ o fluxo do gas, entfio o volume da bolha V' é:
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4

3

Deste modo, definindo x como a distincia entre o centro da bolha e o ponto de

V== {4.12)

suprimento do gis, obtemos a equagdo que define o movimento do centro da bolha,
através do seu raio #, como uma fungiio de @ e f, dados pela equagio (4.12).

Substituindo » na equagéio da velocidade de Stokes:

%

v m%&(?@} & €4.13)

Oy | A
¢ integrando a equacfio (4.11) em relacdo a £ nds obtemos o deslocamento do centro da

boiha om fungdo do tempo.
I #

x=281307 u (4.14)

15vi 4n

A bolha ird se destacar quando x = R, o raio méaximo da betha, com o tempoe para a
formagtio completa da bolha T obtido a partir da equacgo (4.14):
?:[‘M}Tﬁﬁf i €4.15)
2g , \3¢
que nos di uma relacfio hiperbdlica entre o tempo 7 da formaglo da bolba & a vaziio (0,
como mostrado no grafico da Fig 4.5. Com isto obtemos que a relagio entre a
fregiiéncia de borbuthamento Fj, = (1/7) e a vaztio volumétrica do ar 0 &
F, e Q™. (4.16)

Este é um modelo razodvel para baixas vazdes, pois explica de modo simples as

principais caracteristicas da variagiio da freqiiéncia do borbulhaments com a vazio do
ar. Entretanto, a8 ¢inco condicSes para formagdo das bolhas no inicio desta secio nfio
sdo rigidamente observadas, isto faz a equaglio {4.16) ter um cardter principalmente
qualitative. O trabalho de Ponter ¢ Surati [Ponter e Surati, 1997] faz um estudo
comparative entre véarios trabalthos que investigam a emissdo de bolhas a partiv de
orificios submersos, e apontam como principal causa da discrepincia entre os diferentes
resultados experimentais, a influéncia da superficie do bico soprador ¢ a falta de
padronizaciic da geometria do equipamento. Mesmo com as discreplneias, ©
comportamento hiperbdlico com as bolhas se formando sequencialmente € observado
guando se aumenta a vazdo [Sullivan er 4, 1964], No nosso trabatho soprando ar
diretamente na sertnga, para vazdes acima de 200 ml/min ocorrem bifurcag@es no tempo

entre bolhas, e isto é 0 tema da proxima se¢do.
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- 4,2.3. Rifurcactes
E;;;g antre ' Dependendo
 principalmente da

geometria  do  bico

soprador, para- vazdes

\ acima de um determinado

- valor Qoore mmna

transicdo de um regime
de borbulhamento

Figura 4.5 Esbogo da dependneia hiperbdlica entre o tempo do igualmente espacado . no
borbulhamento ¢ 2 vazéo de ar. tempo, para um regime

G - vazdo

no qual as bothas se formam com dois tempos distintos e emergem aos pares, formando
um dubleto [Davidson ¢ Schitler, 1960; Marmur e Rubin, 1975; Miyhara ef af., 1983;
Tritton ¢ Egdell, 1993; Mitoni et al,, 1995; Kyriaides ¢f al,, 1997]. Este fato pode ser
atribuido & transferéncia de momento do gés, pois, uma parte do liquido fica agregada &
superficie da botha, formando uma casca esférica liquida, que € chamada de massa
virtual f [Davidson e Schiler, 1960; Miyhara ¢f &/, 1983] reduzindo o empuxe da
bolha para 11/16. Além disso, nds podemos fazer um modelo simplificado para a
formagic das bolhas. Se considerarmos a presenga de uma forga restauradora de
cocficiente & devido a tenstio superficial, usando as consideragbes 1,4 e 5 da segiio 422
e considerande que existe uma forga dissipativa na formagBio da bolha {que é
proporcional a velocidade, bv). Utilizando a segunda lei de Newton chegamos as
equagles diferenciais de primeira ordem:
dx

—— V,

at

g(jjv} = (Mg - ke - &v), (4.17)
a
dt ’
onde x € a posigio do centro da botha, M € 2 masss de liquido deslocada pela bolha
Ad=Vyy. Além destas equagles, uma quarta equaglo define quando a bolha deve se

destacar. No momento que & ¢la atinge ¢ ponto critico X, a bolha se desprende do bico

soprador com a massa;
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AM = v, (4.18)
com M- e v, sendo 2 massa e a velocidade no ponto de rompimento x, respectivamente.

A constante de proporcionalidade de massa € «. O diagrama do modelo pode ser visto
na Fig. 4.6,

At

X

Figura 4.5 O moielo de oseilador de rmases varidvel pars 3 Sormacio de bothas,




)
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Estas equagbes foram inspiradas em eoquagBes do mesmo tipo para o
experimente da tomeira gotejante {Tufaile ef ol 1999, Apéndicel] mosiradas na se¢lio
4.1. Shaw [Shaw, 1984] propis o primeiro nwdelo para a tomeira gotejante inspirado
nas idéias de Rayleigh. O modelo foi atualizade por Sénches-Ortiz ¢ Salas-Brito
[Sanches-Ortiz ¢ Salas-Brito, 199%a; Sanches-Ortiz e  Salas-Brito, 1995b] e
independentemente por D’Innoncenzo € Renna [D’Innoncenzo € Renna, 1896], que,
através da mudanga do mecanismo de rompimente, mostraram uma vasta gama de
comportamento cadtico usando o modelo, ¢ 0 quanto ele pode ser comparado com dados
experimentais. £ importamte salientar que, apesar da enorme simplificagio que se faz
guando se reduz um sistema fluido com muitos graus de liberdade pars um modelo
unidimensional, existemn muitos resultados que podem ser compreendidos usando o
modelo de oscilador de massa varidvel, como bifurcacBes, comportamento cadtico ¢
janelas periddicas. Seguindo esta linha, Kiyono ¢ Fuchikami trabalham na construglio de
modelos de oscilador de massa varidvel, utilizando resultados obtidos a partir de sen
modelo hidrodindmico [Kyono e Fuchikami, 1999].

Ma Fig. 4.7 vemos espagos de fase para 8 formagio de bolhas para diferentes
vazdes, numa seqliéneia que evolui desde o periodo 1 até ¢ comportamento cadtico.
Parz a vazio de 1,0 ml/s obtivemos um ciclo limite, com a velocidade crescendo,
atingindo um valor maximo ¢ depois diminuindo retornando préximo ao valor inicial,
Neste instante ocorre o rompimento € a préxima bolha inicia o ciclo com a mesma
posigdo da bolha anterior, deste modo o sistema retorna abruptamente ao ponto inicial
(x~0,1 em e v~1,4 cm/s). Para a vaziio de 1.8 ml/s o sistema atinge o ponto de
rompimento com duss condigles de rompimento distintas, a primeira com uma
velocidade ascendente & uma segunda com uma velocidade descendente. Para 2,0 miis
temos uma outra duplicagio de periodo, levando a um periodo quatro, e finalmente para
uma vazio de 2,15 m¥/s vemos o espago de fase do comportamento ¢adtico.

A série temporal deste modelo estd na Fig 4.8, e mostra as variagdes da
dindmica com a variagdio da vaz#io, na faixa de vaziio 0,8 < 0 < 2,2 mifs. Para uma
vazéo por volta de 1,55 mi/s ccorre uma duplicacio de periodo. Para 1,97 mi/s uma

descominuidade na série, seguida de novas duplicacies g caos.
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Figura 4.7 Espagos de fase obtidos com o modeio de oscilador de massa vadiavel. Q = 1,0 mls penodo 1,
1,8 mifs dupticagiio de periodo, perfode 4 para 2,0 nil/s e comportamento cadtico para 2,15 mifs, Os
pardmetros do sistena sfo x~0,19 cm, 0=0,25, b=2.5 cmfs, g=980 cn/s, =480 ding/om,

Deste modo podemos ter uma

visdo geral de c¢omo ocorre uma
duplicagio de periodo, do espago de

fases da formacio de bolhas, além da

Tims}

regido da formaglo  quase-estitica,

baseada em um models mecinico

P S S
£; frnl

simplificado. Outro modelo parz 2

formacdo de bolhas pode ser encontrado

Figura 4.8 Séric temporal do modelo de oscilador | 0 yrabalho  de armur e Rubin
de yassa variavel para 0 tubg borbulhador. bal M Y

[Marmur e Rubin, 1975], que do mesmo

modo que Fuchikami [Fuchikami et al., 1998), uitliza o formalismo Lagrangeano.
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4.2.4. Veias liquidas

Verificamos experimentalmente a ocorréncia da agregacio de liquido junto a
bolha, que causa a redugfio do empuxo sobre a bolha. Utilizando um sistema de 1rés
fases {ar, &guz e &leo), observamos 3 formago de veiss liquidas. Uma vela liquida
ocorre quando temos um canal de dgua denmtro do dleo, gue € sustentado pela
emergéncia das bolhas, como pode ser visto no disgrama da Fig. 4.9 Na literatura
existem classificacGes para padrSes de fluxos de duas fases como o padrip de
borbulhamento, padrio de jateamento e padrdo anular {Sharpe, 1994]. O primeiro caso,
borbulhamento, € o caso tratado neste trabalho; o padriio de jateamento [Ruzicka, 1997]
ocorre quando o gas possui velocidades maiores do gue a do borbulhamento ¢ é
espargido dentro do liquido; o terceiro caso, o padriic anular, ocorre para velocidades
ainda maiores do gas, que passa pelo centro do lguido, formando um tubo gasoso, com
goticulas do liguido subindo pelo centro junto com o gés. Devido a propriedades
vigeoeldsticas do dleo, diferenca de cor entre o dleo ¢ a dgua, e a refragiio do sistema
agua-ar, podemos ver a formagio desse padriio anular, 2 veia lguida, num sistema de

trés fases, ar, dgua e Oleo, e deste modo verificar o arrasto da agua junto com as bolhas.

Veia ligilida induzida
por bolhas

Olso

Fgura 4.9 Um sistema de trés fases imisciveis formado por dgua, ar ¢ dleo,
criando uma veia ligquida. A dgua forma uma colunz deniro do dleo, com nm
fluxo ascendente préximo do cenfro ¢ um Huxo descendente na parte externa
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O liquido que envelve a bolha deve ter a mesma velocidade da superficie de

bolha, formando uma casca esférica de liquido. A casca esférica de agua acompanha a

bolha até o ponto em que ela atinge a superficie do sistema liquido, a partir deste ponto,

este volume de agua ¢ afastado lateralmente e inicia & descida parz a base da coluna, Na

Fig. 4,10, podemos ver uma imagem obtida no LFNL de uma veia liguida

ia, onde a e
avermelhads ¢ dles, a coluna contral é
constituida e Sgua com bolhas 1o seu interior,

A existéneia da massa de liguido
sgregada junto & bolha & um fato que
mostra  que, a experidncia do  tubo
borbuthador nio ¢ o experimento da

torneira gotejante invertido,

Se aumentarmos a vazfo de ar,
inicialmente ocorre uma scumulacdo de
4zua sobre o 6leo, que depois se precipita,
na forma de uma bolsa de égua, como
podemos ver na seqifncia de imagens da
Fig. 4.11. Deste modo ¢ fator de magsa
agregada, £, das equagles (4.17) é yma das
principais diferencas entre o3 modelos de
oscitador para bolhas e gotas.

Yiguida.

Filgura 4.11 Anmentando-se a fregiifacia de bolhas, a
fgna se acnogda ne tope da colung (3), o actawle de
#gua se desestabiliza e comega 3 descer agamada 3 vela
), e e {<} temos a “bolsa™ 90 Azua j3 na base da vela
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4.2.5. A estabilidade de dois fluidos sobrepostos
O problema fisico fundamental na formagdo de bolhas em liquidos é a
superposigio de dois flndos de densidades muito diferentes. O estudo de instabilidades
hidrodin@micas aborda tal problema, além de outras instabilidades que também sdo
tratadas de um ponto de vista matematico muito interessante, no livro Hydrodynamic
and Hydromagnetic Stability, de Chandrasekhar [Chandrasekhar, 19817, onde foram
estudadas as solugdes das equagdes hidrodindmicas para dois casos nos quals ocorre a
superposigiio de fuidos:
a) A instabilidade de Ravleigh-Taplor, que trata da instabilidade da interface plama
entre dois flutdos,
by A instabilidade de Kelvin-Helmhoitz, que surge quando camadas diferentes de
fluidos heterogéneos estratificados esto em movimento horizontal relativo.

Os problemas de instabilidade hidrodindmica envolvem o reconhecimento de fluxos
estiveis ¢ instdveis, que sdo obtidos para determinados valores dos parfmetros que
governam o sistema. Como exemplos temos o nimero de Rayileigh, para a convecgdo de
calor num fluido entre duas pacas, uma acima e outra abaixo do fluido; ou o mimero de
Taylor pars o comportamento do fluido entre dois cilindros coaxiais girantes.
Restringindo-se 2 instabilidade de Rayleigh-Taylor, teroos um arranjo com dois fluidos
de densidade uniforme, um com a densidade g sob outro com densidade ps, sendo que
£ é mator que p;, num campo gravitacional g A superficie horizontal que separa os
dois flutdos tem a tens#o superficial o Este sistema possul um mimero de onda critico

k., para as oscilagGes entre os fluidos, dado por:

k=Jyp-pleio. @19

Os sistemas com nimeros de onda no intervalo §<4<k. s3o instaveis, quando A>%,,

temos um estado marginal ou limite, D¢ um modo geral, a tensfo superficial estabiliza
arranjos potencialmente instaveis, Levando em conta que 2 unidade de medida de 4. é
1/m, obtemos um niimero puro, conhecido como nimere de Rayleigh-Taylor, RT, que
determina a estabilidade do sistema de fluidos sobrepostos:

2
Rr =882
&

, (4.20)

onde I € um comprimento caracteristico do sistema. Este nimero estd relacionado
diretamente com o numero de Edtvos (o) [Clift ef al, 1978] para particnias, gotas e
bolhas, dado por:
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Fipura 4,12 Grificos da
transiglio do regime do
borbulbamento, dminuindo-se
avazfodoar, Oaumentoda
viscosidade cousa uma
definigio da duplicagio de
petiodo no experimento do
fubo borbulhador, como pode
ser vists nos grifices
masteados de (1 ad 0, A
duplicagio de perkdo também
£ visivel espatiatmente, como
estd mosteado om (8) que tomos
¢ perioda 1 com s bolhas se
elevando iguabmente
espagadas, ¢ em {h) onde temos
o perivdo 2, vemes a formagiio
dos dubletos de bolhas (33%
Agua + 67% plivering),
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. d2A
&0 - _g_lm&wg? .21
&
onde 4, & o didmetro de uma esfera de volume ¥ equivalente, 4, =(6V/x)'", da
particula, gota, ou bolha, obtido pela média de seus raios principais.

Medimos ¢ nimero Eo juntamente com o nimero de Reynolds, Re, das bolhas
[Clift et af., 1978], (Re = ud p{ 11, onde u é a velovidade da formaglio da bolha, g éa

viscosidade, e o é a densidade do liquide), Quando o sistema passa do regime de
periodo 1 para uma bifurcagic ou alargamento abrupto do tempo entre bolhas,
gbtivemos que o nimero de Edtvis vale aproximadamente 2,61 para nliimeros de
Reynolds entre 200 e 1500. Este resultado foi verificado para todos os bicos utilizados

neste trabatho.
4.2.6. Instabilidade da superficie da bolha

Thilizando algumas concentragBes diferentes de glicerina & o bico de seringa,
verificamos, no experimento do tubo borbulhador, que os tempos entre bolhas ocorrem
em periodo 1 para baixas vazdes (0 a 100 mi/min) ¢ que para faixas maiores de vazao,
os tempos entre bolhas ocorrem dentro de uma faixa de valores para baixas
concentracies de glicerina, ou em dois valores de tempo, caractenzando um periodo 2
para concentragdes maiores que 30 %, como pode ser visto na ¥ig. 4.12. Podemos ver
que com o aumento da viscosidade do liquido, os ramos que ocorrem no periodo 1,
assitn como os ramos do periodo 2 ficam com valores mais estaveis. Segundo Mitton
[Mittoni ef al, 1993] o aumento da viscosidade através da glicerina produz atratores
mais estruturgdos e reprodutiveis, pois ¢ aumento da viscosidade gumenta também 3z
estabilidade do envelope da bolha & atenua a circulagiio do liquide préximo do bico.
Este fato pode ser visto nas imagens da Fig. 4.13, onde temos um conjunto de imagens
antes (a) e depois {b) da duplicagZo para a dgua, e duplicacfo de periodo para a glicerina
{¢, d). Deste modo a viscosidade suprime instabilidades que podem levar 4 variagBes no
tempo de formagio da bolha.

A instabilidade na formagfo devido 3 baixa viscosidade pode ser vista na Fig.
4.14, onde temos uma comparagao entre a agua e a soluglio com 80% de glicerina e 20%

de 4dgua. Na Fig. 4.14(a) temos o mapa de primeiro retorno com 10,000 pontos, para o
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bico de seringa, com uma altura de coluna de 3 ¢m ¢ uma vaziio de ar mantida constante
em 50 m¥min.

Este regime de borbulhamento corresponde 2 um periodo 1 para a dgoa com os
pontos se espalhando num intervalo entre 75 a 92,5 ms e na Fig. 4.14(A), vemos o
histograma correspondente & freqiiéncia de visitpedo dos tempos entre bothas, com um
valor médio de 87 ms. Para o liguido com 80% de glicerina ¢ 20% de dgua, temos o
atrator da Fig. 4.14(b}, com a5 demais condigles semelhantes ao caso anterior, também
com 10.000 tempos entre bolhas e na Fig, 4.14(B) temos o histograma para este atrator.
Os pontos neste atrator estio entre 82,7 ¢ 83,3 ms, muito mas concentrados do que o

caso anterior.

Fig. 4.13 Imagens pam 3 duplicagdo de perfodo para a dguz, (a) periodo 1 ¢ (b} alargamento de
perivdo, & no quide viscoso 20% dgua + 80% glicerina com periodo I em (¢} ¢ periodo 2 em
(). Nestas irmagens podernos notar que a superficie das bolhas emergentes sfio mals estbvels
para o liguido mads viscoso do que para a dgua.
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4.2.7. Freqiiéncia de borbulhamento

A freqiiéncia das bolhas dada pela equagiio 4.16 tem uma validade limitada
pelag condicBes geoméiricas e dindmicas j& citadas anteriormente. Fazendo outras
medidas com diferentes alturas de coluna, observamos uma variagio na freqiiéncia de
borbulhamento. Basicamente ¢ aumento da altura da coluna liquida causa a diminuigao
da freqiéneia de borbulhamento para a mesma vazio. Na Fig. 4.15 € apresentads 2
fregiiéncia de borbulbamento em funcio do logaritmo da vazdo, com o sistema
predominantemente emitindo bolhas em periodo 1, onde se utilizou 2 solugio 80% de
glicerina & 20% agua, o bico de seringa e rés alturas da coluna liquida: Scm, 12 cme 26
em, Fazendo um ajuste linear para calcular os expoentes da freqiéneia de
borbulhamento em funglio da vaziio, observamos um aumento no valor do expoente com
o aumento da altura da colung, ¢ stmultaneamente a diminuigio do coeficiente hnear do
ajuste. Deste modo a fregliéncia em bolhas diminui com o aumento da altura da coluna,
mas temas um aumento na sua inclinagdo com a vazio volumétrica. Q mesmo efeito
ocorre com um liquido menos viscoso (66% glicerina e 34% &gua) mostrado na Fig,
4.16, Podemos ter uma variagio ainda maior, quando usamos ¢ bico Al, isto é
diminuimos o onfizio do bico borbulbador, como esté mostrado ng Fig 4,17, com a
solugio 80% glicerina & 20% dgua, com altura de coluna de 3 om acima do bico.

Existem alguns fatores que podem caussr estes efeitos. Ruzicka que estudou
experimentalmente a transigio intermitente entre os regimes de borbuthamento ¢ de
jateamento em um sistema égua ¢ nitrogénio, mediu a velocidade da circulagio do
liguido com um anemdmetro Damtec e observou que z circulagio do lHguido aumenta
com a altura da coluna [Ruzicka et al,, 1997]. Para a construgiio do modele da equagio
{4.16}, a segunda condigio é que nZo haja circulago do liquide préximo do bico e deste
modo o aumento da coluna poderia afastar o sistema das condicdes de validade da lei de
freqiiéncia de borbuthamento.

Qutros autores [Davidson et al. 1960; Marmur e Rubin, 1976; Clift et al,
1978] afirmam que a diminuigio do difmetro do bico afeta a frequéncia de
borbuthamento, causando o emparelhamento das bolhas {duplicagio de periodo) devido

a0 sumento do mmero de capacitdncia N, dado por:

4Vc()0? wpg)

N, = - .
i P

(4.22)
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Figura 4.15 Freqiiéncia de borbuthamento em fungdo da vazdo ¢ altura da coluna Hauida
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Figurea 4.16 O mesmo que a figura snferior, porém com um Hgwdo menos viscoss
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Figura 4.17 O mesmo liquido que foi utilizado para os dadoes da Fig. 4.16, mas agom com o
bico Al ¢ nma altura de coluna acima do Bico de 3 ¢,
onde V; é o volume da cimara que contém o ar entre a vélvula de controle de vazio e o
bico, pr e o, 580 as densidades do liquido ¢ do gas (ar) respectivamente, d, € o didmetro
do onificio {bico) e P a pressdo absoluta na bolha.
Segundo Marmwr ¢ Rubin, orifivios grandes (dy~1 mm) implicam em
baixa resisténcia ao fluxo do gés entre a cimara 2 g bolha ¢ devido a isto, a bolha e a
cimars funcionam como um sistema unitdrio para ¢ ar. Ji com orificios menores, o
nomere de capacitincia aumenia ¢ a velocidade do ar no bico aumenta, causando
pequenas variagbes de pressfio na clmara, que causam diferentes tempos de formagio
para as bolhas.
Além destes fatores, a temperatura € um parimetro fundamental a ser

monitorado. Todas as medidas anteriores foram realizadas a 24° C.
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4.2.8. Duplicacies de periodo

Com uma solucdo de quatro partes de glicerina e uma parte de dgus, e usando a
seringa plastica gomo bico, obtivemos a série temporal da Fig. 4.18, gue mostra a
classica segidéneia de duplicagio de periodo para o sistema do tubo borbuthador. Nesta
figura temos ume diminuigao gradual da vazio de ar através do bico, com uma evolugio
desde z regifio caética (), passando por comportamento de borbulhamento de periodo 2
na parte {b), que passa a um perivdo 4 na regido (¢}, que passa para um NOVo
comportamento de periode 2, regifo (d), seguido por uma regifio de formagfo de bolhas
em periodol na regifio (e). Na Fig. 4.19(¢), apresentamos uma imagem das bolhas se
formando periodicamente uma a uma, e na Fig. 4.19(d) é mostrado o comportamento de
periodo 2, sem o efeito de coalegcéncia entre as bolhas. Na Fig. 4.19(c) temos a imagem
para o perindo 4, enguanio que na Fig. 4.19(b} temos um periodo 2 devido a
coalescéneia de pares de bolhas, que anteriormente formavam o periodo 4. Finalmente,

na Fig. 4.19(a), temos a imagem das bolhas em regime cadtico.
4,2.9. Salto e coalescéncia

Obtivemos uma série temporal diferente com o mesmo aparato anterior, mas
milizando o bico A3, um capilar metdlico longo, deixando a pressfio do reservatério
diminuir naturaimente através do borbuthamento. Esta série temporal € mostrada na Fig.
4.20. O sistema esta evoluindo em um movimento de periodo 2, regifio (a) na Fig. 4.20,
onde a diference entre os dots ramos do atrator € de 5,5 ms, A medida que a vazio do ar
diminyi, ocorre um encolbimento abrupto do atrator para outro pericdo 2, onde a
diferenca entre os ramos passa ¢ ser 1 ms, mostrando um salto na dinfmica da formacdo
de bolhas, na regifio (b} da Fig, 4.20. Depois disto, o sistema evolui para um periodo 1,
mostrado na regido {¢). Na Fig. 4.21 estiio ilustrados cadz perfil de borbulthamento nas
trés regides. Na Fig, 4.21(a) temos duas imagens que mostram a formacdo de uma
grande bolha em dois estiagios. No primeiro estagio a bolha se forma com o tempo do
ramo superior do pericdo 2 da série temporal da Fig. 4.20 (~25 ms). Logo que esta
bolha se destaca, uma segunds bolha € criada, durante a sua formaglo esta segunda
bolha toca a bolha anterior e o fluxo de ar ascendente soprado dentro da bolha em

formagdo vence a tenslio superficial, fazendo # coalescéncia do par gue & alimentado
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Figura 4.18 Série temporal a partir do comportamento cadtico #¢ o periode 1, Taéotempoenmebollmsenéa
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Figura 4.3% Pesfil das bolhas emitidas em cada um dos regimes mostrados na série da Fig, 5,15, Em (a) vemos 0
comportamento cadtico, (b} pericdo 2 com coalescéneia, (¢) perdodo 4, (d) periodo 2 ¢ emr (¢} periodo ().

pelo bico soprador e se torna uma tnica grande bolha, Com a diminvic8o da vazio de

ar, o toque entre as bolhas deixa de ocorrer, e o atrator diminui abruptamente,
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Figurs 4.20 Série temporal mostrando um salto na dindmica da formagdo das bothas, o periodo 2 se
contrai abruptamente em wen periodo 2, dindnuindo o periodo do borbulhamento,

Figura 4.21 Imagens das bothas: {a} anies do salto, onde podemos ver a5 bolthes se tocando
coalescendo, (b) o periodo 2 apds o salto, onde as bolhas sfic emitidas acs pares sem coalescngiz € (K o
periedo 1.
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Uma mudanca abrupta de comportamento nos sistemas fisicos pode ser
explicada através de mapas com descontinuidades, como foi proposto por de Sousa
Vieira et o, [Souze Vieira ef al, 1987]. Para estudar assimetrias ¢ descontinuidades eles

utilizaram o mapa:
1-& —a x| sex, >0,
Yo =fx )=l (g 48, )ex, =0, {4.23)
1-g, —a,lx,|” sex, <0,
onde 5, & £; sio os coeficientes de descontinuidade, z; ¢ 7 880 03 expoentes de

assimetria, &; e ap s80 os parimetros de controle do mapa x.

e 2t 1R T E
(LAl J Ll |
LR RAE 2]
TR ror el a4 EAL
52 o fv Y
g "
(a) )
83 a5
A% 7 T T Y a0 v ' T T
Ak £ oe 23 W A4 L4 o0 o5 10
X X
!3‘-\'//‘7_‘: “T
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){: 23 ><¢¢$«
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ag ﬂ:.’x BA
a a

Figura 4.22 Dois excmplos de mapas assimétricos, (a) O mapa descontineo das equaghes £.22 e o5
valores de cada pardmetro, em (A) temos » seu diagrama de bifurcagdes. Em (b), os parimetros do
mapa continuo & em (B) o respectivo dingrama de bifurcagles.
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Quiro caso onde ocorre descontinuidades € através do modelo de mapas
combinados em série [Tufzile, 1996, Tufaile e &, 1999], no qual os sistemas interagem
alternadamente. Este modelo pode ser exemplificado com os mapas unidimensionais:

X1 = JAG V), (4.24)
Ynsr = 88 % )s
cuja combinacio € a unifio dos resultados dos dois mapas:
S, =fug. {4.25)
Se considerarmos ¢ maps logistico com o pardmetro de controle py, -
Zyai = P pll—2,), com

e -7 o + 014 (-1"1p, (4.262)
Byy ™ 3 .

A recorréncia z, pode ser rescrita em dois subsistemas independentes, associados com 2
paridade de »

Xuz =16p, 0y x (I-x ) 1-4p,x (1-x,3]. (4.265)

Yz =160, 2, ¥, 1=y M1 -4p,y, (1= y,)]. (4.26¢)

Além disso os pardmetros g, ¢ p, podem ser simultaneamente fungdes de um

pardmetre & que acopla o sistema, Devido & propriedade da formagdo de belbas de

diminuigio do tempo em fungio do parimetro de controle, pode-se utilizar uma fungéo
convexa do tipo:

It =2 — 4, “.27)

& fazer a combinagio em série deste mapa, com o par@metro de controle assumindo dois

valoresparaa > 0%

g, =4,
@, =a-+01 (4.28)
}f ¥
O diagrama de bifurcagfio desta combinagio estd mostrado na Fig. 4,23,
004 Firura 4.23
a A descontinuidade

quadriticos.

-
8 o5 a ; h
b ] . emi série de dois mapas
08 18
a

obtids pelz combinacio



http:exemplifica.do

4. Reswitados g Andlise &7

Interpretando o sslto sob o ponto de vista dos mapas combinados em série,
podemos eonsiderar que antes do salto, logo apds a duplicagiio de periode as duas
bolthas sdo formadas através da mesma fungfo de formagdo. Quando ocorve o toque, a
primeira bolha do par possui uma fingio de formagio distinta da segunda bolha, pois, a
segunda bolha coalesce durante sua formagiio com a primeira, ¢ o bico soprador passa a
encher o conjunto cont guase o dobro do volume uma boiba.

| Qutro tipo de combinagdo de mapas ¢ a combinaglo paralela de dois mapas f{x.)

e g{y,) gue resuliar no mapa combinado S

xmz:‘tzwpx{g): Y m.yi“py(":):

(4.29)
Sy =X+ Vs
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Figura 4.24 A combinagdo paraiela 5, de dols magas,

onde p{E)} € py(£) sio pardmetros de controle em funglio de um parfmetro comum £,
com cada mapa sendo iterado separadamente, Na Fig. 4.24 temos dois mapas
bifurcando inversamente para diferentes valores do parimetro de controle p, enguanto

qué 8 sua combinagfio paralela possui uma bifurcacio fip do mapa da veriavel x, no
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n

ponto Pl e qgue equivale 2 uma alteracdio no periodo dois do mapa 8, no ponto P2
devido a segunda bifurcagio flip do mapa ¥s.

A série da Fig. 4.25(n) foi obtida utilizando-se o bice A, o mals curto dos bicos
da série A Nesta figura podemos ver que o salto foi minimizado. Na Fig. 4.25(b)

apresentamos a simulagfio correspondente, na qual utilizamos dois mapas combinados
em série,

OB {b)

14—

A8 T g ; ' T ; T ¥ 1 T
48 L0 1.1 1.2 1.3 14

¥igera 4.25 Em (a) pedemes ver uma série temporal obtida com a diminuigSo ds vaziio com o bice Al ¢
uma solugdo viscosa 80% glicerina e 20% 4gua. Em (b) a combinagio paralela de dois mapas. A bifurcagfio
flip ¢ue ocorTe Mo mMAapa ¥, quankdo levada i combinacio paraicla Sy, cansa a diminuicie do perisdo 2.




4. Resuftados e Anddise &9

4.2.10. Antibolhas

Uma casca aproximadamente esférica de ar dentro de um liguido forma o que foi
chamado por 1. E. Connett de antibolha, segundo €. L. Stong [Stong, 1974], Na Fig.

4.26 esté esquematizada uma antibolha.

g‘rgtfz&wﬁmm‘bswaémmdem Heuido envolvida por uma fina camada de ar dentro do
quido,

Como o seu interior ¢ preenchido pelo o mesmo liquido da parte externa, as
antibolbas s@o ligetramente mais leves que o fluido & sua volta, mas s80 mais pesadas
gue as bolhas. Deste modo correntes proximas & antibolha podem desloca-la facilmente,
superando ¢ seu empuxo. Quando a3 casca esférica se desestabiliza, a antibolha colapsa
e uma pequens bolha de ar esférice, que emerge no liguide. O tempo de existéneia de
uma antibolha antes de sua desetabilizacSo em uma pequena bolha de ar pode chegar a
ordem de minutos.

No experimento do tubo borbulhador, ocorre também a formagio de antibolhas,
para determinados regimes da formag3o de bolhas. As antibolhas seguem as correntes
do liquido dentro do tube, em movimentos ascendente ¢ descendente. Na Fig, 4.27
podemas ver antibolhas ao redor de bothas sendo sopradas no bico borbulhador. Para o
liquido atilizado (2 partes de glicering para 1 de 4dgua), 3 ocorrénois de antibolhas
acontece g partir do estagic onde aparece a coalescéneia do par de bolhas, chamado de
periodo 2 antes do salto, da Fig 4.21(a), A formacdo das antibolhas € precedida pels
fermagdo de goticulas. A formagiio de goticulas estd esquernatizada na Fig. 4.28, onde
vemos em (a}, que parte do liquido em movimento ascendente forma postertormente um

capilar em (b), e uma goticula se desprende. Nas imagens da Fig. 4.28, podemos ver
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algumas imagens que mostram a formagio de goticulas dentro da bolha, assim como
invaginagdes que podem levar a crtaglio de antibolhas.

Assim como as bolhas, as antibolhas desviam o feixe laser e podem ser
detectadas. Verificamos isto colocando o sistema no regime de formagZo de antibolhas,
que corresponde a um periodo 4 para as bolhas, mostrado no mapa de retormo da Fig,
4.29(a). O seu espectro de poténcias esta pa Fig. 4.29(b). As antibolhas se deslocavam
dentro do tbo borbulhador seguindo as correntes intemnas do fluide, com
deslocamentos preferencialmente descendente proximo a parede do tubo e ascendente e
acelerado préximo do bico soprador. A quantidade de antibolhas dentro do tubo era
aproximadamente 30 ¢ o feixe laser foi colocado num ponto em que as bolhas ndo
passavam por ele, num ponto 2 om acima do bico e 2 om deslocado do eixe do tubo,
como o ponto Pl da Fig. 4.27. Nesta regifio apenas as antibolhas passavam pelo feixe
laser e nds obtivemos os dados mostrados no mapa de retorno da Fig. 4.29(¢). Nestes
dados sdo apresentados 500 pontos correspondende a 50 minutos de aquisicio, com

intervalos de tempo entre 17 milissegundos até 85 segundos.

Figura 4.27 Imagem
das antibothas ao
redor das bothag gque
g formam no bico
soprador. Fazendo o
perpendicalarmente
4o plano da imagem
no panie P1, foi
possivel detectar
algumas antibolhas
st deslocando
aleatoriamente
dentro do tubo
borbuthador
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Figura 4.28 Fommagio de goticulas esquernatizada em (), (0 ¢ (¢). {d) Nas imagens
podemos ver padrfies semethantes nas bolhas,
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Figura 4.29 (@) Mapz de prinelro retomno do periode 4, e em (b} 0 sou cepoctre de
potdneias, O mapa de reitrso em ) foi obiids com & sistoma nas mesmas condicBes ds
formagio das antbolhas, mas pesicionands o feixe laser ¢ o fotodicdy de modo a detectar
as antibolhas gue passavam pelo ponto P1 da Fig, 4.27.
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4.3, A onda sonora ¢ as bolhas

Os efeitos de uma pernrbag@o externa, a onda sonora, na formagio das bolhas,
sio apresentados e analisados neste capitulo. O problema das bolhas perturbadas por
ondas sonoras apresenta desafios muito interessantes do ponto de vista matematico, com
relagdo a proposigio das equagdes que controlam o sisterna e suas condigdes de
comtorno, pois, além de um sistema de duas fases, com uma das fases compressivel,
temos a a¢ie de uma onds sonora, Do ponto de wvista experimental, o tubo borbuthador
possui uma geometria que facilita a utilizagio da onda sonora, devido & propriedade de
confinamento de ondas sonotas em tubos.

Existem trabalhos que envolvem a ago de ondas sonoras em bolhas ou gotas ja
formadas [Marston, 1980], ou quando bothas ou cavidades séo criadas dentro de um
Hquido devido a2 uma onda sonora de alta intensidadefLauterborn, 1986, Prosperetti,
1986], a chamada cavitagdo acustica. Ha ainda um caso, conhecido como cavitagdo
transiente, no qual 2 temperatura no interior da bolha atinge milhares de graus e a
presséo chega 2 milhares de atmosferas. Nestas condigSes ocorre o fendmeno conhecido
como sonoluminescéncia, que € a emissio de luz por bolhas em um lquido excitado por
omlas sonoras [Putterman, 1995; Moran ef af,, 2000]. As freqiiéncias das ondas sonoras
envolvidas com cavitacio sio da ordem de centenas de kHz, Nestes trabathos também
se estuda como o campo sonoro emitido pelas bolhas, devido aos efeitos da cavitagio,
afeta as propriag bolhas. Neste capitulo veremos condigles mais clissicas de interacio
entre bolhas ¢ ondas sonoras do gue as que ocorrem na soncluminescéncia. Aqui, peste
capitulo, a bolha ¢ afetada pela onda sonora durante a sua formagio no bico soprador,
com fregiiéncias da onda sonora vanando no irtervalo entre dezenas e centenas de hertz.
O temanho das bolhas estudadas é da ordem de centimetros, o que permitin registrar
suas imagens stravés de uma cidmara VHS comum. Veremos também como o sistema
onda sonora -~ bolhas nos levou ao estude do mapa do circulo bidimensional, onde

temos ur oseilador sofrendo impulsos periddicos de umg forga externa.
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4.3.1. A formaciio de belhas perturbadas pelas ondas sonoras

Nesta segio veremos os resultados que mostram a mudanga do tempo entre as
bolhas para uma onda sonora de frequiéncia fixa ¢ valores de amplitude crescentes
{Tufaile & Sartorelli, 2000a, Apéndice 2].

Mantendo fixa a vazio do ar através da valvuia controladora ¢ utilizando 2
solucio de 66% de glicerina ¢ 34% de agua, nés mudamos 2 dindmica da formagio de
bolhas aplicando ondas sonoras sintonizadas na freqiténcia fundamental da coluns de ar
acima do liquido {138 Hz).

Na Fig. 4.30 mostramos os mapas de primeiro retomo em fungiio da amplitude
da onda sonora, em regime de vazio constante. Estdo em destaque no canto superior
esquerdo de cada gréfico a amplitude do sinal senoidal e a freqliéncia média das bolhas,
( sistema € colocado inicialmente borbulhando em pedodo 1, com uma freqiéneia em
bothas 7 de 11,282 bolhas/s, como estd mostrado na Fig. 4.30(a). Aplicando a onda
sonora, 0 ponto fixe perde suz estabilidade & um ¢iclo limite aparece, como pode ser
visto na Fig, 4.30(b) & 4.30(c), com um pequeno aumento da taxa de borbulhamento
médio.

Na Fig. 4.30(c), o ciclo limite perde sua estabilidade & um ponto fixe, proximo
de {(37ms, 87ms), & visitado intermitentemente. Este ponto fixo foi determinado através
de um histograma do grifico de 7),. As transformadas ds Fourier dos dados relacionados
as Figs. 4.30{d-g} mostram um periodo 2 ruidosc. Mostramos na Fig. 4.31, o espectro
de Fourier dos dadoes do atrator da Fig. 4.30(f). Neste espectro, vemos um grande pico
em 0,5, o que corresponde ao periodo 2,

Isto mostra que estd ocorrendo uma bifircagdo flip em fungio da
amplitude da onda sonora. Em vma bifurcagio fip, existe um ponto fixo instavel entre
o5 dois pontos fixos estavels. Nossos dados mostram que a vizinhanga do ponto médic
entre 0s dois pontos fixos ¢ visitada devido ao ruido, e consequentemente, nossos dados
880 adequados para se aplivar a téenica de transformagiio de ponto fixo desenvolvida
por So et al. {80 ef al., 1996] para se encontrar orbitas periddicas instavels em séries de

EVERIOK,
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Figara 4.30 Mapas de retorne & sxperimento de tubo borbulhador, Em cada gedfico temos, no
canio superior esquerde, o valor da tensdo aplicada no alto-falante £ o valor da fregiléncia de
borbulbamento média, O lighido utilizade ¢ uma solugdo de 66% glicering ¢ 34% 4dgua, ¢ a3
bolhas foram sopradas disetamente na seringa plistica,




4. Resultados € Andlise i3

06 o4 02 03
(bolha)”

Figara 4.31 Especivo de Fourier dos dados da Fig, 43000 indicando 2 existéacia de um periodo 2
ruidose.

Um exemplo dos nossos resultados estd mostrade na Fig. 4.32(a), onde esta
representado o histograma para o céleulo do ponto fixo usando os dados mostrados ng
Fig. 4.30{h). Para uma melhor visuslizagiio da posiclio da orbita peniddica mnstdvel, um
grifico de intensidade para os mesmos dados € mostrado na Fig 4.32(b). O maior pico
define um pericdo 1 instavel em (86,99 mg, 86,9% ms), proximo de ponio fixo estivel
mostrado na Fig.4.30(c).

Aumentando ainda mais a amplitude, nds observamos o aparesimento da regifio
cadtica, comm as caracteristicas da dindmica de estiramento e dobrs, como esth mostrado
nas Figs. 4.30(h-1), e com pequena mudanga na fregiidncia média de borbulhamento. Os
atratores na regio cadtica foram caracterizados pelo expoente de Lyapunov dominante

[Bllner et al,, 1992), e estes expoentes podem ser vistos na Fig, 4.33.
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Figura 4.32 Higtoprama para 2 determingedo di 6rbits poviddica instdvel () € grifico de contomo pars
os mesmos dades ), localizands & ponto Axo ingtdvel am pouco abaixo de 87 ms.
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Figura 4.33 Expoentes de Lyapunov dog atratores mostrados em 43003 2 {) em funglio da tensio

gplicada no alio-fatante,
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Continuando a aumentar a amplitude da onda sonora, com incrementds maiores
do que antes, s obtivemos os atratores mostrados na Fig. 434, Na Fig, 4.34(m) a taxa
de borbulhamento média é de 20,5 bolhas/s para uma onda sonora gerada com uma
tensdio de 3.14 V no alto-falante, A posigio ~ (7,25 ms; 7,25 ms) € visitada com um
comportamento intermitente. O tempo de visitagio aumenta quando a amplitude do som
sumenta, até que o ponto ~ (7,25ms; 7,25ms) torna-se um ponto {ixo estivel, como
mostrado na Fig. 4.34{n). Nesta situacio, a freqiéncia meédia de borbulhamento &
Fy=137.9719 bolhas/s tem o mesmo valor da freqiiéneia da onda sonora. Na Fig. 4.33
podemos ver a diferenga entre as imagens das bolhas para ¢ primeiro ponto fixe dos

dados mostrados na Fig. 4.34{a), ¢ o ponto fixo na ressondncia do atrator da Fig

4.34{n}.
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Figura 4.34 {m) O ponto ~ {7,258 ms; 7,25 ms) ¢ vigitado em um comportamenio intenwdtente com os
outres pomids espathados pelo espaco de fases. B {1 a formachio das bolhas sincroniza-se com a
freqiéncia fundamental do mbx, ¢ temos apenas o ponto~ (7.25 ms; 7,23 ms).
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Figura 4.35 Imagem da
sincronizacdo das  bolhas
com a onds wora no tubo
borbuthador, BEm {2} femos
& imagem para ¢ pento fixo
mostrade na Fig 4.30@)
com  F1L282  bolhasss,
(by O alime ponto fixe
mostrado na Fig 4.34(n),
quando a5 holthag  estio
sincronizadag  com a
fregiiéncia da onds sonom
{138 Hz). Nos dois casos
temos 3 mesma vazdo de an
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4.3.2. Atratores do tipo Hénon

Os resultados da seciio 4.3.1 nos mostraram uma grande evoluciio da dindmica
da formagfio das bolhas com ¢ aumento da tensio aplicada no alto-falante, A regiio da
dirdmica gue apresenta a bifurcagdo fiip, seguida por atratores cadticos, é semelhante
a0s sisternas dinfmicos que apresentam propriedades de estivamento e dobra, como o
mapa de Hénon diseutido na segio 2.7. Por este motivo veremos 2 comparagdo entre
atratores experimentais nessa regifio e 0 mapa de Hénon na tentativa de compreender a
dindmica da formagio das bethas para uma regido do pardmetro de controle.

De modo a reduzir o ruido nos dados utiizamos uma soluglio mais viscoss, 80 %
glicerina & 20 % 4gua, e utilizamos o bico A2, Para termos uma variagio mais fina do
pardmeiro de controle, alteramos o fator de amplificagfo do gerador de funges, cujo
sinal alimenta o aito-dalante. A vazfio de ar e 2 fregiéneia da onda sonora foram
mantidas constantes, em ~36,6 bolhas/s e 150 Hz, respectivamente. Nés alteramos a

dindmica da formagio das bolhas, aumentando a tenso no aito-falante como mostrado
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pelo diagrama de bifurcagdo na Fig. 4.36, num regime de vazdo constante. Nesta figura
vemos uma duplicagdo de periode ocorrendo ao redor de 2,6 'V, com as bothas sendo
emitidas acs pares até aproximadamente 3,0 V, quando um pericdo 4 ruidose aparece.
Apés isto, duas bandas cadticas aparecem. Para ~3,5 V as duas bandas cadticas se

encontram e se sobrepSem, com ¢ aparecimento de um atrator cadtico maior.
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Figura 4.356 Duplicacio de perlodo e funglo d2 amphitede da ondds sonors. A freqiténcia da onda
sonora é 150 Hz ¢ g freqiiéneia de borbulhamento inicial £ por velta de 37 bolhas/s,

Para realizar a caracterizagdo métrica ¢ topoldgica da dindmica da formagio de
bolhas sob a aclio da onda sonora, nds coletamos seis séries de eventos, fixando a tensio
em seis valores distintos, cujos mapas de retomno (7h+ vs. 75) séio mostrados na Fig.
4.37.

Figura 4.37 Uma
seciincia de atratores
eonstidos
mostrando uma rela
para o Caos através de
duplicactes de
perivdy. O valor em
volts corresponde 3
tensiio manticia
constante no alto-
falante durante a
obteacso do ateor.
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4.3.2.A. Caracterizagio métrica

(s atratores cadticos reconstruidos, Figs. 4.37(d) até 4.37(D), foram caracterizados
através dos expoentes de Lyapunov, pela dimensio de Kaplan-Yorke, além da dimensfio de
Informacio, obtidos pelo pacote de programas TISEAN [Hegger of /., 1999]. A conjectura
de Kaplan-Yorke [Argyris ef al, 1694], que relacions a dimensio de Informaclio ¢ a
dimensiic de Kaplan-Yorke (equagio {2.11}), mostra que elas se igualam para atratores do
tipo Hénon. As dimensSes foram obtidas para as tensfes de 3,5 V, 4,0V 4,5V, como
estd mostrado na tabela 4.1. As dimensdes de Informagio e Kaplan-Yorke comcidem para

0s rés atratores caohces.

Figura mirmerc Tensdo Hepectro de Pimensio de Pimensio de
Lyapunoy Kaplan-Yorke Informmciio
iy 335 +0,11;-08 L15(1) 1,3(3)
o) 4.0 + 0,12 - 0,6 1,23(1) 1.A03)
3 4.5 +0,2: 03, .08 1.68(1) 18H
Atrator do Hénon
@ b
1,55, 0,1 + (0,38 - 2,38 116 1169}
1403 + 0.82; 1,62 117 1155}

Tabela 4.1 Expocntes de Lyapunov ¢ dimensfes dos alratores cadticos experimentais e de dois pares de

valores do map de Hénon,

Cada um dos dois primeiros atratores cadticos possui espectro de Lyapunov com um
expoente positivo e o outro negativo, enquanto que o Gltimo atrator, Fig. 4.37(f), possui um
expoente positivo & dois expoentes negativos. Na tabela 4.1 sio apresentados os resultados
para mapa de Hénon, mostrado na equagfo (2.12), para dois conjuntos de valores dos
paridmetros (g, b}, e os atratores experimentais reconstruidos.

Os valores das dimensGes dos atratores para amplitudes de 3,5 V e 4.0 V sio
préximos dos valores das dimens@es do mapa de Hénon, sugerindo que eles podem ter
dinfimica similar. O atrator reconstruido pars 4,5 V mostrado na Fig, 4.37(f), tem 2 forma
semelhante aos dois outros atratores anteriores. Entretanto, comparando-se as dimensdes
deste atrator com as dimensBes dos atratores das Figs. 4.37(d) ¢ 4.37(e}, vemos que o valor
da sua dimensdo de Informac@o € maior que a dimensfo dos dois outros atratores

experimentais, assim como dos valores de dimensio para o mapa de Hénon, como pode ser
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visto na tabela 4.1. Junto com o fato de que o atrator da Fig. 4.37(f) tem trés componentes
no espectro de Lyapunov, a dimensgo de Informagdo proxima de dois € uma indicagéo que

este atrator ndio pode ser totalmente desdobrado em duas dimensdes.
4.3.2.B. Caracterizacio topolagica

Para o maps de Hénon, com os parimetros o =155 ¢ & = 0,1, uttlizando a equagio
(2.12) para calcular a posigio dos pontos fixos para & varidvel x do mapa de Hénon,
gncontra-se que o ponto fixo x* estd localizado em aproximadamente 0,56, Este ponto
corresponde a um dos pontos de cruzamento da lnha diagonal pontilhada com o atrator
reconstruido Xq+; vs. X, como pode ser visto na Fig. 4.38(a). Neste atrator o ponto fixo
possui dots autovalores, dados pela equagiio (2.14), A = 0,06 & Az = -1,79, que caracterizam
este ponto fixo como um ponto de sela. A variedade estdvel ¢ tangente a diregio do
aztovetor contraente refacionade ao autovalor positivo Ay, menor do que 1, e a variedade
instavel € tangente a0 autovetor de estiramento relacionado com o autovetor A2, com valor
absoluto maior do que 1. Isto estabelece que o ponto fixo € uma sela fip [Alligood er al
1997].

Na Fig. 4.38(z) podemos ver também um exemplo da svolugio dos pontos no
airator, através da alternincia dos pontos ao longo da diregHo instével, até a trajetéria
alcancar as extremidades do atrator. Partindo de ume regifio proxima do ponio de zela do
atrator de Hénon, nods vemos os pontos impares iniciais acima da linha diagonal pontithada
{1, 3, 5 & 7), 2 0s pontos pares abaixo desta inha (2, 4 ¢ 6), caracterizando a variedade
instavel. Nos mapas de primeiro retorno experimentais, mostrados nas Figs. 437(d), (e)
(5), nds dividimos o atrator em duas partes com uma linha diagonal para determinar os
pontos que cruzam com o atrator. Ocorreu © comportamente de alterndneig da trajetérda
para os trés casos, do mesmo modo que o observado no atrator de Hénon, como estd
exemplificado na Fig. 4.38(b) para o atrator obtido com uma tensio no alto-falante de 4,0
V. Do mesmo modo que no atrator de Hénon, nds comegamos num pomto proximo da
intersegio do atrator com a linha diagonal (Tn = Twe1 aproximadamente igual 2 27 ms),
com as extremidades do atrator sendo visitadas pela oOrbita. Deste modo, devido as

semelhangas de evolugdo dos atratores experimentals com a evolugfio do atrator de Hénon,
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nds podemos inferir a existéncia de um ponto de sela flip nos atratores experimentais,

mesmo para o caso da tensdo de controle de 4,5 V, cujo espectio de Lyapunov tem trés

componeites ¢ dimensio proxima de dois.

Fipura 4,38 (a) Vemos ao lado a
trajetéria sobre nove pontos do
atrator ds Hénon pam
exemplificar o comportamento
&2 wm porto de sela flip,
localizada préxima do ponto 1
(x* = 0,56),

(b} O mesmo componamenta de
um pontoe fixo tipo sela ffip pode
ser ebservado para o mrstor
axperimental, com o3 pontos
pares iniciais (7, 4 ¢ 6 acima da
diagenal, € oz pontos impares
iniciais {1, 3, § ¢ 71 abaixo,
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4.3.2.C. Plano simbélico

Como os planos simbdlicos s#o representagfes graficas da dinfimica ¢ uma poderosa
ferramenta pars s¢ comparar sisternas dindmicos, nos aplicamos a téonica de dindmica
stmbélica para os atratores mostrados nas Figs. 4.37(d) até 4.37(f), assimt como no atrator
de Hénon (a=1,55 & 5=0,1) para podermos comparar as semelhangas ¢ diferencas entre eles.
Definimos as particBes L(R) através da linha tracejada. Na Fig. 4.39(a) mostramos o atrator
de Hénon para a=1.55 ¢ b=0.]1 com 4 sua respectiva parti¢do, que separa a regifio formada
por uma linha (L), da regido com uma dobra (R) que contém o ponto fixo instavel, O plano
simbdlico af deste atrator estd mostrado na Fig 4.39(A). Nas Figs. 4.40(b} até 4.40(c)
temos os atratores experimentais, cujas partigBes so as linhas tracejadas, que separam uma
regido com um ramo (L), de uma regifio com dobra {R). Os respectivos planos simbdlicos
ef3 estio mostrados nas Figs. 4. 40(B), (C) e (D),

1,0
(A,
na
2 n =~ 0,6
=

"o - 0,4

"o omy
- -
r———-040

grmgmng—_—
C4 €& 08 10
O

Figura 4,39 A particho sobre o atrator de Hénon {1,535, 5=0,1) ¢ sou raspective plano simbdlco,

Comparando-se a Fig, 4.39(A) com as Figs. 4.40(B), (C) e (D) percebe-se o padrio
de cada plano simbélico € semelhante ao plano simbdlico do mapa de Hénon. A maior
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semethanca ocorre entre o atrator de Hénon e o atrator experimental com @ tensfo de
controle de 3,5 V da Fig. 4.40(B), cujo plano simbdlico possui &3 mesmas regifes permitida
e proibida. Para valores maiores de amplitude da onda sonora, algumas zonas deixam de ser
proibidas , ocorrendo uma invasdo nestas regifes, como por exemple =08 ¢ /=04 m
Fig. 4.40(D), mosirando que a formaglio de bolhas esta se afastando da dingmica do tipe
Hénon, e ficando maito semelhante a0 plano simbolico do mapa do circulo, como pode ser

visto na comparacio entre 2 Fig. 4.40(C) e a Fig. 2.12(A).

1) i H L T £ A ¥ ¥ 1 ¥
e w E
o o =
k- T ] =
g iy oo i
.. 53 “ o
f f  aaat S }
N uB 1
oG # o -
3 S 41 na r -
IR IE O LE £3 IR
AR A &l bk Tt a Wy
LLE X » X e
B kA F L] lﬁe
: : } : e S ol R 1S
(D)o
%) 19t 5% -
£ * "
£ 513 L. B 3.6
R e
’:;: - «‘g 34 l-A au; 04
= S oa h e gre [
e e e wHELOJEIE
aw iz ¥ R 0.2
22 4ttt ] bttt} 0,0
22 24 26 23 O30 3R M L0 02 04 08 03 48
T, {ms) o
Figura 4.40 Mapas de retomo experimentais com partiches ¢ respectivos planos simbdlicos.
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4.4, Oscilacgoes forcadas

Mapeamentos bidimensionais, como o mapa de Hénon, normalmente sdo usados
como se¢bes de Poincaré de osciladores forgados [Thompson e Stewart, 1986]. Se
considerarmos a existéncia de um movimento oscilatorio na formagédo de bolhas, e a onda
sonora como uma forga peridédica externa, podemos compreender o sistema bolhas/onda

sonora como um oscilador forgado, como

estd diagramado na Fig. 4.41.

Deste modo podemos interpretar os
5 mapas de primeiro retorno observados
Eg By experimentalmente como segdes de Poincaré
= de um oscilador forgado. QOutro sisterna
dindmico que representa um oscilador
) i (3 forgado € o mapa bidimensional do circulo,
“”pw discutido na segio 2.9:
Va
\J K
D By 6, =6, +Q——sen2x8, +br,, (modl)
{ 27
K
ﬁ r,., =br, = sen 278,
Vi3
I
(4.30)
As duas freqiiéncias envolvidas no
experimento cuja razio nos da €, para o tubo

Figura 4.41 Representagiio esquemdtica do | borbulhador, sdo a freqiiéncia da onda sonora
sistema bolthas/onda sonora como um oscilador
forcado, onde Py € o periodo de oscilagdo

associado as bothas ¢ P, ¢ o periodo da onda | entre bolhas esta relacionado com a variavel
SOROIA.

e a freqiiéncia de borbulhamento. O tempo

r» do mapa. O pardmetro X esta relacionado
com © experimento com a tensdo que € aplicada no alto-falante. Para explorarmos a regido
inicial do mapa do circulo, diminuimos o fator de amplificagio do sinal do gerador de

fungdes para o alto-falante. Utilizamos o liquido 80% glicerina e 20% agua e o bico A2.
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Na Fig. 4.42(a) temos os dados obtidos para um valor de Qpx = 3,7, ¢ ma Fig.
4.42(b) o resultado da simulagio utilizando o mapa do circulo com & = - 0,1, Os dados
mostram que com o aumento da amplitude da onda sonora o ponto fixo inicial dd lugar a
um cicle limite, cujo rafo aumenta de maneira aproximadamente linear até 4 tensfio de 4,4
V. Apds este valor de tensfio uma janela periddica ocorre ¢ ¢ sistema entra puma regiio
cadtica, para valores de tensdo entre 5,4 V e 8,7 V. A regifio cadtiva € substituida por um

travamento freqiéncia de periode 1,

Figera 4.42 Em {a) vemos os dados ebtidos com o experinento do tubo borbulkador, com 3 mzdo entre 2
freqiiéncia da onda sonora € a frogiéncia de borbulhamento igual 2 3,7, Em () simulagio com o mapa do
cireuio bidimensionad.

A comparagio com o mapa do circule da Fig. 4.42(b) mostra as mesmas
caracteristicas. O ruido experimentat tem a tendéncia de mascarar as janelas periddicas,
mas a jangls periddica central € bem visivel nos dois casos.

Diminuinde a fregiiéncia de borbulhamento e repetindo ¢ aumento da amplitude a

partir do zero, temas 0s dados da Fig. 4.43(a), com um valor de gx = 4,27, Na Fig. 4.43(b)
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a simulagiio com o mesmo valor de 2 ¢ b= - 0,1, Bsta regifio triangular inicial, parg baixas
amplitudes da onda sonora ¢ para estes valores de {px, € uma rota para o Caos via quase-

periodicidade.

00 0,5 |24 1,0 5 24

Figura 4.43 (a) Dados experimentais com 4 razfio entre a8 fregincias da onda sonora ¢ do borbnihamento igual
a 427 (&) Série obtida com o mapa do chpulo com (=427 e b=~ 01,

4.4.1 Comportamento geral

Agora veremos o travamento em periodo 1 apds a regifio quase-periddica triangular,
seguida de duplicagio de periodo ¢ Caos,

Para obter a séric temporal, nds cscothemos um ponto fixo sem a onda sonora, Coin
a taxa de borbulhamento Fy = /75, onde T € o tempo médio entre bolhas sucessivas, e

apos isto, nds aumentamos 2 amplitude 4 do som continuamente.
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Qg =1, =281

&)

Figura 4.44 (a) Diagran:a ¢e bifurcagio experimental, O ponto fixe experimentat 7* corresponde 4 26,7
ms, (b) dlagramg obtido com © mapa do circulo, com #*= 0,19,

Na Fig. 4.44(a), pode ser vista a série experimental, 7, vs. 4, para uma taxa de
borbuthamento de Fy = 39,37 bolhas/s e Quex= F/F), = 3,81, Na Fig. 4.44(b) temos o
diagrama de bifurcaco do mapa do circule, 7, vs. X, caleulado com b = 0,1 8 0 mesmo
valor de razio de frequéneias £2 7 =3,81,

Temos algumas similaridades entre os dois diagramss. Partindo de K=0 e 4=0, cada
ponto fixo perde sua estabiiidade quando aumentamos o respectivo parmetro de controle, e
ocorre uma regifio quase-periodica. Os pontos fxos, 7% e r* tormam-se estavels para 4 por
volia de 2,7 ¢ X aproximadamente igual a 1,07, O ponto fixo T ¢ estivel até 4 54,7 (X
& 2,44), quando inicia-se uma cascata de duplicacBes de perfodo. Deve ser notado que as

posicies destes pontos fixos estdo na regidio saperior da banda trangular (7%>0 e T*>75).


http:0,,,"3.81
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As propriedades dos diagramas sio facilmente explicadas, se analisarmos as
propriedades do mapa do circulo. Segundo as equagiies (2.28), 0 ponto fixo r* apds a regido
quase-periddica no mapa do circulo é dado por:

~£2 {mod 1) se Q {mod 1) < 0,5;

’*“{1 - © (mod 1) se Q (mod 1} > 0,5, (431)

No atrator experimental, o ponto fixe T* ocorre gquando a regifio quase-periddica
atinge uma freqiiéneia de borbuthamento igual a um submdltiplo da freqii€ncia da onda
sonora de 150 Hz:

T*=47150=26Tms, {4.32}
onde © nimero 4 € o inteiro mais proximo do valor de Ogx = 3,81, Este fendmeno ¢
conheeido com travamento sub~harménico (subharmonic entrainmenty {Hayashi, 1985] e
ocorre em um oscilador forgado quando a razfio entre a freqliéncia da forgs externa € a

freqiiéneia natural do oscilador estd na vizinhanga de um inteiro diferente de 1.

0700, =415

o W W W e kW

=

=415 b=0.1
0,4 - 2

hl-'z
G,Bm-4
ol ...

R

=)

Figura 4.45 (g} Diagrama de bifurcaglo experimental com Ty, ~27,7 ms. O ponto fixe experimental T
comspomde a 26,7 ms, (1) diagrama obtide com o mapa do circalo, com »* =-§,13,
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Com outra freqiéncia de borbulhamento, Fy=36,14 bolbas/s, mas com a mesma
freqtineia da onda sonora de 150 Hz, obtivemos o diagrama experimental que estd
mostrado na Fig. 4.45(a) com px = 4,15, Podemos notar as mesmas similaridades
descritas anteriormente, como o travamento sub-harmdnico do borbulhamento dado pela
equagio (4.32), porém o ponto fixo experimental (T*<7,) estd agora no limite inferior da
regifio quase-periddica triangular, Na Fig. 4.45(), temos o diagrama de bifurcagio do mapa
do circule com Oy = 4,13 ¢ 5 = 0,1. O ponsto fixe (% torma-se instével em A
aproximadamente igual a 4,5 (X = 2,36).

Nés podemos dividir a evolugo do borbulhamento em duas regifes: uma regifio
injeial, relacionada com o comportamento quase-periddico (4 £ 2.5) e a rota de duplicagio
de periode {4 2 4),

Pars valores intetros de Ly, nfio observamos 3 regido quase-periddica. Ajustando a

O 1, =40

Y {ms)

1 i i i ¥ i [] i 1 I
q 2 4 A 6 8 ®
] 0,240 beod
8.5 =
r=i
S “
B {bi

Figura 4.46 {3) Borbulhamento com Oy = 4,0, Nas condigies acima ndo b a regifio quase-periddica e T*=7;
£ ¢stivel ng regido incial de 4. (b) O mesmo & observads para o mapa do clreulo com 04 0 e =01
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fregiiéncia de borbuthamento para 37,5 bolhas/s, tal que Qgx + 4,0, a8o ocomre g regifo
quase-periddica, como pode ser visto nos dois diagramas da Fig. 4.46. O ponto fixo T* = 7
(r* = 0) & estivel até 4* aproximadamente igual a 3,7 { X* = 2.2 ) e o sistema evolu
diretamente para a caseata de duplicagdes de periodo.

Na Fig. 447, temos algumas linguas de Amold para o mapa do circulo
unidimensional (b = 0) como uma aproximac#io do mapa do circulo bidimensions! com
b=20,1. Para um valor de £ (mod 1} diferente de , o sistema inicialmente evolui na regiio
quase-periGdica, mostrado pelas setas pontithadas, até que o sistema alcanga o ponto fixo
estavel, dado pelos clrculos cheios, Mesmo para 08 casos dos dados mostrados nas Figs.
4.42 e 4.43, podemos ver quando o sistema atinge as regiSes das linguas de Amold relativas
ac periodoe 4, marcado pelas pequenas Jinhas horizontais pontilhadas. Para €3 = 0, o gistema

percorre a regifio inicial de X no periodo 1 relativo a0 nlimere de rotagio H = /1.

wo -
€ mod{1)
Figura 4.47 As sete linguss de Amold mails largas com seys respectivos nfimeros de rotagdo. Os

nimeros enire parénteses coloridos no (opo ¢ na base correspondem aos nimeros das Higures mostradas
neste samitato.
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4.4.2. Comparaciio dos atratores

Os atratores cadticos do tipo Hénon, que aparscem no mapa do circulo, sofrem uma
rotaglio ao redor do ponto do ponto de sela flip, come pode ser visto nas comparagSes entre
atratores experimentais reconstruidos das Figs, 4.48{A) ¢ 4.48(C), ¢ entre os atratores
obtidos numericamente das Figs. 4.48(a), {b) e (c). Usaremos o termo saxgfone, que foi
wtilizado por R. Shaw [Shaw, 1984] para atratores obtidos no experimento da torneira
gotejante, para designar os atratores das Figs. 4.43(a)-(A). Experimentalmente e

numericamente, as condigdes de orientagio dos atratores saxofone sio as seguintes:

£2 (mod 1) > 0,5 formato de saxoforne, (4.33a)
£ (mod 1) < 0,5 formato de saxofone invertido. (4.33b)

Quando a parte fracionaria de € se anula temos a formagdo de um atrator do tipo
duplo gencho, como esté mostrado na Fig. 4.48(b) e 4.48(B). Como foi discutido na se¢io
4322, todos os atratores experimentais apresentam um ponto de sela flip, que estd
loralizado na intersegfio de cada linha diagonal com cada atrator das Figs. 4.48. Em todos
os casos, este ponto de sela substituiu o pomto fixe estivel, 7%, do travamento sub-
harmbnico {equagio 4.32). Por isso, no atrator experimental o ponto de sela flip, 7, é

ealculado do mesmo modo gue o ponto fixo estavel T
Tr=47150=26,7 ms. (4.34)

onde o nimero 4 € ¢ inteire mais proxime do valores das razdes de freqiidncias Dpe (3,81,
4.0 e 4,15}, com a freqii€ncia da onda sonora sendo de 150 Hz. Pars o5 atratores obtidos
numericamente, a posigio do ponto de sela fip, r; também € caleulada com equagio {4.31).
Em particular, os trés pontos de sela f7ip dos atratores mostrado nas Figs, 4 48 s8o;

r (4) = 019;

re {8y =00 (4.35)

r(C)=-015
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Figura 4.48 (3) O auntor
saxofone phiido com o
gxperiments do tuba
borbuthador oo ponto
indicado por uma etz aa
série mostmda pa Fia,
4.44(2). (A} A sinulagdo
com & mapa do circula,

b Alrator experimental
do Bpo gancho dupls,
obtids nas mesmag
condiches indicadas pela
scig sobre a série da Fig,
4.46{n). (B} Admior
ohtide com o mapw <o
ciraio.

{£} Rotagdo do atrator
experimental, obtido no
ponto indicade pela seta
o série da Fig. 4.45@).
{C) A mesma rotacio na
simalacio feita com o
soaps do circulo.

Quando a parte fracionaria de Qpy vale
0,5, aumentando-se a amplitude, temos
também o ponto fixo de periodo 1 que se torna
instavel, surge um periode gquatro e depois
disso surge um atrator cadtico com a forma de
uma oruz, que estd mostrado na Fig. 4.49.

Além  disso, outros mais atratores
experimentais mais complexos também podem

ser simulados com o mapa do circulo, como

ipwia Qs

7 ¥ 't
B k24 0

3
¥ g}

Figura 4.49 Atator cadtico obtida com [

pode ser visto na Fig. 4.50(g), onde temos uma freqiéneia de borbulhamento de 8 bolhas/s,
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com uma freqhéncia da onda sonora de 150 Hz, A simulagiio com o mapa do circulo, como

estd mostrada na Fig. 4.50(b), foi feita com (r= 18,85, 2 =0,1 e K =83,

i“\‘ﬁ. 2
|
1% -4
Found
£ B
‘hfg -
SE3nd
¥ ‘_é |
s L
B
100 T Y v . - T Y -2 " ¥ T
W -3 311 153 -] -] -2 # b4
7 (ms) r

Figura 4.508 Atrator experimental em (2) $ex = 18,75, 8 = 0,1 Emi (b) 5 simulagSo com o mmpa do circulo,
£=18858=0,1cK=83,

4.4.3. Modulacio do Pardmetro de Controle

Quando utilizamos 2 Teoria do Caos para analisar resultados experimentais, uma
das mais dificeis tarefas ¢ asssociar os pardmetros experimentais aos parimetros dos
modelos existentes, como o maps logistico, ou o sistema de equacdes de Rossler e outras
equacles dos sistemas cadticos. Algumas vezes, 0 pardmetro de controle escolhido €
modulado por uma funcio gue ndo permite a observagio direta dos sistemas cadticos
classicos através da variavel de medida [Tufaile, 1996]. Isto acontece no experimento do
tubo borbuthador, caso utilizemos, por exemplo, a vaziio do ar como pardmetro de controle,
como estd mostrado na Fig. 4.51, onde utilizamos a solugio de 66% glicerina e 34% agua e
o bico de seringa. A vazio do ar, 0 pardmetro de controle, esta relacionado de uma forma
hiperbdlica com o tempo de borbulhamento, a varidvel de medida, representada pela linha
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pontilbada, Quando

sintonizamos  uma  onda 7

sonora no sistema com uma 70

freqiéncia de 126 Hz ¢ uma B8

amplitude consgtante, oCOITe 80~

uma composigho  entre  a “m‘&g&“

funcic hiperbdlica © o maps 5o

do cireulo. Os  tempos -

agsociados a0s patamares, Ip, ac-

sio bem defimidos ¢ podem 40 80 8 W0 120 140 180 180

Vazdo (mlfmin)

ser calculados com a equagdo

(4.36). Os patamares se | o0 451 A composiclo de uma funclo hiperbélic de

alargam com o aumento da borbulbamente com o mapa do cireulo, as fracbes ap kado de cada
patamar dido o valor do tempo do pomto fixo, T, , devide ac

vazio ¢ o valor do tempo | travamento sub-harmdnico

assoctado a cada um deles € caleulado atraves dos travamentos sub-barmdnicos :

Tp=]/fs, {436}
onde j é o inteiro mais proximo da razfio entre 3 freqiiéncia da onda sonora e 2 freqiéncia
de borbulhamento.

Outra situagio na gual ocorre a modulaglio do parfmetroe de controle é quando

Figura 4.82 (3} Composigio
do mag o clrculo com uma
funcdo Hinear decrescente, O
parémmetrs de acoplamento
ndo-linear X' & wina fincdo
decrescente do valor de (1

o]

(&) Dados do tempo de
borbulbamento em fancio de
€2 Avariagdo de O é obtida
mantendo os demais
pardmetros constantes e
aumeniando tincartente a
freqiiéneia da onda sonera.
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variamos a fregiiéncia da onadz sonora, mantendo constante 2 sua amplitude. Medindo o
termpo de borbulthamento obtivemos os dados da Fig. 4.51(b) do tempo de borbulhamento
contra a razio entre a3 frequéncias €, para uma fregiiéncia de borbuihamento inicial de 33
bolhas/s. Devido as propriedades da actstica do tubo, a variage da freqiiéneia da onda
sonora afeta simultaneamente a amplitude da onda. Isto pode ser simulado com o mapa do
gireulo, com & = 0,1, supendo que o pardmetro de acoplamento ndio-linear, X, do mapa do
virculo seja uma funglio linear decrescente com relagio A raziio de fregiéncias £2 que, na
Fig. 4.52(a), é 0 pardmetro de controle:
K({Q)=4,0-047 Q. {437}
Os patamares da Fig. 4.51, assim como as linhas diagonais da Fig 4.52(a)
correspondem & composices da freqiiéncias de borbulhamento ¢ da onda sonora que levam

o sistema dinfimico nas regifes de lingua de Arnold com nitmero de rotagio W iguala 1.
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5. Conclusdes

Congtrufmos o aparato do tubo borbulthador e observamos que o pringipal
aspecto da formag#o de bolhas em liquidos viscosos € que este sistema € equivalents 2
um oscilador nfo-linear. Esta afirmagfio foi baseada iniciglmente nos intervalos de
ternpo da formagio das bolhas no experimento do tubo borbulhador, quandoe a vazdo de
ar aumenta, ¢ na comparacio deste experimento com © experimento da tornerz
gotejante. A comparagio dos dados experimentais da formagiio das bolhas influenciadas
pela onda sonora com os resultados tedricos do mapa bidimensional do circulo,
confirmou que o borbulhamento estd associado a um movimento oscilatério. Na
comparagiio do sistema bolhas/onda sonora ¢ o mapa do circulo, o ponto mais
importante foi associar o tempo da formagfio das bolhas 75, com a varidvel 7, do mapa
da circulo,

A interpretacio da oscilagiio na formagdo das bolhas pode ser feita observando-
se o deslocamento do liquido. Durante a subida da bolha no Hquide, este é afastado para
dar passagem § bolha, até que a botha passe e o liquido volta a preencher 0 espago que
antes era ocupado pela botha. Este processo se repete e assim temos o comportamento
oscilatorio. Entfio podemos entender o movimento do liquido induzido pels passagem
da bolha como um oscilador nfig-linear. O sistema de detecgfio mede apenas valores
méximos deste comportamento oscilatéric, por isso temos ag segles de Poincaré do
borbulhamento e ndo curvas continuas do espago de fases.

A duplicagio de periodo, que ccorre quando variamos a vazgo, fol a primeirs
observacio que indicou gue uma abordagem utilizando a Teona do Caos seria um
método possivel para a compreensio do fendmeno da formagdo das bolhas. Mesmo
agsim, uma abordagem utilizando o3 conceitos da Mecdnica dos Fluidos foi feita e, com
este ponto de vista, observamos que a duplicagio de periodo com a vaziio esta associada
com a instabilidade de Rayleigh-Taylor, que representa & instabilidade da interface de
dois fluidos que ndo se misturam, A duplicagio de perfodo s é evidente em fluidos
viscosos, pois, em liquidos pouco viscosos como a dgua, a dindmica observada vai
diretamente do comportaments regular, para um comportamento wregular. Verificamos
gus & instabilidade da superficie da bolha nos fluidos com baixa viscosidade € a resposta
para a questio da transigie do movimento regular para o movimento irregular na
formacio das bothas. Esta instabilidade é causada pela interacio entre a5 bolhas que se

elevam dentro do liquido e a bolha que ¢sta se formando junto a0 bico. Em fluidos
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viscosos € com baixas vazdes do ar, o deslocamento das bolthas que estdo emergindo
nfo afeta a bolha que esta se formando, pois ndo ha uma perturbagdo significativa criada
pela circulacio do lHquido e esta circulagdo permanece laminar junto ao bico, Porém,
para vaz0es mais elevadas, mesmos nos liguidos viscosos, teremos todo o conjunto das
bolhas emergentes € da bolha que estd se formando interagindo, pois, as perturbag8es na
circutagdo do Hguido se propagam em todas as diregBes dentro do tube borbulhador.
Deste modo a formagio das bolhas apresenta uma dependéncia tanto do tempeo, quanto
das condicBes de contorno. Neste aspecto, o experimento do tubo borbulbador é
difersnte do experimento da torneira gotejante, pois o deslocamento das gotas que estdo
caindo ndo tem efeito significativo na gota que cresce junto ao bico.

Ttilizando diferentes tipos de bicos, verificamos algumas das infludncias da
geometria do bico na formagio das bothas. Emulamos as séries temporais através da
combinagio de mapas. Isto permitiu o desenvolvimento de idéias para tentar entender ¢
explicar os fendmenos chservados, como alargamentos suaves e abruptos nes tempos
entre as bolhas. A combinacBo de mapas j& havia sido utilizada no experimento da
forneira gotefants, 0 que mostra a sua importdncia como ferramenta na compreensio de
sistemas cadticos.

Do mesmo modo, as simulaghes com modelo unidimensionsl massa-mola,
permitiram melhorar 8 nossa interpretagdo dos dados tanto da torneira gotejante, quanto
do tubo borbulhador. O modelo nfo € adequado para observagles quantitativas, mas
pode ser usado para a obtenglo de resultados qualitativos. Durante a verificaclio da
hipotese do fator de massa agregada, B, do modelo massa-mola para a formacio das
bolhas, encontramos as estruturas das veias liquidas, que so colunas de dgua dentro do
dleo sustentadas pela subida de bolhas de ar.

Além disso, durante a realizagfio da experiéneia, foram encontradas algumas das
condigBes que fazem o aparecimento de antibolhas, que sfio gotas envolvidas por uma
fina camada de ar dentro do liguido ¢ que ficam aprisionadas na circulagio dentro do
fiquido.

Verificamos as condigles de validade para a relag@o entre a freqiiéncia da
formacdo das bolhas ¢ 4 vazlio do ar, para um modelo simplificado que estabelece uma
freqiiéncia para a formagiio das bolhas proporcional 3 vazio elevada a 0.4,

Através da assoclagdo com o mapa do circulo, verificamos algunmas
similaridades entre 0 mapa & o experiments, como por exemplo, a comparachio da

variagio da razdo entre as freqiifacias da onda sonora e do borbuthamento, £y, com a
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variag8o do pardmetro $3r do mapa, assim como fizemos a comparacio entre as formas
dos atratores reconstruidos. Deste modo encontramos algumas rofas para o Caos,
guando € feita a variagfo da amplitude da onda sonora. A formagSo das bolhas pode
evoluir iniclalmente através da rota de quase-periodicidade, quando 2 amplitude do som
é aumentada linearmente, que pode ser reconhecida no inicio das séries temporais
devido & sua forma triangular, para alguns valores da razfo entre as freqiiéncias, Dx.
QOutra rota observada fol a rota de duplicagio de periodo com a formagfo de atratores do
tipo-Hénon, devido aos processos de estiramento e dobra.

A dindmica do mapa do circulo ainda permitiu interpretar o comportamento mais
global da existéncia de patamares no tempo da formacio das bolhas nas séries
temporais, sujeitas a uma onda sonora de freqgiiéncia bem definida. Os patamares
ocorrem quando a freqgiiocia do borbulhamento estd proximo a um submiltiple da
fregiiéncia da onda sonora, ¢ que caracieriza um travamento sub-harmdnico. O
travamento sub-harmdnico ocorre quando a fregiiéncia de um oscilador fica travada em
um submiitipio da freqliifncia de uma forga externa aplicada. O caso limvte da
sincronizagdo entre g formag8o das bolhas ¢ a onda sonora € o travamento harmdnico,

quando as bolhas se formam com a mesma freqliéneia da onda sonora.
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Abstract

The profiles of two experiments] attractors were simulated by using o sirsple ane-dirnensional spring-mass mode!, Some
peculiar bebavioss observed in experimental bifurcation diagrams (in shost xanges of dripping mate variation) were coulated
by combining two quadratic maps (2 kind of coupling) in two difforent ways: parallel combinatisn with nos-ineraciing
niaps; aad series combination with strongly imeracting maps, The choice of each kind of combination was suggested by the
own charscleristics of each experimenial bifurcation diapgram. € 1999 Elsevier Science 8.V, Al righs reserved,

PACE: 0545.4+ 1

{. Introduction

The lesky faucet dynamics has been used as a
paridipn of 2 chisotic system [1,2] since the sugges-
tion made by Réssler [3] in 1977 that the formation
of water drops in 3 tap nipple conld show chaotic
behavior, what was later confirmed by Shaw and
Martien et al. [4,5] Period doubling was observed by
Martien et al, [4,5], Yepez of al, [6], Cabulun of 4l
7], Wu znd Schelly [8,91 Drever ot gl [10L Sar
torelli et al {11 Tanpent intermitizncics are ve-
poried in Refs. {7,111 quasi-periodicity and bound-
ary crisis in Ref [l1} and a Hopf bifircation i
Refs. [12,13] Other studies asbout the formation of
drops or droplets of water can be found in Refs
[14-23]

' E-mail: sanoreli@ifosp.br

Shaw and colleborators supposed that the water
coluzn haonging in a nipple faucet should oscillate as
& mass-spring system, with the mass increasing lin-
sarly until it reaches 8 critical point, when a drop is
siscted, imposing the inifial conditions on the re-
maining water column. This model was modified by
Sénches-Ortiz and Salas-Brito [24] supposing that
the muss of the geoted drop must deperd on the
corrent value of the water colums mass, Do
nocenze and Renna {25] have also camied ont feir
ealeujations assuming that the remaining water col-
v shape can be either a sphere or 2 mserial point,

Inspited by eu Ising-like model to find the water
deop profile hanging in 3 vertical wall, Oliveirs and
Penna [26] studied the dynamics of the drop forma-
tion spplying Monte Carde techniques. Penma et gl
[27] showad that the time delays between successive
dwops display long-range anticorrelstions character-
ized by the same exponents of the hecartbeatto.
heartbeat intervals of healthy subjects (28]

03750601 /9375 - see front mater © 1999 Kisevier Science B.Y. All nigins feserved.
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None of these modely are adequate to explain all
the bohaviors observed in the range fom ~Dupto
~ 40 drops /5. In this paper we present two simula-
tions of expedmental aftractors which are the best
emulations yet obtained by the one-dimensional
spring-mrass model. It is glso presented two experi-
mental bifurcation disgrams, in short ranges of drip-
ping 1ute, with pew peculisr behaviors never seen
before. Inspired by the behavior of each experimen-
tal diagram, we did 3 kind of stmple coupling of
maps [29-32] by combining two quadratic maps to
emulate these experimental bifurcations. Two ways
of combination are proposed. In the fst case, two
non-interacting quadratic maps are added (parallel
combination), white in the second one, two strongly
interacting logistic maps (series combination) are
combined in a feedback way.

2. Experimentsl apparatos

The measurements were done with e fauost
attached to 3 Jarge reservoir, sev Refe [11,21] for
details. The tme delays between successive drops
are meagured with a tme counter cirouitry, with 2
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resolulion of 1 ps, inserted In a PC slot. The input
signals are voltage pulses, induced in a resistor,
defined by the beginning {ending) of the scattering
of 2 lager beam focused on a photo-transistor (in
serivs with the resistor) when the drop starts {ends)
to ¢ross the laser bearn. The width of the pulse is the
tine inmerval ¢, (where n is the drop number), and
the time delay between two pulses is the crossing
time (57,), of a drop through the laser beam, so that
the total time interval is 7, = 1, -+ 61,.

We can selup the drop rate (/=1 /(7)) in two
ways: {a) by feeding back the waier reservoir to keep
the height 2 of the water level and selecting the drop
rate by opening (closing} a needle vatve driven by 2
skep metor which is confrolled by 2 microcomputer.

For a given drop mte we have construcied fiest
retum maps 7, vs 7; (b} by fixing the opening of
the needls valve, turning off the water supply, letting
the water level decresse natunally, and so the dip-
ping mste. Therefors, the control purameter, the height
& of the water level, vardes a5 A=A, ~ n8V/4,
where §¥V/A4=2X10"% mm, A, is the initial
height, 87 the mean volume of e drops, and 4 &
the ares of the water reservelr surfice. In this case,
bifiweation disgrams 7, vs » were cousttucted. We

{b}

[+
g

1m L T r r il +

T (e

Fig. 1. (a) esperimental data for f= 1.46 drops/s. Experimental parameter values are & = 368 dyn/fom, = = 05 o, A= 012015 g /3,
and @ 010,14 5/cm, (B) the attractor profile obiniped with R = 0.15 g/s, b 15 |, =475 dynsom, %, 13 on, and med2
sfem. The calowlsted drop xate is = 3,15 drops /s, which is two times the experisnanta} value, aporoximaiely, Glass nippie,
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<T>=1146ms «Fout1).6 ms

Fig. 2. {o} exparimental T, v L, v 5 Gos) mop. ()
siovisted map With R»0141 g/fs, x, =025 em a~ 051
sfem, b=084 s land &= 120 dyn/om. The tvo maps were
comstructed from e sume angle of vigien, The celculsted drop
rate s plose to the cxpediments] widne, The sheliasiiy bovwveen the
twe maps supgests e same attsotor with differest sizes of the
Basins of atheetion. Brass nipple.

have used one glass nipple and other one of brass,
with both having the same internal diameter,

3. Resoits

3.1. Muss-spring madel

Following D'Innocenzo and Renna [25) notation,
the set of mnonomous differential equations for the

ass-spring model is (4,5

dx A M) M

'%fm:}, W&“m”x%g“»éx“bﬁ, ;{"':R,
(1)

where x 15 the coordinate of the center of mass of
the hanging water, and R the flow ate.

The surface tengion and friction betoveen the wae
ter and the fureet are respeciively represented by the
soring constant £ and by & A drop with mass

AMw aMy,, {(2)

is shot when the center of mass x exceeds 3 thresh.
old x, where M, and v, are respectively the hang-
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Fig. 3. (a) expeviments] bification disgrans, with the drop rate
ranging from ~ %18 dows to ~ 913 deops /5. (b paralic] combi-
nation of two non-interacting logistic maps with p, ()= F+ 4
and p,(£)m p,(§)~0.115. Brass nipple.

ing water wmass and the speed at the threshold point,
g = 980 en3/s?, and « is 1 parameter.

¥or the remaining water, D’Innocenzo and Renng
proposed two modals: (PS) the point-sphere one, the
drop is spherical of tadius ~ and the water residue s
a point sitoated at x, =x_ —rAM/M; (TS) two.
sphere modyl, the drop is apberical of radivs » and
the water residue is 2 sphere of radius 7 =M, ~
AMY @rp)T? centered at xp=x_ - {r +
PIAMAM, Theeefore the simulations require the
adjustment of five pacametess (%, x_, R, « and &),
but with an vnknown dependence hefween fhem.

Fig. 4, (2) experimental bifircation diagram, with the drop mte ranging feom 28.8 down to 263 drps /5. The circle shows the sequenee of
the plotting colors. It shonld be noticed that in the regions of period-2 the colors wre superimposed. In (b) and (¢} are mespoetively shown the
od atd evan beanches. On the gight, in {A) the smulation of the experimentad dita wsing a scries combination of two intemcting logistic
maps. s (B) and {C) are respectively shown the eoilated separation of the odd and even branches. The parameters of control p{6) and

#4EY e shows in Fig. 5. Beosss mipple.
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in Fig. 1(2) is shown the experimental first retum
map obtained by keeping fixed the water level height
at f== 1.46 drops/s {glass nipple). An sxperimental
estimation for the parameter values are (21} &= 365
dyn fom, x, = 06 cm, R=~0.12-0.13 g/s. The sim-
ulations of the attractor using these parameter velues
did not converge for wide ranges of a and & values,
W coild vmulate the attractor profile, using the PS
model, by adjusting all the parameter values. The
emulation, with k=473 dyn/cm, x, = 1.3 cm, R =
015 g/s, a=90.2 s/cm, and b =10 5™, is shown
in Fig. 1(b), but the mean drop rate obiained (f=
3.15 drops/s} is sbout two times the experimental
valos,

In Fig. #{a) is shown an attractor reconstructad in
g tuweeddimensional map 7, ., vs I, vs I, &
F= 8726 drops /s, The attractor profile was simu-
iated by the PS mode] with the parameter values:
R=0141 g/s, x = 0.25] om, &= 0,51 s/om, b=
0.94 5%, and %= 120 dyn/cm, as shown in Fig.
2(b}. Despite the fact that these values are quite
different fromn the experimental ones, we obtained,
by coincidence, a drop tate of = 880 drops/s,
close to the experimental vslue. The similarity be-
tween the two maps suggests that we have the same
attractar while the difforent time scales point ot o
different sizes of the basing of attractions, with ap-
proximately the same mean tme (7).

We could not find in the [Rerature better simula
Hons of duipping fucel sttractors than the examples
above. This rsode] is not enough to explain 31 the
detzils of the experimental data, but it can be useful
to give a first sight (or the general properties) of the
drop formation dynamics [4] since the classical by~
drodynamical models are too complicated to abtain
large time series,

We observed some peculiar behaviors in the ex-
perimental bifircation diagrams, and we attempted @
construct empirieal madels to saulate such behav
iors in a simple way, locking for relutions between
two guadratic maps,

1.2, Combined maps

3.2.1. Parallel combination

In Fig. 3(a) is shown an experimental bifurcation
diagram, 7, v§ n, which was obtained by letting the
water level go down naturally, and the dripping rate

ranging from ~ 9.18 down {0 ~ 9.13 drops /5. Be-
low n,, 23 the water Iovel height goes down, the
dynumical system ovolves in a pedod four move-
ment. When the system reaches the critical point »,
{or 4.} the initial four stable fixed points ars re-
piaced by new four fixed points,

We simulated this peculiar change of fixed points
by adding two non-interacting quadratic maps {paral-
lel cornbination), so the global map § is given by

xﬁvi-! =x§. d:”x(&}’ yz:b} “”3"3 “p;(é}:

x,+y,
s 5 (3)

where p,(£) and p{§) are the contro] parameters
as functions of 4 common parymeter £, and each
map is itersted sepamately *. We observed that the
choice of p (€)= £~ 1/4, p(£)=p£)— 0.115,
£€(1.6,1.64), can emulste the experinental change
of the fixed points as shown in Fig 3(b). The
transition point, £ = 1.615, comesponds to the sec-
ond flip bifurcation in the y map and a perod4
movement in the x map, bt the global map §
corresponds to a four fived points untll the next flip
bifurcation which ocours in the x mup at £+ 1,618

Different from an intedor orisis [33] in which
seours 8 sudden change in the size of the atheactor, in
Fig. 3(a) we have g sroooth inoreasing n the size of
the period-4 attractor. Regording the oscitiatory char-
acter of the hanging water, these two petiod-4 behayv~
iors suggests that we have the same oscillation mode
below and above (n,), but with a little difference
between their boumdary conditions.

3.2.2. Series combination

For a higher drop sate another experimental bifur-
cations disgram was ocbserved, with the dripping rate
ranging from 28.8 down to 26.8 drops/s. In Fig
4(a) is shown the bifucation diagmm, 7, vs 2,
shtained by plotting the points altematcly in black
{ne=159 % ingreen {n=2610,...), inred (n
=%.7,11,...), and in blee (n=4,8,12,...)

Initially, the system evolves in a2 period-2 attractor
watil the branches red + bleck and green + blue col-

“For a given valus of the conttol pammeter £, the seziss {x)
amd {5} were memerically obinined after o tmusiest of 10000
Hermtivgs, from the same initial conditions (&, = 3, » 0.6},
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Fig. 5. p, (continuous line) and p, (dashed line) as functions of
£

lapses at point T. After that, the system continues to
evolve in a period-2 movement, but showing inver-
sion of phases (see the colers exchange) until point
F, where another bifurcation occurs on each branch.
Therefore, this diagram can be split in an odd dia-
gram {black + red) as shown in Fig. 4(b), and in an
even diagram {green + blue) as shown in Fig. 4(c).
The skeleton of each branch is preserved even in the
regions of superposition of the branches, as in the
chaotic region (n > 2.5 X 10° and ¢ > 0.97 in Fig.
4). The branches in Fig. 4(b} and 4(c) have stmilar
behavior and strizctures (common bifurcation points
and chaotic Tegions), but different sizes.

The similarity between each branch and the logis-
tic map suggests that this peculiar behavior could be
interpreted by the combination of two strongly inter-
acting logistic maps (series combination) as to say,
the feedback of one logistic map into another one

X1 =4p(£)y.(1 —y,), oddbranch,

Va1 =4p,(€)x,(1 —x,), evenbranch, 4)
where p,(£) and p,(£) are the control parameter
functions. The choice of p.(£) and p (£) shown in

Fig. § leads to a reasonable emulation of the experi-
mental diagram, as shown in Fig. 4(A), (B} and (C).

Considering that each branch is visited alter-
nately, and associating each branch to an oscillating
mode of the water column, it seems that the initial
conditions imposed by one drop to the next one
switches from one oscillating mode to another
one.Therefore, the combined maps models can give
us a first sight about some local behaviors of the
experimental diagram.

4. Conclusions

We could reproduce the profile of some attractors
by using the one-dimensional mass-spring model.
The parameters values obtained by this model are
not realistic due to the drastic simplification of the
water drop formation dynamics.

To interpret some peculiar behaviors observed
locally in bifurcation diagrams we proposed the em-
pirical model of combined maps. With the paralle]
combination we could emulate the peculiar replacing
of four fixed points by four new ones. The feedback
of one quadratic map into another one, in the series
combination, allowed us to realize the collapse of
branches and their further separation, as well as the
preservation of the skeleton of each branch in the
chaotic region,
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Abstract

We constructed an experimental apparatus to study the dynamics of the formation of air
bubbles in a submerged nozzle in a water/glycerin solution inside a cylindrical tube. The delay
time between successive bubbles was measured with a laser-photodiode system. It was observed
bifurcations, chaotic behavior, and sudden changes in a periodic regime as a function of the
decreasing air pressure in a reservoir. We also observed dynamical effects by applying a sound
wave tuned to the fundamental frequency of the air column above the sclution. As a function
of the sound wave amplitude, we obtained a ilimit cycle, a flip bifurcation, chaotic bebavior,
and the synchronization of the bubbling with sound wave frequency. We related some of the
different dynamical behaviors to coalescent effects and bubble sizes. © 2000 Elsevier Science
B.V. Ali rights reserved.

PACS: 05.454b
Keywords: Chaos; Bubble dynamics; Unstable periodic orbit; Synchronization

1. Introduction

The formation of gas bubbles in 2 nozzle submerged in a liquid column has been
studied by Davidson and Schiiler [1], Buyevich and Webbon [2], end Kyriakides
et al, [3]. A critical review about the c¢xperimental and theoretical results is presented
by Ponter and Surati in Ref. {4]. Results of simulations of the motion of gas bubbles
in a liquid are presented by Krishna and van Baten in Ref. [5]. The bubbling dy-
namics presents some features that resemble chaotic systems [6—8]. Triton and Edgell
[7] observed some attractors by detecting the bubble passage by a transducer (hot-film
anemometer) placed close to the nozzie.

The aim of this paper is to report the existence of dynamical properties of bubble
formation with non-invasive techniques, and report the effects of a sound wave on the

* Correspouding author.
E-muail address: sarioreli@if usp.br (1.C. Sartorelli)

0378-4371/00/8 - see front matter € 2000 Elsevier Scicnce B.V. All rights reserved.
PIL: S0378-4371(99)00440-9
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Fig. L. Disgrarn of (he experunenisl apperalus,

bubble formation dynamics. The delay time between successive bubbles was measured
by using the sawme techniques as in the dripping faucel experiments [9]. Besides a
route 10 chaos via period doubling, we related some peculiar behaviors observed in
bifurcation diagrams to the coalescent ¢ffects {for a2 bubble penetvating inte another
just shove the nozzle, and forming a siogle-larger bubble; or when one bubble touches
the previous one forming a doublet).

2. The bubble gun apparatus

The experimental apparatus consists of a glass tbe partially flled with a viscous
solution {water+-glycerol), as schematically shown in Fig. 1. The alr bubbles are formed
biowing air through a nozzie at the bottom of the mbe, The air is supplied by an
air compressor whose reservoir is connected to another one {a capacitive reservoir)
through a prossure reducer. The detection system is the same as in the dripping faucet
experimenit [9]. A horizontal He~Ne laser beam, focused in a photodiode, is placed
a litile above the nozzle. The input signals are voltage pulses, induced in a resistor,
defined by the beginning (erding) of the scattering of a Iaser beam focused on the
photodiode {in series with the resistor) when the bubble staris (ends) to cross the laser
beam. The delay time between successive bubbles was measured with a time counter
circuitry inserted in & PC slot (time resolution =1 gs). The width of the pulse is the
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time interval £, (where # iz the bubble muwber), and the delay time between two
pulses is the crossing time (64,), of a bubble through the laser beam, so that the fotal
time interval is 7, = I, -+ 8f,. We can setup the bubble rate {(/ = 1/{T})) in two ways:
{a) by fixing the opening of the needic valve, tarning off the air supply o the capacitive
reservoir, and letting the air pressure 10 decrease naturally, so the bubbling rate. In this
case, we have analyzed the data constucting bifurcation diagrams (7, vs. n), that
are functions of the air pressure decrcasing; (b) by keeping fx the air pressuve in
the cepacitive reservoir and selecting the bubble rate by opening (closing) the needle
valve, In this case, for a given bubbling rate we have constructed first return maps
Tosy v8. T We also studied the changing of the bubbles formation dynamics with z
sound wave tuped o the fundamental frequency of the sir column above the solution,
The sound waves arg generated by a loudspeaker, placed at the top of the tbe (sce
Fig. 1}, which is driven by an arbittary function genenator. The sound wave amplitude
was used as a control parameter,

We also recorded the bubble formation with 8 VHS camerz to iilustrate how the
profiles of the bubbles are in different dynarnical behaviors.

3. Resuits and discussion
3.1, Air pressure as a control parameter

Using 2 solution of four parts of glycerol and one part of water, and a plastic
hypodermic syringe, without the metallic needle, as a nozzle, a bifurcation diagram was
obtained letting the air pressure in the capaeitive reservoir go down naturally with the
bubbling, as shown in Fig. 2. The diagram shows the evolution from a chaotic behavior
in region (2} to a periodic window. The pericdic behavior starts with a period-2,
region (b), thereaBier a bifurcation occurs giving rise to a perid-4, region (¢), which
sgain evolves to asother period-2, region {d), followed by a period-1 movement region
(¢). In Fig. 3 the illustrations of the bubbles profile in cach region, g5 Jabeled above
are shown. In Fig. 3(e), the bubbles are formed without the coalescent effect; in the
period-2 behavior shown in Fig, 3(d) there is no coalesconce near the nozzle, but a Hule
far above it in Fig. 3(c), the coalescence ocours close to the nozzie, but bubbles do
not touch cach other, and a period-4 is observed; in Fig. 3(b) two successive bubbles
coalesce completely giviog rise to a large single bubble is a period-2 behavior; and ia
Fig. 3(a} the coalescent effect in the chaotic region.

A different bifurcation diagram was obtained, in the same way as above, using 2 ing
metallic hypedermic needle 28 s nozzle, as shown in Fig. 4. The system is evolving in a
period-2 movement, region (a) in the Fig. 4, with an atiractors size s 1T, ~ T, ~ 53
ms, As the air prossure in the capacitive reservoir goes down, suddenly a shortening of
the period-2 occurs, and a new period-2 starts with the attractors size &2 [Ty — T} ~1
ms, region {b) in the Fig. 4. Thereafter, the system evolves to a period-1 movement,
llustrations of the bubbles profile, obtained in each region described in Fig, 4, are
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Fig. 2. Bifurcation disgram obtained with the air pressure decseasing in the capacitive reserveir. Region
(a) chaotic behavior, (b) period-2, (¢} period-3, {d) petiod-2, and (e) period-1. The sawme behavior is
obtained by increasing the air pressues. Hypodermie syringe aozele,
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Fig. 2, Musimtions of the bubbies profile and the ceslescont offects: in {a) chaotic bebavior, (b} period=2,
with complete coalescence, () peniod-4, with single coalesceros, {4) perind-2 withmst coslescence near the
noake, but a Hitle for ebove #, end {g) perind-1.

shown in Fig. 5. The shortening of the size of the attractor is accomplished by the
shortening of the size of the bubbles, as it is shown in Fig, 5(a) and (b). In the larger
period-2 region, close to the nozzle, two bubbles coalesce completely forming a large
gingle bubble, as described in Refs, {1,3].

3.2, Sound wave amplitude as a control parameter

By keeping fixed the air pressure in the eapacitive regervoir, we changed the bubble
dynamics formation by applying soumd waves tuned to the fundamental frequency,

s == 138 Hz, of the air column above the Heuid soluion {two parts of glycersifone
part of water),
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Fig. 4. Diagram bifurcation as a function of air prassme decreasing I the sapacitive reservolr oblained with
a melallic needie. Around the region {2} the meovement i the lorge periodad dus o the conlescunt 2ffect,
around the region (b} is shown 2 shaner period-2, and in the region {o} &5 shows 3 Seed podnt,

Fig. 5. {a) Large period-2 sed Jarpe bubbles due to a coalescent efiket in a period-d; (b) peried-2 withow
the conleacem olfesy; and {o) the fxed point,

In Fig. 6 the first refurn maps as 2 function of the sound wave amplimde are shown.
In esch frame, the top insel shows at the left the sound wave amplitude and at the
right the bubbling rate. We started at a fixed point at /= 11282 buobbles/s as shown
in Fig. 6(a). By applying the sound wave, the fixed point looses its stability and a
limit cycle appears, as shown in Fig. 6(b) and {c), with a little mncreasing of the mean
bubbling rate as the amplimde is raised.
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Fig. &. First return maps o1 vs Ty as a funation of the sound wave amplitede {keeping fix the alr pressure
m the capaciiive ressrvoir). In each fmose, the inssts show st the left the amplide and a1 the right the
hubhling jate. (a3 The initisl fixed point; {b) « Hmit cycles {€) an unsiable Hmit owele; from (i sp o gl s
fip biforeation st constant bubbling mis; from (R up to {1} cheotic attractors. I cach frame, the intersection
of the dashed linos dofines the position of an unsiabiy pedodid orbit {UPQS
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In Fig 6{(c) the limit cyele looses its stability and a fixed point, near (87, 87 ms),
is visited in an intermittent behavior. This fixed point position was established by a
higtogram plot of 7). The Fourler transform applied io the data related
to Figs. 6(d)~(g) showed a noisy period-2 behavior, and without any bubbling tste
variation. Therefore, as we are observing a bifurcation period-} -+ period-2 (see in
Fig. 6{c)~{g)), as a function of the sound wave amplitude, 2 period doubling is being
hidden by the noisc. In a flip bifurcation thers 5 an unstable fixed point between the
two stable fixed. Our data shows that the vicinity of the middle point between the
stable fixed points is been visiied due to noise. Consequently, our data are adequate to
apply the fived point mansformation technique developed by So et al, {10--12] to find
uastable veriodic arbits (UPOJ in short series of events with unsisble control parameter,
briefly described below.

To extract the unstable periodic orbit with a finite amount of noisy data of a
one-dimensional system, So et al. supposed that all points lyiag in a region around
the fixed point x* = f{x*) can be wansformed o {£,} in the vicinity of x*. The den-
sity function A(%) has Inverse square-root-type singularities af the fixed points, and
a histogram appreximation to (2} will have a sherp peak at X=x". Some spuricus
peaks appear in 6{2) either due to singularitics not related 10 fixed points, or to ze-
ros of the derivative of the tansformation function X = g{x.&). They generalized the
method for a system with an arbitrary embedded dimension (4} to obtain the unstable
periodic orbits by deing the transformation

Zn = (1= 82)" (Zasy ~ San) (1)
whers
12 -0
a a-...a
Se=) “ " T xRz 2], 2)
i1 ]
-l
a,i {2 — 2z 1 (2;41 - z}:}*
= - - ? (3}
Hﬁ (Znmigmn) ~ z,,_d}? (Zi_{g_g; . :l:w(cfwz} }t
{2.} arc the reconstructed vectors from scalar time series {x,},
AP Y EL NP AT ) LR I ST S0 T MY L (4)

R is a d xd random matrix in the range [~ 1,1}, and & is the magnitude of the random-
1zation. The fixed points are given by the peak positions of A{£). As the locations of
the spurious peaks depsnd on the paraneter, they are eliminated by taking the aversge
{H(2)} for many different values picked up randomly. As the attractors reconsfruction
in a two-dimensional embedded space are enough unfelded, we applied this technique
for d==2. W¢ also chose k== 5, and 1000 rendom matrices.
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An example of our results is shown in Fig. 7{a), where is drawn the histogram
approximation 1o g(X) using the data shown i Fig. 6(h}. For better visualization of
the unstable period orbit position a contour graph of the same data is shown in Fig
7(b). The highest peak defines an unstable period-1 orbit at (86.99, 86.99 ), close to
the stable fixed point shown in Fig. 6{c). In this way, we found an wnsiable period-1

orbit, as shown by the intersection of the dashed lines in Fig. 6.

With farther amplitude incressing, we observed the appearance of 2 chactic region,
with stretching and folding dynamics features, as shown in Fig, 6(h)-(i), and with
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linle change in the bubbling frequency. The reconstructed attractors in the chactic
region were characterized by the dominant Lyapunov exponent {13}, as shown in
Fig, 8(s). However, the unstable period-1 orbit remains in the chaotic region, with
a lntle change on its position, as shown in Fig. 8(b) (right scale).

Continuing to inerease the sound wave moplitade, with larger amplitude increments
than before, we obiained the attractors shown in Fig. 9. In Fig. 9{m) the mean bubbling
rate is 20.5 bubbles/s for a sound wave awplitude of 3,14 Y, and the pasition {~7.25,
~7.23 ms}, is visited in an intermiftent behavior, The visitation time incresses as
we incresse the sound wave amplitude, uatil the peint (~7.25, ~7.25 ms) becomes a
stable fixed point, as shown in Fig. 9(n). In this situation, the mean bubbling frequency
is f = 137.97 :k 0.09 bubbles/s, which is the sound wave frequency value. Thercfore,
the bubbling becomes synchronized with the sound wave, In Fig, 10 we can see the
difference between the bubbles profile in the first fixed point, as shown in Fig. 6(a),
and the synchronized fixed point, shown in Fig. %{n).
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4. Counclusion

We observed bifurcations in a bubble gun experiment as a function of the air pres-
gure. In one case, we observed in a period-2 movemant a sudden change ia the attractors
size related to the bubbles size. In other case, with a different nozzle geometry, we
observed a period-doubling cascade, 1 — 2 — 4, followed by a chaotic behavior. In
both cases, we related some different dynamical behaviors to coalescent effects,

For a fixed air pressure, we used as a second control parameter the amplitude of
a sound wave tuned to the fundamental frequency of the air tube sbove the solution.
We obgerved as a function of increasing sound wave amplitudes, the appearasce of
a fixed point; a lmit oycle, which looses its stability and a new fixed point appears;
a flip bifircation followed by a chaotic region with stretching and folding features.
Theresfler, 2 pew fixed point starts 1o be visited in an intermittent behavior, unti the
bubbling synchronizes with the sound wave frequency.

We applied the technique of the transformation of the fixed points to extract an
unstable period-1 orbit embedded in noisy reconstructed attractors in the flip bifur-
cation region. This unstable period-1 orbit remains in the chaotic regime, which was
characterized by the dominant Lyapunov exponent.
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Abstract

We studied the formation of alr bubbles in o submerged pozzle in a waterfglveerol solution inside 3 ovlinddcal tubg,
submitied t0 g sound wave pertarbation. It was sbeerved o route to chmos via period doubiing as a function of the sound
wave amplitude. We applied melrical as well a3 wpological cherscterization w some chaotic atiractors. W Iocalized 1 flip
saddle, and we alse could esiablish relstions fo a Hénon-Kke dynumics with the construction of symbelie planes. £ 2000
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1. Introdaction

We reporied [1] some dynamical effects of a
sound wave in g hubble formation dynamics, such as
2 flip bifiweation as a function of the increasing
sound wave amplitude. Lauterborn and Pardiez [2]
studied the main features of bubble oscillator, in
which the size of 2 small bubble in water oscillates
thue to 7 sound feld, Tritlon and Edgell {3] obuerved
soine atiractors by detecting the bubble passage
pearby a trangducer {hot-film anemometer) placed
close to 2 nozzie where the bubbles were issued, and
they reported the existence of a chaotic bubbling

* Comespanding author. Telo 435 11 818 6915 fxy 435 1)
£13 4334,

verified by visual inspections, but without any kind
of characterization of the chaotic dynemics, Mittoni
et al. [4] observed choolic behavior with positive
Lyapunoy exporsots in bubbling systems using o
pressure fransducer. Li et al. i3] studied the cheetic
behavior of bubble coulescence in non-newtonian
flrids, Ruzicks #f af. 6] observed type HI intermit-
tengy in the teansition from bubbling 1o jetiing regime
in a nitrogen-water system.

Charaoterization of experimental data of nonlinesr
systems using symbolic dynamics has been reported
by Gongalves et al. [7), in which chaotic sttractors
from the deipping faucet experiment were spproxi-
mated to mintmal machines, and the topological
analysis application, by using symbolic dynamies,
was mors suitable to charsoleries experimental data
due to its robustness fo noise. LetelHer et al. (8]
applied topological characterization to irragular pul-

0375-9501 /875 - sou Sront maier §2000 Poblished by Blsovier Science BV,

PU: $8375-9501(00)00583%-3
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sations of a hydradynamical model of an pulsating
star by construsting symbalic planes,

We have studied the air bubble formation dyname-
ics, i a submerged nozzle in o water /glveerol solue
tion inside a oylindrical tube {see Ref, [1] for details),
as 2 function of 2 sound wave amplitide toned in the
air colume above the solution. Using motrical and
topological characterization we observed a fip bifor-
cation which is followed by a chaotic region where
some reconstmucted attractors vesemble Hésonlike
attractors, which establish a possible route to chaos
in bubbling dynamies.

2, Experimental apparatus

The experimental apparates of the bubble gun
expetiment is shown in Fig. 1. The bubbles were
generated by injecting air under constant flow rate
conditions through a metallic nozzle immersed at the
boitom of & viscous fluid column (20% water plus
80% glycerol) maintained at o level of 12 co. The
inner digmoter of the cylindrical container is 53 mm
and 70 cm in height, asd the inner diameter of the
nozzle is 1.3 mm. The nozzle is attached to 2
capacitive air reservoir, snd the air flux can be set wp

by 2 needle valve; snd the capacitive air reservolr is
supplied by an air compressor through a pressure
reducer,

The detection system is the same a5 the dripping
faucet caperiment’s {9,108 A horizontal He—-Ne laser
beam, focused on 4 photediode, is placed a little
ahove the nozzle. The delay times betwesn succes-
sive bubbles were measured with 3 time circuitry
inserted in a PC slot, with 2 e resolution equals to
1 e, The input signals are voliage pulses, induced in
& resistor, defined by the beginning (ending) of
scattering of a laser beam focused on the photodiode
{in serfes with the resistor) when the bubble starts
(ends) to cross the laser beam. The width of pulse is
the thne interval £, {n is the bubble number), and the
time delay between two puises is the crossing time
{d1,) of 2 bubble through the laser beam, so that the
total time imterval is T, =1, + 4i,.

Setting up the bubble rate (/= 1 /{T)}, keeping
fix the air pressure in the capacitive reservair and
selecting the bubble rating by opening (closing) the
needle valve, we changed the bubble formation dy-
namics applying a sound wave with a loudspeaker
placed at the top of the tube, The sound wave was
tuned to the fundamental frequency of the air column
above the liquid and its amplitude was driven by a

Funetion penessior _qualiﬁer Y
) » _{>_ ——
M= =
V=N E
O3 | o]
e ot I
Hr comprassor Fhaindinds
Gt ~

Fig. 1. Diagram of e experimental apparsius.
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as ~ 160y in the peied 1 behavior.

function generstor, All the measurements were done
8t room Smpersture.

3. Results and discussion

The air flow rate and the sound wave frequency
were Kept constant, 4t ~ 36.6 bubble /s and 150 Hz,
respectively. We changed the bubble dynamics for-
mation increasing the driven voltage in the loud-
speaker as shown by the bifurcation disgram in Fig.

2. A period doubling socurs around 2.8 VY, and the
bubbles are issued in pairs untit ~3.0 V, when a
noisily period four appears. ARer then, two-band
behavior takes place and each band presents chaotie
behavior, At ~ 3.5 V the chaotic bands start to
overlap and a large chaotic attractors emerges,

To perform metrical and topological characteriza-
tion of the bubble formation dyramics we collected
six time series keeping fix six delven voltages, whose
respective returm maps {7,,, versus 7.} ave shown
in Fig. 3.

[ov] sov
». 3
‘ »
-
(@) (b)
» 35V 4.0V
g :
v ) ’
-3
{d) " (e}
4 8 a2
T, {m)

Fig. 3. A sequence of reconstrocted sthactors showing & period-donbling reste 10 ghuos, In cach frune, the insct shows the diiven voltage:
{a} pedod 1; {b) period {23 {c) 2 ewo-band suactor; £4), {o), and (£} are chactic mitrctors sharcterized by the Yagest Lsaponov exponent
.15, 119, and 0.24, mapectively, obfined with the LENNS package [11] Fach time sedes is 4000 hubbles Tong,
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3 1. Meirical characterization

The reconstructed atfractors in the chaotic regdon
{from Fig 3(d) through 3(£}} were characterized by
the Lyapunov exponemts, by the Kaplin~Yorke di-
mension, and by the information dimension obtained
by the TISEAN package {12). A conjecture {13}
relates the Lyapunov spectrum (A,) and the informa-
tion dimension by the Kaplan-Yorke dimension
Dyt

i
;Z A

By = k+ b !

A 4 i }‘“ }; ( }
where £ is the maximum integer so that sum of the
k-largest exponents is still non-pegative. This conjec-
e is valid for Hépon attractor and it is checked on
reconstructed mttractors. The perameter values ob-
tained for the driven voltages ¥= 3.5, 4.0 and 45V
are shown in Table | {see Pigs. 3(d), 3{e) and 3D
The Kaplan-Yorke dimensions agree with informa-
tion dimensions. The two first chaotic ateractors have
a Lyapunov spectrum with one positive exponent
and one negative exponent, while the last one, Fig.
3(f), has one posigve and two negative exponents. In
Table 1 we also present the results of Hénon maps
(e, p)=(y+ 1 ~ ax*bx)), reconstructed as first
refutn maps X, ., versus X, (see Fig. 4(a)).

The sttractor dimensions for driven voltages of
3.5V and 4.0 V are close to the dimensions of the
Hénon map, suggesting that they could have similsr
dynamics. The reconstructed altractor for 4.5 'V, see

Table t
Lyapunoyv exponents sl dimemsions for experiments! chaotic
attrsctars and for two palrs of valoes of Hénon map paramsters.

Fig. # Driven  Lyspusov Kaplan-Yorke Informuation
voltage  sponins dimeasion dimensian
v) {error) {zmmor}

3dy 35 +0.11, ~08 1151} L33

Hey 40 +012, ~06 1.23{(1) 143

M 43 4 0.2, 0.3, 1.68(1) 1.8(3)
Héson  ~09
ab
£35,00 +038 ~-238 LigY 1.16(9)
14,03 +642 182 12 LI

¥ Coloaibatod with B, (1)

T,ims)

Fig. 4. {0) A Hipping sxample in the Hinon mtacor, The flip
saddis is the grossing point of the dashed line and she atmcior
{6,585, 0.56} (b} A Bipping oxample in an sxpedmentsd atiracior
fors driven witage of 40 V.

Fig. 3(8), has similar profile of the other two, a5
shown in Fig. 3(d} and 3(e). However, its informa-
ton dimension value is quite different from the othey
two attractors (3(d) and 3{e)} as well as different
from the Hénon map values, as shown in Table [, In
addition to the three exponents aof the Lyapusnoy
spectra, the dimension information close to two is a
cue that the stractor 3(f) could not be untangled in
two dimensions.
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The partition is represented on each wap by dashed
lines. In Fig 3(a} is shown the Hénon map for
a=155 and b ={0.1; the partition uscd is 2 ventical
Iine tbat separates the single brauch (L) from the
folded one (R) that contzins an unstubie fived point;
and the Hénon symbolic plane «f is shown in Fig.
S(A}. From Fig. 5(b) through 5{d) the expenmental
attractors are shown. In those casss, the partition can
not be done with a vertical ling, 30 we logked for
gurves that could separate the single branch {L) from
the folded one (R) The respective symbolic planes
& B arc shown in Figs. 5(B), 5(C) and 500),

The pattern of the three experimentsl symbolic
planes resembles the Hénon symbolic plane, The
best similarity occurs for the driven voltage of 3.5 V
whose symbolic plane has the same allowed and
forbidden zones as the Hénon ones. For higher wave
amplitude some forbidden regions in the symbolic
planes start to be vigited (for example o« 0.8 and
£=04 in Fig, 5(D)), showing that the bubble for-
mation dynamdes i running away from the Hénon-
like dyoamics. In Fig. 6 it is shown the bubble trains
raising through the fluid o illustrate the difference
hetween the bubble profiles in the periodic regimes
and the Hénon-like one shown in Fig. 3.

4. Canclusion

We have used metrical end fopological methods
o characterize the dynamics of gir bubble formztion.
We have observed that 2 gradusl increase in the
sound wave ampiltude vesulfs In a route to chacs via
period doubling, We characterized some chaotic be-
havior with the Lyapunoy spectss, the Keplan—Yorke
dimension and the mformation dimension which led
us to relate some results to a Henoo-like dynarnics, a
jow dimensional dissipative system with stretching
and folding mechanism, The Hénon map parsmeter
values, 2 e 133 and £ 0.1, correspond to 2 more
dissipative system than the classical values a—= 14
and &= 03, coherently with the high hquid viscos-

ity, that genorates a less structured atiractor. The
establishument of 2 Bip saddic and the construction of
symbolic plnes veinforved owr assumplions. Usu-
ally, two diroensional mappings are used 28 models
of forced oscillators, therefore the bubble formation
gan be seen as an oscillator driven by 3 sound wave,
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