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Apos 0 sucesso déa oqaagao de Dirsc para a des—
crigao de- pa"t:fc&las conm sp:.n 32, varm.s tentativas Toram fel
tas no sentido da consirugac de. eqnagoes adequadgs para spin
arbitrério.

Historicemente, a8 teoria mais antiga & a de

- Pauli-Fierz-Dirac. Ne sva formulagao inicial, devide a existdn
cia de condigoes subsididrias, esta teoria apresentave incon-
sisténcias no caso de interacoes e éste foi o ponto de partida
para as formulacoes ¢e& Shabha e Horish-Chandra. tretanto os
campes de Bhabha e Havish-Chandra apreaentam o incénveniente
de torem varios estados de massas ¢ spin diferentes. Assim nds
procuramos reter as condicoes subsididrias e & inconaisténeis
no caso de interagbes & afastade escrevendo s equacao de campo
de tal forma que as conﬂ;goea srbsidiarias eatejam conu1dna ne
" la. : '

A exisiéneia de vérios problemas na conatrug§¢
de teorias de equagoes relativisticas em presenga de interagoes,
entre 0s guaie ¢ aparecimentec de auto valores complexos para a
energia e inconsistencias na qpantizagao tem renovado © interqg
se dos fisicos pela materia0

Néate hrabalho. a titulo da introdugao, e revig
to de maneira sucinta, no capitule I, vérias formulacoes de &-
quacoes relstivisticas. Imiciando cuom o grupo de Loreniz nés a-
nalisamos as teoriss de Fierz-Pauli, Rarita-Schwinger, Bhabba e
Harish-Chendra. Referéncie € feita lambém a inconsisténcies na
formulacao original de Pauli.Fierz no caso de interagoes eletrp
magnéticas. | _
_ | No cepfitulo II & analisado o problema de aute
valores complexos pars = energia no caso de um acoplamento eses
lar, para variocs valores do spin. Além disso, no caso de apin
3/2, solucoes ds equaceo de Rarita-Schwinger sao obtidas e s
quantizaggo ¢ procedida, covsistentemente, na auséncia de inte-
ragoes, £ feito referdncia a dificuldades na guantizagao guendo
interacgoes 8a0 introduzidas.
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tapituloe I

Trodugao

Um fator comum 2 todes tserias de equagoss relativia ieus
“é a aovarianga das equagoes de movimenio sbbre o grupo de Lorentsz.
Como & aab;do, éste requisito fundamertal traduz as proprieﬁaﬁes de’
-isotPopies Co espego e que as leis da figica 230 as mesmas guande ve-
vificadas en diferentes referenciais inercisis em movimento relativo
‘retilinec e uniforme., O pmsso inicial deve ser portanta o esvudo dog
-mapeamantos no espago tempo gque deixem lnvariaute a forma quadrm*ioa

Pav da* dx~ v 2 . ('0-1'4 o )

Wés escrevemos o o :
’X“" — 7"”5/\-\/7( : 2

Estas transformagoes satisfazen A*'gA ’g 2> dedA=21 .2 A% 34 —y T T
A pega caracierizada por dddd=4 g A%z4 & 2 f&nica gue constitul um ‘BUDb-
-grupo, 0 grupo de Loreniz DTOPTio, Lp . Os elementos da pegs com
dth=-1 @ Nozl sgo obtidos pela muliiplicacao de inversao espacisl
b-(iéi 0&) com o8 elementos de LIJ 3 0 grupo formade por L,p e euta
Atims Pege é Gemominado grupo de lorentz improprio . \
Bm meguida introduzimes no espago tempo objetos geame

cos que caracterizem-se por constlbuirem bases de representag-ees ir.

- 8rupo. de mapeamentos acima. Cbiemos assim escalsres, velores e tenso
res de um modo geral. Uma andlise maiox mos revela, entretanto, B a-
zistancia de outros tipos de objetos geométricos, ou seja, Bos verd.
ficanos que existe um homomori’ismq entye o Iap e 0 grupo (e matzizes
unimodulares 2 x 2, complexzas; assim, miravés des representagoss a3z
ve -gmpo'nas podemos enlargar ¢ conjunto de objetos geamétrlcass A
vantagem désses objetom geomeiricos estd no fato que relagoes enive
objetos geoméiricos do mesmo tipo 880 squegoss claramente covariaoiss

+ A matéris das representagoes do grups de Lorents Tem sido gxtensl.
vamente estudada em excelentes 1livros (ref.i,2). H3ste cepituls i-
Tenog dar um resumo dos elementor easencialis envolvides.

** As partes com detA=-1,A%%} o &t A-L, A% ¢~ipaden ser o"ntiﬁaa, respective-

mente, pela multiplicacac da inversao temporal €= ( o3 o )fe ine
=4 4

~ o
versao espago temporal jz ( -1 i )ccs;ﬁ 08 eclementos de sz
g oy



(%" x> 2l a2

"1_‘_ I-_ ~ . % - xﬂ ) : (Z
D2 FAnginco e % = ARTS S x° - 23 ')
abs vemos ;ue u cnda transfOrmLgIo .
) . I o_ A . + . : o
x — AH = Ao = o x o com detw =4 - (2

estd associuda uma transformacao de Lp

r e e e,

com ' - ‘ :
o A% :,;: tr (o! 0(*0';,) (3)
Roalmente d 7
T Al g s ) L i)t imerieade
) A = Lir (k) = Jii ,{d'f_: 4 (1al? 4 Ibi? + il +dp) =

Ende) -';‘-'-(2. + I-q-d“lz Fibic*R)23 owa'e od = q "’) com ad besnd

A {3) nos mostra oue a correspondéncia & um homomm-fismo‘ pois a cada
A pgrtencente & Lt correspond=m duas matrizes o e -d . As matrizoes ¢

P
comstituen, portanto, uma reprr.sentagao do grupo LP num espago bl -
dimensional.- Os objetos a duas cowponent:s que por Lp trans formame-
s como TR % = A I
hy ' i x b r ” =

(R Sl A A

s&o chamadcm espinores sem ponto (un.lot‘ced)

hs matrizes o (com'.leaa conjufada Ge o ) tambzm constitue:-
m repreaentagao de L ineczmm.he.nae ad . Ds elementos do egpuge
'bi-dimenaional que se tranformam com o , sobre J".P, nds chamaremos de
espinorves com ponto (dovtsd) ( @y, ¥5) ‘

! = = 5
i f °er'- \?s ' {5)
G futo gue 8s regresentagofcs Jd e oa sao inequlvalpnteb pode sexr mes Frans
“por absurdo; de futo suponha que exista B, nmo singular ol que & =Bt B
-—
Varmos supor que A = 4+4£ 5.0 , com & infinitesimal, Dai reeultz...
Bs.0; B"ﬁ. p=ra todo compliexo §{;, O uue é inpossivel, logo caa

A*ravea de P @l ).’!103 poﬂemos definir us z-epreson agocs contragesdientos
a2 g e o o Lntretunto 28tes 550 @ equivalentes a o4 e & , respectiva-
mente. :
+ﬁ - SN, = i . . = . . = )
Gue dktA=4 pode ser esiebelecido giretamente ou notando-se qus & MY ~
deterninnne-

(&

" i0 : , :
tri& unimodular o =% ( o ,i) corresponde a matriz A=I cujl

‘te & 1; mudangus pura a regizo com detA=-1 sao proibidus pois o /
. : 3 :

grupo unimodular 2 x2 e continuo.



_ “ ke . '
De 1850 o £74 = dota Lt D = @42 COM . £acep (6)

A . * 7, - < .. ) .
& i;OQs{vel coloear o csieulo espinorial =m umna fdrma semelhsnte ao
gongorial introduzindo & métrica"

Fé _ £78 Q :
atrsves da gual as ccmx,onen tes contmgrrualentes sao relaclonadas"

"f*:’irs Lfs ) @T=Ee , ete @7

Em geral nos d: finimos um espinor de ordem n + mMCOmO un
objeto com n {ndices com pon%o e m {ndices sem pontoc cuja lei de /
transformagao é

' z 4o : : < ’ 3 o - i )
g ég" 5",.= drﬁq dr:z' % >3 "-('f:ﬂ Jé?s- - d:: rﬂ-"rz',,_f.',”é;...é; (2
is¥es objetos yuando convenientemente simetrizados .constituem ums /
base de ura reprs .sentacao irredutivel do S£1(2,¢)
0 espaco de wmua representugzo 11'rhdu’t{vel de dimensae - /

'(Vf.l)lv‘u)
e ob®ido atraves dos mo“lé‘m:t.os
we b v Bt
: Pﬁgl = u;’ “;' u,:z u,” \

(1@)

L

ke ; 0< R !

s mairiges dessa renresentagao des:l.p-naremos por D‘H(d Y ) ande J l -
e J'- Loyt o ularamen‘ce '

Déé'(d,ae) = D) B :D“"lé)

ﬂea.lmenue, escrevemm ol = {C d) nds vemos que.
SR Az
ELURNE '} S -t D) D ) Pe
" ok v-k -» A
com DJ {a” 'S 'e'd_)**'*’ g¥-® g (MY 4 k! (r-p)!
R A AT @-pV L R-2! 757! (v-k =B

Quando nos resiringinos 20 sub grupe de rotago s tri - i
mensionais od +torna-se umzs funcao analitice de ol e pelo teorema “de 74
Jlebsch Gordan D, ,,{)admi te a decomy:osigao

Daa' (%,&) = (-z) & D'}?ﬂ) e P D"’(;‘}’l;

¥ grupo U,s 0 grupo de metirizes unimoduvlaves 2 X 2, contém como sut
srupo de matrizes unimodulares e unitarias 2 x 2, SUoe Bst: grupo ¢
oo g2
homorfo ao grupo de 10 uagoes a 3 d'!mensess, HS (no»e gue ge o =¢do
entao Zra=trx'=> A°=2° ), Néste caso J - (v-})7 e as duas repre~



‘48%0 €, a reyreeenfagéo Daé; &) tem um cont tefids de spin gue --xten
de-se desde J + ' oaté {i - §'l. -
C—or sideremos B representagac D% ‘d;d) Esta re, resentugac
oblkida asravés da lel de fransformagac dos monumids '
Po® YUy j Ro= Upu, j Ry=Uu; Py < uzui

) ¢ pl DPZ ) . o
ou seja atraves de PM' khﬁu; Dﬁ"i.». Pb.Pz.' que pode tambem
ser escrita : o

Pl = Dh@) p DA (2) = oL pat

ise reveﬁndo P=pPur# nds vemos gus P € um guadris vetor. Portante, a menos
- de ums equlvalenma a represent.;gao _'Dli z{«,-z) e 1dc-nt1ca a rep I‘e&&ﬂua‘;
tensorial de ordem 1, de Lp Como decorréncia segue-se a equlvalaneia
das reyresentagces tensoriais irredutuels Com as espinoriais para “3.3.
auals 3 * j“ = inteime i‘ios observamos _tindg que

' o d - L ! .

(POo *P.) P < lplb +H’5) :
1 ) Z -
| § @4)

: . : I -
; P"-'-._-.- !"2: (Poi,-ﬁo). b P-B_-; 3 lﬁso Fif)

intao partindo de R= R poderos definir os operudores

& i s = D" o S (42)
3’_5 — P T (q:")rg', e ° (ﬁ) ._
Onde- (0;)!‘5: £ 0;"5'-{:’ do.f.‘(?/;' (o‘;‘),iir ; (12,) B -
. ¢l ) .‘ 1 D i
EF s = 9 (o G )
( & ~ el _ o 4
@)= = -@g = ) =-(§ o)

L (43)
(c"z)rs'- = (%)ré“” -2, = f\f 4

Y e . ra '
-\'(0'3')'.5-'-' -5 @ (5;3)'_5 = (O ?A

U ilisando-se (42) ou (13) pode-se mostrar
\ 1 i )
ek ]),ﬁ (O;_)AM = 2 5: (iq',

ety s - ‘ - 4' 5’” S
(0/'“ ))‘m (5,::'-)3‘¢ﬁl. ¥ (ofﬂ')" (G/#))‘_ﬂ;l 25/1 gt ( ?)

seﬂt&ggﬂs 4 e & sz0 eaaivalenﬁcm Bortanto, no gue coacsyrne a0 sub

g“uyo de ro uagoes B0 e}aia Ge dl@-tlngaﬁ entre espinores com ponto e /
A3 ey s



i

Com ajuda désses resultados verifica-se que .

& B g W B = g y
; : f):’,,,-.* aﬁ” = 'rj‘ 5 1}: e—"i“"{'{’ i‘] = J (£5)
De fato |
.,:. - _::J’\a 5 . " ' . =
a3 A0 (P e [, 9

_+J"_(0'V)ar {ﬁ”)wr = B de I 5"2&': 3 S‘g

As expressoes (9) relacignal de uma Fforma univoeca um
espinor de ordem 2 com um velor. Im geral tensores de grau n po
dem' ser relacionados com espinores de grau 2an atraves de

n A | 8
ML) Tay 2~ we

"= =
A‘ oooo A‘ - 1 ﬁ

on sua inversa

| \ s; .
IS NPT
3Ty = : _

| % tembém possivel relacionar espinorss de grau par
com tensores impondo maior simetria. Em particular, atraves de

LK e ) L 'y
I B © Aol - 325 . =L (g cp.
Wi ia __..5(,, ,ﬂ:b.& (0"\,) 0/"”&{_ ) q(zi (v)t
P
) _ (37)
= G $5.) 2 Sﬂ.,,,_:—(éwé)
¢ possivel obter-se tensores 4, e b anti-simétricos a partir
dos espinores simdtidicos At e qf ¢

Q = S,M-u rE ar? = ..!{.!. (0;&);2-(1/)::’{_ Qrt‘ . (:13)
aF (4)

‘J—
il
4
“1s
(<o
o
i
!



Note que @,, e auto dual e b, anti-auto dnal’, Assim os equivalen
tes tensoriais das repreéentac_:ges {(1,0) e (60,1) sac tensores anti-
~simétricos auto duais e anti auto duais, respectivamente, de or-
dem 2. )

Em geral com os espinores simétricos a'% e at nés pode
mes construir o tensor anti-simétrico

s .t. L
Cur = S»"vrt art - éuvr Qeé :'!L? (¢ 0,22 Q"¢

- 0;15" a:'sﬁ a':_é ) (_"_S)

) i lfé o "
Os espinores G~ e d.; sso dados en térmos de C/W por

= ! ;& ,
i B " Ui
el = Zg;v'._gcnvs_:ia;?r: .o’_v/,é‘cuv _) (?o)

Qpp 24 (B0 ¥ 35 0%) (22)

h

¢ se alem 9/!70"‘:5 o (23) => A C*~ =z Dav (z23') entho

orF s a’s 5 o (249

'+ Definida a densidade tensorial &., pr da maneira usual; o dual

~ de um tensor F,, & o pseudo tensor F‘;v=fz_',€’“'"' Foe o Um ten-
sor & dito auto dual ou anti auto dual se Frs - ETC o
F‘;", . EAV , Trespectivamente.



Iste implica que '

3 1

E; -~ C':'?:;‘ - c)f_v 2 Q” P
f - W
¢ _ 2

s portanio
al""’ = aré a.'é
: - B
2s)
a,-g = 9. A%,

rs ¢

Dai Bv,;'o'sé =0e% ; e avés. O % (26)

Equagoes (24) e (25) sao equivalentes &s (23) 2 (23")

| Finalisando esta breve reviszo nbs gueremcs dizer algo
a réspeitb da oyeraggo de inversao espacisl. Em primeiro lugar,
como vimos no infcio, @ inverszo espacial nzo admite umé*"represe;:‘i
taggo bi-dimensional, pois det 8 =.= 1. Jomo 8 = g _nds vemos gue
esia operalgao gera o automorfismo '

A A sgi = -(A.*")“ig (A'l')'i { A é real)
Numa representaggo do grupo imprc';prio deve=se Ter poi'tanté

S RSt @Y (24)

Equagao (26) mostre explicitamente gue s nao admite representa
¢80 bi-dimensional. De fato (A*)”' & a representagao contrasrs
diente & & , equivalente a esta Gliima. Ora vimos gue 4 e K sa¢
inequiYalenteé se estas pertencem ao U, » portanto, néste caso 9

nao & possivel satisfazer 2¢) . om resultado imediato de (26) é

que S é unitdria.



- -

Congideremos & representacan 4- dimensional de LP 0b=
tida pela lel de transfo-rmaggo dog objetos do tipo 3

T |
R 8
.] / yvi
Escrevemos V' R4 com B: (d o
| - 0 (oz“)")

Cigramente o conjunto §Flg é redutivel sdbre ch Queremos achar

g - (8 ¢ tal gque (26) acontece. Um célculo direto mostra gue
D E. |

=w*)'B 3. (@)= ©@)C ; DE) = oAD jEx=oE
_ (2%)-
As equacoes (2 8) nos mostram que ByD =0 {pois as represenﬁa@ﬁes
Jd e ) sde ineguivalentes e que C, B ~ AL (pois ag repre-
sentagoes o e (f¥)! sao irredutiveis ). Utilisando o fato gue S
é unitéria obtemos AY=!=> )z i;{.' s EBxistem poritanto 4 férmas
para a metriz S. No%é que em qualguer caso © conjunto S, A 2
irredutivel, pois S e & s2o0 nao comutantes, A diferenga fundamen—
tal esté no fato de que objetos ¥ e 4¥'onde P' denoia o "conju-
gado na carga" &é ¥ ‘cérém diferentes leis de -transfomagﬁ-n se
A= 4, Nés Gai escolhemos MNZ+¢  o'escrevemos

i'(_f.t) (29)

Hote que -por 8, no seantido avime

/qlre —_—> "'P,.. o)

\

Uma consequéncia imedista 8 gue em t6das teorias tendo
COomo g:m,yo de siwetria subjacente o gw.go de loren 162 - improprio
as represenuagoes de L devem ocorrer em pares conjugados,; »Or 2-

xemplo (&, e) 4 (¢, &) g



T, g

Para construgﬁo'do operador correspondente a inversao
7emporal lembremos que como st = s nos devemos ter ST = - TSQ
>ois a representacgao em guestao & bi-valente. Como, além + & ge-
rador do mesmo autcomorfismo que s, nds obtemos analogamente ao
que fizemos para inversao espaciel.

T (%8) ey terere)

L

1,2 - Formalismo de Pauli-Dirac-Fierz para descricao dé'gart{eulas
com.-spin arbltrarzoo - Sem divida a teoria de ecuagoes relat*vlsm
ticas mais axtiga é a de Pauli-Dirac-Fierz (ref. 3 ): iViata sob

"uma prisma histdérico, ela constitui uma decorrencia natural ds tep

ria de Dirac para particulas de spin 1/2 . Como veremos eata teo-
- ria satisfaz as seguintes condigseézs'l):o requisito d@?ﬁﬁa'ﬁniea
massa; 2) o requisito de um Unico spini 3) o requisito?&é‘que ou
a cargg total ou a enegia total & positivemente definida. A _vpesar
da elegancla formal da teoria sérias ﬂlficuldadég;nuan gcgg;prgggL
rou intreduzir interacoes. Isto conduziu Fierz e Pauli 2 uma refor
mnlaqao da teoria e, possi%élmente mais tarde foi o ponto de partgl
da das teorias de Bhabha e Harish-Chendra onde as condigoes (1) e
(2) foram abandonadas. - ‘

_ Nés inieiamos o estudo das equacoes de Pauli-Fierz com
alguns exemplos.

a) Formalﬁspinorial gg‘eguaggo de Dirac. Considere as equagoes
N ‘ L ArS TR v
Aps Y5 = im Ze ; a Zs = tmy (314)

@ 2 . . w8 )
Estas egquacoesg constituem a forma espinorial da equagao de Dirac .

Para colocé-las na férma usual nds as escrememos da seguinte manei
ras ' | |

e, et PGNP = em g



itild sa"ido Ws = gsH Vo ; Ze = & A
3 (0;!),1-1'3 ’pﬂ = -tm Yo ;

De finindo % "(ii) . - (;::,_)

estas equagoes podem ser escritas
(° + 224y + CEANESVE RN

(2°0, = 2tg; - 32 -Pe2) ¥ = ~"F
multiplicendo por i1 e iniig

duzindd §: llg) vem

( O LG+t + DG 4 2% §3
{ ao% -Céiﬂ"' -LZ)ZOZ -1;3‘565 o o . | _ ) = n
L A o = (22) onde - (o % %
o= (2 §) L3R
R Gomo p.Odé se observar [-()"’? JV]&,: 29;

As equagoes complexa e_anjugadas das (34)

X (G),s 4= cem e j FE) I Hem —em 7
lavam a o = - | _
(% +2tq -2 v 2@) ¥ 7Y

- X
s Y-F #*
oo -2 ot e

que podem ser escritas

. — S . -‘ + .
L 9A§J“ rme =0 (33 ouc{g %—--é‘éo



r

Bquecao (33) é a eqv.ara.o de Dirac adj -am:ao £ apa?'cnte de (3 3) gue
o espinor §'= ¢ § ; com ¢ tal que '

'~
CJ« C'j = ..;J‘“.r ; Ctrﬁ - i

aa‘tiafaz (32} entretanto gquando 1nteragoes eletx’omagneta.caa 890
introduzidas, atrawés do acoplamento minimod, - ), - efl, - nda ve
mos que & o + procedem como cenpos de diferentes cargas ¥ Bo
Como O anti-comute com J¢° segue que 9 e § terso & mesia. Fei
de tranaformaqao por 8 =3/° pomente se M:ti T

h)'EguagEes de Proga - Como segundo exemplo considere as .é__@izééa’ee‘
Dis 0% =m oo -5 Oegg =-ma% (34)
onde O..; & simétrico. Por (15) e como €°% a'._'& =0 segt_xe'..sé ciu.e
(B amya®, =@ +)agy =0, Fpg af > = °T.
Escrevendo ars _.,q"r"'& obtenos | '
(D +..,‘z)aﬂ . Q.QA"I‘-O (32)

Estaa ss0 as equagoes de Pmua; ums outra forms eq.xivalente e {35
é dada por :

S S
> Fu -+ mMa,=zo0 | 7
F}‘-V = 3/‘! ay - 'a'vam (36)

De passegen nds fazemos referéncia aoc fato que ag Oy

. mas (34) 4 (35) e (36) =20 enm geval 1nequlvalem‘,es pera c¢ampoes em

interac 80,

+ = Espinores que se transformem com X~ -C ou )= td gao chamados
psendo espiwores e aguéles com HM=C( pao chamados espinores
(Yang e Tiomne — refs % Do '



= 12 =

Um ponto a se® notado & gue na érma (3%) as-eq_uagges
tornam-se, e geral, incompativeis quando interagges _sﬁo .ihtroduzi=
das. De fatc isto pode ser visto quer no caso de um ae'oplamento @S=
calar (.00 & imcompativel com [ 0 + mlm-Vim)] a = O ) ‘quer
no caso de acoplamento eletromagnétice (pois [ D DJ#0 em geral ):
éstes fatos levam-nos a abandonar a férma (35) . Como veremos as
dificuldades acima constituem um prenincio daguelas que :wemos en-
contrer na formulagao de equagoas relai::a.vst:tcas parea spin > 4

Eguagses de FPlerz-rauli - Como generalizaggo da equaggo de Dirac
para particules de spin 1/ 2, Fierz e Pauli propusmeram como equagges
- pera particules de spin arbitrario o seguinte conjunio: |

TN sSZ.--- ) & vs ot -
s "? G =l F ; © /'t' =em @ Gsg)
Nestas equacoes ianto ‘Pi‘" como ;l"f,ut sao espinores

simétricos do grau n o N8s notamos inicialmente gue as (32 impl'im
cam que

(O 4m?) @25 _(p Lu2) 285 =0 (3
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Equagao (33) mostra explicitamenie gue as (3‘8) sac candidatas pa-
ra a dlac"‘igao com um 4nico valor da masSsa WMo Hos vamos considerar
o caso em que m#0 e vamps mostrar que o spin essociado & 5% -~

a

& n/2. Realmente, no referénciasl de Tepouso

Ft
¥ = 755'1
@ assim
net. _ . | &.--- ¢ : u{:..-
l"?m - -rsu---- - '241&--- ] L?s'

Como no referencial de Trepocuso urdnsmnﬁawes de L_ sao mtagees
tri—dimenslonals segue-=se oue o oo;eto l?s“ C o é sxmetrico ew Fodos

seus 1ndiees° Assim o numero de componenies 1ndepepﬁentes é.
CJ‘I +2- 3 .

(-,,) § 0 0 gue mostm. o gue dese javamos .
2-4 +
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Seja LFa com k-1 e ﬁgﬁ 1 indices com ponto e sem pon
to,respectivamente; Zi;” tem k e' - 2, respectivamente. intao a

o

representacac subdjacente as (38) &

:DJi(e-J),..l-&-j) _¢_ Dt lzz) 4k

 N3s temos n =k +2 « 2 de meneira que fazemdo X = 1, cewe D NS
vemog que exigtem n = 2 8§ possi'veis teorias para spin 8 , constru-
idas a_pzirtir de espinores de grau-n., Claramente esias Teorxias s80
equivalentes, poi’a os objetos K @30 bases de reallzagoes irredut :.-1

veis de LP no mesmo espaco de dimensaa n+ 1.

#

Vamos extender estas consideragoes pare 0 CAZ0 €W que
reflexoes espaciais S80 envolvidas., Se;jarz (i‘?’ 25 )objetos satisfa-
zem_io . b'z'!) com - ' "

k=n-q+1

. . : q = l,Onaqn
=q% 1 )
m } t” 9*# M- +4) : |
Gn‘!,ao, POY 8 jt?) — ) ; assim devemos
ts] ' qu) (%) in-g11y
considerar ) conjun'i:o 2? P4 ) by )e.- Fazendo en-
$80 Q = ly...<R NOS Vemos gue ex:i.stem s‘{para spin s inte:.ro} on

s + 1/2 ( & semi inteiro ) teorias. BEm cada caso & representacaoc
subjacente € dadg pox ;

Lie-1), 1 2,8, &Ll L
D (k- D.é, Dh ?—T),g, & DY Y 4 gdaen ),

Ho caso de spin inteiro nés podemos 'escolhe;e

_k=sl+_1‘,' =8+ 1  gq=8 " (43)
e usar 1e) .- &, st . '
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Como 28 o B ‘Ps = sao simetricos em r 4 e vt eles po-
dem ser combinados, segundo {43) para formar um iensor anti-siméiri
co F . Da discussao da pagz. ) (é) é claro que

E“'VJ 1“; l"‘ =Y
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Por outro lado, como (O + 'm"‘) li’ ' ub = O enteo

v
e F"VHJ My - fts T s u"z“z" r“s

0 objeto Uu, ... u, & um tensor simétrico pois Lf&'“'_{f: é um espinor
simétrico. Além disso. : o Matls

r-]
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Reaumzndoa as equagoes para spin s inteiro, equivalenupﬂ

as (38) , podem ser eserites como _ -

N . A _' - .

: 2 i = “ ' = U i, (ﬁf"

(D + )-L_l.u; v Mg T 0 J - @ uﬁuz.-- M o ) A’"z-"‘./-" e .
No caso de spin semi-inteiro s = k- + 1/2 existe o forma-

:i.iszno de Ramta—Scﬂmr;ger (ref. g ) que da uma forme eaplncrm'i;ens Ori-

al as eguagoes de Pauli-Fierz. I-;tlllzando LF"’é % e ;Z' t& eons
' . - By ﬁ‘k £ {J dy
truimos ; & J .
s - ™ i)
g sy ey e ﬁs k
& _
< = . 8 u é i
oy L ) Z (ﬁ‘r.)g,n ] /‘%1 ‘e
Py ---MeE T =) Uy - Qg
Definindo ' .
CE - -4 4~-- Mg Y
’+ r 5 E 'I{J2 Ai,--'.- s \ (1/4/)
o . TR = L \
K .__.1 }(& z: pose ol 4 ; 8
y x 2:2‘“‘ ¥ __44*. z
en'i;ao, é possivel mostrar, analogemente como leemos para sp:m 1./ 25
que. o | , e by
. bJ.ua '51',,1___,“& = 'm_ ’lfl,uﬁ_;-.,q& (‘-/S)
0 espinor-tensor 4, . & simétrico, de trago nulo, com relacao
- @os indices 4, ... g o Nos - vamos mosbtrar gue

A | = = ('/I
 a ,,,z_”ﬂﬁ o  (%¢)
.+ Kds observemos que g > ' £, % deve ser anti-simétrico mes indi-
T e x - " 2 3 c *
ces Fy T , POis POT (140) s, o4 r_2¢"%0 e
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Realmente
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pois tanto ¥ eomo o S&0 espinores simétricos. Multiplicando a (45)
por a,'Jvav ven

- c‘ng"q.,'*.-: my = -JJJ.. 3\’9"4" = = Qe B""EP=—DTP

cu seja ) (C] 5 'hiz)i'-’ 0 (437)
’ - ‘ -
Nos obteros ainda |
= == ‘“l ’ '- “ o A : _ . M ”‘.
0= m 47 e M= 2% T,
oun seja :

aﬁ! fﬁﬂz --_’“h ;-O ( 4 3)

Em resumo, no formalismoc de Rarita Schwinger, no caso
de spin 8 = ¥ + 1/2, os objetos gue descrevenm o campo 830 espinores:
~tensores (de grau k), simétricos e de trago nule em seus indices e
soriais, satisfazendo [(45) , (%) e (48).

No caso de pariiculas com massa 0, m = O, nds obtemos pa-
re spin inteiro | '

D nn = 0; P n,uAa--.A,b =0 H;‘ .

g - My /ﬂl}(z._.’qb =0 (QS)
que sao equivalenﬁesya

F ='Jerl - QR
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Introduéindo‘o tensor



NA:‘.“MS = 9}4‘(0.!41_‘!5 + 9.'42_ (ﬂs;ﬂa.--ﬂs "'--...'i' g’ujcﬂé ';"'Sg
onde Cu, ... uq é um tensor siméirico satisfazendo (49 3 nds

vemos enteo que estas equacoes sao invariantes com relag_aq & drons-
e
formacao de calibre

n/'! - Mg —P pﬂs“z"“"@: ﬁ}‘sﬂz"ﬂs ® M"s‘“:--a“s (34)
Pars calcularmos o numerc de componenies indepenﬂentes
da fungao de onda noas devemos, poritanto, diminuir o ndmerc de compo
nentes independentes de (., . 4, . Para fazermos isto cousiderenos
uma onde plans de vetor de onda R = fﬁo;ﬂfo,ﬁ.}, em pr:.meu'o lugar

um %tensor’de gvaw s, en qv.atro dimensoes teém

-

Csiql

c‘;a compenenteg independentes.
Hq-4

A condiggo “‘Fi"“ PR N 0=>que exigten somente 65;3 - (_.S;d - (544)?
componentes independenies. Finalmente 2° Runy. ms=0 => hnoh..,‘,,:—ﬁsm__;,_‘,
restringe-nos so espago tri-dimensional. Repetindo o céleuio nds o

- chamos

<42 5 , : _
¢ 2 - (7, = 2514 componenies independentes

portanto- C,q, Cipey otem 2(s = 1) 41 e dai o ntmero de estados
independentes & ' '
[254:1) -{25-4) = 2

—

Um exemplo é o caso do canpo eletromagnético que, come sabomosg, pog
sui somente dois estados de helicidade independentes. Bsta & uma a4
ferenca essencial com relagao as teorias com m# 0 .

. Nés fazemos referéncia sembdm a um teorems devido a Fau-
'1i que mostra gue, no formalismo de FPauli-~Fierz ou seu equivalente,
vara spin intelvo a densidade de carge é indefinida e pava spin sg
mi-intelro & densidade de energia e indefinids. Como consegiiéncia,
a fim de ter-se na teoriam quantizada que & energia total & positiva,
gampos d4de spin semi-inteiro devem ser guanti zados de acorioc Gom a es
tat{stica de B‘emi-}h:r'aeo
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Fés queremos ainda observar que, embora a representaggc

. subjacente as (33), e conjugadss seje dada de uma maneira geral
por (44) , o esquema (42) mostra que na formulagao tensorial com
spin inteirc a repreaehtagao subj&cen*e é (2,23) . No caso do foxr
malismo de Rarita-Sehw1nger nos podemos verjficar gue a representam
gao subjacente &

[loh) 45,01 ® [ 25, 224)

Daf:é’claro-que é inerente em todas estas teorias a preséﬁga de con
digoes sﬁbs1diariae, para spin Z 1, que visanm elipinar as componentes
redundantes. Por exemplo, no caso de s = 1 , a representagao subjacecn
te sendo {1/2, 1/2), nds vemos,quando_nos'reatringimos a0 sub~grupo
de rotaqoes, gue o8 elementos do espago dessa reyresentagao eontém
componentes de spin le O, As equagoes S0

(D + mz)l.f},':O'- l_‘q- '9“%:

onde a segunda dessas equagges vise eliminar a componente de spin 0.
Entretanto a existéncie dessas condicoes subsididrias leva s sérios
problemas quende interagoes s@o intro@uzidas, quer no nivel nso guen
vizado éoms-no quantizado. fm particular Fierz-Pauli gdtaram que as:
(38) s20 1neonaistentes, bara Az %r 9 qu_ando interagges eletro
magneticas S80 introdualdas, via acoplamento minimo

Ors — Deg = D»f ) ve

Fierz-Panli procuraram reter a forma (39) para os campos livres
introduzindo espinores auxiliares de grau menor gue oS originais &
obiendo as equagaes a partir de um prineipio variacional., fste Bro-
cedimento conduz a_equagges de complexidade crescente com o spin ,
quebrendo & simplicidade 0rigina1 da teoria.

Esta foi a mdfivaggo original para as chamadas teorias
sem condlgoes subsididrias as neis entigas sendo as de Bhabha (ref,
6 ) e de Harish-Chandra {(ref. 7 ). Entre as teorias déste tipo
~ mais rescentes temos a formulecac de Weinberg (ref. 8-), que adoia
~um ponto de wistd algo intermediaric entre o formalismo 1agrangeaﬂa
e a fiiosofia_da matriz S, $le abandona, quase que completamente e



tentativa de comstrucao de equagoss relativisticas pois, a zaun ver,
estas equagaes neds mais sac que uma afirmativa invariante de quais
componenties sa0 essénciais e quais sso redundantes. Entretanto, an-
tes de entrar na analise destas %eorias mels recentes veros examinar
~ as de Bhebha e Harish-Chsndra.

Teorias de Bhabha s Harish-Chandra - A equagso bésica & escrita na

forma linear : - ‘

(£pod" —m)g =0 (52)
0 objeto 4 (%, i’) tome valcres em algum espago R, gﬁde atua vma Yo

presentagao (em geral reduitivel) do STUPo de Lorentz

x = Az Ay = 'T'(n)&(x) (53)

Seja Eﬁﬁwﬁl‘a representacan irredutivel de mais alto peso contida
em 9 (A) . Considerando o sub-grupo de rotagoes nds vemos que o ob-
jeto 4 possul um conteudo de spin gue se estende desde j + j' aw
81 §-3% 1%

Suponhamos que exista vma nmatriz 7’ herﬂltiana e pao
szngular satisfazendo

}37 - (54) ‘

entﬁo,_tomando o complexo conjugacdo e transpondo (52) obtemos
: a -H“ - --_ """.-’45{. . o
N L *_?A-*'m‘.'k"o wa Y =YY (55)

Tanto 2) como - (65) podem ser obtid das de vm prineipic variscio
onal atraves da den51dade de lagvangesna

I - L ey - i) pmit (59)

gue conduz as seguintes expressoes para a corrente e tensor encrgie
monento i

o

+ Note que %odas equgSes precedentes podem ser escritas nz Torma
 (62) com matrizes FQ adequadas.



J‘j-'-_:i?‘? (56)
Wio = vs (F6-24-%T 1) (5¢)

A invarianga relativistica de (52) & assegurada se as matiizes
satisfazem ' |

PGP AL = P (5D

ehquanto a invarianca relativistica de (55') & agseggﬂ‘?com_
"Til = Tt 5% .

Portanto T T=q o Plqp AL =qp (5

A matriz L, ’7{50 nao &.em geral nao negativa podendc
assin existlrem estados com métrica indefinida; isto pode em parili
cular, possibilitar 0 apareclmento de antos valores comp'exos pars
a energia o Este fato serd’objeto de um estudo posterio no Mo -

-mento querenos apenas mostrar gue L é indefinida, em g::_,
| Para vermos isto consideremos transformagons 1nf;n1tesimals;'

s Sw ~
L T + & F—m M~ MAY 2 A 61 r~

Entao, utilizando (53) obtemos:
L M‘“V-I'M“Virl.f:"(s o S SFL ) (62) S

Especializando para trans;ormagoea de Lorentiz puf‘& vem

N LR - 5 MY’ L martr L (63) A - ""‘;L ik i
N Lo - L2 Mo 4t % (g
, Subatituindo (63) em (63') %emos _
| (MR 1 +1° (M2 4 2MIE Lo MUk _ )0 20 (64)

Nés vamos considerar que o conjunto L* & irredutfvel™™** e supor
que o menor suto valor de I.° & Az0 . Seja P, o projetor sobre
0 espago nulo de matriz 12w A, d8t0o & 1 ° EaE

+ Salvo no caso de spin 1/2, onde com a 1dent1flcaeao ﬁ a{ﬂ ) 4= Jo nég
Vemos que Jo= =y 'y e estritamente positiva. .
+%+ Johnson e ‘Sudarshan (ref. 4 ) _
+++ As matrizes i M*” gao reais ; ¢ MOE - M¥®  § sim‘étﬁca e M anti.
-aimetrica. | '
++++ Se tal nao acontecer nbs podemos repetir a discussao pe_ra cada par-
te irredutivel de LA



20 =

BlUr-2) =@e-nE =
Utilizando (64) obiencs

2B MUk (L, -3 MR = BT 1) P (g

Como M4k é hermitiano. o brimeiroc membro de (65) é semi-positivoe
definido enquanto gue o segundo membro & senlmnegativo (Lamee)2 1) .
O anulamento do primeiro membro implica que )

B M*(1-B)=0 (657

entretanto se B # 4  isto cenduz a B, 1% (4-F)=0 (para L_  is-

to é uma identidade e o resultazdo pare L% segue-se pela utilizagao

‘de (63) ) o que - wignifica que L% & redusivel, contrdrio ac que su

pomos. Assin devemos ter .E; 1 e do segundo membro de (65) - obie-

mes - . . ‘ :
MYt a4

o

e o correspondents spin € 1/2. Fortaato L, & ipdefinida para 5 # 4:2

Voltando & equagao. (52) ;, nos desejamos estebelecer algu
mas propriededes das matrizes ﬁ,q « BEm primeiro luger a equar.;goisf.’-}
nos mostre {congidere transformscoes infinitesimais)

Cpw M1 =0f%85 - Y51 69

e dai Q‘Q =i L§, M°®7  (fato ja obtido anteriormente)
Assim dada a representacgac N —» T(A) nds podemos construir o conjwt*-

f;q a partir do conhecimento de fo o A (68) nostra ainda que tr ?.,_ s
Seja E Pﬁ‘* ; por Lorentz entao o cbieto

P — P=0PT?= N_p &

A eguagac minima setisfeita por P daf & lorentz invariantes e como
deve ser homogénea em R, scgue-se qus sua Torma &

%+ Pode ser mostr e uma meneira geryal que tr ?f“a' : Fx,,m =0



(P2-02#*) (P2 -afk?)..... = 0 - (63
sé seu graw © par ou P vezes (47)° sSe sew grau é impar. Como

Py=m¥ ; P4 =m?

a (6_?). mostra que em geral a (52) descreve pasriiculas com vari
os.estados de massas diferentes. Yla mostra que ¥ sabtisfaz uma e-
quaq'éo de grau sz_zp’erior 20 segundo em J, a nao ser que_-‘tod'ci.s 8y

a encegao de um e s?mente um sejam nulos. Pgra vermes o sipuinifica-
“do dos @, escrevamos (6%} no veferenciel de repouso {ki 0) Obte

mos :

{ (?a)’ ,—az) (2 -a2). ....=0 (6%)

8
ce * B, =a0 0s auto valores, distintos de zero,; da ma_‘?;’.lz P”

No caso de uma tnica messa de Tepousoc” e suficiente que{+)

oun ?" vezes isto se seu grau for impar. Assim vemos qu.e + _al § %

N

onde f é o valor do maior spin na representagaoc T(4) . Noienios ainds
gue no caso de um finico valor para & massa a equagao (43) mostre
ae 4 - . w 4 6 . e ™
que ?o nao € Gilsgonalizavel para {.71 pois, se o fosse,; entvac
- - - . - 3 .
suz eguagao minima seria

?o (?oz -4)=20 em contradicac com (69)

A Yeoria de Harish-Chandra carsoterisa-se pelo fato que P, satis-
faz (63) e porbanto’ descreve egquac 0eS COm URA un's.ea mEZ s de re-
pouso.

'uonsideromos novemente transformagoes infinitesimais. &
lei de composlgao de grupo

(A fl’tn')rr“(n) = T(AA At

(#) = Por exemplo Unezewa (rsfn 40) ou Harish-Chandrs (ref, i %



fornece

[ ey, MFT] 2 0§ melgee a gt - v gnT - mer gt (30

. As equagoes (66) e (70) =nao sao suficientes para & deter
minacac da algebra das matrises P“' o Por outro lado, obgservando gue

DLg" 8~ , M) = 0§ 03%, pr1° + L8670 9°0 - [0~ prIg™ - (%6577
Bhabha noton que (66) e {10) nzo éﬁc_ineompétfveirs com

M* = ¢ 18 8Y] (39)

Supondo gue (34) & verdsdeira, € sempre possével escolher o conjun
¥o [2,“ tal que |

LMY = L8R 5]
Agora, ‘ae egcrevermos j’: = -12 € MM , K= Mo entao

[3m)3‘l] =‘:almﬂ&_ 3& -1 .

[ K, ¥d o Cman i ¢ (32)

L3, Knd = t€mmk Kg
As velagoes acima mostram que quaisguer dos conjunios (X, ,3,,3de

{ + Kn ) 3,” K, ) . 7 patisfazem relacgoes semeihantes
as das componentes do momenio angular. Utilizaando (66) ve=ge tembém .
que & sempre possivel selecionar dois P* e um M™ satisfazendo |
relagoes de somutagao de momento ancular, Denotando um elemento ge-
nérico désses conjuntos por X, eniac X deve satisfazer
(X2 «p2)AX*244-32) . 0n o0 =0 - 33)

onde o Gltimo fator & X2 ow X° - L dependendic se £ & intéiro ou

semi;inteiroo Em particular pava X = F" temos
AR - UAF) e = D

e portanto, com & identificagee 2= a4, a%f-’“"*f e a (6%) fornece

: ("m"-_, _cz%.l) ( .m?. - (-g'.ﬂ?-'é’.;) e (.mz._.&a) m,#, = 0
se T & inteiro ou |
(m - 2 R2) (M- (-app2). . {m*-L#%)% =0

‘ ' e ¢ . 5
» fndices correspondendo a2 pevmutagoes cliclicas de 1, 25 3¢
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se £ & semi-inteiro. Assim, & nzo ser nos casos G spin 0, 1/2 ou
: I '& satisfaz uma equagﬁo de grau superior ao segundo em 9, €
descreve particulas com vArios esiados de spin e de massas &ife-
rentes. Por exemple no caso de spin £ = 3/2 =a nesss de repousd

tem os valores Mg = 2m & Wy = Z m
s =i

w

Pefinindo- M‘l'n; o o ™ e g"'
%q"'::_i ,_ 3“":0 ,En.'m#‘f

pode-se escrever & (66) na forma (20) com os indices variando g
gore de O até 4 . Assim o sstudo das representacoes irredutiveis
da Algevra das matrizes $X , MY reduz-se ao estudo das represen
ﬁagges do grupo de Lorenty em ecineo dimensoes e &ste foi o passo
seguinte do trabalho de Bhabhae'Entretanto 2 nosSso ver, og elie-
mentos essenclals jé esteo delineados € N0 vVemos prosseguir no
estudo da teovia de Bhabhae

Em tempos mais recentes algumas tentstivas tem sido Fei
Tas no senitido da cqnstruggo de teorias de eqguagoes relativisticas
sem componentes redundanies. Feste contexto nds fazemos referéncisa
ao trabalho de Weinberg (ref.8 ) gue adota como entidades basicas
os objetos das representagoes (s, 0) e (0, s). Féste formalismo ae
componentes ¥%°° e 903 590 relacionadas atraves de ce”tos pTro
Jetores I'I'b(ogi}o"' _gue 820 po.l.a.nomes de grau 2s em = {P"‘) 0
Apesar de éste ser, sem divida um ponto de partida agraaavel,- as
eguagoes de Weinberz levem & uma equagao de massa que admite solu-
goes complexas para »>4 . Embora detes estados possam ser aban-
donados porxdefiniggd ne teoria livre, tal nao & possiwvel fazer ne
teoria com interageo (completicidade dos estados assinidticos) im~
plicando entre outras coisas, na existéneia de solugoes instaveis.



~ Capitulo II

No capitule precedente, vimos que nas formulagoss usnadis
& existdncia de condigoes subsididriams, gue visam eliminar as compg
nentes vedundantes, levam a um sisbtena de equecoes em geral incomps
tivel quando interacoes s20 introduzidas. No nivel nao quentizado
aste problema pode ser afastado escrevendo a equa§§o de campo de tal’
forma que & consicso subisidifria esteja contide nela. Asgim, nos eg
crevemos, por exemplo, as equagoes livres:

g) spin 8 =0 3 (I 1+ 3¢ =0 L)
b) S,L‘in 8 = 1/2 : 0'!. A,s,.&"" «-’-""{:; '1!,_?’7:.} 3 { (2) '
c) Bpin g = 1 3. {f_"'} 4 ;,-_\Jz‘)- :“i".,'.:. ’ -a.-.l‘:l’a.;‘/: 0 Q (3) gue QUﬁtéﬁl

a condigao subisididria I, ¥z o

a) spin s = 3/2 s (Lp¥- m)¥a -%(4‘53" +a“aﬂ)%'+§(c‘afm}-

& O (H4) ’
_oontraindo esta equagao com J e ¢ obtemos respectivamente |
- » 1 ﬂ L. H ;[.“" ’ .- - 3

que levam as condigges subigididrias
Fero (5) & fho=0 (s

Um fato intevessante, gem par na teoris nao rnlati"istica
& a POBSibllldEde de auto valores compliexos para a energia guando se
consideram interagogs, 0 fa%o @ que a condigao de norma positiva defl
nida depende easencialmente da forme das condigges subigididrias emb;'
tidas nas eqanSes de eampo} A presenga'de interagges'mcdifica a Por=
me dessas equacoes e é possivel gue ocorra (€, ¥ =0 sem F=0 .
Consideremos, por exemplo, o caso de um compo de spin 0 com acoplawen
to escalar. Escerevendo : o AT
ra + ’i‘-tt.m -\’)j &=0 -

-

—d
wix)

Nove
e
it

regulta : . -

i

'- ¢ -2 32' » s i
da qual & transpsrente que é possivel E“<0ge V é suficientemente
profundo. Tal situascic também pode ser notmdo no case de spinm 1,como
mosiraremos a seguir,



-

Néste caso temos
0§ - 2", 87 4+ m{m - V(x)) g% = O (#)

de onde decorre (m - viz) I BN 2) = &4 V() H-')
'%Vamba colocar 5"’(7{)- = Q- (2 e adotar a notacgao (@i,y?, .lf-?')-'-'
= r? - Assim ob¥Emos

a) £##0  (E* 4p )@ - T (<By, +T.&) -m(m -V )T = 0 (8)
b) =0 (E2+8)Y - (E (-iBy, o T.7) -m(m-Vin) @, =0 (gy

¢) equagae (7°) —_—
(m --'s.f(:!c))(;eqr‘5 + T J (R-V_'V) (@)

<y

a qual nos permite eliminar kP l‘.i') & :,' (ﬁ', Vit J.8)
m=V - :

Com ajuda de (9) as equacoes (8) e (8”).podem sereescritas

AT - 9T ATV - _ a - 0
€2 + A)A .v_[___-m._vm] m(m -voo)A = 0 (-4 )

(E7‘+B)Lf.,-r;E-[%__§_‘}! (=) Y= 0 (40')

Agsim nds notamos que. & possfvel ter-ge  E*<0 para a clag
se de solucoes que satisfazem .3V = 0 . Wos podemos verifics.“ '
isto expllcztamente no caso de pomenc:i.als esfericavente simétricos .

V. = V(r) onde a classe de solugoes transversas da £orma

; | -ﬁ; = ro‘bﬂ"- a,.[.'{r,e,ep) A_i: J U = .F_‘%'_;(f'elgp)
conduz em (9) e (10) & P = 0 e
ot [ - wt ot N - w W v -
e como _ -
- W T N L 2
rot ret N = ﬁ(gﬂt;) -l Sf?— rz(ms g‘smé 5‘% o
1R |
M“‘s _3"£ )] *

seguemse que uma, clasqe de solugoes satisfaz

Z_mt opmV + 2o o+ L
(B f"'—_.*"'" )$ oy




tidas pelo método usual de separacao de variaveis. bm parcxcul&r p&
ra uvm potencial Cowlombisno V= % ads achamos sclucces limite-

das da forma
-me 0+ 1 20+4

. - _
-F(F,Q, @) = C Yem (8, ¢) € m . 1,.,-.("-5..?*')
_somente se os sutos valores da energia sao dados por

Ei.."" 'm"’-(i - _g_::?-) ) M ;,'Miu'ro
e portanto pera (G >2n obitemos E*<0

—
-

No caso de spin 1/2 podemos afirmar a nao existéncia de
energias complexas pois & norma ai & positiva definida de pertida.
0 ceso de spin 3/2 ¢ msis complicado e sers estudado pogieriormente -
Antes examinemos algumes conseqfiencias no caso mais simples de spin
zero (J. Swieca. ref, 41 ). Se o potencial & suficientemente profun.
do temos nas solugsea de (6) estados ligados com energia complexs

=*M ¢ estados de espalhamento com EZ= &2+ m? JFseo poben-
cial & bém comportado o conjunto (q’pi ‘#a) constitui uma base no es-
pago das fungoea :

- bpd (Y —-+ Jcli“'fa bp 00 GF(y) = S(x-Yy) HZ).__-- |
com a normalizacac
. J 4,*(7() c[:(x) 3 = 4 | Ciss

j 4"* (x) ¢l,lx) £Bx = St&-RY) a‘;,)

] 4’**(:0 + L2t & 4 #E)

Observando que as equ.agoes de movimento podem ser obtidas de eeguin-
te lagrangeana

- Ja ¢ HEW ~(atd-mV) $ 4T dx

nés cons truimos

J"+" + (Te*)Té + mlm- Vi ) 8*d I3 (_u,)

—
-

*
i 5(“-§ > l‘l'"’"#*) d3x (i%) ; onde ﬂ"-=¢ e

- omt= @ o |
+ No que segue vamos considerar o caso de apenas um estado ligado.

1



- poud » = ke . = - -~ - -
A gueantizacgag canonica ¢ entao procedida impondo-se as leis de comu-
tegao em tempos iguais

[.ﬂ’(?ﬁ), &(3)] = -t 3lx-Y) (49)

Assim se escrevemnos
$x) = Qoo + [ Ge el 0

Moo = g cb:ur) % jd‘ﬁ Pa é;(?'f) 2o)
-'resulta de (18) usando {12} que |
[qérp,_]:é' > [%&:’?aa] = t.s_(fﬂ"{q'} (21) - . {l/fl )\}
e (06 e (17) poden ser escritas / >
R Rk - 2974, e (R rwigie,) @2
Q=-iL Po%e - R %) * jd-%% (P&%& - P Ha )] (_23).. |

oo-“'"h

onde Toi Peito uso de (86),

A parte continua de H e Q podenm ser diagon&lisaéas'atzj?a«
vés da substituigao convencional

Gy = (b} ray) ; PV () -a,) (29)

VZw,
e obtemos

H= R'E - 2% % + \}d-"ﬁ wir) (ala, + b} bg)  (25)
0 = -l R% -waf) + SR (agag - by b)) (20

A gontribuigao do estado ligedo pode ser tratada de duas
formas 3

a) Mantendo a interpsetagso corpuscular., Néste caso fazeros as subs-
ti.tulgoea-

q_-_L ath : + . 1 atiur (22
v : R VZ )

p= W (b-at) s pt= V2 (b-a) (2%)
Vz | Vz

(3-a) (st-at) —a" (ofes? )(-HS}



¢ ent@o as relagdes (2i) implicam gue
Eaia:f=[b,b]=f_ﬂ+.ﬂ] =Le,bl=6 ; La, btl=¢ (z3)
) P B - agqrae, = -alatb + bra ] (30)

¢ Lga -atbl +c (34

"

-Clrge - R %)

Introduzindo um vacuo atrevés de

alo> = aylo> = by 10> = blo> =0
obtemos entao de |
atlo> = 1a> b_*!O? =b' q.uﬂ.
<ala> = £ p)p> = 0 2 <Zalb>=¢

81én disso temos em virtude de ( 29)
atb (ah)™lo> =-ni @)lo> (32)

atb ()" lo> =0 (23)
pta @)"10> =0 (3q)
wra (B 10> = md G697 10> (349

/ gt
.’:4—---?/{/5’40.\‘
nortantc a b e V4 gao operadoves com ewto valores -mM{ @ ”ne

respectlvaménte. Assim obtemos a forma diagonal para a Hamiltomiana

e para carga _ |
M= (M- M,,) + fd3k wia) (NE Ny ) (3%

0= M wty + JOR (VG -ND) (359

Vemos assim que & possfiwel manter-se a imterptetacso cor-
puscular com estados de energia compleXa € ROTMA 2eY0.

b) Nés podemos também proceder a guentizacao com wétrica definida.

Neste caso nmo serd possivel menter o interpletacao corpusevlar. Fae -

zenado "

& = ?‘ H;fz | ) q_a = q.i "‘Vf'g?-

V2



a2

entao

Lilps - prgt) = (g, - Bg (36D

Equag‘éo (36) tem & forme da Hamiltoniana de dois osciladores repul-
sivos. Para tornar nais claro o seu sigwuinificado nos escrevemoss:

:v—% t?‘-l:a-

e assim

ptp -)\"Q*ﬁ’%[lw g-x {-_;_) L (gg%} +%)] (33)

A P -l legy - 4% 9

0. ozﬁemdor em (37) @ proporcional so gerador de dil,atagSes no plano
x¥ ; com efeito introduzinde o operader unitério

“Ula) = eCaG- el que

' - - -Q
Uia) Yy = € (€%, € y)
nas obtems, por derivagao
( "Plt!,g}_- Lef 22, r&) +¢ {ga;_ +4 )] 4{’(2’,3} (33)
Az suto fungoes de (37) e (38) sao dadss por

4’5"(1‘;0) = .(Q_f 4 .é’ff"& f‘fﬂ} € reaf ; ™ (mdeiro

‘ e Vid
cnde og sutos valores de (37) sao Ae e oe de (38) m, Obtemos assin

'uma aolugad gem vécuo, £ possivel também verificar as relagoes de or
togonalidade e completezas

te-¢Y D ; '
a) 1’ rdr dg B jd’ eL(E 2 : 2”6i(ﬁ’"‘)éJ9
Z S
& £ o

—
J—

£'m am

= S5(¢-¢") § (m

o



- 30 =

.d=
b) | de ¢85 - o)

~ 2” Z ifé’—@) 2 5{(’3& —pgfz) S(8t-8) =
' Ty Mz i 7

1y

‘é(i'i -7, ) g(elﬂ_g). = 52'( F; "FQ{,) (qg) |
. s

Spin 3/2 no Formslismo de Rarita-Schwinger -

I) Solugoes da equagao Jivre — Como 4*1%) satisfaz a equagso de
Ylein-Gordsn, enteac temos solucoes de onda plans ds fSrma

© d . !
' ' tpz
’f“{z) aMp € ‘P on 4w = b (p) € i _(4.!3)
com }91 Z Pokg - P E e Bt V% 24t e alp, blp? setisfazen

dac _ : .
(ﬁ‘—’m) atlm = o, Bt = ] énan =0 (44)

6
y \ s = 4 _ 0y
(fem) B =0 5 BETEO 5 =0 {_““‘"’_

a) Solugoea de frequéncis pos Ltlw ( ¥iin) = Q"iPJ 5 i 4% Ne refe-
rencial de repou.ao (¥ = 0) pcdemm—, escrever

0°(p) = (J5-4) akmr =6 Jpo® =0 bs)

Sejam -y (é} CRE (%) solucoes da EQUACEs
o ' ¢ _
-4 wWa=0
| o Com auzilio d8stes espinores podemos constIuir
solucoes @o sistens (45) ' *

/]

4,
0t = (3w + G UHO #e)
6= 3 uo ot 3, uo)

&



i

. 1
onde C';': {ir= 4 2 gac constantes a serven debtermingdas, Utiliiesande

a representagac com J =19 @2 ) temos de [, %o que

" 4
_‘J!, qj 4
- A .
€ = Lt o gs
S & e }
1 2 -.., C‘" _:a{: C-Zl
~— ?‘ L= -“.

de onde @ aparente gue temos duas classes de soluc;ses conforme

tt oz C* =20, ot

Sy (-:; ""'; 2

i 7 e Asgim

‘a. 1) Caso Ck=ci=0 . <, @
s{bilidades conforme (! =¢¢%ou ¢
sao da Pérnme

o Agul ainda temos duas pog
2. €%, As-duas solugoes possiveis

‘ 2
AT ¥ = & 'Y 7 23g) = @
- N .
gt £ W a%ey = L Ul Gg) = G
ou seja (novmalizando a 1)
R R L P LR | L48)
; G Pty - ‘E L ] ‘:5
¥ i
e- - 143 & - (qs)
> £ utt a3 = 0
= W § Az tlu j
& Ve 2

’ : 4 = " T ) 2 )
&, 2) Caso €% = C3=0 2 (%, 5573 , Analogamente temos Quas pos-

sibilidades eonforme ¢t = it e (§m-iti. Assin obtemos

e i ¥z
pd= o g2 Lo B2 wlf) (50)
“w - VE i . - n;}’ ; 3 -

Bauagoes f'f?)- {56) constituem solugges corrvespondentes s fregusencis
positive @ & degenerescdncia observads decorre das 4 possibilidedes
de polarizagém

b) Nés podemos cbter as solugoss de Trequéncis nEga";r\ra eomiaermﬁ
do combinagoes lineares as VV'{(y) onde VU satlsfazem

s - (Yot i) ¥¥Hy = @



o) - el v ) 1 el o)

b ol = e? wio) + €% VY ’i (51)
b0y = €3 Vil + €% vig
Nos obtemos assim as 4 sclugoes:
bt= L v = g v® =0 62
biz Load j prz-L vb ;3 w=\[Z2 v: 63
1 % + > I .3
b® - L gl ; biz _g“.’._ ar? y L = ‘v.-%;”-l (39
j Vo - Ve _ |
TLE J@ w2 1 - btz —-_,J:_i‘ vt o, b = 0 9

mendo obtido as soluga'es no referencial de repovsoc, nos podemos
construir as solugoes corrvespondentes ao guadrivetor p[ P, p’) g-
traves de '

-&..

. - | 3
Y= € g L% s a*lo) ; o = P71 5(:_.) 510)

onde L & a 'transfomagao de Lorentz conectando os dois vefevencl

aig
E. .
| e S
. o ?“ . .
w50 - PP
wt.f.-?p-m
¢ 1 5.4 B deit 1B
- 2 —f _ —F . -:!— _f’__. tlh ]-J ) o
s =€ & = fed b= 1 5-_%1 | " - o
Assim,m

: “lpx M . tpr  u 2 v-“'){gp}
'wli (%) = € . L’"& C&r u(”{p) ’{JA_(’-Y)- € L-'&.e v

que claramente sa0 solugoes do sisbema

(R-mAnz 0 Jutr o V=0



Qbservemos gue & equagaa de Rarita-Schwinger pode ser
obtida de segmnt& iagrangeans '

i 7. 1Ry -my sy -k SEts 30) urmﬂ“*“""'gf'w

que nos fornece o guadri veltor corrente: ‘ : B
.le‘:_- ""Ev é}; *v 'l’%%’rﬂé\"*v ‘}_Jg,}FJH,i’A l "’:ﬂ! AIIJ‘JV'*!_‘,

e pcrtanto no caso livre de interacac == *" r* .
Em particular F=-4, ¥ 8 positive definida. w— (4-/-/-/)

- II) Existéncia de auto valores complexos pars energia., Para inves-
_tigamos a existéncia de auto valores complexXos no ceso de 8 = 3/2;°
nos, por simpln.oidade de ediculo tra‘balnaremos nun espego trie-dinen
sional (%, %,, X, ) e 21ém consideramos somente interagoes nao 19
~cais, mas separaveis, Com esta escolbz nds podemos reduzir a albabr_c
- de Dirac a aigéhra de Paull, colocando = 03 j 34710 i Jo= (G, '
Com esta restrigao a equagao de campo pode ser escrita

A5 (p> A= & Kip SR POV dipr 153)
onde '

A4 = (SR -m) 5™ _;z: (P ¥ P“4v) a-_g_.;_‘ (F,gg‘*}-m))v {58
Existe um operador S(P) tal que ) | '
S AY = (~p )T (69)
A expressso _expﬁcit_a_ae S-fp) %o nosse caso &

SAUpr= - (JPPea) D85 L Jha -k (B - P} - L PBT 4

_ 4 ‘_Pz;;:,l) I: (JAPA *éfu-fﬂ) } {‘Pﬁd *'m) JAJJ“] ('60){-

Com ajuda de S(p) nbés podemos inverser s (5 #)

Alp) = S0 Kip) « {t 1)
; ; -p24 m2
onde | f
= j kiepn Taten d2pr - (62)

+ - Para comstrugeo 8p S(p) e ume forme germ veje Aurflia e Umezews
(vt 42 Y. »



Dai segue-se ¥ = AT { KZ%{g) S(y ?
| T

dt [ 4 -0 [ REISEN] =0 ey

_Ptl L ;e

& . -~ H P &
gue é basicemente a sguscao de suio valores & ser resalvids, Nés
simplificaremos mais = situacao ac’imitim’to gsimetria esférica. As-

sim _
RY, = § K@ Shimdsy . | Ko feres 0T T - RS-
' . i m* T ¢k ca
_ 2 cA ¢ .-;E; g“?*'.} 3-8y *
-JAS‘,) -k, B st s, b L (US4 S5 29

‘Z-m?-

e, 5% +
WEY s o L L WP SL o M ar ol
?.
po(mRRrm) 7o (300 -‘;As'},) F AR +m )Y e ]% ol
Am* _ .

- 2{po’. 5’,‘}(?,6' 3 )

H
I
cu seja A 2 ;
: R =418 K g et s
$
2(& ‘ml} - 3p2 o ‘Et’l & ¢
&) : _
- 2{p? = ) +3p2 :
: 7y e P\ b at) - ARk . ‘
— “P.:a : ¢ 2 lpF-mt) 3p°,. L B
i " Tl 7
- o 7 P o ; & 2
{rf:,.;.lg'_). (P03 +m) | | i f:%:_ [ -pt +3p2 1+ 2a* ] %'—__,:l%_( Pz+_e|‘)_
- ‘ : &%)
— _ £ . "
RIR el G | WD ug a)

Hés ecnsideramoa M ga fo mma geral

R A A U LB A L



- 35 -

o

i- -
* ﬁ = ( _sf' ggrz 1A
2 - g .
8o, XA 3% ) (66)
. 4-%

Portanto n R.
i -p2imt

40 - Ym® - bpR - - b
( me-bp2) S + 2(4-3) (PR -FF) | EEe LR*s + (1-5) (p2 - 16y

eyl
[ (qP‘ -Sa 21“2)5 + (4- S)( 2["92'43?2-!-2*!23]6'1 43_?3 L&pa _Plz)g 'iﬂ’S)PJri
m
[_(_q_PO +5P!Z .‘.24“7.)5 4'(:{_5) (ZP‘, .-3]9‘2__ 25“2)10':‘ % £_&; E(QB,Z-PE)S "(!.-S-)Flz]vé
: me
m

= K =R - K-

¢
[ (2p2 -4p2_2mit)s + (4-5) (-2R° +2m 4 3721 + ¢ po Rzpp-ap2-2a)s 1 (-5
: - "

m
) (?og
Bb’ -4t -bp)5 + (4-5) (2= 02) _ o, [ (-p°+3p2 +202)5 + (1-270 g
M wm )

_ : _pt 12p2)S 1 (4-SHE- 202257 -

[ (472 -3p2 s2ut)s 4 (4-8) (BF-3p2-202) Jin, + SB[ (R e NBLE
m

2] 5 )
[ (-ZR,Z- +4 Qp;Z_'_ 2'“?')5 & {dw s)(z%z 3?2 ’2N2)J03 3 -;-F [fzﬂt 3F2 2,,‘2)5 4 (4 -S4 ur
i

[ (2p* - UPR-2m2) § 4 (4-5) (B2 +32p2 +2m2) Jeoy t'm -zn?.js + (- S)W ‘
™ -k 1'P‘+2¢:")
2. ; :
[(3‘% - bp? - ‘-laaz) S + (4-3)(p2-p? ?j - P, [( p‘!+3p2+2ﬂ2)54@ -S( R P
T
Assim vemos que 4-AFK & da £érma
RiBo,
Y + Fat b, “Be 4 Da,
PGt o C+ HO '
3 (M + Ve
-Fa' + 60, -
¢ M+ NG

G4 HOB



‘como geria de csperar. Nds podewos simplificar o cilculo de det Y
maltiplicando, inicialments, | , pela direita e pela esguerda
oY ' '

o 1o ) 3

cujo detmminante € 1, Assim obtemos s

R+Bs, . O ;. TEh - Do " }
UFGR +65) | o Voo eaNg) - (HECMITG
Y R e b S
¢ aat R +Bo - £ -D

A- 9 - E¢ -D

5 (C-cM?E - -cM)* ' ‘M
L (c-eM® - (1 -cm)?] 206 -CF) = (Cthe) ~(HecM

R+B = E{-D .
X

’ 2¢c +cF)y ey H(H +CM)

__N_ote gue “deo? V | é uma ﬁngg.o par de P . Bserevendo
-def Y= (c-cM)? = (H-cm)T L) -F("F’o) mos Cemes

detY¥Y=0 => [';@..,;u)‘?- -(H-cMR1=06 . cu _F(Pa)..-.-'o.

a) Exeminemos & possibilidade ( C-(N)% ~ (W -eM) =0
com | |
(v.% i +A2 1 (4-4s)p= +(3s-1)f + Ym* S ]
: "

. o - . _ . z( 5-2) .
- Syt 1 P,?-{i-‘fs)vd $ (45 B)P + m(4 | ]
. N = L._L

: TPLLR E . ‘ ]
ded Y= [ (C=-cNF = (-] ] d“"—_ ” 2(Fpy +6%) - (c ¢No) - (HuM) T

;

|
|
{



- Wl :-'%2[‘_ pE(L-25)a 3 (tfs-d)(fs + 20252 ]

M= -% [p,’-(!.-z‘s)a(' +G{s~z)P %Zmz(S—é);(J

onde - ] 2 42, . K% p2
= L Ked p = 5 318 8. 42
2 j Tp2 +m? ’ LB "-J-Pz .;..M‘z.o'r

isto corresponde a

[ 4 +2 (28 + 2022)]° -f:_:,§ [g +2m?<]%= ©

Nés vemos daf que com ) real é impossivel, nlste caso, obter-se
2 Z0 e ‘
(-]

b) Examinemos agora a condigao flr)z0. Com
= 112 T@-6s5)pad + (s_s_-—z;p -+ Yo S ]
Py

=
B--22 plp - (4-9)pR] .
m* 4 ) _
o ' ' _2s) + m (2-45)]

B = sk LRt (45220 ¥ B(3 | |
F‘- .-l [,Poz (65-2) + ¢(3-8s) + 2 m> oL (1-2_5_)]. _

—
-

Sy [ apsa 2P Z 28]

D=
"it
6 = -~ ARE [2prS< + B (25-1>]
fmt ' .

L E R 2, (4-35) + 2(4s-D)F + Im*8.] +
obtemos [(p) = -{ 4 4'..%-“ L2k :

- e L2pead (4-45) +2(38-2)p
; DRTE 4Pl g4 o iy &

m—

% - P ) . Z)l Zﬂzo{ (,25"5,}
” (43 11 # B2 [2[1-35) Potd + (85-21p + (2s5-1) Zm%(]:],,-i 14
N - . - » TH-23) ~
m2d (2-498) * P [ 2p2S +P 14-495) ‘2“"25*]35‘53—-‘." [{-25p

m :

Ly 4 pl3-35) 4 2mtu (42508

2
Lg(371s) ¢+

_zprs<] 4 zpre (33



)

30 =

B:=00)5 o

Procuvemos solvgoes de. f(R) =0 com R s ; RBEz-»T Fa Ta que

isso seja poesivel & necessirio que simultdneemente Ref=Tm £=0 .
Estas condigoes 880 c¢m geral bastante restritivas tento pa-

a ) , 2 como témbém para o kevnel IN(p) . Wo caso de $ =14

LI.,,.._; = &,ﬁ § - (38 P22 "%—WESN-W”»") {3@2 ,L,;traezwtmz,'bag_z]}‘:o

" 2z 20°p 36 p7 A
Pﬁ_..f\—'-’ i —Lt + ?bg *‘zkmff -9er* o - bm® 22 - 332

- Lopute - "] S AL3Md4 5F 4 9mx] o) =0

que nzo sao incompativeis, existindo pois a poseibilidade pPet< 0
 Em conclus@o existem -solugses_da férma Pe=¢A , Pi=-1° gomente ne cz
80 em que ), S  s@o solugoes do sistema scime { Reg=Tm £= 0
e nao para qualquer pa® A, S: ;i - -

CITX) - Quantizagao do "eampa de Bari‘hamSchwinger livre ~ Nesta segao
nos. denotaremos pOT g e Te-3%,-4, 1,% ) as solugoes da e-
quagso de Rarita-Sehwlnger correspondentes a frequéncia'poaiti?a €
negativa respectivamente, que suporemos nomalizadas no sent:tdo gue

5(/)43 u R u‘“’ 3 T RO - P, 4y - (475% +J.=“S) “J"J

Como fizemos referéncia anteriormente existe um operador
5(9) tal gque .
: S ALY = A S = (Dem*) T

mtao S AH’(Z—H) & ~ume, solugao 32 equacso (4) com frequénecie positi
ve e como t&..l. pode ser escrita
| SA (dy)- AN (- y) = u‘”(x; JGP"Z’ g RoSfS)) &*‘(H' y)
f(93)
Pode ser mostrado que a integral em . &5) independe de x,, e mssim
pode ser calculada em 7 - Yo . Assim de |
| S(2) 3° At = 2.0 AT

+ - &qui Ot (x-Y) & a parte de frequéncia pasztlva da funcao de Panld

Joxrdan, satiszfagendo -

. *lz- N e o, o
@+ m) Ay =0 5 5 AT 3)[7 = - L5
I : o~ o



<A i - ‘”:AU%"")
segue-se S . At (x-4) = Ui U iy
Anelogamente € possivel mostrar gque
' A heti)
A Ex-y)= VO V" (Y
S i (3) A < _ . ’g
' x
Assin escrevends Vx) = Z gé? utex) + v b

com a‘” e Y7 tsis qué

. . - (P ‘lr'}-f-. - PR

'el tgdos oy ou'i‘.rés enti-comutadores nulos vem que -
[ 4w, Tyt ], = S Do (30 en
| Acx-y) = A x-yy 4 AT(x-Y).
_Escrite explicitemente a (#0) § ' I o M a{«cjg' g
, - [4R(x), ﬂf'?(g)j* = ((fe @7 #m ¢ >z g
4 _ 74)
229, 1L () - %] sy ()
t Bwa +.3’M J? PJ g :

| & - 3
e ‘em empos 1guais ] _ }a[. P% +% = ]53(,(-3

mn<
4 Mo %zg:m&:go (?4')
onde Pk, - g%_ _ L L JE e %, ¢ = 4,2,3
Definindo ¢" = E% 4¢ nés observamos que ¢% tem o nimero

de ca"mcnentes necessérias para a ﬁescrlc&o 8e pariiculas cﬁm agu,.
3/2 . Ws podemos expressar ss componenies Y° e Jatten funcio de ¢

Ao = (- %3 v rim )" C}a I—)ﬁq"& gf?)
dptt - (-_ch}\zf nm)’-’(;o 9&41‘* o 33




iy,
Lo

» i i &
¥m térmos de é'ﬁ a @—5} pode say eserita

e 2z _ ol
” Y 2 2 3';9 b 4 5(2'3)
[d’(?ﬂ}-r'm‘g)]z ‘év: P&[g£+§;ﬂz ‘] ™ |
gue & iden¥ico a0 resultado obtido por Johnson e Sudarshan,

Finalizando, nds queremos ressaltar algumss dificuladades
he queniizecdo guando interagoes sao introduzides. Em primeire lu-
gar, a existéncia de auto valores compiexos parz a ensrgié'mgstrag
como vimos nec infcio déste capitulo para o casc de spin 0, gue ne=
cessitaremos de métrica indefinida, Embors nso possemos dar nenkun
- argumento de nsiureszs geval esperamos gue tals estados sejam liga-
'dos, O Que nao Lraz nanhama 1m@11¢3g&0 em probiemas de espalhamen-
t0. A existéncia de estados com matrxo& negativa esté associada com

o fato que R? ¢ em geral 1nde?inida + Como consequéncia nae mais
impq?-a ©3) o | | '

g Johnaon s Surdarshen mostrarza também gue no. cagod €e in~
ta?agoea eletromegnéticas inconsisténcias sac obtidas desde que o
campo megnético seja bastante intenso. A éste respeito-existe umes
serie de artigos (vef. 43, 14 , 15°) mes, a nosso ver, nenhum dog eg
_@mweammﬁmnm_ '



