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, -Apos o sucees.o da equaçao de .Uirae para a des-
eriça0 
t as .no 

de ' particU1ss com spin 1/2. várias tentativas ~oram fei -sentido daconstl'll<;;Qo de . equações adequa~1l parll . spin 
arbitrário . 

H1stor:iclIlllSnte . .. a . 'Geo:r:1a mais antiga é a · de 
l'aul:i.,;F:!.srz-Direc . Ne sv,a f01.'lll!U.a9ão ini'cial, devido a e:i:istên: 

". cia de condições subsidiárias, esta teoria apresentava 11;10011-
eietênc.iae no caso de interações ' o ê.ste· foi o ponto de par1iida ' 
para as forillul.ações de Bbabhae HarÚill,..Chandr:a. Entretantó os 
campos d~ Bhabha e HariBh- Chandra apressntam o inconveniente 
'de teJ;B1It Í7&rios estados de massas s spin diferentes. Ass1m .nós 
procuramos reter as' condições Embsidiárias e a 1ncons'i~tinc1a 

. ~ . ' 

no caso de interações é afastada escrevendo a equação de os.ro.po 
de tal.· forma que 88 condiçõee slibsidiárias estejam ' c'onti~ ~ 

. 1.a . 

A existência de vários problemas na construção 
de teorias de equações relativ:tst1.c8S em . presença de interaç;ee, 
entre os quais o aparecilnento de Bl1to valores complexos parQ a 

V" , . 

energia e inqonsistências na qusntizaçao tem renovado o ~terê4 
se dos ' fis1cos pela matéria. 

". 

Nêste trabalho, a título de introdução, é rartJ,­
to de maneira sucinta. ·no cap:l:tulo I, várias formuJ.açõe~ de eo. .' 

. qusções relativ:tsticaso Iniciando C(ll!L o grupo de Lorentz nós .&­
nal1samosaa teorias de Fierz-PauJ.i , Ra:r:1 ta-Schw1nger . Bhabha e 
Har1sh- Chandrao Referência é ~ei ta '(;ambém a inconsistên01as Da 

formulação original de Paul1M.Herz no csso de interações e18t1'.2. 
I!ISgnéticas , .' . , . 

!'lo cap! tlÜO I! ~ analj.sado o problema de auto 
valores complexos para a energia no caso de um a coplamento e8o~ ' 

lar" para vários valoras do opin o Alá~ disso , no caso de spin 
3/2, soluç~eB da equação de Rarita-SchlVinger sãc obtidas .e a 
quantização é ,procedida, consistentemente, na ausência de i.nte­
rações. t ' feito referência ' a difiouldades na quant1zação quando 

interações são introduzidas . 
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o a p i i u ,l o ,I 

Um fator comum a tôdas teorias de equações relai~vist1cas 
, ã a oovariança das equações de m.ovimento sôbre o grupo de :iio'I'entl!: . 

Como ~ sabido, êste requisito fUndamental traduz as propriedades de ' 
" . ' . ~ . . " 

' , isotbopia do espaço e que as leis da fisica ' sao as mesma~ quando YS~ 
, rlficadas em diferentes referenciíüs inerciais em tlov:1zaen'Go ralattvo 
' retilíneo e uniforme. 
mapeamentos, no espaço 

o pasao inicial déve , eel:' POI'ta.-l"to ó' es·tv.do dos 
, . ' tempo que deixam invariante a forma q,u,dra-~lc& 

ds 2 = ~ ... v d"," cl<l:v 

Nós escrevemos 

Estaa . tranaformaçõea astisfazemlltt3i\ = ~ :::-) cl.li\~!.1 .0 i\",,':;:d O" AO,, !:-J..,· 
A peça caracterizada por cÜl.ld e I\O.~~ é ' a única que consUtltiUlll ' sul)." 

-grupo,.o ogrupo ~ de .Lor,entz próprio. Lp ~ O~ elsman'toa ' ~a peç,u com 
J,tA=-j e No?! aso obtidos pela muJ. tiplicaçao da inveraaó esi;lac:làl 

b = t 1 õl-i~l ) com os elementos ' cieLp ; o 1!,T.lpO formado por Lp e este. 
Úl tims peça é denominado gru_po de Lorentz :i.mpróprio·H , , 

, , . 
Em seguida introduzimo e no espaço tempo objatos geOme'~r;!_-' . coa q~e oaraoterizam-se por constituirem bases de repressntaçoes do 

grupo , de mapeamentos ' Glci,ma. Obtemos assim, escalares, ve-~ores e tens2, 
res daUÍn modo 'geral.. , Uma anáJ.ise ma;'o,," noa l.·eveJ,a, entX'stan';;o, e,' e­

xiatência de outrotJ , tipos de obje'Gos geométricos , ou seja, nós . verl", 

fioamos q~e ,ex1ate WJl homomorfismo. entre o , ~P e o ~rupo fie roa~'Z·:l.ze~ 

un1modulares 2 li: 2, complexas'; assim, e'G!'êlves' elas representElçoos ds.€'. 
te "grupo ' nós podemos amargar o cOlljuzi.i;o de objetos geométr-ioos. A 

- A . 9 I ... 

vantagem desses objetos geoms-tricos esta no fa';;-o qu_e relaçoes ~:iltre 
Q ~ ~ 

objetos geometricos à.o ,IDesmo tipo 8&0 equaçoe s claramente oova.rtunte .;" 

+ A matéria daB representações do grupo de Lorentz teDl sido e1t~eusi­
vamente estudada em excelentes li~'oa (ref.l,2 ). Nâste capi~~20 i~ 
remos 'dar um resumo dos elsmentos essenciais envolv~dcs. 

++ As partes co:n J.t~=-l,l"'o~-i • .!ti Ad I ~':.f-l podem ser ' obtidas" reepeeth, .. ,­
mente. ,pela muI tipI~_cação a.a inversão ·t'1i!lpol."sl /; = \ -·r}."" o ) e i n-

versao espaço temporal A ~ \ -~-i_1:) com os e lementos de L~ • 



:o-à f11.l:i, i1 d o 

nós " vemos ~iue ti (!;ida tran~ for.l.ll.ó.ç~o 
I IR ,..." + ?!.-9 -x = ?1 1I"tf':: o( :x oi 

p " " , " .. ~ 

est a ass ociad.a · uma transformaçno de Lp 
(2') 

--<> 

( 3 ) 
oom 

- I - í: 
R-. ,a).mente 

. , clet ;t' " J..i r.. ;; . 7to~ _ 2: (:xi)' '" Ú,v.ri",,~ 

11°
0

:; ~ h (oi C1ó~+0õ) = {tr ;' ol~; 1 (Ial' ~ 1~ll-l-lcl' flclf) ~ e 

~ t (2 ~ 1.0. - 4~lz ~ 11 H ""' ) ~;! "nd" oi: (~ 1) "'''' .ad -1:.< =.1 

A (3) nps mostr .. que a oo i'respondencia é \Ün hOlilO!Uo T''fismo' pois a cada 

/\' pe r :tencent'e a Lp+ corre sl'ond'~m duas ~·tri~es o; :e '- 0/ . ' As mHtrü;cs o/. 

'cOBSt i tuem, por tanto., umarepr esentaçao do grupo Lp num espa ço b:!. -

·dimensional.;.· Os ob jetos a duas component·,)S que por Lp transformum- ' 

se . como 
. 0/ J>. 10 

= " " r ,-/> ( LI) 

s ilo chamfj" do's ' espinores sem ponto (undotted.). 

AS matri~es d. (compl exa conjugada de oi ) támb" ll! cone U t 1.U;1i·' 

ué, repreesnia"ção d.e r,p, ·inequivalente . a 0/ • o~ elemen~.;os do espaço 

'"b1-dimensio~1 que se tranformam com ot • sôbre Lp ' nÓs . ollamaremos de 

espinores com ponto (do t, t "d) ('fi I <fl2 ) . 
\f'". " c/r 5 . \fi I S) 

G ·:i':o. to . 'tue · ... s repreaentações oi' e ol ' são inequiva;Lentes pod0' ser mos 'ra' ," 
. por absurdo; . de fato suponha que' exi s"ta ' .B. não Singula r tul 'que ;;(:= 6« rr ':' - .. ' ~- . .' . 

Vamos supor'-- que d. '" j + ~ I . (1' . , com f. infiIii tesimal. Daí resul~ .. a . 
, 

" '""".. ' ~" " " 

Atr&vés de p~ f,lir)-hós po~emos de f inir "as " repres"on" l: aç õ ,:~ s c ont ragraclient\': I.:i -. a ol e 01. " (I gntret2:t.n"~o .~stas suo " equi vale"p.t13a a 01. e d. t respectiva-
lllente • . 

-+ . " . 
Que cl.iA -j pode ' ser es tabelecido ilire ·te.mente ou notB.ndo-se 'lu8 e. 1&'1 -

triz, unimodula r J.. '" t (~f) CO rreSjlOllde a ID" tril': ". J cujo rle te rmj,nnn·· 

. te é 1; muüanças p~ra a regi ::;'o COJll d.tll- -1 s ã o proib i dc.s poio o I 
grUI>O unimodJila r 2 x~ é oontinuo , 



:De f'ato Ec(€-d~J. tci .(c! - !) i r; {cI _L)i r com E- . ("2 (6) 
, . ' • I 

B lioss1vel col.oc~lr o calculo e .Sl;inQri.n.l . 8ffi \lUla fórma semelhe.nte ao 
t \::neori a l i ntro duii: indo ar IIit~tricaf) 

3,) 
O . -",tra ves da qual a s cqroponentes contragrudiente!l sao r elacionadas : 

w ,o' , = J , 
(S) + 

15m geral nós d,,, finimos um sHpinor de ordEm n + II1ComO Utl 

o'bjeto coro ri ' índices cllm' };onto e m indices sem ponto cuja lei lÍa I 
.... " 

t r ansformaçao e 
, • I • r 

. r", - <;:'j s", 
c(~, ol; , eis" • 

, , 

rr... "' .. I • I (9" r" r, . . _ . "1,s,i ' . . S". , 

~!ljles objetos quando comreni entsmente sime t ri zad06 ,constituem 1).11\'-1 I 
ba se 'de, uma-- repre s entação irl'e dut:(vei lio ' S '- (2,. c) 

." . - ~ -
' tv+J )( .. '~j} " O' espaç o. de woa represex;taçao' irr2dutl.vel de dime ns l-' o 

i)i"r 'obtido atra v!!s dos monÔlnios 
I 

.~~ p. V"_ Ct Vi - l' .~ fi: f " 
1\ i' -- U, I.I.f ll.2 LI,i ' 

(.!~) 
o ~ 'l~ .'lr \ ; O ~ a: ' ~ ' 1r' 

,\s ma t rises' dessa repreacnta çã o desi gnaremos po r pJ.l(c!,.r) o'ri·f" J; ~ 'Ir 
é Jt ;: '!.1f l n "Cla~amente 

1. ' 

R~,lllmenta, '~screvendo oi. " l ~ ~) • nos vemos que 

com 

QUt;ndo nos res t rinf.imoo a o sub grupo de ro t açõ" s t ,ri - ' .!li­
mN,s·i ona is p/, t orna- s e uma fLUlÇãó ' ana lítica de o/. e pelo teorema ' de / 

J1Gbsch Gord",n p!J(o/,J) amn1 t e a deCom].osi9ão 
, . 

J) IJ -J" 
( cl ) 

,+0' grupo .U":, o g ru,l!o de m" trizes unimodulares -2 x 2, contém como flui " . 
grupo de ma ;;,riz;,s unimodtilares e , unitári a s 2 x 2, SU2 , ~st e grupo G 
homorfo 'a o grupo de rota ç'ões a 3' dimens oes, R} (note 'que se 0/+= oI - l 

então trx; -I:r]('''''> 7!~O;:;tO ) . Hê'ste ca se ;;[ '" (~_1/r e as dUas r e p:i--e-



- DJJ' -. i s to e, a repre~~n 7 uçao (oi,;;;: ) t em ura conteúd.; de spin que -::xt0n 
, , --o 

da-se IhsdH j -> j ' , até , ij - j ' l o ' 
. \ I k 

bon:siiiE~remo !J -a re l>resentação D~·(~/. ~) Es "~a re l, t'esentação 1: 

ob~ida através ' da lei de t ransformação dos monomiós 

1'0. ~ u, Ui , j !lo'= tlj ~~ ) 1'0. = Ui ~i ) P, ~ : u,lAi 

, , ' 

ou se ja, atraves de que pode tambem 

ser escri ta: 
k I t P ':: D < (0/) p D~ (./) .: o/, pai t 

Gscrevendo ' p.: p ... cr" nos vemos <lue P'" e UJll quadrivetor. Portanto, a menos 
deum,-/ equivalência a represent'\çã o ])~ I'z.(o/,:[) á idêntica a re;,resentaçã o' 
tensorial de or~em 1, de Lp ' Como decorr~ncia segue- se a equival~ncia 
das representuçoes tensoriais 1rredu1;i ve i s com as espi nori ais p..tr-a as 

'luais ,j -> j ' ~ 1nt~iro. ' Nós observalllos !ii nd~ que 

PO=i(P •• tl\,l . p'a .: i ,ll',. t \"0' ) r , 
) z 

J 
- (U,) 

( I'~" ~ \10)' 
1'3;- I ' (1'". - r.;) 

pz '" J,. ) í. 
2.. 

Lnt ã o p::.rtindo de 11: 11"~podemos de rini r os oper adores 

,"" , _' d'" Ir{ ) c:'r; -: '. ~I" r5 
( J. Z) , 

onde (a;.)rS .: E a;. C L " d.t~ (a;..r i ir- ( 12') 

(0-'0) d . (ao)ri c--';, ~O) . : ( .~ o ) 1 :: , n; ~ 

(~ ri. . 
Á ) " -(a; )d. - (a'l) __ :: - c: • , f" ~ o .. ( B) 

(~ ) n. (o • .) .; _ (q-Z) • I o . ' -L ) .:: - ;- \,; , rs, o 

• ;, (ú? ). ,_ (.l.. o ) (iÍ
3

) r s. -(0'3) . ::; :: - J .: rs ' ' rs ' o 
i 
' .. 

U "i11sando"':s" llZ') ou (13) pode- se mostrar 

k~')M J'!ít )~A- 23~ (H) 

+ ( :!.'tI) 

sentações c( e 01. 
~ ' 

sao e Ciui valentes(> jjortanto, no que conCGrne ao sub 

grt;.po de rotações n;:;o existe distinção entre espinores com ponto e / 
.i.?~I. ' ,' ;rf,. ·! ~~ : . 



: -/ 

Com ajuda dêsses resul t ados vey.'ifica-se que , 

De fato 

":l -\ ,'v ,-, ,_ 
~ .o.r ~ ~ 

C .. ' ' J " " l ,-.,.::;.. 
-;r'" , r:J ::. ~) (I 

- 5 -

As expres~ões (9 ) r~~aciQn~l de uma ~orma unÍ voca wn 
espittor de ordem 2 c om: um vetoI> Sm' g.iràl tensores de grau fi p~ 

'." ." ~ ", ~ 

dem' ser rel acionados ' cóm espinores de grau 2n atraves de 

~ --: .-.c..l . . • . . ""' .., 
(H) 

ou sua inver sa 

" 

.. • Q " tambem pOSS1 vel relacionar es,pinores, de grau par 

com tensorés ~mpondo maior simetria" Em particul ar. a través de 

• 

JZ 5 ......... 
r 

(H) 

ê possi vel obter- se ,tensores , Q",v e ~v anti- s i metricos a partir 

, dos espinores simét;'i cos ,ad e Q;' lo 

G. .... v == ~v rt 
a ri' ;:: I (a;.)!, r (Õv)Si: Qr-t (18) 

4 
• 

• (cJv )<; t: aJi: ( 18') 
~" ~v r l: Q !" t I (rt.. ) '!> r'-- 'f 



- 6 -

+ ' 
Note que a...., é auto dual e 9,." anti-auto dual < Assim os eqíi.ivaie!!. 
tes tensoriais das rcpre~entaçõee (1 , 0) e ( 0 ,1) são tensores ant1-
- simét ri cos àuto duais e anti auto duais , respectivamente , de or­
dem 2 , 

. . " t ri " Em geral ' com os espinores simetricos , ú' e a. nos pod,!!. 
mos construir o tensor anti- simétrico 

. . 
~,,'" t: a r i = ~ (o;. S r q'" i. t Q ri _ 

(1 S) 

Os espinores ar," !I Qfi são dàdos em '~êrmos d~ s. ... por 

r. ._ 
11\. • L -

, ... " 

. 
} 

2 ' cC • CPov I fÍ. ~. "'::. • c'"'~ 
-" • ' J . ~ %' '" r- v .... /> t, 
7''' r" ' z 

Se o,' por exenlplo o (. - , a 
fov - ~ ... ( 24 ) 

(2k} 

então -_ 

e s e 

! 

Cf"'~~··~: (;;tS Q~ t 4- d H as r)" 

a ; . ~ '2.' (~,t~ cf"i t a~~,' (#1';,) 
, t ~ -

al~m ·' da'!;: (, ( i3) ~> d.l" c ...... :;; 
, ~ / , _ ! .. 

' /,'" .. 

• 

~r~ 
ars ~ O ( 2lf) -

" 

-,Da" ( 23') entao 

' .. oi- Definida a densidade tensorial é.;.."f;" da maneira usual , o !lual 

de um ' tensor , F..." é 
sor ~ díto auto dual 

F"M,v • A"'fI r F. U t' , O pseudo tensor :J): ~ , ~. rtr o m',' ~n- , 
ou anti auto dual ae P"':; ,_ P"" v ou 

f JJ.V _ . F.MV i' respecti v-amen te (', 
]) -, -. , 



, - 7 ~ 

• Isto ' implica que , 

, • 'U.-I: d'V r " 
r 

e por tanto 

Ctr f - d CS Q. ~ 
. s 

(Z5) 
a • d~$ aS. , " r l; :: 

I: 

Equações (z'f ) e (25) são equi,ral entes às (23') e (23 ') 

FinalisanJio esta breve revisão niSs 'llleremos , dizer algo 

a respeito da operação de inversão espacial. Em primeiro lv~ar . 
como vimos no infcio . a, inversão espacial não admite umá," repl'eseE. 

tação b1~dimensiop-al . pOisdet s = ,. 1 . Como s = 'g nós vemos que -esta operaç80 gera o automorfismo 

( /I & real ) 

Numa representação do grupo i mpróprio deve-se ter portanto 

( 2~) 
" 

Equaçã o , ( 26) most ra explici tamen'.;e que s não admi t e represeD:;;~ 

ção bi- dimensional . De fato (Rf) -I 'é a representa,ç~o ,contragri'), 

diente 8 A. equi valente 8 esta Úl tims e Ora -.rimos que' 'p, "e A s ão 

inequi valentes se estas pe X" ~encem a o U2 • portanto. neste caso • 
não é possfvei satisfazer (2 b) ~ Um resul t !:,do imedia'.o de (:2 6) 6 
que s é unitária o 



Consideremos Il. re~res.entação 4- dimensional de Lp ob­

tida pela lei de transfvroaçao dos objetos do tipo g 

, , 

1'r 
"f - 1' .. 

ti 
I 

~i 

. Escrevemos f; Fl "l' com 

CJ.a,ramente o conjunto ~ 9§ 
, 

s= (~.' . ~) tal que (26) 

• 
) 

(27) 

FI : : (~ (~;-r) 
.~ redutlvel sôbre L • Quererr~s achar · 

. p 
a contece. Um cálculo dire'co mos'i;ra que 

. 
) .D (clt r '", o( D j E. . .,( = <X E. 

(2. '6) . 

As equações (2 8) nos mostram que BJD = O {Pois as represen'~ações 
0/ 'e (0/+)"' são inequivalentes e . que C, E 'V,\I ( p oi ses repre­

s e ntaçQss o( e (0{+ t' s ão i rre.dutiveis' ) c Utilisando o . fa.togy.e S 

e unitária obtemos ).//; 1 => - )I: f i, t i • Existem portanto ' 4:fórmas 

" para a matriz S. . NotQ qv,e em qualquer caso o conjunto S," A e 

irredutí vel. pois S e A são não comutant eso A, di fé rença fundamen­

tal es't~ . n o · fato de que obj~tos l' e l' onde ~ ' , derio-ta o "conju­

gado na ca rga" àa Í" terem difer en'i;es l eis ne tran",rormação se 

,À:t!· o Nos da:í: ' escolhemo"S ).:: + i e- 'escrevemos 

( 
.

. ~ 5::: L 2- ~ ) ( 25) 
.. ' 

Nots que 'por B, no sentido a~ima 

Uma consequência i mediata' e qu,e em tôdas teorias tendo 

cOlno grupo de s i llietria sl.lb jacente o grv.po · de 1oren'tz . ilnpróprio , 
as represéntações de ,Lp devem ocorrer em pares conjugados, por e~ 

xemplo · ( fi. I (1) +- ( e I ~ ) , ' 



, 

9 

.. , 

Para censtrução.' do. o.perado.r ccrrespo.ndente a inversão. 
';'eml'o.ral lembremo.s que cerne st ~ ts nós devc:!Ies ter ST = + TS , - ' 

}eis li r epreãentaç,ãe em questão. é oi-valente . Ceme . além t é ge-

rader de mesmo. autcmerfisme que s , nós ebtemes a nalo.gamente ao. 
que fizemo.s, para inversão. espacial . 

" " 

, 

L ", ..... 

1,2 - Formalismo de Pau1i-Dirac- Fiel'z para descrição. d~ ' pir:\;:l:cu1a6 
cem" s~in arbi tT"árie . - Sem dúvida 's teeria de e <iuaçõe~ Ii~i:~ti'i!':fs-

, ticas mài s 6llt1gi. é a de Paul1- Diràc-Fierz , ( ref. 3 ) .;~ ifil:ta seo 
• . > • 

uma prisma hisltór1co . ela cone ti t u! 'uma decorrência nàti:<i~" da teo 
. .. . .' '.. ,'V: .. ' ---

ria ,de Dirac para partículas de, sp:l,n 1/2 o Come veremeá:, ê~~a: tee-
' . " .... "; . ,' •. -, 

ria satisfaz 8e, seguint es cendiç o.es g 1 ) ,o. requis i te de"~: lÍni ca 
" 

masss; 2) c re<tu:Í.sitc de um únic o. spin; 3) c requi s ito.7;,dé7'qMe eu 
a cargl} 'tctal cu ' a enegia total é pósi ti .amente 1e fini'd;~ •. , ~-1iesar 

, ' . ' • ~e~= encentrada.s da elegancia f e rmal da tecria serias dificuldadesvquand~ s~ pro.cu-
reu 1ntróduz1r , inte~ações o Isto cenduziu Fierz e ,PaulL'à ,~ 'refor. 
mulaçãoda tecria e. ' pcssIvelmente mais tarde fo.i o pcn.'j;c de parti 
da ,das t eorias de .&haoha e Har:lsh-Chandra cnde as condi,:iõcs (i ) e 

(2) fcram .abandonndf\s,, ' 
Nós inill1ames ' Q 'estude das equaç-õe s de Pauli- Fie,rz 

a lgUns eieniple~: 

a) 
~ ~ , 

Ferma', J;spinerial da equacao de Dirace Cons i dere as equaç oe s - -" '. , . 
ê)"'"s 1;, 

, 
<!ri 1f'V' (3!) ê>rs lfs .= "" f)~ 

.., 
) 

com 

. ". ". ~ 

Estas , equaçõ'es constituem afórmr;L espincrisl da e q,uaçae de Dirao o 

Para colocá;"las na fórma tl13ual nós ás escrelltemes , da seguin·te mane];. 

1'a l 

J 

.. 
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Utilisando ente.o 
) . 

. -;;r" (~l'" 0/," = -L", 'I i-. 
) 

Definindo 

-eS'iJas equaçoes podem ser escritas 

(d°(Ç +- ê)~ ~ 
j t êl2~ ' -I- ~"3 ) t -=' - {..'bo\ tf 

• 
( ~°Vc . C)!Ó': êlZo'2 - 'd?1l'1) t.p :: - ·' i .. ~~ - 1 

,duzindb ~ =: l.i) . vem 

muJ. tiplicando por i e intro 

o 

o 
ou c J .. d '!< 1 -m.f (32) onde do ( ;0 0(,) . . - = ' 0 ) 

• 

Ji=(~cr., ;) 6omo pode se ohservar " [J ) ] = 2 '1 , . l . #. , ..... f. o 

As equações complexa conjugadas ,las ( 33) 
. .' 

" 

. . ; 

levE\J!!, a 
I' "-

+CJ! Il'.l. êlzo:: '+ 0 3 0; ) J = /.. "'1 !f - 2-

- :;>30: ') (D1f- ~ , Jl< 
ê>~ O; .. -;;120;. , <01 

~ 3 , . 

que podem ser escritas 



. ,. 

' . -' 

... 11-

Equação (33) é e. equação de Dirac adjunta . ~ apa~ente de ~'3~Üq\l.e­
o ,~epinoT il" C I> 1!r, • coa C tal que 

J 

aatiafaz . (32); en'tretanto 'lU andO' interações e~etromagnétioáa ' s~o, 

ln traduzidas. ' através do acoplament~" ndnimo ~...c .g. - ie 11;. .?l~Ii!, Y~ 
moa que "!f e t' p;rocedeliI como campos ', d~ diferentes car gas:'3.:, ',:a" , 
Como O anti- coJiuxta com J" segue qui ~ , e. i.J terão a lile~~:j~~J 
de "transformação 'por S ,=;. ~l somente se ~,!i / ," ' 

, , 

b) ' Equsçõea de Praca - Como segundo exemplo considere as ,e~i,iações 

"nde 

dr~ us,<i, = .... Qf~ 

a •. ' t · p ;u. e sue ,;!:'l.CO o 01' 

' J 

(15) 

Escrevendo ars ", Q~q;;;r" obtemos 

(O +- '",,1.) a~ :: O ' 

- _ G\ r. 
- - '.. I< 

e como 

(36) 

Estas são as equações de, Pro'(".a; uma outra fórma aqui valente !li (35 ) 
~ d,ada por 

, '""I F ' CI r~ -+ 

De passagem l'l()S fazemos :referêncià ao fato que as fór-
,(5) e (36Y -sso em gel~l inequivale~tes para éampoa em 

interação, 

+ - Espinores que se 
, pseudo esp~ores 

(Ye.ng e Tiolllllo 

t:re.nefoI-mam com ). " - i 01< ~ = t i são cb.ame.éI.ol3 
• A ". . 

e aqueles com 
~ 

i\ : ' .: SilO ohalllado13 ' e l3pinOl'Ge 
refo - I( }o 
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Um ponto a sOi" notado é <lue ~a fórma 1.35') as 'eqp,açõcs 
tornam-se . alll geral, incompa-cf veis quando j.nterações são ,introduRói­
das , De fato isto pode ser visto ql,!er no caso 'de um acoplamento es~ 

cal~r (~ .... a·", O á illcompatível com [. Q + "J '('" - V(~))] Q v = '0) 'quer 

no ,caso de acoplamento ele-trorr.agníhico (pois (D~, ~]t~ em ger a l h 
êstes fatos le~nos a abandonar a fórma (~5) o COm9 veremos as 

dificuldades acima constituem um prenUncio da qtlslas qv.e :i;remos 

contrár na formulaçã o de equações relat1 v~t:icas, par a apin > !I . . . -. 

en-

Eguacõesde Fierz-Pauli Como general ização da equação de Dirao ' 

para partíctllas de sp1nl/2', Fierz , e Paul. i propuzeram comO equações 

' para partículas de spin arbi tr,ário 'o ' s ,eguinte conjunto: 

tp S.i ... . , t . .... .. ,. 
-=' L T,( '" • • : ~ . .. _ . rU ··· · ) 

r~estas equaçÓes t anto ' tp':;!::',:' como J,!~' .. ':'... sãoespi nores 
simétricos do grau n o Nós notamo,s i nicialmente que as (38) imPÚ.-
oam que 

, (O ~ 'l1I' ) ' lf'~i. ' (O ) ti .... O (35) -I- m~ . fou. . . . .. -1< -- •• -
e 'f r' st . - . êJvs ,i''': , .. d' , O U/O) " ,,~ II - . : - '1f'5 ü· '. -

" 
Equação (35) mostra explicitamente qu.e as (32) sã o candidatas pa-

ra a discrição com um único valor da mass a m~ !'Iós ~'tamos considen'.r 
o caso em 'ql!e 1Il;i: O e vamos mostrar que o spi~ associado a tp~-t .. .. 
& D;2. Rea11!Wnte, n o referencie~ de repo,uso '. , ,, , .. . , 

rt ~ lf ~ =.-""., . ~ I""r\l 

". . . fp~t. . . 
- lA . • _ • . 

, . - - r - , 5U. .. ~-
.". é .... 

- - r" ,Ú5 '., · tf
' ... t .-.. . . ' '" ' 

Como riô referencial de repouso transformações de Lp são ro.taçees 

tri-dimeneionais s egue- se q,u.e o oõj~to , !f'~~:,._. _ é simé'Grico ' ,cU! todos 

scus iÍÍdices'o Assim o nlÍmero de component es independentes "é, 
C" >Z-j ( , o que mostra o que desejávamos o .. 

2'i ; 2 ~)+ j 
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10 S,'-" " ia, Seja. ,. Iv" " cem k-J. e /it;'- 1 
t e , respect:l,. vamente; t i '~: : , tem k e ' 2 
l'epr esentaçãe subjacente ' as (?'S) é 

- 13 -

í ndices cem pento e sem pon -2, respecti~<Unente. então. a 

J)-t1t •J1 , i I~,j) -4r .Dt1e.ü, \k 
., b " . Nos temes n = k + ~ - 2 de . maneir a que fazem-de k =~, ".." ... n nes 

vemes q1\e existem n = 2 s poss!veis teerias para spin ·á ".' c.onstl'u­
idas li partir de espineres de grau n . Claramente estas :teo:pias são. 
equiValentes, Po.1's es ebjetes 4' .8ãe bases de realizaç~es 1rreduti ' 
vei.s de Lp no. mesmo. espaço. de dimensão. n , + L .. 

Vames extender estas ce nsideraçees par" e cas.e ' em qlle 
reflexões espaqiais são imvelV1das . Sejam (~"I, ~' ) ebjetQs Í3a'tisi'a­
zende (511) ' çem 

k - n - q ,} 1 . 
i':" q + 

" 

1 

. ~ (fJl/ ~11) entae .. per s • 1 .,.. 

censiderar e cenj~nte - ' . tae q = l ••. . ;n nes vemcs 
s + 1/2 ( s ael!liinteire ) teerias • . 
subjacente e daQ~ 
!f.1f'1),{IH) 4-

per 
, 

~ (f·Z),,t , D . z , 

q - 1,ito cro n 

assiJU ,devemos 
.. ) é Fazendo en­
s int~:i:ro) cu 

. ~ 

Em cada cas e a represent a çae 

No. case de sp;i.n inteire .n&s pedemes 'escelher 

k == s ...... . J. , 2= s + 1 ' q - s 

e usar ~'i>1 lf~' 
, .- ir.> " "+1) lf t , .. , ""-3) ''Ir t '" • lf ' , "-, - - '. u~ -

1À ~ _. . lÁ. 
'(42) .' .o. ,i 

'" 

('i» . tl .... : , t~ JjHI 0/') 1 := ::; 
t"u. Ui: .U ~ 

, \. () . ,,>"':'1 
Cemc .'J,.'i..',. ;, e , 'I' ," ... .. :"t são. s imét r ices em "<l Gi ..n êles pe .. 
dem sercomb1nadós, segundo. (19) para fermar um tenser ant1-simétri 

cc 
, ~ 

F. :' • ])a di scussae da pagi ,na (G) 
C.14,v] ,'ta o_.,}-(~ 

é ,~lare que 
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1' .1<." oo /<'1> - o 
Por outro lado . como (O ~ ",,"-) ~&i ~"l~ 

u..1 - .. lA.!> 
:: O então 

o objeto U'"~" , .)A., é . 
simétrico. Além disso· 

1-
0'1 

Um tensor simétrico pois te".- o 4 é Uín esp1nor , ,'. 
Q.~ •• ~$ 

Resumindoo; as equações para spin s inteiro ,o equivalentes 

as (oS) , • podem ser escritas como 

00(0 -1-111' :)' U O ;, O j ocr'tU o '" O j V;: , = O(Q3) 
. "," }lJ .,. ~ .JA s. . .A.(.( Z. _. .-'"oS rt Z. • • p:!> 

' . ;No ,:cesode s pin semi-inteiro s ~ k + 1/2 ensote o fOl'~'o 
liamo de Rarita-Soím1ng~r (ret'. 5' ) que dá uma fórlllB espinór-tensor50-
al às equaçõeis de ' PeLÍa-Fierz. títiÚzando Y'~~, .o t~o e J! .t, .. o tt oon~ 
truimos 

Definindo 
.' '\:- "~ .. ' . :. 

'. 

. "1 0

" 1.<1<. . t,l . .. · ui.. 

= -r? I ,t.(o;.,;)/' i] Jf'é,, :, tk • 
iol < pc Lt1 " · IÃ,.. o 

-,-*-, [.1 Ig:.) ti,;]' -vi 1:", ti.. o 

. . 2. l' "'. !;.- . r., . ' .=, . . f 1.<.' :' LAf<.' 

4' j /', ' o o 0.,4 f.. 0 

lfo' -", 0-- . AI<.. 
. 1 

. .., P, __ o .M~ , 

então, é poas:!vel mOàtr~. 
... i o o 

,.. ...., :t - - • ..,4A -11. . 

anàlogamente :oomo fizemos para ' s P'.in '.1/2', 

que 

.0 espinor-tensor 

. aos o :!nd1cea /< j 

-I. -. 

('15) 

!\f~f __ ' ~ k. é s;métrico, de .traço n~o, com rel~ção 
o fi.... • Nós · vamos mostrar que 

o .. ' ( 46) 

o, . 
nos :lndi-
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Realmente 

pois 
por 

tanto i: como rp são espinores simetricos. lliultiplicando a (tr6) 

iJ.;( vem 

ou seja 

, 
Nos' obtemos 'ainda 

; 

ou seja 

(O + 'IrI~H:: O / 'H) 

Em resumo, no formalismo de Rari ta Schwinger. no cuso 
de s:pin a = k -I- 1/2, os objetos que descrevem o campo são eSjJino res ~ 
-tensores (de grau. k); simétricos e de traço nulo em 'séus índices 'GE>l 

soriais, satisfazendo ('15), (<(6) e (fl8) , 

" . 
• ' (1 , 

No ca~o de p~rt:lCu.las com massa O, m = 0, noa ObteJ;10S 
ra ap1n intei'ro " 

-
O· ) 

que s'ao ,eqll.ivalentes, a , 
, '. ~ . 

F ' :;"Jvf.j 
t. ~ )f J ,IA 1.. • • .u.b :;t ,of t. • . .M-? 

, ~"V f. 
, " t v ,") "'t .. )'!> '" O . , 

} 

IntrodlAzindo' o tensor 

) 
'd" R. -

i" "" ... -"s - O 

l?a·· 

(50) 
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. ... ! 50 .f ' , , , t d , .. ,c." 
,.. " ,. .. '~..s -.l 

onde (.Pj ... A fi e um , tensor simé"'Grico satisfazendo (~gJ ; riós -vemos ente.o q~le estas equações ssc invariantes c om relação, ~ :11rD,ns-

formação de calibre 

Para c~lcu.larmos o número de componentes independentes 
da função de onc1a nós de,remos p portanto !) dimi nu.ir o nÚJllero · de comp,2, 

neutas independentes de c'." .. ,li •• , • Para fazermos i eto GOne i d2remoc 
uma onda plana de vétor de onda -1<'" = (~,o I 0, 0, ~); em primé:iTo lugs,r 

V~ tensor'de grau s . em qv~tro dimensões têm 

componente s indepellC\en.tes :l 

A condição 11.HJ04 "'-'1' '. I"Ia:: O:)qu~ existem somente ('Ô
3
+3 . _ c.~+:i _ l$H)2 

3 -

componentes' " ix:"depellden Jlies (I Final.me"nte ;)..c.c RJ'.(J.fs, " ~~; o => .RO ..... L • . ""~ = -R3~l 
restringe-nos ao espaço tri-dimeusional c Repetindo o cál,Ci:!~' O n& 6 ~ 

, chamos 

c· ... 
2 componentes indep~~d~ntes 

portanto C..;, ' ,: q ç . o 

e dal. o nUlil6ro de es:'t:adoa 
, 

independentes e 

," 

Um exemplo- ~' o caso do' CBi'llpO ele-bromagné,tico ,que ', como 

su! somerite dois Bstados de helicida!l,e inde pendent es. 

ferença essencial com rel ação às , 'i;eorias com '" f O o 

s a:b..ç?Jl10S ~ po~ 
r 

Esta . e v.ma di 

- ~ ~ -.. , N.os fazemos. referencJ.a rGwnbem a wn teorema dev:ido a 

l i que mostra qv.s, no formalismo de 'J:>auli-Fierz ou s eu equi'lro.1eiroe, 

para spin in'té1ro a densidade de carga é i ndefinida e para spin se 

mi- in'Ge1ro li densidade de ener gi a é indefin i da, Como con'seqüência . 
a. fim de t~r.-se na teoria quantizada que a energia "'Gotal o"é °P05i ti va il 

campos de -apin semi-int eiro devem ser quantizàdos de acôr.do ~m a eI; 

tatfetica de Fermi-Dira c o 
" 
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1"6s qaeremos ainda observar que, embora a represen'tação 
subjacente as l~~) , e . conjugadas seja dada de uma maneiTa geral 
por I t./ f) , o esquema (lf 2) mostra que na formulação tensorial com 
spin inteiro .a r epresen'taçãó subjàcente é t ~ I~) o NQ oaso do for­
malismo de .Harita-SchwiÍlger nós podemos ver~ ficar que a representa-

- ' # " çao sabjacente e 

[IO'-l ) 4-1\, 0)) . , ~ , [. 2!.;/) Z.!.~lJ 

Da! 'a' claro que , é inerente em tô das estas t e orias a pres ença de con 
= 

dições stíbsidiárias, para spin ~ J. ', que visa'!! eliminar as :C,offil' ollen t e" 
,redlmdruites . Por :eX\!lmplo'. no caso ,de s "" 1, , a representação' s ubjac0f 
te sendo (1/2, i!2). n6s vemos, quando :rios "restringimos ao sub~,grupo 
de rO'Ga,ções . que , ,os: elementos 
componentes de ,spih 1'e O. As 

do espaço dessa repr esentação 'contem 
, - -eQ\1açfles s ao 

(O , + ""~) lf... ::: O 

onde a s egunda dessas equações .. fs,a e .l.J,minar a component'e de spin O, '" 

Entretanto a existência dessas ~ondicõ;s ~ubs1di~rias leva a saTio,s : . ... . . 
'. . .... - .' - . - ~, .... ; 

problemas quando interaçoea sao introduzidas, quer no uivel uao q~ag, 
, . . . . . -.-

t1zado como ' no quantizado . Em partfcular Fier z- PaulS. notaram gy,e as 
(39) aio 'inconsiatentes , para ,ó? ~ , " qU-ando interações eletr g, 

magnéticas aao introduZidas, via acoplamento min.i,mo 

, " ", " ~,, ,,' , _ t"\ (".;<) , 
Clr~ .- Vr6 ~ . ,!../,.M . \~. "'50 

" 

Fierz':'PaÍlli ,p .. ocuraramreter a fórma \ 08) para os 'campos livres 
iritrodu:ündo eapiÍlOrea- auxiliares de grau menor que os ' origi nais e 
obtendo as equações a parti:r' de um princípio var iacional.. ' f!:ste pro., 
cedimento conduz a , ,equaç,ões de complexidade crescen'te Cloro o 8pin • 
queb=do a simplicidade original da teoria. 

" " 
Esta foi a mo ti vação origtnal paI'a a s chamadas , teorias 

sem condições 111Âbsidi lírias as mai s an'~igas 'sendo aIO" de Bh,abhe. ( ref o 

b .> e de ' Harish-:Chandra (rei'; , 1- ) o l!.'nt ~'e ' as teori!'lll dê~'õe' tipo 
mais reBcentes temos a formulação ,de Weinberg ' (re f . 8 ). que adota 

, um ponto de - lr1B"ta algo intermediário 'entre o formalismo i"agrsngeano 

e a fiiosofia ,da matriz S, ~le abandona. o.vase que completament~ a 
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• ",. ;." (> 

tentati \Ta de oú.nfri;:Vt:tç~~o de equ.aç c es re1.a:ti v2stices po:i~s ~ a seu -\'"er r 
estas equações il,ade. ',mai s eão que urJill afj.:rma:biT.ra :l.mrar1ante de q11iÜS 

componentes são 'essênciais e quai s são redundan'tes o En·~retanto . an­

tes ,de entrar na análise- destas ';;eor:J.as mais recentes vamos eXaL1}. ual· 

aS , de Bhabha e Earish-Chandra. 

zT~e~o~r~i~a:s~=d=e~' ~B~h~a~b~h~a~~a~H~a~r~i~s~h~-~C~lla~n~d~r~a~ - A equação básica é escri ta na 
:fôrma linear + 

. 

(L' p ... 'd lf 
- iWt):i =' O (52) , 

• 

o objeto i \"x.;' ~) toma valores em algv.m espaço R, onde' atua v.ma re­

presentação (em geral redutível) do grupo de torentz 

} 

Seja .DJJ'(A) , a representação irredlltí""el de mais alto peso c oni;j.da 

em 1'«(1) • Considerando o ' s ub-grl1po de rotações nós vemos q~le o ob~ 

'jato 'i pos"sui um conteudo qe spin que se estfmde desde :j ,+ j ' a­

té I j j 'I • 
•• Suponhamos que exj. sta v.m.a matr:i.z '7 hemi tiana 'e n8,O 

singular satisfazendo ' 

então. , tomando o complexo con jugado e '"ranspondo (52) OO'GCI1l0S 

• 

Tanto 
:... , . 

podem ser obtidas de ~~ pr~nc~p1o variaci~ 

onal a~ravés da densidag.e de J.agrangcana 

(55' ) 

que conduz. as seguintes expressões paI'a a corrente e tensor el!ergia , . 
mo:~ento ' 

, , 

+ NO~Ge , (llle tôdas equções precedentes podem s er escri·~as n.a fo:;~m.a 

(52) cóm matrizes p,., a dequadas. 



J( '" .f ~(fI5 b) 

L{;v ~.{(f t~ , ,.1- ~1 t, t) 166' ) 

~ 3.9 ' . 0 

A invarian',a relativística de (62) ' ~ !15sel',v.rada se as matt"izes 
satisfazem 

enquanto a invariança relativistica de (55') 

, Portanto 

l' '" 1 r,i 

'1" + "1 '1' " ~ 

, ,16,8) 

: .-

e asseg~r:a;4a (10m ' .. -." . 
" ' 

, , 

" .; . 

A ~triz Lo ~ ~ ro não é, em geral não negat1':~ 1pltdendo 
assim existirem e'stados com métrica, indefinida; isto, p'i~,~::,~iJi );'art i 

. ' . ., ") . ~ "," , 
cular, p'os5ibip:tar o aparecimento! lie aU,tos valores cOIÍ!;p.l~~QS para 
a en~rgla~ ~ ~Bt~fatoserá 'objeto :~,~Ulll eBtudoposter:l:6t::;~ ':n,o mo- ' 

' . . . ."t·· . ;it~'':: . ;;~. AA'+ 
, mento ql.\erellios ,apenas mostrar que :~~ ê indefinida. em ~~€~~iIf"" . 
. . -. . . . . ~ - - \"( i'~' "0' " . 

Para vermos isto consideremos transfoI'!Il8çoes inf:l.n i tesii)\ã~~ .. 
+ á~ ... ' 

, 
, (60) 

, !b~) 
... ~ . . . 

Entao , ut,i1izando 

:; :r 
, ( 55) 

... ~ E _ . .... 
2. ........,-. 

obtemos: 
I 

L t~L' ( c~ L" c-" L'") , M" v t :M "v' f = '. c> f ' " - ., r '_(b2) . r . ~'-, 
Especializando para transformações de Lorentz p,ur,if~\vêm:. 

L li. :; Ló M~~ + (V('fl ir Lo ( (,3) ', \ ,\, , 

t . ", 
• .Do. .. 'ir 

(0 :; L ~ (VI""- -1- , M'" 1.," 1(,3:) 

Substi tl.\in,do C.,b 3) em ( b 3') temos 

(i"l~lr~LO ' ' -I- /.,0 (~"I)2. , + 2M"" LO M"~ - LO =: O (-6'1) 

Nós vamos considerar q~e o ' conjunt o L';" é irredut:l: val ++,+ :1' , a supor 

ql.\e 9' menor auto valor de LO é .\? O o Se;la, p;. o pro jotoz. sôbre 
o espaço nulo 'da l!iBtriz L o ). , • isto é " 

" + Salvo no caso de apin 1/2'; onde cóm a identificação p,,=,)"" '1''' J. nO,a 

vell!OS que do= '!li ;; estritamente positiva . ' ,o' " ", ", 
, , ' 

+ + ;:r ohnson e ' Sudarshan (re f . 3 ) 
,+++ 

. . .. ....; - . 
As matrizes ,M sao reais ; 

• • -simetrica., 

++++ Se 
te 

"N ~ 

tal nao , !lJ:lontecer nos 
1rredut{ vel de L'" 

podemos repetir a discussão para, cada par-
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Utilizando I [,'1) obtemos 

Como Mq~ é, hermi tiano.. o pri mei ro. ' me'mbro de (b 5) é sellli-pos1 ti vo 

defiili do enquanto qu.e o s egundo membr o é semi-negativo (l lM")'? 1) " 
O anulamento do pri me i ro membro i mplt ca que 

~. !"1 d (1 - PA ) = O ( 6 5') 

entre tant o s e ~.j i i s to 'cenduz a p, L'" (.i -p,) = O (par a 1 j.s -r . O _ 

te é ~ i den t i dade e o r esultado par a L~ segue-se pela uti l izElçao 

. de (b ?J ) o ' que , à1gni f ica que LA< e r edut1ve J_ , contrário ao, '1.".e $~ 
pomos o Assim de - ~mo's t er p;. : 1- e do segundo membro de,' (65) obte­

mos 

s o corrs-spe nden-te s pi n é 1/2 '0 Por t anto. Lo. é tnde-finida para l> " ~ . 

Voltando. à e quação , (52) • nos ªesejamos estabelece r alg~ 
mas propri edades da s matrize s p", o Em primeiro lv.gar a e qu.açêo UH ) 

nos mes t r a ( c ons idere transfor mações i nfini tesi mais ) 

CP .. I M~~ J : i[ ~. &;-:;. - ~ ... á;:'J (b ~) 

e dai ~l, '" i I. po J MO~J (fa 'Go já obtido anter i ormen'i;e ) 

Assim dada a repres entação f\ -\> '1'(11) nos podemos con.str l.lir o conj unto 
f:.. a 'partir do conhecimen.to de po o A ( h6) mostra ainda qli.e ú ~ .. =Ó ; ' 

' Sejq p . ~ p" k" _ ; pe r Lorentz então o objeto 

p __ 'pl = 1'P1'-j = . f\" ~P;' k.~ 

A equaçã o mInima satisfei ta por P daí é I.orentz imil.lri antes e .como 
deve s e r homogênea em t A segv.e -se que sua fórma é 

+ Pode s er ~06 tr. e uma maneira geral que -tr il • . . S .. " 0 Cr,.. {UH-! 
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(.E' 2 _ 0.; kZ) ( p Z - CI-; IP) ..... ::; O 
., 

se seu grau e par ou P vezes " se seu grau e impa~ . Como 

. 
) 

a (6'1J mostra que em geral a (52) descreve pal'tícv.lus com · Viii',;!;, 
oS . estadoe de massas diferentes. Ela mostra o.ue ~ sati sfáz uma e­
quação de grau superior ao ssglmdo em Cl", a não ser que .. 'todos 8i 
a exceção de um e somente um sejam nulos, Para vsrmo s osi-g!i:i;!li fica 

· d:o dos ai ·escrevamos (b 4 ) no rsf'erencial de repous o (kj; .. '" .0):" Obt.,<. 
mos 

"., 

( b ~) ... 
. . -.. 

01). po vez.es isto ·,se seu grau for impar. Ass5.1lt vemos qlJ,à:\f;:; ~l" " 
, . + aI); -
No C8S0 

5ão o s auto valores, distintos de zero , d~ me.~t~z':Ieo ' 
de uma únillS: massa de repouso · é suficiente que(+) :' .. ,~. 

( bS) , 

onde f é o valor do maior spj.n na representação l' (A) o Notemos ainda 
que n~ (faso de wr, (mico valor para a massa a equaçã o ( 1,9) ·i;lostra 

ql\S ~o não é diagon.lli zável para J 7 i pois . SEl o fÔ:;isif. então 
~ . . 

sua equaçao m1n~ma seria 

em c ontradição oom (65 ) 

A teoria de Harish-Chandra ·carao",;eriza-se pelo fato que ~o sa".;is-
faz (bg) e por-'6an-i;o ' descre\,-e e quações com uma únj.ca inaesa de r e= 

. Consideromos novamente tra.D.eformações i nfini tesilflB.is ~ A 
H 

lei de oomposiçao de grupo 

rr ( 1\) l' (11' ) 'T' -i (11) :;;: rf' (" I\' /l-i) 

(y) _ Por exemplo Umeze.wu (re f o 10 ) OH Ha:<>ish-Chandra (reI. r L 



fornece 

. - As equaçõee (66) e (:jO) .. -nao sao 

minação da álgebra das matrizes f~ • Por 
suficientes para a dete!: 
outro lado, observando Que 

[ [r', ~~J, /Vir"'J = q q~, ~fJ ~~ .. t t ~vl ~vJ ~"'f - [~v) Pf] ~ ..... - \.~"' I~"J ~ ~r S 

Bhabhe. notou que (b 6) e (10) não ;ão tncompe.-tf vais com 

Sv.pondo que l f:1) e verdadeira. é sempre Jlossé"el escolher o oonjl)~ 

to f< tal que 

AgOra, s~ escreverlllOS J.: ,,; -!z. f, "' '' M"''' então I \( i ~ M.o 

.~ , .... 

[ J';" ) J,,] =.: t_~ ~ 3~1 

(_ 1<."" K"J = - i f",." I<t ' " 

L 3", I K" J = ,t« ~~ 1<1>. J 

(1-2) 

As relaçoes sc:i.ma mos·tram 'lV.e quaj.sCJ.uer dos conjuntos "3 ... ) 1.,. , :li<) e 
. .,. satiafazem relações aemel·hantes · ( i 1(.., I 3", I -i 1<" ) 

• as das componentes do Ifl0mento angu ... la~ <> Ut:i.lizando (bb) v.ê:-s~ . ;~arobé.m . 
selecionar c10is ~"( e ur:<l M'm~ eati..sfazendo que é sempre poss!vel 

~ - . relaço-es de ~omv.taçao de momento aneu1aro Denotando um etemenJ';o ge-
;:;. ... .. . .... 

ner~co desses conjuntos por X. entao X deve sat:i.sfaz~r 

tx"- í 2 )(Xl.-q-j)1.) .. : ··· =: O (B) 

o ' .2 2 / . > onde o üJ. ti mo fa"cor e X - ou. X - _ dependenllo se f . é i nt.lH-ro ou 
semi:"inteiro. En particular para 'IX .: po temos 

, l ~.2_ +~ )( ~ol. , - q:-1)2) .. ' .' =: O 
e 'portanto, com fi identificaçã o ~ z:: Clt; ai=-~-lj'- .t< a (61) ' fOl·nec ·~ 

\ '1)11. _ .t2f<~ ) , 1n~ _ (~_1)2~2) . . '. . l ",,2. - f..,l. ) '" t = O 

se f é inteiro ou 
hn 2 -: +' f<1.) l 'm1. _ (l;._D1.f\1.) . . . _(:mL. ~ .. F) 'i' ;: O 

-;. Índices correspondendo a perlalüa,ções ciclicas de 1. 2. 30 
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se f é setni-in-teiTO~ Assim, e. não ser nos caS03 de sp5 .. 11 Df' 2/2 0\.\ 

1, 't satisfaz llma equação de grau superior ao segundo em d", e . . , 
descreve par'6~culas COlll var1.os estados de spin e de massas ,Ef'e~, 

rentes . Por ::memplo no caso de 9pin f = }/2 a massa de re})ol).so 

tem os valores 71/ 0 = 2 ... 

De finindo -

) 1= , ,,,4'1 

pode-se escrever a (bl,) na fórma (1-0) com os índices variando !l. 
gora de ° at~ 4 • Assim o estudo das representações irredutíveis 

da fllgebra das mat rizes p", M"'" redv,z-se ao estudo -dIlS represe~ 
tações do grupO de Lorentz em cincc dimensões e êste foi o pas~o 
seguinte do trabalho de Bhabha. ' Entretanto, a nOBSO ver, os ele-

o ~.. -
mentos essenciais ja estao delineados € nao vamos l'rossegl.'.ir no 

estudo da teoria de Bhabha, 

Eill' telupos' lll<ÜS recen'~es algl'lllaS tenta ti "as 'Gem sido xe2;.­
tas no sen-tido da constru,ção de teorias de e'lu,ações relativía>d.cas 
aem oomponentes' rcdundantes c Nês"te contexto nós fazerrlos r ef'erênc:'ta 
ao trabalho ' de Weinberg (refo S' ) que adota como entidades básicas 
os objetos das representações (s, O) e (0, s )o Nêste formalismo ae 
com.ponentes 1'So,o " e 1'0,5 são relac:lonadas através de ' certos px2,. 

jetores rr y~)of' ', que são polinômios de grau 2s em ~ = (p')-~ • 

Apesar de ' êste saro 'sem dúvida um ponto àe partid~ agradável. as 

equaçõasda -GeiIibe:i'g levam a uma equação de massa que admite solu~ ... ." . " 

çoes ' complexas paI,'a /):> .1. o Bmoora estes estados pos sam ser aban-
donados por , definiç~o na teoria 1i,,-re, te,l não é poss{"el faz~r na 

" teoria com i~teraçíio (completi cidade' dos estados -assintóticos) i m­

plicando entre outras coisas, na existência de sO-luções instáveis . 

" 

" 

, " 



Capí talo TI 

No cap:f. tulo precedente. viInQs que nas formulaçõe s usuaiÍ.s 
a eiüstQnc:i.a de condições 6~,b6idiárias. que visam elim:i.nar ' as comp,2, 

nentes redundantes . levam. a IÃm si s'Gema de equações em geral incOml?i 
tivel quando interações sãQ introdl1z:l.das. No n1vel não quantizado 
êste problema pode ser afastado escrevendo a equação de campo de tal' 

fOll'IDa que 8. ~on6ição ' subisidiária es"teja contid!1. nel~,Assim. nós e~ 
cravemos', por exemplo , as equações li ues: 

a) apin s - O . ; (D ., ,:.2) ª\7.) '" 0 (1) 

b ) 6.pin B - 1/2 : (, J,< ~ .. ."., j '!{p:,l:: O (2 ) 

c ) sp1n s = 1. i , (o. -l " ,2) ~,,~ . ;;r".0v~·' '" O 9 (3) que con'~élll 

a condição SUbiS:i.diiiria ;;.,p";; ;) , ~ , 

. d } spio s , = 3/2: (,~y - ""» tl\ - i (/" lf + fiJ" ) ~.,.+ t t"(Jrf +-)}. 
' " ~:~ )!;' 6D 

con"trafndo ' esta 

( l.f) ',' 

equação com dA e v' obtemos respectivamente ' 

tA ..I ' ". ..... .r, . 
' fI) (J Jt~ ' ~ -- ~. (. r:J l-u- ) 

que levam as condições sl1bis1d:i.árias 

J (J'" ·1. - O 
.~. jir' - - ' . 

. U~ fato interessante. sem par na teoria nao ,relativística , 

é a posaibilid~de' dE! au.to valores complexos pa:;:a a energia g,ll ... "\.l1.do s e 
considel'8lll iniiel'açõ'es ; O "fato é CJ.ue ~ condição de norma posi"ti va de H ' 
nida depende eaeencialmente da forma das condições silbis1di~rias el'l1l11 , 
tidas nas equações de c~~:po·. :A presença de interações modifioa fi .fór= 
ma dessas equações e é poss:f. vel 'que ocorra C 9! I ,~) = O sem 'li" O , 
ConsideremÇls, por exemplo, o caso de um campo de spin O ,com acoplW\l€:,B; 
to escaJ.sr. Escrevendo 

[w '.- 11, ( " 'I -,,) J ª::: Ü 

resulta 

da. qual e tnlnsparen'~e 
pro:fundo. Tal situação 

mostl~emos a seguir . 

f _ ", t~ " -V } ]' tI., 
."... . ' ~ lo\, 

r b } . . 

o ? "-> '0 Q que e P ,OSS:\. "e1 .:: ~"-. se V ,6 suficientemente 
também pode ser nO'cado )].0 caso de sp in. 1. como 



Nês.té caso t~mos 

(:J.) 

de onde decorre (111 _ Vlz) d/. i'}f(X) = ~-'< d", V(,,) (+') 

Ir Vamoseplocar ti '" (X) = é"êt y'" (~) e adotar a nO'.;ação (IPI, 1(', 11 3) '" 

I '" rr . As sim ó b -c""e"'m"".o"'s,,;----L--

(E'" ---Hl. ) R _ 

( E~ ~ C::.) Ifo -
v' (-i é lfo t- <;f; R') ~ til (.", - VI;,))1T >= ti , (S) 

iE (-,; f; 'fo + V. rI) - .n (m - vix)) if." O (g') 

-c ) equaçao (7') 

a qual nos permite eliminar 
. . _-11 

10 (x!) ;;:,{.. . (FI. \JV -v. Fi) 'o ' E ' ",,-v 

Com ajuda de ( 9) as equações (8) ' e (8') , podem ser :reescri tas 

tEz +~) Fi - v[ Ã'. VV ] - m('lI1 - V(X) ff, " O ' (30) 
• ,..-VI,,} > 

( 10'). 

Assim nós nO'Gamos ql.le é possfvel ter- :;;e E; 2."" o na:ra a elas 
... _t . . ~. , ..... . 

se de soluções que satisfs .. sm FI . 'V V =' O o Nós pOdel1lOs 'ver-lficar ' 
- ~ . 

isto expllçitamente no caso , de potenciais esferlcamentesimé'tricos • 
V ,~ V ('r) 'onde a ' classe de soluções transversas da 'fSrnia 

. ' ' R~ = roi: f1 ""~ +(r,&, '1') f\ ~ ) N"::.f .ÇIt, 9, 'f) 

conduz 'em (9 ) e (10) a tpo=O e 
-- z'" t/J-O rot [F:;1.íl .,. roi: .ot N - '!lI IV -1-"" V ' - , 

~ como 

roj ro t fi:: V C~r f . ) -' r 
, ' ~ )] 

+ '/>11'1'& c <f1. 
segue-se qué uma classe de soluções satisfaz 

+ d'.(:. ' + 
dr"" 

. ' -r 

, . 



Soluções de (11) com procedimeXl'~~o assint ot:tco adeqt!ado pod.,er,. ser o!, 

iõidas pelo método V.Sl,\IÜ de separação de variáveis. Em p~r'i;;Lcttlar p~ 

ra um potencial C~ulombiano V:. 5i nós achamos so l uções 1illli ta-
l'" 

das da fórma 

sàmente se os autos valores da energia são dados por 

E'2:: '\'1'11. (i - (;.1.) . } 11' t '", t"-ro 
. l/~'" 

" e portanto para 

-, 

obtemos \,:'1. ~ O 

No caso de spin 1/2 podemos afirmar a não exis'"êl1cia (l.e 
energias complexas pois a norma aí é positiva definida de 'partida , 
O. casO de spin ~!2 é mais complicado e será estudado pos'ter:i,oZ'lllente ­
Antes examinemos algumas conseqtlencias no caso mais si'mples <le s pi n 
zero (J. ' Swieca,, ' ref. :l.1. ). ' Se o potencial é suficientemente. profun.­
do temosims' soiuções de (6) estados ligados com ~ne,rgi!'\ 'comp'leXa 

E ",t).i e' estados de,.. espalhamento' com E2.: ll.~+.,.2. . + . Sê o pO.te)'! ' 

cial é bém comportado o conjunto (<p-r.. ~t. : ) constitui uma b~se ,no es= 
~ 

paço das funçoes 

com a normalização 

J ~: (x) 4e IX) d3x -= 1 ( 13) 

" 

~ j q,.,llt) ,;!3x 3(f,.-f1<') ~ 'I) cp; !Xl ;; 

. . ~ 
" . " 

(i 5) 
J cpJ* (x) + I X) d3x - ' O 

l . ' 

ObservandO' que 813 equ.ações de niovtm<!nto podem ser oetidas da eeguin-

te lagrai'lgeana 

10 = J dA~ (~) d~ f"lx) - ('!i l.._ 'l>1 V) ~ q;*' dõlx 

Doe conàtru.1mos J tj+rr + (~tt>+),Q~ "" 'Wt('l11-V(?!»~+* J3 X (lI,) 
H .: 

rr t
" ~ 

+ No que segue vamos considerar o caso de apenas um ·estado ligadoo 



.. ~. 

- ~. . ~ A quan".;izaçao oanomos e entao procedida ü!1pondo-.se as leis de c<>mu-
t açã o em ·tempos iguais 

Assim se escrevemos 

~ (;t) : , Ife .fe ( :;:) t- 5 cI; f< ~Il. h/X) (i <.I) 

rr(lC) : Pt 4>;lit) .f. )cF'~ ['-li +; (x) (20) 

r esulta de (18) usando (12) qlAC 

c, Ú6) e (17) podem s ,er escritas ~ 

f4 ~ li,,l< I'e - >. -z 'l-t '+e. +- )d3~ ' (I': Pft 1- W .. 'l.. '+~ 'tf<. ) 

Q = ,-i. [I'~le - J)/~e ) , t- )d3~ (Pf<je.. - Pe..~~t)] (23) 

onde foi feito uso de (6},o 

A parte continua de H e Q podem ser diagonalieadas atra­

vée da substituição oonvencional 

'h. ::.L (b~ + (.\1<) 
, ' ~ 2WII. 

J 

e obtemos 

1-\ ~ &'.Pe - >.z, ~/~~ + 5d3~W(fo(aiQlo. +b~ b~) (U) 

Q _ _ i. l Pe. Çj.e - 1'; 'ti) t J cl3~ t a.t a~ - b~ b.",) ('26) 

A oontribuição do estado l igado pode ser t ratada de duas 
:fórmas : 

a ) Mantendo a interp.teta ção corpuscularo Nêste caso fa zer10s a s subs-
~ 

ti.tuiçoea, 

a-L "+h 
l' - v:i Vi 

b = ' 'iI.. (b+ - ai ) 
r Ifl." 

. 
) 

) 

a+ -..L- a++bi' "? - \f). fi 

p+,: '(j. \b-Q) 

V2.. 

( 2'f) 

( Zl?) 



e então as relações (:<1) impli.cam (!u.e 

( Q I a] - C b I b] ;: [ a+, 4] = [b+ I b] :: Ó I 

e ~O) 

, , 

Introduzindo um vacuo através de 

Q lo) = a .. lO > :: bftlO > = b\o> :: (j 

obtemos então de 

alo lo> la> ) b+ 10-' = b ~v.~ -
,-

4:aIGl):: 4: blb:::' := O ,,e. L.alJ:i>::L 

Além ' disso temos em virtude de (29) 

a+ b (a+)'Il1 O > 
atb (bIT" lo> 

b+a , (a+)"! 10;> 

bta.(b-f)"" lo ;> 

, , 
;: - nL ( 32) 

- O 
( 33) 

::: O (3'1) 

= '11 i (b t) '1 lo) (3Q') 

, I ,/ AIs i h" '1 

... ', ' 

(2 S) 

Portallto . ,cl b e b+a. são operado,~'ea com au. to, valores - .. , " e '1} ,; 

respecti~aindnte. Assim obtemos a fó rma ',diagonal p'ara a iIsmiÍi;oniana 
, . . . 

e' pal's c~ga .. ' 

\-I = >-i (IIIb - Nd.) + 5d-'~ W(h) (tv'~ ' j- iVi ) (35) 

Q = tJ;, "" "'Il- +) ,P& l "'\. - tJ~ ) (35') 

,J 

Vemos assim que é posdvel iJlan1;;~-se a imterp.l:~tação oor-
\ ,~ , 

\ 

puscu1ar com estados ' de energia complexa e uormazero. 

b} 'Nós podemos também pr oceder a quantizagão com métrica definida. 
, '. 
, Nêste ', caso não será possival mant~r a interple'oação corpuscular . Fa-

zendo ' .' 

) 



}.Z~+'4 : -k (P;' _~z~~ I + li (p/' - }.~'ln (3{,) 

-,1. ( P!} r+'-l+) -" (P .. 'h - PJ~~) (3{") 
, 

F.:quação (36) tem a fórma da Hamiltoniana d,e dois osciladores repul­

sivos . Para tornar Tanis claro o seu si,guiuif'icado nos escrevemos & 

e aS,sj,m 

f.. ... V1 lI( - L~, ) 

q. =.L lX!-id) 
J. Va~ d"-

p+ 1> ~ XLq~~ ... 1- [1'1< ?x j_ h~d 
\. ;;>l} 

~~x ) 

+~)](3=t) 

(3 íS) 

O. operador em (37) é proporcional é,o geradoI' de dilatações.no plano 

ry ; com efeito j,n'troduzindo o operador' U.llÍ i;ário 

. . 

. : ... -",' 

, 
q .' ~ 

nosobtemoa, por derivaçao 

G- .p(XI~)= [i( x~x r~) 
As au.to funções de (37) ,6 (38) são 

. ' ' . 

+i.l~a. +l)]-t(7{I~) 
dI} 2- . 

dade,s por 

. .if ' (r,o) = (n'f-J. e'''&- ('lo) E rQJ I 'li! i ... i. rro 

." " . 
.~ . 

6,10 @ ' Vfi? ' T' . 

onãe os autos "valores de (37) são Ae. e os de (38) mo Obtemos assim 

,~ soluçãci Bem vácuo o 1!: PO'ssfvel também verificar as relações ' de 0r 
togonalidsde e completeza8 

li) r ei(H')~ 
r 

\ 2/re i ('" -1O')é J~­
o 



= ~ (Ç~,.< - q$lr .. ) ~(ê l _é) -

rJ. r z. 

c c~ (~: - r.-~) .. (&I_Q) ~ .. '. ~ 

Spin 3/2 
. 

no Fo:'71u~lismo de Rari ta-:,S(,hw1r~eY' -

I ) Soluções da equação livre <~. Gomo l' ('X) satisfaz e. equação de 

lClein-{}ordan, então temos soluções de on,daplan8 da f'órma . 

·0 • 
f13) 

com f':t:: p.~< _ p. x 
do 

e O'(pI, li(p)aatis fazeE!, 

Cf - '111) oAl!'}:: O 

t j + 111) b'( pl '" O } 

'f'A Cl' ;: Ú 

I'A bA = O 

) 

) 

.I,Q~:O · 

JA b" -= () 

) 
- A ( . ,.JJ+~ I~):: aA(~) e-';~X) .• '.'" a .soluçoe 81 de :frequllnc ia posi ti VP., r ~ r '.' v 

rencial de repouso (p,; o ) podemos escre1l-er 

(l°(I)I:: e (r.-i) af1(17):6 }* a-k -= o 
. Sejam . u(j); (I) e .jl." > l O." ) soluções da equação 

Qeo-::t) UÍ'l{OI ::= O , 

refe-

• Com auxilio dês"tes cspinores podemos construiZ' 
soluções do sistema (45) . 

u' :: " ~ u{l.)(O) + (', 
2- U t2I (OJ 

al = c2 1,1(1.1(0) .1... (t U!')lO) (ti,) 
;. , 2-

Ct; .: C' j U'l) (O) + (32- 1).1'1 i O) 

cf' 



, 

- . ':;.L 

~ 

SilO constantes 
a representação oom ~; -:: 1. õ 

_ (1(. 

> .. ,,-;. ) 
a serem determin"das o Utilisando 

temos de di\. . fé,:\.~: à que 
tO .j 

de onde é aparente que temos ~as classes de soluções oonforme 

r ·1 . ~ ... 
<. ""' :! ) t.. ~ . ") ~ G' 1iI < J. Caso '2. s "- =0 10 o Aqui ainda temos duas po~ 

. ~ ; - c''3. (~::: .. ,:; c.. - '- 1 OU 
" 

sibilidadea conforme '2 
C ~t c }.s ·dtlas solv.çoes ? 

pose~;reü; 
... P 

ara0 da f orma 

O. '-til) :: ~-c 
l!(!) • i.l:J( 0.1 , ~ J.2.~ 

<t2{o) 
. • I f ~J .c/lia) ..- e; , U' , .. c_ 

Ou seja (normalieando a 1) 

l!~} V. ti..\ Q :; :: \~ 
t- • L 'fa) 

Q '(O) ~ 1 , é- .... ( u.-:. .... 
..,~ , " - . 

) 
~ b 'l& ~ 

li! I: 1 ~ l (10 - o ( '-I 'S) 
") . (.\ ,,~ - u -, -, 

(ti. .. J_ ul >' } - ,r'} 1 
'fi ,.-

ao 2) Caso C1::: C;:: (l ~ q) {;i:/ ,:'i • Analogamente :temos duas pos-· 
sib.ilidades conforme 

at ::: .L. ~!J~} 
lj2. 

c' .... ,~ e d:: .. ' t.'!. o Assim ' obtemos 2. - ... . 1.. "./. ... 

ft1 _ 
~ i. t~D O;' - ~ ., -

V7.- -
• . --

o. 2. -
; IIl1.) r:' . .. ~-) 

.:c' - -V'=-. - ,ri ~ . 
-' '.~ 

( 'f'J) 

,. li) (50) 

Equações ~11) - (Só) const! tuem soluções cOl'respondentes a freqll.ênoi8, 
posi'l;iva e a degsllerescênci,a observada deeorx'e das 4 possibilidadGs 

de polarização. 

b ) Nós podemos obter as soluções de 
dooombinações lineares de 'V1r)(o) 

' -
(.l--o + 1) . v1rl(0) ::: O 

.... .... . 
,:raqll.enc;l.s negs1a va con,side:I'~ 

onde 'VI<~OJ satisfazem 



, . 

. ' h<l(o) = e \ vi') (O) 

. bZ(ú) ;; e"l v J [O) 
~ . 

6"~o)= e 3 
~ 

vllo) 

+ e t
z .JZl[O) 

~ e"l z 1f'(O) 

+ e\ v'lo} 

( 
J 

(51) 

Nós obtemos assim 'as 4 soluções: 

. 
) 

. b<>;: O 

i ) Il';: \11 

~z . 4 (t;Ul .3:: __ .11" 71 
""' 3 ' J . 

(55) . 
b! - .L '11"2. . ) 

. - IPi· .' 
~ ' . as soluçoes no referencial de repouso, nos podemos Teno.o obtido 

construizo as 
. '. soluções oorresponden',;es eo quadriVetor p ( l'~ I fi) li!'~ 
travas de 

onde L ~ a trans formação de Lorentz conectando os dois referenol 
ais 

(~ - P~ ) . Ltr f -- p. :;, . .) - ri pJ 
'" , 

'>li ( t;p " 111 
. " 

· e ~ -I - . -1 1 h.~ Jor 
..., f1 l.il -, b= t~'l S (L) e' 01. ;: J 

.~ 

:: } lió l E , 

Assim. 

que clarament e são soluções do sis'Gema 



Obser'W!llC13 que a equação àe Rari'Ga-Schw:i.nger po4~ sar 

, 

q'" dv) +.L J" (l J.- )" +111) J"l'f' 
, 3 .' ' , (5&) 

. -

que .noa fornece o ,quadri vetor corr~nte: 
, . ' 

::lA: _ ~~ JA..,~ .. ~ f li ~,,+v ~ ~ 1,..J'" -tA - ~ t J'" tJ:.f,v 

e pcrtanto no caso livre de inte .... ação '3" '" ·>f,,' f ,v 
Em:' particu.la;;':S°=~ -tv ~·tv ~ pOdt;iw definida. "'- (~ ~/J '-~~II 

, ir) Existência de auto v~ores . cora.p~~xos 'para energia . P~: ~ves­
tigarmos li erlstência de av,to valorescomplexoa . no caso de s '. "' '3/ 2,' 

. nós, por ' aimplioidade . de cálculo trabalharemos nUm espaçotri .. dimen 
a1onalei" Xi' I ?C~ ) , e ai~!Il consideramos somente interações não 1.2-

cais,' !DaS separáveis . Com esta escolha n5e podemos reduzir a ãJ,gebra 
. de :pirac à a!geÀra de PauU , colocaIld~ J·o ~ j J':'4i j J'': iÚz ' o 

Com', e'sta restri.ção a equação de oampo pode Ser escri'ta 

onde 

N'v (p)f"(l')= ). I«,\» J K(p') r'\, ~V(t>') ol'~I: fSn 

!\"'v':: lJoI~oI. .,.?llH~ - 1, tt~v +P"'Jv) l-jf Ir.i.lolt1ll )}.,.(58) 

Existe Ul!l operador S (to) tal que 

~ (p) "('fi) := l-p' + m<)! (55) 

A expreaaãoexplfci tti de S (\') 
q 

no , nos so ,caso e 

(60) t 

til» := S(~) k(!?) r 
, -1>2 + "",2-

onde 
:= J k( 1'1) 'I r +( pl ) ,Fp' · ( 62) 

~ = ' ParaCOf.str'uçno dr- s<p) éi?- tllllefórma geral veja Aurflia e. U~~e3ewa. 
(ref, 1z L 



" 

Dai . segl!_o- se '"t = }.f1 J 1< '2. (1:') ~~ t -" 
-)i~ -\- 111~ 

-..-

dd [ i ~ r ( I<l(F ') S(r') ] : V . ( 1,3] - . ) 
_ ~,l. ~ 'Il1 t 

que e bàsiaamente a eqwação de &~to valores a ser resalvida. N6s 
simplifiaaremos mais a si~uação admitindo simetria esférica. As­
sim 

ou seja 

(-) 
.'t" 

- 2(pO'_ pt'l (~03 +1;1) 
1:\' . 

-'1'.< ~3~,t'2 .. t õ. -ilH,'O:; z. ..--.... 
'tot ')1t't: 

2( I'.~ _ ,.t) -3i? ~ ill>r,.(í~ 
.,., ~'Z.. 

~ 1 q',,a ~ .. t) H~,t 
, 

2 O,.L - '\11'1.) ~ 3 f,...... '2. 
.", 

- ll'l _1',') l fo ú3 + '"' ) 
. ' ")ftl. 

Nós .consideramos r 
,', 

. , 

:"':';"'-_":---'" •• 1- i f!> p, ' ó{ 
"'t • 'l1t 1- . 

il3 [~Po'l. +3p,' .2 ... 'J ·+ L~ ... (~l',+",t) 
"" 

, 

. ' 

da forma geral 

, (b5) 
r 



- 35 -

ou 

- !>a: 5a; ~ 

) 1- ~ 
-iáfJ3 ((,6) 

i 'ô.õ3 
~ - '<;' 

/.(2 
)I 

[(l{P.~ - 5~Z - 2.".z~~ + (~-$)(-ZI'''HPI2+2,.,.J]v .. . . ~~ [(2Po' _1'1"):> -\1-$)1',2jri 

[{-4Pl +s",~ ';'2'.')5; {(~-S) (i\"o~ -3I't_2".;t}J~ · + ~ I (2ro'-I',')· -(H,)rn~ 
-~ ~~ 

-X-)\-x_ 

[ (31'.2 - 41'1'-21>\2>' á 
"'1 

[( 3 'po' - h",'t - 4,,"~) ~ 

'l>\ 

Assim vemos que 1.->.171\, 

y~ 
A + 80s 

FUZ + Gcr; 

-Fo; + 6-0: ' z 

é da fórma 

E; .rrt Do:; -Eú. 
I + DCTZ ' 

( + HOj - (M t 1/ CT'!,) 

M t Nu;!, 
(.+ HV3 



• 'oomo ~eria de esperar. Nos podemos simplif'"lca r o cálculo de d.,t Y - , 

mul tiplicando , im.cialmsnte, Y • pela direi ta' 'e pela s squerdól 
por 

( i O O ) .~ .... ' 

" (to ~) " " 

i o ' " 

, 

0 " , o , i 11'3 " 
.... 

oujo ãe1a:'minante ' é , :l. Assim obtemos ,I 

o 
O ' 

I 
• ~ ( li ~ i M) - ( ( - i W) " 1 

- EOZ - DOi J 
~'(C , +Ni~ -<H+<'M)'3 ,' , 

- ( ~H·3 ' .,' . , " 

R + B (;'3 

1./ F Q-'2, + Cr OI) , • 

Fú, ' f(7 lÍi 
, , 

, 

- ,E" , ,- ocr! " ,,' , r 
' .. " I _(G I-tVi:) -(IH' M) 1;,1! 

. , , 

x 

x I 
r:l+B ' 

2((, HF) < 

, H,ote ' que 'cL,l Y ~ uma. função par de P6 • Escrevendo 
- ",' 

d~t y"" E ( (,_U/)2 -(H- ftv)'] " ~(l"o) +(-1",,) '\tos t',"I~S 

a ) Exeminemoe a pOBsibilidade ( C _ ( tJ ) '- - (1+ - L M )4 ::: O 

com 

, ' 



H = ' &e [ 
",>-

p/ f J ~ 2:» o( .\- Clt. -~)P 

M= 

onde 

, 

-c.hl. 
.","a. , 

[ p/ (i - 2.»0( 

' 0/::: I 
Z 

f k'2 ef2.e 
,_1>2 .f.1II t 

fato ,correeponde a 

+ftlr. -2)P 

, 

I 

[ :i .j..A (1. ~ + 2 ... 1.~ ) Jl. 
, , "'I ' 

~ .:H -

.j. 2",,2 si] 

.f. 2'11tZ (G -ú-<] 

N6s vamos da! que \ 
" 

, " co m /\ , real é i mpossl've' l' ~ t , ' P.' [O , • " ,2.. nas e caso. obter-se 

• 

1!) ' Examinemos agora a condiçãot C",,) : O. Com 

R' = l ' .j. ~ I (2- ~:;) r.201 , + [8~~2) P , -I- '1.",z $01] 

B -= -ti. po [f - (:1_~>p.2o/l 
, .", .. 

E: ='-)!.. [Poto( (45- 2 ) +p(3_-1-~)+ .... 1.oIl2-"SJ] 

"" 
F ::: 

p:: - i), 1'" ..... [ 21'i' $.( + ~ (~-l{li) :.. 2 .. 1. S.;. J 

6- = ;.. ' ',x-Pei , [2\>;'-$01 .t- ,!? (2 S - j) J 
."," 

, " 

'" 

obtemos t ep.) = _ t ' ~+~ 121'02 .1. U -3~) .j.2(l{li '~J)P + 'f ... ~$.lJ + 

~ V:'o I ~ ' -l~ -SI ".20/ ] ~ .~ - <Í! + i:. [2\>0
201 (i-Im .j. 2m; -2) ~ + 

"2 1.(4[.-1)01] + ~ [2(i-2~)h2.l + 1~:;~3)'~+(z~_1)Z ... ?cl)(+l:2'}zB2,,(ZS-i} ' 
T ?li "". co r , .),.L ~ 

' +- t; (3~H) + ,.".;2./ ('2.-'1:»+ .& ['2p.2á.t +~ (1-«S) -2",,2 á""') 5 .. í P.[~-2$)~ -r l'I ' 2 ... 

_ 2 pa
2

$oI.',l -I- 2plol (?>:; -:1) .j. ~ (3 -aS) -1- 2+>12.0( (1. - u) 1 



(J :(>(f) ? o 

l'rocv...-emos solúçõea de , f cp.) := o CCE I"0 = i>. } P.z: -}><- • Par8. que 
• ,p _ " 9 • isso seJa poss~ve~ e neCCS8ar~o 'lua simul tâneamcllte R • ..} = T.,. -? == O o 

, ~ ~ 

Estas condíçoes , aao ~m geral baatante reatriti~as tanto pa-
ra ). ,~ como t~béll! para oke:<'!lel 1< (p) o lQo caso de ~: ~ 

+3el f,,~ .... q""~,b'oI·J }=O 
, , 

R.Il __ L= 

que não são inoompat1ve:ls, existindo pois a possibilidade poz <: O " 
__ Em conclusão existem ,soluções , da fórma ,.p· = (/> ) P.' = - b~ somente no ea 

so em que .\ I S são soluções do siatema acima ( R.~ = rM -f, = , O ) 

e não para qUalquer pa~ ~/~ ' o 

, III ) Quantização ,do -campo de Rari ta- $cbwinger li vra ~ Nes,ta seção 
. ", (rl ) . -r ' . 
" nos , denotaremos por IA (X!s V"'(l)( ' ,: o,%, J -~ J -! J ~ as soluçoes .~ e -

quação de Rar1 ta-Scp'/iinger correspondentes, a frequênc:i.à posi:!;i ~ e 
negativa respectiva~ente . 

~,' E~/j ' - (rI RO , r') __ '~ rr; 
() / cPX tA t.l--

/ , 

que suporemos normalizadas no se'ntido qlae 

I 

.;. " 

RO A" = - JO 5",.. ~ .L (t &:;' + J .. ~~}~ 1 J'J"J ... 
3,' , 3 

Como f:Lzell1os ;:oef'er ência al1.ter1orment e existe UIil ope,1!'ador 
S (<:I) tal que 

Se;»~ /I(;;}):= A (d) SCê» ~, (O +,.') r. 
, " 

Então :; Ll(tJ(2_~) é -uma solução da equaçao ('/) 

va~ e como tal pode ser escrita 
' OOIll frequência posi t i ' 

, . -
v. Ir) R" SC';'>2 ().t (x'- !;J ) 

. )'I (65) 

Pode ser wJstrado que a i~tegral em ~5) , independa de 

pode ser, oalculada em ?!~: ~o • Assim de 
5(;;J)::l0,D.t ;: 2i<:l"Ó+ 

e IllSOia 

+ - Aqui At(~-~) é a parte de fraquência positiva 
• 

da função de Paul! 
'J ordan, satisfazendo ' 

6 +(:I: -~) I := - ~ '$'( ;J'-!J. 

"': tio 



segue-se i.t Ir l( ,,1\) lÃ (r){,,) 

"" d 

ÁDAlogamente ~ poasivel mostrar que 

S 1\ (d) Lit-> (x - ~) -= 1r (r) ('-X) v-",(,J (;/!jJ 
A . 

, .. Ass:im Bs orevends 

· i 

e todos 01, ou·tros anti-comutador.es nulos vem que 

[ 1> 01 (xl I :f i (~) ] + .= . 

~(X- ~) = 

So{?(d)6( :,r. -~) (1-0 ) 

+ A(->(~_ .... ) . 
t.(-I}(:>c-~) u ~ Ô 

.Eácrita explicitamente 

r~(x)) f~ (~I ] + '" 

a (i-Ú) é 
( lJ~ d<>- :I- 'Wl 

+.1- (~a.Jp - ~pJ"')J 
,3 1>1 

(H) 

OS' em tempos iguais _ . t 
[ i "'(xl J fl(~)J ~ JO 

pk +~ -;;\fa d ] $,3 (x'- P 
i. 3 ""f 

. . txo'~' 
f1d ') 

. \ 

on.de P*"e; ~ ~ - ~ JiJe ~, e ; :I , .2, 3 

Definindo . q," -: l"~ ""e nôs observamos que 4>" . temo u{uusro 
de cpinponentes necessárias para. a descrição de partIoulas cOlilspin 

3/2 o NSs podemos expreSsàr as componentes 10 e Jkftf~em f'v.nção de ' 4>" 

fi- 2) 

~3) 

, 



"'"' ,. • -It i;;. J ')' ' p~, _ ~ermos de P . a WJ pode ser c scr2~a 

-L .1"'(71) it t 
(1-1)] _ p'1 [$;~ .f- ~ d{;;>~Jpe ... ~hi'-9') 

'{ J -r' 'hI a+- - f't 3 ..... ~ 
~.~ - ,' 

o qV.0 e identico ao rea~ü teCio obtido pOZ' Joimeoll e Sudarehan. 

Finalizando, nós queremos ressaltar algumas ~ificuladades '. ' na qu:>.ntização 'quando in'1;erações sàointroduzi(Ias . Em primeiro lu-
gar. a existência de auto valores comflexos psZ'a a energia mos·!;ra . ' 
oomo vimos no início dêste capftul.o para o oaso de spin O, Llue ne...:. 
êessitaremoa de 'métrica inderlnids o Embora não possamos dar nenhum 
argUllleiltode natureza geral esperamos qua tais <lstados sejam liga­
dos. o que não 'i;z:az nenhuma implicaçã.o em problemas de espalhamen-

#lo ' . . ' 17 0"0· • Q. . 

to. A existenoia d .. __ astado$ com l.!letri.ca negativa esta associada com 
o fato que RO {; em geral indef'inida • Como coneequênoia .~o ma:ts 
im;or. a . (b'il~ .. 

Jobnson e Surdarshan IllOstr.aram tam'bem que .no caso de in- ' . 

'~era9ões eletromagnéticas inconsistências são obtidas desd,e que o 

oampo magnético seja bastante j "tenso. 1l. êste raspei to.' existe UJll.a 

s~rie .de artigos (rei .- H • ~'f , 15'- ) ms.:d. a nosao veZ' . nenhv..m dos e.(3. 

qu~mas é satisfatório • 

-, '. 


