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Resumo

Ordem topologica descreve fases da matéria que ndo sao caracterizadas apenas pelo
esquema de quebra de simetria de Landau. Em 2-dimensdes ordem topologica é
caracterizada, entre outras propriedades, pela existéncia de uma degenerescéncia
do estado fundamental que é robusta sobre perturbagdes locais arbitrarias. Com o
proposito de entender o que caracteriza e classifica ordem topoldgica 3-dimensional o
presente trabalho apresenta um modelo quantico exatamente soltvel em 3-dimensdes
que generaliza os modelos em 2-dimensdes baseados em teorias de gauge. No modelo
proposto o grupo de gauge ¢ substituido por um 2-grupo. A Hamiltonia, que ¢é
dada por uma soma de operadores locais, é livre de frustragdes. Provamos que a
degenerescéncia do estado fundamental nesse modelo é dado pelo invariante de
Yetter da variedade 4-dimensional ¥ x S!, onde X é a variedade 3-dimensional onde
o modelo esta definido.






Abstract

Topological order describes phases of matter that cannot be described only by the
symmetry breaking theory of Landau. In 2-dimensions topological order is charac-
terized, among other properties, by the presence of a ground state degeneracy that
is robust to arbitrary local perturbations. With the purpose of understanding what
characterizes and classify 3-dimensional topological order this works presents an
exactly soluble quantum model in 3-dimensions that generalize 2-dimensional mo-
dels constructed using gauge theories. In the model we propose the gauge group is
replaced by a 2-group. The Hamiltonian, that is given by a sum of local commuting
operators, is frustration free. We prove that the ground state degeneracy of this model
is given by the Yetter’s invariant of the 4-dimensional manifold X x S!, where X is the
3-dimensional manifold the model is defined.
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1 Introducao

Diferentes fases da matéria podem ser formadas dos mesmos constituintes. O que
diferencia um sélido de um liquido sao como essas particulas estdo organizadas, essa
organizacao é chamada de ordem do sistema. O esquema de classificagao que foi
proposto por Landau explica a ordem de sistemas quénticos e classicos pela presenga
de uma quebra espontinea de simetria. As duas fases, sélido e liquido, sdo descritos
por Hamiltonianas invariantes pelo mesmo grupo de simetria porém o estado funda-
mental de cada fase é invariante por subgrupos de simetria diferentes. Um exemplo
dessa quebra de simetria sdo sistemas ferromagnéticos que apresentam o fendmenos
de magnetizacdo espontanea. Nesse fendmeno, acima de uma certa temperatura
critica, o estado do sistema tem simetria esférica e abaixo de uma temperatura critica,
o sistema tem um eixo preferencial, o eixo de magnetizagao.

Tsui, Stormer e Gossard (1982) estudaram experimentalmente um sistema quéntico
onde um gas de elétrons restrito a um plano bidimensional é submetido a um intenso
campo magnético transversal. Quando a condutividade Hall desse sistema é medida
os valores obtidos para a mesma sdo quantizados e sio dados por:

e2
Ty = 27Thv

Os valores que v assume sdo a principio inteiros porém quando o campo magnético é
suficientemente forte v pode assumir valores fraciondrios. Esse comportamento foi
chamado de efeito Hall quantico fraciondrio, FQH. Um fato importante desse sistema
é que ele ndo pode ser completamente descrito pelo esquema de Landau. Diferentes
estados do sistema no FQH sdo invariantes pelos mesmos subgrupos de simetria.

Violar o esquema de Landau néo é a inica propriedade inusitada desse sistema.
Wen e Niu (1990) mostraram que a degenerescéncia do estado fundamental no FQH
tem dimensdo ¢9, onde g é o género da superficie onde os elétrons estdo restritos
e g é degenerescéncia do estado fundamental quando essa superficie é S! x S'. A
degenerescéncia desse sistema é robusta a perturbagdes locais arbitrarias. Outra
propriedade é que as quasiparticulas do sistema tém estatistica fraciondria: quando
trocamos duas quasiparticulas elas ganham uma fase que ndo é 1 ou -1, ou seja, nao
sao nem bdsons nem férmions.

Se essas ordens nao podem ser classificadas pelo esquema de Landau o que poderia
ser utilizado para caracterizar as fases desse tipo de sistema? Uma das propostas

Tsui, Stormer e Gossard.
1982. “Two-dimensional
magnetotransport in the
extreme quantum limit”.
Phys. Rev. Lett. 48 (22):
1559-1562.

Wen e Niu. 1990.

“Ground-state dege-

neracy of the fractional
quantum Hall states in
the presence of a ran-
dom potential and on
high-genus Riemann
surfaces”. Phys. Rev. B
41 (13): 9377-9396.
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states”. Int. J. Mod.

Phys. B o4 [02]: 239—271.

Kitaev. 2003. “Fault-
tolerant quantum com-
putation by anyons”.
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(Wen 1990) ¢ um novo tipo de ordem chamado de ordem topolégica. Esse novo
tipo de ordem tém como caracteristica principal a presenca de estados onde um ou
mais observaveis fisicos sao robustos a perturbagdes locais arbitrarias. Esses estados
sao diferenciados ndo pelos seus diferentes subgrupos de simetria mas pelas suas
diferentes classes topoldgicas, em outras palavras, esses observaveis sdo descritos por
invariantes topoldgicos.

Wen (1990) propds que esse novo tipo de ordem é caracterizado essencialmente
por duas propriedades:

« a degenerescéncia topologica do estado fundamental;
« a estatistica e regras de fusdo das quasiparticulas.

A degenerescéncia ¢é dita ser topoldgica se o seu valor é robusto a perturbagdes
locais arbitrarias.

Modelos que apresentam ordem topoldgica em 2-dimensdes sdo bem entendidos,
no sentido que conhecemos varias familias de sistemas e temos ferramentas para
caracterizar e classificar esses modelos. Um exemplo desse tipo de modelo foi cons-
truido por Kitaev (2003). Vamos descrever brevemente o caso mais simples desse tipo
de modelo, que é usualmente chamado de cédigo térico (toric code). Esse modelo é
uma teoria de gauge do grupo Z, descrita em um grafo inscrito no toro S! x S'. Vamos
tomar esse grafo como sendo uma rede quadrada regular com condi¢des periddicas
de contorno como representado abaixo.

Os vetores da base do espacgo de Hilbert do c6digo térico sdo indexado por confi-
guragoes de gauge. Uma configuragdo de gauge ¢ pode ser pensado como sendo uma
escolha de elementos de Z, = {1, +1} para cada aresta da rede. Abaixo representa-
mos uma dessas configuragdo, denotando sobre a aresta o valor de Z, associado a



mesma

T——I—JL—H—_TI—H—L

+1

l—+1—+ll—+1—11——1—11

Cada configuragao ¢ indexa um vetor da base ¢.. Definimos duas familias de
operadores que agem localmente na rede. Os operadores B, projetam no estado que
tem holonomia identidade para a plaqueta p. A holonomia ¢ produto dos elementos
de Z, associados a fronteira da plaqueta p. Usando um configuragdo genérica, onde
representamos apenas os elementos relevantes ao redor da plaqueta p, para descrever
um elemento da base:

o projetor B, ¢ dado por

By, = 8(90919295: 1) ¢c, -

Os operadores AY, g € Z,, aplicam uma transformagio de gauge pelo elemento g
ao redor do vértice v. Dado uma configuragdo genérica, onde representamos apenas
os elementos relevantes ao redor do vértice v

¢y = f2 >
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os operadores A sdo dados por

A€¢Cv = ¢C1,/ >
onde a configuragéo ¢ é
¢, = 9f
+ 9ﬁ$gfs
9fo
.

Esses operadores, AY, permitem definir o seguinte projetor

> A7

1
A, =—
2 g€12

Os projetores A, e B, comutam entre si e definimos a seguinte Hamiltoniana
H=->A,-) B,.
v p

A degenerescéncia do estado fundamental do cédigo térico é um invariante topolo-
gico, explicitamente tem o valor 4. Uma base para os espago de estados fundamentais
pode ser indexada pela holonomia global ao longo de duas curvas nao contrateis e ndo
homotdpicas entre si. Como existem dois possiveis valores para a holonomia global ao
longo de uma curva, {1, +1}, temos 2 x 2 = 4 estados diferentes, que corresponde ao
valor da degenerescéncia do estado fundamental. Esse modelo pode ser generalizado
para um grupo finito G ou, mais geral, uma algebra de Hopf semi-simples, nesse caso
o modelo é usualmente chamado de modelo duplo quantico (quantum double model).

No caso de modelos em 3-dimensdes ainda ndo se tem esse nivel de entendimento.
Quais sdo as propriedades que classificam e caracterizam as diferentes ordens topo-
légicas nessa dimensao? Para tentar responder questdes desse tipo a primeira ideia
¢ generalizar as propriedades dos modelos 2-dimensionais. Por essa razao gostaria-
mos de construir modelos 3-dimensionais que tem estado fundamental degenerado,
descrito por um invariante topolégico. A degenerescéncia do estado fundamental é
apenas um dos nimeros quanticos relevantes, assim como ocorre em 2-dimensoes os
estados excitados carregam informagdes que permitem caracterizar a ordem topold-
gica, porem nesse trabalho vamos nos limitar a estudar o estado fundamental.



Como estamos interessados em classificar as possiveis ordens topologicas é impor-
tante que existam a disposi¢do modelos suficiente abrangentes para que cada uma das
caracteristicas diferentes estejam presentes em pelo menos um representante. Um
possivel indicador dessa abrangéncia é o quao sensivel a topologia sdo os invariantes
topoldgicos associados aos observaveis. Um invariante topologico pode ser trivial,
ele associa 0 mesmo objeto para todo tipo de topologia. Se queremos que as ordens
topoldgicas sejam sensiveis as varias possiveis topoldgicas do espago de configuragao
entdo seria interessante que o invariante X associado ao observavel fosse tal que se
M e M’ forem variedades nao equivalentes tivéssemos

2X(M) % X (M)

Em 2-dimensdes as variedades fechadas orientaveis sdo classificadas pelo género
g, um numero inteiro ndo negativo. A degenerescéncia do estado fundamental no
FQH tem a propriedade descrita acima: a degenerescéncia é um invariante topoldégico
que é, em geral, diferente para cada valor de g. Em 3-dimensdes a classificacao das
variedades compactas é mais complexa o que torno a existéncia de um observavel
com essa propriedade um fato mais notavel.

A descrigao de estatistica de quasiparticulas em 3-dimensdes também é mais com-
plicada (Wang e Wen 2015). A estatistica de pontos ¢ trivial, as unicas possibilidades
em 3-dimensao sao férmions e bosons. Mas podemos também ter estatistica entre
objetos extensos, por exemplo anéis (Aneziris et al. 1991). Podemos entao perguntar
0 que ocorre quando permutamos anéis com particulas, anéis com anéis ou configu-
ragdes mais complexas e quantas e quais dessas configuragdes precisam ser descritas
para completamente caracterizar o tipo de estatistica? Ainda nao se tem resposta para
essa pergunta.

E dentro desse contexto que gostarfamos de apresentar o trabalho que ¢ descrito
nesse texto.

A génese desse modelo esta ligada a expectativa de que em modelos com ordem
topoldgica descritos sobre uma variedade d-dimensional %, o observavel é na verdade
um invariante topoldgico (d + 1)-dimensional que esta associado a variedade X x
S. Este fato foi constado por Ferreira, Padmanabhan e Teotonio-Sobrinho (2014).
Eles demonstraram que a degenerescéncia do estado fundamental do modelo 2-
dimensional de Kitaev (2003) é dado pelo invariante 3-dimensional construido por
Kuperberg (1991).

No modelo 3-dimensional que iremos construir a degenerescéncia do estado funda-
mental é dado pelo invariante 4-dimensional construido por Yetter (1992). A escolha
desse invariante é devido principalmente a dois pontos:

1. esse invariante é descrito por teorias de 2-gauge;
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Modular SL(3, Z) repre-
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Simon” terms”. Int. J.
Mod. Phys. A 06 [14]:
2519—2558.

Ferreira, Padmanabhan
e Teotonio-Sobrinho.
2014. “2D quantum
double models from a
3D perspective”. J. Phys.
A 47 (37): 375204.

Kuperberg. 1991. “In-
volutory Hopf algebras
and 3-manifold invari-
ants”. Int. J. Math. o2
(01): 41-66.

Yetter. 1992. “Topolo-
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G-sets”. J. Knot. Theor.
Ramif. o1 (01): 1-20.
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2. ele é mais sensivel a estruturas topoldgica do que o invariante de Kuperberg.

Uma teoria de 2-gauge ¢ uma generalizagdo de uma teoria de gauge, numa teoria
de gauge estudamos o transporte paralelo de pontos ao longo de curvas e a teoria
¢ descrita em termos de um grupo de gauge. Numa teoria de 2-gauge também
estudamos o transporte de curvas ao longo de superficies e a teoria é descrita em
termos de um 2-grupo.

Teorias de gauge tem um papel fundamental na fisica. Em particular descrevem
os objetos que sdo utilizados no modelo de Kitaev, que é o nosso protétipo para
modelos com ordem topologica. O segundo ponto esta relacionado com a ideia de
obter uma familia de modelos que abrange diversas ordens topolégicas. O invariante
de Kuperberg sé é sensivel ao primeiro grupo de homotopia, o grupo fundamental, da
variedade. Para duas variedades topologicamente diferentes mas que tenham o mesmo
grupo fundamental o invariante de Kuperberg associa 0 mesmo valor a ambas. Agora
o invariante de Yetter é sensivel aos dois primeiros grupo de homotopia (Martins e
Porter 2007) e dessa forma temos uma chance de que as ordens topoldgicas descritas
pelo modelo carreguem uma maior quantidade de informagao vindo da topologia.
Devemos notar que o invariante de Yetter se reduz ao invariante de Kuperberg para
uma classe particular de 2-grupos.

Vamos agora, no restante dessa introdugdo, descrever uma visio geral do contetido
dessa tese. O capitulo 2 descreve as duas classes de objetos que serdo utilizados
para construir o invariante de Yetter e o0 modelo Hamiltoniano assim como para
definir conceitos importantes para o restante do trabalho. O primeiro objeto sao
triangulagdes, que sdao uma forma combinatorial de representar variedades. Um
resultado importante sobre triangulagdes é que elas podem ser relacionadas entre si
utilizando mutagdes locais, esse resultado esta contido em um teorema de Pachner
(1991). O segundo objeto sao 2-categorias, uma generalizagdo do conceito de categoria.
Um par de 2-categorias tem um papel fundamental nesse trabalho. A primeira é o
2-grupo que é uma generalizacdo de grupo e a segunda é o 2-grupoide de caminhos
que descreve curvas e superficies sobre uma variedade. Os topicos desse capitulo
ja foram todos descritos anteriormente na literatura, em particular uma referencia
para os topicos sobre complexos e triangulag¢oes é (Rourke e Sanderson 1972), para
2-categorias recomendamos (Lack 2010; Street 1996) e para os topicos conectando
esses dois objetos temos (Baez e Huerta 2010; Attal 2004). Uma prova bem clara do
teorema de Pachner se encontra em (Lickorish 1999).

O capitulo 3 ira descrever teorias de 2-gauge e em particular a nog¢ao de uma
configuragdo de 2-gauge que é uma forma de associar elementos de um 2-grupo aos
elementos de uma triangulacao. Configuragdes de 2-gauge serdo utilizadas para
definir conceitos como a 2-holonomia de uma superficie fechada. Em geral os nosso
objetos sao definidos em termos de “somas de configuragoes de 2-gauge que satisfazem


http://arxiv.org/abs/1003.4485
http://arxiv.org/abs/0203056

uma certa propriedade”. Esse tipo de teoria de gauge foi estuda por Attal (2004) para o
caso combinatorial e em mais detalhes para o caso diferencial numa série de trabalhos
por Baez e Schreiber (2007).

O capitulo 4 ira descrever a construgao do invariante de Yetter usando a fungdo
de particdo de Yetter que conta o numero de configuracdes de 2-gauge sobre uma
triangulagdo que satisfazem uma certa propriedade, que sera enunciada nesse capitulo.
Esse invariante foi introduzido por Yetter (1992) e nesse capitulo apresentaremos uma
nova prova para esse invariante utilizando o teorema de Pachner. A importéncia
dessa prova é que o teorema de Pachner descreve passos de Pachner, que modificam a
triangulagdo e induzem identidades algébricas que a fungao de parti¢ao deve respeitar
para que o invariante esteja bem definido. Essas identidades sao muito complicadas e
iremos introduzir lemas de fatoragdo que permitem simplificar a fun¢ao de parti¢ao
e provar as identidades necessdrias para aplicar o teorema de Pachner. Esses lemas
serao utilizados também para relacionar outros objetos construidos a partir da fungao
de particdo. Esse resultado original é o que permite provar a invariancia topoldgica
da degenerescéncia do estado fundamental no modelo que construimos.

Esse modelo sera descrito no capitulo 5. Onde, utilizando a fun¢io de particao,
iremos descrever como construir operadores lineares. Em particular iremos definir
trés operadores que mutualmente comutam e sdo projetores. A Hamiltoniana do
modelo serd descrita em termos desses operadores. Iremos definir um projetor no
subespaco de estados fundamentais e mostrar que o trago do operador, ou seja, a
degenerescéncia do estado fundamental é igual ao invariante de Yetter construido
no capitulo anterior. A investigacdo da construgido desse modelo foi realizado em
conjunto com Ricardo Costa Almeida que ird apresentar mais detalhes sobre o modelo
na sua dissertacao de mestrado. Nessa tese me foco na prova de que a degenerescéncia
¢ um invariante topoldgico.

Sobre os objetos utilizados, todas as nossas variedades serao compactas, todos os
nossos grupos serao finitos e todos os nossos espagos vetoriais serao de dimensao
finita e construidos sobre C.

Em julho de 2016, tomamos conhecimento que um grupo na Universidade de Leeds,
Inglaterra, independentemente, trabalhava em um modelo similar ao apresentado
nessa tese. Esse trabalho foi publicado como (Bullivant et al. 2017). O nossa trabalho,
apesar de similar, desenvolve alguns dos temas em mais profundidade, o modelo
apresentado em (Bullivant et al. 2017) pode ser visto como um caso particular do
modelo que construimos, por essa razao acreditamos que os nossos resultado ainda
sao importantes, principalmente pelo fato que as técnicas que desenvolvemos se
aplicam a outros invariantes. Todos os resultados aqui apresentados foram produzidos
de forma independente.
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2 Nogoes preliminares

Nesse capitulo iremos introduzir algumas defini¢coes, resultado e notagdes que serdo
utilizados no resto desse texto. Iremos nos restringir aos resultados necessarios para o
entendimento das defini¢cdes e resultados dos proximos capitulos. Nao iremos provar
todos os teoremas e lemas descritos nesse capitulo por uma questdo de espago e por
se trataram de resultados ja descritos na literatura.

Dois objetos principais aparecem como ingredientes nas construgoes dos proximos
capitulos. O primeiro, de caracter combinatdrio e topologico, é um complexo sim-
plicial que é um conjunto de simplexos, generalizacdes de tridngulos e tetraedros. O
complexo simplicial é utilizado para descrever de forma combinatéria as variedades
topoldgicas consideradas por meio de uma triangulagdo. O segundo, de caracter
algébrico, é um 2-grupo que é uma generalizagcdo de ordem superior de um grupo.
Usando esses objetos iremos definir a nogao de uma configuragdo de 2-gauge que é
uma generaliza¢ao de ordem superior de uma configuragdo de gauge.

Do ponto de vista topolégico o principal teorema utilizado ¢ devido a Pachner
(1991). O teorema de Pachner permite relacionar triangulagdes diferentes de uma
mesma variedade, por um conjunto finito de passos. Esses passos sdo mutagdes locais
da triangulagdo. Esses passos irdo induzir identidades entre os objetos algébricos
associados a triangulagoes diferentes. Os dois objetos que iremos mostrar serem
invariantes sobre a agdo induzida pelos passos de Pachner sao o invariante de Yetter,
na se¢ao 4.3, e a dimensdo do espago de estados fundamentais, na segao 5.4.

2.1 Complexos simpliciais e triangulagoes

O primeiro objeto que iremos definir é um k-simplexo. Um k-simplexo generaliza
a nog¢ao de vértices, arestas, tridngulos e tetraedros. Nossa defini¢ao principal para
simplexo e complexos é combinatoria, descrevendo simplexos por um conjunto finito
de vértices. Isso permite manipular esse objetos utilizando operagdes sobre conjuntos
finito de pontos, que iremos chamar de vértices. Iremos apresentar uma representagao
geométrica em termos de um espago topoldgico para esse objetos que sera utilizada
para ilustrar os diversos conceitos introduzidos.

Pachner. 1991. “PL ho-
meomorphic manifolds
are equivalent by ele-
mentary shellings”. Eur.
J. Combin. 12 (2): 129—
145.



2 Nogoes preliminares

Defini¢do 2.1. Um k-simplexo é um conjunto contendo (k + 1) elementos, chamados
vértices. Iremos denotar um k-simplexo s usando a seguinte notagdo

s=[Vo, Vi o5 Vi]

onde v; sdo os vértices de s.
Dizemos que um k-simplexo tem dimensdo k. a

Vamos introduzir agora uma representagdo geométrica para os simplexos. Podemos
mostrar que essa defini¢do é equivalente a que foi dada acima, porém nao iremos
buscar essa equivaléncia, utilizando essa representacao apenas como motivagao e
de forma a ilustrar os simplexos. Um k-simplexo s pode ser visto como um espago
topoldgico homeomorfo ao disco D*. Iremos construir esse disco imerso em R”,
suficientemente grande. Primeiro escolhemos para cada vértices um ponto de R”,
iremos denotar esses pontos pelo mesmo simbolo v, usado para denotar os vértices.
Esses pontos de IR” devem ser escolhidos de forma que o seguinte conjunto de vetores
sejam linearmente independente

{VI_VO)VZ_VOa---;Vk—Vo}.

Um conjunto de pontos com essa propriedade ¢ dito estar em posi¢do geral. Dado esse
conjunto de pontos de R” podemos construir o seu envoltério convexo: o menor con-
junto convexo que contém esses pontos. Esse conjunto € a representa¢do geomeétrica
do simplexo s e é dado explicitamente pelo seguinte conjunto de pontos

k
s:{t0v0+---+tkvk|t,-20,2tj=1} (2.1)
=0

Na fig. 2.1 representamos os simplexos de dimenséo baixa.

[ o —0

(a) 0-simplexo (b) 1-simplexo (c) 2-simplexo (d) 3-simplexo

Figura 2.1: k-simplexos de dimensdo baixa

Podemos observar nessa representagdo geométrica que os simplexos sdo compostos
de elementos mais simples. Esses elementos sao novamente simplexos. Por exemplo
um 2-simplexo tem na sua fronteira trés 1-simplexos e cada um desses 1-simplexos
tem dois 0-simplexos na fronteira, esses simplexos contidos em um simplexo sdo
chamados de faces do simplexo.

10



2.1 Complexos simpliciais e triangulagoes

Defini¢do 2.2. Dado um k-simplexo t = [vo,Vy,...,Vk] todo subconjunto {vy,, Va,,

. Va, } de i +1vértices formam um i-simplexo s = [Vay, Vay> Ve, |- Chamamos esse
i-simplexo de uma i-face do simplexo t ou simplesmente de uma face de t. Se t é um
subconjunto proprio de t, dizemos que s é uma face prépria.

Se um simplexo s é uma face de um simplexo t denotamos esse fato por s < ts < t,
se s € face propria de t denotamos esse fato por s < ts < t. Por convengdo iremos dizer
que o simplexo vazio & é face de todo simplexo, ou seja, & < s para todo simplexo s.
Isso também pode ser visto como a definindo que & é um simplexo de dimensdo —1.

Se t é um k-simplexo e s uma (k —1)-face tal que v; = t \ s dizemos que s é a face
oposta a v;. Em geral se um i-simplexo s é tal que s < t dizemos que o (k — i —1)-
simplexo com vértices t \ s é a face oposta a s. 0

Note que pela transitividade de c temos que < também é uma relagao transitiva,
ou seja, se s, f e v sao simplexos es<t,t<ventdos <.

A fig. 2.2 ilustra as faces proprias de um 2-simplexo. Retomando a eq. (2.1) podemos
ver que as faces proprias podem ser obtidas como subconjuntos de R” tomando um
ou mais t; como sendo nulos.

(a) 2-simplexo

AAA AA4

(b) 0-faces (c) 1-faces
Figura 2.2: i-faces préprias de um 2-simplexo
Estamos interessados ndo apenas em simplexos individuais mas em cole¢oes de

simplexos. Queremos cole¢des que sejam fechadas, no sentido que se uma colegao
contém um simplexo ela também deve conter todas as faces desse simplexo.

Defini¢ao 2.3. Um complexo simplicial K é um conjunto de simplexos com a seguintes
propriedades

1. Toda face de um simplexo que pertence a K também pertence a K, ou seja, se
teKes<tentioseK;

2. Toda a intersec¢do de dois simplexos é uma face de cada um dos simplexos, ou
seja, ses,t € Kentdosnt<sesnt=<t.

11



2 Nogoes preliminares

Todos os complexos que iremos considerar serdo do tipo definido acima, dessa
forma iremos nos permitir referir a complexos simpliciais simplesmente por “comple-
X0S”.

Dado um conjunto K de simplexos que satisfazem a propriedade 2 da defini¢ao
acima podemos construir um complexo simplicial K tomando o conjunto de todas as
faces dos simplexo de K, esse conjunto claramente satisfaz a propriedade 1 da defini¢ao
acima. Um exemplo é se K = {s} é a colecio composta de um tnico simplexo s, o
complexo obtido sera representado nesse caso simplesmente por s.

Vamos introduzir algumas notagdes e operagdes para subconjuntos especiais de

um complexo:

Defini¢ao 2.4. Seja K um complexo.

Um subconjunto L c K é dito ser um subcomplexo de K se L for um complexo.

O k-esqueleto K(¥) ¢ o subconjunto de todos os k-simplexos. Chamamos |J K(®) de
vértices de K. O f-vetor de um complexo K é um vetor de inteiros onde a i-ésima
componente é o nimero de i-simplexos em K.

Dado um simplexo t o conjunto de todas as faces préprias s desse simplexo é chamado
de bordo e é denotado por ot = {s < t | s € 5}.

Dado um simplexo t € K definimos a sua estrela como sendo o seguinte conjunto:
star(t) = {t <s|seK}.

Um simplexo s € K é dito ser maximal se ndo existem nenhum simplexo t € K tal que
s < t. Um complexo é dito ser puro se todos os simplexos maximais tiverem a mesma
dimensdo. Nesse caso dizemos que o complexo tem dimensdo d, onde d é a dimensdo
de qualquer um dos simplexos maximais. 0

Note que para todo k-simplexo ¢, 9t é um complexo puro de dimensao k — 1.

Na fig. 2.3 representamos conjuntos de simplexos que sdo complexos simpliciais e
na fig. 2.4 na préxima pagina temos exemplos de conjuntos que nao sdao complexos
simpliciais. Em ambos em caso listamos também o f-vetor f = (|K(|,|[KO|,|K(?)])
dos conjuntos. Nos exemplos positivos (a) é puro de dimenséo 2, ja (b) e (c) ndo sdo
puros. Nos exemplos negativos, (a) e (b) ndo sdo complexo pois as intersec¢des nao
sao simplexos em (c) uma das faces do 2-simplexo a direita que ndo esta presente.

(a) (4.5.,2) (b) (4,4,1) (©) (5.6.1)

Figura 2.3: Exemplos de complexos simpliciais
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2.1 Complexos simpliciais e triangulagoes

(a) (6,6.2) (b) (5.4.1) (©) (5,5.,2)

Figura 2.4: Exemplos de conjuntos que ndo sdo complexos simpliciais

Estamos interessados apenas em variedades que admitem serem descritas por um
complexo simplicial, ou seja, que exista um homeomorfismo entre a representagao
geométrica de um complexo simpliciais e a variedade. As variedades que admitem
essa representacdo formam a categoria das variedades lineares por partes. Vamos
agora introduzir esses conceitos. Primeiro definir o que ¢ representa¢ao geométrica
de um complexo simplicial.

Defini¢ao 2.5. Dado um complexo K podemos construir um espago topolégico deno-
tado por |K| chamado de representagio geométrica de K. Para cada simplexo s € K
considere o seu envoltdrio convexo com a topologia herdada de R", o espago topoldgico
desejado é dado pela unido desses convexos. 0

Estamos interessados em espagos topoldgicos que sejam localmente homeomorfos
a representacdo geométrica de complexos simpliciais, para isso definimos:

Definigao 2.6. Seja X c IR" um espago topoldgico. X é dito ser um poliedro se para
todo ponto x € X existir um complexo simplicial finito tal que a representagdo geomé-
trica desse complexo contenha uma vizinhanga de x. 0

A principal razdo para considerarmos esse tipo de espago topoldgico é a existéncia
do seguinte teorema:

Teorema 2.1. Dado um poliedro X existe um complexo simplicial K tal que |K| ~ X.
K é dito ser um triangulagdo de X.

Certas aplicagdes entre poliedros preservam sdo especiais, essas aplicacoes sao
chamadas lineares por partes. Esse tipo de aplicagdo da a nogéo correta de morfismos
na categoria de variedades lineares por partes.

Definig¢ao 2.7. Seja X c IR" um poliedro. Dizemos que f:X — IR™ ¢ linear se f
¢ uma restrigdo de uma aplicagio afim de R" — R™. Dizemos que f:X — R™ ¢
linear por partes se existe uma triangulaciao T de X de forma que a restrigdo de f,
utilizando o homeomorfismo entre X e|T|, sobre cada uma das realizagdes geométricas
dos simplexos de T for linear.

13
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2 Nogoes preliminares

Dado dois poliedros X c R" e Y c IR™ a aplicagdo f: X — Y é dita ser linear por
partes se a aplicagio f: X — R™ que define essa aplicagdo for linear por partes.

Dizemos que dois poliedros X e Y sdo PL-isomorfos se existe uma aplicagdo linear
por partes com inversa linear por partes entre X e Y. 0

Poliedros que sdo localmente homeomorfos a IR” definem uma PL-variedade. Em
detalhes temos:

Definicao 2.8. Seja M um poliedro. Dizemos que M é uma PL-variedade de dimen-
sdo n se para todo ponto x € M existe uma vizinhanga U ¢ M que contém x e um
homeomorfismo linear por partes U ~ IR". 0

Note que como uma PL-variedade M ¢ um poliedro ela admite uma triangulagao,
ou seja, existe um complexo simplicial T tal que |T| ~ M.

Se M for uma PL-variedade como 0M #, dado uma triangulagao T'de M podemos
considerar uma triangulacdo de dM que seja um subcomplexo de T, a existéncia
dessa triangulagdo segue diretamente das definigdes acimas. Iremos denotar essa
triangulagdo da fronteira por T‘a.

Uma PL-variedade M admite ndo apenas uma mas infinitas triangulagdes. Uma
pergunta importante é como podemos relacionar triangulagdes diferentes de uma
mesma variedade M. Essa questao é respondida por um teorema de Pachner (1991).

Teorema 2.2 (Pachner 1991). Dado duas triangulagcoes Ty e T, de dimensdo n valem
as seguintes afirmagoes:

1. Se Ty e T, sdo PL-isomorfos, entdo existe uma sequéncia finita de de passos de
Pachner que deforma T, em T);

2. Se T, é obtido de Ty por uma sequéncia finita de passos de Pachner entio T e
T, sdo PL-isomorfos.

Néo vamos provar esse teorema aqui, uma versao da prova desse teorema se en-
contra em Lickorish (1999). Iremos estudar em mais detalhes como sdo definidos os
passos de Pachner, obtendo algumas das propriedades que sdo importantes desses
passos para o nosso trabalho.

Vamos primeiro introduzir os passo em casos simples e motivar a sua construgdo
no caso geral. O caso mais simples nao trivial é o de triangula¢des de variedades
I-dimensionais. Localmente essas triangula¢des sao 0-simplexos conectados por
1-simplexos, como abaixo:

14



2.1 Complexos simpliciais e triangulagoes

que é a triangulacio de [0, 1]. Se identificarmos v, e v, temos uma triangula¢io de S'.
Essas sdo todas as variedades compactas orientaveis dessa dimensao.

Nessa figura também introduzimos uma convengao que sera utilizada ao longo
desse texto. Iremos representar complexos utilizando a representagdo geométrica
dos simplexos em termos de convexos e iremos nomear os vértices que descrevem os
simplexos. Acima, por exemplo, temos o complexo T = {[vo], [v1], [v2], [V3], [Va][ Vo>
vi], [V, v2]s [v2, V3], [v3, V4] }. Iremos apresentar esse complexo também como uma
lista vertical e horizontal, separando os simplexos por dimensao. No exemplo acima

temos:
[vol, [v1], [v2], [v3], [v4]

[vo, v, [vi, v2l, [v2, v3], [v3, V4]

T =

Note que a fronteira de uma variedade 1-dimensional ou é vazia, se a variedade for
fechada, ou é composta de dois pontos, em outras palavras, toda triangula¢ao de uma
variedade 1-dimensional tem a mesma triangulagdo na fronteira. Assim por hora nao
iremos nds preocupar com o ocorre na fronteira.

Os passos de Pachner sempre aparecem em pares, sendo um inverso do outro.
Nessa dimensdo temos apenas um Unico par e representado pela mutagdo abaixo

Vo V2 Vo Vi W2

Por exemplo, as duas triangula¢des abaixo sdo obtidas uma da outra por um passo
de Pachner:

Em detalhes essa mutacao descreve o seguinte processo:

*—oo—o
Vi V2 V3
®
* —eo—o—o0—0 —> o0—0 —e
Vo Vi Va2 V3 V4 Vo V4
o —
V1 V3
@ *——0 —e @ *r—o————0—0
Vo V4 Vo V1 V3 V4
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2 Nogoes preliminares

onde em (1) removemos o complexo {[v, v, ], [v2, V3] }, em (2) trocamos esse complexo
pelo complexo {[v1, 3]}, em (3) colamos esse tltimo simplexo usando uma aplicagio
linear por partes.

Nesse caso ¢ facil ver que toda triangulacdo das mesma variedades pode ser obtida
uma da outra por uma sequéncia de passos de Pachner, ja que elas diferem apenas pelo
numero de vértices. Porém como ilustragdo para motivar o caso mais geral vamos
descrever esquematicamente como podemos construir uma dessas sequéncias. Para
isso precisamos introduzir a nogdo de quando uma triangulagdo pode ser construida
simplexo por simplexo a partir de uma outra triangulagao.

Defini¢ao 2.9. Sejam dados dois complexos K e L, K c L e um k-simplexo s € L, tais
que L = Kus e Kns seja um subcomplexo de 0s puro de dimensdo k—1. Dizemos que K
é obtido de L por um descascamento elementar e denotamos isso por L ~ K. Dizemos
também que L é obtido de K por um descascamento elementar inverso e denotado isso
por K v L.

Agora seja dado uma familia de complexos K;, 0 < i < n, tais que
KycKyc--cK,

eque K;;; N K; paratodoi € {0,...,n-1}. Essa familia é dita ser um descascamento
de K, em K, e K,, é dito ser descascdvel em K.

Se d é o numero de simplexos maximais em K N s dizemos que o descascamento
elementar é do tipo (d,n+1-d). 0

Uma sequéncia de passos de Pachner em dimensdo d pode ser descrita como
um descascamento de um complexo de dimensédo d + 1 em um segundo complexo
de dimensdo d + 1 onde as triangulagdes conectadas pelos passos de Pachner sao
restri¢des desses complexos a fronteira. Para visualizar esse procedimento vamos
considerar o caso anterior, mas agora identificando a extremidades, v, e v4, para obter
uma triangula¢des de S'. Iremos considerar o caso de variedades com fronteira mais
a frente.

Considere o complexo K, |[K| ~ D?, representado abaixo

V1

V3
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2.1 Complexos simpliciais e triangulagoes

note que d|K| ~ S'e T = K
complexo K’ como abaixo

, ¢ uma triangulacdes de S'. Considere também o

V1
K' =, Vo

V3

novamente 0|K’'| ~ Ste T' == K’ ‘ , € uma outra triangulacdes de S'. Essas duas
triangulagoes, T e T/, sdo conectadas pelo passo de Pachner:

o —> 06— —0
V1 V3 Vi V2 V3

Note agora que temos K ¢ K', KU[v, v, v3] = K' e Kn[vy, vy, v3] = [v1,v3]. [v1, V3]
tem um unico simplexo maximal de dimenséo 1, ou seja, é puro. Disso segue que
K’ \ K, em outras palavras, K é obtido de K’ por um descascamento elementar. Esse
descascamento quando restrito a fronteira descreve exatamente o passo de Pachner.

Dados duas triangulagdes T e T’ a existéncia de uma sequéncia de passos de
Pachner segue do fato de existir um complexo K com T = K ‘ 5 € um complexo

K' com T’ = K" , tal que K’ € descascdvel em K. A sequéncia de descascamentos
descreve, quando restrita a fronteira, a sequéncia de passos de Pachner. Usamos
apenas descascamentos elementares inversos para descrever os passos de Pachner
por simplicidades, ja que eles adicionam simplexos a triangula¢do o que torna eles
mais faceis de serem descritos, ndo ha perda de generalidade ao fazer isso.

Vamos voltar ao caso 1-dimensional e estudar em detalhes a relagdo entre o passo
de Pachner e o descascamento elementar que descrevemos. O passo de Pachner
consiste em substituir o complexo [v;,vs3] pelo complexo {[vy, V2], [v2, v3]}, note
que a fronteira de ambos esses complexos é a mesma, {[v;],[v3]}. Esses dois com-
plexos sdo completamente caracterizados pelos simplexos maximais de d[v;, v,,
vs] = {[v1,vs], [v1,v2], [v2, V3] } e sdo uma biparti¢do disjuntas desses simplexos ma-
ximais em dois conjuntos. Esses dois complexos sio homeomorfos a D. Esse tipo de
muta¢ao é chamada de um passo biestelar e é um dos dois tipos de passos de Pachner.

Defini¢ao 2.10. Seja K um complexo de dimensdo n. Considere agora o bordo de
um (n + 1)-simplexo s, ds. Denote o conjunto de simplexos maximais por x. Agora
considere uma biparticdo disjunta desses simplexos maximais, ou seja, dois conjuntos
de simplexos xq e x; tais que xo N x; = & e xo U x; = x. Esses conjuntos devem ser
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escolhidos de forma que x, c K e x;nK = @. Um passo biestelar é a operagio realizada
quando removemos o subcomplexo x, de K e adicionamos o complexo X, ou seja, o
complexo K’ dado por K’ := (K \ %) U X1.

Se xo é contém d simplexos chamamos esse passo de Pachner de um passo biestelar
do tipo (d,n+2-4d). n

Lema 2.1. Seja x, e x; conjuntos de simplexos como na defini¢do anterior. Os complexos
simpliciais xo e x, sdo conexos, suas representacdes geométricas sio homeomorfas a D"
e as triangulagdes da fronteiras desses discos satisfazem x_ol 5= x_ol .

Demonstragdo. Se n = 0 essas afirmagdes sdo triviais, entdo assuma que # > 1.

Como cada simplexo maximal ¢ a face oposta de algum vértice, entdo temos um
simplexo maximal para cada vértice de s. Para verificar a conectividade dos subcom-
plexos podemos supor que o conjunto em questido tem ao menos dois simplexos
maximais, caso contrario temos um tnico simplexo, que é automaticamente conexo.
Considere dois simplexos maximais p; e p; e denote os vértices opostos por, respecti-
vamente, v; e v;. Agora [v;,v;] < s, ja que s ¢ um simplexo. Dessa forma a face oposta
ao simplexo [v;, v;] é face mutua de p; e de p; ou seja p; N p; # &. Isso vale para todo
par de simplexos e segue que os complexos X, € X; S40 conexos.

|s| ¢ homeomorfo a D¥*!logo d|s| ~ §”. Como X, U X; = ds e X, € X] S10 CONexos
entdo |X,| e |xo| sdo homeomorfos a D".

Agora para verificar que as fronteiras sdo as mesmas basta notar que um (n —1)-
simplexo pertence a x_o‘ , se e somente se ele for a face oposta de um 1-simplexo Vi, v]
onde v; € xo e v; ¢ Xo. Como a bipartigdo ¢ disjunta entdo v; ¢ x; e v; € X;, ou
seja, a face oposta ao 1-simplexo [v;, v j] também pertence a x_l‘a' Esse argumento €
claramente simétrico e disso segue que a triangula¢do na fronteira é a mesma. [

Na fig. 2.5 na pagina oposta temos representados todos os passos biestelares em
dimensdes 2 e 3. Os passos sdo apresentados em pares, ji que pares do tipo (d, n+2-d)
e (n+2-d,d) sdo inversos um do outro.

Se a variedade em questao for fechada os passos biestelar sdo todos os passos de
Pachner. Caso a variedade tenha fronteira os passos biestelar ndo alteram a fronteira.
Podemos conectar as triangula¢des da fronteira utilizando descascamento elementares
inversos aplicados a simplexos da fronteira, que seguido de passos biestelares no
interior conectam qualquer duas triangulagées. Dessa forma podemos definir:

Definigao 2.11. Um passo de Pachner é um passo biestelar aplicado ao interior ou um
descascamento elementar inverso aplicado a fronteira.

Um passos biestelar de dimensdo n sdo do tipo (d,n+2—-d) ondel <d<n+1le
os descascamentos elementares inversos de dimensdo n sdo do tipo (d,n+1-d) onde
1<d<n. O
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2.2 Categorias, grupoide de caminhos e grupos

1
1

(a) Passo biestelar (1,3). (b) Passo biestelar (2,2).

1
1

(¢) Passo biestelar (1,4). (d) Passo biestelar (2,3).

Figura 2.5: Passos biestelares em dimensao 2 e 3.

2.2 Categorias, grupoide de caminhos e grupos

Nessa se¢do iremos definir categorias e sua generalizagdo 2-categorias. Uma categoria
também e chamada de uma I-categoria. Como ilustra¢ao dos conceitos e operagdes
iremos definir o 1-grupoide e 2-grupoide de caminhos, que serdo os nossos protdtipos
para essas categorias e terdo um papel importante para definir configuragdes de gauge
e 2-gauge no préximo capitulo.

Defini¢ao 2.12. Uma categoria C consiste nos seguinte dados:
1. uma classe de objetos: C;
2. uma classe de morfismos: C;;
com as seguintes estruturas:
1. uma aplicagdo origem s: C; - Co;
2. uma aplicagdo destino t: C; — Cy;
3. uma aplicagio parcial o: Cy x C; - C, que associa para cada par de morfismos

feg t(f)=s(g), o morfismo composto f o g;"

TUtilizamos a ordem
diagramatica para com-
posigoes, ou seja, se
os morfismos forem
fungdes temos que

(fog)(x) = g(f(x))-

4. uma aplicagao 1: Cy - Cy que associa a cada objeto x um morfismo identidade,
denotado por1;

de forma que as seguintes propriedades sejam satisfeitas:

1. a composigdo de morfismos deve satisfazer: s(fo g) =s(f)et(fog)=1t(g);
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2 Nogoes preliminares

2. para todo objeto x o morfismo 1, satisfaz: s(1,) = x e t(1,) = x;

3. a composi¢do é associativa: para todo f, g, h € C, tal que t(f) = s(g) e t(g) =
s(h) temos que (f o g) o h = f o (g o h);

4. a composigdo e os morfismos identidades satisfazem a regras da identidade em
ambos os lados: paratodo f € C, ses(f) =xet(f) = yentdolof = f = fol,.

Se f € C, é um morfismo tal que s(f) = x e t(f) = y iremos denotar esse morfismo
por fix — y. Se x, y € Cy sdo um par de objetos iremos denotar a colegdo de todos os
morfismos f com s(f) = x e t(f) = y por Homc(x, y) ou simplesmente Hom(x, y)
se apenas uma categoria estiver envolvida. Ndo havendo confusdo iremos nos permitir
escrever frases como “um objeto x € C” no lugar de “um objeto x € Cy” e “um morfismo
f:x = y € C”no lugar de “um morfismo f € Cy, tal que s(f) =x e t(f) =y”. 0

1, fog 1,

Figura 2.6: Uma categoria com objetos {x, y,z, u, w} e morfismos { f, g, h}, com-
postas e identidades.

Uma outra forma de apresentar uma categoria ¢ como um um grafo direcionado
onde é permitido lagos e multiplas arestas entre vértices. Os vértices do grafo sdo os
objetos e as arestas sao os morfismos, que vao do objeto origem para o objeto destino.
Nesse grafo, que iremos chamar de um diagrama, ¢ introduzindo uma operagéao de
composi¢ao que relaciona um par de arestas com uma terceira. Na fig. 2.6 temos um
exemplo de uma categoria apresentada como um diagrama. Note que para todo par
f e g de arestas que podem ser compostas existe uma aresta representando f o g.
A composi¢ao de dois morfismos f:x — y e g:y — z pode ser representado em
diagramas como abaixo:

:

X y z X
f [e] g =@ — > 06— 0 o —»
f g feog
onde estamos utilizado diagramas nao s6 para representar os objeto e morfismos da
categoria mas também as suas operagdes, nesse caso a operagdo de composicao é
representada por justaposicao.
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Defini¢ao 2.13. Um diagrama de uma categoria C é dito comutar ou ser comutativo
se todo morfismo com a mesma origem e o mesmo destino forem iguais. o

Todas as categorias que iremos utilizar serao categorias pequenas. Uma categoria
C ¢ dita ser pequena se Cy e C; sdo conjuntos.

Uma outra importante nogdo ¢ de um funtor, um morfismos entre duas categorias
que preserva as estruturas das categorias.

Defini¢ao 2.14. Dado duas categorias C e D, um funtor covariante, F:C — D, é um
par de aplicagoes Fy: Cy — Dy e Fy: C, — Dy, que satisfazem as seguintes propriedades:

1. F preserva a origem e o destino: se f € C, é tal que s(f) = x e t(f) = y entdo

s(Fi(f)) = Fo(s(f)) e t(Fu(f)) = Fo(t(f));

2. F preserva a composigdo: se f, g € C; sdo tais que f o g existe entdo Fi(f o g) =

E(f)oF(g);

3. F preserva as identidades: se x € Cy entdo Fy(1c) = 1g,(x)-

]

Nao havendo confusao iremos utilizar o mesmo simbolo para ambas as aplica¢oes
na defini¢do acima, ou seja, se x € C, iremos escrever F(x) no lugar de Fy(x) e se
f € C, iremos escrever F( f) no lugar de Fi(f).

Uma defini¢ao alternativa de funtor, que facilita a generalizacao futura, é a seguinte

Definigao 2.15. Dado duas categorias C e D, um funtor covariante, F:C — D, é um
par de aplicagdo Fy: Cy — Dy e F: Cy = Dy, tais que todo diagrama comutativo de C
é levado num diagrama comutativo obtido substituindo todo objeto x € Cy por F(x) e
todo morfismo f € Cy por F(f). o

A equivaléncia dessa definigdo segue da existéncia dos seguintes diagramas em C,
que sdo levados em diagramas em D. A propriedade 1 da defini¢ao 2.14 segue direto
da defini¢ao

X
[

e

f F(f)

A propriedade 2 segue de impor que o diagrama de C abaixo comute

y F(y)

Xe - Y F(x)e 0 > oF(z)
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A propriedade 3 segue de impor que o diagrama de C abaixo comute

ox oF(x)

L F(1,)

note que do lado direito temos que ter F(1,) = Lp(x), por que esse diagrama comuta e
como esses dois morfismos tém as mesma origem e destino eles sao iguais.

Defini¢ao 2.16. Dada uma categoria C um morfismo f:x — y dito ser um isomor-
fismo se existe um morfismo g:y - x talque fog=1,ego f =1,. 0

Se f é um isomorfismo entdo g, o morfismo inverso, é tinico e é denotado por 1.

Defini¢ao 2.17. Um grupoide é uma categoria pequena onde todo morfismo é um iso-
morfismo. 0

Dois grupoides serdo importantes o primeiro é um grupo finito G: um conjunto
com um operagao bindria associativa, com uma identidade e onde todo elemento
tem uma inversa. Vamos introduzir uma outra defini¢do de um grupo:

Defini¢ao 2.18. Um grupo G é um grupoide de um tinico objeto. n

Vamos estudar essa defini¢ao em detalhes. A categoria tem um tnico objeto que
iremos denotar por e. O tinico conjunto de morfismos é o Hom(e, e) e todo morfismo
¢ daforma f : @ — e. Dentro desse conjunto existe um morfismo especial: 0 morfismo
identidade 1,. Para todo morfismo f € Hom(e, ¢) existe um morfismos inverso f!
que satisfaz

foft=frof=1..
Essas propriedades sdo exatamente o que é preciso para tornar o conjunto Hom(e, e)
um grupo quando definimos a operagio de produto *: Hom(e, e) x Hom(e,e) —
Hom(e, e) para todo par f, g € Hom(e, ) por

frxg=0——>0—>0=0—->e.

f g f9g

Um segundo grupoide importante é o grupoide de caminhos sobre uma triangula¢éo
T que iremos denotar por #,(T). Essa categoria descreve, no contexto de complexos,
a colecdo de curvas orientadas sobre uma variedade, sobre relagdes de equivaléncia
apropriadas. No caso de uma variedade diferenciavel o grupoide de caminho tem
como objetos pontos de M, os morfismos sdo curvas y:[0,1] - M onde s(y) = y(0)
e t(y) = y(1) e 1, é a curva constante y(t) = x, ndo vamos definir o caso diferenciavel
em detalhes, uma introdugéo a esse tema é (Baez e Huerta 2010), iremos apenas
introduzir apenas o caso combinatorial para variedades lineares por partes.
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Defini¢do 2.19. Dado uma triangulagdo T, o grupoide de caminhos sobre T denotado
por P (T) é um grupoide com o seguintes dados:

1. o0s objetos sdo os vértices de T;

2. o0s morfismos sio todas as sequéncias ordenadas de vértices (vo, vy, ...,v,) que
sdo, par a par, primeiros vizinhos, ou seja, se n > 1, temos que paratodo 0 < i < n
o 1-simplexo [v;,v,,] é simplexo de T;

e estruturas:

1. a origem de um morfismo é o primeiro vértice da sequéncia;
2. o destino de um morfismo é o ultimo vértice da sequéncia;
3. a composigdo de morfismos é dado pela concatenagio das sequéncias;

4. o morfismo identidade associado ao objeto v é a sequéncia de um uinico vértice
1, = (v).
Onde impomos as seguintes relagoes de equivaléncia sobre os morfismos

L (oo Vo, ViV Vs n ) ~ (b, Vo, Vi Vas e )

2. (cos Vo, Vb Vor Voo n) ~ (ce s Vo, Vo)

para todos os vértices vy, V1, Vo COM Vy + V1.

Iremos chamar os morfismos de caminhos. Se K c T for um complexo iremos dizer
que y é um caminho sobre K se y for uma sequéncia de 0-simplexos de K. Se s(y) =
t(y) dizemos que y é um caminho fechado. 0

A primeira rela¢ao de equivaléncia pode ser vista como a versao para complexos
da invariancia por difeomorfismos locais que usualmente associamos a curvas y :
[0,1] > M em uma variedade diferencidvel M, a segunda identidade é a invariancia
por homotopia finas (Baez e Huerta 2010).

Com as equivaléncias da definigdo podemos ver que essa categoria é de fato um
grupoide ja que, explicitamente, dado um caminho y = (vo,vy,...,v,) 0 caminho
inverso é 1 = (v, ..., V1, ).

Uma caracteristica importante dessa categoria é que podemos definir os caminhos
utilizando geradores. Para cada 1-simplexo, [v;, v;] € T, podemos associar um cami-
nho elementar associado a esse 1-simplexo y = (v;, v;), agora todos os caminhos sdo
obtidos por composicdo e inversdes desses caminhos elementares. Note que para cada
1-simplexo [v;, v;] podemos associar dois caminhos elementares (v;, v;) e (v}, v;), po-
rém como geramos todas as inversdes ndo importa qual gerador escolhemos, porém
essa liberdade de escolha sera utiliza no futuro.
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Geradores serao uteis para definir funtores com dominio nessa categoria, ja que
podemos definir o funtor sobre os geradores, respeitando as equivaléncias e estender
por composigao e inversao.

Quando for necessario distinguir os objetos definidos acima, relativos a uma 1-
categoria, dos definidos a seguir, relativos a uma 2-categoria, iremos prefixar esse
objetos com 1, ou seja, iremos escrever 1-categorias, 1-grupos, 1-caminhos, etc.

Uma 2-categoria ¢ uma generalizagdo do conceito de categoria. Do ponto de vista
diagramadtico, uma categoria ¢ um grafo direcionado com vértices e arestas conec-
tando pares de vértices. Analogamente, uma 2-categoria é um 2-grafo direcionado,
onde novamente temos vértices e arestas conectando pares de vértices mas agora tam-
bém temos “superficies’, células bidimensionais, conectando pares de arestas. Antes
de introduzir a defini¢do formal de uma 2-categoria vamos introduzir os diversos
conceitos que aparecem na sua defini¢do em termos de diagramas.

Os trés elementos que aparecem na defini¢ao de uma 2-categorias C sao objetos
Co, I-morfismos C; e 2-morfismos C,. Os dois primeiros sdo definidos da mesma
forma como feito para uma 1-categoria. Os elementos novos dessa definigdo sdo os
2-morfismos, que iremos denotar por a: f — g, onde f e g sdo 1-morfismos tais que
s(f)=s(g) et(f) =t(g). Abaixo temos a representacdo em termos de diagrama de
um 2-morfismo:

f

o= xo/ocu\\oy (2.2)
A 4
g

As aplicagbes origem e destino para 2-morfismos sdo s:C, - Cy e t:C, - €,
respectivamente. Para o 2-morfismo representado acima temos que s(a) = f e
t(a) = g. Iremos chamar um diagrama desse tipo de um bigon, ji que ele tem duas
arestas.

Note que no digrama da eq. (2.2) estamos representando um tnico elemento de
uma 2-categoria: um 2-morfismo «. As etiquetas x, y, f e g servem apenas para
que, em um unico diagrama, sejam também representados as origens e destinos
dos morfismos, que tem um papel importante na definicao das operagdes sobre 2-
morfismos. Isso é semelhante quando representamos uma fungao sobre conjuntos
por f:A — B, com o dominio A e contradominio B explicitos. Esses conjuntos
fazem parte do pacote de elementos que define a fungao f. Alterar o dominio ou
contradominio implica em alterar a fungéo.

A composi¢do de I-morfismos seguem as mesmas regra definidas para uma 1-
categoria. Agora para os 2-morfismos temos dois tipos de composi¢ao: composigio
horizontal e composigdo vertical. Ambas serao operagdes binarias associativas. Para
um par de 2-morfismos « e $ a composicao horizontal esta definida quando tivermos
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2.2 Categorias, grupoide de caminhos e grupos

t(s(er)) = s(s(p)), nesse caso representamos o resultado da composigdo por a © f3,
em diagramas essa operacdo é representada por:

LA N - Ny
“Qﬁ_x'\“i_t/y\ﬁu/ =xelaofy
hok

note que temos s(a ® ) = s(a) o s(B) et(a ® ) = t(a) o ().

A segunda composi¢do, chamada de composigao vertical e existe para todo par de
2-morfismos « e f tais que #(«) = s(f3). A composigdo vertical é representada por
« o 3, em diagramas por

f
aoff= xo@oy = xoﬂ\
g
\\M/‘ h

h

As origem e destino satisfazem s(a o ) = s(«) e t(a o ) = t(B).

Teremos um 2-morfismos identidade para cada 1-morfismo f € C,. Iremos repre-
sentar esse 2-morfismo por 1y e ele satisfaz que s(15) = t(15) = f. Esse 2-morfismo
deve satisfazer a regra da identidade para a operagdo de composigao vertical, como
representado no diagrama abaixo:

f

f
T /b N

Xe ——»0) =Xe@ (xu Y =xe— » oo
af f \/’ lg4 9
g

Uma subcolegdo dos 2-morfismos identidades sdo identidades para a composi¢ao
horizontal, eles sao as identidades associadas aos 1-morfismos identidades. Para cada
objeto x € Cy temos o 2-morfismo 1, que devem satisfazer a regra da identidade
como representado abaixo:

f 1 f L f

Xe au 11yu o) = xo@o)’ = xo@;@o)’
g 1y g 1, g
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A ultima relagao, que é um conceito novo, que ndo existia para 1-categorias, é
que os 2-morfismos devem satisfazer a regra de troca, que é uma espécie de regra
associativa bidimensional para 2-morfismos, algebricamente temos:

(@ep)o (o) =(a0()o(f00)

para toda quadrupla de 2-morfismos onde as composi¢des acima estdo definidas. Em
termo de diagramas, isso significa que qualquer forma de ler o diagrama abaixo a
esquerda, seja compondo primeiro na vertical e compondo o resultado na horizontal
ou na ordem contrdria, resulta no mesmo 2-morfismo.

f k f k
S NSNS N\ /0 O\

xXe -0 =07 = X0 ——>»0) O Vo ——» 07

h m h m

f
7w N

Xe

k
/0 N
> 07
!

R
iR

Il
o= O e

g > l > 0
h m

Podemos agora, depois de introduzidos todos os conceitos importantes para defi-
nir uma 2-categoria, listar formalmente os dados, estruturas e propriedade de uma
2-categoria. Para mais detalhes sobre 2-categorias consultar (Street 1996) e (Lack
2010). Um outro ponto importante ¢ que o tipo de 2-categoria que estamos usando ¢é
usualmente chamado de uma 2-categoria estrita e é uma das possiveis defini¢des de
2-categoria. Existem defini¢des mais compactas de 2-categorias, escolhemos aqui usar
uma defini¢do onde todos os elementos dessa defini¢do sdo listados explicitamente.

Defini¢ao 2.20. Uma 2-categoria C consiste nos seguinte dados:
1. uma colegdo de objetos: Cy;
2. uma coleg¢do de 1-morfismos: Cy;

3. uma colegdo de 2-morfismos: C,;
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com as seguintes estruturas:

1.

2.

3.

uma aplicagio origem para 1-morfismos: s: C; - Co;
uma aplicagdo destino para 1-morfismos: t:C; = Co;
uma aplicagdo origem para 2-morfismos: s: C, — Cy;
uma aplicagdo destino para 2-morfismos: t:C, - Cy;

uma aplicagdo parcial o: C; x C; - C; que associa para cada par de 1-morfismos
f e g tais que t(f) = s(g) o 1-morfismo composto f o g;

uma aplicagdo parcial ©: C,xC, — C, que associa para cada par de 2-morfismos
a e tais que t(s(a)) = s(s(f)) o0 2-morfismo composto horizontalmente a® f3;

uma aplicagdo parcial o: C, x C, — C, que associa para cada par de 2-morfismos
« e f3 tais que t(a) = s(B) o 2-morfismo composto verticalmente o o [;

uma aplicagdo 1 : Cy — Cy que associa a cada objeto x um 1-morfismo identi-
dade, denotado por 1;

uma aplicagdo 1 : C; - C, que associa a cada 1-morfismo f um 2-morfismo
identidade, denotado por1¢;

de forma que as seguintes propriedades sejam satisfeitas:

1.

2.

a composigdo de 1-morfismos deve satisfazer: s(fog) =s(f)et(fog)=1t(g);

a composigdo horizontal de 2-morfismos deve satisfazer: s(a © ) = s(a) os(f3)

et(aopf)=t(a)ot(p);

a composicdo vertical de 2-morfismos deve satisfazer: s(aof) = s(a) et(aof) =

t(B);

. para todo objeto x o 1-morfismo identidade satisfaz: s(1,) = x e t(1,) = x;

para todo 1-morfismo f o 2-morfismo identidade satisfaz: s(1¢) = f e t(1f) = f;

a composigdo de 1-morfismos é associativa: para todo f, g, h € Cy tal que t(f) =
s(g) et(g) = s(h) temos que (fog) o h = fo(goh);

a composigdo horizontal de 2-morfismos é associativa: para todo a, f3, { € C, tal

que t(s(a)) = s(s(B)) e t(s(B)) = s(s(()) temos que (a0 f) @ = a@ (O ();
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8.

10.

11.

12.

a composigdo vertical de 2-morfismos é associativa: para todo «, f3,( € C, tal

que t(a) = s(B) e t(B) = s(¢) temos que (a0 B) o ¢ = ao (fo();

a composi¢do horizontal e vertical satisfazem a regra de troca: para todo a, 3, (,
0 € C, tal que

t(a) = s(B)
t(¢) = s(6)
t(s(a)) = s(s(¢))
t(s(B)) =s(s(0))

temos que

(aep)o(Cob)=(a0()o(fo0)

a composigdo de 1-morfismos e os 1-morfismos identidades satisfazem a regra da
identidade em ambos os lados: para todo f € C; se s(f) = x e t(f) = y entdo

Leof = f=foly

a composicio horizontal de 2-morfismos e os 2-morfismos identidades obtidos
de 1-morfismos identidades satisfazem a regra da identidade em ambos os lados:
para todo a € Cyses(s(a)) =x et(s(a)) = yentdol, Ga=a=a01,;

a composigdo vertical de 2-morfismos e os 2-morfismos identidades satisfazem a
regra da identidade em ambos os lados: para todo a € C; ses(a) = fet(a) =g
entdo lgoa =a =aol,

O

Existe um outro par de operagdes que podemos definir numa 2-categoria, eles
permitem uma defini¢do alternativa de 2-categoria e permitem definir mais facilmente
algumas das operagoes das 2-categorias que iremos introduzir na sequéncia.

Defini¢ao 2.21. Dado uma 2-categoria C para todo 1-morfismos f e 2-morfismos «
tais que t(f) = s(s(a)) definimos o whiskering a esquerda, f > a, por:

fra=1¢0a,

se g € Cyea e C,sdo tais que s(g) = t(s(a)) definimos o whiskering a direita, o < g,

por:
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Whiskerings serao representados por diagramas como abaixo:

h h 9
adg= Ve (xu —— oW = Xe (xu gu
N "2 Y \/)/\/’
k k g
h f h
Jras x°—;\ll/, {u/;\au/
k f k

Whiskerings sdo definidos em termos da composi¢ao horizontal, mas podemos
inverter essa relagao e definir a composigdo horizontal em termos de whiskerings e
da composigdo vertical. Para isso considere na regra de troca

(acp)o((el)=(a0l)c(fo0)
que 8 = lia) € (= 1;(p)- Segue entdo que
a0 0= (a0ly))o (I ©0) = [a<s(0)]o[t(a) > 0] .

Uma defini¢do alternativa de 2-categoria substitui na defini¢ao que foi dada para
2-categoria a composi¢ao horizontal por whiskerings e introduz as regras de associ-
atividade e identidade apropriadas para estes elementos. Nao vamos escrever essa
definicdo por extenso, ja que ela é bastante similar a que foi apresentada, mas iremos
utiliza-la quando esta defini¢ao for mais apropriada.

A defini¢do de um morfismos entre 2-categorias pode ser formulada em termos
de diagramas que comutam, onde agora um diagrama comuta se todo 2-morfismo
como a mesma origem e o mesmo destino for igual.

Definigao 2.22. Dado duas 2-categorias C e D, um 2-funtor, F:C — @D, é uma tri-
pla de aplicagoes Fy:Cy = Dy, F:C; - Dy e F:Cy, - D, tais que todo diagrama
comutativo de C é levado num diagrama comutativo de D. 0

Agora vamos definir o equivalente do 1-grupoide para o caso de 2-categorias.

Definigao 2.23. Dada uma 2-categoria C um 1-morfismo f:x — y é dito ser um iso-
morfismo se existe um 1-morfismo g:y — x talque fog=1,ego f =1,.
Um 2-morfismo «: f — g é dito ser uma equivaléncia se existe um 2-morfismo
B:g— ftalqueaof=1efoa=1, 0
Se f ¢ um isomorfismo entdo g, o 1-morfismo inverso, é inico e ¢ denotado por 1.
Se a é uma equivaléncia entdo f3, o 2-morfismo inverso, é tnico e é denotado por a~!.
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Defini¢ao 2.24. Um 2-grupoide é uma 2-categoria pequena onde todo 1-morfismo é
um isomorfismo e todos 2-morfismo uma equivaléncia. 0

O primeiro 2-grupoide que vamos introduzir é o 2-grupoide de caminhos sobre
uma triangulacdo T que iremos denotar por #,(T). Essa 2-categoria descreve no
contexto de complexos a cole¢do de curvas orientadas e certos tipos de superficies
orientadas sobre uma variedade. Novamente iremos introduzir esse objeto de forma
combinatoria.

Antes de introduzir a defini¢do de um 2-grupoide de caminhos sobre uma trian-
gulacdo vamos introduzir uma nogdo apropriada de quando dois 1-caminhos em
um 1-grupoide de caminhos sao primeiros vizinhos. Essa situacao que esta repre-
sentada na fig. 2.7 onde o 1-caminho (v, v1, v3, v4) € primeiro vizinho do 1-caminho
(vo, V1, v2, V3, v4) num complexo que contenha o 2-simplexo [v;, v,, v3].

V2

Vo V1 V3 V4

Figura 2.7: (v, v1, v3,v4) € (Vo, V1, V2, V3, ¥4 ) $80 primeiros vizinhos

Defini¢ao 2.25. Seja #,(T) um 1-grupoide de caminhos sobre a triangulacdo T, um
par de 1-caminhos y e y’ sdo ditos serem primeiros vizinhos se:

1 s(y) =s(y) et(y) = t(y');

2. as sequéncias de vértices que definem y e y' diferem apenas pela inclusdo de um
unico vértice, ou seja, se eles sdo da forma:

Y= (VO,...,Vi,Vj,Vi+],...,Vn)
)’, = (VOs--->ViaVi+la---svn)
3. 02-simplexo [v;, v, Vin] é simplexo de T.
a

Tendo essa defini¢do podemos utilizada para definir 2-caminhos que serdo sequén-
cias de 1-caminhos primeiros vizinhos. Isso leva a defini¢do o 2-grupoide de caminhos.

Defini¢ao 2.26. Dado uma triangulagdo T, o 2-grupoide de caminhos sobre T deno-
tado por P,(T) é um 2-grupoide descrito pelos seguintes dados:
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2.2 Categorias, grupoide de caminhos e grupos

1. o0s objetos sdo os vértices de T;

2. os1-morfismos sdo todas as sequéncias ordenadas de vértices (vo, vy, . . ., V) que
sdo, par a par, primeiros vizinhos;

3. 0s 2-morfismos sio todas as sequéncias ordenadas de 1-morfismos (yo, y1, . ..,
Yn) que sdo, par a par, primeiros vizinhos;

e estruturas:
1. a origem de um 1-morfismo é o primeiro vértice da sequéncia;
2. o destino de um 1-morfismo é o ultimo vértice da sequéncia;
3. a origem de um 2-morfismo é o primeiro 1-morfismo da sequéncia;
4. o destino de um 2-morfismo é o ultimo 1-morfismo da sequéncia;
5. a composigdo de 1-morfismos é dado pela concatenagdo das sequéncias;

6. o whiskering a esquerda de um 1-morfismo y e um 2-morfismo I = (yo, y1, - - -
yn) édado pory> T = (Yo ye,Yoyn,...,Y0¥Yn);

7. 0 whiskering a direita de um 1-morfismoy e um 2-morfismo T = (Yo, Y1, - > Vn)
édado porT 4y =(Y909,9109,.-,Yn°Y);

8. acomposigdo vertical de 2-morfismos é dado pela concatenagio das sequéncias;

9. o01l-morfismo identidade associado ao objeto v é a sequéncia de um tinico vértice
1, = (v) ;

10. 0 2-morfismo identidade associado ao 1-morfismo y é a sequéncia de um tinico
1-morfismo 1, = (y).

Onde impomos as seguintes relacées de equivaléncia sobre os 1-morfismos
L (oo Vo, ViV Vs an) ~ (b, Vo, Vi Vas e )
2. (0o Vo, Vb Vs Voo n) ~ (ce s Vo, Vo)

para todos os vértices vy, vy, v, com vy # vi. E as seguintes relagbes de equivaléncia
sobre os 2-morfismos

3. (---,)/0,)/1;)/1>)/2>---)N(--->)/0>)/1>)/2>---)
4. (oYY Y0, V2o ) ~ (o3 Y0s Yas - +)
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2 Nogoes preliminares

para todos os 1-morfismos o, y1, Y2 cOM Yo % V1.

Iremos chamar os 1-morfismos de 1-caminhos e os 2-morfismos de 2-caminhos. Se
K c T for um complexo iremos dizer que y é um 1-caminho sobre K se y for uma
sequéncia de 0-simplexos de K. Analogamente, I é um 2-caminho sobre K se I for
uma sequéncia de 1-caminhos sobre K. Se s(y) = t(y) dizemos que y é um 1-caminho
fechado e se s(T') = t(T') dizemos que T é um 2-caminho fechado. g

Podemos novamente introduzir geradores para um 2-grupoide de caminhos, intro-
duzindo a ideia de caminhos elementares. Os 1-caminhos elementares sdo os mesmo
introduzidos anteriormente, ou seja, 1-caminhos da forma (v;,v;) onde v; e v; sdo
primeiros vizinhos sobre [v;,v;] € T. Agora escolhemos também um 2-caminho
elementar para cada 2-simplexo s € T. Um 2-caminho elementar é um 2-caminho
sobre s da forma (y;,y;) onde y; e y; sdo primeiros vizinhos. Os outros 2-caminhos
de P, (T) serdo obtidos desses por sequéncias de composi¢des verticais e whiskerings.
Novamente temos mais de um possivel 2-caminho elementar para cada 2-simplexo.
Para cada 2-simplexo da forma [v;, v;, vk ] temos a escolha de 12 possiveis 2-caminhos
elementares, que listamos abaixo.

((Vi’Vj’Vk%(Vi’Vk)) ((Vi’Vk)’(Vi’Vj’Vk))
((Visvisvi), (visvy)) (Vi vy)s (vis i v5))
((vjvi vie)s (vj, vi)) ((vj>vi), (vis vis vi))
((Vk’Vj)Vi)>(Vk’Vi)) ((Vk,Vi)>(Vk>VjsVi))
((vj,visvi)s (vj,vi)) ((vj»vi), (vis Vi vi))
((Vk’vi’vj)’(vk’vj)) ((Vk’vj)’(vk’vi"’j))-

Por exemplo os 2-caminhos elementares ((vi, v, Vi), (V> vk)) € (Vs vi)> (V> Vis
vk )) estdo relacionados por

(W vi)s (v visvi)) = (visv) " o (Vs v vi)s (Vi k) -
O segundo 2-grupoide que vamos definir é um 2-grupo.
Defini¢ao 2.27. Um 2-grupo, G, é um 2-grupoide com um tinico objeto. o

Essa defini¢do é abstrata demais para os nossos propdsitos. Gostariamos de ter
uma defini¢ao mais concreta em termos de conjuntos de elementos com operagdes
definidas sobres esses conjuntos, da mesma forma que um grupo usual é um conjunto
munido de uma operagdo bindria que satisfaz algumas propriedades. Para isso iremos
definir uma nova estrutura chamada de modulo cruzado de grupos que é formada por
um par de grupos e um par de morfismo de grupos que serao utilizados para construir
um 2-grupo G. A categoria de 2-grupos é equivalente a categoria de mdédulos cruzados
de grupos (Janelidze 2003), ou seja, todo 2-grupo pode ser construido a partir de um
modulo cruzado e vice versa.
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2.2 Categorias, grupoide de caminhos e grupos

Defini¢do 2.28. Um modulo cruzado (de grupos) (Gy, Gy, d,>) é um par de grupos
finitos Gy e G, e dois morfismos de grupos: 0:G, — Gy e >:G; - Aut(G,). Dados
g € Gy e a € G, iremos denotar por:

gra=[>(g)](a).

Essas estruturas satisfazem as seguinte identidades:

d(g>a)=gd(a)g™
d(a) > b=aba’,

a primeira identidade diz que 0 é G,-equivariante e a segunda identidade é chamada
de identidade de Peiffer. 0

Note que ker(>) = {g € Gi | > (g) = lau(c,)} ¢ um subgrupo normal, ja que é o
nucleo de um morfismo de grupo.

Para cada modulo cruzado (G, G, 9,>) vamos definir um 2-grupo ¢. Iremos
utilizar diagramas para denotar os 1-morfismos e 2-morfismos. Lembrando que, além
dos 1-morfismos e 2-morfismos, precisamos definir a composi¢ao de 1-morfismos e
duas operagdes sobre 2-morfismos, composi¢do vertical e a composi¢ao horizontal.

Temos apenas um unico objeto em ¢, que iremos denotar por e, iremos nos
diagramas representar esse tinico objeto multiplas vezes como feito para o 1-grupo.
O conjunto de 1-morfismos é ¢, = Gy, ou seja, para cada f € G; temos o seguinte
1-morfismo:

e ——» O,

f

Agora considere um elemento (f, a, g) € G x G, x Gy tal que 9 (a™!) fg! € ker(>).
Toda tripla desse tipo ird determinar um 2-morfismo (f, a, g) coms[(f,a,g)] = f e
t[(f,a,g)] = g, que iremos denotar pelo seguinte bigon:

f

~_r -

9

Iremos em geral simplificar essa nota¢ao e representar o 2-morfismo por
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2 Nogoes preliminares

Aqui ¢é preciso chamar a atengdo de que apesar dessa notagao ser similar a utiliza-
mos para um 2-morfismos de uma 2-categoria em geral o 2-morfismo que estamos
definindo é denotado pela tripla ( f, a, g) e ndo apenas por a.

Iremos chamar o elemento 0 (a!) fg~! de pseudo 1-holonomia (fake holonomy) do

2-morfismo (f, a, g).
A composi¢do de 1-morfismos é mesma que definimos para grupos, ou seja, dado
dois elementos f, g € G; temos que:

o ———» 0 ——>» 0 -0 ———> 0.

f 9 f9g

A composicido vertical de um par de 2-morfismo (f, a, g) e (g, b, h) é dada por

(f-a.9)0(g,b,h)=(f,ab,h).

Em diagramas temos:

f
ay

o ——— > 0=0 u

bl I
h
Vamos verificar que essa composicdo esta bem definida. Para isso temos que ter

0 ((ab)_l)fh‘1 € ker(>). Lembrado que 0 (a™!) fg'e d(b!) gh™! sdo elementos
de ker(>), podemos escrever essa pseudo 1-holonomia como

9((ab)?) frt=0(b)a(a™) fH
=o(b)a(a) flg g n
=a(b)a(a) fg ' [a(b)a(b7")] gk
=3(b N[o(a™) fg']ocb) [0 (b7) gh7']

na dltima linha temos um elemento de ker(>) conjugado por d(b) e o produto
com um outro elemento de ker(>>) e como ker(>) é um subgrupo normal a pseudo
1-holonomia de (f, ab, h) é um elemento de ker(>).

Agora vamos definir a composi¢ao horizontal de um par de 2-morfismos (f, a, g)
e (h,b, k). Note que como temos um tnico objeto essa composi¢ao esta definida
para todos os pares de 2-morfismos. Ela é dada por

(f>a.h) 0 (g,b,k) = (fg,(f > b)a, hk).

vv
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2.2 Categorias, grupoide de caminhos e grupos

Em diagramas temos:

! /g\ /K
\/

R
o@/o\\bbo:o (f|>b)a

h k hk

Vamos verificar que esta operagdo esta bem definida.

o([(f>b)al") fg(hk) " =a(a)a[(f>b)"] fgk™h
Lo(at) [ (") £ fakn
=9 (a?) f[h'h]o(b7) gk'h™
=[o(a) frnla(b7") gk 17

onde em (1) usamos que 0 ¢ equivariante. Novamente a tltima linha é um produto de
elementos de ker > de onde o resultado desejado segue.
Os whiskerings sdo definidos em termos da composigdo horizontal,

fo(hak)=(f.1,f)o(hak)=(fh fva,fk)
(h,a,k) ag:=(h,a,k)o(g,1,9) = (hg,a,kg).

Em diagramas temos:

/}_l\\ ke
o—f—o\iu/o:o fbau °
k fk
h hg
R i

k kg

Os morfismos identidades sdo definidos em termos dos elementos identidades
de G; e G,. O tnico 1-morfismo identidade 1, é o 1-morfismo associado a1l € G;.
Claramente esse 1-morfismo satisfaz a regra de identidade. Para cada 1-morfismo f o 2-
morfismo identidade é 15 = (f,1, f) e como a pseudo 1-holonomia desse 2-morfismos
é 1 esse 2-morfismo esta bem definido.

Como um 2-grupo ¢ um 2-grupoide entdo todo morfismo tem uma inversa. A
inversa de um I-morfismo f é o 1-morfismo f~!. O 2-morfismo inverso de (f, a, g),
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que funciona como uma inversa para a composicao vertical, é dado por é (g,a™!, f),
note que temos

a(a)gf"=(af") " [2(a™) fg'] " (9f ™).

logo esse 2-morfismo esta bem definido. O 2-grupo também tem 2-morfismos que
funcionam como inversa para a composi¢ao horizontal. Explicitamente a inversa
horizontal de um 2-morfismo (f,a,g) é (f7%, f' > a’!, g7!'), note que temos

o[(f1ea) ] flg=g"[0(a") fg ] g,

logo esse 2-morfismo também esta bem definido.
Em sumario, definimos de 2-grupo dado um modulo cruzado pelo seguinte:

Defini¢ao 2.29. Dado um modulo cruzado (G, G,,0:G, — G, >:G; — Aut(G,))
podemos construir o 2-grupo G com os seguinte dados:

1. um unico objeto o;
2. para cada f € Gy um 1-morfismo f:e — o;

3. para cada tripla (f,a,g) € Gy x G, x G tal que 0 (a™') fg™' € ker(>) um
2-morfismos (f,a,9): f - g;

e estruturas
1. a composigdo de 1-morfismos f e g é dada por f o g = fg;

2. o whiskering a esquerda de um 1-morfismo f e um 2-morfismo (h, a, k) é dado

por f > (h,a,k)=(fh, f>a,fk);

3. o whiskering a direita de um 1-morfismo g e um 2-morfismo (h, a, k) é dado
por (h,a,k) < g=(ag,a,kg);

4. acomposigio vertical de 2-morfismos (f,a,g) e (g, b, h) édadapor (f,a,g)o
(9,b,h) = (f,ab, h);

5. 0 1-morfismo identidade é 1, = 1;

6. 0 2-morfismo identidade associado a f é15 = (f,1, f).
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Um ponto importante que gostariamos chamar atengido é que a nossa defini¢ao de
2-morfismos de um 2-grupo construidos a partir de um modulo cruzado é diferente
da usual. Na literatura a construgao usual impde que a tripla (f, a, g) deve satisfazer
ovinculo d (a™!) fg! = 1. Escolhemos a construg¢do permitindo elementos de ker >
pois dessa forma o modelo Hamiltoniano construido no caso particular em que

G, = {1} se reduz ao modelo duplo quantico construido por Kitaev para o grupo G;.

Uma propriedade importante de um grupo G é que se tivermos uma colegao
ordenada de elementos (g;), gi € G podemos calcular o produto desses elementos
para obter um unico elemento de G, ou seja, a seguinte palavra estd bem definida e
pode ser associada a um elemento do grupo:

NG Gn-

A razdo que isso é possivel vem da existéncia da associatividade que nao se aplica
somente a trés elementos mas pode ser utilizada para definir a associatividade de
n elementos. Isso torna a expressio acima bem definida, ja que podemos colocar
parénteses na expressiao acima para obter pares e todas as formas possiveis de fazer
isso resultam no mesmo elemento. Um 2-grupo também tem uma propriedade
similar, mas agora como composi¢des ndo sdo apenas unidimensionais mas sao
bidimensionais, verticais e horizontais, esse resultado nao é trivial (Power 1990). O
fato importante que obtemos disso é que alguns diagramas podem ser compostos e
reduzidos a um tnico 2-morfismo e quando isso é verdade nao importa a ordem da
composi¢ao o resultado final é sempre o mesmo 2-morfismo. Nao iremos enunciar
ou provar esse teorema aqui ja que os diagramas que iremos calcular serdo simples o
suficiente para que nao seja necessario invocar explicitamente esse resultado.
Vamos construir alguns exemplos de como reduzir um diagrama a um tnico
2-morfismo. Para alguns diagramas isso é bem claro, como no diagrama abaixo:

h
bi

. au — .5

c k

basta realizarmos a composigdo vertical dos dois bigons mais a direita e compor
horizontalmente o resultado com o bigon a esquerda. Em detalhes temos:

fh

/\m f /\
. au \\CW u bep Ne=e Tf s (b0)la

\/f

gl
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agora para alguns diagramas, como o representado abaixo, a ordem de operagdes nao

é tao clara: % . &

E sempre possivel escolher uma ordem das opera¢des de forma que sempre um
unico bigon, com possiveis whiskerings aplicados sobre ele, seja composto com um
outro bigon verticalmente. O primeiro exemplo pode ser escrito como

h
o—f>o/bJ_L\o
h N fh
o k
™ b
‘iu/f Wo:o au o—»o_o (ferb)a(grc)
° k
l TN gl
o—g»o\\cbo
l

onde obtemos o mesmo 2-morfismo que antes. Para verificar isso note que como

(f,a,g) é um 2-morfismo temos que g = k710 (a!) f, onde k € ker(>), logo segue
que vale o seguinte:

(f > b)a(grc)

=(f>b)a([k'a(a™) f]>c)
D (fobya((a(a)f]vc)

@(fbb)aa_l(fbc)a
=(feb)(frc)a
=[f > (bc)]a

onde em () usamos que k € ker(>) e em (2) usamos a identidade de Peiffer. Aqui
vemos uma diferenca importante entre grupos e 2-grupo. Uma palavra em um grupo
em geral tem uma unica relagdo disponivel, remover ou inserir gg, ja num 2-grupo

existe um nimero maior de relagoes que podem ser utilizadas para simplificar palavras
como vimos no exemplo acima.
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Iremos omitir o simbolo de composi¢do vertical nos préoximos exemplos. O se-
gundo exemplo pode ser escrito como no diagrama de composigdes abaixo:

Z
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3 Teoria de 2-gauge

Uma teoria de gauge descreve o comportamento de configuragoes de gauge sobre
transformagoes de gauge, transformagoes de gauge sao transformagdes locais aplicadas
a essas configuragdes. Vdrias classe importante de sistemas fisicos sao descritos por
teorias de gauge. Uma configuracdo de gauge ¢ pode ser resumidamente descrita
como uma associagdo de um elemento c(y) € G, onde G é um grupo, para cada curva
y sobre uma variedade.

Uma teoria de 2-gauge é uma generalizacdo desse conceito. Uma configuragdo
de 2-gauge além de associar elementos de um grupo a caminhos também associa
elementos de um 2-grupo a superficies. Iremos introduzir transformagdes de 2-gauge
no capitulo 5, onde iremos descrever a sua acao induzida sobre elementos de um
espaco de Hilbert.

O principal foco desse capitulo sera introduzir os conceitos necessarios para definir
uma configurag¢do de 2-gauge sobre um triangulacdo de uma variedade compacta
linear por partes. Varios objetos podem ser definidas a partir de uma configuragao.
Em particular iremos definir a nogao de 2-holonomia e pseudo 1-holonomia associada
a simplexos da triangulagdo. Esses objetos serdo utilizadas para definir o invariante
4-dimensional de Yetter e a Hamiltoniana (3 + 1)-dimensional do sistema quéantico
associado a esse invariante que iremos construir no capitulo 5.

Iremos comegar essa capitulo descrevendo uma configuragao de 1-gauge, iremos
escolher uma definicdo que permita generalizarmos de forma natural para o caso de
2-gauge.

3.1 Configuragoes de 1-gauge

Seja fixa uma triangulagdo T de uma variedade compacta M. Seja fixo também um
grupo finito G. Iremos utilizar o ponto de vista que um grupo é um grupoide de um
unico objeto.

Defini¢ao 3.1. Uma configuragdo de 1-gauge c: P,(T) — G é um funtor entre o 1-
grupoide de caminhos sobre T, #,(T), e um grupo G.
Vamos denotar o conjunto de todas as configuracées de 1-gauge sobre T por C;(T).

]
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Vamos estudar em mais detalhes essa defini¢cdo. Primeiro G é uma categoria com
um Unico objeto e dessa forma todos os objetos de P, (T), que sdo vértices de T, sdo
levados pelo funtor nesse tnico objeto. Seja y € #;(T) um 1-morfismo, entdo c(y) é
um elemento do grupo G. Um caso particular é quando y é um caminho 1,, nesse
caso temos que c(1,,) = 1. Também da defini¢do de um funtor temos que dado um
par de caminhos y, e y, tais que existe y; o y, entdo c(y; 0 y,) = c(y1)c(y,). Para todo
caminho y existe o caminho inverso y~' que satisfaz y o y! = 15, de onde temos que

c(yoy™) =c(y) c(y') = c(lyyy) =1,

ou seja, c(y1) = c(y) .

Podemos definir uma configuragdo de 1-gauge explicitamente. Para isso escolhemos
um conjunto de 1-caminhos elementares como geradores do 1-grupoide de caminhos.
Agora basta associarmos um elemento de G para cada um desses 1-caminhos elemen-
tares, de forma que as equivaléncias do 1-grupoide de caminhos sejam satisfeitas. Isso
completamente caracteriza a configuragio e toda configuragdo é dada por uma cons-
trugio dessa forma. Escolhido um conjunto de 1-caminhos elementares, {(v;, v;)},
definimos uma configuragdo ¢ por

c[(viovy)] = fuan

onde f};j] € G ¢ o valor associado pelo funtor a esse 1-caminho elementar. Iremos uti-
lizar essa notagdo para denotar os valores associados pela configuragio os 1-caminhos
elementares. Lembrando que as duas relagdes de equivaléncia impostas sobre os
1-caminhos, defini¢ao 2.19 na pagina 23, sao:

(o sV VLV Ve o) ~ (be Vo, Vi, Vo . )
(...,Vo,Vl,V(),Vz,...) ~ (...,V(),Vz,...),
que impdoem que os elementos associados pela configuragdes devém satisfazer:

c[(vo, v1)]e(L, ) e[ (vi,v2)] = c[(vo, v1) ]c[(v1,v2)]
c[(vo, ) Ie[(vi,vo)] = 1,

como ¢(1,,) =1lec[(v1,v0)] = c[(vo,v1)] ! para qualquer escolha de elementos do
grupo toda escolha de f[;;; define um funtor e portanto uma configuragdo. Note
também que dois funtores, ¢ e ¢/, sdo iguais se e somente se para todo 1-caminho
elementar (v;,v;) tivermos:

¢ [(v,-,vj)] =c [(vi,vj)] .

Ao invés de simplesmente listar todos os 1-caminhos elementares e elementos asso-
ciados pela configuracdo a esses 1-caminhos iremos utilizar uma notagao diagramatica
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que ird facilitar a visualizacdo de uma configuracdo. Considere uma triangulagdo K
como a representada abaixo.

Podemos enumerar e ordenar os vértices de T, vy < v; < v,v3. Vamos adotar a
convengao de que se v; < v; o 1-caminho elementar associado ao 1-simplexo [v;, v;]
¢ o 1-caminho (v;,v;), isso pode ser representado orientando a curva que descreve
esse 1-simplexo, como feito abaixo, onde também etiquetamos os vértices.

V1
Vo V3

V2

esse diagrama descreve uma escolha de 1-caminho elementar para cada 1-simplexo.

O ultimo passo para descrever uma configuragao c sobre K de forma diagramatica
¢ escolher um elemento de G para cada um dos 1-caminhos elementares, iremos
denotar essas escolhas como abaixo.

V1

iremos chamar esse diagrama do lado direito de uma coloragao.

Se for utilizado um outro conjunto de 1-caminhos elementares para representar a
configuragao c os elementos de G associado a esses 1-caminhos elementares podem
ser diferentes. Na triangula¢do K anterior podemos também escolher o seguinte
conjunto de 1-caminhos elementares:

V1

Vo V3.

V2
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A configura¢io ¢, que descrevemos anteriormente, agora é denotada, em relagao a
esse escolha de 1-caminhos elementares pela seguinte coloragao:

Essas duas coloragdes descrevem a mesma configuragao pois (v, v;) = (v, v;) 7L

Dos valores que uma configuragdo c associam a 1-caminhos um tipo especial tem
um papel importantes: os valores associados aos 1-caminhos fechadas sobre a fronteira
de um 2-simplexo.

Defini¢ao 3.2. Seja T uma triangulagdo, p € T um 2-simplexo e y um caminho fechado
sobre d(p). Dado uma configuragdo ¢ € C,(T) a holonomia de p em relagio a y,
denotada por h,,,(c), é definida por:

hpy(c) = c(y)

]

Se hy,,, = 1paraalgum y entdo h,,, = 1 paratodo y e disso segue que se h,,,, # 1 para
algum y entdo h,, # 1 para todo y. Para provar esse fato basta notar que, dado as
relagdes de equivaléncia sobre #(T), duas curvas fechadas sobre dp, y e y’, podem
diferir em apenas dois aspectos: 1. por troca de orientagdo onde temos hy,,, = h;}y,
e 2. por troca de origem onde temos h,,, = th, /.t onde t é o valor associado pela
configura¢do para um caminho sobre dp como origem s(y’) e destino s(y’). Em
ambos os casos temos que h,, = 1 se e somente se /1, = 1.

3.2 Configuragoes de 2-gauge

Seja fixo um 2-grupo ¢ construido a partir de um modulo cruzado (G, G3,>,0)
como descrevemos e uma triangulacao T.

A defini¢ao de uma configuragdo de 2-gauge generaliza o caso anterior para 2-
categorias.

Defini¢io 3.3. Uma configuragio de 2-gauge c: P,(T) — G é um 2-funtor entre o
2-grupoide de caminhos sobre T, P,(T), e um 2-grupo G.
Vamos denotar o conjunto de todas as configuragées de 2-gauge sobre T por C(T).

O
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3.2 Configuragoes de 2-gauge

Da mesma forma como feito no caso de 1-gauge iremos introduzir coloragées para
representar e facilitar a enumeragdo de configuragdes. Para definir uma coloragao de
uma configuragdo ¢ precisamos escolher um conjunto de 1-caminhos elementares e
2-caminhos elementares para gerar #,(T).

Vamos primeiro enumerar e ordenar os vértices de T, vy < v; < --- < v,,. Para cada
1-simplexo [v;, v;], se v; < v}, iremos escolher o 1-caminho elementar (v;, v;). Para
cada 2-simplexo [v;, v}, Vi ], se v; < vj < vk, iremos escolher o 2-caminho elementar
((vi>»vj>vk)s (vi> vk)). Essa escolha de caminhos elementares pode ser representada,
para um complexo K com um tnico 2-simplexo, como abaixo

V1

7N

Vo V2

Vamos escolher agora um elemento f;;; € G, para cada I-simplexo. Para cada
2-simplexo [v;, vj, vk], com v; < v; < vy, precisamos escolher ( fijk]> a[ijx]> gfijk]) €
G, x G, x G, com a(a[‘iljk])f[,-jk]g[‘ib.k] € ker(>), como o valor que a configuragdo
associa ao 2-caminho elementar desse 2-simplexo. Como uma configuragdo é um
2-funtor os elementos associados devém satisfazer:

s(e[I]) = ¢[s(T)]
t(c[T]) = c[t(1)],

ou seja, o valor de f[;jx] € gjijx] j& estdo fixos pela nossa escolha anterior de valores
f1ij) € Gi- Explicitamente temos que

Jrije) = frinfrix
glijk) = Jlik -

Basta entdo escolhemos um valor a;jx) € G,. Iremos representar a configuragao ¢
pela coloragao abaixo

V1

Sion) fiz

c= , (3.1)
Vo V2

oz

onde temos que
0 (a_.l. )f fri1fion € ker(>).
[ijk] ) J101]J112]J 02]
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3 Teoria de 2-gauge

Essa escolha de 1-caminhos elementares e 2-caminhos elementares serd utilizado
sempre que possivel ao longo do texto. Explicitamente iremos chamar essa escolha de
caminhos elementares padroes.

Novamente se for utilizado um outro conjunto de caminhos elementares os elemen-
tos associados a uma configuragdo em geral sdo diferentes. Por exemplo, considere o
seguinte conjunto de caminhos elementares

V1

N

Vo V2

A configuragao descrita acima associa a seguinte colora¢ao para esses caminhos
elementares

(3.2)

Vamos agora verificar que essas coloragdes estdo de fato associados a mesma
configuragao, ¢ = ¢/, calculando o valor que o funtor associa para o 2-caminho
elementar ((v;,v2), (v1,vo,v2)). Temos a seguinte identidade entre entre 2-caminhos

((vi,v2), (v, v0,v2)) = ("0"’1)_ID ((vo,vi,v2)5 (vo, v2))

onde reconhecemos na esquerda o 2-caminho elementar apresentado em eq. (3.2)
e na direita o 2-caminho elementar apresentado em eq. (3.1), onde é aplicado um
whiskering a esquerdada por (vy, ;). Agora temos que

c [(Vo’ 1’1)_1 > ((vo, v1,v2), (Vos VZ))]

Juz)
fronfr2)
=e ——1> e dlo12] u e=o f[zﬁ] > alo2) °
f[Ol]
o —
f[ 1]f[02]
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3.2 Configuragoes de 2-gauge

e
Jo)
CI[((VDVZ))(VI)VO)VZ))] =e f[;)h > a[012] o,
Syt
ou seja,

c[((vi,v2), (vi,v0,v2))] = '[((v1,v2), (V1. v0,v2)) ]

Dado um configuragao de 2-gauge iremos definir um objeto semelhante a holono-
mia para 1-simplexo.

Defini¢ao 3.4. Dado uma configuragdo c, a pseudo 1-holonomia de um 2-simplexo p
em relagdo a um 2-caminho elementar I sobre p, denotada por h;)r é o valor da pseudo
1-holonomia do 2-morfismo c(T). o

Se hf . = 1 para algum 2-caminho elementar I entéo hf |, = 1 para todo 2-caminho
elementar I sobre p. Para verificar esse fato lembramos que todo 2-caminho elemen-
tar I'” pode ser obtido de I' por whiskerings e inversdes assim basta verificarmos o
que ocorre com a pseudo 1-holonomia sobre cada uma dessas operagoes. Se I/ = T,
da defini¢do de 2-funtor temos

hg,r' - (hg,r)fl

de onde segue o resultado. Agorase I" = f > I' < g supondo que ¢(T') = (h, a, k)
temos que I'" = (fhg, f > a, fkg) e h;,r/ é dado por

W =0(f>a?)(fhe)(fkg)™

@ _ _ -
= f3(a) f(fhg)(Fh)”
=f [8 (a’l) hk’l] f
= f () £
onde em (1) usamos que a a¢do é equivariante e da ultima identidade segue o resultado.
Quando dois complexos tem uma intersec¢do nao nula, podemos comparar lo-

calmente as configuragdes, isso sera importante para a prova dos passos de Pachner
onde apenas uma pequena regido é alterada pela mutagao.

Definigao 3.5. Seja K e K’ dois complexos e X um subconjunto de simplexos tal que X c
K nK'. Agora considere configuragdes ¢ € C(K) e ¢’ € C(K") iremos definir o simbolo
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3 Teoria de 2-gauge

, . _ . -
d(c,c )| . da seguinte forma: escolha diagramas que representem as configuragoes c e
¢’ tais que os caminhos elementares associados aos simplexos em X sejam os mesmos.
Dizemos que 8(c, c") ‘ = Lse todos os elementos associadas aos simplexos em X forem

o N .
iguais e 8(c, ¢ )|X = 0 caso contrdrio. 0

Com essa defini¢ao podemos agora obter como configuragdes associadas a sub-
complexos se relacionam com configuragdes do complexo como um todo.

Lema 3.1. Seja K e K; dois complexos e K = Ko U Ky. Sejam dadas configuragées c €
C(Ky) e ¢; € C(K,) tais que &(co, cl)‘KomK1 = 1. Entdo existe uma tinica configuragdo

¢ € C(K) que simultaneamente satisfaz &(c, co)‘Ko =led(c, cl)‘Kl = 1. Iremos denotar
essa configuragdo por ¢ = ¢y U ¢y.

Demonstragdo. Iremos definir ¢ por um diagrama. Primeiro fixe caminhos elemen-
tares para K isso induz uma escolha de caminhos elementares para K, e K;. Agora
fixado esses caminhos elementares tome os Unicos diagramas d representando ¢, e
d, representando ¢;. O diagrama d que representa c é dado pelo seguinte: para cada
simplexo s € K se s € K, o elemento associado a esse simplexo é o0 mesmo que o
elemento associado para s por dy, caso s € Kj entdo o elemento associado é o mesmo
que o associado por d;. Note que se s € K, n Kj a condi¢io 6( ¢, cl)‘ Kok, = 1 garante
que nao existe ambiguidade nessa atribui¢ao. Isso determina o tinico ¢ que satisfaz
simultaneamente &(c, ¢)| K, ~1ed (c;cr)] x, = 1j4 que essas restri¢Ses determinam

todos os elementos associados aos caminhos elementares. OJ

Os valores associados a 2-caminhos fechados sobre a fronteira de um 3-simplexos
por uma configuragdo sao especiais, 0 que motiva definir:

Defini¢io 3.6. Seja ¢ € C(T) uma configuragdo de 2-gauge. Dado um 3-simplexo
7 € T e um 2-caminho ndo trivial fechado sobre o bordo de 1, I, a 2-holonomia de T
emrelagio a T, h.r(c) € G, é definida por

h.r(c)=¢(T)

O

Lema 3.2. Dado uma configuragio ¢ € C(T), se a 2-holonomia de um 3-simplexo
t € T satisfaz hyy = lgr)] para algum 2-caminho fechado sobre t, T € P,(T), entdo
her = L[s(r)] para todos os 2-caminhos fechados T € P,(T) sobre t.

Demonstragdo. Note que um par de 2-caminhos fechados T € #,(T) e I" € #,(T)
sobre o bordo de t podem apenas diferir apenas pela suas orientagdes e pelos caminhos
iniciais s(T') e s(I"), as outras diferengas sao homotopias finas de superficies.
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3.2 Configuragoes de 2-gauge

Primeiro considere o caso em que s(T') = s(I’) e os 2-caminhos diferem pela suas
orientagdes, nesse caso usando a defini¢do da 2-holonomia, como aplica¢ao do funtor
que define uma configuragio, temos que . = h.},, de onde segue o lema.

Agora considere o caso em que s[s(T)] = s[s(I")] e t[s(T)] = ¢[s(I")], podemos
em vista do anterior considerar que I' e I tem a mesma orientacdo. Como H;(S?) = 0
entdo s(I') e s(I'") sdo homologos, escolha uma superficie que define essa equivaléncia
e denote essa superficie por X e oriente ela de forma que s(X) = s(T') e t(X) = s(I7),
temos entao que

I'=Xol'oX™!

onde a igualdade é uma equivaléncia por homotopia fina. Aplicando sobre essa
identidade o funtor, que preserva as composi¢des, temos

h.r=c(X)oh,o C(X)71

de onde segue a propriedade enunciada no lema.

O ultimo caso é quando ou s[s(T)] # s[s(I")] ou t[s(T)] # t[s(I")]. Vamos
assumir o primeiro caso, como S? é conexo por caminhos entio existe um 1-caminho
y que tem s(y) = s[s(T")] e t(y) = s[s(T)]. Agora considere o whiskering a esquerda
yoTl,entdoc[yol']=(c[s(yoTl)],1) se esomentese c[[] = (c[s(T)],1), e podemos
utilizar y o T e ' no caso do pardgrafo anterior para concluir o lema. O caso ¢[s(T)] #
t[s(T")] é similar. N

Podemos utilizar coloragdes com caminhos elementares padrdes para obter uma
expressao explicita para o elemento do 2-grupo que a 2-holonomia associa a um
3-simplexo. Considere um 3-simplexo [ vy, v1, V2, 3], com a seguinte enumeragao vq <
V1 < v, < v3. Escolhemos um 2-caminho I' que tem caminho inicial y = (vo, v1, v, v3)
e percorre os 2-simplexos na seguinte ordem: [vy, v, V3], [Vo, V1, V3], [Vo, V2, v3] € [0,
v1, v2]. Podemos representar esse 2-caminho no plano se abrirmos o 3-simplexo ao
longo do 1-caminho y. Como representado pela sequéncia de imagens abaixo
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3 Teoria de 2-gauge

Pay RvAv

Vamos rotacionar e deformar a tltima imagem para uma posi¢ao mais conveniente.
Podemos descrever esse 2-caminho pelo seguinte diagrama de composigdes

V1 V2 V1 V2
) VO<I>V3 : Vo.k% |
V1 V2 V1 V2

A coloragdo que a configuragdo associa para esse 3-simplexo ¢

fu2)

[ ] -

[ J
ar23)
o '/ 23
arois] f[l3]
c=e

> [ J
] a[023]
S
]

03]
f f[oz\
ol / afon2]

fie

A 2-holonomia associada a esse 3-simplexo para esse caminho I' pode ser escrita
explicitamente como

Alvomivavs ]t = (f[m]f[lz] Jeasps [fron > @p12s) | @o1313703 @12y Sfron fiz) f[23]) (3.3)
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4 Fungao de particao Zy(K) e o
invariante de Yetter

Iremos nesse capitulo definir o invariante de Yetter. Iremos construir esse invariante
a partir de uma triangula¢do de uma variedade compacta definindo o que iremos
chamar de fungdo de parti¢do de Yetter, que associa um nimero complexo para cada
triangulagdo. Utilizando o teorema de Pachner iremos provar que, se normalizado de
forma apropriada, essa fungdo de particdo nao depende da triangulagdo escolhida.
Essa fungao de partigdo normalizada é o invariante de Yetter.

A funcéo de particdo também vai ser utilizada no préximo capitulo para definir
operadores lineares que serdo utilizados para definir o modelo Hamiltoniano.

Para estudar o comportamento da func¢do de partigdo sobre uma mudanca de
triangulacao iremos introduzir lemas de fatoragdo. Esse lemas irdo permitir mostrar
que o invariante de Yetter nao se altera sobre a acao dos passos de Pachner. A prova
apresentada aqui dessa invaridncia é um dos trabalhos originais desse trabalho. Iremos
também utilizar esses lemas de fatoracao no proximo capitulo para relacionar o
invariante de Yetter com a degenerescéncia do estado fundamental. Esses lemas sdo o
resultado mais importante desse capitulo pois eles permite simplificar expressdes que
de outra forma seriam dificeis de serem analisadas.

4.1 Fungao de particao Zy(K)

Seja fixado um complexo simplicial K. Fixe também um 2-grupo ¢ construido a
partir de um modulo cruzado (G, G,,>: G; — Aut(G;), 0: G, — Gy).

Seja dado uma 2-configuragéo ¢ € C(K). Para cada 2-simplexo p € K podemos es-
colher um 2-caminho elementar I e calcular a pseudo 1-holonomia desse 2-simplexo,
hf Como discutimos essa holonomia tem a propriedade que se ela é 1 € G, para
algum 2-caminho elementar entdo ela ¢ identidade para todos os 2-caminhos elemen-
tares. Assim podemos definir, sem nenhuma ambiguidade, o seguinte:

Defini¢ao 4.1. Para cada 2-simplexo p € K definimos uma fungdo caracteristica

C(K) - {0,1}
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4 Fungao de particdo Zy(K) e o invariante de Yetter

associada a esse simplexo, pela seguinte expressdo

9p(c)=8(h) 1) VeeC(K)
onde I é qualquer 2-caminho elementar sobre p. 0

De forma semelhante para cada 3-simplexo ¢ € K podemos escolher um 2-caminho
fechado T sobre d(t) para definir a 2-holonomia h,r. Como se h,r for identidade

para algum I' entéo é identidade para todo 2-caminho I fechado sobre 9(¢) podemos
definir:

Defini¢ao 4.2. Para cada 3-simplexo t € K definimos uma fungdo caracteristica
9:C(K) - {0,1}
associada a esse simplexo, pela seguinte expressdo
Ji(c)=4 [ht,r, ls(r)] Ve C(K)
onde T é qualquer 2-caminho fechado sobre o(t). o

Essas defini¢oes permitem construir uma fun¢ao caracteristica definida sobre todo
o complexo K:

Defini¢ao 4.3. Dado um complexo simplicial K definimos a fungdo caracteristica
9}(3 G(K) - {0, 1}
associada a esse complexo, pela seguinte expressdo

Fr(c) =]9,(c)[]9:(c) VeceC(K)

pek® teK®)

Se para uma configuragio ¢ € C(K) tivermos ¥ (c) = 1 dizemos que essa configura-
¢do é flat em K. O

Podemos agora definir a fun¢ao de particdo que é que o niimero de configuragoes
que sdo flat em K.

Defini¢ao 4.4. A fungdo de particao de Yetter de um complexo simplicial K, denotada
por Zy(K), é definida por
Zy(K) = ngK(C) (41)

ceC(K)
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4.2 O invariante de Yetter

Um ponto importante é que a fun¢io de particdo depende do complexo. Em geral,
o niimero de configuragdes flat cresce com o numero de elementos no complexo. Um
fato importante, e nao trivial, é que essa dependéncia com o nimero de elementos
pode ser fatorada de forma que é possivel normalizar a fun¢ao de partigao para obter
um invariante.

Vamos estender a defini¢cdo da func¢ao de particdo para que fungdo de partigdo
também conte configuragdes que sao flat em todo o lugar menos possivelmente em
um subconjunto de simplexos.

Defini¢ao 4.5. Dado um complexo K e um subconjunto de simplexos & c K definimos
Zy(K; &) pelo seguinte
Zy(K; &) = Frue(c)

ceC(K)

4.2 O invariante de Yetter

Agora seja dada uma triangula¢do T de uma variedade 4-dimensional M, iremos
definir o invariante de Yetter normalizando de forma apropriada a fung¢ao de partigao
que acabamos de definir.

Defini¢do 4.6. O invariante de Yetter de uma variedade compacta 4-dimensional M,
Y (M), é definido por

Zy(T
Y(M):= %
Gl |G
onde T é qualquer triangulag¢do de M e f' sdo as componentes do f-vetor dessa trian-
gulagdo, ou seja, f° é o niimero de 0-simplexos e f* é o niimero de 1-simplexos. 0

Note que tanto a func¢ao de particao quanto a normalizacdo dependem da trian-
gulagdo, porém a razao das duas é um invariante topologico, ou seja, dados duas
triangula¢des da mesma variedade o invariante de Yetter tem o mesmo valor para
ambas. Vamos mostrar nesse capitulo que de fato essa razdo nao depende da escolha
de triangulacdo utilizada. Esse invariante foi introduzido por Yetter (1992). Iremos
nesse capitulo apresentar uma versao alternativa dessa prova utilizando o teorema de
Pachner para relacionar a fungdo de particao de triangulagdes diferentes.

4.3 Prova da invariancia de Y (M)

Vamos primeiro descrever uma visdo geral do prova. Seja T' e T’ quaisquer duas
triangulacdes de M, ou seja, |T| ~ |T’| ~ M. Para que Y (M) esteja bem definido
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4 Fungao de particdo Zy(K) e o invariante de Yetter

temos que ter:

1 1
— 7(T)=———7(T"
‘G1’f0|G2‘f1,fo Y( ) |G1‘f,0|G2’flLflo Y( )
onde fi sdo as componentes do f-vetor de T e f"* sio as componentes do f-vetor de
T’. Isso deve ocorrer para todos os pares de triangulagdes de M. Podemos escrever
essa identidade na seguinte forma equivalente:

Zy(T) = |G| |G| -2 z(T") (4.2)

onde definimos Af? = fi — f'i,

Por causa do teorema de Pachner, teorema 2.2 na pagina 14, no é necessario testar
essa identidade para todos os pares de triangulagdes de uma variedade. Basta que
consideremos pares de triangulagdes que diferem entre si por um dnico passo de
Pachner. Ja que dado duas triangulacdes quaisquer T e T’ PL-isomorfas existe uma
sequéncia de passos de Pachner, P;, tais que:

TeTy AT 30 3T, T

e se essa identidade do invariante é verdade em cada um dos passos ela é verdade
parao par T e T'. Fixemos entdo T e T’ como sendo um par de triangula¢des obtidos

aplicando um passo Pachner P qualquer, ou seja, T' 2

Uma propriedade importante dos passos de Pachner ¢ que eles alteram apenas os
simplexos na regiao de discos, lema 2.1 na pagina 18 e defini¢do 2.9 na pagina 16.

No caso de um passo biestelar temos dois complexos K ¢ T e K’ ¢ T" ambos
homeomorfos a D" tais que K | 5 = K" 5 que descrevem o passo de Pachner que
leva T em T'. Da definicao desses passos, defini¢do 2.10 na pagina 17, temos que
T~ K =T'~ K'. Podemos tornar essa identidade um pouco mais forte, denotando
por X = K~ K|a e X' =K'~ K"a. Entao é verdade que

T\X=T\X
Usando essa identidade podemos escrever que
Zy(T\X) =Zy(T,\X,) (43)

Uma expressio semelhante se aplica para o caso de um descascamento elementar
porém agora definimos X = K e esse é um complexo homeomorfo ao disco D3
e X' = K’ é um complexo homeomorfo ao disco D*, lembrando que temos que
K'nT =KeTuK'=T'nesse caso.
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4.3 Prova da invariancia de Y (M)

Essa identidade entre fungdes de parti¢des é a motivacao da prova que serd apresen-
tada nesse capitulo. Iremos demonstrar que Zy(T') é dado pelo produto de Zy (T~ X)
e um numero que ¢ fungdo do f-vetor de X. Isso permite escrever que

Zy(T) = p(X)Zy(T ~ X)
Zy(T') = p(X) Zy (T~ X)

para p(X) e p(X’) que iremos determinar. Agora utilizando a eq. (4.3) segue que

(X)L
Zy(T) = p(X,)Z(T)

e o passo final da prova é verificar que

P(X) _ |G1|Af°|G2|Af1—Af°
p(X")

Para obter os fatores p(X) e p(X') iremos mostrar que é possivel fatorar as fun¢des
caracteristicas associadas aos simplexos de X e a X’ de dentro da somatéria que define
Zy(T) e Zy(T'), respectivamente.

4.3.1 Fatoragdo de simplexos

Iremos provar primeiro dois lemas. Esses lemas sao identidades entre as holonomias
associados aos simplexos por uma configuragdo. O lema para 4-simplexos foi intro- Attal. 2004. “Combina-
duzido por Attal (2004). Iremos chamar esses lemas de identidade de Bianchi, ja que ~torics of non-abelian

. . ~ [ \ . . . . erbes with connection
essas identidades sao andlogas as identidades de Bianchi de teorias de gauge mas 8 >
and curvature”. Ann.

agora para o caso de teorias de 2-gauge. Fond. Louis Broglie 29
Vamos na sequéncia introduzir quatro lemas de fatoragdo. Esses lemas provam a  (4): 609-633. arXiv:
existéncia de identidades com a seguinte forma 0203056.

Zy(K) = p(§)Zy(K;§),

onde & é um conjunto de um ou dois simplexos, com propriedades especiais que serdo
descritas em breve, e p(§) € C é um fator que depende apenas de &.

As duas identidades de Bianchi que vamos introduzir generalizam a identidade
de mesmo nome da teoria de gauge usual, vamos entdo primeiro introduzir essa
identidade no contexto de triangulagdes. Considere agora que temos uma teoria de
gauge de um grupo G;. As faces de um 3-simplexo [vy, v, v, v3| podem ser divididos
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4 Fungao de particdo Zy(K) e o invariante de Yetter

em dois subcomplexos:

v
Y V2 V2

e = U
Vv
2 " A
V1 V3 1 1%

Sobre essa fronteira podemos descrever o 1-caminho fechado y;, = (v, vo, v1, v2, Vo,
V2, V3, Vo, V3, V1, Vg, V1) como ilustrado abaixo:

V3 3

V2

V1 V3

Esse 1-caminho é equivalente, pelas equivaléncias do 1-grupoide de caminhos, a
y2 = (v, v, v3, ) como ilustrado abaixo:

V2

V1 V3

Escolhendo uma configuragdo ¢ sobre a fronteira pela seguinte coloragao, que
dividimos em partes,

V2 V2

Sz T3 fio2) f123]

"1 V3 Vo V3
fi3 f103]

V1 V1

fron S fron Sz

Vo V3 Vo V2

f103] fro2)
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4.3 Prova da invariancia de Y (M)

e usando o fato que y, ~ y; = ¢(y,) = c(y1), temos a seguinte identidade

Foarfis1 Sy = Fion [ o frm fiowy | [ oo S fiohy | [ Frosi iy fiom ) fiom -

Essa expressao pode ser escrita em termos das 1-holonomias de cada uma das faces
do 3-simplexo. Escolhemos os 1-caminhos fechados (v;, v, vk, Vi), com i < j < k,
sobre o [v;, vj, k] para calcular as 1-holonomias. Rearranjando os fatores de fio;

temos
-1

f[Ol]h[Vlﬂ’zﬂ’s]f[z)ll] - h[Voﬂlﬂz]h[Voﬁz’Vs]h[vo,V1,V3] :
Lema 4.1 (Identidade de Bianchi para 3-simplexos). Seja dado um complexo K e uma
configuragdo ¢ € C(K). Considere agora um 3-simplexo qualquer de K e denote este
por [vo, V1, va,v3]. Escolhendo a ordem vy < v < v, < v3 os elementos da coloragdo

associados aos caminhos elementares padrées e as pseudo 1-holonomias satisfazem a
seguinte identidade

f - f
f[01] [a(a[m])h[vlm,va],yo] f[Oll] [a(a[ma] )h[vo,vl,v3],y2]

f - f -
[a(a[ozs])h[yo,mv3],y1] [a(a[mz])h[vo,vl,vZ],y3] =1

onde y; é o 2-caminho padrdo associado ao 2-simplexo oposto ao vértice v;.

Demonstragdo. A prova é direta, bastando substituir as expressoes das pseudo 1-
holonomias, defini¢do 3.4 na pagina 47, em ambos os lados. ]

Note que essa identidade é a mesma identidade para 1-holonomias que apresenta-
mos antes, mas agora escrita em termos das pseudo 1-holonomias.
Agora enunciamos a identidade entre as 2-holonomias das faces de um 4-simplexo.

Lema 4.2 (Identidade de Bianchi para 4-simplexos). Seja dado um complexo K e
uma configuragio ¢ € C(K). Considere agora um 4-simplexo qualquer de K e denote
este por [vo, V1, V2, V3, V4]. Escolhendo a ordem vy < v < v, < v3 < v4 0s elementos da
coloragdo associados aos caminhos elementares padroes e as 2-holonomias satisfazem
a seguinte identidade

I:h[vo,vl,vz,V3],l“4 < f[34]] ° [h[vo,vl,vz,m],l"g < ( Jionfi2 f[34])]

_ -1 -1 -1
- (f[Ol] > h[vl,VZ,V3,V4],ro) cao h[vo,vl,m,m],rz °© h[vo,vz,vs,u],H cu
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4 Fungao de particdo Zy(K) e o invariante de Yetter

onde o 2-morfismo « é definido por

ST
\f_/'
[04]

e os 2-caminhos usados para calcular as 2-holonomias acima sdo:

Io = ((V1>V2)V3aV4) (V1>V2’V4) (V1>V4) (V1>V3>V4) (V1>V2)V3,V4))
I = ((Vo’ 4), (VO’V3)V4)) (Vo,Vz,V3,V4), (Vo,Vz,V4), (Vo,V4))
I = ((Vo V4), (V0>V3:V4): (VOaV1>V3>V4)> (V0>V1)V4)) (VO)V4))
I3 = ((vo, Vi, 25 v4)> (Vo Vi, 4 ) (Vo, v4), (Vs Va5 V4), (Vo, Vi, Va5 V4))
Ly = ((vo, Vi, v2,v3)5 (Vos V1, v3), (Vo, v3)5 (Vos 25 v3), (Vos V1, V25 v3) )

Demonstragdo. A prova é direta, bastando substituir as expressoes das 2-holonomias,
eq. (3.3) na pagina 50 para os 2-caminhos listados acima. O]

A importancia desses dois lemas é o comportamento quando todos menos uma das
holonomias nesses lemas sdo identidades. Para um 4-simplexos se as 2-holonomias
de quatro 3-simplexos forem identidade a holonomia do tltimo 3-simplexo também
deve ser identidade. Isso pode ser facilmente verificado ja que todas as operagdes que
aparecem na identidade de Bianchi para 4-simplexos levam identidade na identidade,
ja que sdo inversoes, conjugagoes e whiskerings. De forma semelhante para um 3-
simplexo se todas as pseudo 1-holonomias menos uma, por exemplo hy,, ,, ,,], forem
identidade e se a 2-holonomia do 3-simplexo for identidade temos
-1

1= fion9(apas)) fion0(agos)) 0(a705) [ 0(agora)) v a1 |
D3 (fion > apus)) Aagon) (g ) [2(aton) sy
D3 (i) @ (a1001) Bty (70
= 3 (aou1) A @ (970121

-1
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4.3 Prova da invariancia de Y (M)

onde em (D) usamos que 0 é equivariante e em (2) usamos a expressao para Ay, 1, v,.1;]-
A pseudo 1-holonomia hy,, ,, ,,] tem que ser identidade se as outras holonomias forem
identidades.

Lema 4.3 (Fatoragdo de 2-simplexo). Seja K um complexo e & c K. Dado um 2-
simplexo p € K tal que exista um 3-simplexo t € K com p < t, (at)<2> nE=get¢é
entdo temos que

Zy(K;§) = Zy(K; §u {p})

Demonstragdo. Vamos usar & = £u {p} ao longo dessa prova. Explicitamente preci-
samos mostrar que

Y. Fre(e)9p(c) = > Fruel(c)

ceC(K) ceC(K)

como a soma sobre configurag¢ao ¢ a mesma em ambos os lados, podemos provar essa
identidade termo a termo.

Fixe uma configura¢do ¢’ € C(K). Se Fx.z(c") = 0 entdo ambos os lado sdo nulos
e fica provado a identidade para esse termo. Suponha agora que Fg.(c’) = 1. Isso
apenas é verdade se todas as 2-holonomias dos 3-simplexos forem identidade e se
todos as pseudo 1-holonomias dos 2-simplexos x € K \ &’ forem identidades. Como
p<tedt® n& =z entdo existem trés outros 2-simplexos x; # t,i € {0,1,2}, faces
de t que pertencem a K \ &’ e a pseudo 1-holonomia de cada um desses 2-simplexos
é identidade e como t ¢ & a 2-holonomia do 3-simplexo ¢ ¢é identidade. Usando a
identidade de Bianchi do lema 4.1 na pagina 57 isso implica que a pseudo 1-holonomia
do 2-simplexo p também ¢ identidade. Com isso o termo do lado direito ¢ identidade
se e somente se o termo lado esquerdo for identidade. O]

Lema 4.4 (Fatoragdo de 3-simplexo). Seja K um complexo e & ¢ K. Dado um 3-
simplexo t € K tal que exista um 4-simplexo g € K comt < qe (aq)(3) N & = @ entdo

temos que
Zy(K; &) = Zy(K; Eu {t}).

Demonstragio. Vamos usar &’ = & u {t} ao longo dessa prova. Explicitamente preci-
samos mostrar que vale o seguinte

Y Fre(e)di(c) = >, Fru(c)

cC(K) ceC(K)

como a soma sobre configuragdo é a mesma em ambos os lados podemos provar essa
identidade termo a termo.

Fixe uma configuragio ¢ € C(K). Se Fx.#(c) = 0 entdo ambos os lado sdo nulos
e fica provado a identidade para esse termo. Suponha agora que Fx.#(c) = 1. Isso
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4 Fungao de particdo Zy(K) e o invariante de Yetter

apenas é verdade se todas as 2-holonomias dos 3-simplexos x € K\ ¢’ forem identidade.
Comot<ge (aq)(3) n & = & entdo existem quatro outros 3-simplexos x; # t,i €
{0,1,2,3}, faces de g que pertencem a K \ & e a 2-holonomia de cada um desses
3-simplexos ¢ identidade. Usando a identidade de Bianchi do lema 4.2 na pagina 57
isso implica que a 2-holonomia do 3-simplexo t também ¢ identidade. Com isso o
termo do lado direito é identidade se e somente se o termo do lado esquerdo for
identidade. ]

Lema 4.5 (Fatoragdo de 1-simplexo e 2-simplexo). Seja K um complexo. Dados um
2-simplexo p € K e um 1-simplexo | € K tais que | < p e star(l) = {p} entdo temos
que:

Zy(K) = |Ga|Zy(K ~ {1, p})

Demonstragdo. Explicitamente precisamos mostrar que

2 T3 (€)9p (e 0 ) = Gal 3 Fev 1,3 (')
c'eC(K~{L,p}) c'eC(K~{L,p})
ceC({Lp})
vamos provar essa identidade para cada termo da soma sobre C(K \ {I, p}).
Fixe uma configuragao ¢’ € C(K \ {I, p}). Se Fx (1,5 (¢’) = 0 entdo ambos os
lado sao nulos e fica provado a identidade para esse termo. Suponha agora que
Fxq1,py(c") = 1 temos entdo que mostrar que

Zﬂp(c uc') =Gy
ceC({L,p})

Vamos escolher uma coloragio padrio para a configuragio ¢ u ¢’. Como 9, s6
depende da configura¢ao em p vamos representar essa parte abaixo onde escolhemos
P =[vo,vi,v2], I = [vo,v2] eaordem vy < vy < v,

V1

fron fi2)

Vo V2

fio2)

Lembrando que os elementos fjq;] € f[12] estdo fixos pela configuragdo ¢’ podemos

escrever que
Z Ip(cuc’) = Z 5(8(1[_0112]f[01]f[12]f[612], 1)
ceC({Lp}) f021€G1
u[012]€G2

agora considere um termo na soma da direita com apo;) € G, fixo, existe um tnico

valor de fj,] que torna o termo § ndo nulo na soma da direita o elemento fo,] =
-1 .

dag, fio1) fi1z)- Como isso ocorre para todos 0s a[o;] € G, a soma vale |G, O
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4.3 Prova da invariancia de Y (M)

Lema 4.6 (Fatoragdo de 2-simplexo e 3-simplexo). Seja K um complexo. Dados um
3-simplexo t € K e um 2-simplexo p € K, tais que p < t e star(p) = {t} entdo temos
que

Zy(K) = Zy (K~ {p,1})

Demonstragdo. Explicitamente precisamos mostrar que

Z?K\{p,t}(c')gt(c uc)dp(cuc’) = Z Fxipy (€)
c'eC(K {p,t}) ceC(K\{p,t})
ceC({pt})
vamos provar esse identidade para cada termo da soma sobre C(K \ {I, p}).
Fixe uma configuragdo ¢’ € C(K \ {p,t}). Se Fx (p,(c’) = 0 entdo ambos os
lado sdo nulos e fica provado a identidade para esse termo. Suponha agora que
Fr(p1y(¢’) = 1 temos entdo que mostrar que

Y dp(cuc)I(cud) =1
ceC({p,t})

Vamos escolher uma coloragio padrao para a configuragao ¢ U ¢/, os unicos ele-
mentos que aparecem na soma acima sdo aqueles de ¢. Escolhemos t = [vg, v1, vy,
v3],p = [vo, V1, v2] e a ordem v < v; < v, < v3, abaixo representamos a coloragdo de
cada uma das faces

V) V2

V1 V3 Vo V3

Vo V3 Vo V2

Lembrando que todos os elementos da coloragdo com excegio de ajo;) € G, estdo
fixos por ¢’ € C(K \ {p, t}). Temos entdo que

Z gp(C U] C’)gt(C @] C’) = Z gp(C U C’)8 [(f[Ol] > a[123]) a[013]a[_0123]a[_&12], 1]
ceC({p,t}) aeGy

um unico valor de ag existe que torna o termo § nao nulo, o termo em que apoz) =
( fron & a[m]) aron] a[_o123] e pela identidade de Bianchi do lema 4.1 na pagina 57 nesse

caso temos J,(c U ¢’) e a soma tem um Unico termo nao nulo. ]
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4 Fungao de particdo Zy(K) e o invariante de Yetter

4.3.2 Fatoragdo dos passos de Pachner

Iremos agora realizar o procedimento descrito no inicio dessa se¢ao. O primeiro passo
é encontrar os fatores que relacionam Zy(T) e Zy(T') quando T e T’ sdo obtidos
um do outro por um passo de Pachner.

Lema 4.7. Considere dois complexos 4-dimensionais T e T' onde T’ é obtido de T pelo
passo biestelar (1,5). Entdo:

Zy(T') = |Gi[|Go|*Zy (T).

Demonstragdo. Como foi notado anteriormente, iremos mostrar que podemos fatorar
todas as fungoes caracteristicas internas ao passos de Pachner de ambos os lados, para
isso ordenamos os vértices internos por vy < v; < v, < v3 < ¥4 < vs e abaixo listamos
todos os simplexos do interior.

[vl]) [VZ]) [VS]) [V4]) [VS])
[VI) VZ]) [Vl) VS]) [VI) V4]) [Vl) VS]) [V2> V3:|;
[V2> V4]7 [VZ) VS]) [V3> V4]) [V?n vS]: [V4a VS]:
[Vl) V2, V3]) |:V1) V2, V4:|a [vla V2, VS]’ [Vla V3, V4], [Vl’ V3, VS]:
[Vh V4, VS]) [VZ’ V3, V4:|) [VZs V3, VS]) [V23 V4 VS]a [V3a V4 VS]a

TnT =

[Vl’ V2, V3, V4:|a [Vl’ V2, V3, VS], [Vla V2, V4, VS]) [Vb V35 V4, VS]) [VZa V3, V4, VS]a

[Vo],
[Vo, Vl]s [Vo, Vz], [Vo’ Vs], [Vo’ V4], [Vo, v5],

(Vo> V1> V2] [Vos V1> V3], [Vos V1> Vals [Vos V1> V5], [Vos V2, V3],
[Vos V25 Vals [Vos V2, Vs ], [Vos V3, Vals [Vos V35 V5], [Vos Vas V5]
I'\(TnT')= [Vo» V1> V2, v3 )5 [Vo» V1> V25 Va > [Vos V1> V25 Vs |5 [Vos V1 V35 Va s [
0> V1> V25 V3 |> 0> V1> V2> V4 |> 0> V1> V25 V5 |» 0> V1> V3> V4 (>
[Vo) V1, V3, Vs]a [VO: V1> V45 Vs]» [Vo, V2, V3, V4], [VO: V2, V3, Vs],
[Vo»VzaV4,Vs][V0>V3,V4aV5]>

[VOa V1, V2, V33 V4]> [VO> V1, V2, V3) Vs], [VO) V1, V2, V4, VS];
[Vo, V1> V35 Va5 V5 ], [Vos V2, V3, Va5 V]

T~ (Tﬂ T’) = {[V],V2,V3,V4) VS]} .

Vamos fatorar Zy(T"). Os passos sdo:

1. Usamos o lema de fatoragao para 3-simplexo, lema 4.4 na pagina 59, para
[Vo, V1> Va2, V3]s [Vos V1> V25 V3] < [Vos V1, V25 V3, V45
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

4.3 Prova da invariancia de Y (M)

Usamos o lema 4.4 para [vq, V1, V2, V4, [Vo, V1, V25 Va] < [Vo, V1, V2, V4, V55
Usamos o lema 4.4 para [vq, V1, V3, V4, [Vo, V1, 35 Va] < [Vo, V1, V3, V4, V5 ];

Usamos o lema 4.4 para [vq, V2, V3, V4], [Vo, V2, V3, V4] < [Vo, V2, V35 V4, V5

. Como star[vy, v, v3] = {[vo,V1,V3,V5]} usamos o lema de fatoracido para 2-

simplexo e 3-simplexo, lema 4.6 na pdgina 61, para o par [vy, vy, V3] € [vo, V1,
V3, VS];

. Usamos o lema 4.6 para o par [vq, v1, V4] € [vo, V1, V4, V5 ];

Usamos o lema 4.6 para o par [vo, v1, V5] € [Vo, V1, V2, V5 ];

. Usamos o lema 4.6 para o par [vq, V2, v3] € Vo, V2, V3, Vs ;

. Usamos o lema 4.6 para o par [vo, V2, V4] € [Vo, V2, V4, V5]

Usamos o lema 4.6 para o par [vg, V3, V4] € [Vo, V3, V4, V5 ];

Como star[ vy, vi] = {[vo, V1, v2]} usamos o lema de fatoragdo para 1-simplexo
e 2-simplexo, lema 4.5 na pagina 60, para o par [vo, vi] € [vo, V1, V2 ];

Usamos o lema 4.5 para o par [vq, V2] € [vo, V2, V5 ];
Usamos o lema 4.5 para o par [vy, v3] € [vo, V3, Vs ];
Usamos o lema 4.5 para o par [vo, v4] € [vo, V4, V5];

Como star[vo, vs] = @ podemos fatorar o termo ¥ .cc([
sobre configuragoes.

1)1 = |G| da soma

Vo,Vs

Os passos 11-14 trazem um fator multiplicativo de |G,| e o passo 15 um fator de |G;]|.
Colecionando esses fatores temos o resultado do lema. O]

Lema 4.8. Considere dois complexos 4-dimensionais T e T’ onde T é obtido de T pelo
passo biestelar (2,4). Entdo:

Zy(T') = |G,| - Zy(T).
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4 Fungao de particdo Zy(K) e o invariante de Yetter

Demonstragdo. Essa prova é semelhante ao caso anterior, iremos apenas enunciar os
passos.

[V0]a [Vlj|) [VZ]) [V3]) [V4]) [V5]a
[VO) VZ:I) [VO) V3]) [VO) V4:|) [VO) VS]) [Vl, VZ:I) [VI) VS]) [vl) V4],
[Vla VS]) [VZ) V3]) [VZ) V4:|) [VZ; VS]) [V?n V4], [V.’n V5:|) [V4) VS])
TAT = [VO) V2, V3]> [V0> V2, V4] [V0> V2, V5] [V(), V3, V4] [Vo) V3, VS]: [Vo, V4, Vs])
[Vl: V2, V3:|a [vls V2, V4] [Vl) V2, VS]) [Vla V3, V4:| [vla V3, VS]) [Vl) V4, VS])
[v2, V3, val, [V, v, V5], [V2, Vas V5], [V3, Vas 5],
[V0> V2, V3, V4] [Vo, V2, V3, V 5], [V V2, V4, Vs] [Vo, V3> V4, Vs],
[Vl) V2, V3, V4] [VI) V2, V3, VS]) [VI) V2, V4, VS] [Vb V3, V4, VS])

[V07 Vl]:
|:V0> V1, VZ]: [VOa Vi V3]: [VOa Vi V4:|) [V0> V1, VS])

T’ \ (T N T’) = [VO’ V1, V2, V3], [VOs V1> V2, V4]a [VO: V1, V2, VS]; [VO’ V1, V3, V4],
[VOs V1, V3, VS]) [VOs V1, Vs, VS]:
[V0> V1, V2, V3, V4:|) [VO) V1, V2, V3, VS]) [V0> V1, V2, Vs, VS]’

[VO, V1, V3, Vg, V5:|

[VZ, V35 V4, VS]; }

[VO) V2, V3, V4, V5:|) [Vl) V2, V35 Va, VS]

T~(TnT')= {

Vamos fatorar Zy(T") primeiro. Os passos sdo:

1. Usamos o lema 4.4 para [vq, v1, V2, V3], [Vo, V1> V2, V3] < [V, V1> V2, V3, V4 s
2. Usamos o lema 4.4 para [vq, Vi, V2, V4], [Vo, V1> V25 Va] < [Vo, V1, V25 V4, V5 ];
3. Usamos o lema 4.4 para [vg, v1, V3, V4], [Vo, V1> V3, V4] < [Vo, V1, V3, V4, V5 s
4. Usamos o lema 4.6 para o par [vo, v1, V2] € [vo, V1, V2, V5];

5. Usamos o lema 4.6 para o par [vo, v1, V3] € [vo, V1, V3, V5];

6. Usamos o lema 4.6 para o par [vg, v1, v4] € [Vo, V1, V4, V5];

7. Usamos o lema 4.5 para o par [vq, v1] € [vo, V1, Vs].

O passo 7 traz um fator multiplicativo de |G,|.
Agora vamos fatorar Zy(T'). O passo é:
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4.3 Prova da invariancia de Y (M)

1. Usamos o lema 4.4 de fatoragdo para [v,, V3, V4, V5], [V2, V3, V4, V5] < [Vo, V2, V3,
Vg, Vs ).

O

Lema 4.9. Considere dois complexos 4-dimensionais T e T’ onde T’ é obtido de T pelo
passo biestelar (3,3). Entdo:

Zy(T') = Zy(T)

Demonstragdo. Essa prova ¢ semelhante ao primeiro caso, iremos apenas enunciar

0OS passos.

nT =

T, N (Tﬂ TI) = [VO) V1> V2, V3])[VO> V1, V2, V4],[V0, V1> V2, VS]) >

T~

[VO]) [V]], [VZ]a [V?)]) [V4:|a [VS])
[vo, vil> [V, 21, [vo, v3], [vo, val, [vo, vs], [vi, v2], [vi, v3 ], [v1, val,
[Vla VS:I) [VZ) V3:|> [VZ) V4], [VZ) VS]) [V3) V4], [VS) VS]) [V4) VS])
[VO) V1 V3:|) [VO) V1, V4:|) [VO) V1> VS]: [VO) V2, V3], [VO) V2, V4]) [VO) V2, VS])
[V07 V3, V4], [VO) V3, VS]: [VO) V4, VS]) [Vl) V2, V3]) [Vb V2, V4]7 [vla V2, VS])
[vla V3, V4], [Vl’ V3a VS]: [Vl: V4, VS]; [v2> V3a V4]) [V2> V3) VS]) [V2> V4, V5:|,
[VOa V1, V3, V4]s [Vo, V1, V35 VS]; [V07 V1> Va5 VS]; [V0> V2, V3, V4:|a [V(), V2, V3, V5],
[v0, V2> Vas Vs 1, [vi, v2, V3, V], [Vi, v2, v3, vs ], [vi, va, va, vs ],

[VO) V1, VZ])

[VOa V1, V2, V3’ V4]) [V0> V1, V2, V3’ V5]> [VO: V1, V2, V4, V5:|

[V?n V4, VS])

(T n T/) = [VO’ V35 V4, V5:|> [Vh V3, V4, VS]) [VZ) V3, V4, V5:|)

[VO) V1, V3, Vg, VS]) [VOs V2,V3, V4, Vs], [Vh V2, V3, V4, VS]

Vamos fatorar Zy(T") primeiro. Os passos sdo:

1. Usamos o lema 4.4 para [vq, v1, V2, V3], [Vo, V1> V2, V3] < [Vo, V1> V2, V3, V4 s

2. Usamos o lema 4.4 para [vq, v1, V2, V4], [Vo, V1> V2> Va] < [Vo, V1, V2, Vi, V5 ];

3. Usamos o lema 4.6 para o par [vo, v1, V2] € [Vo, V1, V2, Vs ].

Agorav

amos fatorar Zy(T). Os passos sio:

1. Usamos o lema 4.4 para [vg, V3, V4, V5], [Vo, V3, Va, V5] < [Vo, V1, V3, V4, V55

2. Usamos o lema 4.4 para [vy, V3, vy, Vs ], [V1, V3, Vg, V5] < [V1, V2, V3, Vi, V55
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4 Fungao de particdo Zy(K) e o invariante de Yetter

3.

Usamos o lema 4.6 para o par [vs, vy, V5] € [v2, V3, V4, V5]

Nenhum dos passos tem um fator multiplicativo diferente da unidade. O

Lema 4.10. Considere dois complexos 4-dimensionais T e T' onde T’ é obtido de T
pelo descascamento elementar inverso (1,4). Entdo:

Zy(T') = |Gil|GP Zy (T).

Demonstragdo. Essa prova é semelhante ao primeiro caso, iremos apenas enunciar
0S passos.

[VO) Vl]) [VO) VZ]) [VO) V3:|) |:V1) VZ]) [Vl) V3:|) [VZ) VS])
T,n T= [V07 Vi VZ]) [VO) V1, V3:|) [VO) V2, V3]> [Vla V2, V3]> >

[V07 V1, V2, V3]

[V0> V4], [Vl’ V4]) [VZ: V4:|a [V3: V4],

[VOs V15 V4], [V0> V2, V4]s [V(), V3, V4]>
[VI) V2, V4:|’ [Vl’ V3, V4:|) [VZ) V3, V4])

(T'~T)u(T'nT) = u(T'nT).

[VO) V1, V2, V4]) [VO) V1, V3 V4])
[VO) V2, V3, V4], [Vb V2, V3, V4])

[VO) V1, V2, V3, V4]

Vamos fatorar Zy(T"). Os passos sdo:

1.

2.

3.

[
. Usamos o lema 4.5 para o par [va, v4] € [vo, V2, V4];
[

. Como star[vy, v4] = @ podemos fatorar o termo ¥ .cc([

Usamos o lema 4.4 para [vy, v2, v3, V4], [V1, V2, V3, V4] < [Vo, V1, V2, V3, V4 s
Usamos o lema 4.6 para o par [v,, v3, V4] € [Vo, V2, V3, V4 5

Usamos o lema 4.6 para o par [vy, vs, v4] € [Vo, V1, V3, V4 s
Usamos o lema 4.6 para o par [vy, vy, V4] € [Vo, V1, V2, V4 s

]
]
[
[

. Usamos o lema 4.5 para o par [vs,v4] e [vo, V3, V4];

Usamos o lema 4.5 para o par [vy, v4] € [vo, V1, V4];

)1 =G| da soma

Vo,V4
sobre configuragdes.

Os passos 5-7 trazem um fator multiplicativo de |G,| e o passo 8 um fator de |G,|.
Colecionando esses fatores temos o resultado do lema. ]
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4.3 Prova da invariancia de Y (M)

Lema 4.11. Considere dois complexos 4-dimensionais T e T' onde T’ é obtido de T
pelo descascamento elementar inverso (2, 3). Entdo:

Zy(T') = |G| Zy (T).

Demonstragdo. Essa prova ¢ semelhante ao primeiro caso, iremos apenas enunciar
0S Passos.

[VO) VI]) [VO) V2]> [VO) V3]> [VO) V4:|) [Vla VZ])
[Vl) V3]) [Vla V4:|’ [VZa V3:|> [VZ’ V4],
T,m T = [VO,VI,Vz], [VO) V1» V3]> [VO) V1 V4], [V0> V2, V3:|> >
[vo, v2, val, [v1,v2,v3], [v1, v2, V4],

[VO) V1>, V2, V3]) [VO) V1, V2, V4]
[V3) V4:|)
(T’\ T)U(T’r'] T) _ [VO;VS)V4:|) [V1>V3>V4]) [VZ)V?)) V4:|) U(T’ﬂ T) .
[VO) V1, V3, V4]) [V0> V2, V3, V4], [Vl) V2, V3, V4])
[VO) V1, V2, V3, V4:|

Vamos fatorar Zy(T"). Os passos so:

1. Usamos o lema 4.4 para [vy, v2, v3, V4], [V1, V2, V3, V4] < [V, V1, V2, V3, V4 ]

2. Usamos o lema 4.6 para o par [v,, v3, V4] € [Vo, V2, V3, V4 ];

3. Usamos o lema 4.6 para o par [vy, vs, v4] € [Vo, V1, V3, V4 ];

4. Usamos o lema 4.5 para o par [vs,v4] e [vo, v3, v4].

O passo 4 traz um fator multiplicativo de |G,|. O

Lema 4.12. Considere dois complexos 4-dimensionais T e T' onde T’ é obtido de T
pelo descascamento elementar inverso (3, 2). Entdo:

Zy(T,) = Zy(T)

Demonstragdo. Essa prova ¢ semelhante ao primeiro caso, iremos apenas enunciar
0S Passos.

[VO) Vl]) [VO) VZ]) [VO) V3]) [VO) V4]) [Vl) VZ])
[VI) V3]) [vla V4], [V'Z,) V3:|) [VZ, V4]> [VS) V4]a

T,m T = [V0> V1> VZ]) [VO) V1 V3]) [VO) V1 V4]) [VO) V2, V3],[V0, V2, V4]) >
[VO: V3, V4:|7 [vla V2, V3:|a [vla V2, V4]) [Vla V3, V4]>

[VO’ V1, V2, V3], [VOa V1, V2, V4]’ [VO: V1, V3, V4:|
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4 Fungao de particdo Zy(K) e o invariante de Yetter

[VZ’ V3, V4:|,
(T'~T)u(T'nT)=4[veV2 V3, Va], [Vi- V2, V3, V4], ;U (T' N T) .
[VO) V1> V2, V3, V4]

Vamos fatorar Zy(T"). Os passos so:
1. Usamos o lema 4.4 para [vy, vy, v3, V4], [V1, V2, V3, V4] < [V, V1, V2, V3, V4 ]
2. Usamos o lema 4.6 para o par [v,, v3, V4] € [Vo, V2, V3, V4]
Nenhum dos passos tem um fator multiplicativo diferente da unidade. ]

Lema 4.13. Considere dois complexos 4-dimensionais T e T’ onde T’ é obtido de T
pelo descascamento elementar inverso (4,1). Entdo:

Zy(T') = Zy(T).

Demonstragdo. Essa prova é semelhante ao primeiro caso, iremos apenas enunciar
0S Passos.

[VO) Vl]) [VOa VZ]’ [VO> VS]’ [VO> V4]a [Vla VZ])

[Vla V3]> [Vl) V4]) [VZ) V3:|) [VZ) V4]) [V3) V4])
T/ A T — [VO) 1> VZ]) [VO) V1, VS]) [VO) V1, V4:|, [VO) V2, V3]) [VO) V2, V4:|,
[VO) V3, V4:|> [Vl) V2, V3]) [Vb V2, V4]) [vla V3, V4]7 [VZ) V3, V4]) ’

[VO: V1, V2, V3]a [V(), V1, V2, V4:|:
[V()s V1, V35 V4], [VO) V2, V3, V4:|

Vi, Va, V3, Vs |,
(T'~T)u(T'nT) = o v2 2, va) u(T'NT).
[VOa V1, V2, V3, V4]

Vamos fatorar Zy(T"). Os passos sdo:
1. Usamos o lema 4.4 para [vi, v, V3, V4], [V, V2, V3, Va] < [Vo, V1, V2, V3, V4.
Esse passo tem um fator multiplicativo igual a unidade. ]

Agora que temos os fatores multiplicativos precisamos verificar que esses valores
correspondem aqueles que aparecem na normalizagdo do invariante, ou seja, preci-
samos verificar que a eq. (4.2) na pagina 54 ¢ satisfeita para cada um dos passos de
Pachner.
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4.3 Prova da invariancia de Y (M)

Teorema 4.1. O elemento de C definido abaixo é um invariante topologico

Zy(T)
YM) = —F——
( ) |G1|f0|G2|fl_f0

onde T é uma triangulagdo de M.

Demonstragdo. Vamos verificar que cada um dos passos de Pachner satisfazem

Zy(T)
Z(T")

= |G1|Af°|G2|Af1—Af°

Para cada um dos passo de Pachner podemos considerar apenas os f-vetores das
regides ao redor do passo ja que a identidade acima s6 depende da diferenca e os
complexo sao idénticos fora dessa regido. Temos para cada passo que:

Passo biestelar (1,5) os f-vetores sdo (5,10,10,5,1) e (6,15,20,15,5) temos
que Af®=1eAfl' - Af®=5-1=4 que correspondem aos valores do lema 4.7
na pagina 62;

Passo biestelar (2,4) os f-vetores sdo (6,14,16,9,2) e (6,15,20,14,4) temos
que Af® = 0e Aft — Af® = 1 que corresponde aos valores do lema 4.8 na
pagina 63;

Passo biestelar (3,3) os f-vetores sdo (6,15,19,12,3) e (6,15,19,12,3) temos
que Af® = 0e Aft — Af® = 0 que corresponde aos valores do lema 4.9 na
pagina 65;

Descascamento elementar inverso (1,4) os f-vetores sio (4,6,4,1,0) e (5,10,
10,5,1) temos que Af® =1e Af! — Af° = 3 que correspondem aos valores do
lema 4.10 na pagina 66;

Descascamento elementar inverso (2, 3) os f-vetores sdo (5,9,7,2,0) e (5,10,
10,5,1) temos que Af°® =0 e Af! — Af° =1 que correspondem aos valores do
lema 4.11 na pagina 67;

Descascamento elementar inverso (3,2) os f-vetores sdo (5,10,9,3,0) e (5,
10,10,5,1) temos que Af® =0 e Af!' — Af° = 0 que correspondem aos valores
do lema 4.12 na pagina 67;

Descascamento elementar inverso (4,1) os f-vetores sdo (5,10,10,4,0) e (5,
10,10,5,1) temos que Af® =0 e Af' = Af° = 0 que correspondem aos valores
do lema 4.13 na pagina 68.

Como todos os passos de Pachner preservam o valor de Y (M) e toda triangulacéo
da mesma variedade é conectada por uma sequéncia de passos de Pachner, teorema 2.2
na pagina 14, entdo Y(M) é um invariante topoldgico. O
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5 Modelo Hamiltoniano

Nesse capitulo vamos definir um sistema quantico descrito por um Hamiltoniano
associado ao invariante de Yetter. Esse modelo estd associado a uma triangulagio
R de uma variedade 3-dimensional X. Dado um complexo R definimos o seguinte
espago vetorial livre:

# = span(¢. | c € C(R)).

O modelo Hamiltoniano que iremos definir é caracterizado por um operador
Hamiltoniano H: # — #¢. A Hamiltoniana H construida tera a seguinte forma:

H=-Y4,-Y BV - B2,

veR(M)  per() teR®)

onde os operadores do lado direito sdo projetores e comutam entre si. Um candidato
a estado de menor energia é um estado que simultaneamente tem autovalor 1 para
todos os operadores que aparecem no lado direito da expressao acima, isso motiva
definir um novo projetor,

Py =] A, E[Bl(,l) U BY,
v

que projeta nesses estados, ja que como todos os operadores que aparecem no lado
direito sao projetores que comutam entre si. Iremos mostrar que esse operador é nao
nulo e o sub-espago #y = Py# sera chamado de sub-espaco de estados fundamentais.
Iremos denotar a dimensdo desse sub-espaco por Gsp(X) := dim #,. A motivacdo
para essa notagao vem do resultado principal desse capitulo: a dimensdo do espago
vetorial Py# é um invariante topolégico da variedade X.

Os elementos de matriz dos operadores A,, BS) e BEZ) serao construidos utilizando
a fungdo de parti¢ao de Yetter que definimos no capitulo anterior. Essa construcao
ird permitir demonstrar que o nimero Gsp(X) nio depende da triangulagio R de £
escolhida para definir o modelo Hamiltoniano e que seja numericamente igual ao
invariante de Yetter da variedade X x S, ou seja,

GspD(Z) = Y(Z x SY). (5.1)

Uma parte importante para provarmos a identidade acima é como, a partir de uma
triangulagdo de X, construir uma triangulagdo de X x S!. A importancia da construgao
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5 Modelo Hamiltoniano

de uma triangula¢ao especial que iremos apresentar é que podemos escolher uma
triangulacdo que facilita a prova da eq. (5.1). Vamos descrever o procedimento para
obter essa triangulacdo especial de X x S! na se¢ao seguinte.

5.1 Levantamento de uma triangulagdo

Tanto a fungdo de particdo de Yetter e quanto a Hamiltoniana sdo definidas em
termos de triangulagdes. Vamos nessa se¢do definir como construir a partir de
uma triangula¢do Ry de um variedade n-dimensional X uma triangulagdo Ty, da
variedade (7 + 1)-dimensional X x S'. O caso particular n = 3 descreve o resultado
que precisamos nesse capitulo. Essa triangulagdo nao é arbitraria mas é construida
de forma a ter a propriedade de ser projetiva: todo simplexo de Ty, € projetado em
exatamente um unico simplexo de Ry, iremos descrever essa projecao em detalhes
mais a frente. Esse propriedade simplifica a prova de eq. (5.1) pois precisamos apenas
comparar os dois lados localmente, analisados os objetos na pre-imagem de um tnico
simplexo.

Para cada vértice v € Ry podemos definir um cone da seguinte forma: crie uma
copia distinta desse vértice e o denote por V. Para cada n-simplexo s € star(v)
podemos construir um novo (7 + 1)-simplexo dado por [¥] U's. Definimos o cone C,

C,={[?]us|sestar(v)}. (5.2)
;
—o—o—0o—9 *——o—9© cﬁiijiniiiﬁo
Vo Vi Va2 Vi Vu Vi Va2 V3 Vi Va2 V3
(a) Ry (b) star(v,) (¢) Cy,

Figura 5.1: Construgdo do cone C, para o caso (1 — 2)-dimensional.

Podemos agora considerar o complexo obtido pela adjuncao desse cone ao com-
plexo original: Ry UC,. Existem duas copia de Ry contidas nesse objeto, a primeira é o
proprio Ry e a segunda pode ser obtida pela substituigdo v — ¥ em Ry. Iremos denotar
essa copia por R(ZV). Representamos esses objetos na fig. 5.2 na préxima pagina.

Agora escolha uma ordem para os vértices de Ry, por exemplo, vy < v} < v, < -+ <
v,. Comecando pelo primeiro vértice vy construa T(") := Ry U C,,. Agora para o
(vo)
Vi

segundo vértice v, considere o cone C,,"’ construido ndo sobre Ry mas sobre a copia

R(ZVO). Defina T(o") := T() U C{""). Repetimos esse processo para todos os vértices,
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5.1 Levantamento de uma triangulag¢do

A

1A’2 1>2 V2
Vo V1 V2 V3 V4 Yo V1 Vo V3 V4 Vo Vi Vo V3 V4
(a) Rz U Cy, (b) Destacado Ry (¢) Destacado R(ZVZ)

Figura 5.2: Objetos obtidos pelo levantamento de Ry, caso (1 — 2)-dimensional.

na ordem escolhida, sempre construindo cones sobre a copia obtida no passo anterior.
O resultado final ¢ uma triangulagdo de X x I,

TExI = T(VO»Vsz,...,vn)

Tlustramos esse procedimento para uma triangulagdo simples para o caso (2 - 3)-
dimensional na fig. 5.3.

~ B N

(@) Rs (b) TCV) (0) 0w

N7

(vosv1,v2) (vo,v1,v2,v3)
@r (e) T

Figura 5.3: Passos do levantamento de Ry para o caso (2 — 3)-dimensional.

Para obter a triangulacdo de X x S' identificamos Ry com a tltima copia obtida
R(V0>V1,Vz,...,vn)
>

b

Tss = T/ (Rs ~ RY™™) )

Essa triangulacao construida tem uma propriedade importante: cada simplexo
de Ts,; tem uma projecdo bem definida em Ry, ou seja, podemos definir a proje¢ao
P: Tsy; - Ry como uma fun¢ao entre conjuntos. Cada simplexo de T, tem uma
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5 Modelo Hamiltoniano

unica proje¢ao, um simplexo de Ry. Explicitamente seja s € Ts.; um n-simplexo
defina a proje¢ao substituindo todos os vértices com chapéu ¥ por vértices sem chapéu
v, note que isso pode diminuir a dimensdo do simplexo se [7, v] for uma face desse
simplexo. Por exemplo, o simplexo [vy, v1, 1] € projetado em [vy, v;] e o simplexo
[v0, V1, V2] € projetado em [vg, v1, v, ]. Iremos dizer que uma triangula¢do com essa
propriedade é projetiva. A importancia dessa propriedade é que ela permite comparar
localmente os simplexo de Ry com os simplexos de Ty, isso esta relacionado ao fato
dos operadores que iremos construir serem locais.

5.2 Aplicagées lineares definidas por complexos

Dado um complexo K, ou em geral um subconjunto de simplexos, definimos o
seguinte espaco vetorial livre

Vg = span(¢, | c € C(K)).

Esse espago vetorial tem uma base especial indexada pelas configuracoes {¢, | ¢ €
C(K)} e utilizaremos essa base como base de Vi, em particular definiremos todos os
operadores nessa base e estenderemos por linearidade.

Nessa se¢do definiremos para um cobordismo (T, X, Y), onde X e Y sdo subcom-
plexos de uma triangulagdo T, uma aplicagéo linear Zy(T,X,Y): Vx - Vy. Essa
aplicacdo linear é construido impondo restri¢des na soma que define a fungao de
parti¢ao de Yetter, que foi definida na eq. (4.1) na pagina 52,

Zy(T)= > Fr(c).
ceC(T)
essa restricdes podem ser vistas como condigdes de contorno impostas sobre as confi-
guragdes flat.

Defini¢ao 5.1. Uma tripla (T, X, Y) onde T é uma triangulagdo, X e Y sdo subcom-
plexos de T é dito ser um cobordismo entre X e Y via T.

Dado dois cobordismos (T, X,Y) e (T', Y, Z) que satisfacam Tn'T' = Y definimos
o cobordismo composto por

(T,X,Y)o(T',Y,Z) = (TuT,X,Z).

[m]

Note que permitimos nessa defini¢do de cobordismo que XnY # . Essa definicdo
também contempla o cobordismos degenerado (T, T, T) quando dim(T) = 3.

Vamos agora construir aplicagdes lineares associados cobordismos. Primeiro vamos
definir um caso particular para quando tivermos cobordismos da forma (T, X, &).
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5.2 Aplicagoes lineares definidas por complexos

Defini¢do 5.2. Dado um cobordismo (T, X, ). A aplicagdo linear Zy (T, X): Vx - C
é definida pelo seguinte:

Zy(T,X)(¢e) = 3 Fr(c)d(e, )|,

c’eC(T)
para todo ¢ € C(X). o

Em palavras, o elemento de matriz, em relagdo ao elemento da base ¢., do operador
Zy(T,X) : Vx —» C é o numero de configuragoes flat em T com a condi¢io de
fronteira que essa configuragao seja igual 4 c em X.

Note que essa defini¢ao justifica o uso do mesmo simbolo Zy para essa aplicagdo
linear. Ja que se tivermos X = @, V,; = C, entao:

Zy(T,2)(1) = Zy(T),
onde 1 é base canonica de C. Temos também que para qualquer X c T vale que

Zy(T)= 3 Zv(T,X)(¢c).

ceC(X)

Vamos estender essa defini¢do para permitir que alguns simplexos ndo contribuam
funcoes caracteristicas J(¢) no somatorio acima.

Defini¢do 5.3. Dado um cobordismo (T, X, o) considere agora um subconjunto de
simplexos & c T. Definimos Zy(T, X; &): Vx — C pelo seguinte:

Zy(T,X:8)(¢e) = Y. Fre(c)d(e,d)|y

c’eC(T)
para todo ¢ € C(X). o

Note que essa defini¢do ¢ extensdo da defini¢do 4.5 na pagina 53, ou seja, os ele-
mentos de matriz desse operador sdo o nimero de configuragoes flat em T menos
possivelmente em & que satisfazem a condi¢do de contorno ¢ em X.

Ja que apenas 2-simplexos e 3-simplexos contribuem fun¢des caracteristicas para
Fr.¢ entdo se tivermos dois subconjuntos & e & tais que £(2) = g® e £3) = ¢ entio
temos que Zy (T, X; &) = Zy(T, X;&"). Vamos usar essa liberdade para simplificar a
descri¢ao dos subconjuntos &.

Defini¢do 5.4. Dado um cobordismo (T, X, Y). A aplicagio linear Zy (T, X, Y): Vx —
Vy é definida pelo seguinte:

Zy(T, X, Y)(¢) = > [Z(T, X0 Y)(peuer)]8(c, )|y ber

c’eC(Y)

para todo ¢ € C(X). o
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5 Modelo Hamiltoniano

Note a importancia na expressdo acima do termo (¢, ¢’) ‘ «ny que garante que cuc’
estd bem definido e é um elemento de C(X U Y).

Em palavras, o elemento de matriz do operador Zy (T, X, Y): Vx - Vy entre os
elementos da base ¢, c € C(X) e ¢/, ¢’ € C(Y) é dado pelo nimero de configuragdes
flat em T onde impomos a condi¢ao de contorno que essas configuragdes sejam ¢ em
Xec' emY equecdeveserigualac’em XUY.

Defini¢io 5.5. Dado um cobordismo (T, X,Y) e um subconjunto de simplexos & € T
definimos a aplicagdo linear Zy(T, X, Y; &): Vx — Vy por
Zy(T, X, Y3 §)(¢e) = 2 [Z(T. X U Y5 €)($eue)] (e )|y ber
c'eC(Y)
m}

O produto dessas aplicagdes lineares é dado pela composicao dos cobordismos e
podemos demostrar o lema a seguir.

Lema 5.1. Dado dois cobordismos (T, X,Y) e (T',Y,Z) que satisfacam TnT' =Y e
XNZ cY esubconjuntos de simplexos £ c T e &' c T' temos que as aplicagdes lineares
associados satisfazem

Zy(TuT,X,Z;E0l)=Zy(T,Y,Z; &) Zy(T, X, Y3 ),
onde (TUT,X,Z)=(T,X,Y)o(T",Y,Z).
Demonstragdo. Escrevendo essa identidade em termos dos elementos de matriz temos
Zy(TUT, X, Z;EUE ) (peuer)O(cs )|,
=3 2T Y, Z8) (9aue)8(ds N, |[ 26 (T, X, Y5 8) (9e0a) (e, D) ]

deC(Y)

onde ¢ € C(X) e ¢’ € C(Z). Vamos considerar primeiro o caso em que X N Z =
YNnZ=XnY =g. Nesse caso o lado esquerdo ¢ o niimero de configuragoes flat em
T u T', menos possivelmente em & U &', com condigbes de contorno em X e Z do lado
direito temos o produtos do numero de configuragoes flat em T, menos possivelmente
em & com condigdes de contorno em X pelo niimero de configuragées flat em T', menos
possivelmente em &', com condigées de contorno em Z. Os dois lados sdo iguais ja que
a condig¢do para que uma configuragio seja flat é dado pelo produto de condigées
locais.

Agora caso as intersecgdes sejam ndo vazias a condi¢do X N Z c Y garante a
transitividade das restricdes e temos que:

(e, = (e )y, 0(c. )

que pode ser verificada estudando os diagramas da fig. 5.4 na préoxima pagina. [

XnYy’
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5.3 Operadores A,, Bl(,l) e BEZ)

(@QXuz ¢y b)XuZcyY

Figura 5.4: Relagao entre os conjuntos X, Y e Z

5.3 Operadores A,, 31(71) e B§2)

Vamos definir agora, utilizando as aplicagoes lineares introduzidos na se¢io anterior,
os operadores que descrevem o modelo Hamiltoniano. Seja dado uma variedade
3-dimensional ¥ e uma triangula¢ao R dessa variedade. Denote por # = Vi o espago
vetorial indexado pelas configura¢oes de 2-gauge C(R), como definido anteriormente.
Definimos o seguinte produto interno sobre #:

(e, da) =0(c,d) Ve, deC(R),

que torna # um espago de Hilbert.
Primeiro vamos definir, dado um 2-simplexo p € R, o operador B;,l): H — F,

B = Zy(R,R,R;R\ p).

Vamos estudar essa defini¢do em detalhes. Como RN R = R o termo §(c, d’)| c da
definigdo torna esse operador diagonal. Agora como R\ (R~ p) = p apenas uma tnica
fungdo caracteristica ira contribuir para Zy(R, RU R; R \ p), a fun¢io caracteristica
associada ao 2-simplexo p que é igual a 1 se e somente se a pseudo 1-holonomia de p
for identidade, ou seja, o operador BS) ¢ um projetor nos estados em que a pseudo
1-holonomia do 2-simplexo p é identidade.

A defini¢ao do operador Bgz): #H — #, definido para todo 3-simplexo t € T, é
similar,

B® = Zy(R,R,R;R~ 1)

Esse operador é um projetor nos estados em que a 2-holonomia do 3-simplexo ¢ é
identidade.

O ultimo operador que definiremos, definido para todo 0-simplexo v, é o operador
A,:# — ¢, que ira projetar nos estados invariantes por transformagdes de 2-gauge,
transformacoes que definiremos em breve. O cobordismo que define esse projetor é
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5 Modelo Hamiltoniano

(RuC,,R,R™) onde C, ¢ o cone definido na eq. (5.2) na pagina 72 e R(") é a copia de
R obtida pela substitui¢ao v — v. O conjunto de faces virtuais sao todas as faces que
nio estdo no cobordo do 1-simplexo [v, 7], ou seja, definimos &, = {s | se Ru C,, [v,
v] £ 0} e temos

A,=Zy(RUC,,R,RM;E)).

Vamos primeiro ilustrar os objetos que aparecem no caso em que esse operador ¢
definido em 1-dimensao. Seja X = D! com a seguinte triangulacao

R = W4 = {[Vo, Vl]) [Vb VZ]) [VZ: V3]’ [V3) V4:|} .

Vamos construir o operador A,,. O cone é dado por

A

V2

Gy, = A = {[v,v2, 2], [v2, V2, v3]}

Vi V2 V3

A

V2

RO%) ._/\_. AR TR ARCR AR

Vo W1 V3 V4

Os unicos simplexos que poderiam contribuir de forma nao trivial para &,, sdo [vy, vy,
V2] e [v2, V2, V3] porém ambos tem 1-simplexo [v,, 7, ] como face, logo podemos tomar
fy, = @. Teremos contribui¢des nio triviais para £, em dimensdes n > 3. Utilizando
esse objetos na defini¢ao de A,, temos para todo ¢ € C(R)

Ande= ) > Fruce (d)8(d U )|y i 006 )] pon ber -

CIE(J,(R(Vl)) deC(RUC,)

Utilizando as coloragdes abaixo para as configuragdes que aparecem na expres-
sao acima o que permite escrever as somas sobre configuracdes como somas sobre
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5.3 Operadores A,, Bl(,l) e BEZ)

elementos de G; e G,.

Vo V1 f[lz] V2 f[23] V3 V4

onde j& impomos as restri¢des 8(d, c U C/)|RUR("1) d(c, C,)|RmR("1)' Note que o operador
A,,, como notado anteriormente, ¢ identidade nos sub-espagos Vj,,, ;] € Vy,,,,] dessa
forma vamos omitir esses sub-espagos nas proximas equagdes. Os elementos denota-
dos pelos simbolos f e a tem um papel especial, eles descrevem uma transformagao
de gauge local parametrizada por esses elementos de forma que A, é uma soma sobre
essas transformacgdo para todos os pardmetros, vamos voltar a esse fato em breve.
Usando a coloragdo acima podemos escrever:

Ay, |fra fro)
= 2 > 8(8ars ffan Sy DO@agsy fasy fias s D [ fuap fizs))

Juapfpa€Gr - faaeGr
a[123]>0[2331€G2

f G ‘aa 23] ]f[ﬁ]’f[_zléjaa[ﬁﬂf[%])-
[22]€01
a[123]>02331€G2

Definindo o seguinte operador

(F227>00123)9233)) -
A, e ’f |8a 122 f[22]’f[21?]aa[223]f [23]> ’

podemos escrever

(f 23] C‘[122]‘7‘[223])
A, = oA
f[zi]eGl
[123]59[2231€G2
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5 Modelo Hamiltoniano

. (Fr2ap9p2s) p2ss) .
Note que imagem do operador A, "*"*17 agindo sobre o elemento da base

‘ Sz f[23]> ¢ um outro elemento da base ‘ Jusp f[%]) obtido impondo que as pseudo
1-holonomias dos simplexos [vy, V2, ;] € [v2, 72, v3] sejam identidades.

Vamos estudar o caso particular onde G, = {1}, nesse caso o operador Al, descreve
uma transformagdo de 1-gauge pelo elemento § aplicado em torno do vértices v, ou
seja, temos no caso explicito

AE fuap fm) = | frafiaap S fon)

que € a expressao usual de uma transformagdo de 1-gauge.
. = (Fra319(123192331) : h
A diferencga na forma da operagdo que A, "*"P¥1” aplica sobre fii) € fi23] €
causada pela a escolha de ordenagdo do vértices, se tivéssemos escolhido coloragoes

com a seguinte ordenagao

V2

Vo 151 f[lZ] 12 f[23] V3 Va

a expressdo para f[s5) seria obtida da expressdo para f};5) bastando substituir v; — v;.
Um ponto importante é que ndo podemos, em geral, escolher ordenagdes de forma que
o operador atue da mesma forma sobre todos os sub-espagos. Um fato importante
é que A,, restrito ao sub-espago V[,,,,] ¢ um elemento de Hom (V[vbvﬂ, V[vm,z]).
Vamos usar esse fato a seguir para definir o operador no caso 3-dimensional onde
construiremos a expressao desse operador restrito aos sub-espagos da forma Vol
o menor sub-espaco onde podemos fazer essa restricdo e obter um elemento de
Hom(V[vO’vl’vz], V[vo,vl,vZ])' O operador completo agindo sobre # pode ser obtido
reproduzindo o argumento com as ordenag¢des adequadas para os outros sub-espagos.

Vamos agora descrever a expressao para o caso de R ser 3-dimensional. Considere
um 2-simplexo da forma [vy, v;, v, ], com a ordenagdo de vértices vy < v; < v, vamos
descrever a agdo do operador A,, sobre o sub-espago Vi ——. O procedimento ¢
similar ao que foi realizado para o caso 1-dimensional, porém agora temos sub-espagos
associados ndo s6 aos 1-simplexos mais também aos 2-simplexos. Uma outra diferenga
importante é que agora o operador além de impor que as pseudo 1-holonomias
associadas ao 2-simplexos [vo, Vo, V1] € [vo, Vo, V2| sejam identidade ele também impde
que a 2-holonomia associado ao simplexo [vy, Vo, V1, V2| seja identidade. Note que
essas trés restrigdes sdo as inicas impostas, ja que esses sao os unicos simplexos em
que [vo, Vo | é face, as outras restrigdes estdo ausentes ji que os simplexos correspondes

pertencem a &,,. O 3-simplexo ilustrado abaixo ajuda a visualizar essa situagio.
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5.3 Operadores A,, Bl(,l) e BE”

V2 Vo
1

Os unico simplexos que ndo fazem parte de &, sdo os simplexos [vq, 7], [Vo, 0, ¥1]>
[V, Vo> V2] € [Vo, Vo, V1, 2]. Dessa forma o operador impdem as condigoes de pseudo
1-holonomia identidade nas faces [ vy, Vo, v1] € [vo, Vo, v2 ] € a condi¢do de 2-holonomia
identidade para o simplexo [vo, Vo, V1, v2].

Seguindo 0 mesmo procedimento que anteriormente podemos escrever, esco-
lhendo a ordem v, < ¥y, que

Ay, |f[02],f[01]> fl[ou]) = Z Z 8(au[_()1@1]f[06]f[61]f[611]’ 1)
fr001€G1  fronS021€G1
rop1]>00o1]€G2  Gpp12)€G2

( aa[‘(}()z] f[oé]f [ﬁz]f [612] ,1)
8([Froa) > 10121 10021 3pera) Aoy )
[ fio2)> fro» Aoy
> |foadagonfions Foadagoon fioa)

f[o(‘)]eGl
= a[o01]>%001]€G2
2> (o Ao 0
00 [001] #[012] %142

Novamente podemos definir um operador associado a cada termo da soma e
também generalizar a expressdo acima para o caso geral. Vamos definir esse operador
em termo dos 2-morfismos associado os 2-simplexos do tipo [v, 7, V'], lembrando
que esses 2-morfismos tem pseudo 1-holonomia identidade. Definimos

(f"»uh) """ (fA’aAn)
AT RO £, foags -+ @Lon2]s Bposs)s - - )

= ‘ff&@]a (agoony) frons Fro819 (ar0521) froap» - -

"’f[_(}()] > (‘1[001]“[012]“[_(}621) ’f[_(}f)] > (“[061]“[013]‘1[_363]) >e >
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5 Modelo Hamiltoniano

onde n é o numero de 1-simplexos em star(v,). Com essa defini¢do o operador A,,
no caso geral pode ser escrito como

A, = Z Z AS}‘:}[OO]’C‘[OOIJ) ~~~~ (Fro67°%[001)

0
fr061€G1 Gop11€G2

A00n] €G2

Note que a forma dessa expressdo, quando escrita em termos dos elementos dos
grupos G; e G, depende da escolha de orientagdo dos 1-morfismos e 2-morfismos
elementares escolhidos para definir a coloragéo.

Iremos também utilizar a seguinte notagdo para esse operadores

(Fro61-%0017) >+ (F067-%[00n]) f1007>%0017> % 00n]
Ay, = Ay,

Essa operadores definem as transformagoes de 2-gauge em torno do vértice vo. Os
parametros formam um grupo que esta relacionado com o grupo que aparece na
multiplicacdo horizontal do 2-grupo. Esse grupo depende do niimero n de 1-simplexos
em torno do vértice, por isso vamos denotar esse grupo de parametros por &,,. Ele é

n n .
um subgrupo de (G, x G;¥)". Os elementos de (G, x G,7)" sdo n-uplas de pares

((fl’ aZ)’ (fZ’ aZ)’ ree (fn’ an)) .

O produto ¢ definido componente a componente por

(firai)-(f,a) = (fif], (fiv al)a;) Vi<i<n.

/4 n . .
®,, é o subgrupo de (Gl X G;’P) onde todas as primeiras componentes do pares
sao iguais, ou seja, elementos da forma

((f[oﬁ]’ Aro1) )> (f[oé]’ Alod2] ) (f[oﬁ]’ A100n) )) .

Diretamente da defini¢des das transformagoes de 2-gauge podemos mostrar que
esses operadores satisfazem a seguinte algebra

(Froa 1% 061> Froa 1% 0ot (roa1saroa )se-es(Froa1s0rog,1)
[00]” " T001] [00]°"[00n] [0061°%[001] />++->UT00]>%[00n]
Ay, Ay,

7

B A(f[oé]’“[ofn])'(ffoo]"‘[om])’-w(f[oﬁ]’“[oén])'(fﬁoo]’“foon])
- Vo >

onde o produto é o que foi definido acima, ou seja, eles forma uma representagdo da
algebra de G, .
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5.3 Operadores A,, Bl(,l) e BEZ)

5.3.1 Propriedades do operadores A,, BS) e B§2>

Os operadores A, Bl(,l) e BE”, definidos para todos os 0-simplexos v, 2-simplexos p e
3-simplexos t em R, sdo todos projetores e comutam entre si. Vamos demostrar agora
essas propriedades. Primeiro vamos verificar que esse operadores sdo projetores.

Os operadores BS) e Bgz) sao operadores diagonais com autovalores 0 ou 1 e logo
sao projetores.

Para verificar que A, é um projetor vamos usar a lgebra do operadores A}, onde
g € &,. Temos que

AA, =) ALY AY
ged, g'e®,

=) ) Ay

ged, g'e®,

-y Ay

ged, g'e®,
Z Z A%II
ge®, g''ed,
=|6|A, = [GI]|G,["A,

[

onde em (D) fizemos a mudanca de varidveis g’ = gg’ e n é o ntimero de 1-simplexos
em star(v). A ultima linha diz que

A,y

— (5-3)
G| G|

¢ um projetor. Nao vamos normalizar cada um dos operadores A, para que eles
sejam projetores com autovalores {0, 1} pois isso torna as expressdes explicitas que
envolvem esse operadores demasiadamente complicadas. Porém iremos, como ja
temos feito, chamar esses operadores nao normalizados de projetores.

Agora vamos estudar as regras de comutagdo. Novamente o caso de apenas opera-
1 2) . Ny ~ . .
dores BE,) e Bf ) ¢ simples ja que eles sao diagonais:

1 1 2 2 1 2
(85,85 | = [B. B | = [ B ] =0,
para todos os 2-simplexos p; e p, e 3-simplexos t; e t, em R.

Agora vamos mostrar que [Av, BS)] = 0. Iremos mostrar que | A, BS)] =0de

onde o resultado segue trivialmente. Note que se v £ p esse resultado é trivial, entao
vamos assumir que v < p. Para escrever expressoes explicitas vamos tomar v = v e
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5 Modelo Hamiltoniano

P = [vo, v1, v2]. De um lado temos

Ai[gﬁ]’a[OGI]’a[OGZ]B[VO vi,v2] ‘fOl >f[12 f 012])
=0 [8 < 012 f[12]f[512]> > 1]
Ay |frons fiiz)» froz)» agonzy)

e pelo outro lado temos

Froo1% o611 002
Blyg s AL o0n]9{002] ‘f[m],f[u],f[oz], a[mz])
=0 [f[_olf)] d (a[m‘)z]) o (a[_ollz]f[m]f[u]f[f)lz]) o (a[_(}()z]) f[06]> 1]
Ay, ‘f[OI]’f[H]’f[OZ]a a[ou]) >

ou seja, ambos os lado sdo iguais A, ‘ S f12)s fro21> @1onz ) se o ( [012] fronfrz] f[;)lz]) =
1, caso contrario ambos os lados sido nulos.
Para mostrar que [Av, B(z) ] = 0, seguimos um procedimento similar, antes de

00] [001]°%[002]

aplicar A a 2-holonomia do 3-simplexo [vy, v1, V2, V3] é

(fion > @p13)) afoi3] a0 9j012)

A0611°%[002]

apos aplicar A a 2-holonomia é

(f[_ée]a [a[ofnl]) > [(f[m] > a[13)) “[013]61[_0123]61[_3121] s

de onde segue o resultado.

A tltima regra de comutagdo que precisamos mostrar é [A,,, A,, ] = 0. Caso ndo
exista um 1-simplexo [ vy, ;] essa regra de comutacdo é trivial ji que o suporte dos
operadores é disjunto. Vamos entdo supor que v, e v; sdo faces de [vo, v;]. Diferente
dos casos anteriores, onde mostramos a regra de comutagdes para A3 e dessa segue
trivialmente a regra de comutagao de 3, A3, aqui iremos mostrar que existe um
automorfismo de &,, x &,, que envia (g;, g;) — (g0, 91) tal que

A% AL = AT AT, (5.4)
de onde segue que, somando sobre g, e g; no lado direito e sobre g; e g; no lado

esquerdo, vale o seguinte
AV()AVI = A‘VlA‘VO >
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5.3 Operadores A,, Bl(,l) e BEZ)

Os tnicos termos ndo triviais sio aqueles associados aos subespacos [vo, v;] e
[vo,v1, v2]. A triangulagdo que definem A, A, é

Vo
4]
A
Va
Yo
V1
eaquedefine A, A,,
Vo
]
A
V2
Yo
V1

De um lado temos que

ASAD | flons agonz)) = |aa[_()lli] Fro7 9% 061) fron >

Uoniy Froo] > (a[ofn] (for > apiay) ajon “Eéoz]) ) ’

lembrando que os simplexos que tem [00] e [1i] como face sio parametros. Do outro
lado temos que

/ i -1 -1
A% AT fron» agonz1) = {10690 {51199 iy fron T

!

7—1 -1 / -1
f [00] > (Cl[oél] a/[éli] (f()l > a[liZ]) 61[012] u/[O()Z]) > .

A seguinte bijecao leva ao resultado da eq. (5.4), que pode ser verificado utilizamos
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as expressoes explicitas acima

Frooy = Troo)
fhi] - f[li]
afoéz] ~ o)

aEliZ] = i)

a1
Uosi) ~ Troo > Yongy
-1
[001] *

a —->a

!
[01i]

Note que essa bijecdo também preserva a 2-holonomia das triangulagdes laterais:

V1 Vo W1 Vo

5.4 Projetor nos estados fundamentais P,

Definido os operadores da se¢do anterior podemos definir a Hamiltoniana H: # — #

H=-Y A, - YB3 5

veR(®)  peR®) teR®)
1 2) . . . .
Como A,, B( ) e B( ) sio todos projetores que comutam entre si, 0 seguinte operador
v P t

Py — F
P, =] 4, ] BY 1B
veR(©) peR(z) teRG)

¢ um projetor se o mesmo for nao nulo e nesse caso Py# é o espago de estados
fundamentais e a dimenséo desse espago define o valor Gsp(X).

Vamos verificar que P, é ndo nulo, ou seja, que a Hamiltoniana é livre de frustragao.
Para isso iremos mostrar que existe a0 menos um ¢ € # tal que Py¢ # 0.

Escolhido um conjunto de 1-caminhos e 2-caminhos elementares escolha a confi-
guracdo ¢ € C(R) que associa identidade a todos esses caminhos elementares, que
pode ser construida tomando todos os elementos como sendo 1 € Gy oul € G, de
forma apropriada. Isso é uma configuragdo ja que a pseudo 1-holonomia de todos
os 2-simplexo é 1 que é sempre um elemento do nucleo da a¢ao para qualquer agao.
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5.4 Projetor nos estados fundamentais P,

Denote o elemento da base associada a essa configuracao por ¢.,. Agora definimos o
seguinte elemento de #¢

¢= H Avd,

veR(®)
que é ndo nulo ja que A, é uma soma sobre permutagdes dos elementos da base.
Podemos entdo mostrar o seguinte

Po¢ =TT A TT B, TT B [T Avge

veR(®)  peR?)  eRG)  yer(0)

P14 [TA T1BO T18,

veR(®  yeR(®)  peR(®)  teR()

P14, 1A

veR(® R0

O av¢.

veR(®)

=¢,

onde em (D) usamos que os operadores comutam entre si, em (2) utilizamos que
BI(,I)(;SC1 = ¢., para todos os p € R® e BP ¢, = ¢, para todos os t € R®) pela
defini¢io de ¢; e em (3) usamos que A, é um projetor.

Lembrando da nossa escolha feita para a normalizagdo de A,, eq. (5.3) na pagina 83,
o operador Py também nao esta normalizado, coletando os fatores obtemos que

tI'PO

GSD X = dlmggo = W

onde F' sao as componentes do f-vetor de R.

O operador P, pode ser representado como uma aplicac¢do linear construido a
partir de Zy, para isso precisamos tomar a composi¢do de todos os cobordismo que
definem o operadores no produtdrio que define Py. O termo [] ez Bl(,l) [Tier® Bgz)
¢ simples ja que cada operador desse produto ¢ um cobordismo degenerado e todos
os simplexos de cada um dos operadores menos um dos simplexo sao faces virtuais e
como temos o produto sobre todos os 1-simplexos e 2-simplexos de R obtemos

[1BY [I1B® = Zy(R.R,R).
peR®)  teRG)

O termo [,z A, esta relacionado com o procedimento de levantamento definido
anteriormente, primeiro precisamos ordenar esse produtdrio, a ordem escolhida ndo
¢ altera o resultado ja que os operadores comutam. Comegando com o operador
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identidade Zy(R, R, R; R) tomamos o produto com o primeiro A,, do produto, o
cobordismo que descreve esse produto ¢ um cone colado em R. Agora quando
tomarmos o produto pelo segundo A,, a composi¢do de cobordismos diz que temos
que colar um cone em R("), Repetindo esse processo para todos os vértices temos
que o cobordismo resultante é exatamente a triangulagdo de £ x I que construirmos
anteriormente, Ts.;. Temos que

H AV = ZY (TZXI, R) R(VO,VI’“'); U 51/’)

veR(®) yeR0

e finalmente podemos escrever que

Py=Zy (szb R, Rtorvi); ( U gv) N R) .

veRO

Vamos agora demonstrar que a seguinte identidade ¢é verdade

Zy (TEXI,R,R(Vo,w,...);( U Ev) N R) =7y (TZXI’R’R(V(),W,...)) )

veRO

Lembrando que Zy(Tsys1) = tr Zy(Tsxp, R, R(Vo") )| essa identidade relaciona o
invariante de Yetter, obtido tomando o trago e normalizando o lado direito, com
GsD(0), obtido tomando o trago e normalizando o lado esquerdo. Vamos demonstrar
essa identidade mostrado que a presenca de cada uma das faces virtuais nao altera o
valor da expressdo. Para isso iremos utilizar os lemas de fatora¢ao da se¢ao 4.3.1 na
pagina 55. Para simplificar a notagao vamos definir

X = ( U .fv) “R.
veR0

Para organizar a fatora¢do dos elementos de X iremos considerar a projecao de
cada simplexo em R e organiza-los em pre-imagens de simplexos de R. Para isso note
primeiro que dado um #n-simplexo s € Ty, \ R ele é projetado em um n-simplexo de
R se e somente se [v, 7] £ s para todo v € R(®) caso contrério ele é projetado em um
(n —1)-simplexo. Agora um simplexo s € T, pertence a X se ele pertence a R ou se
[v, 7] £ s para todo v € R(?). Entdo dado um n-simplexo r € R os simplexos de X que
projetam em r sdo todos os n-simplexos obtidos por uma ou mais substitui¢oes da
formav — v.

Agora escolha um 3-simplexo ¢ € R e denote esse simplexo por [vo, V1, V2, V3] €
assuma que a ordenagdo escolhida para construir Ts,; é v < v; < v, < v3 < ---. A lista
dos simplexos de X que projetam em ¢ é

P_l(r) = {[00a V1, V2, V3:|) [{}0) ‘01) V2, VS:I) [“;0) 1l}l) 02) V3]) [{)O) 1,)l) 1,)2) 1}3]} .
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5.4 Projetor nos estados fundamentais P,

Essa pre-imagem estd ordenada pela ordem com que esses simplexos aparecem no
processo de construcao de Ts,;. Iremos fatorar os simplexos dessa lista a partir do
ultimo simplexo a aparecer na construgdo terminando com o primeiro a aparecer na
construgao, ou seja, da direita para a esquerda. Essa ordem garante que um 3-simplexo
que sera fatorado é face de um 4-simplexo que foi construido no passo anterior da
construcdo de Tsy;.

O caso 3-dimensional representado na fig. 5.3 na pagina 73, da construcao de Ts,,
ilustra os conceitos introduzidos. Iremos utilizar essa ilustragdo como referencia.
Note que a seguir os conceito relativos “abaixo” e “acima” estao sendo definidos em
termos da ordem com que a triangulagao Ts; é construida onde consideremos que
ela é construida “de baixo para cima”.

Considere primeiro o simplexo [V, 71, 7, V3] € 0 4-simplexo logo abaixo [V, 71, 75,
v3, 3] podemos utilizar o lema de fatoragdo para esse par de simplexos. Repetimos
esse procedimento para os outros 3-simplexos dessa lista, um fato importante é que
das faces de [V, 71, ¥, v3, 73] 0 Ginico 3-simplexo que pertence a X é o simplexo [7y,
V1, V2, 73] j& que todas as outras faces tem o 1-simplexo [v3, ¥3] como uma de suas faces
isso garante a hipotese do lema de fatoragdo ja que cada 3-simplexo dessa lista tem um
4-simplexo completo que pode ser utilizado para fatorar a sua fungio caracteristica.

Esse procedimento é repetido para todos os 3-simplexos ¢ € R. Como todo 3-
simplexo em X ¢é projetado em algum ¢ teremos no final fatorado a fungao caracteris-
tica de todos os 3-simplexos, ou seja, provamos que vale a seguinte identidade

ZY(T,R,R("O’VI’---);X(3)) — Zy(T,R,R(VO’Vl’"')) _

Agora para fatorar as fung¢des caracteristicas dos 2-simplexos. Vamos utilizar um
procedimento similar aos paragrafos anteriores mas agora reduzindo a dimensao dos
objetos em 1. Fixe um 2-simplexo p € R, denote esse simplexo por [vy, v, ;] e assuma
a seguinte ordenagdo v, < v; < v,. Agora todos os simplexos em X que projetam em
p sao

P (p) = {[V0, v1, v2], [P0, V15 V2], [P0, V1, 2]}
novamente esses simplexos estdo ordenados pela ordem de construcdo e iremos
fatorar esses simplexos da direita para esquerda, isso ira garantir, por exemplo, que o
2-simplexo [V, 71, ¥, ] é face do 3-simplexo [V, V1, V2, 7, ] construido no passo anterior
da construgdo. Podemos utilizar o lema de fatoragdo para esse par de simplexos e
fator a funcdo caracteristica do 2-simplexo [ 7y, ¥1, V,]. Novamente a unica face do
3-simplexo [V, V1, V2, 2] que pertence a X é esse simplexo fatorado o que garante a
condi¢do do lema de fatoragdo para cada simplexo da lista. Note também que todos
os 3-simplexos utilizados nesse processo tem o 1-simplexo [v, V] para algum v como
face, ou seja, esses 3-simplexos ndo pertencem a X e ndo foram fatorados no processo
anterior. Repetindo para todos os simplexos da lista e para todos os 2-simplexos p € R

89



5 Modelo Hamiltoniano
iremos fatorar todas as fun¢des caracteristicas associadas aos 2-simplexos de X. Com
isso provamos que vale o seguinte

Zy(T,R, R0 XG4 @) = 7 (T, R, RUov))

Como apenas 2-simplexos e 3-simplexos tem fung¢des caracteristicas associadas
temos o resultado desejado

Zy(T, R, R(Vo,w,...);X) — Zy(T,R,R(VO’Vl"“)) .

Teorema 5.1. Dado uma variedade X, para qualquer triangulacdo R de X escolhida
para definir o modelo Hamiltoniano, temos que

Gsp(Z) = Y(Z x ')
Demonstragdo. Do discutido anteriormente nessa se¢ao temos que
tr Py(R) = Zy(T x S1).
Substituindo a defini¢do de Gsp(2) e do invariante de Yetter temos que
G |GoP" Gsp(Z) = |Gif|Go Y (2 x 8,

onde f' é o f-vetor da triangulac¢ao Ts, s levantada de R e F' é o f-vetor da triangu-
lacao R. Da construgdo de Ty, 5 temos que essas componentes sao relacionadas pelo
seguinte:

fO:FO
f'=F+2F.

Substituindo esses valores temos que:

Gsp(X) =Y(Z x §).
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6 Conclusao

Nesse trabalho apresentamos a constru¢ao de um modelo quantico em 3-dimensoes
sobre a variedade X construido de forma que a degenerescéncia do estado fundamental
seja dada pelo invariante de Yetter 4-dimensional calculado para a variedade X x S'.

As técnicas utilizadas para construir esse modelo podem ser aplicadas para outros
invariantes 4-dimensionais construidos a partir de uma soma sobre estados. Apesar de
termos escolhidos o invariante de Yetter e teorias de 2-gauge para construir o modelo
as técnicas introduzidas sao gerais e podem ser adaptadas para outras estruturas
algébricas, ou até mesmo, podemos tentar encontrar quais as propriedades que uma
estrutura algébrica deve ter para existir um par invariante 4-dimensiona e modelo
quantico 3-dimensional. Essas duas frentes, obter modelos para outros invariantes e
generalizar os invariantes que ja existem sdo projetos que estao sendo desenvolvidos.

O proximo passo, em relagdo ao modelo descrito nessa tese, é estudar os estados ex-
citados. No trabalho presente apenas descrevemos a relagdo do invariante topoldgico
com o estado fundamental. Os estado excitados ndo sao invariantes topolégicos mas
tem diversas caracteristicas topoldgicas. A primeira parte desse estudo é descrever os
possiveis estados excitados, usualmente estamos interessados nos primeiros estados
excitados que apresentam uma maior dependéncia na topologia e uma menor depen-
déncia na estrutura particular da triangulagdo. Esses estados excitados tem energia
localizada e descrevem quasiparticulas. O préximo passo seria estudar a estatistica e
regras de fusdo dessas quasiparticulas.

Em relagdo a aplicagbes, esse modelo e generalizagdes dele ddo origem a codigos
quanticos que parecem ter propriedades interessantes. Recentemente comegamos a
estudar essas propriedades e temos esperanga de obter resultados importantes.

Acredito que ainda exista muito a ser explorado sobre a relagdo entre invariantes
de (d +1)-dimensdes e modelos com ordem topoldgica d-dimensional.
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1-caminho, veja caminho
1-categoria, veja categoria
1-funtor, veja funtor
1-grupo, veja grupo
1-grupoide de caminhos, 23
1-holonomia, veja holonomia
2-caminho, veja 2-grupoide de cami-
nhos

elementar, 32

fechado, 32
2-categoria, 26
2-funtor, 29
2-grupo, 32, 36
2-grupoide, 30
2-grupoide de caminhos, 30
2-morfismo, veja 2-categoria

A
aplicagdo

linear, 13

linear por partes, 13
B

Bianchi, identidades de, 55, 57
bigon, 24

C

caminho, 23
elementar, 23
fechado, 23

categoria, 19
diagrama, 20

cobordismo, 74

complexo simplicial, 11
dimensao, 12
k-esqueleto, 12
representagdo geométrica, 13
subcomplexo, 12
composicdo horizontal, veja 2-
categoria
composicao vertical, veja 2-categoria
configuragao
1-gauge, 41
2-gauge, 44
caminho padrao, 46
coloragdo, 43, 45
flat, 52

D

descascamento elementar, 16

descascavel, 16

diagrama, veja categoria
comutativo, 21

E
envoltdrio complexo, 10
equivariante, 33

F
funtor, 21
f-vetor, veja complexo simplicial

G
grupo, 22
grupoide, 22
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H

holonomia, 44
1-holonomia, 44
2-holonomia, 48
pseudo 1-holonomia, 34, 47

M

modulo cruzado, 33

morfismo, veja categoria
destino, veja categoria
identidade, veja categoria
isomorfismo, 22
origem, veja categoria

o
objetos, veja categoria

P

Pachner, passos de, 14, 18
biestelar, 18
descascamento elementar, 16
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Peifter, identidade de, 33
PL-isomorfismo, 14
PL-variedade, 14
poliedro, 13

posicdo geral, 10
primeiro vizinho, 30

S

simplexo, 9
bordo, 12
dimensio, 10
face, 11
face oposta, 11
maximal, 12
puro, 12

T
triangulagao, 13

w
whiskering, veja 2-categoria
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