Universidade de Sao Paulo

Instituto de Fisica

Quantizacao Covariante de Sistemas Mecanicos

Joao Luis Meloni Assirati

Orientador: Prof. Dr. Dmitri Maximovitch Guitman

Tese de doutorado apresentada ao
Instituto de Fisica para a obtencao

do titulo de Doutor em Ciéncias.

Banca Examinadora

Prof. Dr. Dmitri Maximovitch Guitman (IF-USP)
Prof. Dr. Josif Frenkel (IF-USP)

Prof. Dr. Oscar José Pinto Eboli (IFUSP)

Prof. Dr. Andrei Bytsenko (UEL)

Prof. Dr. Jeferson de Lima Tomazelli (UFSC)

Sao Paulo

2010



FICHA CATALOGRAFICA
Preparada pelo Servigo de Biblioteca e Informacgao
do Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo

Assirati, Jodo Luis Meloni

Quantizagao covariante de sistemas mecanicos. — Séo
Paulo, 2010.

Tese (Doutorado) — Universidade de Sao Paulo.
Instituto de Fisica, Depto. de Fisica Nuclear

Orientador: Prof. Dr. Dmitri Maximovitch Guitman
Area de Concentracéo: Fisica
Unitermos: 1. Sistema quéantico; 2.Teoria quantica

relativistica; 3. Fisica teodrica; 4. Relatividade (Fisica);
5. Fisica matematica.

USP/IF/SBI-027/2010




Resumo

Estudamos as restrigdes impostas pelo principio da covariancia sobre o procedimento de
quantizacdo em espagos planos e curvos. Mostramos que o conjunto de todas as
quantizagdes covariantes em espagos planos em coordenadas retangulares ¢ composto
de ordenamentos de operadores de posi¢ao e momento e exibimos uma parametrizacao
funcional deste conjunto. Deduzimos regras para a quantizagdo covariante em espacgos
planos em coordenadas gerais. Generalizamos estas quantizagcdes para espagos curvos e
mostramos que nestes espacos, além da ambiguidade de ordenamento, surge uma nova
ambiguidade relacionada a curvatura. Este novo tipo de ambiguidade explica o
surgimento de uma classe grande de “potenciais quanticos” no problema da quantizagdo
de uma particula nao relativistica em um espago curvo.



Abstract

We study the restrictions imposed by the covariance principle on the quantization
procedure in flat and curved spaces. We show that the set of all covariant quantizations
in flat spaces in rectangular coordinates is composed of position and momentum
operator orderings and exhibit a functional parametrization of this set. We deduce rules
for the covariant quantization in flat spaces in general coordinates. We generalize these
quantizations for curved spaces and show that in such spaces, besides the ordering
ambiguity, it appears a new ambiguity related to the curvature. This new kind of
ambiguity explains the appearence of a wide class of “quantum potentials” in the
problem of quantization of a non-relativistic particle in curved space.
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Capitulo 1
Introducao

O problema geral da quantizacao de um sistema fisico classico em um espaco de
coordenadas (x,p), que consiste em associar operadores em um espago de Hilbert
adequado a fungoes do espago de fase F' (z,p) (ver a segao 1.1) define um conjunto
minimo de propriedades cujo objetivo é assegurar que no limite classico (quando o
parametro A — 0) o sistema quantizado corresponda ao sistema cldssico original.
Havendo uma "perda de detalhamento” no processo limite A — 0, pode-se apenas
esperar que o processo de quantizacao nao seja univoco mas, antes, a um dado
sistema classico correspondam muitos sistemas quanticos, todos consistentes com o
mecanismo geral de quantizagao.

Esta ambigiiidade se manifesta primariamente no bem conhecido problema de
ordenamento de operadores na quantizacao canonica. De fato, se os operadores Z e
p obedecem as relagoes de comutacao (1.2), a fungao classica F (z,p) = x?p? pode-
riam corresponder vérios operadores: Fy = 2p%@, Fy = pa2p, Fy = (&2p? + p*a?) /2
etc. No entanto, tais ambuigiiidades podem e devem ser resolvidas ou ao menos
restringidas pela aplicacao de outros principios fisicos. Neste trabalho, estudamos
as restrigoes que o principio de covariancia impoe sobre as ambiguidades de ordena-
mento.

Comegamos por definir o que significa covariancia no contexto da quantizagao (se-
¢ao 1.2). Definimos que sistemas quanticos derivados de um mesmo sistema cléssico
expresso em diferentes coordenadas (aqui, coordenadas sempre significardo as coor-
denadas = espaciais, e nao coordenadas do espago de fase (z,p)) devem se relacionar
por um isomorfismo isométrico U que relaciona os espacos de Hilbert resultantes e,
de forma consistente, os operadores. Desta maneira, operadores correspondentes a
mesma fungao classica em coordenadas diferentes possuirao o mesmo espectro. Esta
discussao é fundamental para todo o trabalho e é importante, em particular, pelo

fato de que é possivel definir quantizagoes "ingénuas” para o problema da particula



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

livre nao relativistica em um espaco curvo (ou mesmo sem curvatura, mas em co-
ordenadas gerais) que dependem do sistema de coordenadas usado [6]. Neste caso,
obtém-se um espectro para o hamiltoniano que dependera essencialmente do sistema
de coordenadas usado.

Em seguida, aplicamos o conceito de quantizacao covariante a espacos planos em
coordenadas retilineas (espacos euclidianos ou pseudo-euclidianos). Nestes espagos,
devido a simetria do grupo de rotagoes, covariancia significa invariancia de forma.
Comecamos por impor ao conceito geral de quantizacao algumas propriedades que
permitem identificd-lo como um processo de ordenamento de operadores (segao 2.1).
Com esta forma mais restrita, é possivel aplicar o principio de covariancia obtendo
uma forma parametrizada: as quantizacoes ()., estao em correspondéncia com uma
medida complexa na reta real w (0) (equagao 2.26). Este resultado inclui o impor-
tante caso do ordenamento de Weyl, e explica e particulariza a forma (2.8) usada
em [1]. Finalmente, apresentamos o resultado acima em coordenadas nao retilineas,
com regras elementares, mas inéditas, de quantizacao em coordenadas nao retilineas
(segao 2.6).

Em seguida, apresentamos uma generalizagao das quantizagoes ()., a espagos com
curvatura. O trabalho até o momento focalizou-se no problema da "quantizacao
canonica” de uma particula em um espaco riemanniano sem propriedades topolé-
gicas especiais (essencialmente, um aberto do RP com um tensor métrico). Esta
generalizacao ¢ feita em duas etapas. Primeiro, é definida a quantizacao Q1 (se¢ao
3.1), que é formalmente idéntica a quantizacdo em um espaco plano em coordena-
das gerais. A regra resultante é a substituicao das derivadas comuns por derivadas
covariantes na expressao dos operadores em representacao da posi¢ao. O cédlculo do
elemento de matriz de um operador segundo esta quantizagao revela uma fungao
M (z,€) que é identicamente igual a 1 se o espago nao tem curvatura (mesmo que
sejam usadas coordenadas gerais). Tal funcao revela uma ambiguidade de quanti-
zacao extra quando estamos em um espaco curvo. Sua substituicao, no processo de
quantizagao, por outra funcao F (x, ) com as mesmas propriedades (segao 3.5) leva
a defini¢do de novas quantizagoes @, = (segdo 3.6), que incluem nao sé ambiguidades
de ordenamento (no parametro w) como também relativas a curvatura (parametro
F). As relagoes entre todos os simbolos de operadores relacionados as quantizagoes
Q.7 sdo calculadas (generalizando os resultados de [10, 9]) e o limite clédssico é
demonstrado (segao 3.8). A quantizacao @), r inclui varias quantizagdes usadas em
[2, 3, 4, 5], que em geral consideraram apenas o caso de Weyl (w (0) = 4 (9)).

Finalmente, este resultado é aplicado ao velho problema da particula nao re-

lativistica livre em um espago curvo (3.9). Mostrou-se que tal sistema nao tem
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ambiguidade de ordenamento (sua quantizagao é independente de w) mas depende
da escolha de F. De fato, sempre é possivel escolher uma func¢ao F (z,&) de modo
a obter um potencial quantico de forma geral f (R) (onde R (z) é o escalar de cur-
vatura e f(R) — 0 quando R — 0). Em particular, o resultado de [7] e [8] é

reproduzido se usamos F = M.

1.1 Definicao geral de quantizacao

Nesta secao, serd dada uma defini¢ao geral de quantizagao a titulo de referéncia para
as segOes que seguem.

Seja dado um sistema classico descrito em um espaco de fase 2D dimensional de
varidveis (z',22,...2P,p1,pa,...pp) = (z,p) sem vinculos, isto é, cuja dindmica ¢

dada em termos dos parénteses de Poisson

oF 0G  OF 0G
F, .
Gy = Z( Oz+ Op,, 0pu (’9:5“)

Uma quantizacao () deste sistema ¢ uma correspondéncia entre as funcoes cléssicas
complexas F' = F'(x,p) e operadores F=Q (F) em um espacgo de Hilbert R. Esta

correspondéncia deve obedecer a algumas propriedades, listadas a seguir.

1. @ deve ser linear e injetiva, ou seja, @ (aF' + SG) = aQ (F) + 6Q (G), onde
a e (3 sdo nimeros complexos, e F' # G = Q (F) # Q (G).

2. Se F (x,p) é uma funcio complexa, entdo (Q (F))' = Q (F*), onde * denota o
complexo conjugado. Esta condi¢do implica que, se F' é real, entao (Q (F' ))T =

Q (F), ou seja, Q (F) é um operador auto-adjunto’

3. A quantizacao da funcao constante igual a 1 deve ser o operador identidade I,

Q)= I. A quantizacdo das funcoes z* e py devem ser operadores

Q (") = 1" e Q(pu) = Pu (1.1)

(auto-adjuntos os, pela proprieade 2) que obedegam as relagoes candnicas de

comutacao
[, 27] = [pu, ] = O, [, py] = ihdy, (1.2)

LA hipétese mais simples de que (Q (F))Jf = Q@ (F) quando F é real é equivalente a propriedade
2. De fato, usando esta hipotese mais simples e a propriedade 1, seja F' = G + ¢H complexa, com

G e H reais, entio (Q (F))" = (Q(G) +iQ (H))" = Q (G) —iQ (H) = Q (F*)
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Além do mais, o espago de Hilbert R deve ser irredutivel em relagao a es-

tes operadores, ou seja, qualquer operador O que comute com todos eles,
[O, :13“] = [O,ﬁu} = 0, deve ser um miiltiplo da identidade, O =M.

4. () deve ter limite classico. Esta propriedade se expressa através do conceito
de produto de simbolos de operadores, que definimos a seguir. Se @ (F) =
F, dizemos que a funcao complexa F' é o simbolo do operador F segundo a
quantizacao ). Sejam F' e G os simbolos dos operadores F e G. Define-se o
produto FxG como sendo o simbolo do operador F/G, ou seja, Q (FxQG) = FG.
Da mesma forma que o produto de operadores, o produto de simbolos é bilinear
e associativo, mas em geral nao comutativo. @) tem limite classico quando o

seu produto de simbolos obedece as equacoes

lim 7« G = FG (1.3)
1
lim — (F G~ G+ F) = {F,G} (1.4)

(o produto dos simbolos depende em geral da constante de Planck /)2

A propriedade 2 é indispensavel do ponto de vista fisico, j& que um operador cor-
respondente a uma funcao real deve ter espectro real. Por razoes de conveniéncia
matematica, podemos, no entanto, dispensa-la da definicao de quantizagao. Quan-

tizagoes que obedecam a 2 serao chamadas de quantizagoes auto-adjuntas.

1.2 Quantizacao e covariancia

Vamos considerar um sistema classico com espaco configuracional D-dimensional

de coordenadas (z!',z2,....2P) = z e lagrangiana nao singular L = L (z,4). A
) ) b )

passagem ao formalismo canonico se da pela introducao dos D momentos

OL .
Pu = @ (iIZ‘,Q?)

As equagoes de movimento sao dadas pelo principio variacional ¢ [ Ldt = 0 e sao,

portanto, independentes do sistema de coordenadas x do espaco de configuragoes,

2Usando (1.4), uma versdo generalizada do “teorema de Ehrenfest” para qualquer observavel A
é imediata: J )
S (A) = (= [A.8]) = ({4 HY) +0n),
dt < <zh { ) +om

onde H é o operador hamiltoniano, A e H séo os simbolos de A e H, e {,} sdo os parénteses de
Poisson.
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desde que a lagrangiana seja tratada como um escalar. Introduzindo novas coorde-
nadas
o =" (z), (1.5)

onde ¢ é um difeomorfismo, temos (ver comentario sobre as derivadas parciais 0z /0z’

~ . . or'm -
e 0x' /Ox no apéndice B) @' = %ﬁs T,

L'(z,i")=L(x,4) =L (gpl (z'), % (') j;’) ,

oL’ __ OL 0x“
oz’ T 9z dx'H

e, portanto, as relagoes . Assim, os momentos nas novas coordenadas

se expressam como
, Ox

p, = pa@ (x> . (1'6)
As transformagoes (1.5) e (1.6) formam um sub-grupo de transformagdes cano-
nicas independentes do tempo chamadas de transformacoes de ponto3. Sob es-
tas transformagoes, as fungoes classicas A (x,p) se transformam como escalares,
A(x,p) = A" (2/,p'), inclusive a fungao hamiltoniana, ja que as transformagoes sao
independentes do tempo.

Naturalmente se coloca a questao de como definir quantizagoes de um sistema
classico expresso em um sistema de coordenadas arbitrario de maneira consistente.
Isto significa que se A (z,p) = A’ (2/,p’) é uma fungao cldssica expressa em dois
sistemas de coordenadas x e z’, entao os operadores correspondentes A e A’ devem
ter o mesmo espectro, em algum sentido. Vamos deixar esta afirmacao mais precisa.

Suponhamos que para cada sistema de coordenadas x, 2/,... seja definida uma
quantizacao @, @Q’,... nos espacos de Hilbert R, R/,..., respectivamente. Se, para
quaisquer duas tais quantizacoes @ e Q" existe uma transformacao linear inversivel
U : R — R’ tal que para qualquer fungao cléssica F' (x,p) = F' (2',p’) os operadores
F=Q(F)emReF =Q (F') em R obedecem *

Q' (F) = UQ (F)U", (L.7)

entao o conjunto destas quantizagoes @), ()’,... sera chamada de quantizacao covari-
ante. Podemos nos restringir a um determinado subgrupo de (1.5) e (1.6), dizendo

que a quantizacao é covariante sob este determinado subgrupo.

3A transformagoes mais gerais do momento, canonicamente compativeis com (1.5), sdo

P, = (pa + ai—{, (x)) gj,i (), onde f = f(x), correspondente & transformagio da lagrangiana

L' (2,&") = L(z,2) + Z—’;. A teoria clédssica resultante é idéntica, a nao ser pelos valores do mo-
mento.

4 A transformacio adjunta UT : R’ — R é definida através do espaco dual R* como (| UT = (|,
sempre que U ) = [¢').
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Tomando F' (x,p) =1 em (1.7), vemos que [ =UU' ou U™t = U', ou seja, U é
unitaria. Se @ (F') é um operador auto-adjunto, vemos que @’ (F”) também o ser4,
e se Q(F)|[n) = A\ |tn), entdo a equagao (1.7) mostra que Q' (F') [¢]) = A [¥],),
com |¢l) = Uly,). Assim, U é um isomorfismo isométrico (preserva o produto
escalar) entre os espagos de Hilbert R e R', associando estados [¢)') = U |¢) tais que
|1") e 1) representam o mesmo estado quantico, descritos em coordenadas diferentes
do espaco de fase.

As equagoes (1.5) e (1.6) tém uma “versdao quantica”. Consideremos para um
indice fixo p a funcao F' (z,p) = ¢* (x). Temos F' (2/,p’) = 2. Por (1.1), temos
Q' (F'") = 2/*. Usando a definicdo de quantizacao covariante (1.7), temos portanto

a primeira das duas equagoes abaixo:

= UQ(e (@) U (15)
= UQ (g () U (19)

A segunda decorre da defini¢ao da fungao G (z, p) = pa% (x), que implica G’ (2, p') =
p,- Estas equagoes determinam unicamente U, a menos de uma fase global. Para
verificar esta afirmacgao, suponhamos que exista V' : R — R’ inversivel que verifique,
no lugar de U, as equacoes (1.8) e (1.9). Temos portanto V= = V1. Multiplicando
" =VQ (o' (x)) VT por UVT & esquerda, temos UVTi* = UQ (¢* (z)) V. Mul-
tiplicando (1.8) por UV & direita, temos 2*UVT = UQ (¢* (z)) VT, e portanto
[UVT,:AU’“} = 0. Analogamente, temos [UVT,]%] = 0. Mas o espaco de Hilbert
R’ deve ser irredutivel em relacao aos operadores z'# e ﬁ;, portanto UVT = Vi , ou
U = \V. Ao mesmo tempo, VU = (UVT)T = A\1. Como UVIVUT = 1, temos
A = 1.



Capitulo 2

Ordenamento de operadores no

espaco plano

A idéia mais elementar de como construir uma quantizacao ) que obedeca as condi-
¢Oes enumeradas na segao 1.1 é associar a cada funcao F' (z, p) um operador F (Z,p).
Naturalmente, dada a nao comutatividade de 2 e p,,, a definicao de F'(z, p) sofre de
ambiguidades, chamadas de ambiguidades de ordenamento, quando F'(x,p) contém
produtos x#p,, e portanto a cada funcao F' podem, em principio, corresponder mui-
tos operadores F. Assim, para um monoémio F (z,p) = xt' a2 - xt*p, py, - - Py,
um ordenamento para F (&, p) seria a escolha de uma combinacao linear
Fr= M@ ah o %Py by - Py + Mo 8 - Py Py - oy

A2

+ ...+ )\(k+l)!ﬁylﬁy2 .. .py@lﬂx R el (2'1)

onde aparecem na soma a permutacao de todos os produtos de operadores
- g a A .
J}l lxll2 . :L,,Ukpylpy2 .. ,pyl’

com coeficientes complexos .

Vamos considerar inicialmente o caso mais simples, em que o espaco de fase do
sistema classico é o R?P inteiro, isto é, z € R e p € RP sem restricoes. Mostraremos
como certas restrigoes formais a idéia de quantizacao juntamente com a imposi¢ao
de covariancia em relacao a um grupo de transformacoes euclidianas ou pseudo-
euclidianas podem sistematizar esta idéia, exibindo a forma de todas as quantizagoes

que obedecem a estas restrigoes.
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2.1 Algumas propriedades razoaveis para quanti-
zacoes

No espaco de fase (x,p) € R?P, qualquer correspondéncia @ entre funcoes complexas
F (x,p) e operadores F=0qQ (F) é determinada pela sua ac¢ao sobre o “conjunto

completo” (no sentido da transformagao de Fourier) de fungoes

') g = ) pE = pugh. (2.2)

De fato, representando F' (x,p) como combinagao linear destas fungoes,

Fap) = [ F0gem o, (23)
F(n,f) = #/F(m,p) e~ 1 +P8) e dp, (2.4)

onde d¢ = d€'dE?---dEP ete, e as integrais sao tomadas todas de —oo a 400,

teremos, de acordo com o principio de que () deve ser linear,

Q(F) = / F (n,€) Q (79) dnde. (2.5)

Para definir (), comecamos com o espaco de Hilbert R e os 2D operadores z#,

Pu que obedecem a (1.2), em relagdo aos quais R ¢é irredutivel. Os operadores
) i = 3", BE = Pug"

em R, dependentes de 2D parametros 7, £#, sao completos no conjunto dos opera-
dores do espaco de Hilbert R, da mesma forma que as fungdes (2.2) sao completas
no conjunto das fungées do espaco de fase (ver o apéndice A). Podemos entao definir

de maneira geral

Q (e 9) = [ Q5. 6,0.) P dads

e, portanto, por (2.5),

Q(F) = / F(n,6)Q(n,¢,a, ) PP dadBdndé. (2.6)

Vamos impor a () a condicao de que os comutadores com Z* e p,, ajam como deri-
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vadas, isto €,

Q) =inQ (5) el =ine (~5). @)

Estas condicoes sao naturais se pensamos que as equagoes de Heisenberg para o
hamiltoniano @ (H), quantizacao de de uma hamiltoniana cldssica H, devam ser

formalmente idénticas as equacgoes classicas de Hamilton:

X aH X 6H
i=a(5,) =0 (o)

Usando o fato de que a transformagao de Fourier (2.4) obedece a relacao gTi (n, &) =
i€*F (n,€) podemos, usando a expressio (2.6), escrever a primeira das condicoes

(2.7) acima como

@,Q (F)] = —h / €4 T (1,€) Q (1, €, a, ) €9 dad Belnd.

Aplicando as relagoes de comutagao (A.3) sobre (2.6), temos

[#,Q (F)] = —h / BUF (n,€) QU (n, €, o, B) €T dadBdnde.

Como a fungao F' é geral, devemos ter (5* — &*)Q (n, &, a, f) = 0. Analogamente,
pela segunda condigao (2.7), (a, —n,) Q2 (n,&, o, ) = 0. Estas duas equacoes so-

mente sao possiveis se existe uma fungao de dois vetores 2 (n, ) tal que

Qn,§,a,8) =21, d(B—&)d(a—n),

de modo que (2.6) se expressa como

Q(F) = / F (0,€) Q (n,€) €@ (2.8)

Assim, quantizacoes que obedecem as condigdes (2.7) sdo obtidas com a correspon-
déncia

Q (ei(anE)) Q" ( nz+p£)) Qn, & e Z(nr+p£ (2.9)
onde Q (n,€) é uma funcio que define Q.

Usualmente, a funcao €2 (1, &) esta submetida a condicao

Q(n,0)=Q(0,8) =1, (2.10)
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que assegura as chamadas condi¢oes de von Neumann
F=F(x) e G=G(p)= Q" (F)=F (), Q°(G) =G (), (2.11)
em particular as condi¢oes de consisténcia
QU (1) =1, Q% (a") = &", Q" (p,) = Py (2.12)

Em (2.11), definimos’

o W n ei?]if? onde I — 1 €T e_inm T

P @)= [ Foneran onde Pl = g [ F e (21
= [ B () edn  onde € (£) — 1 e %Pdy

G(p) = / F(€) € Pdn , onde G (€) o7 / G (p) e *Pdz. (2.14)

s condicoes de von Neumann (2. no entanto, sao de certa forma incompletas
A dicoes d N 2.11), tanto, d ta fi letas,
ja que se referem apenas a fungoes exclusivamente da posicao ou do momento. Se,
para um certo indice fixo p, H (z,p) nao depende de p, nem de 2*, F (z) é uma
funcéo exclusivamente de z* e G (p,) ¢ uma funcéo exclusivamente de p,,, é natural

exigir que Q* obedeca & condicdo generalizada

OH OH

—=—=0=
Ozt Op,

{ Q (F (@) H (2,p) = F (@) Q% (H) = Q2 () F (&)

Q% (G (py) H (x,p)) = G (p,) Q% (H) = Q" (H) G () -

Deve-se notar que estas condigoes, juntamente com Q% (1) = I, implicam (2.11),
bastando para isto usar H = 1.
A condigao (2.10), no entanto, nao é suficiente para garantir esta condi¢ao gene-

ralizada. Para tanto, descobrimos as seguintes condicoes mais estritas:

0

5 (20:90) = 5 (2001, 0) =0.20.0 =1 @19

(sem soma sobre )

Com estas condigoes, podemos calcular a quantizagao da fungao A (z,p) = F (z') H (z, p),
com 2L — 91 _ () Qua transformacao de Fourier (2.4) é A (,€) = F (1) 6 (€Y) H (n, €),

ozt " dp1
onde F' é a transformacao de Fourier de F' em relacao & varidvel ! e H é a transfor-

'Estas defini¢oes coincidem com a substituicio direta z — & e p — p em F (x) e G (p) quando
F e (G sdo polinomiais.
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cao de Fourier de H em relacao as varidveis 2223 ... 2P pops ... pp. Por definicao,
OH _ 0H _ 3 5
oET = o = 0. Valem entao as representacoes

F (') :/F(m)emldm
HmmzfﬁmﬂémwQGWWWM%

No célculo de Q% (A) (2.8), a integracio em &' é imediata e

Q) = [P H 0.8 (@0, ), dnde?...de

F(Ul) eimildm X

% /H (n,€) Q (n, §)|£1:0 ei(nidrﬁﬁ)‘gl:m:o dny - - - and£2 e de.

(Note-se que ei(”“ﬁg)‘ 10 nao contém o operador p; e, portanto, a separacao da
parte ¢¥" da exponencial é possivel). A condicio (2.16) significa que € (7, €) le1zg =

Q(n,&)|e1y,—o» 1080

QO (4) = F i1/5m 1 (1.6) 9 (1.6) 19 dnd
= F(2') Q" (H) = Q”( ) F(3').
Analogamente, podemos demonstrar o restante das propriedades (2.15) como con-
seqiiéncia de (2.16).

Para demonstrar que (2.16) implica em Q% (1) = I, note-se que por (2.4) 1 (n, €) =
0 (&) 0 (n). Usando ©2(0,0) =1, (2.8) da o resultado desejado.

2.2 Covariancia em espacos euclidianos ou pseudo-

euclidianos

Vamos considerar agora que o espaco de configuracoes z € R” seja dotado de uma

métrica constante

g =diag [ 1,1,...,1,-1,-1,... -1 (2.17)

euclidiana (se s = 0) ou pseudo-euclidiana. Neste espago sao naturais as transfor-

magoes do grupo ortogonal (se s = 0) ou pseudo-ortogonal O(r, s) cujos elementos
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M = M*", obedecem a Mo‘#gaﬁ]\/fﬁy = guw- Este pode ser por exemplo o grupo
das rotacoes e reflexoes de R? se r = 3, s = 0 ou o grupo das transformacoes de
Lorentz se r = 1, s = 3. Neste espago, o invariante basico é o produto escalar
Ty = Guaty” = z,y".

No espago de fase (z,p) € R?P, as transformacoes deste grupo se apresentam
como um subgrupo linear das transformagoes (1.5) e (1.6). A mudanca de coorde-

nadas do sistema z para o sistema z’ sao
' = M* 2", pl = p, (M’l)”a ouz =Mz, p=pM. (2.18)

Vamos considerar, dentro do conjunto das quantizagoes (2.8,2.16), quantizagoes co-
variantes em relacao a este subgrupo. Seja, portanto, Q* uma quantizacio no sis-
tema de coordenadas z, onde € (1, €) é alguma fungao que obedece a (2.16). Quais-
quer referenciais ortonormais ou pseudo-ortonormais x* devem ser tratados como
equivalentes. Portanto, no sistema de coordenadas x’ o procedimento de quantizagao
deve ser Q", usando a mesma funcao € (1, £). Assim, a covariacia do procedimento

de quantizacao (1.7) se expressa como
Q" (F) =UQ% (F)U".
As equagoes (1.8, 1.9) para U : R — R’ sdo
&' = M*,Us*UT, pl, = Up, U (M), (2.19)

portanto independentes de 2.

Consideremos a fungdo E (z,p) = ¢!™+P8) dependente de 2D parametros 1, £;
no referencial (z',p'), esta funcio se expressa como E' (2/,p') = ¢! +7¢)  depen-
dente de parametros 7, £, com 7/, = 1, (MY, e &> = M*,&". De acordo com
(2.9,

QUE) = Q(n, &)+
— ap eyl
= U (Q(nM~', ME) 'm0y Ut
Comparando com Q% (E) = Q(n,£) ™48 vemos que Q' (E') = UQ® (E)U?

s6 pode ser satisfeito se Q (nM~', M¢&) = Q(n,€) (pois €™+ ¢ um operador

inversivel). Como &, n e M € O (r,s) sao arbitrdrios, € deve ser uma funcao dos
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invariantes Iy (§) = 9,6, Io (n) = g"'nuny € I3 (0, &) = N

Q (7775) =) (Il (6) 7[2 (77) 7[3 (naf)) :

Aplicando a condicao (2.16), vemos que

0 = 55 (200L,-0)

0 o

_ &?Q@MQ,bmmmeﬂmﬂmﬂ>:%ngﬂ

n“=0> = (0. Vemos assim que

onde a ultima igualdade decorre de que % (Ig (n,€)]

29
ol

analogamente que g—g = (. Assim, para que Q* seja covariante em relacio a O (r,s),

= 0. Usando a outra parte da condicao, % (Q (77,5)|&:0) = 0, concluimos

) deve depender apenas do produto escalar I3 (n,&) = 1,&"

(0, &) = Q (") = (k) . (2.20)

A conveniéncia introducao do fator A na definicao da funcao de uma variavel € ficard
1 ir. Ch im ¢ ao d tizacao Q% iant
clara a seguir. Chegamos assim a expressao de uma quantizagao covariante em

relagao a O (1, s):

@sz/ﬁmoﬁwmﬂmmm&, (2.21)

onde €2 (k) é uma fungao analitica de uma tnica varidvel. Com a forma = Q (hn¢),

(2.16) estard completamente satisfeita com
Q(0) =1. (2.22)
Podemos definir uma quantizacao através da funcao
Qg (k) = ™ ou Qy (hné) = et (2.23)
que claramente obedece a (2.22). A quantizacao associada é definida por
Q' (F) = Q™ (F) = | F(n.€) ™0™ i, (2.24)

onde introduzimos a notacao abreviada Q? (F) = Q% (F) (nao ha perigo de confusao

das notacoes Q7 e Q* se se sabe que § é um ntimero real e Q é uma fungao). Se
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representarmos uma fungao arbitréaria € (k) por sua transformagao de Fourier w ()

+o0o
Qk) = / w (0) e™dp, (2.25)
podemos expressar (2.21) como
400
QY (F)=Qu(F) = Q" (F)w () db. (2.26)

—0o0

Introduzimos também a nova notagao ), para quando a quantizacao estiver expressa
em termos da transformagao de Fourier w de Q. Da condi¢ao (2.22), a defini¢ao
(2.25) nos da
+00
/ w(0)do = 1. (2.27)

Assim, w deve ser uma medida complexa na reta de peso total 1. Concluimos que
(2.26) é a expressao mais geral de uma quantizacao que obedece a (2.7) e (2.15) e é
covariante segundo o grupo O (7, s).

A transformagao de Fourier (2.4) da funcao complexa F' (x, p) tem a propriedade
(15 (n,f)) = F* (—n, —£). Usando a hermiticidade de & e Dy

@) = [ F(onmg e iom s ayag

_ /j:v* (n,€) e—iﬁﬁnéei(nﬂﬁ&)dndf

= QY (FY) (2.28)

onde foi efetuada uma mudanga de variaveis (n,&) — (—n, —€) na integral. Vemos
assim que a quantizacdo QY é auto-adjunta se e somente se # = 0. Usando esta

equagao e a defini¢do (2.26), vemos que

“+o00

(Qu(F) = Q7" (F7)w" (0) do

— 00

+oo

= Q" (F)w" (=0)df = Qur (F),

—0o0

W(0) = W (-0).

Em particular, se
w(=0)=w(0) < Q(k)=Q(k), (2.29)

entdo Q,, ¢ auto-adjunta: (Q,, (F))' = Q., (F*).
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Gostariamos de quantizar polindbmios homogéneos em p

F(z,p) =T""" (2) pu, = Ppun» (2.30)

onde o coeficientes TH'"'#» (1) sdo simétricos por permutagoes de qualquer indice
{1+ - i Para tanto, vamos apresentar QY (F') de uma maneira conveniente, usando

a férmula (A.1) do apéndice A com o = 6 + 1:

i) _ —ihong i(5+0)0€ yini i(5-0)pE
Pela equagao (2.24), temos
Q' (F) = / F (n, €) ¢ (54000 it ci(5=0)0¢ g e, (2.31)

A transformagao de Fourier (2.4) de (2.30) é

~ P 9" (&)
— nrppy s n
F (57 77) l T (n) 8§u1 I 85“" :
Substituindo F em (2.31) , temos
Q(F) = i —@g,f : %)w i) ( / Tvt () emfdn) (300 dg
a0 O i(+0)serpmunin (7 i(3—0)p¢
= (—i) oem " gem T (T)e o’
Usando o resultado do apéndice D, podemos escrever
0 O i(3+0)perpmurmn (7 i(2—0)p¢
cee—— "3 THLHn 2 5 pS _
o Genn () e
~(n) (0 O i(5+0)5¢ \ prur-in (5 0 O ilk-0)se
kZ:O <k> (agm e r (2) D g

Assim, para um polinémio homogéneo (2.30),

Q" (T ™ () Py -+~ Ppun) = D CF () By - B T "™ () P P (2:32)
k=0

cr () = (Z) (% + e)k (% _ 9) o (2.33)
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e a sua quantizagao (), se expressa entao como

Qw (T'ulmun (ZL‘) Puy - 'pltn> - Zwl?ﬁ/u o _ﬁukTﬂl'”Mn (j;) ﬁ#k—o—l te 'ﬁun (234)
k=0

Wl = / m Cr (6) w (6) do. (2.35)

[e.o]

A soma dos coeficientes C}' (#) é um binémio de Newton,

kz:c;;(e) = (Gw) - (%—9)):1,

o que implica, levando em conta (2.27), que
n Joo M
Sup :/ S O (O)w(0)do =1 (2.36)
k=0 % k=0

Assim, ficam claras as formas de Q? e Q¥ = Q,, como ordenamentos de operadores
(2.1). As fungoes C} (0) tém a propriedade C} (—0) = C'_, (0). Assim, se Q,, ¢

auto-adjunta, temos

wr = T 0y (—0) d = / o (o)w @) dh =,

o —00
2.3 Exemplos de ordenamentos em espacos eucli-
dianos ou pseudo-euclidianos.

Além das condigoes (2.7), (2.15), de covariancia em relagao a O(r, s) e hermiticidade,
podemos exigir ainda outras propriedades de uma quantizacao.
Suponhamos que uma fungao F (z,p) possa ser decomposta em um produto de

funcoes da forma
F(x,p)=G (:L’l,pl, e ,xk,pk) H (:z:kﬂ,pkﬂ, .. .LI?D,pD) ) (2.37)

J& que para qualquer @) = @, os operadores @) (G) e @ (H) comutam entre si, é

natural considerar quais quantizagoes obedecem a

Q(F)=Q(G)Q(H). (2.38)
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As transformagoes de Fourier (2.4) de G, H e F' tém a forma

é (7775) = G (7717 617 <o Mk fk) d (nk+1) 0 (€k+1) .0 (77D) 0 (SD)
H(n,&) = H(me, & np, €7) 6 (m) 6 (€Y) .0 (i) 6 (€Y)
F(n,& = G, & me ) H (e, &, €9).

Devido as relacoes de comutacao [Zzzl (2" + pu&t), Zf:k:-i—l (nua* + ﬁﬂﬁ“)} =0,
temos ¢l18+5) — ¢t Xpma (M +hug") i ZE:’““("“WW“&“), e, portanto, a quantizagao Q°

dada por (2.24) pode ser escrita como

k
Q9 (F) — /VC;e’m9 2221 Nu€ pt Eﬁ:1(nu§3”+ﬁu§“) H dnudé‘# X

p=1

D
X/Hei’wifkﬂmf"eizfk+1(’7“iu+ﬁ“éu) H dnyd&"
pn=k+1

= /éeih@nui“ei(m:%‘urﬁuf“)dndg/ﬁeih@nui“ei(mi‘”rﬁui“)dndé

= Q(G)Q"(H),

logo a quantizacao QY obedece & condigao (2.38) para qualquer §. Vamos demonstrar
que, entre as quantizacoes (2.26), somente as QY (F) obedecem a esta condicdo. De
fato, para (2.37),

Qu(F) = / Q' (F)w (6) do = / Q" (G) Q" (H)w (6) db
= [ @ @@ @56, - 0 s
e, por outro lado,
Qu (G) Q. (H) = / Q" (G) Q" (H) w (01) w (62) dOrd0,

A equagao (2.32) mostra que as fungoes G e H podem ser escolhidas de modo que
Q" (G) Q% (H) seja um polindomio (com coeficientes operatoriais) em 6; e #y de grau

arbitrario. Assim, a condicao (2.38) sera satisfeita somente se
w ((91) w (92) = w (01) ) (92 — 91) .

Levando em conta a propriedade f (61)0 (62 —61) = f(02)0 (6 — 1) da fungao
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delta, para uma funcao arbitraria f (#), a equagdo acima implica em
fO)w (1) w(02) = f(02)w (1) w (62) -

Integrando em 6, e levando em conta (2.27),
F6)w(6) = ko (0), k= [ £(0)0(0)ds.

Isto 86 é possivel para toda f se w (0) = & (0 — \) (k serd entao f (A)), o que implica
que Q. (F) = Q*(F), o que demonstra a proposi¢ao.
Entre as QY (F), destacam-se as quantizagoes QP (F) = Q2 (F) e QP (F) =

Q= (F), obtidas usando # = —% ¢ § = L respectivamente. Pelas formulas (2.31)

2 2
e, particularmente, (2.32), vemos que Q*P (F') se consegue substituindo em F'(x, p)
todos os operadores z* a esquerda dos operadores p,, e QP (F') se consegue substi-
tuindo em F' (x, p) todos os operadores p, a esquerda dos operadores 2*. De acordo
com a férmula (2.28), (Q* (F))' = QP* (F), e, portanto, em geral Q™ (F) e Q¥” (F)
nao sao operadores auto-adjuntos.

A férmula (2.28) mostra que a tinica quantizacio Q? (F') auto-adjunta é a quan-
tizagao de Weyl QW (F) = Q" (F), obtida usando § = 0. Assim, a quantizacio de
Weyl é a tnica que obedece as propriedades ja discutidas, juntamente com (2.38)
e hermiticidade. Para a quantizacdo de Weyl, temos w(f) = § (), por (2.23)
Q=Qy=1epor (2.32)

N 1 < [(n). . e .
Q (T’“ Hn (f)pm .. 'pun) — 2_n (k:)p’” .. 'pukTm Hn (‘r)plilﬁ—l Dy
k=0
Uma quantizacdo que nao pertence a classe Q% (F) é a generalizacdo multi-

dimensional da quantizagao de Born-Jordan, obtida com a funcao

1 se —1/2<6<1/2
w(f) = ) = X(-1/2,1/2) 0).
0 de outra maneira

onde X(—1/2,1/2) ¢ a fungao caracteristica do intervalo (—1/2,1/2):

1

T2
QP = [ Q" (F)as.

1
2

Esta generalizacao nao foi apresentada previamente e é nao trivial, ja que a quanti-

zagao de Born-Jordan nao obedece a (2.38). Sua caracteristica distintiva é que, se
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F=F(z)eG=G(p),

F(3),G ()] = hQ™ ({F,G}) = ihQ™ (a—Fﬁ)

O+ Op,,

Para demonstrar esta proposigao, notemos que, devido a (2.4),

OF 0G

90 O, (,€) = =" FG (n,€) .

Assim, usando as defini¢oes (2.21) e (2.23),

Qg (8F 8G) /FGU fuezhﬂné i(n2—+pe) dndé = —,iQCW (FQG)

oxrH ap# 1h 00
e, portanto,
+ 1
_ 1ﬁ(@fw (FG) — Q" (FG)) :ihuf (#)C (5) — G () F ()
- G [F).G0).

o que demonstra a proposicao. Para a quantizacao de Born-Jordan, temos por (2.25)
Q(hng) = 5. sin ( 25). Por (2.32)

wz—(@ ;< )(——e) -4

Q™ (T (@) Py D) P T (2) Py Dy

k:

2.4 Simbolos de operadores e limite classico em

espacos euclidianos ou pseudo-euclidianos

Para o ordenamento de Weyl, temos 2 (Ainé) = 1, e, portanto,

QY (F) = / (1, €) H15499) e
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Comparando com a forma geral (2.21), vemos que Q* (F)) = Q"W (G), onde G (n, &) =
Q (7€) F (n,€). Pela definicio (2.3),

Q(~hA) F (. p) = / Q (né) F (1, €) 0+ dnde

onde

5]

62

A :
= Ox+0p,,

(2.39)

Assim,

Q (hmé) F (n,€) = (U(=hA) F)~.

Observemos que se F'(z,p) é polinomial em x ou p, existe uma poténcia n tal que

A"F = 0, e portanto para tais fungoes €2 (—hA) F' sempre existe. Assim,
Q% (F) = QY (QA(~hA) F).

O operador Q (—AA) tem inversa, j& que F (n,€) = [Q (hné)] ' G (1, €), e, portanto,
F=[Q(-hA)G.

Quando F = Q% (F), diremos que a fungao F' (x,p) é o Q-simbolo do operador F
(ver propriedade 4 da segao 1.1). Denotaremos por F'xq G o produto de 2-simbolos.

O produto *w de simbolos de Weyl é dado por

Frw @) wp) = oo (L =T V) P ar, ) G (2 p0)
w xr,p) = €Xp 2 \ 910p, 51201 1,1 T2, P2 ST
P1r=DP2 =D
h
= F(a,p)G.p)+ 5 {F.G}@.p)+0 (1), (2.40)

Pela definicao do produto de {2-simbolos, temos
Q% (F o G) = Q% (F) Q" (G).

Expressando Q% em termos de QW e usando a definicdo de produto de simbolos de

Weyl, a igualdade acima fica

QY (U=hA) (Fra @) = QY (Q(=hA)F) Q¥ (2(hA) G)
= QY ([Q(~hA) F#w [2(~hA) ).
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Igualando os argumentos de Q% no primeiro e no 1ltimo membros desta equacao,
Fiq G = [Q(=AA)] ™ (1 (—hA) F] #w [2 (~hA) G])

Usando (2.22), temos Q (—AA) = 1—ahA+0O (k?), onde a = d§2 (k) /dk|,_,. Usando
a expansdo (2.40), e levando em conta que [Q (—hA)] ™' = 1+ ahA + O (h?),
ds) (k)

th

OF 0G  0G OF )
hz (&Wﬁp 8m“8pu> +O(h)

e também

Estas duas equagoes mostram que o produto xq obedece as condigoes (1.3) e (1.4) ,

o que prova o limite cldssico para a quantizacio Q.

2.5 Uma forma alternativa para Q% e Q,

Nosso objetivo na proxima segao é estender as quantizacoes @, (2.26) a sistemas de
coordenadas ' = ¢ (x) gerais. Na expressao (2.26), (2.24) é claramente inadequada
quando se usam coordenadas gerais, pois usa a transformacéo de Fourier F (2.3),
(2.4) que nao tem uma boa lei de transformagcao sob transformagoes gerais de co-
ordenadas. F' pode em geral nem existir, j& que coordenadas gerais podem nao se
estender de —oo a +00. Assim, vamos expressar (2.24) de uma forma em que nao
apareca a transformagao de Fourier sobre a variavel x.

Daqui em diante vamos representar a transformagao de Fourier (2.4) de F (x,p)
em relacao as duas variaveis x e p por F (n,€). A notacio F (z,£) seré usada para

a transformacao de Fourier parcial em relacao a varidvel p?,

- 1 i

P@ = oo [ Fape i (2.41)

F(x,p) = / z,§) ehpgdf (2.42)
Se em coordenadas = e ' = @ (z) o tensor métrico tem formas gerais quaisquer

2Para minimizar as ocorréncias de % nas férmulas a seguir, introduzimos esta constante na
exponencial complexa.
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9 (z) € g, (') respectivamente® , e F (x,p) = F' (2/,p') com p), = py 2%, entdo

P = ;)D/F’ <g;
D }7/

1 oz’

X
(&

D
T
i é?a¥
Ne nP %8 |det | — || dp’
- P) e (ax)’ p

iy

1
(',
(27h)
— V g (:U) F/ (l_/7§/) ,
g ()
com &* = %‘iﬁﬁ”, onde foi usada a relacao (B.3), com ¢ = |det(g.)| e ¢ =

|det (gl’w) ‘ Assim, a lei de transformacio de F é dada por

= . (2.43)

Vamos partir da forma (2.31):

Q' (F) = / pi(b0)5¢ ( /

Podemos expressar I’ em termos de F' como

Mo

(7,€) ei"’””dn) e300 ge. (2.44)

1

(2m)"

/ﬁ(n,f) e dn = /F(I,p) e "dp

1
(2rh)”

= hP /F(x,p) e~ 1P gy = pPF (z, hE)

e, portanto, por (2.13),

/ F (n,€) ey = KPF (3, h€) = KP / F (2, h€) |2) (z] da. (2.45)

Em um sistema de coordenadas retilineas x, os auto-estados da posi¢do |z) sao

definidos da maneira usual?:

gty = ot |z), (zly) =0 (x —y), (z|p, = —ih% (x]. (2.46)

3Podem ser coordenadas gerais em um espaco plano ou curvo.
1A tltima equagdo de (2.46) é necessdria para fixar uma fase dos vetores |z). A forma mais
geral da representacao da posicdo para operadores p, que verifiquem as relacdes de comutagao (1.2)

é (x| pu |v) = (—ihi + (%(w)) (z[h). Redefinindo os vetores da posigao por |z) — e?®@)/7|z)

OxH Ox#

chegamos & expressdo usual (z|p, ) = —ihz2: (z|1)).
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Dada a sua completude, implicam na representacao

f:/|g;> (2] da.

A tltima igualdade de (2.45) pode ser verificada imediatamente aplicando o operador
WP [ F (z,h€)|x) (x| dx sobre o vetor |y), usando a segunda equacdo de (2.46).
Substituindo (2.45) em (2.44),

Q'(F) = 1 [ F (g 0% o) o] 00 g
= /ﬁ (x,§) et (t0)p¢ |z) (x| e%<%79)ﬁédxd§.

A tltima equagao de (2.46), que mostra a forma explicita do operador de momento

na representagao da posicao, pode ser usada para calcular
(x| er(3-0)p6 — o(3-0)¢" 50 (x| = <$ + (é - 9) 5‘

(1))

(e"”am%f (x) é a expansao de Tailor de f (z + a) em torno z) e, portanto,

e ()

forma em que nao aparece a transformacao de Fourier de F' em relacao a variavel x.

(B ) = (] h(00)

dade, (2.47)

&'(F) = [F

A quantizagao @, se expressa através da equagao (2.26) como

Q. (F) = / F(x,6) D (z, €&, w) dade, (2.48)

onde definimos o operador em R

f)(a;,g,w):/ T — (%+9)5> <m—|—(%—€)§

Se F (x,p) é polinomial em p, podemos expressar F' (z, &) (2.41) como

w (0) do. (2.49)

F(z,)=F (x,ma%> W /eépﬁdp = F (x,ih(%) 5 (€), (2.50)
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e portanto (2.48) como

Q. (F) = / F <x —z‘ha%) D (z,&w)

2.6 Quantizacao em coordenadas gerais

da. (2.51)
£=0

Nesta se¢ao, vamos estender as quantizacoes (), auto-adjuntas a coordenadas gerais
(1.5) 2" = ¢ (). No sistema de coordenadas arbitrario 2/, definimos um espago de
Hilbert R' com 2D operadores ™, j5, obedecendo as condigoes do ftem 3 da secio
1.1. As equagoes (1.8) e (1.9) definem a transformagao U : R — R’ que, em geral
dependerao de w. Definiremos entao a quantizagao )/, nas coordenadas =’ por
QL (F") =UQ. (F)U', (2.52)

que coincide, por construgao, com o ordenamento de operadores (2.26) quando o
sistema de coordenadas z’ é ortonormal. Iremos mostrar que a quantizagao @,
pode ser exibida usando apenas elementos intrinsecos ao sistema de coordenadas 2/,
e portanto, de forma independente do sistema de coordenadas euclidianas original
x.

Precisamos exibir a forma concreta das equagoes (1.8) e (1.9) para @,. Pelas
propriedades (2.11), temos @, (¢* (x)) = ¢* (Z), e, portanto, a equacao (1.8) se
torna

P =Upt (2)UT, (2.53)
independente de w. Usando a notagao

Dz ox®

ox'* — Ox'r

(¢ (2)),

Pela expressao (2.34),
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Os coeficientes w} e wi sdo dados por
1 1 |
Wy = 5 —0)w (9) df = 5 +w (254)

ol = /(1+9> (e)de_%—w (2.55)

wh = /9w )do = — i (2.56)

dk;

onde definimos a quantidade w! e a tltima equagao decorre de (2.25). Portanto,

w pa@x’# ~ 5 ax’“pa pa@a?’“ o o |

Pelas condigoes (2.7),

2] o ()] v (G (5)

9 (9x>\ _ _9%x* 92’V _ pra — TV o 4 x s (Vi
Temos 77 ( 8@,,“) = gungew gea = Lay = 1, onde I/, € a conexao de Levi-Civita no

sistema de coordenadas x’ (ver equacao (B.9) do apéndice B). Assim, o comutador

se expressa como
. Oz~ . R
[ s %] = —ihl", (0 (2)) . (2.57)

Obtemos assim finalmente

ox® 1 [ Oz~ Oz Lo .
Qu (]%c@) =5 <8 Pa +pa@> —hw'l, (0 (2)),

Por esta equacao, vemos que (), (pag;—,i) ¢ um operador auto-adjunto se e somente
se w! é real. Este ¢ evidentemente o caso se @, ¢ auto-adjunta (ou seja, quando
se verifica (2.29)). Assim, a equacao (1.9) nao é possivel para qualquer quantizagao
Qu, pois P, deve ser auto-adjunto. Vamos assumir a seguir que @, é auto-adjunta.

Usando mais uma vez a expressao (2.57), temos

Ox“ _8/55\0“A i 1\ o .
Qu (pa@) —@pa—h(§+w)Fu(g@(9€)).
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Por (2.53), temos
Dz ox® ox®
T - T o1
Uax/“U - Uax/u (90 (33)) Ul = ax/lu (33 )
UL, (¢ () U =T, (%).

A equagao (1.9) fica entéao

R ox® . . i .
P, = o () UpUT — h <§ + w1> I, (2. (2.58)

As equagoes (2.53) e (2.58) definem U a menos de uma fase global. Sejam |x) em
R os auto-vetores da posi¢ao definidos por (2.46). Podemos entao definir no espago
de Hilbert R’ os vetores |2')" = | (z))’ ® por

()" =Ulz). (2.59)

~ !/ . . / ~
Usaremos a notagao (z'|" para o funcional associado a |2)". A equagao (2.53) mostra

que eles sao auto-estados de z'#:

i () = Up" (@) Ul lp (2))' = Uph () |2) = ¢ (2) U la) = ¢* () |p (2))’

(2.60)
(UT=U"1), ou
|2y = o |2)
A normalizagao surge da unitariedade de U:
5 .,L./ —_ay (5 x/ —_ay
@YY = U ) = Galy) = b (@ —y) = V) W) o )

~ Jdet (22)

g (')

onde ¢’ é o determinante do tensor métrico no sistema de coordenadas z’, e foi

usada a propriedade da fungdo ¢ multi-dimensional 0 (f (z')) = § (2’ — ')/ ‘%

onde f (') = ¢ (2/) — ¢ (/) (f (2') = 0 tem uma unica raiz 2’ = ¢/, pois ¢ é

um difeomorfismo). Esta normalizacao implica que a relagao de completude é

/ ) (&' \/g' (') da' = I.

®Nao usaremos auto-estados do momento. Assim, 2 — |x) serd sempre uma funcio que ao
. ~ I , ~ .
vetor # € RP associa o auto-estado |z) € R de ## e 2/ — |z’) serd sempre uma funcao que associa
! ~
2’ € RP ao auto-estado |2') € R’ de 2.
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A 1ltima propriedade é a forma da representacao do operador de momento. Temos

ox®
ox'M

axa / 71 ~ + @xa , . t
o't ($ ) <$ | UpocU - Oxh (I ) <$|an
dz” 0 oz® 0
_ n_Y P ; P
Zhax’“ (z") pye (x|U Zh_@az’“ (z") e (p(2)] ih

(@) == (@) UpU" =
0 o
ox'H (7

Usando (2.58), temos portanto

AEN] . a 1 . / / 1/
<x’pN:_Zh<ax/u+<§_W1>Fu($)) (@'

Dado algum estado [1)) € R, seu correspondente em R’ é [o) = U|y). A

defini¢ao (2.59) corresponde a escolha de uma representagao de R’ em que as fungoes

de onda sao escalares:

V(@) = (@ ¢) = (2| UTU [9) = (2]y) = ¢ (2). (2.62)

Podemos agora calcular diretamente @/, pela defini¢ao (2.52) e pela forma (2.48)

de Q, (F):
QL (FY=UQ, (F)U' = / F(2,6)UD (z,¢,w) Utdade. (2.63)

)

Gostarfamos de executar a mudanga de variaveis 2’ = ¢ (), £’ = G2,
X

ox

no integrando de (2.63). No sistema de coordenadas x, g,, ¢ dado por (2.17) e

2

dzd¢ = do'de’ = g (x') da'de

portanto g = 1. Assim, sob esta mudanga, a transformagao de Fourier (2.41) é dada

por (2.43) como

B F/ (I/’ 6/)
F(2,§) = —F——=
g ()
onde ¢ = |det (gl'w)‘ e g,, ¢ a métrica no sistema de coordenadas z’. Usando as

definigoes (2.49) e (2.59), podemos calcular o operador do integrando em (2.63):

UD (z,6&,w)UT = /U T — (%w) 5> <x+ (%—9) g'zﬂw(e)de

- Jh G e (o)

w(0)de.
Usando a definicao da func¢ao exponencial 7/ no sistema de coordenadas x’ (ver
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apéndice C, férmula (C.17) no caso particular (C.19)),

UD (2,6, 0)UT = D' (2,€,w)

- I G99

Assim, a aplicagdo da mudanga de varidveis sobre a integral (2.63) da

!/

w () db.

Q,(F)= /F’ (2", &) D' (2, &, w)\/g (')da'dE'.

Esta expressao mostra que a definigdo de @', (F’) por meio de (2.52) é independente
do sistema de coordenadas original x, pois se expressa unicamente em termos do
determinante da métrica ¢’ e da funcao exponencial, definida em termos da conexao
de Levi-Civita F'Cfﬁ no referencial z’.

A quantizagao @), em coordenadas gerais, como definida por (2.52), é automati-
camente covariante. De fato, seja 2’ = ( (z) outro referencial geral e R” o espago de
Hilbert para a quantizacao nestas coordenadas. A transformagao linear V : R — R”
que relaciona a quantizagao no sistema de coordenadas ortonormais x a quantizacao
em z” obedece a Q" (F") = VQ,, (F) V. Assim, dada a unitariedade de U, é claro
que Q. (F) = U'Q’, (F") U e, portanto, Q" (F") = WQ., (F')WT, com W = VU1
unitaria.

O limite classico também existe em coordenadas gerais z’. De fato, se z é um
sistema de coordenadas euclidianas ou pseudo-euclidianas, e * e %’ sdo os produtos

de simbolos relativos as quantizagoes @), e @), entao

QLIF¥G) = Q,(F)Q,(G)=U'Q.(F)Q.(G)U
= UlQu(F+G)U=Q., ((FxG)),

e, portanto,

F'i'G=(F+G) =(FG+0(h) =FG+0(h)

F'iG -G +F = (FxG) —(G*F)
= (ih{F,G}+ 0 (r?)) =ik {F,G'}Y + 0 (h?),
onde {,} e {,}’ sdo os parenteses de Poisson em coordenadas (z,p) e (z’,p) respec-

tivamente. A igualdade {F,G} = {F',G'} vem do fato de que as transformacoes

de ponto (1.5, 1.6) sao transformagdes candnicas independentes do tempo.
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Vamos sistematizar a definicao de ), em um sistema de coordenadas geral z,
sem fazer referéncia a um sistema de coordenadas euclidianas. Consideremos um
espago plano (isto é, existe um sistema de coordenadas em que a métrica é (2.17))
onde o tensor métrico é g,, (v) e portanto ha uma conexdo de Levi-Civita I', ; (v),
dada por (B.1). Esta conexao define a fungdo exponencial 7 (z,¢). Vamos definir
um espago de Hilbert R onde atuam os operadores usuais &*, p, e neste espaco
definir uma base |z)_, de auto-vetores de 2* obedecendo a

R o (z —
(e = ) (] ) = Y

, (2.64)
. . 0 1
(x| 1 pp = —ih Eym + (= —iw' | T (2) ) (2|, (2.65)
Entao definimos o operador em R

v (- ()90, b - ()9

Através deste operador definimos a correspondéncia

Q. (F) = / F(2,8) D (z,&,w) /g (x)dudt. (2.67)

w(0)do. (2.66)

1

w

Quando F'(x,p) é polinomial em p, temos, devido a (2.50) e analogamente a (2.51),
0 A
Q. (F) = / F (x, —iha—f) D (z,¢&w) Vg (x)dx. (2.68)

£=0
Quando ndo houver ambigiiidade, omitiremos o indice w! nos vetores |)_,. O

vetor |z)_: se relaciona com o vetor |x), por
|2) 1 = e V@ |7y (2.69)
o que pode ser verificado, considerando a igualdade (B.2), pelo calculo

1 A iwlln\/g(z ; 9 1
ciw!ny/g(z) (x|gpp = e I y/9( )(—Zh) (a— + EF# (I)> {zly

_ _m<w \/_aiu —itn /o) L STl )) 9 (2],

_ . 9 1 -1 iwlIn4/g(z)
= —ih (@ + (5 —iw ) r, (m)) e I (xl,
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2.7 Representacao da posicao em coordenadas ge-

rais e exemplos de operadores

Os auto-estados da posigao definidos por (2.64) e (2.65), necessarios para definir
o operador (2.66), definem uma representagdo da posigdo no espaco de Hilbert R
segundo a qual as funcoes de onda sao escalares pela transformacao geral ' =
¢ (), como mostra a equacao (2.62). A representacao da posigao (@, (F)), de um

operador Q,, (F') serd portanto um operador escalar, no sentido de que

(QL (F)p ¥ (2) = (/| QL (F) [¥) =
(| UTQ., (FYU |) = (x| Qu (F) |¥) = (Qu (F)), ¥ (z). (2.70)

Vamos usar este fato para calcular a representagao da posigao do operador Q,, (F')
correspondente a um polinomio homogéneo F (x,p) = TH"** (z)py, - Pp,, COM
TH#n completamente simétrico em todos os indices. Pela equagdo geral (2.65),
o operador de momento em coordenadas retilineas (I'h; = 0) é (p,), = —ihg2:.

Substituindo este operador na expressao de @), (F) em coordenadas retilineas dada
por (2.34), obtemos

(Qu (TH (1) Py = D))y =
" 9 8 8 8

—iR)" n_Z ... B pin
(=ih) — kP G ( )6x“k+1 Dxhn

A expressao escalar para este operador, que coincide com a expressao acima em
coordenadas retilineas, obtém-se pela substituicao % — V, de derivadas comuns
por derivadas covariantes. Assim, a representacao da posicao de @), em coordenadas

gerais, para polinomios homogéneos, ¢é

(Qw (Tul--.un (x)pm .. ’pun))m =
(—ih)"™ Y WiV oV T (2) VoV, (2271)
k=0
A seguir, apresentaremos exemplos de operadores calculados através da férmula
acima e (2.67).

1. Uma funcio exclusivamente da posicao: F (z,p) = F (). Temos F (z,£) =

F(x)0(§). Pela defini¢do (2.66), usando a propriedade v (z,0) = x, vemos
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que

D (2,0.0) = |1) (a].
Substituindo em (2.67)
Q. (F) = [ F @) o) (el Va(ohde = P (2).
Na representacio da posicio,
(Qu(F)), = F(x).

2. Uma funcao linear no momento, F (z,p) = T (z)p,. Pela féormula (2.71),

usando as equagoes (2.54), (2.55) e (2.56),

(Qu(T%a)), = —ih [T Va+ i VaT?]
= —ih :nga% +w; (aia + Fa) T"]
= —ih % (Taa;za + %T“ + FaT“) —iw! ([%,TO‘} + FaT“)}
= —ih % (T‘la%a + a%aTa + FaTa) — iw! (gg: + FaT“)l ,
O operador de momento pode ser obtido com a escolha T = 47,
. | 0 r
(Qu (), = (By), = —ih {87 ' (5 i ) rﬂ} O en

consistente com (2.65). A expressao de um operador independente da repre-
sentacao pode entao ser obtida pela substituicao
0 l 1
@ — ﬁﬁu — (5 — ZCL)1> FH (QAZ') s ot — Tt (273)

Realizando esta substituicao na expressao para (Q., (17*ps)),, obtemos

Qu (T°pa) = & (™ (&) pu + PuT* () — !

ore .
ox® (2).

(2.74)

3. F(z,p) = ¢" () pup, = p*. Como a derivada covariante do tensor métrico é

oxV?

de Lapace-Beltrami. Levando em conta a propriedade (2.36) dos coeficientes

zero, temos ¢*'V,V, = V,V,¢g"" = V,g"V, = \/Lg%\/ﬁg“” 9_ o operador
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n
W,

(Qw (glw (‘T) pupV»x = - (w?) + w% + w2) \/gglw oxV

wﬁ“

- i (2.75)

\/_ 8m“

independente da fungdo w (#). Usando a propriedade

_ 9In(v9)
N
(ver apéndice B), a equagao (2.72) pode ser reescrita como

0 946 —iw'\/g

(B, = —ihg ™tV

)
o que implica a relagao inversa

T 1 .1 1.1
- _aip W \/§ - — 7 pWw \/g
= ie ie .
=10 (Bu)a 9

Substituindo esta expressao em (2.75), obtemos a quantizacao no espago de
Hilbert abstrato

v —iqwt 1. 1 VA —1 G0t
Qu (6" (2) pupy) = e “ V971D ,g2 g" P,g 1™ VY.

4. Monomio de grau 2 no momento, F'(p) = papg = T"p.p,, com TH =
: (555% + 555;). Vamos considerar o caso particular em que w (#) é real, no
qual se enquadram os ordenamentos de Weyl e de Born-Jordan. Neste caso,

os coeficientes (2.35) obedecem a wi = w)'_,. Assim,

(Qu (papp)), = (—ih)* (WT™V .V, + WiV, 1"V, +wiV,V,T")
= (=ih)? (Wi (T"'V,V, + V,V,T") + WiV, T"V,),

com 2w3 +w? = 1. Os operadores envolvendo derivadas covariantes se expres-
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Salm Ccomo

.9, - wa(a o o 9>: 0 9 ., 0

O+ Oz W dxp Oxe 0xP B e

9 0 _ 0 0 1(, 0 9
Uy _ N
V"V (a M+F>T o dzo 08 ( B ‘*axa)

17 a a 17 14
v,V T = (%JFF!L) (a—T“ + 1,17 +T T“P)
o a 9 ,

or', 0 0
927 (Faw * Fﬂ%) -
T 8Fg

(para o célculo do ltimo operador, é necessério levar em conta que ng = =

al owe
. n.,/g
pois I'y = — %

). Substituindo na expressao para (Q. (paps)),,

0 0 1 0 0
(Qw (papﬁ))x = h <85L‘O‘ oxB T3 <F oz OB t FB 8[Ea)
or or’
2 « Oéﬁ
e (axﬁ T e TTasF F‘”Fﬁ» '

Como estamos usando w (6) real, temos w! = 0. Assim, para obter o operador

acima independente da representacao, devemos efetuar a subtstituigao (2.73)

com w! = 0, obtendo

10T, 1 5 (aFa ors

Qu (Paps) = Pabp— h2( 55 T B 2 4T, +T, Fﬂ))

, € a expressao acima toma a forma

=

No caso do ordenamento de Weyl, w3 =

particularmente simples

2 2
QWeyl (papﬁ) = ﬁaﬁ,@ - Z (Raﬁ + FZgng) = ﬁaﬁﬂ - nggrgm
ar’ . .
onde Rop = 527 — ‘g% —I—F,,FZﬁ —I%,I'3, € o tensor de Ricci, que é nulo quando

o espago ¢ plano.



Capitulo 3

Generalizacao de (), a espacos

Curvos

Consideraremos agora um espaco de Riemann curvo, isto é, um espago em que esteja
definido um tensor métrico g,, () em coordenadas x que nao pode ser reduzido a
forma constante (2.17) por mudanga de coordenadas. Vamos admitir que o espago
todo pode ser coberto por um tnico sistema de coordenadas. As definigdes (2.64),
(2.65) , (2.66) e (2.67) aplicam-se de forma direta a um espaco curvo, usando a
conexao de Levi-Civita I'} ; (z).

E possivel generalizar a quantizagao (2.67) de duas maneiras em um espago com

curvatura.

3.1 Primeira generalizacao de (), em espacgos cur-

VOS

E imediato verificar que a férmula (2.67) estd definida também em um espago com
métrica qualquer (a fungao exponencial estd definida em qualquer espago de Rie-
mann). Assim, definiremos a primeira generalizagao de ), em um espago de Rie-

mann geral como?.

Qui (F) = / F(2,6) D (2, £,0) Vg (@)dade, (3.1)

onde o operador D (z, €, w) estd definido por (2.66), (2.64) e (2.65).

Das condigoes enumeradas na se¢ao 1.1, é imediato ver que (3.1) é linear. Pode-

! Adiante, o indice 1 de Q1 serd interpretado como uma fungio constante F (z,&) = 1.

36
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mos calcular o conjugado auto-adjunto do operador D (z, &, w)

(peew) = [h(e(5-0)€)) (3 (s (5+0) )| o a
/‘ ( ( >£)><7<x’_<%—9>5)'( (~0))" do

= D &),

. T
onde w’ (A) = (w(—0))". Assim, se w satisfaz a condigao (2.29) , temos <D (x,€, w)) =
D (x, —&,w) e, portanto, pela defini¢ao (2.41),

Qui ) = [(F@.9) Dlo.~¢.) Vo wdodg
:/F?(x,_g (2, —€,0) /g (@)dade

= /F*(x§ (x,&,w) g (x)dxdE
= Qui1(F7),

ou seja, ()1 ¢ auto-adjunta.

Repete-se a demonstracao, dada no caso de um espaco plano em coordenadas
gerais, de que a uma fungao F' (x) somente da varidvel x corresponde o operador
Qui (F) = F(Z). Assim, verificam-se as propriedades ()1 (1) = Ie Qua (zh) = T+,
Para demonstrar que ()1 (p,) = P,, demonstraremos que em um espago curvo ainda
vale a férmula (2.71). Evidentemente, a demonstracao dada para esta férmula no
caso de um espaco plano em coordenadas gerais nao vale para um espago curvo, pois
supoe a existéncia de um sistema de coordenadas retilineas. Seja entao F' (z,p) =
THetn () ppy -+ - Pu, um polindmio homogéneo na variavel p, com T+ #» simétrico

em todos os indices. Vamos usar a defini¢ao (2.51). Temos

L0 . 0 0
F(I’_mﬁ_f) = (—th)" Tk () gem " e

Precisamos calcular as derivadas de D (x,&,w) em relagao a £. Pelo resultado do
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apendice D,

0 0
—7 1m0,
(=ih)"T dem agun

(o) DO
e < (o e P (== (3+9)¢)))
<5£“k+1 - afaﬂn <7 <x(

Usando a férmula (C.21) do apéndice C, temos

(=G, - CG) aaneol,

1 k
- (_1)k (E T 9) Vi - Vi 2)

) 0 1 1 ek
Fen " BE <fy (:1:', <§ - 9) f) H{_O = (5 - (9) Vs - Vi (2]

e, portanto, usando a defini¢ao (2.33) dos coeficientes C}! (#), o segundo membro da

0 0

35#1 aguk

equagao (3.2) fica

n

<_ih)n Hhn Z (_1)k Cy (0) (vm Vi |z)) (Vuk+1 o Vi, <$’) )

k=0

onde foram eliminadas as simetrizacoes dos indices das derivadas covariantes, pois
estao contraidas com T##* que é totalmente simétrico. Com este resultado, usando

a defini¢ao (2.35) dos coeficientes w}, podemos calcular

0 9,

ag:u'l afﬂn

(—ih)" T b D(z,¢w)

n

(i) T 3 (1) W (Vo Vi [2)) (T - Ve f])

k=0

£=0

Substituindo na defini¢ao (2.68),

n

Qui (F) = (=ih)" > (=1)" wix

k=0

« / Tt (1) (V1 .V 1)) (Vs - Vo (2]) /g (@)de
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A representagao da posicao é entao

n

(Qua (F)), ¥ () = (y] Qua (F) [¥) = (=i)" > (=1)F wpx

0

X /T#1~~';Ln (I) (vul S Vuk 6(—/1:(]?;;) (vﬂiﬁ-l e vﬂndj (CL’)) g (C(])dl’

O integrando desta ultima equagao pode ser escrito como

Vi ((vm . vukM> TH i () Vs -+ Vi ¥ (x))
g (z)

o (r—y)

) VT () Vi - V¥ (2)
g9 ()

. (vv

O primeiro termo é uma divergéncia covariante que se anula no infinito (por causa
da fungao 4). Assim, sua integral no espaco todo é nula (ver apéndice B). Esta

integracao por partes pode ser feita sobre todas as derivadas covariantes da fungao

§(x —y) /g (z), surgindo um sinal (—1)7. Assim,
(Qua (F)), ¥ () = (=il)" Y wiVy, .V T () Vi - Vi, ¥ ().
k=0

Portanto, o operador Q1 (F) = Qu1 (T""* () puy * - - Pp,,) €M UM €SPago curvo

na representagao da posi¢ao coincide com (2.71):

(Q%l (Tm-'-un (33) Pus - 'pun))x =

(—ih)" > WiV .V, T (1) Yy, -V,
k=0

n*

Assim, verifica~se o resultado (2.72), o que implica, por comparagao com a defini¢ao

(265)7 que Qo.ul (pu> = ﬁu-
Das propriedades da segao (1.1), resta ainda a demonstracao da existéncia do

limite classico. Daremos esta demonstracao depois.
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3.2 Covariancia de (), ; em espagos curvos

Vamos considerar uma mudanca de coordenadas ' = ¢ (x). Devido a propriedade

Qui (F(x)) = F(2), a equagao (1.8) permanece igual a (2.53),
i =Up" (2) U (3.3)

O resultado (2.74) depende apenas da férmula (2.71) e da defini¢ao (2.65), logo
continua valido em um espago curvo. Pelas relacoes de comutagao entre # e p,,, ela

Se escreve como

o Lo o ore .
Qw,l (Tapa) = Ta (w)pa—i-—[pa,T ($)]—h¢dlaxa ([L’)

2
or«
. (AN A s ! ~
= T%(Z) pa zh(2 w)@xa (z).

Fazendo T = 2%~ (o (x)), temos

— ox/m

oTe B 0%z Ox'
or® — dx'mdx! Ox

Podemos entao usa-la para calcular

x>\  Oz" . (1 0P 0"
Qus (rafys ) = g (0 @00 = (5 =8 ) 5200 (0 (00 G (0)

Ox'mox™
Assim, levando em conta (2.53), a equacao (1.9) adquire a forma

., 0z 0z oz’

1
= 2/ N T __q g 1 i —1 /At
p,u, 8x/u (.T ) Uan ih <2 W ) &pw(‘)x/'/ (Z‘ ) axa (gp (I’ )) . (34)

Suponhamos agora que os vetores |z) € R obedegam as condigoes (2.64), (2.65),
necessérias para a definicdo de D (z,€&,w) por (2.66) e consideremos os vetores
|z") = Ulz) € R'. A equagdo (2.53) e a unitariedade de U garante que as equacoes

(2.64) continuam valendo para |z')’, seguindo as mesmas demonstragoes contidas
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nas equagoes (2.60) e (2.61). Para demonstrar a equagao (2.65) notemos que

, 0x® ox®

@1 g @VURUT = 5 @) (@ Upal
ox® .
- o' () <x‘anT

Usando (3.4),

ARN] . a 1 . / "
(x| P, = —ih <8x’“ + (5 — 2w1> L, (l‘/)) (x|

/ / axa / —1 / 821'0‘ /83:/” -1 /
[ () = 5o (@) T (97 () + s () 5 (71 ()

- Qxle

¢ a conexao de Levi-Civita contraida I no sistema de coordenadas 2, pela lei de

onde

transformagao da conexao (ver apéndice B).
Assim, os vetores |2} = U|z) € R’ obedecem as equacdes (2.64) e (2.65), que

os definem a menos de uma fase global, e portanto definem o operador D’ (2, & w)

(-G ()

Pela propriedade (C.17) da funcao exponencial (ver apéndice C), temos U |y (z,€)) =
o (v (2,9)) = |7 (¢ (2), %—g )>, Esta propriedade implica em

em R’ por

/

w () db.

D)= [

UD (z,&,w)U" =D’ (so (z), ‘z—ﬁs,w> .
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Pela definigao (2.67),

UQu1 (F)UT = P (2,6) D' (gp(m),g—jf,w) Vg (x)dde

(09D (o), Gt ) VaTaldadg

F' (2, &) D (2, & w) /¢ (')dx'dE’
,1 (F,) ’

I
—— —

Il
Q
=

onde foi realizada na integral a mudanga de varidveis @’ = ¢ (x), ' = %—"Zﬁ , levando
em conta a lei de transformacao da transformagao de Fourier (2.43). Esta ultima

equacao demonstra que (), 1 € covariante.

3.3 Elemento de matriz de Q) (F)

O elemento de matriz de Q)1 (F'), dado por (2.67), pode ser calculado considerando a
normalizacio (2.64). Para tanto, vamos calcular o elemento de matriz de D (z, &, w),
dado por (2.66):

: /5[’(7(%—(%%)6)—y)éD(v(fm(

Yl D (2,&,w) [2),0 = () g(2)

N
I
>
~—
a3
~—
I
N
~—
€
—~
>
S~—
QU
>

Nesta secao, deixaremos explicita a dimensionalidade da funcao delta. O produto
das fungoes delta no integrando acima pode ser expresso como uma funcao delta de

dimensao 2D:

# (1 (5= (5+0)¢) =0) 8 (3 (= (5-) ) - ) = @00 - o).

onde (y,z) € R?P e definimos a fungao @y : R*’ — R?P,

o= (s (2999 (--4)9)
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Usando a lei de composigao para a fungao exponencial (C.16), temos

)

= (000 g0 -00))
( v, —05) { 19/3<x,—9£>D

¢, da mesma maneira,

y (a: (% - 9) s) — 4 (v (. —06). § {_iew, —95)}) .

Definindo a funcao ® = @,

—1 1
podemos expressar @y através de @ e do fluxo geodésico (C.13) como
(I)9 ('Tﬂ 6) =& (T—€ (l’,f)) )

0 que permite representar o elemento de matriz de D (x,&,w) como

{ylor D (2,6, w) |2)1 = 0% (@ 2,8)) = (y,2))w (0) db.  (3.6)

el ™

Podemos simplificar a funcao delta na equacao acima usando a propriedade

-1
dt<g£ >| 5w =),

onde 7y sao as raizes da equagao f(x) = 0. Precisamos, portanto, encontrar as

6(f(2) =)

raizes da equagao ® (T4 (z,€)) = (v, z). Esta equacdo é equivalente ao sistema

@(:Z‘,@ = (y,2)
T_Q(IL‘,f) = (f,g)

A segunda equagao tem solugao imediata (z,£) = Tp (:E, @, através da propriedade
(C.15). As solugoes da primeira equagao estdo em correspondéncia biunivoca com
as geodésicas que unem o ponto y ao ponto z. De fato, seja K (1) uma geodésica,
com K (0) =y e K (1) = 2. Entdo v (y,() = z, com ¢ = K (0), e o tamanho do
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Y

Figura 3.1: Ponto médio e vetor tangente a geodésica que une y a z.

vetor ¢ é igual ao comprimento (C.2) da geodésica K, ou seja, g, (y) ¢*¢¥ = S [K].
Definindo & = v (y, (/2) e £ = 26 (y,(/2), temos, pela lei de composicao (C.16),

1(736) = 100D B0 = .0 =5
1(25€) = 10002 -80.02) =10 =

ou seja, ¢ (j,f) = (y,2). T é o ponto médio da geodésica K, e £ é um vetor
tangente a K no ponto z, no sentido de z (ver figura 3.1). Pela férmula (C.7), seu
comprimento ¢ g,, (z) " = S [K]. Por outro lado, se ® (z,£) = (y, z), definimos
¢ = —26(z,3E). A geodésica K (1) = 7 (y,7¢) é tal que K (0) = v (y,0) =y e,
usando a lei de composigao (C.16),

k= (s (5.5 20 (5.06)) = (s 26) ==

ou seja, a geodésica K (7) une y a z. Assim, se existem n geodésicas Ky, ..., Ky
que unem y a z, com pontos médios Z(yy, ..., T() € vetores tangentes 5(1), e f_(n),
existirao n solucoes Ty (57(1), 5(1)), v Ty (ir(n), é(n)) da equagao ® (T (z,€)) = (v, 2).

Em seguida, precisamos calcular o determinante jacobiano da fungao composta
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O (T ¢ (x,8)) — (y,2). (y,z) é uma constante, logo o determinante procurado é

det (8(1)( e (5 5») — det < 8(8:) 5 (T_g (x,g))) det ( 88(2—2))

— de o0 . g (x)
= et (a@,f) (o ’5”) 907 (2, —08))"

onde foi usado o resultado da secao C.3 para o determinante jacobiano do fluxo

geodésico. Assim, levando em conta que T_g4 (Tg (f(n), E(n))) = (i(n), é(n)) e que

g9 (v (), béw))
( n)

g9 ()

Y

temos

2P (@ (Top (2,) = (1,2) _ x~_ 87 (2.8 = Ty (T €w)) (3.7)

9 g (2) = M (T, €my) 9 (7 (T, 0y) )

onde definimos a funcao

| Vo 0 (2.5€) 9 (3 (,39))

M@, = g9(x)

(g o) 6

(note-se que g(y) = g (v (Tw), 3€w)) € 9(2) = g (v (Zwy, 3€wy)) para todo k).
Juntando (3.6) e (3.7), obtemos

n

T Ew)|z) . = 1 52D((xvf)—Ta(@k)af_(k)))w
(Wl D (x,€, )|>w1—k§; M) / T gy e e

Pela definigao (2.67), podemos calcular o elemento de matriz de Q1 (F') como

Wlon Qo (F) |2)s = / (2,) (Yl D (2. 6,0) |2) 0 v/g (@)dade

3

x/ﬁ(x, ) @) — T (2w, g(k))\/g(m)dmdgw (6) do

9 (v (zw), 06w))
To (Zry, Ery) )

mf/\/gf—

O (3.9)
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onde usamos o fato de que

- Ty ROE (1 ) ) -
(@&)=Tno (Z(r) &) ) \/9 (v (Z k), ROEw)) )

A expressao (3.9), valida para qualquer funcao F', pode ser bastante simplificada no

g9(x)

caso particular de F' (x, p) polinomial em p. Neste caso,

- 0
F =F h—
(0.6 = F (it ) o(6)
¢ uma distribuicao cujo suporte é £ = 0. Assim,
F (T (2, €w)) =
sera sempre zero, a Nao ser que a equagao
1., _
77 (0, 06w) = 0 & &uy =

seja possivel. De todas as geodésicas K(;) que unem y a z, apenas a geodésica
minima C,, satisfaz esta propriedade (ver a secao C.2), quando y — 2. Assim, se F’
é polinomial, a soma em (3.9) se reduz a um tnico termo correspondente a geodésica

minima como

#.9)
1 Qua (F) |2) 1 3.10
(Ul Qu (F) 2. = xQ/J_7E§ (3.10)

onde 7 = Z (y,2) e £ = £ (y, ) sdo o ponto médio e o vetor tangente da geodésica

minima C,.. Vamos tratar apenas de fungoes polinomiais em p. Levando em conta
que a transformacao de Fourier ' — F atua apenas na varidvel p, a equacio (3.10)

pode ser escrita como

(Ul Qo (F) 121 = xQ/( ) (@ (@.8)w ) @.1)

O elemento de matriz da primeira generalizacao da quantizacio de Weyl QW' é

obtido substituindo w (f) = § (#) na férmula acima. Para esta quantizacao,

wlzz‘/ea(e)dezo.

Levando em conta que o fluxo geodésico obedece a propriedade Ty (E,f) = (i‘,@,
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temos

F

Wl @ (F)]2)y = (7) 2.8)
,€)

’1?]1 HI

—~
Rl
LC'D%T”‘

. 3.12
9(7) 12

3.4 w,l-simbolos

Como na se¢ao (2.4), dado um operador F ose F = Qw1 (F), dizemos que a fungao
F (z,p) é o simbolo do operador F segundo a quantizagao (), 1, ou o w, 1-simbolo
de F, que serd representado por F ;1 (z,p). As férmulas (3.11) e (3.12) relacionan o
elemento de matriz de um operador F com seu w, 1-simbolo e seu primeiro simbolo

de Weyl como

(Yl Fl2) = G @/( ‘“) (z,€)) w (0) do

, WA (
Wlo )y = (z.¢)

M (,6) Vg (2)

onde 7 = 7 (y,2) e £ = £(y, 2) sdo o ponto médio e o vetor tangente da geodésica

minima que une y a z. Pela equagao (2.69), temos

Wlos B2 = €' (MVIOIVIR) (1 oy

Levando em conta que y = ~ (f, _713 ez =7 (57, %), temos a relagao entre o

w, 1-simbolo e o primeiro simbolo de Weyl

—_—~—

FWA(2,8) = Ay (2,6) ¢_/( )To (z,8)w(0)do,  (3.13)

onde definimos a funcao

At (,6) = e (myo((m30))my/o(5(=.56)) (3.14)
= exp (iwlé‘“FM (z) + 0 (&%))
1+ iw T, () — (W' T, (2))* + 0 (¢%) .

A expansao de In \/g (v (z,£1€)) decorre de (C.25).

Esta expressao pode ser colocada na forma de uma série de poténcias de h. Para
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tanto, precisaremos do resultado a seguir. Consideremos uma funcao A (x,€) que é a
transformagao de Fourier em relacao a p de A (z,p) dada por (2.41). Pelas féormulas
(C.11) e (C.12), podemos calcular a derivada

ATy (.6)) = LA (ap.0)

do do )
0A DA
= g (7 9, 80) &g — oen (2o, o) Tl 5 (o) £5&5. (3.15)

A multiplicacdo de A por &# corresponde A derivacio —zh de A pela transformacao

(2.41). Desta maneira, o primeiro termo pode ser escrlto como

OA EX

@(:p%é_@) ggt - a M (x6’7§9>§
82A
t axuap ( 9759)
Analogamente, a derivagao @ de A corresponde & multiplicacio de A por _%Pu-
Portanto, o segundo termo pode ser escrito como
0A 1
(20, 80) Thag (0) £5€5 = —+(puA) (w0, &) Thag () £5€
ocr h
= 5 (ThpA)” (0. 60) &5
0? -
= th(T% A :
(g ) (00,60
Assim, a derivada (3.15) pode ser escrita como
d :
— A(Ty (2,€)) = CiRAA (Ty (z,€)), (3.16)

de
onde definimos o operador A’ que atua sobre as funcoes cldssicas como

0*A 2
- K -
81‘“8]?” (:E,p) + Faﬁ (ZL’) 8po¢apﬁ (pHA (xap))

& 9 ) &
- ( + 2Fa (I‘) a_pa +p#Fo¢ﬂ (I) apaapﬁ> A (Z‘,p) :

ANA(z,p) =

Naturalmente, como o segundo membro de (3.16) ainda é uma fungao de Ty (z,§),
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valem as formulas

%A(Tg(z,g)) = ((—ihA")" A)™ (Ty (x,€))
AT @) = (i) A (@6).
0=0

Finalmente, podemos expressar A (Tp (z,€)) como uma série de Taylor

~

ATy (2,6)) = (Z%(—mw) (2,6 (3.17)

Para expressar (3.13), precisamos saber como o operador A’ opera sobre A (z, p) =
F(z,p)/+/g(z). Levando em conta a férmula (B.2) e que

0 1 1 0 1 1
= In = — r,(z),
850“( 9(%)) g (x) 0" ( g(l‘)) 9 (z) ()

e, portanto

= AF (z,p)
g (x)
~n [ F(z, 1 n
ay (Bl AF (2, p)
g(x) g (x)
onde definimos o operador
o? 0 u 0?
_ 1
8xl18p“ +Ty (‘x> ) + Dy Ozﬁ( ) apaapﬁ (3 8)

Temos assim, usando a férmula (3.17), a expansao

F o)) = 1 — ()" .
(ﬁ) Ty (1,€)) (Z L (na) F) (.6),

g9 (z)
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e, portanto, a desejada expansdo em poténcias de A de (3.13)

~

o
o~ n

FV1(2,6) = Au (2,8 <Z%<_m>m,1> (2,€)

~

0\ W n
= <Aw1 (I, —’Lha—p> Z F (_hA> Fw,l) (ZL’, 5) ) (319)

onde definimos o k-momento da distribuigao w ()

w" = / (i0)" w () de.
A transformagcao de Fourier (2.41) é inversivel. Logo, a equagao (3.19) implica

FWA (2,p) = A (LU, —2712) Z %T (—hA)" Fyq (z,p) . (3.20)

Note-se que o expoente de (3.14) é uma fungao impar, logo a extensao analitica de
A1 para o argumento £ imaginario A, <:z;, —ih(%) é real. Definindo a funcao € (k)

pela transformacgao de Fourier (2.25), vemos que

dr§}
dkm

(0) = w™ (3.21)

Assim, a equacao (3.20) pode ser escrita como

0

FVt (z,p) = A (a: —iha—) Q(=hA) E,; (z,p). (3.22)
P

A condigao de normalizacao w® = 1 implica em 2 (0) = 1, como no caso do espago

plano. O operador A é a generalizacao a espagos curvos ou planos em coordenadas

gerais do operador (2.39). De fato, se x sdo coordenadas retilineas em um espago
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o1

plano e 2’ = ¢ (x) s@o coordenadas gerais, e F' (z,p) = F' (2/,p') = F’ ((p (x), %p),

82
Ox+0p,

o 0 gr \ 0
@8_@}: (90(33)7%19) = 5

O*F' () % ox'® dx
(p x 7ax/p

(8F’
0P op, Ozt Ox'™

opl,

F (z,p)

+

(v

oz’

ox
(iL‘) ) %p

OF (o 00 ) o 0
p(x), 5op

Ops0pL, ox'® Ozt
2 (o). 22
o \ 20 5

OF' 0 (
OPF Q%P O™

(

ox
a]:/a
OF’

O*F'

ox'P

)

)

0%zt

)

ox'P

D

Opl,0pl, D0’ dae
OF L, OF
op0p,

Ox'tp,,
O*F'
Ox'top,,

/ /

3.5 Propriedades da fungao M (z,¢§)

Definindo a fungao
Yo (2,8) =" (x,af),

podemos expressar a fun¢ao definida por (3.8) e (3.5) como

\/g (7—1/2 (z, 5)) g (71/2 (%5))

M(z,§) = f(x,€),
g9(x)
67—1/2
od —L=
P = Jaer (500 0.0)| =t | o,
(wa 5) e
onde as submatrizes D x D sao

0y, O Catt
i B
’Ya ’YG ’Ya
afya _ 875 _ Ozl Ox? oz P

ox ox? :
np ol P
ozl 0z? oz
e O Mg
el Be2 deD
" e O a
NMa _ NG _ el De? deb

23 og” :
NP P b
el g2 eD

+—T ().

3’7—1/2

‘9’71/2
0¢

)

op., 0x'POx'™> O+

oxt
ax/a

)

(3.23)
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A funcoes \/g (")/_1/2 (x, 5)) g (71/2 (:L‘,f)) e f(x,€) sdo claramente pares em &. As-
sim, por (3.23), deduzimos a propriedade de que M (z,§) é par em ¢&:

M (x7€> =M (]7,—5).

Em um novo sistema de coordenadas

ox'™ ,  Opt

P =p(a), &= S = 2

- Oz

(x) &, (3.24)

M’ estd definida como

\/g’ (7’_1/2) g (’Vip)

M (2, €) = (¢ 3.25

(@ €) e (@' €) (3.25)
8'Yl,1/2 87/,1/2

f/ (x/7 6,) = |det 63:{:/2 8252 , (326)
ox’ ¢’

onde 7/ (2',&') =+ (2',a¢’). Pela lei de transformagao (C.17)

i (@, &) =" (2 ag’) = ¢! (v (2, a8)) = ¢" (74 (,€)),

onde 2’ e &'se relacionam por (3.24) (o que implica que (a&’)" = %ﬁ: (ag)” =
gﬁf (x) (a&)”), temos

O %( ) Oy 027 L oe o’
ox' Oz M\ 0P Oz OEP Oz

Onf - _ 0 O 087 d¢" () 2 Oz
aew— are Y 9es ggw T Gre V1 9g gam
onde usamos a transformacao inversa z# = @ 1# (1), 4 = gj,’i &"”. Definindo as
matrizes o - o
® x
Al = a)> B", = ) ch, = )
“ ox” (%) ox" ox'™

expressamos [ (3.26) como o médulo do determinante da matriz

3
A 5’7_1/23+A2M(j A, 22 p
2 O 2 % 2 %

A 0 Sz Douz\ (g I 0
° 6’Ylgc/z 012 -1 ’
0 A, e 0 B )\ B'C I

(Al%—lﬂB—i—Al%C A1871/2B>
i 3 2—
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Levando em conta a férmula (B.3), os determinantes envolvidos sao

A
det( 2 0) = ‘detA%ldetA% = 9(7 1/2) 71/2)
0 4 7 (1 m) ’(7 /2)
det B0 = \detB|2:M, det
0 B g9 (z) 10 I

Assim,

po | 900p) | gbnp) g@)
g (7’,1/2) g’(%/z) 9 ()

Pelas definigoes (3.23) e (3.25) vemos que M se transforma como um escalar:

M (2,8) = M (2, ¢). (3.27)

Se o espago é plano, existe um sistema de coordenadas em que g, ¢ constante

igual a (2.17) e, portanto, I, ; = 0, o que implica v (z,{) = = + {. Neste sistema

I —%I
det =
I %I

Pela férmula (3.27), M (x,£) = 1 em qualquer sistema de coordenadas.

de coordenadas, g () =1e

M(*%f) :f(l',f) =

Vamos considerar a expansao em poténcias de & e & de M (z,&) e M’ (2/,¢),

Mgw

usando a lei de transformacao £ = 357

M(z,§) = ZMM o () E LG

M (2,€) = ZM,H o ()€

, Oz’ ox'Fn
= ZMM o (&) S

oz Oxvr

o que implica, pela igualdade (3.27)

Ox™ Oz (3.28)

ax“l axﬂn ’

My, (2) = M., (2)

ou seja, os coeficientes M, ..., (x) sdo tensores. Isto permite calcular os primeiros

termos da expansao em um sistema de coordenadas mais simples. Para tanto, o
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melhor sistema de coordenadas é o sistema de coordenadas normais (ver apéndice

C.2). Se z sao coordenadas normais, entao, pela férmula (C.27),

7(0,§) =& & 7. (0,§) = a&. (3.29)
Esta propriedade implica que

ol
ocv

(0,€) = ady,

8%

embora (0,€) # 0 em geral, ja que a férmula (3.29) sé vale no ponto x = 0.

Assim, nestas coordenadas,

8’771/2 0 oy 1/2 0
1(0.6) = da<a%2<@>8%2@®>|

(0,¢) (0,¢)

og
8EW@—y

1
2
8

et “”Woa 2(0.6) 0
a’Y1/2 (0 5) %I

1 0y 0y
w@(a”ma ;m@)

l
(%00 2 00)|

et (aﬁx (7 (x, —%5)2+ v (2, %@))

Usando a expansao (C.25), temos

=0

" 1 H 1
i (ac, 26); v (a:, 25) =zt — %FZ,B (2)£*¢° + 0O (54) ’

e, portanto,

Pela férmula det (I + A) = 1+ trA + O (A?), temos

1 8F“

F0.6=1- ;==

0)¢*¢" +0 (&%) (3.30)
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Por (3.29), temos

9(1(0,8)) Vg (af)
9(0) g (x)
. 10 weg 10 3
- e 2O L Gee T 10(@),

Levando em conta a férmula (B.2) e que em coordenadas normais a conexao de

Levi-Civita é nula

g (’Ya (Oa g)) _ 8 9 1 8\/_ 3
e G (Vi) o)
= 1+ Zee 4 o(@).

Assim, vale a expansao?

\/9 (’7—1/2 (0, 5)) g (71/2 (0, f))

g (z)

_ 1 e’ ﬂarﬂ ? 4

- (14552 0) +oe)

_ 1 « ﬁarﬁ 4

= 1+ 45 3 o 0)+0 (&Y. (3.31)
Juntando (3.30) e (3.31), temos

Moo = (1+30¢520) (1—%”—

Oz
101, 19T
<8 Ox+ - (0) - 49z

0ee) +0 ()

(0 >) e 10 (¢,

Pela férmula (C.30), temos

M(0,6) =1~ ZRus (0)6°€7 + 0 (€").

onde R,g ¢ o tensor de Ricci (B.7). Dado que os coeficientes da expansao de M sao
tensores, ou seja, se transformam pela lei (3.28), a férmula acima vale em qualquer
referencial. O ponto 0 em coordenadas normais corresponde a qualquer ponto do

espago, logo em qualquer ponto x e em qualquer referencial
1 «
M (@,6) = 1= 2o (2) §°€" + 0 (&) (3:32)

2A precisao é O (£*) porque a fungao \/g(%lm(Iil))g(%m(m’f)) é par em &.
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3.6 Forma geral de (), em espacos curvos

A férmula (3.11), junto com a observacao da segdo anterior de que em um espago

plano M (z,§) = 1, mostra que em um espago plano

—_—

Wl Q)2 = [ (2] (8 (@.6) )

Assim, podemos considerar uma generalizacao de (), a um espago curvo qualquer

correspondéncia (), = cujo elemento de matriz seja dado por

(Ylor Qu.r (F) [2)0 = ((xx% ( > (Tp (z,€))w (3.33)

onde a funcdo F (z, &) obedece a
1. F(x,&) =1se R,ap =0 (ou seja, se o espaco é plano)

2. F é um escalar quando definido em diversos sistemas de coordenadas, isto é,

F(x,&) = F (2, &) (equagao 3.27) pelas transformagoes 3.24
3. F(z,0)=1

4. F (z,€) éreal e par em & (F (z,§) = F (z, =£)).

A propriedade 1 implica que o elemento de matriz (3.33) é idéntico ao elemento de
matriz de @, (F') se o espago é plano e, portanto, @, # pode ser considerada uma
generalizacao de (). A propriedade 2 é necessaria para garantir a covariancia de
Qu,7. As propriedades 3 e 4 serao necessarias para demonstrar propriedades bésicas
de Qu.7 (F) e o limite cléssico.

O operador @,  (F') pode ser expresso levando em conta a normalizagao (2.64)

como

Qur (F) = / Wl Qo (F) 20 1) (el VI @Ay (e (3.34)

A definicao de @), » contém a definicao de @), 1. De fato, Q.1 = Q. r quando
F ¢é a fungao constante F (z,§) = 1.
A generalizacao da quantizacao de Weyl se define usando w (0) = 6 (), da mesma

maneira que para a deducao de equagao (3.12):

W _F@9 _ F (@8 F(z.
<y’oQ (F) ’Z>0 (:17 g)( ) (m 9 M (j’g) \/m (3.35)
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Dado um operador F', definimos o seu w, F-simbolo como sendo a funcao F,x(z,p)
tal que P = Qu.r (F, r) e o seu segundo simbolo de Weyl como sendo a funcao
FW7 (z,p) tal que F = QWF (Fw’f), da mesma maneira que na secao 3.4. Uma
comparacao entre as férmulas (3.33), (3.35) e (3.11), (3.12) mostra que a relacao

entre F, e FV¥ é a mesma que entre F,; e FW'! isto ¢,

FY (2,p) = An (Jr —iﬁg) Zw— (=hA)" F, 7 (2,p)

nl
= Au (x —m—) QO (~hA) F, 5 (z,p) . (3.36)

—~— —_~—

As equagoes (3.12) e (3.35) mostram que existe a relagao FW-! (z, &) = F (x,&) FW7 (x,§),
ou seja,

FWVA (g, &) =F (g; —z‘ha%) FWVF (,€). (3.37)

O primeiro simbolo de Weyl pode entao ser expresso em termos do simbolo F,, r

como

FWVA(z,6)=F (x, —Zh%) A (a:, —2h§p) Q(—hA) F, 7 (z,p).

Pela igualdade (3.22), podemos expressar F,; através de F, r:

Fui(z,p) = [Q(=hA)] ! {Awl (x —ih%)]_l X

x F <x, —ihg) A <x, —zhag) Q(—=hA) F, 7 (z,p).

op p
O operador A, (:U, —ihg—p) comuta com F (m, —iha%); logo temos a expressao
1 L0
Fo1(z,p)=[Q(-hA) T F (x, —zha—p) Q(—hA)E, 7 (x,p).

A igualdade Q,  (F,, ) = Qu1 (F,1) permite entdo expressar concretamente @, »

CcOo1mo

_ 0
Qur (F) = Qus (IR (-] F (w-in ) 0-h8)F ). 339
Esta expressao permite demonstrar as propriedades basicas de @), z. O operador
Q(—hA) é real, pois A é real e as equagoes (2.29) e (2.25) implicam que a fungao

Q (k) éreal, e F <x, —ih%) também ¢ real, pois F (z,&) é par em £. Assim, se F' é
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real, [€2 (—hA)]fl F (:r, —ih%) Q(—hA) F também é, o que implica, pela equagao
(3.38) e pela hermiticidade de @, 1, que Q, 7 (F) é um operador auto-adjunto.
Assim, @), 7 é uma quantizagao auto-adjunta.

Seja F' = F' (x) uma fungao apenas de x. Temos a%F = 0 e, pela defini¢ao (3.18),
AF = 0. Pela condicao (2.27), temos €2 (0) = 1. Pela propriedade F (z,0) = 1,

[Q(—hA) ' F <x 0 ) Q(=hA)F =[Q(0)] ' F(2,0)0Q(0)F = F.

—ih—
) ? ap

Portanto, pela equagao (3.38), Qu.r (F) = Qu1 (F) = F (). Isto implica em parti-
cular que Q7 (1) = I e Qu.r (z) = &,

Consideremos um polinémio 7% (z)p, de grau 1 em p. Pela defini¢do (3.18),
temos que Q (—hA) (T* (x) p,) é também um polinomio de grau 1 em p. A estrutura
F (z,€) =1+ O (€?) implica entao que

[Q(=hA) ' F (x 4}1(%) Q(—hA) (T* (z) p,)

= [Q(=hA)] " Q(=hA) (T" () p) = T" (2) .
Assim, pela equagcao (3.38),

Qur (T (2) pu) = Qun (T (x) pu) , (3.39)

em particular,

Qu.r (pu) = Qu, (pu> = Dy

3.7 Covariancia de @),

Pela definigdo da quantizacao @, r (F') (3.33) e do fluxo geodésico (C.13), temos

(Y] Qu.r (F)|2) = % (%) <7 (z,0¢) ,%ﬁ (5:,95)) w (0) df,

onde T e £ sao o ponto médio e o vetor tangente a geodésica minima que une os

pontos y e z. Pela lei de transformagao (2.43), a equagao acima fica

—_~—

_F@d) H z 0 (7 L5z w
W@ M)l = 17 % (=) (¢ 0009 . 55 (2 2.09) 36 (5.06) ) @) 0
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Pelas leis de transformagao (C.17), (C.18) da func@o exponencial, e pela lei de trans-

formacao escalar 3.27 a qual F também obedece,

W (Pl = o -?) / ( Ff) (7’ (+.08) . 15 (m',ef">)w<0>d@

com 7' = (T) el = %—”i () €. Pela lei de transformagao (C.17),

0 (fﬁ ;5’) = ¢ (7 (f _715)) =oy) =y
o (;c’, %5’) = ¢ <v (fv %5)) =p(z) =24

e, portanto, Z’ e & sdo o ponto médio e o vetor tangente & geodésica que une 3y’ a 2/,
no sistema de coordenadas *’ = ¢ (). Assim, o ultimo membro da equagao (3.40)

é o elemento de matriz (3.33) nas coordenadas x’. Temos, portanto, a igualdade

Wl Qur (F)|2) = (y' Q, (F) )"

Precisamos agora determinar a forma das equagoes (1.8) e (1.9) para a quan-
tizagdo Q) 7, que definem a transformagdo linear U : R — R’. A propriedade
Qu,r (F (x)) = F () determinada na se¢ao anterior mostra que (1.8) tem a mesma
forma (3.3). Pela equacdo (3.39), vemos que continua valendo a forma (3.4) para
(1.9). Isto mostra que, assim como na secao (3.2), se os vetores |x) € R obedecem a
(2.64) e (2.65), entdo os vetores |2') = |¢ (z)) = U |r) € R’ também as obedecerdo,
no sistema de coordenadas ' = ¢ (z).

Podemos agora calcular UQ,, » (F') UT usando a expressdo (3.34), usando a rela-

gao Ulz) = |¢ (x))

/u

UQur (U = [ (4] @ur ()2}l ) {0 () Vo /5 (e
- / W1 Qs (F) ) ) (' Vg (v)dy' Vg ()d
= QZU,]‘— (FI> )
onde fizemos a mudanga de variaveis y' = ¢ (y) e 2/ = ¢ (Z') na integral, levando em

conta a transformagao do elemento de volume (B.4). Esta equag¢ao mostra que @,

é uma quantizacao covariante.
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3.8 Produto de simbolos e limite classico

Pela definicio (3.35), o elemento de matriz de um operador F' = QWM (F) se

relaciona com o seu M-simbolo de Weyl F' por

N —~

(I Flz) = Fy (2 (y,2),£(y,2)),

onde definimos F, = F//,/g. O produto *w ¢ de simbolos por esta quantizacao é
tal que QWM (F s+wm G) = F@G, logo

WG |2) = (Frwa G),) (7 (5,2),€(5,2)

Pela normalizagao (2.64), a completeza dos estados |z) implica em

WFG1 = [0l Flu) (0l G 12) Vo Tw)du

Assim, podemos expressar o produto de simbolos *w ¢ por

~

((Frwai @) 5) (7 2).€(0:2) =
//]Fg(x(y,w),f(y,w))a;(x(wz wz)\/ w)dw. (3.41)

Queremos expressar o produto sw a até a ordem de h. Sejam z = T (y,2) e
£ =¢&(y, 2). Temos y =7 (1’, _715) ez=r (93, %f) Pela expansao (C.25),

ct = y“ —;- ok — gt ;quz ( )5“15”2 +0 (5 ) (3.42)
1
V= g = € T, (1) €67 O (€) (3.43)

Usando (3.42), para uma funcao qualquer A (x,p), temos

Az,6) = A(c,O)+ le,u( >5~1£M (c & +0 (¢

h2 03A -
— A(C,f)—g (FZLUQ (iL‘) W) (C,€)+O(h4) .

A relagao (3.43) entre I* e £ pode ser invertida como

1
=" — —T" (x) (M2 L O (15) 7

A8 Hik2p



CAPITULO 3. GENERALIZACAO DE Q. A ESPACOS CURVOS 61

o que implica

A(e,&) = A(el) - 1w ()zmzwwgé4 (c,) + 0O (1)

48 H1p2 043

. 1 N
= A(e,l)+ ﬁEF/’le% (z) 1M1 12142 (p, A)™ (e,1) + O (l5)

~ h? 03 (p,A) ~
= A T+ . e A 4 .
(e, 1) — i ( t s (T) 3]9#1317“23]?#3) (¢,1)+ O (h )

Temos, assim, o resultado

fl(f(y,z),g(y,z)) —fl(y—;z,z—y) +0 (h?).

y;rz = z —y, podemos agora escrever a equacao (3.41)

(?H_w _y)@(w;z,z—w)mazw+o(h2)
(g;_Z;w, _ )(Z,(Hw;y,z_w)mdw

+0 (1?). (3.44)

Com as definigoes x =

CcOo1mo

(Frwni6) ) @0 = [
/

Chamando temporariamente n = w — y, ( = z — w, o integrando ¢ igual a

E(UC—%W)(TQ(??‘FQC) -
(’E(m)—%ai(x WO )) (@(%CH%%(%CHOW))-

As igualdades

—

L 0G ~ 8F

apz (QT, C) ) nqu (‘T’ 77) —ih—* (:L‘ 77)

"Gy (x,¢) =
implicam que
2 )

il (OF, G, OF, oG,
<a “ (15;77) ap;} (]J,C) - Wi(xvn) 8x5 (x,()) +O (h2) :

Fy (o= 5) G (o4 16) = Foloan) Gy (00

2
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Pela definicao F, = F/,/g e pela féormula (B.2), temos

OF, & (1 \ 1 [OF
w—@<ﬁF)‘ﬁ<% ).

e, portanto,
E(ﬁv g,n)@(aﬂrg&)—gg@ﬁ(wn)m 9 2;7(;)><
x((%—mF)N<x,n>§i<,> O e (28 1) <>>+0<h2)
- P G0
o (?f (@) g“f (@,0) - g e 28 <x,c>)

P p ) (Sj (51) G :6) = F o) 50 <>>+O(h2)

Assim, a integral (3.44) se decompde como uma soma de 3 integrais

~

((F S G)\@) (@.6) =L+ L+ I5 + O (12

1 _
[1 = M/ o .T i/\/ dU)N
ih oF oG oF aG
I, = 29@)/((%# (%ﬁ)a—m(l‘;@—a—m@ )v w)dw
ih or ~ ~ aG
I - 29@)@(@/(%@ DGO -Fan G @ )\/ wydw

Nestas integrais, F' e suas derivadas sao calculadas em (x,7n) e G e suas derivadas
sao calculadas em (z, (). Vemos assim que as trés integrais Iy, Io, 1, sdo convolugoes

da mesma forma

/ﬁ(x,n)é(m,()\/g(w)dw:/ﬁ(x,w y)G (x,z —w) /g (w)dw.

Estamos lidando apenas com fungdes polinomiais de (z,p). Assim,

Flo,w—y) = (x ma@k)a(w—yM)

k=0
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e, portanto,
/ F (2,1) G (2,) v/g (w)duw
=F (a:, mﬁikl) G (a:, mﬁik:g) /5 (w—y+k)d(z—w+ky)g(w)dw .

L 0 0
=F <x,zha—kl) G <x,zha—k2) S(E+ k1 + ko) Vg (z+ ko)

k1=k2=0

Por causa da fungao 6 (£ + k1 + kz), ke = —€ — ky, logo

S+ ki +k)\g(z+ky) = 5(5—1—/{:14—162)\/9(2—1—%—%—%)

ko — k
_ 5(§+k1+k2)\/g<x—|— 5 1).
As regras de comutagao que seguem de (B.2)
0 by — k) k—k\ (0 1 by — ky
s (++252) = oo+ 57 (g oo (++252))
0 by — k) k—k\ (0 1 ky — ky
s (++252) = ol 255 (g (++252)

implicam na forma

/ F(2,n) G (2,0) /g (w)du

_ L 0 L0 ko — k1

k1=k2=0
B L0 ih ko — Ky
_\/g(:c)F<:c,zhakl— 21““ <x—|— 5 ))x
L0 ih ko — ki
xG (I‘, Zha—kz + ?F“ (LE’ + 9 >) ) (g + ]{31 + ]{32) R

Os operadores F <x, z'ha%l —r, (z + @)) podem ser expandidos até ordem de



CAPITULO 3. GENERALIZACAO DE Q. A ESPACOS CURVOS 64

h como

0 th ky — ky _
F (I,Zha—kl — ?Fu (LE+ 5 ) =

.0 ih ky — k1 \ OF 0 9
F(x,zha—kl)—gfu(x—i— 5 )a—pu<x,@hak1>+0(ﬁ)

G ih ko — Ky -

Assim?,
[F @60 Vol -
g(z) {F (x,ma%> G (I’ma%) n %Fu (x+ ko . k1> y

0\ 0G 0 oF 0 G
X [ (x zhak ) o (:v,zha—kz) 3pu (1’ zhakl) G (a:,zha—k?)}} X

X 0 (&4 K1+ ko)ly,_p,—0 T O (ﬁ2>

- {e (cog)e(eag) B

[ (08) 3 ()i (o) oo o0

=/g (x)FG (x,8) +/g (az)%ifu (x) (F% — a—FG> (x,&)+ O (hQ) . (3.45)

Op,  Opy

Aplicando esta férmula a integral I; até a ordem de h, temos

I — — ih T (FaG oOF

1
——FG (z R ——@G T O (h?) .
g(a:)F <,£>+2mu< ) (z,€) + O (1)

Op,  Opy
3Deve-se notar que

0 ih ko — k1 _ @ ko — k1 i 9
(wzhak1)< Fu<x—|— 5 )>—<2Fu<x—|— 5 ))F(mzhakl>+0(h)
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Precisamos aplicar (3.45) apenas até a ordem h° as integrais I, e I:

L = %{%(M)w(ﬁ)
ih OF OG\"~ ,
Iy = Q\/TT@FM(.CE) (a—mG—Fa—m> (z,€) + O (B?)

Finalmente, podemos expressar a integral (3.44) como

L (Fawa @) (5,6) = 2 FC(2.6) + — (.G} (2,6) + O ()

Vg (@) g () 2\/g ()

ou, eliminando as transformacoes de Fourier,

(F *wm G) (x,p) = FG (z,p) + % {F,G} (z,p)+ O (hQ) . (3.46)

Esta equacao mostra que o produto de simbolos *w a¢ obedece as duas condigoes
(1.3) e (1.4)

1
lim — (F w,m G = G ow o ) = {F, G} (3.48)

e, portanto, a quantizacao QW™ tem limite cléssico.

Pela relagao (3.37), temos

FVA(z,6)=F (:c —z’ha%) FVT (2,6) = M (:c —ih%) FWVAM(g€)

e, portanto,

FWVT (2,6) =G <x, —ih%) FVWM (3, €),

M (z,§) 1
2,6) = 2220 =14 —Gup (1) €267 + O (&Y,
com Gup () = Gga (). A estrutura da expansao de G (x,&) decorre do fato de que
tanto M quanto F terem esta mesma estrutura. Esta relacao permite expressar o
produto de simbolos #w r segundo a quantizagao QV". Sejam FW-* FWM GW.F

e GWM o5 F- e 0os M- simbolos dos operadores F' e G respectivamente, entao

FW,}' *w.F GW,}' =G (FW,M FW M GW’M)
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onde G =@ (93, —ih%). A relacao inversa FWM = G-1FW:7 permite entdo expres-

sar xw 7 em termos de *w ag COMO
FxwrG=G ((gle) *W M (gflG)) :

Pela expansao de G (z,§), temos

h? 0?
F G = F G—— |Guyg——— (F G
kW, F W, M 5 [g 3 apa3p5< swom G)
O*F 0?G
— (g, G- F Y ——— O (h).
(g 5(9])&8%) kW, M W M (g ﬁ@paapgﬂ + O (1"
Substituindo nesta expressao a aproximagao (3.46),
OF 0G
F G=F G — h*Goy——— + O (K).
kW KW, M g 5o o5 +0 (I°)

Esta igualdade implica que Fsw G = F sw. G+ O (R?) e, portanto, vale também

para *W,]:
i
(F swr G) (x,p) = FG (z,p) + % (F,G} (2,p) + O (12).

Esta expansao mostra que o produto de simbolos *w r também obedece as condigoes
(3.47) e (3.48) do limite cléssico.

A férmula (3.36) pode ser escrita como

FW’J: (Z‘,p) = OFw,f (l’,p) ’

O =AMy <x —ma%) Q(—hA).

Pela férmula (3.21), a fungdo Q tem a expansdo Q (k) = 1 + w'k + O (k?). As

férmulas (3.18) e (3.14) implicam nas expansoes

1 82 I 62 2
O = 1—hw axu—%+puraﬁ($) +0 (),

8paapﬁ
> +0 (1)

2 2

9]
-1 _ 1 "
O = 14+ (("):p“@pu +pulhs ()

apaap,@

Podemos agora relacionar os produtos *w z € *, r da mesma maneira que foi feito

para xw 1 € *w r:

Fx,rG=0"((OF)*wr (0G)).
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Usando as expressoes para O e 071,

2 2

— 1 - W=
Fx,7rG=Fx*wrG+ hw [<8x“(3pu + Puraﬁ 8pa8pg) (F *w,r G)

O*F O*F 0?G 0°G
B L F = L I

+ 0 (n?)
Dentro dos colchetes, podemos substituir as aproximagoes F sw G = FG + O (h),

2 o2
_— M, —— | (F
0+ 0p,, tPutag 8pa6pg) (FG)

0*F O’F 0’°G 0°G
Y (T ol R i |
(c%ﬁl‘c?pu Pt ag 8pa8pg) G+ <3:L‘“8pu tPukag 8pa8pg)]

Simplificando as derivadas, obtemos finalmente

F*MIG:FG—F%{F,G}thwl K

F*w,]:G = FG—F%{F,G}
| OF 0G ~ OF 0G . (OF 0G ~ OF 0G
+ +p %, +
Ozt Op,  Op, Ox* Opa Opg ~ Ops Opq
+0 (1?).

A quantidade entre colchetes é simétrica pela permutacao de F e G. Assim, o
produto geral %, r obedece as condicoes (1.3) e (1.4), ou seja, a quantizagao geral

Qw7 tem limite classico.

3.9 Quantizacao da particula livre em um espaco

curvo

A particula livre em um espago curvo com métrica g, () tem hamiltoniana

1
H (l',p) = %gwj (JJ) PuPu-

O resultado (2.75) depende da expressao (2.71), que vale para a quantizagao @, 1
como foi demonstrado na segao 3.1. Assim, na representacao ¢ () = (x|, ¢) para
o espago de Hilbert R,

1 0

, 0
(Qu1 (H)), = —%%@\/ﬁg“ py
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A quantizacao segundo @, 7 pode ser calculada através da férmula (3.38). Pre-

cisamos calcular a agao do operador A (3.18) sobre H:

1 0? 0 0?
AH = — I',— r“ P70 Do
2m <0$”8pu * Opa + Pu O‘ﬁﬁpa@w) 9" PoP
Pp 8913# po p o
— L (Y99 T, +T =0
m (axﬂ 9 T apd

Pode ser verificado que a expressao entre parénteses acima é zero usando a expressao

(B.1) para a conexao de Levi-Civita. Assim,
Q(-hA)H =Q(0)H = H.

A expansdo F (z,£) = 1+ 3 Fug (z) £26° 4+ O (€*) postulada na secao 3.6 implica que

0 1 h? 0?
Fla,—ih\H = — (1-—F v
2

v h (04
= %9" (x)pupu—% ws (1) g7 ()

1 h?

= —g*v —R
579 () pupy + - (z),

onde R () é o escalar de curvatura.
Observando que A (Fag () g% (2)) = 0, pois Fag (z) g*” (z) nao depende de p,
podemos calcular @, 7 (F) através de (3.38):

Qur (H) = Qua <[Q (=hA) P F (:c —z'h(%) Q (—hA) H)
= Qui ([Q (=hA) ' F (x —ma%> H>
= Qua (RO (G @b — 5 Fos ()9 (1))

1, h? N
= Qua (%9“ () pupv — am” s (z)g B(I))
Levando em conta a propriedade Q1 (F'(x)) = F (&),

1 90 0 h?

(Qur(H)), = —%ﬁ@ QQW@ ~ g, Fas (z) g ().

Se escolhermos F = M, pela expansao (3.32), obtemos a forma tradicional do
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potencial quantico

1 0 0 h?

(Qur(H)), = —%ﬁ@\/ﬁg’waﬂ + 6—mR(a¢)

onde R (z) = Rug (x) g% () é 0 escalar de curvatura. No entanto, fungoes F podem
ser escolhidas para potenciais quanticos mais gerais. Por exemplo, escolhendo uma

funcao f (R) tal que limg_o f (R) /R < oo e arbitraria em outros aspectos, podemos

definir R
Flng -1 LDy
Para esta funcao, temos
R 1 0 0 2
(Qur (H)), = —%ﬁ@\@g“"aﬁ - Ef (R(x))



Apeéendice A
Propriedades do operador e (1NT+pg)

Para qualquer niimero complexo o, temos que o comutador [i (nz + ap€) ,i (1 — ) p&] =
—ih (1 — @) n€ é um ndmero e, neste caso particular, a férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff se expressa como e*? = e3[4 B e“eB, permitindo separar a exponencial

de operadores 7 e p,:

piME+PE)  _ ilni+ape+(1—a)pe)

PESENE i+ op€) i(1-a)pé

Usando a rela¢do de comutagao [iap€, inz] = thang, temos

elmitapl) _ ,—ihgné jiapg ,ind
e portanto
) o =ih(a—3 )mE piap€ gind i(1-a)pE. (A1)
Tomando o = 1, temos
ot (ni+pg) _ 6—%77562';3561'7795, (A.2)

o que permite calcular o elemento de matriz

(2] i @+99) |y = em(v=58) (3] £iFE |y)
)

segundo o conjunto completo {|z)} padrao, normalizado como (z|y) = ¢ (z — y) tal

70
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que (x| p, |y) = —ih2:6 (x —y). Dado um operador A em R, podemos definir os

oxk

RO

Podemos entao demonstrar que

coeficientes

h )
T+ §§> e "dx.

A= [ e.6) e anag

tomando o elemento de matriz do segundo membro:

<x|/ c(n,€) e dndg |y) = K" / c(n,€) ei"zgy‘s(f— y;w) dndg
- fent) e
1\” 1
(@) s
= /<z—%(y—x) A Z+%(y_m)>5($—2i-?/_z)dz

= (2] Aly).

Podemos também calcular as relagdes de comutacio de * e p, com e!nE+P%)
usando (A.2):

[juj ei(nfﬁ+ﬁ€)} — e—%hnf [i#) eiﬁﬁ} et — _hguei(niﬂﬁ), (A.3)

(D, 2 P] = o~ 2 PE (D, €] = B, e’ +P9), (A.4)



Apendice B

Definicoes e formulas da geometria

riemanniana

Consideremos um espago de riemanniano (ou pseudo riemanniano) em D dimensoes
com coordenadas locais x e tensor métrico g, (), gu () = gu, (z). O inverso do

tensor métrico g" (x), tal que

9" () gup (x) = 557

¢ um tensor contravariante. A conexao de Levi-Civita é dada por

1 59 « ag 3 59&5
as (7) = §g“p (axpﬁ * 8;0‘ C e ) (B-1)

A contragao I't  (z) =T, (z) tem a propriedade de ser um gradiente:

19yg 0h (v/9)
I, (2) = ﬁ T (B.2)

onde
g (z) = |det (g (2))| -

(A maior parte dos livros define g (x) = det (g, ()). Nds nunca precisaremos do
sinal de det (g, (2)).) Sejam

o = g ()

novas coordenadas, onde ¢ : RP? — RP ¢ um difeomorfismo. Como é usual, de-

notamos as derivadas parciais da fungao ¢ (x) e da fungao inversa ¢! (2/) como

o v 0 —1)# .
%”;/u (x) = g% (z) e 222 () = (gx,a) (z'). Num abuso de linguagem, podemos

, e ~ , ! « _
também expressar %fc; como fungao de z’ através de %ﬁ;j (2') = % (=1 (2")) e, da

72
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—1\M
mesma forma, 22- (z) = o) (¢ (z)). Nestas coordenadas, o tensor métrico se

expressa como
, Ozt Ox¥
o = 9 i o

Tomando o determinante e a raiz quadrada em ambos os lados,
ox
I = det [ — |- B.3
i =ajee (55| B9

Por esta férmula, vemos que o elemento de volume riemanniano /g (z)dz é invari-

ante, isto é:
Vgdx = /g |det (%) ‘ dr' = \/g'da’ (B.4)

A conexao de Levi-Civita tem a lei de transformagao nao tensorial

" , 02" 0x7 Ox® 0*x” Ot
Faﬁ - F’Y5 v o 18 + 1a 913 v
Oxv 0x'® Ox o0x'*0x'P Ox

(B.5)

O critério para a existéncia de um sistema de coordenadas retilineo, isto é, o
critério para que o espaco seja plano, é que o tensor de curvatura de Riemann-
Christoffel

o . ple R e a e _Ta TP
R0 = Fuwﬁ Fuvvﬁ + Fpﬁruv varuﬁ (B.6)
seja nulo. Com este tensor, podemos definir o tensor de Ricci

Ry =R =17, , —Tpy +L,00, =TT (B.7)

Bv,p pv o
e o escalar de curvatura

R=g¢"R,,. (B.8)

Se o espago de Riemann ¢ plano e x sao coordenadas ortonormais, isto ¢, g,, =
diag (1,1,...,1,—1,—1,...,—1) constante, temos Fgﬁ = 0. Em novas coordenadas

gerais 2/, teremos o elemento de volume

dr = /g'dx’,

onde dx = dz'dz? ... dxP e do’ = da''dx’? ... dx'", e a conexdo de Levi-Civita

Oz Ot
M = —— (B.9)
B rladr’B dxv
A conexao de Levi-Civita permite definir as derivadas covariantes:

1. de um escalar: VNF(:E) = %
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2. de um vetor ou tensor:

14 aAV 14 14 14
V, A" = @jLFWAp:(‘S_—’_F )
0A,
Vid, = SLoTU A= ( >
T i .
Vilus = S =TTy =0T, = (5 %a_ —sgre, 55;%) o etc.

A derivada covariante de qualquer tensor é um tensor, incluindo os indices da prépria

derivada. A derivada covariante do tensor métrico é sempre nula:
V,Gap = V,u9*? = 0.

A derivada covariante obecede a regra de Leibnitz para a derivada de um produto

de tensores:

V(ST = (VST + S (VTT)
A férmula (B.2) permite expressar o divergente covariante de um vetor como
1 0
Vg Oxt

Por esta féormula, vemos que é verdadeiro o teorema de Gauss quando se usa o

VA = (V/GAM) .

elemento de volume invariante na integracao:

/VMA“\/de:/ Abn,\/gdS,
R R

onde OR ¢é a borda do volume de integragao R, n* é ortogonal a OR e dS é o elemento

de area em OR.



Apéndice C

A funcao exponencial

C.1 Definicao e propriedades da funcao exponen-
cial

Desenvolveremos aqui algumas propriedades da funcao exponencial num espaco de

Riemann. Em coordenadas locais, as curvas z* (1) = C* (7) que obedecem a equagao

el . dCe dC?
arr = es (O g

(C.1)

chamam-se geodésicas, onde I} ; é a conexdao de Levi-Civita (B.1). Elas sdo os

SC] = / G () CCvdr (C.2)

submetidos a condigao (de calibre) de velocidade constante

minimos da agao

diT Ngw (C (7)) Cr () C¥ (7)} = 0. (C.3)

Dados um ponto de coordenadas x* e um vetor, neste ponto, de coordenadas &, as

CH(0) = ¥
{ o0 =¢ (e

dr

condicoes iniciais

definem as funcgoes
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Figura C.1: Funcao exponencial

A funcao «y é conhecida como fungao exponencial. Geometricamente, o ponto 7y (z, &)
¢ a translagao do ponto x sobre uma geodésica de comprimento W inicial-
mente tangente a &, e 3 (x, §) é o transporte paralelo de £ ao longo desta geodésica, no
ponto final 7 (x, &) (ver a figura C.1). A condicio (C.3) implica que C (1) = 3 (x, €)

e C'(0) = £ tém o mesmo tamanho, ou seja,

Guv (l‘)f“fy = Guv (7(*%5))5“ (33',6) B” (*%5) (07)

A funcao constante C' (1) = x é solugao da equagao (C.1). Esta solugao tem condi-

¢oes iniciais C (0) = z, C (0) = 0, portanto
v (z,0) = z. (C.8)

Seja C' (1) uma solugao de (C.1) com as condigdes iniciais (C.4). Pode-se veri-
ficar, por substitui¢ao direta, que K (1) = C' (A7) é também solucao de (C.1) com
condicoes iniciais K (0) = x e K (0) = A&. Assim, podemos recuperar a funcio C (1)

através da funcao v (x,§):
CN) = K (1) = (2, 26). (€9)

Como conseqiiéncia, vale a relagao entre 7y (z,€) e 3 (x, )

o

d o
B* (:L‘,5) = %PYH ($7T£) ) = dg ($,f)f . (ClO)

T=

Consideremos a equacgao diferencial (C.1) no espago de fase ndo candnico (z,§) €
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R?P. Chamamos de fluxo geodésico a propagacio (C (r),C (7‘)) =T, (z,€) das
condigoes iniciais (C.4). As coordenadas do fluxo geodésico obedecem a uma equagao

diferencial de primeira ordem:

T (2,6) = (2, (2,6),& (7,9))

d
o = & (C.11)
d
= T () G (C.12)

A equagao (C.9) d4 a forma explicita de x, (z,&) = v (z, 7). Pelas equagdes (C.11)
e (C.10), obtemos & (z,€) = 16 (x,7€). Assim, o fluxo geodésico T : R?P — R?P

Se expressa como
T (z,€) = (7 (x,Tf),%ﬁ (smé)) : (C.13)

O fluxo geodésico, como o fluxo de qualquer equacao diferencial, é um difeomorfismo

que obedece as propriedades de grupo comutativo

TT (TA (fL’,f)) = T7'+/\ (ZL‘,&) (014)
Tl = T, (C.15)

T

onde T7! (x,€) é a fungao inversa de T, (r, ). Fazendo A = 1 em (C.14) e tomando

apenas a componente de posi¢ao, obtemos a lei de composicao entre v e 3

vz, (L4+7)8) =7 (v (2,8), 76 (2,)). (C.16)

As equagoes (C.2) e (C.3), conjuntamente equivalentes a (C.1), s@o covariantes
sob uma transformagao geral ' = ¢ (z), onde ¢ é um difeomorfismo qualquer. As-
sim, se C (1) é solugao de (C.1) em coordenadas x, com condigoes iniciais (C.4),
entao C’ (1) = ¢ (C (7)) é solugao de (C.1) nas novas coordenadas z’, isto é, usando
F;ﬁ‘ﬁ (B.5), com condicdes iniciais C'* (0) = 2 = @# (z) e C"* (0) = £ = gﬁf (x) &
Portanto, a funcao exponencial 4/ (2/,¢’) definida no referencial 2’ por meio da cone-

Xa0 F;’fﬁ se relacionard com v (z,&) por 7/ (2/,&') = C' (1) = ¢ (C (1)) = ¢ (v (z,£)),
ou seja,

ox’'
¢ (@) =7 (@), 5 @¢). (©17)
As velocidades da geodésica nas coordenadas x e z’ se relacionam por

¢ (r) = 22 (0 () B (7).
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Calculando estas derivadas em 7 = 1, temos

ox’ ox't
/1L / I\ _ Qlp i — e}
) =0 (00, 5o 06) =GR 0 EDF @O, (C1
B (x,€) ndo é um campo vetorial, pois os coeficientes de transformagao ‘gﬁ: sao

calculados no ponto v (x,&), e ndo em z. As leis de transformacao (C.17) e (C.18)
mostram que o fluxo geodésico (C.13) T} (x,¢) = (z, (x,€), & (x,€)) se transforma

Ccomo 5 /
(x;—7 57,—) = (90 (1:7.) ) 8_:E (IT) fT) .

Notemos que se o espaco é plano e as coordenadas = sao euclidianas (ou pseudo-

euclidianas), I, = 0 e portanto as equagdes (C.1) tém a forma d;cf = 0. As
solugoes desta equagdo com condigbes iniciais (C.4) sao C (1) = x + 7€, e portanto
y(z,§) =x+Ee f(x,§) =& A funcdo exponencial em coordenadas =’ quaisquer é

dada entao por

et =1 (v0) G @)¢). (19

E simples obter a fungao 7y (z, £) como uma série de poténcias de £. De fato, pode-
se obter a série de poténcias de F' (v (x,&)), para qualquer funcao (infinitamente

diferencidvel) F' (z). Pela regra da cadeia,
d o
S (C(r)) = (1) . (C (7))
A derivada segunda pode ser calculada usando a equacao diferencial (C.1) para
reduzir C' a C-
d? 3 ..
PF (C) =C*o,F (C)+ C*C"0,0,F (C)
= CrCVV NV, F (C),

onde V, ¢ a derivada covariante, V,V,F = (850, — Ffw) 0,F. E simples entfio
verificar por inducao sobre n que
dn

LLF (€)= (O, LY, F(C)
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Usando a condicao inicial (C.4),

ar
drm

F(C(r)| =em. ¢V, ...V, F()

= 5/141 e éfﬂnv(ul e Vun)F (‘CE)

onde os parénteses nos indices representam simetrizagao total. Esta expressao per-
mite a expansao de F'(C' (7)) em série de poténcias de 7. O célculo desta série em
7 = 1 fornece a férmula de Taylor covariante
T gk
F(y(z,8))=) =V - Vi F (@) (C.20)
n=0 ’

n

que é a generalizacao da férmula usual F' (z + &) = ¢to% F (x). Todas as derivadas

em relacao a £ podem ser calculadas:

0 9,
ogm " gghn

F (v (x,8))

== V(m Ce V,un)F (23) (C.Ql)
£=0

Vamos exibir os trés primeiros operadores V,, ...V, :

n*

Vi = 0 (C.22)
Vulvuz = (6,“5ZZ - FZQMQ) O (0'23)
Via Vi Vi = (00200 = T2 000 — Tk 002) (90,003 —T703,,) 0, (C.24)

(Para uso em (C.20) e (C.21), os operadores (C.22, C.23, C.24, ...) ainda precisam
ser simetrizados nos indices f.)

Uma conseqiiéncia de (C.20), fazendo F (z) = z#, é a expansao

’YM (1‘, 5) = glr4+ é“# — 11"# ($) é‘ulé‘/m + lrﬂ (33') €M1£M25M3 + .. (025)

9 M2 G HiH2m3
m _ v B TH
Fuluzus 2F(u1u2 Fus)u F(umz,/m)

Usando a férmula (C.10), temos também a expansao

1
s (517, S) =& = Fsz (x) g + §FZ1M2M3 ('T) ghgragrs + .
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C.2 Coordenadas normais e geodésica minima

A equagao (C.25) implica

oy
Zr = o~ C.26
T (C.26)

Esta matriz é inversivel, e portanto, pelo teorema da funcao inversa, a funcao £ —
v (20,€), é um difeomorfismo em uma vizinhanca de £ = 0, para qualquer ponto

To. As novas coordenadas x’ definidas por x = ¢! (2') = 7 (20, 2') sao chamadas

1

de coordenadas normais em torno do ponto xy'. A equagao (C.8) mostra que as

coordenadas x = x( correspondem as coordenadas ' = 0. A propriedade (C.26)

ozt
ox'v

os tensores no ponto x = xg, ' = 0.

implica que

(0) = 0¥ e, portanto, a passagem as coordenadas normais nao altera

As curvas C™ (1) = 7&" no sistema de coordenadas normais z’ sdo mapeadas,
no sistema de coordenadas x, nas curvas C* (1) = v* (9, 7€), que sdo as geodésicas
que passam pelo ponto zg, de acordo com a equagao (C.9). Isto significa que, no
sistema de coordenadas x’, as geodésicas que passam por x’ = 0 sao as linhas retas
C'" (1) = 7&". Assim, pela mesma equagao (C.9), a fungao exponencial, no sistema

de coordenadas z’ tem a propriedade

7(0,§) =& (C.27)

Pelo termo quadratico da expansao (C.25), vemos que, nas coordenadas normais, a

conexao no ponto 0 é nula,

F;flm (0) =0. (C.28)
Pelo termo ctbico, temos
_ K
O o F(N1H27M3) (O>
1 / / / / / /
= 6 (F/fwz,m + F/fws,m + F/ZMIHUB + F/fws,#l + F/fsm,m + F/guzym)zfzo'

Contraindo os indices i e pus e usando a simetria da conexao no indices inferiores,

obtemos a identidade

Lo (0) 4 Ty sy (0) + 1,4, (0) = 0.
Pela féormula (B.2), temos I',, , =T, . Assim, obtemos a identidade vilida em

TAs coordenadas normais em torno de um mesmo ponto nao sao tnicas, mas dependem do sis-
tema de coordenadas inicial « onde se definiu a funcdo exponencial v (x, £). Diferentes coordenadas
normais em torno de um mesmo ponto se relacionam linearmente.
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Figura C.2: Geodésica minima (), e nao-minima K em uma esfera.

coordenadas normais
| (0) + 21"

K12, 1,42

(0) =0. (C.29)
Usando as féormulas (C.28) e (C.29), podemos exprimir o tensor de Ricci como

Ry (0) = T4, (0) =T, (0) = =8I, (0) = 5T, (0).  (C:30)

Dados dois pontos zg e x, pode-se perguntar se existe uma geodésica C (1) que

os une, isto é, C'(0) = zo, C' (1) = x. Esta geodésica certamente existe se x estd
na regiao em que vy (zg, &) é um difeomorfismo, pois se x = v (xg, ), entdo C (1) =
v (xo, 7€) é a geodésica que procuramos (ver a equagao (C.9)). Em geral, existird
mais de uma geodésica unindo dois pontos quaisquer (em uma esfera, por exemplo,
sempre existem duas geodésicas). Podemos, no entanto, definir uma geodésica de

caracteristicas uinicas chamada geodésica minima através do procedimento descrito

a seguir.

Consideremos uma vizinhanga de um ponto xy em que a funcdo & —— 7y (o, &)
seja um difeomorfismo, e definamos o difeomorfismo & = ¢ (x) por =1 (&) = 7 (¢, £)
nesta regiao. Consideremos uma esfera D-dimensional £/ = {5 € RP|€% = g, (wo) 1€ < r2}
inteiramente contida na vizinhanca em que £ —— 7y (¢, ¢) é um difeomorfismo (esta
esfera existe com r > 0, j& que a vizinhanca de zo é um conjunto aberto) e defina-
mos o conjunto F = ¢~ (E'), que também é aberto, pois ¢ ¢ um difeomorfismo. A

funcao & — 7y (¢, &) é um difeomorfismo em E’, logo para quanquer ponto =z € E
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existe um tnico £ € E’ tal que = = 7 (z0, ). Definimos entao a geodésica

Oﬁb‘ox (T) =7 (JZO, 7_5)

que une xry a r. Esta geodésica é chamada de geodésica minima que une zy a x, e
esta definida apenas quando x € E' como construido acima. Seu comprimento (C.2)
¢ S [Crya] = \/W < r. Consideremos, se houver, alguma outra geodésica
K (1) diferente de C,,, que una xy a x, isto é, K (0) = zp e K (1) = z. Pela
definicdo da funcdo exponencial, z = v (z¢, k), com £x = K (0). Como a funcio
& — v (o, &) é um difeomorfismo, e portanto biunivoca em E’, vemos que i ¢ E,
logo S [K] > r. Logo, a geodésica minima é a geodésica de menor comprimento que

une os dois pontos g e x. O argumento

’
G (20) Ec €

Tf:

é tal que 0 < 74 < 1, logo K (77) = v (20, ¢k ) é um ponto da geodésica. Temos

/9 (0) (73620)" ()" =7,

logo T¢ék & E' e i€ € E', onde A representa o fecho (no sentido topolégico) do
conjunto A. Como & —— 7 (x¢,&) é um difeomorfismo, K (1) = v (2o, 7¢ék) ¢ E
e K (17) € E. Assim, A geodésica minima é a tnica inteiramente contida em E.

Finalmente, como ¢ ¢ um difeomorfismo, lim,_.,, £ = 0, e, portanto

lim S [Cy,.] = 0.

r—xQ
Como qualquer outra geodésica K que una xy a x obedece a S [K] > r, vemos que a
geodésica minima é a inica que apresenta o comportamento limite acima. A situacao
geral deste teorema estd reresentada na figura C.2 quando o espaco de Riemann é

uma esfera.

C.3 Determinante jacobiano do fluxo geodésico

A equagao diferencial (C.1) decorre da lagrangiana nao singular

1
L(xz, )= 39w (x) &ti”.
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A passagem ao espago de fase canonico se da, portanto, com a transformacao

oL y
Pu:@:%u(@x :

Podemos definir uma fungao G : R*? — R?P que transforma um ponto (z,¢) do

espago de fase nao canonico em um ponto (z,p) do espago de fase candnico por

G (2, 8) = ((«") , (g () €"))

cuja inversa é
G (@,p) = ((2"), (6" (2) p)) -

Desta maneira, uma trajetéria (C' (1), P (7)) no espago de fase canodnico é dada
em funcdo de uma trajetéria (O (r),C (7')) no espago de fase ndo canonico por
(C(7), P(7) =G (C(r),C (7). Usando o fluxo geodésico (C.13), (C (7), P (1)) =
G (T, (x,€)), onde z = C'(0) e £ = C (0) sdo as condicoes iniciais no espaco de fase
nao canonico. Estas condigoes iniciais podem, por sua vez, ser transportadas ao
espago de fase candnico por (z,p) = G~ (z,€), de modo que p = P (0) ¢é a condigao
inicial da varidvel de momento. Assim, (C' (1), P (7)) = G (T, (G"!(z,p))), o que

define o fluxo geodésico canonico

TC (2,p) = G (T (G (z,p))) -

Pelo teorema de Liouville, o fluxo canonico tem determinante jacobiano igual a 1.

Isto permite calcular o determinante jacobiano do fluxo geodésico por

(17)
(z,8)

(2,6)

1=t = 29 ) =

)
) (z,p).

Os determinantes jacobianos de G e G~! sao dados por

9(G) e o 0
(x,€) = det O 9" | =det A =g(x)
9 (z,¢) _%%Caﬂu 3 gaug% _aagmaﬁu £ Gap
& (G gy & 5 0 .
(r,p) = det o ps = det B =g (x).
a (x’ p) %quy QQV% %py gaﬁ

Desta maneira, temos

o(Ty)
9 (,6)

g (x)
g (y(z,7E))

(z,8) =



Apendice D

Uma férmula para a derivada do

produto

Sejam f e g duas fungbes quaisquer e TH1#» coeficientes totalmente simétricos nos

indices i1 - - - pt,. Vamos provar por inducao a seguinte proposicao ttil':

T Mnaﬂl e aunfg — TH1Hn Z <k) (a,ul Ce a,l%f) (aﬂkJrl Ce aung) , (Dl)

k=0
onde
n n!
k El'(n — k)!
sao os coeficientes binomiais. Se n = 1, a proposicao é claramente verdadeira:

T, fg=T" ((0.f) g+ f (0,9)). Suponhamos que ela seja verdadeira para n.

TR B 1 am .. 'aunaun+1fg
_ T“l"#nunJrla,u,l . a“n [(8“n+1 f) g + g (a,un+1 f)j| .

IEsta férmula é uma generalizacio multi-dimensional da férmula de Leibnitz

" ~ (n\d"fd g
a9 =2 (k) o drF

84
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THr-knkntl ¢ gimétrico em todos os indices e portanto simétrico no subconjunto

{1 - -+ . Aplicando entao a hipdtese de indugao, a quantidade acima torna-se

ees & n
Tt (Z (k) (aﬂl T 8ukaun+1f) (ameﬂ o 'aung)

k=0

+ (Z) (am T a,uk f) (aﬂk+1 T auna#nﬂg)) (D2)
k=0

Devido a simetria total de T+t #ntnt1 - a primeira parcela acima se torna

s = n
T Enbn Z (k’> (am o 'aukaunﬂf) (@erl o 'a“"g)
k=0

= Tt Z <Z> (8#1 Oy Oy f) (8“k+2 o a“"“g)
k=0
n+1 n
— THL Bt k — 1) <au1 T aukf) (aﬂ'k+1 T aﬂnﬂg) ’

k=1

Substituindo em (D.2),
TMWMMH@M T 6unaun+1 Iy
— TH1Hnbntl - n n 0., -0 0 .0
- Z k + E—1 ( M1 Mkf)( MEk41 Mn+1g)
k=1
n n
+(O) (aﬂl o 'aunﬂf) g+ <n)f (aﬂl o 'aun+1g)) :

Usando a propriedade dos coeficientes binomiais (}) + (") = (";1), ("31) =) =
(n—l—l

" +1) = (Z) = 1 chegamos a férmula (D.1), que querfamos demonstrar.
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