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Resumo 


Partindo do <Método dos Painéis' e do 'Método dos Vórtices'~ bem conhecidos em 

Aerodinâmica, desenvolvemos um método para cálculo da distribuição de pressão real sobre a 

superfície externa de corpos arbitrários, imersos num fluxo estável. levemente viscoso. 

A abordagem utilizada é predominantemente fenomenológica, e n linlla de raciocínio 

seguida é particularmente direta: ênfase é dada ao entendimento dn turbulência - seus 

mecanismos, orjgem. espectros. estruturas organizadas e sua aplicação a situações práticas, 

Corno primeira aproximação, foi usado o bem conhecido Método de Painéis de Primeíra­

Ordem para calcular os campos de pressão c vcloddade (sem a separação da camada-limite). Em 

seguida, as 'pressões reais' (após a separação da camada-limite) foram estimadas através do 

<acoplamento' entre o Método de Painéis (que fornece valores iniciais) e o Método dos Vórtices 

(Chorin, Lconard), usando, para O cálculo da escala dlssipativa, as hipóteses de Heisenberg da 

transferência espectral de energia. 

Os obstãculos têm formas de automóveis. A ftm de simplillcar o trabalho numérlco~ 

somente foi analisada a secção média longitudinal de corpos simétricos, na qual o fluxo looal pode 

ser considerado quase-bi-dimensiQnat Todavia, não h~ nesse procedimento, nenhuma falta de 

generalidade. 

, I 
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Alguns aspectos importantes da aerodinâmica do autom6veJ l (tais como forças 

aerodinâmicas, coeficientes de pressão e de arrasto. etc.), bem como da teoria da turbulência 

homogênea e isotr6pica, também foram estudados. 

Nossas previsões teóricas estão em bom acordo com os resultados experimentais. Isto 

mostra a plausíbilidade e efetividade de nosso método computacional. 

li 
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Abstract 


From weH-estabelished in Aerodynarnics <Panel Method' and 'Yortex Method' ~ we have 

developed a method to calculatc U1C real pressurc distribution along the externaI surface of 

nrbitrary bodlos immersed in a steady, slight1y viscous flow. 

Our approach is predominantly phenomenological, and our objetives are clearJy defmed: 

the understanding of turbulencc - its mcchanism, origin; spectra and organizcd structures, and its 

direct appHcation to practical situatíons. As a first approximation, the well-known fJISl-oroer Panel 

Method was used to calculate pressure and vclocity fields (witilout boundary-Iaycr separation). 

In lhe following, 'real pressuros' (afier boundory-Iayer separation) were estímated 'couplíng' lhe 

Panel Methed (whích yíelds initial values) al1d Vortex MetllOd (Chorin, Lcouard), by usíng the 

Heisenberg's spectral energy-transfer hypotheses to calcuJate the dissipative scale. 

Obstaclos are automobile-shaped. In order to simplif'y tile nurnerical calculation only 

longitudinal midsections of syrnmetríc bodies, in which the local flow ean be considered as quasi­

two~dimensional. were analyzed. Howcver, Ulcre is no lack ofgenerality in such procedure. 
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Some essential features of automobHe aerodynamics (such as aerodynamic forces, pressure~ 

cocfficlcnt, drng-coefficient. etc.) and those of the homogeneous ísotropic turbulence tbemy were 

also studied. 

Oue theoretical predtctklUs are in a good agreement with experimental results. This shows 

the plausíbílíty and effectivcness ofOUI" computational method. 
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Introdução 


No prefácio de seu livro sobre turbulêncial
} W. D. Maccomb se refere ao assunto como ·~O 

problema não resolvido da Física Clássica". De fato. devido a seu caráter altamente não~linear, a 

turbulência rcsístiu por n'luito tempo a um tratamento matemático preciso e sistemático. Mas nem 

por isso ela deixou de intrigar finas inteligências da História da Ciência. Embora o conjunto de 

equações básicas (Equações de Navier-Stokes) que, acredita-se, deva descrever o fenômeno~ já 

seja conhecido desde Navier (1823), foi somente em meados deste século que) graças sobretudo 

aos trabalhos do matemático russo Andrei N. Kolmogorov, fmalmellte foi aberto o CaminllO para 

sua descrição matenlática rigorosa. Entretanto, muitos de seus problemas fundamentais ainda 

esperam por uma solução satisfatória. 

o primeiro peliodo de pesquisa científica em turbulência começa com obra de Boussinesq, 

em 1887, e de Reynolds, por volta de 1893, e tennina no início dos anos quarenta deste século. 

BOl.lssinesq foi o primeiro a reconhecer que a turbulência era um problema essencialmente caótico 

por natureza., c não poderia, portauto~ ser tratado por leis determinísticas, Conhecendo a obra de 

Boussinesq, Reynolds cs.::.revcu as equações da Fluídodinãmica em termos de quantidades médias, 

assim introduzindo o que ficou conhecido por técnica da média de Reynolás. Essencialmente, sua 

I "Tlu: Pl:ysics 01Fluü[ TurbuielU:e" - Oxford Science Publications, Claredon PtCSS, O.ll.ford. I991. 
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técnica fOL usada por J.C. Maxwell para a derivação das equações de Navier-Stokes a partir da 

Teoria Cinética dos Gases. Alguns anos mais tarde. no período do entre-guerras, Ludwig Prandtl, na 

Alemanha, desenvolvia sua teoria do <comprimento de mistura', que logo seria refinada por Th. 

von Kármán e G. Taylor. em meados dos anos trinta. A grande contribuição desses dois autores. 

sem dúvida, foi reconhecer como entidade fundamental na descrição de sistemas turbulentos a 

correlação de velocidades entre dois ou mais pontos. Taylor, pioneiramente, introduziu o método 

do <espectro de energia' para descrever a função densidade de probabilidade para a energia num 

fluido turbulento. von Kármán provou que a correlação de velocidades tem caráter tensoria1, assim 

introduzindo o método do <tensor de correlação'. 

A segunda, e não menos brilhante, fase do desenvolvimento da teoria da turbulência 

começa com a magnífica obra de A. Kolmogorov, em 1941 e termina no inicio da década de 

sessenta As obras desse período são caracterizadas por uma formidável seqüência de intuições 

fisicas, devidas a W. Heisenberg, C. F. von Weizsãcker e L. Onsager, no Ocidente e a L. Landau. A. 

Monin, A. Obukhov, entre outros, na União Soviética de então. 

A partir dos anos sessenta, o estudo da turbulência como um ramo da Física aumentou 

consideravelmente. A invenção da anemomctria a laser, O desenvolvimento de poderosos 

computadores, novos métodos de processamento digital de dados e de análise de sinais, bem como 

o advento da utilização de métodos teóricos, desenvolvidos principalmente para a Física Quântica. 

desempenharam, e desempenham, um papel absolutamente fundamental no campo da moderna 

pesquisa em Fluidodinâmica (R. H. Kraichman, W. D. Maccomb entre outros) . Mais recente, a 

Teoria dos Sistemas Dinâmicos. também um legado de Kolmogorov. passou a ser aceita pelos 

fisicos como uma ferramenta indispensável, pela sua beleza e precisão. Ao mesmo tempo, a teoria 

dos vórtices, esquecida durante alguns anos, ganhou projeção dentro da comunidade da 

Fluidodinâmica, sobretudo da Computacional, onde são importantíssimas as obras de P. G. Saffinan 

e A. 1. Chorin, para citar somente os principais. Também a Magneto-Hidrodinâmica (MHD), como 

um caso especial de movimento turbulento, foi tratada extensivamente por S. Chandrasekhar, G. K. 

8atchelor e J. li Thomas. Finalmente, vários progressos na Teoria da Difusão são encontrados na 

obra de E. B. Coy. 

Também evidente foi a extraordinária importância prática que o estudo da turbulência 

adquiriu nas últimas três décadas, sobretudo com re1ação à indústria aeronáutica. Conhecimento 

11 
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cada vez mais detalhado do campo de fluxo passou a ser exigido~ caindo por terra as aproximações 

grosseiras e as simplificações sem fundamento físico. 

É no contexto da aplicação da Teoria a um problema específico que se enquadra o presente 

trabalho. Mais precisamente, nosso principal objetivo é o de determinar a distribuição de pressão 

em tomo de um obstáculo) imerso num fluido levemente viscoso e incompressíveL Ao lado desse, 

está a tentativa de avaliar numericamente as mais importantes grandezas da turbulência homogênea 

e isotrôpic..1., como foi descrita originalmente por Heisenberg e amplamente estudadas por 

Batchelor. A linha mestra que seguimos foi evitar. tanto quanto nos foi possível, aproximações 

muito difundidas na Literatura da Engenharia, e nos concentrarmos nos fundamentos físicos do 

problema, buscando, através de um modelo 'híbrido'~ condUiur a fenomenologia aos métodos 

matemáticos de que dispomos, métodos esses que se configuram como alternativas à solução 

numérlca direta das equações de Navier-Stokes. 

o texto está dividido em seis Capítu[os~ supiemelltados por oito Apêndices, No primeiro 

Capitulo) será feita uma exposíçãQ das equações da Fiuidodinãmica, que constituem a base para o 

estudo da turbulência. Nos segundo c terceiro, o assunto central é a fenomenlogia da turbulência, 

desde o seu início, com a instabilidade hidrodínâmica, até às mais recentes pesquisas sobre o 

cOlnporlarncnto das estruturas de vórtices na turbulência totalmente desenvolvida. O Capítulo 4 

resnme a descrição matemática da turbulênci~ no sentido de Kolmogorov (1941). O capítulo 

seguinte é dedicado à Teoria Elementar da Turbulência de Heisenberg (1948). Finalmente, o 

último capítulo traz a descrição dos métodos utilizados para a deternl111ação das distribuições de 

pressão e estimativas de algumas grandezas da Turbulência homogênea e lsotrópica. 

12 
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1 
As Equações da Fluidodinâmica 
e suas Conseqüências 

Neste capitulo> serão apresentadas as equações de Euler e Navier-Stokes para um fluido de 

densidade constante, de várias formas que serão úteis postcriomlcnte. Em particular) a técnica da 

média de Reynolds será usada para escrever as equações no regírne turbulento, Uma primeira 

apresentação da Teoria dos Vórtices de Helmholtz-Kelvin é também feita. 

1.1. Sistemas de Equações para um Fluido Viscoso 
Incompressível. 

Consideremos uma região mdo espaço tri-dimensional. Seja o campo de velocidades de 

um fluido nessa região denotado por: 

ü(i, t) = {u, (x, ,x2 ,x, ,t), u2 (x, ,x, ,x" t), u, (x, ,x2 ,x, ,t)} 

i 

I 
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e a pressão. densidade e tcmperatura, respectivamente, por p(x, t), p(x, t) e T(x,t). Além 

dessas quantidades. um dado fluido é caracterizado por seus coeficientes de transporte molecular, 

que detenninam suas propriedades físicas - o coeficiente de viscosidade IJ. (ou o coeficiente de 

viscosidade cinemática v = !l/p) e o segundo coeficiente de viscosidade" ç (este somente para 

fluidos compressíveis). Para estes 61timos~ necessjtamos~ ainda.. do coeficiente de condutividade 

térmica, X (ou difusibilidade ténnica ou condulividade termométrica, X ~ cxjCpP); Cp nessa 

última equação é Q calor específico a pressão constante), 

A mais simples das equações da Fluidodinâmica~ que descreve, a lei física da conservação da 

massa, é a equação da continuidade: 

iJp iJ( fJUa) = O
CU) -+ <i­a vÁ. 

ou 

iJp é?p éit. 
(1.2) -+U -=-p­a a aa &. 

Além dessa, outra equação fundamental é a chamada equação da conservação do 

mOIllCll{UIIl linflar, ou, simplesmente, equuçiio do 111011leltfUI1l~ que exprime a segunda Lei de 

Ne\vtoJ'l, aplicada a um pequeno volume do fluido: 

8(f:Uj) 8(f:Uju,,) éP 
(1.3) a + & = {iX, - &. + 

a , 

iJ r (~i ~a 2~ )] 8 ( ~) (i~1.2.3)+a Lfl a + a -3 a 0,,, + a q ax . 
a a a P.' P 

la 
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na qual pXlx, t) é a i-ésima componente da densidade de força externa (quando for o caso) no 

ponto X > no instante t. Essa equação pode ser escrita (Munin & Yaglon. Vo[ 1 [26]~ se<>. 1): 

flxi Ou, ) Ôp (1 ) Ô 2Ua(IA) P( ai +Ua ilx« = pXi - ôx/ + i.!L\ui +~1; + 3!-l ôx,ilx« 

Desde que as equações (U) e (1.4) contêm cinco incógnitas, elas não fonnam um sistema 

determinado. Na prática, entretanto, a variação da densidade de uma partícula de fluido é tão 

pequena que, na maioria das vezes, isto pode seríg!10rado (Landau & Lifschits [23], 1963, seco 10). 

Neste caso, a densidade p pode ser tomada como constante em todo o espaço preenchido 

pelo fluido. Assim, p representa um valor construll!::) pré-determinado, característico das 

propriedades do l11cio~ c as equações (1.1) c (1.4) serão suficientes para se determinar as incógnitas 

u/(x, t) e p(i, 1), sob dadas condições iniciais e de contorno. 

Nesta aproximação (p constante em toda parte), o fluido é dito iucompresslvel. regido pelas 

equações simplificadas: 

ÔUa =0(1.5) 
a~ 

OU, OU, -1 ôp
(1.6) ôl + Ua ÔJ<;" = X, - P ôx, +Võu, 

que contêm apenas um coeficiente de viscosidade, já que o segundo é importante: somente quando 

a compressibilidade é levada em conta. 

Em fonnamais compacta, a equação (1.6) pode ser escrita: 

DU ­
DI =-p-'Vp+võü+X 

l5 



D 
em que Df denota a a derivada total. 

A força total que age no fluido é. soma de forças de pressão, -f/p , forças viscosas, 

!é;ú e de X, um agente externo, como, por exemplo, a gravidade. Cada problema apresenta 

ordens de grandeza típicas de velocidade (U), comprimento (L), e tempo (T=UU). Escrevendo a 

última equação em fanua adimcnsio[lal~ tornando como parâmetros U, L e T. temos: 

Dú -
Dt =-Vp+R.-tt:J.ii+X 

em que R, '" UL/ V é o número de lIeynold." uma quantidade com importante papel em toda 

Fluidodinâmica. Se Re-J * 0, essas equações são conhecidas como equações de Navier-Stokes. Se 

Re -1 = O~ elas são conhecidas como equações ele Euler. 

Sobre um contorno óD de um domínio limitado D, as ç;ondições de contorno apropriadas 

para as equações sfu): 

R-1",0ú=O, , 
{u-n=O, R;;I =0 

em que li é a normal a óD. 
Para a eliminação da pressão nas equações anteriore~ vamos proceder da seguinte maneira. 

Aplicando ó operador rotacional l a ambos os membros da equação (1.6) e assumindo, por 

simplicidade, que não há forças externas,. chegamos a: 

t Em notação tCtl.SQria1, o rotacional é escrito como &kjJa i!/ ikp em que, 8"fIa = Ose ( k. íl. a.) Dão são todos 

diferentes; 6kjJa =; .+1 ou -1 se (k. p. tt) é obtidQ de 0,2,3) por uma permutação par ou ímpar, Tcspeetivarnonte. 

1'; 



0/;, +~ OÇk -1;., OÇk = vL\ç(1.7) 
Ôl àx" O~ , 

(k= 1,2,3) 

crnquc 

O~
(1.8) Ç,k ~ Skjlcr Oxp 

são as componentes do velor yorticidade. 

Em principio, o campo ü(X) pode ser determinado de (1.7) ~ (1.8). Tomando a divergência 

da equação de Navier-Stokes (1.6), com X; '" O, obtemos: 

o2(U"U~) 
L\p ~ - p àx"oXp 

cuja solução pode ser escrita como: 

_ P J02[~ (X')Up ex')] di 
p(x) = -4 "'-: a ' 1- -'I1t U..i,(X OCIl x-x 

em que a integração é tomada sobre todo o volume oupado pelo fluido. Essa última expressão 

permite obter <) campo de pre.."lS'ão, conhecido I,) campo de velocidades. 

Para obtemlos uma solução univoca das equações (1.5) e (1.6) fuz-se necessária a fixação 

de valores iniciais de l4 (X,: t)~ e levar em conta que a velocidade deve se anular sobre a superfície 

de todos os corpos rígidos imersos no fluido. Todavia, dado que esse sistema é não-linear~ uma 

solução analítica é praticamente impossível de ser obtida. 

Quando as condições são estacionárias~ a força de pressão que age sobre o fluido para 

produzir movimento é balanceada peja força de reação. que também age sobre o fluido. A equação 

que exprime essa igualdade permite-nos estabelecer uma relação entre a velocidade característica 

do fluido C a pressão. Tal relação é: 
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U2P
(1,9) p+T"'Cte. 

chamada equação (oufunção) de Bernoulli. 

Para wn corpo rígido imerso num fluxo cstàvel, a força F exercida pelo fluido sobre o 

corpo é igual à integral, sohre a superfície L do corpo, do fluxo de momento ao longo da normal a 

essa superfície. O fluxo da i-ésima componente do momento, por unidade de área, perpendicular ao 

eixo Oxl> tem a fomut: 

(1.10) PUiUk +po,. - Cf" 

em que Oik é o delta de Kronecker (o ij = 1 se i e O se i ;I:. j) e crik é o tensor de tensão viscosa 

que, para um fluido illcomprcssívcl. é igual a (Monjn & Yaglon (26J. Vai I. p. 53) 

OUi OUa )
(UI) (J.l Oxk + ox;,. 

Pelo fato de ser nula. velocidade dc um fluido sobre a superfieie I: de um corpo rígido, 

obtemos, para a Í-ésima componente da força fi, a expressão: 

(1.12.•) F, '" -l (pO'k -O" )n,d I: = 

(L12. b) = -lpnidI:+Z, 

em que nk é a componente do vetor unitário da nonnal exterior à superfície do corpo e Zi é a 

integral de al1.nk sobre a mesma supcrficie. O primeiro termo do lado direito de (1.12. b). 

independente da viscosidade. descreve a transferência de momento do fluido para o corpo, pelas 

. I 

I 
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forças de pressão. O segundo representa a resistência de fricção que, num fluido viscoso, é sempre 

diferente de zero I . 

1.2. A Teoria dos Vórtices de He1mholtz-Kelvin. 

No que segue, estamos supondo um fluido invÍscito, Re-' = O. 

Seja C uma curva fechada imersa no fluido. A circulação r ao longo de C é definida como: 

(1.13) re = ~ü(x,t).ãs 

Seja ~ = ~l(C) a imagem de C sobre o mapeamento do fluid02
• A quantidade: 

(1.14) re(t) = t ü(X,t)· ãs 

é invariante no tempo (Teorema da Circulação de Kclvin). 

Seja, agora, LI uma superfície que se estende sobre C, .Então, 

(1.15) r(t) = t;;- ·d! 

I Para corpos similares geometricamente, a quantidade pU2S / 2 pode ser tomada como característica da força, 

onde U é a velocidade característica e S alguma área característica, como, por exemplo, a da secção transversal do 

corpo. Analogamente, pU2 /2 ca pressão característica. 

2 S e se toma um ponto material particular do fluido localizado em t=O em X , nola-se que este se moverá com o 
tempo. A equação de sua trajetória é: 

x(t) = ü(X,t) 

integrada com a condição inicial X(O) = XI' O mapeamento das condições iniciais da partícula nas suas 

localizações no instante ( é o mapeamellto do f1rtido, ~ I . Como estamos supondo que o fluido tcm densidade 
constante, uma coleção de partículas que ocupa um volume V mover-se-á para sítios que ocuparão igual 

volume. Se $ (X, t) denota a localização da particula que foi deslocada segundo$t de Xl a X, o jacobiano 

J =18$ /8xj l = 1(isso é equivalente à equação da continuidade). 

I 
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Uma supeljicie de VÓrJices. ou camada de vórtices, é uma superficie tangente à vorticidade 

em cada ponto. Pelo Teorema da Círeulação, uma cantada de vórtices permanece uma camada de 

vórtices quando O fluido evolui no tempo. Uma linha de vórtices pode ser definida como sendo a 

intersecção de duas camadas de vórtices e permanece. conseqüentemente, uma linha de vórtice 

depois do mapeada por $, . 

Consideremas~ agora, uma pequena parte fechada duma superfície 1J tangcnte~ em todos os 

seus pantas, a ç > c também as linhas de vórtices que dela emergem. Tal configuração constitui um 

tubo de vorticidade. 

A quantidade 

(1.16) r=~(.dI 

na qual L é a secção reta do tubo, é chamada intensidade ou circulação do tuba. r é C01lstante no 

espaço (pelo Teorema da Divergência) c, quando Rc.- t = O. é também constante no tempo (pelo 

Teorema da Circulação de Kelvin). Outra importante conseqüência do Teorema da Circulação é 

que a vorlicidadc não pode se criada ab Ilihilo. Isso 6 verdade tanto para o caso invíscito quanto 

para o viscoso. Se, digamos, ç = Oem t = O, poderá haver a geração de vorticidade através da 

ação de forças externas ou) mais freqüentemente, pela presença de contornos sólidos imersos no 

fluido. 

Para a determinação do campo de velocidades com dados vórtices, pode ser usada a 

conhecida relação: 
, 
, 
, 

(1.16) ( =~xü 

Se o domínio D ocupado pelo fluido é simplesmente conexo, a condição de 

incompressibiHdade implica existência de um potencial vetor Á, tal que Ü = V X Ã. Se a 

dirvergência de A for fixada como zero ~ uma simples manipulação de identidades vetoriais leva a 

M = -ç . Usando a Função de Green para a equacão de Laplace Ui-dimensional, lia ausência de 

COlltornos, temos: 

2Q 




(1.17) Â=(41tt1t 1_'I<;-(i)di'
x-x 

6 1 portanto~ 

i ü(i) = VX Â = -(411 ti r(i - i') X (.i") -' (U8) _ _'13 diI 1X-X
I 

I 

! Essa maneira de representar Ü a partir de';- é chamada Teorema de Biot-Savart. 
,,, 

i 

1.2.1.- Representações Discretas de Vórtices. ' 

Novamente, nesta seção, estaremos lidando com um fluido invíscito. 

As equayões do movimento~ escritas em teml.OS da vorticldad~ podem ser discretizadas tal 

que o resultado seja um conjunto de equações diferenciais ordiru1rias, de ronna relativamente 

simples l
. 

O campo de vorticidade pode ser escrito como a soma de funções de pequeno suporte2
: 

(1.19) I; '" 2:<;,(x)
j""t 

Uma escolha particularmente útil das funções <;i (i) é 

1 i 
(1.20) 1;, = ~<Põ (x - x,), <Pc =(f')<1>(8) 

em que <jl é uma função suave tal que J<pdi = 1; ~ são ""eficientes, Do Teorema de Biot-

Savar!, (US), 

ü(i) = JK(i - .X')ç-(i)di· ;::> 

I Esta observação é o- ponto de partida para <1 concepção de métodos numérícos baseados em c.strnturas de vórtices. 
1 O suporte duma função é o conjunto fechado de: pontos em que e:la não se anula. 
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(1.22) ü(x) = L: JK(x -X')r;~3 (X -x')dX 

em que K(i -X') éo operador [-(41t Ix -x'ltl(x -X')] X • 

1 As representações discretas de vórtices, no espaço tri-dimeosíonal, podem ser obtidas 

tentando-se fazer, por exemplo, os suportes dessas vorticidadcs esféricos t. 

Assumamos que a vorticidade seja distribuída num tubo de vorticidade que, a rigorl deve 

ser fechado. O tubo tem intensídade ~ - a integral de ~i através duma secção reta, que é 

constante no espaço e no tempo, e igual à circuJação ao longo de qualquer contorno que circunda o 

tubo, sem circundar quaIsquer outros. Para possuir energia flIÚta, uma clara exigência fisica~ o 

tubo deve ter uma secção reta finita. Se temos N tais tubos~ num ponto X, o campo de 

velocidades toma-se: 

ü(x) = -2=e{') J $(x -x') (x-x')x
'1 3 

às(1.23) 
[;:1 n i-é s/mo J b __ 

ttlba fÃ' X 

em que dS é o elemento de comprimento ao Jongo da Unha central do tubo i. A integraI da energiaI 
é escríta como:

I 
I dS, -dsj.i (1.24) E =.l.. L:L:r;rj Jtes)-xed8n 

ij jA-1 

uma expressão análoga à da Eletrodinâmica. 

Este tipo de formulação tem a desvantagem de que tubos muito extensos são~ às mais das 

vezes, dificeis de manipular matematicamente. Entretanto, sua capacidade de descrever a 'estrutura 

espacial> da turbulência parece superú~la ou~ pelo mcnos~ compensá-la. 

I Com essa escolha, as restrições de conc;tividade são satisfeitas apcnns aproximadamente. 
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1.3. As Equações no Regime Turbulento. 
A Formulação Estatística Clássica. 

1.3.1. -A Técnica da Média de Reynolds. 

Nesta seção, descreveremos brevemente o procedimento derivado por O. Reynolds em 

1895) e que teve um papel fundamental nO subseqüente desenvo1vímento da Teoria da Turbulência. 

De acordo com a técnica da média de Re)'Jlolds, as quantidades fisicas que caracterizam um fluido 

podem ser escritas como: 

'4=U+U: 

p=p+ p' 

(1.25) p=p+p 

T=T+1' 

isto é, as grandezas presentes na equação de Navier...stokes são desmembradas em duas partes, 

média e flutuação. Em (1.25), as quantidades com barra:; denotam os valores médios, num 

intervalo fInito de tempo2 e as com linhas, as flutua.ções, Além dísso, 

''''' (1.26) Ui, = P = j = O 

Consideremos agora três quantidades fisicas arbitrárias, estatIsticamente dependentes, A, B 

e C, cada qual consistindo de uma média c de uma flutuação: 

A=A +A' 
(1.27) B=B+B' 

C=(;+c 

A lécnica de ReYllolds permite escrever: 
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-- .=-,­
A =A+A =A+A =A 

(1.28) 

AB= (A +A')(B +B')=AB +AB'+BA' +A'B' 

CQnseqüentementel
, AB = AB = AB ,Para o produto das três quantidades, 

ABC = (:4 + A')(B +B')(C + C') 

(1.29) 	 = ABC+A'ii"C+BA'C + 

+CA'B' +A'B'C 

Além do mais, 

ôA ô­
(1.30) 	 ---AôS - às 

e 

(1.31) 	 JAds= JAds 

1.3 ,2. -As Equações da Fluidodinãmica Escritas de Acordo 
com a Técnica da Média de Reynolds. 

- A Equação da Continuidade. 

A equação da continuidade para um fluido compressivel é: 

,Termos do tipo A'B' , são chamados 'correlações'. 
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op Ô 
(1.31) ai ÔX (pu) = O 

J 

Escrevendo p e uJ de acordo com (1.13) e fozendo a média, 

Ôp Ô(puj) Ôp o(puj) O _ O _ 
(1.32) oI + ÔX. =ai+ ÔX = ôt p + ÔX. pu! = 

J j ) 

Ô_ Ô[_ -,,]
= ÔI P + ÔX pu; + p Uj 

) 

Assim, em regime turbulento. a equação da continuidade para um fluído compressível é: 

a _ a [
(1.33) ôt p + ÔX PUj + P'u'J] = o 

j 

- A Equação de Navier-Stokes. 

A equação de Navier-Stokes, ou equação de conservaçio do momento~linear, para um 

fluido compressive!. ê dada por: 

rôu, Oui] Op o rôu, Oui ] 2 Ô 
(134) pL-+u.- = pj,--+fl.""L-+- --fl.-eoi J ÔXj ÔX, (}XJ ÔXj ôXi 3 ôXi 

em que 1, é a componente d. força sobre o corpo na direção i. e == d11 == 0'4/oX;. A 

quantidade e consiste de uma parte média e de uma flutuante~ isto é, 

(1.35) e=e+e' 
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Tirando a média, no senlido de Rcynolds, de (1.34), usando (1.31) c (1.35), chega-se a: 

IÔU, ÔU, '[ ôp ô lôu, ôujJ 2 ôe 
pl ôt +u] fujJ= pf, - OX, +!J. fui fui + fu, -3'!J. fui 

ou 

ÔU, OU, - ôp O r&,a~;l 2 ôe 
(1.36) p ôl + PU; OX] = pf, - ôX; +!J. ôX

j 
lfu; + fu, J-3').l fui 

Tirando a média de (1.36), tcnno a lermo, 

OU; _OU, ' ôu, _ ô _ ,ôu', 
• (1.37) Pat = Pat + P at = P ôl u, + P ôt 

OU, _ ô _ _, ôu, _ ' ôu'; 
• (1.38) pUla = PUla U' + PUj'a;-+ Uj p -::;- +

'X] 'Xj 'X; UXj 

õu, -,-'i "OU,
+aPU +pUj:>..

'Xl UAj 

• (1.39) pf, = (ff; 

ôp O 
• (1.40) ÔX; = àx, p 

w~..rOU, +~,_ fl-ª-r ôU; +ÔUj ,_ 
• (1.41) fujLfuj fu,J- fujlô~ fu,J­
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= J.t aÔJaÔ Ui + a
Ô 11.J

Xj' IX· X. J 
c J ' 

2 iJ0 2ô­-J.t----e• (1.42) 3 ôxi -3ôx, 

Substituindo (1.37) c (I.42) em (1.36) c rearranjando os termos, obtemos: 

J au; _ au; 1 _ ÔjJ a [au; . õuJ ]
(1.43) PL-+u'-J= pj,--+- -+- ­at J àx] 'àxi àx] ex] àxi 

2 a e I -, ôu', ,eU'i -,-,aU.
--J.t-" - pu-+ P -+ pu]-+3 eXi l J ex] ai àx; 

, '1
,ôu , . ÔUiJ 
+uJ p ex] + pu] ÔX} 

Para. umfluido ilicompress[vel temos, da equação da continuidade, 

eU] = O;(1.44) 
ex; 

e=<J; p' =0,, p=p 

Neste caso, (1.43) toma-so: 

rau; _ au; ] ,/, ÔjJ e'Ui . au'i 
(1.45) Pl at + Uj àx] = RJI - àx; + J.t àx/ - pu j ax] 
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Comparando (1.43) à equação de Navier~Stokcs ordinária, notamos que vários termos 

adicionais aparecem. A fOUlla tradicional na qual são escritos é a de gradientes de tensão: 

- r- .ôu', . ôu', -,-,'eu, "ôlii]_ . ôu· 
(1.46) :::!jiJ = pu) ôx. + P ot + P Ujôx. +Uj P ôx + P Uj ôxl J J J J 

conhecidos como Tensores de Tensão de ReYllolds. 

As equações (L33 ) e (1.46) levam a: 

(1.47) SjiJ = -{gt P'U'i + ~j [pUiUj + P'U'jUi + P'U'iUj + P'U"U'JJ} 

No caso de um fluido íncompressívcl, o último temlO do lado direito de (1.46) pode ser 

considerado como um gradiente de tensão, isto é, 

, ou',
"" ... = - pu j :>. • 
......)I,} ()hj 

Mas, 

ô -,-, ,eU, ôu'j 
fj""UjUI=Ujôx +U'a­

'Xj j 'Xj 

Além do mais, 

ÔUj OUj ,ÔU~ 
U'~=U'~+U'-a 

J {jX- J UXj ''X.
1 J 

em que O tenno à· esquerda e o segundo à direita são nu)os~ de acordo com a equação da 

continuidade, aplicada a um fluido íncompressíve1. Por essa razão~ 
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,au~
U'-a = o

'Xj 

e~ portanto, 

";:j' _ a -,-, 
~;1J - -p ôx. U'Uj 

J 

0, desde que p é constante. 

J - "(1.48) I::óy = Pu,u} 

ou, na fonua cartesiana. 

, , -,,1rU,z vu wUI 

'Z2; = pl u'v' wv 
' , 

v I v 

lu'w' , , w·zJvw 

- ' 
, 

! na qual u'. V c w' são as flutuações de velocidade correspondentes às díreçôes x,y,z,, 

respectivamente. 

- A 'viscosidade Turbulema '. 
'f 

Na Hídrodinâmíca Clássica, o tensor de tensão para um fluido incompressíveI pode ser 

esClito como; 

(1.49) ~ = p8ij +2fUlij - pu;u~ 

29 



em que p é a pressão média, p é a densidade do fluido>!l é o coeficiente de viscosidade 

~inâmjca e dij é o tensor de defonnação média, definido como: 

- - 1[ôü, 00]1
(1.50) dij = djl '" 2 &:} + &:, J 


Se (1.49) for escrito como: 


, 
(1.51) Eu = -pou+(2).! H",)du 

então, 

ool- - em ãt4 _J
(1.52) pu,uj = s",dij = T [oX + ox, J 

j 

em que, por definição, 8/11 é a viscosidade dinâmica turbulema que) diferentemente da viscosidade 

ordinária, pode ser' função das coordenadas espaciais. Pode ser mostrado I que s: til é um tensor 

de 5. 0 ordem. 

- A Equação da Energia Cinética, 

Multiplicando (1.34) por U, c ti!1lndo a média no sentido de Reynolds, temos: 

(1.53) (_ ')(_ .Ia ( ') (_ ') o (_ .)l
Ui +U, P + p 101 Ui +Ui + Uj +Uj OX Ui + Ui J= 

j 

_ '{ o ("Fi ') 0 (- ')= (Ui+Ui -Ox,\Y+P +!J.Ox' 
2 

Ui+Ui ­
, J 

2 o o , 1 
-3 f.l. &:, &:J (u) + Uj) J 

o lado ""quedo (L,E,) dessa última aquação pode ser escrito: 

I Ver, por ex.emplo, M.M, Su>nisic[31] 
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a )­ .-º..!( ')' - --º--!( 2)(1.54) L.E.= P at 2 (un P at 2 Ui + pu} &; 2 Ui + 
j 

_.a 1(2)' _.a 1(2)'
+puj &;.2u, +u}p &;.2 14 + 

) J 

-.-.al(2) .. al(2)'
+p u} &;.2 Ui + P uj ax. 2 14 

) ) 

[" u,2 l 
Multiplicando (1.41) por ~T Jc tomando a média, 

u;1 ôp a 
(1.55) Tlat+fu:'(pu) 1=0 

J 

ou 

(u?) ôp (un' ap' (U,') a - (ur)' a ( )'
Tat+-2- at +Tox PU}+-2-a~ pu} =0 

} j 

Evidentemente, 

(ur) ap _, ap' (ur) ô _ -;-;­
(1.56) 2 ôt+ UiUi at +Tox 

j 
(puj+pu)+ 

+U,U; ex. (puj+ujp')=o 
J 

Adicionando (1.56) a (1.54) e agrupando os termos, obtemos; 

L E --º..( P -(2») -º..(--;-;') --º--( p - ( 2»)
• .= at ~ 2 Ui + ôt Ui P 14 +oX 2 u} u, + 

j 
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I 
I 
I 

a (__-,') o «uJ>-,-,)

+ ox} UI PUIU} + fJx, 2 p U} + 

o (__ -'-') "o _ , 

+ fJx. U}UI P U, + pu} fJx. ulu,, , 

Tirando, agora, a média, no sentido de Reyno!ds, do lado direito (1..D.) de (1.53), temos: 

_úp"'" a' _vU, ,,2 ,)("2­,'jJ ,uU, 
L.D.= -u, -;:;-- - Ui "". + j.\ Ui -a2 +Ui -a2 ­

OX1 tl.4r XJ " ~J 

2 (02üj ,a 
- 3 j.\ Ui aX,eX) +Ui -;;-OX-ia:;"'X~} 

Definindo: 

2e1U. a 2i[ 2( 01U' a uj' ,1
~ -I'; - J' 

UI-a 2.JE ~{ 2 +U'-a --3' UI a fJx +U, fJxfJx)J'rxj 'Xj \. (X/ J i j 

a equação da energia cinética média para umfluido compressivel resulta como: 

e(p -(2») e (P' _-(2») _[a (-;-;) o (_-;-;)
oi '2 UI + fJx. '2 Uj u, + u, oi P u, + OX Uj P u, + 
J , 

" eu;] e [-f"'~ --,') 1 " ]2+P Uj ãX; '" - fJx UiV'Uij + PU'Uj + 2 P u}(u,) + 
j 

õii; [-~ --,-, - -,-, 7.7:7l -,-, õii; ~ +ãX' pVif - pu,u} - uj pu, - P uju'J - pu, 8t +.J 
J 

Nó caso particulm- de urnfluido illcompressivel. 
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ôi4 ôu:
p' = o, éJx = O' ax: = o.

i ' 

e a equação anterior se escreve: 

!!...(.E. -(2») ~(.E.--(2») - ~[-{n~ -:-;"j8t 2 U, + éJx 2 uj uJ - - 8x u'V'u ií + pU/Uj) ­
j J 

ôi4 ( -,') ",- éJx .pU,Uj +;J 
J 

na qual 


r 2- 8 2 ,]
~. I _ a Ut ' --l::!:L 
;J "" 1.Ui 8x] + U, 8x] 

é o termo relacionado à dissipação viscosa. 

Como veremos nos capítulos posteriores. a interpretação fisica dos diversos tennos 

presentes nas equações da Fluidodinâmica~ escritas de acordo com a técnica da média de Reynolds. 

leva a uma descrição fenomenQlógica da turbulência que concorda notavelmente com as 

observações experimentais. 

, 
I 
!, 
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2 
A Instabilidade Hidrodinâmica 
e a Transição para a 
Turbulência 

Neste Capílulo, procuraremos descrever os mecanismos físicos da transição do regime laminar 

para o turbulento. Como é sabido, a turbulência só pode se desenvolver em fluxos rotacionais. Se 

um fluxo rotacional básico é levemente perturbado, essas perturbações acabam levando a várias 

instabilidades que, eventualmente, degeneram em turbulência. Devemos salientar que o conceito de 

transição à turbulência não é bem definido: de uma fonna geral, o processo completo pode 

envolver vários estágios sucessivos. Aqui, a transição será caracterizada pelo valor critico de um 

parâmetro adimensional CRc), que depende dos movimentos ou forças impostos ao fluido. Serão 

brevemente discutidas a equação de Orr-Sommerfeld e a importante obra de Heisenberg sobre a 

instabilidade hidrodinâmica. 

2.1. A Instabilidade Hidrodinâmica. 

Em qualquer fluxo, tanto laminar como turbulento, os campos de pressão e velocidade são 

soluções das equações do movimento, para dadas condições iniciais e de contorno. Todavia, no 

caso de turbulência, cada fluxo, considerado em particular, corresponde a uma solução não estável 

das equações dinâmicas. A despeito do fato de as equações da Fluidodinâmica terem uma solução 
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esmvei para qualquer RI!' a impossibilidade de existência de um fluxo laminar para números de 

Reynolds suficientemente altos claramente mostra que nem toda solução corresponde a um 

movimento real. Pode-se postuJar disso que o movimento real não somente satisfaz às equações 

dinâmicas como também deve ser estável para pequenas perturbaçôcs. Ora, como tais perturbações 

i 
, 

estão sempre presente5~ elas devem ser amortecidas com o decorrer do tempo, de tal fonua a não 
.1 

! comprometer a natureza geral do fluxo. Por outro lado, se essas perturbações crescerem com o 

tempo, ocorre uma consideráve1 distorção do movimento inicial e~ por conseguinte, depois de 

decorido tempo suficiente, tal movimento deixará de existir. 

Portanto~ é de se esperar que haverá um certo número de Reynolds, digamos o crfticol R.:.:. 
que corresponderá ao ponto no qual a estabilidade é perdida. Pam R. ( R,<, o fluxo laminar 

é eSláve1; para Rc > ~c. () mesmo fluxo é il1stável e se tomará turbulento~ sob a influêncIa do 

aparecimento de poquenos distúrbios (ou flutuações) nos campos de velocidade e pressão_ 

A turbulência seria. então, caractcri;wda por flutuações irregulares dos campos de pressão c 

velocidede do fluído. 

Apesar dessa razoável complexidade, o mecanísmo de inícialízação de tais flutuações pode 

ser explicado. em bases puramente mecânicas, Para tanto, é necessário cons.iderar o flu.~o como um 

sistema dinâmico com um número muito grande de graus-de-liberdade,. no qual oscilações auto­

excitadas surgem como resultado de wn influxo externo de energia. 

A aplicação do conceito de grau&-de~Hbcrdadc necessita a imediata introdução de 

coordenadas generalizada... que descrevam, univocamente. a configuração do fluxo, Para a 

definição precisa de tais coordenadas é conveniente desmembrar o movimento em componentes 

elementares, Essas componentes devem ser tais que a soma de suas energias individuais seja igual à 

energia total do fluxQ, Ademais. {} estado de cada uma delas deve ser descrito por um número 

bastante pequeno de parâmetros. Podemos de pronto reconhecer a sorna dos parâmetros 

necessários à descrição do movimento dessas componentes elementares como sendo as 
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coordenadas generalizadas, e O númrcro dessas, que pode eventualmente variar sob dadas 

condições externas, como o número total de graus-de-liberdade. 

o número de graus-de-liberdade de um fluxo turbulento) num volume ftnito l será muito 

grande, porém finito 1, Isso pode ser explícado duma maneira relativamente simples: quando o 

campo de velocidades é expandido uma série em tennos de funções ortogonais (equivalente~ do 

ponto de vista matemático, à decomposição do movimento em componentes elementares), as 

várias componentes descrevemo movimentos elementares de diferentes escalas. Quando a ordem 

das componentes cresce indefinidamente, a escala correspondente tende a zero, Todavia, d(1Vido à 

viscosidade~ as flutuações de escala muito pequena não podemo- existir. AssÍm} o campo de 

velocidades em termos de funções ortogonais de ordem suficientemente alta será independente do 

tempo. Isso significa que o número de graus de liberdade deve crescer com o decréscimo do 

coeficiente de vjscosidade~ oU t em outras palavras, com o acréscimo do número de Reynolds. 

Conseqüentemente, o número de gmus de liberdade crescerá rapídamente com o número de 

Reynolds, e, na turbulência com alto Re, atingirá valores enonnes. 

Consideremos, agora, a evolução no tempo de um fluxo sob dadas condições extemas 

estacionárias (em particular. com um influxo de energia constante). Da Mecânica Estatística, é 

sabido que sistemas com um grande número de graus de liberdade e condições externas 

estacionárias tendem a convergir para algum regime de equilíbrio) nO qual O influxo médio de 

energia contrabalança a dissipação mooia de energia do sistema. A energia total tem wn vaiarJIXO 
e uma distribuição, entre os diferentes graus de liberdade, também fixa. Neste ponto, duas 

possibiiHdades se nos apresentam: ou o fluxo tenderá assintoticamente ao regime laminar. que 

corrcsponderia a um equilíbrio estático, ou ao regime turbulento estacionário • correspondente a 

um estado de equílibrio dinâmico. Tais regimes serão posterlOlmente discutidos. 

1 O conceito de um fluxo no espaço infutito será sempre uma idealização. Netmi siuação, o campo de velocidades pode 
ser deeomposto numa expansão similar à da integral de Fourier-Stieítjes, o que permite a existência de um espectro 
contínuo, ou ~a. um. contínuo de rordenadas generalizadas. 

36 



2.2. Fluxo Turbulento em Tomo de Corpos Sólidos. 
A Camada-Limite de Separação e os 
Mecanismos de Transição da Camada-Limite. 

Consideremos II superfície de um corpo sólido tri-dimensional (digamos um cilindro) 

imerso num fluxo irrotacíonal, cuja direção é perpendicular a seu eixo principal (Fjg 2.1). 

'<:I 

Fig 2, 1.Fluxo próximo aQ ponto de separação 
da camada-limite 

Fora da camada-limite o fluido pode ser considerado ideal e seu movimento ltTotacional. As 

linlla5 de fluxo desse movimento potencial são muito próximas entre si na parte superior do COIpO 

(ponto C) onde, conseqüentemente, a velocidade tangencíal atingirá um máximo. Pela Equação de 

Bernuoili (1.9 ), a pressão em C atingirá um mínimo, de tal founa que decrescerá ao longo de AC 

e crescerá aQ longo de CE, Tais mudanças na pressão ao longo da superficÍe do corpo também 

ocorrerão na camada-limite Gá que na superficie desta a pressão raramente varia). 

ConseqUentementc:, sobre CE o fluido na camada-limite deve se mover na direção de decréscimo 

na pressão, O que leva ao seu retardamento. Esse retardamento terá mais forte efeito sobre as 

partículas que se movem muito próximas à superfície do cHindro, isto é, as que possuem menor 

velocidade. Em algum ponto D, elas certamente pararão. Além desse ponto. elas se moverão de 

volta, com relação às partículas que ainda não atingiram D. A formação de "contrafluxos'1 sobre a 

superfície do corpo nessa região abriga o fluxo externo a se "descolar" da superficie do corpo. 

Ocorre. então, o fenômeno da separação da cWllada-limite, com a conseqüente formação da 

superfície DF. limítrofe entre dois fluxos. DF é, portanto. uma superflcie de descontinuidade 

37 



taugencial da velocidade, Como é evidente, DF ê altamente instável e rapidamente se transforma 

em um ou mais vórtice.s l (vide Fig. 2.2) . Na região FDE, compreendida entre a superfície do corpo 

e DF, é formado um vórtice 'macroscópico> 1 que se separa do corpo, sendo transportado ao longo 

de wna certa distãncia, e gradualmente dispersado. 

Como resultado de todos esses fenômenos, wn arrasto turbulento é formado na região 

posterior do corpo, na qual o movimento 6 altamente rotacional. Fora dessa região, o movimento é 

irrotacional (isto é, potencial). 

Como já dissenlos) o fluido exterior à região turbulenta pode ser assumido ideal. Portanto, 

durante seu movimento, a circulação da vclocídade em torno de qualquer curva fechada é­

conservada (pelo Teorema de Kelvin) e, por essa razão) no caso estacionário, o rotacional da 

velocidade é constante ao longo das Hnhas de fluxo. Portanto, é evidente que uma região de um 

fluxo rotacional turbulento, a certa distância de um corpo~ pode somente surgir quando as linhas de 

fluxo deixam a camada~1imite - na qual o movimento será rotacional devido à viscosidade - isto 

é. quando há uma 'mistura' direta do fluido originário da camada~limite com o do espaço exterior a 

ela. 

Pode-se inferirt também, que as linhas de fluxo não podem deixar a regíão em que o 

rotacional da velocidade é diferente de zero) ou seja. o arrasto turbulento, embora elas possam aí 

penetrar. vjndas da região de fluido potenciaL Em outras palavras, um fluido pode <entrar' no 

arrasto turbulento, dcsdf.l que provenha de uma região potencial, mas não pode 'sair' da região do 

arrasto, Ao mesmo tempo, flutuações turbulentas de velocidade podem <migrar' do arrasto para o 

fluido potencial) entretanto) não sem considerável atenuação. Vamos tratar um pouco mais 

detalhadamente desta questão, seguindo a análise de Landau & Lifschitz [23] (1963). 

I Se a velocidade decresce suficientemente rápido, a partir de C (em direção a D). a separação da eamada~limitc é 
inibida. Mesmo se a camadn~limíte é laminar antes da separação, depois que esta ocorrer aquela se comportará como 
um "jato submerso" , e rapidamente se tornam turbulenta. 
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Para um movimento potencial de um fluido íncompressivel~ as equações do movimento 

(1.2) serão satisfeitas identicamente. Portanto. nesse caso, o fluido será descrito unicamente pela 

condição de incompressibilidade. Essa condição é equivalente à Equação de Laplace Acp =O, para 

o polcncial velocidade (p , que define a velocidade ii = V<fi. Seja z a coordenada através do 

arrasto. Então, Q campo (p(x,y,z) que descreve as flutuações de velocidade pode ser 

convenientemente decomposto em componentes periódicas da forma q> = ({)QeL(k\X+K1Y}. De 

Ó<p = 0, segue que d 2qJo/dz2 = k 2q>o ' em que k é o número de onda, inversamente 

proporcional à escala horizontal das flutuações periódicas em co~sideração. Desconsiderando a 

solução 'Pu - fisicamente sem significado, posto que cresce com Z - encontramos que a 

atenuação da amplitude das flutuaçôes na região Z > O é dada pelo fator e-Ia. Assim, elas são 

atenuadas tanto mais rapidamente quanto menor for a escata. Conseqüentemente, a uma distância 

suficiente no interior da região potenciul~ restam ÜÍo somente flutuações "macroscópicas" . Para 

tais flutuaÇões, a dissipação de energia não desempenha grande papeL Portanto, quase toda 

dissipação no fluxo ocorrerá na região do arrasto turbulcllto rotacional. 

A formação de superfícies de descontinuidade, juntamente com a considerável dissipação 

de energia em toda região do arrasto turbulento leva a um considerável acréscimo na força de 

resistência ("drag') de corpos que apresentam camadas-limites separadas. Essa rcsístência, via de 

regra, será tanto menor quanto mais estreito o arrasto turbulento, isto é, quanto mais se protelar Q 

ponto de separação ao longo da supcrficie posterior do COrpOl, A figura 2.2 ilustra a região do 

fluxo próxima à separação, de forma idealizada. 

I Pura flu~os cum Re suficientemente alto, para os qU<lis1 todavia, a camada-limite pennanece laminar além da pemo 

de scpamçio, o coeficiente Ctl cilldepc/ldclllC deRe, pois: isso também vale para o ponto de separação. 
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Fig.2.2. Os mecanismos de Tramição parti a Turbulém:iu. 

2.2.1. - A Instabilidade das Superfícies de Descontinuidade. 

Chamamos de fluxos absolutamente instáveis aqueles que são instáveis mesmo com 

respeito a distúrbios infinitamente pequenos. Um dos mais simples exemplos de tais fluxos é o 

próximo a uma superficie de descontinuidade langencial da velocidade. Neste caso, a instabilidade 

absoluta pode ser explicada com o auxílio de considerações físicas simpJcs. 

Vamos considerar duas 'camadas; de um fluido ideal deslizando uma sobre a outra, com 

velocidades iguais e opostas, U c - U, formando uma supcrfIcie de descontinuidade. Suponhamos 

que. devido a um pequeno distúrbiO' sobre essa superfície, seja formada uma onda de pequena 

amplitude. Para simplificar. suponhamos que tal onda não seja progressiva, Nessas condições, as 
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linhas de fluxo sobre a crista da onda ficarão muito próximas entre si e~ por conseguinte~ a 

velocidade aumentará. Nas bordas da onda, ocorrerá justamente o jnverso, com as linhas de fluxo 

se afastando entre si. De acordo com a equação de Bemoulll~ a pressãO' na crista da onda cairá, e 

nas bordas~ aumentará de valor. Conseqüentemente, surgirâ no fluido wn gradiente de pressão 

transversat. que tenderá a aumentar a amplitude da onda. Ê esse acréscimo na amplitude que leva a 

onda a se desintegrar em 'vórlic..-es individuais. 

Num fluido real, as ondas que surgem, resultantes do processo acima descrito, são 

progressivas. Entretanto, a situação aqui é mais complicada, visto que o deslizamento de duas 

camadas, urna sobre a outra, é impossível. Ao invés da superfície de descontinuidade, existe entre 

os dois fluidos wna estreita camada de transiçlio, na qual o perfil de velocidades tem a funna de S. 

A investigação da instabilidae de tal camada é, é claro~ mais complicada. Todavia. pode ser 

mostrado, teórica e experimentalmente, que ela é muito imtável [Moniu & Yaglon [26]. VoU, 

CapJ, see. 2.8 ]. 

Para concluir essa seção, resta-nos observar que a fonnação de um arrasto turbulento num 

flu.xo a alto Rc~ na presença de contornos sólidos, é praticamente certa, já que a tarefa de abolir as 

condições de formação de superfícies de descontinuidade é muito dificiJ. lsso só podc scr 

conseguido, dentro de certa tolerância. com l,;,reometrías multo especiais, 

2.22. - A Equação de Orr-Sommerreld. 

De maneira geral, o mais eficaz meio de investigação das condições de transição para a 

turbulência é o método dos pequenos distúrbios, ou mcJ.todo das perturbações. 

Considerando? mais uma vez, um fluido incompressivel. a idéia central do método é 

escrever os campos de velocidade u,(5ê,t) e pressão p(5ê,I), respectivamente, na fonna 

U, =U, + U; e p =P + p', em que UJ(5ê,t) e P(5ê,t) são soluções particulares das equações, 

e U; e p'são distúrbios muito pequenos. Levando em conta também que tanto Ui como P 

satisfazem às equações do movimento~ e jgt1orando os termos quadráticos nos distúrbios, temos: 
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r00: ou: ,oU I op' ,j oi +Ua àx~ +!la ox..: =- p- ox; +vt.lu, 
(2.1) 

l~~ =0 

Quando a solução Ui =U(i),P =P(i) descreve um fluido laminar estável~ os 

coeficientes do sistema de equações (2.1) serão independentes do tempo, Nesse caso, (2.1) terá 

soluções particulares da fomla: 

ü' (x,t) = e-Im! fw (x), p' (x, t) =e-imlgm (X) 

Para distúrbios bi-dimensionais - o que, pelo Teorema de Squire [Moniu & Yaglon [26], 

Vol.l. seco 2.8J, não acarreta nenhuma perda de generalidade - de um movimento plano paralelo~ 

as equações (2.1) tornam-se: 

rou' ou' ,dU Op' ,
I-+U-+w -=-p-I-+vAuat ax dz aX 
làw' àw' a' 

(2.2) l-+u-=-p-'~+vAW'at ox oz 

-ou' aw'
lox+fJz=o 

As condições de contorno para essas equações exigem que ambas as componentes da 

velocidade, u' e w', tomenl-se nulas sobre os contornos sólidos (ou, equivalentemente~ no infinito, 

Z -? 00). Usando a equação da continuidade, na primeira das equações (2.2). podemos escrever, 

utilizando a definição defufJção~correute. '1', 
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u,=-z, ô'I' 
w'= ax 

e, eliminando a pressão, 

2(8 8 f d U ô'I'
(2.3) -+u- 'i'---=vf.'i'\'8t 8x dz2 ax 

Desde que os coeficientes: dessa equação são independetes de X e t, ela tem soluções 

particulares da forma: 

(2.4) 'i'(x,z, t) = e'(k,""'I)q> (z) = eik(.<-"lq> (z) 

na qual c=%. 

Substituindo (2.4) em (23), obtemos a seguinte equação diferencial ordinária de quarta 

ordem para (p (z) : 

d 2u V 
(2.5) (U -C)(qJ"- k 2qJ)_ dz2 q> = -i7«qJ" - 2PqJ" + lc4qJ) 

(as linhas denotam as diferenciações ern relação a z l. A equação (2.5) é chamada Equação de Orr­

Sommerfeld. Suas condições de contorno são que <p e (P' tomem-se nulos sohre os contornos do 

fluxo. 

Para encontrar um critério de instabilidade é necessário encontrar a solução 'I'(X,z,t) 

dessa equação para dadas condições de contemo e do valor inicial 'f'(x)z,t) =~ 1. A natureza 

l Aqui, If'o(x, z) é uma função arbitrária. diferente de zero numa região ftuita do espaço c quo satisfaz às condições 

de contorno c de pequenos distúrbios IV'f'o I {( O . 
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da variação no tempo de maxIV't'(x,z, t)1 dependem do número de Reynolds do fluxo /lão­

perturbado: para um R(! suficientemente pequeno, essa quantidade será amortecida; para Rc 

suficientemente grande pode, algumas vezes, crescer com o tempo. O limite entre essas regiões de 

valores de ~ (se existem) defmirJ. um número de Reynolds crítico, Rec' 

2,2,3,- A Estimativa de Heisenberg para R,c' 

Numa importante obra de 1924 sobre a instabilidade hidrodinãmica, W. Heisenberg estudou 

a estabilidade de fluxos laminares plano-paralelos, dando uma grande contribuição para a 

elucidação do assunto5 embora seu método temla sido alvo de muitas críticas. 

o problema, considera HcisCllberg) é o clássico da estabilidade de um fluxo laminar plano­

paralelo, digamos na direção-x) confinado entre dois planos paralelos, localizados em z = + 1, 

com unidades de distância normalizadás pela distância d entre as placas, e com um perfil de 

veJocidades w(z). nonnalizado por U, a vclocidade externa. Para detcrminar Rc 
< 

para este 

problema, Heisenberg procede da seguinte maneira. Primeiramente, busca uma solução da 

equação de Orr-Sonunerfeld fazendo a seguinte substituição: 

cp = ex1 Jg(Z)dZ] 

com 

g(z) = (kR)l/2go (z) + g,(z) +t). [(lcRtl/2
] 

Essas substituições fornecem aproximações para duas soluções, <PI e {P2' que variam 

rapidamente quando o produto (leR) é grande. Para obter aproximações para duas soluções 

adicionais, CP3 e 'P4. é feita uma expansão em potencias de (kR) tal que, em mais baixa ordem, 

essas sproximações são soluções da chamada Equação de Rayleiglt: 
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(00 -C)«P" - k'<p) -00"(1' = O 

Mais uma vczt essas soluções Ujnvíscítas~~ são expandidas, em potências de k2 t. 

A seguir) Heisenberg considera a maneira de conectar a solução aproximada obtida do Outro 

lado do ponto de relomo, onde ro(Za) - C= O. Para fazer isso, introduz a variável 

11 = (z - zo)(kR)VJ e expande 'PI e 'P, em potências de (leRt VJ .Para 'P, , escreve: 

'P4 RI (00 - c) Jdz(w - C) 
-I 

Novas aproximações são fchas pura para derivar a dependência do valor caracteóstico Rec 

dele . Fíllalmente, Hciscnbergeslímaquc k"O.7 e Rc 
c 

""f} (10)3 2 

o razão de incluÍnnos aqui essa discussão é o fato da estreita relação existente entre a 

ínstabilidade hidrodinãmica e O início da turbulência propriamente dita. Neste ponto, é instrutivo 

observarmos as próprias palavras de Heísenberg sobre a questão (que traduzo): 

"Admitindo, agora, que a instabilidade aparece de maneira geral mesmo 110S casos em que 

a equação invíscila tenha SOllumte a solução neutra, surge a questão de como a viscosidade pode 

causar instabilidade, De argumentos simples, dever-se-ia esperar amortecimento ao invés de 

amplificação. Mas deve-se lembrar que um fluido invíscito fi um sistema com infinitos graus de 

lberdade que, Ilorma/mente, illteragem de tal forma que a cm:rgia é dissipada em todos os modos 

de vibração. É unicamente para condições geoméiricas muito especiais que essa transferência de 

energia não acontece, Portanto, se um distúrbio neutro é possivel num fluido iuvíscito, a 

viscosidade pode facilmente mudar as fases de vibração, de tal forma que tem iuicio a 

transferência de energia, o que sigllifica amplificação dessa vibração, 

I Este é (I mais sensível ponto da análise de Hcist!llbcrg. Em invesügações rcccnh::s j usam-se soluções mais exatas da 
equação de Raylcígb, obtidas por métodos numéricos. 
lOS valores atualmeute ataitos são k = 1,097 c Rcc = 5.772. 
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É muito provável. senão certo, que a amplificação leva, imediatamente, à turbulência 

completa, isto fi, à distribuição estatística de energia entre todos os graus de Uberdade (, ..) , Na 

maioria dos casos, a instabilidade pode, seguramente, levar diretamente à turbulência. Tal 

turbulência não precisa ser iso/rópica, desde que as paredes introduzem desvios na isotropia, mas 

ela será uma distribuição estatística de energia entre muitos grat1S~dc~liberdade. IJ 

A hipótese de transferência de energia entre muitos graus~de~liherdade. explícita no trecho 

acima. constituí, como vcrem~ !lIDa peça fundamental na teoria elementar da turbulência 

desenvolvida por Heisenberg. 

I 

I 
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A V orticidade e a 
Fenomenologia da Turbulência 

o objetivo desse capítulo é investigar como a manisfestação da turbulêncÍa pode estar relacionada 

à evolução, no tempo c nó espaço. de estruturas de vórtices. Em outras palavras, queremos 

entender os processos físicos pelos quais passam os vórtices que são prodizidos pela instabilidade 

hidrodinãmica. Claramente, essa abordagem fenomenológica tem como pano de fundo O tenno 

não-linear da equação de Navier-Stokes. 

3.1. Estruturas Genéricas de Vórtices. 

Seja a vorticidade total de um fluido incompressível no espaço tri-dimensional denotada 

por 1.;-, Nosso interesse é representar tal campo como uma soma de objetos matemáticos simples. É 

importante respeitar a identidade V . f = Oao menos aproximadamente. A maneira matemática 

mais conveniente de se fazer isoo. como vimos (sec. 1.2.1), é através da soma: 

( = L;(,(x) 
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em que se supõe que SUP';~ é um tubo de vórtices fechado. Ê possível se demonstrar 

rigorosamente que qualquer distribuição suave de vórtices pode ser assim representada!. Todavia~ 

os rigores dessas exigências matemáticas. para efeito de estudo de situações de interesse prático, 

devenl ser, na grande maioria das vezes, enfraquecidos. Isso é conseguido~ dentro de certos 

limites, se se toma a união dos suportes dos tubos de vórtices como muito menores do que a região 

acessível ao fluxo2
• Dcve~se assumir, também: que as secções retas dos tubos são pequenas, 

comparadas a seus comprimentos, e que a excentricidade de cada secção reta - razão entre os 

comprimentos máximo e mínimo - é llmitada. 

Essas aproximações no campo são corroboradas. em primeiro lugar. pela experiência. Em 

segundo lugar) porque o uso de tubos de vórtices é autocOllSistellte: o 'cnsemblc' de tubos de 

vórtÍccs pennanecet'.l um 'cnsemble' de tubos, sob circunstâncias razoáveis. 

Entretanto, a razão principal de se fazer tais aproximações é a conveniência: a fim de se 

estudar numericamente os sistemas turbulentos devc-se simplificá-los. 

3.1.1.- A 'Auto-Energia', a 'Dobra' e o 'Esticamento' 

das Estruturas de Vórtices. 


Consideremos a scgunitc estrutura de vorticidade (Fig. 3.1); 

p 

Fig.3.1.um filieI de 'fOTlkldfllle. 

J Ver, por cxmplo, C. Gcengard, "O>nvcrgcncc of the vortex filruucnt method" ; Malh. OJmp. 47 (1986). 
1 Nessa situação, podemos falar numa espécie de ·sll.':pensão esparsa de tubos de vórtices', um artificío puramente 
matemático, importante na concepção de mêlodos numéricos baseados em v6rtices. 
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Suponhamos que tal estrutura evolua para uma segunda, tal que o raio R cresça para a.R, ex. 

) L Nesse caso, o raio do lubo ti reduzido para p I .Ja,1(1 cresce no tubo para a Il:n, e a 

energia E eresce de 1.111:' p'l(I'nR2 log(Rj p) para o valor aproximado de 

11' p'a 2RI(I = a 2E. Portanto, a forma do tubo deve mudar de lal maneira que os campos de 

velocidade produzidos pela vorticidade em suas várias partes cancelem-se apropriadamente, para 

garantir a conservação de energia. 

~r 
te f' y" 


Fig. 3.2. SCCfiio rfe um tllbo de mrJidtlrtdc. 

Para analisanllos tais fenômenos quantitativamente, seja a integral 

E = Jdi fdi,((x) 'I;-C.X') 
I ~ lx-x" 

-a energia associada à vorticidade da configuração da Fig 3.2 , na qual ~ é paralelo ao eixo do 

tubo, ( =((0,0,1;) e I; = 1;. (xdo ,x,/cs), com I; = Oquando .JXf +xi)çr. E depende 

de 0:, de I, 1;. c da circulação (integral de 1;. sobre a base). O que temos de analisar é como EI 

muda quando o: e I mudam. Em outros palavras, E = E (o, l), com a circulação mantida fi"a 

(Teorema de Kelvin) c ç conservando a forola ÇwTais mudanças podem ser induzidas <esticando) 

o cilindro pelas suas bases, 
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Consideremos agom um filamento de vórtices, F. fechado) de circulação unitária e secção 

reta pequena, aproximadamente circular, de pequena área. Se tal filamento pode ser representado 

pela supcrposíção de N cilindros circulares~ li > i = 1. 2, 3, ...• N, de iguais comprimentos 1 e de 

raios cri' i = 1, 2, 3, .... N. a energia associada a este filamento é: 

E = (81t t' fdifdi -(xH,-(x')_
/X-x' ­! 

I 
I, =(81t t'LLJ di rdi' (ex) ,(ex') 

i j#i (-tj ~ - xl + 

+(87t tiLJdiI di' t;ex) ,t;:;X') 
"i lx-xl:::::> 

:::::> E= L,Li'; Eu + LiEu 

Na última das equações acima, o primeiro tcnno é a energia de interação e a soma ~Efi • 

a uuto--energia. 

Seja, agora, lz um vetor ao longo do eixo de ~ , com origem em seu centro e apontando na 

direyão de li . Se a distância entre os centros de li e l,. (respectivamente, rc. e rc ) são muito 
. , j 

grandes, 

1 ti 'ti 

Eü = 81t 1-rq rc} " 

Das leis da conscrvação~ vimos a necessidade de mudança na funna de F, causada pelo seu 

próprio campo de velocidades e pelo campo de velocidade que o circunda. Entretanto> vamos 

admitir que tais variações da forma sejam tais que a secção reta dos tubos não se altere 

radicalmente. Como conseqüência, o tubo irá testicar' , enquanto sua secção reta é contraída 
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isomorficamente. Assim, se o tubo é agora representado por N' ) N cilindros de comprimento 1 , a 

soma LiEU associada aos novos fi1am~ntos será maior. Portanto, a energia do filamento F será: 

1 ~N 1·7 ~-LL + 2..., EI j (1I0V05)
jj

8n ;=1 j'; Ir -r I ;=1
J=I Ci Cj 

A soma dupla tem agora S (N2
) parcelas. Um comprimento típico Ire; - ~j I não pode 

aumentar muito se filamento permanece conectado. Assim; o produto interno na equação acima 

deve decrescer. Isso acontece se o filamento se dobrar. São esses os mecanismos responsáveis pela 

transferência de energia entre as escalas, um fenômeno fundamental dos sistemas turbulentos. 

Tais conclusões poderiam, é claro, também ser obtidas diretamente a partir das equações do 

movimento. 

Consideremos um fluido ocupando uma região de D do espaço tri-dimensional. Seja 

~ i = ~ I (cõ) o mapeamento do fluxo induzido por um campo aleatório illcompressível. Sejam 

io ,xo+Mo dois pontos muito próximos entre si, no instante t = O . Eles são mapeados sobre 

Xl ,Xl +Ml •no instante t, em que 

8i/ = Mi" +8i") - Mi") '" A8i" 

Na expressão acima, A é uma matriz 3 x 3. A nonna ~xll satisfaz: 

o::; ~i/12 = (8i/ ,8i/) '" (A8i" ,A8i") = (8i" ,Wlii") 

em que ( ) denota o produto intemo ordinário. e W = AT A é uma matriz simétrica definida-

positiva. Para um fluxo incompressível, o jacobiano do mapeamento é 1 (cf. nota à pág. 19) e, 

assIm, 
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Iwl =IAI,iATi = 1 =Â"Âz,t.; 


Em I::::: 0, consideremos uma família de vetores OXo ~ de módulo fixo, F3x°1 = ex>1 com 

direções uniformemente distribuídas sobre uma esfera unitária. Denotando~se por ( ) ti a média 

sobre a esfera unitária, pode ser mostrado que' 

! ((~/i)),>o , 


em que o símbolo ( ) denota a média ordinária. 

A importanle conclusão tI que se chega é : em média, sobra o espaço de probabilidades e 

sobre as direções itliciais, o comprimamo das linhas aumenta. 

Para o caso particular de uma turbulência homogênea e isotrópica, não há direção 

preferencial e, portanto 1, 

d 
di (Oi') ) o. 

Em pesquisa recenti; A, Tsin?ber e outros [32 ] estudaram numericamente o esticamento de 

vórtices e a geração de enstrofiu numa turbulência de laboratório. As principais conclusões desses 

autores são as seguíntes. 

• A estrutura da vorticidade num fluxo turbulento quase-homogêneo e isotr6pico está 

associada a um forte alinhamento entre a vorticidadc e os auto-valores da taxa de variaç~o do 

j A rigor, lilllms de vórtices são linhas especiais que constituem uma fração negligcnciávef de todas as lms. Todos 
os árgumentos anteriorcs podem, portanto, faU1<lf, e não se pode eonc:luir que essas linhas ·esticam'. mesmo num 
fluido isotropico. Esse fato ê, todavia, verificado por experimentos numéricos de simulação direto. (Chonn [12], Bcll 
& Matcus [8]). 
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tensor de tensão, ao Invés de com DI-I'y IÇ. somente. Conseqüentemente, regiões do fluxo turbulento 

muito maiores do que aquelas com intensa vorticidadc estão espacialmente estruturadas. Em 

particular, regiões com fraca vortícidade estão organizadas justamente como as regiões com 

intensa vorlicidacle, e são tambêm dinamicamente ativas, Uma relação simples é encontrada entre a 

positividade da geração de custrofia; ~jS jSi}' e o alinhamento entre a vorticidade, ç . e os auto-

valores da taxa de variação do tensor de tensão, sij' 

• A taxa invíscita de mudança da geração de enstrofia consiste de duas contribuições. A 

primeiro delas, local~ é: puramente positiva e reflete a tendência dos processos não-lineares de 

interação direta entre vorticídade c tensão sempre para aumentar a geração de enstrofia. A segunda, 

não-local, reflete a interação entre a vorticidade e (} termO 

8 2 p 
Ç"Ç,j 8x

i
axj 

e o caráter não-local dos processos de 'esticamento' dos vórtices. Sua média é negativa e menor 

do que (ç, 2), tal que a taxa invlscita total de mudança da geração de .nstrofia é sempre positival
, 

t Usando as equações para a vorticidade e para a taxa do tensor de tensão, Yanitskii [331 obteve a seguinte equação 
para a geração de cnslrofia: 

R _ 8 zp
Dl Ç"Ç,jSy - Ç,A/:"Sik - Ç"Ç,j ax8x +V(2~iSijh.~j + 1;,Ç,j Llsij) 

, J 

Pode-se notar que o primeiro termo do lado diremo dcsta equação e igual a ç2 ) 0, Isto significa que os processos 
não-lineares que envolvem Q 'cstienmento' das estruturas de vórtiees S{:mpre tendem a aumentar a geração de 

cnstrofa Pode-se provar que ó valor mãximo do segundo termo ã direita é, aproximadamente, da ordem de ç2 . 
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3.2. Fractalização. 

Ê sabido que quando os filamentos de vórtices <esticam~ e 'quebram' seus eixos convergem 

a COIljUJltos fractai~. Não importa, no nosso contexto, se isso acontece num tempo finito ou 

infinito, No objetiivo aqui é entender a importância desse processo dentro da fenomenologia da 

Turbulência. 

Uma curva suave fechada tem dimensão 1 e vetor capacidade I zero. Consíderemos um um 

filamento de vórllces que é <estícado' sem modificar a topologia de seu campo de velocidades. Se 

qualquer porção do fliamcnto é esticada de tal fonna que ela colapsa numa curva, tal curva carrega 

vorticidade. No entanto, a energia associada a essa configuração é infinita . Se a energia se 

conserva durante o processo de csticamcnto, este tipo de colapso é proibido. Assim, o esticamento 

deve ser acompanhado por um processo de 'quebra' que previne o aparecímento de filamentos de 

vórtices suaves de seção reta zero. Entretanto, as curvas suaves podem ser 'esticadas' em objetos 

de dimensão fractal maior do que 1, sem perder a característica de possuir dimensão topológica 1 

(isto é, scr defonnáve! numa curva suave). Esse processo de 'fractalização' é portanto J!ccessárlo~ 

mas não suficiente, para manter a energia fInita. 

Podemos especular sobre o comportamento das seções retas durante o processos de 

'esticamento' e 'quebra' das estruturas. Pode ser Hcito imaginar [15] que, quando a linha central do 

vórtice 'estica', suas seções retas se 'difundem~ em tomo de sua vizínllança desocupada, criando 

seções retas fractais com, eventualmente, excentricidade não-limitada. Tais secões retas poderiam 

então organizar-se em 'objetos coerentes~. Pode ser mostrado que esse processo também é 

necessário para a conservação da energia (cf. [15], seção 6.3). 

Um conjuntQ fiQ e,.<;paço (ri~dimenslonal tem vetor capacidade positivo se ele pode ser o suporte de um eampo de 
vortiddade ç tal que 

V·E, =0. 


para pelo menos uma sq:perficic suave 1:. é tal que Q campo de velocidades resultante tenha enegia Unha. De outra 
mam~ira, Q conjunto tem vetor capacidade zero. 
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4 
Descrição Matemática 
da Turbulência 

o objetivo deste Capítulo é fazer uma descrição matemática da turbulência~ do ponto de vísta dos 

Processos Estocásticos, no sentido de Kohnogorov (1941). Serão definidos um fluxo aleatório 

homogêneo e seus espectros de energia,. vorticídade e dissipação, e sua Transfotmada de Fourier, A 

equação de Kármán~Howarth - equação para a propagaç:ão de correlações num fluxo isotrópico 

- é também apresentada. 

4.1. Campos de Fluxo Aleatórios. 

Seja '!ll uma região no espaço tri-dimensional 0111 que se desenvolve um fluxo aleatório, 

isto é, para cada Xe iH) a velocidade ü(i) é urna variável aleatória. ü(i) = ü(x,ú))~ ú) E n, 
com (n, B, P) um espaço de probabilidades'. O que necessitamos é infunnação sobre a relação 

entre as variável!) Ü(X,ro) para os vários valores de X~ de tal maneira que alguma ídéia sobre os 

lOque lemos que formalizar é a noção de uma varíâvÇl cujos valores dependem do experimento rcaliz.ado para sua 
determinação. Para tanto, precisamos de um conjunto de experimentos possiveis (espaço amostro1) , Ullla cQ1eção de 
cvemos e dc alguma maneira de associar uma probabilidade a esses eventos. Aqni, n representa () eonjunto de 
eventos. B lima coleção de subconjuntos de n. e P denota a medida de probabilidade (cf, mais detalhes, p. ex. , em 
[15) • cuja exposição nosso texto segue de perto) . 
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fluxos individuais possa ser obtida. Se, para qualquer número Jt finito de pontos 

XhX2,X);> " ,xn , uma função-distribuição das variáveis rueatórias ü(xt ), Ü(X2)'"'' ü(xn ) é 

dada, dizemos que está definido um campo aleatório. 

Seja Fr,_:i (vj , ... 'YIl) a função-distribuição de U(Xl,~) ... ,XIII)' Matematicamente,
ll 

(4.1) Fx";, .....i,, = p{ro /U.c."I) < YII'U,(X,) < Y'2""'U",(x,,) < y"",} 

emque m = número de dimensões do espaço no qual o fluxo ocorre~ e Yjp é ap-ési-ma 

F'x

componente do vetor Yj' A famiJia de funções (escalares, por simplicidade) 

1
,x2 ....,x1T (y, ,Yz,." 'YJ/) deve satisfazer às exigências de auto~consistêncín: 

(i) F.,;f,-,"XJ,xf+l,......·" (fl""' 'YJ ,+00,+00,+00, ... ) ;::;: F.x1,.,..t/ (Yl "H ,Yl) 

e 

(íi) F.xil ~......x;,. (yi, 'Yiz )'" ,Y;,.) = E'x1,_~tH (YI ,Y2,'" ,Y/I) 

em que i l ,í2 ,.,. ,in é uma permutação arbitrária de 1,2,3. "'I /1.. 

Um fluxo aleatório será consídcrado drifjnido se as funções f'x1A ,-,x11 (YI 'Y2) ••• ,Yr.) 

satisfizerem às exigências (i) e (li) acima. 

4.1.1- Momentos da distribuição e Funções de Con-elação. 

Asfimçõe.Nlwmellto In), "'}" (x':I'" ,x,J de um campo aleatório U são definidas por 

(4.2) Inil '''lo (x" ... ,x,,)((U(X,))2 ... ( u(x,.)y' ) 
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em que j, ...j. são inteiros não-negativos. A média de U(X) é (u(x») ~ m, (x). 

A Junção d. correlação R(x, ,Xz) é definida por ': 

(4.3) R(x, ,Xz) '" ((u(x,) - m(x,»)(u(x2 ) - m(x,») 

A seguir. algumas importantes propriedades das funções de correlação: 

(i) R(x"x2 ) = R(X2'X,)' 

(ii) R(x"x,) > O • 

(iii) IR(x"x,t < R(x"x,)R(Xi,X2) 

(iv) para cada n. quaisquer Xl ,X2,··' ,XIl e quaisquer números complexos1 

ZI,Z2}···ZIl' 

11 Il 

(4.4) L LR(xj'x, )ZjZ; > O 
i;;::l f.;=l 

aue seoue de• o 

LLR(xj,Xk)ZF; =(LL(U(Xj) - m(xj»(U(Xk) - m(Xk»'ZjZ;) = 
J k 1 k 

(4.5) = (Z;CU(X;) - m(xJ»Zj ') 2: O . 

I Em particular, R(x,x) = (j2(X) "" variãneia da vuriàvcl aleatória u(x). 
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, - Fluxos Homogêneos. 

Um caso de muito interesse pela sua simplicidade ê aquele para o qual o fluxo preenche ·1, 
todo O espaço e cujas propriedades estatísticas são independentes do ponto particular no espaço que 

se considera. Tal campo é: dito homogêneo. Matematicamente, U é homogêneo se, para qualquer n, 

quaisquer X1...x ll c qualquer X, a distribuição de U(xl)""'U(X!I) é idêntica à de 

U(X1+ X),. .. ,u(X" + X). Em particular, 

(4.6) InI(X) =Inl =ele 

e 

(4.7) R(x1,x,) =R(Xl - X 2 ,0) =R(xI - x,) . 

As propiedades (i), (ii), (iii) e (iv) de R(xl,x.,) lornull1-se: 

(i) R(x) = R(-x)' 

(ii) R(O) 2 O . 


(iH) IR(x)1 < R(O) . 


(iv) para quaisquer Xl" "XII e ZI-' .ZI1 1 

(4.8) LLR(xj - Xk)ZjZ; > O 
j k 

No que segue, considerernos o campo: 

N 

(4.9) u(x) = La. cos(nkX +1Xk) 
,h::\ 
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em que !lI. são números dados e ak e Ct" são variáveis aleatórias. U(X) é um campo aleatório, 

completamente dctcmlinado pela distribuição de ak c (J"k' O conjunto de freqüências tlk~ é 

chamado espectro de u(X) .Simplificadamente. O campo u(x) pode ser escrito: 

(4.1 O) u(x) = Z::cke'u,x 

em que Ck =:: aI;. +ibk e aI;. e bl;. são variáveis aleatórias reais independentes. A energia média J 

desse campo a1eatório 61
: 

I 1(h JuZ(X)dx) = (hill2X JZ::Z::c,c;ei.«u'-"')dX) =m 2Xx-}<» -x x-)<O -x Ir. r 

~ li-m(Z::([c,j')+ 

(4.11) 

+(Z::CkC; senX(n, ­ n, »)} ~ 
I " X(nk - n ) 
.!tr r 

=~([Cd2) . 

A função de correlação de u(X) é avaliada de maneira similar : 

1 Por dcuniç!lo, a ill;cgral 

JU2(x)dx 
-X 

é a cnergla de u(x) no intervalo -X s x ~ X ,A qu:mtidade 

V!!,l2~ }2(x)dx 

se exislo, será chamada energia média espacial de u(x). 
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(4.12) R(xl>x2)~ :t(~,12)ei".(X'-X') . 
"'" 


Por definição, afullçao-dlstribuição espectral F(k) é: 

(4.13) F(k) = L:{1c,2 1) 
tt,(k 

Esta função caracteriza a potência média por componente harmôníca de U. Temos, para um. 

espectro continuo~ 

(4.14) R(x) = Je"'dF(k) 
~ 

Um importante Teorema j devido a Khinchin, estabelece Q seguinte: 

.Para uma função R(x), - 00 ( x ( + 00 , ser a função de correlação de um campo que tem 

médias invariantes sob l,-onslação, fuuções de correlação e também satisfaz a condição 

(Iu(x+h)- u(4) ~ O • h -) O. 

ti necessário e suficiente que tenlza uma rcpresf!lIfação dalorma 

"l­
R(x) = JeixkdF(k)-

em que F(k) é tl1llafimçt1o llão~decrescellle de k _ 
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F(k) é chamada função-distribuição espectral de U. Se F(k) é diferenciável, F'(k) = $ 

(k) , c a função $ é chamada densidade espectral de U . Dada uma dessas funções, a função de 

correlação pode ser reconstruída com auxílio das integrais de Fourier. 

Se ü(i) é estacionária, isto é, (ü(x)) é um vetor independente de X, as funções Ri} são 

finitas e independentes de X e 

(4.15) (1Iü(x + fi) - ü(x)ll) --7 O 

em que IIII denota a norma do vetor. Então, 

(4.16) Rij O') = fexp(ilê . F)dFij (lê) , 

em que Fi) é tal que a matriz com elementos dFij (Ie) é definida não-negativa, e a soma 

L>;, (+00,+00, ... ) - LF,,(-00,-00, ... ) 
i j 

é finita. 

Vice-versa, qualquer Ri) (F) com tal representação é o tensor de corre/ação de um campo 

com as propriedades acima. Gcrahnente, assume-se que Fi} são diferenciáveis quando U é um 

campo de velocidades, o que implica na igualdade: 

(4.17) dFij (le) = <Pij (le )dle 

Isto porque se 
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(4.18) ~ (lIl(X)UjC~+i'))= Rij(i') = Icxp(ik .,.)Qlij(k)dk 

então) 

(4.19) -Ellergia média Ilum palito =~ (UiCX)UiCx») = ~ J<l'>;;Ck)dlc 

Logo t (1/2)<1)" é a densidade, no espaço de número de onda, das contribuições paro energia. 

média, íslo é~ a del1sidaf!e lle energia por número de onda. 

o espectro de energia, E(k) de u ê definido como ti integral de <I)ii sobre uma esfera de 

mio k. Em outras pulavfi1.';, é a contribuição pará a energia dos números de onda cujos valores 

absolutos são igwtis a k: 

(4.20) 	 ~ (u,(.i)ui(i») = ~ (ii(x). ii(i») = ~ u2(i) 

c, finalmenle, 

(4.21) 	 -Ellergia média IIUmpOll1O = ~ u2(i) = }E(k)dk 
o 

4.2. Soluções Aleatórias das Equações 
de Navier-Stokes 

Nesta secção, consideraremos caulpos aJoalórios ü(i,co) 	que, para cada CO (isto. é, para 
,,, 	 caúa experimento que os jlroduz), satisfazem às equações de Navier-Stokes. A seguir. vamos 

, I ,, derivar algumas propricdades dos tcnsores RiJ c <l>ij • bem COIllO as de alguns oulros, em fluxos . 
que satisfazem às referidas equações. Assumircluos, tacitamente, que as soluções existem para 
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todos os instmlles e são diferenciáveis. Isso implica que, para cada 0), as variáveis aleatórias 

ü(x,w) podem ser tomadas como funções suaves uiÇ'i), no ponto j, 

De V . fi = 0, temos: 

(4,22) 
/ ôuii' + f»)
\u,Cf)'--jj0~-

a 
= o= ali Rif(i') . 

Além do mais, 

o 
! 

(4.23) ar Rif(i') = O 
I 

I 
I C1 asSll11 t 

i (424) k/!lij(íi:) = k,<!Jif(Íê) = O 

I 
! 

Seja I:, (x) O vetor 
- - -

vorticid.dc, I:, = V X Ü. As componentes de Ç, Cf) são dadas pela 

I cqmlçJlo: 

I
i 
! 

(4,25) 1:" 
ÔUk 

= 6ijk OX
j 

I 
I Escrevendo i' = X+ r. temos: 
I 

I 
(, (-)' (-))Si X "') X (au" (_) au" C-')):::::;; EíllIIE jp'I a-:- X a.' x 

Xl X,I 
:::::;; 

::::: -(5 ijô ,l>m'l +ÕipO 1"Õ I/I} +oiqO 1/) mp -
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(4.26) 

a' _
-õi/3[,/omp -'61/5/;'6",,/ -'6"iS,pÔ",j) Arar Rm,,(r): 

, f' 

ô'RII _ 
= -õM?/, + a'~ - I::.R.(r)

Ij r,ur. )1 
, J 

em que tJ. é o o]1crador de Laplace. Portanto) 

(4.27) 

c 

(4.28) 

(é,i (x)E" (x)) = -l::.RiI Cf) 

(é,i(i) .é,,(,~)} = (( (,r) 'é,-(1») =-1::.R1,(i'(o : J(k')<l>iI(k)dk 

Integrando o lado dírcHo da última equação sobre uma esfera de raio ~ obtemos 

I
. I 

• . 
I 

(4.30) 

em que 

(4.31) 

((1) .fel») = 1D(k)cUc 

" 

D(k) '" ]k'())iI(k)dk 
I·q-k 

c. além do mais, 

(4.32) D(k):k'E(k) . 

D(k.) eo espectro de vorlicidade, proporcional ao espectro de energia. 

No que segue, vamos fazer as seguintes sitnp1ificaçõcs. O (cnno de força. externa c o valor 

médio da velocidade serão nssunlidos mdos (essa úllima, peia homogCl1cidadc). Portanto) 

(),I 



I, 

(4,33) Ô,u, + UkÔ,U, = -Ô,p + R,-'t:.u, , 


em que a convenção de soma foi usada c ai == a/flx; .Escrevendo X' = i + r ,ti cquaçrio acirna 


,., 	 rica: 

• 	 'ô' a' -[ ,(4,34) ÔlU; + UJ,; kU) = - iP +Rc /lx'u) , 

, C-')com 	Ui=U;X . 

Multiplicando a primeira por u;. c a segunda por U{ ~ lcmos~ respectivamente: 

" 'Ô 'ô R -, 'A(4.35) llf.JIU, + U}l" kUi = -Ui iP + c UjuUj 

c 

' 	 'a' a' -, ' (4.36) 	 UiatU} + UjUk kUj = -Ui iP + Re ujó,x'Uj . 

Tomando Ovalor esperado de cada tenHO c somando os resultados, termo a tcrnlo. notando 
·f 
j 	

qne 

I 
(4,37) 	 (uja/u, + u,a,uj) = ôrRif 

C. úa homogcncidaú~ que 

(4.38) 	 aAuv) = ua,v + Vaxu 
c 

(4,39) 	 (a,(uv)) =a,(uv) =0 

segue que 
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(4.40) (uc},v) = .-(vô,u) . 

.' Colocunc.lo i = j c integrando por partes as cqunçõcs (4.35) c (4.36), obtemos: 

(4.41) ô,Rü(i') =-Ô" (";",,,; -UiU~"i)-ÔXi(P"; - p'u,)+2JÇ'Ó,Rü(i'), 

em que 1::.. 1' :::: L:&,~ ,Todos os termos à direita, exceto o último, se anulam em r =0. pela
I 

homogeneidade, Assim, 

(4.42) ô,RIiI"õ =~ (in =2R,·' ó,Rül,=õ =_2R,·' fk 2WIi (k)dlê . 

2Re-1/c2q)u é a contribuição do movimento com número de onda próximo a k para 

a Jissipação total. A integração dessa expressão sobre uma csfcrn de raio k dá 

(4.43) a[R,,!,_õ = ;/ (ü2
) =-"JD(k)dk 

o 

em que D(k) =2R/FE(k) é o espectro de dissipação, proporcional ao cspCCll'O de 

vorticidadc l
. 

I Essa última c;<:prcssão leva à íOll'Of(anlC cundusdo de que, nessas condições, a energia cinética por unidade de mas.<;« 
é um iI/l'ilrltmlc d;;t .cqlluçno de Euler, 

I 
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4.3. A Equação de Kánnán-Howarth. 

Mais uma vez, vamos supor um fluxo numa região limitada do espaço tri-dimcnsíonul. A 

equação para um ponto gcnêrk:o X pode ser escrita como: 

"/ àu, OU, _I àp
(4.44) "t + U}.".- '" - p a. + vôu;v oXj 0;:; 

, 

, / Multiplicando esta equação pela k~ésima componente. u~> da velocidade no ponlo Jt. 

I obtemos: 

, Ou, ,au, _I ' op ,
(4.45) 11, at -I- U'Uj aX = - p IIÁ OX- +VII,I'lU, 

J 

Pela equação da continuidauc. imediatamente vem 

. OU} O , 
(4.46) u, u} aX = aX (u,up.)

j j 

Mas UiUjll~ ê uma função da distância li. 'Culro pontost ísto é, 

(4.47) x=x' +(/ 

Por essa razilo, 

O O 
(4.48) OX =-ad

j j 

Polianto, 
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(4.49) 

(4,50) 

(4.51) 

(4,52) 

(4,53) 

(4,54) 

a ( ') a ( ,-8 uiuju, = - "OU u,uju,)
~j UUj 

Stl11ilarmcnlc. 

, I àp I à , 
-11, p- ax = P- aT(u,p), , 

Mas ll~" P se anula em toda parte c, então. 

-I à ( ,
P ad, u,p)=O 

Finalmente, (4.45) pode scr escrita como 

,àlli a 
u, at - ad. (lliUjll;) = vA(u;u,) 

J 

Do mesmo modo> paro o ponto i', 

ôu;a " -
Ui ai -I- ôd) (Uill}',) = vA(uiu;) 

Além do mais. 

. 

U;UjUk = -UiUjUk 

Por isso, (4.53) c (4.54) levom a 

vS 



àll~ à 
(4.55) ti, ai -ar (U}I,u;)=vA(!I,u~), 

Plll' definição, 

. - ,
(4.56) UiUk = U RiA 

c 

(4.57) u.u .u,· =(U2)l/2T
1 J ijl<. 

sendo que a corrcluçuo~tripla.,Tijk) desempenha um importante papel na turbulência completamente 

"csenvolvida (vide Capo 5). 

Adicionando (4.52) c (4.55) c usando (4.46), obtemos, finalmente 

à (- ) - à ( )­(4.58) ai u2R" _(U')3{2 ar Ty' +T\íi =2vu2AR" 
) 

A equação (4.58), derivada pela prillleira VC-t; por Kármán c Howarth, é chamada EqUllÇiio 

de KárnuÍn-Howarth, c é a cquaçrio fundamental que governa a propagação das correlações 

Rf) c TijA-' 11UI11 OUJ(o turbulento iso1rópico incomprcssívcl I. 

lUnm relação mais geral, válida pura 11 turbulência homogênea anisotropic<I, foi obtida por Moniu [26J c é conhecida 
por n:!aç{io de Kânl1tltl~llal1'al'(Iz~Ma/Jili. Notemos que há n equações em n+1 Incógnitas, o que lndi..:o que o sit.itcma 
é irufc(c/'milltulv. Isso é conscqüêncla direta da não-linc::tridadc da cqu:lçiio de NavícrwStokcs, Esta dificúldadc, bem 
conhecida nn Teoria da Turbulência, ê chamadrr problema tln doslita" Hil vários métooos. ellvolvendo abordagem; 
Icnolllcnológicas, ,!ue S'l: propõem iI resolver cste problema, Um dos mais impol1ontcs, pelo impacto que teve no 
dt:5Cllvol\'imcnto Ja lcena da turbl11éncia. co !1tétudv d(1 vi,w:ositlvde efetiva, devido a Hcisenbcrg, Entretanto, 11.ãO 

rotularemos a ilbordagem tle llcJscnbcrg como um simples método, preferindo, scguin(lo ChandrasckltilT. traia-Ia 
dcntro da calcgona de num Icoria demt'1tfàl'. Islo será fcitO!lO jllúximo c:'Ipilt1!o. 
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Uma !11~lIleira partículanncnlc útil de escrever essa cquaçãQ é <::111 termos das jlmções de 

(:oJ'J'(Jfu.ç('io>f(J~ e Jz(11, da seguinle mancha (para definições, vide Apêndice F): 

(4.59) gtV(r)U2)+2(u2)!{,(ah(~) +4 11(r)) = 2vu,(êJ'fCr) + 4fj(cr»)ai r ,ar' rar < 
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5 
A Teoria da Turbulência 
de Heisenberg 

Neste Capitulo. apresentaremos a Teoria elementar da turbulência como foi desenvolvida por 

Wcmcr Hcíscnbcrg, cm i 948. Antes de discutlml05 o mecanismo de Hcíscnberg de transferência 

de energia, uma breve introduçüo será feita sobre famosas as hipóteses da similaridade, base dns 

amiliscs píoncíras de Kolmogorov, voa Wcizsückcr c Onsagcr, c essência da tcoría de Hciscnbcrg. 

5.1.A Equação Dinâmica para o Espectro de Energia. 

Poue-se mostrar que o espectro de energia (ri-dimensional pode ser obtido a partir de um 

espectro de el1ergia unidimensional, que corrcspondc a uma função de cOl"rclaç50 radial [(r) no 

sentido de Kúnnân~How'lr(h, da seguinte maneira (Apêndice F): 

lr d2F dFl 
(5J) E(k,t l =2Lk ' dk' -k dld 
em que 
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(5.2) 	 F(k) = 2(,,2)1f(r)cos(kr)dr . 
" o 

Queremos) agorn, derivar a equação dinâmica satisfeita por E(k). ou seja, a evolução 

temporal do espectro de energia. Como F(k) é encontrada da correlação 

(Ü(X,>t)ir ex;, n} 

rei ta 110 illslm)lC t, obviamente E(k), em geral, dependerá do tempo. Portanto, E(k) = E(k.,t). 

A maneira maís direta de derivar E(k,t) é fcíla através da relação de Kármill1-Howarth para 

u propagação de corrchH(õcs num fluido localmente isotropico. Tomando a tnmsrormada-coscno de 

Fourier de (4.59), temos: 

o í,"t 	 l (-)l/J"toh(r)
(5.3) 	 ollU- ver) cos(kr)drj + 2,,' U OI' cos(kr)dr + 

"th(r) l -Io2F 11 of(!') l 
+4,!-/-' cos(kr)drj = 2vul 01'2 cos(kr)dr +\r OI' cos(kr)drj 

: , 

que pode também seI' escrita: 

lt àF(k), 8'r . . l'" k' 'r...
(SA) '2 iJk +4k H,(k)-	 JkH,(k)u( =-2" F(k)+4jkF(k )dk. 

li" 	 1;" 

em que 

(2)"2 
(5.5) 	 H, Ck) = UI "Ih(r)sell(lcr)dr . 

Clt o 
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Aplicando <> operador O, (vide Apêndice Fl, ob(ernos (5.4) em função de E(k), 

é1 	 fj 1 
(5.6) 	 a D,[F(k)] = 4D,[k 2H.(k)]-8DL"k'H(k'ldk'J= 

rt 1 
= -2 tDJ[k2 F(kl] +4DtLk'F(k')dk'J 

que, depois de efetuadas as operações indicadas, rcduz~sc a 

ô 
(5.7) 	 a E(k,t) =-~(k,t) -21E(k,t) 

crnquc 

(5.8) 	 ~(k,l) =4k 2D,[Hf (k,!)] 

é-	 a chamada fimçã{) de transferência. 

1\ equação (5.7) é a equaçiiu dimilllt'ca para () espectro de energia E(k,í). 

t\(k, J) pode ser ínlcrpretado, fisicamente, como representando os mecanismos de 

Irwt:1eréncia de energia no fluido turbulento. daí seu nome. Essa transferência. obviamente. é de 

caráter não-díssipatiYO. 

De f,(o, pode ser mostr.do de (5.8) que 

(5.9) 	 J~(k)dk = O , 
o 
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1 

o tltle indica que, de fitlo. ~\k) líão represeuta nenhuma pcrd<l, mas sjmplc:~mcnte uma 

n.:disfrilmiçtio dc cllcrgin cinética. atntvés: tios processos de transferência, 

A fim de encontrar E(k,f) expiícHamentc, temos de resolver (5,7), que é uma equação não­

linear; cuj<l solução c;~nta não existe. Por isso, úevc~se recorrer <l algum método de apro.ximaçãQ ou 

a algum método numérico. Uma das formas de se fazer isso é assumir uma relação entre a função 

de lransferência. ~1:k}, e o espectro dc energia, E(k). Uma grande intuição física levou W. 

I-lciséll.bcrg :a estabelecCf uma tal relação. que será discutida na secção 5.3. 

5.2. As Hipóteses do Equilíbrio Universal. 

o maior desafio dc uma teoria candidata a dcscrever o fenômeno da turbulência é fornecer 

uma illronnaçtto inlultiv,a do q\le acontece nutri sistema turbulento. Geralmcnte. a primeira 

observação que se faz sobre um fluxo turbulCnlO é que ele envolve muitas escalas do movimento. 

rod~s clas são rortemente acopladas) isto é~ para se calcular quaisquer delas, em particular as 

maiores, tem-se de lcv<lr cm c{)nta ou todas ou, pelo l11enos, uma grande fração delas, fraçuo essa 

maior do que poderia se esperar a priori. Num fluxo C0111 ..,llo númcro de Rcynolds, a 

especificação dessas escalas representa UI11 dos mais sérios problemas para a computação de tais 

fluxos. Um objetivo alnda mais importanle de uma teoria, relacionado ao anterior, é o de formeccr 

uma maneira de descrever a.curnuUlllente o fluxo, sem entretanto eOl1sídcmr) explicitamente. todas 

tIS esculas interagentes. 

Se existelll, como parece razoável, carneterlsticas COlnuns a todos os sistemas lurbulentos, 

pelo menos numa escala apropriada - certamente nas menorcs - o cntendimento dos seus 

mccamsmos c uma representação lltil para eles claramente serüo de gmndc valia para a 

cOllljJutaçflo. Por cssa ffi71í.O, as teorias buscam1 de uma fonuu gcml t clarificar os fenômenos 110. 

dimensão dessas escalas. 

A análise das pequenas escalas do movimento na turbulência envolve uma ímportantc 

acepção (do cqffillbrio universal): o tempo canlcterfslico do movimento de pequena escala ri 

pequcno COlJ1jU1I'lU!O ao tempo totai de decaimento. Para analisar quuntítulívamcntc tal accl>vão. 
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Villl10S idcnlific~r as componentes de Fourícr de um campo de vctocidndcs com 'elementos de 

turbulência' (ou movimentos reconhecidamente organizados no hHcríor do flu.xo). 

ASSUlUíndo o campo de velocid'lClcs. ü(i). como periódico, 

(5.10) ü(i) = L,ü,<f1' , 

Os coeficientes ui podem ser associado.<; a elementos de turbulência de dimensão 

k-1,k = Ifl. A velocidado característica do fluxo {; (U2)l/l ; o tempo característico de 

dceuirl1enlo lotaI c u/ldujdtl; o tempo cilractcfistlco das pequenas escalas é Jf(kuk )? em que 

li/.:. é uma mnplitude de Üji > para Ifl = k suIlçicntcmcnte grande. O equilíbrio universal exige 

que: 

1 11 
(5.11 ) -(I 1"u, riu/di 

Pode~se inferi!' dessa relação que as pequenas escalas (k grande) atingem um cstado 

<lssíntótlco. Todavia. não podemos usscgurur que lal estado possa se!' dilercnte de problema a 

probtema, como parece ser verificada expcrimcntalmente. Há ainda mais uma qucsU"to: como ti 

independência cnlre pequenas c grandes cscalus pode ser compatível com o forte acoplamento 

enlre elas? Como veremos, tais falOs não estão em desacordo com as famosas hipóteses da 

similaridade, rormuladas, ínclcpcmlcnlclllcl1lc, por Kolmogorov1 von Wcizsãckcr c Onsagcr. 
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-As Hipóleses da Similaridade. 

Consideremos um fluxo homogêneo e isotrópico, com espectro de energia E(k) . A accpç..~o 

de homogeneidade nào é muito severa para o movimento de pequena escala, dado que, numa 

escala suficientemente pequena, qualquer fluxo pode ser tomado corno homogêneo. 

Quando RI! é muito alto, isto é, na quase ausência de amortecimento, o número de ondn k 

para o qual /c 2 E(k) é significante pode ser muito grandc~ ou) em outras palavras, o 'rang.c· de 

dissipação é alíngído acima de um k grande. Assim, sendo lei c k2 os nÚlllcros de onda 

COITcspomlcntcs) rcspcctiv;:Ul1cntc, às escalas 'c;dcnm l c 'interna" leI « k2 • o 'range' incr--cial 

. i (intel'valo de números de onda compreendidos entre lei c kz ) 6 grande. POdCl'~sc-ja muito bem 

llcrcditar que tudo o que uconlcce de mais signil1cativo nesse intervalo c {lUC a cnergi:,i é 

transferida de região para região (ou melhor, de k para k) até à dissipação lotaL De que poderia 

E(k) depender nessa região ínlenncdiária? É plausível que somente de k C: da toxa à qual a 

emergia é dissipada, S:::::; -d(üi)/dt, Essa dependência sem evidenciada nas considerações 

abuíxo, 

As unidades de E(k) são B / T2 
• em que L é uma unidade de comprimento c T, de tempo; 

k tem unidade L-I c E, L2/T3. Uma análise dimensional, bascada no Tcorcma-n de Vaschy-

Buckingham, pcnnjrc mostrar que 

(5.12) E(k) = C,s 7./3k-SjJ 

em que Cf.; é uma constaute adiw(!lIsionalulliversaJ, chamada constante de Kolmogorov, 

Essa forma de E(k.) é freqüentemente chamada Lei de Kolmogorov, porque foi ele o 

prímciro a chegar a este resultado. independentemente dele c um do outro, tan{o L Onsagcr, nos 

EStados Unidos (i945), como C. F. von Wcizsackcr. na Alemanha (1948), obtiveram a mesma 

expressão. 

I 
, 
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É importante notnrmos que n lei de Kolmogorov é indellClldentc dus equações do 

movimento. Ela é surprccndcnlClncnte be111 vcrificada tanto por experimentos numóricos COmo de 

labomtório, para diferentes tipos de sistemas turbulentos. 

A dependência de E sobre ej postulada anteriormente, pode ser explicada pelos scguin-lcs 

~u'gumentos. Na secção anteriol' foi deduzida a expressão: 

a,E(k) +2k 2/Ç' E(k) = ~'(k) 

em que t\(k) se origína dos termos nfío-lincares da equação de Navicr~Stokes. Esse tCl1no é 

cúbico em ü(k) e, desde que é a trallsronnada de um produto do termos, envolve valores de 

ü(k') para v:'u'ios f;p k, É., {iUnhém. Q lermo responsável pcla lr.ms[crência de energia entre 

1, difercnLes números de onda. Se a transferência é loc,11 no cspaço~k, isto é, a energia se move de k 

para lc no 'mago' inercial, c nuo diretamente da vizinhança de leI para a vizinhança de k2 , cnlfio 

~,..,.. B ""' u3 • em que U é uma amplitude de Ü no 'range' inercial. Como E ~ u2, temos 

E -. S. 2/3, C0l110 prcdíz a lei de Kolmogorov. 

Pode-se, l<lmbém, em bases dimensionais, derivar uma eSlimativa stmples da ordem de 

grandeza de k2 • O número de onda característico do <range' de dissipação. k'J, deve depender da 

viscosidade e da taxa S Gil que E(f..~ depende de e) . A únlca combinação possível UCSS::lS 

grandezus que tem dimensüo de compl'imcnlo é 11 = (V '3Ir:. y!4. É usual deCinir k2 lal que 

lenhamos exatamenle k2 = 1/11 ' É razoável que 11 seja da ordem de grandc~l das cscalas cm que 

ocorre a dissipação viscosa. De fato, isso é verificado experimentalmente, c 11 é também chamada 

de escala dissijJ<1fiva. Em pi.ll'ticul.tr, notamos que k2 -+ 00 quando V -} O , 

Um fato conhecido a algum tempo da expedêneía ê que a energia é dclcnnÍnada 

preponderantcmente pelos menores números de onda, enquanto a la."I\3 de dissipação, pelos 

maiores. Nota-se ainda que os ntnl1cros de onda k! e k 2 IUlI1ca se supcrpõem, mesmo u baixos 
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Re. Um fato crucíal para a física da turbulência é que o 'range' inercial pode se: estender sobre 

muitos números de onda, dependendo apenas de Rc' A conseqüência disso é que podemos 

considerar os fenômenos da transferência inercial de encrgia sem nos preocupannos com os 

detalhes da 'entrada' (a pequeno k) ou da 'saída' (a alto 10 de energia. 

Vimos, anteriormente, que há um forte acoplamento cntre as escalas do movimento, Isso 

expressa a insuplantávclnatureza coletiva da não-linearidadc. Em princípio, cada modo de Fourier 

do campo de veracidades está acoplado a todos os outros, o que toma o problema muito difícil de 

ser tratado rigorosamente, Ê natural, então, buscar alguma simplificação, Essa sim-pIificação em 

parte foi conseguida pChlS hipóteses de Heiscnbcrg. discutidas a seguir. 

5.3. O Mecanismo de Heisenberg da Transferência 
Espectral de Energia. 

Multiplicando u equação do espectro de energia (5,7) por dk. e a seguir integrando-a de Oa 

kj temos: 

(5.13) gt ÜE(k')dk'} = -ll"{(k')dk' -2vlk '2E(k')dk' 

(ohs.- na obra original de Heiscnberg, o espectro E(k) é denotado por F(k). 

o segundo tenno á direita representa II 'perda' de energia devida á dissipação viscosa 

ordinária da parte do espectro contida no intervalo de número de onda (O,/c). O primeiro termo à 

díreita representa a 'perda' devido aos mecanismos de transferência. Heiscmbcrg [18] explica esses 

mecanismos em tennos de uma 'viscosidade turbulenta) que, em ultima análise, õ a fanua mais 

simples de se representar, matematicamente> as famosas hipóteses da similaridade, fOffi1Uladas, 

independentemcnt~ por Kolmogorov, von Wcízsãeket e Onsager. 
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Em analogia ao segundo tenHO do lado direito de (5.13), Hciscnberg escrevo, para o 

primeiro j a expressão: 

(5.14) 	 6,(m,~,;"iw) = 2 PVk JE(k')!c'2dk' 
U 

em que V k é a 'viscosidade turbulenta" que dependcde k (vide secção 1.3.2). Dos argumentos da 

slmllatidadc, Hciscnberg assume que V k possa ser obtida por uma integral sobre o espectro na 

forma: 

(5,15) 	 v, = X1dk .JE{ii)k . ~'" 

em que X. é uma constante adimensiol1aL Sobre ela falaremos mais tarde. 

Com isso} a equação (5,13) torna-se: 

(5,16) 	 :t {JE(k')dkj=-2(V +v,)1k '2E(k')dk' 

ou, em vista de (5.15) 

S 2{ 1/E(k",t) ll"}'J ,2 ( • ,(5.17) 	 k = - V + X" .., { I( k E k , t)dk
'v k . o 

em que, 

(5.18) s, 	'" ata {']E(k',t)dk'} . 

79 



Sk "a 'perda' total de energia da parlc do espcclro contida no intervalo (O,k). 

Hciscnberg não dá uma solução explicitá dessa equação) apenas díscute as suas 

propriedades fundamentais1 dístinguíndo as situações estacionária [181 e não-estacionária [I9J. 

Chan,drasekhar c Bass obtiveram uma solução exata (no caso estacionário) da equação do espectro, 

que confirmá os resultados qualitativos de Heisenberg. Tal solução será apresentada na secção 

5.3.1. 

Sobre X , Heiscnberg escreve ( [l3J, pâg. 632, I" parágrnfo ) ; "Dia KOllslullteX ill 

GI.(12) [aqui C(JlUlç(10 5.I5] muf3 durell dic Itydrodinamischen Gleischullgcll exaktfeslgelegt sein, 

sie lIai in al/em Palien, in llemm VOlt stalístisclter isoü'oper Turbulel1z gesprosclum werden kamz, 

deI! gleisc/um Zalllwert ulld hiillgt ill kciller Wei8e VOI! der Geometrie der SlrôIJ11mg (lb." I De 

fato, em [18], seção 5, Heisenberg faz uma cálculo 'quase-teórico' de X ,obtendo o valor 0,98. 

Seus comentários finais a esse respeito são ([18J, pág. 657, último parágrafo): «Diesa grobe 

Abschc1tzltllg gíbt also dia richaga Gra~eordllllg lül' X ' aber der exale: WCrf mag gut um ain€1I 

Faktor 2 vou 0,98 versclricdencn sein. Die Resclmung dieses Abschnitls habeu also zwar nicll! zu 

cincr eX(ik,lell Berl!c1mung (ler KOJlstallteX geflihrt, lvohl abar ZIl aiuer qualifativell 

matlrematisclum Darstallung der Vorgilnge, au! dem:m die EutJl'giedissipaiiem beruht. Vielleicht 

wird as lUtJglich sciu. tlurch aiue umfassemle Diskllssiol! der veersc!tiedcncn Versuch vou Simmos, 

DI):dell, PralIdll uud amleren ilbcr das Spektrum und übar das AbkJingcl1 der Turbulellz zu einer 

recltt geuauen experimemellen Bcstitmmg VOIl X zu gelangen ..? Essas verificações experimentais 

sugeridas por Hcisenbcrg para a dctemlinação mais exata da constante X foram fCltas, entre 

oulros, por Proudmann [28], que obleve para ela O valor 0,45 ± 0,005, 

1j"llrlllçrlo livre: 'A COnS{ilU{eX. na equação (12) deve ser fixada, exutnmente, Através dus equações da 
Hidrodinâmica. Ela tem, em ({,Idos os casos em que se pode falat de un)a turbulência estatística c isotrópica, o mesmo 
valor, e não depende, de modo ulgum, da geometria do fluxo'. 
1 Trm[lIçf7o livre: 'Esta avaliação grosseira leva, portaulo, a \1111:.1 ordem de grulldeza correta paro X , porém o valor 
cxMo pode diferir de 0,98 por um fator próximo de 2 . Os cálculos dessn seção, portanto, não levaram, de falo, a um 
cálculo exato da eonsClntc'X. I embora, is.to sim, a uma descrição matemática qualitativa dos processos aos quais diz 
respeito a dissipação de cnergÍ<t Talvez venha a ser possfvel éhcg;lr.se a uma determtnação expcrimen!;ll mais CX<lla 
ôcl nlrnvês de uma discussiio conjunta d:ls diferentes pesquisas de Slmmons, Drydcn, Prandtl c de. outros- sobre o 
espectro c sobre () decaimento ~ turbl.dêncja'. 
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5.3.1. A Forma Analítica do Espectro de Energia no Equilíbrio. 

o astrofisico indiano S. Chnndrasckhar rIO] c o matemático francês J. Bass [4] obtiveram, 

independcnlcmcnl~ uma solução analítica para a equação fundamental da teoria de Hciscl1bcrg, no 

caso estacionário. 

Para obter uma solução cxplícHa da equação do espectro, o procedimento tomado por ~ 

Chandrasckhar é o seguinte. 

Quando as condições süo estacionârins, isto é. quando o estado de cquiíbdo é mantido, Sk 

será conSla1ile, independente de k. 

Di fcrcncíando, pois, (5, I 7) em relação fi k, obtemos: 

v 1dk rr;;r;;;- I 'r 2(5.19) T+ kli' -yE(k) = [ ]'/' E(Ic)k dlcle k k' E(/c)k3 fi 

Introduzindo as funções definidas por 

(5.20) g = k'E(/c) 

k 

(5.21) Y = JE(k)fc2dlc 
fi 

segue que: 

dk Ic 
(5.22) -- ­dy - g 

e 

'J dy(5.23) log Ic = ele.+. g(y) 

SI 




Usul1do (5.20), (5.21) c (5.22), podemos escrever (5.19) na fom,.: 

yv J dy
(5.24) y+ k 2g'12 k2i~2 = O 

Djrerenciando essa expressão em relação a y e usando (5.22), temos: 

1 2y _1!!JL1_
(5.25) -k 2g'/2 + k 2g 'l2 - k2 dy \gV2 ) - O 

que, simplificada) fica: 

dg 4 
(5.26) dy-yg+4=O 

cuja solução geral é: 

4 
(5.27) g(y) = V(l- Cy)) 

em que C é uma constante. 

Inserindo (5.27) em (5.23) C uvaliando a integral do lado direito, temos: 

(5.28) ) ct constante,k=aC!~y3 
'14 

' 

As soluções podem ser reescritas como: 

le 4 

(5.29) yl = (j. 4 + Cle 4 
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4 ay 
\4I .

(5.30) g(y):"3 ( k; 

o espectro de energia segue então de (5.20). (5.21), (5.27) e (5.28J: 

, 4 0:
4 

(5.31) Eele) = 3 k5f3(a 4 +Ck4)'/3! 

ou 


5fJ 1 

(5.32J ka ) 4/3

E(k): Eo(-[ [1 + (kllc,)'] 

CQI11 

(5.33) k" E alCI/' 


c 


(5.34) En '" (4/3)a 4/Jk'jf3 

Resta a determinação das constantes de integração. Para tanto, usando (5,19), (5.20) (5.21) 

e (5.22), 

~ y _~1 1 d (1 ~ 
(5.35) k k'Ji z-f3oo(C+a 4flc 4 )'i3 dk fc,)dk= 

: V _-f3r( 0: 
4)'/3 .l3 Jk 2Ji 2a 2L C + fc4 - CV 

c, de (5.29) e (5.30), 
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v -./3 CV3 
(5.36) k =2 a' 

Retomando ao espcetro da turbulência eSUlcionária, dado por (5.32), de (5.33),(5.34) c 

(5.36), 

" = _1_(-./3 .., ).\'4(5.37) c, -Jã: 2~ 

i 
i VIS-se, claramente, que ks -t 00 quando V -} O, e o espectro dado por (5.32) reduz~se ao . 

1 
,, 

espectro de equilíbrio postulado por Kolmogorov . 

Nesse limite, temos. tambêm,C -t O. e podemos escrever, numa aproximação sufi-cicntc. . i 
i 

4 
(5.38) E = -a '/3k5/3 '" E(k ) () 3 (J {I 

Usando (5.38) para eliminar (J., de (5.37), cl'l.contramos: 

(5.39) k, = ko(!~ l~,~o)r 

Hdscnbc:rg define também (i número de ReYllolds do movimento turbulento total como: 

R, '" TI! ~3E(kq)(5.40) • v k
Q 
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5.3.2 - O Caso Não-Estacionário: o 'Decaimento' da Turbulência. 

Num segundo artigo [19]l Heisenberg discute outra importante característica dos sistemas 

turbulentos: Q chamado 'decaimento', ou seja, a evolução no tempo do espectro de equilíbrio, após 

a retirada da fonte manlenedora da turbulência. 

Heisenbeg argumenta que a taxa de decaimento pode ser derivada diretamente da equação 

(5.17): 

(5.41) ~t {JE(k,t)dk} '" -2{V +XNE~::;,t)dk'}1k·2E(k',t)dk' 

Se O espectro inicial~ E(k,O), é dado, então (5Al) determina o espectro para quaisquer instantes 

posteriores. Novamente, Hciscnbcrg procura soluções com propriedades dú similaridade, assunindo 

um grupo especial de soluções da fonua: 

1 
(5.42) E(k,t) = .,fi s(k.,fi) 

Um .G'1to muito importante, reconhecido por Hcisenberg. é que a similaridade expressa na 

equação acima não é destruída pela presença da viscosidade) que o número de Reynolds doQ 

movimento turbulento pcnnünece constante durante todo o decaimento1
• 

Em vista de (5.42), a equação (5.41) se converte em 

(5.43) Js(x)dx- ~ xs(x) = -2{V + X1/s(~"l '."}JS(x')x-2dx' 
o x v\x F o 

! De .acordo com Chandrnsckhar, esse é o 'segundo CSlágio de dccaimento" único que pode scr rcsolvido com base 
neSS<lS considcroçõcs. A SOlUÇa0 completa para (l decaimento realmente pArece difieil de ser conseguida. 

, 
I 
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A solução de (5.43) é buscada, primeiramcnlc, para o caso em que O númcro de Reynolds é 

muito grande (quase ausência de amortecimento). s(x) 6, então, univocarnente determinada, exceto 

por uma transfonnução de similaridade; pois, se s = g(x) " uma solução de (5.43) para V = O, 

então S = IX 'g(ro) é também uma solução. 

Heisenberg deduz, a partir de (5.43), as propriedades essonoiais de s(x): 

s(x) '" (const.)·x , X -'r Ot 
(5.44) 

s(x) '" (const.) .x:-5(J , X -~ ooJ 

Para X = 0,8, a solução aproximada de (5.43) é dada por: 

s(x) = >xa 'lf1+(xa)4!3r 
(5.45) 1,1 J 
que é correta tanto para pequenos como par3 grandes valores de x, c 00 mesmo tempo> uma 

aproximaçâo razoavelmente boa para os valorcs intermediários; ex. é uma constante de integração 

arbitrária, 

Se se caracteriza o estado iniciat to por duas constantes, Vo c ko. obtem-se) de (5.42) C 

(5.45), 

2 k 
(5.46) 

E(k,!) = ~} [1 +UJ'3(~:J'J 

Na situação opostil) isto é j pura um valor muito pequeno do número de Rcynolds do 

movimento turbulento total, novamente Heisenberg deriva uma solução aproximada da equação 

(5.43), Seus: argumentos condu:r.em a: 
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l' 
(5.47) ,I "" x~ Pvt )lJE(k,t) = ~ 'y Le- + 4 (1 +.fik'vt 

em que ~ «1mede. essenctalmente, o número de Reynolds do movimento, 

5.3.3.- As Flutuações de Pressão na Turbulência. 

Heisenberg também calcula as oscilações de pressão na turbulência isotrôpJca. Em 

essência; sua derivação é baseada nas hipóteses de independência estatística aproximada das 

amp1itudcs de Fourícr não-corrclacionadasJ as quais ele usou para calcular os valores médÍos dos 

produtos de quatro dessas amplitudes. Contudo. pode ser provado que essas hipóteses não são 

estritamente necessárías. Os detalhes dessa derivação. feita em [18J, não seroo transcritos aqui. 

Apenas reproduzirernos àS passagens que consideramos fundamentais. Os argumentos de 

Heisenberg são purticulannente diretos ([I8), pág. 645, em tradução livre): 

'Se se pode considerar as fases de diferentes números de onda como, estatisticamente, 

completamente independentes, então, para a seguinte mêdia do produto de quatro fatores, 

Vk, Vk2 vk) Vk4 

somente restarão aqueles com dois números de onda que são iguais c de sinal contrário; portanto, 

termos do tipo: 

Vk l V_kl vk2 V_ k2 ~ 

c esses valores-medios podem ser substituídos pelos produ los dos valores-médios dos quadrados 

das runplitudcs: 

Vj;1 V_h l Vk2 V-kz = Vk, V-t! • Vk2V-Xl 
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Na realidade, todavia) vão restar as correlações estatísticas entre as fases de núneros de 

onda djfercntes1 já que as ondas influemcíarn-se mutuamente.» 

Um ponto que merece ser citado é O que diz respeito ao alcance e limitação da teoria, com 

relação às flutuações de pressão: .. (.,,) ({ Vp)2) tatsiichlicll durei; das Verlzaltcn des Spektrums 

bei gropen k, d. h. durei; die kleiuslell Turbulenzelemeule bestimml ist. (.,) Der Wert vou p2 
kal1ll duIrer iiberhaupl nicht lladI dem hler angewandlen Verfallren bcreclmel werdcJI; dew: 

erstens hal das Spektrum bei k/einen k eine 11011 der Geometria abhwlgige Form, ulld zweÍtens 

wiire es bei dell gro~ten Turbulellzelememen slcher gnuz :mberechtigt, nur die Mitte1werte vom 

Typus (63) w berlicksichfigcll, da tlia Geometrie dem System rim' grii~tell Wirbel slclter bestimmte 

P/wseflbezie/wngcn l1ufpl'iigl."! ([18], pág. (46). 

A teoria finalmente prevê (Vt' é a mcJida da raiz...<IIJadrJ.tica-média da velocidade num 

sistema isotropícamenlc turbulento) 

(5.41) ((Vp)2) '" 0,17 P2vdkJ31c]l3 

para o (aproximado) valor-médio-quadrâtico dos gradiefltít.') de pressão e 

'2 p'v;
(5.42) 

", = ~3 ((Vp)2) 

pat'a a extensão (3jpacialwédia desses gradientes. 

I , C,.) (( fipY) 6 efetivameute determinado pelo comportamcnto do espeC!Io parn ir grande, isto é, pclos menures 

{:1eli1Cnios de turbulência. ( ... ) O \':1lor de p2 não pode ser calculado pelo método :1qui utilizado, pois, em primeiro 

lugar, o espectro !em uma forma, para pcqUCllO k, depcndcnte da geometria, c, em ~gundo lugarj era to(ulmenlc 

indctenniuado '<'\0,') grar.dts elementos de turbulência. Somente os v.llores-médios do tljXJ (63} são çonsidcrados, já 

que:1 georr.ettia do sistemillmprime rcmções de fasc muito precisas :lOS grandes elementos' (tmdução livre), 
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5.4. Críticas à Teoria de Heisenberg. 

Logo após sua publicação~ em 1948, a Teoria de Hcisenbcrg passou por um grande número 

ue verificações experimclTi.tais. dentre as quais as mais importantes foram feitas por Proudman 

[281, que~ entretanto. não trabalhou com números de Reynolds n1uíto grandes. Do ponto de vista 

teórico. várias foram as proposições de modificação das hipóteses de Heisenbcrg. Entre as que 

merecem destaque estão as de Slewart e Towscnd (1951) e Ogura e Miyakoda (1953). Entretanto, 

o, formulação original parece fornecer os melhores resultados. 

O crítico mais mordaz dos trabalhos de Heisenberg em turbuléncia foi) sem dúvid~ o 

matemático britânico G. K. Batchelor (cf. por exemplo, [5], [6]. [7]). Suas objeções fundamentais 

dizcnl respeito à manclra pela qual Hcisonberg expressa matematicamente o conceito de • 

viscosidade turbulenta'. De acordo com Batchclor. as acepções de Hcisenbcrg são válidas somente 

se os menores elementos da turbulência são estatisticamente índcpc1ldentes dos maiores, dos quais 

eles rcuram energia, Mas, em (5.17), a principal contribuição das duas integrais do Indo direito virá 

dos elementos com números de onda na vizinhança do limite ülferior da primeira integral c do 

limite superior da segunda. Assim, a trasnfcrência de. encrgiu, no sentido de Heisenberg, será 

causada, prindpalmentc, pela interação de elementos com números de onda muito próximos entre 

si, o que não caracteriza a independência estatística plena. Esta objeção toma-se mais séria no 

'range' de dissipaç.ão. Experimentos recentes sugerem que o amorte-cÍmcnto (provavelmente 

exponencial) 6 realmente miuto mais rápido do que o previsto por Heisenbel'g (E(k);::;: k-7)!, 

Atualmente, acredita-se que o expoente ~513 da lei de Kolmogorov seja, na realidade, igual 

a -1.85 ([9); víde também a seção 6.5). Essa diferença, contudo, passa desapercebida pela ampla 

j Simulações !nunêricas de aha resolução [cilas rçççnlementc [11] (i993) > preceituam; p:m1o cspçctro de cquilibrio, 
a scguilüe expressãQ: 

E(k) = l,5g 2/Jk-5,/J(1 + 1,6/(11 )'é-7,"'1) • 

sugerindo um amortecimento expouencial pilra o 'fall,gC' de dissipação. J. vou Ncum;:mn, em 1949, já rcconhcda a 
nccessid..dc de tal forma para o espectro nesse 'mngc'. 
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maioria dos experimentos fisicos, de sorte que a teoria. tal como formulada por Hcisenberg, pode 

ser usada extcnsivamente, sem um CITO dramático para grande parte dos propósitos práticos. 

I 
I 
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6 
Estimativas Numéricas 
do Campo de Fluxo Aerodinâmico 
em Tomo de Obstáculos 

Neste Capitulo, serão apresentadas algumas aplicações numéricas da Teoria do fluido viscoso 

incompressívcl a fluxos aerodinâmicos em torno de obstáculos) a altos Rc> O bem conhecido 

Método dos Painéis será utilizado para a obtenção das curvas de distribuição de pressão e para 

estimar as intensidades das componentes das forças aerodinâmicas de maior interesse prático, na 

aproximação de }luxo potencial. A seguir. desenvolvemos c utilizamos um método "híbrido", que 

atapIa o Mélodo dos Painéis. o Mâtodo dos Vórtices (CIWJ'ÍII, LeGllard) c a Teoria da Turbulência 

de flefsenberg. para estimar grandezas de muito interesse pnitico. 

6.1. Introdução. 

Como é sabido, O problema computacional do fluxo aerodinâmico inoompressível em tomo 

de obstàculos, a altos Rc , é fantasticamente difícil de ser resolvido com elevada precisão, e as 

análises convencionais por difcrenças-finitas ou elementos-finitos requerem grande esforço 

computacional. Neste contexto, métodos alternativos baseados eOi vórtices emergem como 
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ferramentas úteis, e, por isso, mereceram muita atenção por parte da comunidade da 

Fluidodinâmica, sobretudo nos últimos vinte anos l , 

Os problemas a sererm tratados aqui são os típicos da Aerodinâmica: dado um fluxo inicial 

iucidiudo sobre um obstàculo, determinar a distribu.ição de pressão em tomo do mesmo, Algumas 

vezes, Q campo de veiocjdadcs é também requerido, A análise será dividida em duas partes. 

Primeiramente, os cálculos serão [citos assumilldo~sc o fluxo como potencial, ou seja, Rc :::::::: 0, c, 

portanto, não são esperados quaisquer efeitos VIscosos, A seguir, essa simplificação será abolida. e 

uma abordagem predominantemente fenomenológica buscará quan-tificar os efeitos da viscosidade 

sobre o campo de fluxo. 

6.2. Generalidades. 

6.2.1.- A Geometria do Obstáculo. 

o obstáculo é a supcrficic suave de COlVOS com fonnas típicas de veículos terrestres, a uma 

cClia distância do plano do pavimento, As dimensões típicas são: comprimento 4m~ largura 1m c 

50ClTI c altura, 1m. A distância ao pavimento é de 20 ou 25cll1. Há um plano de sÍmetria 

longitudinal. 

6.2.2.- Condições de Realização dos 'Experimentos Numéricos'. 

Todos os 'cxperimcnlos' foram realizados sob as seguintes condiçõci: 

- Velocidade do fluxo de ataque (velocidade de referência) : 2,22 X 10] em/s. 

2- Pressão abnosférica (de referência): 1,1 x 10· dyn/em . 

- DCl1sidadedo ar (a 23eC) : 1,2 X 10-3 g/cm3 

• Viscosidade cincmâticu do ar (a 23°C): 0,15 cm2Js, 

I A bibliogrilfia sobre esse assunto ê muito extensa.. Umitilt~llos·cmo5 ti indicar as obras que nos parecem mais 
importantes, 
• $50 totalmcnte desooll$idcl'ildos, sobre cslas q(l:liltidades, efeitos lais como latitude, umidade dó ar, clc" 
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- Fluxo incidente axialmente simétrico (paralelo ao plano do pavimento e ao plano de simetria do 


obstáculo). 


- Ausência de 'ventos laterais'. 


- Número de Reynolds de referência (R,,): 

• R" = 00 (Fluxo Potencial); 

i 

• Rc = (2.220,0 x 100,0) / (0,15) '" 1,5 x 1O" (Navier-Stokes). 


~ O campo de velocidades) na sítuação turbulenta, é assumido homogêneo e iso/rópico. 


I 
! 

6.3. Sistemas de Fluxos Totalmente Irrotacionais. 

6.3.1. Colocação do Problema. 

Como vimos, nessa situação simplificada, o fluxo, admitido estável) é regido pela equação 

de Laplace para o potencial velocidade, ClJ. O problema, então, toma~sc determinar esse po-tencial, 

dadas as condições de contorno j as quais expressam. obviamente, as exigências físicas da situação, 

No caso em que a cumada-limite é laminar, a condição de contamo aplicada em sua fronteira é a 

cOlldiçt1o jisica de tangência do fluxo: as partículas do fluido não podem penetrar na região da 

camada-limite, Isso significa que a componenle da velocidade, nonnal à superficie da ca:m.ada­

li:nite. deve se anular. Matematicamente. 

é)<l) 
(6.1 ) 	 -=0

Ôn 

Em aplicações numéricas de fluxos em torno de corpos, é costume. devido à simplificação 

que introduz., desmembrar Q potencial (!J em duas partes, 

(6.2) 	 (li = <D00 + <DI' 

cm que qJp é o potencial (lI! perturbaçt1o. que descreve a perturbação causada no fluxo devido à 

presença do corpo, e Q)<..o é Q potencial do fluxo não-perturbado. A condição de contomo imposta a 
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cD é que, no infinito, <1\ tenda a zero) que expressa O falo de que. a grandes dístâncías do corpo, o 

fluxo se acha novameute não-perturbado. Conhecidos a superfície do obstáculo e o fluxo incidente, 

a tarefa se resume na detennínação do <!)w A técnica utilízada aqui para esse propósito é a do bem 

conhecido Método dos Painéis. 

6.3,2,- O Método dos 'Painéis' em Aerodinâmica, 

. , 
A essência do chamado lvfétodo dos P(üuéis é representar o potencial de perturbação da 

I seguinte maneira. que resulta dos teoremas de Orce!! para a equação de L1.place (vide Apêndice D): 

(6.3)I 
i 
. !t(P) =4~ It""'+'''''lccr(Q) rC;;Q) eIS ­

rJ 8[ 1 1ts - l,m,," !l(Q) 8n r(P,Q)J 

em que cr(Q) é uma distriíbuição de singuiaridades~font~ por unidade de área, e~(Q) é uma 

distribuição de singularidades tipo dipolo-normal, por unidade de área; r(P,Q) é a distância do 

ponto Pr onde U está sendo aYalí~do> ao ponto de integração Q" llas supcrIiiccs do corpo ou do 

atTIlsto l. 

A supcrficie definida camo 'arntsto\ na segunda integral do lado direito~ é um 

prolongamento matemático2
, na direção das linhas de fluxo; da superfície do corpo (Fig:. 6.1). 

1 Essa particular formulação é devida a J. Hcss (22J. 

! jlodc ser provado (Apêndice E} que essa distribuição de 'dipolos' cequivalente a uma rli:slilJlliçüo de vortiôd(1rrc, 
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linhas d. jluxo 

u 
~ 

-~ 

~Wpe:d~

corpo ~ 

Superficie do 
arrasto 

Fig. 6.1. DefiufçfüJ dos ,mp. de cálculo fie aCQn!o COJ1l () Méfod{} dfls PaimJis 

Na aplicação das condição de contorno de Neumann, resulta O seguinte problema: temos 

uma única equação c duas incógnitas, cr(Q) e J.l.(Q), Portanto> alguma condição adicional é 

requerida I, Clanuncnlc, não há uma maneira única de resolver essa questão l visto que fi. fixação de 

tal condição pode ser mais ou menos arbitrâría. Em nossa partícular implementação, vamos optar 

por uma condição que mais se aproxime da realidade fisíca e que, posterionnclltc) desempenhará 

importante papel na obtençiio de uma solução para o caso viscoso. A condição que, em principio, 

deve eliminar a indetcnninação é a seguinte: o potencial na região inferior à supeljície S (do 

corpo + do arrasto) éJeito igual a zero, o que é equivale/lte (J um campo de velocidades, nessa 

regüio, identicamente l1ulo. Assim, :as equações que resolvem o problema são: 

r~1 +~ =_~

~afilp, ôr; I,> Bn P, 

(6.4) 

'l(Pfl +<Ddl P, +<1),1 = OJ~ <I} 

1 lsso ê conhecido como problema da "sinf:;ularidadc misla" [22) 
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Os símbolos denolam; 

- 11 o-(Q) dS
<!>f = r(P, Q) 

(1),, '" JJ I-'(Q) %L'u!,Q)YS 
P. -? ponto 'exterior' aS (Fig.6.2); 


PI -7 ponto <inlerior' a S (Fig, 6.2); 


Essas equações devem ser resolvidas no limite em que p",).R -4- Q . . Neste lími(e, apli­

camos diretamente os teoremas relativos aos potenciais 'singlc' e 'doublo' e suas respectivas 

derivadas (Apêndice D). O resultado s50 equações integrais de Frcdholm do 2." tipo) nas 

incógnitas o-(Q) c j.L(Q) , Para a primeira das equações do sistema (6.4) (fJX] denata o valor 

principal l de X» 

1 O [Ir 1 1, O<!>rol rO<!>pl 1 
(6.5) 20-(0) +Oll Jo-(O) r(P,Q) fS = - ano + st aI! iQJ 

que, resolvida, nos pCI111ite obter o(Q) e, por conseqüência, Wf em todo o espaço. 

Conhecido c])j ,substituímos diretamente na segunda das equações de (6.4) c passamos ao 

mesmo limite anterior (agora de li-> Q). A equação obtida é: 

(6.6) ~ ,L(Q) + JJ ~L(O) g,t(),QJS = -400 (0) - f{<!>peQ») 

I O que ê cntcnd!do aqui por 'valor princípal' é o valor da função cxct:luando-sc as suas singularidades. 
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que nos fornece /J.(Q). Conhecidos O'(Q) e /J.(Q) , 11 campo de velocidades é dado pelo 

gradiente da equação (6.2). As pressões, tanto sobre como fora da supcrficíc do corpo. são 

calculadas a partir da equação de Bernoulli, (1.9). 

Antes de procedermos à implementação numérica, são convenientes as seguintes 

observações: 

- Efeito do pavimeuto na aerodinâmica do automóvel, A fim de considerar o efeíto do pavimento 

- uma • interferência> aerodinânüca - pode ser usado o 'princípío da reflexão', Este 

procedimento, muito utilizado em problemas de Elclrostálíca, permite transfOffilaf uma região 

semi-infinita em infinita. no problema de resolver a equação de Laplace: cada termo do potencial 

de perturbação deve sei' considerado como a soma da contribuição de um ponlo e sua respectiva 

<imagem), sob o plano do pavimento. 

- Forças Aerodinâmicas. O cálculo da força aerodillâmica lotaI sobre um corpo pode ser fcito 

integrando-se a pressão sobre a superfície do corpo. Para um fluxo potencial. cste cálculo dá : 

(6.7) fi = - JJ PiídS 
wpu 

em que P é a pressão cF) a força aerodinâmica sobre ú corpo. As mais importantes componentes 

dessa força, para propósitos práticos, são a sustentação (componente perpendicular ao movimento) 

e a resistência (componente na direção do movImento)l. 

l Nessa aproximação (!luxo potencial) somente o fluxo de alnque pode ser simulado. Há. também sustentação e 
resistência associados li formação de vórtlo;s. Isso será considerado poslcriormclltc. 
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6.3.3.- Implementação Numérica .. 

Discretização Básica. 

Para se obter uma solução numérica das equações integrais, são necessárias duas 

discretizaçõcs scparodas: a das geometrias do corpo c do arrasto, c a da distdbuição de 

singularidade. Em aplicaç5cs aerodinâmicas, a escolha universal para a primeira dessas é 

representar as superfícies do corpo e do arrasto por um grande numero de pequenas regiões , 
quadriláleras planas l 

, Essas regiões são chamadas de 'painéis', donde o nome do método. A Fig,

I 6.2 l1iOStru um exemplo de discrclização típica. I , 

Fig. 6.2. Dj,w:rCii'l,uçiilJ do Mérl1flo rllJS ]'uim!.is (reI[3J) 

A mais sÍlnples aproximação poro a distribuição de singularidades é que elas são cons­

tantes sobre cada painel. Uma questão relevante é que, nos casOS práticos. as dimensões dos painéis 

não podem ser arbitrariamente pequenas, ou, em outras palavras, não podem ser muito pequenas 

comparadas com todas as dimensões tlsicas do corpo. Entretanto, isto não implica falta de 

convergência numérica. MOSUiO para casos complexos, a convergência pode ser demonstrada. A 

diminuição ou aumento no número dc painéis é ditada apenns por exigência de maior precisão. 

1 Quando os quadri!àtcros são planos os mêtodos são conhecidos como de primeira-ordem, Em versões rrmis 
sofisticndas, pode-se tal11bêm considerar a curvatura dos mcsmos. 
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Método Numérico. 

Assumamos que a condição de Neumann sobre a superI1cie do corpo seja satisfeita, 

majoritariamente, pela distribuição de fontes-simples. A primeira equação a ser resolvida, então, é: 

.J 1 II a(Q) ] ­
(6.8) ii(Q) . l4n '0'1'0 r(P, QlS + ii(O) . VcDro = O 

Se 111 painéis são usados para representar a superI1cie do corpo, a condição acima é escrita: 

l-{'-. II 1 l ­(6.9) ii(O) . { 4n i-aiO) I'olod r(P O)dS}J = -ii(O) . V<I)ro(Q)
J-I J,",,-, 

Definindo, 

a· 1 
X} = 4n.I IVcD~ I 

A,,; = ii(Q) . {fto"J r(i, Q) eiS}] 

- 1 
R" = -ii(O) . V<I)~ IVe!)wl 

temos, 

(6.10) 2': A,úX} = R" ,q: 1,2,3, ... , 111 
J=] 

que é um sistema de equações lineares que expressa condição de tangência do fluxo sobre a 

superficie do corpo. Esse sistema pode ser resolvido por métodos matemáticos muito conhecidos 
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(p. ex., Gauss-Seidel, Gauss-Jordan, rnversâo-Direta). tal que podemos determinar X j e. con­

seqüentemente, cr/Q). 

Como vimos, logo que (5j é conhecido; o problema toma-se determinar !-Lj tal que) em 

todo ponto intemo à superfície S, o potencial total seja igual a zero. A equação então a ser 

resolvida é: 

1 Jr r a(Q) Ô ( 1 )l
(6.11) (f:>~(P)+ 4n i"poLr(p,Q) + !l(Q) ôn r(P,O) ys+ 

,,-_I fI ()!L[ 1 ls = o
'4n ."WSlo!l Q ôn r(P, Qlf' 

ou, 

iJI ôl- 11(6.12) 4n w'p"'a,,~lo ~L(Q) ôn rep,Q)YS = -(f:>ro(P)­

.~ JJ a(Q) dS 
- 4n 00>'0 r(P, Q) 

Numericamente. esta equação ê resolvida pelo mesmo processo anterionnente descrito. As 

únicas diferenças; neste caso, são: deve ser e5jlocificado o potencial. não seu gradiente; a incógnita 

é p.(Q) e sistema terá (m+n) equações (se n painéis são usados para representar a geometria do 

arrasto), 
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Os resultados da computação são ~ostrndos na secção seguinte. 



6.3.4.- Resultados da Computação. 

- Distribuição de pressão ao longo da secção média longitudinal. 

Foram calculadas distribuições de pressão ao longo da secção média longitudinal de 

algumas superficies. Os resultados são expressos graficamente pelo coeficiente de pressão, 

Cp, definido como: 

P-P.. 
(6.13) Cp - (li2) pU! 

em que Poo é a pressão de referência e U«J , a velocidade externa. O fluxo local é tacitufncnte 

assumido como quase bi-dinumsiollal (bi-dímensional com uma pequena perturbação tri­

dimensional). Assim~ ê plausível se tomar, como contribuintes para as integrais anteriores. somente 

os painéis interceptados pelo plano de simetria do obstáculot o que resulta numa enonne 

simplificação computacional. Somente foi analisado o caso de um fluxo axiahnente simétrico) na 

ausência de ventos laterais. 

Para reSolver os sistemas lineares foí usado o método iteratívo de Gauss-Seidel. A 

convergência foi atingida rapidamente, pois as matrizes são extremamente bem condicionadas. Os 

resultados da computação) para os vários obstáculos usados como exemplo} estão reswnidos nas 

tabelas 

- Forças Aerodinâmicas. 

Para uma geometria específica foram calculadas a sustentação e a resistência, por unidade 

de comprimento. Por definição. a força que age sobre cada painel ê produto da pressão (tomada 

como constante. sobre o painel) e da área do paineL A soma, sobre todos os painéis da superfície do 

corpo, é a forçO; total que atua sobre o corpo, Simbolicamente (8i é a área do painell), 
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(6.14) IFI = 2.:1;s, . 
i 

.~ 

I 

Para a g~metria da Tabela V~ os resultados são apresentados na Tal>. [( os erros são apenas 

estimativas groSseiras' ): 

Tabela I :. Forças aerodi"âllicas (fluxo potencial) 

• Resistência 

As tabelas 11 a V, das páginas seguintes. reswnem os resultadas dos cálculos na 

aproximação potencial para cada geometria estudada Elas mostram, propositadamente, os valores 

já arredondados e com dimensão. Na secção 6,41 os resultados da tabela V servirão de valores 

iniciais para o estudo do efeito da viscosidade finita sobre o tluxo. 

\ Um tratamentO' exato dos errps não fOI POSslVel devido à inexistência de solução arntlítica para o problema. Entretanto. 
uma comparaçãO s1~temâtica a resultados experimentais da Literatura permite estimar o mo em 'X' oomo: 

(j _IXroirolodo - Xmod'do I 
X -, Xmeáido '. 

Isto dã um Ôv ~'.tornó dê 10 a 15% para as velocidades calculadas. 
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- Tabelas de Resultados. 

! 


5 

20 25 
10 15"""'o, M 

30 35 

I'h''' 40 

S 10 15 20 JS 30 

. dépainéis utilizados,' 74; 

/ -3084,30 -22583,94 2086.49 /[00344,98 0,12 
2 -2546,70 -34503,82 2382,09 /099552,43 -0,15 
3 -1805,93 -37395,70 2591,65 1098927,06 -0,36 
4 -1223,85 -44559,19 2696,69 1098593,75 -0,48 
5 -1149,17 -43736,39 2566,79 1099003.98 -0.34 
6 -1074.15 -39718,80 2530.08 1099116,25 -0,30 
7 - 847,21 -48728.63 2530,59 1099114,72 -0,30 
8 - 847,21 -44447,35 2507,98 1099183,07 -0,28 
9 - 847,21 -44447,35 2489,04 1099239,85 -0,26 
10 - 847,21 -39467.18 2468,50 1099300,95 -0,24 
11 - 694,59 -44072,06 2459,72 1099326,91 -0,23 
12 - 694,59 -43908,12 2425,87 1099426,15 -0,19 
13 - 541,12 -48525,98 2382,97 1099549,91 -0,15 
14 - 617,95 -36256,84 2257,04 1099900,49 -0,03 
15 -1223.85 -42034,89 1927,16 1100728,67 0,25 
16 -2546.70 -41468.43 1762.90 1101092.34 0.37 

H~<;'Y'
"'>' 

Tabela ll· Resultados da Computação para a Geometria da. Figura 
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IQ O'(Q) ~(Q) Vel.(Q) Pressão(Q) Cp(Q) 
(emi;') (cm2is) (em/s) (dYII/cmii 

17 -2418,22 -40277,81 2064,43 1100399,91 0,14 

. ! 

I,, 

18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
4/ 
42 

-2418,22 
-2418,22 
-2418,22 
-2418,22 
-2352,86 
-2352,87 
- 77,51 
- 77,51 
- 77,51 
- 77,5/ 
/54,94 

77,47 
309.70 
464,09 
617,9/ 
770,98 
770,98 
847,18 

1074,12 
1223,82 
1518,56 
1591,14 
1734,84 

0,00 
0,00 

-35129,18 
-45453,37 
-60042,62 
-18618,43 
-27411,96 
-33940,15 
-35583,88 
-57711,21 
-31075,26 
-5771l,21 
-44428,39 
-40199,79 
-44512,76 
-45515,78 
-44187,22 
-48886,58 
-403/2,91 
-55815,10 
-68117,30 
-42034,98 
-38466,15 
-46343,64 
-42078,72 
-43339,93 
-43686,04 

2204,85 
2265,53 
2334,/0 
2491,54 
2606,99 
2784,56 
3172,95 
3528,44 
2938,76 
2847,82 
2760,29 
2724,76 
2697,20 
2672,22 
2649,02 
2626,28 
2616,98 
2603,67 
2572,98 
2548.12 
2496,25 
2479,28 
2446,81 
2412,53 
2425,92 

1100040,23 0,01 
1099877,47 -o,04 
1099688,22 -o,11 
1099232,36 -0,26 
1098879,21 -0,38 
1098304,79 -0,57 
1096916,47 -1,04 
1095487,13 -1,53 
/097775,27 -0,75 
1098090,98 -0,65 
/098385,53 -o,55 
1098502,44 -o,51 
1098592,12 -048, 
1098672,59 -0,45 
1098746,66 -0,42 
1098818,65 -0,40 
1098847,90 -0,39 
1098889,57 -0,38 
1098984,90 -0,34 
/099061,30 -0,32 
1099218,28 -0,26 
1099268,94 -0,25 
1099364,91 -0,21 
1099464,87 -0,18 
1099425,97 -0,19 

104 



1 -2970,96 -37330,11 2161,05 1100154,96 0,05 
2 -2220.02 -56772,84 2554,52 1099041,71 -0,32 
3 - 847,21 -57326,08 2811.16 1098215,48 -0,60 
4 38,73 -57717,80 3031,62 1097442,60 -0,86 
5 38,73 -53277,97 2774,37 1098338,75 -0,56 
6 38,73 -66597,47 2692,58 1098607,05 -0,47 
7 38,73 -62157,64 2642,92 1098766,01 -0,42 
8 38,73 -62157,64 2617,21 1098847,15 -0,39 
9 38,73 -75477.13 2600,95 1098898,07 -0,37 
10 38,73 -66597,47 2588,21 1098937,76 -0,36 
11 38,73 -62157,64 2580,86 1098960,53 -0,35 
12 38,73 -39958,48 2576,24 1098974,83 -0,35 
13 38,73 -88796,62 2574,15 1098981,29 -0,34 
14 38,73 -62157,64 2571,51 1098989,43 -0,34 
15 38,73 -62157,64 2571,13 1098990,62 -0,34 
16 38,73 -62157,64 2571,90 1098988,23 -0,34 
17 38,73 -53277,97 2573,91 1098982,05 -0,34 
18 38,73 -75477,13 1098973,28 ,2576,74 -035 
19 38,73 -71727,67 2582,98 1098953,97 -0,35 
20 38,73 -67625,49 2591,18 1098928,50 -0,36 
21 38,73 -75477,13 2603,21 1098891,02 -0,38 
22 38,73 -62157,64 2626,02 1098819,44 -0,40 
23 38,73 -66597,47 2658,51 1098716,43 -0,43 
24 38,73 -71037,30 2727,09 1098494.84 -0.5! 

38,73 -67186,84 2893.58 1097933.37 -0.70 
26 1372,02 -46641,19 2760,19 1098385,86 -0.55 
27 1445,51 -63943,66 2944,38 1097755,41 -0,76 
28 1518.56 -51607,75 2600.93 1098898,15 -0.37 
29 1591.14 -61621,36 2508.39 1099181,82 -0.28 
30 1663.24 -62703,72 2447.93 1099361.61 -0.22 
31 0,00 -53517,11 2421.43 1099439.05 -0.19 
32 0,00 -74339,81 2519,73 1099147.62 -0,29 

,33 0.00 -57326,16 2514,05 1099164,76 -0,28 
34 0,00 -57830,77 2525,63 1099129,75 -0,29 
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Tabela UI - Resultados da Computação para a Geometria da Figura 

15 2010 15 

" ./ 

5 10 15 20 1$ 

- No. de painéis utilizados: 57 

- e = 20clJf, 
,--',... " '.~: "J'" -'Co '.',•• -,....,,-',--.- ••r;"·;;,'I!'~;;,,~,.\,,: ... - ':;:'::"7"~SAtí1'F'- ~... ~-~'- '-~~.j"--'r'-!(!;:";~r·~'·· N?'T"'?rg1\l'l1'~'í!à"''''''''''''' 1':0~"- '-"iflr,f.."~, .. ,,, ,,,,A,,F_':t,,:,~- -o·'~·cr.·;.]";.'1r.;~~_,..."l', _-~;-'i·_f.:"·~f.', -"f{, '"ffJJ .... '8 ~ "..~. n' ~,dª "~t"': ,', -[<!(iÍi ,IJ. ~·t,~··~,'l ~}!0~ , ",I
'.:;';;2J")' ;:~·~·~~-,··.~'i:t:'-::::I;;;,g,;\:t}:~\M~yJ~~f~1.::;;r~',/i:llfili ;llJJ[2,,_'.,l.lPfF,!iJ,J), .1!;':i; S'i~~~~0t~Jlt'Xi.t\'1il!~l.!!;it;JJfii~~-.i\,;;},,?;;;f;: i 

Q 	 cr(Q) IJ.(Q) VeL(Q) Pressão(Q) Cp(Q) 

(em/si (em2/sl (em182 (dVlllcm21 


, , 

! 1 -3139,57 -22639,52 1992,35 flO0575,38 0,19, 
·2 -3084,30 -30299,54 2100,99 1/00308,55 0,10
:3, -2220,02 -43841,36 2426,63 1099423,91 -0,19 

4 -2084,47 -83069,19 2357,78 1099621,57 -0,13 
5 -1805,93 -72217,40 2227,94 1099978,81 -0,01 
6 -1445,54 -98274,91 2214,38 1/00014,94 0,01 
7 - 923,15 -120120,66 2086,17 fl00345, 78 0,12 

·8 -1734,87 -116319,01 2084,78 1100349,25 0,12 
9 -1518,59 -/06942,61 2167,76 1100137,54 0,04 
10 -/372,05 -104463,45 2284,99 1099824,35 -0,06 
11 - 998,80 -107024,25 2368,75 1099590,46 -0,14 
12 - 617,95 -133070,94 2420,80 1099440,88 -0,19 
13 - 154,97 -/06495,07 2453,05 1099346,57 -0,22 
14 77,47 -115507,77 2460,23 1099325,40 -0,23 
15 232,36 -97646,87 2462,49 1099318,73 -0,23 
16 998,77 -113804,72 2411,82 1099466,90 -0,18 
17 1074,12 -119156,6/ 2405,75 1099484,45 -0,17 
18 11 11,67 -i08831,33 2403,46 1099491,07 -O,17 
19 1223,82 -113884,59 2390,08 1099529,56 -0,16 
20 1372,02 -109790,07 2369,08 1099589,52 -0,14 
21 0,00 -104952,67 2358,09 1099620,69 -0,13 
22 0,00 -96323,63 2346,30 1099653,98 -O, 12 
23 0,00 -127153,99 2333,65 1099689,49 -o,11 
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Q cr(Q) ).I(Q) Vel.(Q) Pressão(Q) Cp(Q) 


1 "2084,47 -26660,77 2394,96 /099515,55 -0,16 
2 -1734,87 -30379,06 2500,71 1099204,91 -0,27 
3 -1372,05 -40059,91 2619,91 1099840,29 -0,39 
4 - 923,15 -35014.16 2679,54 1098649,07 -0,46 
5 - 54J,12 -53066,14 2754,84 1098403,57 -O,54 
6 ,-154,97 -62122,/3 2671,48 1098674,94 -045 
7 38,73 -62/57,64 2645,97 1098756,34 -O,42 
8 38,73 "799/6,96 2634,98 109879J,17 -0,41 
9 38,73 -88796,62 2627,96 1098813,32 "040, 
la 38,73 "88796,62 2623,95 1098825,99 -040, 
lf 38,73 -88796,62 2621,78 1098832,79 -0,39 
12 38,73 -88796,62 2620,66 1098836,31 -039, 
13 38,73 "88796,62 2620,23 1098837,68 -0,39 
14 38,73 "88796,62 2620,62 1098837,38 -0,39 
/5 38,73 -88796,62 2620,89 /098835,60 -039, 
16 38,73 -88796,62 2621,93 1098832,34 -0,39 
17 38,73 -88796,62 2623,51 1098827,36 -0,40 
18 38,73 -88796,62 2625,78 1098820,21 -0,40 
19 38,73 -88796,62 2628,99 1098810,06 -040, 

38,7$ -88796,62 2633,66 1098795,35 -0,41 
38,73 -88796,62 2640,71 1098773,02 -0,41 
38,73 -97676,28 2652,33 1098736.12 -0,43 
38,73 "97676,28 1098654,38 ,2677,89 -046 
38,73 "93658,34 2748,77 1098423,59 -0,53 

541,09 "92545,04 2728,51 1098490,18 -o,51 
847,18 -88894,83 2641,57 1098770,32 -0,42 
847,/8 -84625,35 2546,70 1099065,63 -0,32 

0,00 "91615,23 2483,65 1099255,92 -o,25 
0,00 -79771,30 2393,30 1099520,31 -o, 16 
0,00 -79437,74 2189,34 1100081,12 -0,03 

31 0,00 -97709,60 2390,69 1099527,79 -o, 16 
32 0,00 -93183,21 2439,87 1099385,27 -0,21 
33 0,00 -93236,45 2517,35 1099154,80 -0.29 
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Tabela IV - Resultados da Computação para a Geometria da Figura 

10 25 31} 3; 
I -./ 

e..L 

-No. de painéis utilizados: 45; 

-(J =25 em. 


,.; r::~l:!~\l1i-:, ;i::_;~y~~/f/jS' :'j",..-"'3:jr:j;_''::~F;,'''~"d ;"-_·;,,,,1.;:~:i-;:::it1i}i:1!l~7!~~\~~g;~r.;'!<T':~~f;-:i";i~;:*';:!~~i~1~;';~ ;;{':'"i·:;g:
-"/ ,-c-o ..~I;~ _!: '/';;";'~ln{~,"-~'> ,lJ.pelJ L_e)/;f.·(),UPªt;.{Q~;';":';',\.:i,,-h.b=,,'i.,:':;~i;;í:~::~-z~.~;:.;,;VliY';':''r.''i(f4~...;-Yi~~k 

1-o cr(Q) ,l(Q) Vel.(Q) Pressão(Q) Cp(Q) 
GNUS r.;f/f,(,IA C/H!S a fllt:m.: 

1 -4198,11 -f4899,82 fln81 1102193,86 0,74 
2 -3845,17 -23546,41 1515,05 1101579,81 0,53 
3 -3450,54 -31239,69 2026,95 1100491,92 0,/7 
4 -3498,78 -28993,32 1960,51 1100650,88 0,22 
5 -3498,78 -28993,32 1990,23 1I00580,43 0,20 
6 -3498,78 -30561,65 2064,59 IlO0399,51 0,14 
7 -3498,78 -34168,96 2209,82 1100027,07 0,01 
8 -3498,78 -29975,35 2446,1 1 1099366,97 -0,21 
9 38,73 -57073,85 1096555,54 ,3266,37 -116 
10 38,73 -55497,89 3758,72 1094480,28 -1,87 
11 38,73 -55497,89 3155,51 1096982,69 -1,02 
12 38,73 -55497,89 2947,45 1097744,56 -0,76 
13 38,73 -55497,89 2842,61 1098108,77 -0,64 
14 38,73 -55497,89 2779,52 1098321,60 -0,57 
15 38,73 -55497,89 2737,40 1098461,03 -0,52 
16 38,73 -55497,89 2707,28 1098559,41 -0,49 
17 38,73 -55497,89 2684,69 1098632,51 -O,46 
18 38,73 -55497,89 2667,11 1098688,96 -0,44 
19 38,73 -55497,89 2653,04 1098733,87 -0,43 
20 38,73 -55497,89 2641,53 1098770,44 -0,42 
21 38,73 -55497,89 2631,93 1098800,80 -O,41 

lOS 

I 



Q cr(Q) Jl(Q) Vel.(Q) Pressão(Q) Cp(Q) ,, /cm/s) (cI112/s) (cmls) (dYl1lcm2( 

122 38,73 -55497,89 2623,81 1098826,41 -0,40 
23 38,73 -55497,89 2616,85 1098848,29 -0,39 

:24 38,73 -55497,89 26/0,82 1098867,22 -0,38, 
25 38,73 -55497,89 2605,54 1098883,74 -0,38 
26 38,73 -55497,89 2600,88 1098898,29 -O,37 
27 38,73 -55497,89 2596,74 1098911,20 -037, 

28 38,73 -55497,89 2593,04 1098922,74 -0,36 
29 38,73 -55497,89 2589,70 1098933,11 -0,36 

, 30 38,73 -55675,20 2586,69 1098942,48 -0,36I 
I 31 38,73 -55675,20 2583,94 1098950,98 -0,35: 

32 154,94 -55643,41 2580,17 1098962,66 -035,I 

33 464,09 -55372,33 2567,07 1099003,13 -0,34I 
34 770,98 -54831,48 2543,39 1099075,74 -0,31 
35 1074,12 -54536,40 2509,22 1099179,31 -0,28·1 

I 36 0,00 -54977,7J 2524,85 1099132,13 -0,29 
37 0,00 -56758,99 2537,95 1099092,32 -O,31 
38 0,00 -54959,90 2548,51 1099060,Il -0,32 
39 0,00 -55195,99 2556,49 1099035,64 -0,33 
40 0,00 -55364,82 2561,89 10990/9,08 -o,33 
41 0,00 -55466,20 2564,66 10990/0,54 -O,33 
42 0,00 -55497,89 2564,73 1099010,33 -0,33 
43 0,00 -55497,89 2563,60 1099013,80 -0,33 
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T.tnc[a V ~ RCSUJt<ldos da COJUllUtnção para .1 Geometria d'l l"igur:'l 

015 30 35 

-:-t~::~:~:':/:~::s:" 
I' 1\\ \ ' 

5 10 	 15 10 15 30 

número de painéis = 57; 
e =20 em. 
"",~ • ';;',:: :-'{:'"';\i'/,:",F·"·" -:':"<;;"-' -i;!.,,~j":-'~áit1;;:::!·S?>'i."~i1t"f:~S'tm'~)I!R.ri<'N;::~i?:lIR':if.!.~;~~l(.,y:,,(.' /;;:~'1f!3i:rh<'j' ",. "h~1L';flf;;"~·';', 

',\:.-;'; .~: ,"' 'o:. ::\~:.:::;~:':::?:~:~:S~!,~,ti!Hi.;;:r~~!;;:.;~:c:'( .up~r ..$.( ,; ,up.elí.lmi~J;:,j~1f;:ffi~IJ~:Jí;'tli:},:)1;;:-;:.:::ú~::,:t:~t~~it'i-,{~',0i;;·: 

Iº cr(Q) !! (Q) Vel (Q) Pressão(Q) Cp(Q) 
(em/s) (cm2/j1 (cmls) (dYlllcm2) 

: J -3498,78 -21349,45 2024.51 1100497,86 0,17 
2 -3084,30 -27100,73 2024.51 1099401,22 -0.20 

'3 -771.02 -40312,86 3023,76 1097471.17 -0,86 
! 4 -617,95 -49157,58 3210,73 1096771.78 -1,09 
,5 -541.12 -44288.82 2773,30 1098342.32 -0,56 
'6 -464,1 2 -45031.23 2641,22 1098771,41 -0,42 

7 -386,99 -44451.63 2565.98 1099006.48 -0,34 
8 -309.74 -44512.74 2513.90 1099165.24 -0,28 
9 -232,39 -44560.29 2468,14 1099301.99 -O•24 
10 	 -232.39 -44560.29 2418,43 1099447.77 -0.19 

-232,39 -44339.14 2357,97 1099621,03 -0,13 

1 	 (12 -!54,97 -44594.56 2274,23 1099853,76 -O,05 
13 -77.5! -44614.65 2120.92 1100258,06 0,09 
14 -77.51 -55624,56 1780.92 1101054,04 0,36 
/5 -2672,08 -38355.07 /285,/9 110/966,0/ 0,66 
16 -2672,08 -35459.28 /721.41 lJ01179,08 0,40 
17 -2672.08 -27694.58 1967,73 1100633,86 O,2! 
18 -2672,08 -33452.22 2060,98 1100408.46 0,14 
19 -2609,79 -33Jf6,81 2180,89 UOO/03.27 0.03 
20 -2609.79 -42043,54 2296,80 1099791.87 -0,07 
21 -2546,70 -37090,49 2560.12 1099024,52 -0.33 
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22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 

cr(Q) 
(c/IIh;) 

- 309,74 
- 232,39 
-154,97 
- 77,51 
- 77,51 
- 77,51 

38,73 
77,47 

154,94 
232,36 
271,04 
348,34 
386,96 

/663,24 
1663,24 
1663,24 
1663,24 
1663,24 
2970,93 
3592,03 
4056'/4 
4342,97 
4435,56 

>t(Q)
(e/ll2Ís) 

-44512,74 
-44339,14 
-44372,95 
-44614,65 
-44393,23 
-44393,23 
-44619,75 
-44393,24 
-44372,96 
-44560,30 
-44317,19 
-53299,88 
-57670,24 
-55993,19 
-55231,34 
-49742,29 
-58942,19 
-61199,16 
-55995,54 
-42081,31 
-26294,51 
-15774,45 
-3392,19 

Vel.(Q) 
(em/sT 

3063,95 
3379,99 
2971,75 
2838,65 
2774,62 
2740,01 
2721,36 
2712,95 
2712,85 
2722,38 
2748,07 
2802,2/ 
2946,14 
2714,38 
2865,21 
2718,92 
2733,13 
2867,49 
2343,76 
1948,16 
1374,/6 
878,02 
481,25 

Pressão(Q) 
(c/YI1!c1ll2j 

Cp(Q) 


,
1097324,36 -0,90 
1096102,41 -1,32 
1097658,28 -0,79 
1098122,27 -0,64 
1098337,92 -0,56 
1098452,45 -0,52 
1098513,57 -0,50 
1098540,99 -0,49 
1098541,31 -0,49 
1098510,23 -0,50 
1098425,90 -053, 
1098245,61 -0,59 
1097749,20 -0,76 
/098536,34 -0,49 
1098031,37 -0,66 
1098521,54 -0,50 
1098475,03 -0,51 
1098023,53 -0,67 
109966!,Il -0,/2 
1100679,84 0,23 
1101824,05 0,62 
1102494,48 0,84 
1102818,08 0,95 
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5 

10 

15 

20 

25 

30 

. 1 -4024,02 -22904.38 1394,14 1101790,86 0,61. 
12 -3680,94 -16655,09 1777,56 1101061,20 0,36 

3 -3247,23 -30280,55 2135,54 1J00220, 72 0,07 
4 -2220,02 -34391,99 2544,09 1099073,62 -0,31 

-1591J7 -50427,19 2852.73 1098074,21 -0,65 
6 -923,15 -521J 5,66 2711,92 1098544,32 -049, 
7 -386,99 -53077,24 2688,05 1098621,68 -047, 
8 - 77,51 -62150,53 2666,05 1098692,34 -0,44 

.9 38,73 -53277,97 2647,04 1098752,95 -0,42 
38,73 -71037,30 2636,96 1098784,90 ,-041 

11 38,73 -57717,80 2628.41 1098811,93 -0,40 
12 38,73 -66597,47 2623,96 1098825,93 -040, 
13 38,73 -7/037,30 2620,68 /098836,26 -0,39 
14 38,73 -62157,64 2618,79 /098842,19 -0,39 

38,73 -71037,30 2618,27 /098843,83 -0,39 
16 38,73 -71037,30 2618,89 1098841,90 -0,39 
17 38,73 -79916,96 2620,89 1098835,59 -0,39 
18 38,73 -71037,30 2625,25 1098821,87 -040, 

19 38,73 -71037,30 2631,87 1098800,99 -041, 
38,73 -62157,64 2642,87 1098766.18 -0,42 

21 38,73 -71037,30 2659,34 1098713,78 -0,44 
22 38,73 -71037,30 2696,96 1098592,89 -0,48 
23 38,73 -71[75,91 2793,9[ 1098273,47 -O,58 
24 770,98 -61215,69 2745,30 1098435,02 -0,53 

770,98 -69960,78 2793,10 1098276.19 "0,58 
26 770,98 -70097,29 2654,26 1098729,97 "0,43 
27 770,98 -69960,78 2611,99 1098863,54 "0,38 
28 847,18 -69870,91 2584,50 1098949,27 -0,36 
29 847.18 -69870,91 2572,43 1098986,60 -0,34 

847.18 -69870,91 2564,47 1099011,J3 -O,33 
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Fig. 6.5. DiSlrib.•/e Pr(Jssllu rIU longo .ltr seçüa méilhr longitudinal (mp. SfljJL'riur) 
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Fig. 6.9. Distrib. de Pressão CIO IOllgo tia seção média longitudillal (sup. inferiol) 
(Geometria da tabela V) 

Observacão: a escolha do obstáculo da tabela V foi feita tendo em vista seu uso em 110SS0 posterior 

tratamento do efeito da viscosidade finita sobre o Ouxo. Isto porque o arrasto por ela produzido é 

mais 'simples' que outras similares (ver nota à página 126). 

I 

I 
I 

6.4. Sistemas de Fluxos Rotacionais a Altos 
Números de Reynolds. Turbulência. 

6.4.1. - A Criação de Vorticidade e a Condição de Contomo 
da Equação de Navier-Stokes. 

No tratamento das equações da camada-limite, é 'perdida' uma condição de contamo da 

equação de Navier-Stokes (a saber, a anulação da componente tangencial da velocidade no 

contamo), na passagem ao limite v -> O. Veremos como tal condição pode ser 'recuperada' por 

meio de um m1ificio matemático. 

lIG 



o processo de separação na camada-limite é um fenômeno complexo, Vamos, aqui, recorrer 
'I a uma mancíra de simular os efeitos fisícos da anulação da componente tangencíal da velocidade no 

contorno. fenomenoJogicamcntc plausível, mas não rigorosamente justificada. 

Assumiremos que o ponto de separação é conhecido (da intuição. do experimento ou de 

alh,l1Jm processo independente de cálculo). Dessa forma, a condição de Ncumann deve agora ser 

imposta sobre o contorno rígido do corpo, e não mais da camada-limite, como anles. 

Da maneira como procedemos anteriormente, vemos que essa cQndiçãQ foi salisfeit~ 

majoritariamente, pela distribuição de fontes-simples. 

A tarefa de satisfazer a condição ~pcrdida> ser~ principalmente, da di,\1rihuiç{iQ de dípolo. 

Fisicamente, parece inluitivo que a criação da vorticidodc no contorno deva depender. de 

alguma maneira, da condição de não..;:leslizamento (Ücrm1orw;o ;::: Õ). Dessa forma, ao impormos que­

O' potencial total se anule nO' interior e sobre o contorno de .), estaremos impondo, também, que a 

velocidade total se anule. Mas a componente normal dessa velocidade já foi anulada pela 

distribuição de fontcs~simples . Portanto, a exigêneia da nulidade do potencial corrcsponde a impor 

que a componente tangencial da velocidade seja zero sobre o contorno. 

AssÍm, a segunda das equações do sistema (6.4) é responsàvel~ de fato~ pela. <recuperação? 

da condição de contorno que fora perdida, na passagem ao limite, Dessa equação. fica claro que a 

distribuição de dipolo deva se relacionar à vortÍcidade criada no contorno. 

! 
Da equivalência matemática entre uma distribuição de dipoio e uma distribuição de 

vOr1icídade (Apêndíce E), concluímos que a solução da equação (6,12) nos fornece p(Q) que, 

fisicamente. correspondc à circulur,..'ifo associada a um vôrtice que acaba de ser criado nas 

vizinhanças de Q. Em outras palavras, fonna-se, sobre a superficic, uma camada de vórfices. A 

criação dessas c3madus não viola os Teoremas de Kclvin~Hc!mhoUz. Elas são infinitamente finas, e 

não contêm partículas de fluido que estavam presentes no instante da criação. A vorticjdade 

provém, somente., do contorno. 

O procedimento que acabamos de descrever é um artifício matemático que simula O 

processo fisico da criação da vorticidade pela presença de contornos sólidos no fluxo. Em última 
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análise, obtemos uma solução da equação de Euler~ com uma condição de contorno adicionaL Para 

escoamentos estáveis, há ínfinítas soluções da equação de Euler. dependendo da distribuição de 

vortlctdade. 

Finalmente) a vorticidade que é criada no contorno pode ser relacionada aos gradientes de 

pressão ao longo da supcrficie. da seguinte maneira: das equações da camada-limite turbulenta 

temos, para a subcamada viscosa, 

_ ól7 _ãi 1 êp o'u u ..··_+v ..·_=-_.. _+ v~-(6.15) ofJ o" p ofJ ÔlJ2 

na qual êjJ/ ap é o gradiente de pressão sobre a supcrflcie, Tf é a coordenada nonnal à superfície 

e fJ, a coordenada tangenciaJ. A condição de não-d'-'SlIzamcnto é salfsfcita quando essas duas 

contribuições se cancelam mutuamente. 

Da ídentídade. 

02ul ,ot

(6.16) 0,,'0 =nx o" 

em que fi é a n(lrma! unitária para fora da supcrficie, c da condição de não-des)jzamento~ 

encontramos: 

(6.17) -v~ = p-tíiX: ti , 

I 1." 



em que ç é vetor de vorticidade ~produzida' pelo contorno, de uma maneira assumida, 

tacitamente, aproximadamente bi-dimensional l
. 

Chorin [13] utillwu com sucesso toda essa fenomenologia no estudo de instabilidades de 

camadas-limites bi- e tri-dimensionais. 

6.4.2. - O Método dos Vórtices Para Simulação Numérica 
de Fluxos Levemente Viscosos. 

o que é conhecido como método dos vórtices dentro da comunidade da fluido dinâmica 

computacional diz respeito à simulação numérica de escoamentos instáveis, incompreensíveis, 

bí- ou tri-dimensionais. a altos números de Reynolds. De experimentos realizados com tais fluidos, 

é sabido que a vorticidade que contêm ocupa somente uma pequena fração do volume total do 

fluido c, portanto, pode ser considerada como altamente concentrada em pequenas regiões do 

espaço (nos tubos ou linhas de vor(Ícidade). ral fato é extremamente apropiado para simulação 

numérica, visto que é suficjente seguir. somente, a evolução da vorticidade para se obter uma 

descrição do fluido, num dado instante. O campo de velocidades pode ser determin.do desse campo 

de vortícidade, e das condições de contorno (quando contornos sólidos estão presentes). Ademais, 

dos Teoremas de Kelvin-HelrnhQltz, sabemos que para um fluído inviscito de densidade constante, 

os tubos de vorticidad~ mantém sua jdentidade~ e se movem como entidades materiaís. Assim~ 

mesmo fluidos altamente não.-lineares podem ser representados por um número relativamente 

pequeno de elementos computacionais (nesse caso, os próprios vórtices). Isso porque os tubos que 

transportam vorticidade se movem sob a ação de velocidades locais. e o vetor vorticidade associado 

à cada eiemento é também mais sensível a gradientes locais de ve1ocjdade. 

I Assumiremos. tamocm tacitamente. que a derivada 1/8" presente na equação acima possa ser tomada da ordem 

degrnndcza de 1/0' ,em que o' éa escala de comprimento: da subeamada viscosa (vide Pig. 2.2), ou seja, a escala na 

qual a viscosidade. ~~ua prcpondernntement.e. dissipando e~~ia na forma de calor (dai o nQffie de escrun di:wpativa) . 
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Estudos teóricos e experimentais realizados nos últimos vinte anos demonstraram que a 

distribuição de vorticidade no interior desses tubos não é unifonne. Isso pode trazer dificuldades 

computacionats adicionais. Entretanto, uma detalhada análise teórica feita por alguns autores 

leva ao uso de certas funções de illterpolação que facilitam enormemente o trabalho 

computacional. 

o método dos vórtices desenvolvido por A. Lconard [24J associa às evidências 

experimentais um certo número de recursos matemáticos para a simulação de fluidos a altos 

números de Reynolds. No que segue descreveremos, resumidamente, tal método. 

- O Método dos Vórtices de Leollard. 

A. Loonard [24] propôs um procedimento de interpolação da vorticidade concentrada em 

curvas espaciais tri-dirncnsionais para produzir a representação: 

(6.18) ç(x,l) = LI'; Iy ,[x -1;(S,I)] ~; ds , us 

em que s é um comprimento ao longo da curva c Yi é uma função de interpolação (ou 

'suavização') que tem a normalizaçlio: 

(6.19) J')' (X)dX = 1 . 

É assumido que Yi tem a fonl1a: 

y,(x-f,)=_l~fx ijll(6.20) ,; .cri v", Ji 
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em que cri é o' raio do filamento i , 

Com essa representação para a vorticidade, o Teorema de Biot-Savart resulta em: 

ü(x,t)= __l "r r [X-ii(s,t)x(ôr/ôs)q("'-F·II. l]
(6.21) 4n L. do. 	 r J la j 

J' 	 1_x-rJ 
I' ds 

A função q é definida por 

)' 

(6.22) 	 q(y) = 4n Ip(r)r 2dr 
o 

Da normalização de y; , notamos que q(r) -4 	1 qnando y -4 CO , de tal fonua quo, a 

grnndes distâncias comparadas ao raio do filamento, o campo de velocidades induzido pode ser 

calculado como se toda a circulação estivesse concentrada sobre as curvas r;. 
A fUllrão p(r) não é unívoca. Sua escolha ê ditada por algumas exigências matemáticas e 

algumas bases fisicas. 

Ting & Tung e Saffinann encontraram que a distribuição de vorticidade num anel de vórtice 

viscoso de pequena secção reta é gaussiana. Isso sugere que a escolha particularmente mais 

apropriada seja tomar p(r) como gaussialla, ou seja, 

1 _r2 
(6.23) 	 p(r) =n 3{2 e 

Nakamura [27] usa, aO invés. a função: 
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:la 
(6.24) p(r) = 4rc (r2 +a 2>-'/2 

Outras funções obviamente são admissíveis, observadas alndas as condições de 

convergência e acurácin. 

É bem conhecido que as flutuações de velocidade em fluidos turbulentos a altos números de 

Reynolds são altamente intennítentcs no espaço e no tempo, o que implica que intensa vorticidade 

é confinada em pequenas frações de volume do fluido, Portanto, o método que acabamos de 

descrever pode ser um candidato natural para a descrição de tais fluidos. Geralmente, resultados . 

muito úteis podem ser obtidos rápida e facilmente com um número relativamente pequeno de 

elementos computacionais (Leonard & Dcgani [25]). A princIpal utilidade do método dos vórtices 

para a simulação da turbulência é a possibilidade de descrição das propriedades do chamado 

'range' inercial do espectro de turbulência. Tal 'range', onde os efeitos viscosos são praticamente 

desprezíveis) 6 dominado pejas evoluções não-lineares dos vórtices, As características exibidas 

pelos vórtices então, nesse <range> I refletem a própria fenomenologia da turbulência. 

6.4.3. - Procedimento Numérico para a Determinação 

da Escala Dissipativa. 


Satisfeitas as condições de cstacionarirlade, a equação do espectro de energia é (equação 

(5.32)); 

5/3 1 
/co - 4/3)E(k) = Eo(T [1 + (k/k,)4] 

Os pàtfunctros Eo e !co podem ser dctenninados da seguinte maneira, Como vimos) da 

fenomenologia do problema, no <range' inercial a dissipação viscosa é praticamente desprezível. 

Portanto, a energia total no equilíbrio deve ser, muito aproximadamente" a mesma que no instante 

inicial: 

J22 



", 

(6.25) 1ECk,O)dk '" 1ECk,t,)dk 
o o 

em que E(k,O) é O espectro inicial (em I = O) e ECk,t,) é o espectro no equillbrio (t, - tempo 

necessário para se atingír a solu~o estacionária (Ap,G). 

As constantes Ef) e !co devem ser detenninadas numericamente, de modo que a equa~ção 

anterior seja satisfeita, numa aproximação suficiente. 

Claramente, vemos que as aproximações iniciais convenientes para Eo e ko são: 

(6.27) Eo = E(kp,O) 

e 

(6.28) !co = kp , 

em que~ 

k p : valor de k para o qual o espectro inicial toma seu valor máximo. 

E(kp'O): valor milximo de E(k, O). 

Esses valores devem ser ligeiramente modificados, a fim de satisfazer (6.25) mais 

precisamente. 

- O Espectro de Energia Inicial,E(k,O) . 

Anten01mCntC, foi deduzida a equação do espectro de energia tri~dimensionaI a partir de 

uma velocidade-quadrática-média e das [unções de correlação f(r) e g(r). Portanto, a de­

tenninação de u' e f(r) (ou g( r) em t = O nos pennitc conhecer E(f\J . Para a escoUla de/(r) 

123 



. .. 

c g(r} vamos nos basear no seguinte argumento: do estudo numérico da evolução de um vórtice 

turbulento utílizanrlo as equações de Euler [12]} Chorin concluí que o 'range'inercíal do espectro 

está relacionado, em última análise, à dsitribuição de vorticidade em estruturas de vórtices 

discretas. Por outro lado, na teoria de Heisenberg as funções de correlação f(r) e g(r) podem ser 

obtidas a partir de certas integrais sobre o espectro. Ficamos tentados, então, a tomar a função 

distribuição de vortícidade (estritamente positiva e absolutamente integrável) como a correlação 

f(r). Vimos, ndemais l que essa distribuição é ditada por uma série de razões e não é, de nenhuma 

maneira, unlvocumcnte detcnninada (o que resulta em infinitas soluções possíveis da equação de 

Euler). 

Conhecida a fWIÇão fM e aplicando a equação (5.1}, o espectro de energia inicial segue 

imediatamente c OOtiscqücntcmcntc~ Ef} e ku . 

A vclocidadcwC]undrática-médla scrâ determinada utilizando os métodos de Lconard c 

Rehbach. 

Vamos admitír~ idcalisttcamentc, que a fIna camada de vórtices sobre o corpo seja 

discretizada em M 'tirus' de comprimento h. Cada uma dessas <tiras') no instante inicial) é 

<espelida' do contorno na fornm de um tubo. Ao mesmo tempo~ esses tubos se alinham de tal forma 

que seus eixos ficam aproximadamente paralelos entre si e perpendiculares à direção do fluxo 

incidente, guardando uma distância mútua da ordem de grandeza dos seus diâmetros (Fig. 6.10). 

--,» U z 

T 
I 
I:Jv';;ax,,/ ) => +l14J11 i 

I 
I I 

J.. ___ L 

(Zx) - plano d.2h, 
riimetria o; 

Fig. 6.10, lluslração do processa de criação de vorlicidade ItO ctmtoJ'Jw 

x 
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h r;
Se a tira' i ) tem comprimento !ti , cri ::::: ~ C ç; = xC' .2 • 

• 
Da teoria dos v6rtices~ cada tubo se move no campo de velocidades local, induzido por 

todos os outros v6rtices. Esse campo é calculado pela equação (6.21) avatiada sucessivamente, pela 

regra do centr6ide, com p(r) gaussiano, em t =O. 

Seja Vi o módulo da velocidade do tubo < i '. Então, a5swuÍremos que a veloddade­

quadrática-média u2 é da ordem de grandeza de: 

-
2 

l.tf., 
(6.29) u ", MLv2 

i=l i ) 

c daqui calculamos v(> como a velocidade de raíz-quadrátIca-média, V =.wo 

Fitlalmente:, da solução de Chandrasekhar (5,32), a escala dissipativa pode ser escrita como: 

k, =k!oftm-f 3% IE~aJ"".) "]'/4
(6.30) L4v Vk;O}ml) J '" 01, 

em que E«(lifl~·(.) e lc(<!i/l}t.) são os valores ~aiustados7 das constantes E e k o o ~ • Q • 

I,
, 

6.4.4. - Integração da Equação (6.15) . 

De posse das grandezas calculadas nas secções precedentes, a equação (6.15), válida na 

região da subcamada viscosa, pode ser íntegrada, resultando o valor médio aproximado da pressão 

exercida pelo fluido turbulento sobre a parede rígida do obstáculo: 

1 Corno vimos, __ U! eum in~riantc da equação de Euler (Cf, nota da pág. 68). 
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61;
(6.31) p = - J""'10m. pv àr( dl3 +ele. 

Para avaliar a íntegra1 acima, vamos procede\" da seguinte maneira: a diferencial ôÇ é 

aproximada como: 

(6.32) 6é, "' LlI;'+1 = (~'+I - 1;,) , 

em que i é o ponto onde a condição de contorno é satisfeita e çj é a vorticidade média na 

vizinhança de i. A quantidade Ôll. como vimos, é tomada como sendo da ordem de O ' , e a 

integral é feita ao longo do contorno, considerado somente após Oponto de separação I: 

- I Lll;(6.33) p=- pv-N" +cte. 
Co/l{cnlf) ó' I-' 

A constante que aparece é detenninada da exigência de que, no ponto de separação, a 

pressão acima sc reduza àquela calculada no limite v ~ O. 

6.4.5.- Resultados da Computação. 

A tabela V resume os resultados da implementação numérica do procedimento 

computacional anterioouente descrito feita para a geometria considerada2
• O ponto de separação 

fOI assumido conhecido a prior!. Na região anterior a esse ponto, os resultados foram obtidos 

utilizando a aproximação de fluxo potencial. Na região posterior à separaç:ão~ as pressões são 

I A pressão assim CAlcul<lda r1sorosamcntc se refere no in:.iante inicial (em que se ioic}<l a turbulência). Entretnnto, se 
:!Ssuminnos um regime quase. estacionário. tal vaIor pode ser tomado como a média exercida sobre o contemo, em 
gualquer instante. 
2 A escolha dC$Sa geomctria p:Jr.l o obsláculo foi feita teudo em vista que o :Jrr.lsto por ela produzido é mais 'simples' 
que outras similares.. Também um mapeamento do campo de yorticidadc para (<lI supcrficie foi obtido 
experimentalmente por Ahmcd te outros [1]. O CQnhechnento 'visual' do arrosto podc reforçar a plnusjbilidade do 
modelo <lqui utilizado•. 

I 
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determinad.s, em cada ponto d. cálculo i, díscretizando a equação (6.33) (ver Região do arrasto 

turbulento, na Tab. VJl): 

(6.34) p, = - ~~ llq,llp, +ele. , 

em que /lPi é a dimensão linear da região que contém a vorticklade A~f' 

-Forças Aerodinâmicas. 

De maneira análoga ao caso do fluxo potencial. aqui as forças aerodinâmicas são obtidas 
, ! 

integrando a pressão sobre a .uporfieie do corpo (h",ometria da Tabela VJI, idêntica à da V). Os 

valores são os mostrados na Tab.VJ (os erros são estimados): 

I 

~--_. 


Tabela VI -Forças aerodin11micos (fluxo IUrbuleJuo) 

I
. ! • Resistência 

Os comentários concernentes a esses resultados) bem como uma comparação aos do fluxoI, potencial. serão feitos na secção 6.5. 
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Tabela VII - Resultados da Computação para a Geometria da Figura 

" 

Amzsto turllulenti; 

Inúmero de painéis = 74,' 
= 20 em. 

1 -3498,78 -21349,45 2024,51 1100497,86 0,17 
2 -3084,30 -27100,73 2024,51 1099401,22 -0,20 
3 - 771,02 -40312,86 3023,76 1097471,17 -0,86 

- 617,95 -49157,58 3210,73 1096771,78 -109,I li - 541,12 -44288,82 2773,30 1098342,32 -0,56 
6 -464,12 -45031,23 2641,22 1098771,41 -0,42 
7 - 386,99 -44451,63 2565,98 1099006,48 -0,34 

- 309,74 -44512,74 2513,90 1099165,24 -0,28I~ - 232,39 -44560,29 2468,14 1099301,99 -0,24 
10 - 232,39 . -44560,29 2418,43 1099447,77 -0,19 
11 - 232,39 -44339,14 2357,97 1099621,03 -0,13 
12 - 154,97 -44594,56 2274,23 1099853,76 -0,05 
13 - 77,51 -44614,65 2120,92 1100258,06 0,09 
14 - 77,51 -55624,56 1780,92 1101054,04 0,36 
15 -2672,08 -38355,07 1285.19 1101966,01 0,66 
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-Q .. cr(Q) J.l(Q) . Veli (Q)... , ·.·.···fr.essão(Q), Cp(Q)'.",.:'
-,." --'­(cm/sl .a i 6 i 

116 -2672,08 -35459,28 1721,41 1101179,08 0,40, 

77,47 -44393,24 2712,95 1098540,99 -0,49 
154,94 -44372,96 2712,85 1098541,31 -0,49 
232,36 -44560,30 2722,38 1098510,23 -0,50 
271,04 -44317,19 2748,07 1098425,90 -0,53 

61 

386,96 -57670,24 0,00 1098156,02 -0,62 

1663,24 -55993,19 0,00 1098125,39 -0,63 

1663,24 -55231,34 0,00 1098231,47 -060, 

'17 
;18 
'19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

126 
27 

,28 

37 

38 

44 

-2672,08 
-2672,08 
-2609,79 
-2609,79 
-2546,70 
- 309,74 
- 232,39 
-154,97 

- 77,51 
- 77,51 
- 77,51 

38,73 

1663,24 

1663,24 

1663,24 

2970,93 

3592,03 

4056,14 

4342,97 

4435,56 

-27694,58 
-33452,22 
-33116,81 
-42043,54 
-37090,49 
-44512,74 
-44339,14 
-44372,95 
-44614,65 
-44393,23 
-44393,23 
-44619,75 

-49742,29 

-58942,19 

-61199,16 

-55995,54 

-42081,31 

-26294,51 

-15774,45 

- 3392,19 

1967,73 
2060,98 
2180,89 
2296,80 
2560,12 
3063,95 
3379,99 
2971,75 
2838,65 
2774,62 
2740,01 
2721,36 

0,00 . 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

1100633,86 
1100408,46 
1100103,27 
1099791,87 
1099024,52 
1097324,36 
1096102,41 
1097658,28 
1098122,27 
1098337,92 
1098452,45 
1098513,57 

1098146,52 

1098061,98 

1098207,11 

1097908;72 

1098118,99 

1097887,45 

1097739,60 

1097857,88 

0,21 
0,14 
0,03 

-0,07 
-0,33 
-0,90 
-132, 
-0,79 
-064, 
-0,56 
-0,52 
-0,50 

-0,63 

-0,66 

-0,61 

-0,71 

-0,64 

-o,38 

-0,43 

-0,39- . .. 
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1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 

-4024,02 -22904,38 
-3680,94 -16655,09 
-3247,23 -30280,55 
-2220,02 -34391,99 
-1591,17 -50427,19 
- 923,15 -52115,66 
- 386,99 -53077,24 
- 77,51 -62150,53 

38,73 -53277,97 
38,73 -71037,30 
38,73 -57717,80 
38,73 -66597,47 
38,73 -71037,30 
38,73 -62157,64 
38,73 -71037,30 
38,73 -71037,30 
38,73 -79916,96 
38,73 -71037,30 
38,73 -71037,30 
38,73 -62157,64 
38,73 -71037,30 
38,73 -71037,30 
38,73 -71175,91 

770,98 -61215,69 
770,98 -69960,78 
770,98 -70097,29 
770,98 -69960,78 
847,/8 -69870,91 
847,18 -69870,91 
847,18 -69870,91 

1394,14 
1777,56 
2135,54 
2544,09 
2852,73 
2711,92 
2688,05 
2666,05 
2647,04 
2636,96 
2628,41 
2623,96 
262Q,68 
2618,79 
2618,27 
2618,89 
2620,89 
2625,25 
2631,87 
2642,87 
2659,34 
2696,96 
2793,91 
2745,30 
2793,10 
2654,26 
261/,99 
2584,50 
2572,43 
2564,47 

1101790,86 
1101061,20 
1100220,72 
1099073,62 
1098074,21 
1098544,32 
109862/,68 
1098692,34 
1098752,95 
1098784,90 
1098811,93 
1098825,93 
1098836,26 
1098842,19 
1098843,83 
1098841,90 
1098835,59 
1098821,87 
1098800,99 
1098766,18 
1098713,78 
1098592,89 
1098273,47 
1098435,02 
1098276,19 
J098729,97 
J098863, 54 
1098949,27 
1098986,60 
1099011,13 

0,61 
0,36 
0,07 

-0,31 
-0,65 
-0,49 
-047, 
-044, 
-0,42 
-0,41 
-0,40 
-0,40 
-0,39 
-0,39 
-0,39 
-0,39 
-0,39 
-0,40 
-o,41 
-042, 
-044, 
-0,48 
-0,58 
-0,53 
-0,58 
-043, 
-038, 
-0,36 
-0,34 
-o,33 
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, , Fig. 6.16. Distríb. da Press(iQ {Ir; IOllgo da secção mMla longitudinal (sup. superior) 
(Gecmetria da TAB, VII) 
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-0,2 
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0,1­I, 
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Fig.. 6.17. Dislrib de pressão ao ["'IgO da seccçiW média [cugi'Judinal (sup inferior) 
(Geometria da TAB. VII) 
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A figura a seguir mostra a distribuição de pressão medida em túnel-de-vento de tamanho 

real. Como dissemos anterionnente, a geometria que utilizamos produz um arrasto mais 'simples' 

que a da figura, pois, na região traseira, as mudanças de curvatura não são muito acentuadas. Um 

estudo de geometrias complicadas foge ao escopo deste trabalho. Entretanto, uma simples 

confrontação de nossos resultados com os da geometria da figura 6.18 mostra que a discrepância 

entre os valores de Cp para as duas configurações não é muito grande, com exceção da superfície 

inferior, que, no caso do presente trabalho, foi suavizada. Na região traseira, logo após o ponto de 

separação, notamos que pressão no arrasto é mais ou menos unifonne, independente da geometria. 

0,0 

-0,2 
 I!IEJ 

r.I 0 EI El (!] EI 
[!J U El 

-0.6! El J 

.... Curva Experimental El Este trabalho (geom. da Tab. VIl) 

(Adaptado de: Losito~ v., de Mcola, C. I Albertoni~S.~ Berta, C.­
InL Joumal of Vehic/e Design, SP 3, p. 429 (1983) ) 

FIG. 6.18 -Distribuição de pressão ao longo da secção média longitudinal de um modelo de automóvel 
obtida em túnel-de-vellto 

-2,0 ri-----:--------, 

-1,6 


-1,2 I- ~ 


Cp -0,8 

-0,4 

0,0 

0,4 

.002' 06 19j1! !J.Io' 1,00,8 -0,2, ,
i i i ti '1 I \IIj 
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6.5. Conclusões e Comentários. 

De forma geral? podemos dizer que nossos objetivos nesse trabalho foram pienamente 

atingidos. Dedicaremos essa seção sobretudo a urna breve comparação entre os cálculos fejtos na 

aproximação potencial e os do caso viscoso~ e a alguns pontos sensíveis do método desenvolvido. 

A primeira observação a ser feita díz respeíto às forçm; aerodinâmicas. Os resultados são 

coerentes com as observações experimentais. nas quais também se verifica a pouca diferença entre 

os valores para a :ru~{eruação. sugerindo que o cálculo desta Ultima pôde ser feito sem o uso de um 

modelo para a turbulência. Entretanto, as coisas são bem diferentes para a resistência. Neste caso, 

nossos resultados indicam uma força cerca de 50 vezes maior que a estimada pelo cáJculo potencial, 

Isso é puramente resultado da manifestação da turbulência: os tconos viscoso e não-linear da 

equação de Navier-Stokes. embora em princípio desprezíveis, sofrem tamanha modificação que 

levam a resultados de maneira "alguma óbvios e previsíveis_ 

Ainda nesse ponto, é Ínteressante nos detemnos um pouco mais sobre a aerorunâmica do 

automóvel. que nos serviu de ~)aboratóriQ'>à luz da Teoria da turbulêncra. 

.. 

1 

~ 

I 
1 

Um dos funcJonais do fluxo mais utilizados na análise do desempenho aerodinâmico de 

veículos é o coeficiente Ca; da força de resistência frontaL Uma das mais importantes 

camctcrisôcas desse coeficiente e que ele é praticamente independente da geometria do 

obstáculo e praticamente conslante com o no. de Reynolds~ quando este excede alguns milhares, e 

aproximadamente igual 0,3, para a h'l'allde maioria dos veículos leves. Vamos tentar compreender 

melhor esses comportamentos. Em primeiro lugar~ a energia cinética do campo de 

vorticidade é r:apidamente dissipada pela turbulência. Isso leva a uma consideravel perda de 

pressão na região turbulenta. De maneira mais precisa, essa energia cinética é inicialmente 

injetada. a uma certa taxa, nas escalas macr<Mcôpicas (o <jnteio j da turbulência) e 

então dissipada irreversivelmente pela VIscosidade (nas escalas microscópicas). Ana1isemos 

esses fatos . mais quantitativamenle. Tomando o coeficiente CJ constante (pelo menos por 

pedaços) como uma informação experimental) calculemos a quantidade de energia 

"" 



dissipada por unidade de tempo. Isto é igual ao trabalho 1:, por unidade de ternpo~ para se mover Q 

corpo com velocidade Ucontra a .resistência aerodinâmica (frontal) D; 

1 
" "" DU = 'i CD p/Jr.P 

Assim, a energia cinética dissipada, por unidade de massa, é 

" 1 U' 
s = pIJ = 2 CDL 

Essa quantidade deve ser a taxa de dissipação de energia cinétic~ no sentido de 

Kolmogorov. Como se sabe, ela é constante (ou muito aproximadamente constante). Escrevendo 

Co explicitamente em função de S, c substituindo os valores das escalas, encontramos, para os 

nossas goometrias: 

c _ (2Ls) _ 2xl02 x9,9xl0G 

D - U3 - 1,1 X 10'0 =;, 

=;, CD '" 0,2 

I 
Este resultadot obtido de maneira tão simples. é, contudo, da ordem de grandeza do valorj 

experimental, obtido em túnel-de-vento. Como Cf depente da taxa de dissipação~ sua constância 

deve ter as mesmas restrições que esta. Isto, em última análise, deve ser mais um indicativo da 

validade das hipóteses da simíiaridadc de Kolmogorov, pelo menos para as situações de interesse 

prátic;;>o 

, 

! No que tange à turbulência isotrópk:a, alguns itens merecem um comentário. O primeiro 

deles é quanto à fenomenologia dos vórtices. Como vimos, 110S processos de transferência de 

energia, as estruturas <esticam' e 'quebram', causando um considerável e rápido aumento na 
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enstrofia média. Nosso resultados quantificam esse acréscimo, como podemos verificar ao 

comparar os valores das enstrofias inicial e do equilíbrio, após cerca de menos de um centésimo de 

segundo (Ap. G). E isso foi feito com a teoria de Heisenberg, ou seja, sem entrar nos detalhes do 

movimento, o que" sem dúvid~ seria muito mais complicado, É importante frisarmos que a maioria 

de nossos resultados pode ser verificada, direta ou indiretamente, pela experiência. 

o segundo ponto a ser tocado diz respeito às leis da conservação. Na sua derivação, 

assumimos que os campos de velocidade e pressão eram suficientemente suaves para permitir 

todas as manipulações necessárias, lal como integrações por partes, derivadas de produto, etc. Isso 

deve ser verdade para qualquer viscosidade finila. Para as soluções das equações de Euler (v = O . 

) podem não va1er~ e, portanto, a conservação da energia, usada por nós explicitamente, pode cair 

por terra, como foi primeiro observado por Onsager. Além do mais, assumimos tacitamente que a 

solução da equação de Navjer~Stokes <tende> para a da equação de Euler, quando a viscosidade vai 

a zero. Isto não é provado rigoros.amcnte~ como a propósito não o são muitas das ~propriedades~ da 

equação de Navicr-5tokes tri~dimcnsionaL 

Finalmente. vamos dedicar algumas observações às equações de Navier~Stokes. Como 

dissemos. não tivemos nenhuma pretensão de fuzer um estudo minucioso dessas equações. 

Entretanto, seria interessante citarmos aqui os resultados das mais recentes pesquisas nesse difícil 

e importante assunto. 

No que toca a conexão entre a abordagem feita aquÍ e a Teoria dos Sistemas Dlnâmicos 

(Ap, H), devemos lembrar que hâ várias limitações práticas para as medidas das dimensões dos 

atratorcs, quando elas süo muito grandes, como é O caso da turbulência. Assim, a mais frutífem 

aplicação dos sistemas dinâmicas para a Fluidodinãmica não é exatamcute a turbulência, mas a 

difusão de escalares passiV<Js num dado fluxo pré~cstabelccido. 

As simulações numéricas diretas realizadas em 1995 por Barue & Orszag (9] sugerem () 

expoente da lei -5/3 de Kolmogorov como igual a -1,85 ± 0.05. Essa discrepância poderia ser 

explicada por uma modificação no termo de dissipação: ao invés do Laplaciano ordínário ele seria 

substituído pela oitava potência deste. Obsevações desse tipo só podem ser conseguidas por 

simulações numéricas de aita resolução. O experimento físico é incapaz de detectá-las. POltantO, 
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para as situações práticas, a abordagem fisic~ na direção da elegante teoria de Kolmogorov, 

permanece como uma das mais notávíes ferramentas no árduo campo da Fluidodinfunica. 

1, 
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Apêndice A 


Uma Solução 'Fraca' das Equações de Euler. 

A gênese de toda uma tentativa de obtenção de uma solução para as equações de Euler, no 

caso de um fluxo em tomo de corpos s6lidos, está na existêncÍa de um Teorema de fundamental 

importância na análise vetorial, provado, em sua essência, por Stokes em 18591
• Ele pode ser 

enunciado da seguinte maneira: 

Teoremà Fundamental: ~ Um campo vetorial contÉnua fl. definido em todo o espaço e que se anula 

/to ínflnifo, juntamente com 311aS primeiras derivadas, pode ser representado como a soma de um 

campo irrotaciollal ~ e de um solrmoidal Vz : 

(A.J) V=fI;+V, 

em que 

, 

I 
i 

(A,la) Vxfl;=Õ V·V,=o 
i Sem perda de generalidade) podemos tomar os campos ~ e 11; tais que: 

1 Numa fanua mais completa, éste Teorema constitui a base do artigo de HelmbollZ sobre o movímento dos vórtices, de 
1858. 

140 



(A.lb) v·~ = VV , \7xV2 =\7xV 

A representação (A. 1 ) é wzica, exceto por uma COllstante vetorial. 

É natural~ então, tomar o campo de velocidades de um fluido inviscito, que satisfaz às 

equações de Euler, como o campo V, dado que as condíções de contorno a ele impostas são 

idênticas âs da equação de Euler, na presença de contornos 1, 

, 

1 
·1 

I 

- Determinação de V 
1, Cálculo de V"i . O campo írrotacional Pi pode ser derivado de um potcnci.al escalar <ll na 

forma: 

(A.2) V, =-VéI>+const. 

éI> satisfaz à equação diferencial 

\7 (\7éI» =.1.éI> = -\7 .v, 

que, tendo em vista a condição (A. lo), pode ser escrita como: 

(A.3) tléI>=-v·fl 

A constante, adicionada em (A.2) por questão de generalidade. nada significa para a 

detemlinação de <J) , A solução da equação potencial inomogênea (A.3) pode ser encontrada pelo 

Teorema de Green . Ela é da foana 

I Suponhamos, por exemplo, que o (cnno de vortici<ladc (rotacioIU11) seja 'mais fraco' que o termo potencial 
(irrotacional). Nesse sentido, a SOlUça0 dtt equüçaQ de 'Euler csmcionária não Senti muitú diferente da da equação de 
Laplace. Dai fplumto$ dc umu teoria 'lincarizada'para a eqllilção de Euler. 
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r V·V n(AA) 4n<p(P) = t.r(p,Q)d 

Aqui, r é a distância do ponto do campo p} em que <P está sendo avaliado, ao ponto de integração 

Q. Se <l) é conhecido, V. também o é de (A.2.), exceto por mna constante. 

2. Cálculo de fi2 ' É conveniente introduzir um potencial vetor Ã colocando 

(A.5) Vz = VX Ã +const. 

e adicíonando uma nova condição, 

(A.6) V·Ã=O 

De (A.5), 

v.(VxÃ)=vxV, 

que, de acordo com (A.lb), pode ser escrito: 

(A.?) V.(VxÃ) = VxV 

Mais uma VC7.., a constante aditiva pode ser abolida. Usando (A.6), a identidade vetorial 

L\Ã = V(V. Á)- Vx(VxÃ) 

se reduz a 

(A.8) M=-Vx(VxÃ)=-VxV 
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Portanto, do mesmo modo que <D, as componentes de A satisfazem a equações potenciais 

ínomogênens e, assim, possuem uma solução análoga à (A.4): 

4nÃ= t.rVxV(A9) . dO. 

Além do mais, essa expressão para Ã satisfaz também à condição (A6) . Exceto por uma 

constante, quando A é conhecido, Vz é obtido de (AS). 

Uma simplificação óbvia surge se~ por exemplo, o campo V2 é ideuticamellte nulo, Neste 

caso, V = Vj c. portanto, o campo de velocidades é irro/aciona!, Com as derivadas em relação ao j - ­

tempo ignoradas e na aproximação de incompressibilidadc, temos. 

(AIO) v=~ =-V<D 

ou seja, o campo de velocidades é o gradiellle de umafunção harmônica, 
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ApêndiceB 


Uma Solução Geral das Equações de 

Navier-Stokes Linearizadas. 


Queremos, nesta seção, detenninar uma solução fundamental do sistelua de Navier~Stokes 

linearizado ou. para ser mais exato, o tensor construido a prutir de soluções correspondentes a forças 

viscosas dirigidas ao longo dos eixos coordenados. AssÍm) consideremos o problema 2 

(q =.plp): 

~M'(X,ji) +Vqk(X,ji) =Õ ex - ji)ê, 
(B.I) !v·fi = O

" 

Aqui, ek é um vetor unitário dirigido ao longo do k-ésimo eixo coordenado e 8 (x-y) é a 

função delta de Dirac. Todas as diferenciações são reitas em relação a x, e o ponto y faz papel de 

um parâmetro (quando a força aplicada está concentrada em y), A condição imposta ao sistema 6 

que fi, e q, ...,. Oquando IXl -+ 00. 

Para encontrar Ü:k e qk faremos uso do Método das Transfonnadas de Fourier. 

l Esta scçno. eminentemente matemática, segue de perto à exposição de O.A. Ladizhenskaya feita no Cnp. IV do livro 
uThe Mathernotiçal 111COty ofViscous lncompressíblc F,lows" - N.Y" Gordon and Broach, i969. 
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Lembrando que: 

f(x) =(2n >-'I21j(a )i""da "" (2n t 3J1f(y)ti" (x-Y)dady 

~ 

e que 

~4n ILjllJ = --O (X ­ j) 

e 

l~ jll) "" --O (X - jl)é.. 8n
\ 

temos: 

õ (x - y) = (2n t' 
00

Iti" (X-Y)da 
-00 

1 1ti"(X-Y ) 

4n Ix _yl = (2n t 3 _ a 2 da 

Ix - 51 "tti"(x-y) 
. -n- =-(2nt3 J • da 

,7t -«.l a 

em que 

2a = tal (XX = ta,.;;,
K=I k""J 

Se v(a) denota a transformada de Fourier da função V(x), cnt1lo, 


v(x) = (2n >-"'1;(a )d"'da 

-00 

<45 



Substituindo as transformadas de Fourier na em (B.1). temos: 

r ­
-va 2 u;- iaj qk = (21t tl/20f 

(k,j = 1,2,3) 

k
ajUj 

Desse sístema, uj e qJ podem ser unlvocamcnte determinados: 

I uk 1 r, 
J v(21t )3f2aA-{)f + a~~k ] 

ia,q; = (21t )3/2a 2 

Usando as fórmulas de inversão, 

uJ(x,y) = (21ttl/, luJ(a)e'·(X-Y)da ~ -
J o' a' (L_<J)l-v 1 J + IX YI 

l

- l 41t ~ - yl OXi1xk l 8'lt J 

irL , a ( 1 )
qk (x,y) = (2n t 3_a; e'"V.-Y)da = Oxk 41t ~-;1 

1 

ou, efetuando as diferenciaçõ(;s. 
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- r IH (x) -Yj)(x. - Yd lJ 
uJ(x,y)=-(81tvt'l~) yi+ ~-l 

(B.2) 

I k __ (Xk-Yk~lq (x,y)- 4Tt~-YI 

As soluções ük = (uf, u~,uJ) e qk nos permitem conslrUir os potenciais volu·métricos: 

i , 
U(X)= I,;;cX,Y)f,(y)dY 

c 

P(x) = Lq'(x,y)f.(y)dy 

que, por causa de (B.I), satisfazem ao sistema de Navier~Stokes não-homogêneo: 

Jvl;U - VP = f(x) 
(B.3) 

lV.D=o 

, 
É importante lembrar que as prúprícdades de Dei) c dcP(x) são idênticas às do Potenci.! 

I Newtoniano. 
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- Fórmulas de Green para as Equaçõe1l de 
Navier-Stoke1l Linearizadas. 

Para obtermos as chamadas fórmulas de Green, partamos da seguinte identidade: 

a [ _ 1 v (aUk aukXôv, ôvk ) ( aq )(B.4) '1;k (u)VI = -2 ÔX + ÔX ,,-+,,- + v/:!,u, -,,- VIÔXk k I / VXk vXj UXi 

na quall 

(au, aUk)
'1;k(Ü)=-6,'q+v ÔX

k 
+ ax, 

é o tensor de /enslio, correspondente no fluxo definido por il e q. 

lnt.grando (B.4) nUln volulne f.! , temos: 

L(VL\ - aq)v,dx = _L.:::(ou, + 8Uk YÔV, + avk)dx+(B.5) ôx, 2 ÔXk oXj Áôxk ox, 

+1Tik (Ü)v,ltk dS 

em que fi = (n,,112' 113) tia normal exlcnoraS. 

Introduzindo uma função suave arbitrária pc intercambiando Ui e Vi obtemos. de (B.5) : 

(B,ó) R(vL\v, - g:,)u, - v,(vL\u, + g:)}n = 

= L[7ij(v)u,nj - Tij (ü)v,lt j ] dS 
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em que 

au. aUk)k _'+_1'(. =0, q+v(8x, 	 ax, 

Ê natural chamarmos (B.5) e (B.6) de fónnulas de Green correspondentes ao problema de 

Stokes. 

Como é u,um no cálculo com funções de Green, a partir de (B.G) e utilizando uma 

solução singular fundamental, obtemos uma representação para qualquer solução Ul P 

do sistema não-homogêneo (B.3) e função do termo independente e dos valores de vede T;k (ii) 

sobre o contomo de S. 

De fato) substituindo em (B.6) as soluções fundamentais (B.2) obtemos: 

(B.7) 	 Vk(X) = huiex,y)f,(y)dy+ 1,1ij(ük (x,y))yv,nj dS­

-1, ui (x,y)1ij(ii)n j dS 

para qualquer X E n I 
A pressão correspondente a ii é obtida de (B.3) usando a expressão para V e a iden-lÍdadc 

(obtida a partir de (B.l)): 

.C-k ( )) OijA k ( ) a A k a A k(U) !J. x 1ij U 	 x,y y'" xq x,y + v ;,., uxUj + V.,,- ,Ui = 
v.Yi OY} 

• JÔ k( ) a 	A ak 	 k
=Ui xq x,y -V- I.J<xUj -V-ÔxU, ~ aXi a'Xi 

I o indj{;~ y em (X) y mostra que a dücl'cndação c~ X ê fcita com respeito a y.! 
· 
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Apêndice C 


Os Potenciais Hídrodínâmicos 

As expressões para VI,: (i) e P(i), obtidas no no Ap. BI sugerem que ê mais con-vcniente 

introóuzir os chamados potenciais 'single' e <double layers', nluito difundidos na Teoria Clássica do 

Potencial. 

Por um potencial 'single layer), com densidade 'P(Tj), entendemos as integrais: 

V(x,lV) =- ~ük(X,TJ)IV.c'll)d.s;, 
(C.I) 

Q(X,~I) = - tqk(X,'ll)~lk(TJ)dS"! 

e por um potencial de 'double layer'. com densidade cD(rtl, as seguintes: 

r 
JW;(X,.) = tTy(ü'(i,'ll)Mi(TJ)nj('ll)dS, 

(C.2) 
.1 Ilmx,.) =-2v :X tqk(X,TJ)IlJ(TJ)~k(TJ)dS"

j 

Comessas definições, a expressão para Vk ex) fica: 
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(C.3) VÁ (x) = !,uHx,y)};(y)dy + Ifk(x, v) + r:; {x, 1)(v)nj ) 

na qual. 

~(V) = (T;j(v), 7;j(V), 1;j(v» 

Pode ser mostrado que os potenciais (C.2) se escrevem: 

W; ex, ~)= íKlj(X,11 )M1i )dS1i 

(CA) 

Il(x,~)= tKj (x,1i)M1i)dSn 

em que, 

íIKlj(X,T1) =-f (x, -T1,)(Xj -1ij)(Xk -rlk) 

1 Ix _1115 
11: 

(C.5) 
I V Ô (x. _TI.\

X,T1)=-Z-aI J 'IJ 
k1]
()lK( 7C Xk Ix I]

~ -TJ / 

Esses potenciais, cujas propriedades analíticas são idênticas às dos potenciais eletros-táticos, 

são conhecidos na Fluidodinâmica como Potenciais Hidrodillâmicos. 
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Apêndice D 


Teoremas Relativos às Soluções da Equação de Laplace em 

Termos de Potenciais 


Seja G uma região tri-dimcnsional. com um elemento de volume dV = dxdydz c 

contamo r j assumido suficientemente suave, então duas funções, u e v , são relacíonadas pelas 

chamadrts fónnulas ou identidades de Green: 

ou ov Ou ov} rIt I} oU
(D.l) --+--+-- V+J. viludV= v-dSflt[ ou ov 

ox OX iJy iJy àz OZ on 

Aqui) u e V e as segundas-derívadas de ti são assumidas contínuas em G, e as prirneiras­

derivadas de u em G +r. 
Sé as primeiras c segundas derivadas de U e v são continuas em G +r ~ e as segundas 

derivadas de u são contínuas em G. 

(D.2) JJt(uilv- vilu)dV = JL[u ~~ - V ~~}tS 

Decorrente das fórmulas de Grecn é o seguinte 
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Teorema (D.l). 

Duas funções harmônicas em Gque são continuas em G+r e coincidem no contorlJOt são 

idêJtticas em toda parte. 

As fórmulas anteriores sofrem uma importante modificação se V é runa solução funda­

mentaI da equaçlío de Laplace. 

Seja P(x,y,z) um ponto no interior de G e uma função arbitrária duplamente conti­

nuamente diferenciâveL Então, pode ser mostrado que as fórmulas anteriores se escrevem: 

Jfí[~~ ~ +~ ~ +~ :ç}V+ 
(D.3) 

+JIíullvdV = pu+ n[u ~~ -~~js 

(DA) IJL[Ullw-vllu]dV + n[u: -v:js 
com 

r4n -+ PE G 

P:~2" -+ P E r 

lo-+ P<t G+r 

Se w = O, Pe G e u é uma funçlío hanuôníca em G, eutllo, 

(D.S) u=..LFcr dS_-1 Ih~[.!.lS4n +1' 4,., àn rf 
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ali, em outras palavras, qualquer fWlçãO que é regular lu:mnóllica em G, e continuamente, 
! diferenciável em G+ ['. pode ser representada comO o potencial de uma distribuição, sobre a 

superficie do conlol no, de uma camada-simples de densidade a e de unia camada-dupla de 

densidade J..t . 

A seguir, enunciaremos, ~em apresentar as respectivas provas, alguns teoremas relativos aos 

potenciais anteriormente vistos, que serão úteis no tratamento numérico de problemas de valores de 

contorno. 

Teorema (D.2) . 

Se fl é corrtimto sobre uma superjIcie S, num espaço m dimensional, então O po-tencial de 

camada-dupla 

W(i) = ~ J..te/;):n CLtys 
tem um valor completamente difinido para qualquer ponto sobre a superficie S . Tal valor varia 

continuamente quando se percorre a supeJ:ficie S . 

Teorema (D.3) . 

Se r é uma superflcie de Liapullov, c a densidade cr (ç) é limilada e integrável, então, o 

potencial de camada-simples 

V(i) = ~()(O)2 dS 

é continuo em lodo o espaço. 
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Te<>rema (D.4). 

Seja F uma parte do cOlItornor de uma região G. cr(l;) • !l(I;) as dem;idades de 

distribuição sobre F. limitadas f! difere1lciáveis, e ~ E F. Então para In = 3. 

, 
lim W(P) ­

P-7PJ+) 

lim W(P) ­
P-+PJ-) 

2nf.L (?,.) =W(P,,) 

2n!l(p") = W(P") 

em lJue P ~>- Pa{+) denota a aproximação pelo lado 

aproximação pelo lado 'negativo '. 

positivo' da supet:ficie e P ~ Pa(-) a 

i 
I 

I 
i 
I 

Teorema (0.5). 

Nas mesmas condições do teorema anterior. femos que o poteltcial de camada.-simples tem, 

sobre F, uma derivada normal regular de ambos os lados da supeiftcie. Os valores limites das 

derivadas normais são, para m = 3, 

lim ôVep}P-+PJ+) ôn(+) - 2ncr(?,.) = aV(p")an 

r ôVep)
P-7lIjl>(-) on( -2ncr(P.)- ôVe?")

o _) o - ôn 

em que ô!on(+) denota diferellciação na direção 'positiva' da normal à supmficie CJllPo 

a/8n(_) a diferenciação lia direção 'negativa' da normal. 

c 

Observação: Seja X um ponto arbitrário do espaço> e n a normal à superfície r em Pa • 
passando pelo ponto X. Se X E r, então ê possível calcular a derivada do potencial ao longo da 

direção de n simplesmente sob o sinal de integraL Ou seja, 
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I,,,, 

av(X) r â [ 1 ] 
ân 1-(J (1;) on rm-2 d[' 

Teorema (D.6.). , 
As derivadas de um potencial de camada~dupla lia direção das normais à supeifície variam 

continuamente quondoP -? Pa, ao longo da direção normal em}! . Todavia, as derivadas 

perpendiculares à Jlol'í1tal variam descontutuamente, de tal modo que: 

r ôw(p) oW(P,,) ~ 2 Ofl.(P")ot ~11: OIP-!~+) ôt(+) 

' ÔW(P) oW(P") ~ 2 o>L(P")In11 ~ ôt ~~ 11: ôtP~J1;-) 01(-) 

cnl que a/8t(±} denota as derivadas nas direções perpendiculares à normal. 
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Apêndice E 


Equivalência entre uma Distribuição de Vorticidade e uma 

Distribuição de Dipolo 


Como vimos, a velocidade induzida por uma linha de vórtices de intensidade r ao longo de 

uma curva fechada dada, parametricamente, por F(s) é: 

__ r fsx[x-r(s)] r - rr dS 1 
u(x) = 411: q Ix _r(s~3 ds = 411: V xLqlx - r(s)U 

Uma extensão de tais resultados para uma única linha de vórtices é obtida considemndo-se 

várias curvas fechadas C;, C;, C;, o •• , Cu ' com circulações ~ ,f2, f 3,.,·, r:,> e a super-posição 

dos movimentos Cou"espondcntcs a cada uma delas. 

Seja a superfície A' da Fíg.E,l. Digamos que nessa superficie escolhamos N curvas 

como indicado. A superficíe delimitada por duas curvas subseqüentes é denotada por 

A; ,A;,A;, .. '1 A;, . A velocidade num ponto Xserá a soma das velocidades induzidas por cada 

uma das curvas. Também a função potencial será a soma dos valores de <D para cada run dos N 

movimentos: 
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At~ 

~-

Ai 

• 

Fig.E.l. Uma superficic ria vorlicidade. 

(!J=-I!~ .. • d0+-f,+ .. . d0+...+41t AI+Al+_+AN) 4n A2+AJ+...+AN) 

f N _, + f N J+"'+-4 " . )d0+-4-,· d01! J'N_I+Af/ 1t "ti 

Essa última expresão pode ser escrita como segue: 

(!J = 4~ [I! t; d0+ (r; + f 2)L; d0+(r, + f 2 + f 3) t; d0+ ... + 
, 

I + ... +(r, +f,+fJ+ ... +fN )t;,d0] = 4~ bI;'L;d0, 

r, 
rf,+f2 

r·,,,jf,+f,+f3
na qual: , I . 


l~,+f2+fJ+".+fN 
Fisicamente, o valor de r em qualquer ponto .t sobre a superficlc A' ê igual à circu-lação 

de uma curva fechada que ~fura' a superfície somente em x') passando de <fora' para 'dentro', 
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Se generalizarmos para o caso de uma distribuição contínua de 1inhas sobre toda a superficie 

A' obteremos r somando sobre todas as circulações, que mudam por quantidades infinitesimais. 

AssÍm, r resulta como uma função de cada ponto da superficie e as linhas de vórtices tornam-se 

linhas de r = cte. opotencial em qualquer ponto fora de A' é dado por: 

<I;>(x) = 4~ L, f(x')dE> 

ou, 

(TVX) = __1 I. f(x') cose dE> 
r í""\ 41t • 

Essa última expressão 6, essencialmente, a função potencial para uma distribu.ição de dipolo 

de densidade não-constante fl, COm J.l == r/41t . 

, 

! 

,, 
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Apêndice F 

o Espectro de Energia Isotrópico Tri-dimensional em termos de 
Espectros Unidimensionais 

Levando em conta a simetria esférica, a.s nove componentcs do tensor de correlação entre os 

pontos Pc p' são reduzidas a três, R! ,R2 c R). Mas~ R2 ::: R3 ,tal que; 

(F.I) r 8/,.,(r) + 2[f(r) - g(r)] = O 

I fM Cg(l~ são flUlções pares de r. Para P ~ P' ,isto é, r ~ 0,I 
, 4 

I(r) = 1+ ;!f"(0) + ~! f"(O) + ... 
(F. 2) 

g(r) =1+ ;!, g"(O) + ~! 
4 

g"(O) + ... 

em que ti e iv denotam, respectivamente, as segunda e quarta derivadas em relação a r. 
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Além das correlações principais,I{!) e g(r), scgundo Kánllán & Howarth demonstraram, 

as mais importantes cOlTelaçõcs entre pontos P e P' são h(I),K(r) e q(l), definidas como: 

uJu; 
h(r) = (u')3/' 

(F. 3) K(r) ­

, ' u[u[ 
(u')3/' 

, 
U2U1U2 

q(r) = (u')'\" 

As [unções f(r) c g(l) podem ser escritas na forma de espectros de cnergia unidi­

mcnsionais. 

Assumindo que f(r) e g(r) são [unções que variam muito suavemente com o tempo, jlo­

demos escrever: 

(F. 4) 	 u'/(r,t) = u,u; = ]F(k,t)cos(kr)dk 
o 

Notamos que F(J) reprcsenta uma função densidade de energia unidimensional. Além do 

mais, tomamos a transfonnada-coseno de Fourier, já que, obviamente, somcnte nos intcres:5a a 

energia fisicamente significante, ou scja, energia contida na turbulência. 

Similarmente, 

(F. 5) u'g(r,t) = u/u; = ]G(1c,t)cos(kr)dk 
o 

Para encontrar uma relação cntre F(k,t) e G(Ie,L), vamos partir de 
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(F. 6) 

mas, 

(F. 8) 

u2f(r,l) = lF(k,l)cos(kr)dk 
o 

cos(kr) = (e 
ikr 

+e­
ikr

) 
~ 

pOrtru1tO) 

(F. 9) 
-
u 2f(r,l) = 

Ir} 1 12Lo F(k,t)t!krdk +oF(k,l)e-ilrdkJ 

A segunda integral no segundo membro pode ser reescrita. 

Sej.a = -k. 

Então, 

(F. !O) ]F(k,t)e-ikrdlc =-lF(-<x,I)e-iru da 
o o 

= }F(-a.,I)e-fJdk 
o 

mos, F(a) = F(-<x). POltanto, 

(F.! 1) 

00 

JF(k)e-ikrdk = 
O 

o 

fF(a)e'W'da 
~ 

J 
I 

Então, a 

(F. 12) 

ou 

(F. 13) 

= -k e (F.ll) levam a 

- I]
u2f(r,l) = 2 F(Ic,t)e""dlc 

~ 

u'] .F(Ic,t) = n f(r,t)e-ikrdr 

"'" 
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Da mesma maneira, podemos encontrar uma função espectro de energia unidimensional 

correspondente à função g(r). Tal função é: 

u'1
(F. 14) G(k,t)="'iC g(r,t)e-'krdr ..., 


~ então) 

- lj
(F. 15) u2g(r,t) = 2 G(k,t)eikrdlc 

-~ 

De (F, 12) e (F. 15) temos, para r ~ O: 

- I}
(F, t6) u2 = '2 ...,F(k,t)dlc 

e 

- 11
(F. 17) u' = '2 G(Ic,t)dlc 

-"> 

Por isso, nesse limítc) 

(F. 18) 1F(k,t)dlc = lG(k,,)dk ..., -"> 

Da retação 

r Ô 
(F. 19) g(r,t) = f(r,l) + 2 arfer,l) 

temos, 

(F. 20) 1G(!c,t)eikrdlc = 1Fek,t)eikrdk +; }eki)F(k,t)e'krdk 
-"> ~ -"> 

que integrado por partes dá: 
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lG(k,t)e'krdk = 1F(k,t)e""dk+ ~ e'krkF(k,t)i­
-«>..., ..., 

(F,21) 

,, -~!k ~J(k,t)+ F(k,t)}'krdk 

mas. 

(F,22) k~f!fw(kF(k)) = O 

Esse limite é conseqüência da condição que 

(F,23) 1!F(kMk <00 
..., 

Portanto, (F, 21) toma-se: 

(F,24) lG(k,t)eikrdk = 1F(k,t)eikrdk- ~ l[k ~ F(k,t) +F(k,Oykrdlc 
-«> -fh -Q)' 

Finalmente, temos: 

(F,25) 1G(I(,t)eikrdk = ~[lF(k,t)e'krdk -1k ~c F(k,t)e'krdkJ 

evidentemente, , eJ 

(F,26) G(le,t) = ~[F(k,t) - k ~c F(k,t)]! 
I 
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-o Espectro de Energia !sotrópico Tri-dimellsiollaL 

Da seguinte expressão para o tensor de correlação, 

(F.27) 	 Rij(?,t) = J11cDije'íirdk 
~ 

segue que 

(F. 28) 	 cDij(k,t) = 813 1J1Rij(T,t)e-ik 'd? 
1t ~ 

Usando as coordenadas esféricas definidas na Fig. F.I, 

1 

I 
, 

,
.:. 

i 
Fig. F, 1. Defillição dr/s coordemulas CJféricas. 

De (F. 27) , temos 

(F. 29) 	 Ri; = 1dl/Jd<p JcDii (k,t}fc2e'krOOOO senadf) 
o o o 

Obviamente, 
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fê .i' = ler fXJs6 

(F. 30) k =lkI 
dk =k'sel!6d6dq:>

! 

Então, 

2 sen(kr) 
(F. 31) R" = 41t 1<f>ii(k, t)k 1 dk 

O lU' 

Por definição) a espectro de energia tei-dimensional EIe,i) é: 

(F. 32) E(k,t) = 21tk2<f>;;(k,l) 

Então, 

RII = 21E(k,t)k' se~(1,r) dlc(F. 33) 
. O 

Todavia. 
, 

{F. 34) Rii(O) =3u' 

I 
Num sistema arbitrário de coordenadas, (XJ ,x2 ,X3), 

r 2 1 r 1 
. IS, 1;,S2 1;,S3 1 o O] 

(F. 35) Rij=(f(l)~g(r))lS2S' é,i s,f" + g(r) O 1 O 

é"s, S3S2 slJ lO O. I 

Para um sistema esférico, 
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I, 

, 

I (F. 36) 
, 

(F. 37) 

(F. 38) 

(F. 39) 

R" = u2 [f(r) + 2g(r)] = 


=l[F(k,t)+ 2G(k,t)] cos(kr)dk = 

o 

= [F(Ie, t) + G(Ie,t)] se~(!cr) i­

1 

cr o 

-}gk [F(k,t)+ 2G(K,t») se~(lcr) dle = 

d [ I sen(lcr)
= -o dle F(Ie,t) + 2G(K,t) k ler dle 

Usando O toorcmada inversão de Fourier. de (F, 36) c (F. 33). chegamos a 

o
lc ôle [F(Ie,t) + 2G(k,t)] = -2E(k,t) 

Mas. 

G(le,t) = ~[F(le,t) -k gk F(k,t)] 

Assim. (F. 37) pode ser simplificada para dar: 

foF OG] rdF dF dF 2d2F1
''Lok + 2 ok = kL dle + dle - dle - k dle 2 J= 

rdF d 2Fl 
=''ldk -k dJc2 J 

Definindo o operador, 
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_lr 2~ iLJ(F. 40) D3 =2Lk de-kdk 

chega-se a: 

(F. 41) E(k,t) =D,[F(k,t)] 

Essa expressão pennite calcular o espectro da turbuJancia tri-dimensional a partir de um dos 

espectros unidimensionais [cf. ror. [31], Cap. 2]. 

I, 

I 
, 

! 
, 

I 
! 
I 
, 
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Apêndice G 


Estimativas da Ordem de Magnitude de Algumas Grandezas da 

Turbulência Homogênea e Isotrópica 


A turbulência homogênea e isotropica, embora um pouco distante dos sistemas encol1~ 

trados na prática, pode, como vimos1 ser tratada nlatemática c numericamente de maneira muito 

completa, A seguir1 apresentaremos as estimativas numéricas de quantidades flSieas de muito 

interesse ao estudo de sistemas turbulentos isotrópicos1 tomando como exemplo o sistema turbu­

lento estudado !lO Cap, 6, see. 6.4. 

G,l, A Enstrofia, D(t). 

Por definição, a enstrofla, em função do espector de energia, pode ser escrita: 

D(I) '" 1k'E(k,t)dk 
o 

Por integração direta, utilizando a forma de Heisenbcrg para O espectro de equ1ibrio, 

obtemos, os seguintes valores!: 

I Quando so fizcrnm necessnrins integrações numéricas, utilizou~sc diretamente o Matllematica. 
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-'I , 


i 

I 


D(O) = 1,94 x lOS S-2 (inicial) 

D(t,) = 3,3 x 107 S-2 (no equilíbrio) 

G.2. A Palillstrofia, 8D (t) . 

Por definição, a pallustrofiuf em função do espectro de energia, é escrita: 

tf..t)::: }k4E(k,t)dk 
o 

Com a forma do espectro de equUbrio dada pelas hipóteses de Heiscnberg, integrando a 

equaçno acima, obtemos: 

P{O) .. 5,0)( 105 (inicial) 

tf..t,) = 3,7 X 10" (no equilíbrio) 

G.3. O Número de Onda de Dissipação (Comprimento de Kolmogorov). 

De (5.39), temos, 


4 
 ~'--:-;;:;-"/4
3X E(ko) 'J3I = 1,1. ( 3·0,45 '6,2 x 10" j '" 122 em-Iks =ko( 4v 1,1!co \4.0,15 

G.4. A Taxa de Dissipação de Energia Cinética, 8. 

Da Hidrodinâmíca Clássica, temos que a taxa de dissipação de energia é dada por: 
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s =2V)Ic'E(k,tc)dk =2v(D(tc») =:> 
o 

=:>8 =2·0,15·(3,3xl07)=9,9xlO" cnr·r3 

G.5. O Valor-Quadrático-Médio dos Gradientes de Pressão. 

Da expressão (5.41) ~ com os valores das grandezas que aparecem calculadas anteriormente! 

obtemos) 

(Vp)' '" 0,17· p2v;k:/Jk,2fJ =:> 

=:> (Vpy '" 0,17 ·1,44 x 10-6·4,32 X 1010 ·1,135·24,6 =:> 

=:> (Vp)' '" 2,95x lOS dyn2 em""" 

G.6. A Extensão Espacial Média dos Gradielltes de Pressão, Ap. 

De (5.42) ~ e com os valores das grandezas correspondentes, 

2 42 p v. =:>Âp= 
3 (Vp)2 

12 1,44 x !O::,; .4,32x 1010 
=:> Âp =V3' 2,95x la' '" 0,37 em 
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G.7. A Extensão Espacial Média dos Gradientes de Velocidade, À-. 

A chamada Microescala de Taylor pode ser calculada de ; 

lI.=.11-
u' _~15VU2

'V"",,~\2 - S => 

r 
=;. '" '" /15·0,15.2,08xIOS

V 9,9x106 => 

=;. À, '" 0,22 CII! 

G.8. O 'Invariante' de Loitsyallsldi,A. 

Essa quantidade pode ser calculada a partir da expressão: 

u' ooJ u' 1A(t) = 91t r4 f(r,t)dr = 91t r4 f(r,0)dr => 
o o 

I 
" 

j 
u' ]=;. A(O) = A =-9 r4e-('/2.321'dr =_1 2,08· lOS .(2,32)5

re o 8re ~ '- =;. 

=;. A'" 3,3 x 1O' em' 'S-1 

·1, 
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i 

j 
I, 

G.9. A Constante de Kolmogorov, Cf. 

o valor da constante de Kobnogorov, adimcnsiollal" resulta da expressão que~ como vimos, 

é válida para o 'range' inercial do espectro de turbulência (Fig. 6.16). Do espectro de energia no 

equilíbrio, 

, 

I 

".1. 

ECk) = CkS 2/'k-5{3 

para, por exemplo, k = 10, E(10) '" 1,54 X I O'. Com o valor, conhecido, da taXa de dissipação 

de energia, a constante de Kolmogorov segue imediatamente I: 

ECk) 
C. = E 2/'Te-S/' 

1,54 x 10' 
= 4 61 x 10' ,2 15 x 10 2 =:., , 

" 

=:. C. '" 1,6 

G.lO. A Difosibilidade, ç. 

Da curva do espectro de quase-equilíbrio, podemos fazer a seguinte análise~ graficamente: 

1 Os valores comumente aceitos dessa constante estão éntre 1, 4 e 2,2 , embora a maioria dos investigadores acredite 
que seu valor sejn muito prôxh1lo de 1,5. Devemos lembrar também que () nosso resultado embute o vator experimental 
da constante X obtida pOr Proudman [28] para um Rc nJo muito alto. 
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:Jt 1,5 
2)0 2,5 3 3,5 4 4,5 

k (em-)) 

~6j 0,73 

A região I, caracterizada principalmente pela invariante de Loitsyanskii. e a região lI, pela 

difusibiiidade,. dão para o espectro de energia, respectivament~ as expressões: 

E(k)=Ak 4 c E(k)=(,2k 

2 . ; Graficamente, obtemos (, '" 400 cm • s-'. 

I G.11. A Constante 'A 'de Batchelor. 


I 

I Butchelor [7] demonstra que essa constante surge da igualdade: 

d (u2
) u' 1rd (U2)1 u 

di 2" =AL~ u'Ldt 2" J=-A L ~ 
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1rd (u2 )ll L(t)
=>A=-u2 ldt 2~'u(t) 


d 

Podemos tomar: di u2 = E, [=4,0 em (diãmetro dos tubos de vórtices), e u = V (raíz·o 

quadrática~média da velocidade). Portanto, 

(9,9XI06) 4 
A =d,04 X 10' . 456 => 

=> A '" 0,85 " 

G,12. O Falor de 'Skewlless' das Derivadas da Velocidade. S(t). 

Como demonstrado por Batchclor e Townsend) para uma turbulência isotr6picà tri­

dimensional, a seguinte quantidade 

(~)3ôx,s .. 

(~~Jr 

é chamadafator de skcwness das dcdvavdas da velocidade. 

Para tempos suficientemente grandes, próximos ao limlnr da formação do 'rangeI de 

dissipação (t > te), Orszag I ] mostrou que vale a seguinte rdação, aproximada: 

3-130 
.". 

lk 4E(k,Odk 
s= 7 .y l} ]312

lo k 2E(k,Udk 

I Pode-se confrontar esse resultado com a cxpcriêllCill eomparnm:!o as medidas expenmentais <ia ftgUf:l 6.1 , pág. 106 , 
da rcfcrêllci<! [ 7]. 
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que deve manter S constante nos instantes posteriores. Substituindo os valores das quantidades 

nessa equação, obtemos: 

s = -2,35.0,15. 3,7 x 10" 
(3,3 X 107)3/2 '" -0,68 

G.13. O Tempo de Formação do Espectro de Quase-Equilíbrio, t,. 

Conhecendo-se o fator de skewness e a enstrofia inicial, esse tempo pode ser calculado da 

expressão (supondo um fator de skewness constante COI11 o tempo): 

t _ 1 1 [ ]-'/2 
, - 0,425 'Isl D(O) ~ 

1 1 
~ t, = 0,425' 0,68 ·2,2 x 10-3 ~ 

~ t, '" 8,0 X 10-3 
S 
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Apêndice H 

Conexão Entre a Teoria Convencional da Turbulência e os 
Atratores 

, 

I 	 A Teoria convencional é baseada na abordagem fisica das hipóteses de Kolmogorov~

I 	 enquanto o ponto de vista baseado na Teoria do Caos e dos Atratores é mais recente e correspondc a 

um tratamento mais matemático na direção da Teoria dos Sistemas Dinâmicos (RueHe~Takcns, 

Smale etc.). Embora estllS teorias pareçam corresponder a abordagens completamente diferentes~ 

uma conexão entre elas foi estabelecida recentemente [16]. A seguir descreveremos brevemente em 

qU,e consiste tal conexão. Para tanto) será feita uma breve introdução aos atratores da equação de 

Navier-Stokes,I 

I 


- CO/ljuntos Invariantes Funcionais e Atratores.I, 

Nessa abordagem, em que O espaço de fases é um espaço de Hilbert H dimensío-nalmcnte 

infinito, as equações de Navier-Stokes são escritas como uma equação diferencial di~ 

mcnsionalmente infinita da fOflUa 

au 
(lU) 	 aI + v/:iu+ Bu =f 

I 
I 
I 	 com a condição inicial 
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(H.2) u(O) = Uo 

Quando definido, o operador SI é o operador não~linear 

tio ~ u(t) 

em que u(l} é o valor no instante I da solução (H.I) , (H.2) . 

I Admitindo o não aparedmento de singularidades e assumindo que a enstrofia permanece 

limitada no tempo, dada uma soluçiío de (RI), (H.2), que é definida para todos os instantes pode se 

mostrar [17] que u(t) converge em H quando t -> 00 para um conjunto X que tem as seguintes 

propriedades: 

(H.3) - O problema (H.1),( H.2) tem uma solução dcfinrIa para rodo tempo t e todo Uo 

(H.4) - S,X =X , 'tf t ) O. 

EX. 

I 

o conjunto X é um objeto matemático que descreve o regime pcrnianente que se estnbc-Iccc: 

após um periodo transicnte. 

A teoria da estabilidade dos conjuntos invariantes funcionais ainda não está comple-tamentc 

desenvolvida. mas é comumente aceito que esses conjuntos são estáveis. 

i 

I
, 

I 

Foi mostrado em [17] que esse conjunto tem uma dimensão fmita, o que não ê outra coi~sa 

senão outro aspecto da dimcnsionalidade finita de um fluxo turbulento. Constantin e óutrós [16] 

fizeram uma estimativa precisa desta dimensão em termos de quantidades fisicas, resultado esse 

que será descrito a seguir. 
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- Dimensão Fractal do Atrator, 

Seja u() um elemento do conjunto invariante funcional X e seja u::::::: u(x)t} = StuQ fi 

soluçoo correspondente de (H,I), (H.2), Da tllXa local de dissipação de energia por unidade de 

massa e tempo~ 

s(X,s) '" v!VU(X,S)!2 , 

e considenmdo a média temporal da taxa de dissipação mãxima sobre X : 

s = Iím suJ sup {~Jb sup &(X,S)ds}l
t-'?CO<\UoEX a XEQ / 

associamos a esta quantidade o comprimento de dissipação de Kolmogorov, Ld " Seja L o 

comprimento externo da turbulência. Então segue o seguinte 

Tearema (H.S) . 

A dimellsão fractal de X é menor óu igual a 

c,lL/L)3 

d 

na qual c) é uma constante universal da ordem da unidade l
• , 

I 

! A prova deste teorema eextremamente técnica c elaborada, e pode ser encontrada nas roferéncias: citadas nC5SU seção. 
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