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Resumo

Partindo do ‘Método dos Painéis’ e do “Método dos Vértices’, bem conhecidos em
Aerodindmics, desenvolvemos um método para edlculo da distribuigfio de pressfo real sobie g
superficie externa de corpos arbitrdrios, imersos num fluxe estivel, levemente viscoso.

A abordagem ulilizada é predominantemente fenomenoldgica, ¢ g linha de raciocinio
seguida € particularmente direta: Enfase é dada ao entendimento da turbuléncia — seus
mecanismos, origem, espectros, estruturas organizadas e sua aplicaglo a situagBes praticas,

Como primeira aproximagio, foi usado o bem conhectdo Método de Painéis de Primeira-
Ordem para calcalar os campos de pressfo e velocidade (som a separagio da camada-himife). Bm
seguida, as ‘pressfes reals’ {apds a separagBo da camada-limite) foram cstimadas através do
‘acoplamente” entre 0 Método de Painéls {que fornece valores iniciais) e ¢ Método dos Virtices
(Chorin, Leonard), usando, para o calculo da escala dissipativa, as hipdteses de Heisenberg da
transierdneia espectral de energia.

Os obsticulos tém formas de automdveis. A fim de simplificar o trabatho numético,
soments foi analisada 2 secgiio média longitudinal de corpos simétricos, na qual o fluxe local pode
ser considerado quase-bi-dimensional. Todavia, nfio hd, nesse procedimento, nenhuma falta de

generalidade,



Alguns aspectos importanics da acrodindmica do automdvel, (lsis como forgas
aerodindmicas, coeficientes de pressio ¢ de arrasto, ¢ic.), bem como da teoria da turbuléncia
homogénea e isotrdpica, também foram estudados.

Nossas previsfes tedricas estdo em bom acordo com os resultados experimentais. Isto

mostra a plausibilidade ¢ efetividade de nosso método computacional.



Abstract

From well-estabelished in Aerodynamics “Panel Method’ and “Vortex Method® , we have
developed a method to calculate the real pressure distribution along the external surface of
arbitrary bodies immersed in a steady, slightly viscous fiow.

Our approach is predominantly phenomenological, and our objetives are clearly defined:
the understanding of turbulence — ifs mechanism, origin, spectra and organized structures, and its
direct application to practical situations. As ¢ first approximation, the well-known first-order Panel
Method was used to caleulate pressure and velocity fields (without boundary-layer separation).
In the following, ‘real pressures’ {afier boundary-layer separation} were estimated “coupling’ the
Panel Method {which yields initial values) and Vortex Methiod {Chorin, Leonard), by using the
Heisenberg’s spectral energy-transfer hypotheses to caloulate the dissipative scale .

Obstacles are automoebile-shaped. In order o simplify the numerical caloulation only
longitudinal midsections of symmetric bodies, in which the local flow can be congidered as quasi-

two-dimensional, were analyzed. However, there is no lack of generality in such procedure.



Some essential features of automobile acrodynamics (such as acrodynamic forces, pressure-
coefficient, drag-coefficient, cte.) and those of the homogeneous isetropic turbulence theory were
also studied.

Our theoretical predictions are in a good agreement with experimental results. This shows

the plausibility and effectiveness of our computational method.
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Introducio

No preficio de seu liveo sobre turbuléncia', W. . Maccomb se refere ao assunto como “o
problema nfio resolvido da Fisica Cldssica™. De fato, devido a seu cardter slfamente ndo-linear, a
turbuléncia resistin por muitc tempo 2 um tratamento matemdtico preciso ¢ sistamético. Mas nem
por isso ¢la deixou de intrigar finas inteligéneias da Histéna da Ciéncia. Embora o conjunto de
equactos basicas (Bquogdes de Navier-Stokes) que, acredita-se, deva descrever o fendmeno, ja
seja conbecide desde Navier (1823), fol somente em meados deste séeulo que, gragas sobretudo
aos trabalbos do matematico russo Andrei N. Kolmogorov, fmalnente foi aberio o camioho para
sua desericio matematica rigorosa. Entretanto, muitos de seus problemas fundamentais zinda

esperam por uma solugiio satisfatéria.

O primeiro periodo de pesquisa cientifica em turbuléncia comega com obra de Boussinesq,
em 1887, ¢ de Reynolds, por volta de 1893, e termina no inicio dos anos quarenta deste século.
Boussinesq foi o primeiro a reconhiecer que a turbuléncia era um problema essencialmente cadtico
por natureza, ¢ nio poderia, portanto, ser tratade por leis deterministicas. Conhecendo a obra de
Boussinesq, Reynolds escreven as equagdes da Fluidedindmica em termos de quantidades médias,

assim introduzinde o que ficou conhecido por féomica da mddia de Reynolds, Essencialmente, sua

Ve Phyivs of Fluid Tuwrbudence™ - Oxford Science Publications, Claredon Press, Oxford, 1891,
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técnica fol usada por J.C. Maxwell para a derivagdo das equagdes de Navier-Stokes a partir da
Teona Cinética dos Gases. Alguns anos mais tarde, no periodo do entre-guerras, Ludwig Prandtl, na
Alemanha, desenvolvia sua teoria do ‘comprimento de mistura’, que logo seria refinada por Th.
von Karman e G. Taylor, em meados dos anos trinta. A grande contribui¢io desses dois autores,
sem davida, foi reconhecer como entidade fundamental na descrigdo de sistemas turbulentos a
correlagdio de velocidades entre dois ou mais pontos. Taylor, pioneiramente, introduziu 0 método
do ‘espectro de energla’ para descrever a fungdo densidade de probabilidade para a energia num
fluido turbulento. von Karman provou que a correlagéo de velocidades tem cardter tensorial, assim
introduzindo ¢ método do “tensor de correlagio’.

A segunda, e ndo menos brilhante, fase do desenvolvimento da teoria da turbuléncia
comega com a magnifica obra de A. Kolmogorov, em 1941 e termina no inicio da década de
sessenta. As obras desse periodo sfo caracterizadas por uma formiddvel seqiiéncia de intuicSes
fisicas, devidas a W. Heisenberg, C. F. von Weizsicker e L. Onsager, no Ocidente ¢ a L. Landau, A.
Monin, A. Obukhov, entre outros, na Unido Soviética de entdo.

A partir dos anos sessenta, o estudo da turbuléncia como um ramo da Fisica aumentou
consideravelmente. A invengdo da anemometria a faser, o desenvolvimento de poderosos
computadores, novos métodos de processamento digital de dados ¢ de analise de sinais, bem como
o advento da utilizagio de métodos tedricos, desenvolvidos principalmente para a Fisica Quéntica,
desempenharam, ¢ desempenham, um papel absolutamente fundamental no campo da moderna
pesquisa em Fluidodindmica (R. H. Kraichman, W. D. Maccomb entre outros) . Mais recente, a
Teoria dos Sistemas Dindmicos, também um legade de Kolmogorov, passou a ser aceita pelos
fisicos como uma ferramenta indispensavel, pela sua beleza e precisdo. Ao mesmo tempo, a teoria
dos vortices, esquecida durante alguns anos, ganhou proje¢do dentro da comunidade da
Fluidodinamica, sobretudo da Computacional, onde sio importantissimas as obras de P. G. Saffman
e A. J. Chorin, para citar somente os principais. Também a Magneto-Hidrodindmica (MHD), como
um caso especial de movimento turbulento, foi tratada extensivamente por S. Chandrasekhar, G. X.
Batchelor e J. H. Thomas. Finalmente, varios progressos na Teoria da Difusdo sdo encontrados na
obra de E. B. Coy.

Também evidente foi a extraordindria importincia pritica que o estudo da turbuléncia

adquiriu nas Gltimas trés décadas, sobretudo com relagfio 4 indistria aerondutica. Conhecimento
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cada vez mais detalhado do campo de fluxo passou a ser exigido, caindo por terra as aproximagdes

grosseiras ¢ as simplificagfies sem fundamento fisico.

E no contexto da aplicagio da Teoria a um problema especifico que se enquadra © presente
teabalhio. Mais precisamente, nosse principal objetivo & ¢ de determinar a distribuic3o de pressiio
em torno de um obstdculo, imerso num fluido levemente viscoso ¢ incompressivel. Ao lado desse,
estd a tentativa de avaiiar numcricamente as mais importantes grandezas da turbulneia homogénea
¢ isotrdpica, como foi descrita originalmente por Heisenberg ¢ amplamente estudadas por
Batchelor. A linha mesira que seguimos foi evitar, tanto quanto nos foi possivel, aproximacies
muito difundidas na Literatura da Engenharia, € nos concentrarmos nos fundamentos fisicos do
problema, i}uscanda. , alravés de um modelo “hibrido’, concilliar a fenomenologia acs métedos
matcindticos de que dispomos, mftodes csses que se copfiguram como alterpativas 3 solugfo

numérica direta das equagles de Navier-Stokes.

O texio estd dividido em seis Capitulos, suplementades por oito Apéndices. No primeiro
Capilulo, serd feila uma exposiciio das equagdes da Fluidodindmica, que constituem a base para o
estudo da turbuléncia. Nos segundo ¢ lerceiro, o assunto central ¢ a fenomenlogia da turbuléncia,
desde o seu inicio, com a instabilidade hidredinamieca, aié 3s mais recentes pesquisas sobre o
comportamento das estruturas de véitices na turbuléneia totalmente desenvolvida. O Capitulo 4
resume a descriglio nwtematica da tucbuléncia, no sentido de Kolmogorov (19413 O capitulo
seguinte € dedicado & Teoria Blomentar da Turbulénoia de Heisenberg (1948). Finalmente, ¢
Gitimo capitulo traz 2 descrigho dos méiodos ulilizados para a determinagiio das distribuicdes de

pressie ¢ estimativas de algumas grandezas da Turbuléncia homogénea ¢ isolrdpica.

12



1

As Equagdes da Fluidodindmica
¢ suas Conseqiiéncias

Neste capiiulo, serfio apresentadas as equagfes de Euoler e Navier-Stokes para wn fluido de
densidade constante, de varias formas que serfio Oteis posteriormente. Bm particular, a téenica da
média de Reynolds serd usada para escrever as equagdes no regime turbulento, Uma primeirs

apresentaciio da Teoria dos Vértices de Helmholtz-Kelvin £ também feita.

1.1. Sistemas de EquagGes para um Fluido Viscoso
Incompressivel.

Consideremos wima regiio N do espago ti-dimensional. Seja o campo de velocidades de

um fluido nessa regifio denotado por:

(T, 1) = {uy (x),%, , %5, £ )2, (), X, 24, 1), 2, (), X5, X5, £}

13



¢ a pressfio, densidade ¢ iemperatura, respectivamente, por p(X,1), p(X,¢) ¢ T(X,1). Além
dessas quantidades, um dado fluido € caracterizado por scus coeficientes de transporte molecular,
que determinam suas propriedades fisicas — o coeficiente de viscosidade 1 (ou o coeficiente de
viscosidade cinemitica v = u /p) e o segundo coeficiente de viscosidade, £ (este somente para
fluidos compressiveis). Para estes altimos, necessitamos, ainda, do coeficiente de condutividade

térmica, ¥ (ou difusibilidade térmica ou condutividade termométrica, X = (¥ /C, £); C, nessa

altrraa eqguaco € o calor especifico a pressfo constante),

A mais simples das equagdes da Flutdodindmica, que descreve a2 lei fisica da conservagiio da

missa, & a eguegdo da continuidade:

(1.1) fg—f«agu“) = {}
ou

ap ép au,
{1.2) a +u, &, wwp&a

Além dessa, outra equacdo findamental & a chamada eguagdeo da comservagéo do
momentum fingar, ou, simplesmente, oquegdo do mosentum, que exprime a segunda Lei de

Newton, aplicada 2 um pequeno volume do fluido:

) Hpuu,)
(1.3) ;,32 S szfmgiw

Fr i

G Gy 20, ] 0 f%fg.} _
+ al_#( -3 &, fsfa]:’”*“&![é Gy (i=1,2,3)

“‘_1

73



na qual pX {X,f) éa i-ésima componente da densidade de forga externa (quando for o caso) no

ponto X , no instante 7. Essa equagio pode ser escrita (Monin & Yaglon, Yol 1 [26], sec. 1):

(1.4) @; iy {;xa] 2 ’"*“ HA, *[g“%é%)ng@fa

Desde que as equagBes {1.1) ¢ (1.4) contém oinvo incdgnitas, elas niio formam um sistema
determinado. Na pratica, entrelanio, a variaglio da denstdede de uma particula de fluido é tHo
pequena que, na maioria das vezes, isto pode ser ignorado (Landau & Lifschits [23], 1963, sec. 10

Neste caso, a deasidade p pode ser tomada comio constante em fodo o espago preenchido
pelo fluido. Assim, p representa um valor constands, pré-determinado, caracteristice das
propricdades do melo, © as equagdes {1.1) e {1.4) serfio suficientes para se delerminar as incdgnitas

w,(X,t) e p(X,1), sob dadas condigBes iniciais ¢ de contorno.

Nesta aproximagiio (p constante em toda parte}, o fluido € dito ircompressivel, regido pelas

equagdes simplificadas:

O,
(1.5) % =0
6u o,
(L6) -t &; = mp”‘*gg@v&zzf

que contdm apenas um coeficiente de viscosidade, j& que o segundo ¢ imporfante somente quando
a compressibilidade ¢ levada em conta.

Em forma mais compacta, a squaglo {(1.6) pode ser eserita

—t

%mmp”lf?p%v&ﬁ +X

i3



em que 7y denota ¢ a derivada fotal,

A forga tolal que age no fluido ¢ a soma de forgas de pressio, --';?.‘p , forgas viscosas,

WA & de X, um agente extemo, como, por exemplo, a gravidade. Cada problema apresenta
ordens de grandeza tipicas de velocidade (U), comprimento (1), ¢ tempo (T=1AJ). Escrevende a

gltima equagiio em forma adimensional, tomande como pardmetras U, L ¢ T, {emos:

D = ham S
Pr = ~Vp+ R AR+ X
em que R, = UL/ v & o mimerp de Reynolds, uma quantidade com imporiante papel em toda

Fluidodindmica. Se Ru"l # 0, essas equagBies siio conhecidas como equagies de Navier-Siokes. Se

R, e 0, elas sio conhecidas como equacles de Euler.

Sobre um contorno &) de um dominio limitado D, as condigSes de contorno apropriadas

para as equagOes séo:

=0, RV =0

i-A=0, R'=0

em que 7 ¢ anormala 4D,
Para a eliminagiio da pressio nas equagdes anteriores, vamos proceder da seguinfe maneira.
Aplicando o operador totacional' o ambos os membros da equagio {1.8) ¢ assumindo, por

simplicidade, que ndo ha forgas externas, chegamos a:

! Em notagdo tensorial, o rolacianal € escrite como Epg, é, / 63’,‘}3 emyqoe, Exgy = 0 56 (% 8, o) ndo sdo todos
diferentes; Epp, 5 41 ov-l so {&, B, o d obtide de {1,2,3) por wna permutagSo par ou impar, respectivamonis.
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Ly Iy Oy _
L7 TR e
(k=1,2,3)
e que
O,
(1.8 =By, R
) | Gt = Egpy %,

530 as componentes do vetor vorticidade.

Em principio, o campo #(X) pode ser determinado de (1.7) e (1.8). Tomando a divergémiﬁ

da equagdo de Navier-Stokes (1.6), com X; = 0, obtemos:

cuja soluglo pode ser eserita come:

oo P PG (B g%
i (x)m%:f {ébr‘aax’i ]lz-f’l

em que & integraglo ¢ tomada sobre fodo o volume oupado pelo fluido. Essa ditima expressfio
permits obler ¢ campo de presso, conhecido o campo de velocidades. ‘

Para obtermos uma soluglo univoca das equagbes {(1.5) e (1.6) faz-se necesséria a fixaglo
de valores iniciais de %, (x;, ), e levar em conta que a velocidade deve se anular sobre a superficie
de todos os corpoes rigidos imerses no fluido, Todavia, dado que esse sistema & nfo-linear, uma
solugio anzlitica é praticamente impossfvel de ser obtida

Quande as condiges sio estacionanias, a forga de press3o que age sobre ¢ fluido para
produzir movimento & balanceada pela forga de reagfio, que também age sobre o fluido. A equagfio
gque exprime essa igualdade permite-nos estabelecer uma relagiio enire 2 velocidade caracteristica

do fluido ¢ a pressdo. Tal relagfio é:
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i
(L9} e “fi"* = (e,
chamada equagdo {ou fungdo} de Barnpulli.
Para um corpo rigido imerso num fluxo estavel, a forea F exercida peio fluido sobre o

corpo & igual 4 integral, sobre a superficie 2, do corpo, do fiuxo de momento a0 longo da normal a

cssa superficie. O fluxoe da -éstma componente do momento, por unidade de drea, perpendicular 2o
eixo O, temaforma:

(.19 Py + POy ~ Gy

emque 8y & o delta de Kronecker (O; = | sei=je0seiwj)e oy éo tensor de tensio viscosa

que, para um fluido icompressivel, € igual a (Monin & Yaglon {26], Vol 1, p. 33)

Ou, Ou,
(1.1 Pl(é}"; ’fé‘f.x‘f;“j

Pelo fato de ser nula a velocidade de um fluido sobre a superficie 2, de um corpo rigido,

obtemos, para a i-ésima componente da forga F', a expressio;
(129 F==L(pdy ~8u)md 5=
(1.12. b) wwjapﬂ,dz+zi

em que #, & acomponente do vetor unitirio da normeal exterior & superficie do corpo e Z; éa

integral de Op Ay sobre a mesma superficie. O primeiro terme do lade direito de (1.12. b},

independente da viscosidade, descreve a transfer€neia de momento do fluido para o corpo, pelas
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forgas de pressio. O segundo representa a resisténcia de fricgfio que, num fluido viscoso, é sempre

diferente de zero'.

1.2. A Teoria dos Voértices de Helmholtz-Kelvin.

cr e -
No que scgue, estamos supondo um fluido inviscito, R,” = Q.

Seja C uma curva fechada imersa no fluido. A circulagio I' ao longo de C é definida como:

(1.13) [ = chz(;e,z) -ds
Seja C, = ¢,{C) aimagem de C sobre o mapeamento do fluido®. A quantidade:

(1.14) T(t) = ), a@,0) - d5

€ invariante no tempo ( Teorema da Circulagiio de Kelvin ).

Seja, agora, Z, uma superficie que se estende sobre C, . Entdo,

(1.15) . () = er £E.-dY.

' Para corpos similares geometricamente, a quantidade pU ZS /2 pode ser tomada como caracieristica da forga,
onde U ¢ a velocidade caracteristica ¢ S alguma area caracteristica, como, por exemplo, a da secglo transversal do

corpo. Analogamente, pU2 /2¢ a pressiio caracteristica,

? S ¢ sc toma um ponto material particular do fluido localizado ¢m =0 em X , nota-se que este se MOVeEri com o
tempo. A cquagio de sua trajetdria é:

#(t) = i#(7, 1)

integrada com a condigde inicial X (0) = fl- O mapeamento das condigdes iniciais da particula nas suas

localizagdies no instante ¢ ¢ o mapeamento do fluido, (]) ¢ - Como cstamos supondo que o fluido tem densidade
constante, wmna colegio de particulas que ocupa um volume ¥ mover-se-d para sitios que ocupardo igual

volume. Sc ¢ (J_C. oL ) denota a localizagfio da particula que foi deslocada segundo d) ; de fl a X, o jacobiano

J=

6¢ / ox J-| =1 {isso ¢ equivalente 4 equagio da continuidade).
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Uma superficie de vértices, ou camada de vértices, § uma superficie angente 3 vorticidade
em cada ponto. Pelo Teorema da Circulaglo, uma camada de vértices permanece uma camada de
vértices quandio o fluido evolul no tempo, Uma lnha de vértices pode ser definida como sendo 2
intersecedio de duas camadas de vortices ¢ pormanece, conseqlientemente, uma linha de vériics
depois de mapeada por @, .

Consideremos, agora, uma pequena parte fechada duma superficie B tangente, em todos os
seus pontos, a E:-, « também as linhas de vortices que dela emergem. Tal configuraciio constitui um
tubo de vorticidade.

A quantidade
(1.16) FmLﬁﬂdi

na qual 2, & a secgfio reta do tubo, & chamada inensidade ou circulagdo do tubo. I & constante no

espugo (pelo Teorema da Divergéneia) e, quando Rﬁwl == (), & também constanie no tempo (pelo
Teorema da Circulagio de Kelvin). Ouira importante conseqiiéneia do Teorema da Cirenlagio é
que a vorlicidade niio pode se eriada ab nikilo. Isso & verdade tanto para o caso inviscito quanio
para o viscoso. Se, digamos, f =0 em = 0, podera haver a geragio de vorticidade através da
aclio de forgus externas ou, mais freqiientemente, pela presenca de contornos sdlidos imersos no
fluido.

Para a determinagio do campo de velocidades com dados vortices, pode ser ugada a

conbecida relagio:

v

(1.16) £ =Vxi

Se ¢ dominio D ocupado pelo fluide é simplesmente conexo, a condigiic de
incompressibilidade implica existénein de wm potencial vetor A, tal que =V x A. Se 2
dirvergéneia de A for fixada come zero , nma simples manipulagliv de identidades vetoriais leva a

Ad = ——f:“ {Jsando a Punglio de Green para a equaciie de Laplace ti-dimensional, 7o anséncia de

contarnes, Cmos:
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(117 d=(ny ]| mg”(i)ﬁ‘

¢, portanio,

-~ FIXE(F) L
M)ﬁ,( )dx
% ¥

(1.18) !}-(i) 2{?}( gmw(‘ﬁlﬁ )‘*i J‘(f

e

Essa maneira de representar # a partir de & & chamada Teorema de Biot-Savart.

1.2.1.~ Representagdes Discretas de Vértices.

Novamente , nesta seglio, estaremeos lidando com um Huido inviscito.
As eguagles do movimente, escritas om termos da vorticidade, podem ser discretizadas tal

gue o resultado seja um conjunto de equagles diferenciais ordindrias, de forma relativaments

simples'.
O campo de vorticidade pode ser escrito como a soma de funges de pequeno suporte’:

(1.19) § gﬁf(ﬁt‘)
Uma escolha particularmente tif das fung&es &, (¥) 6
- o 1 x
(1.20) & =Ligs (K~ %), b =300

em que § ¢ uma fungdo suave tal que J(?dff = 1; I s¥o coeficientes, Do Teorema de Biot-

Savart, {1.18),
i(F) = JKG -8 (BdF =

' Esta observagiio & o ponto de partida para a concepgiio de métodos numéricos bascados em cstruturas de vértices.
0 suporte duma funglo ¢ o conjunto fechado de pomtas em que el nlo sz anula.
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L

122 (%) = 0, | K% %) (% —5)a%

em que K (% —X') ¢ 0 operador [~(dn [F — ¥y (@ ~F) x .

As representagfes discretas de vérlices, 1o espago iri-dimensional, podem ser ohtidas

tentando-se fazer, por excple, os suportes dessas vorticidades estérices’,

Assumanios que a vorticidade seja distribuida nun tubo de vorticidade que, a rigor, deve
ser fechado. O tubo tem intensidade I; — a integral de &; através duma secgfio rota, que &
constante no espago ¢ no tempo, ¢ igual & circuiagio ao longo de qualquer contorno que circunds o
tubo, sem circundar guaisquer outres. Para possuir energia finifa, wma clara exigénela fisics, ¢
tubo deve ter uma secofio rota finita, Se temos N tais tubos, num ponto X, o campo de

velocidades torna-se

42 u(x) N Wi(zgt_)fae&‘s[mﬁ) (A' M‘ (xlx -—x-;';‘lzd“

em: que 45 ¢ o elemento de comprimento ao longo da linba central do tube §. A integral da energia

¢ escrita como:

ds; - ds;
sy - x(sj)}

(1.24) E=ar 1 22 I h”

uma expressio andloga 4 da Eletrodindmica.
Este tipo de formulaglio tem a desvantagem de gue tubos muito extensos s3o, s mais das
vezes, dificets de maunipular matematicamente. Enfretanto, sua capacidade de descrever a ‘estrutura

espacial’ da turbuléneia parece superd-la ou, pelo menos, compensi-la,

! Com cssa escolha, as restricdes de conexividade sio satisfeitas spenas aproximadamente,
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1.3. As Equacgdes no Regime Turbulento.
A Formulacgfio Estatistica Classica.

1.3.1. -A Técnica da Média de Reynolds,

Nesta segdo, descreveremos brevemente ¢ procedimento derivado por . Reynolds sm
1893, e que teve um papel fundamental no subsequente desenvolvimento da Teoria da Turbuléneia,
De acordo com a féenice da média de Reynolds, as quantidades fisicas que caracterizam um fluido

podem ser esoritas como;

ooH
S
+ 4+ + 4

N oe, T,

{1.25)

~ T oy K
B B
~3 Ol

isto ¢, as grandezas presentes na equaglo de Navier-Siokes sio desmembradas em duss partes,
média e flutuegde. Bm (1.25), as quantidades com barras denotam os valores médios, num

intervale finifo de tempo, ¢ as com linhas, as flutuagbes. Além disso,
(1.26) u;=p =T =0

Consideremos agora trés quantidades fisicas arbitrarias, estatisticamente dependentes, A, B

e C, cada qual consistinde de uma média ¢ de uma flutuagiio:

: Awd+ 4
(1.27) B=B+§F
CeC+C

A téenica da Reynolds permite escrever:
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A=A+ Ad=A+Ad =4
(1.28)

AB=(A+ANB+B)=AB+AB +BA +AB

szscqi‘zentﬁmente‘, AB=AB=AF .Paao groduto das trés quantidades,

ABC=(A+ AYB +BYC+C)
(1.29) = ABC+ABC +BAC +
+CAB + ABC

Além do mais,

a4 9 -
(1.30) ‘é‘;w‘é;

(1.313 ,[Adsm ff%ds

1.3.2. -As Equagdes da Fluidedindmica Escritas de Acordo
com a Técnica da Média de Reynolds.

~ A Eguagdo do Continuidade.

A equagho da continuidade para um flulde compressivel €

tebvtreterree A

' Teemos do tipo AB sao chamados ‘corcelagBed’,
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op

0
(1.31) = ?&?(Qg@)m{}

Escrevendo p e 4, de acordo com {1.13]) ¢ fazendo a média,

_, B 00) B 3 2 2 o
(1.32) % Tax, o o aPtE PAT

o _ 3
=% p f;;;;[ 4 p i)

Assim, em regime turbulento, a equaciio da continuidade para um fluido compressivel &

g . 08 q.. L
(1.33) §?p+~3}}~[puf~+«puj]m0

- A Equagdo de Navier-Stokes.

A equaglo de Navier-Stokes, ou equagiio de conservagdo do momento-linear, para um

fluido compressivel, € dada por:

al"su‘, &z] 2 8o

(1.34) L ﬂ@x] ofi - ax, | ox, Tax, |3V Ey

em que f; ¢ a componente da forga sobre o corpo na direglioie Q= d, =0, /0x;. A
quantidade €3 consiste de uma parte média ¢ de nma flutvante, isto &,

(1.35) O=®+0
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Tirando a média, no sentido de Reynolds, de (1,34}, usande (1.31) 2 (1.335), chega-se a:

I@if. 8| By Ou.

42
Pl 3 f&xj o - 8x“&g§x“5xj+§xg_m3%§x5
(8311
&‘; 5 5“; 8".{{ 2
(L-30) P TP f@x = #fi- Bx *i”“é";c: &, T, T3P,
Tirando 2 média de (1.36), tormo a termo,
@L&t 5&; ﬁ 8 825‘
« (137 Pa =P TP 5::‘“““"6:%““*’9 K2
(9&( W 5 aug 8?,{;
6‘ o 6uf
a pu pU;E 0%
»(1.39) o = i
o B
. {1.40) mg?,, ““““é“x:‘p

8 | oy 5“:[ o oy oyl
. (141) Wl ax, T | “éxl.axf%”&*fjm




3% 20
* (1.42) 3 M B T35k

(1.43) 5L~5§+uj~ézjx i, -

Para um fluide incompressivel temos, da equaglio da confinuidade,
Ou;

(1.44) = = 0, ©=0 p=0 pF=p

Neste caso, {1.43) torma-se:

7 :
(1.45) prg;‘i + 7 %« =
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Comparando  (1.43) 3 cquaglio de Navier-Stokes ordiniria, notamos que virios termos

adicionais aparecent. A forma tradicional na qual siio escritos ¢ a de gradientes de tenséo:

, Ou ou;
“}*21 pax ‘?‘p?{;ax

conhecidos comwo Tensores de Tensdo de Reynolds.

As equaglies (1.33 Ye (1,46} levam a:

— 7] d
(1.47) B = ‘]Lafprurpf-(,:hL [p Uy + P U+ p U +pu;z¢jJ}

No caso de um fluide fncompressivel, o dltimo termo do lado direito de (1.46) pode ser

considerado como um gradiente de tensfio, isto &,

oy v 81(‘1
=g T TPY
Mas,
0 —— . Ou O ;
T ke ) v
ox; 7 ! i ox;

Aldm do mais,

Ou; ou;, Oy

2
s = 4. ol 3£,
“ ax, Y axy % ox;

em que ¢ termo a-esquerda ¢ o segundo A direita $80 nulos, de acordo com a eguacio da

continuidade, splicada a um fluide incomprassivel. Por essa razéo,
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g, portanto,

¢, desde que p é constante,

(148} :?*% = P,

oy, 11a forma cartesiana,

32 T e
U~ vu  wu
B=pluv 2wy

na qual #, vV ¢ W sio as flutuages de velocidade comrespondentes s diregbes X, y,Z,

respectivamente,

- A “viscosidade Turbulenia’.

Na Hidrodin&mica Cléssica, o teasor de tens¥io para um fluido incompressivel pode ser

2serito comn;

(1.49) 8y = POy +2udy~ puy;
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em que P ¢ aprossho média , p ¢ a densidade do fluido, g € o coeficiente de viscosidade

dinmica ¢ d, y &0 tensor de deformagiio média, dedinido como:

U o, o4,
(1.50) d; =d; = [axj axfj
Se (1.4%) for escrito como:
(151 By = mﬁég +(2p +e,)d;
entédo,
—— i & a‘“ 8H 1
(1.52) Pl = €,dy = 5 8x + o J

em que, por definigho, €,, ¢ a viscosidade dindmica turbulenta que, diferentemente da viscosidade
ordindria, pode ser fungfio das coordenadas espaciais. Pode ser mostrado' que €,, é um tensor

de 5.2 ordem,
- A Equagdo da Energia Cinética.
Multiplicando (1.34) por ##; ¢ tirando a média no sentido de Reynolds, temos:
NN Y n e O
{(1.53) (T +u)F+p "g"g(uf +u)+ (7 +uy) é}?(% + E‘-}” =
=AUy Y B, (P+pl+p % U+ U

I
LT (“f‘**“ﬂj

O lado esquedo (L.B.) dessa 8ltima aguagio pode ser eserito:

" ¥er, por excraplo, MM, Standsic]313
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g1 %)
(1.54) LE=pz 2(&)@ o 5 z(zz Y+ ngjzﬁwzf(uz}%

01, L 0 t
P g W e “g;jg;*g(%?) +

— & 1 a1,
L1 COR R;“é;’;”ﬁ(ﬁ?)

2
Multiplicando (1.41} por | %"_l & tomando a média,

&

(1.55) \ Eww@? (W;)J 0
Ol

WHop W) dp W)o — W) o .

TatTr et 2 o, Pty (P4) =0

Evidentemente,
(u"’)@p (“) —

(1.56) 2 Bt o HH Eit 2 ox, (P, + puy)+

I

Adicionando {1.56) a (1.54) © agropando o3 lermos, obtemos:

a(p

LE=giy (“2}) ' ‘3“‘)%5@ (2 (gz})
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5 T
@) 5 [‘2 m]

+-§w(“‘“‘“ww?)~é~ *x‘i”izx’
B, g P+ p i B,

Tirando, agora, a média, no sentido de Reynolds, do lade direito (L.IL) de (1.53), temos:

< RY A Ik
L.D.= i, = &‘«'s &x }J«(li; §x§ ”i“‘zé*x 5x§ ™

2 [ o4, ,aza;‘l
e ‘o ax % Ox,0x |

aﬁ a 2 8%, azujﬂ
S=WE G T e 3 ‘(’9x;&rf+u‘&x6xﬂ

Definindo:

\

a eyuagiio da energia cinetica média para wm fluido compressivel resulta como:

25w Z5nwd) i G L v

. ou, e . o S
+p Uy, a-x-;} =2 mé};[ui(pﬁ,; + p“;“f)"f”ﬁ f %f(afz)}+

@i{wg iy Sy ;J““‘ 'u'@+$
’*‘ng POy PU; — Uy P Uy — P Uy | — P U7

No caso particular de um fluido inconpressivel,
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© 4 equagio anterior se cscreve:

22w) 2 (5nw)--2

g-x T s
w?éi’?j (puu)+3

d

na qual

az

T = P%_w Bx

¢ o termo relacionade & dissipaciio viscosa.

8% J
&63,}

Como veremos nos capitulos posteriores, a interprotacio fisica dos diversos termos

presentes nas equacdes da Fluidodindmica, escritas de acordo com a téonica da média de Reynolds,

leva a2 uma descrigio fenomenoldgica da turbuléncia que concorda notavelmenis com as

observages experimentais,
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2

A Instabilidade Hidrodinamica
e a Transi¢do para a
Turbuléncia

Neste Capilulo, procuraremos descrever os mecanismos fisicos da transigfio do regime laminar
para o turbulento. Como ¢é sabido, a turbuléncia s6 pode se desenvolver em fluxos rotacionais. Se
um fluxo rotacional bisico ¢ levemente perturbado, essas perturbagfes acabam levando a varias
instabilidades que, eventualmente, degeneram em turbuléncia. Devemos salientar que o conceito de
transicdo & turbuléncia ndo é bem definido: de uma forma geral, o processo completo pode
envolver varios estigios sucessivos. Aqui, a transi¢do serd caracterizada pelo valor critico de um
parimetro adimensional (R,), que depende dos movimentos ou forgas impostos ao fluido. Serdio
brevemente discutidas a equagiio de Orr-Sommerfeld e a importante obra de Heisenberg sobre a

instabilidade hidrodindmica.

2.1. A Instabilidade Hidrodinamica.

Em qualquer fluxo, tanto laminar como turbulento, os campos de press&o ¢ velocidade séo
soluces das equagdes do movimento, para dadas condiges iniciais ¢ de contorno. Todavia, no
caso de turbuléncia, cada fluxo, considerado em particular, corresponde a uma solugdo n#o estivel

das equag@es dindmicas. A despeito do fato de as equagdes da Fluidodindmica terem uma solugio
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estavel para qualquer K, a impossibilidade de existéncia de wmn fluxo laminar para nimeros de
Reynolds suficientemente altos claramente mostra que nem toda solugiio corresponde a um
movimento real. Pode-se postular disso que ¢ movimento real n3o somente safisfaz 33 equagdes
dindmicas como também deve ser estavel para pequenas perfurbagies. Ora, como tais perturbagfes
estd0 sempre presentes, clas devem ser amorlecidas com o decorrver do tempo, de tal forma a ndo
comprometer a natureza geral do fluxo. Por outro lado, se essas perturbagdes crescerem com o
fempo, ocorre uma consideravel distorgiio do movimento inicial e, por conseguinte, depois de

decorido tlempo suficiente, al movimento deixard de existic.

Portanto, £ de se esperar que haverd um certo namero de Reynolds, digamos o eritico, Rc,:,
que corresponderd ao ponto no qual a estabilidade é perdida. Para K, ( Rec, o fluxo laminar
& estdvel, para R, ) R, , o mesmo fluxo € instdve! e se tormard turbulento, sob a influéneia do

aparecimento de peguenos distirbios (ou flulupgBes) nos campos do velocidade ¢ pressio.

A turbuléncia seria, entdo, caracterizada por flutuagdes irregulares dos campos de pressio ¢

velocidade do fluido.

Apesar dessa mzodvel complexidade, ¢ mecanismo de inicializagdo de {ais Hutuagdes pode
ser explicado em bases puramente meeinicas, Para tanio, € necessario considerar o fluxo como um
sistema dindmico com wn nimero muito grande de graus-de-liberdade, no qual oscilagBes auto-

excitadas surgem como resultado de um influxo externo de energia.

A aplicagieo do conceile de graus-de-liberdade necessila s imediata introdugio de
coordenudas pencrafizadas que descrevam, univocaments, a copfiguragBio do fluxe Para 2
definigin precisa de tais coordenadas € conveniente desmembrar o movimento em componentes
elementares. Essas componenies devem ser tais que a soma de suas snergias individuais seja igual a
encegia total do fluxe, Ademais, o estade de cada umna delas deve ser descrito per um mimero
bastante pequeno de pardmeires. Podemos de pronto reconhecer a soma dos pardmetros

necessdrios & descricio <o movimento dessas componentes clementares como sendo as
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coordenadas generalizadas, ¢ o nfimrero dessas, que pode eventualmente variar sob dadas

condiges externas, como ¢ nimero total de graus-de-liberdade.

O nimero de graus-de-liberdade de um fluxo turbulento, num volume finito, serd muito
grande, porém finito ! Isso pode ser explicado duma maneira relativamente simples: quando ¢
campo de velocidades é expandido uma séric em termos de funpdes ortogonais {equivalente, do
ponto de viste matemdfico, & decomposigio do movimento em componenies elementares), as
varias componentes descreverfio movimentos elementares de diferentes escalas, Quando 2 ordem
das componentes cresce indefinidamente, a escala correspondente tende a zero. Todavia, devide &
viscosidade, as {lutuagBes de escala muito pequena nfio poderfio- existirn. Assim, o campo de
velocidades om termos de fungBes ortogonals de ordem suficientemente alta serd indopendonte do
teape, Tsso significa que o nlmero de graus de liberdade deve crescer com o decrdgcime do
coeficiente de viscosidade, ou, em oulras palavras, com o acréscimo do ntmero de Reynolds.

Conseqgiientemente, o ntmero de graus de liberdade crescera rapidamente com o nimero de

Reynolds, ¢, na turbuléneia com alte X, atingird valores enorraes.

Consideremos, agora, a evolugiio no tempo de um fluxe sob dadas condigBes externas
estaciondrias (em particular, com um influxe de energia constante). Da Mecinica Estatistica, ¢
sabido que sistemas com um grande nimero de graus de liberdade ¢ condigdes externas
estacionarias tendem a convergir para algam regime de equilibrio, no qual o influxo médio de
encria confrabalancs a dissipagic média de energia do sistema. A energia total tem um valor fixo
¢ uma digiribuiclio, enlre os diferentes graus de liberdade, também fixa. Neste ponto, duas
possibillidades se nos apresentant: ou o fluxo fenderd assintoticamente ao regime laminar, que
corresponderia a ym cquilibrio estatico, ou 20 regime furbulento estaciondriv |, correspondents a

um estado de equilibrio dindmico. Tals regimes serfio posteriormente discutidos.

G conseito de um Dune oo cspugo infinito serd sempre uma idealizaglo. Nessa sivagdo, o campo de velockdades pode
ser decosnposio suma expansio similor 3 de integral de Fourier-Sticlies, o que permite 2 seistbnein do um espeotro
contimue, ou scin, wn continug de cordenadas gensralizadas.
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2.2. Fluxo Turbulento em Tomo de Corpos Solidos.
A Camada-Limite de Separagio e 0s
Mecanismos de Transicdo da Camada-Limite.

Consideremos a superficie de um corpo sélido tr-dimensional {digamos um cilindro)

imerso num fluxo rolacional, cuja direglio € perpendicular 2 seu eixo principal (Fig 2.1)

Fig 2.1.Fhute préxime ao ponie de separagiio
du comuda-limite

Fora da camada-limite o fluido pode ser considerado ideal ¢ seu movimento irrotacional. As
linhas de fluxo desse movimento potencial sfo muito préximas entre si na parte superior 4o corpo
{ponto ) onde, conseglientemente, a velocidade tangencial atingird um mdximo. Pela Equagio de
Bernuoili (1.9 ), a pressiic em C atingird um minimo , de tal forma que decrescerd ao longo de 4C
e crescerd ao longo de CF. Tais mudangas na pressio zo longo da superficie do corpo também
ocorrerdo na camada-limite (j3 que na superficie desta a pressio raramente varia).
Conseqiientemente, sobre CE o fluido na camada-limite deve se¢ mover na diregio de decréscimo
na pressio, o que leva ao seu refardamento. Esse retardamenty terd mais forte efeito sobre as
particulas que se movem muito préximas i superficie do cilindro, isto &, as que possuem menor
vefocidade, B algum ponto D, elas certamente pararfo. Além desse ponto, elas se moverfio de
volta, com relaglo ds particulas que sinda niio atingiram D, A formagio de “contrafluxos™ sobre o
superficie do corpo nessa regifio obriga o fluxo externo a se “descolar™ da superficie do corpo.
Ocorre, entdo, o fendmeno da separagdo da camada-limite, com a conseqiiente formagio da

superficie DF, limitrofe entre dois fluxos. DF &, portanto, uma superficie de descontinuidade
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tangencial da velocidade. Como £ evidente, DF & altamente instivel e rapidamente se transforma
m um ou mals vortices' (vide Fig, 2.2) . Na regifio FDE, compreendida entre a superficie do corpo
¢ DF, ¢ formado um vortice ‘macroscépico’ , gue se separa do corpo, sendo transportado a0 longe

de uma certa distincia, ¢ gradualmente dispersado,

Como resultado de todos esses fendmenos, um arrasto turbulento é formado na regido
posterior do corpo, na qual o movimento ¢ altamente rofacional. Fora dessa regido, o movimento é

irrotacional (isto &, potencial).

Como 34 dissenes, o {luido exterior 4 regifio turbulenta pode ser assumido ideal. Portanto,
duranie seu movimento, s ciroulagio da velocidade cm forno de qualguer curva fechada €
conservada {pelo Teorema de Kelvin) o, por essa razio, no caso estaciondrio, o rofacional da
velocidade & vonstanie ao longo das linhas de fluxe. Portanto, ¢ evidente que uma regifio de um
fluxo rotacional turbuleate, a certa distneia de nm corpo, pode somente surgir quando as linhas de
fluxo deixam a camada-limite — na qual o movimento sera rotacional devido & viscosidade — isto
&, quando hé uma ‘mistura’ direta do fluido origindric da camada-limite com o do espago exterior a

el

Pode-se inferir, também, que as linhas de fluxo nfio podem deixar a regidio em que ¢
rotacional da velocidade € diferente de zere, ou seja, ¢ arrasto wbulento, embora elas possam ai
penetrar, vindas da regifio de fluido potencial. Em oulras palavras, um fluide pode “entrar’ no
arrasto turbulente, desde que provenha de uma regiio potencial, mas nfle pode *sair’ da regido do
arrasto. Ap mesmo tempo, flutuacties turbulentas de velocidade podem ‘migrar’ do arrasto para o
fluido potencial, entrctanto, ndio sem considerdvel atenuagio. Vamos tratar um pouco mais
detalhadamente desta quostiio, seguindo a andlise de Landau & Lifschitz [23] (1963).

' Sc o velocidade decresce suficientemente vapido, a partic de C (em diregio a D), a scparagiio da camada-limite &
inibida. Mesme se a camada-limite ¢ laminar antes da separagio, depois que esta ocorrer aguela se comportara conio
um “jato submerso” , ¢ rapidamente se tornard turbulenta,
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Para um movimento potencial de um fluide incomproessivel, as equaghes do movimento

{1.2} serfio satisfeitas identicamente. Portanto, nesse caso, ¢ fluido sera descrito unicamente pela

condigio de incompressibilidade. Essa condiglio ¢ equivalente a Equag#o de Laplace Ag =0, para
o poleneial velosidade P , que define a velocidade ¥ = %”(;} . Seja z a coordenada através do

arrasto. Bntdo, o campo @(x, .z} que descreve as flutuagles de velocidade pode ser
convenientemente decomposto em  componentes periddicas da forma @ = @ @/ 6FHDT e
Ap = 0, segue que d2¢,/dz* =k%p, , em que X ¢ o némero de onda, inversamente

proporcional 3 escala horizontal das flutuagBes periddivas em consideragio. Desconsiderando a

soluglic ¢, — f{isicamente sem significado, posio que cresce com 2 —— enconiramos que a

atepuagho da amplitude das flutungtes na regide z > 0 ¢ dada pelo fator €% _ Assim, elas sdo

atenuadas tanto mais rapidamente quante menor for a escata. Conseqgliertemente, a uma distincia
suficionte no inierior da regific potencial, restam (5o somente flutuagios “macroscépicas” . Fara
tals fluluagdes, a dissipagio de cnergia niio desempetha grande papel. Portanto, quase toda

dissipaciio no fluxe ocorrerd na regifo do arrasto turbulento rotacional.

A formagiio de superficies de descontinuidade, juntamente com a consideravel dissipacio
de energla em toda regifio do arrasto turbulento leva a um consideravel acréscimo na forga de
resisténeia ("drag”) de corpos que apresentam camadas-limites separadas. Essa resisténeia, via de
regra, serd tanto menor quanto mais oslreito o arrasto turbulente, iste &, quanto mais se protelar o
ponte de separacio ao longe da superficie posterior do corpo’. A figura 2.2 ilustra 2 regifio do

fluxo proxima a separacdo, do forma idealizada.

' Para fluxos com Re suficientermente alto, para os quals, tedavia, 2 camada-limite permancce laminar além do ponto
de separacio, o coeficienic Cd ¢ indepandenie :fﬁRe, pois isse també vale pam o ponto do separagii,
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F 1g22 Os maganivmos de Transipdo para a Turbsléncia,

2.2.1. - A Instabilidade das Superficies de Descontinuidade,

Chamamos de fluxos absolufamente insthveis aqueles que sfio instaveis mesmo com
respeito a distlrbios infinitamente pequenocs. Um dos muais simples exemplos de tais fluxos é o
proximo a uma superficie de descontinuidade iangencial da velocidade, Neste caso, a instabilidade

absoluta pode ser explicada com o auxilio de consideragbes fisicas simples.

Vamos considerar duas ‘camadas’ de um fluido ideal deshizando ums sobre ¢ outra, com
velocidades iguais e opostas, U ¢ ~U/, formando uina superficie de descontinuidade. Suponhamos

que, devide a um pequeno distiunblo sobre essz superficie, seja formada uma onda de pequena

amplitude. Para simplificar, suponhamos que tal onda niio seja progressiva, Nessas condices, as
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ltimhas de fluxe sabre a crista da onda ficaro muite préximas entre si ¢, por conseguinte, &
velocidade aumentard. Nas bordas da onda, ccorrerd justamente o jnverso, com as Jinthas de fluxo
se afastando enire st. De acorde com a equagio de Bernoulli, & pressfio na crista da onda caird, ¢
nas bordas, aumentara de valor. Consegiepiemente, surgird no fluido um gradiente de pressiio
transversal, que tenderd a aumentar 2 amplitude da onda. £ esse acréscimo na amplitude que leva a

onda a se desintegrar em vdriices individnais,

Num fluido real, as ondas que surgem, resultantes do processo acima descrito, sio
progressivas, Entretanto, a situaglio aqui € mais complicada, visto que o deslizamento de duas
camadas, uma sobre a outra, & impossivel. Ao invés da superficie de descontinuidade, existe entre
os dois fluidos uma estreita canrada de transigiio, na qual o perfil de velocidades tem a Forma de S.
A investigagdo da instabilidac de tal camada ¢é, ¢ clare, mais complicada. Todavis, pode ser
mosirado, tedrica ¢ experimentalmente, que cla € muito instdvel [Monin & Yaglon [26), Vol.l,

Cap.l,sec. 281

Para concluir essa seqio, resta-nos observar que a formagio de um arrasto turbulento num
fluxo a alto K, na presenca de contornos silidos, € praticamente certa, j& que 2 tarefa de abolir as
condigties de formagiic de superficics de descontinuidade £ muito dificil. lsso 50 pode ser

conseguido, denlro de cerfa tolerdncia, com geomelrias muito espectais,

2.2.2. - A Equacho de Orr-Sommerfeld.

De mangita geral, o mais eficaz meio de investigagdo das condigdes de transiglo parz 2

turbuléncia é o método dos pequenos distiobios, ou método das periurbages.
Considerandn, mais uma vez, um fluido incompressivel, a idéia central do método ¢

esorever 05 campos de velocidade 1,(¥,#) ¢ pressiio p(X,?), respectivamente, na  forma
#=U,+uep=P+p,emque U(E 1) e P(F,1) sio solugdes particulares das equagdes,
¢ % & psdo distirbios muito pequenos. Levando em conta também que tanto {/; como P

satisfazem 4s equacdes do movimento, e ignorando os termos guadraticos nos distirbios, temos:
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2.1
O, 0

Quando 2 solugio 2, = U (¥), P = P(X) descreve um fluide laminar cstavel, os

coeficicntes do sistema de equagbes (2.13 serio independentes do tempo. Nesse caso, (2.1} terd

solugbes particulares da forma:
il (X,0)=e" f, (%), pED=e"g, (i)
Para distirbios bi-dimensionais — o que, pelo Teorema de Squire [Monin & Yaglon [26],

Vol1, sec. 2.8], nfio acarreta nenhuma perda de generalidade — de um movimente plano paralelo,

as equagbes (2.1) tornam-se:
& | Bu .dU op Q
“§{+U“é§~¥~w ki ™ +vAn

2.2) ‘%—}-U%z mp“'%‘%+vzﬁw
o ow
k@x*é‘}z B

As condigdes de contorno para essas equagdes exigem: que ambas as componentes da
velocidads, # e W, tornemi-se nulas sobre os contornos sélidos (ou, equivalentemente, no infinito,

2z —» ). Usando a equagBo da continuidade, na primeira das squagtes (2.2), pedemos escrever,

utilizando a definigiio de fungdo-corrents, W,
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e, eliminande 2 pressio,

d sy |
2.3) [—6-;+am)A‘%' iz -8-~x---~ vAY

Desde que 03 coeficientes dessa equagfo sfio independetes de X e £, ela tem solugdes

particulares da forma:

@4 - Yz =ee@) = e (2)
naqual ¢ m{bk .

Substituindo {2.4) em (2.3), obtemos a scguinte equaglio diferencial ordinérin de quaria

ordem para (¢ {2} ¢

4 R
(2.5) U —-c)or-FKo) — e i7"~ 2k + k')

{as Iinhas denolam ns diferenciac8es em relaglio a 2 ). A equaghio {2.5) ¢ chamada Equagdo de Orr-

Sommerfeld. Suas condighes de contorno sic que ¢ e P tomem-se nules sobre 0s contornos do

fluxo,

Para encontrar um critério de instabilidade é necessirio encontrar a solugio W(x,z,7)

dessa equagiio para dadas condigses de contomno ¢ do valor inicial W(x,2,£) =¥ '. A natureza

' Aqui, ‘i;(x, zZ ) ¢ uma fungdo arbitrdria difecente de zoro numa regido finite do espago e quo satisfaz 3s condigdes
de coniomo ¢ de pequenos distirbios o] «a.
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da variagio no tempo de maxf‘i?‘?{x,z, f)l dependerd do nliimero de Reynolds do fluxo ndo-

periurbado © para um R, suficientemente pequeno, essa quantidade serd amortecida; para K,
suficientemente graxde pode, algumas vezes, crescer com o tempo. O limite entre essas regides de

valores de [, (se existem) definicd um ndmere de Reynolds critico, Rcc,

2.2.3.- A Estimativa de Heisenberg para R,_.

Numa importante obra de 1924 sobre a instabilidade hidrodinfimica, W. Heisenberg estudou
a csiabilidade de fluxos laminares plano-paralelos, dando uma grande contribuicio para a

elucidagiio do assunto, embora sen método tenha sido alve de muitas eriticas.

O problema, considera Heisenberg, & ¢ clissico da estabilidade de um fluxo laminar plano-
paralelo, digamos na diregio-X, confinade entre dois planos paralelos, localizados emz==%1,
com unidades de distincia nowmalizadas pela distincia d entre as placas, e com um perfil de

velocidades W(z ), nonmalizado por U, a velocidade extema. Para determinar K, para este

problema, Heisenberg procede da seguinle maneira, Primeirmmente, busca uma sojugio da

equacio de Orr-Sommerfeld fazendo a seguinte substituigdo:

[
P = ex;{ f g(z)dz]

<o

g(z) = (kR g,(z) + 2. (2) +8 [(R) ]

Essas substituigbes fornecem aproximagles pard duas solugdes, ¢, e ¢, que variam
rapidamente guando o produto (AR) ¢ grande. Para obter aproximacSes para duas solugles
adicionais, (34 & (4, ¢ feita uma expansio em potencias de (AR} tal que, em mais baixa ordem,

essas sproximagdes s8o solugBes da chamada Equagdo de Rayleigh:
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(@-o)p ~k*p)—o'p =0
Mais uma vez, essas solugdes “inviscitas” sfio cxpandidas, em poténeias de & zt

A seguir, Heisenberg considera a maneira de conectar a solugiio aproximada obtida do outro

lado do ponto de relomo, onde W(z,)—c¢=0. Para fazer isso, introduz a varidvel

1 = (2~ 2, Y ¢expande @, e @, em poténcias de (AR)"V*. Para @ , escreve:

Py = (0 — c)j,[ dz(w ~ ¢}

Novas apraximacGes sio feitas pore para derivar a dependéncia do valor caracteristico .Rec

de k . Finalmente, Heisenberg estimaque A~0.7 ¢ R, =8 (10)* ?.

O raziio de incluirmos agul essa discussiio & o fato da esireita relacBo existente entre a
instabilidade hidrodindmica e o inicio da turbuléncia propriamente dita. Neste ponto, € instrutive

observarmos as préprias palavras de Heisenberg sobre a questdo (que traduzo) :

“Admitindo, agora, gque ¢ lustabilidade aparece de mansira geral mesmo nos casos e que
a equagie invisclia tenha somente a solupdo neutra, surge a quesido de como a viscosidede pode
causar Instabilidade. De argumentos simples, dever-se-ia esperar amorteciments ao invés de
amplificacido. Mas deve-se lembrar que um fluide inviscito ¢ wm sistema com infinitos graus de
Iberdade que, normalmente, interagem de tal forma que a snergia ¢ dissipada em todos o5 modoes
de vibragdo. E unicamente para condiches geométricas muito especiais que essa transferéncia de
energic néde acontece. Porianto, se wn distdrbio neutro & possivel wum fluide Inviscito, a
viscosidade pode facihnente pudar as fases de vibragde, de tal forma que tem inicio a

transferéncte de energia, o que significa amplificacdo dessa vibragdo,

' Este ¢ o mais sensivel pontto da andlise de Hefsenberg. Em investigagdes recenies, usant-sc solugfics mais exatas da
equaciic de Rayleigh, abtidas por métodos nuraéricos.

* Qg valores stualmente acaitos sio k= 1,097 ¢ Rec = 5.772.
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B muito provivel, senéio certo, que a amplificagdo leva, imediatamente, & turbuléncia
completa, isto é, a distribuicde estatistica de energia entre todos os graus de liberdade {...) . Na
maioria  dos casos, a instabilidade pode, seguramente, levar direfamente a turbuléncia. Tal
turbuiéncie nlo precisa ser isotrépica, desde que as paredes introduzem desvios na isofropia, mas

ala serd uma distribuicdo estatistica de energia entre muitos graus-de-liberdade. ”

A hipltese de transferéncia de energia enire muitos graus-de-liberdods, explicita no frecho
acima, constitul, comwo veremos, uma pega fundamental na feoris elementar da turbuiénela

desenvolvida por Heisenberg.
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3

A Vorticidade e a
Fenomenologia da Turbuléncia

O objetivo desse capitulo € investigar como a manisfestagio da torbuldocia pode estar relacionada
& evoluglio, no tempo ¢ no espace, de estrutwras de vortices. Bm outrss palavras, gquerenmos
entender os processos fisicos pelos quais passam os vortices que sio prodizides pela instabilidade
hidrodinimica. Claramente, essa abordagem fenomenol6gica tem como pano de fundo o termo

ndo-lincar da cquagio de Navier-Stokes.

3.1. Estruturas Genéricas de Vortices.

Seja a vorticidade total de um fluido incompressivel no espago tri-dimensional denotada
por &, . Nosso interesse é representar tal campo comoe uma soma de objetos matemdticos simples. E

importante respeitar a identidade V - & = 0 a0 menos aproximadamente. A maneira matemética

mais conveniente de se fazer isso, como vimos (sec. 1.2.1), € através da soma:

£ =2 F®
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em que se supde que SUp &: é um tubo de vortices jechado. B possivel se demonstrar
rigorosaments que qualquer distribuigo suave de vértices pode ser assim representada’. Todavia,
s rigores dessas exigéneias matematicas, para efsito de estudo de situagfes de interesse pratico,
devem ser, na grande maioria das vezes, enfraquecidos. Isso € conseguido, dentro de gertos
limites, $¢ s toma a unifio dos suportes dos tubos de vortices como muito menores do que a regifio
acessivel ao fluxo®. Deve-se assumir, também, que as secgdes retas dos tubos s¥o pequenas,
comparadas a seus comprimentos, e qué a excentiicidade de cada secofic reta — raziio enfre os
comprimentos méximo e minimo — & limitada,

Essas aproximagSes no campo sio corroboradas , em primeiro lugar, pela experiéneiz. Em
segundo lugar, porque ¢ uso de tubos de vortices € auloconsisients: o “cnsemble’ de tubos de
vértices permanecerd um *ensemble’ de tubos, sob circunstincias razodveds.

Entretanto, a razio principal de se fazer fais aproximagdes € a conveniéneia: a fim de se

estudar numericamente 0§ sistemas turbulentos deve-se simplifica-los,

3.1.1- A ‘Auto-Energia’, a ‘Dobra’ ¢ o ‘Esticamente’
das Estruturas de Vértices.

Consideremas 2 scgunite estrutura de vorticidade (Fig. 3.1):

Flgﬁ . LU anet de vordcidade.

> Yer, por exmple, C. Goongard, “Convergence of the voriex filament method”, Math. Comp. 47 (1986).
? Nessa situngiio, podemos fafar numa cspéeic de *suspensiio esparsa de tubos de vortices’, um artificio puramente
matorgdtico, Importante oa ¢oncepcio de mdiodos numéricos bassados sm vértices.
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Suponhamos que tal estrutura evolua para uma segunda, tal que o raio B cresga para «R, o

3 1. Nesse caso, o raio do tubo é reduzido para p / oo , |E:| cresce no tubo para (1|§Ml, ea
12
encrgia £ cresce de um? pzlﬁl nR*log(R/p) para o valor  aproximado de

7 ? pgﬁt 2Ri§ | = (1, 2. Portanio, a forma do tube deve mudar de tal maneira que os campos de

velocidade produzides pela vorticidade em suas virias partes cancelem-se apropriadamente, para

garantir a conservaciio dc onergia.

i B 32, Secedo de wm tibo de vorticiduds.

Para analisarmos tais fendmenos quantitativamente, seja a integral

= s [ E@ EG)
E, = Jax]az Pl

a energia associada a vorticidade da configuragio da Fig 3.2 , na qual E: é paralelo ao gixo do

tbo, £ =E (O,0E) e & = Eo(x:/5,%, /G ), com & = 0 quando «{xf +x2 X5, E depende
de o, de I, &, e da circulagio (imegral de &, sobre a base). O que temos de analisar é como £,

muda quande ¢ ¢ | mudam, Bm outras palavras, £ = E£(0,{), com a circulagiio mantida fixa

{Teorema de Kelvin) ¢ & conservando a forma £ . Tais mudangas podem ser induzidas *esticando’

o cilindro pelas suas bases,
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Congideremos agora um filamento de vértices, 7, fechado, de circnlagio unitdna e secglo

reta pequena, aproximadamente ciroular, de pequena ares. Se tal filamento pode ser representado

pela superposigio de & cilindros circulares, I, , 1 =1, 2, 3,.., N, de iguals comprimentos 1 & de

ralos &, 1= 1,2, 3, ..., N, 2 energia associada a ¢ste filamento é:

_ EE®)-EE)
E=@n) Jdz)dz ey

- @) T3] ax] -‘%i(r%

+(&I)MIZ£ J‘ d):é(x) &(X)

-5

= K= Zizj# Eg + Zggu

Na tltima das equagies acina, o pritreiro temmo ¢ a encrgla de interagdio © a soma Z‘Efi ,
a auto-energia.
Seja, agora, f; um vetor ao longo do eixo de J; , com origem em seu centro & apontando na

diregao de J; . Se a distincia enire os centros de J; ¢ [, (respectivamente, 1, ¢ 1, ) sio muito

grandes,
B, = e 2l
Sl A
g ‘g

Das lels da conservagiio, vimos a necessidade de mudanca na forma de F, causada pelo seu
prépric campo de velocidades & pelo campo do velocidade que o circunda. Entretanto, vamos
admitir que tais variagbes da forma sefam tais que a secgHio retz dos tubos ndo se altere

radicalmente, Como conseqfidneia, o tubo 14 ‘esticar’ , enquanto sua secelc reta & contraida
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isomorficamente. Assim, se o tubo ¢ agora representado por N’ ) N cilindros de comprimento 1, a

soma Z{.E i associada a0s novos filamentos serd maior. Portanto, a energia do filamento F sera:

i Z i E i (roves) :

:l_;#:"'

A soma dupla tem agora & (IN'?) parcelas. Um comprimento tipico Ve — ?“‘;j nio pode
aumentar muito se filamento permanece conectado. Assim, o produto interno na equagio acima
deve decrescer. Isso acontece se o filamento se dobrar. Sdo esses os mecanismos responsaveis pela

transferéncia de energia entre as escalas, um fendmeno fundamental dos sistemas turbulentos.

Tais conclusGes poderiam, ¢ claro, também ser obtidas diretamente a partir das equag@es do

movimento,

Consideremos um fluido ocupando uma regido de D do espago tri-dimensional. Seja
¢, =$,(®) o mapeamento do fluxo induzido por um campo aleatério incompressivel. Sejam

—

X,,%, +0x, dois pontos muito préximos enire si, no instante ¢ = ¢ . Eles sio mapeados sobre

-

X' %' +8X', noinstante {, em que
OxX' =, (X°+0x°)—¢,(X?) ~ A5x°
Na expressao acima, 4 ¢ uma matriz 3 x 3. A norma ISJ'C"[ satisfaz:
0<fox![* = (6% ,5%') = (45%°, A5%°) = (5%°, WoZ°)

emque ( , )denotao produto interno ordinirio, ¢ W = 4T 4 é uma matriz simétrica definida-
positiva. Para um fluxo incompressivel, o jacobiano do mapeamento ¢ 1 {cf. nota & pag. 19) e,

assim,
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W =14 4T =1=2,%.%

Em ¢ = 8, consideremos uma familia de vetores OX%, de médulo fixo, ﬁ"l =8x°, com
diregdies uniformermente distribuidas sobre vma esfera unitiria, Denotando-se por ( >3a média

sobre a esfera unitaria, pode ser mostrado que
d /pee
B0,

em que o simbolo ( ) denotn a média ordindria.

A importante conclustio a que s¢ chiega 6 : em mddia, sobre o espago de probabilidades 2

sobre us diregdes inicials, o comprinento das Huhas aumenia,

Para ¢ caso particular de uma turbuléncia homognea ¢ isotrdpica, nfie hd direglo

preferencial e, portanto',

d ..
E,*g(ﬁx‘}} 0.

Em pesquisa recente, A. Tsinober € outres [32 ] estudaram numericamente o esticamento de
vortices ¢ a geragio de enstrofia numa twbuléncia de laboratdrio. As principais conclusdes desses

avfores sdo as seguintes.

+ A estrutura de vorticidade num fluxo turbulenfo quase-homogéneo e isotrdpico estd

associada 2 um forte alinhamento entre a vorticidade ¢ 0s auto-valores da faxa de variagfio do

* & rigor, linkas de véstices sho linhas especinls que constituem uma frago nogligenciavet de todas ag linkas. Todos
o argumentos anteriores podem, portanto, falhar, ¢ #fo se pode concluir que essas linhas *egticam’, mesmo pom
fluido isctrapico. Esse fato &, todavia, verificade por experimentos naméricos de simulsgBo direta (Chorin [12], Bell
& Marcus [B]}
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=1 (2
tensor de tensfio, ao invis de com V|‘c; I somente. Consegilentemente, regifes do fluxo turbulento

muitc maiores do que aguelas com inteasa vorlicidade estiio espacialmente estruturadas. Fm
particular, regies com fraca verticidade cstio organizadss justamente como as regiSes com

intensa vorticidade, ¢ sio também disamicamente ativas, Uma relagio simples ¢ encontrada entre a
positividade da geragiio de enstrofia, £,& ;%> ¢ 0 alinhaments entre a vorticidade, & |, e os auto-

valores da taxa de variag@o do tensor de tensdo, Sj.

¢ A faxa inviscita de mudanga da geragio de enstrofia consiste de duas contribuigdes. A
primeita delas, local, ¢ puramente positiva e reflete a tend@ncia dos processos nio-lincares de
interagio direta entre vorticidade ¢ tensio sempre para aumentar z geragiio de enstrofia. A segunda,

nfo-local, reflete a interagio enfre a vorticidade e o termo

2

5 aron, 8x§x

¢ o cardter nio-local dos processos de “esticamento” dos vértices. Sua média ¢ negativa ¢ nienor

do que {& 2 ), tal que 2 taxa inviscita total de mudanga da geraglio de enstrofia é sempre positiva',

' Usando as cquaglies para a vorticidade ¢ para 2 taxa do tensor de tensfis, Yanitskii [33] obleve a seguinte equaglio
para a golaghu do enslrofia:

2

D 5y =8 s s B e o VEs, AL Y EEAS,)

Pode-se notar que 0 primeire termo do fado direirto dosta equagio ¢ iguai a Z’; 2 } 0. Isto sigaifica que os procsssos
uho-lineares que cnvolvem o “esticaments’ das estruturas de vdrtices sempre tendem a awmentar o geragio de

enstrofia. Pode-ze provar gue o valor méxime do segundo ferme & direita &, aproximadamente, da ordem do E, 2.
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3.2. Fractalizacdo.

E sabide que quando os filamentos de vértices “esticam” e ‘quebram’ seus cixos convergem
a conjuntos fraciais. Nio importa, no nosso coniexto, s¢ isso acontece num tempo finito ou
infinite. No objetiive aqui é entender a importéncia desse processe dentro da fenomenologia da

Turbuiéncia,

Uma curva suave fechada tem dimensdo 1 ¢ vetor capacidade ' zero. Consideremos um um
filamento de vértices gue ¢ ‘esticads’ sem modificar a topologia de seu campo de velocidades. S¢
qualquer porgio do fliamento ¢ esticada de tal forma que ela colapsa numa curve, tal curva carrega
vorticidade. No entanto, a encrgia associada a essa configuraglio é infinita . Se a energia sc
conserva durante o processo de esticamento, este tipo de colapso € proibido. Assim, o esticamento
deve ser acompanhado por um processo de ‘quebra’ que previne o aparecimento de filamentos de
vértices suaves de seglio reta zero. Enfretanto, as curvas suaves podem ser *esticadas’ em objetos
de dimensfio fractal meior do que 1, sem perder a caracteristica de possuir dimensiic topolépica 1
{isto 2, ser deformidvel numa curva suave). Esse processo de “fractalizagiio” ¢ portanto necessdrio,

mas nio suficiente, para manter a encrgia {imfa,

Podemos especular sobre o comportamento das secties retas durante o processos do
‘esticamento’ ¢ ‘quabra’ das estruturas. Pode ser licite imaginar [15] que, quando a linha centraf de
vértice ‘estica’, suas se¢les retas se ‘difundem’ em torno de sua vizinhanga desocupada, criande
segOes retas fractals com, eventualmente, exceniricidade ndo-limitada. Tais secdes retas poderiam
entfic organizar-se am ‘chjetos coercntes’. Pode ser mosirade que esse processo fambém ¢

necessario para a conscrvagho da energia {cf [15], seglio 6.3).

' Um conjunto no espago tri-dimensional tem vetor capacidade positive 5o ¢k pude ser o suporte de um campo de
vorticidade £ tal que

V.E =0, LE-d5=1

parz pelo mencs wma superficie snave X, ¢ tal que o campo de velocidades resultante ienba encgia finita. De outra
mangia, o conjunte tem velor capacidade zero,
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4

Descrigdo Matematica
da Turbuléncia

O objetivo deste Capitulo & fazer uma descrigBo matematica da turbuléncis, do ponto de vista dos
Processos Estoodsticos, no sentido de Kolmogorov (1941}, Berfio definidos um fluxo aleatdrio
homogéneo e seus espectros de energla, vorticidade ¢ dissipagio, e sua Transformada de Fourier, A
cauacdo de Karman-Howarth — equaciio para a propagaglio de correlag8es num fluxo isotrdpico

-~ tarnbém apresentada.

4.1, Campos de Fluxo Aleatorios.

Seja M uma regifio no espago iri-dimensional em que s¢ desenvolve am fluxo aleatério,
isto &, para cada £ e M, a velocidade #(X) ¢ uma varidvel aleatéria, #(X) = #(¥,0), ® € (),
com {2, B, /) um espago de probabilidades’. O que necessitamos & informagiio sobre a relagdo

entre as variéveis #(¥,® ) para os varios valores de X, de tal maneira que alguma idéia sobre os

O que temos que formalizar ¢ 2 noglo de uma varidve] cujos valores dependem do experimento realizada pars sua
determinacio. Para tanto, precisamoes de um conjunto de experimontos gossivels {eapags amostral) , vam golecio de
cventos ¢ de algwma manciia de assoclar uma probabilidade 2 csses eventos. Aqui, £ represents o conjunio de
eventos, B uma solegiie de subconjuntos de £}, ¢ P denota a miedida do probabilidade {of. mais detathes, poox. , &
{151, cujn exposiclic nosso texte sogue do perlo} .
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fluxes  individuais possa ser obfida. Se, para qualquer nfimero » finito de pontos
X1y X3 X3s00es %y , uma funglo-distribuigio das varidveis aleatérias #(X)), #(%, ), ..., 0(%,) ¢

dada, dizemos que esta defimtde vm campe aleatdrio.

Seja Pz (Wsees ¥, ) & funglio-distribuigho de (%), X;,...,%, ). Matematicamente,

(4~I) Fi],fg,m,f" - F{Q} fﬁi(’:él) < Fits I“2(551) < };¥2>'-'=um Xﬂ) < yum}

emque /M = nimero de dimensSes do espago no qual o fluxo ocorre, e ¥, & ap-ési-ma

componente do velor ¥, A familia de fungdes (escalares, por simplicidade)

Fypon. V15 ¥250005 1, } deve satisfazer 35 exigéncias de auto-consisténcia:

(i) f;.‘r],_,r,l,t{ﬂw,i“ O’;’ 3yl7mm+w ‘“) Xy, 0’]7‘”)}?)
&
(}-i) fi}] Wiy vy (yz‘; inz LA }yz‘g ) = Ef;,w,r,, 0"2 'S TT ?yn)

e que £y Iy 5.0 44, € uma permutagio arbitrariade 1,2, 3, ., 1.

Um fluxo aleatdrio serd considerado definido se as fungbes F, . . P1sVaseees¥r)

satisfizerem 4s exigéneias (1) ¢ (i1) acima.

4.1.1- Momentos da distribuig3o e Fungdes de Correlagio.

As funcles-momento My, ...; {(Xy5...,X,) de um campo aleatério # sio definidas por

(4.2) PN 6 Y ,J([u(:a.j}) fzz( )] > '
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emque j...j, $do intciros nio-negativos. A média de #(x) & (z;:(,x)} = 11, (X).

A fungdo de correlagio R(x,,%,) é definida por

(4.3) R%) = {(#(0) ~ mx ))(ux) = m(x)) -
A seguir, algumas importantes propriedades das funges de correlagio:
() ROox)=Rn,x) .

(1) R{g,x)=0 .

(i) (RGN < RGu,X)R(, %)

(iv) pasa cade 2, qualsquer Xy,Xa,...,%, . ¢ qQuaisquer nimeres complexes

Zi3Z5 40002,

# i

(4.4) z;gk(xj,xé Jz;2; 20
pocgm

guc segue de

2R G )5 = <§§<u(xj) ~ o, ) (e ) — ))*zjz;t,) =

2
)20,

' Em particutar, R(¥,X) = 62X} = varifneia da varidvel aleatédia (%),

(4.5) = <‘; {a(x;) — m(x, )z,
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- Fluxos Homogéneos.

Um caso de muito interesse pela sua simplicidade é aguele para o gual o fluxo preenche

todo o espago e cujas propriedades estatisticas sio independentes do ponto particular no espago que
se considera. Tal campo ¢ dito Aomogénes. Matematicamente, ¥ ¢ homog@neo se, para qualquer ,
quaisquer  X,...X, ¢ qualquer X, a diswibuigic de u(x),...,u(x,) ¢ idéntica & de

ulx, + X),...,u{x, + X). Em particular,

(4.6) my(x) = m, = cle
c
(4.7) R,%} = R(x —x,,0) = R(x —x,) .

As propiedades (1), (1), (111) e 1v) de R{x,,x,) lornam-se:
() RE)=R(x).
(i) R({»H=0.

(i) |R(x) < R(0).

(1v) para quaisquer Xy...X, € Zj...E,

4.8) ;;R(xj -x)z.2 > 0
No que segus, consideremos 0 campo:

hi
(4.9) u(x) = 2. a, Cos(mx +0ty)
k=1
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e que #, sfo nGmeros dados ¢ @y & O, s§o varidveis aleatdrias, u(x) ¢ um campo aleatdrio,
completamente determinedo pela distribuigdo de @, ¢ . O conjunto de freqii@ncias #y, €

chamado aspectro de #(X) . Simplificadamente, o campo U(X} pode ser escrito;

(4.10) w(x) = Qe

em que C; = gy +1ib; , e @ ¢ O, sdo varidveis alcatdrias reais independentes. A energia média

dessc campo aleatorio &'
limsx L T oyt ) = limsyx ?ZZC eretnmdy ) =
MI9X U7X k

= §§[2<IC& |2) +

A senX{(n, —n)
X3 B X(ﬁiz Wﬂr)

¥

¢

(4.11)

- el

A funglo de coreelagio de U(X) & avaliada de maneira similar ;

' Por definigiio, o indegral

}j'z;'“’ (x)dx

-X

é wenergio de kfX) no intorvalo X Sx <X | A guantidade
limsy e
XKy ZX -

s¢ exisie, sord chamada crergle média espacial de #{x}.
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(4.12) R(x,,x,) = g <{C;, lz> i)

Por defini¢lo, a fiungdo-disiribuicdo especiral F(k} &
(4.13) Flly= 2 ()

gk

Esta fungiio caracteriza a poléneis meédia por componente harménica de ¢, Temwos, para um

espectio continuo,

(4.14) R(x) = ?e‘”&dﬁ(i‘:} ‘

Um importante Teorema, devido a Khinchin, estabelece o seguinte:

oPare wma fungéo R{X), -0 (x {+ w0, ser a fungdo de correfagio de um campo que tem

médiny invariantes sob transtagdo, fungbes de correlagdo ¢ tambem satisfaz a condigdo
L 2
x+B)-u(x) )0 , A0,

& necessdrio g suficiente que tepha wina representagdo da forma

%
R{x)= Je™dF (k)

ent que F(k} ¢ wma fungiio ndo-decrescente de k.



F(k) é chamada fungdo-distribuicdo espectral de . Se F(k) ¢ diferenciavel, F'(k) = ¢
(k) , ¢ a fungdo ¢ & chamada densidade espectral de U . Dada uma dessas fungdes, a fungfio de

correlagiio pode ser reconstruida com auxilio das integrais de Fourier.

Se #(X)é estaciondria, isto &, (ﬁ(i)) ¢ um vetor independente de X, as fungbes Ry sdo

finitas e independentes de X e

(4.15) (G + By -a@®)|) - 0
cm que ” " denota a norma do vetor. Entdo,

(4.16) R,(F)= Jexpuik - FYdF; (k)

cIm que F;j ¢ tal que a matriz com: elementos dF,}- (k) é definida ndo-negativa, e a soma

;Z-F;‘ (+w,+°0? " ') - gz P:'l' (_w)—w’ - ')

¢é finita.

Vice-versa, qualquer R;(¥) com tal representagiio ¢ o tensor de correlagdo de um campo
com as propriedades acima. Geralmente, assume-se que f; sdo diferencidveis quando % é um

campo de velocidades, o que implica na igualdade:
4.17) dF,(ic) = @, (k)dk

Isto porque se
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1, . N e -
(4.18) 5 <zz,,():)zz X+ r)) =R, ()= ,[ cxp(zfc - I")(Dg (k)&
enifo,

| i -
(4.19) «LEuergia média num ponto = ”§<u,~ (X)u, (x)} ) jfb-ﬁ(k Yl .

Logo, (l/ 2}, ¢ a densidade, no cspage de némero de onda, das contribuigSos para encrgia

média, isio &, a densidade de energia poy numery de puda,

Q espectro de energia, £(k) de U & dofinido como a integral do B, sobre uma esfera de
1aio fo. Em outras palavras, ¢ a contailuigiio para a energia dos ntmeres de onda cujos valores

absolutos sio iguais a A:

(420 D) =5 (0(E) TD) =5 1w ()

o, finaimente,

| .
(4.21) sLnorgia média mum ponio = 5 W (X)= EJ\Z; {&)dk
8

4.2. Solugdes Aleatorias das EquagGes
de Navier-Stokes

Nesta seeglio, consideraremos campos alealérios #(X,0 ) que, para cada @ (isto &, para
cada experimenlo que os produz), satisfazem as equagdes de Wavier-Stokes. A scguir, vamos

derivar algumas propriedudes dos tensores f; ¢ B, bem como as de alguns oulros, em {luxos

que salisfazem &s referidas equagles. Asswiniremios, lacitamente, que as solugfes cxistem para
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todos os instanics ¢ sio diforencidvels. Isso implica que, para coda ®, as varidvels alcaldrias

(X, ) podem sor tomadas como fungBes suaves #4,{X), no ponto X,

De V « i = (), temos:

e G%@W“§TM>=9“@ /()

Além do mais,

g . .
(4.23) 5;;12,.}(;-) =0

¢, assing,
(4.24) ke, (k) = Iy {k) = 0

Scja £ {¥) o velor vorticidade, £ =V xii. As componzntos de lf:(.i’} sic dadas pela
cquagio:

Bu
(4.25) £ =ty 5;‘

Lserevendo X =X + 7, tomos:

o
(&, (P8 (@) = mﬁq%() L@))=

_m{Sf?a fpsmf; +‘S Sfffsm +5fff§i'6

i M mp
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02 -
—§ ;16 !:;6 mp ™ 8 1}’26 &6 g T 6 51;6 13}6 mj} a i @i‘ qu (2‘) =
7

(4.26}

=~3yARy + 55~ BR(T)

e que X & o operador de Laplace. Portanto,

(4.27) (& G (R)) = ~AR, (F)

C

o J (k : :’Q}z{ (,EE )d/;

@29 E® L@ =E® E@®) =-AR, ()
Intcgrando o lado direito da Gltima cquaclo sobre uma esfera de raio k, obtemog

430 (E@ €)= Dk

cIvl que

(4.31) D)= oo, (h)dk
|t

o, aldm do mais,

(4.32) DE)Y=k*E)

D(k) ¢ o espectro de vordicidade, proporcional a0 especieo do energia,
No que segue, vamos fazer a5 soguinies simplificagdes. Q tormo de forga cxicrna ¢ o valor

médio da velocidade sorfio ussuntidos nuios (essa Gllima, pela homogencidade), Porlanto,

{



g .

(4.3%) Oty + B, = -0, p + R Au, |

em que a convengdo de soma foi usada ¢ &, = 8/0x,. Escrevendo ¥ = X + F , a cquagiio acima

fica:

» N P s ] f
(4.34) Ot YOy = -0p +RA 4,
com 1, = 1,(X ).

Multiplicando a primeira por Z{;- ¢ a segunda por ¥, , lemos, respectivamente:

{4.35) Wy + wayOuy = ~ud.p+ R A
[
(4.36) Ut + uth Oty = ~udip’ + R u)

Tomando o valor esperado de cada tenmo ¢ somando os resuliados, termo a termo, nolando

quc

(437 <u}5‘gz¢5 + u@u}) =J,R

p
¢, da homogeneidade, qua

(4.38) 3, (uv)y=ud v+ v u
c
(4.39) (0, 0) =0 4w} =0,

FTEUC QU
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(4.40) (ud ) =~{vd,u) .

Colocande I = J ¢ iotegrando por paries as equngBes (4.35) ¢ (4.36), oblenos:
o J * 1 * l o b -
(441 G R, (F)= -{% (zz,.uk U, — zz;zzkuf) e @xs (szé —-p u,) +2R.7A R(F},

em que A, = zaé . Todos os termos & dircila, cxoclo o dltimo, s¢ anulam em r =8, pela

homogeneidade. Assim,

/ o
(4.42) OR), 5 = (@)= 2R ARy s = 2R i, (R)E

=6

-1 , o ‘ . ..
2R, k* D, ¢ a contribuigio do movimento com nimero de onda préximo a K para

adissipagio total. A inlegragiio dessa expressfio sobre uma esfera de raio k da
(4.43) B R =) = -—J Dk
0

em que D(KY=2R,EAE(RY ¢ o espeare de dissipagdo, proporcional ao cspectio do

vorlicidade',

' Yissa Gltima paprossiio lova 3 tmporlante conclugdo de quc, nesses condicdes, a enecgla cinética por vaidade de massa
¢ um dvarienie da cquagiio de Baler,


http:Colocunc.lo

4.3. A Equag¢io de Kdrman-Howarth.

Muis uma vez, vanos supor um fluxe numa regifio limitada do cspago tri-dimensional. A

aquaghio para um ponlo gendrico X podu sor escrita como:

o O, 0
(4.44) 5; i, "8",%; = e (37 8f + VA

Multiphicando esta cquagiio pela fe-ésima componenie, a;, da velocidade no ponto X,

obtcmos;

{4.45) Uy %Lf o Ul g p“'z;@a + Vi, A

Pela cquaglio da continuidade, mediatamente vem

) @Lc ;
{(4.46) ;7 =t = ( Uisid, )

Mas I{;lijif}i 4 uma fungdo da distincia d conlre ponlos, isto &,

(4.47 I=X+d

Por cssa razio,

9 . 8
(445 ax, ~ad,

Porianio,
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{3.49) ( z%}mw&g(&xud

Stmilarmiente,

(4.50) ~th P~ ~§‘i’~ = p““ “““ (uA 7)
Mus 12, P sc anula e toda parte ¢, entio,

@50 p! ;3%" (1, 5) =0

7

Fraalmenie, (4.45) pode ser ¢serita como

(4.52) Uy %%5' - 5‘3;— (i ) = vA ()
Do mesmo mode, para ¢ ponte X,

(4.53) 0, ‘i’;j aa! (2,15 = VAQu0,)
Alcm do mais,

(4.54) Uy =

Por 880, (4.33) ¢ (4.54) lovama
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o, 8 —_—
(4.55) i wé*}‘*‘* - az(zt g ) = VAt )
L]
Por definicia,
(4.56) ity = W Ry
<
(@.57) it = ()T,

sendo que 8 corrclagiio-trigsla, T,ﬁ , desempenha um importante papel na twbuléncia complctamente

desenvolvida (vide Cap. 5).

Adicionando (4.52) ¢ (4.55) ¢ usando (4,46}, oblemos, lnalimente

9 (— —y O —_
(4.58) é}-( ui’-!’z&) — (u?)¥? fg(-g(’}jﬁ + T&ﬁ) =2vilAR,

A cquagio (4.58), derivada pela primeica vez por Karman ¢ Howarth, ¢ chamada Eqnagdo
de Karman-Fowarth, ¢ éa cquaglo fundamentol que goverma o propagagldo das correlagdes

e i
Rii ¢ I;f , nun fluxe turbulento isolropico incompressivel .

"Uma relogio mais gerl, vilida para 4 twbuldocia homoginea anisotrdpica, foi obtida por Monin {26] ¢ ¢ conbeokda
por selfucdn de Kdrpde-Hovarth-Moofs, Notonos que 8 »n equapbes et nrl inedgnitas, o que isdics que o sistena
& indeterminade. 1sso ¢ conseniidacin dircta da nio-dincaridade da cquagiis de Navier-Stokes. Esta dificuldade, beom
canhecida na Teoria da Turkstléncts, ¢ chamada probleaa do closere. HE virios midtedss, envolvendo aboedagens
lenomesoitgicas, yue s proptom a resobver csto problema. e des mais importanies, pelo impacie sue feve 1o
desesvelivhnento da feordn de lurbuléncia, € o wdtady da viseosilude efetiva, devide a Heisonborg. Entretunto, niio
rotudareinios o abordegent de leisenborg como um simples asdfoddo, preferinds, sepuindo Chandrasckhar, teatdi-a
deunire du calegoria de wma feoria elescatar. Isto seid Reite no proxine copitule.
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Uroa maneira particularmente alil de cscrever essa equaglio ¢ om {ermos das fingdes de

correlugdo, f{r) e i(r), da scguinic mancira {(para definigdos, vide Apéndice F):

i, — YT o 5o W}’} X :
(4.5 %( s+ i) [8’;(:' ) 4 4 ;‘Ef )) = 9y “zté 25{ ), ,,;‘E 3/; Ef })‘
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D

A Teoria da Turbuléncia
de Heisenberg

Neste Capiludo, apresenfarcmos a Teorna elementar da turbultneia como foi desenvolvida por
Werner Heisenberg, om 1948, Anles de discutirmios o mecanismo de Heisenberg de transfecdneia
de eoergia, uma breve inlroduglio serd feita sobve famosas as lipdteses da similaridade, base das

aniliscs pionciras de Kolmogoroy, von Weizsiicker o Onsager, ¢ csséneia da teoria de Heisenborg,

5.1.A Equag@o Dindmica para o Espectro de Energia.

Pode-se mostrar quc o espesiro de energia ri-dimensional pode ser obtido a partir de am
espectro de energia unidimensional, que comresponde 2 uma funglie de correlaglio radial f7#) no

sentido de Kirman-Howarth, da seguinte mancira {Apéondice Fy

i, F dF]
(5.0 E(k,f)mﬂlﬁmmk?w .

o que

7l



(5.2 Fik) = ;%(zgzﬁ J{rycas{kr)dr

Queremos, agora, derivar a equagiio dindmica satisfeita por E(k), ou scja, a cvolugiio

temporal do cspectro de energia. Conto £k} & encontrada da correlagiio

i, O3 (53,6))
foita no instaite ¢, obviamente £(k), em geral, dependerd do tempo. Portanto, (k) = L£(k,1).

A numcin mais direla de derivar E(A, 1) & foita através da relagiio de Kérmia-FHowarth para

a propagacio de correlagdes num {luido localmenic solrdpico. Tomando a (ransflommda-cosens de

Fourier de (4.59), temos:

?611(: )

cos{fr)dr -+

(5.3) {u j f () cos{far)dr } + 2

iR

s aa T ]
o cos{kr)d ~§~{]\;_ ar cos{u )(’ff’-l

"‘*47@ cos(fa‘)df} = ng{é

gque pode tmnbém ser cserita:

(5.4) 7; oF 5?{ ) ¢ ak2H, () - 8:]‘;5& U = 2V F () + 4}3{5&*(5{)5&1
enl que
(5.5 H{k)= ( j' h(r)sen(kirydr
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Aplicando o operadar [, (vide Apéndice F), obtemos (5.4) em fungo de £(%),
g , I e N
(5.6) = Dy[F (k)] = 4D k20, (1)) - SD;;L K HE Yk J:
[ T ]
= -2L[R2F(R)] + ADJ V' F(R K |
&,

que, depots de cletuadas as operagdes indicadas, reduz-se a

(5.7) —géE(fc,z} =Nk, ) -2vE(k, L)
e que
(5.8) Nk, 1) = 462D H (£, 1)]

¢ achamada fungdoe de iransferéncia.
A cquagdo (5.7) ¢ a equagdu dindmica pare o espectro Je energia Bk, 1),

Nk,1) pode sor interpretade, fisicamente, como representando o5 mecanismos de

transferéncia de coergia no flpido turbulendo, dai seu nome. Essa transferéneia, obviamente, € de

carater niio-dissipative.

De fate, pode ser mostrado de (5.8) que

(5.9 TN{k}a’fc =0 ,
a

T
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o gque indica que, do fato, N4} o represents nephuma porda, mas simplesmentc uma

redistribnicdo do onergia cindtica, atruvés Jos processos de ansfardngia,

A fim de encontrar E(k,1) oxpliciiamente, lemos de resolver {5.7), que ¢ uma cquagiio niio-

lincar, cuja solugiio cxata ndo oxiste, Por isse, deve-se recorrer a algumn mélode de aproxineglio ou

a algum mélodo nuwudrico. Uma das formas de se fazer 1sso & assumir uma relagdio ontre o funglo

de transferducia, ™K}, ¢ o cspeclro do onergia, £(k). Uma grande intuicio fisica lovou W,

Heisenberg o cstabelecer uma {al relagBio, que serd discutida na seegfio 5.3,

5.2. As Hipoteses do Equulibrio Universal,

Q maior desafio de uma teorta candidala a deserever o fendmeno da turbuiéneia ¢ formeeer
umg infonmagiio inluitiva do que acontece num sistoma turbulento. Geralmente, a primcira
observagio que se faz sobre um fluxo lirbulentio ¢ que ele envolve muitas cscalas do movimento.
Todus clas sdo fortemente acopladas, isto ¢, para se calcular quaisquer delas, om parlicular as
maiores, tem-se de levar e conta ou todas ou, pelo menos, uma grande fragiio delas, (iagio cssa
maior do que poderia se esperar a4 prioric. Num {luxo com alte nimero de Reynolds, a
especificagio dessas cscalas representa um dos mais sérios problemas para & compulagio do Laig
fluxos. Um objctivo ainda mais importante de uma {eoriy, relacionado ao anterior, ¢ o de formecer
uma maneira de descrever acuradamente o fuxo, sem cptictanto considerar, explicitamente, lodas
us cseudas interagenics.

Se existom, como parece razodvel, caracteristicas comuns 2 todos o8 sisionmas wirbulenios,
pelo monos noma cscale  apropriada — serlamen(c nas menores — ¢ entendimente  dos  scus
mecantsmoes © uma ropresentaciio 4l paras cles claramente scrfio de grande valia para o
compuiagiio. Por essa raziin, as teorias buscam, de wma forma geral, clarificar og fendmienos na
dimensfio dossas esenias.

A andlise das pequenas cscalas do movimento na hwbuldneia cavelve uma importante
acepelio (do equilibrio wniversaly, o tempo caracieristico do movimento de peguena escula é

peguene comparade ao tempo total de decatmento. Para analisay quaniilativamente (3l acepgiio,



vamos identificar as componenics de Fourier de um campo de velocidades com ‘clementos de
wrbuldneld® (o movimentos  reconbecidamente  organizados  no  interior  do flu-xo).

Assumindo o cunpo do velocidudes, 77X}, como periddico,
(5.10) fi(%) = Zii,;e"" i

Os vacficientes #; podem  ser associades a clomentos do tubuléneia de dimensio
k= |fi|, A volocidade caractoristica do Muxo & (#°)Y% ; o tompo caracieristico do
decaiments total & 51/ ldzzf dZ!; o tompo caracteristico das pequonas escalus & I/ (/e ) , om que

t; & ama amplitude de #; , para |!1<,| = sulicientemente grande. O equilibrio universal cxige

que:

] u
iy «|du/d£| '

(5.11)

Pode-s¢ inferir dessa relaglio que as peguenas cscalas {f‘: grande} alingem um cstado

assintdtico. Todavia, niio podomos assegurar que tal cstade possa sor diforonte de problema a
problema, como parcee ser verificado experimentalniente. Ha ainda mais wma questfo: conmoe o
mdependéncia enlre pequenas ¢ grandes cscalas pode ser compativel com o forte acoplamento
cnlre ¢las? Como veromos, tais falos ndo estio om desacorde com as famosas hipdteses da

similaridade, formuladas, independentemente, por Kolmogorov, von Weizsiicker ¢ Onsager.

s



-As Hipoteses da Similaridade.

Consideremos um fluxo homoytnee ¢ isotrdplico, com cspeetro de energia £(4) . A acepciio
de¢ homogeneidade niio ¢ muilo severa para o movimento de pequena oscala, dado que, numa

escala suficientermente pequena, qualquer Ruxoe pode ser tomado como homogéneo.

Quando X, ¢ muito alto, islo &, na quase auséneia de amortecimento, o nimero de onda &
para o qual k*E (k) & significante pode ser muito grande, ou, e ouiras palavras, ¢ ‘rangs’ de
dissipagio ¢ atingido acima de um X grande. Assim, sendo &, ¢ k, o5 nimeros de onuda
correspondenles, respectivament, 3s escalas ‘externa’ ¢ ‘intemma’, &y ¢{ k5 , o ‘range’ iner-cial

{intervalo de ndnicros de enda compreendidos eatre £, ¢ &, 3 & grande. Poder-sc-ia muito bem

goredifar - gue ludo o gue aconiece de mmis significalivo nesse intervaio € que o energia €

transferida de regifio para regifio (ou melhor, de X para &} alé 3 dissipagiio total. De que poderia
Ef%} depender nessa regifio intermicdidiia? E plausivel que somente de & ¢ da taxa 4 qual a

energia ¢ dissipads, & = —d (ifz)/ df . Essa dependéneia serd cvidenciada nas consideracBos

abaiza.

As unidades de £(%) sio f}/ T2, em que L & una unidade de comprintento ¢ 7, de temypo;

% tom unidade L' eE, LZ/ 72, Uma anddise dimensional, baseada no Teorema-% de Vaschy-

Buckingham, permile mosirar gue
(5.12) E(ky= Ce"k ¥ |

em gue Oy & uma constante adimensional universal, chamada constante de Kolmogorov.
Essa forma de £(k) é freqiieniemente chamada Lei de Kelmogorov, porque foi ele o

primeire a shegar a csie resultado. Independentemente dole © win do outro, tavte L. Onsager, nos
Esiados Unidos {1845), como €. F. von Weizsiicker, na Alemanha {1848), obtiveram a mesma

CRPrEssio.
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B importante sotwrmos que a loi de Kolmogorov ¢ independente das cquagdes do
movimenia. Ela & surpreandentemente bent vorilicada tanlo por experimentios numdricos ¢omo de

tuboratdrio, para dilorentes tipos de sistemas lwrbiiontos.
A dependéncia de & sobire €, postulada anteriormente, pode ser explicada pelos seguin-ics

argomentos. Na scoelio anterior ol deduzida a expressiio:
BLEN) + 2627 ER) = WK,

an que NA) sc origina dos tormes nifto-lincarss da cquagiio de Navier-Stokes. Esse tormo &
cibico om z'é(i’:) ¢, desde que ¢ a lransformada do wim produlo de termos, cnvolve valores de
Gi(k') pasa vidios &' £ . 5, mbém, o termo responsavel pela transforéneia de cnergia entre
diferenles ntuneros de onda. So a transferéneia ¢ Jocal no espage-X , isto &, a encrgia se move de &
para K no “range’ inercial, ¢ nfio dirclamente da vizinhanga de /) para a vizinhanga de /&, |, enlio
Wag~u', om que ¥ ¢ uma amplitude de & no ‘range’ inercial. Como £ ~ #*, lemos

E~ s, como prediz a let de Kologorov.

Pade-ge, também, em bascs dimensionais, derfvar uma estimativa stimplies da ordem de

grandeza de £, , o ntmero de onda caracleristico do ‘range’ de dissipagio. ]{3 deve depender da
viscosidade ¢ da laxa € (3& que E(f) depende de €) . A dnica combinagiio possivel dossas
o N . Y N Y AN T Y
grandezas que tem dimensio de comgrimento ¢ 1) =(v-/e)7". B usual definir £, tal que
. L s . :
ienhamos exatamente &y = 1/7) . B razodvel que 1] sgja da ordemt de grandeza das escalas om gue
acorre a dissipagio viscosa. De falo, isso € verificado experimentabmente, ¢ 1 6 tnbdra chanada

de escata dissipative, Em pavticular, notaos que £, -+ o0 quande v ~> 0.
Um fato conhecide a algum lempo da oxperidneia ¢ que a cnorgin ¢ detenminada

preponderantomente pelos manores nomeros de onda, ongnante a tuxa de dissipagBo, pelos

maiores. Nola-se ainda que os nimeros de onda #; © £, nunca so superpdom, mesmo a baixos
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K. Um fate cructal para a fisica da lurbuléncia é que o ‘range’ inercial pode s¢ estendor sobre
nitos ntmeros de onda, dependendo apenas de A,. A conscqiiéncia disso é que podemos
considerar os fendmenos da fransferéncia inercial de cnergia sem nos preccuparmos com o

detathes da ‘entrada’ (2 pequenc £) ou da *saida’ (a alto X} de encrgia.

Vimos, anferiormente, que h& um forte acoplamento enire as escalas do movimento, Isso
cxpressa a insuplantivel natureza coletiva da nio-finearidade. Em principio, cada modo de Fouricr
do campo de velocidades ¢std acoplado & todos os outros, ¢ que torua o problema muite dificil de
ser tratado rigorosamente. B natural, entiio, buscar alguma simplificacsio. Bssa sim-plificacho em

paric {oi conscguida pelus hipdteses de Heisenberg, discutidas a seguir,

5.3. O Mecanismo de Heisenberg da Transferéncia
Espectral de Energia.

Multiplicando u cquaggio do espectro de caergia {5.7) por d, £ a seguir integrando-a de @

&, lemos:

@’],& ‘] ‘jz
(5.13} 5 QE(?{ Yk x—g W& Ydk —2»*81% E(k Hdk

(uhs.- na obra originat de Heiscnberg, o espectro £{%) € denotado por F(&) ).

0 segundo termo 4 direita representa z ‘perda’ de energia devida & dissipagiio viscosa
ordinéria da parte do espectro contida no intervalo de némero de onda {0,k). O primeiro termo 2

direita ropresenia a ‘perda’ devide ags mecanismos de fransferéneia, Heisenberg [18] explica esses
mecanismos em termos de uma ‘viscosidade furbulenta’ gue, em ultima analise, € a forme maisg
simples de se representar, matematicaments, as fomosas hipdteses da simifuridude, formuladas,

independentemente, por Kolmogoroy, von Welzsticker ¢ Onsager.
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Em analogia ao segundo termwo do lado direilo de (5.13), Hcisenberg escreve, para o

primeire, 2 oxpressio:
(5.14) g, ) = 9 oy, 75(1«‘)1&2}5 ,
&

em que V, & a ‘viscosidade turbulenta’, que depende de & (vide seegiio 1.3.2). Dos argumentos da

similaridade, Heisenberg assume que ¥, possa ser obtida por uma integral sobre o espectro na

formua;
v E{k)
{5.15 vy ww x?dk X7 .

em que ¥, ¢ uma constante adimensional. Sobre ela {alaremos mais tarde.

Com isso, a equagdo (5.13) foma-se:

b2 3 %
(5.16) é;{;}g(k')dk*} = (v +v;) i}fk‘zg(k')dk’

ou, em vista de (5.15),

e 1
(5.17) S = —-2<|[v + ;sgTﬂv*g%%giﬁzﬁ{}fk'zﬁ?(k',f)dk' ,
] ¢ i
1M que,
k
(5.18) S, w%{ gﬁ{k‘,f)dk'}
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Sy ¢ a ‘perda’ total de energia da paric do espectro contida no intervalo (0,4).

Heisenberg nio did uma soluglio explicita dessa equaglo, apenas discute as suas
propricdades fundamentais, distinguindo as situagBes estaciondria [18] ¢ nfo-estaciondria [19L
Chiandragekiar ¢ Bass obtiveran uma solugio exata (no caso estaciondrio) da equagio do espectro,
que confirma os resuliados qualitativos de Heisenberg. Tal solugio serd apresentada pa secgiio
334

Sobrey , Heisenberg esoreve { [IS], pag. 632, 1° parigrale ) : "Die Kosstantey
GiL{13) fugul equacdo 3.13] muld dirch dic hydrodinamischen Gleischungen exalit festgelegt sein,
sie hat in alien Féllen, in denen von statistischer isotroper Turbulenz gesproschen werden kann,
den gleischen Zahlwert und hiingt in keiner Weise von der Geometrie der Strémung ab.” ' De
fato, om [18], seqfic 5, Hetsenberg faz uma caleulo "quase-tedrico’ de ¥, oblendo o valor 0,98.
Seus comentarios finais a csse respeito sdo ([18], pag. 657, ultimo pardgrafo ): * Diese grobe
Abschitizung gibt also die richtige GriPeordung fiir ., aber der exals Wert mag gut um einen
Fektor 2 vou 0,98 verschiedenen sein. Die Reschnung dieses Abschniits huben alse zwar nicht zu
ciner exakion Berecliwoyg der Konstante®  gefiihrt, wohl aber zu siner gualifatives
mathewmatischen Darsteltung der Vorginge, auf denea dic Encrgledissipuaiion beruht. Vielleicht
wird es méglich sein, durch eine umfassende Diskussion der vegrschiadenen Versuch von Stwumos,
Deyden, Prandtl ynd auderen fber dus Spektrum  und tiber das Abkdingen der Turbulenz zu einer
recht genauen experimentellen Bestinuug von't, zu gelangen 7 Essas verificacdes experinentais

sugeridas por Heisenberg para a delerminagio mais exatz da constaniey, foram [eilas, entre

outros, por Proudmann {28}, que obleve para cla o valor 0,45 £ 0,003,

P Traduglio fivees A constande A na cguagie {12) deve ser fizada, oxalsimende, através das equagiies da
Hidrodinfmica. Ela iom, em todos os casos em que sc pode falar de uma turbuléneia estatisticn ¢ isotrdpica, o mesmo
valor, ¢ niio depende, de modo algum, da peomeiria do fluxo’.

* Tradugito livee: *‘Esta avaliaglio grosselra Jeva, portanto, a umia erdem de grandeza corveta para’Y, , porém o valor
crato pode diferir de 0,98 por um fator préximo de 2 . Os cdlculos desse seglia, portanto, niio levaram, de falo, a wn
¢dleuto exato da constante’y, , embora, isto sim, a uma descrigio matemdtica qualitativa des processos asos quais diz
respeito A dissipai;ﬁa de energia. Talvez venha a ser possivel chegatac a wnm determinagdo experimental mais exata
dey  através de wna discussio conjunia das diferentes pcsa;msns de Simmons, Drvden, Praadtl ¢ de outros sabre o
eipectrn o sobre o despimento de wrbuiacia’™
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1. A Forma Analitica do Espectro de Energia no Equilibrio.

O astrofisico indianc 8. Chundrasckhar [10] ¢ ¢ matemétice francés I. Bass [4] obtiveram,
independenicmente, uma solgio analitica para a equaciio fundamental da teoria de Heisenberg, no
caso estaciondrio.

Para obler uma solugfio cxplicita da equaglio do espectro, o procedimento tomado por-

Chandrasekiar & o scguinte.
Quando as condigiies sfio estaciondrias, isto &, quando o estado de equiibiio ¢ mantido, .5,

serd constante, independente de k.

Dilerenciande, pois, (3.17) em relagiio a ft’, oblemos:

,;2 J. E()k*dk

v dk
(5.19) + = JEE) =

LE

Introduzindo as fengdes delinidag por

(5.20) g = K*E(k)
&
k
521 y=|Etykde |
e
segue quer
5.22 dk _k
{5.22} & =g
[od
(5.23) loghk = cze~z~f =0



Usando {5.20), (5.21) ¢ {5.22), podemos escrever (5.19) na forma:

5.24) j‘ kg 7z kﬁgifz =0

Diferenciando essa expressio em relaglio a ¥ ¢ usando (5.22), temos:

1 2y 152.’[/3}]%{}

{$.25) Thignt T gV "?z‘“{};;\’%}}é} =

que, simplificads, fica:
(5.206) ————g+4d=0 |,

cuja solugiio geral &

4
(5.27) g0 =z x(1-Cy")

em que C ¢ uma constante.

Inserindo (5.27) em (5.23) ¢ avaliando a infegral do Jade direito, lemos:

3

174
. - b4 .
(5.28) k= C{l = CyJ . O copstante

As solugdes poden ser reescritas como:

i?
.
(5:29) Y Y

32



{5.30) gly) = [a} 2 |

O espectro de energia segue entlio de (5.20), (5.21), (5.27) ¢ {5.28):

4 a?

(5.31) E(k) =3 ks{s{aé Ni.«(_j[f‘?)“ﬂ
[41#]

kY 1
5.2 Eky=F [ )
32 k 1+ &/ ;’1:&.)“]4!3
oM
(5.33) ko =a/CW
G
(5.34) E, = (43 P

Resta a determinagio das constantes de integragfo. Para tanto, usandoe (5.19), (5.20), (5.21}
2 (522},

v oy o? 1 ( W
(3:33) Eiifs 25 a(Cra P di\E =
i3
__y _ﬁ,r[c_iwa‘*] WCI;J
k2 g 207K ]

¢, de (5.29) ¢ {5.30),
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CP

[rR——

az

8| S

V
{5.36 “E =

Retomando ao espectre da lucbulBneia estaciondria, dado por (5.32), de (8.33).(5.34) ¢

{(5.36),
; _;(ﬁzm "
{3.3% 53—_\/&— 2 v

Vé-se, claramente, que &, — ©0 quandoV —> {}, e 0 espectro dado por (5.32) reduz-se o -

espectra de equilibrio postulado por Kelmoegorov,

Nesse Himite, temos, também, O —> 0, ¢ podemos gsereyer, numa aproximagio sufi-ciente,
" 4 437,53
(5.38} E, = 3% kP (k)

Usande (5.38) para eliminar ¢ de {5.37}, encontramos:

TTTRY
eY-o)

{3“39} Ay k‘,
Heisenberg define também o nimero de Reyuolds do wmovimento turbulento total vome:
n [3E(S
84 R o= -
(5.40) ” =7 \f A
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5.3.2 - O Caso Nio-Estacionarnio: o *Decaimente” da Turbuléncia.

Mom segundo artigo [19], Heisenberg discute outra importante caracteristics dos sistemus
turbulentos: v chamado ‘decaimenic’, ou seja, a evalugio no tempo do espectro de equilibrio, apds
2 retirada da fonie mantenedora da turbuiéneia,

Heisenbeg argumenta que a taxa de decaimento pode ser derivada dirctamente da equagic
(5.17):

& "
jE H LT, . :
(5.41} {—% ;E(!c,f)dk m -2 v~§~j§ﬂ~"~%:§m)~dk ;[sz(!c,f)dk :

Sc o espectro inicial, £64,0), ¢ dado, enliio (5.41) determina o espectro para quaisquer instanics
posteriores. Novamente, Helscaberg procura solugdes com propriedades de similaridade, assunindo

i grupo CSP&CE&] de SQ%G(}M{}ES da forma;
5.42 E{f’ 5) - 1 {{i‘\/g)
N {’ ey _....S i .
( ) 3 &

Um {ato musto importante, reconhecido por Haisenberg, € que o similaridade exprossa ma
equaclio acima ndo ¢ destruida pela presciga da viscosidade, ¢ gue o nimero de Reynolds do

movimento turbulento permanece constante durante todo o decainsente’.

Em vistia de {3.42), a cquaghio {5.41 se converfc em

(5.43) ;{s(;.:}dx - %xs(x) AR ;z;(]}ﬁ ’i(f }1; ;j'ggx*)xa '

" De acordo com Clandrasekhar, esse ¢ o *sepundo estigio de decaimento’, dnico que pede ser resolvido com base
siessas consideracdes. A solugio complata pera o decalimento realmenie pavece diffcil de ser conseguida,
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A sologlio de (5.43) € buscada, primeiramente, para o ¢age em que o ndmero de Reynolds €

muito grande (quase auséncia de amortecimento). ${) &, entlo, vaivocamente determinada, exceto
por uma transformagio de similaridade; pois, se § = gx) é uma soluglio de (5.43) para v = (J,

entiio § = ¢ *g{owr) & também uma solugtio,

Heisenberg deduz, a partic de (5.43), as propriedades essenciais de s{x):

s{x) » (const.) - x x> (}l
(5.44)
s(x) = (const.) - x ¥, x = ooJ

Paray = (,8, a solugiio aproximada de (5.43) & dada por:

(5.45) $(x) = xo ‘{1 +(§ﬁxf)"”{jr ,

que ¢ correla lanio para pequenos como para gramxles valores de X, ¢ ao mesmo lempo, uma
aproximaciio razoavelmente boa para 0§ valores intermeadidrios; 00 € uma constanie de integragiio
arbilvaria,

Se se varacteriza o estado ivicial £, per duas constantes, ¥, ¢ &,, obtem-se, de (5.42) ¢

{5.45),

v k
(5.46) E(ig,f}mgr N B
EERON

MNa situac3o oposta, islo &, para um valor muito pequeno do mmere de Reynolds do

movimento turbulento total, novamente Heisenberg deriva uma solugfio aproximada da egquagic

{5.43). Seus argumentos conduzem a:
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j_ 2 |

e 4B kvt

(5.47 Elk,) = 2\;2/18 Ay J .
) (o) =P 4 (]_4««@!52%)3

emque B {{ 1 mede, essencialmente, o ndmero de Reynolds do movimento,

5.3.3.~ As FlutuacGes de Pressfio na Turbuléncia.

Hemsenberg também caleula as oscilagGes de pressdo na twbulfnoia isotrépica. Em
csséneia, sva devivagBo ¢ baseada nas hipdleses de independéncia estatistics aproximada das
amplitndes de Fourier nfo-corrclacionadas, as quais ele usou para caleular os valores médios dos
produtos de quatro dassas amplitudes. Contudo, pode ser provado que essas hipdteses nfio sfo
estritamente necessarias. Os detathes dessa derivaclo, feita em [18], niio serfio {ranscritos agui.
Apenas reproduzireos as passagens gque constderamos f{unmdamentais. Os argumentos de

Heisenberg siio particularmente diretos ([18], pag. 643, em tradugiio hvre):

‘Se se pode considerar as fases de diferentes nitmercs de onda como, estatisticamente,

completamente independentes, entlo, para a seguinte média do prudute de quatro fatores,
Ve Vi, Ve Ve, s

somente restarfio aqueles com dois nimeres de onda que sfio 1guais ¢ do sinal conlririo; portanto,

tennos do tipo:

Ve Vet Vi Yor,

¢ esses valorcs-médios podem ser substituidos pelos produlos dos valores-médios dos quadrados

das anmmplitudes:

Vi, Vor, Ve Vor, = Y Vg, "V Vs,
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Na realidade, todavia, v3o restar as corrclagBes estatisticas entre as fases de nlneros de
onda diferentes, ja que as ondss influemciam-se mutuamente.”

Um ponto que merece ser eitado € o que diz respeito ao alcance ¢ limitagfe da feorta, com

o 42
relacdo as flutuagdes de pressfio: “ (L) <( Vp) > ftsdehiicl durch das Verholien des Spektrums

bei grofen k, d h. durch die Meinsten Turbulenzelenente bestimmit ist. (...} Der Wert von p

kann daher dberhaupt nicht nach dem hier engewandten Verfalren berechnet werden; deun
erstens hat das Spektrum bei keinen k cine von der Geometrie abhéngige Form, und zweitens
wiire es bat den groPten Turbulenzelementen sicher ganz unberechtizt, nur die Mittelwerte vom
Typus (63) zu bericksichtigen, da die Geometrie demt System der gréften Wirbel sicler bestimmite

Phasenbezichungen aufprigl.” ; (18], pig. 640 ).

A tooria fualmente prevd (¥, ¢ a moedida do raiz-quadritica-mdédia da velocidade pum

sistema isotropicamentic turbulenio)
- %2
(5.41) ({Vp] > ~ Q1T p Wik PEd

para o {aproximuado} valor-mdédio-guadratico dos gradientes de presséio ¢

i

para a exéensdio espocial média desses gradientes.

- 32
! <( Vp) > £ efetivamente determinado pelo compartamenic do eapeciro paa 4 graads, isto ¢, pelos menores

clemaentos de twrbuiBncia. {3 O valor de pz niio pode ser ealoulndo pele métedo aqui utilizade, peis, em primcire

iugsr, o cspeclre fom uma forma, para pequene &, dependente da geomeids, o, em scoundo hupgar, o intaimenie
indeterminado vwos grundes clomentos de wrbuléncia, Somente os valercs-médios de tpe (63) sdo considerados, jd

que 2 geomelria do sistenss imprime relaglies do fasc multe precisas aos grandes elementos’ (tradugdo Hvig),
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54. Criticas a Teoria de Heisenberg.

Logo apds sua publicacio, em 1948, a Teoria de Heisenberg passou por um grande nlimero
de verificacdes experimemtats, denlre as quals as mais importantes foram feitas por Proudman
f28], que, entretanto, niic iraballou com ndmeros de Reynolds muito grandes. Do ponte de vista
tedrico, vartay foram as proposices de modificagiio das lipoteses de Heisenberg. Entre a5 que
merecem destagque estio as de Stewart ¢ Towsend {1951} ¢ Qgura e Miyakoda {1953). Eniretante,
a formulagio original parece fornecer os melhores resultados.

O critico mais mordaz dos tabalhes de Heisenberg em turbuléneia fod, sem divida, o
niatematico britdnico G. XK. Batchelor {cf. por exemplo, {5], [6], [7]). Suas obje¢Bes fundamentais
dizem respeilo 2 mancira pela qual Helsenberg coxpressa matematicamente ¢ concetto de *
viscosidade turbulenta’. De acordo com Balchelor, as acepges de Helsenberg sio validas somente
se 0s menores slenientos da wrbuléneia sio estatisticamente indopendentes dos maiores, dos quais
eles retivam encrgia, Mas, em (5.17), a principal contribui¢io das duas integrais do lado direito vird
dos elementos com ndmeros de onda na vizinhanga do lunite lnferior da primeira integral ¢ do
limite superior da scgunda. Assim, a (rasnitréneia de energia, no sentide de Heisenborg, serd
causada, principalmente, pela inferaglio de clementos com nilmeros de onda muilo proximoes entre
si, o que nfio caracteriza a mdependéneia esiatistica plena. Esta objecfio toma-se mais séria no

‘range’ de dissipagdo. Experimenlos recentes sugerem que ¢ amorte-cimente {provaveimente

exponencial) ¢ realmente miuto mais rapido do que o previste por Heisenberg (E{k) = & N,

Aluulmente, acredila-s¢ que 0 exponte ~3/3 da lei de Kelmogorov seja, ua realidade, igual

a -1.85 ([9]; vide tambdm a scglio 6.5). Essa diferenga, contudo, passa desapercebida pela ampla

' SimulagBes manéricas de alla resolugiio feiias reventomente [11] (1993), preceiam, para o espostio de cquitibrio,
a seruinte eapressdo:

E(l) = 15 L1+ 1,6/m ) -5

sugerindo U smnviecimento exposencial para o ‘rauge’ de dissipagde. L von Neumonn, em 1949, ji reconhecha a
neaessidade de sl forma para o especico aesse ‘range’.

§¢
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maioria dos experimentos fisicos, de sorte que 2 teoria, tal come formulada por Heisenberg, pode

ser usada extensivamente, sem um erro dramatico para grande parte dos propositos praticos,
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6

Estimativas Numeéricas
do Campo de Fluxo Aerodinamico
em Torno de Obstaculos

Neste Capitulo, serfio apresentadas algumas aplicagdies numéricas da Teoria do fluido viscoso
incompressivel a fluxos serodindmicos em tomo de obstdculos, a altes £, O bem conhecido
Meiodo dos Paindis serd utilizado para a obtengiio das curvas de distribuigie de pressio e para
estimar as mtensidades das componenies das forgas aerodindmicas de mailor inleresse pratico, na
aproximasio de fluxe potencial. A seguir, desenvolvemos e utilizamos wm métode “hibrido”, que
acopla 0 Mdtodo dos Painéls, o Métado dos Vortices {Chorvin, Leonard} € a Teoriu da Turbuléncia

de Hetsenberg, para estimar grandezas de muito interesse pratice.,

6.1. Introdugio.

Como ¢ sabido, ¢ problema computacional do fluxo aerodindmizo incompressivel em torno
de obsticulos, a alios K, , é fantasticamente dificil de ser resolvido com elevada precisiio, ¢ as

audlises convencionais por diferencas-finitas ou elementos-finitos requersm grande esforoo

computacional. Neste contexio, métodos aliemmativos baseados om vértices emergem como



ferramentas dleis, e, por isso, mereceram muita alengio por parte da comunidade da

Fluidodinamica, sobretudo nos iliinmos vinte anos ..

Os problemas a sererm tratades aqui s80 os tipicos da Aerodinkmica: dade wm fluxe inicial
ineidindo sobre wm obstaculo, determinar a distribuigdo de press@o em torne do mesmo. Algumas

vezes, o campo de velocidades € também requerido, A andlise serd dividida em duas partes.
Primeiramente, os calculos serfio feitos assumindo-sc o fluxo como potencial, on seja, &, = 0, e,
portanto, ndic sio esperados quaisquer efeitos viscosos. A seguir, essa simplificago serd abolida, ¢
uma abordagem predominantemente lenomenoldgica buscard quan-tificar os efeitos da viscosidade

sobre o campo de fluxo,

6.2. Generalidades.

6.2.1.- A Geometria do Obsticulo.

O obstaculo ¢ a superficie suave de corpos com formas tipicas de veiculos terrestres, a uma

certa distineia do plano do pavimento. As dimensdes Upicas siio: comprimento 41, largura lim ¢

50cm e aliera, Im, A disténcia a0 pavimente é de 20 su 25cm. Ha wm plane de simetria

longitudinal,

6.2.2.- Condicdes de Realizagfio dos ‘Experimentos Numéricos’.
Todos os ‘experimentos’ {oram realizados sob as seguintes condigﬁcszz

- Velocidade do fluxo de ataque (velocidade de referéneia) : 2,22 x 103 cmifs.

- Pressio atmosférica (de referdneia) : 1,1 x 10% dynfen® .

- Densidade do ar (a 23°C) : 1,2x 107 g/em’.

- Viscosidade cinemdtica do ar (2 23°C)x: 0,15 sz/ S,

' A bibliografia sobre cssc assunto é mwuito cxtensa. Limitar-nos-cmos a indicar as obras que nes parcoem mais

imporiantes,
* §%0 totalmente desconsidoradas, sebre ssias quantidades, cfeites tais como Fatitude, umidade do ar, olc..
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- Fluxo incidente axtalments siméirico (paralelo ao plano do pavimento e ao plang de simetria do
obsticuio}.

- Auséncra de ‘ventos laterais’.

- Niimero de Reynolds de referéncia (R,):
s R, =00 (Fluxo Polencial);

e R, ={2.220,0 x 100,0) /(0,15) # 1,5 x 10¢ (Navier-Stokes).

~ 0 campo de velocidades, na situagiio turbulenta, £ assintido homogéneo ¢ isptrépico.

6.3. Sistemas de Fluxos Totalmente Irrotacionais.

6.3.1. Colocacio do Problema.

Como vinos, nessa situaglo siraplificada, o fluxo, admitido estavel, é regido pela equagiio
de Laplace para o potencia velocidade, . O problena, entéio, torna-sz determinar esse po-tencial,
dudas as condicles de contormno, as quals expressan, obviamente, as exigéneias fsicas da situagiio,
No caso om gue a cemada-limile € laminar, a condigfio de contormo aplicada am sua fronteira € a
condicdo fisica de tangénoia do fluxy: as particulas do fluide nio podem penetrac na regifio da
camada-limite, 1550 significa que a componenie da velocidade, nonmal 2 superficie da camada-

Himite, deve se anular. Matematicamcente,

oD
6.1 B

Em aplicagdes nunéricas de fluxos em torng de corpos, & costume, devido 2 simplificagiio

que introduz, desmenbrar o polencial () eny duas partes,

(6.2) D= Dy + @P )
om que (I)p & o potencial de perturbuaglo, que descreve a perturbaglio causada no fluxo devido &

presenga do corpo, ¢ B, & o polencial do fluso néo-perturbado. A condigio de contorno imposta a
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@ & que, no infinito, q}p tenda a zero, que expressa o o de que, 2 grandes disthneias do compo, ©

fluxo se aclia novameute ndo-perturbado. Conhecidos a superficic do obstdculo ¢ o fluxo incidents,

a tarefa se resume na determinagio do (13},, A técnica utilizada aqui para esse propdsite € g do bem

conhecide Mélodp dos Puiudis,

6.3.2.- O Método dos “Painéis’ em Aerodinimica.

A essércia do chamado Método dos Palndis ¢ represeniar o polencial de pertucbagiio da

seguinfe maneira, quc resulta dos icoremas de Green para a equagiic de Laplace (vide Apéndice D).

63 P = [ 5P 45 -

. [
e SE[WF >

em que 6((J) £ uma distriibuigio de singularidades-fonte, por unidade de area, e () & uma
distribuigio de singularidades tipo dipolo-normal, por unidade de area; #{ P, Q) ¢ a distancia do
ponto £, onde 1 cstd sendo avaliade, ao ponlo de integragiio (J,, nas superfiices do corpo ou do

arrasio ; .

A superficie definida camo ‘arrasto’, na scgunda integral do lade direito, € um

prolongamento matemalico’, na diregiio dus linhas de fluxo, da superficie do corpo (Fig. 6.1).

" Essa particular formalog3o & dovida a J. Hess [22].
* Pode ser provade {Apéndice B) que ¢332 distribuicio de ‘digolos’ ¢ equivalonte a una diviibuicdo de vorticidude,
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Linhas de fiuxo

qunz?@ do
corpe

Superficie do

arrasio

1 . 6.1. Befiniciy das sup. de cdlonle do seprde com o Mitodn dos Paindis

Na aplicaciio das condi¢lio de contorne de Neuwmann, resulta o seguinie problema: temos
uma (nica equagiio ¢ duas incdgnites, {Q) ¢ M((Q). Poritanto, alguma condigio adicional &
requerida. Claramente, nfio hd wra naneira Ginica de resolver essa questiio, visto que a fixagio de
tal condiclio pode ser mais ou menos arbitraria. Em nossa particular implementagiio, vamos optar
por uma condiclio que mals s¢ aproxime da realidade Fisica e que, posterionmente, desempenhard
importante papel na obtengfio de wna seluglo para o caso viscoso. A condiglio que, em principio,
deve eliminar a indetorminagiio & a seguinte: ¢ pofencial na regide imlerior G superficie S (do
corpe + do arrasto) é feiio igual 4 zero, o que ¢ equivelunte « um campo de velocidudes, nessa

regifiv, identicamente nulo. Assim, as equagdes que resolven o problema sio:

[5@; l aﬁ;{? I @q}w
an I T on -

T 8n
i

2 B
(6.4) 3
q)fL; + @, pt P, =0

L.

* 530 ¢ conbocide como problema da “siagularidade misia™ [ 22]
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Oz simbolos denglan

o= |REL ‘éﬁ% ds

H

B, = 1] n{c) ’g,{[i_@g,ﬁ@ﬂd‘g

P, —» ponto ‘exterior’ 2.5 (Fig. 6.23;

P -> ponto ‘imterior’ a S (Fig. 6.2);

H

Essas cquagfics devern ser resolvidas no limite em que £, 7 —» @, . Neste limite, apli-
camos dirclamenie os lcoremas relativos aos potenciais ‘single’ e “double’ © suas respectivas

derivadas (Apéndice D). O resultado sfio cquagBes integrais de Fredholm do 2.9 tipo, nas
incognitas & () ¢ 1L(Q). Para a primeira das cquagdes do sistema (6.4) ( g4 X] denata o valor
principal ' de X),

(6.5) 0‘(0)+§ﬁ{”0*(0) PO S = + 51[ aﬂ

que, resolvida, nos perntite obter & ({7} e, por conseqiiéneia, P ¢ e todo o cspago.
Conbecido @, , substituimos dirclamente na scgunda das cquagdes de (6.4) ¢ passanos 20

mesmo limite anterior (agora do B> ). A eguagio oblida & :

(6:6) s+ oo L{P Ojds ~0,(0) - (0]

' 3 que ¢ entendide aqul por ‘valor principal’ & o valor da fungiio excetuando-so as suas singelaridades,
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que nos fornece (). Conhecidos o (Q) e (), o campo de velocidades ¢ dado pelo
gradiente da equagfo {6.2). As pressdcs, fanto sobre como fora da superficie do corpo, sfo

calculadas a partir da equaglo de Bemeoulli, (1.9).

Antes de provedermos a4 implementaglic numérica, siie convenientes as seguintes

observagdes:

- Efeito do pavimento na asrodindmica do awtomavel, A fim de considerar o efeite do pavimento
— uma ‘interferfneia’ aerodinfmica —  pode ser usade o ‘principic da reflexiio’. Este
procedimento, muite utilizado em problomas de Eletrostdlica, permite transformiar uma regifio
serui-infimta em infinila, no problema de resolver a equagiio de Laplacer cada termo do potencial
de perturbagio deve ser considerade como a soma da coniribuigho de um ponio ¢ sua respecliva

‘imageny’, sob o plano do pavimento.

- Forcay Aerodindmices. O céleulo da forga acrodinimica total sobre um corpo pode ser feito

integrando-s¢ a prossio sobie a superficie do corpo. Para wm fluxo potencial, este ediculo dé -

6.7 F=- JL} . 2iads

em que P ¢ a pressiio e, a forga acrodindmica sobre o corpo, As mais impaortantes componentes
dessa forca, para propositos praticos, sio a sustentagdo (componente perpendicular ao movimento)

¢ a resisténcia (componente na diregio do movimento)'.

' Nessa aproximacio (Hnxe potencial) somente o Duxo de ataque pode sor simulade, Hi Wmubém sustentngio ¢
resistinciz associados £ formaclo du wirtices. [sso serd considerads posierionmande.
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6.3.3.- Implementacio Numérica..

Discretizagdo Basica,

Para se obler wna soluglo numérica das cquagBes integrals, s¥o necessirias duas
discretizagBes scparadas: a das geometrias do corpo ¢ do arrasie, ¢ a da distribuiglo de
singularidade. Em aplicagbes asrodinfimicas, a cscolha universal para a primeira dessas ¢
representar as superficies do corpo ¢ do amaste por um grande nimero de poquenas regides

quadrifdteras planas’ . Bssas regides slio chamadas de “paindis’, donde o nome do método. A Fig,

0.2 maostra wm exemplo de discrelizagfo tipica.

Fi £. 62 . Discretizeedo do Mdrde des Paiadis (ref 131}

A mais simples aproximagfio para a distribuicio de singularidades ¢ que elas s3o cons-
tantes sebre cada painel. Uma questo relevante ¢ que, nos casos praticos, as dimenses dos painéis
ndo podem ser arbitraniamente pequenas, ou, ¢ oulras palavias, niio podem ser muife pequenas
comparadas com todas as dimensfes fisicas do corpo. Entretanio, iste nfio implica flis de
convergéacia numdrica. Mesmo para casos complexos, a convergéneta pode ser demonstrada, A

diminuigio ou avmento 1o nfmero de painéis ¢ ditada apenas por exigéneta de maior precisiio.

' Quando o5 quadriidteros sio planos os métodos sliv comfecidos vomo de primeira-ordem. Bm versbes mais
sofisticadas, pode-se wmbén considerar & curvatvra dos nwsmes.
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Metodo Numerico.

Assumamos que a condi¢io de Neumann sobre a superficie do corpo seja satisfeita,

majoritariamente, pela distribuigdo de fontes-simples. A primeira equagao a ser resolvida, entdo, é:

6.8) i(0) - v[ =1, r‘(’fg%ds}m(m T, = 0

Se 1M painéis sio usados para represeniar a superficie do corpo, a condigfio acima ¢ escrita:

6.9 A(Q)- v{ - ig( )JLM, P O)dS J_ _A#(0) - VD, (O)

Definindo,
=
Ay = Q) V|:J-pamd HP.0) dS}
R, =-i(Q)- V(Iw| (I>|
temos,
(6.10) iAwXJ R, Qi 1,23, .,m

que & um sisicma de equagdes lincares que expressa condiglio de tangéncia do fluxo sobre a

superficie do corpo. Esse sistema pode ser resolvido por métodos matematicos muito conhecidos
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{p. ox., Gauss-Seidel, Gauss-Fordan, Inversfio-Direta), tal que podemos determinar X ;& cone

seqiientemente, G,(Q).

Como vimas, Jogo que O; € conhecido, o problema toma-se determinar UU; tal que, em

todo ponte terno 4 superficie 3, o potencial iotal seja 1gual a zero. A eguagfio entio z ser

resolyvida é:

6.11) . (P) 5 H WL,.?;% u(Q)ggimw,,( plj Q))}i&

s i
1] 1O 55[?{5:@5 5 =0

ou,

o[ 1]
©.12) e L MO T ep 5 5 =0, P) -

6(9)
IJf;ww(f’ )

Numerjcamente, esta equacio ¢ resolvida pelo mesmo processo anteriormenie deserito. As
(nicas diferengas, neste casy, sio: deve ser especificado o potencial, ndo seu gradiente; a incégnita

¢ (1{Q) e sistema terd (r+n) equagdes (s¢ 0 painéis sfio usados para representar a geometria do

arrasto),

Qs resuitados da computagio slio mosirados na secelo seguinte,
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6.3.4.~ Resultados da Computagio.

- Distribuicio de pressdo ao longo da secgdo média longitudinal,

Foram calculadas distribuictes de pressio ao longo da secgio média longitudinal de

algumas superficies. Os resultados s8o expressos graficamente pelo coeficiente de presséo,

C,, definido como:

. P-F,
€9 =Rz

em que B, € a pressio de referéncia ¢ U/, , a velocidade externa. O fluxo local ¢ tacitamente
assumido como guase bi-dimensional (bi-dimensional com wma peqguena perturbaglio tri-
dimensional}. Assim, é plausivel se tomar, como contribuintes para as integrais anteriores, somente
os painéis nterceptades pelo plano de simelria do obsticuio, o que resulta numa enorme
simplificagiio computacional. Somente foi analisade o caso de um fluxo axialmente simétrico, na

auséncia de ventos laterais.

Para resolver os sistemas lincares fol usado o método iteralive de Gauss-Seidel. A
convergéneia fol atingida rapidamente, pois a8 malrizes sfio extremaments bem condicionadas. Os
resuliados da computaglio, para os varios obstdculos usados como exemplo, esto resumidos nas

tabelas

- Forgas Aerodindmicas.

Para uma geometria especifica foram caleuladas a sustentaglio ¢ a resisténeta, por unidade
de comprimento. Por definiglio, a forga que age sobre cada painel ¢ produto da pressio {fomada

como constante sobre ¢ painel) e da drea do painel. A soma, sobre todos os painéis da superficie do

corpo, é a forga total que atua sobre o corpo, Simbolicamente (S; ¢ a 4rea do painel &),

Y
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(6.14) || = ngf A

H

!
Para a geomeltria da Tabela V, os resultados sfo apresentados na Tab. [ ( os erros s¥o apenas
estimativas grosseiras’ &

4

Tabela I - Forcay acrodinénicas { fluxo potencial )

» Sustentacio (dyn/cm) (5,2 +0,5) x10*
* Resisténcia (dyn/em) (5,04 0,5) x10°

1

As fabelas Il a 'V, das paginas seguintes, resumem os resultados dos célculos na
aproximagio potencial para cada geometria estudada. Elas mostram, propositadamente, os valores
ja arredondados e com  dimensdo. Na secgiio 6.4, os resultados da tabeln V serviriic de valores

inicials para ¢ estndo do efeito da viscesidade finita sobre o fhxo,

' Um tatamento exato dos erros nao ot possivel dovido 4 inoxistdncia do soluclio snalitics para o problems, Entretanto,
uma comparagdo sisteratica a resuftados experimentals da Litcratura pormite estimar o eve om X7 comiot

E

Imecaiedo - mszfdzzl
{? ¥ = }f be
: medide

Isto di em O epj:wmo de 10 a 15% para as velocidades calouladas.
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- Tabelas de Resultados.

Tabela 11 - Resuitados da Computaciio para a Geometria da Figurs

20 23 *i{’z 35

I35 7/ 40
s za\ \’\ -
i ™
Y
e_:" { ! jr r\ s\ \\
5 p0 fs 2 25 %0

-No. de painéis wtilizados: 74;
- @ = 2 cm.

B

B

£ :w‘*f%’ﬁ'}*’éf:‘%‘é!g’i o " i
F %ﬁzﬁkﬂﬁﬁwﬁ%f :

RN L

: :wi‘5‘»*1;}.‘:5;;%’%2’w-.a;-'qu.mw T
A L vt gty PR REH
el e e

ER R AT

0 o@ WO VelQ  Pressio(Q) Cp(Q)
(eni/s) {enml/si (cni's} fdyniomz)

! -3084,30  -22583,94 2086,49 1100344,98 0,12
2 -25406,70  -34503,82 2382,09 109955243  -0,15
3 -i805,93 -37393,70 2591,65 109892706  -0,36
4 -1223,85 -445589,19 2096,69 10983593,7F 0,48
] -{149,17  -43736,39 25606,79 109900398 0,34
¢ -1074,15  -38718,80 253008 1099116,25 0,30
7 -847,21 -48728,63 2530,59 1094114,72  -0,30
8 - 847,21 -44447.35 2507,98 1099183,67  -0,28
g - &§47,21 -44447,35 2489,04 109923985  -0,26
14 - 847,21 -39467,18 2468,50 109930095  -0.24
H - 694,59 -44072,06 245972 1099326,91 (3,23
12 -0694.59 -438408,12 242587 F09426,15 -0,19
13 - 541,12 4852598 238297 1089349 91 -0,15
14 ~-6f7,95  -30255,84 2257,04 109990049  -0,03
i3 -£223,85  -42034,89 192716 1100728,67 0,25
ié -2546,70 4146843 1762,90 1101092 34 g,37
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C o(Q) e Vel(Q) Pressdo(Q)) Cr(Q)
femls) femiis) {em/s) (dynieml) :
17 -2418,22  -40277,81 206443 £100399.91 0,14
i& -2418,22 ~-35128,18 2204,85 F100044.23 0,07
19 -2418,22 -45453,37 22635,53 109987747 -G,04
20 -2418,22  -60042,62 2334.10 1099688,22 -0,11
21 -2418,22 -18618,43 2491,54 1099232,36 -0,20
22 -2352,86  -27411,96 2606,99 109887921 -0,38
23 -2352,87  -33940,15 2784,56 1098304,79 -3,.57
24 - 772,51 -35583.58 317293 1096916, 47 -1,04
Z25 - 772,51 -37711,21 3528,44 1095487,13 -1,53
26 - 77,51 -31075,26 2938,76 10%7775,27 -0,75
27 -~ 77,51 ~57711.2] 2847,82 F1098000,08 -0,65
z8 134,94 ~44428 39 2760,289 }1098385,53 -0,55
29 77,47 ~4{199,79 272476 10985072,44 -0.51
30 309,70 -44512 76 269720 1098582 12 -0,48
31 464,09 -455135,78 2672,22 i098072,.59 -0,45
32 617,91 4418722 20649,02 1098746,60 -0,42
33 770,98 ~48886,58 2620,28 1098818,65 -0,40
34 770,98  -40312,91 2616,98 1098347,90 -0,39
35 847,18 -33813,10 2603,67 109888957 -3,38
36 1074,12  -681i7,30 257298 1098984,00 -0,34
37 {22382 ~-42034 98 2548,72 1099061,30 -3,32
38 151836  -38460,15 2496,23 1099218,28 -0.26
39 1591,i4  -46343,064 247928 1099268,94 ~3,25
40 1734,54 -§2078,72 2446,81 1999384,91 -0,21
4} 0,00 -43339 93 2412,53 1099464,87 -G, 18
42 0,60 -43680,04 242592 {099425,97 -0,19




S SiSiperficienenionn NSRRI R R
s, o(Q) I-L(Q) Vel () Pressdo(()) Cp(@)
{ein/s) (emd/s) fenids) fehaniomd}
7 -2970.96  -37330,11 2161,05 1100154.96 6,03
2 -2220,02 -56772,84 2554,52 1099041,71 ~3,32
3 - 847,21  -57326,08 281116 j1098215,48 3,60
4 38,73 -37717.80 3031,62 1097442,60 ~3,86
5 3873 -53277.97 2774,37 109833873 ~(,506
] 3873  -6659747 269258 1098607,05 0,47
7 3873 -62137.64 264292 1098706,01 -0,42
& 38,73 62715764 2017,21 109884715 ~{1,39
1Y 3873 -7547713 2600,95 1098898,07 -(,37
10 38,73 -66597,47 258821 1098937,76 (3,30
il 38,73 -062137,64 2580,80 1098960,53 -0.35
12 38,73 -39958,48 2576,24 1098974,83 -0,35
i3 38,73 -887906,02 257415 1098981,29 -(,34
14 38,73  -62157,64 257151 1098989.43 -(,34
15 38,73 0215764 257113 1098990,62 -{3,34
16 3873  -62157.64 2571,90 1098988,23 0,34
17 38,73  -33277.97 257391 1098982,05 0,34
18 3873 -75477,13 2576,74 1098973,28 -0,33
19 3873 7172767 258298 1G98853,87 3,55
20 3873  ~67023,49 2581,18 109892850 -0,36
2 38,73 -75477,13 2603,21 1098891,02 -0,38
22 38,73 -62157.064 2626,02 109881944 3,40
23 38,73  -06597.47 2658,5¢ 1098716,43 -0,43
24 3873 -7103730 272709 1098494,84 -0,51
25 38,73  -67180,84 2893,58 1097933,37 -3,70
20 137202  -460641,19 2760,19 1098385,86 -0,53
27 144551  -03943,066 2944,38 1097755,41 -1, 76
28 151856 -51607,75 2600,93 1098898, 15 -0,37
29 159114 -061621,36 2508,39 1099181,82 -0,28
30 1663,24  -62703,72 2447,93 1099361,41 -0,22
31 0,00 -53517,11 2421,43 1099439.05 -0,19
32 0,00 7433981 251973 109914762 0,29
332 0,00 -37320,1G 2514,05 [099164,76 -0, 28
34 0,00 -57830.77 23525,63 J098129,75 -(,29
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Tabela i1 - Resultados da Computaciio para a Geometria da Figura

b= i

I SO L e MRS T s B N TR S e i PR A N U e T e )
Siperficie SpeHor e s e

Q o() RI(0) Vel (Q) Pressdo{Q) Cp(Q)
{omls) femlis) femls) {dvnienm2)

! -3138.57 ~22039,52 1992, 35 1100575,38 0,1¢
2 -3084,30 -30299,54 200,99 1100308,55 0,16
3 ~2220,02 ~43841,36 2426,63 1099423 91 -0,19
4 -2084,47 5306919 233778 1099621,57 -0,13
b -18833,93 7221740 222784 1099978,81 ~3,01
] -14435,54 -98274,9} 2214,38 1100614,94 0,07
7 92315 -120120.06 2086,17 1100345,78 0,12
8 ~1734,87 -116319,01 2084,78 1i00348,25 0,12
g 151859 -106942,61 216770 110013754 0,04
g -1372,05 -104463,45 228499 1399824,35 -0,.00
il - 99880 -107024,25 2368,75 1099390,46 0,14
12 -~ 017,95  -133070,94 2420,80 109944088 -3,19
13 - 154,97  ~}06495,07 2453,03 1099346,57 (.22
14 77,47 11350777 2466,23 1099325,40 -0,23
i3 232,36 -87640,87 246249 109931873 -3,23
0 90877 -113804,72 24i1,82 1089466,90 0,18
17 107412 -i19156,61 2405,753 1099484,45 -G 17
{8 111167 -1G8831,33 2403,46 109949167 0,17
19 122382 -113884,59 2390,08 1099529,56 0,16
20 137202  -109790,07 2368,08 F099559,52 -0, 14
21 300 -~104952,67 2358,00 1392620,69 -0,13
22 800  -96323,63 2346,30 10899653,98 0,12
23 000 12715399 233363 1009689, 49 -0, 11
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S DALATL

SR T R R e T T
Seupenficienferian

e, T

Pressé’o{’Q}

Cr(Q)

o(Q) Wo) Vel.{Q)
(em/s) (em2/s) {en/s) (dyn/cm2)
{ 208447  -20606077 2394.96 1099515,55 -0,16
2 -1734,87  -30379,06 250071 1099204,91 -0,27
3 137205 -40059,9] 2019,9] 1099840,29 -0,39
4 -923,15  -35014,16 267954 1098649,07 -0,46
b ~ 34112  -53006,14 2734,84 1098403,57 -0,54
G - 154,97 -62122,13 267148 1098674,94 -0.45
7 3873 6215704 264597 1098756,34 -0,42
& 38,73  «799(0,96 2034,98 1098791,17 -0,41
9 3873 -88796,62 262796 1098813,32 -3,40
10 38,73 -88796,62 262395 1098825,99 -0,40
i 38,73 -88796,062 2621,78 1098832,79 -0, 3¢
12 38,73 -88796,62 262060 1098836,31 -(,30
i3 3873 -88790,62 2620,23 f098837,68 -,39
14 38,73 -88796,42 262062 1098837 38 -(,3%
75 3873 -88796,62 2620,89 1098835,60 -0.39
i6 38,73 -88796,62 2624,93 1098832,34 -,39
7 38,73 -88796,62 262351 1098827 36 ~(3,48
8 38,73 -88796,62 262578 109882021 -0,40
9 38,73  -88795,62 2628,99 1098810,06 -0,40
20 38,74 -88706,62 2633,66 {098795,35 -G,41
27 38,73 -88795,62 2640,71 1098773,02 -0,41
22 38,73 -27675,28 2632,33 1098736,12 -0,43
23 3873 WB7G7628 20677,89 1098654, 38 -0,46
24 3873  -D3633,34 274877 1098423,59 -0,53
25 541,00  -92545,04 2728 51 1098490,18 -0.51
26 347,18 5889453 20641.57 109877032 -0,42
27 847,18  -540625,35 25446,70 1099005,63 0,32
28 0,00 -91013,23 248305 1099255,52 -3,25
29 0,00 -79771,30 239330 1099520,31 0,16
30 0,00 7943774 2188,34 1100081,12 -0,03
31 0,00 8770900 2380,69 1099527,79 -0,16
32 0,00 -93183,21 2439.87 1009385,27 -0,21
33 0,00 ~93236,45 2517.35 10997154,80 -0.29
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Tabela IV - Resultades da Computagiio para a Geomeiria da Figura

15 20 23 3p

LY s J3$

-No. de puainéis utilizados: 43;
@ = 23 om.

- lji":«‘_.d:"é‘ '_“:3\3;.‘3"2;,(““3:?;'1‘,':1 ot ff”. ot ..‘H
iSuperficiesSuperion i n

& ofQ) (e) Vel (Q)

(cmis) fent2/s) {em/s) (dvnsom)
4198,11 ~14899,82 112781 1102193,86 0,74
-384517 «23546.41 151505 110157981 0,23

-3430,54  -31239,69 2026,95 1106491,92 0,7
-3498,78  -28993,32 1960,51 1100630,88 0,22
~3498,78  -28993,32 1990,23 $1100580,43 ¢,2¢
-3498,78  -30561,65 2064,59 1{00398,51 0,14
-3498,78  -34168,96 220982 1106027,07 0,01
-3498,78  -20975,35 2446,71 1099366,97 ~0,21
38,73 -57073,85 3266,37 1096555,54 -1.i6
38,73 -53549789 3758,72 1094480,28 -1,87
38,73 -35497.89 315551 1096982,69 -1,02
38,73 -55497.89 294745 1097744,.50 -0,76
38,73 -55497.89 2842,61 109810877 -0,04
38,73  -55497.89 2779,52 1098321,60 -0,57
38,73 -55497.89 273740 1098461,03 -0,52
38,73 -35497.89 2707,28 1098559,41 -0,49
38,73 -55497,89 20684,69 1098632.51 -0,46
38,73 -53497.89 2067,11 1098688,56 0,44
38,73 -55497,80 2653,04 1098733,87 0,43
38,73  -55497,89 2641,53 1098770,44 -0,42
38,73 -53497,89 2031,93 1098800,80 -0,41

PR T L e

SR e
o

k

168




Q o(Q) o) Vel.(Q) Pressdo(Q) Cp(e)
{cit/s) feml/fs) {fenids) {dhnfem2)
22 38,73 -55497.89 202381 1098526,41 -3,40
23 38,73 -35497,88 2616,85 1098848,2¢ -0,39
24 3873 55349789 261082 1098867,22 0,38
25 38,73 5549789 2605,34 1098883,74 -(3,38
26 38,73  -55497.89 2600,88 1098898,29 -3,37
27 38,73 -55497.8¢% 23%0,74 109891120 -0,37
28 38,73  -55497,89 2593,04 109892274 -0,36
29 38,73  -35457.89 258970 1098933,11 -{,36
30 3873 5367520 2386,69 [1098942,48 -34,30
31 3873 -55673,20 2583,94 1098856,98 -0,35
32 154,94  -55643,4] 23580,17 1098962,66 -0,35
33 464,09 -33372,33 2567,07 1G99003,13 -0,34
34 77098  -54831,48 2543,3¢ 1099075,74 ~,31
35 J074,i12 -54536,40 2509,22 109917931 ~{7,28
36 0,00 5497777 2524,85 109913213 -0,29
37 0,00 -356758,99 233795 1099092,32 -0,.31
38 g.00 -54959,80 2548.51 1899060,11 -(L32
39 400  -5519599 2556,49 1098035,64 3,33
4 0,00 -35304,52 2561,89 1099019.08 -0,33
41 0,00 -35460,20 2504,66 1099010,54 -0,33
42 800 -35497,89 256473 1099010,33 0,33
43 0,00 3349789 2563,60 1099013,80 ~0,33

)




monero de paindls = 57;
¢ = Z en.

Tabela V « Resultados da Compatugiio para a Geemetria da Figura

25 3¢ 35

5 16 15 2 28 ;7 7 g

vy } d
’I\
- -
& P 2
I ¥ 4 1 ¥

S 10 15 2p 25 44

SEA RN ‘3 ,»ié

B L S S L s s
e cie S ot e

G (Q) k() Vel (3} Pressdo(Q)
foni/s) {em2/s) {om/s) {chmiem2)

i -3498,78 2134945 202431 110049786 17
4 -3084,30 2710073 202451 109940122 -(,20
3 771,02 -4031286 302376 1097471 17 ~3,86
4 ~-G17,85 -45157,58 3210,73 1096771,78 -1,09
5 wS41,12 4428882 277330 1098342 32 -0,56
6 -F64,12 4503123 2041,22 10987271,41 -{},42
7 -386,99  -44451,63 256588 [ 0990606,48 ~3,34
8 -300,74  -44512,74 251390 109916524 -0,28
9 -232,39  -445360,29 2468,14 1099301,29 -0,24
{10 -232.39 -44560,29 241843 109944777 ~0,19
i -232,39 4433914 233797 109962103 -0,13
i2 -154,97  -44594,56 227423 1U89853,76 -0,05
13 77,51  -44614,65 212062 1100238.06 G,09

14 77,51 -55624,56 178092 F101054,04 03¢
15 267208  -38355,07 128319 1101960,01 0,66
16 267208  -35459,28 172141 173117908 0,40
17 -2672,08 -27694,58 1967,73 1100633,86 021

i8 <2072,08 -33452,22 206098 1 1064G8,46 .14
19 -2000,79  -33116,81 218089 1100103,27 0,03
20 -2609,79  -42043,54  2290,80 1099791,87 ~3,07
2] -2546,70  -3709049  2560,12 1099024,52 ~(,33
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0 o{Q) Q) Vel () Pressao(Q) Cp(Q)
femls) fem2is) fenls) {dynicm2}
22 - 300,74  -44512,74 3063,95 1087324,36 ~83,90
23 - 232,39  -44339,14 337999 1096102,41 ~1,32
24 - 154,97 4437295 297175 1097658,28 -0,79
25 - 77,51 4461465 2838,65 109812227 ~{,64
20 - 77,51 4430323 277462 109833792 -{,56
27 - 77,51  -4439323 274001 109845245 ~0,52
28 38,73  -4461975 272,30 1098513,57 -0.50
29 7747 4430324 271283 109854099 -0,49
30 154,94 4437296 271285 1098541, 31 ~(},49
3 232,36  -44568 30 2722.38 J098510,23 -0,50
32 271,04 44371719 2748,07 1098425,90 -0.53
33 348,34  -33299.88 280221 1098243, 61 -0,.59
34 386,90  -37670,24 2946,14 1097749 20 -{,70
33 166324  -35993%,19 2714,38 {1098536,34 3,49
30 1063,24  -55231,34 28065,21 1098031,37 -(,66
37 1603,24 4874229 271892 109852154 -0,5¢
38 {60324  -58942,19 2733,13 109847503 -G.51
39 1603,24 -01199,i¢ 2867,49 109802353 ~{3,67
40 207093  -55993,54 2343,76 1099664,11 ~03,12
41 3592,03 -42081,31 194816 1100679,84 0,23
2 4056,14  -26294,51 137416 11G1824.05 0,02
43 4342,97 1577445 878,02 1102494 48 0,84
44 443550 - 339219 481,25 110281808 0,95

11




Sy ¥y

pra ey

?‘y ut,f:&—

HSuperticie inferiorat

gﬁmyi At »«mﬁﬁ% 3 ~

St i ‘;._.g
AR,

Av‘r:"‘ﬁ;’ﬂf{é%‘“ &

&x

o(Q)

u(; Vel.(() Pressio{(Q) Cp(Q)
(cm/s) (cm2/s) {(ci/s) (dyn/cm2)
! -4024,02  ~22904,38 1394,14 110179080 0,61
Z -3680,94  -15635,09 1777.5¢ 11G1061,20 0,36
3 ~-3247,23  -30280,55 213554 1106229,72 0,07
4 -2220,02 -34391.89 254409 1099073,02 -3,31
J -159817 -50427,19 2852.73 1098074,21 -(,65
') -923,15  -52115,66 2711,92 1098544,32 -(,49
7 -386,99  -53077,24 2688,05 1098621,68 -0,47
& - 77,51 -42150,53 2666,05 1098692,34 -0,44
g 38,73 -53277.97 204704 109875295 -, 42
4 3873 7103730 26386,9¢ 1098784,90 -0,41
11 3873 -57717.8¢ 2628,41 1098811,93 ~3,40
12 38,73 -060597.47 2623,90 1098825,93 -{,40
13 38,73  -71037,30 2020,68 1098830,26 -{3,39
14 38,73 62157064 2618,7% 1098842,19 -(,39
i3 38,73 7103730 261827 1098843,83 ~(,39
i6 3873 7103730 261889 1098841,%G ~{(,39
17 38,73 -79%716,96 2620,89 1098835,59 -(3,39
18 38,73 -71037,30 262525 1098821,87 -G 40
19 38,73 7103730 2631,87 1098800,99 ~( 41
20 38,73 0215704 20642,87 10987006,18 -0,42
21 38,73 7103730 2059, 34 1098713,78 -}, 44
22 38,73 7103730 2696,86 1098592 80 -0,48
23 38,73 7117591 2793,97 1098273,47 -3,58
24 770,98 6121569 274530 1098435,02 -3,53
25 770,98 6990078 278310 1098276,19 -0 58
26 770,98 7009720 20654,26 109872997 -(,43
27 770,98  -69960,78 2011,99 1098803, 54 -(,38
28 847,18  -69870.9] 2584,350 1098949,27 -0,36
29 847,18 6987081 257243 1098986,60 -, 34
30 847,18  -08870,91 2564,47 i099011,13 -0,33

112


http:1098276.19
http:1098766.18
http:22904.38

{emy)

H l : l $

i Hate rabalho

-2, 200

3 Exper. (ref {308 ©

-Lor Xo

o,ar @

50~

200 300 400 so0
X {em)

Fig. 6.3. Distrib. de Pressito ae longo da xeqdo média longitudinal (e, superior)

T ] | I 1

e Fata iraboiho

z
Cr fen) -
-2,0-{ 208

=5 Bxper (ref. 307 T

uy

-1;8"" 183

g6-| 9

1,0—

184

208 366 464 508
xfeny

Fig. G.4. Disirib, de Pressip uo longe da seqiio wmidia longinadingl, {sap. inferior)

i3



~ Bste trabaiko

~C- Exper. (ref. {31

Cp B H
0,8
"0}4 b
o4+ o1 8,3 235 &7 s/i
4,8+

wfei Bato trabalbo

~£%- Exper. (refl {3 })

FIG. 6.6. Distrib.de Pressiio ao longo da segio média longitudingd (sup. inferior)

tid


http:Di,\'Mb.de

25260 2540 45 5p
2. 3048 2 2L .35
13
15
3
.30 1

253035 48 45 50 55
1,01

Posicdo —— Experimento frefl [2])
~id- Fste fraboatho

¥IG. G.7. Distribode PrexsSo no longo da sepiio média longitudinal {sup. superior)

FIG. 6.8, Distrits. de Pressdo wo tonge da suciio média longitudinal (sup. superiov
{Gaomuetrin dit tobefa Vi

115



0,4 ) - Fste Trabalho
0,6-

0,8 T T T T T T T T T T T T
! h) 16 15 20 25 30
Posiciia

Fig. 6.9. Distrib. de Pressio ao longo da segdo média longitudinal (sup. inferior)
{Geometria da tabela V)

Observacfio: a escolha do obsticulo da tabela V foi fcita tendo em vista seu uso cm nosso posterior
tratamento do c¢feilo da viscosidade [inita sobre o (luxo. Isto porque o acrasto por cla produzido é

mais ‘simples’ que outras similares (ver nola a pagina 120).

6.4. Sistemas de Fluxos Rotacionais a Altos
Numeros de Reynolds. Turbuléncia.

6.4.1. - A Criag@o de Vorticidade ¢ a Condi¢do de Contorno
da Equagio de Navier-Stokes.

No {ralamento das equagdes da camada-limite, ¢ ‘perdida’ uma condicdo de contorno da
equagiio de Navier-Stokes (a saber, a anulagdo da componente tangencial da velocidade no
contomo), na passagem ao limite v — 0. Veremos como tal condigdo pode ser ‘recuperada’ por

meio de um artificio matematico.
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{ processo de separagdo na camada-limite ¢ um fendmeno complexo, Vameos, aqui, recorrer
a uma mancira de simular os efetios fisicos da anulzgio da componente tangencial da velocidade no
coniorne, fenomenologicamente plausivel, mas nio rigorosamente justificada.

Assumiremaos que o ponto de scparagfio ¢ conbecido {da intwiglo, do experimento ou de
algum processo independente de cdleulo). Dessa forma, a condigiio de Neumann deve agora sor
impasta sobre o conterno rigido do corpo, € nio mais da camada-iimite, como anies.

Do manctra como precedeimos anteriormente, vemos que essa condicho fol satisfeita,
majoritariamenie, pela distribuiglo de Tontes-simples.

A tarefa de satisfazer a condigRo “perdida’ serd, principalmenie, da distribuicdo de dipole.

fisicamente, parece inluilive que a criaglo da vorhicidade no contome deva depender, de

alguma maneira, da condigio de ndo-deslizamento (# pmy = ﬁ} . Dessa forma, so impormos que
o polencial total se anule no interior ¢ sobre ¢ contorno de 5, cstaremos imapondo, também, que a
velocidade total se anule. Mas a componenie normal dessa velocidade j& for anulada pela
distribuigfio de fontes-simples . Portanto, a exigéneta da nuiidade do potencial corresponde a impor
que g componente tangencis! da velocidade seja zero sobre o conforne,

Assim, a scgunda das equagdes do sistema (6.4) é responsivel, de fato, pela ‘recuperagio”
gda condicio de contorno que fora perdida, na passagem ao Bmiie. Dessa equacio, fica claro que 2

distribuicio de dipolo deva se refacionar & vorticidade criada ne contorno.

Da cquivaléncia mateméalica enfre uma distribuigho de dipelo ¢ uma distribuigio de
vorticidade {Apéndice E ), concluimos que a soluglio dn equaglio (6.12) nos fornece 20) que,
fisicamente, corresponde 4 circulapdo associada a um vortice que acaba de ser criado nas
vizinhangas de {J. Em outras palavras, forma-se, sobre 2 superficie, uma camada de variices. A
criagdo dessas camadas nfio viola os Teoremas de Kelvin-Helmbholtz, Elas g0 infinitamente finas, ¢
sio contém particulas de fluido que eslavam presestes po instante da ¢naglo. A vorticidade

provém, somente, do conterno.

-

O procedimento que acabamos de descrever ¢ um adificic matenuitico que simula ©

processo fisice da criagiio da vorticidade pela presenga de contomos solidos no fluxe. Em altima

3 b



analise, obtemos uma solugdo da equagio de Euler, com vma condiglio de contorns adicional. Para
escoamenios cstavels, hd infinilas solugles da equagio de Euler, dependendo da distribuiglo de

vorticidade,

Finalmenie, a vorticidade que € criada no contorne pode ser relacionada aos gradientes de
pressio ac longo da superficie, da seguinte mancira: das equagbes da camada-limite turbulenta

{emos, para 4 subcamada viscasa,

ﬁ SF i
(6.13} %'535"*“}@7 = B + Vé?igz R

na qual £P/EP ¢ o gradienie de pressio sobre a superficie, 77 § 2 coordenada normal 4 superficic
e [, a coordenada tangencial. A condigiio de no-deslizamento & salisfeita quando essas duas

contribuisdes se cancelam mutuamente.

Da identidade,

—t

s ,
(6.16} :91;; = K ﬁé R
5

em que A ¢ a normal unitdria para fora da superficie, ¢ da condiglio de ndo-deslizamento,

cnconlramos:

& _ g g
(6.17) Vg =P AR Eg B



em que ¢ ¢ vetor de vorticidade ‘produzida’ pelo contorno, de uma mancira assumida,

tacitamente, aproximadamente bi-dimensional’,

Chorin {13] utilizou com sucesso toda essa fenomenclogia no estudo de instabilidades de

samadas-limites bi- e wi-dimensionaig,

6.4.2. - O Método dos Vértices Para Simulagdio Numérica
de Fluxos Levemente Viscosos.

O que ¢ conhecide como método dos vértices dentro da comunidade da fiuido dindmica
computacional diz respeito 3 simulagio numérica de escoamentos instdveis, incompreensiveis,
bi- ou tri-dimensionais, a altos niimeros de Reynolds. De experimentos realizados com tais fluidos,
¢ sabido que a vorticidade que contém ocupa somente uma pequena fragiio do volume total do
fluido ¢, portanto, pode ser considerada como altamentc concenirada em pequenas regifes do
espag¢o (nos tubos ou linbas de vortictdade). Tal fato ¢ extremamente apropizde para simulagio
numérica, visto que ¢ suficiente seguir, somenie, a evolugio da vorticidade para se obter uma
descrigio do fluido, num dado instante. O campo de velocidades pode ser deterninado desse campo
de vorticidade, e das condiges de contorno {guando contornos solidos estio presentes). Ademais,
dos Teoramas de Kelvin-Helmholtz, sabernos que para um fluido inviscito de densidade constante,
os tubos de vorticidade mantém suz identidade, e se movem como entidades matenals, Assim,
mesmo fluidos altamente nfo-lineares podem ser representados por um nbmero relativamento
pequeno de elementos computacionais {nesse caso, 08 proprios vértices), Isso porgue os tubos que
transportam vorticidade se movem sob 2 a¢do de velocidades locais, e ¢ vetor verticidade associado

a cada elemento & também mais sensivel a gradientes locaeds de velocidade,

Assumniremos, tambdm lacitamente, que a dorivada }f é}f? prosesic na oquagBe  acling posss sor temadd da ordem

de grandeza de I/ & , £ GUC 5 Gaescalade compmmw da subcarada viseosa (vide Fig. 2.2), cu seis, ¢ ascala 2

fqual a vzmnsuiada atua prepondermntemente, dissipando erze:gla aa forma de calor {dal © nome de escala dissipativa} .


http:determin.do

Estudos tedricos e experimentais realizados nos llimos vinte anos demonstraram que a
distribuigdo de vorticidade no interior desses tubos nife ¢ uniforme. Isso pode trazer dificuldades
computacionais adicionais. Entretanto, uma detathada  andlise tedrica  feita por alguns autores
ieva ao uso de certas fungdes de infmrpolagde que facllitam enormemente o (trabalho

computacional.

O método dos vortices desenvolvide por A, Leonard [24] associa 4s evidéncias
experimentais um certo nimero de recwssos matematicos para a simulagfo de fluidos 2 altos

niimeres de Reynolds. No que sagus descreveremos, resumidamente, tal método.

- O Miéiodo dos Vortices de Leonard.

A. Leonard [24] propds um procedimento de interpolagio da vorticidade concentrada em

curvas espaciais tri-dimensionais para produzir a representagfio:
5,0 = X0y [5-7(s,0)]
(6.18) L& = 2Ly [E -7 5pds

em que § é um comprimenio ao longo da curva ¢ ¥, ¢ uma funglo do interpolagiio {on

‘suavizagiio™) que tem a normalizagho:

(6.19) Ify {(X}dx =1 .

E assumido que ¥, tem a forma:

o1
(5.20) Yi{X~F)="3
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em que O, é ¢ raio do filamenio 7 .

Com essa representacio pare a vorticidade, o Teorema de Biot-Savart resulfa emy:

[55 ~Fi(s,0) % (OFf 5‘5‘)9“5‘* 5 !/ s )] s

(6.21) §(§,§3x—3%“§erj li: ;r
¥

A funglio ¢ & definida por

)I
(6.22) g{y) =4n ﬁj p(Hridr .

Da normalizagdo de "’{f , notamos que g(#) > | quando y —> @0, de tal forma que, a
grandes distineclas comparadas a¢ raio do filamento, o campo de velocidades induzido pode ser
calculado come se toda a circulaglo estivesse concentrada sobre as curvas 7.

A fungdo pir) nio é univoca. Sua cscolha ¢ ditada por algumes exigéneias matematicas e

algumas bases fisicas.

Ting & Tung e Saffimann encontraram que a distribuiciio de vorticidade num anel de vdrtice
viscoso de pequena secqlio refa € gaussiana. Isso sugere que a escolha particularmente rmais

apropriada seja tomar pf r) como gaussiana, ou s¢ja,

‘ I
(6.23) Py =—re™

Nakamura [27] usa, a0 invés, a fungdo;
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(624) Pl = 2 (% + )

Outras  fungfes obviamente sBe admissiveis, observadas zindas as condigles deo

converglncia ¢ acuracky,

E ber conhecido que as flutuacdes de velocidade em fluidos turbulentos a altos numeros de
Reynolds sHo altamente intermitentes no espago ¢ no tempo, o que implica que intensa vorticidade
¢ confinada em pequenas fragBes de volume do {luido. Portanto, o mélodo gue acabamos de
descrever pode ser um candidato natural para a deserig8o de tais fluidos. Geralmente, resultados '
muito teis podem ser obtidos répida e faciimente com um nimero relativamente pequenc de
elementos computacionais {Leonard & Degani [25]). A principal ulilidade do método dos vortices
parz & simulaglic da turbuléncia & a possibilidade de descrigio das propriedades do chamado
‘range’ increial do espectre de turbuléneia. Tal ‘range’, onde os efeltos viscosos sio praticamente
despreziveis, ¢ dominado pelas evolugSes nfic-lincares dos vértices. As caracteristicas exibidas

pelos vértices entio, nesse ‘range’, refleten a propria fenomenologia da turbuiéneia,

6.4.3. - Procedimento Numérico para a Determinagio
da Escala Dissipativa,

Satisfeitas as condigfes de estacionaridade, a equagio do espectro de energia & {equagio
(5.32)n

k, » 1
E(k) = Ea[_;’%w) [1 + {kﬁis)‘%]w

Os parimetros £, ¢ k, pedem ser determinados da seguinte maneira. Como vimes, da
fenomenclogia do problema, no ‘range’ inercial a dissipagfo viscosa € praticamente desprezivel.
Portante, a energia total no equilibrio deve ser, muito aproximadamente, a2 mesma que no instante

iniedal:
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{6.25) “]LE (k,0)dl = rTE (k,t)dk
8 0

em que £k, 0) é o espectra inicial (em ¢ = Oy e E(k,1.) é o espectro no equilibrio (£, - tempo

necessario para se atingir a solugko estactonaria (Ap.G).

As constantes £, ¢ &, devem ser determinadas numericamente, de modo que a equa-gHo

anterior seja satisfeita, numa aproximagio suficiente .

Claramente, vemaos que a5 aproximagles infciais convenicntes para £, e 4, sdo:

(627 E, =Ek,
@
(6.28) k,=k, ,
€ que,
i 2 - valor de & para o qual o espectro inicial toma seu valor méximo.

E{fk,,0): valor miximo de £(%,0).

Esses valores devem ser ligeiramente modificados, & fim de satisfazer (6.25) mais

precisamente.

- O Espectro de Energia Inicial Btk () .

Anteriormente, foi deduzida a squaglic do espectro de energia tri-dimensional a partir de

uma velocidade-quadritica-média ¢ das fungles de correlagiio f{7) ¢ gfr). Portanto, a de-

terminacfo de ule J{r) (oug{r})emt =0 nos permite conhecer E(%) . Para a escolha de f{7)
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¢ g{r) vamos nos basear no seguinte arguinento: do estudo numérico da evolugdo de um vértice
turbulento utilizando as equagles de Buler [12], Chorin conclui que o “range’inercial do espectro
estd relacionado, em aliima andlise, 2 dsitribuicio de vorticidade em esiruturas de vériices
discretas, Por outro lado, na teoria de Heisenberg as fungSes de correlaglio f{7) ¢ (7} podem ser

obtidas a partir de cerfas integrais sobre o espectro. Ficamos tentados, entdo, a tomar a fungdo

distribuigiio de vorticidade (estritamente positiva ¢ absolutamente integrivel) como a correlagio
S{r). Vimos, ademais, que essa distribuigiio & ditada por uma série de razdes ¢ nfo é, de nenhuma
maneira, univocamente determinada (o que resulta em infinitas solugSes possiveis da equagiio de
Euler},

Conhecida a funglio /{7) e aplicando a equagfio (5.1}, o espectro de energia inicial segue
imediatamentc ¢ consegtientemente, £, ¢ &, .

A velocidade-quadratica-média sord delerminada utilizando o3 métodos de Leonard ¢
Rebibach.

Vamos admitir, idealisticamente, que a fina camada de vortices sobre ¢ corpo sgja
discretizada em M ‘livas’ de comprimento /2. Cada uma dessas *tiras’, no instante inicial, €

‘espelida’ do contomo na forma de um tubo. Ac mesmo tempo, csses bos se alinham de tal forma
que seus cixos ficam apreximadamente paralelos entre si & perpendiculares & direglio do fluxo

incidente, guardando uma distincia miifua da ordem de grandeza dos seus diimetros (Fig, 6.10).

&x)} - plano de _
simelria 5

Fig. 6.10. Hustracdo do processe de cringde de vorsicidude 1o contorns
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I

Seatira®’ iem comprimento f; , G CE ¢ & =—=
DT 2x i o7

Da teoria dos vériices, cada tubo se¢ move no camipo de velecidades local, induzido por

todos s outroes vortices. Esse scampo ¢ caleulado pela equagio (6.21) avaliada sucessivamente, pela

regra do centrdide, com p(r) gaussiano, em £ = .

Segja ¥, o mddulo da velocidade do tubo ° i *. Fntio, assumirenios que a velocidade-

quadratica-média %2 & da ordem de grandeza de;

— 1 i
2 e Z

{m=|

¢ daqui caleulamos v, como a velocidade de raiz-quadritica-média, v, =~u*

Finalmente, da solugie de Chandrasekhar (5.32), a sscala dissipativa pode ser escrita comos

) |—3 { Bty —FM i
(6.30) k= ) < Vi@ | N F

em que F591 ¢ L5555 556 o5 valores ‘ajustados’ das constantes £, ¢ X, .

6.4.4. - Integragio da Equacfio (6.15} .

De posse das grandezas calculadas nas secgbes prevedentes, a equagBio (6.15), valida na
regifio da subcamada viscosa, pode ser integrada, resultando o valor médio aproximado da pressio

exercida pelo fluido turbulento sobre a parede rigida do obstdculo:

' Como ?izms,__uz $um Invariante da eqasglio de Euler {CF nota da pig, 683.
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.

{6.31 b= "I

CaninrieG

5‘1 “=df +cle.

Para avaliar a integral acima, vamos proceder da seguinte maneira: a diferencial OF &

aproxirnada como:

(6.32) B ~ AL,y =8 &)

em que { ¢ o ponto onde & condigio de confomo é satisfeita & &, ¢ a vorticidade média na .

vizinhanga de [, A quantidade 8Y], como vimes, ¢ tomada como sendo da ardem de &, e a

integral ¢ feita ao longo do contorno, considerado somente apds o ponto de separagio':

(6.33) F= %& SHdp -+ cre.

Zon ffmw

A congtante que aparece & determinada da exigéneia de que, no ponte de separagdo, o

pressiio acima se reduza dquela calculada no limite v > 0.

6.4.5.- Resultados da Computacio.

A tabela 'V resume os resultados da implementagiiv numérica do procedimento
computacienal anteriormente descrito feita para 2 geometria considerada®, O pento de separagio
foi assumido conhecido g priori. Na regifo amierior a esse ponto, os resultados foram obtidos

utilizando a aproximagio de ffuxo pofencial, Na regifio posterior a separagido, as presses sio

! & prossio assitm caleulada rigorosamente so refere a0 instante inkedal (em que se nich a tutbuléneia). Entretento, se
sssumdonos wm repimie quase estaciondrio, sl valor pode ser tomade conw a média exercida sobre o contormo, om
qua%qucr imstanie.

? A escolha dessa geomettia para ¢ obatdeulo fol feita tondo em visia gue o arrasto por ¢la produzido & mais *simples®
gque outras simidares. Também wm  maposmonte do campe de vorticidade para tal superficie foi obtido
sxperimentalmente por Ahmed & outos {11 O conhechimento ‘viswal” do amusto pede reforgar a plausibitidade do
madelo agoi wiilizade. v
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determinadas, em cada ponfo de calculo 7, discretizando a equagdo (6.33) (ver Regidio do arrasto

turbulento, na Tab. Vi)
_ v
(6.34) 7= w%&ﬁzﬁﬁg +cle.
em que Af,; & a dimensiio linear da regifio que contém a vorticidade AZ,.

- Forgas Aerodindmicas.

De maneira angloga a0 caso do fluxe potencial, aqui as forgas aerodindmicas sfo ohtidas
integrando a pressio sobre a supesficie do corpo {geometna da Tabela VI, idéntica a da V). Os

valores s8o os mostrados na Tab. VI (0s erros sdo cstimados):

Tabela VI -Forcas aerodindmicas (fluxo turbuiento)

» Sustentacdo {dyn/cm) (3,8 + 1,0y x10°
» Resisténcia (dyn/cm) (2,6 £ 1,0) x10°

Os comentirios concernentes a esses resultados, bem como uma comparago aos do flo
potencial, serdio feitog na seegfio 0.5,
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Tabela VII - Resultados da Computagiio para a Geometria da Figura

- o(Q)

numere de painéis = 74;
&= 20 cm

RO

3

). Presio@)

femis) . {em2is) {dvn/em2)”.

1 -3408 78 -2134945 202451 1160497,86 017
2 ~3084,30 -27100,73 202451 1099461,22 -, 20
3 - 77102 -40312,86 302376 109747117 -(,86
4 -~ 617,85 -49157 58 3210,73 1096771,78 -1,09
b} - 541,12  -44288,82 2773,30 1098342,32 -0 56
6 - 464,12 -45031,23 2641,22 1098771,41 (), 42
7 - 386,99  -44451,63 2565,98 1099006,48 (3,34
8 - 300,74 4431274 251390 1099165,24 ~(,28
g ~ 232,38 4450029 2468 14 10993061 99 -, 24
14 - 232,39 - 44506029 2418 43 1098447 77 -0,19
11 - 232,39 44330 14 235797 109962103 -0,13
{2 - 154,97 44539450 227423 [096853,76 ~G,05
i3 ~ 77.5F 4461465 2120,92 118025806 4,09
14 - 77,51 5562456 178492 1101054,04 036
i3 ~-38335,07 1101866,01 §.66

-2672,08

1285,19

i3



386,90
1663,24
1663,24
1663,24
1663,24
1663,24
2970,93
3582,03
4056,14
4342,97
4435,56

-57670,24
-35993,19
~55231.34
-48742,29
-58942,19
-61199,16
-359935,54
-42081,31
-20294,51
-15774,45
- 339219

0,00
0.00
0,00

2,00 -

0,00
0,00
0,00
0.00
0,00
0,00
0,00

1098156,02
1098125,39
1098231,47

1098146,52.

1098061,98
1098207,11
1097908,72

1098118,99

1097887.45
1097739,60

- 1087857,88

C . o WO V(- Fresio(@. . Co(D
' {emfs) . femlfs) femfs} o | fdymlem) . T
16 -2672,08 -35459,28 172141 1101179,08
17 -2672,08  -27694,58  1967,73 1100633,8¢
18 ~2672,08 -33432,22  2060,98 110040846
19 -2609,79  -3311681 218089 1106103,27
20 -2609,79 4204354  2296,80 1099791,87 -0,67
21 -2546,70  -3709048 256012 I099024,52 -G,33
22 - 309,74 -44512,74  3063,95 1097324,36 -3,90
23 - 232,39 -44339,14 337999 1096702,41 -1,32
24 - 154,97 -44372,95 297175 1097658,28 -0,79
23 -77,51 -44614,65 283865 1098122,27 -0,64
26 ~ 77,51 4439323  2774,62 1098337,92 -0,56
27 - 77,51  -44393,23  2740,01 1098452,45 -0,52
28 38,73 4461975 272136 1098513,57 -0,50
29 77,47  -44393,24  2712,95 1098540,9¢ -0,49
30 154,94 4437296  2712,83 1098541,31 ~0.49
3 232,36 -44560,30 272238 109851023 -0,50
32 270,04 4431719 274807 1098425,90 -0,53
33 348,34 99,88 280221 10982435,6

-0,62
~(,63
-0,60
-0,63
-0,66
0,61
-0,71
-0,64

_0’38 R

043
-0,39--.
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CRQr el(Q) . Pressdo(Q). - CplQ)
Clenws). o Cfemls) o fembshe i e Wcmz}fv R
1 -4024,02  -22904,38 1394.14 1101750,86 0.61
2 -3680.94  -16635,09 1777,56 1101061,20 8 11]
3 -3247,23  -30280,55 213554 1100220,72 0,07
4 -2220,02  -34391,99 254409 1099073,62 -0,31
5 -1581,17  -50427,19 2852,73 1098074,21 -G,65
4] - B23,15  -52115,66 2711,92 1098544,32 -0,49
7 - 386,99 -53077.24 2688,05 1098621,68 0,47
& « 77,51 6215633 2660,05 1098692,34 -0,44
g 3873 -53277.,87 2647,04 109875295 -0,42
i0 3873 7103730 2636,96 1098784,90 -0,41
i1 3873 3771780 262841 1098811,93 -G,40
12 38,73 -66597.47 2623,96 1098825,93 -0,40
i3 38,73 -7i037,30 262068 1098836,26 -0,39
i4 3873 6215764 261879 109884219 -G,39
15 38,73 7103730 201827 1098843,83 -3,32
16 38,73 -71037,30 261889 1098841 .90 -0,39
i7 38,73 7991696 202089 1098835,59 0,39
18 38,73 -71037,30 2625,25 1098821,87 -0,40
19 38,73 -71037,30 2631,87 1098800,99 -0,41
20 3873 -62157,64 2042,87 1098766,18 -0,42
21 3873 -71037,30 2059,34 1098713,78 -0,44
22 38,73 7103730 2696,96 109859289 -0,48
23 38,73 -71173,81 2793,91 1008273,47 -0,58
24 770,98  -01215,69 27435,30 1098435,02 -0,53
25 770,98  -08960,78 2793,10 1098276,19 -0,58
26 770,98  -70097,29 2054,20 1098729,97 -0,43
27 770,88  -69960,78 2611,99 1098863,54 -0,38
28 847,18 6987091 2584,50 1098949,27 -0,36
29 847,18  -69870,91 2572,43 1098986,60 -0,34
30 847,18  -69870,91 2504,47 1099011,13 -0,33
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Fig. 6.16. Distrib. de Presséo ac longo da secya média longitudingd fsup. superior)
{Geomertria da TAB. ¥i}

Pig. 6.17. Distrib de pressde ao longo da secegio média longitudinal (sup inferior}
{Geometria da TAB. FIf)
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A figura a seguir mostra a distribui¢do de pressdo medida em tinel-de-vento de tamanho
real. Como dissemos anteriormente, a geometria que utilizamos produz um arrasto mais ‘simples’
que a da figura, pois, na regido traseira, as mudangas de curvatura ndo sZo muito acentuadas. Um
estudo de geometrias complicadas foge ao escopo deste trabalho. Entretanto, uma simples
confrontagio de nossos resultados com os da geometria da figura 6.18 mostra que a discrepancia
entre os valores de Cp para as duas configuragdes nio ¢ muito grande, com excegiio da superficie
inferior, que, no caso do presente trabalho, foi suavizada. Na regido traseira, logo apos o ponto de

separagio, notamos que pressdo no arrasto € mais ou menos uniforme, independente da geometria.

L0062 06 1,_0ﬂ 1,008 -82

0 0 { | | 1 o
)
0,2~ o]
? = a 0] s O Q] Dla B
0.6 —&
-8~ Curva Experimental -] Este trabaiho (geom. da Tab. V1)

( Adaptade de: Losito, V., de Nicala, C., Albertoni,S., Berta, C.-
fint. Journal of Vehicle Design, SP 3, p. £29 {1983} )

FI1G. 6.18 -Dzsmbmq:ao de pressdo ac longo da secgdo média longitudinal de um modelo de automével
obtida em tinel-de-vento
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6.5. Conclusdes e Comentarios.

De forma peral, podemos dizer que nossos objetivos nesse trabatho foram plenamente
atingidos. Dedicaremos essa seglio sobretudo a uma breve comparagio entre os cdleulos feitos na

aproximagdo potencial ¢ os do caso viscoso, ¢ a alguns poatos sensiveis do método desenvolvido,

A primeira observagHo a ser feita diz respeito 3s forgas acrodimimicas. Qs resultados sio
coerentes com as observagles experimentais, nas quats também se verifica a pouca diferenca entre
os valores para a suslentagdo, sugetindo gue o ciloulo desta Gltima pode ser feito sem o uso de um
medelo para a turbuléncia. Entretaato, as coisas sdo bem diferentes para a resisténcia. Neste caso,
THOSS0S ;'asaitmias indicam uma forga cerca de 30 vezes maior que a estimada pelo calculo potencial,
Isso ¢ puramente resultado da manifestagdo da twrbuiSneia os termos viscoso ¢ nfio-linear da
equaciio de Navier-3tokes, embora  em principio despreziveis, sofrem tamanba modificagiio que

levam a resultados de maneira alguma éhvios ¢ previsivers.

Ainda nesse ponto, € interessante nos deferrmos wm pouco mais sobre a aeredindmica do

automdvel, que nos serviu de “laboratério’, 4 luz da Teoria da turbuldneia.

Um dos funcionais do fluxe mas utilizados na anélise do desempenho aerodindmico de
veiculos € o coeficienie Cz da forga de resisiéneia frontal. Uma das mais importanics
caracteristicas desse coeficiente & que ele € praticamenie independente da geometria do
obstaeulo e praticamente constamie com o no. de Reynolds, quando este excede alguns mithares, ¢
aproximadamente igual 0,3, para a grande maioria dos veiculos leves. Yamos tentar compreender
melhor esses comportamentos. Em  primeira lugar, a energia cindlica do campo de
vorticidade ¢ rapidamente dissipada pela turbuléncia. Isso leva a2 uma considerdvel perda de
pressio na regifio turbulenta. De maneira mais preciss, ¢ssa energia cipdtica € inicialmente
infetade, & wma certa faxa, nas escalas muacroscdpicas (o tinicio’ da turbuldncia e
entdo dissipada  irreversivelmente pela viscosidade (nas escalas microsedpicas). Analisemos
esses fatos mals quantitztivamente. Tomando ¢ coeficiente (s constante { pelo menos por

pedagos } como uma informagfo experimental, caiculemos a quantidade de energia
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dissipada por unidade de tempo. Isto & igual ao {rabathe T, por unidade de tempo, para se mover o

corpo com velocidade U contra a resisténcia serodinfmica {frontal) [
1

Assim, a energia cinélica dissipada, por unidade de massa, é

BRI e i
CERETIW]

Essa quantidade deve sor a taxa de dissipagiic de energia cindtica, no sentido de

Kolmogorov. Como se sabe, cla & constante {ou muito aproximadamente constants). Escrevendo
Co explicitamente em funglo de €, ¢ substituinde os valores das cscalas, encontramos, para os
nosgas geometring:

_(2Le)  2x10°x9,9x10°
/A Llx 109

Cp

=C,~02 .

Este resultado, obtido de maneira tio simples, &, contudo, da ordem de grandeza do valor
experimental, obtido em tinel-de-vento. Como Cu depente da taxa de dissipagiio, sua constincia
deve ter as mesmas resiticdes que esta. Isto, em dliima andlise, deve ser mals wm indicativo da
validade das hipdteses da similaridade de Kolmogorov, pelo menos para as sitnacdes de intergsse

Prafico.
No que tange a turbuléncia isotrdpica, algons ilens merecemn um comentario. O primeiro

deles & quante & fenomenologia dos vértices. Como vimos, nos processos de transferéneia do

energia, s estruturas ‘esticam’ ¢ ‘quebram’, causando um considerdvel e rapido aumento na
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enstrofia média. Nosso resultados quantificam esse acrégeimo, como podemos verificar 20
comparar os valores das enstrofias Inicial ¢ do equilibrio, apds cerca de menos de um centésimo de
segundo {Ap. G). E isso foi feito com a tegria de Helsenberg, ou seja, sem entrar nos detalhes do
iovimento, o que, sem divida, seria muito mais complicado, B importante fisarmos que a maforia

de nossos resultados pode ser verificada, diretz ou indiretamente, pela experiéacia,

O segundo ponto a ser tocade diz respeito s lels da conservagio. Na sua derivaglo,
asswmimos que os campos de velocidade ¢ pressfo eram suficientemente suaves para permitir
todas as manipulag@es necessarias, tal como integrages por partes, derivadas de produto, ete. Isso
deve ser verdade para qualquer viscosidade finiia, Para as solugSes das equag@es de Buler (v =10
) podem nHo valer, e, portanto, a conservagio de energia, usada por nos explicitamente, pode cair
por terrs, como foi primeiro observado por Onsager. Além de mais, assumimos tacitamentc que 2
soluglio da equagio de Navier-Stokes ‘tende’ para a da equagiio de Euler, guando a viscosidade vai
2 zero. Isto ndo & provado rigorosamente, como 3 propdsito nfio o sfo muitas das ‘propriedades” da

equacio de Navier-Stokes tri-dimensional,

Finalmente, vamos dedicar algumas cbservaces 38 cquagtes de Navier-Stokes. Como
dissemos, ndo fivemos nenhuma pretensiio de fazer um estudo minucioso dessas equagdes.
Entretanto, seria interessante citarmos aqui os resultados das mais recentes pesquisas nesse dificil
¢ imporiante assonio.

No que toca a conexie entre a abordagem feita aqui ¢ & Teoria dos Sistemas Din3imicos
(Ap. H), devemos lembrar que hd varias limitagles priticas para as medidas das dimensSes dos
atratores, quando clas sfic muito grandes, como € o caso da turbuléneia. Assim, a mais frutifora
aplicac®o dos sistemas dindmicos para a Fluidodindmica nfio ¢ exatamente a turbuléneia, mas a

difusdo de escalares passivos num dado fluxo pré-estabelecido.

Az simulagBes numéricas dirclas realizadas em 1993 por Bowe & Orszag [9] sugerem o
expoente da fel -5/3 de Kolmogorov como igual a -1,85 & .05, Essa discrepincia poderia ser
explicada por uma modificagiio no termo de dissipag3o: ao invés do Laplaciano ordindrio ele seria
substituido pela oitave poténcia deste. Obsevacdes desse tipo sd podem ser conseguidas per

simulagtes numéricas de alta resolugiio. O experimento fisico € incapaz de detectd-las. Portanto,
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para as situagfes priticas, a abordagem fisica, na diregio da  elegante teoria de Xolmogorov,

permanece como uma das mais notévies ferramentas no drduo campo de Fluidodinimica.
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Apénd:ice-A |

Uma Solucdo ‘Fraca’ das Equacdes de Euler.

A génese de toda uma {entaliva de obtenglio de uma solugo para a5 equagles de Euler, no
caso de um fluxa em tome de compos sélidos, estd na existéncia de um Teorema de fundamental
importancia na andlise vetorial, provado, em sua egséncia, por Stokes em 1859'. Ele pode ser

enunctado da seguinte maneira;

Teorema Fundamental: + Um campo vetorial continue V', definido em todo o espago e que se anula

ne infinito, juntamente com suus primeiras derivadas, pode ser represgniade como @ soma de um

campo irrotacional V) e de um solenvidal ¥, :

I

(A1 V=V+P
em gue
(A.la) P =0 ; 9-%=0

Sern perda de generalidade, podemos fomar 08 campos f‘"’? 2 I:E fais que:

! Nama forma mais complets, este Teorema constifug a base do artigo de Helmholz sobre o movimento dos virtices, de
1858,
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. —

(A.1b) VV=97V , VxV,=VxV
A representaciio (A1) & daica, exceto por uma constante vetorial.

B natural, entfo, fomar © campo de velocidades de um fluido inviscito, que satisfaz as

equagBes de Buler, como o campo F, dado que as condigSes de contorno a cle impostas 5o

idénticas as de equagio de Euler, na presenga de contornos.

- Determinagiio de V'
1. Caleulo de V| . Q campo irrotacional V), pode ser derivado de um potencial escalar O na

forma:
(A.2) ' ﬁ =~V + const.
P satisfaz & equaglio diferencial
V. (Vo) =40=-V .7
que, tende em vigta a condiglo {A.1b}, pode ser escrita como:

(A3) AD=-V.7

A constante, adicionada em  {(A2) por guesifio de generalidade, nada significa para a
determinagiio de O . A soluclio da equaglio potencial inomogénea (A.3) pode ser encontrada pelo

Teorema de Green . Bla & ds forma

' Suponbamos, por exemplo, que o {ermo do vorticidede {retacional) seja ‘mais fraco' gue o fcrmo potencial
{irrotacional). Nesse sentido, # soluglio da equaglo de Buler estaciondria ndo seria muito diferente da da equagio de
Laplace. Dad faJarosos dv uma teoria *lincarizada’para 2 cquagio de Euler.
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(A4 4 P) = x[w 7.0

Aqui, # ¢ a distncia do ponto do campo P, em que @ cstd sendo avaliado, ao ponto de integragio

O . Se <D & conhecido, ¥, também o € de (A.2.), exceto por wma constante.

2.Calculo de T?g . & conveniente introduzir um potencial vetor A colocando
(A.5) V, =V x A +const.

¢ adicionando uma nova condicio,

(A.6) | VAd=0

De (A5,

A7) @’»('@xﬁ)m?x?
Mais urna vez, a constante adifiva pode ser abolida. Usando (A.6}, a identidade vetorial
AT =¥ 4) - Tx(Fx 1)
se reduz a

(A.8) | M=-Vx(VxA)=-V <7
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Portanio, do mesmo modo que D, as componentes de A satisfazem a cquagBes potenciais

inomogéneas e, assim, possuem uma solugio andloga & (A.4):
- [ VxV
{A.9) dnd = L‘“}“‘?’.‘[Q

Além do mais, essa expressio para A safisfaz também & condighio (A.6) . Exceto por uma

constante, quando As conhecido, ?72 ¢ gbtido de (A5).

Uma simplificagfio dbvia surge se, por exemplo, o campo ¥, & ienticamente nulo, Neste

caso, F = V| ¢, portunto, o campo de velocidades & irrofacional, Com as derivadas em relagio ac

tempo ignoradas ¢ na aproximagio de incompressibilidade, temos
(A.10) | V=V =-V

ou seja, o campe de velocidades & o gradiente de uma fungdo harmbnica.
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Apéndice B

Uma Solucdo Geral das Equacdes de
Navier-Stokes Linearizadas.

Queremos, nesta sepfo, determinar uma soluciio fundamental do sistema de Navier-Stokes

lingarizado ou, para ser mais exato, ¢ {ensor constriide a partir de soluges correspondentes a forgas

viscosas dirigidas ao longo dos eixos coordenados, Assim, considerenios o problema *

(g=p/pxr

VAT (E,5) + Vg, (%,5) =8 (F ~ )&,
B.1)

Aqui, & ¢ um velor unitério dirigido g0 longo do k-¢simo eixo coordenado ¢ 6 (x-y) éa
fungio delta de Dirac. Todas as dilerenciagbes sfio feitas em relagBo a2 X, ¢ o ponto ¥ faz papel de
um parimetro (quando a forga aplicada esta concentrada em 1), A condiglio imposta ao sisterma ¢

que i, e ¢, —» 0 quando ]555 —3 00,

Para encontrar 4 € ¢, faremos uso do Método das Transformadas de Fourier.

* Esta segiio, cminentemente matematica, seguc de porde A exposisie de 0.A. Ladizhenskaya fita no Cap, IV do fivro
“The Mathematical Theory of Viscous Incompressible Flows” ~ )Y, Gordon and Breach, 1969,
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Lensbrando que:

F@) =) [ F)evda = @r ) ) | 0)eseAdady

¢ que
1 -
{4’1: l'x’“*?%} =5 (¥ ~ )
¢
femos:
SE-P)=0Qn)? Te’“ E-Yida
1 _ " 2% y)
e Z. ar %
g &x=y)
‘éxgﬂ = ~(2m )wgze“;: dox
em que

o’ mioc;? ; axwiakxg
k=t k=]

Se v( } denota a transformada de Fourier da fungBo v{X}, entdo,

v(x) = 2n )y ¥? ?;{a Ye™dgy,
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Substituindo as transformadas de Fourier na em (B.1), temos:

—vo,? zéf-—»ia cgt =(2n )y ¥}
] (k,j=12.3)

3'; = 1 !‘—-8‘% aj&k.]

P T vyt T ot ’
oo oy

q4; = (27 )92, 2

Usando as formulas de inversiio,

i 7) = (20 Y9 | (o )Pl

i)

:y_i[m sk a2 | lxwyijl

PR A |

g* (x,y)=(2n ) 7‘:‘? S o, =2 ( 1 ]

&y %Ix“»y{

ou, efetuando as diferenciagBes,
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-~ | 8/ Y WX — Yy ]
uﬁcx,y:>=~—(8nv)**mjyi+(x’ fﬁr > :’J

(B.2) )

J2 — {xk ““yk)
g (x,») 4?t|x-~=y]3

be

As solucBes fF = (zz?‘ , ué‘ s u}?) ¢ gé nos permitem consiruir os potenciais volu-méfricos:

@)= Lat o) )y

P(E)= | ¢* (a3 fe ()dy

gue, por causa de (B.1), satisfazeny ao sistema de Navier-Stokes nis-homogéneo:

Jv&{? ~VP = f (%)
(B.3)

9.0 =0

£ importante lembrar que as propriedades de L7 {¥) ¢ de P (x) so idénticas 35 do Potencial

Newtoniano,
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- Formulas de Green para as Equacdes de
Navier-Stokes Linearizadas.

Para obtermos as chamadas formulas de Green, partamos da seguinte identidade;

| & B v(Ou, Ou, \ov, o a
CONNN s G ”“z““(axz t Iaxk 3 f)“'“("‘*“f ”673:]"“

na qual,

T.(@)=-8fq¢+ v[@i—+a;")

1‘

¢ o fensor de tensdo, correspondente no fluxo definido por ¥ e g.

Integrando (B.4) num volume €1, temos:

g ] ((}zz azéé Oy, &f&)

+| T @S
em que A = (#7;,/,,%;) é a normal exterior a ¥,

Intreduzindo uma fungio suave arbifrdria g ¢ intercambiando ¥; € V; obtemos, de (B.5) :

O o =
(B.6) VAV, =5 1t = V] V. “f"*‘ax,.J =

= [, Gy, - T @, )ds
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cm que

ou; 6;@)
T, =8tg+v (&k ™

E natural chamarmos (B.5) ¢ (B.6) de férmulas de Green correspondentes a0 problema de
Stokes.

Como € nsual no caleulo com fungGes de Green, a pardir de (B.6) e utilizando uma
solugiio  singular fundamental, oblemos uma representagio para qualquer solugdio #, P
do sistema nio-homogéneo (B.3) ¢ fungdo do termo independente e dos valores de ¥ e de Ty (9)

sobre o contorne de S,

De fato, substituindo em (B.6) as solugSes fundamentals (B.2), obtemos:
Bn  v@= @A)+ [T (), vedS -
- L )T (P,

para qualquer x € QO
A pressio correspondente a ¥ & obtida de (B.3) usando a expressio parz V ¢ a iden~tidade
{obtida a partirde (B.1} ;:

§

B9 ATE (), =5 A o p) Vo Al v At
By, agy;

e, a
7 A e -
=8/A.q*(x,¥)~ V3 53. ut VaEe Aaf =

-

W indict; ¥ e:ﬁ (.X ) p mOSUR quea diferenciagio em X é feita com respicite a y
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p(x) ¢ obtido usando (B.3), (B.7) ¢ (B.8);

®9  p@=La L0 - gt &L, Ends -

4
Y L%ij V;:??jdg
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Apéndice C

Os Potenciais Hidrodindimicos

As expresstes para Y, {E) ¢ P(X), obtidas no no Ap. B, sugerem que ¢ mais con-vepiente
introduzir s chamados potenciais “single’ e *double layers’, muito difondidos na Teoria Cléssica do
Potencial, ‘

Por um potencial ‘single layer’, com densidade (1), entendemos as integrais:

VEy) = M.Lfi"‘ (e, v (n)dsS,
{C.1)

0Ge,w) = =L g*en v (e,

& por um petencial de ‘double layer®, com densidade (1Y), as seguintes:

W5 8) = L 56 G, 00, 0)dS,
.2 )

16 =2 “a% L @y e n)ds,

Com essas definigbes, a expressiio para Vy (%) fica:
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€3 v () = | 00y + W, 9) + Vi (5, T (Pm)

na qual,

?;(5) = (-T[';(§}’ ?;j(i‘;)a Ej(i}))

Pode ser mostrado que os potenciais (C.2) se escrevem!

W) = LK (em e, )dsn

{C.4)
IT¢e,6) = L&, G ), o),
em que,
L 3 (- -1 ) M)

ﬁ:g(x:n) = A !X"Ti|s
(©.5) 9

s v d (3:; _'T{;‘\L

K(xm) = o1 Oxg E\]x"“‘?}lj/ ()

Lsses potencials, cujas propriedades analiticas sfc idénticas ds dos potenciais eletrog-taticos,

330 conhectdos na Fluidodindmica como Polenciais Hidrodinamicos.
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Apéndice D

Teoremas Relativos as Solugées da Equacédo de Laplace em
Termos de Potenciais

Seja G uma regifio tri-dimensional, com um eclemento de volhume &V = dxdydz o

contorno 1, assumide suficientemente suave, entiio duas fungdes, ¥ & v, sio relacionadas pelas

chamadzs formulas ou identidades de Green:

oy (2222 20y [ sy = [y s

Aqui, # e ¥ e as segundas-derivadas de u s3o assumidas continuas em (7, ¢ as primeiras-
derivadas de e & + 1.
Se as primeiras ¢ segundas derivadas de ¥ ¢ v sio continuas em &+, ¢ as segundas

derivadas de % sio continuas em &,

(D.2) HL(mfw ~VAWAY = f]‘.{ugﬁ - vg%}S

Decorronte das formulas de Green ¢ o seguinte
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Teorema (D.1}.

Duas funcses harmonicas em G que sdo continuas em G +1 e coincidem no contorny, sio

idénticas em toda parte.

As formulas anteriores safrem uma importante modificagio se ¥ ¢ uma solugio funda-
mental da equagio de Laplace.
Seia P(x,,z) um ponio no interior de G ¢ uma funglio arbitriria duplamente conti-

nuamente diferencidvel. Entfio, pode ser mostrado que as Hrmulas anteriores se escreverm:

| Qu Sy Ou Oy Su Ov
H«*f[aé; 5E Ton on T A aa}d’“"*

(D.3)
+ ﬂ; uhvdV = pu+ L[,[u %’5 - %}S
:
o4 I oo - vidar + [[] w2 - v 2 s

dr - PeG

piZn —> FPel

0 > PeG+T

Sew = 0, Pe ey & uma funglio harmdnica em G, entlio,

SRS ¥ PR YTy
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ou, em outras palavias, quelguer fungio que ¢ regular harménica em (3, e¢ continuamenie

difersnciavel em G +1. pode sor represesiadn como o potencial de wna distribuigéio, sobre a
superficie do contorap, de uma comada-simples de densidade G ¢ de uma camada-dupla de

densidade & .

A seguir, eNUNCIAreNos, scrm apresentar as respoctivas provas, alguns teoremas relativos aos
polenciais anteriormente vistos, que serido ttels no tatamento numérico de problemas de valores de

somermns,

Teorenma (D.Z).
Se | ¢ cantinue sobre wina superficie S, num espago m dimensionad, entéo o po-tencicd de

camada-dupia

- O ( 1
W(E) = | 1€ )5 o S
tem um vador completamente definido para qualquer ponte sobre a superficie S . Tal valor varia

continuamente guando se percorre a superficie S .

Teorema (D.3).
Se I ¢ uma superficie de Liapunov, ¢ a densidade G (&) é limitada ¢ integravel, entdo, o

potencial de camada-simpley

P = [0@)rds

¢ continuo em lodo 0 espago.
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Teorema {34},
Seje F uma parte do contornol’  de wna regife G, 6{&) ¢ p{l) as densidudes de

distribuicio sobre F, limitadas e diferenciaveis, ¢ £, € F. Entdo param = 3,

P, W)= 20 (B) = (R)

Pg;n}%“} W(P)—-2nu(F,)=W(F,)

em que P~y P denota a aproximagdo pele lado ‘positive’ da superficie ¢ P —» B 4

aproximagdo pelo lado “negative’.

Teorsma (I3.5}.
Nas mesmas condigbes do tearema anterior, temos gue o potencial de camada-simples tem,
sobre F, uma derivada sormal reguiar de ambos os lados da superficie. Qs valores limites das

derivadas normais sdéo, para m =3,

. SV (P _OV{R)
PR B, ORI =T,
AV (F) _OV(E)
F %Lr?)é‘“} (3!2{,,3 - 2%6 (‘PQ) . 8?3

em que O / 8;‘2{%,) denota diferenciegdo na divegio “positiva’ da normal & superficie emF, ¢

7, / 3}?(“) a diferenciocdo na direpdo "negativa’ da normal.

Observagdo: Seja X um ponto arbitririo do espago, ¢ 7 a normal & superficie T em £,
passando pelo ponto ¥. Se X € §, entfio ¢ possivel caleular a derivada do potencial ao longo da

direciio de 1 simplesmente sob o sinal de integral. Ou seja,
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ag .

i;;ﬁ = _[.{)? €) ’gg[ ,j«-z ]df

Teorema (0.0},

As derivadas de wm potencial de camada-dupla na diregéio das normais @ superficie variam

continuamente quandoP —>» P, ao longo du direciio normal emP, . Todavia, as derivadus

perpendiculares & normal variom descontinuamente, de tol modo que:

L OW(P) OW(E) ., Ou(E)

WP ow(E) , ull)
PP O, | o =2 g

em que O / Ol 4y denota as detivadas nas diregbes perpendiculares & normal,
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Apéndice B

Equivaléncia entre uma Distribuicdo de Vorticidade ¢ uma
Distribuicdo de Dipolo

Como vimos, a velocidade induzida por uma linha de vértices de intensidade I ao Jongo de

uma curva fechada dada, parametricaments, por 7(3) &:

Fx[E~F9)], r &5
lx-r(){ ds = l. "“?’(3_'

i) = 5

Uma extensZo de tais resultados para urna Unica linha de vortices ¢ obtida considerando-se

virias curvas fechadas C, G, Cisnnr, C, , com circulagses 13,15, 15,..., T, ¢ a super-posiciio

dos movimentos correspondentes a cada uma delas.

Seja = superficie 4 da Fig.B.l. Digamos que nessa superficie escoltumos N curvas
como indicado. A superficie delimitada por duas curvas sobseglientes € denofada por
A, Ayy Asy o A, . A velocidade num ponto ¥ serd a soma das velocidades induzidas por cada

uma das curvas. Também a funglo potencial serd 2 soma dos valores de $ para cada wn dos N

movimentos:
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Fig B, Uma superficiz oo vorticidade.

_L L |

®= 4r '[Aiwima;«d,;){f@'{“% '{xfiﬂh...mb}d“&
Y Ty

Fed L;ka}d@&«‘% _[{}{d@

Egsa tilima expresio pode scr ascrita come segue:

o=7-[1],d0+(0 + 1), 40+ (1 + 1 +1y) | dor.

1 .
. AL+ TG ""1“31"*"”"*”?!&’)-[@ d(%}] = -@—21} L; de

T
[

. N+ 4+
na qual: I}u‘l’ e

N+ +0L -+ Dy

Fisicaniente , o valor de I” em qualquer ponto X sobre a superficie A ¢ igual A circu-lagio

de uma curva fechada que *fira’ a superficie somente em X ', passando de “fora’ para *dentro’.
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Se generalizarmos para o caso de urna distribuigio continua de linhas sobre toda a superficie

A" obteremos I” somando sobre todas as circulagdes, que mudam por quantidades infinjtesimais,
Assim, I resulta come uma fungZo de cada ponto da superficic ¢ a8 linhas de vértices tornam-se

linhas de I = cte. O potencial em qualquer ponto fora de 4’ é dade por:

O(F) = ,&% [ rE)ae

a4,
cosG
?.2

4G

OF) = -7 |, TG)

Easa Gltima expressio é, essencialmente, a funglio potencial para uma distribuicdo de dipolo

de densidade niio-constante (4, com W= [/4% .
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Apéndice F

QO Espectro de Energia Isotrépico Tri-dimensional em termos de
Espectros Unidimensionais

_ Levando em conta a simetria esférica, as nove componenias do tensor de correlacio entre os
pontos P ¢ P o reduzidas a trés, R.R e R3 . Mas, &, = K, , tal ques
o (r)
®.1) rest 2 f () —g()] =0

1r) ¢ glr) sio fungles pares de r. Para P — P’ L iste §, ¥ — 0,

P =
SO =145 @+ 40+
(F. 2}

o o
o) =14+ 578" (O + 8" @)+

em gque ” ¢ iv denotam, respectivamente, as seganda ¢ quarta derivadas em relago a ».
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Além  das corrclagBes principais, f{7) ¢ £(7), scgundo Karmén & Howarth decmonstearun,

as mais importantes correlages cntre pontos P ¢ P’ sdo A(1),K(r) e q(r), definidas como:

2
1iu
h(r) = (_u_ﬁfl?
(F. 3) K(r) =W
Uty

As fungdes f{r) e g(r) podem secr cscritas na forma de espcctros de cnergia umidi-

mensionats.

Assumindo que f{1) e g(¥) sdo fungSes que variam nwito suavemente com o (empo, po-

demos cscrever:

(F. 4) W f(r,8)=uu,. = TF(k,r) cos(lr)dk
- 0

Notamos que F{r) representa uma fungio densidade de encrgia unidimensional. Aléi do
mais, tomamos a transformada-coscno de Fouricr, ja que, obviamente, somente nos intcressa a
encrgia {isicamente significante, ou scfa, encrgia contida na turbuléneia.

Sinlarmente,

F.5) wlg(r,t) = uu, =TG(k,t)cos(kr)cZk
0

Para cncontrar uma relagiio entre I°(k,¢) ¢ G(k,1), vamos partir de
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(F. 6) wEf(r,0) =c]\F(k,t)cos(lcr)dk
Q

mas,
ikr —ikr
{F. 8 cos{kr) = (e;ze)*
portanio,
2 Jﬂj o 7 ~thr 1
F.9 wWwflr,t)y= 2{_§F(k,z)e‘ dlc+ JF(k,0e dk}
g

A segunda integeal no segundo membro pode ser reescrita,
Seja@ = ~k.

Entiio,

©10 Fnetd =~ Floo e = [F-a,ned
¢ 0 0

mas, £ ) = F{~x ). Portanto,

a 0
Fi1) Jrye®ar = |Fo)ewdo
0 20

Entiio, & = 4% e (F.11) levama

(F.12) ?f (r.t)= % 1‘7 (k,Hye™dk
ou

12 ,
(F.13) Flk,t)= P 7 fr.OHe*dr
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Da mesma mancira, podemos encontrar uma fungfio espectro de energia unidimensional

correspondente & furglio g7 Tal funglo é:

uw
(F.14) Gk )= Tg(r,z)e“”"dr
g, entdo,
3 1 T ik
(8. 15) welr,t) =7 G{k,t)e™dk

De (F, 12) e (F. 15) temos, para 7 —> O:

(. 16) ut = % ?F(k, £)dic
é
(F.17) U = % TG(ic,z)dk

Por isso, nesse limite,

(F. 18) TF(k,r)dk = q]\G(Ic,t)dk
Da relagdo
r o
.19) gm0 =) +55 ()
temos,
Tothnende = Trkoonae 5 oetse
{F. 20) Gk, De™dk = Fk,i)e dk%fi (G F(k De™dk
gue int@gz*aég por partes da
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?G(&,z)e"""dk - TFU‘:,:)@W&M%&&M{;{, 5 |-

®.21)
L Icﬁ-f?(fc £y + F(k :)}ewdk
2 3 otV “
mas,
(7. 22) . Izﬁéw (kF(k)) =0

Esse limite ¢ consegiiéneia da condiglo que

F. 23 TlF(k)\dfc < ®

—

Portanto, (F. 21} torma-se:

F2  JGDVdl= LR "%‘ T[k%ﬁ(k,s) + F(fc,s)}é"’dk

Finalmente, temos:
Tot e 1F“J‘ v Tl p o |
(F. 25) G{k,f)e dk-“-fi'_ Fk eV dlk — ké};ﬁ(:’c,f)@‘ ko
g, evidentementc,

(F.26) Gik.t) =%[F(?<:,z) —-icé%f’(:’z,z}:l
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~ O Espaciro de Energia Isotrépico Tri-dimensional,

Da seguinte expressiio para o tensor de comelagio,

@) R = | ) oy
seLus que
(F. 28) @, (k,2) = "8?11:—3111& (F, e * dF

Usando as coordenadas esféricas definidas na Fig, F.1,

/'/ kﬁ’
=

i

Fig. F.1. Definigio dus coordenadas osféricas.

De(F. 27), temos
2 H
(F. 29) B = Tdic Tdﬁp f O, (k, e 0 genbdd
& & a

Obviamente,
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(F. 30) e =]

dk = k*senbd8do

Entio,

2 sen(fz?')

{(F.3D) R, = A4n (@, (k)" ——dk
&

Por definicio, o espectro de energia tri-dimensional Bl é

(F. 32) E(k, 1) = 2nk*®, (k, 1)
Entde,
F. 33) R, = ﬂz«:(za,z}fcz 3‘9"("’”3 dre
"¢
Todavia,
(F. 38) R.(0) = %

Num sistema arbitrario de coordenadas, {X,%,,%1),

rr-g| B 5 5 {00
{F.33) By = ( } g ] ELy &F L1+ g(n)10 1 0
g onE £ |00

Para um sistema esférico,
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Ry = f (r)+2g(r)] =
TR0+ 26, 6] costiz)d =

=[Fk,0)+ Gk, 1)) = Se”(k") i“

y senkga‘) db =

M!Tg}»[}?(k?f)+ 26(K,0)
]

(F. 36) “]\d {F (e, )+ 2G(K, 0|k Sm(’m ke

f}

Usando ¢ teorema da invers&o de Fourier, de (F. 36) ¢ (F. 33), chegamos &

(F.37) k gfg[ﬁ'{fc, D +2Gk, 6] = ~2E(k, )

Mas,

(5. 38 G(k, f}“—[F(!c ) - k F(k z)]

Assim, (F. 37} pode ser simplificada para dar:

A

f—

aF zaa] krdF dF _dF ., , d2F ]
T AT T dE T e

(F. 39)

_JaF _ &PF]
=M T

Dedfinindo ¢ operador,
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b, dr L d
(F. 40 D= ‘fz“l_fcz *&Pwk*&;]

chega-s¢ a:

(F. 41) E{k, )= D[ F{k, )]

Essa expressio permite calcular o espectro da turbuléneia tri-dimensional a partir de um dos

espectros unidimensionais {cf. refl [31], Cap. 2}.
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Apéndice G

Lstimativas da Ordem de Magnitude de Algumas Grandezas da
Turbuléncia Homogénea e Isotrdpica

A turbuléneia  homogénea ¢ isotrdpica, embora um pouco distante dos sistemas encon-
trados na pratica, pode, como vimos, seor tratada matemdtica ¢ numericamente de maneira muito
completa. A seguir, apresentaremos as estimativas numéricas de quantidades fisicas de muilo
interesse ao estudo de sisteras turbulentos isotrépicos, tomando come exemplo o sisterma turbu-

lento estudado no Cap. 6, sec. 6.4,

G.1. A Ensirofia, D(1).

Por definiclo, a enstrofia, em funglio do espector de energia, pade ser escrita:

D)= Ticzg‘(k ,Hdk

Por integraciio direta, utilizando a forma de Heisenberg para ¢ especiro de equlibrio,

oblemos, os seguintes valores':

' Quando se fizeram necessiriag integragbes noméricas, utilizou-se diretamente o Mathematica.
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D{0)=194%x10°s?  (inicial)

DUY=33x1075%  (no equilibrio)

G.2. A Palinstrofia, § (1) .

Por definiclc, a palinstrofia, em funco do espeetro de energia, € escrita:

W) = TFC_“E (k,t)dk

Com a forma do especlio de equiibrio dada pelas hipdteses de Heisenberg, integrando a

equagiio acina, oblemes;

POy 5,0x16° {inicial}

gt =3,7x 10" (no equilibrio)

G.3. O Numero de Onda de Dissipacio (Comprimento de Kolmagorov),

De (5.39), temos,
¥4 34

(3 [EGYY" L (3-045 [62x10° | y

f%”“ko[z;v k) S ERnBY i J ~ 122 em

G.4. A Taxa de Dissipacdo de Energia Cinética, €.

[3a Hidrodinamica Cléssica, temios que a taxa de dissipagfio de energia & dada por:
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g = ZVszzE(k,fc}cz’k = ZV(IB(Q)) =
)

=g =2-015-(33x107) =9,9% 10° cnf - 57

G.5. O Valor-Quadratico-Médio dos Gradientes de Presséo.

Da expressiio (5.41) , com os valores das grandezas que aparecem caleuladas anteriormente,

oblemos,

(¥p) ~ 017 p2iiiid® =

= (Vp) = 0,171,844 10 432 x 10" . 1,135 24,6 =

o (Mp)z & 2,95% 107 dyn® em®

G.6. A Extensdo Espacial Média dos Gradientes de Presséo, Ap.

De (542}, ¢ com os valores das grandezas correspondentes,

’ iy 10
w%m\j%},%xl() 432x10 =037 om

2,95%10°
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(.7. 4 Extensfo Espacial Média dos Gradientes de Velocidade, J.

A chamada Microescala de Taylor pode ser calculada de -

3 o
1 1avu
A=l 2 :\j g

15-0,15-2,08x 10°
=X “\f 0 9% 10°

= A~ 022 cm

G.8. O ‘Invariante’ de Loitsyanskii, /.

Essa quantidade pode ser calculada a partir da expressiio
A = E“Tr‘f(!‘ Hdr Mz? A £, 0)dr =
=0 . \ = O Gz f{#0)dr

1 2,08-10°-(2,32)
&n 3 =

W z
= A(0)=A= T gt gy
On ¢

= A=33%10 cm’ -5
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G.9. A Constante de Kolmogoroy, Cx.

O valor da constante de Kolmogoroy, adimonsional, resulta da expressfio que, como vimos,
¢ vilida para o ‘range’ inercial do espectro de turbuléncia (Fig. 6.16). Do espectro de energia no

equilibrio,

E(l)y = Ce Vi

para, por exemplo, & =10, E(10) 2~ 1,54 x10%. Com o valor, conheeido, da taxa de dissipagiio

de energia, @ constante de Kolmogorov segue imediatamente ©:

o o E® 1,54 %10 -
e T 461x107.2.15% 102

= C, = 1,6

G.}0. A Difusibilidade, .

Da curva do espeetro de quase-equilibrio, podemos fazer a scguinte andlise, graficamente:

¥ Os valores comumente aceitos dossa constante esliio entre 1, 4 ¢ 2,2, cmnbore ¢ padoria dos investigadores acredite
que sei valor seia muito proxime de 1,5, Devemos lombrar também que ¢ nosse resultade embute o valor experimental

¢a constante % oblids por Proudrman [ 28] para vm Re¢ sndo muite alio.
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8,30
0,25}

* %21
Ei}
8,15 |

61

0,051

0,5 Z L3 26 25 3 3,5 4 45
k{om)
5,65 0,75

A tegido 1, caracierizada principalmente pela invariante de Loitsyanskii, e a regifio I, pela

difusibilidade, dfio para ¢ espectro de energia, respectivamente, as oxpressies;
E(R)y=Ak* ¢ E(R)=(‘k

Graficamente, ebtemos & ~ 400 om?® -y,
G.11. 4 Constanie ‘A ' de Batchelor.

Batchelor (7] demonstra que essa constante surgs da igualdade:

Y)e s = ka5 ) -t
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- =5} 43

d
Podemos tomar: P 2 =g, L=4,0 cm (didmetro dos tubos de vértices), ¢ i = v, (raiz-

quadratica-média da velocidade). Portanto,

A_(fwxmﬁ} 4
“\L,04x10°)"456

= A=085 '

G.12. Q Fator de Skewness’ das Derivadas da Velocidade, S ( 4 ) .

Como demonstrade por Baichelor ¢ Townsend, para umz turbuléneia isotrdpica tei-

dimensional, 2 seguinte quantidade

¢ chamada jator de skewness das derivavdas da velocidade.

Para tempos suficicntemente grandes, préximos ao limiar de formagdo do ‘range’ de

dissipagiio (¢ 2 f¢j, Orszag [ ] mostrou que vale 2 seguinte relaglio, aproximada:

:&}.
VA E (et )dk

S == P
ﬁkgﬁ(k,tc)dk}

! Pode-se confrentar esse resultado com a experifneia vomparaads as nredidas experimentads da figura 6.1, pég. 106,
¢a referénein | 70
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quc deve manter S constante nos insfantes posteriores. Substituindo os valores das quaniidadcs

nessa cquagio, obtemos:

3.7x 10!
(33%x107)"

S§S=-235-0,15- ~ —0,68

G.13. O Tempo de Formagdo do Espectro de Quase-Equilibrio, L..

Conhecendo-se o fator de skewness ¢ a enstrofia inicial , esse tempo pode ser calculado da

expressdo ( supondo um fator de skewness constante com o tempo):

1 1 12

' = 25 Jg] 2O

r—L 1 2,2x107°
=l =0425 068 “- XV =

=, =8,0x107 s
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Apéndice H

Conexdo Entre a Teoria Convencional da Turbuléncia e os
Atratores

A Teoria convencional & bascada na abordagem fisica das hipdieses de Kolmogoroy,
enguanto ¢ ponto de vista baseado ta Teoria do Caos ¢ dos Atratores ¢ mais recente ¢ corresponde a
um tratomento mais matematico na direglio da Teoria dos Sistemas Dinfmicos (Ruelie-Takens,
Smiale ete). Embora estas teorias paregam correspondder a abordagens completamente diferentes,
uma conexdo entre elas foi estabelecida recentemente [16]. A seguir descreveremos brevemente em
que consiste tal conexdo. Para tanto, serd feita uma breve introduglio acs atratores da equaclio de

Navier-Stokes,
- Cornjuntos Invariantes Funcionais e Atratores.

Nessa abordagem, em que © ¢spago de fases & um espago de Hilbert H dimensio-nalmente
infinito, as equagdes de Navier-Stokes siio cscritas como uma equagio diferencial di-

mensionaimente infinita da forma

#HD %%+V&Q+Bumf

com a condigio inicial

H



(H2) u(0) = u,
Quando definide, o operador S, € o operador nfo-linear
u, — u(t)
em que #{Z) & o valor no instante £ da soluglio (H.1), (H.2).

Admitinde o nfio aparecimento de singularidades e assumindo que a enstrofia permaneee

Jimitada no tempo, dada uma solugiio de (J1.1), (H.2), que ¢ definida para todos os instantes pode sc
mostrar [17] que 2(2) converge em H quando ¢ —» 0 para um conjunto X que tem as seguintes

propricdades:

(13.3) - O problema (H.1),{ H.2) ten uma solugfio definda para tado tempo tetedo 1, € X.
HAH- S X=X,V 1i;0

O conjunto X ¢ um objeto matematico que descreve © regime permancnte que se estabe-lece

apds win periodo transiente.

A teoria da estabilidade dos conjuntos invariantes funcionais ainda nfo estd comple-tamente

desenvolvida, mas ¢ comumoenie aceito que esses conjuntos s esidveis,

Foi mostrado e [17] que ¢sse conjunte tem uma dimensiio {inita, 0 que niio € outra ¢oi-sa
sendo outre aspecto da dimensionalidade finita de um fluxo turbulento. Constantin & outros [16]
fizeram uma cstimativa precisa desta dimensio em termos de quantidades fisicas, resuliado esse

gue serd deserito a seguir.
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- Dimensdo Frocial do Atrator,

Seja 4, um elemento do conjunto invarianie funcional X e seja u =uf{x, 1) =Su, a
solugdo correspondents de (H.1), (FL2). Da taxa local de dissipagiio de energia por unidade de

massa e tempo,

g(x,5) = v!@’a(x,s)\z )

e considerando a média temporal da faxa de dissipagio maxima sobre X :

( )

£ =i sup sup J L szzp e(x, s)a’,s
o0 \u, ex !

associamos a esta quantidade o comprimento de dissipagio de Kolmogorov, ;. Scia £ o

comprimento externo da imbuléneia. Entdo segue o seguinie

Teorema (3.5} .

A dimenséo fractal de X é menor ou igual a
£ N3
o L)

NZT;

k4 7 > ]
ne qual €y ¢ uma constante universal da ordem da wnidade .

"A prove desie tesrema ¢ saltemariente téenica ¢ elaborads, e pode ser encontrada zas referdneias citadas ressa seglio,
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