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RESUMDO

Estudamos, de uma maneira sistematica, o campo hi
perfino de contacto em atomos livres a fim de analisar a qua
1idade das funcoes de onda obtidas a partir da aproximacao do
operador de massa, da teoria de muitos corpos. 0 campo de
contacto depende diretamente da fung3ao de onda dos eletrons
s na origem e a aproximacao utilizada para calcula-lo 1leva
em conta tanto a dependencia do exchange com a energia cine-
tica do eletron quanto a inclusao da correlacao coulombiana
eletronica, sem necessidade de parametros ajustaveis.

Observamos que os resultados encontrados para tais
campos, com o esquema proposto, sao competitivos com os de
Hartree-Fock e por ser um esquema mais simples pode substi-
tui-lo na obtencdao de grandezas fisicas relacionadas com as

funcoes de onda dos sistemas a serem estudados.
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ABSTRACT

The hyperfine contact field for free atoms has
been calculated within the framework of the mass operator
approximation for various atoms, in order to analyze the
quality of the electronic wave functions. The mass operator
approximation takes into account the electron-correlation
effects as well as the dependence of the exchange with the
velocity of the electrons.

We found that the mass operator approximation
to the exchange correlation effects yields values for the
hyperfine contact field in good agreement with those ob-
tained through the Hartree-Fock scheme. However, the mass
operator approximation is simpler than the Hartree - Fock

operator.




INTRODUCGCADO

A maioria dos sistemas fisicos e constituida de muitas
partTcu1as e para descreve-los precisamos incluir, na equacao de
schroedinger, potenciais de interacao entre elas. No entanto, a
solucdao exata desse problema nao & possivel atraves das tecnicas

matematicas disponiveis.

A aproximacao mais comum para se obter a solucao da e-
quacao de Schroedinger para esses sistemas e o modelo de uma par
ticula, que supde cada uma se movendo em um campo criado por to-
das as outras. Uma aproximacao muito utilizada, para sistemas ele

tronicos, & a de Hartree e Fock, que descrevemos no Capitulo 2.

As equacoes de Hartree-Fock contem um termo bastante
complicado, nao local, que provem da antissimetria da funcao de
onda, chamado termo de exchange. Como ele & muito complexo, a u-
tilizacao do formalismo torna-se dificil. Assim surgiram, nos ul
timos trinta anos, varias aproximacoes para esse termo com o obje
tivo de simplifica-lo e, posteriormente, incluir na teoria o0s e-
feitos de correlacao coulombiana eletronica. As aproximacoes mais

usuais sao apresentadas no Capitulo 3.

No Capitulo 4 descrevemos o tratamento local para o po
tencial de exchange-correlacdo obtido a partir do operador de mas
sa, derivado da teoria de muitos corpos, que leva em conta tanto
a dependéncia do exchange com a energia cinetica do eletron quan-
to a inclus3o explicita da correlacao coulombiana, nao dependendo

de parametros ajustaveis.

Neste trabalho estamos interessados em estudar esta a-

Proximacao e, para isso, calculamos o campo hiperfino de contacto,




que € 0 campo no nucleo do atomo e depende da funcao de onda dos
eletrons S na origem. A descricao das interacoes hiperfinas en

contra-se no Capitulo 1.

Como esse campo € mensuravel, uma comparacao de nossos
resultados com os experimentais podera nos dar uma estimativa da
qualidade das funcOes de onda obtidas a partir da aproximacao do
operador de massa. Essa comparacao e as conclusoes que dela obte

mos sao apresentadas nos Capitulos 5 e 6.

A correlacao coulombiana desempenha um papel fundamen-
tal na descrigao das interacoes hiperfinas e o formalismo apresen
tado permite inclui-la na obtencao do campo hiperfino de uma ma-

neira razoavelmente simples.




CAPITULO 1

INTERACDES HIPERFINAS'+Z+3

1-1. INTRODUGAD

0 estudo das interacoes hiperfinas provemda ligacao en
tre duas areas disciplinares basicas: a estrutura eletronica dos
materiais (atomos, moléculas e solidos) e a estrutura das particu
las sub-atomicas (nucleons e outras particulas elementares). Quan
do estamos interessados no estudo da estrutura eletronica, consi-
deramos o nucleo como uma carga pontual e sua interacao com os e-
letrons € a coulombiana. No entanto, se levarmos em conta o fato
de o nucleo ter um tamanho finito assim como um momento magrietico
e que sua distribuicao de carga nao & esferica, entao existirao
interacoes adicionais entre ele e os eletrons chamadas "intera-
coes hiperfinas". Ainda que essas interacoes, quando comparadas
com a coulombiana, sejam pequenas, seus efeitos sao mensuraveis
porque produzem desdobramentos nos niveis de energia, os quais nao
sao encontrados quando levamos em conta somente o termo de Coulomb.

Estudaremos os principios fisicos envolvidos na teoria
da estrutura hiperfina, através de uma descrigcao classica das in-
teracoes, dando énfase especial as interacOes magneticas e nos in

teressando principalmente pelo termo de contacto.

1-2. INTERACAO HIPERFINA ELETROSTATICA

Sendo pN(?N) a densidade de carga no nucleo e pe(?e)

a densidade de carga eletronica, a energia de interacdao eletrosta

tica entre o nucleo e os eletrons, no sistema MKS de unidades, se

ra:
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1 % > 1 3 3
WE = Ine [J pe(re) DN(Y‘N) T_rt——-‘—ﬁ d Y'e d r'N (1-1)
0 N e
Expandindo — ] em harmonicas esfericas temos:
Y‘N-Y‘l
e
7 ¢ 38 o
[ 1 < * Ay A > >
W, = — 3 % d’r_ d°r Yo (Fy) Yo (F)) o (F) pp(Fy)
E e, 10 m=-g 2041 JI e N s gm* N° “amt e’ Yete” NN
g (1.2)

Como a carga eletronica, dentro do volume nuclear, e

muito pequena, podemos escrever

_ (1) (2)
WE = WE + NE
com
o 2
(1) 1 1
E e, 2=0 28+1 m=-g tm - hm
W2 1y ;o d3ry ¥ (F) oy (Fy)
E €0 JZ,-_-O m=-2: 28+1 N Lm N N N
2 2
3 ~ > Fe N
% d Fe Ylm(re) pe(re) = [ = L+1 (1.4)
r <r N e
e N
onde
* "N
Gam = | 9y Yon (R ey () (1.8)
r 3 1
. A >
Agm = d7rg ;fi;T Ylm(re) pe(re) (1.6)
’ e

descrevem os momentos de multipolo de ordem &.
0 termo com & = 0 em Wé1) e a interacao coulombia-

na. O0s outros termos em Wé1) e WEZ) sao a "interacao hiperfi

nall

0 termo dipolar (2 = 1) em WE1) pode ser tomado como




zero se o centro da carga nuclear for posto na origem. Assim, o
(1)

primeiro termo hiperfino diferente de zero em W¢ eo termo qua
drupolar (2 = 2).
0 unico termo que tomamos diferente de zero em WEZ) e

aquele para o qual & =0, pois os outros podem ser desprezados
porque representam uma pequena corre¢ao nos ja pequenos termos

multipolares. Assim, com a restrigcao, 2 =0, wéz) fica:

o r
N
(2) _ 1 2 2 1 1
We Ty dY‘N "N pN(rN) dlr‘e "e pe(re) -
e, ry r
0 0 e
(1.7)

onde pN(rN) e pe(re) sao as medias esfericas de pN(?N) e
pe(re) .

Desse modo temos dois tipos de contribuicao para a in-

teracao hiperfina eletrostatica:

1) Contribuicao multipolar em WE1) , a qual depende

de: a) momento de multipolo nuclear, dependendo assim do isotopo
e do estado de excitacao nuclear; b) estado eletronico. Em mui-
tos casos a contribuicao de multipolo nao existe, devido a sime-
tria da densidade de carga nuclear 6u eletronica. Quando existe,
ela produz desdobramentos nos niveis de energia da ordem de 10'8

eV (1074 cm'1).

2) Contribuicao de monopolo em E > 2 qual depende
da distribuicao de carga radial, dependendo portanto do isotopo e
do estado de excitacao nuclear. A contribuicao monopolar nao pro
duz desdobramentos nos niveis de energia, mas sim uma translacao

dos niveis n3o perturbados, devidos a interacdo puramente coulom-

biana.




1-3. INTERACAO HIPERFINA MAGNETICA

A interacao mais importante, nos casos em que os ele-
trons de um atomo ou jon tém um momento magnético eletronico re-
sultante, & a estrutura hiperfina magnetica, que resulta da inte-
racido desse momento com o momento magnetico nuclear. Podemos tra
t3-la como uma interacao do campo magnetico no nucleo - devido a
nuvem eletronica - com o momento magnetico nuclear, ou como uma in
teracdo do campo magnético no nlcleo - devido ao momento magneti-
co nuclear - com o momento magnético eletronico.

0 momento magnético dos eletrons e devido parcialmen-
te, ao seu movimento orbital e parcialmente, ao seu spin. Estuda

remos, separadamente, esses dois casos.

1-3.1 Interac3do com o Momento Magnetico Orbital

0 potencial vetor devido ao momento magnetico nuclear,

-5

Hp o e dado por:

u i x ¥
[ Q— L ~(1.8)
4dm r

> - . - .
onde r e a coordenada do sistema com o nucleo na origem. A ener

gia de interacao com a densidade de corrente eletronica, J ., e:

3

e
> >
A (3 SN I 1 Bl SN
. 4q r3
- -
U b (F x J))
o _ 0 J I e d3r (1 9)

4q

onde a integracao @ sobre o volume ocupado pelos eletrons. 0 mo-

mento magnetico nuclear pode ser tirado da integral e assim

Mo o (¥ x V)
. Rl e (1.10)
m r
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desde que 3e d3r = Vvdq, onde V & a velocidade do elemento de
carga dq . Para cada eletron a quantidade (r x V) pode ser ex-
pressa em termos do momento orbital m (r xv) =% %, o qual &
constante (m0 = massa do eletron). A integral pode ser trocada

por uma soma sobre todos os eletrons, com valores medios apropria

dos para
-e<r'3>= _d_g_
L r '
Temos entao
M
o= —2 § 28 (B.E) <), (1.11)
47 1
eh - - .
onde B = _?E;_ e o magneton de Bohr. Como os eletrons em orbi-
tais, com os mesmos numeros quanticos n,%, tem o mesmo valor de
< r'3 > e o momento angular total de uma camada fechada & zero,

L
so contribuem para wL os eletrons que estao em camadas parcial-

mente ocupadas. Podemos escrever entao:

u
W= —2 28 (1,.0) < ro3 s (1.12)

47 L

~

’ > - -
onde L e o momento angular total dos eletrons. Podemos escrever

a equacgio (1.11) com o acoplamento LS da seguinte maneira:

u u
W= 0 28 [——l—-] (1.7) < r£3 > (1.13)
4 I
- > uI
onde escrevemos o momento magnetico My como (_—f—-] 1 , sendo

T o vetor nuclear de spin.
Em muitos solidos, os atomos tém momento angular orbi-
tal zero e nesses casos W & zero e a interacdo hiperfina magng

tica e devida somente ao spin eletrdnico.
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1-3.2 Interacdo com o Spin Eletronico

A densidade de magnetizacao eletronica associada com o

spin intrinseco e convenientemente expressa por:

Moo= - g8 18 o, (F) (1.14)
1

onde 31 e o spin do i-esimo eletron e Pg e a densidade de
i
spin (isto &, o quadrado da amplitude da funcao de onda no ponto

¥ ). Esse campo origina uma densidade de corrente da magnetizacao

da forma:

o= VxH (1.15)

Assim, a energia de interacao entre o momento magneti-

co nuclear e o spin eletronico fica dada por:

> > > 3 > > > 3
ws=-[A.VXMSdr=-JA.VX[-gSB1Z 1;)s‘](lr'):ldlr'
= gseziﬁﬁx[gi ps_(?)]d3r (1.16)
i i
Integrando por partes temos:
+>\ > > + 3
We = g, B g I psi(r) S;+V x Adr (1.17)
Como
u Hp x 7
VxAh = -0 L (1.18)
4t r
Encontramos que
5k M Uy 3G . F) F .
& o - —;j‘ + __E:IT__* se r = (1.19)

Se r =0 devemos calcular o 3 x A integrand6-0 em

uma pequena esfera centrada na origem. Efetuando essa integral

éncontramos que:
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o * Ho 8w > >
VxA = i 5(r) se r =20 (1.20)
4r 3
Finalmente obtemos:
-> be 3 ~ ~
u u 3(uy.#) r
=y S [: % 8(F) - — __ﬁlﬁr_-] (1.21)
4 r r
onde r & o vetor unitario na direc3o de r.
Desse modo, a energia de interacao pode ser escrita co
mo:
W= 2 g g 3d | e ()2 BT 3 ()
s PO S L 3 1
> > A ~
B, - 3(p;.r) r
§ I . d3r (1.22)
r
ou ainda
N
Wg = -1 'ge

> — - - - - » - 3
onde Be € o campo magnetico no nucleo devido ao spin eletroni -
co. Para simplificar consideraremos separadamente as contribui-

- + - - -
¢coes para Be "dentro" do nucleo e "fora" do nucleo. Para o ul-

timo caso temos:

> -> Uo > > A A _3
e = By = 98 ) 3y - 3G P F) <rgh oy a29)
com .
p. (r)
<3, " d3r (1.24)
S "1 ~ _ﬂ—_;?__ '
€ g, e o fator g do spin eletronico.

Essa parte da interacao magnetica hiperfina, chamada

contribuicao spin-dipolar, assume a forma:
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j i SD "1
(1.25)

g B [-———-] y $..T - 3(5..7)(F.1) <r:3 s

Nos casos em que a densidade de spin eletronico tem simetria esfe
rica, essa interacao e nula, assim como para elétrons em camadas
fechadas e tambem para camadas semi-cheias (no acoplamento LS ).
Em particular, ela e nula para um simples eletron s, mas nesse
caso devemos considerar o campo magnetico "dentro" do nucleo,pois
os eletrons s sao os unicos que tem probabilidade nao nula de
estar no nucleo (no tratamento nao relativistico). Desse modo, 0
campo e dado por:

u

W _ 0] 8 >
T§e = H. = 3 g, B S p(0) ¢ (1.26)
onde p(0) = llps(O)l2 e a densidade eletronica de spinno nucleo,

que assumimos ser uniforme em todo volume nuclear. Assim, a inte
racao hiperfina nessa regiao, conhecida como interacao de contac-

to e escrita como:

e = —2 2T g g (#;.3) 0(0) (1.27)

Como o eletron s nao tem momento orbital e ja vimos
que a simetria esferica de magnetizacao fora do nucleo produz cam
po magnetico nulo no nicleo, a equacao (1.26) e uma interacdo que
esta presente somente para o eletron s.

Ate agora estudamos a interacao magnetica hiperfina
Classicamente, mas os resultados obtidos sao validos no formalis-
mo da Mecanica Quantica, se tratarmos o momento angular e compo -
nentes de outros vetores como operadores. As hamiltonianas hiper

finas s3ao similares para as tres interacoes magneticas (W W

W

L% ©

sp)> Pelo fato de poderem ser escritas na forma:
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> >
I

H = J.RA. (1.28)

pe fato, quando consideramos uma perturbacao nos niveis de multi-
pleto, © teorema de Wigner-Eckart mostra que ambos, L et s Sao
proporcionais a 3 . Nos casos em que a densidade de spin e esfe-
ricamente simetrica, a interacao Spin-dipolar (wSD) e zero, assim
como'a interacao orbital (wL) e o tensor 7? passa a ser diagonal.
pesse modo, a hamiltoniana, para a interacao hiperfina de contac-
to, pode ser escrita como:
M

u
H = AJ.T = —0o _8m g B —L (1.3) o(0) (1.29)
47 3 1

Como J & um bom nimero quantico (acoplamento LS), en

tao podemos projetar S em J e teremos:

H H g.j) > >
H - -0 _8m B | —— (0)12 59 3.1y (1.30)
agx 3 Is [ I ] 4 (0] J(J+1)
onde
2.3) = 1 3(3+1) + S(S+1) - L(L+1) ) 1
J(3+1) J(J+1) - ST

com g, sendo o fator de Lande.
Se substituirmos (1.31) em (1.30) e lembrarmos que es-
tamos tratando de um eletron s, ou seja, que L = 0, S = 1/2

e J =1/2, encontramos que:

o 8 M1 2
A - g e () lug(0) (1.32)

Podemos reescrever essa expressao de outro modo se soubermos que:

eh m
g, = Bl g,—— = 1g;u
om I I i I "N
P p

UI =

COm m = massa do elétron , m, = massa do proton, My = magneton

Nuclear .
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Portanto:
o 87 2 Mo gq 2 2
A = i —3‘—95 91 Hp st(o)l = . 3 9 B 9y st(o)]
(1.33)
m
com 9rr = 95 =
P

se quizermos que A seja dado em unidades de frequencia, precisa
mos dividi-lo por h (constante de Planck).

Ate o momento, vimos que so0 o eletron s pode contri-
buir para o campo de contacto, ﬁC , Ou seja, a interacao de con-
tacto existe somente em atomos que possuem camadas s semi-cheias.
Porem isto nao e verdade, pois como veremos no proximo capitulo,
existe uma polarizacao de spin devida ao termo de exchange que faz
com que a probabilidade 5(0) para o eletron s com spin "up"
possa ser diferente da probabilidade para o eletron s com spin
"down". Assim, a polarizacao de spin produz uma densidade de spin
efetiva no nucleo para cada camada fechada s, resultando em um
campo hiperfino HC que depende da superposicao das contribui-

coes de todos eletrons s, isto e:

0 87 s 2 2
i 3 gsssnis [¥pes (O = fw,  (0)] (1.34)

onde S & o spin total do atomo, |wns+(0)|2 e a densidade de
probabilidade no nucleo dos elétrons que se encontram em orbitais
S com spin "up" e |wns+(0)|2 € analogo ao anterior onde o spin
€ "down". Esse campo de contacto & um campo magnetico produzido
No nucleo atdmico pela densidade de spin efetiva dos elétrons s ,
€ a interac3o dele com o momento magnético nuclear produz desdo -
bramento dos niveis de energia nucleares.

Una outra maneira de se expressar esse campo de contac

to & atraves da sugestao de Abragam e Pryce4:
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4 2 2
x = o L) Wnea (0017 - ugg (0] (1.35)

com x dado em unidades atomicas (u.a.). Para encontrarmos  H;
em gauss precisamos multiplicar x por 4,21 x104 x 25 .

Como ilustragao, consideremos o atomo de fosforo (P)
que possui a seguinte configuracdo eletronica:

2,.2,6.,.2

15° 252 2p® 352 3p3 (1.36)

Apesar desse atomo possuir todas as camadas s preenchidas ele a
presenta, experimentalmente, campo hiperfino de contacto. Isso
ocorre porque esse atomo possui uma camada incompleta, ou seja, u
ma camada com um certo numero de spins desemparelhados. Como ve-
remos no formalismo de Hartree-Fock, com polarizacao de spin, e-
xistem equacOes diferentes para os eletrons com spin "up" e spin
"down" devido ao termo de exchange. Porisso, apesar das camadas
s estarem totalmente preenchidas, havera uma densidade de spin
no nucleo diferente de zero, dada por:

p (0) = {pm(o) ; pm(o)} (1.37)

ns

A camada semi-cheia do atomo de fosforo (equacao 1.36)
tem eletrons com seus spins desemparelhados. Isso implica em que
0 momento angular orbital dos eletrons se cancelam e a densidade
de spin tem simetria esferica. Assim, esse atomo nao apresenta
interacdo hiperfina eletrostatica quadrupolar (L = 0), nem intera
¢ao hiperfina magnética orbital dipolar (L = 0) e nem interacdo
hiperfina dipolar de spin (densidade esferica de spin). Exceto pe
Ta possibilidade da interacao eletrostatica de monopolo (que nao
Causa desdobramento nos niveis de energia), a unica interacao hi-

Pérfina que esse 3tomo apresenta & a de contacto.
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CAPTITULO 2
SISTEMAS DE MUITAS PARTICULAS

2-1. INTRODUCAO

0 mundo fisico consiste de sistemas de muitas particu-
las interagentes e para descreve-los precisamente devemos incluir
potenciais de interacao inter-particulas na equacdo de Schroedin-
ger. Porem, a solucao exata desse problema nao & possivel atra-
vés das tecnicas matematicas disponiveis. Essa limitac3o impde-
-nos a necessidade do uso de aproximacdes.

A aproximacao mais comum para se obter a solucdao da E-
quacao de Schroedinger para esses sistemas e a aproximacdo ou mo
delo de uma particula. Supde-se, segundo esse modelo, que cada
particula se move em um campo externo criado por todas as outras.
Para um sistema de eletrons (feérmions) uma aproximacdo pioneira e
ainda muito utilizada & a devida a Hartree e Fock>. Supondo o mo-
delo de uma particula, o esquema proposto por Hartree e Fock per-
mite, em principio, a determinaciao do "campo externo" mencionado
acima. Como esse campo depende do estado de todas as outras par-
ticulas, sua determinacdo & de maxima relevincia para se conhecer
a estrutura eletronica de atomos, moléculas e solidos, e & efetua
da auto-consistentemente. Antes, porem, de deduzirmos as equacgdes
de Hartree-Fock, devemos introduzir um formalismo muito pratico,
que facilitara nossos calculos, conhecido como metodo dos campos

quantizados ou segunda quantizachG.
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2.2, NOCOES DE SEGUNDA QUANTIZACAO

Un campo quantizado e um sistema caracterizado por um
campo de operadores P(x) que sdo definidos para todos os valo-
res da coordenada x e operam sobre um espago de Hilbert. Um ve

tor.nesse espaco corresponde a um estado desse campo quantizado.

Definiremos inicialmente um campo quantizado apropria-
do para descrever um sistema de muitos eletrons. 0s operadores de

campo nesse caso sao definidos pelas seguintes regras de anticomu

tacao:
REGRIACON IR D (2.12)
RAGER RO N (2.1b)
EAGE B F ] - (2.1¢)
Nelas, 9% indica o conjugado hermiteano de $ i r designa coor

denadas espaciais; o coordenadas de spin. 0 operador $;(?)$0(?)
€ o operador densidade de particulas para o qual a variavel dis-
creta tem o valor o e coordenada r.

Para completarmos a definicao de campo quantizado admi
tiremos a existéncia de dois operadores hermiteanos: o operador

numero e o operador hamiltoniano. 0 operador numero e dado por:

B (F) J,0F) dr (2.2)

=>

n
1
<

que tem como auto-valores, medidas do numero total de particulas.

0 operador hamiltoniano, por sua vez, & dado por:
Ho= T + 0 + 0 (2.3)

onde
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£ () L (F) dr (2.4)
r Ad > > ”~ > 3

- g bo(r) v(r) v (r) dr (2.5)

0 - - 1 ” P L EOwEF GO 3 ) ar e’ (2.6)

onde v(?) representa o potencial externo e w(?,?') o potencial

de interacao entre duas particulas. Em um atomo, por exemplo,

-> 27 e W(?‘,F'A) _ .2

" F-F

Das definicbes dos operadores numero e hamiltoniano (e

quacoes 2.4 e 2.5) temos que:

[ﬁ,ﬂl = 0 (2.7)

Isso significa que H e N podem ser diagonalizados simultanea -
mente, ou seja, existem estados | E,N> sobre os quais 0s opera-

dores de campo atuam tais que:

AlE,N> = E |E,N> (2.8)

N |E,N> = N |E,N> (2.9)
0 estado | 0,0> @& conhecido como "vacuo" e considerado unico,
possuindo as propriedades:

Hlo,0> = 0 (2.10)

N|]0,0> = 0 (2.11)

Un estado de n particulas, arbitrario, pode ser con-

venientemente representado pela func¢do:

> - > 1 ~ > A > A <+
b NP0y 5 10y 5 ey Frop) = i <0,0 | \p01(r1) wcz(rz)...\pon(r‘n) | E,N>

ﬂ(2.12)

Evidentemente, pela permutacao dos subescritos 1,2,...,n, a fun

-~

cao e N € antissimétrica (equacoes 2.1). Alem disso, podemos
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observar que 9p y
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é normalizada; e so usarmos a definicao do o

perador nimero e o fato do vetor |E,N> ter norma unitaria.

eletrons

A ligacao entre o campo quantizado e um sistema de N

e fornecida pela demonstracao do seguinte teorema:

Hoop w = E op y (2.13)

onde, em unidades atomicas:

N

H o= )

i=1

2 N 5
r

+ v(Fy) ] b 1 w(E, ) (2.14)

v
! izj=1

Por conveniencia, vamos expandir os operadores de cam-

po introduzindo um conjunto completo e ortonormal, {ua(?,c) }, de

funcoes de particulas independentes da seguinte forma:

mutacao:

b, (F) = §u,(r,0) & (2.15a)
o

iR = L ui(F.0) &y (2.15b)
o

A A .
0s operadores a,6 e a; possuem as regras de antico-

[aa,as:l = 60‘3 (2.16a)
+ .

[aa,aB] -0 (2.16b)
+

~+ A

[aa,ae] = 0 (2.16¢)
+

Inversamente, temos que:
[ 3

a, = g ua(r,c) wa(r) dr (2.17a)
‘r

A4 * , > Ag > 3

a, = g u (r,o) v (r) d7r (2.17b)
P,

Com os operadores escritos sob essa forma, temos que
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de onda correspondente ao estado 8; | 0,0 > e dada por:

a fungao
ua(?,O) = <0,0 | P (r) & | 0,0>

= g' 43! ua(F',o') <0,0 | $0(?) ﬁ;.(r') |0,0>(2.18)
assim, podemos dizer que o operador 3; cria um elétron no esta-

do de particula independente, descrito pela funcao de onda “a(?ﬂﬂ :

A

. "N -
Com isso temos que os operadores H e N nessa nova

representacao ficam dados por:

No= paja, = 1f (2.19)
o o
B o= § & <al SV 4 v (F) | 8 > ag +
o,B
+ —%— at 3t <ag | w(r,r') | vys> a4 (2.20)
asB,Ys6
onde

<o --\72 + v(r) | 8> = (2; J d3r u;(?,o) [:- _V*2 + v(_r*‘):] us(?,o) = haB
(2.21)

<aB | w(r,r") |ys> = Y } J[ d3r d3r' {P;(?,o) u;(?',o')
o
x w(r,r') u (r,o) ué(?',o'{l = waByG (2.22)

Com essas expressoes podemos passar a deducao do mode

lo de Hartree e Fock.
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2-3. MODELO DE HARTREE E FOCK

De acordo com a aproximacao de Hartree-Fock, o estado
de N elétrons pode ser escrito em funcao de N estados de um e1§

tron. Como as particulas sao fermions, o estado deve ser cons -

truido antissimetricamente, por permutacao de pares, atraves do

determinante de Slater:

u1(x1) u2(x1 ....... uN(x1)
1 . . 8
u1(xN) u2(xN) ....... uN(xN)

onde as funcdes {u (x;)1} sdo funcoes de particulas independen-
tes e o, denota o estado em que se encontra o j-eésimo eletron
como funcao das suas coordenadas espaciais e de spin (xj).
Devemos notar que a funcao de onda assim expressa, a-
lem de levar em conta a antissimetria, tambem explicita o princi-
pio de exclusao de Pauli pois, se tivermos R quaisquer
que sejam i e j, temos ¢ = 0. Entretanto, a obtencao de valo
res medios e de outras funcoes de relevancia para a descricao do
sistema, através dessa funcao de onda, e bastante complicada. No
entanto, se utilizarmos o formalismo da segunda quantizacao, que
apresentamos no item anterior, esses calculos tornam-semuito mais

$imples. 0 estado fornecido pelo determinante de Slater pode ser

escrito como:

N
| DET> = 1@ &° |0,0> (2.24)
i=1 %

Desse modo, podemos obter o valor medio do operador ha

miltoniano (equacao 2.20) para o estado dado por (2.24):
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] <DET| &  h
a, B

< DET | H | DET > «g g | DET > +

+ ) <DET | aF &t a
o

a DET >
OyB,Y,sd g Magys %6 Ty |

(2.25)
Assim temosS:

' At A B A A ot a ot a+
hoe <DET| @ aBlDET> =} hyg <0,0[8, ...8 & 8,4y ... 87[0,0>

of g aB o
(2.26)
pelas regras de anticomutacao (2.16) observamos que:
At A _ _ ~ ~+
a, g = GaB ag a, (2.27)

Dessa maneira, a contribuicao do termo 3; 58 resulta nula para
os casos: o # B e o =B < N, portanto, temos que a expressao

(2.26) resulta em:

hyo = J <al-Vo + v(r) |a> (2.28)
1 o=1

ne-12

o

Vamos agora analisar o termo de interacao entre dois e

letrons:
W <DET | af a% 4, a, | DET> =
asBsy, 8 aBys a B8 7Y
= ~ ~ o ~4 ~n ~ A4 A4
a,Bgy,G Wogys <0,0| ay...ay a, a; a; ay ag ... | 0,0 >

(2.29)

Podemos verificar que a contribuicao desse termo e nula, a menos

que:

(1) 6=y e «a (2.30)

0

=2
™

™
i
o

(2) 8=y e a (2.31)

I
o
D
™
]

2

Vamos analisar cada um dos casos em separado. No pri-

meiro caso temos:
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a d, a_ = nof (2.32)

N Y
B "B "a oz,Bo‘B

+
ol

)
0,8
Ana]ogamente, no segundo caso teremos:
+ A A
o g 3y 3 - a§6 n, Ny (2.33)

como os elétrons sao fermions devemos ter que:

n, = n6 = 1 se a,B < N
(2.34)
nd=n6=0 se a,B > N
Devemos notar que quando:
2
@ = B < N=—n" = n, (2.35)

e a contribuicao e nula.
Assim, a contribuicao do termo de interacao entre dois

eletrons (equacao 2.29) fica dada por:

N|_.
w12

|}a6| w(r,r') |oaB> - <aB| w(r,r') IBowj (2.36)
1

o#

A condicao o # B € devida a condi¢ao (2.35). No entanto, quan-
do o = B as duas parcelas em (2.36) se cancelam e, dessa forma,
omitiremos essa restricao.

Finalmente, temos que o valor medio do operador hamil-

toniano, dado em (2.25) resulta em:

. N
TR foeTs - ) ) ¢’r uX(%,0) h(F) u (F,0) +
a= g

1 N [ 3
- ) d°r d°r' W (F,0) u(F',0") wW(F,r') u (F,0) u(F',o') +

_?—.a,8=1 g,0' }] a B * ¢

1 N i * II
R D &Er e CF0) unFLe) wFF) u (F'io') u(F,0)

%81 0,0" || o g * B

(2.37)
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Precisamos agora determinar o conjunto de funcoes
{u (xj)} de maneira a minimizar o valor medio do hamiltoniano.
o

Essa condicao @ expressa por:
& <DET| A |DET> = 0

sendo que essa variacao e feita sobre as funcOes de um eletron de
forma independente para cada uma delas.

Desse modo temos:

n N
6 <DET| A |DET> = § ¥ | d°r sul(¥,0) h(¥) u (¥,0) +
o=1 o &
1 3 3., * > * > . > >, - >, :
+ o e o}é' d°r d°r Gua(r,c) uB(r ,o') w(r,r') ua(r,o) uB(r ,o') +
3 3., * > * >, > >, - >,
d’r d°r uu(r,o) GuB(r ,0') wir,r') ua(r,o) uB(r ') +

Q
1]
Q
Q

*

B

d3r d3r' Gu;(?,o) u

[ ]

(F',0') w(F,F') u (¥',0") uB(?,c) +

' +
I\%—‘ #A

we-1= w1 = w12
~

Q
]
Q
Q

+

3 3, k> * >, . > >, >, . ->
d”r d°r ua(r,o) Gus(r ,0') wir,r') ua(r ,0') uB(r,o)

=]
[[]
Q
Q

]
Nld
w12
| ]

e, ' (2.38)

onde c.c. denota a parcela complexa conjugada da expressao (2.38),
que ignoraremos, ja que as variacoes das funcoes de onda sao inde
pendentes.

Se trocarmos o por B e (r¥,o) por (¥',0') nos segun

do e quinto termos do lado direito da expressao (2.38), ficamos

com:
SOET | fi | DET> = [ | d° suX(¥,0) h(¥) u (¥,0) +
a=1 o o
+ N [ 3 3 * 5 * > > > > >
) d°r d°r' 8u (r,o)u_ (r',o') w(r,r') u (r,o)u,(r',o') +
o,B=1 0’Ol o B o B
N [ { 3 3
- . * > * >, ' > >, >, . >
a’£=1 o}é' d°r d°r Gua(r,o)us(r ,o') wir,r') u,(r',o )uB(r,O)

(2.39)
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Como o conjunto { ua.(?j,oj) } & normalizado, isto e:
i

3 * > >
} ' d rj uai(rj,oj) uui(rj’oj) = 1 (2.40)
J
temos que:
3 * > >
(} J d rs 6uai(rj,cj) uai(rj,oj) = 0 (2.41)
J

pelo principio variacional, a condicao de minimo e imposta por:

o
g

5[<DET| H | DET> - § €, ) ‘ d3y u (¥,0) ua(?,o)J = 0 (2.42)
o

sendo que €, e um multiplicador de Lagrange.

Escrevendo essa condicao explicitamente temos:

o,

N
. J d3r su*(¥,0) [h(?) ua(?,o) +
=1 o

N
+ ) Zl J d3r u;(?',o') w(r,r') ue(?',o') ua(?,o) +

g-[ d3r ug(?',o') wir,r') us(?,c)ua(?',o') - g, ua(F,o{]= 0

(2.43)

.~ * > ~ ey = . -
Como as variacoes Gua(r,c) sao totalmente arbitrarias, entao:

s - N * > > > > -
h(r) u (r,o) + § } ' d3p uB(r',c') w(r,r') uB(r',c') u,(r,o) +
’ B=1 o'

N
3 * > > > > > -+
- dl ] ] 1 1 ' -
B§1c; l r uB(r ,o') wir,r") ua(r ,0') uB(r,g) €, ”a(r’o)
(2.44)
A expressao (2.44) @ um conjunto de N equacoes (uma

Para cada eletron), conhecida como equacdes de Hartree-Fock, sen-
do que as funcbes que a satisfazem minimizam o valor esperado do

ObPerador hamiltoniano. O multiplicador de Lagrande €4 pode ser
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1nterpr3tad° como a energia de ionizacao do eletron a, de acordo
com o teorema de Koopmans7

Para que a relacao (2.44) assuma a forma de uma equa-
cao de Schroedinger, vamos multiplicar o terceiro termo do membro

esquerdo de (2.44) pela expressao:

u (F,0) u_(F,0)
3 = 1 (2.45)
u,(r,o) u (r,o)
e o resultado e:
i _
h(F) u (F.0) + [351 oz [ d>rt ui(F L0t wiF L F) ug(F'sa') | uy(rio) +
N S(F,0) u(F,0) WF,F') ug (o) u (Fhot) ]
{: j 2 J d3r' ug(r',o') u(r j +w r,r +u8 r,a) u (r',o ua(?,o) _
g=1 o' ua(rgﬂ ua(r,o) a
ey (Fi0) (2.46)

N

Se considerarmos que o hamiltoniano H nao contem ope

radores de spin, temos que cada uma das funcoes {ua (?j’oj)} po
: i

de ser desdobrada em um produto de uma funcdo que so depende das
coordenadas espaciais por uma fungao dependente das coordenadas

de spin. Podemos escrever, portanto:

u_ (r
a; " J

,cj) = ¢ (¥y) x. (o) (2.47)

Dessa maneira, reescrevendo a equacao (2.46), temos:

") 0y 4 [821 1, %3(0") x4(0) J Pt s Wi F) %W')] 0, (7) +

I =

J i ¢B(r') ¢, (r) w(r, ;) ¢B(r) (") xB(O):l %(F)

F (') x (o")
[EHOZXBO Xa (r)¢ xa(o

= ea ¢a(‘;‘) (2.48)
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considerando a ortogonalidade das funcoes de spin:

g xj (o) x5(0) = 6(01’0j) (2.49)

podemos escrever

N * > > > > >
h(¥) ¢, (F) +.[jsz1 l ¢°r og(r') wir,r') ¢B(r‘):] ¢,(r) +

- e ¢ (r) (2.50)

Temos, portanto, um sistema de equacOes integro-dife -
renciais acopladas, chamado Hartree-Fock restrito. Essa aproxima
cao so e valida para eletrons nao relativisticos.

Na expressao (2.50) notamos que o campo auto-consisten
te do modelo de Hartree-Fock para um eletron o tem um termo que re
presenta a interac¢dao coulombiana (29 termo) e um termo bastante
complicado (39 termo), que e comumente chamado potencial ou termo
de exchange. Ele e negativo, nao local, e provem da antissime-
tria do estado do sistema. Em outras palavras, € uma correcao a
energia da particula devida ao rearranjo eletrostatico de carga,
produzido pelo fato de duas particulas (fermions) de mesmo spin
- nao poderem ocupar o mesmo estado, ou seja, uma consequencia do
Principio de exclusao de Pau]is.

Para aplicarmos o formalismo de Hartree-Fock em atomos,
algumas aproximacoes sao normalmente feitas:

a) 0 hamiltoniano H nao contem operadores de spin,
podendo a funcao de onda ser escrita como em (2.47);

b) A funcao dependente das coordenadas espaciais e con
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ciderada separavel num produto de uma fun¢do radial por uma harmg
nica esférica, ou seja, ¢u(?) = R ,(r) Y, (6,6). Devemos notar
que a funcao radial independe do indice m da harmonica esferi -
ca, 0 que equivale a dizer que os eletrons estao submetidos a um
potencial esfericamente simetrico;

c) A funcao de onda radial independe do spin do ele-

tron, ou seja, para um determinado orbital (grupo ng ) a funcao.

de onda radial e a mesma, tanto para eletrons com spin "up" quan-

to para eletrons com spin "down".

0 formalismo de Hartree-Fock com os vinculos relaciona
dos acima e chamado Hartree-Fock restrito e as equac¢oes sao dadas
em (2.50). No entanto, o terceiro vinculo so pode ser aplicado
quando estivermos tratando de atomos ou jons com todas as camadas
preenchidas, isto €, quando o numero de eletrons com spin
for igual ao numero de eletrons com spin "down".

Se analisarmos a expressao (2.50), observamos queo ter
mo de exchange esta multiplicado pelo delta de Kronecker, indican
do que a interacao de exchange existe apenas entre eletrons de mes
mo spin. Temos, portanto, que em atomos ou ions com camadas in-
completas, eletrons eh um mesmo orbital, porem com spins diferen-
tes, estao sujeitos a termos de exchange diferentes. Em outras pa
lavras, existira, para cada particula, um campo que depende do
spin. Assim, as chamadas equagoes de Hartree-Fock com polariza -

¢cao de spin se escrevem:

> >
{ ha + VC + Vex+ } ¢a+(r) = €4 ¢a+(r) (2.51a)
> >
{ h, + Vo + LA } ¢a+(r) = €4, ¢a+(r) (2.51b)
onde
V - e o termo de Coulomb

C
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¢ o termo de exchange para um elétron que se encontra no

v 8

orbital o com spin "up"

v - analogo ao anterior, onde o spin e "down".

ex¥
como o termo de exchange, Vex , depende do estado da particula o
e também do spin, teremos que resolver auto-consistentemente as e
quagoes acop]adas-(2.51).

Como vimos, o formalismo de Hartree-Fock com polariza-
cao de spin & muito importante para descrever os fenomenos de po-
larizagao de spin nos atomos e jons na interacao hiperfina.

Para concluirmos este item devemos ressaltar algumas
observagoes:

a) 0 auto-valor €, coincide com a energia de ioniza-
¢ao do eletron a , de acordo com o teorema de Koopmans7;

b) Nas somatorias dos termos de Coulomb e de exchange,
na expressao (2.50), nao excluimos o caso o - B pois quando is-
so ocorre, o termo de exchange cancela o de Coulomb: quando o = B
temos a chamada auto-energia (self-energy);

c) Para resolvermos as equagoes de Hartree-Fock deve-
mos partir de um potencial inicial qualquer, obter os ¢a , obter
0 potencial coulombiano VC e o termo de exchange Vex . Este po
tencial e entao comparado com o anterior segundo certo criterio
de auto-consistencia (Programa de Herman e Skillman - Apendice I).
0 processo & iterativo e em geral convergenteg;

d) Devemos notar que quando usamos um unico determinan
te de Slater nao estamos levando em conta todas as cohfiguragaes
que o sistema possa assumir. Esse tipo de problema & considerado
no metodo de Interagoes de Configuragoes (C.I.);

e) 0 "exchange" & frequentemente chamado de correlagao

estatistica devido ao fato de os elétrons obedecerem a estatisti-

€a de Fermi-Dirac.
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2-4 ANALISE DO TERMO DE EXCHANGE

Podemos interpretar o termo de exchange que comparece
nas equagoes de Hartree-Fock, correspondente ao eletron descrito
por ) (?) , como sendo o potencial no ponto r produzido por u-

o

ma carga de exchange no ponto r , dada por:

(2.52)

o(F, 7)) = - /T ] 2

spina=spinB

Essa densidade de carga de exchange possui duas pro-
priedades importantes:

19) Quando r' tende a r
. N N N
o= = VT T 0g(F) eg(F) (2.53)
B=1
spina=spinp

que & a densidade eletronica produzida por eléetrons com mesmo spin
- >
que o eletron o , no ponto r ;
29) Integrando essa densidade em d3r' » e usando o fa
to que as fungoes de onda sao ortogonais, encontramos:

_'J o(F. 7)) &3t = - /7 (2.54)

ou seja, o resultado & igual 3 uma Unica carga eletronica.

. . : . >

Da primeira propriedade podemos dizer que: no ponto r

nao existe densidade de carga de elétrons de mesmo spin que o ele-

tron em quest3o. Isso ocorre porque a densidade de exchange, quan
do P! 4 Py ;

r tende a r , cancela o termo correspondente a densidade de
Carga de Coulomb. Essa analise € uma outra maneira de enunciar o
Principio de Pauli. Essa ausencia de carga de mesmo spin, em tor-
"o do eletron, & também conhecida como buraco de Fermi, cuja exis-

tencia & devida ao principio de antissimetria e nao a repulsao en-
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s eletrons. Podemos interpretar essa ausencia de carga (ne

tre doi
gativa) como uma espécie de "nuvem de carga" positiva envolvendo

cada elétron; desse modo, a interagao entre os eletrons fica blin-

dada. Esse efeito de blindagem, que nao & tratado no formalismo
de Hartree-Fock (com um determinante de Slater), e chamado correla
¢ao coulombiana eletronica e & muito importante em sistemas de bai
xa densidade eletronica, devendo ser introduzido externamente ao
modelo.

Da segunda propriedade podemos dizer que o eletron em
questdo move-se em um potencial produzido por N-1 elétrons. Pode
mos tambem estimar as dimensoes do buraco de Fermi. Se fizermos a
suposigcao de que a densidade de carga de exchange & praticamenfe

constante, igual a n, e que o buraco de Fermi € esferico temos,

pela segunda propriedade:

q 3 ]
—— M rn o= V2 (2.55)
K 3
Como n = —;%2— , onde kF e o vetor de onda de Fermi, entao:
P = _2,15 (2.56)
ex kF

Isso significa que o efeito do termo de exchange & im-
portante em uma vizinhanga muito proxima do elétron em questao, ou
seja, as dimensoes, nas quais o efeito do termo de exchange sao
grandes, sao pequenas em relacao as dos sistemas eletronicos trata
dos (atomos, moleculas, cristais, etc...).

Devemos ressaltar ainda que, devido ao fenomeno de ex-
change, o eletron altera o sistema em suas vizinhangas, sendo im-
Portante, nesse caso, a "inércia" do sistema a tais rearranjos. Po

demos, portanto, inferir que. elétrons com maior energia cinética

Sofrem menor influencia do potencial de exchange.
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CAPITULO 3
APROXIMACOES PARA O POTENCIAL DE EXCHANGE *

DE HARTREE-FOCK

3-1. INTRODUGAD

Como ja ressaltamos anteriormente, o potencial de ex-
change de Hartree-Fock & bastante complexo, tornando dificil a uti
lizacdo do formalismo. Assim sendo, surgiram aproximagoes para es
se termo, as quais baseiam-se no uso de um potencial efetivo local
nas equacgoes de campo auto-consistente, para um eletron. O objeti
vo desses modelos era, inicialmente, simplificar o potencial de ex
change das equagoes de Hartree-Fock e, posteriormente, idincluir na
teoria os efeitos de correlagao coulombiana eletronica.

Neste capitulo exporemos as aproximacoes mais usuais e
dedicaremos um capitulo a parte para a aproximacao do operador de

massa, XM’ na qual estamos interessados.

3-2. APROXIMAGAO.DO GAS DE ELETRONS LIVRES

As aproximagoes mais comuns para o potencial de exchan
ge de Hartree-Fock baseiam-se no modelo atomico de Thomas-Fermi.
Em 1930 Dirac'O calculou o termo de exchange para um gas de ele-
trons livres. Dessa teoria sabemos que a funcao de onda de um elé

~tron, em um volume V , & dada por:

= VT7? e (3.1)

Substituindo essa fungao no termo de exchange de Har-

tree-Fock, que tem a expressao:
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@ (3.2)

. teremos o termo de exchange para o gas de

elétrons livres (em unidades de Rydbergs) dado por:

N ) ; i(k, -KB).(?2 -¥,)
X = - ) &8(0,,0,) — ‘ d’r, & (3.3)
EL e o R 2 > >
g=1 v Irs r]|
Para resolvermos essa integral faremos ?1 =0e KQ—KB

na direcao do eixo 2z . Assim sendo, a posicao relativa entre os e

1étrons denominaremos r. Com isso temos a integral:

2T M @ T >
jlk_  -k,| rcose .
[ = _\21_.[ [ ‘ e o B 1 v2 genodr dod¢ (3.4)
r

0 0-0

Substituindo cos® por u e send dé por -du e in-

tegrando em ¢ e u temos:

8 1
I = J ~ sen lfu -k, | rj dr (3.5)
%, - kgl
0 o B '

Essa integral & a transformada de Fourier, em tres di-
mensoes, do potencial eletrostatico 2/r . No enlanto ela nao &
convergente. Para resolvé-la devemos con$iderar a transformada de
Fourier do potencial eletrostatico blindado, 2/r e-Cr , e depois
de realizada a integracao fazer C tender a zero, para recairmos

no potencial eletrostatico simples.

Realizando esses passos temos:

8w 1
I = (3.6)
VR, - Klf

Substituindo (3.6) em (3.3) temos:
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N
X., = - J 6(c_,0,) o (3.7)
EL B=1 o’ B v

Para calcularmos o termo de exchange propriamente dito

trocaremos a somatoria em B8 por uma integral, usando como ele-

v 3

mento de volume: —g—g— d’k . Assim, a expressio (3.7) fica:

i)
k T (2T
X o= -_2_1 ] —21 k2 sene dk de d (3.8)
EL - T I—IZ --k>| e ¢ .
o
0 0 0

| 0 termo 6(0a,06) nao aparece mais, na expressao, por
que estamos considerando que o gas de elétrons livres esta a tem-
peratura 0K, isto e, que todos os estados estao ocupados (metade
dos eletrons tem spin "up" e metade spin "down"). 0 momento de
Fermi, kg, &€ definido, em funcdo de n, que & a densidade do gas

de eletrons livres, por:

K (3n2 m)1/3 (3.9)

F -
. = . ~
Agora, se considerarmos que ka tem a mesma direcao

que o eixo Z , podemos escrever:

K o-KI2 = k2 o+ K% - 2k, kcose (3.10)

e o0 potencial de exchange fica:

kF T (2T 2

1 k“sen8

X = = dkded¢e  (3.11)

EL 2 J l } k 2 + k% - 2k_kcoso
o 0 o e @

Efetuando a mudanda de variavel: co0s® = u e send de =

- du, encontramos:

. kF > 1
du
X = - — k=dk =
- m J I k 2 + k2 - 2k _ku
o o

o -1

*




ek
o2 | F Lk
T | 2k
0 o
e k
2 | Pk
T k
oa

Para resolvermos a integral em k

ca de variavel: ﬁ =

(¢

x L]

tree-Fock para o gas de eletrons livres fica:

X

X

2 F | F
XEL = = - ka x 4n(1 +x) dx -
0 0
ke
onde xF = ka Como Xg

gunda integral da expressao (3.13) nao esta definida para

e, portanto, precisamos escreve-la da seguinte maneira:

2
Kgy 1o = ==

0
- 1im

e>0
1+¢

XF
ka [ x 2n(1+x) dx - Tim

XF .
_ox n(x-1) dx

1-¢

e+ 0
)

As integrais a serem resolvidas sao do tipo:

[
I1 = x en(1+x) dx
4
r
12 = x 2n(1 -x) dx
I3 = X &n(x - 1) dx

fl

[ (y-1) 2n y dy

- [ (1 -2z) an z dz

[
(z-1) anzdz =

(w+1) 2nw dw

faremos outra mudan

Assim, o termo de exchange de

x &n|1 - x| dx

> 1, a funcao que comparece na se- j

x an(1 -x) dx «#

—_

*F

318

(3.12)

Har-

(3.13)

n
—

(3.14)

(3.15)
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Resolvendo cada uma delas por partes:

2 2
o (y-1) 1 (y-1) _
11 = T iny - -3 > dy =
2 2
(y-1) y 1
= M-y - - %
2 ny 2 5 ny + Y
2 2
o (w+1) 1 (w+1) _
13 = 2 -R;nW - —2"—" —'_‘w dw =
2 2
= MRHW & w o 1 Q,nw - w
2 4 ¢
Portanto, temos:
I, = ! (x2 1) en(1 + x) ilitﬁli + (1 +x)
1 - T2 - + 4 +
L. o= - (x%2-1) an(1-x) u-x° (1 - x) (3.16)
2 - T2 . - 4 :
1. = 1 (x2-1) an(x-1) - (_":JL2 - (x-1)
3 7 72 4

Substituindo (3.16) em (3.14) encontramos:

2 Xg
xEL=_%k_OL \:h%—(xz-1)£n(1+x)-(i2—xl—+ (1+x)j| '
0
. ] 2 11-€
e I Y CE IR S O :
€"'0 L 4 4o
B 2 1%F
. 1 2 (x -1)
- lim (x°-1) an(x-1) - 22— - (x- 1) = ﬁ
e+ 0 L__?— 4 “41+e
“(xe-+ 1)
2 1 2 A
= -—1T—~ku T(XF -1)2n[m] + XF +

lim —%— [e2-2e] en e + lim —%— [el+2e] 2n € p (3.17)
e+ 0 e>0
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Para calcularmos os limites que aparecem na equacao

(3.17) devemos aplicar a regra de L'Hopital e teremos:

1
- — 3 2
im (?-2¢) an €= lim —E— & 1im E=zde e g
g+ 0 e+ 0 2 -2¢ e+ 0 2 - 2¢
(ez- 25)2
(3.18)
1
—_— 3 2
1im (624-25) wn e = lim —E& —— = lim = e” - 4 - de 0
e+ 0 e>0 - (2e+2) e>0 2e + 2
T2 o \C
(e + 2¢)
Portanto, o termo de exchange fica:
2 1y 2 (xp+ 1) .
XEL = - T k(X 7 (XF - 1) ln[m + XF (3.19)
F
Definindo K = ; podeﬁos escrever:
F
Xo. = - —— k. F(K) (3.20)
EL . F :
onde
2
1 1-K 1+ K
F(K) = + an| ——— (3.21)
2 4K 1-K
Para construirmos o grafico de F(K) devemos saber
que:

Tim F(K) = 1 3  1im F(K) = —%—; lim F(K) = 0

K-+0 K=+1 K> o

Como, para um gas de eletrons livres a temperatura 0K,
nao podemos ter ka > kF , o grafico de F(K) para K > 1 nao tem
significado fisico. Alem disso, podemos concluir que 0 exchange
de um g3s de eletrons livres e funcao de seu vetor de onda k e

pode ser relacionado com a densidade n do gas atraves de kg =

- (3% n)1/3,
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F(K)
1,0

0.5

FIGURA 3-1. Grafico de F(K) em guncao de K, de acordo com a e-
quacao (3.21).

3-3. APROXIMACAO DE SLATER

Em 1951 Slater!'|

obteve uma aproximacao para o termo de
exchange, das equacoes de Hartree-Fock, que se tornou classica,
principalmente pelas simplificacGes introduzidas na obtencao das
solucoes dessas equagoes. Sua proposicao baseia-se emduas ideias
basicas:

1@)’Para sistemas nao homogéneos, tais como atomos, mo
leculas, cristais, etc.., Slater propds que a densidade eletroni-

ca em um dado ponto do sistema fosse igual @ de um gas deeletrons

livres homogeneo, ou seja:

o(¥) = 2¢;(?) bg(F) = n (3.22)

onde n e a densidade do gas de eletrons livres.

22) Todos os eletrons do sistema ndo homogéneo esta -
riam submetidos a um mesmo potencial de exchange, isto &, os ele-

trons estariam submetidos a um potencial de exchange médio.
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A aproximacao, em si, consiste em fazer uma media, na

de Fermi, do exchange do gas de eletrons livres (equacao

Dessa maneira, o exchange de Slater é:
k k
F 3 F 3
I Xe, a3k, I F(K) a3k
0 = _ 4 k 0 =
K — KF T K =
[ Fa3k, I Fa3y
0 0
ke 2
4m J F(K) K2 dk 1
_ _ 4 ke 0 =‘—4"‘F3J F(K) K2 dK
m 4 K 3 m
3 T °F 0 (3.23)
onde K = =K .
kg .
Substituindo a expressdo de F(K) - equacdo (3.21) -te
mos:
1 1 ( 2)
4 1 2 2 1-K 1+K
e = = — k-3 K= dK + K= >— < n| —— dK =
S m F 2 [ J 4K 1-K
0 0
~ 1 1
4 1 3 1+ K 3 1+K
= = T kF —2—' + T K &n dKk - K¥ 2n dk .
N 1-K 1 =K
0 0
— 1 1-¢
4 1 3 .
= -TkF_ - * I KIZ,n(‘I+K)dK-'I'Im0‘ K.an(1 - K) dK +
L J e >
0 0
1 1-¢
. K3 an(1+K) dK + 1im K3 2n(1-K) dK (3.24)
e+ 0

0

As‘integrais a serem resolvidas sao do tipo:

I1 = I x an(1+x) dx
f

I2 = x an(1 - x) dx
P,

I [ .3

3 = x° an(1 + x) dx
[ 3

14 = x” 2n(1 - x) dx

(3.25)
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As integrais I1 e 12 ja foram resolvidas anterior -

mente, equacbes (3.15) e (3.16). Precisamos, portanto, resolver

3 3
I, = J x° an(1+x) dx = I (y-1)" &n y dy
(3.26)
I4 = I x3 en(1-x) dx = - I (1 - y)3 &n y dy
Resolvendo-as por partes temos:
4 4
(y-1) (y-1)" 1
I AL — L ¢n - d =
3 4 y 2 Y
4 4
(y - 1) y 1 .3 3 .2 1
——'—'—-4 'Qn_y- 16 + 3 y -Ty +y-T2,ny
(3.27)
4 4
I _“_‘)')_g,ny_ (1-y) 1 dy =
4 4 4 y
Y 4
. (-y)” y 1.3 3 2 1
= 2 ,any-——1——+—3'—y -Ty +y-—‘4—24ny
Portanto:
s [x4-1]2n(1+x)—(1+x)4 (1+)° 3 (1,02 4+ (14x)
3 - & 16 3 T + U

(3.28)

4 3
(1-x)" (1-x)° _ (1.x)2 + (1-x)

16 3

P~ L%

T I o1 an(ex) -

'
1l

Substituindo os resultados dessas integrais na equacao

(3.24) e calculando-as em seus extremos encontramos:

4 13 1 2
XS = -TkF _2_+T[T_T+1-€.Ilmo_2—[(1 8) -1]£n€+1-—3—
1 1 1 3 4 _
+ 3 -2 - —TB—'I' +1+TB'-—3—+T'-1+€];moT[(1 E) -1]2"5} =
1 1 : 2
= - 1im [e -2e] 4n € +
R ]
+ lim e - 4 +6€2-4eJ ,Q,ne:} (3.29)
e->0




0 primeiro limite que aparece nessa expressao ja foi
calculado anteriormente - equacao (3.18) - assim s0 precisamos cal
cular:

lim |:e4 - 4¢3 4+ 62 - 4e] on e (3.30)
e~ 0

Se aplicarmos a regra de L'Hopital neste Timite encontramos:

3 2

+ be

2 3 2 2
: - 4¢) 19m e(e” - 4e° + 6 - 4)

1i 1 (84— 4e
e ' : - 3 7
+3e-1) e+0 - 4(e”-3e“-3e-1)

3 =0
e+0 € - 4(e” - 3¢

(3.31)

Portanto, o exchange de Slater fica:

_ 4 1 31 3
XS = - T kF { 2 + i} . 3 } = - . kF (3.32)

Como o vetor de onda de Fermi, para um gas de eletrons
livres, com numero de spins "up" igual ao numero de spins "down"

(gas a temperatura OK) e definido por:
1/3
ke = |:31r2 p(?)] (3.33)

onde p(r) & a densidade local do sistema nao homogeneo; dessa
maneira, a aproximacao de Slater, para o termo de exchange de Har
tree-Fock, pode ser expressa em termos de p(?) por:

| 1/3
X. = -6 3 ") 3.34)
S [ 81 al :l (

Denominam-se normalmente equac¢oes- de Hartree-Fock-Sla-
ter as equacoes onde substituimos o potencial de exchange de Har-
tree-Fock pela aproximacao de Slater.

A equac3o (3.34) & uma expressao local parao potencial
de exchange, dependendo diretamente da densidade p(?).

Para estudarmos sistemas cujo numero de eletrons com

spin "up" e "down" & diferente, aproximamos o exchange, do siste-




ma, ao de dois gases com spins diferentes, definindo dois

k

k

F+

| tos de Fermi:
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momen -

1/3
[.Gﬂz p+(F) ] (eletrons de spin "up") (3.35a)

1/3
Fy I:snz p, (F) :] (elétrons de spin "down") (3.35b)

onde p+(?) € a densidade de spins "up" e p+(?) a densidade de

spins "down". 0 exchange de Slater e obtido fazendo-se a média

desde k = 0 até k = kg, no primeiro caso e ate k = kg, no se
gundo caso. Desse modo, a expressao (3.34) se desdobra em:
3 — 3 11/3
>
XS"‘ = = T kF‘f = - 6 4'”- p+(Y‘) (3.363)
B 11/3
_ 3 o 3 >
XS¢ - === kF+ = 6 i p+(r) J (3.36b)

As densidades de carga e de spin serao dadas por:

-

o(r) = p¢(?) + p+(?) e ps(?) = p+(?) - py(F) (3.37)

Quando nao houver desequilibrio de spins, teremos:

o (r)
2

kpy ® kp = [3"2 pm:“”

de Hartree-Fock-Slater, com polarizacao de

(3.38)

p+(?) p+(?) &

k (3.39)

n

F4

As equacoes

spin ficam:

(

L q1/3 R N
{h, + v, -6 [ 431T p+(r‘):| 0, (F) = ey 0, (F) (3.402)
: /

> 1/3 > > /
{hyvvg -6 — 0, (F) ] 6, (F) = ey, 04, (F) (3.40b)
o

0 exchange proposto por Slater, apesar de simples do
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ponto de vista pratico, resulta em um grande erro. por excesso,
quando comparado com o de Hartree-Fock. Alem disso, o teorema de
Koopmans nao e verificado.

Podemos salientar ainda que, do ponto de vista fisico,
existem duas falhas na aproximacao de Slater: existéncia de um U
nico exchange para todos os elétrons e a nao inclusao da correla-

cio coulombiana eletronica.

3-4. APROXIMACAO DE ROBINSON ET AL

Em 1962 Robinson et a112 propuseram uma correcao para
o potencial de exchange de Slater.

Aproveitando a ideia da aproximacao local, baseada no
modelo do gas de elétrons livres de Thomas-Fermi, eles obtiveram
uma aproximacao para o potencial de exchange que levasse em con-
ta, aproximadamente, tambem a correlacao coulombiana eletronica.
Para um gas de elétrons livres uniforme, a inclusao da correlacao
eletronica & essencial e nos leva a uma interacao de exchange blin
dada.

Portanto, o que devemos fazer e substituir a interacao
coulombiana, no termo de exchange de Hartree-Fock, com aproxima -
cio de um g3s de eletrons livres (equacdo 3.3), por um potencial

blindado, tal que:

N i %) (R, - %)) -kpp7o-7y
Xeg = - L. 8(og.0p) 2 | g e B2 e d3r2
B=1 v ¥y -1y
(3.41)

onde kg € o fator de blindagem de Thomas-Fermi, derivado da teo
ria da constante dieletrica em RPA (Apéndice II).
Para resolvermos a integral da equacao (3.41) faremos

as seguintes suposicoes: ?1 =0 e Ka"KB na direcao do eixo
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Desse modo a posicao relativa entre os elétrons denominaremos

r. Com isso temos:

-k -r
e FT 2

[ = % r2 send dr do dé (3.42)
r

P >

J ik - kBIr cos®
e

A integral nos angulos ja foi resolvida quando deduzi-

mos a aproximacao de Dirac (equacOes 3.4 e 3.5), e portanto encon

tramos:

Y
e 8 : [ e T sen[|fa - Eslr dr (3.43)
vk, - Bl
0

Essa integral & a transformada de Fourier, em tres di-

~ . 2 —kFTY‘ _
mensoes, do potencial — ¢ e, desse modo, seuresultado e:
. 8w (3.44)

2 *> »> .2

V[kFT + |koc-k8l ]

Substituindo esse valor na equacao (3.41) e trocando a

somatoria em B por uma integral, com elemento de volume —!g d3k,
8
ficamos com:
k T (2T
- 1 " ! k2 seno dk de d (3.45)
XeLg = - T 7 7 w2~ Sen ¢ :
m keT + [k - Kl

Da mesma maneira que na deducao do exchange para o gas de eletrons

livres, o termo G(Ga,o desaparece.

g)
. - . ~ .
Se dissermos que ka tem a mesma diregcao que O €iXxo0

7, poderemos escrever:

rkF il
XELB - 2 kzdk ; 2senezde _
m k + k + k= - 2k_k cos®
: . FT o a
o )
e k 1
2 Foo2 r du
B k™dk 7 7 2 -
T J kFT + ka + k= - Zkak u
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e portanto

e [y (ee)
1 F 7{; K
XeLg = k &n o dk (3.46)
mk . k 2 2
o g FT + 1 - k
kT K

Para resolvermos a integral que comparece na equacao

(3.46) faremos:

FT - c . k -
k k
o o
e teremos
" .
k _ '
X = - & 1% x gn C2 + (1+x)2 dx - %% n {32-4-(1-x)2 dx
ELB T
0 0
(3.47)
Sejam: kF
=
1, - ] %y ILn[CZ N (1+x)2] dx (3.48a)
0
kF
Ky 2 2
12 = X zn + (1-x) .] dx (3.48b)
0
Facamos as seguintes mudancgas:
em (3.46a): 1+x =Y
em (3.46b): 1-x = 2z

Com isso, as integrais ficam:
kg

1+
1, = ] a(y-1)2n[C2+y2]dy (3.49a)

1
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1, - ® . (1-2) ILn[Cz + 22:| dz (3.49b)
1
Resolvendo essas duas integrais por partes:
k k
I, = y-1)" zn(Czﬁ-yz) = @ Ly - 1)° 22y 5 dy
2 2 C“+y
1 1 (3.50a)
2 k‘E T-
1, = (-2) 2n(C2-+22) . (1- Z) 222 - dz
2 C-+z
1 (3.50b)
Se fizermos a divisao dos polinomios que comparecem nas
integrais I, e I, , das equacoes (3.50), encontraremos:
2 2 2
I, = frol). ln(Cz-ryz) - L2y - {1-C) zn(C24-y2) +
2 2 2
k
1-+F£
- 2¢ tg™! [JC’_] . (3.51a)
1
2 2 2
. (-2)" 2 z o -c) 2. ,2y 4
I, = > an(C® +2z%) 5+ 2z : an(Cc” +2z7)
e
- 2¢C tg'1‘[%] ¢ (3.51Db)

1

Calculando essas integrais em seus extremos e substi -

tuindo-as na equacao (3.47) encontramos a aproximagcao do gas de e

letrons livres blindado para o termo de exchange:

XELB(ka)

+ (k + k )

2 2 .2 2
2 ) Kpr+ ke -k znlikFT

2
4k FT

+ (kg -k)2

2
] + kF +
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4k 1/3
2 F 2 >
kFT = - e kF = [_3n p(r) ] .
Se fizermos uma média na esfera de Fermi da equacao

(3.52) encontramos a aproximagao, para o potencial de exchange, de

Robinson et al, que basicamente e:

k
. F 3
J XELB(ka) d ka
X, = o2 (3.53)

R k
F 43
[ o,

0
Vamos resolver as integrais da equacdo (3.53) separada

mente. O denominador sera:

k m (2™
D = " k2 seno dk d6 dé = —— 7 k.o (3.54)
- a a ¢ =% —3— F ’
0 0 0
0 numerador sera:
2
N = = e [(11-+12) + (13-14)] (3.55)
onde
5 = 2 2 2 2
k- + k-~ -k k + (k_+ kg) :
I, = FTTF " "o gn| —FI o °F a3k (3.56a)
! ak K2+ (k- ko)° @
’ o FT o F
1. = | ko a3 (3.56b)
2 F o
J
( (k- ko )
-1 o F 3
1, - kep t9 = d~k, (3.56¢)
J \ FT J
[k + k
[ = | ke tg"! | ——F_ W a3k (3.56d)
4 FT K o
J t FT J

k
(k 2 k 2) i k 2n
T FT + Kg o

-—
I
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k 2 k 2
k FT + &+ 14
Fo3 K ke
-7 k &n dk (3.57)
ol o
k 2 k 2
: (&) (=)
F F
Sejam:
k k
FT = A B o o
ke ke
entao:
2 2 4 ) 4 n
I1 = 7 (kFT kF + kF ) I1 - kF I1 (3.58)
ronde
e 1 (1l
1) - wzn[A2+(w+1)2:I dw - w!Ln[:A2+(w-1)2:| dw
) )
0 ° (3.59)
r1 '1
1'1' = w3 2n|:A2+(w+1)2:|dw- w3 zn[A2+(w-1)2:| dw
) )
0 0

Resolvendo as integrais, em (3.59), por partes e fazen
do a divisao dos polinomios encontrados, obtemos, atraves da subs
tituicdo em (3.58), a expressao:

2 2 2 2 2
4 (A= +1) A (6 -A") A A- + 4 2
™ kF [ % - 2 ] Rn[ —Az—— ] + HA +

—
n

2 3 -1 2

Resolucao de 12:

kF m™ (2T
2
ke J J J k, sene dk, de d¢ = —— T kg (3.61)

0 o O

Resolucao de 13:

k
FT k k
2 -1 o, F
I, = 41 kgq J k,” tg [ = “] dk (3.62)
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Sejam:
k k
mfe. & B = —%— e @ - oy (3.63)
Ky ket
entao B
1. = an k2| u? tg7! (u-B) du (3.64)
3 FT g - '
N 0

Resolvendo a integral I dada em (3.64), por partes

3 >
e fazendo a divisao dos polinomios encontrados chegamos a:

4

4w k 2
' FT (3B - 1) 2 5 2
13 = 3 2 2"(8 +1) = B +
3 -1
+ (B% - 3B) tg”' (-B) (3.65)
Resolucao de 14:
k
F k k
2 -1 o F
14 = A4n kFT [ ka tg [ " + " ] dka (3.66)
FT FT
0
Fazendo as mesmas mudancas que em I, (equacao 3.63) te
mos: B
1, = 4m k.3 | u® tg™! (u+ B) du (3.67)
4 - FT g .
4 0

Resolvendo (3.67) por partes e fazendo a divisao  dos

polinomios encontrados, a solucao para I, e:

4
il (382 - 1) ,, 1+ 82|, 3 g2,
4 3 z 1+4B2 2
3 -1 3 -1
+ (2B°-3B) tg”™' (2B) + (3B-B”) tg”' (B) (3.68)

Substituindo as equacoes (3.60), (3.61), (3.65)e (3.67)

em (3.55) e lembrando que B = —%— e que tg—1(x) = - tg'1(-x)

encontramos a expressao para o numerador:




48

4 2 2 2
4 A A- + 4 2 A” + 4 A
= - 2 Kk an| ——— —— -
F 17 n[ : ]+ A R,n[ P ] 3 +
8A -1 2
2 - —— t - i
+ 5 g [ R ] (3.69)

Substituindo os resultados (3.54) e (3.69) em(3.53) en

contramos a aproximacao de Robinson et al para o termo de exchan-

ge:
2k 4
= F A 4 3 2 4
XR = - . 16 2"[1 +—Az—-] + —4—A 2"[1 +—;'2—] +
3 % (2
S R N TR T [T} - X F(A) (3.70)
com
~ 4 -1 2 1 2 ( 4
(R N o I L R
1,2 1 .2 4 )
onde
k 4k 1/2 -1/6
Ao FT. [ F ] 1 0.646 [p(F):l /
m
Devemos notar que para kFT = 0, o qual corresponde a

nio haver blindagem, o fator F(A) @& unitario e a aproximacao de
Robinson et al se reduz a de Slater. No limite de blindagem com-
pleta (kFT + ), F(A) @& zero.

Este exchange representa, em sintese, uma correcao ao
exchange de Slater. Esta aproximacao continua sendo pratica, pois
temos um unico exchange para todos os eletrons, dependendo da den
sidadg local p(¥) do sistema. Desde que A = 0.646 [p(?)-]'1/6,
a redugcao do potencial de Slater por um fator de correlacdao F(A),

e dependente da densidade e se torna muito severo com o decrésci-

mo da mesma, como mostra a Figura 3-2.
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F(A) 1O
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FIGURA 3-2. Grdfico de F[A) em funcdo de A, de acordo com a e
quacao (3.70a).

0s proprios autores admitem uma suavizacao de suas cor

recoes de blindagem atraves de parametros empiricos.

3-5. APROXIMACAO DE KOHN E SHAM

Logo depois da sugestao de Slater para aproximar o ter

13 hostrou que a aplicacao

mo de exchange de Hartree-Fock, Gaspar
do método variacional na minimizacao da energia total, usando uma
expressao estatistica para a energia, resultava em um potencial
de exchange menor que aquele obtido por Slater. No entanto, Gas-
par nao conseguiu efetuar os calculos auto-consistentes necessa-

rios para mostrar os meritos relativos dos dois potenciais de ex-

change.

14 repetiram a deducao de Gaspar.

Em 1965, Kohn e Sham
Eles utilizaram as propriedades de um gas de elétrons homogeneo
para estudos teoricos de sistemas nao homogeneos, usando o forma-
lismo de Hohenberg e Kohn15, para obterem um conjunto de equacoes

auto-consistentes, o qual incluia, de maneira aproximada, efeitos

de exchange e correlacao.
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3-5.1 Formalismo de Hohenberg e Kohn

Hohenberg e Kohn demonstraram que a energia total de um
gas eletronico interagente, no estado fundamental, € funcional ex
clusivamente da densidade de carga, em um potencial externo v(r).
Eles provaram tambem a existéncia de um funcional universal da den

sidade, F[p(¥) 1, independente de v(¥), tal que a energia

£, = Jp(F) v(F) dF + F[o(¥) ] (3.71)

€ minima e igual a energia do estado fundamental, quando p(¥)

for a densidade correta do estado fundamental.

Essas afirmacoes podem ser expressas por dois teoremas:

. -> .
Teorema 1: 0 potencial externo, v(r), que atua sobre um sistema
eletronico, no estado fundamental nao degenerado, e fun

cional Unico da densidade eletronica o(Fr) .

Teorema 2: Existe o funcional Ev[p(?)] - energia do estado fun-
damental - que & minimo quando p(r) for a densidade
correta do estado fundamental do sistema eletronico,

sob a influéncia do potencial externo v(F).

Para demonstrarmos esses dois teoremas necessitamos das
definicoes de operadores de campo, assim como do operador hamilto
niano de um sistema eletronico sujeito a um potencia1 externo v(r),
que foram definidos no Capitulo 2 pelas expressoes (2.15) e (2.3).

Se denominarmos | 6>, o estado fundamental de A s PO

demos expressar a densidade eletronica do sistema por:
> ~
p(r) = <o p |6> (3.72)
onde o e o operador densidade eletronica definido por:

B(F) = g@;(?) 9, (F) (3.73)

E—
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Para demonstrarmos o teorema 1 vamos supor que existam
N . -~ . . e . -
dois sistemas eletronicos, sujeitos aos potenciais externos v(r)
7> . > v .
e v'(r) (tais que v(r) = v'(r) + cte), mas com a mesma densi-
> . .
dade de carga op(r). Desse modo teremos dois estados fundamentais
diferentes | 8> e |©8'> correspondentes aos operadores hamijl-
A A - -~ .
tonianos H e H' e auto-valores nao degenerados E e E'. Com

isso teremos, pela propriedade de minimo do valor esperado com re

lacao a variacoes no estado do sistema, as desigualdades:
E = <0 | H 6> < <o'|H|o6"'> = <o'|H |06'> 4
+ <0 | V-V' |8'> (3.74)

<9’ |ﬁ' lo'> < <o |H' |o> <o | H o> +

m
]

A

+ <o | V-V |8'> (3.75)

Como

A ~n

V = J v(¥) p(¥) dr e V'

n

] vO ) B

entao (3.74) e (3.75) podem ser expressas por:

E<E' + J |:v(?~‘) _ v-(F)] o(¥) d¥ (3.76)
e -

E'V < E 4 J [v-(?) , v(?)] o(¥) d7 (3.77)

Somando as inequacoes (3.76) e (3.77) chegamos ao ab-
surdo

E+E' < E'" + E

que nos leva 3 conclusdo de que v(r) & um funcional Unico da den
sidade de carga.

Portanto, como consequencia desse teorema, temos que,
fixada a densidade eletronica do sistema no estado fundamental, es

te estado fica definido, pois H fica totalmente conhecido. Com
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isso, o valor esperfado de H também e funcional uUnico da densida

de eletrdonica p(r), ou seja:

e, Lo(F)1 = <ol B lo> = [v(P) oF) &F + FLe(P)1  (3.78)

onde
<o | T+V |o> (3.79)

FLp(¥) ]

Precisamos agora demonstrar o teorema 2. Para isso va

mos supor o funcional

e, Lo (F)1 = [ V() o (F) dF + FLo'(F)] (3.80)

onde v(r) e p'(r) sao funcbes arbitrarias e F[p'(F)]1 & da-

do por:
FLp'(F)1 = <o'| T+U |o'> (3.81)
onde |8'> e o estado fundamental do operador hamiltoniano
H' = T +U + ¥ (3.82)
com
V'oo= J v'(F) o(¥) d¥ (3.83)

Aqui, v'(¥) & definido pelo funcional v[p'(F)1 e & o poten

cial externo que age sobre o sistema eletronico no estado funda

mental | 8'> com hamiltoniano dado por (3.82).

Provaremos, entao, que Ev[p'(?)] & minimo se p'(¥)

= p[v(¥) 1.

E,LLe' (P = Iv(?) p'(F) dF + FLp'(F)1 =
= <e'|V|e'>+<e'|f+0|e'>=<e'[ﬂ|e'>
(3.84)
Como |6> & o estado fundamental de R=T+Va+0,
entao

ELo' ()1 = <e' | A Jo'> > <e| o> = ELp(F)] (3.85)
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Ev[p(V(F))] < Ev[p'(v(?))] (3.86)

para qualquer p' % p.

3.5.2 Inclusdo dos Efeitos de Exchange e Correlacao nas Equa

coes Auto-Consistentes devida a Kohn e Sham - Formalis

mo de Particula Onica

Como foi visto anteriormente, podemos escrever a ener-
gia do estado fundamental para um gas de eletrons nao homogeneo

interagente, em um potencial externo v(r), por:
e Lo(F)1 = [ V(P o(F) F 4 FLe()] (3.87)

onde o funcional F[p(?) 1 deve conter a energia cinetica dos e-
letrons e toda e qualquer energia coulombiana que exprima intera-
c3o entre eletrons.

Queremos, agora, calcular a densidade de carga de um
sistema eletronico no estado fundamental, sujeito a um potencial
externo v(r) . Para isso desenvolveremos um formalismo, cujo pro
cedimento baseia-se na possibilidade de separar 0 funcional F[ ()]

em tres termos:

FLo(F)1 = Ty + U + Ey¢ (3.88)

onde T0 exprime a energia cinética de um sistema de N particu
las independentes, em um potencial externo vind(?) , com densida
de de carga eletrdnica equivalente a do sistema de N particulas
interagentes. A parcela UC & um funcional unico da densidade
de carga, definido pela energia de interacao eletrostatica coulom

biana:
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Ul (+) D(F) p(?l) dv dr' (3

Lelr ] = i r dr .89)
[P - et

A parcela E representa a energia de exchange e correlacao,que

XC
pode ser interpretada como uma correcao nos termos T e Uc[p(?)],

ja que estamos tratando de um sistema n3ao homogéneo interagente e
essas parcelas sao definidas para sistemas homogéneos nao intera-
gentes, ou seja, EXc representa toda ignorancia sobre o sistema.

Como F[p(¥)1, ULLe(F)1 e E[p(¥)] sdo funcio -
nais de p(r), isto &, dado p(r), eles ficam univocamente defi
nidos, precisamos provar que T também & funcional de p(¥) , ou
seja, que a energia cinética de um sistema de eletrons independen
tes, sob a influencia de um potencial externo vind(?) , € um fun
cional unico da densidade de carga eletronica, para que EXc se-
ja um funcional de b(?).

0 operador hamiltoniano de um sistema de eletrons inde

pendentes, sujeito a um potencial externo vind(?) e:

Hind = To * Vind (3.90)
onde
z [ A > =~ > >
LIPS g J Vwo(r) .Vwo(r) dr (3.91)
v >y 4t ~ > >
Vind = g]vind(r) lPO(Y‘) IPO(Y‘) dr (3.92)

. - — . - .
Para esse sistema, Vind(r) e funcional unico da den-

sidade eletronica p(?) , no estado fundamental. Por conseguinte,

A

o hamiltoniano H fica devidamente definido, assim como 0 es-

ind
tado fundamental leind> . Consequentemente, podemos concluir que

a energia cinetica, definida por:

> (3.93)

T, Le(r)] <Bi gl T, 10

ind
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& funcional Unico da densidade de carga eletronica no estado fun-
damental.

Portanto, podemos dizer que sendo F[ o(r) 1, 7oL p(¥) 3
e UC[ o(¥) ] funcionais Unicos da densidade de carga eletrdnica,
o termo de exchange e correlagao tambem sera um funcional deste
tipo.

Ate agora, o conjunto completo de funcoes {ua(?,o)}

A

que define os operadores de campo @;(7) e wo(?) e absolutamen
te arbitrario; assim construiremos estes operadores de campo com
o conjunto completo de auto-funcoes do hamiltoniano do sistema de

particulas independentes:

MO §¢;(?,o> at
(3.94)
@O(F) = g ¢a(?,0) ﬁa
onde ¢a(?,o) e solucdo da equacao:
[- 7 v vina @) ] 0 (Fa0) = ey 0,(F00) (3.95)

Como definimos o sistema de N particulas independen-
tes de maneira que sua densidade de carga fosse igual a do siste-
ma de particulas interagentes e como os hamiltonianos dos dois sis

temas sao diferentes, ou seja,
H = T+ V + U e Hind = T + V (3.96)

entdo a densidade de carga deles sera:

-> Al NN > Ag > A >
p(r) = (ZJ<6[ v (r)v (r) [ 8> = §<Gindl Yo (P (r) 165,42
(3.97)
onde | 6> e o estado fundamental de H e | 0:ng > e o estado

fundamental de Hind'

Desse modo podemos escrever a densidade de carga dos




56

dois sistemas, em seus estados fundamentais, substituindo (3.94)

em (3.97), da seguinte forma:

> _ * = = 5
Como
rd4 A .
<e'ind l aa aB l e'ind> B GGB n(eF = E(X.) (3.99)
com
1 se Eq < e
n(eF - ea) = (3.100)
0 se Ed > eF

e ef € a energia de Fermi. Entao

N * > > ‘
I ¢,(r.0) ¢,(F,0) (3.101)

p(r) = ¥
o

o=1

Assimy como pudemos escrever a densidade de carga em
= - B >
termos das fung¢oes ¢a , tambem podemos escrever o fumnona11b[p0ﬁ]

(equacdao 3.91) em termos dessas funcoes, ou seja:

- A
TLe(F) T = <850 Ty 18504> =
* > A=A
= g aZB V¢a(?,0)-v¢8(?,c) <@g | a;aB | 8.4 > dF =
N P+*..). - > >
= ¥ Y | Ve (r,o).v¢_(r,0) d¥ (3.102)
g a=1 & .

Agora podemos escrever, a partir das equacbes (3.88),

(3.89) e (3.102), a equacgdo (3.87) da seguinte maneira:

(

N > % , > > > >
ELLo(F)] = | v(F) p(F) dF + [ T | Vo (¥,0).Ve, (F,0) dr
. o a=1
f > -+,
oo || 2L elP) g gFr 4 EL De(F) ] (3.103)
J Ir - r'|

Para determinar a energia global de um sistema eletro-
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. ~ N ~ ->
nico (equagcao 3.103), precisamos conhecer as funcoes v(r), p(r)
> - . >
e ¢a(r,o) , alem da forma do funcional Exc[p(r) 1.

De uma maneira geral, quando estamos calculando a ener
gia de um sistema eletronico, ja temos informacOes necessarias so
bre o potencial externo que age sobre ele, como por exemplo, 0o po
tencial que age sobre os eletrons de um atomo, quando considera-

mos o nucleo uma carga pontual, e dado por:

com Z sendo o numero atomico.

Para conhecermos a densidade de carga po(¥) basta co-
nhecer as funcoes ¢a(?,o), mas, por‘outro lado, essas funcgoes
sao solugoes da equacdo (3.95) que, por sua vez, SO pode ser re-
solvida se conhecermos o potencial vind(?).

Portanto, para calcularmos a energia global do sistema
precisamos conhecer o potencial vind(?) e a forma do funcional
E .l o(F) 1.

. . - -rq
Podemos determinar o potencial v (r) com o auxilio

ind
do teorema 2 da se¢ao 3-5.1, ou seja, precisamos encontrar p(?)
tal que E I o(¥) 1 seja minimo. Como precisamos, tambem, garan-
tir que o numero de particulas N seja mantido constante, intro-

duziremos um multiplicador de Lagrange, € , e consideraremos as

variacoes:
5 [Ev[p(?)] - ¢ I o(¥) d?] = 0 (3.104)
onde
N = Jp(?) dr (3.105)
Se substituirmos na equacao (3.104) a expressao de

EL o(F) ], dada por (3.103), teremos:

— il
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8 [ )
g o
[ dr + V(?) +
ép
>, SE
|r -r'| Sp

Se utilizarmos a equacao (3.101), podemos variar o(7)

variando independentemente a parte real e a parte imaginaria das

-~ . . 3 *
fungoes ¢a’ ou seja, podemos variar independentemente ¢_ e ¢

a a °
Assim,
so(F) = ] 80,(F,0) ¢ (F,0) (3.107)
o
entao:
B N
§ _ §a21 ["V’cba(r,c)-wa(r,o) dr] -

*

*(¥,0) V2o (F,0) (3.108)

= 1| d% 802 (F,0) Vo (F.0) - z[d? 86
o o

0 termo de superficie e nulo em todos os casos de interesse, isto

e, ou temos que ¢ e nulo no infinito ou temos condi¢oes perio-

dicas de contorno.

Assim, a minimizacao da energia nos leva a:

Il dF soX(%,0) { -2« v(@) w2 | 2FD) g
g @ r-r'j
SE, [ p ] N -
M L N X (3.109)
Sp

. ~ * ~ . - . ~
Como as variacoes 6¢a sao arbitrarias, as fungoes ¢a

devem satisfazer a equacao:
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T
Vv 2 ,Lr)_l dFr o+ =X by (F,0) = & ¢, (F,0)
-r Sp

(3.110)
Essa equacao & exata, porém nao podemos atribuir qual-
quer significado as funcoes de onda ¢u e aos auto-valores €. As
auto-funcoes dessa equacao servem para determinarmos a densidade
eletronica do estado fundamental. Podemos ainda identifica-la com
a equacgao (3.94), fazendo:
(?u) SE Lol

! ar' + —*& (3.111)
Sp

v (F) = v(r) + 2

ind

Tendo encontrado o potencial v (¥) , basta determi-

ind
narmos o funcional de exchange e correlacao Exc[ pl, para calcu
larmos a energia global de um sistema eletronico.

Como a forma exata deste funcional ndao e conhecida,tra
taremos de um aproximante desenvolvido por Kohn e Sham, para este
termo. Eles obtiveram uma expressao cuja vantagem e a de ser sim

ples, embora seja desprezada a energia de correlagao. Eles assu-

miram, para uma variacao bem lenta de p , que:

>

Eclel = J p(r) exc[p(r)] dr (3.112)

onde exc[ 0], funcao da densidade de carga, e a energia de ex-
change e correlacdo, por eletron, de um gas homogeneo e uniforme

com densidade o

SE L p ] ~ . _
0 termo 5 , da equac¢do (3.105), fica definido
P
por um potencial local, dado por:
St [pl
w XC _ d
e = 2 - o 0] (3.113)

8p dp

que & a contribuicao do termo de exchange-correlacao para o poten
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cial quimico de um gas de densidade uniforme p e funcionara co-
mo potencial local efetivo na equagcao de Schroedinger.

Antes de mostrarmos como se calcula By s faremos
algumas consideracoes a respeito do formalismo desenvolvido ate
aqui:

16,17

1. 0 procedimento pode ser generalizado para T = 0 . Neste

caso a densidade de carga fica dada por:

o (F,0) ¢ (F,0)
(‘*) - o o
& g g Ea ™ M
e kT + 1

-

onde €, sao os autovalores da equacao de Schroedinger e u e o
potencial quimico. A condicao de minimo, agora, deve ser imposta

ao potencial grande canonico, para dados T e p, ou seja:

aUp(?)v(F) i & H p?

[o(F)1 - u Jpﬂ?) dF] = 0~

=4

_).I
2(F') g g

v

89, [o(F)]

'+ TLo(F) 1+

>
r !

=¥

TSLp(r) 1 + E e

onde T[p] e S[p] sao respectivamente funcionais da energia

cinética e da entropia no problema de particulas livres.

2. 0 procedimento também pode ser generalizado para estados exci
tados pertencentes a representac¢oes irredutiveis do grupo de sime
tria, que serao diferentes da representacao irredutivel do estado
fundamental. Para cada representacao irredutivel o procedimento
so e aplicavel ao estado de energia mais baixa e a energia de ex-
citacao e a diferenca entre as energias globais do estado excita-
do e do estado fundamental. Podemos extendeé-lo tambem a sistemas

com polarizacao de spin18.

3. As energias €, s 9que sao os auto-valores da equacao de Sch-
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roedinger, nao sao simples de se interpretar, pois nao vale o teo
rema de Koopmans, muito embora toda termodinamica seja desenvolvi
da como se 0S €, fossem as excitacdes do sistema, devido a gene

ralizacdo do procedimento para T = 0.

4. Podemos encontrar ainda a expressao para u,.[p] - contribui
cao do exchange-correlacao para o potencial quimico de um gas de
densidade uniforme p - separando-o em duas parcelas, uma devido
somente a energia de exchange e, © outra referente a energia de
correlacao €. - Desse modo a energia de exchange-correlacao, por

particula, podera ser escrita como:

ee = Eylel + elp]

0 termo e, & obtido atraves da aproximacao de Kohn-Sham. Para
conhecermos Hyc corretamente precisamos de €. - As expressoes
para €. dadas por wigner19 - regioes de baixas densidades - e
por Gell-Mann e Bruecker20 - regioes de altas densidades - sao as
que se acham melhor estabelecidas na literatura e tambem as que a
presentam resultados mais proximos dos da experiéncia. Na regiao
intermediaria, cujo limite de descontinuidade e pequeno, foi suge
21,22

rida uma interpolacao numerica

Dando continuidade ao formalismo, vamos calcular Hye

Como vimos, o potencial efetivo e:

d
uXC = _d—- (p EXC) (3-109)
p
onde € e a energia de exchange-correlacao por particula, pa-

XC
ra um gas homogeneo de densidade p .

Assim, o termo de energia U, que e o valor esperado
do operador de interacao elétron-elétron de um sistema de particu

las interagentes pode ser separado em duas parcelas:

U = U + U (3.110)
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onde a primeira parcela representa a energia de interacao coulom-
biana classica e a segunda a energia de exchange, pois a correla-
cao nao e considerada.

Devemos, portanto, calcular o valor esperado do opera-
dor U para um gas de elétrons homogéneo e uniforme, no estado
fundamental de Hartree-Fock, a fim de reconhecer as duas parcelas
de U, e definir o termo de exchange para o gas em questao.

Desse modo, recorrendo a teoria de Hartree-Fock, defi-

nimos os operadores de campo da seguinte maneira:
Ay 1 iK. 7
P (r) = WJ e So.m %,0 (3.111)

onde o & o auto-vetor do operador de spin 82 , m & a variavel
de spin e V € o volume ocupado pelo gas.

0 estado fundamental, nessa teoria, e caracterizado pe
la sequinte populacao de estados de uma particula, para um dado

valor de spin:

POPULAGAOQ
[=
-
.

]
—~~
(93}
B N

g
~
w
Pt
[F8]
N
s

Ke K
0 estado de Hartree-Fock e representado, para o estado

fundamental de particulas independentes, por:

| = 1,1, e 1,0, (3.113)

>
HF
onde os N primeiros estados de uma particula sao ocupados para

k < k tal que:

F 9

~

~t
i 5 %,q | oy > = n(kg - k) 8,4 | oy > (3.114)
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onde n e a funcao degrau.
Podemos, agora, calcular U:
U= <byp | U loye> -
_ T Ap AL 2 A > NN >
= <eHF| mr%' JJdY‘ dr ‘Pm(r‘)lllm.(r‘ ) -”-).—F'T ‘Pml(r )‘pm(r) leHF>
(3.115)
ou
U= ! ) L, S, .m 8o, m' S, .m
v L LT mm ' il 2° O3.M 4’
1727374
040,030,
LS| POV | SO | N
x 2 . = dr dr
[r-r|
x <0, | a3} a a 3 6. > (3.116)
HF F1,c1 %2,02 F3,03 ?4,04 | HF
Efetuando primeiro a soma em m e m' chegamos a Q; 5
1°74
602’03 . Depois, efetuando a soma em O3 @ 0y, obtemos:
T > . >, . >, . >
: —1k1.r -1?2.r 113.r 1K4.r
U = E e e e e dF d'rfl
RN LEEN
1727374
G405
* < eHF| a%1’01 afz,oz af3,02 af4,01 IeHF> 6B i 17

+ A = =
Como os operadores EK s & 9% sao os de criacao e
3

aniquilacao de fermions, que se encontram em estados de uma partd
(k,0) ,

tree-Fock sao ortonormais, entdao podemos concluir que o

cula, caracterizados por e sabendo que os estados de Har
elemento
de matriz da equacao (3.117) so nao sera nulo para duas possibili

dades:
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<Byr | af1.o1 a:l%z,or1 %00y YKys0, | 0yp > (3.118)

X

Como os operadores 3% e 4 obedecem as regras de an-

ti-comutacao (2.16) e a aplicacdo (3.114), podemos escrever:

{( T’l(kF-k1) n(kF'kz) d+
r

4 1
) 1 & .
V E‘I-Ez J 4 1r-r|
) o -k - Ky) (P F)
. e > >,
e i) . n(kg - ky) nlkg - ky) d¥ dF
v Kk, ) ¥ -7
(3.119)

Como a primeira parcela do segundo membro da equacao
(3.119) corresponde ao termo coulombiano classico, entao a energia

de exchange & a segunda parcela, ou seja:

iRy - Ky) (P A1)
£, = - —5 1 nlkgkyIn(kp-ky) H g aF dF"
V¢ ox g Ir-r'|
172 (3.120)

Para calcularmos esse termo vamos substituir as somato

rias em k por integrais, usando como elemento de volume —!? d3k.
8w

-

Dessa forma temos:




65

-i(E1-K2).(F-F')

2 > >
= T )P [[dr1diz n(kg-kqIn(ke-k,) JJ £ TR dr dr
(3.121)
ou ainda, se ¥-F' =¥ temos:
. -1(K1-E2).F
E, = - 2a)F [[ dK1 dEz n(kp-k; In(kp-k,) { € 7 dr
(3.122)

A integral em ¥ tem como resultado:

> 4w
dr = s T (3.123)

-i(K; = %,).F
‘ AU

0 resultado da integral em KZ e:

4w 2
1
onde
. 1 1 - k&, |14k Ky
F(K) = — + Ln e K = —— (3.125)
4K |1 - K] kF

Assim, o resultado da integral em f1 e:

{ dk, nlkg - ky) (87)2 Fky/kg) = 1673 kF4 ' (3.126)

Finalmente, a energia de exchange fica, substituindo a

equacao (3.126) em (3.122):

Eo= - k.4 (3.127)

Das equacdes (3.127) e (3.112) obtemos a energia de ex
change para o gas de eletrons em funcao da densidade:

]1/3

E.Lel = -3Vp [ 3P "(3.128)

8m

Podemos agora encontrar exc[ 0], que & a energia de
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exchange por elétron de um gas homogeneo e uniforme com densidade
p, OuUu seja:

E. [p] 1/3
e, Lol = —"—C—N——- = -3 g" ] (3.129)
il

Desse modo, o termo de exchange de Kohn-Sham, dado pe-

la equacao (3.109), tem como resultado:

3 p(r) Ve
- - pir
XKS ¥ Yo ® ® 4 [-Eh:——} (3.130)

Se compararmos essa aproximacao com a de Slater pode-

mos escrever:

2_ (3.131)

Xgs = 37 %

KS

ou seja, o potencial de exchange de Kohn-Sham resulta menor que 0

de Slater.

Podemos observar ainda que o resultado de Kohn-Sham e-
quivale a tomarmos, simplesmente, a expressao do exchange do gas
de elétrons livres (equagao 3.20), para ku = kg, ou seja, 0 va-
lor deste exchange no topo da distribuicao de Fermi.

Se quisermos estudar sistemas com diferentes numeros
de spins "up" e "down", utilizamos o mesmo raciocinio exposto na
aproximacao de Slater.

Embora a aproximacdo de Kohn-Sham tenha o desejado e-
feito de reduzir o exchange de Slater, ainda resulta em uma ex-
pressdo Unica para todos os elétrons do sistema e, como foi expos

ta, nao inclui os efeitos de correlacao coulombiana eletronica.
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3-6. APROXIMACAO DE LIBERMAN

Em 1967 LibermanZs

propos uma aproxima¢ao para o termo
de exchange de Hartree-Fock. Ele, como Slater, considerou a den-
sidade eletronica local de um sistema nao homogéneo igual a de um
gas de eletrons livres homogeneo, mas negligenciou a aproximacao
de potencial medio, propondo que o vetor de onda do a-ésimo ele-

tron, ka(?) , fosse dado semi-classicamente por:

1/2
k (F) = [ E, - V(F) ] (3.132)

o

onde E & o auto-valor de energia do eletron e V(¥) @& o poten
cial total, incluindo a contribuicao do exchange ao qual o ele-
tron esta submetido.

Desse modo, a expressao para o termo de exchange na a-
proximagdo de Liberman e:

2
4 1 1 - K T + K
X, = -tk 1=K, Rn] 3.133
L m F [ Y 1 - K ] ( :

onde K = e k, dado pela expressao (3.132).

Essa aproximacao semi-classica, resultando em um exchan
ge dependente da energia cinetica dos eletrons, pode ser conside-
rada boa nas regides onde os comprimentos de onda dos elétrons sao
pequenos comparados com a distancia na qual o potencial sofre uma
mudanca substancial. Se estivermos tratando de atomos precisamos
incluir as regioes muito proximas do nucleo e raios grandes. Para

raios grandes (regides muito distantes do nucleo), temos que:
2 >
k? - \:Ea : V(r‘):| < 0 (3.134)

que e classicamente inascessivel, pois o potencial fica muito pe-

queno em modulo. Liberman propos que, nesta regiao, usassemos na

expressao do exchange: k_ = 0, ou seja,
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X (kg <0) = X (kg = 0) = . S (3.135)

o T F

Por outro lado, proximo ao nlcleo atomico o potencial

V(r) fica muito grande em modulo, sendo que, podemos ter:

kK > k (3.136)

o F
o que & inconsistente com a nocao de que os eletrons possam ser
considerados localmente como um gas de eletrons degenerados. Tal-
vez fosse aconselhavel o uso de ka = kF nessa regiao.

Como a sugest3ao de Liberman implica em um potencial de
exchange dependente da energia cinetica dos eletrons, a obtencgao
das solucoes auto-consistentes das equagoes de Hartree-Fock tor-
nam-se muito dificeis.

O0s resultados da utilizacao do exchange de Liberman,pa
ra calculos de energias globais, sao surpreendentemente proximos
aqueles obtidos pelo proprio exchange de Hartree-Fock. Isto mos-
tra que a aproximagao do gas de elétrons livres, com a aproxima -
cao semi-classica, descreve muito bem o exchange de Hartree-Fock.
Fisicamente, tal sugestao e muito importante pois torna evidente
a dependencia da blindagem estatistica com a energia cinetica dos
e]étréns. Entretanto isto e apenas parte dos fenomenos importan-

tes em um sistema de eletrons.

3-7. OUTRAS APROXIMACOES

Paralelamente as aproximacoes ja citadas para o poten-
cial de exchange, outras sugestoes foram feitas. Recentemente tem
sido muito utilizada uma aproximacao que consiste em multiplicar
a aproximacao de Slater por um parametro a24.

Com base no modelo atomico de Thomas-Fermi foram suge-

ridas, como ja vimos, aproximacOes para o termo de exchange de Har
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tree-Fock. No entanto, se a aproximacao local do gas de eletrons

livres & feita na expressao da energia total de Hartree-Fock do
sistema e depois e feita a variac3o das auto-funcoes para obten-
¢3o da equacao de auto-valores, encontramos o potencial de exchan
ge de Kohn-Sham:

g [0 ]

Se primeiro fazemos a variacao da expressao e depois aplicamos a

aproximacdo, encontramos o potencial de exchange de Slater:

X, = -6 [ 83“ p(Tr’)]”3

Por outro lado, verificou-se que os resultados experi-

mentais encontravam-se entre esses dois valores. Tentou-se entao

inserir um parametro ajustavel o no termo de exchange, variando

entre —%— e 1, ou seja:

1/3
X = o XS = - 6 a [ 3 p(?):] com 2 <o <1
8w

A escolha do a a ser utilizado no calculo das proprie
dades de um atomo deve seguir um certo criterio. Alguns metodos
foram propostos e o mais utilizado e o proposto por Schwarzzs. E-
le busca um parametro o que produza um valor de energia total i
gual ao obtido pelo método de Hartree-Fock para o sistema atomi-
co. Qualquer que seja o metodo adotado para a determinacao de «a
verifica-se que ele tem dependéncia com o numero atomico Z . A de
pendéncia o = a{Z) cria problemas quando aplicamos o metodo Xa
ao estudo de solidos ou moleculas.

Finalmente, cahe citar aqui a sugestao feita por Her-
man et a126, em 1969, onde propoem uma correcao adicional, inhomo

génea, ao exchange de Kohn-Sham, dependente de dois parametros a-

justaveis:
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xocB = |:0L+BG:| xs

onde G @ uma funcio de p e de suas derivadas. Eles observaram
tambem que fixando a = —%—— e minimizando a energia total do sis
tema para determinar B, este exchange tem como resultado ener-
gias globais de atomos mais proximos daquele obtido com o exchan-
ge de Hartree-Fock,‘do que com outras aproximagoes. Verificaram

também que o parametro B, para a = —— , e aproximadamente cons

tante para os atomos.
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CAPITULO 4
APROXIMACAQ DERIVADA DO OPERADOR DE MASSA

4-1. INTRODUGXO

Temos dado, ate aqui, em linhas gerais, a situagao do
problema relacionado com o termo de exchange-correlagao. Embora
a aproximagao de Liberman possa nos conduzir a bons resultados
para os auto-valores de energia, com relagao aos de Hartree-Fock,
o problema de se propor uma aproximagao pratica para o termo de
exchange permanece. Algumas aproximagoes apresentam resultados
parcialmente bons em casos particulares e a que tem tido maior
sucesso & a Xa. No entanto, nao & necessario muita reflexao pa
ra se constatar sua pobreza do ponto de vista fisico. Tornou-se
portanto necessaria uma aproximacao onde os efeitos de correla-
c3o assim como a dependencia com a energia cinetica dos eletrons
fosse tratada. Uma aproximagao desse tipo foi proposta por Fer-
reira27, que teve como jdeia basica resolver, em RPA, o problema

do auto-valor do operador de massa, para um gas de eletrons 1i-

vres de mesma densidade local que o sistema em questao, para um

estado de onda plana com energia cinetica igual a da quase-parti
cula. Portanto a idéia e a mesma de Slater e a aproximagao semi
-classica proposta por Liberman e mantida. Manipulando-se a e-
quacao de Dyson para as quase-particulas podemos justificar a
substituicao do operador de exchange de Hartree-Fock pelo opera-
dor de massa da teoria de muitos corpos.

Vamos ent3o apresentar algumas definig¢oes de fungoes

relacionadas com o problema assim como equagoes que a envolvem.
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4-2. DEFINIGOESZS

Nesta segao introduziremos o conceito de fungao de
Green (ou propagador, como muitas vezes & chamada), a qual repre
senta um papel fundamental no tratamento de sistemas de muitas
particulas.

A fungao de Green de uma particula e definida pela e-

quagao
<oy | T Py (Fe) Da(Fre') 3 | vy

i GGB(?t.?'t') = (4.1)
<yl vy
onde | v, > e o estado fundamental de Heisenberg para um siste-
ma interagente e satisfaz
Alv,> = E v, (4.2)

e $Ha(?t) &€ o operador de campo de Heisenberg com a dependen -

cia temporal

ei Ht/N ad(?) e-i Ht/A (4.3)

~ >
wHa(Tt) =
e obedecem as regras de anticomutagdo (2.1). O0s indices o e B
designam os dois valores possiveis para o spin. Alem disso, T &
o operador que ordena cronologicamente os operadores de campo (o

perador cronologico de Dyson):

( ~ A
Uy (F1) w;B(?'t') se t > t'

T { e (F8) Bl (Fe") } = (4.4)
A4 > ~ > N
L -wHB(r t') wHa(rt) se t' >t

A funcao de Green e o valor esperado dos operadores
E - . -~ . - . >
de campo; assim, ela @ simplesmente uma fungao das variaveis rt
> HH - . .
e r't' . Se H e independente do tempo entao G depende somen

te da diferenga t-t' e desse modo a equagao (4.1), Jjuntamente

o




73

com as equacoes (4.2), (4.3) e (4.4), escreve-se:

, Ao Sifi(E-t )/ At
PR AGE B 14,

<y | v, >
e se t>t'

i6_(Ft,r't') = 4 (4.5)
<1"o I ﬁ,‘é(?l) e'lH(t-t')/ﬁ I’J‘)a(?") l wo S
vy |0,

L E(E-t )/

se t'>t

Obteremos, agora, a relacao da funcao de Green com ob

servaveis. Consideremos o operador de uma particula

5 - I a3r 3(%) (4.6)
onde
0(F) - azB 5 (F) 05, (F) 9, (F) (4.7)

0 valor esperado desse operador no estado fundamental e dado por

Ao <UL OGF) > L <Y | TEF) BL(F) | v, >
<0(r)> = = - ) ' =
<¥o | v, > ap <o [ 9>
o < | ORORY) B (F) v, >
= lim, 0g,(F) o | Vg o [ ¥ =
r'-+r of <Yyl v, >

= -i Llim,  Tim } oBa(F) Gas(?t,F't')

= -4 Jlim, im tr[:o(?) G(?t,?'t')J (4.8)
'>r t'tt

0 sTmbolo t* significa que t' tende a um valor in
finitesimamente maior que t. Isso e importante para que a or-
dem dos operadores de campo seja mantida, a qual € necessaria pa
ra a definicao da funcio de Green. O sinal negativo provem do

fato dos operadores de campo anti-comutarem. A soma sobre os in
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dices de spin pode ser trocada pelo traco do produto das matri-
zes 0G, o qual denotamos por tr . Por exemplo, a densidade ele
tronica <n(r)>, a densidade de spin < a(r) > e a energia ci

~

netica total < T > sao encontrados literalmente por:

| < H(F) > = -1 tr G(rt,rt™) (4.9)
< F(F) > = - i tr [3 G(Ft,?t*)] (4.10)
T | : 3 : 2 >, o+,
< T > = -1 J d’r Jim, [- Ve tr G(Ft,r t*)] (4.11)
r+r'

Estamos interessados agora no calculo da energia do

estado fundamental, cujo hamiltoniano e:

i = T+ V + 0 (4.12)

onde

[
A >Ag > A > 3
T = E v (F) .ﬁwa(r) d’r (4.13)

[ 3
A >y Ay A >
Vv = g v(r) v (r) v, (r) dr - (4.14)
) H BEE) BLED w(EF PR B,(F) ¢ @t (4.15)

oB

Como T e V (Eqs. (4.13) e (4.14)) sao operadores de
uma particula, ja sabemos como calcular seus valores esperados,

mas nao de Q. Sabemos que, para qualquer operador J , temos:

3 _ L d,H1 (4.16)
A partir disso temos, pela equacao (4.1), que:

& [ ~+
aGaB ) <\pol T {[wa,H]_q)B } ]¢0> (3.17)

at <Yy Ly

Para calcularmos o comutador que aparece nesta equa-
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¢io precisamos lembrar as regras de anti-comutacao (2.1) e ainda

que:

[A,BC] = [A,B]_C-B[C,A]_ = [A,B]C-BLCAIL (4.18)
Portanto,

L ()R = [9,(F T2, + D91+ [9,(F.01_ -

SRR g (F) 4 () w(F)
(F) D_OF) ¥ (F) (4.19)

onde w(¥,¥') = w(r',¥), pois a identidade das particuias do sis

tema requer que nao haja mudanca quando ha uma troca de particu-

las.
Assim,
[h, P01 =[-8+ v(®) D §,(F) +
3., > >, Aggr A Ay
+ é vt w(FF) GLED B F) §(F) (4.20)

Dessa forma, temos que:
aGaB =+ 2 > 3 > >

(Ft,F't') = - 1 [ VS + v(F) ] Gas(rt,r't')* Y| d7r" w(r,r")

ot Y

"~

<h | T ORTELE) L) B (L) BEFLE) Y v, >
<y |0y >

(4.21)

X

Precisamos observar ainda o caso em que t = t'. Pa-

ra isso calculemos

oL T T Fagn =
GaB(rt Lot ) - GaB(rt Lr't') =

< B (F) W5 (F) 1wg> < | Tp ) B,(F) v >
<¥y L vy > <¥y | vy >
tl
+ aGaB ] > o+,
= — %P dt = - i &(r-r') & (4.22)
at aB

ct+
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Finalmente podemos escrever, a partir das Eqs. (4.21)

e (4.22) que:
oG
i ___aB (?t,?'t') = l:- -V*2 + V(?‘)] GGB(?t’FltI) +
ot :
A4 - <> A < At >, '
iy J 432 <Vl TH Uy (3, )9, (3, 0) 0 (Vo t)dp(P' st )} lvy> ,
v ) I¥ -3 < ¥yl vg>
> >,
+ G(Y‘ -r ) 603 (4.23)
onde fizemos
Wk, %) = w(Fa) = A
Ir - af

4-3. OPERADOR DE MASSA2Y

Na equagao (4.23) aparece um termo com quatro operado
res de campo, o que a torna bastante complexa; portanto desenvol
veremos a seguir um procedimento que tera como objetivo final
simplifica-la.

Consideremos que exista uma densidade de carga exter-
na p(?,t) que se anula para t = -» e t = 4o 0 potencial
criado por ela e da forma

w(F.,t) = [ +F';t d3p (4.24)

lr-r'|

Desse modo, aparece um termo adicional no Hamiltonia-
no que, em segunda quantizagao, se escreve:

N d3r| d3r -+ At > ~ >
W(t) = ) | 55— elr'st) v (r,t) ¥ (r,t) (4.25)
y ) Ir-r'| Y Y

Devemos notar que a descrigao da evolugao temporal dos operadores
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- A A
de campo e dada por H sem o termo W , que deve ser encarado

como uma perturbagao.
Supondo que o estado fundamental | , > nao seja de-
generado e que a perturbagao o(*,t) @ pequena, podemos escre-

ver:
+co

| +o> = T exp 4- i W(t) dt } | -o> = TS|-=> (4.26)
ou seja, o estado fundamental em t = += coincide com- o estado
em t = -, a menos de um fator de fase.
Definiremos agora a funcdo de Green modificada
<o| T LG (Far) Wg(Fot') S} |-

i G B(?t,?'t'lp) = (4.27)
@ <-o| TS |-o>

. Tl T P
obviamente Gae(rt,r t'|0) = GGB(?t,? t') .
Efetuando a derivada funcional da fungao de Green mo-
dificada, Eq. (4.27), com relagio a p(3,T) e tomando o valor

desta derivada em p = 0 , obtemos:

36 3 A
§ 0B (Fe,Fre3n) = 0 o< | S0 5 3R, 00, (Bat) >1 Gg(Ttrtt) ¢
8p |B-aj vy Y v
i< TH D (Fat)DR(Fr Lt ] J 4’ VB9 (B.T) ¢ > (4.28)
o B ¥ |g_§| Y Y

0 primeiro termo do lado direito da equagao (4.28) e

o potencial coulombiano produzido pelos proprios eletrons

3
> _ db . ~+ ~n >
o(F) = J B RANMURN U (4.29)

oY

Se, no segundo termo do lado direito da Eq. (4.28),fi

-+ > : . ol
sermos a =r e T =1t ele coincidira com o termo de quatro o-
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peradores da equagao (4.23). Assim, podemos reescrever a equagao

(4.23) da seguinte forma:

3G
- 32 4 w(®) 4 o(P)] gpFeaFe) ¢ 1 08 (R Fre]
9p

>

rt) +

36
- i —9B (Ft,Frer) + 8(F-F') s, &(t-t') = O (4.30)
ot o8

que e a equagao para a fungao de Green de uma particula e descre-
ve a propagagao de uma perturbagao provocada pela remogao (ou adi
¢ao) de uma particula no sistema‘de equilibrio.

Seja a fungao de Green inversa G;;(?t,?'t') definida

atraves da relagao

3 " " F. TaLn -1 FTugn T _ P4 % _t
J[ d r" dt E Gay(rt,r t") GYB(r t",r't') = 8§(r-r') 6(t-t') GaB
(4.31)
As fungoes G e G-1 sao funcionais de p e portanto temos:
86 (Ft,F"t") _
JJ d3pn dgr § 9 G ;(F"t",F't') =
Yy  8p(r.t) v
-1,+» +
GG (rlltll’rltl)
= - JI d3r“ dt" § Gay(?t,?"t“) Y8 e (4.32)
Y Sp(rt)

Multiplicando esta expressao por GBG(?'t',F”t"'), integrando em

-5
r' e t' e somando em B obtemos:

> >, 1
GGaB(rt,r t')

R _ d3Y'" dt" d3f‘"ldt"l z Ga ('rkt"r*:utn)
Sp(F,t) y§ Y

=1, 2upn Tt m
GGYG(r t",r"t ")

sp(Ft)

GGB(?"t"u?'t') (4.33)

Definindo o operador de massa por:

=] FTuen g
GGYB(r terttt)

>, > . 3 +>. >
rt,r't') = - 17 d°r" dt" G__(rt,r"t")
lJ &Y Sp(F,t)

(4.34)
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Atraves da equagdo (4.34) podemos reescrever (4.30) sob

a forma:
[:—i B % 4 v(F) ¢ ¢(?)t} Byt t")
ot
3w " T Tugn Fuen T _
+ E “ d’r" dt MaY(rt,r t") Gye(r t",r't') =
= - 8(F-F') 8, 8(t 1Y) (4.35)

Definindo a transformada de Fourier da fungao de Green,

dada na equagdao (4.5), por:

(Ft,r'0) dt (4.36)

af

+co
> _ iEt
GGBE(r,r ) = l e G

- 00

podemos calcular a transformada de Fourier da expressao (4.35) e

obtemos a equagao de Dyson:

[-%2 + v(F) + 6(F) - E:] 6,e (FsT') #

+ { d3p MaYE(?.?") GYBE(F",?') = - 8(F-F') 8,4 (4.37)
Y
onde
40
n i Et 1
MGYE(?,F ) = { e’ MGY(?t,F 0) dt (4.38)

- 00

A funcao de Green @ solucao da equagao de Dyson.
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4-4. EQUACKO DE ONDA EFETIVA E EXCITAGOES ELEMENTARESS®

Seja o conjunto de fungoes { xn(?,a,E) } , auto-fun-

coes com auto-valores en(E) da equacao de onda efetiva:

[- Vz + v(?) + ¢('r*~):| xn(?,a,E) +

+ % [ a3p MdBE(?,F') xn(?',s,s) = ¢, (E) Xn(?,a,E) (4.39)

As auto-fungodes (spin-orbitais) xn(?,a,E) formam um conjunto

completo e portanto podemos escrever
Gupp(ToF') = g Xp(FsasE) ¢ (F'.8,E) (4.40)

onde Ch sao coeficientes a determinar.
. . + ,>
Consideremos agora o conjunto { xn(r,a,E) }, orto-

normal ao conjunto { xn(?,a,E) } , de maneira que:

I @ xP(FaaE) X (FoasE) = 8 (4.41)
o

As fungoes X: nao s3o necessariamente as conjugadas complexas
das fungoes Xp Além disso, essas fungoes satisfazem uma equa-
¢do do tipo da (4.39), com a diferenga que o operador de massa,
nesse caso, fica transposto.

Substituindo a expansao de GaBE (Eq. (4.40)) na e-

quacao de Dyson (4.37) obtemos:
-+ >, R > I
E en(E) - é] xn(r,a,E) cn(r,,B,E) = §(r -r') GaB (4.42)

Multiplicando essa expressao por x;(?,a,E) , integrando em T e

somando em o« obtemos:

Xy (F' . 8.E)
E - e,(E)

(4.43)

n

>
cn(r sB,E)

<
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Dessa maneira

+’ !E b +" ’E
') o= ) X FoeoE) Xy (728-) (4.44)
n E - en(E)

As solugoes da equagao

E - en(E)

1
[an)

(4.45)

fornecem os polos da fungao de Green, os quais sao as energias das
excitagoes elementares. 0 caso de interesse € aquele parao qual

a parte imaginaria da solugdo & muito pequena, pois assim o ope-

rador de massa pode ser considerado hermiteano, o que faz com
que:
¥ * 4.46
Xr = (%) (4.46)

e en(E) seja real.

Podemos interpretar as fungoes Xn © X: como fun-
coes de onda efetivas de "particulas livres", determinando o va-
lor médio de uma observavel. Calculando a anti-transformada

+o

1 e-iEt G

+>, >,

GaB(rt,r 0) = o

(r,r') dE (4.47)
o BE

Para t < 0 podemos fechar a integral por um semi-circulo no se

mi-plano superior E. 0 resultado &:

> +>, » > >, _
GaB(rO_,r 0) = GGB(rO,r 0+) =
> +,2
X (r,a,e ) X (Y",B,E )
= i L L L (4.48)
€
n 1 - n
estados dE
ocupados

na somatoria, por estados ocupados, entendemos o0s polos no semi-
plano superior. Essa denominacao & devida a chamada representa-
cao espectral da fungao de Green; os estados vazios correspondem

aos polos do semi-plano inferior.

<




82

Assim, o valor médio, de uma certa observavel, & dado

por
0, (T)
A +
<O(F)>=7J I (FoBaey) Xy (Foase,) —gg (4.49)
n a,B 1 = n
estados dE
ocupados
' den -1
onde o fator [ 1 - T pode ser interpretado como uma mu-

danca na densidade de estados, por unidade de energia, sendo i-
gual a 1 na maioria dos casos. Por esta formula (Eq. (4.49)) fi
ca clara a interpretacao de X, como fungao de onda efetiva de
uma "particula livre".

F conveniente notarmos que a relagao de ortogonalida-
de (Eq. (4.41)) e valida se X: e X, sao auto-fungoes perten
centes ao mesmo valor de E. Se pertencerem a valores diferen-

tes, as funcoes deixam de ser ortogonais. Em particular

3 +,> > .
g d r xn(r,a,en) xn.(r,a,en.) # 0 para n #n (4.50)
No entanto, na expressao do valor médio de uma observavel (Eq.

(4.49)) procedemos como se as "particulas livres" ocupassem esta

dos ortonormais, descritos pelas fungoes X,

4-5. APROXIMACOES PARA 0 OPERADOR DE MASSA29

Nosso objetivo e relacionar a derivada do potencial
externo, aplicado ao sistema, com a derivada funcional que apare
ce na definigao do operador de massa, expressao (4.34).

Atraves da equacgao (4.35) podemos escrever:

6Tl (LRt = [- i 2 4% Ly - ¢(?)] s(r-r") 8yg S(E7t") +
at

- MGB(?t,?'t') (4.51)
-




Tomando a derivada funcional de G-]

cima, com relagao a p , desprezando M , encontramos:

-1,+, =+
6G (rt’rltl) N,
ag?’” : __jﬁgyll_a Ba(?-?')c(t-t')
§p(3,1) sp(a,t) ©

onde escrevemos no lugar de ¢ , $ , para ressaltar que

de um funcional de op .

Podemos escrever, portanto, utilizando a Eq.

M _(Ft,r't') =

Vo>, '
16 (Ft,ptr) SerLth)
aB af

sp(r,t)
Lembrando que as duas fungoes so dependem da

ca t-t', a transformada de Fourier dessa expressao e:

i

> >, _
OIBE(r,r ) = o dw Gan

(F,7") 68 (F*,%,w-E)
8p

Precisamos calcular a derivada funcional de
ra isso, necessitamos encontrar uma expressao para 3 .
do de maneira analoga ao que fizemos nas expressoes (4.
(4.29), so que com ﬁ(t) considerada ate segunda ordem

ou seja:

Y
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, da expressao a

(4.52)
se trata

(4.34):

(4.53)

diferen-

(4.54)

¢ e, pa
Proceden
28) e

em P

3., ;43 N ~
W(t) = JJ aor’ dor o (#,t) [:z PI(FLt) U (F.t) + p(?,t)] (4.55)
IF - 7' Y

Y

encontramos a solugao:

N 3
$(F.t) = ] ’ €D <-w| T { f(B,t) + o(B,t) S} |-o>
<-o| TS |-o> |b-r|
(4.56)
onde
v (B.t) B (B,1) (4.57)

AB.t) = TV
Y Y

A derivada funcional resulta:
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. 3 3.0 [
CHLE =‘”[35[3£ < TR RBT) s
§p(3,1) |b-a| j |r-v'| L
A
- < A(FLt) >< A(BLT) > |+ —féilg%— (4.58)
_ a-r

No entanto, o potencial verdadeiro nao e $ e sim ¢ ,
pois o estado fundamental evolui com o tempo, devido a perturba-
cao da carga externa p . Na representagao das interagoes o esta

do fundamental em t @:

| t> = U(ty-w) |-o> (4.59)
ﬁ(t,-w) =1 -1 [ dt' ﬁ(t') + (-'i)2 J dt' dt" ﬁ(t')ﬁ(t") + oo
- - -co (4.60)
Dessa forma, o potencial verdadeiro em (?,t) é dado
por:
- d3r' a> >
¢(r,t) = ST <t| n(r|,t) lt > + pv(r',t) (4.6])
lr-r]
A derivada funcional desse potencial verdadeiro resul
ta em:
3 3
§o(F,t) _ _ s d”b d’r! T o
= = - i 2 — 55 e(t-1) <[b(r st) n(B,Tj] > +
§p(a,t) |b-a| |r'-r| -
2 6+t'i (4.62)
la -r|

onde 0(t-t) & a fungao de Heaviside e & tal que:

1 se t> 1
e(t-t) = (4.63)

Queremos, agora, relacionar as derivadas funcionais

'\' N - (3 - -
de ¢ e ¢ e para isso vamos, inicialmente, relacionar:

4
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i < T { A(FLt) A(B,0) } > - < A(F') >< A(B) >
(4.64)

Pc(?',b’,t)

e

Pe(¥*,B.t) - i o< Eﬁ(?-.t), ﬁ(‘S,O)] > 9(t) (4.65)

("c" significa causal e "R" retardado)
Se introduzirmos dois conjuntos completos, podemos es

crever Pc da seguinte forma:

P = - § <f | A(FLt) | 3> <3| A(B,0) [ f>8(t) +
- P <f | AB0) 3> <df A(FLE) [f>e(-t) +
J
- <f | n(r') |F><Ff | n(B) | f> ’ (4.66)

onde |f > @& o estado fundamental. Considerando que ej seja

a energia do estado excitado |3 >, com relagao ao estado funda

mental, temos:
-ie.t

P, = - i ] 4 e I <t RFE) [I><d I ABYIF > o(t)
J

je.t
+ e 3

< f| A(B) |§><3 | A(F) | f> 8(-t) (4.67)
onde Z' significa que estamos excluindo o estado fundamental.
A transformada de Fourier da equag3o (4.67) &:

v ) < FIRGFD LG ><J IRBYIF >

W-e€. + 1
j n

P (?'.E,w) = Z
J

< £A(B)|d><J [R(EF)[F > (4.68)
W+ €5 ~ in

Se procedermos de maneira analoga, encontramos:
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B (F'.B,w) % <f |A(F)i><3lA@B)f>
J

w=-e€e; t+1i
j n

< f|A(B)|d><d [A(F") [f> (4.69)
Wt ey + in

Podemos estabelecer relacoes entre as transformadas de

Fourier de PC e PR - expressoes (4.68) e (4.69) - que sao:
10) Como €5 é positivo entao, para w > 0, temos:
B (F'.B.ws0) = Po(F',B,u>0) (4.70)
pois n pode ser desprezado nos segundos termos de $c e ER .
20) B (F.Bw) = B (F.B.-w) (4.71)
30) Bo(F.B,-w) = Bo(F'.B,w) (4.72)

Utilizando as expressoes (4.54), (4.62) e (4.68), te-

mos que:
1
M = 1 dw G_. (¥,7') +
aBE 2m [ ofw I"rt _'rtnl
3 3
d a d”b v o>
+ 2 P (a,b,w-E) (4.73)
J |7 -3 J 7Bl € :

Agora, se considerarmos que:

>

B_(3,B.w) = Fc(b,ﬁ,g) (4.74)

entdo, pelas relagées (4.70), (4.71) e (4.72) temos:

3 - Bt - iz m [ B@bae) | et-a) (4.75)
Assim:

MoFr) = —— | awe (R 1 4

aBE* 27 oBwW ¥ -¥]
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+
s Ol awe By 2 | o2 4 Im['ﬁ (2,8 ,w-E) J 8 (E-w)
m afw" ¥ -3 ) I¥-B] i
(4.76)
ou, de outra maneira:
> >, B i > >, 5@ 0
MaBE(r,r ) = - l dw Gan(r,r ) P (r',r,w-E) +

o+

=— l dw GGBW(F,?') 0(E-w) hn[—i%— (?f.?,w-E)}

(4.77)

Vamos, agora, calcular a derivada funcional do' poten-

cial verdadeiro pela aproximagao da constante dieletrica em  RPA
(Apendice II). Uma variagao da densidade de carga Gp(?,t) pro-

duz um potencial, em termos de componentes de Fourier, da forma:

su(@w) = 3 so(dw) (4.78)

q

Contudo, se levarmos em conta cargas de polarizagao, temos:

80(3.W) = ——T— 5p(q,w) (4.79)
q" e(q,w)

» [ 43 a7 1 +
so(Fow) = | 5 e T ———— sp(qw) =
)™ q e(q,w)
’ iq. (F-F")
- | &3 ¥ 1 sp(Frw) (4.80)
) T q e(q,w
ou
ig. (¥-F")
of (?s?'sw) . d3q £ 2 2 ->.I (4.81)
p T q e(q,W)

Desse modo, precisamos, no primeiro termo de MaBEGﬁ?')

<
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(equagao (4.77)), efetuar a integral em W :

dw G, (F,7r") ! (4.82)

bW e(q.w-E)

_'l -> - R R .
Como ¢ (q,w) e analitica no semi-plano superior, podemos fe-
char o contorno da integral por um semi-circulo nesse plano; usan

do a relagao (4.48) para G , essa integral fica:

e + >
X (Y',U,E ) X (r.aBsE )
2m i) " N n ! (4.83)
n 1 - —0" e(q,e,-E)
estados dE
ocupados
Assim:
. 1 + )
MaBE(hY‘ ) = -— | I ) L -
™ q n e(q,en-E) 1 -2 (e)
estados d
ocupados
iq.(F-r")
+ | dw & Bw(?,?') 6(E-w) Im d3q s 7 - 1
" > g e (4, w-E)
(4.84)

Devemos observar que se fizermos a constante dieletri-

ca igual a unidade, ou seja, € =1, teremos:

ig. (7' -7)
[d3q e S — (4.85)

e, como M nao depende de E , entao “Hfﬂ = 0 e encontramos:

> >, o > + >, 2
Myge(rsr') = g Xp(rsa) x,(r's8) T or (4.86)
estados
ocupados

que & o proprio exchange de Hartree-Fock (discutido anteriormente

no Capitulo 2).
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4-6. APROXIMACKO LOCAL PARA O POTENCIAL DE EXCHANGE - CORRELAGRO0 2’

Nas equagoes de onda efetiva (4.39), o termo devido ao

operador de massa e dado pela integral

3
dr' M_ (
€o

) x(Fae ) (4.87)

=S¢

onde os indices de spins foram omitidos.

Como o operador de massa e de curto a1cance30, a inte-
gral (4.87) so depende das propriedades do gas eletronico no pon-
to r e, portanto, depende somente da densidade eletronica, po-

dendo ser aproximada por:

sendo que ﬁ(eo,?) e o auto-valor do operador de massa, calcula-

do supondo-se que O gas possa ser tomado localmente como um gas

de quase-partTcu]as livres. Dessa forma temos que a fungonoﬁﬁéo)
pode ser escrita como uma onda plana, com o vetor de onda calcula

do semi-classicamente

2= ey - V(P - e(F) (4.89)

Como o operador de massa nio & hermiteano, esse auto-
valor sera imaginario. Interpretaremos a parte real desse auto-
valor como sendo a aproximagao para 0S efeitos de exchange-corre-

lacao. Assim, a parte real do auto-valor e dada por:

3 > >
Xy(k) = - s ‘ 48 ok - I 1) Re[:e(a E LI -} +

q+k K=y

TNV

q e(q,W) Ea+i - k" + w

onde: Ey = k2 , vp designa valor principal e kg e o vetor de

onda de Fermi.

2
=g
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Se utilizarmos a expressao para a constante dieletrica

em RPA (Apendice II), temos:

1 1
Re|: J = (4.91)
> 2 L
e(q,Ea+K - k%) 1 - KFT

q

onde kFT e o vetor de onda de Thomas-Fermi
(4.92)

Dessa forma podemos integrar o primeiro termo em (4.90), tendo co

mo resultado a seguinte expressao:

koo 4 ko2 - k2 kool & (K +kp)?
i 2 FT F FT F
XM-I(k) = = _'lT_ kF + an 5 i +
4K kep” + (k=kp)
koK k-ko 3]
- kFT l:tg1[ F]-tg1[ F]} (4.93)
ke Kt

Podemos observar que algumas aproximagoes citadas, pa-
ra o exchange de Hartree-Fock, sao obtidas diretamente da expres-
sao (4.90). Se fizermos € = 1, no primeiro termo dessa equacao ,
encontramos o exchange do gas de eletrons livres, XEL(k) e, con
sequentemente, os exchanges de Slater, de Kohn-Sham e de Liberman.
A expressdo (4.93) & exatamente a aproximagao do gas de eletrons
1ivres blindado e se fizermos uma media no primeiro termo do ope-
rador de massa encontramos a aproximagao de Robinson et al, que

chamaremos tambeém de primeiro termo do operador de massa medio,

ou seja:
S U ~551: en| 1+ _iEE;_ +
F FT
2 2 2
s SkE 3 Ker  Zkpp g %Kg
+ ——— &n T+ — | +— 5 - tg
Kg Kep Ve kg Kep
N (4.94)
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0 segundo termo de XM(k) , que vem da parte 1imagina-
ria da constante dieletrica, € bastante importante, especialmente
em baixas densidades. A contribuigdo da parte imaginaria da cons
tante dielétrica, para o exchange derivado do operador de massa,
e fundamenta127’3].

Foi determinada, numericamente, uma boa aproximagao pa

ra esse termo - regioes de densidade que sao importantes para pro

blemas de atomos e solidos - dada por:

k
) ) F
Xyp = 0,054 kp 6(129 - k) Qn( 53 ] (4.95)

Um resultado importante € que o segundo termo demonstrou ser fra-
; . = - 3
camente dependente da energia cinetica dos eletrons 2.
Se fizermos uma media no segundo termo da aproximagao

do operador de massa encontramos:

_ k
Xyp = 0,114 | 2,309 - 2n F (4.96)
ket

Desse modo, as aproximacoes para o potencial de exchan
ge-correlagao denominadas operador de massa e operador de massa

medio, sao:

S koo? 4 (k + k)P
2 FT F FT F
XM(k) = 'T kF + an Vi Vi +
4K kpp” + (k= Kg)
K +k k -k
o tg”) F) - ¢! F X
FT FT
3
+ 0,054 k. 8(129 - k zn[ ] 4.97
Y F) | =L (4.97)
e
- by 4k’
X = - —Kk gn| 1 + +
M m F 16kFI kF$
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2 2 2
, B |, M P T SN s GO I il 2 B O
: ko2 Tl Tk 0k
F FT F F FT
ke
+ 0,114 | 2,309 - gn (4.98)
- KeT

Podemos generalizar essa teoria para levar em conta os
efeitos de polarizagao de spin. Devemos, tambem aqui, considerar
nosso sistema como sendo formado por dois gases, um de spin "up",
com densidéde p+(?) , e um com spin "down", com densidade p+(?).
As consideragbes a serem feitas sao as mesmas apresentadas no Ca-
pitulo anterior, sendo que o segundo termo nao e afetado, ou se-
ja, a contribuigao deste termo para o exchange de um eletron de

spin "up" ou "down" e a mesma.
Podemos admitir, ainda, em segunda ordem, modificagoes

tambem na blindagem, escrevendo a constante dieletrica na forma:

e = ey ; y) (4.99)

e, o raio de blindagem efetivo:

2 1 2 2
Keter = 2 [kFT+ 3 kFT+:‘ - (4.100)
Assim, '
e w1 4= kerl 4 kool (4.101)
ef 2q2 FT4 FT+ ’

Desse modo, o raio de blindagem a ser usado nos primeiro e segun-

do termos de XM(k) , seria calculado por (4.101).
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4-7. COMENTARIOS SOBRE A TEORIA

0 primeiro termo da aproximagao derivada do operador
de massa, para o potencial de exchange-correlagao, equagao (4.97),
depende da energia cinetica do eletron, sendo que o vetor de onda
k @ calculado, como ja dissemos anteriormente, atraves da aproxi

magao semi-classica
1/2
kK = l:E - V(r)] (4.102)

sendo que: E @& o auto-valor do eletron e V(r) o potencial to-
tal, incluindo tambem a contribuigcao do exchange-correlagao ao
qual o elétron esta submetido. A aproximacao semi-classica & con
siderada boa quando o comprimento de onda do eletron e pequeno,
comparado com a distancia na qual o potencial sofre uma mudanga
substancial. Dessa forma, devemos fazer consideracoes semelhan -
tes aquelas salientadas no capitulo anterior, onde expusemosa pro
posta de Liberman.

Devido 3 aproximagao (4.102) e da hipotese de que 0
sistema possa ser considerado localmente como um gas de quase-par
ticulas livres, que se encontra a O K_, podemos ter k > kg . Vi
sando corrigir isto, o primeiro termo da aproximagao do operador
de massa foi calculado usando um procedimento analogo ao utiliza-

L para o mesmo problema na aproximagao de Li-

do por Leite et al
berman. Esse procedimento consiste em refazer os calculos utili-
zando uma funcao distribuigdo diferente daquela a 0 K, mas nao
a verdadeira, e foi proposta por A. Antonelli e J.R. Leite34. No
entanto, os autores chegaram a conclusao de que esse tipo de cor-
recdo nio e relevante e nio a usaremos em nossos calculos.

0 segundo termo do operador de massa pode ser interpre
tado como o operador largura, pois fornece o amortecimento dos es

tados quase-estacionarios das quase-particulas.
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CAPITULO 5
RESULTADOS E COMENTARIOS

5-1. INTRODUCAO

Ao analisarmos, anteriormente, o termo de exchange de
Hartree-Fock vimos que a interacdo coulombiana, entre pares de e
16trons, origina uma blindagem em torno de cada elétron. Esse e
feito, também conhecido como correlacao coulombiana, e muito im-
portante em sistemas de baixa densidade eletronica e, como n3o €
inerente ao formalismo de Hartree-Fock, uma maneira apropriada
de introduzi-lo & através do potencial blindado.

Como dissemos, varias tentativas foram feitas para se
obter um potencial efetivo que descrevesse corretamente os efei-
tos de exchange-correlacao. Em particular, estamos interessados
nas aproximacoes Xy e YM - equacoes (4.97) e (4.98). A apro
ximac3o do operador de massa tem sido aplicada desde 1971, com
bastante sucesso, para obtencao dos auto-valores de energia32'3§

Com o intuito de avaliarmos se a expressao para X e
uma boa aproximacao para obtencio das funcdes de onda, calcula-
mos o campo hiperfino de contacto, que & o campo no ntcleo do a-
tomo e depende diretamente da funcao de onda dos eléetrons s na
origem. Esse parametro e importante, pois depende fortemente dos
efeitos de exchange-correlacdo e, além disso, & mensuravel expe-
rimentalmente.

A1ém de os calculos terem sido feitos para analisar-
mos, de uma forma sistematica, a qualidade das funcoes de onda
obtidas a partir do metodo Xy, tambem nos preocupamos em estu-
39

dar os efeitos, no potencial, da correcao proposta por Latter

(Apéendice III).
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5-2. RESULTADOS PARA 0S ELEMENTOS ALCALINOS

Primeiramente, calculamos o campo hiperfino de contac
to, ou campo de Fermi, dos elementos alcalinos - Li, Na e K - em
varios estados excitadoQ, devido aos seguintes motivos:

a) existéencia de grande numero de resultados experi -
mentais40'44; '

b) nossos resultados sao diretamente comparaveis com
as experiéncias, pois estas foram feitas para atomos livres;

c) s3o elementos leves e portanto nos facilita a in-
terpretacao dos resultados, sem necessidade de introduzirmos e-
feitos relativisticos;

d) seus carogos sao sistemas de camadas fechadas (T =
- 0) e seus elétrons de valéncia tem a configuracao ns1; desse
modo a Unica interacao magnética hiperfina que apresentam e a de
contacto.

Antes de passarmos a exposic¢ao dos resultados devemos
observar que os valores experimentais do campo hiperfino de con-
tacto, A, sao geralmente expressos em unidades de MHz e os nos
sos valores teoricos, Hc, estao em kgauss. Devemos, portanto,

relacionar essas unidades e para isso necessitamos dos valores

43

dos fatores giromagnéticos nucleares - gy - para cada isotopo.

Para encontrarmos A em MHz precisamos multiplicar Hc por
-2,77 x 103 x gp - Cada uma das tabelas que apresentaremos estara
acompanhada da relacao entre A e Hc’ |

Nas Tabelas 1, 2 e 3 sao apresentados os valores para
o campo hiperfino de contacto para os elementos 1itio, sodio e
potassio, respectivamente, em diversos estados de excitacao. A

Tabela 4 mostra os valores de x (u.a.) para os estados funda-

mentais desses elementos.
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TABELA 1

Campo hipengino de contacto para o 614 e o TLi com Hc
em hgauss, A em MHz ¢ x em u.a.

SLi: A, MHz) > 1,242 x H, (kgauss)

TLi: A, (MHz) > 3,280 x H, [kgauss)
. (a)
LTTIO Xy (c) Xy (s) YM (c) YM (s) EXP.
H, | 128,667 | 88,971 | 128,245 | 96,079
) A, | 160,052 | 110,502 | 159,281 | 119,331 152 ,1368407(20)
2%5
1/2 A, | 422,683 | 291,825 | 420,625 | 315,140 401,7520433(5)
X 3,06 2,11 3,05 2,28 2,91 (b)
Ho| 29,185 | 20,402 | 29,716 | 21,862
) A, | 36,248 | 25,300 | 36,907 | 27,152
3%S,
1/ A, | 95,728 | 66,919 | 97,467 | 71,707
X 0,69 0,48 0,71 0,52 0,71(C)
Ho| 11,022 | 7,786 | 11,417 | 8,246
) A, | 16,690 9,671 | 14,180 | 10,242
4°s, 1,
/2 p, | 36,153 | 25,539 | 37,447 | 27,048
X 0,26 0,19 0,27 0,20
Ho| 5,332 3,795 | 5,538 | 3,987
. A 6.622 | 4,714| 6,878 | 4,952
525 1
1/2 A, | 17,488 | 12,714 | 18,164 | 13,077
X 0,13 0,09 0,13 0,10
Ho| 2,980 | 2,108 | 3,130 | 2,222
5 A 3,702 | 2,612 | 3,888 2,759
6°S, /, 1
1/ A, 9,775 | 6,899 | 10,267 | 7,289
- 5 0,07 0,05 0,07 0,05

(a) Referencia 43
(b) Referencia 44
(c) Referencia 40
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TABELA 2

Campo hiperngino de contacto para o Z3Na com H_ em

[
kgauss, A em MHz ¢ X em u.a.
A (MHz) =+ 2,237 x H, (Rgauss)
S0010 | %y (e) | Xy () | Ry (o) [ %y () | exe.@ [ P
316,831 | 297,069 | 321,535 | 316,924
3251/2 707,167 | 663,058 | 717,666 | 707,375 | 885,8130644(5) | 758,9
7,53 7,06 7,64 7,53 9,42(°)
88,026.| 69,231 91,796 | 74,032
4251/2 196,474 | 154,524 | 204,888 | 165,240 202 (3) 182.8
2,09 1,65 2,18 1,76
36,724 | 26,430 | 38,435 | 27,957
5251/2 81,969 | 58,991 85,787 | 62,399 77.,6(2) 70,5
0,87 0,63 0,91 0,66
17,681 12,901 19,066 | 12,972
6251/2 39,465 | 28,795 | 42,555 | 28,952 39(3) 34,3
0,42 0,31 0,45 0,31
12,066 7,773 | 12,276 8,800
7251/2 29,931 17,350 | 27,399 | 19,642 20,9(b) 19,3
0,29 0,19 0,29 0,21

(a) Referencia 43

(b) Referencia 42

(c) Referencia 44
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TABELA 3
Campo hipenfino de contacto para 39K, 40y o Tg com H,
em kgauss, A em MHz ¢ x em u.a.
9: A (MHzZ) > 0,394 x H, (kgauss)
40y, A, (MHz) -+ -0,490 x Hc (kgauss)
41K: A3 (MHz) ~» 0,216 x Hc (kguass)
_ ¥ (a)
POTASSIO XM (c) XM (s) Xy (c) YM (s) EXP.
Hc 380,759 349,327 387,958 419,247
A1 150,019 155,365 152,855 165,183 | 230,8598601(3)
4251/2 A2 -186,572 | -193,220 | -190,099 | -205,431 |-285,7308(24)
A3 82,244 85,175 83,799 90,557 127,0069352(6)
" 9,04 9,37 9,22 9,96 | 13,91(P)
HC 123,284 98,977 128,806
A1 48,574 38,997 50,750 55,50(60)
2
5 51/2 A2 -60,409 -48,499 -63,115
A3 26,629 21,379 27 ,822 30,75(75)
X 2,93 2,35 3,06
HC 55,173 39,642
A1 21,738 15,619 21,81(18)
2
6 S1/2 A2 -27,035 -19,425
A3 11,917 8,563 12,03(40)
X 1,31 0,94

(a) Referencia 43

(b) Referencia 44
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TABELA ¢4

Campo hiperfino de contacto X para o0s estados fundamen

tais do Li, Na e K em u.a.

Xy (¢) [y () | % () [ %y () [Exp.(3) | wple)

Li (251/2) 3,061 2,113 3,046 2,282 2,9062 2,823
Na (%S, )p) 7,526 | 7,056 | 7,637 | 7,527 | 9,42 8,136
K (251/2) 9,044 9,367 9,215 9,958 | 13,91 10,727

(a) Referencia 44

Designamos XM(c) e YM(c) se utilizamos no calculo
a aproximacao, para o exchange-correlacao, derivada do operador

39

de massa com a correcdo de Latter”” no potencial, e XM(s) e

YM(s) designa que nao utilizamos a correcao.

Se observarmos as Tabelas 2 e 4 e compararmos nossos
resultados com os obtidos pelo formalismo de Hartree-Fock com po
larizacao de spin, sem aproximacoes para o termo de exchange, po
demos dizer que a aproximagao XM e competitiva com a de Har -
tree-Fock.

Atraves de uma analise detalhada das Tabelas 1, 2 e 3
chegamos a conclusdo de que nossos resultados se aproximam mais
da experiéncia se utilizarmos a correcao de Latter, pois com ela
a maioria dos resultados melhora. Uma possivel explicacao para
esse fato & que essa correcdo e utilizada em grandes distancias
do niucleo, ou seja, coincide com a regiao classicamente inasces-
sivel, onde fazemos, na expressao derivada do operador de massa,

k =0. constitui um procedimento que nao resol-

a
ve satisfatoriamente o problema e dessa maneira podemos dizer que

Fazer k_ =0
o

cometemos menos erro quando utilizamos a correcao de Latter.
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Mostraremos, a seguir, os resultados tipicos dos nos-
sos calculos, obtidos para o sodio. No grafico da Figura 3 es-
tao os valores de ¥, em u.a., em funcao do estado de excitacao

s , desse elemento.

X (ua)
+ + exp
204 * Xm{c)
x Xm(s)
x
'p--
+
X
+
X .
+
X
3 4 5 6 7 8 n

FIGURA 3. Valores do campo hipernfino de contacto x, em u.a.,
em funcdo do estado de excitacdo ns do elemento 40-
dio.

Na Tabela 5 expomos os valores das funcoes de onda na
origem, wns(O) , e os valores do campo hiperfino de con‘tacto X »
em u.a., explicitando a contribuicdo de cada orbital s do sO-
dio. Esses resultados foram obtidos utilizando-se a aproximacao
do operador de massa para o termo de e e a correcao de

o " $45

. & :
Latter para o potencial - X,(c). /a/tz;.gg_l_a R
SERVILU UE ©
I
S,

2

L . °
m como objetivo

BIELIOTECA E
INFURMAGEO
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examinar as contribuicoes das camadas internas para o campo hi -
perfino de contacto. Examinando-a podemos dizer que as funcoes
de onda, na origem, dos orbitais mais internos praticamente nao
se modificam com a localizacao do eletron mais externo e que o

campo hiperfino de contacto € devido quase que somente ao ele-

tron mais externo.

TABELA 5

Funcao de onda na onigem - wnA(O) em a0'3/2 - e campo h4i
perfino de contacto - X, em u.a. - para cada onbital do
Na . Cateulo com X, {c) .
. 3 %10 | 42500 | 5 %02 | 6512 | 7 TS
(n=3) (n=4) (n=5) (n=6) (n=7)
w1s+(0) 69,5820 | 69,5805 69,5803 | 69,6177 | 69,5951
¢1S+(0) 69,5804 | 69,5800 69,5801 69,6175 69,5930
X1s 0,2218 0,0758 0,0351 0,0178 0,0120
¢25+(0) 16,9812 16,9750 | 16,9742 16,9725 | 16,9709
¢25+(0) 16,9766 | 16,9755 16,9747 16,9728 | 16,9711
Xog 0,1549 | -0,0171 -0,0180 | -0.0107 -0,0071
Yooy (0) 2,6738 | 1,4256 | 10,9248 | 10,6425 0,5308
Xns 7,1490 2,0323 0,8553 0,4128 0,2817
XTOTAL 7,5257 2,0909 0,8723 0,4200 0,2866
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5-3. ANALISE SISTEMATICA DA QUALIDADE DA FUNCAO DE ONDA

Neste item apresentaremos os valores do campo hiperfi
no de contacto ¥, em u.a., para varios atomos da tabela perio-
dica. A Tabela 6 consiste de uma coletanea de calculos feitos,
até o momento, por varias pessoas de nosso grupo de pesquisa.

A analise dos valores encontrados a partir da aproxi-
macdao do operador de massa permitira obtermos conclusOes sobre a
qualidade das funcoes de onda provenientes dessa aproximacao.
Nessa tabela sao apresentados, alem dos resultados experimentais
existentes na literatura, tambem os calculos efetuados com a teo
ria de Hartree-Fock com polarizacao de spin, sem aproximacoes
no termo de exchange.

Watson e Freeman3 foram os primeiros a resolver as e-
quacoes de Hartree-Fock para calcular o campo hiperfino de con-
tacto HC. Seu trabalho foi extendido por Bagus, Liu e Schaefer
III44, existindo assim tabelas quase completas de Hc para ato-
mos e jons livres, calculados atraves do formalismo de Hartree-
Fock. Porém, o sucesso dessas tabelas e limitado. Geralmente,
os resultados dos calculos n3o se igualam aos valores experimen-
tais e isso & devido a varias razoes. Primeiro, os vresultados
experimentais para HC sao obtidos subtraindo-se deles os outros
efeitos hiperfinos ja mencionados, ou seja, a interacoes orbital
dipolar, a eletrostatica quadrupolar e a spin-dipolar. Isso nao
& facil de ser feito. Segundo, os calculos feitos com a teoria
de Hartree-Fock se referem a atomos e Tons livres enquanto que a
maioria das experiéncias & obtida em solidos. Por ultimo deve-
mos lembrar que a correlacdo coulombiana nao e tratada no forma-
lismo de Hartree-Fock.

Devemos observar também que, dependendo do atomo, pre

cisamos introduzir efeitos relativisticos para que nossos resul-
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tados sejam comparaveis com a experiencia. No entanto, como nos
so intuito @ propor uma aproximagao que substitua o esquema de
Hartree-Fock - pois apesar de relativamente simples para atomos,
& bastante complicado para sistemas moleculares grandes e so0li-
dos - ent3ao compararemos nossos resultados com os de Hartree-Fock,
em relagao aos dados experimentais. Dessa maneira, da Tabela 6,
podemos concluir:

19) 0s calculos efetuados com X e Xy(c) sao com
petitivos;-

20) 0s calculos efetuados com XHF sao melhores do
que 0S XM(s) , este Ultimo apresentando melhores resultados pa-
ra elementos pesados;

30) 0s calculos efetuados com X, sao melhores do
que YM(C) 5

49) Os calculos efetuados com X, e YM(S) sao com
petitivos.

Dessa analise podemos concluir que os melhores resulta
dos sao obtidos com XM(C) e YM(S) . A possivel explicagao pa
ra XM(c) dar bons resultados ja foi discutida no item anterior
e para YM(S) e que, como nao existe dependencia com a energia
cinética dos eletrons, pois fazemos uma media na esfera de Fermi,
entiao nao ha necessidade de corrigirmos o potencial nas regioes
classicamente inascessiveis. Por outro lado, a convergencia tor
na-se muito dificil. Assim, o esquema do operador de massa pode

ser usado no lugar do de Hartree-Fock e a aproximacao mais indi-

cada e a XM(c).




Campo hipenfino de contacto em u.a.

TABELA

6

104

ATOMO gﬁ%ﬂi%ﬁirg: XHF(a) () | xy(s)| xyle) [ xyls) Xexp(a)
Li(%s) 25 2,823 | 3,06 | 2,11| 3,06 | 2,28 | 2,9062
B (2P) 2p 0,215 | 0,26 |-0,50| o0,65| 0,06 | 0,10(P)
N (4s) 2p3 0,785 | 0,40 | -0,91| 1,33 0,4071
o (3p) 2p? 1,228 | 0,09 1,27 0,715

F (%p) 2p° 1,675 | -0,01 | -1,12| 1,23 | 0,10 | 0,901
Na (25s) 3s 8,136 | 7,53 | 7.06| 7.64| 7,53 | 9,42

p (%s) 3p3 -0,584 | 0,69|-0,71] 1,19 -0,09 | 0,3824
Kk (%s) 4s 10,727 | 9,04 | 9,37| 9,22 | 9,96 [13,91
sc(%D) 34 0,301 | -1,2 0,0

11 (3F) 3d° -0,423 | -1,7 0,518
v (%F) 343 0,487 | -2,0 | -4,15| -0,2 | 0,0 |-0,646
cr(°p) 3d* -0,537 | -2,0 -1,03(¢)
Mn(%s) 3d° 0,598 | -2,2 | -4,52| -0,2 -0,826
Fe(°D) 348 -0,648 | -2,4

co(*F) 3d’ 0,682 | -2,5 | -1,7 -1,02

Ni (3F) 348 0,726 | -2,5 |

cu (D) 3d° 20,794 | -2,5

6a(2P) 4p 4,353 | 1,83 |-1,91| 1,36 | 0,0

Ge(3P) 4p2 -3,324 | 1,31 1,44

As (*s) 4p3 _2,501 | 1,04 -1,63| 1,31 -0,36(d)
se(3p) 4pt 1,495 | 0,60 1,04

Br(%p) 4p° 0,663 | 0,39 0,90

pr(*F) af’ -1,79 -0,73(¢)
Eu(°F) 4’ 1,12 -0,90(¢)
Tm(%F) 4¢3 0,33 -1,10(€)
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TABELA 6
(continuacao)
ocupagao
RToMO cag:da XHF(a) xulc) | xu(s) | xplc) S(_M(S) Xexp(a)
aberta
e (3D) 542 1,43
W (°p) 54% 212,260 | 6,37] -1,65 | 0,0
Re(®s) 54° 22,340 | 2. 52| -1,71 -0,71(f)
Ir(*F) 547 1,78
Pt(3D) 548 58,84
2%y | 34 -3,451 | -1,6 -0,4
2+(3F) 342 3,494 | -2,9
O sd 3,591 | -2,8 -1,0
°py | 3d* 3,714 | -3,0
unt(bsy | 3q° 3,826 | -3.6 1,7
Fe?t(5p) | 3d® 3,872 | -4,0
colt(*ry | 3d’ 3,979 | -4,2 2,0
NiZH3Ey | 34 4,074 | -4, -3,02(9)
cul*(?p) | 3d? 4,081 | -4.,4 2,7
prt(try | af3 1,58 -2,43 | 0,75 -1,21(€)
eult(3ry | af’ -1,06| -1,69 | 0,70 -1,34(€)
cd3t(*ry | af® -1,30| -1,83 | -0,46 -1,55(¢)
me*(2ry | a3 0,22 0,47 -1,44(¢)
nelt(3py | sd? -17(M) -10,22
wd* 54 217,71 -14,02
Re2* 5d° 217,73(M | —9,20 | -10,68
't 5d° -17,6(N) -12,10
rot 544 -12,88
(a) Referencia 44 (d) Referencia 47 (g) Referencia 49
(b) Referencia 45 (e) Referencia 48 (h) Referencia 50

(c) Referencia 46

(f) Referencia
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CAPITULO 6
CONCLUSOES

Atraves dos argumentos e resultados expostos no
capitulo anterior podemos concluir que, por ser mais sim-
ples, a aproximacdo do operador de massa, com correcao de
Latter no potencial, € a mais indicada para ser utilizada
no lugar do esquema de Hartree-Fock. E enquanto que para
atomos, este ultimo formalismo & relativamente simples, e
le & bastante complicado se estamos interessados em calcu
los de grandezas fisicas ligadas a estrutura eletronica

de sistemas moleculares grandes e de solidos.
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APENDICE I
ESQUEMA PARA SOLUCAO DAS EQUACUES DE HARTREE-FOCK COM EXCHANGE

DEPENDENTE DA ENERGIA CINETICA D0S ELETRONS E COM

POLARIZACAO DE SPIN

Nosso problema, basicamente, situa-se em resolver as
equacoes de Hartree-Fock para os estados ¢a(F) em um atomo ou
Jon, ou seja, resolver as equacGes (2.50), dentro das condicoes
estabelecidas pelo formalismo de Hartree-Fock restrito. Se con-
siderarmos um sistema de coordenadas esféricas com origem no nu-
cleo atomico, podemos separar cada equacao (2.50) em wuma parte
radial e outra angular. Desse modo, para o estado uai(?j,oj) de

um elétron, podemos escrever:

ua(Fi,ci) = ¢ (r.) x (o,

a )] o 1) = Rng(r) ng(e’(‘wb) XS(O'I) (1.1)

onde n,%,m,s sao os numeros quanticos convencionais, que ca
racterizam os estados eletronicos no modelo de camadas. A equa-
cao para ng(6,¢) pode ser formalmente integrada, enquanto que

a equacao para a parte radial fica:

<

~

2
[_ d — 2(251) + V(r)] Prg(r) = Epg Pro(r) (1.2)

com P (r) = r R_,(r)

Adotaremos um metodo puramente numerico para resolver
(1.2), tomando como base um esquema proposto por Herman e Skill-
man’. Nesse procedimento as funcdes V(r) e P _,(r) sao tabela
das em uma rede de pontos convenientemente escolhida. A densida

de eletronica, nessa rede, pode ser calculada a partir de:
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(r) 2
p(r) = —E——?— , onde of(r) = Y w [P (r)] (1.3)
4rr ng L LS
com W . representando a ocupacao do orbital ng& (ambos os spins).

0 potencial central de (I.2) fica:

t

r ]
V(ir) = - 2z i [ o(t) dt - 2 ‘ o(t) dt + exchange
r ,
0 r (I.4)

0 processo iterativo desenvolvido por Herman e Skill-
man para resolver as equacoes (I.2) com o exchange de Slater se-
gue, em linhas gerais, o seguinte esquema: iniciamos 0 processo
com as funcoes V(r), tentativas, tabeladas em 441 pontos, E ,

e A equacao (I.2) e resolvida para cada orbital usando o

Wog -
meétodo de Numerov51. A partir dessas solugoes calculamos a den-
sidade p(r) atraves de (I.3). Encontrado p(r) calculamos o
potencial coulombiano e o exchange por (I.4). A auto-consisten-
cia e testada, comparando-se o potencial de entrada com o calcu-
lado. Se o criterio de auto-consistencia nao e satisfeito, modi
ficamos o potencial total V(r) e reiniciamos o processo. Para
criarmos o potencial, para a iteracao M, utilizamos a proposta
de Herman e Skillman, que e a media entre os potenciais de entra -
da e o calculado na iteragao M-1.

Os auto-valores E sao obtidos, para a iteracao M,

ng
por perturbacdo, onde a parte perturbada da hamiltoniana e:

h = [V;I(r) - V:,I_1(r):| (1.5)

onde 1 se refere ao potencial de entrada.

Devemos, para completar a descricao do processo de
Herman e Skillman, ressaltar que os autores, dentro de seu esque
ma, incluem a possibilidade de utilizarmos o potencial V{(r) na

2 39

forma - - » Para r grande (correcao de Latter ou corte no

potencial).
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Se quizermos introduzir potenciais de exchange depen-
dentes da energia cinéetica dos eletrons, precisamos utilizar uma
adaptacao ao esquema de Herman e Skillman, proposta por Leite e

Ferreiras?. Assim, (I.4) deve ser: |

v r) = Vc(r) + ex_.(r) (1.6)

nJL( ng

Neste novo esquema a auto-consistencia deve ser testada no poten
cial coulombiano Vc(r) , que & unico para todos os eletrons. 0
potencial V(r) e as energias E,, de partida sdo os apresenta
dos por Herman e Skillman. Dai resolvemos as equacoes de Schroe

ng
(1.3) obtemos p(r) e de (I.4) o potencial coulombiano. Em se-

dinger (I1.2), obtendo an(r) e os novos auto-valores E_, . De

guida calculamos o exchange de cada orbita, ex, de acordo com

2' E]
a aproximacao semi-classica:

) = g |:En£ . V(r):]1/2 _ [Em SV (r) - exM]”Z
(1.7)

0 exchange para a iteracdo seguinte e gerado atraves de uma me -
dia. Testamos a auto-consistencia no potencial coulombiano e se
uma nova iteracao for necessaria, usamos o esquema da media para
Vc‘ 0 passo seguinte e somarmos ao potencial coulombiano o ex-

change de cada orbita. A determinacao dos auto-valores e feita

por perturbacao, onde

th = [V&,nl(r) - V;-1,n2(r)] (1.8)

0 processo &, entdo, reiniciado, injetando-se an(r)
e E , na equacao de Schroedinger.

0 exchange usado para calcularmos o vetor de onda do
eletron, k(r) , atraves da expressao (I.7), e o proprio exchange

auto-consistente.

Para resolvermos as equacoes de Hartree-Fock, com po-
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larizacao de spin, utilizamos uma generalizacao do processo ex-
posto anteriormente. O programa proposto por Herman e Skillman
também foi generalizado para resolver estas equacoes acopla-

32 Trata-se de um método auto-consistente que resolve, sSi-

das
multaneamente, as equacoes (2.51) e tera o numero de equagoes do
brado, devido a especificacao do spin. 0 esquema €, basicamen-
te, o mesmo, sendo a auto-consistencia testada no potencial cou-
lTombiano. Os calculos sao iniciados especificando-se as ocupa-
coes e as energias - que, de inicio, podem ser as mesmas para am
bos os spins - para cada spin.

Em uma dada iteracao M e resolvida a equacao de Schroe
dinger para cada grupo nf% . Se ambos os spins comparecerem, en-
tao ela e resolvida duas vezes. Obteremos assim as solucgoes
P (r), P E E

ng4 ngt (M) s Epgys Epgye
e p+(r) , sao calculadas separadamente e o potencial coulombia-

As densidades de carga, p+(r)

no V_(r) e obtido a partir da soma das duas. A auto-consisten
cia em Vc(r) e testada. Se nao for atingida, modificamos Vc(r)
usando o esquema da media. Calculamos em seguida o exchange cor
respondente a cada spin-orbital, exn2+(r) e exn£+(r) , como

funcao da energia cinética do elétron (se for o caso), a partir

da aproximacao semi-classica (para spin "up", por exemplo) escri

ta como:

Nif

1/2 1/2
k(r) = l:EnM y Vnm(r):' = [Enm - Velr) - exnu(r)]

(1.9)

0 potencial total para a iteracao seguinte e obtido

somando-se (r) ao potencial coulombiano. Para spin "up" te

ex
ng
riamos:

Vn2+(r) = Vc(r) + exn£+(r) (1.10)
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Os niveis de energia para a nova iteracao sao determi

nados atraveés de uma perturbacao com o seguinte valor para h:

Mngs = [V;d,nm(") - V;4-1,nz+(")] (I.11)

Reijetamos E Enge * Vn2+(r) R any(r) nas equacoes de

ngt ?
Schroedinger e reiniciamos o processo.
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APENDICE 11

CONSTANTE DIELETRICA EM RPA®Z:23

Queremos estudar o problema de N corpos, representa-
do por um gas de elétrons interagindo atraves de seus potenciais
coulombianos. Essas interacoes sao de longo alcance e se tratam
da forca de Coulomb entre cargas e da chamada forc¢a de exchange,
associada com a antissimetria das funcoes de onda podendo ser
descritos através de calculos auto-consistentes de Hartree-Fock.
Esse procedimento, porem, n3o e de todo correto, devendo apoiar-
-se em alguma hipotese adicional.

Essas consideracoes tem motivado, nos ultimos .anos,
um grande esforc¢co em estudar o problema apresentado. Uma grande
parte da teoria esta expressa em linguagem formal muito complica
da, mas os resultados sao simples e podem ser deduzidos atraves
de teorias elementares.

Consideremos um gas de eletrons livres, sujeito a uma
perturbacao. Suponhamos que o potencial visto por um eletron em

-> . -
um ponto r , no instante t , seja:

> > F iwt t
sU(F,t) = u(q,w) e'd:" o 10F o° (I1.1)

onde impusemos uma oscilacdo com frequéncia w e vetor de onda

> .

qQ, que cresce lentamente com uma constante de tempo o, e ampli
>

tude u(q,w) .

Seja o Hamiltoniano:

I,'I\ = ﬁo + GG (II-Z)

onde ﬁo ¢ o hamiltoniano nao perturbado, que satisfaz a -equa-

cao de auto-valores:

H k> = e(®) | k> (11.3)
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com | k> = exp{ ik.r - lelk).t (I1.4)

Quando aplicamos a perturbacao sobre o estado |'F>,
ela o mistura com outros estados de maneira que a funcao de onda

possa ser escrita como:

v (Fst) = &> + § b (t) [K'> (I1.5)
kl

Se resolvermos a equacao de Schroedinger:

oy (F.t) = i6 22—y (F,t) (I1.6)

ot

e desprezarmos termos de ordem quadratica na perturbagao, tere-

mos:
if ] 2 — b (t) [k'> = 80k (11.7)
k' 23t
Para encontrarmos os coeficientes bk(t) precisamos
multiplicar escalarmente a equacao (II.7) por <k" | e teremos:
2 balt) = - <k 60 | %> (11.8)
ot A
Vamos calcular os elementos de matriz:
i i
a3 oo e(k")t > r -—e(K)t
<k" | 80| k> = J e'1_E o ol 8 efi'r e M d3r -
L e - ek 5
. e( )-e( )Jt . s . >y >
- u@.w) oA o-iot ot o ik".r e1(E+q).r d3r
(I11.9)
como
-ik".r _i(k+9).¥ 3.
J e e dr = GKH,I+3
entao

<k" | 80 | k> = <k+q ] 80 | k> =




114

1 oe(k)t
e e T (I1.10)

Substituindo o resultado (II.10) na equacao (II.8) en

contramos:

_ aek+d)t - L e(R)t
W(5,0) e-iot gat - SHETATE T E (11.11)

e(k) - e(k+Qq) + v + ifia

b‘E+a(t) =

e a funcao de onda, descrita pela equacao (II.5) fica:

wk(?’t) - ei—lz._* e— »ﬁj_ e(k) t i bf++(t) ei(f.,._q*)._rt _%E(—Iha)t
(I11.12)

Antes da introducao da perturbacao, as funcoes de on-

da eram ondas planas com distribuicao de carga uniforme, mas quan
do introduzimos a perturbacao, as funcoes de onda se modificam e
desse modo deve haver alteracao na densidade eletronica. Para as
segurarmos a neutralidade de carga, suporemos que o gas de ele-
trons esteja em presenca de um meio uniforme de carga positiva.

Podemos escrever, entao, que a mudanca na densidade de carga e

dada por:

sp(r,t) = e E { |q;k(?,1;)|2 s 1 } (I1.13)

Substituindo a expressao de wk(F,t) - equacao (II1.12)

- e desprezando termos em |b|2 , temos:

< . ->
E u(a,w) e-1wt eat eld-r .

e(k) - e(_IZ+a) + Hw + ifa

(1]

sp(¥,t)

. . >
u(a,w) e1wt eat e-14.7

= (I1.14)
e(k) - e(k+q) + fiw - ifia

onde a somatoria & sobre todos os estados eletronicos ocupados.
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Como 8p(r,t) deve ser real por definicao, conclui-
mos que a onda da equacao (II.1) cria dois tipos de perturbacao
na densidade de carga: uma que se propaga em fase com a onda - e
outra defasada de 180°. Se supusermos que na realidade temos u-
ma perturbacao real, ou seja, se adicionarmos a equacao (II.1) o

conjugado hermiteano:

=+
e
‘—'-
R
+

st (r,t) = u(g,w) e '9° e e (I1.15)

entao encontraremos que a variacao na densidade de carga segue a
perturbacao total, sem introduzir mais componentes de Fourier,

ou seja:

sp(r,t) = e ] ] +

k | e(k) - e(k+q) + flw + ifia

1
e(k) - e(k-q) - 4w - ifia

(IT.16)

onde c.c. designa o complexo conjugado.

Tudo isso que fizemos, até o momento, tem sentido a
0 K, pois sabemos quais sao os estados ocupados. Se quisermos
generalizar devemos introduzir a funcao fO(%) , que & 4 probabi
lidade de o estado |'E> estar ocupado inicialmente. Por exem-
plo, se estivermos tratando de um gas de elétrons livres em um
metal, essa funcdo seria a de Fermi-Dirac. Se introduzirmos a
funcio f°(k) e se somarmos sobre k-G invés de sobre k o se

gundo termo de sp(¥,t) , podemos reescrever a equacdo (II1.16) da

seguinte maneira:

f2(k) - f°(k+q)
e(k) - e(k+q) + fiw + iHa

sp(r,t) = e u(gd,w) E

. > .
x eld.T g-lwt ot . (11.17)
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onde a soma se estende a todos estados |'K> ; "ocupados" ou "va
zios".

Essa distribuicao de carga da lugar a um campo de e-
nergia potencial que atua sobre a carga eletrostatica de cada e-
letron. Se designarmos essa energia potencial por s¢(r,t), a

equacao de Poisson nos da:
V(86 (F,t)) = - 4m e 8p(F,t) - (11-18)
Podemos supor que &¢(r,t) depende da posicao e do
tempo da mesma maneira que Gp(?,t) , OU seja:

> > . t t
so(r,t) = ¢(q,w) elQ:T 7100 Q00 o c.c. (I1.19)

Desse modo, resolvendo (II.18) temos que

- q2 $(q,0) = - 4 el u(q,w) § fo(_'z)__: 0 (k+q)
k e(k) - e(k+q) + fiw + ifia
' (I1.20)
ou ainda
2 >
0(§.0) = { AT k) - £ (ksq) W(@0)  (11.21)

q k (k) - e(k+q) + T + ifio

Essa € a energia potencial associada a redistribuicao
de carga criada pelo potencial original Su(¥,t) . Mas esse novo
potencial, &¢(¥,t), deveria ser realmente incluido como outra
perturbacao que tambem modifica a distribuicao de carga eletroni
ca, para um calculo auto-consistente. Em outras palavras, se

> - : : J
sV(r,t) € o verdadeiro potencial externo, deveriamos escrever:

su(F,t) = &V(¥,t) + &6(r,t) (11.22)

Se supormos que sV(¥,t) € da forma:

> > .
sV(%,t) = V(§,w) e'd-T g-lut et 4+ c.c. (11.23)




117

entao teremos, a partir das equacgoes (II-21), (II.22) e (II.23)

2 0 0 >
(Gou) = V(d,w) dne £2(k) - 2(k+q) @
R e q2 k e(k) - e(k+q) + fw + ifia “(q,u)
(11.24)
ou seja,
u@w) - L L) (I1.25)
e(q,w)
onde
2 0 0 >
r _ 4re £O (k) - f(k+3)
(G,0) = 1 7 —_— (11.26)
o ' q E e(k) - e(k+q) + fiw + iffa

0 potencial efetivo, u(q,w) , que atua sobre os ele-
trons ni3o & o potencial aplicado, V(3q,w), mas este dividido por
uma "constante dieletrica", e(q,w), que & funcao do comprimen-
to de onda e da frequencia da onda aplicada. Deduzimos esse re-
sultado so para uma componente de Fourier, porém devido a aproxi
ma¢ao linear que fizemos, podemos somar os efeitos das distintas
componentes de Fourier. Assim, se expressarmos sV(r,t) como u

ma integral de Fourier:

> i . > > . t 3
SV(F,t) = V(G,u) e " ' d°q du (11.27)

entao podemos calcular o potencial efetivo sentido pelos eletrons,
su(r,t), da sequinte maneira:

> , > > .
su(r,t) = [‘ —!i%igl— eld-r glut d3q dw (I1.28)
e(q,w)

A equacao (II.26) define constante dieletrica para um
gas de eletrons em RPA (Randon Phase Approximation) ou para so-
mente uma componente de Fourier.

Se definirmos:

wg = —§£§l— e wi+a = ~E£E§L§l— (11.29)
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a expressao (II.26) pode ser escrita como:

, . 4me’ g _fO(kd) - FO(R)

(I1.30)

-5

E(q,w) = 7 3
- >

f q° k wy wi+q + w + io

Para podermos separar a constante dieletrica em uma

parte real e em uma parte imaginaria devemos fazer algumas mudan

cas na somatoria em k na expressao (I1.30), que sao:

[1-f°(K)] f°(k+q)

w - (mr+a - mi) + ia

+

E f9(k+q) - f°(k)

w-E-m—E+—6+m+1oc

<t~

[1-f°(k+q)1 fO(k) (11.31)

W - (m?+a = wF) + ia

Se trocarmos E+a por -k' na somatdoria do 29 termo
da equacao (II.31) e depois denominarmos k' de %k e lembrando

que f°(-%) = f°(k) e w g = wp ficamos com:

[1- #%(keq)] £°(K) ] : ]
E w - w(k,q) + ia o + w(k,q) + ia
(11.32)
onde
w(t,a) = wg - wt+a
Desse modo temos que:
e(Gow) = 1 - dme’ §o[1-f0(%k+q)1 (k) 1 +
’ 4 q¢ K w - w(k,q) + ia
s 1 (11.33)

w + w(ﬁ,a) + ia

Da equacgao (II.33) podemos ver como se descreve a res
posta ressonante do sistema, isto €, a resposta de uma excitacao

quando a frequencia w @& igual a frequencia de excitacao "natu-
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ral"* w(k,q) do gas de elétrons. Se usarmos o resultado:

- iné(x-a)

1 - valor principal 1
Xx-a + 196 y X-a

na soma (II.33), podemos separar a constante dieletrica em par-

tes real e imaginaria, ou seja:

e(q,w) = e.l(a,w) + i ez(a,w) (11.34)
onde
e, (F.w) = 1 - ETE; MGG w(k.q)
1 fiq w” - w(k,q)
(11.35)
2
e, (d,0) = f—‘% ) (k) 11 - £ (k+3)7 8lw - w(k,d)] (11.36)
. v

0s valores de e1(a,w) e ez(a,w) foram obtidos ex-

plicitamente por Lindhard54, que encontrou:
) 2 2
kpr” k b= [w' ﬁ2 ]
> FT i F m
E(qsw) = 1+—2— —2——-+ [ i i X
1 q 4q q Vg
2 42
2 A
AP G I A R
X n F 2m N %
H e v ¢
w + qV - = 9 VF
F 2m
2
A
W+ qQVe +
x N F ’ﬁ"‘z ] (11.37)
nq __
w - qV,o +
EE 2m
> i w kFT2 "ﬁgz
e, (q,w) = se ® < qQVp -
2 2 i 2m
Qv q
242
" 1-[w-1“—q-—] .
_ o F[ 2m :l FT_ »
- 2
4 q qva q
2 2
- g < =9
se Qv - < w < QVp ¥ om
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2
e, (Q,w) = O se w > qvo + fig (11.38)
2 —_ F 2m
onde v e a velocidade de Fermi e kFT e o vetor de onda de

F
blindagem de Thomas-Fermi, definido por:

2 4e2 m k

k =
FT TT,ﬁZ

F (11.39)

ou em unidades de Rydbergs:

4k
2 F
kFT = - (I1.40)

Consideremos, agora, a acao da blindagem em um gas de
eletrons em RPA. Naturalmente, um exemplo simples a ser conside
rado & a resposta de uma impureza estatica de carga Z no gas de
eletrons. Suponhamos que essa impureza esteja na origem e por-

tanto o potencial produzido em um ponto * sera dado por:

o(r) =

» e (11.41)

4n 7 &2 ik.?
) =
q q ERPA(q’O)

Em RPA a expressao para a constante dielétrica, nesse caso, @:

2
eRPA(a’O) = 1 + kF; [ ; + kF [1 - _EE? ] Ln E_:,EEE }
q 2q 4kF q - 2kF
(I1.42)
Para q pequenos encontramos
> | kFT2
ERPA(q,O) —g—:—ao 1 + ——EZ—— (11.43)

portanto, a blindagem para comprimentos de onda grandes de uma
carga estatica, em RPA, & idéntica a calculada pela aproximacao

de Thomas-Fermi.
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APENDICE III

CORRECAO DE LATTERS?

Quando discutimos as propriedades do potencial de ex-

change, observamos que um determinado eletron esta submetido ao

|l

potencial de N-1 elétrons (N = numero total de eletrons). Isso
equivale a dizermos que o potencial total, que comparece nas e-
quacoes de Hartree-Fock para um atomo ou ion, deve tender a zero
para distancias muito grandes do nucleo (densidades eletronicas

baixas), da seguinte maneira:

_ 2(2 - N+1) (III-1)
r

VTOTAL(rgrande)

onde Z @€ o numero atomico. Entretanto, quando utilizamos apro
ximacoes para o termo de exchange-correlacao, € comum acontecer
que o potencial tenda a zera mais rapidamente que (III-1). Isso
ocorre porque o termo de exchange vai a zero, com r , mais rapi-
démente que o potencial de Coulomb, criando uma situacao irreal,
ou seja, a presenca do termo de auto-energia no potencial coulom
biano. -

Para corrigir isto, Latter propos substituir por
(IT1-1) o valor do potencial, quando este for, em modulo, menor
que o dado por (III-1). Essa correcdo, portanto, e realizada em
piricamente.

Apesar da correcao de Latter levar em conta um fato
bastante importante, ela & objeto de criticas bastante severasS%
e € obvio que uma boa aproximacao para o potencial de exchange-

correlacao poderia prescindir desta correcao.
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