Ko

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE FiSICA

ALEATORIEDADE EM MODELOS DE
ISING

ROMERO TAVARES DA SILVA

Lconot BE s
STAVEEERAN - Tese de Doutorado
N P TeR BN T \1 o i . . L.
=/ es ;{E.e submetida ao Instituto de Fisica
\ B 1y Lo T H M

da Universidade de S3ao Paulo

Orientador: Prof. Dy Silvio Roberto Azevedo Salinas

ZW&@‘

Sao Paulo
1993

SBI-IFUSP

T



FICHA CATALOGRAFICA
Preparada pelo Servico de Biblioteca e Informagao
do Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo

Silva, Ramero Tavares da -
Aleatoriedade em modelos de Ising. Sao Paulo,
1992,

Tese (Doutorado) - Universidade de Sao Paulo. Insti
tuto de Fisica. Departamento de Fisica Experimental.

Area de Concentragao: Fisica do Estado Solido

Orientador: Prof? Dr? Silvio Roberto Azevedo
Salinas

Unitermos: 1. Mecanica estatistica; 2. Aleatorieda-
de; 3. Diluigao de sitios e ligagoes; 4. Campo medio
dinamico; 5. Vidros de spins.

USP/IF/SBI - 47/92

NS



[ S N

&

- <»

Para os meus filhos : Felipe , Juliana e Ana Carolina.

Quem nao sonha o azul do véo , perde o seu poder
de péssaro.
Thiago de Mello



Agradecimentos

O A minha companheira Mércia, por ter me incentivado e
apoiado, desde antes que eu assumisse esse projeto, até a sua
conclusao

{ Ao meu filho Felipe, pelo amor que me deu em tempos
dificeis; & minha filha Juliana, pela delicadeza e carinho que
me dedicou e & minha filha Ana Carolina, por ter me impelido
a inumeras mudancas

{ Aos irmios Ana Cristina e Alexandre, e aos amigos Ger-
mana, Eduardo e Eugénio pela amizade fraterna e cimplice

{ Ao Jairo, pela confianca e incentivo

& A Vera Licia, que me ajudou a atravessar um rio de aguas
turbulentas

{ Ao Prof Salinas pela orientagdo segura e competente

{ Aos Profs Nestor Caticha,Carlos Yokoi e Mério de Olivei-
ra pela disponibilidade e as discussoes elucidativas

{ Aos amigos que encontrei no IFUSP, pelo convivio agra-
davel

{ Aos colegas do DF/UFPB que apoiaram a minha per-
manéncia no IFUSP

& A CAPES pelo apoio financeiro

ii



Resumo

Na primeira parte deste trabalho propomos uma aproxi-
macao de campo médio dindmico para analisar modelos de
Ising com elementos de aleatoriedade definidos por distribuigoes
de probabilidades discretas. Analisamos o modelo com campo
aleatério (S = 1/2), com interagdes aleatérias (S = 1/2), com
diluicdo de sitios (S = 1/2) e com anisotropia aleatéria (S = 1),
obtendo os respectivos diagramas de fases.

Na segunda parte analisamos modelos de vidros de spin
(S = 3/2) com anisotropia de campo cristalino. Estudamos
o modelo de van Hemmen, e o modelo classico 4 la Sherring-
ton e Kirkpatrick dentro do esquema de réplicas simétricas,
obtendo os diagramas de fases correspondentes.
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Abstract

In the first part of this work we propose a dynamical
mean field approximation to analyse Ising models with ele-
ments of randomness, defined by discret probability functions.
We have analysed the random field model (S = 1/2); the ran-
dom bond model (S = 1/2); the site diluted model (S = 1/2)
and the random crystal field model (S = 1), obtaining the re-
spective phase diagrams.

In the second part we have analysed spin-glass models
(S = 3/2) in the presence of a crystal field. We have studied
the van Hemmen and the classic spin glass model ¢ la Sher-
rington and Kirkpatrick, using replica symmetric scheme, to
obtain the corresponding phase diagrams.
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Capitulo 1

Introducao

Os sistemas magnéticos com elementos de aleatoriedade tém
sido um grande desafio da Mecdnica Estatistica nos ultimos
tempos[51, 60].

Inicialmente procurou-se entender os efeitos da diluigdo de
sitios magnéticos sobre o ordenamento de longo alcance. A mo-
tivacdo era estudar como se alteravam as propriedades criticas
de um sistema a medida que se alterava concentragao de ions
magnéticos.

Neste trabalho iremos analisar modelos com elementos de
aleatoriedade de varios tipos, com objetivo de tracar os res-
pectivos ‘'diagramas de fases. Estudaremos hamiltonianos que
envolvem a aleatoriedade definida por uma distribuicio de pro-
babilidades discreta (dilui¢do de sitios, de ligacoes, etc.) e um
modelo que tem uma distribui¢do de probabilidades continua
(Sherrington e Kirkpatrick).

No sentido de simular um sistema magnético diluido foram
idealizadas vdarias propostas tedricas. A mais simples consiste
em considerar uma matriz nao magnética na qual diluimos,
aleatoriamente, impurezas magnéticas, de modo que cada sitio



tem a probabilidade p de conter uma impureza magnética de
spin S. Juntamente com a dilui¢ao de sitios mencionada, temos
a diluicdo de ligacOes que é qualitativamente equivalente a
primeira.

Um sistema ferromagnético com diluicao, estd intimamente
relacionado ao problema de percolacio. Mesmo a uma tem-
peratura T' = 0, existe uma concentragdo minima p. de ions
magnéticos, abaixo da qual ndo existe ordem de longo alcance.
Quando a concentracao alcanga a percolagao critica p., passam
a existir aglomerados de sitios ligados entre si via interagao
magnética, com um tamanho da ordem das dimensoes do sis-
tema. Dizemos que o sistema percolou, e a partir desta concen-
tracdo passa a existir um ordenamento magnético, pelo menos
em T = 0.

Existem varios fendmenos com as caracteristicas de um pro-
blema de percolagao e passiveis de serem analisados por um
aparato tedrico similar: propagacio de epidemias, abalos sismi-
cos, organizacdes humanas, etc. Eles tém como caracteristica
comum o fato de que a partir de determinadas circunstancias
prevalece a ordem de longo alcance. Um outro exemplo curioso
é 0 go[19], um jogo oriental milenar. Nesse jogo as pegas néo se
movem e vao sendo colocadas de modo a formarem aglomera-
dos que dominam posi¢oes no tabuleiro. O objetivo do jogador
é cercar as pecas do adversario a medida que une e aumenta
os seus aglomerados.

Apesar da simplicidade destes modelos, a sua solugdo en-
volve dificuldades técnicas em hamiltonianos com interacio de
curto alcance, ou calculos tediosos quando se usa o grupo de
renormalizacdo no espaco real [51].

Dentro deste contexto, nés propomos neste trabalho a apro-
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ximacao de campo médio dindmico, que alia elementos da simu-
lagdo de Monte Carlo com a aproximagdo de campo médio.
Essa aproximacdo é conveniente para se analisar tanto des-
ordens dos tipos mencionados como outras que serdo citadas
adiante. Nesta proposta usamos o algoritmo do banho térmico
para efetuar uma andlise auto-consistente da dindmica de um
aglomerado de spins. Os pardmetros de ordem obedecem a
equagoes polinomiais de ordem z, e sao apresentados para z
genérico.

No Capitulo III usamos a aproximagao de campo médio
dindmico para analisar o modelo de Ising com diluigao de sitios
(S =1/2) e comparamos os resultados com aqueles obtidos
através de outras técnicas[22, 59].

Uma das fontes de interesse em sistemas com elementos de
aleatoriedade é a possibilidade de analisar os fendmenos mul-
ticriticos que varios deles exibem. Analisamos o modelo de
Ising com campo aleatério (S = 1/2) e o modelo com anisotro-
pia aleatéria (S = 1), que apresentam ponto tricritico depen-
dendo do nimero de coordenacgdo da rede z e da concentragao
da aleatoriedade.

Estudamos estes dois modelos de duas maneiras. Devido &
sua relevancia tedrica na analise de modelos com aleatoriedade,
fazemos no Capitulo IT um estudo sobre a rede de Bethe, onde
analisamos o modelo com campo aleatdrio e 0 modelo com
anisotropia aleatéria. E conhecida a extrema dificuldade de se
resolver numericamente problemas com elementos de aleato-
riedade na rede de Bethe[7]. Nos obtivemos as relagbes de
recorréncia para z finito, mas o nosso objetivo principal foi en-
contrar o limite de coordenacao infinita dessas equacoes, que
iremos comparar com os resultados obtidos no Capitulo III.
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No Capitulo III usamos a aproximacao de campo médio
dindmico para estudar os dois modelos mencionados. Para
z finito, comparamos os resultados obtidos com aqueles exis-
tentes na literatura [24]. No limite de coordenac¢do infinita
recuperamos os resultados obtidos no Capitulo II.

Ainda usando a aproximacao de campo médio dindmico ana-
lisamos o modelo de Ising com interagbes aleatérias (S = 1/2)
também conhecido como modelo £J e comparamos 0s nossos
resultados com os existentes|9, 37, 38, 57].

A partir dos trabalhos de Mydosh e Canella[39, 40] houve
um aumento no interesse por sistemas que envolvem elemen-
tos de aleatoriedade. Os resultados experimentais nesta area
surpreenderam por apresentar caracteristicas que nao se en-
quadravam nos moldes dos materiais conhecidos de entao.

As pesquisas nesta area abriram um campo vasto de interes-
ses que vai de redes neurais[20] a problemas de otimizagéo[32],
passando por vidros de spins que é a motivacao central desde
as ultimas duas décadas.

Mydosh e Canella encontraram um cuispide agudo na suscep-
tibilidade c.a. em uma temperatura T, quando estudaram di-
versas matrizes metdlicas dopadas com impurezas magnéticas .
(CuMn,AuMn e AuCr) em concentracao de 1% até 10%. Chow-
dhury e Mookerjee[16] citam uma extensa lista de materiais que
apresentam este comportamento. Um fato digno de nota é a
auséncia de qualquer singularidade no calor especifico quando
T =Ty, apesar de ser encontrado um madximo arredondado
para temperaturas da ordem de 20% maior que T [11].

Experimentalmente esses materiais sao obtidos pelo aqueci-
mento da amostra a altas temperaturas e um posterior resfria-
mento brusco. Em analogia com processos metalirgicos, este
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material é dito temperado. Com um tratamento deste tipo, as
impurezas magnéticas sao congeladas em posicoes aleatodrias
da matriz metdlica. Os momentos magnéticos quando em uma
matriz metélica polarizam os elétrons de conducdo desta, que
por sua vez influenciam os outros momentos, induzindo um
acoplamento efetivo entre eles, chamado interacao RKKY (Ru-
derman-Kittel-Kasuya-Yosida) que tem uma forma do tipo:

cos(2krr + ¢0)
(kpr)®

quando 7 — 00, onde Jy e g sao constantes e k} é o vetor de
onda de Fermi da matriz metdlica.

Vidros de spins sao sistemas magnéticos onde as interagoes
entre 0os momentos magnéticos estdo em conflito uma com
as outras: as interagOes sao frustradas. Apds o trabalho de
Toulouse[56] ficou claro que além da aleatoriedade, outro in-
grediente fundamental é a frustracdo. A frustracdao impede que
o sistema encontre a configuracao de spins mais favoravel, sa-
tisfazendo (simultaneamente) todas as interacoes. Como con-
sequéncia direta deste fato existe uma infinidade de estados
com aproximadamente a mesma energia, mesmo em baixas
temperaturas.

Em altas temperaturas, esse sistema ¢ um paramagneto
tipico, mas existe uma temperatura de congelamento T, abaixo
da qual os spins estdo alinhados ao acaso.

Para explicar o comportamento da susceptibilidade, Ed-
wards e Anderson [23] argumentaram que existem algumas
configuracées de spins que fornecem um minimo da energia
livre. Estas orientacoes sdo tais que a média térmica < S; >= 0,

J() = Jo
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de modo que o sistema ndo é ferromagnético nem antiferro-
magnético. Entretanto, & medida que a temperatura diminui,
abaixo de T}, os spins notam a existéncia destes estados e se
fixam em um deles.

Eles propuseram um modelo onde os spins interagem aos
pares através de um acoplamento com distribui¢do de proba-
bilidades gaussiana. Essa é uma maneira, tratdvel analitica-
mente, de considerar algumas facetas da interacdo RKKY e
os requisitos fundamentais do vidro de spins: aleatoriedade e
frustracao.

O modelo de Edwards e Anderson foi resolvido no contexto
da aproximacao de campo médio por Sherrington e Kirkpatrick
[34, 49]. Para contornar dificuldades operacionais eles usaram
o método de réplicas, como serd mostrado no Capitulo IV.
Essa definigao envolvia a introdugao de paradmetros de ordem
que relacionavam mais de uma réplica, e o entendimento mais
claro destas questoes s6 veio a posterior: com os trabalhos de
Parisi[47]. Apesar deste modelo apresentar boa concordéncia
com a experiéncia, ao reproduzir o cispide da susceptibili-
dade, ele falha ao tentar analisar o comportamento do calor
especifico, fornecendo um comportamento similar ao da sus-
ceptibilidade.

Grande parte dos trabalhos em vidros de spins analisaram
modelos com S = 1/2, pois o interesse maior era o desenvolvi-
mento conceitual e o entendimento dos primeiros principios
desta drea. N3ao obstante, alguns grupos analisaram modelos
com S = 1 e anisotropia de campo cristalino[18, 25, 42].

Acredita-se que os resultados de um modelo de Ising com
spin semi-inteiro na presenca de um campo sao qualitativa-
mente equivalentes entre si; e 0 mesmo acontece quanto a um
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modelo com spin inteiro em um hamiltoniano que contenha um
termo de anisotropia de campo cristalino.

Deparamo-nos com um fato novo ao analisarmos, para spin
S = 3/2, via campo médio, o hamiltoniano de Ising com in-
teragoes ferromagnéticas e anisotropia de campo cristalino.Nesta
situacao esse modelo apresenta uma transicao de fases de se-
gunda ordem entre as regices ferromagnética e paramagnética
e de primeira ordem no interior da fase ordenada. O modelo
de Ghatak e Sherrington|[25] analisado também por Mottishaw
e Sherrington[42], teve recentemente uma solu¢do mais clara
na regiao de baixas temperaturas onde ocorre uma transicao
de fases de primeira ordem[17, 18]. A possibilidade de analisar
um modelo de vidro de spins com uma transi¢ao de primeira
ordem nos motivou a estudar este hamiltoniano com S = 3/2 e
anisotropia de campo cristalino. No Capitulo IV apresentamos
os resultados da analise dos modelos de van Hemmen e de Hop-
field, e do modelo de Sherrington e Kirkpatrick para S = 3/2,
com interagOes aleatdrias e anisotropia de campo cristalino.
Fazemos a andlise deste dltimo modelo dentro do esquema de
Sherrington e Kirkpatrick com simetria entre réplicas.



Capitulo 2
Rede de Bethe

O interesse da Mecanica Estatistica na rede de Bethe estd
relacionado com a sua estrutura simples; esta simplicidade su-
gere que varios modelos possam ser mais facilmente resolvidos
nesta rede do que em outras redes cristalinas mais realisticas.
O conceito atual da rede de Bethe teve o seu fundamento na
arvore de Cayley.

A arvore de Cayley pode ser imaginada como um sitio cen-
tral ao qual estdo ligados os sitios da primeira geracdo. Aos
sitios desta geragao estao ligados os da segunda geragao e as-
sim sucessivamente. Ela pode ser entendida como uma rede
onde nao existem circuitos fechados, como mostra o exemplo
da figura 2.1, no qual o niimero de coordenacao é z = 4.

Apesar desta caracteristica unidimensional ela apresenta de-
talhes de uma rede de dimensionalidade maior. Por exemplo:
exitem z maneiras de sairmos de um certo sitio para o seu vizi-
nho e existem z — 1 maneiras de irmos deste segundo sitio para
um terceiro. Portanto existem z(z — 1)X~! cadeias de tamanho
L que podem ser tracadas a partir de um dado sitio.

Usualmente ao se tomar o limite termodinadmico N — oo em



Figura 2.1: A arvore de Cayley.

um sistema fisico, os efeitos de borda sao desprezados, tendo
em vista que o numero de sitios da fronteira é muito menor que
o numero de sitios no interior do sistema. Pode ser mostrado
que na arvore de Cayley a relacao entre o nimero de sitios
da fronteira e o nimero de sitios do interior é (z — 2)/(z — 1)
quando o nimero de camadas A’ — oo. Ou seja: 0 nimero de
sitios da superficie é comparavel ao nimero de sitios do interior
da rede. Este resultado inusitado d4 origem a transigoes de
fases peculiares [44].

Vamos mostrar que podemos obter uma relacdo de recorrén-
cia para a magnetizacao efetiva m;,; da (¢ + 1)-ésima camada,
contada a partir da superficie, com a magnetizacao efetiva da
(¢)-ésima camada:

miy1 = f(mi)-

A medida que 7 cresce estamos indo para o interior da arvore
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de Cayley. Os pontos fixos desta relacao, correspondentes a
1 — 00, podem ser entendidos como a magnetizagao no interior
da arvore, ou ainda a magnetizacdo local da drvore de Cayley.
Ao analizarmos as propriedades locais da arvore de Cayley para
o modelo de Ising obtemos resultados idénticos ao da conhecida
aproximacdo de Bethe[55] - por isso rede de Bethe.

Seja o hamiltoniano definido na arvore de Cayley:

N
H= - Z J,’jS,jS]‘ - Z HiS,’,
(3.9) =1
onde N é o numero de sitios, (¢,7) é a soma sobre os vizinhos
mais préximos,J;; é a interacdo de troca e S; = 1. A fungéo
de partigdo terd a forma (Figura 2.2):

ZN = Z H Z exp{BSo+K0ilSoS,-1}Y(i1)(Si1),
{So} 11=1 {8, }
onde B = BHy; Ky, = BJo, e Y#)(S;,) é a funcio de particio
reduzida, ou seja: é a funcdo de particdo de uma rede que
engloba a parte da arvore de Cayley com inicio no sitio ¢; e
suas ramificagOes até a superficie. ‘
Se definirmos:

ox, _ YU(+1)
Y@ (-1)

ou seja:

Y@O(41) = YO (=1)

b A= Yo + v e()
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Figura 2.2: A drvore de Cayley onde os rétulos dos spins especificam
a ramificagao de seu sitio.

encontramos

z—1
Xi1 =B+ Z arcta,nh{[tanh(Kihiliz )] [tanh(Xiliz)]},

Zz:l

onde

(31%2)
12 — yiu (+1)

2Xiys _
Y@ (—1)’

€

Definindo a magnetizagao do sitio central como:

teremos
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mo = tanh{B + >_ arctanh[tanh(Kj;) tanh(X;)]}.
i=1

Considerando as interagdes de troca uniformes (J;; = J), as
equagoes terdao a forma:

mo = tanh{BH,+ 3 arctanh[tanh(8J)tanh(X;)]},
=1

z—-1
X; = BHy+ Y arctanh{[tanh(8J)][tanh(X;,)]}.
i=1
Neste mapeamento ji fica patente a relacdo de recorréncia
quando observamos que:

m; = tanh(X,-),
mi,, = tanh(X,-l,-z).

e sintetizamos como

mo = tanh{SH, + i arcténh[m,- tanh(8J)]}.
i=1

O efeito do campo aleatério pode ser traduzido como uma
aleatoriedade na magnetizacao de cada sitio, e essa aleato-
riedade é representada por uma distribuicao de probabilidades.
Através da relacao de recorréncia podemos perceber que essa
distribuicao de probabilidades vai depender do campo aleatoério
que atua num dado sitio e da interagdo do spin deste sitio com
aqueles das camadas seguintes. Por isso a magnetizagao dos
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sitios de uma mesma camada, apesar de poder ser diferente,
devido ao campo aleatdrio que atua no sistema, tem a mesma
distribuicao de probabilidades.

A distribui¢io de probabilidades P;(m;) da magnetizagao de
um sitio da primeira camada depende da distribui¢do de pro-
babilidades da campo externo que atua nesse sitio e das dis-
tribuicoes de probabilidades P;;,(m;;,) das magnetizagGes dos
sitios da segunda camada, que sao vizinhos a ele. Ela pode ser
expressa como

z—1
P;(m;) =/‘H15(mi — f(Hi, {mii, })) P(H:)dH Py, (mis, )i,
2=
onde m; = f(H;,{mi,}) é a relacdo de recorréncia entre as
magnetizacoes e P(H;) é a distribui¢do de probabilidades do
campo externo.

Um objetivo desse capitulo é sugerir os obstiaculos encontra-
dos quando se analiza numericamente o modelo de Ising com
elementos de aleatoriedade na rede de Bethe.

Katsura[31] e colaboradores desenvolveram o método da dis-
tribuicdo de .probabilidades de um campo efetivo que atua
em cada sitio para analisar o modelo de Ising com interacdes
aleatérias. Bernardes [7] usa este método para estudar o mo-
delo de Ising com campo aleatério. O método parte de uma
equacao equivalente a equacido anterior onde se considera o
campo efetivo HYY que atua no sitio i como X; = BH?. Usando-
se a tranformada de Fourier da func¢ao delta de Dirac conside-
rada, encontram-se duas equagoes integrais acopladas envol-
vendo o campo efetivo e a sua distribuicdo de probabilidades.

Como o campo efetivo em cada sitio é o resultado da in-
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fluéncia dos seus vizinhos e do campo externo, as dificuldades
de uma solugao numeérica aumentam quando z cresce. Kat-
sura consegue apresentar resultados para um nimero de coor-
denagdo z = 3 e Bernardes para z =3 e z = 4.

O segundo objetivo deste capitulo é calcular o limite de coor-
denacao infinita dos modelos apresentados e comparar com os
resultados obtidos na aproximacao de campo médio dindmico,
quando consideramos esse limite.

2.1 Campo aleatoério

Seja o modelo analisado no item anterior, onde o campo Hj
é uma varidvel aleatdria com distribuicdo de probabilidades
dada por:

P(Hp) = % {8(H — Ho) + 6(H + Hy)},

onde estamos considerando implicitamente que 0s campos que
atuam nos outros sitios tém a mesma distribuicdo de probabi-
lidades.

No limite de coordenagao infinita o valor esperado da mag-
netizagao local terd a forma (Apéndice A.1) m = f(m), com

f(m) = % {ta,nh (ﬁ:—h> + tanh (m_;ﬁ)} ,

onde h = H/zJ et = (28J)"1, que é a solugdo de campo médio
deste modelo[1].

A partir da equacao de estado anterior podemos tracar o dia-
grama de fases deste modelo. Para calcular a linha de transicao
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1.0

ov. 1 . 1+ 1,1 o)
O 02 04 06 08 10 12

de segunda ordem entre as fases ordenada e desordenada, va-
dir f(m) em uma série de poténcias de m. Como
f(m) é impar em m a série tem a forma:

mos expan

onde

O.7SF AN
-

fase paramagnética
~ . )
~ .
- b Y
| _regidgo de "~ -
coexisténcia >
| de fases

fase ferromagnética

kT/2J

Figura 2.3: Diagrama de fases para o modelo de Ising com campo
aleatorio, no limite de coordenacao infinita.

f(m) = Aym + Aym® + Asm® + - -

2
A, = secht(h/t),
1 — 3senh®(h/t)
As = ——— :
63 cosh*(h/t)
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Na relacao de recorréncia pode-se perceber que m = 0 é sem-
pre uma solucao, que pode ser estdavel ou instavel, dependendo
da regido de diagrama de fases. A condigdo .A; = 1 nos garante
que os dois lados da relagdo m = f(m) tém a mesma derivada
em m = 0. Se analisarmos a solu¢ao grafica e observarmos que
para m pequeno podemos usar apenas os primeiros termos da
série de poténcias, as condicoes A; =1 e A3 < 0 indicam que
a solucdo m = 0 é estadvel. Quando A3 > 0 a concavidade da
curva f(m) se altera e passamos a ter uma solu¢ido com m # 0.
Para uma anadlise formal e mais completa do significado fisico
dos coeficientes A4;, sugerimos ao leitor o artigo de Carneiro,
Henriques e Salinas[14]

Resumimos dizendo que a curva definida por A; = 1e A3 <0
¢ a linha de transicao de segunda ordem. A curva definida por
A; =1 é o limite de estabilidade da fase desordenada. Na
figura 2.3 esta curva é representada pela linha continua. O li-
mite de estabilidade da fase ordenada é obtido iterativamente
através da relacao de recorréncia inicializando o processo com
m = 1. Na figura mencionada esta curva é representada pela
linha tracejada. Estes dois limites de estabilidade se encontram
suavemente no ponto tricritico definido por A; =1 e A3 =0,
ou seja t;, = 3/4 e hyy = (3/8)1In3 = 0,41, que coincide com o
resultado de campo médio obtido por Aharony|[1].
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2.2 Anisotropia aleatoéria

Consideremos o hamiltoniano

N
H=-J> 55+ 3" D;S?,
(2,9) 1=1
onde J > 0 é a interacdo de troca,(i,j) é a soma sobre os
vizinhos mais préximos, S; = 0,%1 e a anisotropia de campo
cristalino é dada pelo conjunto {D;} de variiveis aleatérias
independentes, com distribui¢do de probabilidades definida por

P(D;) = p6(D; — D) + (1 — p)é6(D;)

Como ja foram apresentados detalhes da algebra envolvida
na rede de Bethe, parte dela serd omitida aqui. Vamos analisar
as interagdo do spin central Sy com os spins da primeira camada,
e a partir de entdo inferir as relacoes de recorréncia de interesse.

O fator de Boltzmann que envolve diretamente a intera¢ao
entre o spin central e os spins da primeira camada, e as in-
teracoes deste dltimo grupo com a anisotropia e um eventual
campo externo é dado por

V = Z exp{ﬂJSosl +---+ ﬂJSOSZ} X
{S:}
exp{—-BD:S8? — ... - BD,S5?} x

exp{+BH151 + -+ ﬂHzSz},

ou seja,
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IIZemuu&&—ﬂm$+ﬂm&}
+=1{5;}
Se observarmos a fun¢do de parti¢do Zy mostrada no item
anterior tendo em mente a forma de V, iremos notar que V
deve ser do tipo:

V = Aexp{BS, + CS?},

onde A, B e C devem conter as interacoes do spin Sy com o
campo local produzido pelos sitios da primeira camada. Obvia-
mente o campo local da primeira camada contém a influéncia
da anisotropia D;, do campo externo H; e do campo local pro-
duzido pela segunda camada na primeira.

Calculando o trago de V, encontramos

A= H[Ze ﬁD’cosh(,BH ) + 1],

1_

il 2e7PPi cosh(BJ + BH;) +1
2e=ADi cosh(—pBJ + BH;) + 1}

S ln { [2¢5P: cosh (8] + BH;) + 1] }

bt [2e=AD: cosh(BH;) + 1]2

Sln { [2¢P: cosh(~BJ + BH;) + 1] }

- [2e=BD: cosh(BH;) + 1] '
Podemos generalizar estas relacées de recorréncia para ou-

tras camadas se considerarmos nas equagdes anteriores

= N
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B = B(B;,C;) e C = C(B;,C;) onde consideramos B; e C; ao
invés de BSH; e —BD;. B; e C; relacionam a primeira e a se-
gunda camadas e tém um significado equivalente a Bj e Cy que
serao definidos adiante.

Sobre o sitio central atuam os efeitos da primeira camada
além do campo externo e da anisotropia. Podemos escrever a
relacdo de recorréncia entre o sitio central e a primeira camada
como:

By = +BHy+ B(B;, C;),
Cy = —BDy+ C(B;,C;).

Vamos introduzir as varidveis m e () definidas como:

2

E SOeB()So-I'-CoSO

my =< Sy >= {50} BS.+C.8Z
E{So}e 000 +C05g

2

E SQeBOSO""COso

Qo =< 82 >==20
E{So}e 0 o+ 00

Pode-se facilmente mostrar que para uma camada genérica
§ temos

e = 2e%esenh (By)
™ 2¢Ce cosh(B;) + 1’
2% cosh(B)
Q¢ =

~ 2eCcosh(B¢) + 1
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Se analisarmos o sitio central teremos m como fungdo de
B¢ = By e C; = Cp, e se for um sitio da primeira camada
teremos m; como funcdo de B = B; e C¢ = C;, onde B; e C;
sao fungoes dos parametros da segunda camada,que sdo obtidos
de maneira equivalente a By e Cjp.

Retomando o modelo original com campo externo nulo, te-
remos as seguintes equagoes:

senh[B(B;, C;)]

mo = cosh[B(B;, C;)] + %eXP{5D0 - C(B:, Ci)}
e
B cosh[B(B;, C;)]
Qo= cosh[B(B;, Ci)] + 3 exp{8Do — C(B;, Ci)}
onde

1 1 + [cosh(BJ) — 1]Q; + m;senh(BJ)
B(B;,Ci) =3 2 1In {1 + [cosh(BJ) — 1]Q; — m;senh(BJ) }

1=1

€
C(B:, C) = %éln{[u(cosh(ﬂh—l)@i]z
—m?senh’®(8J)} .

Nas equagOes anteriores estdo relacionadas diretamente a
magnetizacdao mg do sitio central e a magnetizagao m; dos sitios
da primeira camada.

As relagoes de recorréncia podem ser expressas como

mo = f(DO’ {mi}’ {Qt})
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Qo = 9(Do, {m:},{Q:})

e a anisotropia tem uma distribuicao de probabilidades dada
por

P(Dy) = p6(Dy — D) + (1 — p)6(Dy).

Considerando as propriedades locais da arvore de Cayley te-
remos mg = M; = m. No limite de coordenacao infinita obte-
mos (Apéndice A.2) os resultados de campo médio:

) pe—d/t 1-»p
m = 2senh(m/?) {2e-d/t cosh(m/t) + 1 * 2cosh(m/t) + 1} ,
-d/t
pe 1-p
= 2 cosh(m/t '
Q cosh(m/t) {2e—d/t cosh(m/t) + 1 + 2 cosh(m/t) + 1}

onde t = (28J) ! e d = D/zJ. Os diagramas de fases corres-
pondentes encontram-se na figura 3.5 .

Um fato curioso que acontece tanto na rede de Bethe quanto
na aproximagao de campo médio dinadmico (Capitulo III) é o
desacoplamento da equagodes que definem m e ). Enquanto z
é finito temos um mapa bi-dimensional, que se tranforma em
um mapa uni-dimensional no limite de coordenacio infinita.
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Capitulo 3

Campo médio dinamico

Nas tdltimas décadas a utilizacdo de simulacOes numeéricas
vem crescendo de maneira intensa na Fisica[10, 27, 50].

Na Mecanica Estatistica, o método de Monte Carlo, que
designa genericamente as simulacdes neste campo, tem se tor-
nado uma ferramenta mais poderosa desde os seus primoérdios
com o algoritmo de Metropolis[41].

Uma simulacdo de um modelo fisico tenta preencher a ausén-
cia da sua solucdo exata.

Em uma simulacdo, o modelo é iniciado em um estado ar-
bitréario e é permitido que ele evolua até o estado de equililibrio.
Essa evolugao esta associada com uma trajetoria no espaco de
fase. Na natureza quando um sistema evolui na direcdo do
equilibrio, ele também percorre uma trajetéria no espago de
fase, e sua densidade de probabilidade obedece a uma equacio
de continuidade neste espaco.

Numa simulacao, o algoritmo deve direcionar a evolucao do
modelo de maneira que ele também obedeca a uma equacio do
mesmo tipo - a equagao mestra.

Um fato que limita a confianca nos resultados de uma si-
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mulagao é que ela, obviamente, considera um nimero N finito
de constituintes (4tomos, spins, etc). Pode-se trabalhar os re-
sultados obtidos para N finito usando-se a teoria da escala de
tamanho finito. Mas existe, também, um esfor¢o continuo em
aperfeicoar os algoritmos no sentido de trabalhar com N cada
vez maiores.

Outra dificuldade a ser superada é a relaxacao na critica-
lidade. Quando o sistema estd em uma regiao do espago de
parametros (temperatura, campo externo, anisotropia, etc.)
préximo a uma transicdo de fases, o tempo de relaxacao € in-
crivelmente maior que longe dela. Como a situagdo de maior
interesse é justamente a transicao de fases, a relaxacao na cri-
ticalidade é mais uma dificuldade a ser superada.

A aproximagao de campo médio dinamico contém elementos
do conceito de campo médio e do método de Monte Carlo.

No algoritmo de Metropolis, por exemplo, o valor de cada
spin, da configuragao de spins num tempo i;.;, depende do
valor de cada spin num tempo ¢;. Para que um spin mude de
valor certas regras devem ser obedecidas, a evolugdo do sistema
consiste destas mudangas.

Na aproximacao de campo médio dindmico usamos a idéia
bésica de campo médio; cada sitio é um sitio central, rodeado
por seus z vizinhos. A partir do calculo do campo local que
atua no sitio central e do algoritmo do banho térmico nds en-
contramos um mapa que relaciona as caracteristicas do sistema,
num tempo ¢+ 1 com aquelas num tempo t. Este mapa repre-
senta a evolucao temporal do sistema, e os seus pontos fixos
significam que o sistema alcanc¢ou o equilibrio. Como sera visto
a seguir, este mapa é uma equacao polinomial. sem as incon-
veniéncias da relaxacado na criticalidade.
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3.1 Modelo de Ising ferromagnético

Consideremos o seguinte hamiltoniano:

H=-J Z S,'Sj,
(3,3)
onde J > 0 é a interacdo de troca, (¢, 7) é a soma sobre todos
os pares de sitios e S; = 1. Chamaremos os vizinhos ao sitio
central Sy, de spins da borda. Teremos entao

H= —JS()O',

onde ¢ =Y} ;S; é a soma dos spins da borda. Supondo
HE) = H(Sp = +1) e HZ) = H(Sy = —1) , poderemos definir

e_ﬁ'HH-)
(+) =
A (0’) - e_ﬁH(+)+e_ﬂH(—)’
—-BH)
A (o) = <

e—BH) + e—BH?

onde A™)(¢) é a probabilidade do sitio central ter Sy = +1
quando os spins da borda tém uma certa configuracio definida
por o, e A\7)(¢) é a probabilidade do sitio central ter o valor
So = —1 quando a configuracdo de spins da borda for definida
por 0. E facil perceber que A®)(g) + A)(¢) = 1. Podemos
expressar os fatores de campo local como

e+ﬁJU

(+) —
A (0’) - e+,3JO’ + e—ﬁJU’
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e—ﬂJU

(-) —_
A (0) - e+ﬂJU+6—ﬂJU'

Fica evidente que a probabilidade de um certo sitio assumir
um dado valor (£1) depende da configuracdo de seus vizinhos
mais préximos,mais especificamente,depende de o. E obvio
que existe um certo nimero de configuragoes de spins para um
mesmo o. Consideremos uma configuracao que tenha k spins

com S; = +1 e consequentemente z — k spins com S; = —1.
O niimero de configuragdes M.(z, k) com 0 mesmo o = —z+ 2k
é dado por
z!
No=—"_=¢F
C klNz—k) 7

onde C¥ sdo os coeficientes binomiais.

Seja P a probabilidade de um spin da borda ter o valor
S; = +1. Consideremos uma configuracao de spins da borda tal
que tenhamos k spins com S; = +1 e z — k spins com S; = —1.
A probabilidade do sistema se encontrar em um estado definido
por esta configuracao de spins da borda quando o spin central
for +1 sera dada por

P*1 — Py A (—z 4 2k).
Se considerarmos o spin central —1,teremos:
P*(1 — P)* *AC) (-2 + 2k).
A probabilidade f(P) do spin central ser +1 serd obtida

somando-se, sobre todas as possiveis configuracbes de spins
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da borda a probabilidade de que cada uma possibilidade (1)
aconteca quando o spin central for +1,

F(P) = 3 CFPH(1 — P A (=2 + 2k).
k=0

De maneira equivalente, encontramos que a probabilidade
1 — f(P) do spin central ser —1 é dada por

1— f(P) = 3 CEP*(1 — Py A (<2 + 2k).
k=0

De maneira anédloga ao método de Monte Carlo, nés intro-
duzimos o sistema, que estd em um certo estado inicial, em
um banho térmico a uma temperatura absoluta T’ e submetido
a condicOes externas (por exemplo: campo magnético). Per-
mitimos que o sistema evolua neste banho térmico, sob a in-
fluéncia das condicOes externas até que ele alcance o estado de
equilibrio.

No estdgio inicial ¢, cada um dos N spins tem a probabili-
dade P de ser +1.

Cada spin estd rodeado por z vizinhos, e nés calculamos
f(P) que é a probabilidade do spin central ser +1 quando os
seus vizinhos tém a probabilidade P de ser +1.

Em outras palavras, no tempo ¢ os spins tém a probabilidade
P de ser +1 e no tempo t + 1 eles tém a probabilidade f(P)
de ser +1.

Esta evolucao temporal discreta tem uma certa semelhanca
com as sucessivas camadas na arvore de Cayley [55]. Aqui num
dado tempo ¢ todos os sitios tém a mesma magnetizacao. La
todos os sitios de uma mesma camada tém a mesma magne-
tizacdo. Em ambos os casos, as relagoes de recorréncia sugerem
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uma, evolucgdo, seja temporal (aqui) ou espacial (14). Os pontos

fixos aqui refletem o fato do sistema ter alcangado o equilibrio.

Os pontos fixos 14 refletem as propriedades do interior da arvore

de Cayley-conhecida nesta situagdo como rede de Bethe.
Entao teremos

Piy1 = f(P).
Quando o sistema alcanca o equilibrio, temos
P* = f(P*).

Na aproximacao de campo médio dindmico este mapa € sem-
pre uma equagao polinomial, passivel de solu¢do numérica sim-
ples.

Neste modelo que estamos analisando,a magnetizagao m é
definida com

m=(+1)P + (-1)(1 = P) = 2P — 1.

Pode ser mostrado facilmente que o mapa P = f(P) é equi-
valente a0 mapa m = f(m) onde

f(m) = 51;2206’5(1 +m)*(1 — m)* ¥ tanh[3J (- z + 2k)].

O caso mais simples a ser analisado é a cadeia linear(z = 2).
Obtemos que

f(m) = mtanh(23J),

ou seja, a dnica solucao do mapa para [ finito é m = 0. J&
neste caso percebe-se a sensibilidade da aproximacao & topolo-
gia da rede. Quando z > 2 passamos a encontrar solucoes nio
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nulas para m quando S é finito. E facil perceber que indepen-
dentemente de 2z, m = 0 é sempre uma solucao. Observando
f(m = 0) notamos que o somando é uma fungdo impar em
relacdo a z/2. Para calcularmos a temperatura de transicdo
nés linearizamos f(m) em torno de m = 0 e encontramos que
B. é a solugdo da equacgao

2l 2 ¥(—z + 2k) tanh[B,J (—2 + 2k)]

Analisando redes neurais, onde os modelos em principio con-
sideram interagdes assimétricas (J;; # Jji), Derrida [21] encon-
trou a mesma solugao deste modelo ferromagnético.

Quando z é grande nds recuperamos a forma usual da equa-
¢do de estado na aproximagao de campo médio(Apéndice B.1).

A ideia de considerar que o campo efetivo pode assumir
varios valores com probabilidades apropriadas dependendo da
configuracdo dos spins vizinhos ja foi usada por Mamada e
Takano[43]. Neste trabalho eles relacionam de maneira auto-
consistente a distribuicao de probabilidades do campo efetivo e
a matriz densidade do aglomerado de spins considerado. Ape-
sar de usar uma formulacdo diferente da nossa, os resultados
sao coincidentes em dois modelos que eles analisam, o mo-
delo ferromagnético e o modelo com dilui¢ao de sitios que serd
mostrado adiante.
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3.2 Modelo de Ising com campo aleatério

Ao longo das dltimas décadas o modelo de Ising com campo
aleatério(RFIM) tem sido estudado exaustivamente. Conside-
remos o hamiltoniano

N
H =—-J E S,‘Sj - Z HiSi,
(i.9) =1
onde J > 0 é a interacdo de troca, (7,j) é a soma sobre todos
os pares de sitios, S; = %1 e o campo aleatério H; sao varidveis
aleatorias independentes com uma distribuigao de probabilida-
des bimodal dada por

P(H;) = % (8(H; — H) + 6(H; + H)} .

Em um trabalho classico Aharony[1] estudou este modelo
usando a aproximacao de campo médio. O diagrama de fases
exibido em seu trabalho apresenta transicoes de fase de segunda
ordem para kT'/zJ > 2/3, e transi¢oes de fase de primeira or-
dem para kT'/2J < 2/3, sendo o campo tricritico H/zJ =~ 0,44
e 0 campo critico para o estado fundamental H/2J = 0, 5.

Salinas e Wreszinsky([52] usaram o método de van Hemmen
para obter a energia livre de Gibbs do modelo e confirmaram os
resultados obtidos por Aharony. Entin-Wohlman e Domb][24]
estudaram numericamente este modelo na rede de Bethe e ob-
tiveram os diagramas de fases para z = 3 e 2 = 4. Quando
calcularam o campo critico do estado fundamental eles encon-
traram para z = 3 um campo H./J = 1 e para z = 4 um campo
H./J = 2. Como serd mostrado posteriormente, nés obtemos
esses mesmos resultados de forma muito mais simples, além de
fazermos andlises para outros valores de z.
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Consideremos o nosso Hamiltoniano, onde o spin central Sy
interage com os seus z vizinhos e todos os spins interagem com
o campo aleatdrio

z

H = —So(JO' + H()) - Z H;S;
i=1
onde Hy é o campo que atua no sitio central.

Ao usarmos as definicdes dos fatores de campo A (o) e
A-)(¢) pode-se facilmente perceber que haverd um cancela-
mento do termo ¥7_; H;S;. Isso acontece por que os ’campos’
locais H*) e H(~) tém a mesma dependéncia neste somatdrio.
Ainda se poderia dizer que os fatores de campo consideram
apenas o campo local que atua no sitio central. Tendo isso em
mente, vamos redefinir o hamiltoniano como

-BH = 50(0' + ho)/t,

onde hyg = Hy/J e t = (8J)~1. Desse modo teremos

6(0’+h0)/t
elotho)/t 4 e—(o+ho)/t”

A(+) (07 h’O) =

Para uma dada escolha de hg, nds teremos uma situacio
equivalente a do item anterior,

Ff(P,ho) = 3. C*P*(1 — Py " A (—2 + 2k. hy).
k=0

Ao considerarmos a distribuicido de probabilidades, teremos
uma meédia temperada

f(P) = [ dhoP(ho) f (P, ko).
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Definindo
B(o,h) = % {AM)(a,h) + AN (0, -h)},
onde B(o,h) + B(—0,h) = 1, obtemos finalmente que
£(P) = kzo C*P(1 — P)**B(—z + 2k, k),

que j4 inclui a média temperada sobre as varidveis aleatérias.
De maneira superficial, identifica-se como uma média tem-
perada aquela realizada sobre o logaritmo da funcao de par-
ticdo, ou seja sobre a energia livre. Como média recozida
entende-se aquela realizada sobre a funcio de particio. E
importante notar que no caso temperado oOs spins variam en-
quanto os elementos que definem a aleatoriedade permanecem
fixos[11]. Assim, nds estamos observando a evolugao da magne-
tizagao descrita pela mesma equagao a medida que o tempo
evolui. Consideremos a aleatoriedade caracterizada por um
conjunto de pardmetros {a;}. No caso temperado teremos:

m(t+ 1) = F(m(t), {a;})-

No caso recozido, entretanto, nds teremos que considerar
a evolucdo temporal tanto dos spins quanto dos pardmetros
que caracterizam a aleatoriedade. Assim, neste caso, teremos
equagoes acopladas do tipo:

m(t+1) = F(m(t),{a(t)}),
aj(t+1) = G(m(t), {ei(t)}).

Na média temperada a energia livre é minimizada conside-
rando-se fixos os pardmetros que caracterizam a aleatoriedade.
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Figura 3.1: Diagrama de fases do modelo de Ising com campo
aleatorio para z = 4.

Na média recozida a aleatoriedade é um parametro a ser
variado para minimizarmos a energia livre.

Pelo que foi enunciado fica ébvio o porqué de se conside-
rar fisicamente relevante apenas a média temperada, pois uma
amostra de laboratoério ao ser produzida nao altera, por si, a
dilui¢ao ou a distribuicao dos seus elementos de aleatoriedade.

Ao longo deste trabalho pode ser observado que a magne-
tizagdo (m = 2P — 1) varia no tempo enquanto a aleatoriedade
permanece fixa, ou seja: estaremos considerando unicamente
médias temperadas.

Da analise dos pontos fixos da equagao do mapeamento
tracaremos os diagramas de fases mostrados nas figuras 3.1
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Figura 3.2: Diagrama de fases do modelo de Ising com campo
aleatério para z = 6.

e 3.2.

Fizemos calculos analiticos para varios valores de z e en-
contramos que para z =3 e z = 4 existe apenas a linha de
transi¢cdo de segunda ordem, enquanto para z > 5 existe uma
regiao no diagrama de fases em que os pontos fixos paramag-
nético (P = 1/2) e ferromagnético (P # 1/2) sdo estdveis. Neste
caso, a linha de transicdo de primeira ordem pode ser deter-
minada tanto pela construcao de Maxwell quanto por uma ex-
pressdo conveniente do funcional energia livre[55]. Quando z é
grande recuperamos a solu¢ao de campo médio (Apéndice C.1
e Capitulo II).

E interessante observar a equacao do mapa no limite T' = 0.
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Para 2 = 3, os pontos fixos ferromagnéticos P*=0e P* =1
sdo estaveis no intervalo 0 < h< h,=1. Para h>h,=10
ponto fixo paramagnético P* =1/2 é estdvel. Esse mesmo
fato acontece para z =4 com h, = 2 e para z = 5 com h, = 3.
Da anélise do modelo de Ising com campo aleatdério na rede
de Bethe[24] foi conjecturado que h, = z — 2 para z > 2. Para
z = 6, entretanto, os pontos fixos paramagnético e ferromagné-
tico sdo estdveis no intervalo 2 < h < 4 com uma transicao de
primeira ordem em h, = 3. Também para z = 7,8,9, ... detec-
tamos regides similares de coexisténcia dos pontos fixos estaveis
paramagnético e ferromagnético. Estes resultados podem ser
resumidos através das seguintes conjecturas:(i)h. = 2/2 para
z > 4 e par; (ii)h, = (z + 1)/2 para z > 5 e impar.

3.3 Modelo de Ising com interacoes aleatdrias

Consideremos o hamiltoniano de interagoes aleatoérias dado
por

H=-73 J;S:S;,
(4,7)
onde (i, ) é a soma sobre todos os pares de sitios, S; = 1 e a

interacao de troca J;; é uma varidvel aleatoria com distribuigao
de probabilidades dada por

P(Jij) = p6(Ji; — J) + (1 = p)6(Jij + J).

Considerando explicitamente em nosso hamiltoniano que o
spin central Sy interage com os seus z vizinhos, teremos

34



H = —SOZJOiSia

1=1

= —JS,7.S,

onde estamos considerando que cada configuragao de spins {S;}
define um vetor z-dimensional § = (S1, Sa,--+,S;) e cada con-
figuracdo de interagoes {Jy;} define um vetor também z-dimen-
sional JJ = (Jo1, Jo2, -+ *» Joz)-

Usando a definicao do fator de campo, encontramos que

oS/t
P TR T

A(+)(j.§) —

onde t = (8J)~!. Como nos casos anteriores, e nos seguintes,
a questdo basica da aproximacdao de campo médio dinamico
é calcular o campo local no sitio central tendo em conta as
possiveis configuracdes de spins e da aleatoriedade.

Consideremos uma configuracao com n ligagoes Jy; = +J
e z —n ligagdes Jy; = —J. Em outras palavras: o vetor J
tem n componentes +1 e z — n componentes —1. Considere- -
mos também um vetor S com k componentes +1 e z — k com-
ponentes —1. E facil imaginar que o = J.S pode ter varios
valores dependendo de como as componentes +1 e —1 de J
e S estio distribuidas. Quando tivermos o maior nimero de
componentes de mesmo sinal de JeS emparelhadas,teremos o
maior valor possivel para a. Se n > k teremos
Qmar = 2 — 2(n — k) e se k > n teremos ame: = 2z — 2(k — n);
Ou S€ja Qmer = 2z — 2|n — k.
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Para n e k fixos, quando desemparelhamos um par de com-
ponentes, a serd diminuido de 4. Por exemplo,para z = 4,
n=2ek=2:

vy Ny
I
’_;_.\
+
!
L

vy Ny
’_F

+

!
L

(-=—++)=>J.5 =4

Pode-se perceber que este fato é genérico e, portanto, para
uma escolha qualquer de n e k teremos

a(z,n, k1) =z —2|n — k| — 4,

onde [ = 0,1,2,---,k. Como foi mencionado, existem vdrias
configuragoes de J e S que resultam num mesmo a. Nés te-
remos C! configurages, todas com n componentes de J com
valor +1. Se considerarmos apenas uma destas configuragoes
de 7 e a0 mesmo tempo analisarmos uma configuracao de spins
com k componentes de S com valor +1, teremos vérias pos-

sibilidades onde a(z,n,k,l) tem valores diferentes, como foi

36



esquematizado anteriormente. Na segunda situagao esquema-
tizada, J.S = 0, existem quatro configuragdes (onde duas com-
ponentes estdo desemparelhadas) para as quais 7.S = 0. Elas
sao:

++--) (++--)
(+=+-)  (+--+)

(++--)  (++--)
(=++-)  (=+-+)

Pode-se generalizar este resultado dizendo que o nimero de
diferentes configuracgdes possiveis para z,n, k e [ fixos é C!__CF-!.

Um teste ébvio desta contagem de configuracdes seria soma-las,
e o resultado desta soma deverd ser 22%. De fato, temos:

z z k z z
> Y YL =y C =2
n=0 k=01=0 n=0 k=0
Tendo discorrido sobre o argumento « do fator de campo
e de sua degenerescéncia, podemos explicitar a probabilidade
f (P, p) do sitio central ser Sy = +1 onde - como j4 foi usado -
cada spin vizinho ao central tem uma probabilidade P de ser

; = +1:
z

f(Pp) = ¥ Crp(1 - p)™ kzo PH(1 - Py* x

n=0

k
S CH A (—z + 2|n — k| + 40).
1=0

37



PARA

Figura 3.3: Diagrama de fases do modelo de Ising com interagdes
aleatérias para diversos valores de z.

Analisamos esta relagao de recorréncia para diversos valores
de z, conforme os resultados mostrados na figura 3.3.

Nos obtivemos linhas de transicdo de fases de segunda or-
dem simétricas em relagdo a p = 1/2, que separam respectiva-
mente as regioes antiferromagnética e ferromagnética da regido
paramagnética. Para z = 4 obtivemos uma percolacio critica
p. = 0,833 -- em razodvel concordancia com varios resultados
numéricos na rede quadrada [9, 37, 38, 57]. Para z > 6, en-
tretanto, como no caso de outros esquemas aproximativos, a
aproximacao de campo médio dindmico nao é adequada para
indicar a suposta existéncia de uma fase vidro de spin para p
na vizinhanga de 1/ 2.E certamente necessario introduzir um

38



parametro de ordem adicional para caracterizar a fase vidro
de spin. Uma saida possivel seria uma proposta de Thouless
usada por Oliveira e Salinas [45], que considera apenas duas
réplicas do sistema.

3.4 Modelo de Ising com diluicao aleatoéria
de sitios

Consideremos o hamiltoniano com dilui¢ao aleatdria de sitios,
dado por

H=-J E E,'SiEij,
(i,4)
onde S; = %1, (¢,7) é a soma sobre todos os pares de sitios,
J > 0 é a interacao de troca e os €; sao variaveis aleatdrias
independentes e idénticamente distribuidas, com distribuigao
de probabilidades dada por

'P(Ei) = p(S(Ei - 1) + (1 - p)(S(E,'),

onde p é a probabilidade do spin S; do sitio 7 estar presente.

Este modelo, juntamente com o modelo de diluicao aleatdria
de ligagOes, sdo exemplos tipicos de percolacao em Fisica Es-
tatistica [29]. Quando analisamos uma rede quadrada fica evi-
dente a diferenca entre eles: quando um sitio magnético estd
ausente (p = 0) teremos automaticamente quatro ligacdes au-
sentes.

Se em uma dada matriz ndo magnética introduzirmos aleato-
riamente por substituicio uma pequena quantidade de ions,
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certamente a magnetizacao deste sistema serd nula- mesmo em
T = 0. A medida que aumentamos a concentracio p de fons
magnéticos, pequenos aglomerados serdo formados. Quando p
cresce ainda mais, estas ilhas magnéticas vao se unindo. Para
T = 0, em p = p,, estas ilhas estardao conectadas e teremos
entdo um fenémeno coletivo, uma ordem de longo alcance. O
sistema percolou, e p. é a percolacao critica.

Considerando explicitamente o nosso hamiltoniano, teremos

2
H=-JS > &Si=—-JSy,
i=]
onde £y = 1, pois na auséncia do sitio central teriamos um
aglomerado de spins isolados e v = £7_; €;5;.
O fator de campo é dado por:

e/t

A(+)(’)’) = e,y/t + 6_7/t,

onde t = (8J)7L.
De maneira equivalente ao item anterior obtemos que

f(P,p) = EOCZPZ‘”(I —-p)" LZOPZ"“(I — P)¥ x
k
S C_ AWMz —n—2D).
=0

Na figura 3.4 mostramos os resultados da andlise da relagio
de recorréncia para varios valores de z. Para z = 4, obtive-
mos a percolagao critica p. = 0,428... que pode ser comparado
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Figura 3.4: Diagrama de fases do modelo de Ising com diluicao
aleatéria de sitios, para diversos valores de z.

com p, = 0,5927... obtido para a rede quadrada [22, 59]. Para

z = 6 obtivemos p. = 0,292 ... numa razodavel concordancia com
os resultados de Monte Carlo[36] numa rede cibica simples,

p. = 0, 3116.

3.5 Modelo de Ising com anisotropia aleatoria

Consideremos o hamiltoniano dado por:

N
H=—JZSiSj+ZDiSi2,

(,3) =1
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onde J > 0 ¢ a interagdo de troca, (i,7) é a soma sobre todos
os pares de sitios; S; = 0,£1, e a anisotropia D; sao varidveis
aleatérias independentes com uma distribui¢do de probabilida-
des dada por

p(D;) = p6(D; — D) + (1 — p)6(Dx).

O hamiltoniano pode ser escrito como:

¥4
H = —JSe0 + DoS§ + Y D;S?,
i=1
onde o = X7 5;.
Os fatores de campo sao definidos como anteriormente e tém
as formas

e(O’/Z—do)/t
Al0) = e T el~o/z=d)jt 1 1°
A(_) _ e(_a/z_do)/t
(0) = Sorar a1
1
B(o) =

elo/z—do)/t + el—0/2=do)/t + 1

onde t = (28J)7}, dy = Dy/zJ, A(c) e A17)(o) sdo os fatores
de campo quando o sitio central for Sy = +1 ou Sy = -1
respectivamente, e B(c) é o fator de campo quando Sy = 0;
ou seja é a probabilidade do sitio central ter o valor Sp = 0
quando os spins da borda tiverem um valor definido por o.
Obviamente deveremos ter que A(o) + A7) (g) + B(o) = 1.
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Como nos itens anteriores, estamos interessados em calcular
a degenerescéncia do fator de campo. Ou seja: calcular quantas
posiveis configuracdes de spins da borda existem para um dado
o. Consideremos uma dada configuracao de spins que tenha
n spins com S; = 0; k spins com S; = +1 e 2z — n — k spins
com S; = —1. O ndmero de configuragdes N;(z,n, k) tal que
tenhamos a mesma magnetizacgao total o é dado por

2!
nlk!(z — n — k)!

ondeoc=k—-—(2—n—k)=-z+n+2k.

Podemos entdo concluir que a probabilidade f(P, Py) do spin
central ser positivo no tempo ¢+ 1 quando no tempo ¢ os spins
da borda tém a probabilidade P, P_ e P, de terem o valor +1
—1 e zero, respectivamente, é

Ne(z,n, k) = =C}C; s

f(PR) = 3 CIF X

n=0
Y Ck_PH1 = P — By A(—2 4 n + 2K),
k=0

onde ja estamos considerando que P_ =1 — P — P é uma varia-
vel dependente. De maneira similar, a probabilidade fo(P, Py)
do spin central ser nulo sera:

fo(P,Py) = Y C}Fy x

n=0

Y Ck PE(1— P — By)* ™ *B(~z 4+ n + 2k).
k=0
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Seria redundante mencionar a probabilidade f_(P, Py) do
spin central ser Sp = —1 pois:

f(PvPO) + f—(PvPO) +f0(PaPU) =1,
como pode ser comprovado facilmente usando-se a relagao
A(o) + A9 (o) + B(o) = 1.

Uma grandeza que tem um apelo intuitivo maior que P é a
magnetizagdo por spin m, onde

m=P-P_=2P+F,-1.

A grande vantagem de trabalhar com o pardmetro de ordem
m e com Py é que este dltimo é a probabilidade do spin ser nulo.
Quando P, é nulo (ou pequeno) o sistema é do tipo Ising, pois
neste caso os estados importantes sao S; = %1.

Uma outra escolha,talvez mais usual,seria Q,onde,

Q=P+P. =1-h,

ou seja,
Q+m
P = ,
2
p = 9™
2

Para concluir estas transformacoes, vamos considerar

g(m’Q) = f+(P’ PO) - f—(PaPO)a
gO(m’Q) f+(PaPO)+f—(PaPO)a
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onde g(m,Q) é a magnetizacdo de um sitio no tempo ¢ + 1,
quando num tempo t os seus z vizinhos tiverem S; = +1 com
probabilidade P e S; = 0 com probabilidade F,.

Lembrando que A(™)(¢) = A(—0) os fatores de campo terdo
a forma:

) 2e~%/tsenh (o / 2t)
A(o) = A(o) — A(-0) = 2e~%/tcosh(o [zt) + 1
2e~%/tcosh(a /2t)
2e~d/tcosh(o/zt) +1°

B(o) = A(o) + A(—0) =

Até agora fizemos consideracées supondo apenas uma rea-
lizagdo da anisotropia. Estamos portanto calculando a ma-
gnetizacdo para valores fixos da anisotropia. Ao considerarmos
a distribuicao de probabilidades da anisotropia estamos calcu-
lando uma média temperada tipica. Isso é feito facilmente pois

A(0'7 b, d, t) = / H dDip(Di)A(J’p’ Di’ t),
1=1

B(o,p,d,t) = [ II dD;p(D:)B(o,p, D:, t),
1=1

onde d = D/zJ. Obtemos
A(o,p,d,t) = 2senh(o/2t) x

pe~ N 1-p
2e~4/tcosh(o/zt)+1 2cosh(o/2t)+1)°

B(o,p,d,t) = 2cosh(c/zt) x

pe~ /! N 1-p
2e~4/tcosh(o/2t)+1 2cosh(o/zt)+1)’
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~

onde por simplicidade usaremos apenas A(c) e B(o).
Temos finalmente que

z Cn
g(m, Q) = > zzf’_n(l - Q)" x
n=0
T (Q+m)H(Q — m) " FA(—2 4 n + 2k),
k=0
z Cn
go(m, Q) = Z_% 2zfn(1 - Q)" x

Z‘Z:an_n(Q +m)*(Q — m)* ™ FB(—z +n + 2k).
k=0

No limite de coordenacao infinita nds recuperamos os resul-
tados de campo médio (Apéndice D.1 e Capitulo II).

Para encontrar uma eventual linha de transi¢ao de segunda
ordem, vamos expandir g(m, Q) em uma série de poténcias de
m em torno de m = 0.

Nés obtemos (Apéndice D.2)

g(m> Q)= A+ Am+ ./427712 + A3m3 + A4m4 + _A5m5 W

onde A; = A4;(Q).
A linha de segunda ordem é definida por:

Q" = 90(0,Q"),
Al(Q*) = 17
Ag(Q*) < 0.

Para encontrar o ponto tricritico sobre essa linha deveremos
impor:
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A3 (Q7) = 0,
As(Q") > 0.

Numa regido em que a transi¢ao for de primeira ordem,
a curva definida por A4;(Q*) = 1 e A3(Q*) > 0 nos daréd o
limite de estabilidade da fase paramagnética. Encontramos o
limite de estabilidade da solucao ferromagnética usando iterati-
vamente o mapa bidimensional, com um valor inicial que carac-
terize esta fase: P =1 e Py = 0; que significa: m = Q = 1. Os
limites de estabilidade se encontram suavemente em T = T;,.

Este modelo ja foi analisado na aproximagao de campo mé-
dio [5, 15|considerando o limite de coordenagdo infinita. S&o
obtidos quatro tipos de diagramas de fases qualitativamente
distintos & medida que a diluicao p varia.

Quando p = 1 existe uma linha de transicdo de primeira or-
dem para T < Ty, e para T > T;, temos uma linha de transicao
de segunda ordem(tipo I).

Quando 0,982 < p < 1 (tipo II), o diagrama é semelhante ao
anterior, a diferenca é que surge uma regiao com fase ordenada
para T pequeno e D grande, separada da fase desordenada por
uma linha de transicdo de segunda ordem. Quando p=1 o
campo cristalino atua em todos os sitios. Portanto se a energia
térmica for pequena (T" — 0), quando D for grande, o estado de
spin privilegiado em cada sitio serd S; = 0. Em campo médio
- ou interagdo de alcance infinito - todos os spins interagem
entre si. No limite de coordenagdo infinita, se a dilui¢ao for um
infinitésimo diferente da unidade, existird um nimero finito de
sitios onde D = 0 e nestas circunstancias(7" pequeno e
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Ferro Ferro
kT/zJ kT/2J
TipoI - p=1 Tipo II - 0,982<p«1
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kT/zJ kT/zJ

TipoIL-0,888... <p€0,982 Tipol¥ - O<p<0,888...

Figura 3.5: Diagramas de fases do modelo de Ising com anisotropia
aleatéria para diversos valores da concentracao p, na aproximacao

de campo médio.
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Figura 3.6: Diagrama de fases do modelo de Ising com anisotropia
aleatodria para z =3 ep=1.

D grande)os estados de spin privilegiados nestes sitios serdo
S; = 1. Essa é a razdo da caracteristica em comum dos dia-
gramas de fases para p < 1.

Quando 0,888.-- < p < 0,982 (tipo III) temos um ponto
critico terminal duplo(DCEP) dentro da fase ordenada e dois
pontos criticos terminais(CEP).

Quando 0 < p < 0,888 -- (tipo IV) temos apenas uma linha
de segunda ordem separando as fases ordenada e desordenada.

Como vamos usar a expansdo de g(m, @) em série de potén-
cias de m, sempre que nos referirmos ao sinal de 43(Q*) ou
As(Q*) estard implicito que ele foi calculado sobre a curva
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Figura 3.7: Diagrama de fases do modelo de Ising com anisotropia
aleatoria para z = 3 e p = 0,45.

A;(Q*) = 1. Esta curva serd uma linha continua nas figuras
de 3.6 até 3.10, enquanto os limites de estabilidade serao linhas
tracejadas. Através da construcao de Maxwell poderiamos
construir a linha de transicido de primeira ordem entre os li-
mites de estabilidade calculados.

Para z = 3 obtivemos apenas os diagramas do tipo I e
tipo IV. Quando 0,6667 < p < 1 encontramos o diagrama do
tipo I pois A3(@Q*) > Opara T < Ti, e A3(Q*) < OparaT > T;,
(Figura 3.6). Quando 0,4842 < p < 0,6667 o valor de A3(Q*)
¢ sempre negativo, mas em baixas temperaturas a anisotro-
pia critica é sempre finita. Quando 0,4842 < p < 0 o valor de
A3(Q*) é sempre negativo, o que equivale a dizer
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Figura 3.8: Diagrama de fases do modelo de Ising com anisotropia
aleatoria para z =10 e p=0,95.

que a transicdo é sempre de segunda ordem (tipo IV). Em
baixas temperaturas o sistema é ferromagnético(Figura 3.7).

Para 3 < z < 8 os diagramas de fases sdo qualitativamente
equivalentes. ' .

Nés analisamos numericamente sistemas com até vinte vi-
zinhos. Encontramos resultados similares quando variamos o
nimero de coordenacgao a partir de z = 8.

Vamos mostrar a seguir os resultados para z = 10,onde en-
contramos diagramas dos tipos I, IIe IV. Quando 0,835 < p <1
encontramos o diagrama do tipo I, pois A3(Q*) > 0 para
T<T, e A3(Q*) <0 para T > T; (Figura 3.8). Quando
0,765 < p < 0,835 encontramos o diagrama do tipo II.
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Figura 3.9: Diagrama de fases do modelo de Ising com anisotropia
aleatéria para z =10 e p = 0, 80.

Quando T é grande A3(Q*) é negativo. A medida que
diminuimos a temperatura ele passa por um zero (T = T},)
tornando-se positivo, e passa novamente por outro zero tornan-
do-se negativo outra vez.

Como jé foi dito A3(Q*) < 0 é uma linha de segunda or-
dem. Na vizinhanca da regido onde A3(Q*) > 0 nds temos
diversas curvas que sdo limites de estabilidade. A prépria
curva A3(Q*) > 0 é o limite de estabilidade da fase desordenada
(Figura 3.9). Acima dela encontramos o limite de estabilidade
da fase ordenada. No interior da fase ordenada encontramos
os limites de estabilidade das fases ferro I e ferro II. Quando
0 £ p < 0,765 encontramos o diagrama do tipo IV pois 43(Q*)
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Figura 3.10: Diagrama de fases do modelo de Ising com anisotropia
aleatdria para z=10e p=0,75.

é sempre negativo (Figura 3.10) e temos uma linha de transi-
¢ao de segunda ordem.

Quando z < 8 encontramos os diagramas do tipo I e IV.
Analisamos até z = 20, e para 8 < z < 20 encontramos os
diagramas dos tipos I, Il e IV.

Para z finito nds temos um mapeamento bidimensional onde
m e ) sdao varidveis interdependentes. No limite de coor-
denacdo infinita temos um mapa unidimensional para m e
Q@ = Q(m). Certamente reside neste fato a diferenca entre
os resultados para z finito e z infinito, onde no ultimo caso
temos o diagrama do tipo III, ausente para z finito.

Quando analisamos este modelo no limite de coordenagao
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infinita ele apresenta uma enorme riqueza de nuances & me-
dida que a diluicio varia. A medida que N diminui, esta
riqueza torna-se menor. Para uma dada diluigdo, o nimero
de sitios com anisotropia nao nula varia - obviamente - com N.
O tamanho destes aglomerados anisotrépicos N, define as pro-
priedades do sistema. Quando N é grande, o tamanho relativo
destes aglomerados N,/N varia mais suavemente que quando
N for pequeno.
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Capitulo 4

Modelo de Ising com spin
S=3/2

O modelo de Ising com S = 1, incluindo termos de troca bi-
quadraticos e anisotropia de campo cristalino, conhecido como
modelo de Blume, Emery e Griffiths [6] teve um papel impor-
tante no desenvolvimento da teoria do ponto tricritico.

Um caso especial deste modelo, conhecido como modelo de
Blume[8] e Capel[12] foi analisado anteriormente neste tra-
balho.

Tem havido poucos trabalhos sobre o modelo de Ising com
spin semi-inteiro S > 3/2. Como nesse caso nio temos o es-
tado S; = 0, imaginava-se que nao existiriam fenomenos mul-
ticriticos na presenca de uma anisotropia de campo cristalino.
Considerando-se a aproximagao de campo médio, a linha de
transicao ordem-desordem é inteiramente de segunda ordem.
Mas s6 recentemente[33, 48] foi despertado o interesse para se
analisar o interior da fase ordenada.

Como ja foi mencionado, a possibilidade de analisar um mo-
delo de vidro de spins com uma transi¢ao de fases de primeira
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ordem nos motivou a estudar este hamiltoniano de Ising com
S = 3/2 e anisotropia de campo cristalino, com interacdo de
troca que envolvesse elementos de aleatoriedade.

Como veremos a seguir, no caso puro, no modelo de van
Hemmen e no modelo de Hopfield encontramos uma transigio
de primeira ordem no interior da fase ordenada.

4.1 Caso puro - solucao de campo médio

Recentemente este modelo foi objeto de estudo de véarios
autores(33, 48].
Consideremos o hamiltoniano:

J [N 2 N

=1

onde J > 0 é a interagao de troca e N é o nimero de sitios.
A funcao de particao desse sistema tem a forma:

BJ (N \? N
=1 =1

Usando-se a identidade gaussiana

o< d 2
exp {Aa?} 2/_; %exp {—%+\/2/\ax},

encontramos
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1 00
ZzﬁTr/_;

Definindo uma nova varidvel m = (2/8JN )2z teremos

2 BI & o2
exp{ —z° + 2z ——=>.S;— D> S7;.
2-Nri=l =1

NBI\Y? 4o BJN
Z_(27r) /_oodmexp{—2m}x

Trexp {%(ﬁJmSi - ﬁDSf)} :
=1

Mas

Trexp

%(wmsi -~ ﬁDS}’)} =

1=1
= {Trexp [8JmS; — BDSY}"
= exp{N In[Tr exp(BJmS; — BDS?)]}.
A funcao de particao podera ser escrita como :

Z= (%)1/2/_+oodmexp{—§f(m)},

oo

m2

f(m) = - tIn{Tr exp[(mS — dS?)/t]},
ondet=(8J)led=D/J.
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No limite termodindmico, esta integral pode ser avaliada
usando-se o método de Laplace[54]. O extremo de f(m) acon-
tece quando

_ Tr{Sexp[(mS — dS?/t]}
~ Tr{exp[(mS — dS?/t]}

Particularizando para S = 3/2, teremos:

m? d 3m m
— _ —d/4t | ,—2d/t
f(m) 5 tln {26 [e cosh (_215 ) + cosh (—Qt)] } ,
e o extremo de f(m) sera dado por

o 3e~24/%senh(3m/2t) + senh(m/2t)
~ 2e~2d/tcosh(3m/2t) + 2 cosh(m/2t)

Para calcular a linha de transicio ordem-desordem, vamos
expandir f(m) em uma série de poténcias em torno de m = 0.
Como f(m) é par em m, essa expansao s6 terd poténcias pares
de m

flm) = Ap + Aym? + Am* + - -

onde:

Ay = Z. — tIn[2(e™*¥* + 1)),

1 9e~24/t 4+ 1

Ay == — ,
T2 st(e~¥lt41)
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3244/t 4 (Te~2/t 4 1)?
192t3(e~24/t 4 1)2

A curva A; = 0 d4 o limite de estabilidade da fase parama-
gnética. O eventual ponto tricritico existird quando ao longo da
curva anterior tivermos A4 = 0. Como A4 > 0, a curva Ay =0
é uma linha de transicdo de fases de segunda ordem. Essa
curva pode ser expressa como

t 9 — 4¢
d==1In ( ) .
2 4t — 1
Para analisar o estado fundamental, vamos considerar f(m)
em baixas temperaturas. Como f(m) é uma funcéo par de m,
vamos analisar apenas m > 0. A energia livre terd a forma:

Ay =

m2 m d Y
f(m)=7—5+z—tln[1+e( 2)/t].

Quando t = 0, estritamente, teremos:
i)para m < 2d

m2 m d
fm=5-3%7
of R

Logo para d > 1/4 a solucdo m = 1/2 é estdvel, com energia
livre dada por :

flm=1/2)=— +§'

COo| 1=
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ii)param > d

m? 3m 9d
fm)="% -3 +7
gi=0:=>ﬁz=§.
om 2

Logo para d < 3/4 a solugdo m = 3/2 é estavel, com energia
livre dada por :

9 9d
f(m = 3/2) = —g + —4—

Tendo em vista as formas de m = 1/2 e m = 3/2, percebe-
se claramente que existird em t = 0 uma transicdo de fases de
primeira ordem para d. = 1/2. Analisando numericamente a,
energia livre para outros valores de temperatura, nos tragamos
a linha de transi¢do de primeira ordem. O diagrama de fases
completo deste modelo se encontra na figura 4.1 onde a fase
ordenada se caracteriza por ter o parametro de ordem m # 0.

4.2 O modelo de van Hemmen

A partir dos trabalhos de Mydosh e Canella [39], houve um
empenho muito grande dos fisicos estatisticos para encontrar
um modelo tedrico que explicasse aquelas experiéncias. Con-
comitante ao trabalho de Thouless, Anderson e Palmer [53],
houve a andlise de Sherrington e Kirkpatrick [34] que sera estu-
dada no item seguinte. Devido as peculiaridades desta tltima
andlise, houve diversas propostas alternativas. Entre elas a de
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Figura 4.1: Diagrama de fases dos modelos de Ising(campo médio),
de van Hemmen e de Hopfield.

van Hemmen [2, 26, 28], que propde um modelo de solugio

muito mais simples que o de Sherrington e Kirkpatrick.
Curiosamente este modelo apresenta um diagrama de fases

idéntico ao modelo puro (com varidveis adequadamente re-

definidas). Neste modelo com elementos de aleatoriedade, a

magnetizacdo é nula. O pardmetro de ordem ¢ serd definido a

seguir, e a fase ordenada se caracteriza por g # 0.
Consideremos o hamiltoniano

J N
H=—= 3 (&n; +&m:)S:iS;+D Y. S},
N @5 =1
onde J > 0 é a interagdo de troca,(i, j) é a soma sobre todos os
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pares de sitios e &; e n; sdo varidveis aleatérias independentes
com a mesma, distribui¢ao de probabilidades, definida por

P(1s) = {801 — 1)+ 8(us + 1),

Vamos colocar 0 hamiltoniano em uma forma mais conve-

niente,
N N
e (o) (Evs) o) ()]
+D 2 S?,
1=1
Definindo
N N
=3 &S; e Sa =) niS;,
=1 =1
encontramos
H=-=8S+D> S
N =1
Como

1585 = (S +S) ~ (8- 8,
a funcao de particao tera a forma
8J N
Z =Trexp [—(81 + 82)2 N(Sl - 52)2 - DY Siz .
1=1

Usando a identidade gaussiana, definida anteriormente, tere-
mos

Z = %/dar:/dyTrexp{—ar:2 —y?
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BJ
4N

BJ

1/2 N )
- ) (51—52)—51)];5].}.

1/2
+2x ( ) (S1+ S2) + 2dy (

Redefinindo as varidveis de integracao ,
z=(BIN)/’q e y=(BIN)" g,
temos

JN
Z= ﬂ /dqlquzTTexp{ BIN (g} + g3)

N
+5Jq1(51 + 82) + iﬂJqZ(Sl - 52) - 8D z:l 512} .
j=

ou ainda

Z= éJ—N/dtzlquzexp{ BIN(gi + g3)} X

N
Tr I] exp {BIq1(&; + n;)S; +iBJga(&; — ;) S; — ﬁDSJ?}'

j=1
Por outro lado
T s, s s s
Tr [] e%i% = Trie® 51 Trye®5 ... T'r ye®non,
i=1
Como os spins S; aparecem de maneira idéntica e sem interacao
entre si, temos

N N
Tr [ e%% = Tr ] %%

A7
= exp {N-]lv S ln [Treaéfs]} :

i=1
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No limite N — oo podemos usar a lei dos grandes numeros e
obter

N
Tr ] e%% = exp {N (In Tre®®) £} :

j=1

A funcao de particdo terd entdo a forma

J
zZ = f—N/dql/dqzexp{—ﬂJNf((h,‘h)},

onde

fla,q2) = ¢ + ¢

—Blj (In Trexp{BJ (€ + n)q1S + iBJ (€ — n)g2S — ﬂDS})EﬂI .

A integracdo anterior serd calculada pelo método de Laplace.O
extremo de f(qi,¢2) acontece para

1 <Tr(£ +1)S exp{BJ (£ + )i S +1B8J(§ — 1)GS — ﬂD52}>
2\~ Trexp{BI(E+n)@iS+iBI(E —n)@S — BDST} [,

P <Tr(£ — n)S exp{BJ(§ +n)diS +iBJ(§ — n)GS - ﬂD52}>
272 Trexp{BJ (£ + n)@iS +iBJ(€ — n)§S — BDS?} /.,

Pode ser mostrado[26], para esse caso genérico, que no ex-
tremo de f(q1,q2) teremos ¢ = 0.

Considerando a distribuigao de probabilidades bimodal, en-
contramos

1
fla,q2) = &&+¢5— w—Jln Trexp{26Jq:S — BDS?}
]. . 9
—%ln Trexp{2i3Jq,S — BDS*}.
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O extremo de f(q1,q2) é dado por

. lTrSexp{Z,BJq]S - ﬁDSz}
N O Trexp{28JG,S — BDS?}

_ i TrSexp{2i8JG:S — BDS?}
= S Trexp{2iBJ @S — DS?}

Considerando S = 3/2, obtemos

f(d1, 62) = ¢.® + di*

-% In{e~%*[2¢=2/* cosh (34, /t) + 2 cosh(dy/t)]}

2
-3 In{e~Y*4[2e=% cos(34a/t) + 2 cos(da/t)]}.

E facil perceber que f(d1,d2) = fi(d1) + f2(d2). Para inves-
tigar o limite de estabilidade da fase desordenada, vamos ex-
pandir f1(qd1) e f2(g2) em uma série de poténcias em torno de

zero. Como ambas sdao fungdes pares, teremos:

fild) = Ag + Asdi® + Aggi* + - -

f2(q~2) = BO + qu.’22 -+ B4q~24 4+ ...

onde

d t
Ao =B, = 3~ 51n[2(e‘2d/t + 1)],

65



9e~24/t 41

=1-
A2 at(e~24/t + 1)’

9e~2¢/t 41

By =1 :
2=t G )

32e~44 4 (Te=24t 4 1)?

=B, =
As =By 2413 (-2t 1 1)?

Como B, e B4 sao sempre positivos, a tunica solu¢do possivel
é g2 = 0, como ja tinhamos antecipado.
Fazendo ¢; = ¢, a energia livre toma a forma

d t )
flg) = q2+z—-2-ln(2e 2/t 4 2)

_% In[2e~%%/t cosh(3¢/t) + 2 cosh(g/t)],

onde

_ 1 3e7?#/'senh(3¢/t) + senh(g/t)
"~ 22e~2d/tcosh(3q/t) + 2 cosh(g/t)’

e aindat= (8J)"'ed=D/J.

Como A4 > 0, a curva Ay =0 é a linha de transicdo de
segunda ordem entre as fases ordenada e desordenada, dada
pela curva

q

dc=31n(9—4t).
2 " \4t — 1

Analisando o estado fundamental, encontramos que em t = 0:
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i)para d > 1/4 a solugdo ¢ = 1/4 é estdvel, com uma energia
livre dada por:

d 1

flg=1/4) =7 -

ii)para d < 3/4 a solugdo ¢ = 3/4 é estdvel, com uma energia
livre dada por:

f(q=3/4)=—__18'

Comparando as energias livres destas duas solugdes encon-
tramos que existird uma transicao de fases de primeira ordem
para d. = 1/2.

Uma coincidéncia extremamente curiosa € que os diagra-
mas de fases dos modelos de van Hemmen, de Hopfield (item
seguinte) e da solugdo de campo médio (item anterior) sdo

exatamente os mesmos, com as variaveis adequadamente re-
definidas (Figura 4.1).

5d 9
4

4.3 O modelo de Hopfield

O modelo de Hopfield[30] é analisado com a expectativa de
explicar as fungoes cerebrais, e de possiveis aplicagoes em certas
dreas de desenvolvimento da inteligéncia artificial{3]. A fungéo
biolégica do cérebro é simplificada, de modo a considerar-se
que cada neurtnio responde a um impulso continuo de duas
maneiras possiveis: sim ou nao. Essa resposta é considerada a
atividade do neurdnio, que pode ser descrita como uma variavel
bindria: zero ou um, ou como uma variavel de spin S; = +1.

Os neurénios interagem entre si via um mecanismo repre-
sentado por J;;, definido por:
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L ngn
=Z€z YR
p=1

onde {¢*} = (&,8&5,...,Ek) representa um padrio memori-
zado; p rotula as diferentes memorias e £ sdo varidveis aleatd-
rias independentes com mesma distribuicdo de probabilidades.

O modelo de Mattis com interacdo de longo alcance é um
caso particular deste modelo para p = 1 padrao.

Como o modelo de Hopfield para p finito pode ser resolvido
sem a utilizagdo do truque de réplicas, nos sentimos motivados
a analisar este modelo para S = 3/2 e p = 2 padroes.

Consideremos o hamiltoniano definido por:

H=- Z(€z€]+77177])55 +DZ
N(m)

onde J > 0 é a interagdo de troca, (¢,7) é a soma sobre todos
os pares de sitios e as variaveis &; e 7; definidas anteriormente
tém distribuicdo de probabilidades dada por:

Pu:) = %{5(%' ~1)+6(p +1)}.

O hamiltoniano pode tomar a forma:

2 g7 (N 2 N
H=- oN (Z& ) "m(igﬂisi) +Di=215i-

Usando a identidade gaussiana, podemos expressar a funcao
de parti¢do do seguinte modo:
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= %/dac/dyexp{—:cz——y2

+2x(2ﬂ;)1/2§&s +2y(;{7)1/2’_}%1 S — /30252}

Fazendo uma nova mudanca de variaveis, teremos:

Z = NﬂJ / dQ / dQ: exp{

NBQ _ NG\
2 2

N
T'rexp {+ﬂJQ1 Y &Si+ BJQ2Y_m:S; — 8D % 5,2} -
1=1 =1 =1

Usando a lei dos grandes numeros de maneira equivalente
ao que foi feito no item anterior, encontramos:

NﬂJ

Z = /dQlfsz exp{~NBJf(Q1,Q2)},

onde

2 2
f(Ql,Q2)=%+%

37 <1n Trexp {BJQ1£S + BIQanS — BDS*}), .

Finalmente, fazendo uma iltima mudanca de varidveis :

Q1+ Q2
2 b
Q1 - Q
2 b

q =

qr =
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encontramos

f(QIaq2) = Q% + q%

1
BJ
Como nas situacoOes anteriores, vamos usar o método de

Laplace para avaliar a integral da funcao de particao. Os va-
lores ¢ € ¢o que extremizam f(qi,g2) sdo:

(InTrexp{BJ(§ +ma:S + BI (€ - n)asS — ADS?), .

.1 <T7‘(€ +m)S exp{BJ(§ +n)@1S + BI(E — n)¢2S — 6D52}>
2 E.n,

« Tr exp{BJ (€ + 1)1S + BI (€ — n)§S — BDS?}
P <TT(£ —n)Sexp{BJ( + )¢S + I — )25 — 6D52}>
2= 3 Trexp{BJ(£ +n)d1S + BJ(€ — 1)§S — ADS?} -

Considerando a distibuigdo de probabilidades bimodal, definida
anteriormente, encontramos:

fla,q) = ¢+
1

_2ﬂ—J
1
_2B—J

InTrexp{28Jq,S — BDS?}
InTrexp{28Jq.S — BDS?}.

onde é facil perceber que a energia livre é composta de duas
fungoes iguais e somadas, uma de q; e a outra de gs.
O extremo de f(qi,g2) acontece para:
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_1TrS exp{28JqS — BDS?}
9= S Trexp{28JqS — BDS?}’

onde ¢ = ¢; = g2, e neste extremo a energia livre tem a forma:

1
8J

Particularizando para S = 3/2, encontramos:

f(g) = 2¢° - =1InTrexp{28J¢S — BDS’}.

3
flg) =2¢"+ % —tln {26_2d/t cosh (—tq-) + cosh (%)} ;

_ 1 3e~**/*senh(3¢/t) + senh(g/t)
~ 22e~2d/tcosh(3q/t) + 2 cosh(g/t)’

onde t = (BJ)*ed=D/J.

Para encontrarmos o limite de estabilidade da fase desorde-
nada, faremos uma expansio de f(q) em uma série de poténcias
em torno de ¢ = 0.

f(q)=Ao+A2q2+A4q4+-~

q

onde

Ay =9~ tinfa(e 4 1)),

9e~ 24/t 41

=4 —
»AQ t(€—2d/t + 1)7
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A= e )y

De maneira idéntica aos dois itens anteriores, como 44 > 0,
a curva A; = 0 é a linha de transicdo de segunda ordem entre
as fases ordenada e desordenada, dada pela curva:

@:%m(

9 - 4t)
4-1/°
Analisando o estado fundamental, encontramos queem ¢t = 0
i)para d > 1/4 a solugdo g = 1/4 é estavel, com uma energia
livre dada por
d 1
4 8
ii)para d < 3/4 a solugdo ¢ = 3/4 é estdvel, com uma energia
livre dada por

flg=1/4) =

9d 9

fla=3/4) =1 -2

Comparando as energias livres destas duas solugoes, encon-
tramos que existird uma transicao de fases de primeira ordem
em t = 0 para d. = 1/2.

O restante desta linha de transigdo foi obtida de uma analise
numérica, e o diagrama de fases encontra-se na figura 4.1 .
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4.4 Vidro de spins com réplicas simétricas

Os resultados obtidos com a aproximacio de campo médio,
com os modelos de van Hemmen e de Hopfield, nos sugeri-
ram a possibilidade da existéncia de uma transi¢do de fases de
primeira ordem, em baixas temperaturas, no interior da regiao
ordenada, quando analisdssemos um modelo de vidros de spins
d la Sherrington e Kirkpatrick.

A partir do final da década de 70,com o trabalho de Kirk-
patrick e Sherrington {49, 34] o conceito de réplicas passou a
fazer parte do arsenal de técnicas da Mecéanica Estatistica para
lidar com problemas que envolvem aleatoriedade.

Apesar das fragilidades diagnosticadas por de Almeida e
Thouless [4] em um trabalho classico, Parisi [47] indicou um
caminho para solucioné-las , inegavelmente o primeiro passo
para resolver o problema usando réplicas.

Dentro do esquema de simetria entre réplicas Kirkpatrick e
Sherrington [34] estudaram o modelo de Ising para spin S = 1/2.
Ainda dentro deste esquema Ghatak e Sherrington {25] e mais
tarde da Costa, Yokoi e Salinas [18], estudaram o modelo de
Ising com S =1 e anisotropia de campo cristalino.

Consideremos o hamiltoniano:

N
H=-)> JijSiSj-l-DZSiz,
(3.9) =1
onde (i, 7) é a soma sobre todos os pares de sitios e a interacio

de troca J;; é uma varidvel aleatdria com distribuicao de pro-
babilidades dada por:

73



N 1/2 N']z2
P(Jij) = (27rJ2) exp (— 2J2]) ,

onde IV é o nimero de sitios e J ¢ a varidncia. Como é de praxe,
vamos analisar o caso temperado, que tem maior relevancia
fisica, simbolizado pela média:

—BF =<1nZ >y,

onde < --- >; representa a média sobre a distribuicdao de pro-
babilidades de J;;
Na esséncia o truque das réplicas consiste em supor que

<Z">;-1
n

<InZ >;=Ilim
n—0

< Z">;=< [[ 29 >y,

a=1

onde Z(® ¢ a funcio de particio da réplica o, definida por

EACHES Tre_ﬁH(a),

e H(®) é o hamiltoniano da réplica a.Ou seja ,

Zn = ﬁz(a)
a=1

—BHW _gH®) —BH™
= Trie pH Troe AH o TrePH

n _ﬁH(a)
= TrJ]e :

a=1
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Como temos N(N — 1)/2 pares de sitios podemos escrever

N \NW-1)/4 NJ;:
<Z'">; = (27“72) Tr/ (zl_]I') dJ;; exp [_ 2J2J] X

exp

BY T J,-js,-st exp [—-ﬂD 3 %(S{’)Z}.

a=1 (i,5) a=11i=1

Temos entdo N(N — 1)/2 integrais independentes do tipo

+o0 NJ2
/_ dJ;; exp{ 577 L+ BJij Z SaSa} —

2w J? 1/2 B2 [ » o oo 2
Logo
B2J? 2 n N ,
< zZ" >J= Trexp _W (Z S"S") - BD Z Z (Sza) .
, (2.5) a=]:1=1

Pode-se mostrar que

5(5s) - glEes] - g fesr
+s IEACHE

n N 5 2 1
£z -3 5
a=1 (=1 a=]1:1=1

Usando-se esta igualdade, teremos
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272 n 2 272 n N
<2 = Trexpill § [2(53)2] LB S sy
4N 421 li=1 4N o1i31
i) ﬂr ST 5§ (ses?
+ XSS = 2 > SES
2N (op) li=t 2N (a,ﬂ)i=1(
n N 9
o0 & 5o}

Usando-se a identidade gaussiana

exp {A\a®} = /+°o\/_exp{——+\/—aa:}

obtemos
dze _ yﬁ _
<Z>; = Ta 2B e=vas/2| x
)= [/ e H/ I J
ﬂ2J2)1/2 N
Trex ZTo(ST
| (55) £ S

BZJZ 1/2 N o
(avﬂ) 1_

BES s - 2L v ssesty

4 a=1i1=1 (a.B) 1=1

DY (S?)z}.

a=]1:=1

Fazendo as mudancgas de variaveis:
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BZJZN 1/2
Lo = ( 2 ) Da,

Yop = (ﬂzij)l/z Gess

e desprezando termos da ordem de N~! frente aos da ordem
de N~1/2, teremos

2 12 A7\ /2
< Z>;= (5 éN) (ﬁzij)n(n—l)/cix

/ H d‘]aﬂ exp{_ﬂzij 9 }

[ I — |

N n N
+ET S 9 0SS! 6D 3 (5?)2} .
(o) i=1

a=1i1=1

Os somatodrios sobre os sitios ¢ aparecem de maneira equiva-
lente em todos os termos, significando que teremos um produto

de N termos com a mesma dependéncia no sitio . Chamare-
mos cada um desses termos de z, e usaremos que

zY = exp{Nlnz,}.
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A energia livre por spin é dada por

— EF_. . < Z">5-1
61 = fim (=) = Jim Jiy == 2=

Assim temos :

~ff = lim llm(nN [ / H dpa]
a-l

—Om n—)

[./ H qaﬁ] {exP [—NFn(paanxﬂ)] - 1} )

(a, ﬂ)

onde

52J2 n ﬁ2J2

Fn(paa Qaﬂ) = Z Z qaﬂ In z,
4 e (@h)
e
2J2
2 = Trexp Zpa(5“)2+ﬁ2J2 Y qapSeS?
(ee,B)
_ﬁD Zl(sa)2} )

A maneira padrdo de continuar esta dlgebra (e que causou
controvérsias durante certa época) é inverter os limites N — oo
e n — 0. Quando N tende a infinito o integrando é dominado
pelo seu méximo, ou seja um minimo de Fy,(pq, ¢ap):

exp{—-NF,} -1
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Quando tomarmos o limite n — 0, F;, terd termos da ordem
de n, e devemos considerar que nN é finito e muito pequeno.
Portanto

Fy
_Bf = lim (——) .
n
O Ansatz de simetria entre réplicas impoe que

DPa = P,
o = 4.

Entao

2 712
8f = 2L (07— g?) — lim (1“”).

4 n—=0\ n

Através de uma dalgebra direta, mas longa, onde usamos
novamente a tranformag¢ao gaussiana, encontramos:

B2J? too dr
== (102—(12)—/_c>o ot 210 Z(z),

Bf

onde

Z(x) = Tre PHes,

,82 J2

5~ (P—q)| S

—BHes = BJ/qzS + [—ﬂD +

Ao calcularmos o extremo de f encontramos que
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— Ihatadll —2:2/2¢
p 00 \/‘2—7?8 (.’E),
onde
TrSke=PHtes
Pu2) = g

Particularizando esses resultados para S = 3/2, encontramos

3e*senh(3,/gx/2t) + senh(,/gz /2t)

@, (z) = 2¢26 COSh(3\/§.’I:/2t) + 2COSh(\/6:1:/2t)’
Oy(z) = 9e2s cosh(3\/§$/2t) + COSh(\/a.’E/Zt)

4e% cosh(3,/qz/2t) + 4 cosh(,/qz/2t)’

Z(x) = 2¢%/4 [ez‘scosh (?@) + cosh (—@ﬂ :

2t 2t

t 22
onde t = (8J)"'ed=D/J.

As equacoes acopladas ¢ = Q(gq,p) e p = P(q,p) tém uma
solucao que chamaremos de paramagnética, dada por
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¢ =0

. 9e%" +1
P 4(1+ %)’
onde
d p*
§* = —— + —.
t + 2t2

Vamos analisar em que regides a solu¢do paramagnética é
estavel. Iremos reescrever a equacao de p* de uma forma mais
conveniente:

. 5 p*—2td)
p_Z_ta’nh< 22 )

na qual é possivel perceber que quando ¢ < 1/4/2 nés teremos
trés solucoes.

Os solugoes serao estaveis quando os auto-valores da matriz
M(p, q) forem, em mdbdulo, menor que a unidade.

— ]

(%), (.

onde * simboliza que as derivadas estarao sendo calculadas
paraqg=¢*=0ep=p".
Encontramos

_ 322"
[4¢(1 + €267)]°

My
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Os auto-valores desta matriz quando explicitados em funcao
de p*, tém a forma:

=g (i) (7 -3
1—2t24 p p 4’

x\ 2
A2=(3j.
t

Na figura 4.2 observa-se que para ¢* = 0 o sistema apresenta
trés solucdes quando t < 1/+/2.

A regido de estabilidade da solu¢do parmagnética é determi-
nada por |[\;| < 1e|X| < 1. Nio é dificil mostrar que Ay > Ay,
consequentemente a condigdo de estabilidade é |Az] < 1. Vale
a pena ressaltar que as condigOes de estabilidade de Lage e de
Almeida [35] fornecem condigOes iguais as encontradas ante-
riormente. O limite de estabilidade da solugao paramagnética
é dado por |[X\] =1, que implica em d = d, onde :

1 9 — 4t
c— = ]- ’
a 2P+tn(a—1ﬂ

que neste caso define a linha de transi¢ao de segunda ordem
entre as fases ordenada (¢* # 0) e desordenada (¢* = 0).
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2.0 T
1.5 1
U 1.0 N
0.56
t 1
0.5 —
r -
0 L
2.0 2.5

Figura 4.2: Curvas definidas pela matriz de estabilidade. A curva
A1 = 1 forma um bico , e no detalhe observa-se que as curvas nao
se tocam.

A despeito da espectativa que tinhamos, ndo encontramos
nenhuma transicio de fases no interior da regido ordenada,
quando analisamos numericamente o mapeamento para diver-
sos valores de d e t.

Recentemente da Costa,Yokoi e Salinas [18] analisaram este
modelo para S = 1 e encontraram que em baixas temperaturas
p — q¢ = at, de modo que (p — ¢)/t é finito. Esse resultado e as
conclusoes deste trabalho solucionaram de maneira plausivel
a controvérsia que existia no caso da anisotropia critica da
transicao de primeira ordem em ¢ — 0 deste modelo.

No nosso trabalho encontramos que p — ¢ vai a zero mais
rapidamente que t, ou seja que (p — ¢)/t — 0 quando a tempe-
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t=0.01 |
t=0.05
t=0.15
ol . 1 =0
0.5 0.75 1.0 .25 1.5

Figura 4.3: Vidro de spin de Ising: o parimetro de ordem q versus
a anisotropia, para diversos valores de temperatura.

ratura vai a zero.

Uma anilise das equagdes para p e ¢, nesta regiao de tem-
peraturas, nos dd que em ¢t = 0

= —g—2erf 2d
p’_q—4 \/55 ’

resultado que coincide com a nossa andalise numeérica.

Essa andlise numeérica foi feita de maneira cuidadosa, pois
em baixas temperaturas ®;(z) e ®,(z) apresentam um com-
portamento similar & funcido degrau.

Nés utilizamos um artificio desenvolvido por da Costa, Yokoi
e Salinas [18], definindo uma varidvel zy, onde
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t=0.01 |
t=0.05
£=0.15 —
1 L 1
.25 1.5

Figura 4.4: Vidro de spin de Ising:em baixas temperaturas o
parametro p varia suavemente com a temperatura.Os graficos para
t=0,05et=0,01 sao coincidentes.

xo:%(d-’—’;—q).

Desse modo ®1(z) e ®9(x) ficam com a forma:

@ (z) = g1(x, g, 0, 1),

@2(117) = gZ(xa q,To, t)

Numericamente podemos analisar o mapa bi-dimensional
como um mapa unidimensional do tipo ¢ = Q(q, xo,t) € en-
contrar p = P(q, xo,1).
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1.5 fase desordenada n
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| ordenada i
0 | ] 1 1 |

0O 05 410 15 20 25
t

Figura 4.5: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com
S=3/2.

Para cada par zg e t encontramos q de maneira auto-consis-
tente, entdo calculamos p e através da definicao de zy encon-
tramos d. Este artificio é conveniente pois podemos resolver
uma integral (com um integrando tipo func¢do degrau) de cada
vez, obtendo resultados confidveis de uma maneira mais sim-
ples, que corroboraram os resultados analiticos apresentados
anteriormente.

Na figura 4.3 tragamos o comportamento de ¢ versus d e na
figura 4.4 tracamos o comportamento de p versus d, em ambos
0s casos para varios valores da temperatura {. Como pode-se
perceber, numa regiao o sistema tem um comportamento do
tipo S; = +£3/2 e em outra um comportamento do
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[ Y £=0.05
0.05F -
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0.1 ~_ 'Yl T

'0.15 - ) | — ] ] | 3
0.5 0.75 1.0 1.25 1.5

Figura 4.6: Condicoes de estabilidade de Lage e de Almeida.

tipo S; = +£1/2. Apesar da mudanca de um tipo de comporta-
mento para o outro ser relativamente brusca, nao existe nada
que caracterize uma transi¢ao, como por exemplo uma regiao
em que tivéssemos mais que uma solugao.

Na figura 4.5 tracamos o diagrama de fases deste modelo.
Na fase ordenada existe uma regido estreita para d > 1 onde
o sistema é do tipo S; = £1/2.No restante da regido ordenada
(pricipalmente em baixas temperaturas) o sistema é do tipo
S; = £3/2.

As condigbes de estabilidade de Lage e de Almeida[35], men-
cionadas anteriormente, sao definidas como 7; > 0, onde:
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M= 2t2 _ [:::o _d;v_ﬂ-e_z?/Q [@4(3:) _ @g(x)]Z,
/+w _12/2 [@2( ) _ 4(1)2(3:)4)2(3:) + 3@4(:1:)]

v =t [ e () - ai(e)]

em que os ®;(z) foram definidos anteriormente. Quando ana-
lisamos estas condi¢oes na fase vidro de spin percebemos que,
tal como no modelo de Sherrington e Kirkpatrick, uma delas
(73 > 0) é sempre violada. Para todas as temperaturas que
analisamos (0,01;0,05;0,15;0,50;) a condigdo v > 0 é sem-
pre satisfeita. Na figura 4.6 apresentamos um comportamento
tipico dos ~v;, onde se percebe que para certos valores de t e
d a condicdo v; > 0 é satisfeita. Como ja foi mencionado, na
fase paramagnética estas condicOes sao satisfeitas e produzem
resultados iguais aos obtidos através da andlise da matriz de
estabilidade M(p, q).
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Capitulo 5

Sistemas desordenados de
tamanho finito

A Fisica Estatistica tem usado vdrias técnicas para analisar
sistemas com aleatoriedade. Algumas delas estdo presentes
ou foram mencionadas neste trabalho. Young e Kirkpatrick
[58] utilizaram uma técnica extremamente simples que fornece
resultados surpreendentes. Considera-se um sistema com um
numero N finito de spins e calcula-se exatamente a grandeza
f~n de interesse, por exemplo a energia interna. A partir do
conhecimento de como essa grandeza escala com N, ajustam-se
os pares de pontos fy e N® com uma reta, onde « é o expoente
de escala. Quando extrapolamos esta reta para N — oo temos
(em principio) o limite termodindmico de fx.

Nés estudamos o estado fundamental de dois modelos mos-
trados a seguir.

5.1 Modelo com anisotropia aleatoéria

Consideremos o hamiltoniano
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N
H=-JY SiS;+Y DS,

(4.9) =1
onde J > 0 é a interagdo de troca, (z, ) é a soma sobre todos os
pares de sitios, S; = 0,%1 e as interagdes de campo cristalino

D; sao variaveis aleatdrias independentes com distribuicao de
probabilidades dada por

P(D;) = pb(D; — D) + (1 — p)6(D;).

Como todos os spins interagem entre si, para um dado valor
da concentracdo p todas as possiveis escolhas da matriz {D;}
sao equivalentes no caculo do estado fundamental. Isso é facil
de perceber se considerarmos que a um dado valor de p teremos
n = pN sitios com D; = 0. A diferenca entre duas matrizes
{D;} com a mesma dilui¢do p é que trocamos a posicao relativa
de alguns dos D;. Como todos os spins interagem entre si do
mesmo modo, nao existe nenhuma diferenca topolégica entre
o sitio ¢ e o sitio k. Portanto nao alteramos a energia interna
do sistema se trocarmos D; por D; desde que mantenhamos p
fixo. E entdo suficiente efetuar os célculos para apenas uma
escolha de {D;}.

Encontramos que a energia interna escala com N~1[58].

E conhecido [14] que temos uma transi¢ao de primeira ordem
em T = 0 e a anisotropia critica d. = D./NJ é dada por

Q:l—%
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Nos analisamos este modelo para 2 < N < 15, e ajustamos
uma reta para os pares de pontos d.(N) versus N~!, usando
o método dos minimos quadrados. Extrapolando os resulta-
dos para N — oo, encontramos d. € o erro associado a essa
extrapolacao.

Nés obtivemos d.=0,7497+0,0008 para p=1/2 e
d. = 0,8321 £ 0,0003 para p = 1/3 em 6tima concordancia com
o resultado analitico mencionado.

5.2 Modelo com interacoes aleatdrias

As propriedades dos vidros de spins em baixas temperaturas
sdo dificeis de estudar e as caracteristicas do modelo a seguir
tém gerado controvérsias[17]. No entanto obtivemos resultados
compativeis com o trabalho de da Costa e colaboradores[18].

Consideremos o hamiltoniano

N
H=- Z J,‘]‘S,'Sj+DZS,?',
(3.9) =1
onde (z,j) é a soma sobre todos os pares de sitios, S; = 0,+1
e as interacoes de troca sao varidveis aleatorias independentes

com distribuigdo de probabilidades gaussiana dada por

N \1/2 NJ?
’P('JZJ) = (271_']2) €xp {_ 2,]2] }9

onde N é o numero de sitios e J é a varidncia.

O estado fundamental consiste da configuracgao de spins com
a qual se obtém a menor energia livre em 7 = 0. Para uma
dada escolha da matriz {J;;} e de um valor da anisotropia D,
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procuramos entre todas as configuragoes de spins qual a que
corresponde a menor energia interna.

E sabido que o sistema apresenta uma transicio de fases de
primeira ordem em baixas temperaturas. Em T = 0 quando
d < d. o sistema estd ordenado e seus spins se encontram em
um dos dois estados S; = %1, onde d = D/J. Se d>d. o
sistema estd na fase desordenada, que nessa temperatura se
caracteriza pelo fato dos spins estarem no estado S; = 0.

Nés analisamos este modelo para 5 < N <12, e para cada
valor de N tomamos uma média sobre seiscentas matrizes {J;;}
definidas anteriormente.

Como no item anterior, ajustamos os pares de pontos d (V)
versus N~1/2 com uma reta, usando o método dos minimos
quadrados.

Para cada N calculamos a média da anisotropia critica,
considerando as seiscentas matrizes {J;;} e o correspondente
desvio médio padrao. Com a extrapolacdo das médias e do
desvio médio padrao encontramos d. quando N — oo.

Encontramos que a energia interna escala com N~1/2[58] e
obtivemos

d. = 0,958 £ 0,095

em concordancia com os resultados mais recentes obtido por da
Costa[18] considerando réplicas simétricas, d. = 0, 8999003 . ..
e d. = 0,8843... considerando o primeiro estigio de quebra
de simetria entre réplicas proposto por Parisi. Esses resulta-
dos se afastam daquele obtido por Ghatak e Sherrington [25],
d.=1/ V27 = 0,39894.... Na realidade Lage e de Almeida
[35] através de um raciocinio heuristico j& haviam proposto
um valor bem maior, d, = \/5/7 =0,7978%8....
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Capitulo 6

Comnsideracoes finais

Na primeira parte deste trabalho estudamos diversos mode-
los de Ising com campos ou anisotropias aleatorios, associados a
uma distribuicao discreta de varidveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas.

Na rede de Bethe, estudamos o modelo de Ising com cam-
po aleatério (S =1/2) e o modelo de Ising com anisotropia
aleatéria (S = 1). Apresentamos relacbes de recorréncia e
encontramos as equagoes que definem os diagramas de fases no
limite de coordenacao infinita da rede.

Propomos uma aproximagao de campo médio dinamico para
estudar o modelo de Ising ferromagnético (S = 1/2), com cam-
po aleatério (S = 1/2), com interacoes aleatérias (S = 1/2),
com dilui¢do de sitios (S = 1/2) e com anisotropia aleatéria
(S = 1). Nesta proposta usamos o algoritmo de banho térmico
para efetuar uma andlise auto-consistente da dindmica de um
aglomerado de spins. A partir dos pontos fixos de uma relagéo
de recorréncia para os parametros de ordem, obtemos os dia-
gramas de fases dos modelos mencionados. Os pardmetros de
ordem obedecem a equagdes polinomiais de ordem z que sdo
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apresentadas para coordenagao z genérica. Calculamos o limite
de coordenacao infinita recuperando os resultados de campo
médio. Apesar dos bons resultados obtidos por esta proposta,
ela se ressente da auséncia de um parametro de ordem que
sinalize a fase vidro de spin. Uma possivel saida seria uma
proposta de Thouless, usada por Oliveira e Salinas[45], que
considera apenas duas réplicas do sistema.

Vale a pena ressaltar a relativa facilidade de obtermos os
resultados da aproximagdo de campo médio dindmico para =
finito, em comparacao com as dificuldades encontradas ao se
utilizar a aproximacao de Bethe.

Na segunda parte analisamos modelos de Ising com S = 3/2
e anisotropia de campo cristalino. Na aproximaciao de campo
médio obtivemos o diagrama, de fases, com uma linha de transi-
¢ao de segunda ordem separando as fase ordenada e desorde-
nada. No interior da regidao ordenada encontramos, em baixas
temperaturas, uma linha de transicdo de primeira ordem que
nos motivou a estudar os modelos de vidro de spin corres-
pondentes. No modelo de van Hemmen com spin S = 3/2 en-
contramos um diagrama de fases de mesma natureza, com a
diferenca obvia de que neste caso a fase vidro de spin é en-
tendida como ordenada.Usando a interacdo de troca com dis-
tribuicao de probabilidades gaussiana, estudamos o vidro de
spin classico, via truque de réplicas simétricas. O diagrama
de fases consiste apenas de uma linha de transicdo ordem-
desordem de segunda ordem. A despeito de obtermos um dia-
grama da fases bastante diverso dos seus equivalentes para
S=1/2 e S =1, ndo encontramos nenhum indicio de uma
transicdo de primeira ordem, mesmo em baixas temperaturas,
no interior da regiao ordenada.
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E possivel que encontremos a linha de primeira ordem quando
considerarmos a quebra de simetria dentro do esquema pro-
posto por Parisi [47].

No ultimo capitulo utilizamos uma técnica simples sugerida
por Young e Kirkpatrick [58], para calcular as propriedades do
estado fundamental de dois modelos que envolvem elementos
de aleatoriedade. Tanto no modelo com anisotropia aleatoria
quanto no modelo com interagoes aleatdrias, encontramos re-
sultados em concorddncia com trabalhos recentes para estes
modelos.
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Apéndice A
Rede de Bethe

A.1 Campo aleatério

Limite de coordenacdo infinita
No Capitulo II obtivemos a relacao de recorréncia

z-1
mo = tanh{BHy + Y arctanh[m; tanh(8J)]},
1=1

onde my é a magnetizagdo do sitio central e m; é a magne-
tizacdo de um sitio da primeira camada. No limite de coor-
denacdo infinita temos z — o0 e J — 0 com zJ fixo. Nesse
limite podemos escrever a equac¢ao anterior como

1 z
mo = tanh{SHy + 28J - Y_ m;}.
Z i=1
N3ao é dificil perceber que duas camadas vizinhas quaisquer,

tém entre si uma relacdo equivalente a essa.
Considerando que
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o = ] dHyP(Hy) tanh(8H, + zBJ7)

e que P(Hp) é bimodal,temos

— _;_ {tanh(BH + zBJ7;) + tanh(—BH + 28Jmm5;)}

Chamando m; = m e My = m' temos 0 mapeamento

m' = f(m) = %{tanh(BH + 23Jm) + tanh(-BH + 28Jm)}

O ponto fixo deste mapeamento é obtido através da equacao
de estado m = f(m) que corresponde as propriedades locais da
arvore de Cayley (rede de Bethe).

A.2 Anisotropia aleatdria

Limite de coordenacio infinita

| N senh[B(B;, C;)]
f(Do, {m;},{Q:}) = cosh[B(B;, C;)] + L exp{BDy — C(B;, C;)}

cosh[B(B;, C;)]
cosh[B(B;, C;)] + %exp{ﬁDo - C(B;, )}

No limite de coordenacao infinita temos:

9(Do, {m:},{Q:}) =

cosh(8J) =1+ —;-(BJ)2 + -
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senh(8J) = BJ + = (BJ)3

portanto retendo apenas os termos da ordem de 8J

_ 1.2 1+m,-(BJ)+
B(B:C) = §i=§:11n{1'—mi()8‘])+ }
- %z In{1 + 2mi(8J) + -}

B(B,-,Ci) ~ zﬂJ {% i m,-}
i=1

Usando a lei dos grandes nimeros:

logo
-B(Bi, Cz) = Z/BJ_ﬁ?'_z

De maneira equivalente

C(B;,C;) = % gln{[l + %(BJ)@- +- P —m[(BT + -]}
_ %gln{l +(Qi—md)(BI)2 +---)

C(B,C) = 567 (@~ m})
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Usando novamente a lei dos grandes nimeros

C(B, Gi) = 52(69)(@: - ) — 0

Como estamos considerando as propriedades locais da drvore
da Cayley temos iy = T; = m, e portanto

2e~%/tsenh(m/t)
2e~9/t cosh(m/t) + 1

f(dOa m) =

2e~%/t cosh(m/t)
2e~d%/t cosh(m/t) + 1

g(d()a m) =

onde t = (28J) ! e dy = Dy/J. Ao longo desta dlgebra fica
6bvio que houve um desacoplamento das equacoes de recorréncia
para m e @, de modo que as funcées f e g passam a néo depen-
der de @, pelo menos até a ordem considerada nas expansées.
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Apéndice B

Modelo de Ising
ferromagnético

B.1 Limite de coordenacao infinita

f(m) = = Zz: C*1+m)*(1 — m)** tanh ( ~

-z + Zk)
2% 1o

onde t = (28J)~!. Quando z — oo 0 somatério transforma-se
em integral e nés teremos:

S o _ _
fm)=lim [ dk-CH(1 +m)*(1 = m)*™* tanh (ﬁz_k)

2t

Devemos observar que:

i)tanh (:};—*fi) é uma funcdo suave e limitada entre —1 e +1

ii)(1 + m)*(1 — m)*~* é uma funcio limitada entre 0 e 1

iii)C* tem um pico pronunciado em k == k

Vamos considerar que no limite z — oo a integral pode ser
substituida pelo maximo do integrando.

Considerando ‘ggﬁ@ Y
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F(k) = 5-CH1 +m)¥(1 — m)~*

vamos calcular

f(m) = F(ko) tanh (ﬂ)

2t

onde F(k) tem o seu méaximo em k = k.
Usando que

Ji_'no%lny! =ylny -y

temos

InF(k) = zIn(z/2) —klnk — (2 —k)In(z — k)
+kIn(l1 +m)+ (2 — k) In(1 — m)

0

%lnF(k) = —Ilnk+In(z-k)
| +In(1 +m) —In(1 — m)
0 2(1+m)
—_— k = = —
ok lnF( ) 0= ko 9
Como
—z+2ky  m

2t t
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Flko) = 1

nds teremos

m = tanh(m/t)

que € a solucao de campo médio.
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Apéndice C

Modelo de Ising com campo
aleatorio |

C.1 Limite de coordenacao infinita

f(P)= 3 C*P*(1 — P)*"*B(—z +2k. h)
k=0

Considerando m = 2P — 1, teremos

z

f(m) = 2i}§0 CE(1 + m)*(1 — m)**B(=z + 2k, h)

Definindo g(m) = 2f(m) — 1 e lembrando que:

1 =2 . .
1=~ Ch1 + m)*(1 — m)**
2% 120

obtemos

g(m) = %éOCf(l +m)*(1 = m)"{2B(=2 + 2k, ) — 1}
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Usando-se a definicio de B(o,h), encontramos que
B(o,h) + B(—0,h) =1, logo

D(o,h) = B(o,h) — B(—0,h) = 2B(0,h) — 1

D(o,h) = %{tanh (a/zt+ h) + tanh (a/zt_ h) }

onde t = (23J)~! e h = H/zJ.Finalmente

g(m) = -zl—zlg)Cf(l +m)*(1 = m)**D(-z + 2k, k)

Como no Apéndice B.1 vamos considerar que no limite
z— 00
g(m) = F(ko)D(—z + 2kg, h)

onde F'(k) tem o seu maximo em k = ky. Do apéndice anterior
temos que

__z(1+m)
==

g(m) = % {tanh (m : h) + tanh (mT——h)}

A equagdo m = g(m), neste limite, é a conhecida equagéao
de estado, na aproximacgao de campo médio, para este modelo.

ko

104



Apéndice D

Modelo de Ising com
anisotropia aleatoria

D.1 Limite de coordenacao infinita

z C;l

g(m,Q) = };O 2Z_n(l - Q)" x
Tt @+ m)H@Q — m)* " A(—z +n + 2k)
k=0
b4 C’n
w(mQ) = ¥ 5 (1-Q)"

zz_in Cf_n(Q +m)*(Q - m)z‘"'kﬁ’(—z +n+ 2k)
k=0

Quando z — oo as somatdrias se transformam em integrais
e nés teremos:

g(m,Q) = lim [ =2

z2—=00 Jg 92z—7n

[ CE Q@+ m)H(Q = m) R A(=z +n + 2k)dk

(1-Q)"dn x
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Seja F(n, k)e definido por
F(n,k) = C;_,(Q +m)*(Q — m)* ™~

Como A é uma funcao suave e limitada, e quando z — n

for grande o termo binomial tem um pico pronunciado, vamos
usar que neste limite

J U F(n,k)A(=z +n + 2k)dk = F(n, ko) A(=z + n + 2k)
onde F(n, kp) é o mdximo da fun¢ido. Usando que
yliglolny! =ylny —y
nos teremos
InC¥ _=(z=n)ln(z—n)—klnk—(z—n—k)ln(z — n—k)
E mais conveniente analisar o logaritmo de F(n, k)
InF(n,k) = (z—n)Iln(z—n)—klnk

—(z=—n—k)In(z —n —k)
+kIn(Q@ +m)+ (z —n — k) In(Q — m)

dln F(n,k) k Q+m
=—ln[——| +1
3k n(z—n—k)+n(Q—m)
O extremo é obtido para
dln F(n, k)
_ =0
Ok -

ou seja, quando

ko= (2 — )2t
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Este extremo é um maximo pois

0%In F(n, k) o 2Q
Ok? by, | @-m

e @ > |m|. Consequentemente
In F(n,ky) = (z — n) In(2Q)
De maneira equivalente vamos definir G(n) como

&
22—1’1

G(n) = ;5 (1 - Q)" F(n, ko)

Usando os argumentos anteriores vamos considerar que
9(m,Q) = lim foz G(n)A(~z + n + 2ky)dn
= G(ng)A(—z + ng + 2ky)
onde G(ng) é o maximo da fungao.

InG(n) = —(z—n)ln2+z2lnz—-nlnn
—(z = n)In(z — n)
+nln(l — @) + (2 — n) In(2Q)

OlnG(n) . 2(z—n) 2Q
o - " Piog
O extremo é obtido para
dlnG(n) _0
on n=ng B

ou seja,quando
no = 2(1 - Q)
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Este extremo é um maximo pois

9*In G(n) _ 1
on? — 2Q(1 - Q)
consequentemente
InG(ng) =0
e
G(ng) =1
Como
—z+ng+ 2kyg = zm
teremos
g9(m,Q) = A(zm)

e

go(m, Q) = B(z2m)

Os pontos fixos sdo obtidos através das equagoes

pe—d/t

l—p
2e~4/t cosh(m*/t) + 1 + 2 cosh(m*/t) + 1)
pe~?/t N 1-p
2e~%/tcosh(m*/t) +1  2cosh(m*/t) +1

m* = 2senh(m*/t) (

Q" = 2cosh(m*/t)(

onde t = (28J)" ' ed=D/zJ.
A penitltima das equagOes € a conhecida equagao de estado
na aproximacgao de campo médio,para este modelo.
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D.2 Expansao em série de poténcias de m.

Para colocar g(m, Q) em termos de uma série de poténcias
de m, vamos desenvolver inicialmente, em termos de uma, série
binomial, os termos (1 - Q)" , (Q +m)* e (@ — m)*™*. Ao
fazermos este desenvolvimento, teremos termos em m e (), com
varias ordens de poténcia. Iremos agrupar estes termos de
acordo com o0 nosso objetivo, ou seja,

g(m,Q) = Ao + Aym + Aym? + Asm® + Agm* + Aym® + -

onde A4;(Q) deverd conter uma série de poténcias em @, cuja
poténcia mais alta serd z — 3.
Iniciaremos desenvolvendo g(m, )) em uma série de Taylor:

)+

9(m, Q) = g(0, 0)+(m—) +Q 2

1 , O%g g , 0%g
— -7 ) ..
+2!(m 3m2o+ mQ 0+Q an +-
De maneira mais compacta:
Jg
g m, Q CSmT S - v
( ) z_:o . sz—:() mr—saQs 0

No caso de expandirmos uma fun¢ao genérica, teriamos o
somatorio em 7 indo até o infinito. Mas neste caso, estamos
trabalhando com um polinémio de grau z em m e Q.

O termo independente de m é encontrado fazendo-se s = r
no somatorio,

T 61‘
A= 3 5r,
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Para encontrar A;, fazemos r —s =1,

= C"I".—l r—1 arg
A= 5T amagl,

r=1 r!

= ';".+1 T 6T+lg
B Tzz:o (r + 1)!Q omoqr|,

De maneira equivalente,encontramos As, para r — s = 2,

z C';"._z r—2 6Tg
Az = BTQ am20Q -2,
z=2 1 ar+2g

= TZO (T +2)' T+2Q 6m26QT .
Teremos genericamente,
1 2=J Qi aj+z'g (

Aj - 377'=0ﬁ 6m]6Q1 0

— -1
onde usamos que C; +]/(z + )= (il
Para calcular mais facilmente as derivadas de g(m, Q) vamos
usar as séries binomiais:

(1-Q)F = 3 Ci(-1)1Q"

11=0

k
Z Clek—lzmlz
n
1220
z—n-k

(Q_m)z—n—k — Z C s sz—-n k— 13( l)lsml

13=0

(Q +m)*

Introduzindo esta expansdo em g(m, @),teremos:

zcnzn

9(m,Q) =3 = ZC ZA(=z + 1+ 2k)x

=0 22 n
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—n—

PN 2 Clpy(S1)RQITh Rl

Iy=0 I>=0 I3=

Logo:
dtig z .
I
FmIaQ |, ily! nz—ozanC_n (=z+n+2k) x

z—n-k

zciszct > CE o p(=1)ht

1,=0 1,=0 13=0

onde lp +1l3=7 e z2—1; —ly — l3 =1. Consequentemente:

2—j .
A; =3 a;Q

1=0
onde

z Cn z—n -
aji=3Y —= 3 C  A(~z+n+2k) X
n=0 2 kO
z—n—k

Z Ch Z Clz Z Cls ( )11+12

1,=0 13=0

condicionado a lz +lhi=jeli+lh+l3=2—1.
Para mostrar que varios A; sdo nulos,vamos definir £;(z, n, k):
n k ! z—n-k ;
Ei(zin, k)= Y Cr 3 €2 3 Cr, j(—1)hh
L=0  I1=0 1,=0
cor}dicionado albb+l3= j elhi+lb+1l3=2~-1 Como fi(a) =
—A(—0), se Ej(z,n,k) = E;(z,n,2 —n — k) ,nés teremos:

S Cr L A(—z+n+ 2k)E(2,n k) =
k=0
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ou seja: se £;(z,n, k) tiver o comportamento indicado anterior-
mente isso implicard em a;; = 0 e consequentemente A; = 0.
E facil mostrar que:

50(2, n, k) =1

E(zyn, k) =Ch - Ci__ = —E(z,n,2 —n—k)
62(2:,77" k) = CI% - C%Ci—n—k + Cz2—n—k = 82(‘2,”’3 -n- k)

Es(z,m,k) = C = CiCony+CiCiny —Copi
= -&(z,n,z—n —k)
54(2, n, k) = Cl‘: - cgci—n—k + Cgcf—-n—k - C;Cf-n—k + Cf-n—k
= &4y(z,n,z—n — k)
De maneira genérica:
Ej(z,n, k) = &j(z,n,z —n — k)
£2j+l(z’ n, k) = _£2j+1(z’ n,z—n-— k)

ou seja: Ap; ='0 e portanto
g(m,Q) = Aym + Aym® + Asm® + - --

onde A; = A;(Q). De maneira equivalente,podemos mostrar
que

gO(m’ Q) = By + Bgm2 + B4m4 + ...
onde B; = B;(Q).
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