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» PREFACIO -

Desde a década de 20, quando formulada, a MecAnica Quéntica
sempre foi objeto de intenso debate. Talvez o seu auge tenha se dado
nos didlogos entre Bohr e Einstein mas n3o menos importantes sio os
que ainda hoje invadem as paginas das revistas especializadas.
Felizmente, o debate continua vivo e questdes como paradoxo E.P.R.,
teoria da medigdo, variaveis escondidas, etc., sdo exemplos que
mostram estar a Fisica Quéantica longe de um fim.

Fim este que parecia estar proximo para a Fisica Classica ndo
fossem as experiéncias realizadas em 1887 por Hertz e por Michelson e
Morley que atingiram a Fisica Classica pelos dois lados, o quantico e
o relativistico. Caida no esquecimento, por vezes o estudo da Mecénica
Classica motivou-se por um certo aspecto histérico.

Quando em 1983 entrei na USP ng curso de Quimica, ainda néo
estava certo do que gostaria de fazer. Passaram-se dois anos para eu
ter a resposta: Mecanica. A Mecénica Quéantica, com suas infindaveis
questdes, e a Mecédnica Classica, com a sua beleza formal, me
fascinavam. Vim, em 1985, para o IFUSP trazendo na bagagem a grata
experiéncia de um curso de Termodindmica ministrado pelo prof.
Bernardes no IQUSP em 1984.

Os anos de graduagdo no IFUSP serviram ainda mais para aumentar o
meu fascinio pela Mecénica. Em 1987 procurei, interessado em trabalhar
com os fundamentos da Mecanica Quénticé, o prof. Bernardes para ser o
meu orientador de mestrado no IFUSP. Dai em diante as coisas
aconteceram sem que eu possa ordena-las cronologicamente.

J& ha& alguns anos, o prof. Bernardes desenvolve uma linha de
pesquisa centrada, se posso assim dizer, na sua formulagdo da
Termodindmica Generalizada sob a forma Holotrépica. Embora o meu
interesse por Termodindmica fosse grande, assim como por outras &reas
da Fisica, de modo algum suplantava aquele pela Mecanica, ou mesmo
chegava perto. Um certo dia, porém, na biblioteca, deparei-me com um
artigo de de Broglie publicado no primeiro nimero da Foundations of

Physics na qual ele igualava a acdo dividida pela constante de Planck




a entropia dividida pela constante de Boltzmann. Esse artigo, como se
vé, até hoje ndo saju da minha cabega, e por muito tempo me questionei
acerca do verdadeiro sentido dessa igualdade. Hoje, pelo menos hoje,
eu a vejo metaforicamente.

A Termodinédmica Generalizada sob a forma Holotrépica envolve néo
apenas um aspecto formal mas também um forte contetdo ideolégico.
Preocupado com esse conteddo ideolégico n#o apenas dentro da
Termodindmica e sabendo do meu interesse por Mecanica, o prof.
Bernardes me propds desenvolver uma pesquisa nessa linha dentro da
Mecanica. Na mesma hora, ndo s6é aceitei, mas também sabia, senéo a
resposta, pelo menos por onde comegar: a misteriosa igualdade de de
Broglie. Embora nada do trabalho desenvolvido se relacione com essa
igualdade, tampouco pretendia-se fazer algo nessa direcdo, ela foi
para mim o ponto de partida. Os resultados que serdo expostos me fazem
vé-la pelo conteudo ideolégico.

A importancia da formulagdo * que apresento da Mecanica
Generalizada deve ser vista por dois lados. Um envolve a sua relagédo
ideolégica com a Termodindmica Generalizada sob a forma Holotrépica,
que confirmam a generalidade das idéias do prof. Bernardes. O outro
envolve a proépria Mecanica Generalizada. Entre outras coisas, a sua
relagdo com a Mecénica Quéntica e a Mecanica Classica é fundamental e
abrange a Mecénica Quéntica em si, a sua relagdo com a Mecénica
Classica e vice-versa, e esta mesma.

O meu objetivo ao escrever este trabalho, fora a satisfagédo
pessoal e obter o grau de Mestre em Ciéncias, foi fazé-lo com uma
grande preocupagdo didatica. Contra isso, infelizmente, existem dois
pontos: 1) nunca consegui ser muito didatico, e, 2) o préprio tamanho
deste trabalho.

Se é verdade que pau que nasce torto morre torto entdo nunca
conseguirei resolvé-los.: Principalmente o segundo, pois quando olho
para este trabalho eu nfo consigo dizer que existem muitas coisas mas
sim que faltam muitas coisas que poderiam ter sido discutidas. E se
isso é exagero a minha desculpa estd no sangue. De qualquer forma, se
ndo é féacil ler um trabalho deste tamanho garanto que escrevé-lo foi

mais dificil.
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A ordem de exposigdo poderia ser modificada mas em sua esséncia
acredito que esta seja, senfio a mais fluente, a mais didatica. Dividi
o trabalho em quatro partes. Na primeira sfo apresentados e discutidos
os fundamentos da Mecénica. Mostra-se que é possivel formular a partir
das leis da Mecénica outras teorias além da Classica. E esta classe de
teorias que denomina-se Mecénica Generalizada. Por ser um caso
particular trivial desta a Mecanica Classica é exposta na segunda
parte, preparando o caminho para a formulagio da Mecédnica Generalizada
na terceira parte. Na quarta é apresentado um exemplo n&o-trivial
destas e conclui-se este trabalho discutindo a sua relacdo com a
Mecanica Quéantica, uma vez que estas sfo formalmente idénticas.

Hoje, eu reescreveria quase tudo. N&o mudaria na ordem da
exposicdo mas sim as palavras. E quando este preféacio estiver sendo
lido, com certeza vou estar acreditando que seria melhor reescrever
este trabalho de uma maneira diferente da que agora me refiro.

Felizmente, esse é um processo natural, *dindmico.

Jayme Vaz Jr.

S&do Paulo, julho de 1990.




" Ndo ha nenhuma ultima casa nesta rua;
é sempre possivel construir mais uma ".
W

Wittgenstein ( 1889-1951 ),

em " Investigagdes Filosé6ficas
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*+ RESUMO -

Neste trabalho mostra-se que uma devida reinterpretagdo das leis da
Mecénica quando formuladas como um principio variacional define uma
classe de funcionais que as satisfazem. Cada funcional define uma
teoria da Mecénica, chamada Mecanica Generalizada, que descreve uma
particular dindmica. A Mecanica Classica, que descreve uma dinamica
chamada conjuntiva, baseia-se em uma escolha trivial deste funcional.
Escolhas n&o-triviais definem teorias que descrevem dindmicas chamadas
convolutivas. Uma dessas escolhas n&8o-triviais define uma teoria que
descreve uma dinadmica convolutiva que se pode chamar quantica. Essa
teoria é formalmente idéntica a MecAnica Quéntica mas apresenta um
contetdo epistemolégico diferente. A “interpretagdo probabilistica da
Mecénica Quéntica surge como uma interpretagdo suficiente mas ndo

necessaria desse formalismo.




* ABSTRACT -

In this work it is shown that a proper reinterpretation of the laws of
Mechanics when formulated as a variational principle defines a class
of functionals which satisfies them. Each functional defines one
theory of Mechanics, called Generalized Mechanics, which describes a
particular dynamics. The Classical Mechanics, which describes the so
called conjunctive dynamics, is based on a trivial choice of this
functional. Non-trivial choices define theories which describe the so
called convolutive dynamics. One of these non-trivial choices defines
a convolutive theory which may be called quantic. This theory is
formally identical to Quantum Mechanics but it displays a different
epistemological content. The probabilistic interpretation of Quantum
Mechanics emerges as a sufficient but not necessary interpretation of

this formalism.

viii




SOBRE UMA CLASSE DE TEORIAS DA MECANICA

¥
Nesse trabalho serao considerados, salvo em algumas excegcoes,

apenas os SISTEMAS COM.UM GRAU DE LIBERDADE. O motivo € que jd nesses
casos a notagcdo encontrh-se sobrecarregada. 0 tratamento formal de
sistemas com mais de um grau de liberdade constitui-se numa extensao
trivial do que sera exposto. Evita-se assim a possibilidade de
obscurecer o conteudo pelo formallsmo.




- PARTE 1 -
+ FUNDAMENTOS -

Nesta parte pretende-se discutir os fundamentos da Mecénica
comegando pelo proéprio conceito de movimento. Isso sera feito no
cap. 1. No «cap. 2 sd@o discutidos os conceitos de conjungdo e
convolugdo introduzidos por Bernardes dentro do contexto da
Termodindmica. No cap. 3 estas idéias sdo colocadas dentro do contexto
da Mecanica. Com isso ndo se pretende estabelecer qualquer relagao
entre a TermodiniAmica e a Mecanica que ndo seja uma relagdo entre
idéias. Finalmente, no cap. 4, a Meqénica Classica é vista sobre esse
prisma, que mostra existir a possibilidade de formular outras teorias

da Mecénica que ndo esta, o que é feito adiante.




1. O MOVIMENTO.

A Mecénica é a parte da Fisica que estuda o movimento dos corpos,
procurando descrevé-lo através do ideal do conceito de ponto material
ou particula. Para isso é necessario que o seu objeto de estudo, o
movimento, esteja precisamente definido. A realidade do movimento é,
entretanto, uma questdo que suscitou muitas discussdes ao longo da

histéria, como entre os gregos sobre a " kinesis Uma posigdo bem
conhecida a esse respeito &€ a de Parménides, defendida por Zeno
através de seus quatro argumentos, da negagdo da realidade do
movimento. A parte das digressdes filos6ficas, situando-se apenas na
esfera fisica, a questdo do movimento possui pontos que ndo podem ser
ocultados, onde a percepcdo do movimento é o enraizamento comum
destes.

As leis do movimento de Newton, precisamente a primeira, n#o
distinguem o movimento ( uniforme ) e o repouso, e o conceito
newtoniano de movimento absoluto perde o seu sentido a partir do
momento em que os conceitos de espago e tempo absolutos mostram-se
inadequados. O despencar desses conceitos remete o contraste entre o
movimento e o repouso, entre o moével e o imbvel, para um ato de
percepcdo da parte de um observador em um sistema de referéncia, a
percepgdo da ordem do movimento. A generalidade de uma descrigédo ou de
uma teoria deve-se a abstracdo de algo relevante em uma colegdo de
fendmenos para desse modo descrevé-los: sob o mesmo leque. Esse algo,
aqui denominado ordem, é na Mecanica a ordem do movimentol.

A percepgdo do moyimento se da quando, em um mesmo referéncial,
um corpo situa-se em diferentes posigdes passado um intervalo de
tempo, isto ¢é, situa-se na posigdo X = X(t1) no instante tl € na

posigédo x,= x(tz) no instante tzz. Implicitamente 1isso requer o

Como tal a ordem dg"‘ movimento sempre existe, quer o corpo esteja em
movimento ou em repouso, pols e Justamente a existéencla dessa ordem
que permlite dlzer se o corpo esta em movimento ou em repouso.
Completamente distinta . € , a questdo da relevincla ou n3o de uma ordem.
Ver Bohm ( 1980 ).

Os casos nos quals o corpo move-se apos o Instante inicial




estabelecimento de duas relagdes mateméaticas de ordem, isto é, uma
relagdo transitiva e assimétrica entre os elementos de um conjunto.
S&o necessarias uma ordem temporal e uma ordem espacial para que se
possa falar, por exemplo, em antes e depois de um dado instante ou de
uma dada posigdio. O que a descrita percepgdo do movimento faz é
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre as ordens espacial e
temporal. Contudo, existe uma arbitrariedade”. De fato, devido a
reversibilidade temporal de suas leis, apenas contrapde-se o antes e o
depois, sem defini-los, de modo que na Mecanica, bastando querer,
pode-se trocar o anies pelo depols e vice-versa que nada muda,
caracterizando assim um tempo mecanico paramétrico desprovido de um
conteudo evolutivo, no sentido em que o antes precede o depois.

Por outro lado, deve-se notar que tal percepgdo envolve um
contexto global onde ndo cabe uma definicio de um estado de movimento
em um dado instante. Mesmo assim, essa idéia é rica o suficiente para
permitir que o estado do movimento s€ja definido de maneira rigorosa
através da utilizag8o da linguagem do calculo diferencial e integral.
Tomando-se o intervalo de tempo (tz—tl) infinitamente  pequeno,
considerando para isso que t2 tende no limite a tl, pode-se computar
o .valor da razio (xz—xl)/(tz-tl) nesse limite, definida como a
velocidade em um instante entre t1 e tz. O estado do movimento de
um sijstema mecédnico em um dado instante é completamente definido pela
sua posigdo e velocidade, supondo obviamente que o limite exista e
seja bem definido. ' )

A nogio de estado do movimento relaciona-se a nogdo de dinimica
ou estado dindmico do movimento. Classicamente, a dindmica de um
sistema mecanico consiste em fornecer a posigdo em funcgdo do‘tempo, ‘Qlu
seja, € descrita por uma funcgio x = x(t). Para que se possa

estabelecer a dindmica de um sistema mecénico através das leis do

retornando a sua poslpa‘ﬁv' inlcial no Instante final, dentre os quals os
movimentos periddicos, sdo Inclufdos através da consideragio de
diferentes intervalos de tempo.

Menos Importante ¢ a arbltrarledade envolvida na ordenagdo do plano
e do espago, contornavel pelo concelto de trajetorla, e que inexlste

na ordenagdo da reta.




movimento é necessario que a definigio de estado do movimento em um
dado instante seja precisa e completa pois é a sua especificag8o que
permite determinar a dindmica através das leis do movimento. De fato,
é justamente isso que estd envolvido na segunda lei do movimento de
Newton.

Resumindo, & possivel determinar a din&mica do movimento a partir
de duas possibilidades: 1) do conhecimento das posi¢des x e X
ocupadas pelo corpo em dois instantes tl e tz distintos; 2) do
conhecimento do estado do movimento , ou seja, a posigio e a
velocidade , do corpo em um dado instante. Dentro desse contexto é
inegdvel a equivaléncia dessas duas possibilidades. Porém, o
estabelecimento de uma diferenciagdo entre elas , além de
esclarecedora, € que permitird abrir as portas por onde deseja-se

passar.
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2. OS CONCEITOS DE CONJUN;KO E CONVOLU;ZXO.1

Dentro da relevancia da ordem do movimento descrita no capitulo
precedente definiu-se claramente o objeto de estudo da Mecanica. Isso
implica, por exemplo, que ndo importa para o estudo do movimento de
uma particula a natureza da matéria que a compde, e caso algum dia um
fato empirico prove o contrario entdo tal ordem do movimento seri
irrelevante. A determinagdo da dindmica do movimento se faz a partir
das duas possibilidades expostas. Qualquer destas encerram por
completo o conhecimento do estado dinamico do movimento. Por outro
lado, ambas requerem o conhecimento de varidveis de estado, cuja
natureza sera discutida adiante, especificadas como condi¢es de
contorno.

As varidveis de estado sdo adjetivos que qualificam o estado do
substantivo, nesse caso o movimento, podendo ser quantitativos
( variaveis extensivas ) ou qualitatives ( variaveis intensivas ). A
posicdo de uma particula é uma variavel extensiva pois é a disténcia
entre um ponto e a origem de um sistema de coordenadas. A medigdo da
_distdncia é um exemplo de um processo de medigdo de grandezas
extensivas cujos valores s3o expressos por numeros cardinais. Os
numeros cardinais exprimem o quociente entre o valor da grandeza do
objeto € o valor da mesma grandeza de um objeto-padrdo tomado como
unidade de medida, nesse caso, por exemplo, um metro-padrdo, e uma de
suas propriedades é a aditividade. Dizer, por exemplo, que a distancia
é de dez metros significa dizer que se estabeleceu uma correspondéncia
biunivoca com dez réplicas do metro-padrdo e que o conjunto dessas
réplicas tem a cardinalidade dez, ou em outras palavras, que a
realizagdo do processo de medigdo fragmentou a disténcia como um todo
em dez partes individuais e distinguiveis pondo-as em correspondéncia
biunivoca com dez réplicas do metro-padrdo. Do mesmo modo, um

instante é uma varidvel extensiva pois € o intervalo de tempo a partir

de um dado instante tomado como origem do tempo.

H

1 2 =
o] conteudo dessa segao baseja-se nas notas de aula do prof.

Bernardes { 1989 ) .




J& a velocidade " nfo " é uma variavel extensiva. Desprovida da

possibilidade de cardinalizagio a velocidade como variavel intensiva

ndo cabe a propriedade de aditividade. De fato, o conceito de

adiglo " de velocidades surge no contexto da transformagéo de
referénciais e nfo em um mesmo referéncial onde se tem o conceito de
velocidade relativa. Isso reflete a propriedade que as variaveis
intensivas possuem de se permitirem a ordenacgio, no sentido matematico
da relagdo de ordem exposta na capitulo anterior. Pode-se nesse caso
falar em maior, menor e diferenga mas ndo em soma . N3do restam
davidas de que os valores das variaveis intensivas sfio expressos por
numeros ordinais. Essa diferenga na natureza dos numeros evidencia-se
quando se considera o processo através do qual atribui-se um valor
numérico a uma variavel. Quando se trata de uma varidvel extensiva
faz~se realmente uma medigdo de acordo com uma pré-estabelecida teoria

das variadveis extensivas. De fato, a 'Mecanica deve supor que existam
wi

réguas e relégios mas nd3o que existam velocimetros. A

medicdo ", e
certamente esta ndo & a palavra correta, de uma variavel intensiva ndo

se procede da mesma maneira, sendo assim parte integrante da prépria

A

teoria a qual ela pertence. Ndo € necessaria a Mecanica para se dizer

7

qué a distancia é dez metros, o intervalo de tempo é dois segundos, e
que a particula percorreu dez metros em dois segundos, mas &
necessaria a MecAnica para se dizer que a velocidade dessa particula é
cinco metros por segundo. Do mesmo modo, a Meclnica ndo é necesséria
para se construir uma régua ou um rel8gio, mas o é para se construir
um velocimetro. Nesse ponto uma analogia é bem-vinda: a temperatura é

uma varidvel intensiva, pode-se falar em diferengca de temperaturas mas

ndo em soma de temperaturas e a medigdo da temperatura. e

construgio de um termémetro fazem parte da prépria Termodinamica.

Pe

A razdo de ser dessa discussdo €& questionar uma sutil suposigdo

feita que aparentementé‘f. € Obvia e trivial, mas apenas aparentemente.
Al

Voltando as varidveis extensivas, vé&-se que a aditividade

” = n

e uma

< -
das propriedades dos numeros cardinais que expressam o valor de uma

medigdo destas se a propriedade que elas exprimem € uma

propriedade conjuntiva; Enquanto que o fundamento do " & " estd na

Teoria dos Conjuntos, o fundamento do se é puramente empirico,

sendo esta a suposicdo que precisa ser esclarecida. Sejam { objetos




empiricos com uma propriedade expressa por uma dada variavel
extensiva. O valor assumido por essa varidvel extensiva €é a
cardinalidade do conjunto de objetos-padr&o postos em correspondéncia
biunivoca com tal objeto empirico através do processo de medigéo,
conforme visto no paragrafo precedente, e que muito simplificadamente
quer dizer que o objeto contém um dado numero de padrdes. Assim sendo,
cada um desses ob jetos { contém um dado numero n de
padrdes. Suponha agora que esses objetos sejam justapostos de modo a
formar um novo objeto Unico agregado, o conjunto desses objetos. O
conjunto desses objetos contém um certo numero ¥ de padrdes. Se o
objeto novo global que é esse conjunto demonstrar a propriedade
empirica de que ele contém um numero de padrdes que é a soma dos
nameros de padr&es de cada um dos objetos separados, ou seja, ¥ = ZnL,
entdo se dirA que a propriedade desses objetos expressa por essa
varijavel extensiva ¢ uma propriedade cpnjuntiva.

Por exemplo, ao contrario do qu¥ se imaginava, as experiéncias
com particulas sub-atémicas no século XX demonstraram que a
propriedade que os corpos possuem de serem massivos, expressa pela sua
massa como variavel extensiva, ndo é uma propriedade conjuntiva. A
aditividade da massa s6 ¢é aceitdvel em um limite onde a massa
apresenta-se aproximadamente bem como uma propriedade conjuntiva mas
onde ela deve ser vista como uma propriedade onde o aspecto
ndo-conjuntivo torna-se desprezivel.

Evidencia-se agora ¢ motivo pelo qual se diz que a aditividade é
uma das propriedades dos nUmeros cardinais que expressam o valor da
medida cardinal de uma variavel extensiva dos objetos se a propriedade
que eles exprimem é uma propriedade conjuntiva. A soma é uma operaqéo
pertinente dentro do contexto da formagdo de um conjunto a partir da
conjungdo e que s6 é valida se os objetos desse conjunto forem
conjuntivos. Ha aqui a\ixefzessidade de que o processo de conjuncdo seja
reversivel através do pr}dcesso de disjungdo, de modo que se os dados
objetos forem conjuntados e posteriormente disjuntados e ao final as
suas propriedades forem as mesmas que possuiam no inicio entdo esses
objetos sdo conjunti'vosg.

Trés pontos devem ser ressaltados. Primeiro: os processos de

conjungdo e de disjungcdo ndo sdo necessariamente espaciais. Segundo:




B

pode ocorrer que certas propriedades néo sejam as mesmas ao final mas

mesmo assim o objeto possa ser considerado conjuntivo desde que essas

propriedades sejam irrelevantes dentro do contexto de interesse, o que
remete a questdo para a relevancia ou ndo de uma ordem. Terceiro: esse
aspecto conjuntivo-disjuntivo de um objeto determina uma linguagem que
se refere a uma colegdo de objetos através do uso do elemento
linguistico conjuntivo-disjuntivo e/ou .

Evidente estd a essas alturas a importancia das propriedades
ndo-conjuntivas. Faz-se necessario o uso de um termo para exprimir a
idéia de um imbricamento irreversivel. Bernardes, por razdes
etimolégicas, denominou uma propriedade ndo-conjuntiva uma propriedade
convolutiva, contrapondo dessa maneira os conceitos de conjungdo como
uma reunido justapositiva reversivel de objetos e convolugdo como uma
reunido ndo-justapositiva irreversivel de objetosz.Se da conjungédo
resulta a soma como operagdo fundamental entdo da convolugdo resultarad
uma operacdo fundamental que no limite onde o aspecto convolutivo
torna-se desprezivel ela tendera a soma. Vale lembrar que o aspecto
conjuntivo ou convolutivo de uma propriedade limita-se as propriedades
expressas por varidveis extensivas pois estas pertencem a uma
pré-estabelecida teoria sendo dessa forma exteriores a teoria que
delas se utiliza, ao contrario do que ocorre com as variaveis

intensivas que pertencem exclusivamente ao dominio da teoria da qual

fazem parte.

2 .
E interessante notar que a Iingua portuguesa obscurece essa

discussao, ao contrario, por exemplo, da llngua Inglesa, onde ~as
palavras CONJUNTO, CONJUN(;KO e CONVOLU;ZKO correspondem respectlvamente
a SET, CONJUNCTION and FOLDING.




3. CONJUNGAO E CONVOLUGAO NA MECANICA.

A desmitificagio da aditividade como uma propriedade fundamental
e intocavel abre um leque muito amplo de possibilidades especulativas.
Sdo as experiéncias quem, entretanto, revelam a natureza conjuntiva ou
convolutiva de uma dada propriedade. No século XX o advento da Fisica
Moderna mostrou ser necessdria uma revisio de certos conceitos
classicos. Dentro desse espirito revisionista é natural centrar as
atengdes nos conceitos mecanicos sob o prisma da discussdo anterior,
tarefa para a qual as varidveis apropriadas sio as extensivas . Sendo
assim, deve-se considerar, com uma ligeira mudanca de notagédo em
relacdo aos capitulos anteriores, as posigdes X e X em dois
instantes t0 e tn distintos como caracterizacdo do movimento de
uma particula.

O objetivo é estudar a dinamica, do movimento que se d& entre a
posigéo X, no instante to, resumida pot P0= (to,xo), e a posigdo X no
instante tn, resumida por Pn= (tn,xn). A descrigdo classica da
dindmica baseia-se em dois principios ideolégicos . segundo o0s quais o
todo pode ser descrito em termos de suas partes ( principio ideolégico
da fragmentagéo ) e que o todo é a soma de suas partes ( principio
ideolégico da conjungdo ), cujo wuso inquestionavel limita-se apenas
aos objetos que apresentam propriedades conjuntivas. O principio da
conjuncdo diz que o estado de um todo é descrito pela conjungdo dos
estados de suas partes, definindo assim, um estado conjuntivo do todo
especificado pela conjungdo dos estados das suas partes. O uso do
principio ideolégico da fragmentagdo autoriza a descricdo da dindmica
do movimento em termos de partes P= (t,x) (j=0,1,.,n) O

J il
estado  dinamico classico é definido como um estado conjuntivo a

partir da conjungdo dos Pj’s, ou seja, pela conjungdo de P0 = (to,xo),

1 .
No sentldo em que -fienhum fato empfrico o comprova ou desaprova ,

pols qualsquer dificuldades possivels podem ser contornadas através de
um convenlente concelto de estado, refletlndo asslm um modo de pensar
e um uso de uma lllng\:mgem acerca de um objeto. A palavra ideologla é
usada na segulnte acepgdo :modo de pensar ou conteido do pensamento
caracter{stico de um indiv{duo ou de uma coletlvidade. Ver Bernardes
( 1988 ).




P =(,x) .., P =(t,x) No limite em que At-+ O, onde
1 1" 1 n n n 1

At‘= t LA (i=0,l,..,n-1), tem-se uma trajetéria no chamado
espaco de configuragdes ( EC ) do sistema, isto &, uma funco x = x(t)
para tos t = tn com x= x(tl). Assim, a dinAmica cl4assica ou
conjuntiva & descrita por uma fungfio x = x(t) representada como uma
trajetéria entre os pontos P0 e Pn no EC.

Por outro lado, dados Po e Pn, existem inUmeras trajetérias ou
caminhos possiveis entre esses dois pontos. Qual deles representa a
dindmica classica, o caminho efetivo, pode ser determinado, como se
sabe, a partir de um principio variacional ( PV ). Por ora n#o
interessa, entretanto, considerar a forma desse PV, sendo melhor
inclusive ignora-la. O interesse agora reside sobre generalidades e
para tal basta supor a existéncia de um PV que determine a dinamica.

A aceitaglo do principio da fragmentagio ndo serd questionada.
Supde-se, portanto, que uma linguagem que se utiliza do conceito de
caminhos ou trajetérias no EC é aptda’ para descrever a din&mica do
movimento de um sistema mecanico. Contudo, isso ndo significa que a
dindmica deva ser representada por um dado caminho especifico no EC.
S80 as leis classicas baseadas no principio ideolégico da conjungédo
que determinam uma dindmica conjuntiva convenientemente descrita por
essa linguagem como um caminho, o caminho efetivo, nesse espago. E

necessario, em vista disso, fazer um uso distinto das palavras

caminho " e " dinadmica ", inclusive na notagdo. O mesmo também para
os conceitos de varidvel dinfmica (VD ) e varidvel independente
( VI ), a primeira descrevendo a dindmica do movimento do sistema e a
segunda a posigdo do sistema.

Nesse ponto entra o PV que serd tomado como o principio |
fundamental da Mecanica pois a utilizagdo de variaveis extensi\;és
permite ampliar as possibilidades especulativas e a consideragdo do
movimento como um todo :esté em estreita relagdo com a sua percepgéao.
Suponha conhecidas aé ' posicbes da particula em dois instantes
distintos, ou seja, conhecidos P0=' (to,xo) e Pn= (tn,xn). Pretende-se
determinar a dinfmica do movimento que se d4d entre esses dois pontos.
O uso do principio.dai fragmentagdo autoriza a falar-se em caminhos
entre esses dois pontos. Cada caminho 7y : x = x(t) com x(to) =X e

0
x(tn) =X ¢ uma conjuncdo das partes PJ= (tJ,xJ) (j=01,..,n)
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no limite em que Atl-' 0 (i=0,,..,n-1) O primeiro passo

consiste em associar a cada um desses caminhos um numero A. Deve-se
ter, portanto, um funcional Aly] , que é o objeto matematico que

associa a uma fungdo um numero. Um funcional pode ser pensado como uma

funcBo de infinitas varidveis, ou seja, uma funcgéo A(xo,...,x) de
n

XppeenX RO limite em que Atl-v 0. Por ser mais intuitivo se adotara

essa visdo e para facilitar se usara At1= € (i=0,1,..,n-1)

Porém, para um dado caminho 7, A é uma fungdo dos pontos terminais Po
e Pn, ou seja, A = A(xn,tn;xo,to) = A(n,0), fungiio esta diferente para
diferentes caminhos. Além disso, A deve depender da prépria natureza
do sistema mecanico considerado. Esse nimero A sera suposto ser um
nimero adimensional pois ndo existem quaisquer razdes fisicas, apenas
talvez metafisicas, que inspirem e justifiquem uma interpretagio a
priori acerca da natureza dimensional desse namero, o que permite que
a sua interpretagdo pertenga exclusivamente ao préprio formalismo
sucedente.

v

Da mesma maneira, associa-se aos diferentes estados dinimicos um
nimero R = R(Xn’tn;xo’to) = .;.(n,O), igualmente adimensional, onde a
notagdo " ~ " foi usada para distinguir dindmica e caminho. Como a
hipétese feita acerca da validade do principio da fragmentag3o implica
que é possivel descrever a dinamica através do conceito de caminhos no
EC entdo o numero R pode ser obtido a partir dos nuimeros A’s através
de uma regra.

Pelo mesmo motivo é possivel falar-se em variagdo de um caminho,
ou seja, a variagdo 8 de uma fung#do. O conceito de variagdo de uma
fungdo é simples. Dado um caminho ¥ : x = x(t) a sua variacdo &x(t) é
uma mudanga infinitesimal de x(t) que produz uma nova fungdo
x'(1) = x(t) + &x(t) = x(t) + on(t). Esta variagcdo ¢é infinitesimal
pois ¢ » O, virtual pois m(t) é arbitraria, e feita em um dado
t fixo, diferente, portanto, da variagcdo infinitesimal dx(t)
causada pela variagdo, infinitesimal dt do parametro t. (0]
conceito de variagdo .de um funcional também ¢é simples. Seja
7 x =x(t) e 9 x =x(t) com x'(t) = x(t) + 8x(t} = x(t) + on(t).
Fixado 7,  AAlc] = AAly;c]l = Aly’] - Aly] = Aly+c] - Alyl] é um

funcional de c = 8x(t) = on(t). Define-se SAlc] = S8Aly;c] como sendo a

11




parte linear de AAlc] 2. Embora AAlc] seja em geral um funcional

ndo-linear, por definicédo SAlc] é um funcional linear,
6A[a1°1+ azczl = alaA[cl] + a26A[c2]. Quando o funcional é pensado
como uma fungdo de infinitas variaveis, a sua variacdo S8A deveria ser

escrita como o limite em que Atl-> 0 de g ? .. O A(xo,x,...,x ), onde
n n

1
?x(tl) = x’(tl) - x(tl) = m(tx)' ou considerando os extremos fixos
? ...n§1A(xo,x1,...,xn), mas uma vez compreendido o significado da
variagdo 8 essa notagdo ndo € necessaria.

Agora, é possivel formular o PV fundamental da Mecénica que diz
que a dinéfnica do movimento entre P0 e Pn é determinadAa pelas
condigdes S8A(n,0) = 0 e S8A(n,0) = 0, ou seja, os valores de A(n,0) e
A(n,0) s83o estacionarios. Isso nada mais é do que uma versdo
desembaralhada do PV classico onde os conceitos de dindmica e caminho
se confundem, ou seja, classicamente A(n,0) = A(n,0), e ja que tendo
sido mostrado necessario distinguir dindmica e caminho entdo exige-se
uma condicdo sobre cada uvm separadamente. Para que o principio
fundamental da Mecénica esteja completamente definido é preciso que a
regra citada, que permite calcular ;‘ a partir dos A’s, esteja definida
pois a variagdo & age sobre os caminhos aos quais estdo associados os
A’s. Porém, como esse PV foi tomado como um principio fundamental a
regra citada ndo pode ser arbitraria. Sendo assim, como deve existir
essa regra, deve ser possivel estabelecer apenas uma condigdo de modo
que a prépria natureza dessa regra impde a outra condigdo. E esse,
agora, o centro das atencgdes. ’

Inicialmente deve-se perguntar qual é a forma mais geral possivel
da regra acima citada. Note que existem infinitos caminhos %’s entre
Po e Pn e a cada um destes estd associado um A, existindo, portanto,
infinitos A’s. Como cada caminho pode ser considerado como uma
conjuncdo dos F ,P ’""Pn entdo pode-se associar a cada trecho do

0 1

caminho correspondente a um intervalo de tempo € =t - tl um

i+1

numero Al‘=' A(i+1,i) = A(xm,t ;xi,tl) (i=0l..,n-1) e dai

1+1
considerar a fung&@o dos. A’s como uma fungdo dos A(i+l,i) no limite

em que € » 0. Por outro lado, nada foi dito sobre como escrever

2
Ver Gelfand & Fomin ( 1963 ).
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A(xo....,xn) em termos dos A(i+l,i). De fato, ele nfo foi definido, e

apenas foram feitas exigéncias que devem ser satisfeitas pela sua
definicdo, dentre elas &A(n,0) = O, que se refere a variagdo do
caminho como um todo. Logo, considerando-se a variagdo &A(i+l,i) em
cada trecho, a exigéncia acima deve traduzir-se em Z;;;SA(iﬂ,i) =0
pois as variagdes em cada trecho ndo sfo independentes visto que os
extremos Xx e X estdo fixos. Em outras palavras, J8A(1,0) pode ser
arbitraria mesmo com X, fixo, assim como &8A(2,1) e assim por diante
até OS8A(n-1,n-2), mas uma vez escolhida esta ultima ent3o &8A(n,n-1)
estd determinada pois X esta f ixadoa, de sorte que deve-se exigir que
E‘;;;aA(iu,i) =0 e ndo JA(i+l,i) =0 para todos os i's. Isso
significa que ndo é necessario para que S8A(n,0) = O que S8A(i+l,i) = O
em cada trecho, mas, sim, que as variagdes JSA(i+l,i) em cada trecho
se compensem de modo que Z';;;SA(Hl,i) = 0. Enfim, ao invés de
considerar uma fungdo dos A’s e a condigdo S8A(n,0) = 0, pode-se
considerar uma fungdo de A(1,0), A(2,1),..., A(n,n-1) e a condigdo

E';:;aA{iH,i) = 0 no limite em que € » O.

Por outro lado, como apenas x0 e X estdo fixados, a
n
especificagdo de XXX determina um caminho no limite € + O
e

e qualquer operagdo sobre os caminhos pode ser considerada como uina
operagao sobre XXX A regra mais geral possivel consiste da
combinacdo da funcdo e da operagdo acima descritas. E facil ver que
qualquer regra por mais geral que seja pode ser escrita nessa forma.
Denotando essa operagdo por Q de modo que E é uma operacgdo definida

sobre xk ( k =1,...,n-1 ) e a fungdo por w pode-se escrever

A(n,0) = Lim Q Q ... Q wlA(1,0),A(2,1),,..,A(n,n-1)] . (1
€30 1 2 'n-1 -

Estd claro que a operagdo Q2 e a fungdo w ndo podem ser
arbitrarias, afinal elas devem ser tais que o PV J8A(n,0) =0 e

8A(n,0) = O seja satisfeito com uma condicdo implicando na outra. Para

3 a 0 ;
N&o ¢é demals lembrar, que se esta trabalhando com um numero n finito e

nesse caso a afirmagao acima estd correta; para a varlagdo de um
camlnho no EC consldera-se o llmite €-0 quando o nimero de pontos
N = ( tn-t0)/E€ tende a inflnlto (N2w).
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calcular S8A(n,0) = 0 a partir de (1) & necessirio fazer algumas

hip6teses acerca de Q e de sua relagdo com 8.

A mais simples e que a principio satisfaz essas necessidades é
supor que o efeito das operagdes & e Q seja o mesmo indiferentemente a
sua ordem de aplicagdo e que se x = 0 entdo x = 0. Essas duas
hip6éteses implicam nas condigdes do PV mas s3o muito restritas. De
fato, discute-se no préximo capitulo as consequéncias dessas
hipéteses, sendo possivel ver o grau de restricdo imposto a estas
operagbes através destas hip6teses. Uma hipétese muito mais geral que

a primeira e que a inclui como um caso particular é

SRA = HIQHZ(SA) » (2a)

onde H1 e I-I2 sdo operagdes que a principio podem depender de A e QA e
que no limite Q = 1 devem ser tais que,, Hlex = X . O caso particular
trivial H1= H2=1 corresponde a primeira hipdtese. Portanto, enquanto
a hipétese inicial correspondia a 80 = Q8 a hip6tese (2a) corresponde
adR = Q'8 com Q'= H1QH2’ ou seja, ao trocar a ordem das operagdes em
Q2 a operagdo £ transforma-se em = HIQHZ, 8 =8 = HIQHZ&
Essa generalizagdo mostra como proceder em relagdo a segunda

hipdtese, ou seja,

i

HIQHZ(BA) =0 > 8A =0 . (2b)
E importante notar que essa hipétese é muito mais geral do que
aparenta. De fato, 8A é um funcional de 7: x = x(t) e c = 9~ 7,
7 ox = x'(1) = x(t) + 8x(t) = x(t) + on(t), SAly;cl, onde n(t) é ur¥1a
fungdo arbitraria. Logo, (2b) diz que se HIQHZ(GA) = 0 para um 7n(t)
arbitrario entdo 8A = Q,' o que nao significa que se HIQHZX = 0 entéo
x = 0, a menos que x[y]'= xly;c] onde c = on(t). As hipdteses (2) sZo
muito mais gerais, o que permite fazer algumas restri¢gdes mantendo
ainda assim uma discussdo ampla. Para n&do desviar agora do assunto
corrente essa questdo serd discutida quase no final do préximo
capitulo. Agora, com 'a ajuda dessas hip6teses € possivel -calcular

8A(n,0). Usando (1) com a ajuda da hipétese (2a) obtém-se
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0 = 8A(n,0) = 8 £im Q 9 ...R6IA(1,0),...,Aln,n-1)] =

N 8 d w
= é%‘*ﬂ[‘? ¢ --aQI[Hz[m—.cn““-O’ A, DOAB)

e através de (2b),

0w aw 3w _
BA(I'O)SA(I’O) i aA(Z'I)SA(zvl) +...+ m)aA(n,n-l) =0

onde usando Z";;;SA(iH,i) =0,

8w _ o w
A(3,2) 8A(1,0)

[ 8w _ 8 w
8A(2,1) B8A(1,0)

18A(3,2) +

j8a(2,1) + [ 3

+ [ g w _ 8w
) dA(n,n-1) 08A(1,0

yJ8Atn,n-1) = 0

Como JA(i+l,i) # O segue-se que w deve satisfazer o sistema de (n-1)

equagdes diferenciais abaixo:

0 w _ dw
8A(1,0) ~ 8A(2,1) °
0w _ 0w

8A(1,0) ~ B8A(3,2) ’ (3)

oooooo

0w 0w
8A(1,0) = 8A(n,n-1)

A solugdo geral do sistema (3) pode ser facilmente obtida ~a

partir de uma mudanga de variaveis, das n variaveis

A(1,0),...,A(n,n-1) para as n variaveis 50’61""’€n—1

= !1;\:('1,0) + A(2,1) +...+A(n,n-1),

€, g
€ = A(L,0) - A(2,1)

€ = A(1,0) - A(n,n-1) .
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Em termos das varidveis &o,...,s L 2 funcéo w escreve-se
e

W e as derivadas ficam

bw _B8W W . 8W
8A(1,0)  0d8€o  B8E1 T 8En-1
dw aw aw

0A(2,1) I 8g 1

8w _8Ww aw
8A(n,n-1) 0€o 9€n -1

Substituindo as expressdes para as derivadas em (3) e fazendo os

cancelamentos possiveis obtém-se

8aW_o8W 3W

. 2 oEr Y g teEa = O
|
8 W 8 W aW
€1 * 2 og2 TeEa = ° @
W 8W 8w
581 ‘aEz v 2egaa - 0

Como o determinante da matriz formada pelos coeficientes em (4) é

ndo-nulo a Unica solugdo é a solugédo trivial ,

oW _aW _ W _
fl—_—agz caa —"6?;_:1—0 . (5)

b
A solucdo geral de (3) é fungdo apenas de %, isto ¢,

w = w[A(1,0) + A(2,1) + ... + A(n,n-1)] e (1) escreve-se

A(n,0) = g_l.’,{(T)l Sl2 gz...ns_ilw[A(l,O) + A(2,1) + ... + A(n,n-1)] ,

n-1

A(n,0) =‘g%:g 20.. Qo[ l)_joA(i+1,i)] , (6)

<

A equagdo (6) diz como definir A(xo,xl,...,xn) em termos de

A(i+1,i) e, no limite € » 0, Aly]. Define-se
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n-1

ACX X500 X ) = l)_:oA(m.i) , (7)

n-1

Aly]l = egr(r)l A(i+1,i) (8)

€ 1=0
de modo que o funcional A[y] é um funcional local 4 Resta,
entretanto, uma outra questdo a ser discutida que é sobre o limite
€ » 0 em (8), ou seja, A(i+l,i) deve ser definido de modo que (8)
exista. Dai, a procura por uma medida u(e) de €.

Como se sabe 5. uma fungdo mondétona n&o-decrescente F(t) é a
fungdo geratriz de uma medida de Lebesgue-Stieltjes uF(t), de modo que
uF(Atl) = F(tm) - F(tl). Assim, se adotard como a medida up(e) de €
uma medida de Lebesgue-Stieltjes uF(e). Visto que A(i+l,i) deve

depender da natureza do sistema mecanico considerado define-se

i

AG+Li) = & p (e)

onde £° (i=0,,.,n-1) é o valor assumido por uma funcgéo
20, suposta continua, em um ponto x; entre X ex . E a funcédo g
que caracteriza o sistema mecanico. Como o movimento de um sistema
mecanico é especificado por sua posicdo em dois instantes distintos
entio ¢° deve ser funcdo de x e de sua derivada X = g—),: e talvez
também de t, isto é, L = Qo(x,;(,t). Assfm, a equacgdo (8) escreve-se

n-1 tn

n-1 =
. 3 NN 0 i o, :
Aly] = gj;l{)l ¥ A(i+1,i) = gg%l ) Zqu(e) = g (x,x,t)dpF(t)
1=0 i=0 to
onde duF(t) = dr(t) °. Supondo  F(t) absolutamente continua tem-se

4
Ver, por exemplo, Gelfand & Fomim ( 1963 ).

5 .
A Teorla da Medida e exposta detalhadamente em Kolmogorov & Fomim
( 1978 ).

Conforme definida essa integral é uma integral de Stleltjes. Sobre
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dF(t) = F'(t) dt e define-se i

tn B ] tn .
Aly] = £ (x,x,t)F'(t)dt = £(x,x,t)dt (9)
to to

onde £ = ¢ F'(t) tem a dimensiio de inverso de tempo. A fungéo
2(x,%,t) que caracteriza o sistema mecanico & chamada fung8o de
Lagrange ou lagrangeana. As propriedades do sistema, tais como as de
simetria, devem estar contidas nessa lagrangeana. Por outro lado,
pode-se também escrever £ = al. onde L = L(x,x,t) & a mesma fungio
2(x,%,t) apenas que em qualquer outra dimensdo desejada e « é uma
constante com a dimensdo inversa do produto entre tempo e dimensédo

de L , ou seja,

tn )
Aly] = aJ’ L(x,x,t)dt = aS[y] , (10)
to
tn .
Sly] sf Lix,x,t)dt , (11)
to

onde S tem a dimensédo inversa de a .

Finalmente (6) escreve-se como

A n-1 .
A(n,0) = éi;’(’} ' g...nqlw[algoeL(xi,xl,t )} (12)

i

resumida por

esse ponto, ver Rlesz & Sz-Nagy ( 1965 ). Nessa referéncla faz-se uma
dlscussao sobre a integral de Stlelt]jes, sobre a sua relapio com as
Integrals de Riemann e de Lebesgue, e sobre as suas generallzagoes, as

integrals de Rlemnnn-Stle‘ltJeé e Lebesgue-Stleltjes.

7 Do ponto de vista inatematico falta especificar o conjunto de fuanes
no qual [ funclonal AlY] estd definldo, [ que depende das
particularldades do slstema conslderado, ou seja, da fun¢50 .‘eo . A
principlo AlY] estd definido sobre o domInlo da classe das fungdes
X = x(t) contfnuas (-] com a primeira derivada continua, e com

®x e x flxos.
0 n
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L

A(n,O) = ag(n,O) = (%w(A['y]) = [%w(asl'y]) ' (13)
onde § apresenta a mesma dimens@o de S. Note que ao escrever-se § em
termos de S através de (13) n8o se pode cancelar a constante
dimensional « pois nem a operagio nem a fungdo estdo definidas.
Inclusive, elas podem ser tais que nio permitam o cancelamento. De
fato, a deve ser tal que (12-13) exista®.

E féacil ver que através das condigdes impostas sobre a operagfo Q
a condicdo 8;\(n,0) = 0 implica em &A(n,0) = 0. Pode-se entéo
reformular o principio fundamental da Mecénica como o " principio do
5 R " estacionario " que diz que a dinémic? do movimento entre Po e Pn
€ aquela para a qual o valor de A ¢é estacionario, ou seja,
611(n,0) = 0. Note que é necessario primeiro definir a operacio Q e a
fungdo w para que possa ser atribuido algum significado fisico as
grandezas acima.

uwf

Este assunto sera revlsto no cap. 13.
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4. MECANICA CLASSICA E MECANICA GENERALIZADA.

N&o restam duvidas agora quanto a natureza das leis classicas.
Essas leis, que definem uma dinamica conjuntiva descrita como um
caminho no EC do sistema, correspondem as escolhas triviais 2 =1 e
w = constante escolhida igual a 11, e desse modo R(n,O) = A(n,0). A
dinamica conjuntiva ou cldssica reflete-se na aditividade de
R(n,o) = A(n,0) e o principio do " A " estacionario é o PV classico.
Entretanto, esta nfio é uma escolha necessaria. A correta
reinterpretagdo das leis mecénicas conduz a uma classe de
possibilidades dentre as quais a escolha classica trivial & uma delas,
correspondendo & uma dindmica conjuntiva. A classe geral de
possibilidades R # 1 e/ou w # 1 correspondem 4 uma dinamica
ndo-conjuntiva, ou seja, uma dindmica convolutiva.

Desse modo, indmeras teorias podem ser construidas a partir da
escolna de uma operagdo Q e/ou de uma fungdo w, para entdo serem
submetidas ao julgamento pelas experiéncias. E preciso, contudo,
estar claro o que se entende por uma teoria. Por teoria fisica
entende-se2 um esquema geral que permite enunciar um con junto de
proposicdes acerca das propriedades empiricamente observaveis de um
objeto. Esse esquema geral baseia-se em proposi¢des axiomaticas que,
necessariamente, envolvem pelo menos uma propriedade ndo-observavel.
Uma auténtica teoria diferencia-se, portanto, da fenomenologia pela
presenga de pelo menos um elemento n:”;o-obser'vével. l.ogo, diferentes
e/ou w definem diferentes elementos n&o-observaveis, diferentes
teorias da Mecanica.

Deve-se notar, no entanto, que a teoria classica baseada nas
escolhas triviais é uma descricio adequada dentro do limite ‘das
experiéncias humanas. Ocorre que toda a discusséio feita exige que, em
vista disso, duas possibilidades sejam examinadas, a saber: 1) se as

escolhas triviais sdo as unicas possiveis, ou seja, as propriedades

1 e

Dols funcionais A e cA , onde ¢ e uma constante diferente de zero,
530 equlvalentes polé apresentam a mesma solu;go para © prlncfplo
variaclonal. Por lsso escolhe-se c=1 . Ver Gelfand & Fomim ( 1963 ).

2
Ver Bernardes ( 1990 ).
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dindmicas s#o propriedades conjuntivas; 2) se Q=1 e w =1 sdo

limites de uma outra operagdo e/ou funcfo mais gerais, ou seja, ©
aspecto conjuntivo da din&mica corresponde a um limite onde o aspecto
convolutivo torna-se desprezivel.

Ndo se faz  necessario invocar de antem3o os fatos
experimentais para dai optar pela segunda possibilidade. De fato, além
da prépria natureza especulativa do espirito cientifico, o préprio bom
senso sugere essa escolha, remetendo o juizo para as experiéncias.
Essa segunda possibilidade corresponde a definir uma classe de teorias
da Mecanica tais que em um certo limite especifico tem-se Q -+ 1 e
w » 1, limite este que depende da propria operagdo e funcdo
escolhidas. As teorias pertencentes a esta classe apresentam uma
dindmica convolutiva que em um certo limite definido dentro de cada
teoria, onde o aspecto convolutivo torna-se desprezivel, correspondem
3 dindmica classica, conjuntiva :

Agora, resta uma questdo: como’ formular tais teorias ? Para
formula-las sera exigido que as equagdes dessas teorias tenhan: a mesma
forma das equagdes classicas, ou em outras palavras, que essz classe
de teorias seja isomorfa a Mecéanica Classica'. As razdes que levam a
exigéncia do isomorfismo s3o discutidas no apéndice, e referem-se ao
uso de uma linguagem. Embora exija-se o isomorfismo entre essa classe
de teorias da Mecéanica com a Mecéanica Classica, mesmo assim elas
apresentam um conteido epistemolégico radicalmente diferente. A
interpretacéo fisica depende das escolhas. de Q € w .

Varias sub-classes de teorias da Mecanica podem ser definidas.
Além da classica, ' =1 e w =1, pode-se ter Q #1 e w=1 Q=1c¢e

w#1l e Q#1e w# 1l Mesmo excluindo as duas ultimas possibilidades

SDeflne-se assilm uma . postura ldeolégica acerca das propriedades
dinimlcas onde n8 hd lugar para a conjungdo a nBo ser em um limlte
como uma aproximagao ” da convolugéo. Nesse limite pode-se usar as
escolhas  trivials como ‘ume regra para os calculos mas n8o a postura

ideoldglca decorrente dessa possivel escolha de antemao.

4 a v . . g
A mesma exigéncla em relagdio a Termodinamica Classica ¢ felta por

Bernardes ( 1989 ) para a formulagdo das Teorlas Holotrdplcas da

Termodindmica.
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ao se fazer w = 1, ainda assim h& uma ampla classe de possibilidades a

serem exploradas pela escolha de Q. Como n&c ha perda de
generalidade, w sera escolhido igual a 1. Resta agora, portanto,
formular essas teorias. A essa classe de teorias da Mecénica sera dada
a denominag8o de Mecinica Generalizada. A prépria Mecanica Classica
pode ser considerada uma Mecanica Generalizada trivial, isto &, com
QL = 1. A escolha de uma operagdo Q n#o-trivial, que deve satisfazer
as hip6teses feitas sobre ela e mais algumas possiveis, e que em um
certo limite tende & trivial, define uma Mecanica Ge:eralizada cuja
formulagdo sera guiada pelo isomorfismo. Por isso a préxima parte
sera dedicada a4 uma breve exposicdo da Mecanica Classica para
na parte III ser formulada a Mecénica Generalizada. Nesse caso ficara
claro que as equagdes do movimento sdo a solugdo do principio do " AA "

estacionario 8A(n,0) = 0. Devido a (2a) essa variagdo escreve-se

SA =6 LimQ ... QA= LimH [Q... Q[H_(8A)]]=
€30 1 n-1 €30 11 'n-1 2

0
HI[[¥][H2(6A[7])]] ,

que ndo é uma forma muito apropriada, o que se deve a hipdtese (3.2a).
Voltando um pouco atrds, é bom rediscutir os motivos que levaram a
essa hipétese.

A primeira hipétese pensada foi que o efeito das operagdes Q e &
fosse indiferente a sua ordem de aplicagdo. Note, entretanto, que se
esta fosse aceita ent8o a operagdo  estaria restrita a classe de

operagdes lineares. De fato, se 8Q = Qg,
8A = 8QA = QBA
Como 8A = S8Aly:;c] = Aly+cl - Aly], explicitando c,
é,%c' = §3Alric) = Q3Alc]

Agora lembrando que esses funcionais sdo lineares em c por definigéo,
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6A[a1°1+ azc2]= a16A[cll + aZSA[czl.
—adA +adA
ac+ ac 1 c 2 c
11 22 1 2

a expressfio acima escreve-se

SA =a 8A +adA =QdAlac+ac]=
ac+ ac 1 [ 2 c 11 22
11 22 1 2

= Q(alaA[cl]+a26A[02]) .
onde usando 8Q = 8§,
alnaA[cl] + aZQSA[CZ] . Q(alaA[cl] + azaA[czl) ,

que mostra que a operagdo Q é linear se 8Q = Qd.

Conseqiientemente, se fosse feita a hipotese 80 = Q38 as operagdes
0 estariam sendo restritas & classe de operagdes lineares. A hipé6tese
(3.2a) inclui, portanto, operagdes ndo-lineares. Contudo, se au classe
de operacdes lineares ja é ampla, a de operagdes ndo-lineares €& maior
ainda. E possivel fazer algumas restrigd=ss que facilitam a manipulagéo
das equagdes emvolvendo , mantendo essa classe ainda ampla, a partir
da hipétese (3.2a). A tUnica exigéncia feita sobre as operagdes I-{ e H2
foi que no limite Q =1 Hlex = X, Ou seja, a operagéo H1 é a
operagdo inversa de Hz’ H1= H;l. Isso ndo significa que a operagédo H2
deva possuir uma inversa e nem que H1 seja igual a esta para qualquer
Q, mas sim apenas para f = 1. E natural supor também que nesse limite
exista H;l e H= H;l pois nesse caso SA = SA = HHSA deve ser
inversivel, o que ndo é sustentdvel se Q # 1.

Dada uma operacdo Q é facil escrever H1 e Hz. Para a classe geral
de operagdes f consideradas isto ja ndo é possivel. Porém, pode-se
considerar dentro deste : trabalho uma certa classe de operagdes
ndo-lineares para as qulaQis isto é possivel. Suponha que a operagdo f
seja tal que se poss’é‘ definir uma operagdo linear ¢ através da
transformacéo QL = TIQTZ. Para que essa transformagdo seja inversivel
devem existir TII e-T;. Mais ainda, deseja-se que 2 = 1 implique em

QL =1 e vice-versa, ou seja, T1= T:, T2= T;l. Portanto, para esta




classe de operagdes R € possivel definir uma operagéo b linear

através de QL = TQT-1 ou R = T—lﬂl' T. Esta classe de operagdes € muito
ampla e pode-se considerar apenas as operagSes Q pertencentes a ela.
Nesse trabalho, entretanto, se fard uma restricio a mais supondo que
T(Aly)) = 6(Aly]) onde © = 6(x) é& uma fungdo inversivel com sua
inversa denotada por B—I(X); Logo, serdo consideradas apenas as
operacdes ndo-lineares Q as quais é possivel associar uma operagéo

linear Q" através da transformagio
" =equ! (1a)
Q=e6'0"% , (1b)
onde ® é uma funcdo inversivel. Se Q é linear, obviamente 6 = 1. Por
outro lado, usando sQ'= ots ¢ facil c';ihegar a seguinte expressdo para
H eH,
1 2

H (5A) = e M ([6(A)]'5A)

H [[H_(3A)1] = [67 (8(QA)I'0(@(H,(5A)),
onde o sinal ' indica a derivacido da fungdo em relagdo ao seu
argumento. Para Q = 1, H1H26A = SA. Para esta classe de operagdes Q é
muito mais natural usar a operagéo, QL . A linearidade, embora néo
seja uma propriedade necessaria, é uma propriedade desejavel. Em
termos desta, de (3.13),
-1 L H
= =0 ,
A(n,0) %A[w] [g{z] 6A[y] (2)
que mostra ser conveniente usar a fungdo 6 para definir
@=6x) , x=010) , (3)

em termos da qual (2) escreve-se

o _ L
®(n,0) = [%2] ely]
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A Unica questfio & ser preciso conhecer 6(x) para poder expressar

80 = 80(A) em termos de SA. Isso n&o é um problema pois € uma
particularidade de cada diferente teoria da Mecanica definida a partir
de uma diferente escolha da operagdo Q. Para operagdes 2 lineares
é¢ conveniente usar 6 =1, ou seja, ® = A, mas para operagdes R
nido-lineares pertencentes a classe aqui considerada sugere-se
naturalmente o uso de ® = O6(A) ao invés de A para formular a teoria
pois em termos desta o formalismo assume a sua " forma natural ".
Classicamente, como f =1 e, portanto, para qualquer © verifica-se
QL = 1, essa observacdo nfdo faz muito sentido, mas em um outro caso
ela sera conveniente.

Em funcgdo de um exemplo particularmente importante dado na parte

. 5 X .
IV se mostrara conveniente usar ©® = 6(x) = e . Nesse caso define-se a

operagéo

ot = exp ,ln

com O[y] = ®ly] = eA[ﬂ e 8(n,0) = &(n,0) = eA(n’O), de modo que
n,0) = g~ oly]
’ y1 0

Essa ndo & uma fungdo apropriada para discutir a Mecanica Classica mas
¢ a aprorriada para o caso que sera apresentado como um exemplo
ndo-trivial de Mecanica Generalizada. Logo, em funcdo do isomorfismo
deve-se escrever as equacdes da Mecanica Classica em termos de ¢, o
que serd feito na préxima parte na cap. 6. Entendido esse ponto, daqui
em diante se usard a mesma notagdo para as operagdes 2 € ) , afinal
isso ndo deve provocar uma confusdo uma vez que o uso de & ou de’A
indica qual a operagdo a que se refere. Em termos de ¢ as equagdes

(3.12-13) escrevem-se

» L n-1
®(n,0) = é‘;’(’,‘ clz ...ngzlexp[ai)EOS(Hl.l)] ) (4)

0 que também ocorre na Termodindmlica. Ver Bernardes { 1989 - 1990 ).
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resumida por

&(n,0) = [%Mv] , (5)

onde S(i+l,i) = eL(x;,)'c;,t;), com a dindmica determinada a partir

do PV
58(n,0) = O . (6)

Finalmente, ¢é preciso fazer duas observagdes. Uma esta
relacionada com as propriedades da operagdo Q. Além da propriedade de

linearidade,

[gle(altal[af] + a2®2[7])=au£72]®1[7/] + ag[‘}]@z[“ , o

L;Z(ale)l(xl) + a2®2(xl))=a1$12®1(xl) +a, ElZ ®2(xl),

wr

é preciso atribuir uma outra propriedade a Q. O motivo é que
implicitamente assumiu-se que as operagbes 2 tem um sinal definido
escolhido como o positivo. Em outras palavras, a operagéo classica
poderia ter sido perfeitamente escolhida como sendo Q = -1, para isto
bastando redefinir algumas quantidades e equagdes. Ao assumir que a
operagdo classica é Q =1, a condigdo do limite classico forga a

exigéncia de que as operagdes Q possuam a propriedade

Blyl= 0 = Q@['a'].z o,
i (7b)
@(xl) =z 0 =>£l2®(xl) z 0,

caso contrario o limite classico teria qu« ser redefinido.

A outra observacdo se refere a relagdo entre a constante o
introduzida através de (3.10) relaciona-se com o que foi discutido.
Com efeito, em (3.10) 'a constante « feoi introduzida a partir da
escolha de uma dimens&o6 para a lagrangeana L, onde £ = «l., mas poderia
ter sido igualmente introduzida através da fungdo F(t) usada como
fungdo geratriz da mgdida HF(t). Nesse caso, ao invés de englobar
F'(t) em ¢ = £°F'(t) definiria-se F’(t) = aF;(t) e L= ZOF;(t), 0 que

resulta em £ = a«L. O que foi visto agora mostra que a constante o
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poderia também ter sido introduzida através da definig8o da fungéo

o(x). No exemplo utilizado bastaria definir 6(x) = e** e nao seria
necessario utilizar de inicio A mas sim S, ignorando completamente a
questdo dimensional pois nesse caso « estaria relacionada com a
prépria definicdo da operagdo f. Essa observacdo ja foi feita quando
dito que a constante « deve ser tal que (3.12-13) exista. Como se Ve,
as trés situagdes est@o relacionadas. A natureza de o engloba a
definicdio de uma dimens8o para as grandezas fisicas, a de uma medida
pF(t) e a de uma operagdo . Quanto ao ultimo caso a questéo remonta
ainda a ndo-linearidade de . Estas trés questdes s&o, portanto,
inseparaveis, formando na realidade uma Wnica questdo que é a
constante «. Certamente seria mais justo defini-la como o = o o0,
onde “1’“2’“3 seriam introduzidas nas trés diferentes situagdes, mas
essa questdo é vazia uma vez gue é a constante a e a relagdo entre
essas questdes que interessa. Isso ficard claro com os dois exemplos

wr

que serdo dados.
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-PARTE 1I -
« A TEORIA CLASSICA DA MECANICA -

1

Nesta parte sera feita uma breve exposigBio da MC ( C de Cléassica
ou Conjuntiva ). Essa exposigdo justifica-se pelo aspecto didatico uma
vez que a MC é um caso particular trivial de MG. Aqui n8o se
pretende entrar em grandes detalhes, tampouco considerar os
sofisticados métodos encontrados nas formulagdes modernas 2.

No cap. S5 os pontos béasicos da MC serdo expostos e no cap. 6

revistos visando a formulagdo da MG via isomorfismo.

1 » 53 ” 3 I3 ar
A revisao de certos’ pontos da  Mecanlca Classica 80 serao feitos

quando absolutamente Indispensavels. Caso contrarlo, ha uma vasta
bibliografia a disposigdo como, por exemplo, Goldsteln ( 1950 ) s
Sudarshan & Mukunda ( 1974 ) , Saletan & Cromer ( 1971 ) , Landau &

Lifshitz ( 1960 ), etc.

Por exemplo, Arnold ( 1987 ) ou Abraham ( 1967 ).
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5. FORMALISMOS LAGRANGEANO E HAMILTONIANO. TRANSFORMAGOES CANONICAS. -

A escolha classica Q =1 implica em ;.(n,O) = A(n,0) com a
dinAmica classica descrita por uma funcdo x = x(t) representada como
um caminho entre os pontos dados P°= (to,xo) e Pn= (tn,xn) no EC do
gistema. Essa escolha confunde os conceitos de dindmica e caminho, de
modo que conceitos distintos como o de VD x e VI x sdo os mesmos
dentro da MC. A dindmica conjuntiva reflete-se na aditividade de
An,0) = A(n,0).

Além disso, como R(n,o) = ag(n,o) e A(n0) = aS(n,0), tem-se
§(n,0) = S(n,0), ou seja, a constante a n3o estd determinada. Qualquer
valor de o # O & possivel dentro da MC e essa indeterminagéo
certamente nfio pode ser transmitida aos resultados. Assim, o PV que
determina a dinamica classica pode ser formulado em qualquer dimensé&o
desejada, quer seja &8A(n,0) = O ou, &S(n,0) = 0. A constante &« ¢
desprovida de qualquer conteudo fisico n¥d MC.

Como se sabe a variacdo A de um funcional

tn i
Aly] = dté(x,x,t) ,
to

r: x = x(t), tos t = tn, X = x(to), x = x(tn), é dada por

tn d . . tn
SA = J'm [- Jr(0€78%) +ogrox]sxttiat + (92/0%) <sx|t +

0
tn (1

+ [¢ - (8erox)x]st| .
to
O PV afirma que a dindmica, nesse caso o caminho efetivo, é
aquele para o qual 8A =0 dentre os caminhos possiveis entre os
extremos Po= (xo,to) e"P’-;= (xn,tn) considerados fixos. A sua solugdo é

dada a partir de (1) pOI,;}:!

- %(a.@/a:}) + (es8x) = 0, (2)

3
Ver Gelfand & Fomln ( 1963 ).
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que ¢ a equagdo de Lagrange que deve ser satisfeita pelo caminho

efetivo x = x(t).

A equagdo de Lagrange possui interessantes propriedades de
invariéncia discutidas nas referéncias citadas. A partir destas
pode-se mostrar' com a ajuda do principio da relatividade de Galilei

que a lagrangeana de uma particula livre é da forma
£ =a'x", (3)

onde a'# O é& uma constante. A constante a' n8o possui um significado
fisico, apenas a relagdo entre essas constantes para diferentes

particulas. Por motivos histéricos escolheu-se trabalhar com L,
L=oaf ,a=aa , a=m/2 ,
°2 'Y
L =mx7/2" (4)

onde m é chamada massa da particula, e S, agédo.

A forma completa da lagrangeana ¢ dada supondo ( o que é valido
dentro do principio da relctividade de Galilei ) que existe uma fungéo
V = V(x,x,t) ( a energia potencial ) que descreve a interagio entre

particulas ou com agentes externos ( campos ), i.e.,
L=T-V , (S)

onde T é a energia cinética, T = m;(Z/Z e V= V(x.;(,t) a energia
potencial. )
A partir de (5) pode-se escrever a lagrangeana em termos de
coordenadas generalizadas q a partir de q = q(x) assim como & equag#o
de Lagrange cuja formaf:':é; a mesma em termos de q pois o valor extremo
de um funcional é dado por um certo caminho e n3o depende das

coordenadas que s8o Usadas para descrever esse caminho. Daqui em

Ver, por exemplo, Landau & Lifshitz ( 1960 ) ou Saletan &
Cromer ( 1971 ).
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diante serfio usadas coordenadas generalizadas e considerados apenas os

sistemas do tipo padr’éos. ou seja, para os quais 82L/6('12=t 0, condigdo
andloga a m # O.

Outra questio de interesse é acerca da natureza do valor
estacionirio da agdo S. Pode-se mostrar 6 que para intervalos de tempo
(tn- to) suficientemente pequenos a agdo S é um minimo para o
caminho efetivo. Caso contrario e para certos sistemas ela pode néo
ser nem um minimo nem um méaximo, enquanto que para outros como uma
particula livre ela é sempre um minimo. Certamente o minimo esta
relacionado com a escolha m > O pois para a escolha m < O teria-se um
maximo. A escolha do sinal da massa é arbitraria uma vez que apenas a
relagdo entre as massas é que possui significado fisico. De qualquer
forma, a afirmacdo de que a acio é um minimo para o caminho efetivo
nio é correta, limitando-se apenas & condigdo acima. Mesmo assim,
dentro de uma atitude pouco cuidadosa, chama-se as vezes o PV de
prircipio da minima ou da menor acgdo:' Essa denominag&o carrega em si
varios aspectos histéricos. Esse principio dentro da MC foi formulado
em sua forma final por Hamilton, por isso também denominado principio
de Hamilton. Julgando essa denomii:agdo mais apropriada e como a MC
baseia-se na escolha trivial Q=1 7 que conduz a esse principio
entio nada mais justo do que denomina-la operagdo de Hamilton |,
QH = 1. A MC é portanto uma Mecanica Generalizada onde a operagdo Q €
a operagfo de Hamilton, 2 = QH = 1. Pode parecer um excesso de rigor
mas essa observagdo se justificard adiante. Como o principio de

Hamilton fornece o valor estacionario de S a operagdo de Hamilton QH

pode ser escrita como

Q = ext,
H v

5 [gn
A esse respelto ver Sudarsban & Mukunda ( 1974 ).
6 , .
Ver, por exemplo, Whittaker ( 1944 ) e Ozérlo de Almelda ( 1982 ).

Claro esta que nesse trabalho ignora-se por completo qualquer

questao relacionada com a natureza do valor estaclonarto da agdo.
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de modo que S = e)V(tS['J]. onde a operacéo e%(t consiste em tomar o

caminho ¥ tal que o valor de S[y] seja um extremo, ou seja, 0 seu
valor seja estacionario. A rigor o correto seria entdo dizer que a MC
baseia-se na escolha da operagdo Q como sendo QH = e%ct, mas como o PV
8S = 0 na MC consiste justamente em calcular e§t S[y] n8o é preciso
dar muita importéncia a isso. Contudo, em vAarios momentos esse rigor
se mostrara, ndo como excessivo, mas sim como Gtil. Enquanto isso nfo
ocorre se continuara usando QH = 1

A passagem para o formalismo hamiltoniano é simples e encontra-se
em qualquer referéncia. Ela & sugerida lembrando que o caminho efetivo
7: x = x(t) satisfaz (2). Desse modo, para uma variagio Btn= t;l- tn,

pode-se usar (1) para ¥ = 7, que em termos do funcional S e omitindo o

indice n escreve-se

8Sly] = (8L/8q)8q + [L-(8L/8q)q]st =
ws (6)
= (8ss8q)8q + (8S/8t)8t

que sugere definir
p = plq,q,t) = (8L/6E1) , (7)
-H = -H(q,q,t) = [L-(8L/38q)q] , (8)
respectivamente o momentum e a fungéo de Hamilton, e¢ de (6),

(9)

I
@

(6s/8q) = p , ( para 7

(10)

il
)

(BS/at) =-H , ( para ¥y

E importante notar 'ql;le 8S/8q ndo é igual a p dado por (7) mas sim

a p dado por (7) mais a introdug@io nesta de q = q(t), que é o que diz
a expresséo (9). =

Basicamente a passagem do formalismo lagrangeano para o

hamiltoniano se deve ao fato de qualquer sistema de n equagdes

diferenciais de segunda ordem poder ser escrito como um sistema de 2n
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equacdes diferenciais de primeira ordem. Porém, essas novas equagdes
possuem um forma mais simples, uma forma canénica, quando esta equag&o
¢ a de Lagrange por ser esta a solug8o de um PV. Considerando p dado
por (7) como uma VI, o que se faz eliminando q em favor de p a partir

de (7), as equagdes de Hamilton sdo
q = 8H/8p , (11a)
p =- 8H/8q , (11b)

onde H & a hamiltoniana obtida introduzindo q = E{(q,p,t) de (7) na

fungio de Hamilton (8), ou seja, é uma transformada de Legendre de L,

-H = —H(q.P,t) b L(Q)El(q,p;t)pt) - IJC.l(q,P,t) . (12)

O fato da equagdo de Lagrange“ser‘ a solugdo de um problema
variacional possibilita ndo apenas escrevé-la como um sistema de
equagdes candnicas, as equagdes de Hamilton,. mas também escrevé-la em
uma forma integrada, quando soluvel, muito mais simples, concisa e
elegante. Esta é a equaglo de Hamilton-Jacobi, que pode ser obtida

introduzindo (9) em H(q,p,t) em (10), ou seja,
H(q,8S/8q,t) + 8S/8t = 0 . (13)

Da solugdo S(q,t;qo,to) tem-se de P,= —aS/aq0 uma expressdo
P,= po(q,t;qo,to) da qual se obtém q = q(qo,po,to;t) = q(t) que em
p = 85/8q = p(q,t;qo,to) fornece p = p(qo,po,to;t) = p(t), _as
expressdes procuradas.

A transformacdo de coordenadas, ou seja, VI, constitui-se numa
poderosa técnica para  .a investigagdo e solugdo de um sistema de
equagdes diferenciais. fI‘nfelizmente dentro do formalismo lagrangeano
ndo ¢é possivel for‘ﬁiﬁlar nenhum procedimento sistematico para a
integracdo via transformagdes de coordenadas. Devido a sua forma
peculiar isso ja é . possivel dentro do formalismo hamiltoniano. Porém,
como essa forma advém do fato da equagdo de Lagrange ser a solugdo de

um PV as transformagdes de coordenadas q e p dentro do formalismo
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hamiltoniano devem ser tais que preservem a forma das equac®es de

Hamilton, as equagdes canénicas. Dai denominadas transformacdes
canénicas ( TC ). Novamente aqui remete-se a questio em sua
profundidade para as referéncias.

O modo mais simples de chegar a uma express@o para as TC se faz
usando o fato que, se dois funcionais diferem entre si por uma
constante, eles sdo equivalentes, ou seja, fornecem a mesma equac8o
para a solugdo do PV formulado em termos destes funcionais. Exige-se,
portanto, como condigdo suficiente que os funcionais escritos em
termos das antigas VI q e p e das novas Q e P sejam equivalentes e
escreve-se a constante como fungdo dos extremos fixos.

Se essa fung@o chamada fungdo geratriz ou gerador da TC é do tipo

FI(Q,q,t) mostra-se facilmente que as expressdes

P = 8F /8Q . (14a)
p = 0dF/8q , (14b)
K =H+ 8F /8t , (14c)

definem implicitamente e completamente a TC. O mesmo mostra-se
facilmente para as outras possibilidades Fz(q,P,t), Fs(p,Q,t) e
F4(p,P,t).

Visando a formulagdo da MG é interessante chegar explicitamente a
estas expressbes mas por. um caminho diferente dos usuais. Da definigdo

de Sly] escreve-se

ext Sly]l = ext [ ext S[y ] + ext Sly 11 ,
X 7] X 3t lwA 3 [78

onde 7y, Vo 7y sdc caminhos q = q(tT) tais que tos T < t°, tos T = t,
t < T = t’, respectivamente, com q(to) = q, qlt) = q e qt’) =4q'.
Como toi visto, os funcionais S[arB] e S[WB] + F sdo equivalentes se F

é uma fungéo dos extremos fixos (t,q) e (f,q). Logo

ext Sly) = ext [ ext S + ext Sly | - F(q’,t";q,t .
X [¥] “‘[7’;\ [r,] t 7, q,t’;q,t) ]

Agora, fazendo t’» t tem-se S[arB] = 0, de modo que
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S(q',t) = e)ét [ -F(q’,q,t) + S(q,t) ] ,

onde explicitou-se o resultado da operacgéo e%(t além de n#o incluir na
notagé@o 9, e t0 cuja consideragdo ¢é imediata. E facil ver que a

express8o acima corresponde a realizagdo de uma TC, pois escrevendo

q= Q,
S(Q,t) = e§t [ -F(Q,q,t) + S(q,t) ] , (15)

da qual obtém-se imediatamente as expressdes (14a-c).
Além das equagdes candnicas existem outros invariantes por TC. De

fundamental importincia é o colchete de Poisson
{f,g} =(8f/8q) (82/3p) - (8g/3q) (8f/3p) (16)

que fornece g-{- através de 4

af _
g = (LHY + af/8t . (17)

Uma impcrtante TC consiste em tomar as novas Q e P como os
e
(] Py

( transformacgdo do tipc F1 ). Nesse caso o novo hamiltoniano é K = 0 e

valores de q e p em um instante inicial to’ ou seja, q

a equagdo que define essa TC, ou seja, a equagdo para o gerador, &
justamente a equagdo de'Hamilton-Jacobi (13). Isso pode ser encontrado
nas referéncias. Como nesse caso € S(q,t;qo,to) o gerador da TC de q e
p para q € P, entdo S(q,t;qo,to) é o gerador da TC que se processa
para trds no tempo no movimento do sistema. A dindmica do movimento
pode, portanto, ser vista como um continuo desdobramento de uma 'fC,
sendo completamente especificada a partir do gerador S(q,t;qo,to), o

gerador do movimento. "
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6. A LINGUAGEM E 0S CONCEITOS MATEMATICOS DA MECANICA CLASSICA.

Se houvesse a necessidade de exprimir a problem&itica deste
tr‘abalhol em uma sé palavra esta, sem duvida, seria " linguagem ". De
fato, a origem dos principais pontos discutidos ( a necessidade de
distinguir os conceitos de dindmica e caminho, VD e VI e a exigéncia
do isomorfismo ) estdo fundamentados na linguagem. E também na
linguagem que residem essencialmente os fundamentos desta segdo. Nesse
ponto a discussdo feita no apéndice é proveitosa, embora superficial.

Sem querer entrar demais no amago da questfio, pode-se dizer que,
através da Matematica, é possivel fazer um uso rigoroso e coerente da
linguagem, ou melhor, dos elementos pertinentes desta, para descrever

o mundo fisico. Diferentes metalinguagens se d&o em fungfdo de

diferentes matematizagdes desses elementos da linguagem
relacionados com o mundo fisico. Entretanto, a adequa¢do destas é uma
questdo exterior a elas. Em outras palavras, certos conceitos
matematicos podem ser adequados ao estudo de uma certa classe de
fenébmenos mas ndo de outra, ou seja, as suas leis podem ser
adequadamrnte formuladas em termos de certos conceitos matematicos em
um caso, mas ndo em outro, que normalmente requer diferentes
conceitos matematicos. A arte consiste em procurar conceitos em termos
dos quais ambos os casos se acomodem. Isso ndo significa de modo algum
que certos conceitos mesmo que inadequados ndo possam ser utilizados.
Pode ocorrer que além de inadequados eles sejam também errados mas a
inadequagdo implica a principio apenas no obscurecimento. A adequagio
de uma linguagem para descrever a MC é o que se pretende discutir
neste capitulo. )
Muito se insistiu na necessidade de distinguir os conceitos de
dindmica e caminho. Na MC eles se confundem. A dindmica é representada

como um caminho no EC, ‘ou seja, uma funcdo. Mais ainda, a dindmica do

movimento pode ser vista como um continuo desdobramento de uma TC cujo

Obviamente ndc 86 deste trabalho mas também dentro da Termodinamlca
com a qual este trabalho mantém uma relagao ldeoléglca. Ver Bernardes
( 1989 ).
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gerador é a funcéo S(q,t;qo,to). O conceito mateméatico de fungédo é,

portanto, um concejto adequado a descrigdo da dinimica do movimento. A
VD q é uma fungdo q(t), significando que para cada valor do parametro
t existe uma regra que associa a este numero um outro nimero q. Uma VD
arbitraria f é no caso mais geral uma fungio dos valores de q e p e do
parametro t, uma fungdo f(t) = f(q(t),p(t),t).

Infelizmente, o conceito de fungdo obscurece a distingdo que se
quer enfatizar entre caminho e dindmica, entre VD e VI. Mesmo assim
ele ¢é adequado pois classicamente esta distingdo nfo se faz
necessaria. Ndo o sendo, n8o h& motivo para n#do utilizd-lo na MC,
ainda mais se considerada a sua simplicidade.

Ja a definigdo de Sly} como um funcional sugere a utilidade deste

conceito. Ignorando as questdes " técnicas pretende-se ver se
o conceito de funcional é mais adequado ou nio que o de funcgéo.
Usando QH = e§t, 0 que esta operacgdo lfaz é introduzir no operando a
fungdo q(t) que fornece o valor estacionario de S[y]l, ou seja, a
solugdo da equagdo de Lagrange. Assim S(q,t;qo,to) = ea)((t Sly] e P
consiste em introduzir no operandc o q= q(tl). Sejam os conjuntos {t}
dos valores possiveis de t € [to,tn] e {q} da VI q determinado pela
natureza do sistema mecdnico e por vinculos impostos a este. Uma
correspondéncia entre esses conjuntos pode ser feita n3o apenas
através de uma funcgfo. Seja um dado tl e um funcional Fl[q] = q(tl).
Esse funcional estabelece uma correspondéncia entre um ’cl e diferentes
valores da VI q através de diferentes funcgdes q(tl). Para a VD q no

instante tl pode-se escrever q = q, = ezi{t Fl[q] = e)ltt q(tl) = a(tl).
1
Definido este funcional para um t qualquer tem-se para a VD

q = e§t Ft[q] = q(t). O mesmo estende-se para outras VD. Como pode-se
ver, embora o conceito de funcional ndo seja t3o simples quanto ao de
fungdo é as custas desse refinamento na linguagem que se consegue
exprimir satisfatoriamente a distingdo entre VD e VI

Agora, ¢ importante notar que por tras de tudo isto estd o
funcional S[y]. Se ao invés deste tivesse sido usado ®[y] = eaS[ﬂ
( equagdo (4.7) ) entdo as vantagens do conceito de funcional seriam

ainda maiores, ou seja, esse conceito seria mais adequado. Mas, devido

4 forma de @, uma exponencial, e por conter uma constante, «, sem
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significado fisico dentro da MC, existe um outro conceito ainda mais

conveniente, um conceito adequado & descrigdo da MC em termos de oly].
Este conceito € o de operadorz.

Primeiro, € preciso lembrar que se pretende formular a MG em
termos de ¢ em func@io do exemplo n&o-trivial de MG apresentado na
parte IV. Logo, devido ao isomorfismo, deveria-se formular a MC em
termos de @®. Isso representaria dezenas de paginas adicionais, pouco
ganho, e um desvio dos objetivos. Na verdade nem é necessario ter as
equagdes a méo; basta usar um raciocinio a principio anélogo. Mesmo
assim sera feita uma resumida discuss@o sobre os pontos principais.

Reformular a MC em termos de ¢ ndo é uma tarefa dificil, apenas
exige alguns cuidados. De fato, isso pode ser feito por completos. 0]
principal cuidado que se deve tomar relaciona-se com o fato de estar
sendo utilizada a constante o em & = eocS e esta constante néo
apresentar significado fisico dentro da MC. Tem-se, portanto, que
pagar um prego por ndo utilizar a navatha de Ockham ( Entia non sunt
multiplicanda praeter necessitatem ). Esse pregco ¢é, entretanto,
pequeno. Pode-se mostrar que ele consiste em tomar o limite a » ® ao
final dos calculos. Embora parega artificial esse procedimento é
operacionalmente legitimo dentro da MC uma vez que « nfo possui
significado fisico nesta e o seu valor é indeterminado.

Quando ¢ wusado ¢ o conceito naturalmente sugerido é o de
operador. Para convencer-se disto basta tomar as equag®es da MC assim
como as das VD dadas em termos de S e tentar reescrevé-las em termos
de ®. Aqui se limitardA a apresentagdo dos resultados. Inicialmente,
suponha conhecida a fungdo & = eOLS através, por exemplo, da solugdo da

equagdo de Hamilton-Jacobi para S. A VD p, ou em um caso geral pn, é

dada por
]
Isso n8o & uma particularidade da MC. Também na Termodinadmica
Cléseica isso ocorre, conforme notiflcado por Bernardes ( 1990 ) na

sua formulagdo das teorias holotrdpicas da Termodinamica.

Em Vaz Jr. ( 1989 ). Para o restante deste capftulo tudo ¢ que n3o

for felto explicitamente remete-se para essa referéncla.
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»
p = £im ext @ P (1

onde & = Q(q,t;qo,to) e

* * :
® =0 (q.t;qo.to) = ®(q,,t;q,t) (2)

tal que, devido a J‘IoLdt = - J‘:oLdt, que corresponde a fazer a » -a em
® ( denominada operagdo de conjugacédo e 'Y funcdo conjugada de ¢ ),

tem-se
‘ — —1 . 3 3
) (q,t.qo,to)Q(q,t,qo.to) =¢ (q,t.qo,to)é(q,t,qo,to) 1, (3)

e onde pn é o operador

P =&n—n;. (4)

E facil ver que no caso n =1 a expressio (1) corresponde
exatamente a p = 8S/0q e o limite a » o ¢é desnecessario. Para
n = 2,3,... existem termos adicionais além de (8S/8q)" e o limite
« 2 o mostra-se imprescindivel. Uma expressio anédloga escreve-se para
P, da qual obtém-se q = a(t) que é usada na operagfo egtt .

Como a VD q é igual a VI q na MC pode-se também escrever uma
expressdo para estas que embora aparentemente trivial satisfaz
elegantemente a exigéncia da distingdo entre VD e VI. Em um caso geral

esta é
= ¢im ext & q o] (5)
9 o> w q b

onde o limite a » o é desnecessario mas é escrito para obter uma forma

7

simétrica em relag@o a (1) e onde o operador qn é
qQ" =q" . (6)

O que (1) e (5) mostram é que a distingdo entre VD e VI atinge um
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grau de clareza notavel através do uso do conceito de operadores. Os

operadores p e q definidos em (4) e (6) s3o definidos em termos da VI
q assim como a fungdo sobre a qual eles atuam. Também, obviamente,
o é ea(t. O resultado de (1) e (5) s3o, entretanto, o valor numérico de
uma VD.

Em fung@o de (1) e (5) pode-se dizer que as VD qn e pn séo
representadas por operadores definidos em termos das VI e que atuam
sobre uma fungdo das VI. As VD sdo representadas pelos operadores; os
operadores de modo algum s&o as VD.

Existem sérias questdes envolvidas com estes operadores. Fora as
questdes extremamente " técnicas " deu-se uma resposta satisfatédria a
todas estas quase sempre envolvendo o limite « » «. Uma destas ainda
relaciona-se com (1) e (5). Enquanto (5) classicamente é na verdade
uma identidade entre a VD q e a VI q e ndo envolve a a expressido (1)

(n-1)

3 -1 -2 - n
contém termos da ordem de « ', « ,..,, até « em p . Apenas no

caso n = 1 ela é exata. Nos demais ela apresenta no minimo um desvio
da ordem de ol Além disso serd visto adiante uma situagdo onde este
termo ¢é importante. Felizmente é possivel encontrar uma expressdo
correta até esta ordem. Realizando o calculo explicitamente a partir

da definigdo de pn chega-se ao resultado

P = (85/8q)"0 + « 'L + 00 (7)

0, (n=1),

[142+...+(n-1))(8S/8q)" %(8%S/8q%) , (n=2) ,

que implica em
(") = (85/89)%" - o'L%" + 0@ 0" . (8)

Usando (7) e (8) vé-se que definindo os operadores

P

“'—_n) * n
dpd=%¢(pd , (9a)
(_.
o' p"e = (p"®) e (9b)
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« — —
n n n
p =(p +p

e , (10)

chega-se a uma expressdo correta até oc—l, ou seja,
n ‘63
p = gglg e)q(t ¢p o , (11)

«
g * n . . i -2 ey
onde os desvios em ® p ¢ sfo maiores ou iguais a « = e eliminados por

o » «. Também qn pode ser escrita de modo trivial nesta notag&o,

=g 8"a
q = £im e>qct q . (12)

Existemn muitas colocagdes a serem feitas. Primeiro, pode-se
mostrar que embora qn e pn sejam operadores lineares ndo faz sentido
escrever ® como uma combinagfo linedr. Isso reflete-se principalmente
em uma situag@o. Uma vez que o uso de ¢ ou de <I>‘ é equivalente devido
a (2) pode-se definir os operadores como agindo sobre ® . Isso conduz
a definicdo de operador adjunto. Supondo que ¢ possa ser escrita como
uma combinacdo linear as questdes envolvidas com esse ponto
( obviamente com o operador pn pois com qn nido ha problema )
embaralham-se de modo a observar-se um erro da ordem de o' nessas
expressdes. Na verdade essas questdes refletem a inadequagdo do
conceito de operadores, ou melhor, da funcdo ¢ na MC. Em relagdo a
questdio do operador adjunto classico pode-se mostrar que ndo se deve

usar uma definigdo forte
ext (£'e)"s = ext 8" (£0) (13)
mas sim uma defini¢do fraca

Lim exi (F19)°® = fLim ext & (F0) (14)
or0 g ar g

na qual os erros sfo aceitos. Melhor que tudo isso & usar um operador

7 de acordo com (10), o que sera visto adiante. Usando a definigéo
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fraca permite-se escrever @ como uma combinag8o linear arbitraria pois

0 erro em o desaparece no final. De qualquer forma €& algo pouco
" patural ".

Por enquanto colocou-se apenas as VD que sdo poténcias de q e p.
E preciso também considerar VD arbitrarias. Para isso & proveitoso
retornar um pouco a linguagem das fungdes. Dadas duas fungdes
fl(q,p,t) e fz(q,p,t) das VI q e p e do parametro t as quais estdo
associadas as VD fl ef ) é possivel definir uma terceira VD g a partir
de operagdes sobre fl(q,p,t) e fz(q,p,t), operagdes estas que tenham
um significado canonicamente invariante. Sdo estas: 1) a combinagéo
linear de fl(q,p,t) e fz(q,p,t), 2) a multiplicag8o de fl(q,p,t) e
fz(q.p,t) e 3) o colchete de Poisson de fl(q,p,t) e fz(q,p,t). A

partir das operagdes 1 e 2 é possivel definir as VD

fla) =F anqn s(aeR),

n

f

- n
fz(p)-anp ,(bne[R),

n

fa(q,p) = Y Anmq"pnn = ¥ Amnpmqn , ( Amn= Anm eR),
m,n m,n

onde supde-se a convergéncia das séries, ou seja, que as fungdes sao
analiticas, e com uma possivel dependéncia dessas fungdes no parametro
t contida nos coeficientes an, bn e Am.). Os casos particulares f1= qn
ef As pn ja foram vistos em termos de operadores. Faltam os demais.

Como foi dito, o uso de & é pouco natural dentro da MC. Para
considerar VD arbitrarias é preciso ver como sdo essas operagdes em
termos de operadores e também lembrar da equivaléncia entre ¢ e Q‘ hna

P

. . n_m
hora de escrever as VD. Considerando o caso mais geral Y A qp ¢€
nm
m,n
facil convencer-se que uma expressdo satisfatéria para esta e que ira
1}

satisfazer as necessidades de definir a operagdo 3 em termos de

operadores é

f=4Limextd f°0® , (15)
2o q
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o n_m
f—ZAnmqp , (16)
m,n
n_m n m m
ap =(qp" +q"p" 2 , (17)
* n m * n_m, * n m n_m,.*
¢qp o=0¢(qp ¢ ,dqp ®=(qp @ ¢ . (18)

A utilidade destes operadores é impressionante. Uma interessante

propriedade que segue da definigdo mais (7) é

*nm n_m,.* * m n -1
dqp 2=Qqp ®®=0(p q+ O )=
=9 (q"p™®) + & (Ip™,q"] + O N0,

€ como [pm,qn] é pelo menos da ordem: de oc-l,

n m n
qp" =qp" +0MpTq"l , (19)

onde O(1) indica um erro da ordem de [p™,q"], ou seja, pelo menos o,
Outra segue da prépria definicdo forte do adjunto classico, expressio

(13), ou seja,

a'p” = (g"pT)" (20)
Usando-a chega-se facilmente a
n_m,+ n_m -
(@p) =qp . (21)

Resumindo, a operagdo 1 mantém o mesmo significado em termos de

operadores enquanto 2 deve ser vista como uma multiplicagdo entre

operadores definidos cémo (17), ou seja, f. Quanto a operagio 3 ela
sera considerada ao final, pois para chegar a esta, é melhor discutir
antes outra questdo. Esta é sobre a equagdo de Hamilton-Jacobi.

Da definigdo de ¢ verifica-se imediatamente que
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®(n+1,0) = ext ¢(n+1,n)®(n,0) ,

onde ¢ n+l,n) = eaS(n+1,n).

Mas S(n+l,n) é 8S em t = t que pode ser
calculada a partir de (5.6) e (5.9-10), ou seja, &S = paqn— Hatn. Essa

expressdo, mais uma expansdo em série de Taylor, fornece
®(n+1,0) = (1 + ocp&qn— ocHStn)Q(n,O)
da qual identifica-se de imediato
6<I>(n,0)/6qn= apd(n,0) , 6¢(n,0)/6tn= -aH®(n,0) .

O mesmo raciocinio usado para estas permite escrever a equagio de
Hamilton-Jacobi como

W

H(q,® (¢ '88/8q),t) = & (-o ‘ad/8t) (22a)
H(q,® (o '80/8q),t)0 = -o'80/8t . (22b)

Agora, em fungdo do limite « » » nas expressdes para as VD
existem outras formas possiveis para esta equacdo. Melhor dizendo,
como os desvios em a—l ou majores sdo eliminados, existem outros ¢ que
sdo solugdes de outras equagdes e 'que sdo equivalentes ao ¢ que é
solugdo de (22), ou seja, os resultados numéricos sdo os mesmos no
limite & » . Mostra-se na referéncia citada que essas equag¢les sdo da

forma ~

-1

H(q,a“g—q,m e %@ = f)® (23)

onde &_L,(g flo) = O, podendo inclusive {(a) depender de & desde que
&glg {(a,®) = O para qualquer &.

Chamando (22) de equagdc forte de Hamilton-Jacobi e (23) de
equacgdo fraca de Hamilton-Jace®i pode-se mostrar que se & é solugdo da

equagdo forte de Hamilton-Jacobi entdo ela também é solugdo de uma




equag@o fraca de Hamilton-Jacobi para uma escolha conveniente de §(a)

estando sujeita esta solugdo a uma condigdio suplementar que n#o
aparece na equagdo fraca. Para o caso em que V = V(x) esta condigfio é
Vix) s E ( energia total ) e para V = V(x,t) ela é
vVix,t) = ¢‘(-a_16¢/6t). Além disso, como todas as equagdes fracas sfo
equivalentes entdo a equagdo forte é equivalente a estas, em
particular a convenientemente escolhida com {(a) = O, ou seja,

-18 -1

e}
H(q,x a—q,t)<1> = - a—Q - (24)

t
Também aqui ndo se pretende discutir maiores detalhes. Quanto,
por exemplo, as TC é imediato que (5.15) escreve-se como

-aFl(Q’q,t)¢(q,t) | (25)

®(Q,t) = e)q(t e
o que se estende imediatamente aos demais casos.

Resta discutir as VD definidas a partir da operacdo 3, o que é
mais proveitoso se feito dentro do contexto da equagdo (5.17). Seja
f wuma VD arbitraria cujo valor no instante t dentro da
linguagem das funcdes é dado por ft= f(q(t),p(t),t). A variagdo de f,
8f, resulta das variagdes 8q e 8p e de &8t, de modo que a variagdo
total em relagio a t, 6ft= (dft/dt)at, resulta do uso de 8q = qdt e
8p = pédt com q = 8H/8p e p = -6H/8q. Isso dentro da linguagem dos
operadores requer um certo cuidado pois. a distingdo entre VD e VI esta
bem estabelecida em termos desta. Nesse caso o seu valor no instante t
é dado por (15) onde os operadores q e p e a fungdo & sio dados em
termos da VI q e do parametro t. A variagcdo de ® envolve 8q e “&t.
Agora, se na linguagem das fungdes a VD q é dada diretamente em termos
da VI q o mesmo nfo ocorre na linguagem das fungdes, expressido (12), e
muito menos com a sua Variaqﬁo. Sendo assim, em 8% = (6qd>)6q + (Sttb)at
é a variagdo 8t<1> = (Q_sl?,/at) que deve ser considerada para calcular a
variagdo total de f em relagdo a t. O resultado que se obtém com a

ajuda de (24) é

i ext[ C o« T SH 10 + 0 (85T /at)e ] , (26)
dt a2 g
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onde se usou os operadores dados por (16) uma vez que o comutador

aparece multiplicado por «, mostrando a necessidade do uso de

-1
expressBes corretas em o .

Comparando (26) e (5.17) conclui-se que

(f,H = tim ext ¢ (-alT°.SH D)o . (27)
a2 q

Embora n8o seja dificil demonstrar (26) prefere-se fazer o
caminho inverso, ou seja, partindo do lado direito de (27) para chegar

ao esquerdo. Com isso ilustra-se as propriedades do operadores dados
por (16).

Primeiro, sejam operadores arbitrarios f e H

— — —
o 1 n_m n_m Fo r_ s r_s
H—g)ZAmn[qp +qp].f-§):B“[qp +qp|-
Utilizando-os para calcular <I>' *

f"H®e® H f’® obtém-se

i e S |
ST HIe =77 A B (R+R),

< € 4 > e /) —)
* r s n m r s n_m nm r s n m r s
. <I>[qp Q9P +*+q9qPpP 9P -qp 9P -qPp qp]<1>.

A
1l

¢ 3 y &

- > ¢ > — ——
l‘s]¢

P
il

*( "r s n_m r s n_m nm r_ s n_m
2 O[qp qP *tqp qp -9qp qP -9p 4qp
Por outro lado, usando a propriedade (19),

— e — — —

q'p® q"p” = q"p° q"p" + q"pOWIP™.q"1 ,
< > ¢ ——
r s n 'm r s n m r s n m
QP qp =qp qp +qpOllq,p ] ,
=¥ D= =2
nm r s n m r s n m 1 T
QP qp =qp qp +qp O0l)p,ql ,

n m r s n m r s nm r s
9P 9P =qp qp +qp ODlgq,p] ,
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que usados em .‘R2 fornecem

* ﬁ r_s n_m (_n_m—__g
R=R+ 0 [[q p°-q'p |0(1)[q P 1 - [q P -q"p ]O(I)Iqr.p'l]°

onde novamente usando (19)

fR 5R+ ' o)p®,q"11q", p"1 -0(Ip .q“][qr,p']]¢ e
.‘R+d>0(1)[[q P 1Ia",p" 10

de modo que

(—)(—) 1 *- n_m r_ s
o f ,'H )j A B R+ Ol ) zLA B ¢[lqg,p Liqg,pl]e.
Agora, como [q,p] = —a-l, o termo de mais baixa ordem em [q",p"} e

[q",p°] & da ordem de «, logo [[qn,pm].[qr,ps]] é da ordem de o« e
a sua contribuigdo anula-se no limite o - ®, sendo desnecessario
calcula-la. Logo,

o T’ T =LA BR +0a)

Pela definicdo dos operadores a quantidade le escreve-se
—_—S » .
R = l q"p" q'p° ] ® - [qrpsq"p""l’] o+ 0 lq psq"p%] .
> —
r_s ® ,

Ik _j i '
Todos esses termos envolvem o calculo de q'p q'p ®. Usando (7) tem-se

1k i 1 _k JaSl J
qp qp@=q’l3[¢1[ﬁ]d> Lq<I>+0(oc )0],

onde usando a regra de Leibnitz para as derivadas de um produto

A 3 ol -1
obtém-se até a primeira ordem em «
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1_k ) 1 14
QP qapd®=q [

as

aq

k+1
] o+

a—anlzan[

8s
aq

]o+

o k-1 k+l-1
-1, ..1 1+)(8S ) 1{8S
+ o kqu [ﬁ] ® + o 'kM ! [aq] o+

k
-1. 1 _1+)[8S -2
+ o qu [%] d + 0(“ ) ,

onde M‘1| = qu e Ni = i(6S/6q)l-l(BZS/aq2). Usando estes resultados

obtem-se apds os cancelamentos possiveis

(-—) (——) -1 .m_n+r[38S e-1
o' [T ]Q——ZA B El[Zoc sN_q [ﬁ]
-1 n r(as)™*®" ) -1_..8 n+r [8S WL
+ 2a leq Ea-] - 20 leq 3q -
m+s-1
- 207} qu"[%] + O(a'zl] + 0%,

onde usando as defini¢gdes de M: e Ni yé-se que os termos que contém

este Gltimo cancelam-se restando

m+s-1
Q*[ T H10 =Y A B & 1[ an"”—1 [g—(sl-] .
ss (28)

m+s-1
-1 -1
aq] + 0(a )] s 0™)

n+r -1
- mrq

Finalmente, usando essa expresséo,

m+s-1
Lim ext [—oc(b‘[ f,’H ]<I>] =f0im ext{EA B [mrqn+r_1[§] -
o0 q 030 q mn rs aq
m+s-1
- an“”“[%] +0(a")] + O(a™) }=

=£ {ZA B [ l_nl_‘qnﬂ‘-lpmﬂ;—l _

mn rs

_S'nqn+r—lpm+s—1 5 O(a—'l‘)] g 0((!—1)}=

. z AmnBrs[ l_m_‘qn+r-lpm+s—1 _ qn+r-lpm+s-l ] -
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=LA B [ 8(a"p")a(q"p"™)_ 8(q"p™ a(qrp')] %
mn rs

8q dp 8q op

SISO SOHEAT: fow Pl (29)

onde H(q,p,t) = ¥ Amnqnpm e flq,p,t) = } Brsqrps, mostrando que (27) é

de fato correta.

. . > >
Sendo assim, dados dois operadores f1 e fz que representam as
. «—
VD f L € f ” pode-se associar um outro operador g  de acordo com

- F) -7 7))
2 1 2 2 1

= (30)

K —oc[(_f—l> ST )
ao qual estid associada a VD g e que € dentro da linguagem dos
operadores justamente a operagdo do colchete de Poisson de fl e f‘2 na
linguagem das fungdes. -

Com isso ndo se pretende permanecer mais nesses pontos. Embora
uma discussdo mais completa pudesse ser feita o que foi discutido ja é

majs do que suficiente para a MG e para a comparagdo dos formalismos.
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PARTE III
« TEORIAS GERAIS DA MECANICA -

MG é a denominac8o genérica dada a uma classe de teorias da
Mecinica cujos fundamentos foram apresentados na parte I,
particularmente nos cap. 3 e 4.

A escolha de uma operagdo Q define uma MG cujas equagbes sdo
determinadas a par}ir do PV (4.6) com os extremos Po= (to,xo) e
Pn= (tn,xn) fixos e ®(n,0) dado por (4.4). As VD da teoria da Mecénica
que descreve no caso uma dindmica convolutiva, definidas, assim como
as equagdes, pelo isomorfismo, serdo ,difer‘entes das classicas que
descrevem uma dinimica conjuntiva. “

Sio dois, portanto, os objetivos principais desta parte.
Primeiro: escrever as equagdes de uma MG a partir do PV (4.6) que leva
a um formalismo lagrangeano descrito no cap. 7 e a um formalismo
hamiltoniano descrito no cap. 11. Segundo: definir as VD, a ser feito
nos cap. 8,9 e 10. No cap. 12 estudam-se as TC dentro de uma MG.

Volta-se a insistir que a formulagdo geral a ser apresentada se
faz em fungdo de %(n,O) e ndo de g(n,O) apenas devido a um exemplo
particularmente importante de uma MG ndo-trivial, a ser apresentado na

proéxima parte, no qual as equagdes sdo naturalmente escritas em termos

de &(n,0) devido a particular escolha de Q .
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7. FORMALISMO LAGRANGEANO DA MECANICA GENERALIZADA.

Seja ®(n,0) dado por (4.4) reescrita abaixo agora em termos de

coordenadas generalizadas,

~ n-1
°00) = L 92, ex0[x T Sist0] = g,

eocS['a(] ’ (1)

onde S(i+l,i) = eL(q;,d;,t;).

A generalizagdo desta equagdo para um sistema com K graus de
liberdade é imediata. E preciso, entretanto, realizar uma mudanca na
notagdo, ou melhor, estendé-la coerentemente. Na equag8o acima tem-se
,‘3, = 8m= q(gm). Escrevendo EE para denotar que a operag3o 2 age sobre

ql(tm) (1=1,.,ki m=1,..n1) entdo (1) pode ser generalizada

para k graus de liberdade como

. A k n-1 n-1
®(n,0) = 23’(’} [ mn Q]exp[a L sli+,i)] , (2)
1=0

I=1 m=1

onde 512. esta definida sobre ql(tm) e S(i+l,i) é dado por
S(i+l,i) = eL(ql(tl),...,qk(tl);ql(tl),...,qk(tl);tl) .

Nos cap. 3 e 5 discutiu-se o significado da variagio 8A de um
funcional A. Escrever a variacgio 6&>(n,0) é uma tarefa simples para a
classe de operagdes Q consideradas, ou seja, aquelas para as quais o
efeito das operagdes Q (') e & sdo indiferentes a4 ordem em que srt:’to
efetuadas. Sem duavida, essa classe de operagdes Q é muito ampla, mesmo
se considerada a outra condigdo imposta sobre elas no cap. 3. Logo,
uma escolha sabia da operagdo Q deve ser gujada pela intuicdo fisica
acima de tudo. Para ess.a‘ classe de operagdes, usando a equagdc (1),

tem-se

IS n-1
8%(n,0) = £im Q...Q & exp[ocla)S(Hl,l)] : (3)

Por outro lado, como
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n-1 n-1 n-1
dexp[a T S(i+1,1)] = exp[a T S(i+1,1)]ad( I S(i+1,1)) (4)
1=0 1=0 1=0

faz-se necessario calcular &S(n,0) = af;:;s(iﬂ,i), dada, no limite em
que € » 0, por (5.1). Para que esta seja aplicAvel & necessario
dividir o intervalo de tempo (tn— to) em sub-intervalos

At=t -t=¢e¢ (i=0,l,...n-1) e escrever
PR TS U

tn d .
I dtdq(t) [- 37(6L/8q) + 8L/8q]=
to

n-1
= \im I ot 8q [- 8(8L/8q)/At+8L/dq], _,
1=0 1

onde 8q= 8q(t)), A(8L/8q),_ = (6L/8q),_, - (8L/8q),_, .

Desse modo, considerando os extremos fixos,

n-1 n-1
61§OS(i+1,i) = l)_:oAtlaql [- a(8L/8q) /At + 8L/38q] t=t, " (5)

onde At1= € para todos os i’s. A introdugdo de (5) em (4) e por sua

vez em (3) resulta na seguinte expressio para 6%(n,0):

n-1

38%(n,0) =A€4;41)lo Q. 'hglexP[anS(iH'i)]a'
n-1 .
°l-oAt16qi [- a(8L/8q) /At + 8L/3q] t=t *

x n-1 n-1
8%(n,0) = A%zrq;olgom 1 6qla[ Q...Q exp [al);os(ﬁl,x)] .

(6)
- [- a(aLs8q)/nt+ 8L/38q] t_t]

i
Esta é a expressdo procurada para &%(n,0). Como cSql sdo

arbitrarias a solugdo do PV &8%(n,0) = 0 é dada por
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n-1
Q..Q (exp [a1§05(i+1,i)]). [- a(8Lr8q) /At + 8L/8q ] t=t;= 0,

(i=0,l,..n-1) (7

No limite em que At1= € - O pode-se escrever

aSlyl, _
e A,=0 , (t<ct<t), (8)
A= -3 (aLr8q) + 8Lsaq (9)
t dt '

A equagdo (7) ou (8) é a solugdo do PV da MG. Compare a equagao
(8) com a equacgdo de Lagrange da MC, equagdo (5.2). Esta & justamente
a equacgdo a qual se reduz (8) para 2 = 1. A equag8o (8) é, para um
Q # 1, isomorfa a equagdo de Lagrange, e o seu papel € o mesmo desta
dentro da MG. Portanto, nada mais justc;; do que denominar a equagio (8)
de equacgdo generalizada de Lagrange. Por outro lado, no caso de um

sistema com k graus de liberdade é facil ver que a generalizagdo de

(6) é dada por

n-1 k n-1 1
¥ Atiaqr(tl)a[[n n g]o
1=

-~ k
8®(n,0) = 4 )
=1 1=1 m=1 (10)

Ati~0
r 0

n-1
*(exp[a I S(i+1,1)]).[- a(8L/8q ) /At + 8L/8q ] t=t]
1=0 1

Logo, a solugdo do PV escreve-se

k n-11 n-1
[ mn g] (exp[e T Sti+1,)]) [-8(dL/8q )/t + 8L/8q ], _ = O
1

1=1m=1 i=0

(i=01,...,n-1;r=1,..k) (11)

\

Essa equagdo é a'g‘éneralizac;éo da equagdo (7) para um sistema com
k graus de liberdade. Quanto a (8) basta tomar o limite At1= € » 0 em

(11) para obter um sistema de k equagdes generalizadas de Lagrange
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eSSl o, t<t<t) , 12)

r__d :
A = - g(8L/8q) + 8L/8q -

Surge aqui, entretanto, uma questdo. Na MC a equagdo de Lagrange
(5.2), At= 0, é uma equacio diferencial que deve ser satisfeita pelo
caminho 7: X = x(t) que representa a dindmica classica ou conjuntiva,
ou seja, € uma equagdo diferencial para a VD x = x(t). E nesse ponto
que se questiona o sentido da equagdo generalizada de Lagrange,
equacdo (8). Para respondé-la é necessario, portanto, definir as VD
generalizadas, ou se ja, as VD de uma MG que descrevem uma din&mica
geralmente convolutiva. Estas definicSes dependem da escolha da
operagdo Q em funcédo da qual sdo possiveis escrevé-las guiando-se pelo
isomorfismo. Conforme foi dito, isso sera feito na préximo capitulo.
Contudo, cabem antes algumas consideragoes.

Voltando um pouco atras, a explicitagdo da equagéo generalizada
de Lagrange para um caso particular permite escrever a VD que descreve
essa dinamica convolutiva e que satisfaz essa equagdo. Note que a

equacido generalizada de Lagrange (7) pode ser escrita como

i . .
S(i+1,i)]).[- (6L/3q}t“1 + ———(6L/aq)ti +

n-
§12..r.1§_21(exp|:oc§: ————ﬂti At1

1=0

1 P i :
+ (aL/aq)“] = - F[sli. .hf_Zl(exp[alEoS(Hl,l)]) (6L/8q), -

n-1
- Q. .ﬁgl(exp[a ¥ S(i+1,1)]) (3L/¢'3C'1)t ] i
1=0 1

n-1
+Q...Q (exp [alEOS(Hl, i)]) (3L/3Q)tl =

n-1

- A[ Q. "591 (exp [ocl)EOS(iH, i]) (3L/3C'1)]tl

= e +
: At
1

2 n-1
g fle S0 ), = 0

(i=o0,1,..n-1) (13)

Considere a lagrangeana L = m)'(z/z - V(x). Nesse caso 8L/8x = mX
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e 6L/8x = - 8V/8x e (x), pode ser escrito como (x), = (x - x )/At,
ti t1 1+1 1 1

que em (13),

iy x1+1- x]
_F[ Q. ':'-.‘31 (exp[oc Y S(i+1,i )]) m[ T]]+
1 1=0 1
n-1

0.0 (exp [oclg

S(i+1,1)]) (-av/ex), =
=0 1

A A n-1
o RSN CHCHE IR L N
1 1 1=0 1
n-1
+S;2. ) 591 (exp [alg

S(i+1,1)]) (-avséx ), =0 ,
=0 i

n-1
A A ; ] B
m—Atl [—Ati[ Q...a (exp[oclgos(ul , i )]) x]tl]_

n-1 4
=- [rlz..‘.‘r_zl (exp[ochS(itl‘,i)])(6V/6x)]tl ,

(i=0,1,..n1). (14)

No limite em que Atl-> 0 a equagdo (14) é uma equacgdo diferencial

para

n-1

Q...Q (exp [ocl)_:osuu,l)])xl sttt (15)
nesse limite e que se constitui numa generalizagdo da equagdo
md?®x/dt? = - 8V/8x na MC para x = x(t). Logo, o papel da VD dentro da
MG isomorfa a VD x na MC é dado pela quantidade (15). Para
lagrangeanas mais gerais pode-se utilizar o mesmo procedimento

classico definindo a partir de (13) a quantidade

n-1! .

‘12"591 (exp[oc%“bs(ul,l):]) (8L/6q)tl ' (to<t1<tn) § (16)
O problema ¢ interpretar (16). No caso classico a quantidade isomorfa
a esta é 8L/6£1, que é uma fungdo de q,'q,t. Por sua vez ela & usada

para definir uma nova VI 6L/a£1 =Ep= p(q,d,t) em termos da qual
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elimina-se c'1= ('q(q,p,t). Ja a VD p & dada por 8L/6&1 para q = q(t),

onde q(t) é a solugdo da equaclio de Lagrange. Portanto, (16) deve
relacionar-se néo s6 com uma VD mas também deve ser usada para definir
a VI p, fundamental para a formulag&o hamiltoniana da Mec&nica. Sendo

assim, note que

n-1
¢ { E40, 8, - By expla § s<i+1,m}°
1=k

T k-1
" ﬁk{gi”’"’l £12.-l-{f_llexp[algos(1+1,1)]}=

n-1
= glz { ‘ez_%z l(§+21...nf_zlexp[oclng(Hl,1)]}.

k-1
LT A ! S
= Lim —k { gi;%l Q. .kf_zlexp[anS(Hl,l)]}_

n-1
= ‘13 { gg%l S;Z ...ns_?lexp[ocl)::kS(Hl,l)] }.

k-1 =
, . ..+ ooy AS(k7,K)
AN { £4% -8 exple L SULD] T}

AS(k k)

Aqk

encontrada a partir da expressio geral (5.1) considerando nesta

onde Aqk= qi— q, Uma expressdo para pode ser facilmente

6qo= 6to= 6tn= Oe tn= to’ de modo que na notagdo empregada
as(k™,k) = ( aL/aq )k Aq,,

a partir da qual chega-se a expressio

By n-1
¢ { 445 8, g, 0mle T st 1)
i < k-1
. (aL/aq)k{ ggr(r)l £17 X 'ﬁglexP[anS( i+1,1) ]} - (17)

n-1
= éﬁ%‘ 9"'};‘31 [exp[ocl);oS(iH,i)]] (aL/aq)k ;
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O que a expressfo (17) mostra é que naturalmente pode-se associar

um operador é g—q a quantidade 6L/6c'1k. Esse operador ja surgiu dentro
k

do cap. 6 e ao longo dos préximos a sua importéAncia sera evidenciada.
Por outro lado, ndo basta (17) para definir a VI p. Essa expressio
precisa ser generalizada para dar conta das propriedades da operagéo
Q. Isso também serd discutido no cap. 1. Por ora a questio que
precisa ser enfatizada é a distingdo entre VD e VI, assunto dos
proximos capitulos. Isso representara uma antecipagio do formalismo
hamiltoniano mas acredita-se que ndo sé isso como também os demais
pontos que serdo discutidos nos proéoximos trés capitulos justificam
interromper o que estd sendo discutido para retoméA-lo no cap. 1l.

Como uma ultima observagdo deve-se notar que por se tratar da
solugdo de um PV espera-se que, assim como a equagdo de Lagrange é
invariante sob certas transformagdes, a equagdo generalizada de
Lagrange também o seja. Isso de fato ‘ocorre, sendo facil convencer-se
disso.

Agora, passando ao préximo capitulo, a preocupagido residira sobre
a importante questdo das VD em uma MG que descrevem uma dinamica

convolutiva.
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8. VARIAVEIS DINAMICAS: DEFINIGAO.

A questfio sobre quais s8o as VD de uma MG que descreve uma
dinamica convolutiva & t&o fundamental quanto, ou mais, a questdo da
equacio do movimento desta. Responder a esta quest@io n8o € uma tarefa
dificil. Basta ter o isomorfismo como guia. Sobre isso reside a
preocupacdo deste capitulo.

Inicialmente, €& melhor primeiro estabelecer alguns resultados
para serem posteriormente utilizados. Dentre estes & de fundamental

importancia demonstrar que

¢(qs,ts;qo,to) = 8 ¢(qs.ts;qn,tn)d>(qn.tn;qo,to) ; (1)

n

Para tal basta usar a expressdo ,(7.1), ou seja,

~ ~ n-1
&(s,0) = @(qs,ts;qo,to) = ;‘23’1} !12 ...s!_llexp[algos(ul,l)] =
n-1 s-1
= gyg : .nr_zl 512 ngl...sglexp[a Y S(i+L,i) + « ¥ S(i+1,i)] =

1=0 i=n

I
Més

s-1 n-1
im E\Z[ngi.és_llexp[a ) S(i+1,i)]] [EIZ..hS_llexp[oc ) S(i+1,i)]]
1

=n 1=0

=Q 8(s,n)®(n,0) = 2 &’(qs’ts‘qn’tn)&’(qn'tn;qo’to)
n i

Cabe agora questionar qual o comportamento de ;I;(qs,ts;qo,to) no
limite em que ts-> to' Nesse caso a equagdo (7.1) ndo pode ser
utilizada diretamente pois ela foi deduzida para um intervalo de tempo
(ts— to) finito, embora a sua utilizag8o indireta via equagdo (1) faca
sentido. Primeiro, note que nesse caso tem-se S » 0 e ¢ = emS > 1,
além de Q> q, correSandendo as condigBes iniciais fixadas. IssAo ndo
significa, entretanto, que nesse limite seja legitimo escrever ¢ - 1,
ou pelo menos entendé-la no sentido literal. Em fungdo de (1) vé-se

que o correto nesse caso consiste em escrever

tg‘-?'{lo‘p(qs’ts;qo’to) = o(qs’to;qo’to) = l(qs,qo) ! (2)
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cujo sentido & dado pela sua introdugdio em (1). Esta equagfo relaciona

as quantidades a(qn,tn;qo,to) € 6(q',ts;qn.tn) calculadas entre os
extremos fixos P°= (to,qo) e Pn= (tn'fln) no primeiro caso e
Pn= (tn,qn) e P'= (ts,q‘) no outro com d?(qs,ts;qo,to) calculada entre
os extremos fixos Ps e Po através de uma operagdo sobre q,» nesse caso
ndo mais considerado fixo. A VI Q ¢ uma varidvel muda. Logo, no
limite em que ts—’ tn, com g q correspondendo a PS-' Pn, pode-se

escrever

o(qn’tn;qo'to) = 8’Q(qn’tn;qn'tn)o(qn'tn;qO'tOJ !

n

onde introduzindo (2) chega-se a
Q(qn,tn;qo,to) = g;l(qn,qn)ﬁqn,tn;qo,to) ; (3)

Esta equagdo é de fundamental importancia. Nela esta contido o
significado do simbolo Al(ql,c{l), justificando o seu uso através desta
" definigdo operacional ", mostrando inclusive que a sua definigdo
como um objeto matematico depende da definicdo de (slzﬁ. A equagdo (2)
ndo possui, portanto, nenhum significado matematico concreto no
sentido da definicdo de 1(%,q;) como um objeto matematico, o que se
encontra na dependéncia da definigdo de (slzn,, embora o seu uso em um
sentido abstrato esteja plenamente justificado em funcdo de (3).

Outra propriedade interessante de I(qn,ql’l) pode ser obtida
tomando q > q’’, t> t ,q>q e t- t em (1) e usando (2). E

facil ver que

lera) = g 1qq )1q,a) - (@)

\

Finalmente, tomando. o limite ts-v to em (1) e usando (2) obtém-se
gn‘p(qs’to;qn'tn)q)(qn'tn;qo’to) = 1(qs’qo) ’

que pode ser escrita como
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'\' ~ A
gsb (qn.tn;q'.to)ﬂqn.tn;qo.to) = l(q'.qo) 5 (5)

n

onde define-se O‘(qn,tn;qo,to) em conformidade com (6.2) como
A. ~
® (gt ;q,t) = ®q,tiqt) . (6)

E interessante notar que o uso do simbolo l(q',qo) se vé assim

n " 7)

Note que o conjunto dos :l; formam um grupo. De fato, a equagdo (1)
define a lei de composicdo do grupo, evidentemente associativa, e a
existéncia do elemento neutro e do inverso, dados por (2) e (6), estéo
comprovadas por (3) e (5), respectivamente. Falta, entretanto, definir
os elementos desse grupo, o que depende da escolha de f2 que os define
como objetos matematicos, mas essas sao particularidades de uma dada
MG que definem o préprio contetdo fisico desses elementos.

Por outro lado, ;I;(qn,tn;qo,to) ¢ uma fungdo dos extremos
Pn——'- (tn,qn) e P0= (to,qo) considerados fixos. Dados os valores das
Eondic;6es iniciais, ou seja, dados to e g, as suas introdugdes em
O(qn,tn;qo,to) fclrnecem uma funcdo apenas do extremo Pn, fungédo esta
denotada por go(qn.tn). Sendo assim, se os valores de to e q sédo

" # # -
respectivamente to e q, define-se

¢(qn,tn) = d’(qn’tn;qO’to)'(to,qo)=(t::,q#) ; (‘8)

~

com uma o6bvia extensdo para go.(qn,tn) em funcdo de (6). Em termos de ¢

a equagio (1) escreve-se-

w(q f) !c'lz q,ts;qn.tn)go(qn,tn) : (9)

enquanto que para (3) tem-se
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so(qn.tn) = g. l(qn.q;)w(q;.tn) : (10)

n

J4 usando (5), (9-10) nesta ordem pode-se escrever

~e =
8 ¢ (qs’ts)w(qs'ts) =

8 Q Sc'll,q) (qn,tn)d? (qs,ts;qn,tn)ﬂb(qs,ts;qn,tn)w(qn,tn) =

8 Nn

8n8:,¢ (qn'tn)l(qn’qn)q)(qn’tn) - gn(P (q“'t“)w(q"’t")

Segue-se dai que essa quantidade é independente de q € 'El , ou

seja,

Ry 2 2
gn«) (q,t)elg,t)=N", (11a)
onde N® & uma constante escolhida positiva devido a (4.7b). Note que a

expressdo (10), ou equivalentemente (3), € crucial para a validade de

(11). Redefinindo ¢ como ¢/N

l\‘ ~
8 ® (qn,tn)q)(qn,tn) =1 . (11b)

n

7

Esta claro que é a expressdo (5) e ndo (11) que é a equacdo que
apresenta uma isomorfa classica. Certamente poderia ser definida uma
funcgio ;)(qn,tn) na MC mas isso nfo apresentaria nenhuma utilidade.

Embora existam outros resultados interessantes que podem ser
apresentados ndo se pode esquecer que o objetivo desta segdo“é
determinar as VD de uma MG e para isso eles sdo mais do que
suficientes. Numa primeira instancia a preocupagdo serid determinar as
VD 1; e ﬁ isomorfas as VD\' p € H na MC para depois determinar as demais.

Primeiro deve-se recordar que as VD p e H definidas na MC séo
obtidas a partir do célculo de 8S, ou seja,

8S = S(q ;qo,to) - S(qn,tn;qo,qo) i

,t
n+l" n+l
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no limite em que cSqn-> 0 e atn-) 0. Para isso basta expandir

S(qn+l'tn+1;qo'to) £ S(n+1,0) em torno de S(qn,tn;qo,qo) £ S(n,0),
S(n+1,0) = S(n,0) + (8S(n,0)/8q )&q + (8S(n,0)/8t )&t

que obtém-se (5.6) com (5.9-10). O mesmo raciocinio vale se for usado

®, exceto que nesse caso € necessario o uso da propriedade (6.3),

In®(n+1,0) = In[@(n,0) + (8@(n,0)/3q )8q +(8%(n,0)/8t )&t I=

*
1n[d>(n,o) [1+@ (n,0)(86(n,0)/8q )8q +

<+

o'(n.O)(aq>(n,0)/atn)atn1] = 1n®(n,0) +

5 3q + % (n,0
¢ (n,0)(8%(n,0)/8q )&q + & (n,0)(8%(n,0)/8t )t

+

Logo, ao procurar escrever 8S em termos de @ deve-se tomar o
cuidado de contornar o problema que surge em fungdo da propriedade
isomorifa a (6.3) ser dada por (5), o que ndo representa uma
dificuldade intransponivel.

Seja <I>(q ! t 59t ) = &(n+1,0) e <I>(qn,tn;qo,to) = ¢(n,0).
Deseja-se escrever &(n+l,0) em termos de d>(n 0). O uso da equagéo (1)
requer um exame de sua demonstragdo, o qual mostra que ndo é correto
nesse caso usar (qs,ts) = (qn,tn) escrevendo <I>(q o n+l ;q tn) no
lado direito desta. Neste caso (1) deve ser escrita como

= ) _ o028 ,t 5q,t) 2 .
<I>(qnu’ n+1’qo’to) N gne et non 'Q(qn'tn’qo’to) ’
onde S(q o n+1,q it ) = eL(q ,q t ), ou simplesmente
a(n+1,0) = @ 2SN 0y (12)

n

\

Agora é preciso examinar o que acontece em (12) & medida em que
6tn-> O e Sqn* 0. Obviamente, muitas propriedades desse comportamento
dependem da escolha especifica de Q. Porém, isso ndo impede que a
discussédo situe-se num plano bem geral.

Uma primeira exigéncia imediata é consequéncia direta de (12),
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que implica nesse limite em

um Q eaS(n+1,n)

n+l?n n

(n,0) = ®(n,0) . (13)

A questdo agora € sobre como se d4 o limite no lado esquerdo da
equagdo acima. Introduzindo uma exigéncia a mais supde-se que nesse

caso tem-se

aS(n+1,n) aS(n+1,n)

Lim E\Z e (14)

n+1=2n

®(n,0) = &(n,0) Lim Q e
n+l2n n

A equacgdo (14) ndo implica diretamente numa exigéncia sobre Q
visto o limite referir-se a quantidade como um todo. Entretanto, em
funcdo do que foi discutido, que implica num comportamento bem
definido de eocS(n+1,n) e ;I;(n,O) nesse limite, a equag8o (14) acaba por
ser uma exigéncia adicional sobre Q .Essa exigéncia de modo algum
limita os resultados pois a classe de operagdes Q permanece ampla.
Apenas chegou-se a um ponto onde o caminho a ser seguido depende da
escolha especifica de Q. O caminho escolhido permitird escrever as VD
sobre uma forma talvez ndo adequada a outros casos. Estd em jogo,
portanto, apenas o aspecto formal visto que a definigdo das VD via
isomorfismo é a mesma, quaisquer que sejam as operagdes  aqui
consideradas. Sendo assim, para as operagdes f que satisfazem essa
exigéncia as equagdes (13-14) implicam em

tim © S UL S (15)

Conseqiientemente, ;I\>(n+1,0) pode ser escrito nesse limite, ém

fungdo de (12) e (14) , como

aS(n+1,n)

®(n+1,0), = &(n,0) Q e (16)

.

e

Por outro lado, através de uma expansido em série de Taylor

obtém-se
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2(n+1,0) = &(n,0)+ (8%(n,0)/8q ) 8q+(68(n,0)/8t )6t =

= [ 1+3q ga +3t % ] ®(n,0)
n n

(17)

Estas ndo s#o, ainda, formas adequadas para escrever ®(n+1,0).

Multiplicando (16) por <I>.(n,0) e aplicando a operagdo R obtém-se

g@'(n,ow(nu,m o g¢'(n,0)5(n,0) ge“S(“”'“) . (18)

Finalmente, introduzindo (17) em (18) e esta por sua vez em (16)

chega-se a forma procurada, ou seja,

@
o]
2

Q <I>‘(n,0)[1 + 8q
n n

&(n+1,0)~0(n,0) e © a (19)
R ¢"(n,0)e(n,0)

Seja agora 8S dada por

>

sS = é [In®(n+1,0) - In®(n,0)]

Usando (19) para &®(n+1,0) e lembrando que o efeito das operacdes Q e &

independe da sua ordem de aplicagdo obtém-se

'Qd>(n0) <I>(n0)

n

In®(n,0) + In{l + 8q . <3 +
n Q ¢ (n,O)d>(n,O)

R

Q<I> (n, 0) <I>(n 0)

+ 8t . ~ — i ln@(n,O) '
n 2 ¢ (n,0)%(n,0)

]

Q<I>(n 0)2 <I>(n 0) Q¢[n 0] @[n 0)

58S = 8q ey + 8t —xg - . (20)
n gwn,omn,m " gwn.omn.m

~ -~

Em fungdo do isomorfismo as varidveis dindmicas p e H sdo

definidas como
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8S = pédq - H&t . (21)

Comparando (20) e (21} para t = tn e q= q chega-se ao resultado
procurado. Omitindo daqui em diante o indice n, as VD p e 'l\-l sdo dadas

a partir de

0 5'(q,t;q0,to)[ ?.12 g— ]s(q,t;qo.to)
- : - (22)
I\* ) »
‘C:Q (Q»t;qo»to)‘p(q,t;qo.to)
o 1 a1~
' g ¢ (q,t,qo,to)[- 5 a—t]ﬂq,t,qo.to)
H = (23)

.., =
g‘b (q,t;qo,to)é(q,t;qo,to)

Além disso, o isomorfismo requer ‘que a VD q , & qual a VD p é

conjugada, seja dada a partir de

~ N

) 8 ¢ (q,t;q9.,t) q Q(q,t;qo,to)

q= o = ‘ (24)
g<1> (q,t;qo,to)é(q,t;qo,to)

Note que nos dois ultimos paragrafos cuidadosamente escreveu-se
" ...a partir de... " pois o significado de (22-24) ainda nfo est4 bem
estabelecido. Na busca de uma melhor cdmpreenséo destas a recorréncia
ao caso classico é proveitosa.

No caso cldssico Q =1 as equagdes (22) e (24) reduzem-se,
respectivamente, as equagdes (6.1) e (6.5) com n = 1. Na primeira a VD
p, igual a VI p, aparece como fungdo de q,qo,t. J& a segunda diz
apenas que a VD q ¢é igual a VI q. Além disso, uma equagio similar a
(6.1) expressa P, como"if:unc;éo de q,qo,t. De posse destas é possivel
através da inversdo da equagdo para P, escrever q em fungédo das
condigdes iniciais qo,po,t0 e do pardmetro t e dai o mesmo para p. O
conhecimento das condigdes iniciais permite escrever uma expressdo
para as VD q = g(t) e p = p(t). Portanto, as equagdes (6.1) e (6.5)
com n =1 representam um duplo papel, ou seja, fornecem um

procedimento que permite calcular as VD a partir de ¢ = eocS’ onde S é
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a solugdo da equacdio de Hamilton-Jacobi, e implicitamente definem

essas VD pois a introdugdio dos valores das condigSes iniciajs se faz
apés a realizag&o desse procedimento.

A situag8o representada pelas equagdes (22) e (24) &, entretanto,
diferente. Enquanto que no caso classico a equacdo (6.5) a qual se
reduz (24) é, diga-se, uma identidade, requerendo dai uma outra
equagdo, a equagdo para B, para junto com (6.1) fornecer duas
equacdes com duas incognitas, a equagéo (24) para um Q # 1 j4 é uma
equagdo para a VD El Néo é necessaria uma outra equagio e esta nem
faria sentido pois mesmo escrevendo uma equagdo similar a (22) para
;o’ primeiro, devido a generalidade de R talvez né? fosse possivel
escrever como no caso classico q em termos de po,qo,t0 e t, e
segundo, isso de nada adiantaria pois q nfo é uma VD dentro da MG, ou
seja, o que interessa é a que conforme mostra (24) é obtida a partir
de uma operagdo sobre a VI q. Sendo assim, a partir do conhecimento de
:I;(q,t;qo,to) é possivel expressar dir‘etémente as VD Aq e 1), restando
apenas para isso a especificagdo das condi¢des iniciais. Uma vez
especificadas, Aa(q,};qo,to) escreve~-se, conforme a definicdo (8),

¢(q,t) e as VD p e q sdo, agora, dadas por

o~ 18 )~

Q¢ (q,t)] = — |elq,t)

gela [a q]soq

= % = = <p> .
8«) (q,t)elq,t)

(25)

. .
g ¢ (q,t) q ¢(q,t)

q . . - = <q> . (26)
gw (q,t)el(q,t)

>

Nas equagdes acima deve-se tomar o cuidado de nido confundir os
simbolos. Nestas, ;) e 21 sdo as VD de uma MG e <p> e <q> sdo os
resultados ( numéricos ) ;das operages definidas em (25) e (26),
respectivamente, que devem ser feitas para obté-las. O uso da notagéo
<p> e <g> nestas equagOes ndo faz muito sentido classicamente pois
(26) ndo define operagdio alguma nesse caso; entretanto, apds a
manipulagdo algébrica descrita no paragrafo precedente o uso dessa

notagdo readquire o seu sentido.
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E interessante notar o significado, por exemplo, de (26). Ela diz

que no caso de uma dindmica convciutiva a VI q nSo ¢ uma VD. Nesse
caso, a VD é a, obtida através de uma operagio sobre a VI q conforme
(26) e cujo resultado, o valor numérico, & <q>. A possibilidade da VD
a poder ser obtida através de uma operagdo sobre a VI q ja estava
embutida quando da aceitagdo do principio da fragmentagio na
formulagdo das leis da Mecénica, cap. 3. O mesmo vale, obviamente,
para (25). Esta, entretanto, ndo possui o mesmo problema implicito em
(26), problema este que ndo é de natureza fisica ou matematica.
Classicamente diz-se que p é o momentum ( generalizado )
conjugado a coordenada ( generalizada ) q, n#o distingiindo " VD p
con jugada a VD q " de " VI ( coordenada ) p con jugada a

VI ( coordenada ) q ". Na MC esta distingdo ndo se faz necessaria, ao

contrario do que ocorre na MG onde estd clara a distingdo entre " VD ’];)
con jugada a VD 21 N e " VI ( coordenada ) p con jugada a
VI ( coordenada ) q " Uma denominag8o criteriosa dessas quantidades
se deve dar em fungdo da necessidade de distingdo destas. Num primeiro

2

caso é natural reservar a denominagdo de momentum as VD, de modo que a
VD E) € denominada momentum ( generalizado ) generalizado e a VD p
momentum ( generalizado )2, contrastando com a VI coordenada p.

O referido problema surge quando considerado o outro caso.
Suponha que a coordenada generalizada q seja uma coordenada retangular
X ‘descrevendo a posigdo de uma particula num dado sistema de
coordenadas. Se a VD x for denominada, por exemplo, posigdo, em

contraste com a VI ou coordenada X, a situacdo dentro da MC torna-se

Embora o tratamento de p como variavel Independente faga parte do
formallsmo Hamlltonlano, a discussao em conjunto dessa quest'a'\'o torna-a
mals clara e ellmina a necessidade da repetl;ﬁo dos argumentos quando

da formulagdo deste.

o] generalljzado escrito’: em italico € usado para referir-se a uma
varldvel dindmlca dentro da MG pols como tals ambos sado momentum, um
na MG, outro na MC, devldo ao Isomorfismo, ao contrarlo do
generallzado entre colchetes que refere-se 2 extensac de um concelto
dentro de uma mesma teorla. A referéncla a este ultlmo sera  multas

vezes abandonada.
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clara, ou seja, a posigdo é a coordenada x. O uso dessa denominagfo

dentro da MG torna-se, entretanto, inadequado, pois a VD ; seria
denominada posicdo generalizada. Basta olhar para (26) para ver que ;(
ndo guarda em si nada do sentido geométrico contido na palavra
posicdo. Além disso, via de regra, a coordenada generalizada q n#o ¢é
uma coordenada retangular e nem a VD q é uma posic8o, muitas vezes,
inclusive, sendo de natureza completamente distinta. Esse problema
simplesmente ndo ocorre ao usar-se a denominagio de momentum no caso
anterior.

A necessidade manifesta de se procurar uma denominagdo adequada
acaba sendo um problema em virtude da sua generalidade. A inexisténcia
dessa necessidade dentro da MC e a interpretagédo precipitada de casos
mais gerais ndo permitiu a sua feitura ao longo da Histéria. Sendo
assim, em consondncia com o latim momentum sugere-se o uso do latim
situss, que sera usado ao longo deste trabalho. Logo, a VD a é
denominada situs ( generalizado ) generalizado e a VD q situs
( generalizado ), contrastando com a VI ou coordenada q.

~

Resumindo, as equagdes (25-26) definem, respectivamente, as VD p
e 21, o momentum generalizado e o situs generalizado, através de uma
operacdo definida nessas equagdes sobre a VI q e cujo resultado & <p>
e <g>. Ainda, utilizando a definigdo dos operadores q e p dados por

(6.4) e (6.6) as equagdes (25-26) podem ser escritas como

s;'(q,t) P ;(q,t)

p = ~ — = <p> § (27)
8«) {q,t)el(qg,t)

00

>

¢ (a,t) q plq,t)
q = = - = <q> . (28)
-&2 ¢ (q,t)el(q,t)

00

>

Uma vez bem entefidido o significado de (27-28) pode-se dizer que

Segundo Cretella Jr. & Cintra ( 1953 ) na acepgdao do orador romano

Cicero " nmomentum " significa movlmento, momento, etc., e " sltus "

posigo, situaglo, sftlo, etc.
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os operadores q e p representam as VD g e p, ou seja, os operadores

ndo sfo as VD mas as representam através das operac¢des definidas
acima. Obviamente, uma equagfo analoga as (27-28) para (22)e (24) pode
ser escrita a partir de (23). E mais interessante, porém, considerar
uma VD arbitraria. Entretanto, a consideragdo destas suscita certas
questdes que s6 podem ser respondidas com a ajuda de outros elementos.
Em vista disso, & melhor encerrar esse capitulo para, no préximo,
discuti-los cuidadosamente, pois, além disso, a prépria elucidaglo da
equago generalizada de Lagrange, equagdo (7.8), requer novos

elementos.
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9. VARIAVEIS DINAMICAS: EXTENSAO.

O objetivo do capitulo anterior foi atingido apenas em parte.
Embora tenha-se chegado a uma expressdo para as VD El e ;; muito ainda
ha por se fazer. Esta é a preocupagdo deste capitulo, ao longo do qual
estes pontos serdo colocados.

O primeiro que se deseja discutir é importante nfio s6 em si mesmo
mas também por auxiliar na solugdo de futuras questSes. Ao longo desta
parte optou-se por usar 4’[;, chegando as definigdes (8.25-26) das VD ::1 e
}; que naturalmente sugere a adequagdo do conceito de operadores & sua
discussfo. Nada ha de surpreendente nisso visto que mesmo na MC o uso
da fungdo @ sugere a conveniéncia deste conceito. Caso tivesse sido
usada a fungédo AS um conceito como o de funcional poderia ser mais
adequado.

A adequacgdo da linguagem dos operadores a uma particular MG segue
o seguinte raciocinio: uma dada MG é definida a partir da definicdo da
operagdo R e, devido as suas particularidades, manifesta-se a
conveniéncia do uso de é ou de :D ou de uma outra fungio é conforme
discutido no cap. 4; uma vez que para uma operagdo  particular, " na
notagdo do cap. 4, o uso da fungdo :D é conveniente entdo o seu uso
sugere naturalmente o conceito de operadores para discutir as VD.
Embora nf8o muito adequado & discussio das VD na MC o conceito de
operadores pode ser utilizado, conduzindo a certas propriedades
expostas no cap. 6. Estas devem apresentar uma generalizagdo dentro da
MG e por isso & importante discuti-las, comegando pela generalizagédo
da definigdo do operador adjunto.

Assim como na MC, no capitulo anterior deu-se preferéncia ao ﬁso
de :I; embora a definigdo (7.6} mostre que o uso de %' é equivalente. O
calculo de 6§ poderia ser feito usando Q‘, nesse caso

\

8S=-2[1In @ (n+1,0) - In 8'0,0) 1 ,
onde o sinal negativo deve-se a definicdo (7.6). Com as 6ébvias

modificagdes em relagdo ao procedimento utilizado na sec8o anterior o

calculo acima ¢é imediato. E facil ver que as equacdes (7.16-17)
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escrevem-se, respectivamente,

0‘(n+1.0) . ¢'(n,0) g e—ccS(n+1.n) '

w a o

® (n+1,0) = [ 1+ aqn 3q + 6tn o ] ¢ (n,0)
n n

Multiplicando & primeira equagdo por &(n,0), aplicando a esta a

operagio Q, introduzindo nesse resultado a segunda equag8o e usando-a

na primeira obtém-se ao invés de (7.19),

[[1 + 8q 6 + 6t 6_ ]8'(n,0)-|€>(n,0)
o (n+1,0) &' (n,0) o 2o : (1)
Q 3" (n,0)®(n,0)

-~

a partir da qual pode-se calcular 8S. Nesse caso, ao invés de (7.20),

N Q[[ 12 ]$ (n, 0)]@(11 0) Q” lgt ]% (n,0)|®(n,0)
q 2 2 q + 8t i

8S = (2)
Q <I> (n, 0)<I>(n 0)

n

2 Q o (n,0)<I>(n,0)

Os céalculos de &S fornecidos por (7.20) ou (2) sao equivalentes.
Conseqiientemente, o mesmo raciocinio que conduz, por exemplo, de (22)

a (25) implica em

8
13 _ Ef[[ é 3—q]«> (q, t)]so(q t) Q so (q tl“~ *—]so(q,t)-l

- = <p>, (3)
Q¢ (q,t)q)(q,t) Q ) (q t)so(q t)

Nel

onde a primeira operagdo resulta de (2), a segunda é (7.25) e a
igualdade entre elas decorre da equivaléncia dos dois procedimentos
usados para calcular 8S.. Como a operagdo de conjugacdo definida por

i
(7.6) corresponde a fazer a » -a, a equagdo (3) pode ser escrita como

. @ [pgo(q v]'elat) g ¢ (a,t) [pe(a,t)]

= <p> , (4)

o

o ¢"(a,t)plq,t) sg ¢ (q,)p(q,t)
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138
e J& a expresséo
(7.26) para a VD q pode ser escrita a partir da definiglo (6.6) do

onde se usou a defini¢8o (6.4) do operador p =

operador q = q como

Q [q;(q,t)]‘;(q.t) o) g;'(q,t)[q(;)(q,t)]
3 =3 =< . (5)

Qe (q,t)e(q,t) Q¢ (q,t)elq,t)

O conteudo das equagdes (4-5) depende da maneira que elas sfo
vistas, pois conforme colocadas elas s83o apenas consequéncias da
equivaléncia entre ¢ e ® manifestada pela equagdo (7.6). Sendo assim,

considerando um caso geral, seja f um operador qualquer que age sobre

a fungd3o ¢(q,t) através de uma operagdo que envolve a VI q, do qual os
138
P e
operador f, chamado adjunto generalizado de f, de modo que se

operadores p = e q =q sdo casos particulares. Define-se o

1
observe

9 [f'o(a,0)] plat) = @ ¢'(q,0[folq,t)] (6)
como conseqiiéncia da equivaléncia entre :b e Eb‘. O que as equagdes
(4-5) mostram é que, devido & definigdo (6), os operadores q € p séo
auto-adjuntos generalizados, ou seja, p+= P e q+= q.

O fato dos operadores q e p serem tanto auto-adjuntos classicos
quanto generalizados levanta a suspeita de que pelo menos algumas das
consideragdes expostas no cap 6 possam ser aqui aproveitadas. Todas
certamente ndo, pois muitas sdo conseqiliéncias do limite « » w. A
questdo é saber até que ponto elas chegam.

Inicialmente, tomando a VD q na MC como exemplo, devido ;is
propriedades (6.3) e (qop)n= (qn)op mais Q =1 = eg:t tem-se

q = (@'q0)? = ¢'q% ,

P

Compare (6) e (6.13), Esta comparayi'o mostra que a deflnigdo  do
operador adjunto depende da opcrapﬁo Q, por isso denomina-lo adjunto

generallzado neste caso e adjunto cldssico no outro.
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ou seja, a VD q2 é igual ao quadrado da VD q. O mesmo vale para a VD p

e fungdes arbitrarias destas, convenientemente tomado o limite a -
no final. Agora, seja a VD q na MG, isomorfa & VD q na MC, dada por
(5). Pelo isomorfismo, se ao operador q estfo associadas as VD q na MC

e q na MG entdo ao operador q2 ao qual estd associada a VD q2 na MC
> >
deve estar associada uma VD q~ na MG. Logo, define-se a VD q“ como

A. A

sy Qe (a,t)g%p(q,t) .

q” = q =~ = . <q > s (7)
g ¢ (q,t)elq,t)

sendo o operador q2 auto-adjunto generalizado e <q2> o resultado

numérico da operagdo definida em (7). Por outro lado, de (5),

2

~ 3
- Q ¢ (q,t)qelq,t)
(@? = [ = <p?. (8)

{3 so'(q,t);(q.t)

Comparando (7) e (8) conclui-se que para uma operagdo 0
ndo-trivial em geral os resultados numéricos das operagdes definidas

~ T ] 2 2
por estas operagdes sdo diferentes, ou seja, <q > # <q@> . De fato,

s cs? [gw*qzwj[gwﬁw] ® [gso'qw]z
q>-<q>"= o j
[2¢]”

onde ¢ = ¢(q,t), que pode ser escrita usando a propriedade (4.7b) de

linearidade da operagdo 2 como

A* A~

., 99 la- <)
<q>=¢g>’= 4 e
[ ee]

onde a propriedade (4.7b) de Q e a ndo-negatividade de (q - <q>)2 e

, (9)

qp'go implicam em

@ -<p?=z0 , (10)
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2 2 2
mostrando que em geral <q > # <@> com <q2> z <g>. Para que a

igualdade se verifique é necessario que q = 9;)‘(1;) , 0 que certamente é
sempre satisfeito se %1 = ez(t =1 pois na MC <q2> = <9>2= c!\z' Mz-is
existem casos com Q # 1 em que isso ocorre. De fato, se qp = qp = Cp,
onde C & uma constante chamada autovalor do operador q, entdo <gq> = C,
<g®> = C% e <q®> = <«@’= %

Conseqiientemente, como em geral <q2> # <q>2, s6 had uma

interpretagdo pessivel e coerente para isso. De fato, € preciso

N a2
interpretar as VD q2 e q como sendo VD diferentes. Seria uma
N ~2
2

insensatez dizer que q° é uma VD enquanto q ndo, ou vice-versa,

embora esta Ultima o seja no caso 2 = 1 e igual a primeira. Também o
l\z ~ -~

seria dizer que nfo faz sentido a multiplicagdo das VD como em q = q q

AA

pois se ¢ &€ uma constante entdo para a VD éa tem-se {:E = ¢cq = cq;

também, pelo mesmo motivo, para a multiplicagdo de operadores como em

2 oa =

q"= qq. Poderia-se pensar que talvez existisse uma VD q = q mas este

também ndo é o caso; de fato, denotando o lado direito de (9) por
NN

2 . =2 2 ﬁ " . ; s
<Aq™>, esta poderia ser q = q - Aq mas ndo seria possivel definir um

operador nesse caso pois este dependeria de <q> que por sua vez

depende de ¢(q,t).
NS
A Unica saida realmente coerente é interpretar qe q como VD

diferentes. No caso 2 = 1 elas degeneram-se na VD q2 mas no caso geral
elas sfdo diferentes e os seus valores obedecem a relagéo <q2> - <q>2.
0 que esse exemplo ja ilustra bem é o quanto a MC é mais rica que a
MC. Na MC mostrou-se que as VD podem ser construidas através de
operacdes de combinagdo linear e multiplicagdo igualmente descritas em
termos de funcdes e operadores. Na MG as VD podem igualmente ser

obtidas através de combinagdes lineares e multiplicagbes mas ja ndo se
o, ~ AN

verifica a mesma equivaléncia pois a VD f(q) = § a q é diferente da VD

Qoeflqlp =Y aq.

q n 7 A

- 2

p

Para estender o mesmo raciocinio as VD p e , O que em si é

imediato, é preciso antes enfrentar um problema que ja foi encontrado

na formulacdo da MC, cap. 6. Este problema & definir um operador pz.
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Lembrando o que foi discutido no cap. 6, mostrou-se que ao definir a
2 * 2 2 1.8° . -1
VD p como ¢ p®, onde p= azg—q-z, comete-se um desvio da ordem de «

. . -2
que se anula no limite o » ». Uma expressfo correta até @ ordem de «

deve ser escrita com a ajuda de (6.11), ou seja,

p2= 0‘1()_2)d> = [(pzé)‘é + d>'(p24>)]/2. E esta expressio que deve ser
tomada como ponto de partida para que a VD na MG seja definida através
do isomorfismo. Como foi visto, €& usando esta expressdo que o
comutador no limite &« » o & o colchete de Poisson na MC.

Agora, utilizando os operadores com flechas pode-se escrever uma

VAN
~ n ~
expressdo para q , o0 que se faz apenas para manter uma notagéo

coerente, que é

> — —

t\‘ ~ ~ -~
A 29 (q,)q"%(qt) Q¢ (q,t)[(a" + q")/2]plq,t)
n q q n
q - N 2> = ~9 e - <q > ¥ (11)
g ¢ (q,t)elq,t) Q ¢ (q,t)e(q,t)
* * * » * L g
onde ¢q¢=(@9e eq¢=9@e), AP ¢ =0 (q") e
(—+) (? /} q q

(q")" = q". Portanto, para a VD p

= . = — — ~
* n » n n
AN ¢ (q,t)pelq,t) 2 (q,t)[(p" + p")/2]elq,t)
n q q n
p = ~» = = 7y % =<p> , (12)
2 ¢ (q,t)elq,t) Q¢ (q,t)plq,t)
A g e i o~ =
* n n_\* * n * n P
onde ¢pe=((pee, ¢pe=9¢(p¢), e ao contrario do caso

A g ot ]

anterior, S('{Z(pnq)) ¢ ndo é a principio igual a Q¢ (P ¢). Esta, no caso
q

. . -1
Q = 1 escreve-se como uma igualdade com um desvio da ordem de « *, mas

pode também ocorrer que para uma escolha de Q elas sejam exatamente
i \
iguais. De qualquer forma, a definigdo (12) de p" no limite cléssico

contém um desvio da .ordem de oc'z. Fora isso, o raciocinio anterior
N A2

aplica-se igualmente a esta VD. Dadas as VD p2 e p os seus valores
—

numéricos sdo diferentes. Usando a definigdo de p2 € O0S mesmos

argumentos anteriores chega-se facilmente a
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%g) [[(p - <p>)%p]"p + ;.[(p = <p>)z£;]]

<p2>—<p>2 = e L, (13)
Q
[2e¢]
<p2> = <p>2 z0 , (14)
> 2

ou seja, as VD p~ e 1; séo diferentes. Como no caso anterior, se 2 = 1
elas degeneram-se na VD p2 mas no caso geral elas sdo diferentes e os
seus valores obedecem a relagio <p2> = <p2>. Aqui também a igualdade
se verifica para Q # 1 se p;) = é g—q ;l;(q,t) = C';), onde a constante C’
¢ o autovalor do operador p, pois <p2> = <p>2= c?,

Quénto ao fato de Ig(png;).;) ndo ser a principio igual a é'):o' (pn:p) €

aparentemente causar um problema por impedir de dizer que pn é
> —
auto-adjunto generalizado, o uso de pn permite dizer que (pn) = pn.

Isso ja foi visto no cap. 6; basta usar a definigdo do adjunto

generalizado e p"= ((p")")" para ver que (p")’= p".

Também neste capitulo foram considerados detalhadamente
operadores arbitrarios que envolvem q e p , de modo que nio é
necessario estender-se demais para escrever a generalizagdo de

(11-12). Dada uma fungdo f(q,p,t) =} A d'p" com a dependéncia em t
mn
contida em Amn e o operador q"p™,

n m n m m
qp" =[dp" +qp )2 ,

define-se a VD f como

Wi S ~e S m gt
< 22 ¢ (q,t) f p(q,t) S;Z ] (q,t)[ Y Amnq P ]V’(Q»t)
f = = = = = B =
Q¢ (q,t)elq,t) Q¢ (q,t)p(q,t)
q ‘ q (15)
)
=Y Amn qp = «£f>
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/\ . n_m" “e n_m n :l N
oy e latapielat) 58¢(q,t)[q"p" + 4P ]0(q,t)

1
q

qp =

g&'(q.t)&(q.t) ?;‘(q,t);(q.t) (16)

= < qnpm> ,

/\ An.m

notando sempre que as VD ¥ Amr;q"pm eL A_qp , assim como outras como
IR VAN
YA q pm, s8o diferentes, e no caso classico degeneram-se em
mn

n_m
L A, dP"
Nesse caso geral cabem dois breves comentarios. Como a

ZaN

ambigiiidade existente em representar a VD quz, por exemplo, tanto por

qu como ( a—p) )2 reflete-se numa diferenga da ordem de «’? nio faz
sentido interpretad-las como VD diferentes, visto que as expressdes
consideradas s&o exatas apenas até a_l, ou seja, essas VD sdo
degeneradas na ordem de o', Para retirar a degenerescéncia seria
necessario entrar no dominio de termos em o 2, 0 que se pode mostrar’
em relagdo ao que foi discutido no cap. 6 ser um dominio ndo-linear
onde é preciso considerar operadores n&o-lineares. Como isto n3o esta
sendo considerado entdo ndo ¢é preciso interpreta-las como VD

diferentes. O segundo comentdrio é sobre o operador adjunto
n_m
generalizado de q p . No cap. 6 mostrou-se que

—> —
n_m,+

(@"p™" = (¢"p™)

Essa expressdo permanece valida na MG uma vez que é conseqiiéncia da
definigdo (6). -

Uma outra consideragdo pode ser feita a partir dessa mesma
defini¢do. Escrevendo ¢(q,t) como uma combinacio linear arbitraria
g:) = 01;1 + 02;)2 e introdazindo-a em (6) chega-se a expressio

-

IO ) e G (Ep] = oo laE e e - GtEe )]
G101 O 97 GO0 = e 0 i 9 o et )l

2
Em Vaz Jr. ( 1989 ).
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que precisa ser cuidadosamente analisada para tirar uma concluséo.

Esse cuidado precisa ser tomado para n&o incorrer em alguns erros como
os citados no cap 6, i.e., onde se mostrou ser errado escrever uma
combinacfo linear se Q = 1. Como a operagido Q n#o foi ainda definida é
preciso analisar essa expressdo por vias indiretas. Primeiro, note que

a expressdo a ser analisada pode ser escrita como
» +A il ~ " ~ " ~9 ~
clcz[[?(f fpll @t l;l(fqol) qozl —Ig(f‘qol) 0, L;:qol(f‘;pz)l] =

‘e (10500 0.+ (e ) 0. 1- 1Q(fp) 0 + Qp. (fp )]
Rt LMl G LOY oY q e, % qq’z e, 01
R d l * *
a partir da qual, com clc2 #* czcl,
S;Z(f‘ q)l) .+ L}(f‘gol) ¢, = gl(fgol) @, Eq)l(fqu).

Agora, se P, =0, =0 essa equagdo diz que

sg(f"go)’q; + ig(fgo)'qp =2 %lqa.<_f‘—)

que de fato é a expressdo correta pois gz(f&go)'go = gn‘f‘go. A expresséo
obtida pode, portanto, ser tomada como uma defini¢do de 5240: f 0

-~

— =
gwl Tg, = 2‘01[ [ ]q’z M [ ‘3‘”’1) L ?‘01(“’2) ] '
ou ainda,
G +° 5 =
S}gol f =3 [S;Z(f‘ gol) g, + Sg(fqpl) ‘02] ,

donde segue-se que

’g(f q)l) ¢, = Sggol(fsoz)

P

Usando esse resultado e p+= p é facil mostrar que (p2)+= pz, a partir

-~

do qual com gol =0, =0
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Q = Q = 0
i Po=Qepy qu)w.

apresentando um desvio de primeira ordem em o« ' na def inigéo da VD a

partir do isomorfismo com a classica. A conclusio chegada,
Sg(f e) e, = gwl(ﬁoz) 5

contém em si um desvio da ordem de o . Logo, a hipotese feita sobre
escrever ¢ como uma combinagdo linear arbitréria de P, P ndo deve
ser valida, isto é, ou ndo faz sentido escrever ¢ como uma combinagio
linear ou esta ndo pode ser completamente arbitraria, o que depende do
2 particular.

Contudo, esses resultados mostram que se Q for tal que Q = £ onde
~ M A ~ SO 1o
2 ¢ (p'e) = Qp'0) g

entdo as conclusdes chegadas ndo sdo contraditérias.
. ~ T -1 .
Nesse caso, o desvio ndo mais é da ordem de o~ em relacdio as
e S . Ny . -2
definigdes via isomorfismo com a classica mas, sim, da ordem de « °,

que é o considerado. De fato, se Q = Q entdo

Portanto, se Q = Q as conclusdes chegadas sdo corretas, das quais é

facil mostrar que
T -~ ~ +I\ - . . +A L
— 3 r
5} ¢ (flfzgo) 22 [(flfz) el o S‘;Z (f 2f‘lgo) ¢

Usando f1= f‘2= P esta‘ir?plica em (p2)+= p2 e assim por diante até
(P"'= p", se @ = Q. .

E preciso estarf‘ claro que as conclusbes chegadas s&o
matematicamente corretas e deste ponto de vista ndo had nenhum problema
com elas. O problema é que as hipoteses utilizadas podem ou n#o

serem inteiramente validas. Quando ndo, o seu uso introduz um desvio;
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caso contrario, ndo hA problema, que & o caso se 2 = 0. Sendo assim,

as duas conclusdes chegadas podem ser escritas como

Fal I _ ~ —n(Q)
E]Z(f qpl) ¢, = qupl(fwz) , Ola ) (18a)
+ _ ptpt -n(R)
{fxfz) = f‘zf1 , Ola = (18b)
2 seQ=10
n(Q) = "
1 se Q # 0

SE ¢ (p"p) = SZZ(p"w) e

indicando que essas expressdes s3o do ponto de vista matematico
corretas, mas baseiam-se em hipdteses que nem sempre sido satisfeitas;
se elas forem utilizadas em um caso, onde ndo as forem, entdo o desvio
refletido na definicdo das VD é da ordem de oc—l, enquanto se as
hip6teses forem satisfeitas isso ndo ocorre.

O ultimo ponto que se pretende discutir neste capitulo é sobre os

N a2
2
autovalores de q e p. Para que as VD q° e q tenham o mesmo valor
= - N
o . P 2
numérico é necessario que 2 = 1cu qp = Cp se Q # 1, e o mesmo para p

a2 ~ ~ ~ ~
ep, R =10upp =Ceypse Q=1 E facil ver que as condi¢gdes qp = Cp

e pp = C'¢ ndo podem ser satisfeitas ao mesmo tempo pois [q,p] = —o!
De fato, assumindo que essas condicBes sejam satisfeitas tem-se
- - -1 A . A
[q,plp = (CC’- C'Clp = -a ¢, que sb6 ¢é satisfeita se o 2 o A
contradigdo que isso representaria no caso classico onde essas VD
2 2 - :
degeneram-se em q e p ¢é eliminada, como muitas outras, conforme

visto no cap 6, as custas do limite a » w. No caso Q # 1 isso
7y a2
representa, entretanto, um elemento novo a mais. Além das VD q e q

A A2
2 ! . .
por um lado e p° e p do outro serem diferentes, assim como, em geral,

L 2 2 2 2 : ~
os seus valores numéricos <q > z <q@> e <p > z <p>", as situacdes em
que essas igualdades podem verificar-se nf o sdo concomitantes.
O caso o » o dentro de uma MG ndo-trivial & essencialmente

diferente do classico, pois neste esta constante ndo tem significado
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fisico, enquanto que, em uma MG, a operaglio Q # 1 pode ser tal que

essa constante tenha um significado fisico bem definido, do qual
depende a interpretagfio do significado desse limite. O que se discute
ndo sdo os resultados, que nesse limite serfio os mesmos, mas sim a
interpretacédo do significado do limite a » « dentro dessa MG.

A constatagcdo de que as igualdades dos valores dessas VD n&o

podem ser concomitantes deve ser encarada como um grande elemento novo
N 2
de uma MG néo-trivial que a diferencia da MC. Na MG as VD q2 e g séo
/\ Az
diferentes assim como p~ e p . Existem situagbes excepcionais onde

essas VD tem o mesmo valor numérico, <q2> = <q>2 num caso e
<p2> = <p>2 no outro. O que se mostrou a partir da ndo-comutatividade
dos operadores q e p é que essas situagdes ja excepcionais, onde essas
igualdades se verificam, ndo podem se realizar ao mesmo tempo. Se isso
fosse possivel teria-se um ar de extepcionalidade ainda maior, o que
esta reservado a situagdo « » o, cuja possibilidade de interpretagéo
depende da definigdo de Q.

Se dentro dessa segdo ja foi possivel mostrar que existem muitos
elementos novos que distinguem uma MG n3o-trivial da trivial, a
dindmica convolutiva da conjuntiva, no préximo capitulo serdo vistos
outros, ainda relacionados com as VD, pois entre outros pontos ainda

estd por se estabelecer a relacio entre (11-12) e (7.15-16).
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10. VARIAVEIS DINAMICAS: GENERALIZAGAO.

As equacgdes (9.11-12) obtidas no capitulo anterior definem,
SN
respectivamente, as VD q € p exibindo a operagdo que deve ser

realizada para obté-las e cujo valor numérico é <q"> e <pn >. Para uma
VD arbitréria essa equagdo é (9.16). Definida uma operagdo 2 a ser
efetuada sobre a VI q basta conhecer a fungéo ;(q,t) para obt::r' esses
valores numéricos. Esta fungdo, definida por (8.8), pode ser conhecida
através do cAlculo de :b(q,t;qo,to) considerando os extremos (to,qo) e
(t,q) fixos, equagio (7.1), e introduzindo nesse resultado os valores
(t::,qz), ou através do estabelecimento de uma equagdo diferencial para
¢(q,t) com certas condigSes de contorno no instante to’ 0 que serd
discutido no préximo capitulo.

Essas expressbdes para as VD s8o o resultado de uma andlise das
equacdes (8.22-24) e, nessa ocasifo, concluiu-se que as expressdes
obtidas sdo validas para o caso  # 1. No caso classico as expressdes
(8.22-24) devem ser diretamente utilizadas e (8.24) particularmente
diz, nesse caso, apenas que a VD q é a VI q. Fora o procedimento,
muitas outras diferengas foram vistas ao longo dos dois ultimos
capitulos. Além das ja explicitamente constatadas, had uma outra
relacionada com a generalidade de Q.

Para melhor visualizd-la considere a VD El Definida uma operagéo
Q é possivel calcular @(qtqo t) e dai q)(q t). A operacgio que deve
ser efetuada para obter q é uma operacéo Q sobre a VI q em go(q,t)
Entretanto, essa operagdo pode, a principio, envolver mais de um valor
possivel de q. Na MC, a dinadmica conjuntiva é descrita por um camlnho
no EC, de modo que, dados (to,qo) e (t,q), que a principio podem ser
escolhidos independentemente, as equagdes do movimento fornecem, em
geral, um Unico caminho ligando esses dois extremos, ou seja, da
operagao e%tt resulta um 'Gnico caminho ¥ ou de ea(t resulta um unico
ponto q = q,  ou um Athico valor q da VI q, ou ainda, dadas as
condigdes iniciais em t0 determina-se um unico caminho a(t) tal que
q, = q(t). De qualquer forma essa operagdo envolve todos os caminhos ¥
através do calculo de S[y] para cada um e selecionando aquele cujo

valor é estacionario. Em uma MG pode-se definir uma operagdo Q2 tal que
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esta envolva, ou melhor, selecione, mais de um particular valor
da VI q.

Essa possibilidade exige que se considerem outros pontos que

foram até agora ignorados. Por exemplo, seja a VD q dada por (6.12) e

t = tn, de modo que

*»
= t o L vt 5
q_tn ex (qn tia, 0)qnd’(qn,tn,qo.to)
onde explicitou-se o seu significado para t = 1:n e ndo escreveu-se o
limite « » » por ser desnecessario nesse caso e para n#o carregar a

notagdo. Como classicamente tem-se um caminho a(t) o resultado desta

operacéo €

@« -— -
qQ =@ (qn,tn;qo,to)q(tn)‘b(qn,tn;qo,to) =qt) ,

n

ou seja, um unico valor de q= q(t) em t = tn. Seja agora t =t e
8

q=gq, = q(ta). A VD Q. pode ser escrita como

_ ext @(qs,ts;qn,tn)qnd’(qn,tn;qoto)
t e;{t Q(qs,ts;qn,tn)‘b(qn.tn:qo,to)

<I>(qs,ts;qn,tn)q(tn)d>(qn,tn;qoto)

q = . . =q(t) ,
t'n Q(qs'ts'qn'tn)o(qn'tn’qo’to) -

sendo as duas expressdes completamente equivalentes uma vez que
q = q(tn) e q= q(ts). Para compara-las basta usar t=t e q,= q(to)
com as equagdes (6.2-3). Do mesmo modo, de (to,qo) e (ts,qs) chega-se

a q(t) e o resultado de eﬁt sera q = a(tn). Certamente isso

L
\ . . P . - n
estende-se as demais VD ‘mas é pouco aconselhavel uma vez que p , por
]

exemplo, envolve operaqf‘?gs em diferentes fungdes e egct por sua vez
exige que sejam feitgé mais manipulagSes algébricas do que o
necessario.

Por outro lado, se a operacdo Q relaciona mais de um valor da VI

q entdo o seu resultado ndo serd simplesmente, por exemplo, esse valor
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qtn= a(tn). O que é ou deixa de ser é uma questéo que exige um estudo,

pois conceitualmente existe uma grande diferenca entre as duas
situacBes. Se existe uma diferenga de fato, essa andlise mostrara e
isso ser4 feito agora com um raciocinio adaptado da analise feita no
cap. 8 que conduziu as expressdes para as VD na MG.

Sejam os instantes t <t < t. Fixados o0s extremos (to.qo) e
gtn,qn)» (tn,qn) f (ts,qs). (to,qo) e (ts.qs) tem-se, respectivamente,
®(qn,tn;qo,to), @(qs,ts;qn,tn) e Q(qs,ts;qo.to). relacionadas por
(8.1),

®(q,t;q,t) =R ®(q,tq .t )%(q ,t sq,t) . (1)
Para instantes entre to e tn a dinamica convolutiva descrita por essa
MG é determinada a partir de d>(qn,tn;q0,to) enquanto para instantes
entre t e t por &(q,t;q,t ). Suponha que os valores de t e q_ e
n - 8 s 8 n N 0# #0
de ts e q sejam conhecidos e iguais respectivamente a to’ q, €
#

t e q:. Em conformidade com define-se
B

Qﬂqn’tn) = d>(qn'tn;qs't:]l(118,('1s)=(1'.f,qj:) ’ =)

1;.(qn'tn) N &)(qs,ts;qn,tn”(t =" (2b)
8 s 8 -3

onde as funcdBes © e ¢ sd3o diferentes pois (t::.q::) # (t::,q“) e
i~ 2\ 8
o(q,t;q,t) =& (q,t;q,t) de acordo com (8.6).
8§ § n n n n 8 S ~
Agora, seja o instante tk tal que t0< tk< tn. Nesse caso 8S pode
ser calculada segundo o mesmo procedimento realizado no cap. 8,
chegando a uma expressdo para esta analoga a (8.20) com as ébvias

modificacdes. Toda a discussdo feita repete-se integralmente de modo
SN
que as VD q" e p’ sdo dadas a partir de (9.10-11),

A‘ "Jt-_g -~
A Q¢ (qt) g elgt)
Q" = <«q™> , (=t t<t<t), (3)
Q¢ (q,t)ela,t) i
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N g ¢ (q,t) p olq,t)

n
= = < £ <
p - - p> , (t tk.t0<tk tn) , (4)

S;qu'(q.t)go(q.t)

assim como para uma VD arbitraria a partir de (8.16).

J4 para um instante tr tal que tn< tr< ts a uUnica diferenga em
relagdo a tk ¢ que os valores dados dos extremos sdo nesse caso O do
extremo (t ,q) onde t > t enquanto que no anterior eram os do
extremo (t .q) onde t < t Isso ndo muda em nada o raciocinio, que
repetxdo 1ntegralmente acarreta na simples mudanga de go(q,t) por
0(q,t) e q)(q,t) por G(q,t) pois no caso anterior usa-se Q(k,O) e
nesse S(s,r‘) = ;I;'(r,s) com as definigdes (2). A expressdo para as VD

podem ser escritas na mesma forma das anteriores lembrando (9.6),
— &

nesse caso escrita para ®(q,t), com a propriedade (@M)'=q" e

—> &
n,+ n
(p)=p ,
~% Hn ~
A Q¢ (q,t) g 9q,t) i
q" = 2 - = =<q> , (t=t,t <t<t), (5)
Q9 (q,1)8(q,1) R
A > .
* n
A Q9 (q,t) p o(q,t) N
p" =3 =<p> , (t=tr,tn<tr<ts) , (6)

2:3’(q,t)5(q,t)

assim como para VD arbitrarias. De fato, para tk ( to< tk< tn) e tr
( tn<tr< ts) nio ha nenhuma diferenca entre as VD nesse caso € ©
descrito nas segdes anteriores.

O problema, e ai que surge a diferenga, € quando se procura
escreVerA as VD em t =1, afinal para t <t usa-se ;J(q,t) e para
t > tn ¥(q,t), possibilitando exprimir 8S em termos da mesma fungéo,
enquanto para t f tn isso nao é Eossivel Embora em t = t possa ser
utilizada tanto qp(qn,tn’)‘,. quanto 0(qm,tn), a parametr'izaqao utilizada,
Eal que &t > 0, utiliza-se de ¢(q,t) atée t = tn pois usa-se
¢(q+dq,t+6t) em t + ot = 1:n para estabelecer a validade de (3-4) para

t0< tk< tn, de modo que para t = tn a funcdo a ser utilizada é
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q;(qn,tn) mas para tn+ th é 0(qn+6qn,tn+6tn). Sendo assim, para

estabelecer uma expressfo para as VD em t = tn é preciso uma certa
cautela em relagdo ao procedimento utilizado nos demais casos. A
expressdo (8.12) para $(n+l,0) ndo deixa de ser valida, assim como
(8.16) que ja contém a hip6tese (8.14) sobre . A questfo é que se for

utilizada (8.16) ent3o deve-se expressar Q eocS(n+1,n)

em termos de
;I;(s,n). A propria expressdo obtida para O(n+1 0), que resulta de
(8.1), sugere pela analise do seu denominador que isso se consiga
através de uma simples modificagdo no procedimento, modificagdo esta
que consiste em, ao invés de multiplicar (8.16) por 3'(n,0) = 8(0,11),
esta multiplicagdo seja por ’d;(s,n). Procedendo da mesma forma, ao
invés de (8.19), obtém-se a expresséo

(s n][l +8q gq + St g ]@(n 0)

Btn

Q(n+1 0) ~ Q(n 0) (7)

Q Q(s,n)@(n,o)
de modo que o restante passa a ser uma simples repetigdo dos
argumentos ja utilizados. Logo, encontra-se a seguinte expressfo para

asVqupemt=tn,

A' ~
g ) (qn,tn)qn qp(qn.t )

il n
q = = = = <g> , (8)
t . t
n ‘,3‘3 (qn,tn)qp(qn,tv) n
A gﬁ(q t)[; gq]w(q t)
P, = = <p> i (9)
n 90 (q t )w(q t ) n

A‘ ~ R
desde que Q¢ (qn,tn)go(qn,tn) # 0, ou seja, de (1),

~ el ~ ~
Q(qs.ts;qo,to) , = ‘,3 L (qn,tn)qp(qn,tn) #0,
(t ,q )=(t* 0’9 *) (10)

(t q)(t,q]

A condicdo (10) apresenta wuma importante e significativa

interpretagdo que serd considerada adiante junto com outras que
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N\
aparecerdo. Agora, para escrever a generalizac8io de (8-9) para qn e pn

e um f arbitrario s8o precisos alguns outros elementos. Estes
elementos podem ser encontrados notando que 6§ pode ser escrita de um
outro modo, procedendo em uma analise como a feita no cap. 8. Nesse
caso, porém, a situag8o exige uma certa atengfo. As expressdes
encontradas para as VD sdo o resultado da definigdo de aé como

8§ == ln&;(n+1,0) - lna(n,o) 1,

I

mas existem outros modos de escrever &8S. Enquanto nesse caso ela foi
escrita em termos de ®(n,0) para depois serem introduzidos os valores
(tz,q;) ¢ perfeitamente possivel e equivalente escrever &S em termos
de &(s,n) para depois introduzir os valores (t‘:,qt) nessa expressdo.
Nio ha nada de diferente nisto pois o mesmo ocorre classicamente. A
partir da expressfio cldssica conclui-se que no caso generalizado esta
expressdo para &S é

6§ == ln&(s,n) = ln&)(s,n+1) 1

|+

Resta encontrar uma expressdo para &>(s,n+l). Na verdade essa
expressdo para &S ja foi utilizada pois se trata justamente da
expressdo a que se refere a discussfo que leva as expressdes (5-6).
Novamente, a uUnica diferenca encontra-se em t = tn. Sendo assim,

aS(n+1,n)

aS(n+l,n) o(s,n+l) Q e ;
n+l

®(s,n) = Q &(s,n+l) e
n+l

onde fez-se o uso da hip6tese (8.14) acerca de 91 no limite em que
aS(n+1,n) . n

n+l » n. Agora é ngle que precisa ser expressa em termos de

®(n,0). Ap6és a expansdo de &(s,n+l) em série de Taylor, multiplicacéo

nesse caso por &(n,0) e "algumas substituigdes obtém-se no lugar de W)

a expressdo para @(s,n+;)_,

8 8 & =

. ) n“1 voq & 48t & ]@(s,n)]ﬁn.O)

®(s,n+1) = &(s,n)|> - 8q:: L gin < (11)
g &(s,n)®(n,0)
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que fornece segundo o0s mesmos argumentos ja& utilizados mais a

definicfio (2b) as expresstes para as VD q e p,

SR ‘r? [ qno(qn'tn) ] «)(qn’tn)

q = ~ ~ = <q> ’ (12)
t . t
n f,’ ° (qn.tn)go(qn,tn) n
N Q[[——]O(q.t)]w(q,t)
pt _n o ?i{n n An n n _ <p>t , (13)
n %2 o (qn.tn)qp(qn.tn) n

desde que satisfeita a condigéo (10).

Da comparacio de (12-13) com (8-9) saem os referidos elementos
necessarios para escrever uma expressdo para as VD arbitrarias. Se
entre (8) e (12) a igualdade é imediatamente verificada, o mesmo ndo
se pode dizer acerca de (9) e (13), embora elas tenham que ser iguais
em t = tn. Para concluir algo sobre a igualdade entre (9) e (13) e
preciso lembrar o que foi discutido no final do capitulo anterior, em
especial o que concerne a equacdo (9.18). Usando as conclusdes
chegadas nessa ocasifo para o exemplo especifico aqui considerado, a

igualdade

L J
Q[[ 8 ]O(q t )] ol ,t) =08 (q,t )[[
n qn n n n n n n n

¥

o L
% ]go(qn,tn)] (14)

n

Ri~
RI=

s6 é valida na ordem considerada, ou seja, a_z, se Q = 0. Caso
contrario concluiu-se que o desvio era da ordem de o' e o motivo era
o fato de S(qn,tn) e ;J(qn,tn) nio poderem ser arbitrarias .ou
completamente arbitrarias. Sendo assim, se a igualdade (14) deve ser
Yélida e se Q# Q entdo deve haverh uma relat;éAO entre :9(qn,tn) e
q)(qn,tn). S6 quando R'=Q & que G(qn,tn) e q)(qn,tn) podem ser
consideradas como in(c}gpende?tes. Caso contrario, deve existir uma
relagdo entre 6(qn,tn) e qp(q“,tn), relacio esta que depende do
proéprio Q.

Deixando as implicagdes desta questdo para serem discutidas

adiante, ¢é possivel agora escrever uma expressdo para as VD
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arbitrarias. As igualdades discutidas foram justamente o ponto de

partida no caso em que O(qn,tn) = qp(qn.tn) das expressdes para as VD
arbitrarias obtidas no capitulo anterior, de modo que essa
generalizagfio faz-se naturalmente sem precisar utilizar argumentos que

ndio os ja utilizados. Logo, para uma VD arbitraria f emt =t ,
n

~w © .
& Qo (q,t)f ¢lg,t)
ft - n n.n n r: n n _ <f>t , (15)
n !319 (qn,tn)q)(qn,tn) n

e T3 n

onde fn =y AlJ qQ P, com a possivel dependéncia de }\J no parametro t
especificada para t = tn, desde que satisfeitas as condigdes
(10) e (14).

Sobre o calculo de 6§ existem outros pontos a serem considerados
cuja importancia em relagédo ao taso discutido anteriormente nos
cap. 8-9 era menor, mas que aqui, séo fundamentais. Comecgando pelo
caso anterior, suponha que seja feita uma reparametrizagdo de modo a
descrever o sistema em termos do pardmetro t'= -t. Para utilizar os
resultados obtidos basta prestar atengdo ao fato que, se em termos do
parametro t tem-se t1+1> tl. em termos de t° tem-se t’m< t;,

tn -to
t1+1< —tl. Uma vez que J to Ldt = -f g Ld(-t) segue-se das

defini¢des que

* oy : ~
¢(q:t) =& (Q:‘t) » @(q,'t) =¢ (q'_t)
Agora, em termos desse novo parametro, 8S pode ser escrita de uma

maneira equivalente como

~

8S = = [ In®(n,0;-t) - In®(n+1,0;-t) 1 ,

I

pois -t < -t, onde usando &(q,-t) = Q‘(q,t),
~ 1 A’ ~
8s = - < [ In® (n+1,0;t) - In® (n,0;t) 1 ,

~

que é justamente a expressdo usada no cap. 9 para calcular &8S. Essa
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equivaléncia pode, portanto, ser reinterpretada dentro do contexto em

que o (q,t) = °(q,—t) Contudo, essa reparametrizag8o quando feita no
caso aqui considerado conduz a conseqiiéncias interessantes no caso em
que t = tn. Fazendo a reparametrizagdo ;c » -t pode-se calcular 6% de
acordo com a ultima express8o ou usando &(s,n) como

a8 = 4 [ In®(s,n+];-t) - lna(s,n;-t) ]

=]

pelo mesmo motivo anterior de modo que

-~

8S = - é [ lna'(s,n;t) - an’(s,n+1;t) |

Utilizando as expressdes (7) e (11) em termos de Q.(n+1,0) e Q‘(s,n+1)

~

a primeira permite escrever uma expressdo para &S a partir da qual

seguem-se as VD

»~ l\‘
- Qolq,t)g ¢ (q,t)
q = n An n 2‘ non _ <q>t L (16)
n Q 9(q ,t Jo (q ,t) n
n n n n n

" Q -&(q t )|-[a 6q]go(q t )]
= <p>

P, =

o wlks (17)
o E\zﬁ(qn’tn)w (qn’tn) E

enquanto que a partir de 8S escrito em’termos da outra seguem-se as

expressoes
0 q 8(q,t e (gt )
~ q q Ll ¢ q ’
qt =N nA n n 4 nn _ <q>t . (18)
n E}Z 0(qn.tn)¢ {qn,tn) n
, g‘z[[;gq a(q_ t).|q>(q t)
P, = =<p> (19)
n 0 Mq t )q) (q t ) n

onde em ambos os casos a condigdo
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A ~

Eo(q t)go(q t)*O
0 (20)

deve ser satisfeita, além da igualdade

il

pelos mesmos motivos que levam a (14) com a mesma interpretagfio. A

»

8 \a v D 18 )
—an]ﬁ(qn,tn)]tp (qn.tn) = gﬂ(qn.tn)[[ 5 —qn]qo(qn.tn)] (21)

Rjrm

partir destas é possivel escrever uma expressio para uma VD arbitréaria

utilizando os mesmos argumentos anteriores que é

-~ ~y
. v ﬂ(qn,tn)(_f: ¢ (q,t)
= — ~ = <f>t 3 (22)
n E‘Z ﬂ(qn’tn)w (qn"*tn) n

o)
|

Agora, comparando as express®es para as VD, por exemplo, (15) e
(22), vé-se que em geral elas n3o s8o iguais. Em primeiro lugar,
compare os denominadores destas expressdes que devem satisfazer as
condigdes (10) e (20). Para que elas seJam 1guals é necessario que se
verifique a igualdade entre <I>(s,0) e <I> (s 0), o que a proépria
definigdo destes mostra ser um caso extremamente excepcional. Menos
ainda deve-se esperar acerca dos numeradores. Entretanto, nfo é
necessaria a igualdade destes para verificar-se a igualdade entre (15)
e (22), por exemplo, quando (_f_> ¢ uma constante. A igualdade
certamente ver‘ifica -se quando Q=1-= e%ct lembrando que nesse caso
deve -se usar <I>(n 0) e <I>(s n) nessas expressdes no lugar de qa(q t) e
19(q t ) e realizar um pouco mais de trabalho em fungdo do célculo de
e%ct para cada termo. Logo, para VD arbitrarias e Q # 1 as expressdes
(15) e (22) fornecem resultados diferentes. Essa é, portanto, mais uma
caracteristica de uma ;MG ndo-trivial. A sua interpretagio esta
diretamente relacionada--‘com a natureza convolutiva dessa dinamica.
Esta interpretagdo e as demais serdo agora consideradas.

Comegando por (14), esta pode ser interpretada como uma condigéo

de " continuidade " e por isso impde uma certa relacgdo entre go(cL,tn)

91




D el

»

e O(qn,tn), a menos que Q = Q A consideragéio da situagfio classica
ajuda na interpretagdo. Primeiro, classicamente os valores dos

extremos devem ser introduzidos apenas no final de modo que (14)

o |-

= ez'{t d>(qs, ts;qn,tn) [[

n

escreve-se

a
_qn] o(qﬁ'ts 2 cln'tn)] d>(qn’tn'qo'to) .

KRl

a
ﬁ ] 0(qn.tnpclo,to)]

n

Rlm

Para que se tenha o conhecimento de (b(qn,tn;qo,to) é preciso resolver
as equagdes do movimento, a equagdo de Lagrange que fornece
7: q = q(t) e wusar S(qn,tn;qo.to) = e%;t Sly] = S[y] ou resolver a
equagdo de Hamilton-Jacobi para S(%’tn;qo'to) ndo sendo necessario,
obviamente, que estes dois métodos fornegcam fungdes S(q: ,1; ;qo’to )
iguais. Uma vez conhecido ¢(qn,tn;qo,to) tem-se q= q(t) usando as
condigbes em to' Do conhecimento de q= q(t) tem-se q= %.c= q(tn) e
uma vez conhecido @(qn,tn;qo,to) determina-se @(qs,ts;qn,tn) pois os
valores de q eq sdo qn’c= q(tn) e q .= q(ts) ey = g.

As fungbes ®(n,0) e ®(n,s) sdo diferentes mas o conhecimento de
uma implica no da outra e vice-versa e &(s,0) = e)lst@(s,n)é(n,o) =
Q(qs,ts;qn'c,tn)@(qn,c,tn;qo,to). Em t = t o momentum é dado por
P = 6S(qn,tn;q0,to)/8qn ou p= -c';?S(qE,ts;qn,tn)/c'iqn que fornecem os

mesmos resultados pois os valores de q e Q sdo q,= a(to) e

_ 0
= q(ts).

E esta igualdade a que se refere a equagdo (14) no caso cléassico
onde Q(qn,tn;qo,to) e Q(qs,ts;qn,tn) estdo diretamente relacionadas
uma com a outra, com o conhecimento de uma implicando no conhecimento
da outra. Em termos das funcdes ¢ isso significa que para

# # . p
(Piqn,tn) = ®(q ,t ;q,t ) para (t,q,) = (to,tio)#so existe uma funco
o (qn,tn) = Q(qs,ts;qn,tn) para (ts,qs) = (ts;qs] i 1ue satisfaz i essa
igualdade e que é aquela para a qual q = q{ts) onde q= q(t) é
determinado a partir de @(qn,tn;qo,to). O fato de existir apenas um
valor de qt ja determinado é uma caracteristica da dinfmica conjuntiva

descrita pela MC e que é representada como um caminho no EC.

No caso Q # 1, ou seja, de uma dindmica convolutiva, isso nfo é
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necessariamente verdadeiro. Se Q = 1 uma vez dado w(q t) sé existe

um ¢ (q t) que satisfaz (14) em sua versfo classica. Entretanto, se
Q=1 nada implica que uma vez dado ¢(q ,t ) deva existir apenas uma
fungéo 0 (qn t ) que satisfaga (14). A resposta & esta questdo depende
da definigdo de Q. Dependendo da definig&io de Q podem existir uma,
duas, trés, etc., funcbes :9' (%,tn) que satisfazem (14), podendo
inclusive esse numero depender de go(qn,tn).

Esta é justamente a relagdo discutida sobre a possibilidade de
uma escolha independente de ;(qn,tn) e 1;(qn,tn). Essa relagdo s6é ndo
existe se Q = Q. Para explicitar que esse ndmero depende de Q
denota-se o conjunto das fungdes que satisfazem (14) por 6(R). Como os
diferentes elementos deste conjunto, se existirem, diferem pelo valor

. # . . .
de q, ou seja, se q , &4, séo dois valores diferentes de .
- B, 8,

t\* ~
ﬂl(qn,tn) °(qs.ts;qn,tn)|

(ts’qs)=(tt'qtl)

- R
0 (q ,t) <I>(qs,ts;qn.tn)| ;

(t.q)=(t",q" )
entdo se existe mais de uma funcgio Az?(qn,tn) que satisfaz (14) existe
mais de um valor possivel para q- O conjunto ©(Q) define, portanto,
um conjunto Q (Q) dos valores possiveis de q- Isso significa que o
conhecimento de qp(q t) por si sbé nido determina t?(q,n t ), ou seja, o
valor de Q.- Na MC o conhecimento de q)(qn,tn), ou melhor,
Q(qn.tn;qo,to), determina  univocamente Q(qs,ts;qo,to), ou seja, o
valor de q_ que é a(t#). Numa MG, dependendo da definigio de Q, o
conhecimento de qp(q t) determina um conjunto ®(Q) de fungdes
O(q t ), e ndo apenas uma como no caso classico, e este por sua vez o
conJunto QS(Q) dos valores de q

Obviamente isso ndo significa que em t = tB a VI q  assume
4
82
define uma fungédo 0"(qn t). O que ocorre € que ndo é possivel

. # #
diferentes valores q X q , etc.. Como tal ela assume um valor ql e
sl, 8

determmar a partir do conhecxmento de q)(q t) uma das funcgdes

6 (q t) 19 {q t) D 0 (q t) ..., possiveis pertencentes a

6’(9), ou seja, néo é posswel dlzer qual dos valores {1, cfz, i
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s’

entretanto, nenhuma falha ou incompleteza do formalismo da MG pois q
8

q , &€ o valor assumido pela VI q em t=1. Isso ndo é.
8

n8o é uma VD. A dinamica do movimento é descrita por VD enquanto que o
sistema ¢é descrito por VI; no caso de uma dindmica conjuntiva,
descrita pela MC, as VD sdo iguais as VI mas no caso de uma din&mica
convolutiva, descrita por uma MG ndo-trivial, as VD ndo s8o iguais as
VI. O que a Mecénica como uma teoria do movimento deve fazer é dar
respostas sobre as VD, que s8o as que descrevem o movimento, e nédo
sobre as VI, que descrevem o sistema, € isso de fato ocorre.

Lembrando o que foi discutido no cap. 2 a VI q é uma variavel
extensiva e como tal o seu conhecimento & assumido como ponto de
partida da formulagéo do problema. A MG, como uma teoria da Mecénica,

deve fornecer, e fornece, respostas sobre as VD. Conhecida a fung&o

;a(q,t),

ﬁ;(q,t) = a(q,t;qo,to) .
(ta,)=(t},ap)

o valor de uma VD arbitraria ; ¢ dado por (9.16) para qualquer
instante t > to' Os seus valores sdo todos bem definidos e possuem
propriedades interessantes, discutidas na segdo anterior,
caracteristicas da dinadmica convolutiva que essa teoria descreve. A
unica coisa que esta diz e é preciso dizer sobre as VI é que as VD séo
obtidas a partir das VI através de uma operacdo sobre elas definida
por (8.16). Desse modo, essa dinémic; convolutiva estd definida e
determinada para qualquer instante t > to’ e o valor da VI, por
exemplo q que descreve o sistema no instante ts, é um dos valores
possiveis pertencentes ao con junto Qs (Q). Pode ocorrer que Q # 1 seja
tal que esse conjunto tenha um s6é elemento para todo instante t ou
apenas para este ts espgc_;if ico, mas isso é um caso particular.

Agora, suponha que através de um processo de medigdo o valor de

q_se ja conhecido e igual a qtl, definindo uma fungéo Gl(q,t),

~ ~
¢ (q,t) = &(q,t ;q,t)
] s t ,q)=(t*q")
-] s sl
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Se o conjunto Q'(Q) contém mais de um elemento, outro valor além de

#
9-]
0(q,t) entio tem-se pela frente uma situagclio essencialmente

, ou seja, o conjunto B(Q) contém uma ou mais fungdes além de

diferente da cléssma, sendo preciso conciliar a descrigdo em termos
de duas fungdes q)(q,t) e 0 (q,t) diferentes. Foi com esse intuito que
a discussiio anterior foi feita. Essa conciliagdo pode ser feita
escrevendo as VD de acordo com A(3-4) usando q;:(q,t) para t = tk
(t<t<t) com (5-6) usando ®(q,t) para t =t/ (t<t<t)
( abandonando daqui em diante o uso do indice i na notaqﬁo ) e (15)
para t = tn. Tudo estaria resolvidlo se ndo restasse ainda a
indefinigdo do instante tn, 0 que exige uma certa cautela em relagdo a
essa interpretacdo. De fato, conforme colocada essa discussdo, o
instante 1:n entre to e ts é completamente arbitrario. Para que a sua
interpretacio e determinagdo seja coerente é preciso distinguir duas
situagdes. :

Na primeira (I) s8o dados os valores dos extremos, (* ,q) e
(tt,qs), e pergunta-se pelas VD que descrevem uma dinadmica convolutlva
entre esses pontos. .omo o insiante tn pode ser qualquer um entre t0 e
tS nessa situacdo é preciso considerar ndo um instante particular

apenas mas sim todos os pertencentes a este intervalo. Logo, a

expressdo (15) deve ser usada nos instantes tl,tz,...,t ,---, OU Sseja,
n

e .
Qo (q,t)F olq,t)

Lo B
|

= % = <>, (t <t<t ) . (23)
Qo (q,t)elq,t) "

E importante perceber que dentro dessa situacdo a questdo colocada é
hgeu'amente diferente da anterior sobre a r‘elaqao entre ﬂ(q.t) e
qp(q,t). Nessa tinha-se go(q,t) e perguntava-se por 19(q,t). A principio,
a Unica resposta possivel é que ’;S(q,t) ¢ um elemento do conjunto B(Q).
Agora, porém, ;(q,t) ei:s(q,t) sio dados, ou seja, é dado um elemento

desse conjunto €(Q), de modo que (14) deve ser satisfeita para estas

-

funcgdes.
Na outra situacdo (II) conhece-se ou pelo célculo direto ou pela
solucsio de alguma equag8o diferencial a fungdo elg,t) (t> %). Se

= t1> to e pergunta-se pelo valor de uma VD neste instante, a
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resposta & dada por (9.16) em t = t'. Agora, suponha que em um

instante t (t >t> t) resolva-se fazer uma medigdo da VI q
obtendo como resultado q para dai perguntar sobre as VD para t < t
t = t-. t > t'. Nesse caso, o instante tn néo pode ser considerado nem
como um Iinstante entre t.u e tn nem como todos os instantes desse
intervalo como na situagdo 1. O motivo, no primeiro caso, & que este
instante tanto poderia ser t ou t e entre estes a dinamica
convolutiva poderia ser desorita por duas fungdes v(q t) e otq,t)
diferfntes, enquanto, no segundo caso, para to< t < tl ela é descrita
por ¢l(q,t) e as VD dadas por (9.16). Resta supor que t= t e ver as
conseqiiéncias. O conhecimento de q permlte determmar' o(q.t} para
t>t, logo as VD por (9.16) com ﬁ{q,t) no lugar de cp(q t) para
t> ts. Considerando tn= t,B mais essas expressdes para t < ts et> tB
obtém-se resultados formalmente iguais aos anteriores, mas com um
conteido diferente, uma vez que o instante tn= t‘3 estd agora definido
ndo mais de maneira ambigiia. Nestas expressdes basta substituir
(qn.tn) por (qs.ta) € [qs.tsl por (q,t), onde t > t , e a partir de
(15) tem-se para t = ts,

Qo (q,t)f o¢lg,t)

b I
I

= =3 = =<, (24)
B8 ‘30 (qslts}@(qs)ts) 8

sendo ts o instante em que é realizada a medigdo. Note Aque o valor
obtido qf é usado a principio apenas para obter a fungdo ©(q,t) pois a!.‘z
ndo esta ainda definida.

Sem duvida a interpretagdo des situagdes I e II acaba sendo
prejudicada uma vez que @ operacdo Q ndo estd ainda definida e nem
estas situagbes sdo distintas no caso de uma dindmica conjuntiva, como
o s8o no caso convolutivo. Para que tudo isso ndo cause futuramente
uma confusdo é preciso ter em mente a distingdo fundamental que
envolve as funr;6es qo(q,t] e '8[q t) nas duas situagdes. Na situagéo 1
sdo dadas cp{q,t) e 13(q,t} ou seja, € dado um elemento do conjunto
€(Q), enquanto na situagdo II é dado ;J(q,t} e pergunta-se por :‘}(q,t],
que pode ser qualquer um dos elementos de €(R). Quanto aos resultados

formais obtidos na discussdo anterior e que conduziram & expressdo
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(15) nfo ha problema algum; a questiio é de interpretac@o destes a luz

das duas situacBes expostas que, conforme colocadas, apresentam as
dadas interpretagdes. De qualquer forma, para a validade de (23-24) &

necessario que seja satisfeita a condigdo (10),
A' ~
gz ¢ (q,t)p(q,t) # O

Se uma VD, por exemplo a, deve estar definida em qualquer
instante, o que se assume Sser verdadeiro, e se para t < ts a din&mica
convolutiva ¢é descrita por ;J(q,t) e para t>t por :9(q,t) essa
condigiio deve ser satisfeita, pois caso contrario essa VD ndo estaria
definida em t = ts. Do mefmo modo, se para t < ts a din&mica
convolutiva é descrita por ¢(q,t) e essa condigdo nfo ¢é satisfeita
para uma fungdo 5(q,‘&) em t = ts entdo a dinimica para t > tB ndo pode
ser descrita por ©(q,t). E fundamental, portanto, tomar como
principio, para chegar-se a estas conclusdes, que as VD devem estar
definidas durante todos os instantes do movimento.

Desse modo, se a dinamica éAdescrita por ;(q,t) para t < ts e
essa condicdo para uma fungéo 0(q,t) ndo é satisfeita, entdo a
" transigdo " da dinérzlica descrita por 'g;)(q,t) para t < ts para a
dinamica descrita por 9(q,t) para t >t nio é possivel. Caso ela seja
satisfeita, essa transigdo é possivel. Denotando o conjunto das
fungdes ;(q,t) para os quais essa transigdo & possivel por g eo
respectivo conjunto de valores possiveis de q Ppor d: (Q) conclui-se
que os conjuntos G(Q) e QS(Q) s3o sub-conjuntos destes pois para que
se possa escrever a expresséo (14) & necessario supor que a condigdo
(10) seja satisfeita, ou seja, que :&(q,t) pertenga a £°(Q).

Resta discutir mais um ponto considerado nesta secdo que é a
questdo da reparametrizagdo t - -t. O que a analise feita mostrou é
que as par‘ametrizaqc’iegjc e t= -t levam aos mesmos resultados para as
VD quando estas descrévem uma dinamica convolutiva com ;J(q,t) para
t < ts e 1;(q,t) par‘a"'"t > ts mas, em geral, a diferentes resultados

para as VD em t = ts, ou seja,
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»

— . (—-)A
no(q t)f(p(qt) Qo(q t)fw(qt)
*

‘30 (qs'ts)‘o(qs'ts) EG(ql'ts)‘o (qs'tl)

onde ° lado esquerdo & a expressdo obtida utilizando t como parémetro
com qp(q,t) (t < t) e O(q,t) (t > t) enquanto a do lado direito & a
obtida utilizando -t como parametro com 0(q.t) (-t <-ts) e (p(q,t)
(-t >- t ) ;(q,t) = ¢ (q.—t) ﬂ(q,t) = i? (q,-t). Para interpretar esse
resultado é proveitoso lembrar que o termo convolugdo foi cunhado para
exprimir a idéia de um imbricamento irreversivel. Conjungdo e
convolugdo sdo, respectivamente, reunides justapositiva reversivel e
ndo- justapositiva irreversivel de objetos. Em outras palavras, um
conjunto [ set ] pode ser formado por conjungdo [ conjunction ] ou
convolugdo [ folding | mas apenas no primeiro caso 0 Pprocesso é
reversivel através da disjungdo [ disjunction ]. Sendo assim, néo
apenas € convolutiva a dindmica em ¢i mas também a transigéo entre
dinamicas convolutivas. A evolugdo de uma dindmica convolutiva em
relagdio ao parametro t é um processo nitidamente conjuntivo, uma vez
que este é reversivel pela reparametrizagdo t » -t, mas a transigédo
entre dinamicas convolutivas & um processo convolutivo, uma vez que
este ndo é reversivel pela reparametrizagéo t » -t pois o valor das VD
em t = tn sdo diferentes. Nesse caso é preciso interpretar a transicdo
das dinamicas convolutivas de qp(q,t) para 0(q,t) e a de '0(q,t) para
q)(q,t) como processos diferentes e convolutivos, irreversiveis. Mais
ainda, o elemento de irreversibilidade *dentro desta interpretagdo ¢
justamente o processo de medigdo em t = ts, o que traz a discussdo de
volta as situacgtes I e IL.

Estas situagBes sdo de fato distintas mas, no caso de uma
dinamica conjuntiva, elas ndo conduzem a resultados diferentes em
funcBo da natureza dessa dinamica. Pela prépria natureza de uma
dindmica convolutiva estas situagdes, além de distintas, conduzem a
resultados diferentes. A i‘nterpretat;'aio da situagdo II é dada em fungéo
da sua objetividade e coeren01a, uma vez que em t = t ndo & possivel
saber que sera feita uma medigdio em t = t ( e tl) e nem t = tn pode

ser escolhido além de tn= ts pois, mesmo que tn seja escolhido em uma
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vizinhanca infinitamente préxima deste, esta pode ser t-dt ou
8 8

t'— dts/z de modo que nesse intervalo a din@mica seria descrita por
duas funcgdes diferentes.

O significado do processo de medigdo como o referido elemento de
irreversibilidade & claro e objetivo. Se nas situagdes A e B a
dinamica é descrita por go(q,t) (t> t, ) e em A realiza-se uma medlcéo
em t = t de modo que para t > 1: a dinamica €& descrita por 0(q,t)
entéoh as dman’l\xcas para t > tB em A e B s#o descritas respectivamente
por ©(q,t) e ¢lqt) , ou seja, sfo diferentes dinamicas convolutivas,
sendo a transig8o na situacdo A irreversivel.

£ fundamental ter em mente a distingdo entre VD e VI. O processo
de medigdo fornece o valor de uma VI que descreve o sistema, mas ndo a
sua dinamica e, como tal, & uma condigdo de contorno do problema. A
cada realizacdo do processo de medigdo corresponde a introdugdo de um
contorno a mais no problema, definindo por sua vez um novo problema a
cada medicdio. O estabelecimento de luma equagio diferencial para a
evolugio da dindmica convolutiva em relagdo a t permite visualizar bem
esse problema, uma vez que ela s6 esta definida em conjunto com as
condi¢cbes de contorno ¢, diferentes condicdes de contorno, definem
diferentes problemas. E interessante notar que embora as VD em t = tn
sejam diferentes, elas estéo relacionadas pela operagdo de conjugacéo
o« » -a, assim como os seus denominadores que se relacionam com as
0551b111dades das transic®es de acordo com as condigdes (10) e (20).
Isto 51gmflca que, mesmo sendo dlferentes, se a tr‘ansu;ac de go(q.t)
para 19(q,t) é possivel, também o € a tr‘ans1c;ao de ﬁ(q,t) para go(q,t)

Ao longo das ultimas segdes muito foi dito acerca das VD e quase
nada sobre as equagdes do movimento. Certamente as VD s&o um assunto
sobre o qual é possivel estender-se em importantes e interessantes
discussdes, mas é preciso colocar um ponto final nesta discussdo, uma
vez que ela é mais do que suf iciente. Quanto as equagdes do movimento,
no cap. 7, chegou-se as .equacdes generalizadas de Lagrange, mas uma
questdo ficou para ser_:respondida, sobre a relagdo entre as expressbes
(7.15-16) e o que foi aqui discutido.

A equacgdo generalizada de Lagrange é a solugdo de um PV que, pela

sua prépria natureza, encaixa-se na situagdo 1 discutida. Nesse caso
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uma VD ft é dada por (23) para um instante t tal que to< t<t,
n

usando tn ao invés de t’ em (23) para manter uma notag80 coerente com

-~

a do cap. 7. Considere f = x,

. E{) 0'(x,t) x p(x,t)
X, = ~ = =<x> (to<t<t ). (25)
Q¢ (x,t)e(x,t) "

Essa expressdo pode, com a ajuda das definigdes de ¢(q,t) e ¥(q,t),
ser escrita de outra maneira. Fazendo isso com o numerador tem-se para

t=1t,
1

A -
glﬂ (xl,ti)xqu(xl,tl) =

=Q$(x t PX t)x(b(x t xoto)
* Ly (t ,X) (t ,X)

(tn'xn)_(tn'xn)

onde usou-se (8.8) e (2). Usando (7.1) e para os valores dos extremos

- # #
a notagdo mais simples O e n’,

- ~ n-1
glo‘(xl,tl)xlq)(xl,tl) g { [Q Qexp[azs(kﬂk)]]

1-1
-[:11..i£_21exp[oc X S(k+1,k)]]} _——
k=0 0',n
n-1
g mQ.Q..0 X exp[ak§OS(k+l k)] ; (26)

que é justamente a expressdo (7.15). Essa identificagdo mostra que é
conveniente introduzir uma notagdo para essa quantidade. Define-se,

portanto, L

-

<1;(t)|q|(;>(t)> =0 3(q,t)q;>(q,t) , 27

de modo que
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<0(tl)|q|¢(tl)> = W(ql.tl)qlqp(ql.tl) =
n-1
= .‘%&'5‘ clz . .!l?..'.‘ﬂ_)l q,exp [oc g S(k+l.k)] of n#'
&8Py ’
qe ‘|0“.n# .

<0(tl)|q|qp(tl)> = [9] (28)
Segundo essa notacfio, usando 1 no lugar de q ,
<olt)[1]p(t)> = <o)]p(t)> = @ o (q,)p(qt) ,

que permite escrever as VD numa forma mais simples e elegante,

. <o (1)| T [p(t)>
f = = - = <f>t i (t0<t<t ). (29)
t <o(t)|p(t)> )

Também as VD (9.16) que devem ser consideradas na outra situagéo

descrita assumem uma forma conveniente nessa notagdo, ou seja,

. <) ()
f, = = = = <>, () . (30)
<p(t)|p(t)>

Usando o resultado obtido com 1 vé-se que

eaS[ad

(gt ;q.,t) = <o(t) | p(t)> = , (31

Q
17l
mostrando o quio conveniente é a  notagdo <0(t)|q>(t)>. Um caso

particular interessante de (30) é

" 18 |° o 18 °©
<ﬂ(tk)|m’kl¢(tk)> = E‘Zkﬂ (qk'tk)a 5& ¢(qk,tk) . (32)
que fornece a variadvel dindmica P, apbés a sua divisdo por (31) em
t = tk. Essa & justamenté a quantidade (7.16).
Na préximo capitulo, o uso desta notagdo se mostrara extremamente
util. Neste, a equag8o do movimento serd reconsiderada e sua a relagédo

com os resultados das ultimas segdes pormenorizadas.
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11. FORMALISMO HAMILTONIANO.

Durante os trés ultimos capitulos a atencfio voltou-se para as VD
em uma MG n8o-trivial que descreve uma din&mica convolutiva. Agora
é preciso determinar como elas evoluem em relagdo ao parémetro t.

O primeiro passo nessa direg8o foi dado no cap 7, onde se chegou
a4 equacdo generalizada de Lagrange como sendo a solugdo do PV na MG.
Nessa ocasifo mostrou-se que essa equagdo para L = mx’/2 - V(x) é uma
equag8o para <:9(t)|x|;(t)>, ou seja, para a VD ;: para t entre to e tn.
Antes, porém, de considerar VD arbitrarias ¢é preciso analisar a
equac3o generalizada de Lagrange a luz do que foi discutido nos
ultimos capitulos.

Na notagdo introduzida no final do capitulo anterior a equagdo

generalizada de Lagrange (7.8) escreve-se

- . _ aS[yl, _
<w@(t)|A |olt)> = Qe A=0 , (t<t<t), (1)
ou usando a definigdo de At’
~ d . ~ _
<0(tn)|—af(3L/6q) + 6L/6q|qp(t0)> =0 , (t<t<t). (2)

As equagdes (1-2) mostram que é conveniente interpretd-las como
uma equacio entre operadores, mas para isso & preciso determinar as
relacdes de comutagdo envolvidas. Mais ainda, antes é preciso
compreender o significado destes operadores. Quanto a (1) o seu
significado é claro uma vez que é o limite € » O de (7.7). Por isso
mesmo vé-se que ela pode ser colocada numa forma mais adequada que é

(7.13). Também no cap. 7 notou-se a importancia de

n-1
Q.. ;1{_21‘.(6L/6q) o exp[al)_:OS(m,x)]

e mostrou-se que no limite € » O vale (7.17). Dentro da nova notag#o

escreve-se
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(3)

n-1
= é-is'{;‘ Q....Q [exp[algos(iﬂ,i)]] (aL/Bq) R

O isomorfismo existente entre a equagdo de Lagrange e a equagio
generalizada de Lagrange sugere a separagdo desta de acordo com o
mesmo procedimento utilizado quando da considerag8o da primeira. A

principio bastaria definir, de (3),

aS[y] aS[y] .

= <

S P = 8 (oLssq), . (t<ct<t) ,

mas a situagcdo é um pouco mais delicada. De fato, a partir destas,

tem-se

aS[y] Y
= = <
[%e P, (aL/aq)k 0, (t<t<t) ,
da qual ndo se conclui que p = (BL/aﬁ)k pois as hip6teses feitas
sobre a operacdo Q ( cap. 3 e 4 ) exigem apenas que x = O implique em
X = 0 se x = x[y;c] onde ¢ é& arbitrario. Essa conclusio é necessaria
uma vez que se pretende usar p como uma VI, pois desta & possivel
expressar q = d(q,p,t) para os sistemas padrdo considerados. Para que
essa conclusdo seja possivel, & preciso introduzir nesta definicdo uma
fungdo arbitraria. Sendo assim,

aS[7]

Qe

& wm[pk— (aL/aq)K) =0 , Wizl # 0, (t<t<t) (4)

onde W[y] é um funcional arbitrario, da qual se conclui que

P, = (aL/aq)k =pfla,q,t)

\

que pode ser invertida para escrever

-

(q,p,t) ,

qk=qk k"k k

desde que W # 0. Para o caso em que W = 1, tem-se usando (3)
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aSlyl  _ aS[7] s _ & 18 2
e P, = (fe (8Lr8q), = <olt )| 56k|¢(tk)> (s)

que define o operador p,

o]

(6)

Rl

P=%

Uma vez definido esse operador a consideragdo de p como uma VI
(q.,p, .t )

k kK k
que, introduzida nas expressdes contendo qk,qk,tk, permite escrevé-las

realiza-se facilmente. De p = (¢3L/¢'3c'1)k escreve-se (';k=£1

em termos de qk,pk,tk, nas quais finalmente substitui-se P, pelo
18

correspondente operador P= % ﬁk. Por‘tgnto, o operador p desempenha o
panel da VI p. Por outro lado, diz que a VD 1; é representada pelo
operador p.

Esta é a versdo generalizada da_.' situagdo classica. Aqui, a VD 'i) é
diferente da VI p mas ha uma relagdo entre elas dada pelo operador p
que de um lado representa a VD e do outro a VI. A VD 1; ndo é o
operador p mas é representada por este, o que significa que o seu
valor numérico pode ser obtido através de uma operagdo sobre as VI
representadas pelo operador p que define uma operagéo sobre a VI q, a
operagdo :_cg_q Pensando bem, na MC isso também ocorre pois
8L/8q = p = plq,q,t) é a definigdo da VI p e a VD p dada por p = 85/8q
ndo é igual a 8L/6&1 mas sim a 6L/621|q=;(t)= ea(t 8L/6£1. Essa situagdo
na MG é uma versdo da classica, apenas mais delicada pois envolve o
operador p.

Voltando a questdo da equagdo generalizada de Lagrange o que foi
discutido permite enxerga-la como uma equagédo entre operadores,

- & (6Lr6d) + BL/Bg =0 , (<t <), (7)
com a relagédo de comutaé;éo

q(dL/3q) - (8L/8q)q = - = , (8)

0
o

conseqiiéncia de p = 6L/6¢':; = e q = q. Essa definigdo permite

Ri—
oalm
Ne)

104




também escrever a equagfo generalizada de Lagrange como
w)|p ot > = 05 (aLseq) (¢ <t <t) (9a)
K1k k (71 k "0 k n '
d PN ~ _ as[7]
a—t<0(tk)|pk|q)(tk)> = [%e (al_/aq)k , (t <t ), (9b)

onde (9a) é um caso particular de (4).

Esse procedimento ganha muita forga se for notado que

) 18 ° _ . ntoo

<0(tk)| mk|¢(tk)> =9 { Lim k!}.l.ﬁf_ll[exp[alng(Hl,l)]]}‘
1 A k-1

I Agtq}oﬂtk gi«,f{)l sll . .l.{c_zl [exp[algos(ul, i)l } =

n-1
- [ P
= E { gﬁ’('} kgl...nﬁ_llexp[oclng(Hl,l)]}
k-1

. . ( oy oy AS(KT,K)
'A{‘”L‘o{é%‘ ‘12"&916""[“1205(‘*1"” At }

onde agora AS(k ,k) introduzido no cap 7 é dado por

AS(k k) = [ - (aL/ac'l) q]kAtk ,

expressdo esta obtida de (5.1) considerapdo 6q0= 6qn= 6t0= 0 e to= t,

n
cujo uso fornece

L . nl o
<z9(tk)|a Hk[q)(tkb— sl?{ éi;’('} k&zl"'ng—zlexP[aEkS(Hl'l)]}
. k-1
. [ L - (aL/aq)q ]k{ggrg Q.. l.{L}lexp[oclz_:os( 1+1,1)]} =

i
n-

1
= tim 512..hf_zl{exp[algos(iﬂ,i)]][ L - (6L/6q) q]k ; (10)

Utilizando a sugestdo dada por (10) a equagdo generalizada de

Lagrange pode ser escrita numa forma mais conveniente considerando P,
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k
que é a funglio de Hamilton, o wuso de 'q= q(q,p,t) permite

como VI. Na expresso -H(q,q,t) = L -(6L/8q)q, (t =1, t<t<t),
n

escrever H em termos de q,p»t, a hamiltoniana

-H(q,p,t) = L(q,q(q,p,t),t) - pq(q,p,t). Nesse caso,

eaS[afl aS[y]

R

i [8H(q,p,t)/8p] = [S}]e

[(sL78a) (8a/8p) -a-p(8a/8p) ] =

e“S[“c'; ,

Bt 2 K

onde se usou (4) sendo Wly] = ad/ap # 0 ( satisfeita se o sistema é

padrio ). Mas, escrevendo <.]k= (qk+l‘- qk)/e )

aS[yl: _ 1 aS[y] aSly] ]_
= 9 = E[[?le U1 l?le 4|=

_ aS[y] _d aS[7y]
- A[[Q € qk]/ e=aq e

de modo que

d QeocS['af]q = g e*Slo]

i At [6H(q,p,t)/8p] (11a)

Seguindo o mesmo raciocinio,

aS[y]

-8,¢ [6H(q,p.t)/8q] = [;}]e“S[“[aL/aq +
+ (8L/8q) (89/8q) - p(da/8q)] = [%zle“S[“(aL/aq) o

onde novamente usou-se (4) supondo ad/aq # 0, de modo que usando (9b),

d aS[yl_ _ aS[y] r
aih® P e (8L/8q) =
' S (11b)
_ aS[y]
[,Ea,!]((e:__ [8H(q,p, t)/3q] «
F Utilizando (11a) como uma equagcioc do movimento e ndo como

conseqiiéncia da definicdo (4) em conjunto com (11b) tem-se uma nova

forma para as equagdes do movimento onde p é considerado como VI,
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sendo para isso necessario exprimi-lo em termos do operador :qu—

conforme mostra (5). Portanto, & dentro do sentido dado por (S) que as

equagdes (lla-b) devem ser compreendidas, ou seja,
d =% ~ - 8H |~
gt |alet)> = <0(tn)|5|¢(to)> Lttt <t), (12a)
da(|p|ott)> = - <olt JIglety Lttt (12b)
0 n

onde 8H/8q e 8H/8p devem ser vistos como operadores substituindo q por
q e p por Pp. E claro que o fato dos operadores q e p néo comutarem €
um problema adicional em (12) mas isso ja foi discutido. Finalmente,

as formas finais nas quais essas expressdes devem ser vistas é

d 2 e - B
G| a’|elt)> = <o(t) | 3p loty> , (t<t<t), (13a)

<0(t)| |q>(t)> = - <0(t)| |q)(t)> , (tet<t), (13b)

numa notacdo coerente com o que foi discutido e dH/8p é o operador que
se obtém substituindo p em &8H/8p por p, O mesmo para dH/daq.
Comparando-as com (5.11) vé-se que estas sdo isomorfas as equagdes de
Hamilton e por isso serdo denominadas equagdes generalizadas de
Hamilton.

Por ser a solucdo de um PV a equaqao de Lagrange na MC pode ser
escrita numa forma integrada ( a equa(;ﬁo de Hamilton-Jacobi ). Na MG
isso nio deve ser diferente uma vez que a equagdo generalizada de
Lagrange é a solugdo de um PV. Para escrevé-la basta usar um
raciocinio semelhante ao usado na MC tomando os devidos cuidados ja
discutidos. Eliminando q em termos de 6L/3£1 pode-se definir o operador
H como

\

<o(t) |H|p(t)> =@

S . .
.ﬂe“ [7’][(aL/aq)q -L] Lt <), (14)

onde H(q,p,t) = palq,p,t) - L(g,q(q,p,t)t), P = dL/3q e H é um

operador escrito em termos de p € q, H = H(q,p), sujeito a todas as
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observagdes feitas ao longo deste capitulo e dos Aultimos, em

particular a ordenag@o dos operadores e a definicéo de p'. Essa
operagdo € anéloga a usar p = 8S/8q em H(q,p,t) na MC a partir da qual
obtém-se a equagdo de Hamilton-Jacobi escrevendo H = -8S/8t. Do mesmo

modo, usando (10) obtém-se

~ T a0 PPN
<'B(t)|-& 3{|¢(t)>=<«9(t)| H' |p(t)=
(15)
= <0(t)|EH<q,pi|¢(t)> , ( t < t<tn)

P 1 a; ~ ~ (1 a -~ '
onde se usou <0(t)|—a ﬁ|¢(t)> = <1‘}(t)|—& ﬁlqp(tb, que pode ser

facilmente verificada, e que deve ser vista como uma equagédo entre

operadores,
>
-ég—t = H’ = Hiq,pi . (16)

A principio esta é a unica interpretacdo que pode ser dada de

imediato & equagdo (16) uma vez qué para ser vista como uma equaglc

para ¢(q,t),

~e 61—"'3—‘) -~ ~w =
Qo (q,t)[ “% 3t ]go(q,t) = Sg 9 (q,t) Hiq,pi elq,t)
— — .
é necessario ue me Q— = Lo e} ue é verdadeiro e
9 a 6t o 3t’ q ’

H(q,p) = H(q,pi, que, conforme discutido, € uma propriedade que, em
um caso geral, depende de Q, e, mesmo que isso seja satisfeito, &

necessario também que a partir de

e 18 ° ~ _
2 5@ -2 ta) - Hap) e | =0

\
onde se supde satisfeitas as hipoteses acima, seja possivel concluir
[T

que

18 * - _
55t ¢(q,t) - Hiq,p) ¢lq,t} =0 ,
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T ——

o que também depende de Q uma vez que € a sua escolha que determina o

quéio arbitraria ou ndo é :9(q,t) pois s6 é possivel concluir que x = 0
a partir de Qx = O se x = x[y;c] onde c é arbitraria.

Lembrando que o casc onde isso € possivel é aquele para o qual
Q= ﬁ, mesmo quando 2 #  ha uma relacio entre essas fungdes de modo
que escrevendo-a explicitamente tem-se uma equagéo para ;(q,t), pelo
menos implicitamente. Formalmente pode-se, portanto, escrever essa

equagdo como

—

18" |~ _ o0

= 5 lp(t)> = H |¢(t)> , ( to< t < tn) , (17a)
~ > A

ww|-L 2 = @w|T L (retct), (170)

compreendidas as observacdes feitas. De qualquer forma, independente
de sua interpretagdo, o isomorfismo sugere denominar a equagéo (15) ou
(16) como equagido generalizada de Hamilton-Jacobi.

Para dar um exemplo especifico de Q faltam dois assuntos
importantes a serem discutidos no proximo capitulo: as transformacgdes

candnicas e a variagdo de uma variavel dindmica em relagdo ao

parametro t .
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12. TRANSFORMACOES CANONICAS.

Antes de encerrar a discussfio feita nessa parte acerca da
formulagdio da MG, pretende-se, nesse capitulo, considerar as TC e a
variagdo de uma VD arbitraria em relagdo ao parametro t. Depois do que
ja foi discutido nessa parte, estas questdes n&éo devem apresentar
dificuldades, embora ainda exijam uma certa sutileza em suas
formulagdes, em particular as TC.

No cap. 5 as TC na MC foram introduzidas de duas diferentes
maneiras. Se h4 algo a ser notado sobre essa diferenga, esse algo s&o
os diferentes raciocinios que conduzem a estas expressdes. Embora néo
t80 comum na literatura quanto o primeiro, é justamente o segundo
raciocinio, que conduz a (5.15), que permite chegar naturalmente a uma
expressdo para as TC na MG. E essa sutil diferengca que sera
considerada.

O ponto de partida é novamente a equagdo (8.1). Considere, porém,
ao invés de Sly] para tns t =< ts o funcional equivalente
Sly] - F(qs,ts;qn,tn). Nesse caso (8.1) escreve-se

A

_aF(qs.ts;qn,tn Q(qs,ts;qn,tn) .

Q(qs'ts;qo’to) = gr? -
*0(q ,t 5q,,t)

Agora, tomando o limite ts-> tn e usando (8.2),

- : o OF(q,q,t )7 3 .
Bla,t sapt)) = Qe e 0 1a,,q,)0(q L 50, t) .
o~ . _ -O'.I’?'(q )q !t 2 &
Q(qs’tn’qo’to) = 512 e g n’ n Q(qn,tn,qo,to) y (1b)
onde definiu-se i
e—aF(qs,qn,tn) = l(qs,qn)e-aF(qqun.tn) ) (1c)

Introduzindo nessa expressdo os valores de to e q, e considerando q
3

como uma nova VI Q a equac¢io (Ib) escreve-se, omitindo o indice n,

110




-aF(qu)t)¢(q't) , (2)

p(Q,t) = 1;2 e

imediatamente verificada como a generalizagio de (5.15), ou melhor, de
(6.25), equivalente a esta, dentro da MG. Note que o uso do simbolo
"~ " em l?(Q,q,t) ¢ de fundamental importéncia embora a fungéo F seja
a mesma da MC para lembrar que essa é uma expressdo generalizada e que
l?“(Q.q,t) satisfaz certas propriedades caracteristicas da MG. Se Q = ¢

tem-se

-aF(q’,q,t)

e F (@Y _ (g qe . (3)

" oA n

o que mostra a necessidade de usar o

R . -oF ’ ’t .
sdo escritos Q e q pois e (Q.q,t) deve satisfazer as mesmas

e respeitar a ordem em que

propriedades de 1(q’,q). Isso €& verificado adiante. Logo, a

transformacgédo inversa de (2) ¢ expressa através de

oF@Qt 0 . (4)

elq,t) = 8 e
As transformacgdes dadas por (2) ou (4) sio a generalizagdo do
conceito de TC na MG, dai denominadas transformagdes candnicas
generalizadas ( TCG ). E facil ver que as propriedades das TC séc
satisfeitas pelas TCG, em particular a x;elacionada com a sua prépria
definicdo, ou seja, a invariancia das equagdes do movimento.
Como se sabe o conjunto das TC na MC formam um grupo, 0 mesmo
devendo ocorrer com as TCG. Quanto as TCG, usando F(Q,q,t) = 0 a
expressio (3) define o elemento neutro, (4) o inverso, e a lei de

composig8o do grupo segue de

s = @ e TRty
o(L,t) = Q e Tt 0

de modo que ¢(g,t) relaciona-se com ¢(q,t) por
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-al?‘(c.q,t)“

s;(c.t) = !g e elq,t) ,

a partir da qual a lei de composicdo escreve-se

e_aF(c’Qvt) e"aF(Q’qpt)

ooF(&at) _ ' (5)

Q
Q

facilmente verificAvel como sendo associativa.

As expressdes (2) e (4) mostram que é conveniente definir um

operador T(Q,q) como

#(Q.t) = TQ.a)p(q,t) = @ e—aE(Q’q’t)(:J(q,t) : (6a)
pla,t) = T(@QWp(Q.t) = g cF@QUL G (6b)
com as propriedades
T(q,QTQq) =1 , (7a)
T(CQTQ,q) = TEq) (Tb)

qug seguem de (5), onde ; é definido como
Ip(a.t) = Qlla.q)e(@, ) (8)

definindo também o operador %‘-I(Q,q) como
1Qq) = T(q,Q) . (9)

Outras propriedades—interessantes seguem da definigcdo de go.(q,t).

et 3
Em termos de ¢ (q,t) o mesmo raciocinio que conduz a (2) e (4) fornece

-

¢‘(q'.t) - ‘(-lz eaF(q ’q’t)l(q,q’)w‘(q,t)':
=g (@, TG0
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onde se usou (8.7), e que sugere definir

eod::.'(q’.q.t) a I*(q.’q)eab‘(q’,q,t) (10)
Considerando q’ uma nova VI Q tem-se uma TCG relacionada com (2),
0’1 = o Qath oy (1)
assim como para a TCG inversa ,
?'lat =ge @Oy (12)

Como as mesmas propriedades devem ser satisfeitas quando q’ € uma nova

VI Q entdo

~ ~n
e-aF(qu:t) = eaF (Q’q’t) . (}3)

Tudo isso fica bem resumido definindo o operador T*(Q,q) )

210, 1) = TH(Q,q)9" (at) =gz FTQ@athr
. - (14)
= !3 go’(q,t)e—aF(q’Q’t) (q,t)T(q Q,
o (q,1) =T (q,Q)¢ (Qt) =s3 F (@, )50 o Q1) =
. e (15)
o'(Q,0)eF Q) _ 2% 1)T(Q,q) ,

que satisfaz as mesmas propriedades do operador T(q,Q) mais a que
segue dessas e de (9) e (13),

Q) = THQ,q = T(q,Q) - (16)

Verificadas essas varias propriedades das TCG ¢é preciso

considera-las em relacdo as VD. Seja a VD q cujo valor numérico <g> &
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dado a partir de uma operagfo sobre a VI q. Seja uma outra VI Q dada

por Q = Q(q). Essa expressdo permite escrever a operacio definida
sobre q em termos de Q de modo que o valor numérico <Q> dessa mesma VD
pode ser igualmente calculado a partir dessa operagédo sobre a VI Q.
Denotando nesse caso a VD por 6 , embora seja a mesma VD a , tem-se

nesse caso,

. @ e'(qg,apla,t) 2 8" (Q,1)Qp(Q, 1)
qg=2 =<g> = <Q> =

Ey™ =~ = 6 )
s;zﬂ (g,t)elq,t)

g o' (Q,1)9(Q,1)

onde q=q € Q=0Q Usando as definigdes das TCG constata-se
imediatamente a igualdade dos denominadores, o que exige a igualdade
dos numeradores para a verificacéo dessa expressdo. Para que isso
ocorra & necessario que o operador Q transforme-se no operador q e

vice-versa através de uma TCG. De fato,

gé'(o,t)oé(o,t) =

e—aF(Q,q” ,0°

a];;*(q,vQ,t) ‘o(qn t)

-0 0.0,,0 (q’,t)e Q
Qq g

de modo que se deve ter

~u ~
‘3 e(X,F (q ,Q,t)Q e"(x.F(qu 't) = q’l(q’,q”) , (17)
cujo lado direito sugere reescrevé-la como
A' ™
oF (q ,Q ,t)Q,l(Q,,Q,,) e‘aF(Q »q )t) . q,l(q’,q”)- (18)

Q.0,,e
QQ

O que essas expressfes mostram é que o operador q ou Q deve ser
visto como um operador 'que assume €sSas formas em termos das
diferentes VI. Elas exibém a transformacio desse operador frente a
essa TCG. Do mesmo modo, para a VD p cu jo valor numérico <p> pode ser
obtido através de uma operagdo sobre a VI q, sendo representada pelo
operador p, ou sobre a VI Q, nesse caso escrevendo l; para essa VD que

é a mesma p , <P> para o seu valor numérico e P para o operador, a lei
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de transformacg8o é

A- A
g’g"eaF (q ’Q 't)P,l(Q,,Q") e_aF(Q !q it) = p'l(q.)q”). (19)
onde P’= LRI =18 A generalizag8o de (18-19) VD
« 39" P’= - 5 g c para uma
arbitraria é imediata. Porém, ¢ mais proveitoso escrevé-la

introduzindo uma notagdo para as TCG. Por exemplo, a expressido da qual
segue-se (17), ou seja, a igualdade de <q> e <Q>, pode ser escrita

como
()] Qp(t)> = <B(t)|q]p(t)>

Para que as TCG possam ser escritas nessa notagdo define-se

pla,t) = <q|plt)> (20a)
0"(a,t) = <p(t)|q> , (20b)

mais a propriedade
5(3 ]q><q| =1, (21)

de modo que se def ine'

e FQLANY) gy (22a)

eaP:'(q’,Q’.t)

<@’ |Q> . (22b)
Note que essa notagio é bem mais conveniente que (6-7) e (14-15), pois

D()[Q|e(t)> = §8.<0(1)]|><’ Q] Q"><Q” [plt)> |,

Subentende-se no lado direlto dessas expressdes a  presengs de t.
Quando ndo for necessarlo explicita-lo lsso nao sera felto.
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onde tem-~se

«@[Q|Q"> = @@’ [Q"> = QUQLQ) (23)
e que ainda pode ser escrita como
<3(t)|g|;>(t)>= g,g},,g,g;,<&(t)l0'><Q'|q'><q’|Q|q”>~
o<q"|Q"><Q”|g;(t)>=£;2;gz.,<3(t)|q’><q'|q|q"><q"|;(t)>=
= g,g,,<§(t) |Q’><Q’|Q|Q"><Q"” |g3(t)> '
que é justamente (23),
<Q’'|q|Q> = g.g.,<0’|q'><q'IQIq”><q”|Q”> ,
mostrando que ndo é necessario usar uma notagéo diferente para esse
operador, isto é, q e Q. De fato, é melhor, as vezes, usar a mesma

notacdio. Também segundo essa notagao,

<q’' |q> = l(q’,q)e-“F(q Q1) ,

ou simplesmente
<q’|e> = 1(q’,q)

Mais ainda, (2) e (11) escrevem-se

<Q|g:)(t)> %2<Q|q><q|;)(t)> , (24a)

<p(t)| Q> g<§,(t)|q><q|q> . (24b)

A generalizagdio de (17-18) nessa notagéo faz-se de maneira

natural. Seja f uma VD arbitraria representada por um operador f°, ou

1 seja,
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R <3(t)|(_f_)|;)(t)>

-

= <f>

<o(t) |;>(t)>

O valor numérico <f> pode ser obtido através de uma operagio sobre a

VI q ou Q. No primeiro caso,

<ot)| T |q>(t)> = ,<19(t)|q><q| |q’><q’ |¢(t)> , (25a)
enquanto no segundo,

oy e s

<o(t)| f |p(t)> = Q Q<6(t)|Q><Q| |Q*><Q’ |q>(t)> , (25b)

com a relaciio entre o f escrito em termos das VI q e Q dada por

«Q|T’|0> = 8 g<Q|@<a| T |a><a |@> (26)
" onde a expressdo para <_f_‘_> é
18
«q|T |q>—1(q.q)2A q'p", a=a.P=735" (27a)
> - n,m 138
Q|T’|Q> =1QQ) LA QP Q=Q,P=555. (27b)

A grande vantagem dessa notagdo para escrever as TCG é que
através dela a invariancia das equagdes do movimento perante as TCG é
naturalmente exibida. De fato, ela permite escrevé-las numa forma que
ndo contém explicitamente as VI, manifestando imediatamente a
invaridncia destas perante as TCG. Assim como acontece com as TC, as

TCG sdo completamente especificadas pela fungdo F(Q,q,t), ou se ja,

e aF‘ = <Q|q> Portanto,. por apresentar-se como uma generalizagdo da
fungdo geratriz F da TC'na MC, denomina-se F(Q q,t) fungdo geratriz
generalizada ou gerador-generalizado da TCG na MG, especificando-a por
completo. Também estas podem ser de varios tipos dependendo da nova VI
escolhida.

Outra questdo importante que precisa ser vista & sobre como se
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transforma o hamiltoniano perante uma TCG. Primeiro, as equagdes

generalizadas de Hamilton (11.13) podem ser escritas como

- CBE -
<o(t)| lp(t)> = <8(t)| ap o>
S
—<0(t)| |¢(t)> = - <'a(t)| |¢(t)>

Nestas expressdes os operadores devem ser pensados numa forma que né&o
contém explicitamente as VI. Esta explicitago deve-se fazer através
do uso de (21). Por exemplo, em termos das VI q e Q deve-se
compreender <1;(t)|€_p—)|;(t)> de acordo com (27). Abusando um pouco da
notagio face ao que foi dito, para o caso especifico do hamiltoniano

pode-se escrevé-lo como H(q, (1; g—q ) e K(Q, ‘l; gQ ), ou simplesmente H

e 'K . Agora, seja uma TCG especif; icada pelo gerador generalizado

L4

F(Q,q,t). Quer-se saber como se relacionam os hamiltonianos H’e K°.
F.] 18
Usando (24), com < |-— —fl > =< | >[-& -6—{], para q ou Q, tem-se

- i _ N 148 N . _
<19(t)| K |go(t)> . %2 s("z E‘z,<0(t)|q><q|Q>[ % 6t]<0|q ><q’ | p(t)>=

“ 18 , e
gg ;3 9,<§(t)|q><q|Q>[ [-& ﬁ<Q|q >]<q lp(t)> +

+

<Q|qv>[__:_L %?<q' |¢(t)>]] e

" 14 , —— N S Tad P
Q §.<0(t)|0>[-a sT<Qla >]<q |e(t)> + <o(t) | H |p(t)> ,

ﬁ que se constitui em uma generalizagdo de (5.14c). Esta, entretanto,

i deve ser vista em termos de operadores, ou seja,

s 18
K - F+ g g |o>[ L at<Q|q>]<q| : (28)
> == 18
K'<Q|q>'= "H<Q|g> + [-5 §<Q|q>] ; (29)
-aF(Q,q,t). Agora, se em termos da nova VI Q o

onde <Q|g> =e
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hamiltoniano é nulo, entfio as equagdes generalizadas- do movimento s&o
diretamente integradas, o que se constitui justamente na teoria da
equagiio de Hamilton-Jacobi na MC introduzida via TC. Na MG isso é

feito supondo que a TCG leva a K'= 0, de modo que
> _18a
H <«Q|o> = 5 5Q|e>
ou ainda,
_ 19
H <q|Q> = < 5t’<q|Q> " (30)

que é a equagdo generalizada de Hamilton-Jacobi. Olhando para (11.17)

e notando que ela pode ser escrita como

19 -
Eﬁ“‘lq’(t)) -

(T-l_)<q|;(t)> = -
vé-se que a mterpr‘eta(;éo dada no cap. 5 estende-se por completo a MG.
Nesse caso Q(q,t;qo,to), ou em termos dos valores iniciais <q|¢(t)>
pode ser vista como o gerador generalizado de uma TCG cu jo continuo
desdobramento representa a dindmica, no caso convolutiva, do movimento
do sistema. Essa interpretacdo, de fato, é o cerne do raciocinio que

conduz as expressdes (5.15) para as TC na MC e (2) para as TCG na MG.
De fato,

o(q,tiq,t ) = ooF(a,q,,t)

= < g
qlq,> (31a)
Note que aqui a presenca de t e to na notagdo torna mais clara a

situagao,

Q(q,t;qo,to) = <q,t|qo,t°> : (31b)

Esta reflete-se em (30) em uma equagdo para <q|q0>, ou seja, <q|e(t)>,
que é (11.17). Como esta, (30) deve ser vista sobre um aspecto formal.

A interpretagdo que a teoria das TCG fornece a evolugdo da

dinamica & de uma riqueza que merece destaque. Note, porém, que a
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possibilidade de interpretar a evolugdo de uma dinimica convolutiva em

relacdo a t como um continuo desdobramento de uma TCG deve-se ao fato
dessa evolugdo ser um processo conjuntivo, conforme a discusséo do
cap. 10. Pode-se, portanto, dividir as TCG em duas classes: esta,
relacionada com um processo conjuntivo, dai denominada TCG conjuntiva,
e as que se ddo na transigdo entre dindmicas convolutivas, que por ser
este um processo convolutivo sdo denominadas TCG convolutivas. Que
ambas sio TCG é imediato, uma vez que elas mantém invariante a forma
da equacdo do movimento. A consideragdo das TCG convolutivas com maior
destaque seria extremamente interessante mas foge dos objetivos deste
trabalho. Sobre esta interpretagio cabe uma ultima observagido. Note
que o desdobramento das TC pode realizar-se tanto sobre |;¢;(t)> quanto
sobre os operadores, de modo que se tem dois diferentes quadros
[ pictures ] sobre os quais pode ser vista a evoluz;z’a‘to2 em relagdo a t
da dinamica convolutiva, por ser, obviamente, um processo conjuntivo.
Finalmente, o ultimo ponto que se pretende discutir é a variagéo
de uma VD arbitraria em relagdo a t, escrevendo uma expressdo para

esta. Seja f uma VD arbitraria,

. <))
f = = = = (f}
<p(t)|p(t)>

7

O uso desta notagdo para escrever ft é extremamente conveniente uma
vez que a VI q ndo aparece explicitamente. De acordo com a discusséo
feita no cap. 6 a variagdo total de ft em relagdo a t € um efeito da

variacdo de ¢(q,t) em relagéo a t e ndo em relagdo a VI q. Desse modo,

Esta nota 88§ n3o fol colocada antes pols esperou-se pela plena
coloca;'éio das 1déias. Ao longo de quase toda a literatura essa
situagio € descrita como uma evolugBo em relagio a t. Porém, a palavra
evolu;%‘o tem um sentldo de Irreversibllidade e tanto na MC quanto na

MG essa referlda " ““evolugho v € um processo conjuntlvo, logo,
reversfvel. A palavra correta que deve ser usada € progresso uma Vez
que ela carrega um sentldo de reversibilldade, ou seja, 0 regresso. A
palavra evolu;ﬁo deverla ser usada exclusivamente no contexto da

transl;&'o entre dindmicas convolutivas que por ser irreversfvel e onde

realmente apresenta-se uma cvoluyio.
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1

de &8¢ = qu + th) apenas thp deve ser considerada. Por isso o uso
dessa expressdo para ft é conveniente, por n3o fazer referéncia alguma
a qual VI é utilizada. Para expressar atqp pode ser usada a expresséo

(11.17a). Logo,

2 a<p(q t) 3<q|(o(t)> 3 % ve
8¢ = s = St = at<q|-a—t|¢(t)>_

=6t(-a)‘Ha<q|;>(t)> = —a6t<q|EH5|;(t)> ,

6t|g;(t)> = atﬂ% ~astH” |¢(t)> : (32a)

enquanto o céalculo de atw‘(q,t) e 6t<¢(t)|q> implica em
‘Sf“’(t)' = 6ta<git) = a§t<q)(t)| H , (32b)

onde a diferenca no sinal deve-se a q;(q,t) e segue de (11.17b) pois

<¢(t)|-& 5L & at<go(t)| o que é facilmente verificado. Uma vez que a

quantidade <q;(t)|go(t)> no denominador & constante, tem-se

d<f>
dt

8f, =8 .<f> = tét = at{a<¢(t)|‘H"f’|¢(t)> -
(——) ~ -~
- a<¢(t)|‘f"H’|¢(t)>+ <pl t)| |¢(t)> }/<go(t)|(0(t)>,

af ~

ﬁd<_f>t n -oc<_go(t)|[ f’, ]|go(t)> + <g0(t)| |g0(1‘.)> =
. <¢(t)|¢(t)>
que é a expressdo procurada. Explicitando-a para a VI g,
PR =
8 ) ~ ~w A~
2 i 9 i a at
at " 7 ' . (39)

i;l s;*(q.t)ﬁz(q.t)

imediatamente verificada como a generalizagdo da expressfo (6.26) na

MC. Por isso, define-se
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ON —acpt) |19, R0 [plt)>

-o<[ £, H' P>

{f,H) = » (35)

<;(t)|;)(t)>

AN T

o Wt | Tletty <a‘f’\/ (36)
ot <p(t)|e(t)> ot

onde (35) & o colchete generalizado de Poisson cujo valor numérico é

-oz<[(_f_>, HE]>, de modo que

- _— /N AT
It = —a ={f')+ﬁ=ft=<f>t' (37)

O significado desta expressio ¢é o seguinte: através dela
A
define-se a VD f cujo valor numérico <f >t no instante t & igual a

variacdo em relagdo a t do valor numérico <f‘>t no instante t da VD f; .

Obviamente, ndo é a VD mas sim o seu valor numérico que apresenta uma

variagdo em relagdo a t. Ao escrever g%t deve-se, portanto,

5 A A
compreender que o seu significado é (it =f, onde f , esta sim, é
dt t d<f> t

uma VD, e cujo valor numérico é tal que <'f>t= o

Isso tudo mostra que também na MG dadas duas VD

. <p(O]Tlptt)> <€>(t)|‘TZ’|$»(t)>
f= f =t

1

@t e(t)> 2 <p(t)]p(t)>
pode-se definir uma terceira VD g através do colchete generalizado de

Poisson,

{ NN
g = {fl.fz} i (38)

N T )|l T T o)

{fl’fz} = , (39)

<p(t) [p(t)>
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- <¢p(t)| lw{t)>
g = T =TT (40)

<p(t) |w[tl>

ou seja, dados dois operadores (T: (_f_;

«—
f‘ pode-se associar um outro operador g

que representam as VD f L €
através de
g =-ol f, f;]

ao qual estad associada a VD g. Particularmente, se Ef; é o operador
A

hamiltoniano "H  entdo a VD g ¢ a VD f cujo valor numérico <'f>t no
<f>
instante t & igual a varlaqao em relagéo a t, d di , do valor numérico

<f'> no instante t da VD f ( a menos da dependéncia explicita em t ).
Depois de tanta dlscussﬁo em torno de uma MG n#o-trivial ja é

mais que hora de considerar um exemplo especifico desta. Frente ao

- objetivo de fazer uma formulagdo geral da MG o conteido desta parte

parece satisfatério. Sem davida, dentro da infinidade de questdes
envolvidas sempre existirdo algumas ignoradas e outras que mesmo
quando consideradas o sdo de modo superficial. Entretanto, como sera
visto no exemplo adiante, além de satisfatério, o conteido desta parte
também & mais do que suficiente. Os resultados 'que serdo obtidos

justificaréo todo o trabalho até agora realizado.
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PARTE IV
. EXEMPLO DE UMA TEORIA NAO-CLASSICA DA MECANICA -

Depois de tantas discussdes parece, enfim, que os objetivos deste
trabalho serfio finalmente alcangados. Porém, estes ja o foram. O
objetivo era mostrar que existem outras teorias da Mecanica que néo a
MC que satisfazem as leis da Mecénica e dai formuléd-las. Isso foi
feito nas partes I e IIl , respectivamente. Na parte II mostrou-se que,
a MC é um caso particular trivial desta classe de teorias denominada
MG. Essa classe geral de teorias foi discutida e convenientemente
interpretada, e por si sé representa um grande ganho uma vez que
fornece uma mais profunda visdo das leis da Mecéanica.

Falta, porém, dar um exemplo especifico de uma teoria
nio-classica da Mecénica. Essa MG deve basear-se em uma escolha
nio-trivial de £, o que sera feito no cap. 13. No cap. 14 discute-se
as particularidades dessa MG e através da sua explicitagdo mostra-se

que ela é formalmente idéntica & Mecanica Quantica. No cap. 15 a

relagdo entre elas é discutida.
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13. DEFINICAO DE DINAMICA QUANTICA.

Restaria apenas o interesse académico se, dentro da classe de
teorias da Mecanica discutida até agora, nfo existisse pelo menos uma
aléem da MC que encontrasse um respaldo experimental, ou, em palavras
perigosas, que " correspondesse a realidade "

Dentro da visdio deste trabalho ndo cabe questionar se a MC é ou
nio uma teoria correta. Ela é uma teoria correta para descrever uma
dinamica conjuntiva. Cabe questionar, sim, se a dinAmica do movimento
apresenta aspectos convolutivos dos quais os conjuntivos devem ser
vistos como limites. Nesse dominio a dinémica do movimento deve ser
descrita por uma MG ndo-trivial.

Seja essa MG definida por uma operagdo 2 = QF, cujo indice lembra
" folding ". Esse QF especifico descreve uma dinamica convolutiva em
um certo dominio. Suponha, o que ndo'é necessario, mas é de grande
valor dentro do exemplo a ser considerado, que o aspecto convolutivo
da dinamica apresente um limite extremo de " maxima " convolugédo, além
do limite extremo oposto onde ele se apresenta como conjuntivo, € que,
nesse dominio de " maxima " convolugdo, a dinAmica é descrita por uma
MG definida por Qm Entre esse dominio de " méaxima " convolugdo e o
conjuntivo existe obv1amente uma infinidade de outros dominios nos
quais a dinamica é descrita por outras MG definidas por QJ No caso
conjuntivo, j = O, QF= QH. Como foi feita a hipotese que em um certo
limite especifico que depende de Q tem-se Q - Q = 1 entdo todas essas
operagdes QJ podem ser obtidas a partir de Q Como estas devem
relacionar-se de maneira continua, €& correto escrever d' c3° (v), onde
v é um parametro continuo cuja defi inic8o depende da def mlqéo de fz A
de modo que gg%m:’(v) = 1, mas é mais facil usar Q:_ e depois considerar
um limite.

Resta, portanto, deﬁmr uma operacgéo Q que satisfaga todas as
hipéteses feitas até agora e esperar que as experiéncias lancem sobre
ela um juizo pOSlthO. Porém, ao invés de simplesmente defini-la,
pode-se procurar argumentos que justifiquem sua definigdo. Sendo
assim, escrevendo a operagéo QH como QH = e%(t, note que QH envolve na

verdade todos os caminhos 7's. O seu significado é o seguinte: dado
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S[¥] calcula-se o valor deste funcional para todos os caminhos ¥ ’s
entre os extremos fixos e toma-se dentre estes o caminho y para o qual
o valor de S[y] difere do valor de S[y] para um caminho % na
vizinhanga de 7 por uma quantidade de segunda ordem em relagdo a
distancia entre ¥ e y. Embora a natureza deste valor estacionario ndo
esteja sendo considerada, suponha, por exemplo, para facilitar, que
ele seja um méximol. Se esse valor de S[y] é muito maior que a soma
dos demais Sl[y] a operacgéo e%(t pode ser substituida com um erro
pequeno pela soma sobre todos os caminhos ¥ ’s de S[yl, onde a parcela
Sly] é a que contribui efetivamente.

Deixando um pouco de lado o problema da convergéncia desta soma,
assim como outros de origem matematica, note que esse erro aumenta a
medida em que as outras parcelas dessa soma tornam-se comparaveis a
Sly]. A existéncia de um limite def inidp convenientemente, de modo que
apenas a parcela Sly] seja signif‘icat'iva neste limite, contorna esse
problema, aproximando o resultado desta operag&o cada vez mais de Sly]
a medida em que ele vai se realizando. Note, também, que ndo ¢
necessario usar o funcional S[y]. Como a fungdo exponencial é
monotdnica ¢é até mais conveniente pelo que foi discutido usar
olyl = St

Ocorre que é justamente em termos desse funcional oly] que a
operagio f utilizada na parte III estd definida. Portanto, dentro
da aproximagdo utilizada, a oper‘aqéq e,;ct pode ser substituida
pela operagdo o vezes o logaritmo da soma sobre todos os caminhos

eaS[V]. O referido limite onde o resultado dessa

¥'s de
operagdo aproxima-se do classico é facilmente verificado como sendo

2 ~ .
o @ o . De fato, numa notagdo pouco rigorosa,

Tanto faz conslderar um 'maximo ou um mfnimo. Lembre-se da observay'a'o
felta no cap. 5.

e

A lmportancia desse limite Ja fol anteclpada no cap.6b.
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1

-— a_
ext S[']] = &5'.‘0'} é In Z eaS[7]= &!-"g ln[eaS[7]+ E-e(X.S[']]] -
v I A
Y. o
- tim ln[e“S[“[ 1+ 7 ea(S['y]—S[y])]]
T2y !
hy o
= Slyl + Lim ln[l <L ea(sm-sun] sl
rEY

pois por hipbtese S[y] > Slyl. Agora, analisando a expressdo In ¥ exp
¥
vé-se que ela satisfaz todas as hip6teses feitas sobre R ou sobre vy

igual a ). Pode-se, portanto, escolher essa operac8o como a operagéo

4 A A 00 .
procurada, mais ainda, como QF, pois ela representa uma soma sobre

todos os caminhos. Justifica-se, assim, a escolha que serd feita,
agora colocando-a com um pouco mais de rigor.

" . . " 3
Sendo assim, deseja-se definir a operagao [5(2] como

Q =1In} exp ,
(7l [7]

de modo que

;.(n,O) = In Y exp Alzl
[l

Primeiro, a operagdo de soma pode ser def inida sobre os caminhos
dados em termos de quaisquer VI e dependendo destas cada caminho pode
ser considerado com uma contribuigdo maior ou néo. Escrevendo
A= A(qo,ql,...,qn_l,qn) essa soma deve ser pensada como sendo
realizada sobre os q,. Agora, em termos de coordenadas retangulares,
por serem OS Seus coeficientes métricos constantes, todos os valores
de X, contribuem igualmente, refletindo a hipétese da validade do
principio da isotropia e' homogeneidade do espago fisico. Logo, em

termos de X, -

3 .
Na formulapio de Bernardes ( 1989 - 1990 ) das teorias holotroplcas

da Termodinamlica uma escolha analoga corresponde A versdo exemplar por

esse autor denominada Termodinamica Laplaclana.
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n-1
A(n 0) = g4 In ryY .- L exp[ T A(i+1,i) ] ’ (1)
1 2

n-1 1=0

onde a soma Y estende-se sobre todos os valores de x, permitidos pelas
1
condicdes de contorno do problema. Por condigBes de contorno deve-se

entender ndo s6 os contornos propriamente ditos, mas também as
condigbes impostas pelos principios fisicos que se supde satisfeitos.
Nesse caso, se ndo existem vinculos além dos extremos fixos e supondo
validos os principios fisicos contidos no principio da relatividade de
Galilei tem-se -o < xl< w. Esse conjunto de valores permitidos de X,
sera denotado Xl.

Note que essa operagdo de fato pertence a classe considerada, ou
seja, das operagodes ndo-lineares que podem ser linearizadas por uma
transformacdo dada por (4.1a) onde, conforme ja foi antecipado,
o(x) = eX. A operag8o, desse modo linearizada, certamente satisfaz

todas as hipoteses feitas sobre ela, o que ¢ facilmente verificavel.

Reescrevendo (1) em termos de ¢ e usando S,

P n-1
®(n,0) = £im Y @ L exp[oc ) S(i,i+1)] . (2)

1 n-1 i=0

que ¢ uma forma conveniente.

Existem duas consideragbes que precisam ser feitas para que a
operacdo esteja definida. A primeira é que X é uma VI. Logo, se os
vinculos impostos ao sistema permitem que X possa assumir mais de um
valor pertencente a um intervalo na reta real Xi= [x;.x:], inclusive

-0 < x1< o, entdo a soma deve ser substituida pela integral,

Yy — %Ei A (3)
1

L]

onde os extremos de integraqéo sd0 os limites deste intervalo e onde
A ¢ um fator de normalizagio que assegura a dimensdo correta da
mtegral e que estd por ser determinado. Espera-se, porém, que todos
os A sejam iguais, nao dependendo de X, uma vez que as coordenadas

utlllzadas sdo retangulares. Mesmo assim, se mantera essa notagdo.
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A segunda é sobre a existéncia do limite € + 0. De fato, na
passagem da soma para a integral em (3) é necessario introduzir Axl/Al
para assegurar a convergéncia da soma para Axl-' 0. Obtém-se assim
(N-1) integrais em XX, onde N = ( tn— to)/e. Nada
garante, porém, que para N » o exista um limite. A hip6tese que se faz
€ que existe um fator de normalizag8o, nesse caso dependente de
At|= €, que assegura a convergéncia nesse limite. N&So é do
conhecimento uma regra geral que determine qual & esse fator de
normalizagéo, mas em um grande numero de casos, particularmente os que
serdo vistos, esse fator é justamente Al. Embora seja a principio
conveniente definir esse fator como adimensional, 1isso nfo ¢
importante pois as expressdes para as VD envolvem essa quantidade
tanto no numerador quanto no denominador, podendo dai ser definida nas
mesmas dimens®es de Al, inverso do comprimento, e denotada por Ao.

E interessante notar que, a principio, n3o & necessério que este
limite esteja bem definido. De fato, as.' expressdes para as VD envolvem
essa quantidade tanto no numerador quanto no denominador, e o que
precisa estar bem definida é esta razdo. Além disso, lembrando o que
foi discutido no cap. 4 sobre o que se entende por uma teoria fisica,
a questdo da existéncia é vazia pois a quantidade que est4d sendo
considerada € n&do-observavel. Entretanto, para ndo fugir do habito
tradicional e para n#o levantar outras questdes, ela sera4 considerada

de modo que o limite exista.

Desse modo, as expressdes (1-2) escrevem-se
r

R(n 0) = £im In 1[ax, —cl}—{n-lexp ni:lA(iﬂ i) =
’ Cia0 Aol Ay - A 1 1=0 ’
X b B
1 n-1

(4)
= |n J D[x] expAlyl ,

X <xX<X
0 n
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8(n 0)=¢im In i 1’—‘- —n-1€x n-IS(i+l i)
OV =3t hE )T ple L

0% 1=0
-1
(5)
I DIx] exp( aSIy] )
X <xX<xX
[+] n
| o= n jA—x : (6)
X _<x<x X
0 n

Essas expressdes, particularmente (5), sdo conhecidas na literatura
como integrais de Feynman ou integrais de caminho ou tra jetéria e
formam a base da formulacdo de Feynman da teoria quéintica ( TQ )4. A
sua completa identificagdo sera vista adiante. Por isso, nada mais

justo do que denominar a operagdo

2 =In I DIx] exp = Qr (7

X <X<X
0 n
de operacgéio de Feynman, denotada por QF, e

Lo _ _ AL
a-® = JD[X]—QF (8)

de operagdo linearizada de Feynmans. Também a dindmica convolutiva

descrita pela MG definida por Q:;, ou simplesmente QF daqui em diante,

4
Ver Feynman ( 1948 ) e Feynman & Hibbs ( 1965 ).

.

[}
Obviamente, essa denomlnas:'io procura fazer Justiga dentro do

contexto em que estd sendo colocada, a Mecanlca. Dentro da
Termodindmica a  histéria € diferente e essa denominagio sem  sentido.
Por lsso, a opernpao analoga a esta dentro das teorlas holotroplcas da
Termodindmica € denominada por Bernardes ( 1990 ) " transformada de

5

Laplace ", por motivos Jbvlos.
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e denotada por MGF, pode ser denominada dinAmica convolutiva quéntica

ou simplesmente dindmica quéntica. Note que foi escrito MGF e néo
Mecanica Quantica ( MQ ) pois futuramente ser4 exigido um uso distinto
de MGF, MQ e TQ. Reconhece-se agora que a formulag8o da MG n#io é de
interesse apenas académico. A expressdo (5) é o ponto de partida
utilizado por Feynman para descrever uma dindmica quéntica, cuja
existéncia est4d plenamente confirmada pelas experiéncias. Contudo,
antes de interpretd-la a luz da MG, é interessante ver dois exemplos
especificos encontrados na literatura do uso de (5) que mostrar@o néo
estar ainda completamente definida essa expressé&o. Para lembrar que se

trata de uma MG especifica, serd usada daqui em diante a seguinte

notagdo:
<I>(xn,tn;xo.t°) = K(xn,tn;xo,to) ; (9)
olx ,t)=¥(x,t) , (10)
nn n n
ou seja,
\Il(xt)-K(xtxt) : (11)
n 0 0

PR R
(to,xo)—(to.xo)

Seja uma particula livre, L = m¥’ /2. Usando (5),

K(n,0) = &im L [dx, 9X 1 exp| %R nil o
0) = tip g A | A P2 € '
0 - 1 - n-1 1=0

que pode ser calculada com a a juda deb

-a(x -x) -b(x —x) 172 ab 2
_Idx (] ’—t'l [a+b] [ m (xl-xz) ] .

A integragdo em X pof*“"exemplo, fornece

6
Feynman & Hlbbs { 1965).
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om

am 2 o 2] _ e 2
_Idxlexp[-z—c(xl-xo) _i_c_(xz-xl) ] —[-m] exp[—T—2 > e)(xz—xo)]

da qual pode-se realizar a integragdo em X, resultando em

2
*

172
-2ne exp |22 _ (x_-x )
om372) €*P|2(3e) "3 "0

e assim por diante até X cujo resultado €

1/2
_m2me )\ egp - (x -x )
am(n/n-1) Pl2The) ™n "o ’

Finalmente, agrupando todos os termos envolvendo a raiz quadrada em um

s6 obtém-se

K(n,0) = £im 11 1 mCNE n-ll llzx M (x -x )2
0T 850 AOAI"'An_1 om n Pl2the) ™ n "0 |’

A definigdo dos Al para esse exemplo € imediata, assim como de A0

responsavel pela convergéncia para € = O,

(12)

-21’(8] 1/2

A=A=[
i am

de’ modo que a expressdo para K(n,0) escreve-se, lembrando que

nge =t-1t, como
n 0

m

172
_ -0 am _ 2
K(n,0) = [_____21:(1.“- to)] exp[—-[r————2 tn__ ‘LOJ(xn xo)] . (13)

Note que se o fator A0= A n3o fosse introduzido o resultado da
operagdo seria nulo pois € 2 O corresponde a n * .

Olhando para. (13) ‘e sendo tn> t0 conclui-se que o deve ser tal
que a < 0. Deve-se ~‘notar, entretanto, que no calculo de K(n,0)
considerou-se X = (x1+1_x1_)/(t1+1—t1)’ ou seja, supds-se que

x =v> 0. Mas se x=v<O0 entdo x’l= (xl—xm)/(t -tl) e

1+1
= _(xl+1—x1)/(t1+1_t1)' Nesse caso, usando a mesma notagdo anterior, o
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calculo de K(n,0) fornece ao invés de (13),

1/2
_ am -am o2
K(n,0) = [2" T - to)] eXP[_—_—Z(tn— ), xo)] ’ (14)

0

onde A é definido como

 (2me)?
- [a_m_] , (15)

da qual conclui-se que a constante « deve ser tal que a > O. Para que
seja feita a conciliagdo destas conclusdes resta supor que « seja um
namero imaginario puro. E conveniente, portanto, escrever

o = 2_;111 = % . (16)
onde h & uma constante com a dimensdo escolhida para Slyl. De acordo
com essa definicdo a operagdo de conjugagdo, que consiste em fazer
«a » -0a, passa a ser Vvista como uma operagdo de conjugagéo
complexa, i » -i.

A situagdo, envolvendo a constante « nesse MG, representada pelas
expressdes (13-14) e (16) é completamente diferente da mesma na MC
onde a constante « ndo apresenta nenhum significado f isico. Nessa MG
os seus resultados e conseqiiéncias estdo diretamente relacionados com
o pois a existéncia de Ki(n,0) ¢& determinada pela do fator de
normalizacdo A que depende explicitamente de «. De nada adianta

escrever K(n,0) = eocS(n,O) com a esperanga que a constante «

172 .
. Além

disso, ha ainda (16). A natureza imaginaria pura de o pode ser pensada

cancele-se, pois ela se encontra presente em [ocrn/Zn(tn—to)]

como parte da proépria definigdo de §, mas isso ndo muda nada, uma vez
que a dependéncia diret;tagora escreve-se sobre h, assim como se fosse
considerado i/h na definigdo de Q. De qualquer forma, com as mudangas
adequadas pode-se definir a operagéo de Feynman como QF dado por (7)

ou como
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Ql_[ = -i In I Dix] expi , (17a)
X <xX<x
0 n

Q° =
F

-]

In I DIx] exp% , (17b)
X <xX<X
0 n

o que remete o problema para o discutido ao final do cap. 4 acerca da
constante «. Note que a referida identificagdo completa entre a
expressdo (5) e as integrais de Feynman é agora possivel uma vez

utilizada a definicdo de a como a = i/h.

Um outro exemplo importante consiste no oscilador harménico. Para
L = mx’/2 - kx’/2, k = mw’, de (5),

K(n, 0) = &im L ax, 9% tex aemn)il F1 2-
n, B0 = g5% Ay LA TTILA P12 €
X

que pode ser escrita como

K(n,0) = Lim

> =
|-
> -
el

1= Idx ...Idx exp [.‘K (xZ+x?)-2K (x x +x X ) -
n 1 n-1 0 0 n 1 01 n-1n

L a xx)|

1, =1 1) 1)

om 2 2 am 2 2
KO—E(I—we/M , l—ﬁ(l+we/4) ,

"—-21(0 +:K1 0 0...
+K 2K +XK 0...

—_ b 1 0 1
1y 0 +J(l —21(0 +:K1...
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A integral In pode ser calculada com a ajuda de’

n-1 n-1
_Idxl..._Idxn_lF[JEIbeJ] exp[— Y auxlxj] =

1,)=1
n(n—2)/2 _uz/c
= : = IF(u)e du ,
[e“det A 1"~

onde c’=Ya ' bb, A é a matriz {3} e at
AR 1) 1)

. . . u
matriz inversa de A. No caso considerado tem-se F(u) = e

=-2Kx,b=..=b =0eb = -2K x , de modo que
1 10 2 n-2 n-1 1n
(n-2)/2 2 2 2,2
1 = 21! __ e:Ko(xo"' xn) IF(u)e—u /c du =
" [c“det A] -
(n-1)/2
n

= exp[c2/4 + K $x2+ xz)]
[det A e ot o

Resta calcular det A. Def inindo k = KI/ZZKO tem-se

det A = (-ZKo)n—ldet A,

1 -« 0 _O...
-« 1 -k O...
| -
S 0-k 1 -k ...

Como A’ é uma matriz (n-1)x(n-1), denota-se
det A’ =D (k) ,
n-1

de modo que a partir do desenvolvimento de D 1(lc) verifica-se a
-
relacdo de recorréncia !

e
—

-— - 2 . —
Dm(x) = Dm_l(K) K Dm_z(K) , Do(vc) = Dl(oc) = 1 ;

Gelfand & Yaglom ( 1960 ) .
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A analise dessa relacio de recorréncia pode ser feita escrevendo-a em
termos de € de modo que em € » O obtém-se uma equagéo diferencjal para

Dm(vc) para m » w. A outra possibilidade & escrevé-la como

m-1

D (k) _ 1 —vcz1 D (k) 1-k? 1
m = m-1 = =
D (k) 1 0 D (k) 10 1
m-1 J m-2
B vm-l 1 - YW"HY_I 1 '
1 L 1

onde W = Y_IVY é a matriz V diagonalizada. Os autovalores de V séo

Lo La-a)? 1-(1-4c%)"*
+ 2 * s 2 ’
e as matrizes Y e Y,
R £ S I N 1-A_
11 A+ A— -1 A
+
de modo que
m-1
Wiyt L S | S 1| .
¢ O 0 A" 1 A
= +
_ 1 a7-2") @A™ -a™ -t )

que resulta em

Ar-A" 2 172 L2 /2
D (K) = "7 A= 1+i(4k"-1) 3 = 1-i(4x"-1)
n-1 A-A 2 > - 2

+ =

[T

Usando a definicdo de k,
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4k 1 = al(1+0%e2/8)/(1-w2e?/4)1P /4-1=

o~ (1+wzez/2)2- 1 = 0l 0

que permite escrever para n > « , n = (tn-to)/e = At/e,
A (1+iwe)/2 , A = (1-iwe)/2

Como nesse limite cos we « 1, sin we = we,

1 +iwe 1 -iwe
@ —e , A& €
n =

A

de modo que para Dn-l(K)’

iwne -jwne .
D (k) = in € - e - g_n_l sin wAt
n-1 2 eiwe e-iwe 2 wit

Obtida a expressdo para det A falta ainda calcular c?. Usando a sua

definigdo mais os valores dos bl’s obtém-se

2 2, -1 2 -1 -1 -1 2
c=(-2K)(a, . x+ a XxXX+a XX+a x°).
1 11 0 iI,n-1 O n n-1,1 n O n-1,n-1 n

Agora, como é sabido,

1 1
a, = geta @A), T Fer A L

onde adj A é a matriz adjunta de A, |Aﬁ| é o cofator de 3, no det A
que € (-1)"+1 vezes o determinante da matriz obtida retirando a linha

j e a coluna i . Logo,
al = |A |/(-2K)"'D__(x)
13 n 0 n-1 '

L

o que implica em -
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— —_ [ n-=
|Au| = det = ( ZIKO) an_z(x),

1
o +K 2K +X...
1 ) 1

+X ) 0 0

-2K +:K1 0

+K -2K +XK
1 0 1

—21(0 +J(] 0 0...

+K —2:!(0 +J(1 O\
o)
0
0]

- (-1\" = (-1)? n-2
|Al.n_1| = (-1) det DK,

_ _nn-2
A | = 0K,

n-1,1
2K +X O 0
0 1
+K 2K +X_ O
1 0 1

— n-2
0 4K -2K +K .|~ (-2K )" "D, (k)

| = det

| n-1,n-1

de modo que c? escreve-se
2_ _ 2.2 _ 5 01
c’= 1(1[ K (xo+xn)Dn_2(:c)/Dn_l(:<) 2 xoxn/Dn_l(K)] X

Usando a expressdo obtida para Dm(n),

:Klnc Dn_z(:c)/Dn_l(lc) o

om iwne -iwne iwne -iwne
+ )/( -e )]

* 5o (1+3w282/4) [1-iwe(e € /(e o
am
~ 5o [1 - we cot wAt] ,
amw 1

n-1
:KIK /Dn—l(K)— 2 sin wAt

chegando ao resultado final para In i

[Hz-'s](n-l)/Z 1 [ wAt ]3/2
In e —1/2 | = .

-om n sin wAt

*exp [g—rx—l[(xz+x:)w cot wAt - w2x0xn/sinwAt]].
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Para que exista o limite € » O deve-se definir Ao= A1= A,

172
A= [ch] ’
-am

que é justamente (12), de modo que usando (16),

172 .
B mw imw hh
K(n,0) = [Znih sin wAt] exP[Zh sin wAt[ 2xoxn +
(18)

+ (x2+x2) cos wAt]]
0 n

Esses dois exemplos ilustram bem a técnica do calculo das
integrais de Feynman. Contudo, deixando os resultados em si um pouco
de lado, os fundamentos de uma teoria das integrais de Feynman & um
assunto delicado. De fato, essa situagdo envolve uma medida DIx]
complexa em um espago de fungdes continuas e um integrando que é uma
funcdo oscilatéria. Muitas vezes esse é um assunto que foge do
interesse fisico mas é extremamente interessante do ponto de vista
matematico. Mesmo para o fisico, porém, a sua conexdo com a medida de
Wiener que surge no estudo do movimento browniano estimula a sua
consideracdo. Para isso o trabalho de Gelfand & Yaglom ( 1960 ) citado
oferece uma boa introducdo ao assunto. N&o se pretende, obviamente,
discutir  tais  questdes; sugere-se, portanto, essa  referéncia.
Pretende-se, sim, discutir na préxima éeqﬁo a estrutura geral dessa
MGF, assunto este trivial face aos resultados ja obtidos, mas que
reservara algumas surpresas, sobretudo devido a escolha feita da

operagédo = QF.
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14. EXPLICITAQKO E PARTICULARIDADES DA MECANICA GENERALIZADA.

Neste capitulo pretende-se discutir o formalismo desta MGF. Este,
assim como a sua interpretagfo, reservada ao préximo capitulo, & um
assunto quase inteiramente esgotado na parte anterior. Entretanto, a
particularidade da escolha Q= QF requer algumas consideragdes.

Por definigéo QF consiste na soma sobre todos os valores
permitidos da VI Se esta VI & X entdo uma vez conhecida ¥(x,t) para

t > t as VD x e p da MGF que descreve essa dinamica quéntica séo

dadas por
dx
) IT ¥ (%, x¥(x,1) de o' (x, Ux¥(x,1)
X = ax = <x> , (1)
DX 9" (x,0)90x,1) J.dx v (x,1)¥(x,1)
L[ 92 e ol e Idx v ix, 02 Lux,n
p= 073 =<p> , (2)
9% ¢ (x,0)0(x,t) J'dx v (x,0)¥(x,t)
onde p = —fl & devido a (13.16) e onde supds-se que A néo depende de X.
ox

Adiante sera visto que isso é verdadeiro se q = X. A integragdo em X
obviamente se faz no conjunto X. Também devido a (13.16) a fungéo
¥(x,t) ¢ uma fungdo complexa e v (x,t) é obtida tomando o complexo
conjugado de ¥(x,t). Para uma VD arbitraria f foi visto como escrever
uma expressdo para esta, bastando usar o operador‘(?'_). Porém, a
definigdo de Q reserva uma interessante surpresa. Primeiro, é preciso
lembrar que o denominador destas expressoes satisfaz (8.11). Colocando
de outro modo, a definigdo de QF impde uma condigdo sobre as fungdes

U(x,t),

de \IJ‘(x,t)\IJ(x,t) = N° ,
X

2, o - = . )
onde N“ é uma constante finita e ndo-nula para que as VD estejam

definidas. Quando o intervalo X consiste em toda a reta real tem-se

140




Idxl\ll(x,t)|2= N? <o,

onde |\I’(x,t)|2= ¥ (x,t)¥(x,t). Esta condigiio implica que ¥(x,t) deve
pertencer ao conjunto das funcgdes de quadrado integravel, conhecida na
literatura matematica como o0 espago LZ(X,x) ou simplesmente Lz’
reservado para o caso X = R = Logo, ¥(x,t) deve satisfazer a condig&o

necessaria

¥(x,t) ——— O (3)
X2 + ©
para que haja a convergéncia da integral. Agora, se as VD x e p devem
ter valores bem definidos, a mesma condigéo necessaria deve também ser
t 3
satisfeita pelas fungdes x|\Ii(x,t)|2 e V (x,t)g—x\ll(x,t). Evidentemente,

VAN

. P N n n . .
o mesmo raciocinio cabe as VD X e p , ou seja, ¥(x,t) deve satisfazer

as condicdes necessarias

n
X \I’(X,t) —x_)—i_-—m') o , (43.)
n

De posse destas condigdes uma interessante propriedade pode ser
verificada. De fato, fazendo uma integragéo por partes
4]

Idx\ll‘(x,t)ga—\ll(x,t) E\I/*(x,t)\ll(x,t)
i 0x

_ 1

-0

*
._Idx[%Tl _g;q,‘(x,t)]\ll(x,t) = _Idx[? —g—x\ll(x,t)] ¥(x,t),

ou ainda, em um caso geral,

Sobre Isso e algumas outras questdes matematicas que se seguem  ver
as referénclas Ja  cltadas, Rlesz & Sz-Nagy (1965) ou  Kolmogorov &
Fomin ( 1978 ).

141




n n *
_Idxw.(x,t)[? ‘?K] ¥(x,t) =_Idx[[? g—x] \Il(x,t)] ¥x,t) . (5)

Para que essa propriedade seja de alguma utilidade ela deve
verificar-se também em um caso geral, onde X consiste ndo em toda a

reta real mas em um segmento [x-,x+] desta. Assumindo

Vx| » = Ux| - =0, (6a)

a" a"
E{—n\l’(x,t”x— = Hn\l’(x,t)lx+ =0 , (6b)

& possivel escrever em um caso geral que

n n *
‘[dx\ll'(x,t)[% g—x] ¥(x,t) = J‘dx[[fTl g;] \Il(x,t)] v(x,t) . (7
X X

Mais ainda, vé-se também que

»

ho)™n
Idx[[T b;] X \Il(x,t)] ¥(x,t) . (8)
X

m
J‘dx\ll'(x,t)xn [? %;] ¥(x,t)
X

As expressdes (7-8) mostram bem a particularidade que a MGF

apresenta. Na nova notagdo elas escrevem-se

— «—
<u(t) | p" |W(t)> = <¥(t)|p"|W(t)> (9a)
_— &—
<w(t) |x"p™| ¥(t)> = <¥(t)|p"x"| W) . (9b)

»*
Verifica-se também que-estes estendem-se ao caso em que ¥ (x,t),

-

x(x,1) = 8(x,t) (10)

é usado no lugar de \I/‘(x,t),
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-— «—

<x(t)|p” | ¥(t)> = <x(t)|p"|W(t)> , (11a)
_ «—
<) | x"pT|¥(1)> = <x(t)|pTx"|W(t)> . (11b)
<> —>

n n_.m .
Sendo assim, os operadores p € X p podem ser escritos como

e I
n n n
P P

=p = ’ (12a)
«—> —_— — — —
x"p™ = (p"x" + x"p™v2 = (x"p"+ p"x")/2 , (12b)
/N /\

de modo que as VD qn e pn na MGF séo

A <) [ x| e(t)>
X = . <xn> 3 (13)
<Y(t)|¥(t)>

A <u(t)|p”|u(t)>
¢ = =<p™ (14)
<¥(t) | w(t)>

* . n n
o mesmo usando x (x,t), e onde os operadores X e p podem ser
pensados como agindo ou a direita ou a esquerda uma vez que os

resultados sdo iguais. Isso também vale para uma VD arbitraria f,

o <E(D)|f|u(t)>
f = = <> , (15)
<¥(t) |¥(t)>

onde agora f é dado por

i xnpm + pmxn
en g [0 6

Nessa MG ndo € preciso usar os operadores com flechas. Para um
operador arbitrario pode-se utilizar a ordenag8o simétrica (16). Além
disso, em fungdo da propriedade geral destes operadores, expressdo

(6.20), dentro da MGF tem-se
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Esta expressfo limita-se & MGF. Em um caso geral ela s6 é valida com

as flechas.

A extrema particularidade da MGF pode ser vista notando que a
operacgéo QF consiste justamente na operagdo T definida no cap 9
ﬁ;.(p";) = ﬁ(p";).;. A interpretacio e conseqiiéncia disso sdo muito
interessantes, inclusive com algumas ja antecipadas no cap. 9. Antes
de passar a esta questdo & conveniente introduzir alguns elementos
baseados nas condi¢gdes impostas sobre V¥(x,t), elementos estes
matematicos que fornecem uma linguagem apropriada a MGF.

Como é sabido, o espago LZ(X,x) constitui-se em um exemplo de um
espago de Hilbert. Os conceitos envolvidos na teoria do espago de
Hilbert podem, portanto, serem usados na MGF. Porém, existe um
importante teorema que diz que dois'espagos de Hilbert quaisquer séo
isomorfos. Dai, o espago LZ(X,X) deve ser visto como uma realizagdo de
um espago de Hilbert abstrato. Isso implica em olhar para ¥(x,t) n8o
como um elemento de Lz(X’X) mas sim como um elemento de um espago de
Hilbert abstrato ¥ . De fato, essa visdo ¢ muito mais conveniente uma
vez que se elimina a referéncia explicita as VI, o que se mostrou, no
cap. 12, ser adequado em relagdo aos operadores e que se mostra agora
em relagdo a fungdo sobre a qual eles agem. E natural, portanto, usar
uma linguagem onde os operadores agem sobre elementos de um espago de
Hilbert abstrato, dos quais os operadores apresentados € a fungdo
¥(x,t) sdo realizagOes destes no sentido em que LZ(X,x) é uma
realizacdo de H.

Mais ainda, o uso da nova notagdo encaixa-se perfeitamente nessa
interpretacdo. Como ¥(x,t) é um elemento de LZ(X.x) e segundo (12.20a)
¥(x,t) = <x|¥(t)> entdo | ¥(t)> pode ser visto como um elemento de H.
Agora, a questdo é saber se ¢ possivel definir esse espago de Hilbert,
afinal apenas concluiu.-s:e que V¥(x,t) deve pertencer a Lz(X’X) e ndo
que os elementos de LZ(X,x) devam ser tais funcdes. De fato, isto &
possivel, e chegar a esta conclusdo ndo é dificil. Basta lembrar o que
foi discutido no cap. 10.

Seja uma dinamica quantica descrita por ¥(x,t) para t > t.
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Concluiu-se que uma medicdo da VI x em um instante t,> t0 fornecendo o

# . o . : .
valor x' define uma transigdo entre, no caso, dindmicas quénticas

descritas por ¥(x,t) para x(x,t), onde

Concluiu-se também que isso s6 era possivel se
*
J‘dxx (x,t)¥(x,t) = O ,

definindo um conjunto de fungdes €°(QF) que descrevem dinamicas
quanticas para as quais a transigdo pode ocorrer, assim como um
conjunto IS(QF) de valores possiveis de x em t = ts.

A relacgdo existente entre o conjunto de valores possiveis X e o
conjunto de valores permitidos X é facilmente constatada. De fato,
viu-se que dado g:)(x,t), a escolha de 't;(x,t) é completamente
independente de ;)(x,t) no caso em que Q = . Como QF= ﬁ, entdo ¥(x,t)
e x(x,t) sdo independentes no sentido em que uma combinagdo linear
arbitraria de ¥(x,t) e x(x,t) define uma fungdo ¢(x,t) = ;(x,t) que
descreve uma dindmica quantica. Como a escolha de (x,t) ¢
independente de ¥(x,t) entdo os valores possiveis de x em t = ts serdo
justamentc os valores permitidos de X, ou se ja, X = X.

Do mesmo modo, o conjunto flfl ydos valores impossiveis de X,

aqueles para os quais

dev*(x,t)W(x,t) =0 ,
v(x,t) pertencente a G’OL(QF), é igual ao conjunto Xl dos valores de x
que ndo sdo permitidos. Obviamente a unido de X e X' consiste na reta
real, XuX'= R. ;
Agora, note que o-conjunto obtido pela unido de GO(QF) e GOL(QF)

constitui-se exatamente em LZ(X,x) com um produto escalar definido por

(o, ¥) = de 0‘.(x,t)\I1(x,t) ; 1
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Que essa unifio constitui-se em LZ(X,x) ¢ devido a definigdo deste. Ja

que o espago LZ(X,x) com o produto escalar (17) constitui-se em um
espago de Hilbert €& uma demonstragdo contida em varias referéncias
dentre as quais as cita.das. Sendo assi, uma fungdo ¥(x,t) pode ser
pensada como um elemento, um vetor |\P(t)>, de um espago de Hilbert
abstrato ¥, fornecendo uma interpretagao muito rica ao formalismo da
MGF.

Seja uma particula cujo movimento apresenta uma dindmica quantica
descrita pela MGF. O movimento desta particula pode ser visto em um
espago de Hilbert abstrato H cujos elementos |\Il(t)>, |x(t)>,..., etc,
descrevem as diferentes dinamicas quanticas desse movimento. Para uma
dessas dinamicas, por exemplo a descrita por |\Il(t)> para t > to’ estao
associadas VD cujo valor numérico pode ser obtido através da agéo de

um operador sobre |‘I/(t)> dada por

A <¥(t)|f|e(t)>
f= = <f> .
<p(t) |w(t)>

Nessa expressdo f &€ a VD e <f> o seu valor numérico obtido através da
operagdo acima definida. Diz-se que a VD f ¢é representada pelo
operador f. Sendo clara a situacdo ndo é necessario usar uma notagéo
especifica para estes operadores. Nesse caso, é até melhor dizer, por

exemplo, que a VD p ¢ representada por um operador que age sobre
Pop

|¥(t)> tal que <x|p_|x'> = <x|x’>p = 1(x,x’)% g—x. Uma vez que
+ o(p——) —>_ 5
f = f edeQ-= QF f’= f = 'f entdo esses operadores possuem a

propriedade de serem auto-adjuntos, ou seja, f'= f. Contudo, a
definicdo do operador adjunto depende da definicdo de Q e, para fazer
uma referéncia explicita ao uso de S'i_, o operador f sera chamado

conjugado hermitiano—e quando f'= f sera dito que o operador f &

oG 2 i ! E B 2 o
hermitiano “. Com isso, conhecido |\I/(t)>, ¢ possivel dar uma descrigao

Aqul operador conjugado hermitiano e operador hermitiano devem ser
tomados como sinGnimos de operador QF-adjunto e operador
QF -~auto-adjunto. Na literatura matematlca é felta uma distingdo entre
operadores adjunto e auto-adjunto de conjugado hermltliano [ hermitiano

e alnda de simétrico. Multas vezes na literatura fisica Isso é
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completa da dindmica quéntica para os instantes t > to atribuindo as

VD valores bem definidos.

Agora, suponha que em um instante ts> to seja realizada uma
medicdo da VI x fornecendo como resultado x::. Tem-se assim uma
situagdo completamente distinta, uma vez que esse novo contorno do
problema define um novo problema para t > ts onde a dinamica quéntica
é¢ descrita por |x(t)>, por exemplo. No entanto, é possivel fornecer

uma continuidade a descrigdo da dindmica uma vez que em t =t tem-se
8

para as VD
~ <x(t)|f]u(t)>
f = = <f>t ,
<(t)|e(t)> 8
onde <X(t)|‘1’(t)> # 0 . Diz-se que houve uma transigdo da dinamica

quantica descrita por |¥(t)> para a descrita por |x(t)>, de modo que
essa transicdo contém um elemento de irreversibilidade intrinseco,
caracteristico de um processo convolutivo. Por outro lado, se
<x(t)|¥(t)> = O entdo essa transicdo nio é possivel e tal valor de x
pertence ao conjunto dos valores que nfo sdo permitidos. Nesse caso os
vetores |\Il(t)> e |x(t)> sfdo ditos ortogonais.

Uma vez que esses vetores de H especificam por completo a
dinamica quéntica ou o estado dindmico quantico do movimento, esses
podem ser denominados vetores da dindmica quantica ou, simplesmente,
vetores dinamicos ou ainda vetores do estado dinamico quantico ou,
simplesmente, vetores de estado, embora esta se ja um tanto inadequada.
Acredita-se, porém, que é melhor denominar |\I/(t)> um vetor " ket " uma
vez que o risco de mas interpretagdes estd assim ausente. Além disso,
o vetor <\Il(t)| definido no espago dual pode ser convenientemente

denominado um vetor " bra Nio é necessario persistir demais nesses
pontos. O importante & que agora se tem uma descrigdo completa da

dinamica quantica colocada em termos de uma linguagem que ndo faz uma

lgnorado e nesse trabalho ela o sera uma vez que de nada Interessa

~ .
essa dliscussao e a lntrodupao desses elementos carregarla demals a

nomenclatura.
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referéncia explicita as VI. A explicitacdo se faz através de (12.21),

nesse caso

‘[dx |x><x| =1 . (18)
X

Antes de fazer mais algumas consideracdes explicitas sobre a MGF
gostaria-se de discutir mais um aspecto matematico deixado em aberto
na parte anterior. Este refere-se a natureza do simbolo Al(x,)( ) como
um objeto matematico. Recordando que o seu significado é dado pela

expressio (8.3) a definiclo de QF mostra que

lxx) = 8xx) , (@=0) , (19)
que é a fungdo delta de Dirac. Rigorosamente falando esta é a
distribuicdo de Dirac e em fungdo de (8.2) K(q,t;qo,to) deve ser vista
como uma distribuigdo ou uma fungdo generalizada 3. Nido se pretende,
contudo, discutir essas questdes, mas é sempre interessante chamar a
atencdo para elas. E claro que se a VI q = p ndo for continua mas sim
discreta as expressdes (18-19) devem ser substituidas respectivamente

por

Y |e><p| =1, (20)
P ) !
1(p,p’) = 62 , (21)

onde 82, é agora o delta de Kronecker.

A expressdo (18) ndo apenas €& responsavel pela explicitagdo da VI
X, ou seja, pela realizagdo das expressdes definidas em ¥, como também
ao lado de uma mesma ‘expressio em termos de uma outra VI define as
expressdes ds TCG entre ‘elas. Para isso basta conhecer <x|§>, onde § é
a outra VI. Isso Jé foi visto no caso geral no cap. 12 sendo

desnecessario repeti-lo para essa MG.

Ver, por exemplo, Schwartz { 1961 ).
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Em relacdo a esta MGF gostaria-se de explicitar mais um ponto,

entre os discutidos no caso geral apresentado na parte anterior. Este
& a equagdo do movimento. Como foi visto, pela definic8o da operagéo
QF as fungdes ¥(x,t) e x(x,t) sdo independentes, de sorte que agora €

possivel concluir que, por exemplo, se
*
J[dx 2 (x, ¥(x,t) = 0

para qualquer x(x,t) entdo ¥(x,t) = 0. Sendo assim, as equagdes
tomadas como formais nos cap. 11 e 12 podem ser agora vistas como
equag®es para ¥(x,t), ou melhor ainda, para l\It(t)>. Estas sdo na MGF
auténticas equac®es do movimento. Obviamente esta observagdo néo se
refere as equagdes generalizadas de Lagrange e de Hamilton uma vez que
estas sfo equagdes para as VD ;( na primeira e ;c € ;) na segunda, embora

para esta tenha-se agora uma auténtica equagdo entre operadores,

dx 8H
dt - ap ? (228.)
dp _ _6H
dt ~ 8x ' (22b)

mas sim a equacdo generalizada de Hamilton-Jacobi. De fato, uma vez
que |¥(t)> e |x(t)> s&o independentes conclui-se que se (11.16) deve

ser valida para qualquer |x(t)> ent&o | ¥(t)> deve satisfazer
Hlvw> = - 22 joty> , (1>t ) (23)
i 6t [ (i 2

que pode ser formalmente integrada fornecendo

—iH(t—tO)/h

.

|e(t)> = e |pe)> , (t>t ). (24)

A explicitagio de (23) €m termos da VI x escreve-se facilmente. Usando
(18-19) e <x|H|x’> = H(x,p)8(x-x’),
h o

H(x,p)¥(x,t) = - +

7 5-{\Il(x,t) . (25)
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Por exemplo, se H = p2/2m + V(x) ,

62

_n*8® h
2m 0x

Yx,t) + VOOUx) = - 3 Tux) (26)
que juntamente com as condiges de contorno em t = to constituem-se em
uma equaclio diferencial parcial para ¥(x,t).

Assim como (11.16) pode ser vista como uma equagdo para | w(t)> o
mesmo vale para (12.30) uma vez que <q|g;(t)> pode ser visto como o
gerador generalizado de uma TCG cujo continuo desdobramento representa
nesse caso essa dinimica quéntica. Esta pode ser representada pela

expressdo (24), uma vez que, de

Klgt ;q,,t)) = <X(O]¥L>,

iH(t-t )/h iH(t -t)/h
0 n

?

|¥(t)> = e juct > ()| = <x(t)le

escreve-se

-iH(t -t }/h
n O

<) (L) = <x(t )|e |ett >
n 0
que comparada com (12.31b) resulta em
iHt /h
|q0,t°> =e 0 |\Il(t0)> ’
<q,t | = <t )|elth/h
n n n
Sendo assim, o operador
elH(t-to)/h ' 27)

U(t,to) =
denominado operador de evolugéo, ou melhor, operador de progresso, tem
um papel fundamental. O continuo desdobramento da TCG que representa a
dindmica quantica pode ser vista através da acgdo de U em um vetor

|\Il(t0)> de X,
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elH(t-to)/h

|W(t)> = Ult,t )| ¥l )> = |t )>

ou através de sua agdo sobre os operadores,

<y(t)|f|e(t)> =

= <w(t ) [f(L)[¥(t)>

o que consiste justamente nos dois " pictures discutidos. No ultimo
caso, a equagdo do movimento deve ser vista como sendo (12.34), que
expressa a variagdo em relacio a t de uma VD arbitraria. E
interessante notar que, devido a definigéo de QF, nio é preciso se
preocupar com a variagao 6x de ¥(x,t) em relagdo a VI x. Uma vez que
QF consiste na soma sobre todos os valores permitidos de x, entdo a
variagéo Gt de ¥(x,t) em relagio a t é a unica que colabora para a
variacdo total de % De fato,

d

» B . *
q[axe’ i vfex0) = Idx L' xnruxn)

que fornece como resultado a equagdo (12.34), na qual usando (24),
d

dt
- <\I/(to)|e_lH(t_to)/ BB e, m) + af/atre

@(to)le-iﬂ(t-to)/h p HIE-T MR g 0>

iH(t-to)/hl\I'(tob,

da qual obtém-se a equagao do movimento como uma equagdo entre

operadores,
OB o « 2 (30) ;
fley = e H /D 4 JH(E-t /D |
H(t) = e-iH(t—to)/h H eiH(t—to)/h ’
of(t) _ e—iH(t—to)/h af eiH(t—to)/h
at at
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Ha ainda mais um ponto dos discutidos na parte anterior cuja

explicitagio na MGF merece uma atengdo particular. No cap. 9
no2 O

concluiu-se que as VD x° e x assim como p~ e p devem ser vistas como
VD diferentes, uma vez que os seus respectivos valores <x2>, <x? e
<p2>, <p>2 sdo diferentes e tais que x>z <l e <p2> z <p>2. Apenas
na MC esses valores sdo sempre iguais e estas VD podem ser vistas como
as mesmas. Concluiu-se também que mesmo em uma MG ndo-trivial como a
MGF existem situagdes excepcionais onde esses valores sdo iguais.
Nesse caso esses valores particulares sdo constantes C e c,
respectivamente os autovalores dos operadores X € Pp.

Porém, no final deste mesmo capitulo mostrou-se que, devido a
ndo-comutatividade destes operadores, essas situag®es excepcionais ndo
podem ocorrer concomitantemente. Novamente, chama-se a atengdo para o
fato de ndo haver nada de errado com isso, uma vez que, S€ essas
situacdes pudessem ser concomitantes, ai sim poderia-se estranhar
algo, visto que, nesse caso, teria-se um ar de excepcionalidade ainda
maior.

Agora, existe uma relagdo muito interessante entre esses valores
dessas VD. Essa relacdo preferiu-se optar por apresenta-la aqui, uma

vez que a sua demonstragdo faz-se naturalmente, usando uma conhecida

propriedade de QF. Essa propriedade é a desigualdade de Schwartz,
L 2 » L

|ax ' 00g00|” = Jax " oore0 [ax g"o0gt0

onde a integragdo é sobre X. Usando nesta desigualdade
f(x) = (x-<x>)¥(x,t) , g(x) = (p-<p>)¥(x,t) ,

. h
obtém-se, lembrando (9.,9), (9.13) e [x,pl = T
(<p2>-<p>2)(<)i2>—<x>2) = IIdx W‘(x,t)(11+12)\ll(x,t)|2 3

1= [(p-<p>)(x-<x>) + (x-<x>)(p-<p>))/2 ,

12= [(p-<p>)(x-<x>) - (x-<x>)(p-<p>)1/2
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E facil ver que l:= 1 e I;= -1,, de modo que o desenvolvimento do

lado direito fornece
l.[dx \II“(x,t)Il\Ii(x,t)l2 + |de \Il"(x,t)lz\ll(x,t)|2 N

e como ao omitir a primeira parcela apenas reforga-se a desigualdade,

tem-se, uma vez que 12= Ip,x172 ,
(<pBo-<p>2)(<xP>-<x>?) = hZ/4 . (31)

A primeira observagdo que pode ser feita sobre essa relagdo € que
ela confirma a observagdo anterior sobre a impossibilidade de
ocorréncia simultanea das situages onde > = < e <p2> = <p>2. De
fato, essa relagdo também €& uma conseqiiéncia da nio-comutatividade de
x e p. Além disso ela mostra que, se uma dessas situag®es ocorre, por

2 2 ~ 2 2 "
exemplo, <p™> = <p>7, entdo <X > 2 © enquanto <x> € finito. E

preciso lembrar, para que nao haja mas interpretagdes, que a VD X,

N
. 2 .y o iz oo . . .
logo também x~, ndo €& uma posigao. Isso ja foi discutido e, inclusive,

sugeriu-se denomina-la  situs generalizado. Portanto, quando as

N 2 =
. 2 el
diferentes VD p~ e p possuem o mesmo valor numerico, a VD x apresenta

N
um valor finito enquanto o valor numérico de x & infinito, ou seja,

de \Ii*(x,t)xz\ll(x,t) diverge, e vice-versa.

Realmente, se as VD devem apresentar valores numéricos bem
definidos, tem-se pela frente um problema. Este, infelizmente, é um
problema cuja consideragao exigiria um outro trabalho inteiramente
dedicado & procura de sua solugdo. De fato, é possivel levantar
algumas hip6teses que precisariam ser consideradas em um outro
trabalho. Primeiro, na desigualdade de Schwartz, de f*(x)f(x) é a
norma de um vetor em LZ(X,X). Uma norma ¢, por definigéo 4, um
funcional convexo f inito que satisfaz certas propriedades, as quais

ndo interessa considérar. Importa apenas que os seus valores sdo

4
Ver Kolmogorov & Fomin ( 1978 ).
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finitos. Ao usar f(x) = (x-<x>)¥(x,t) na desigualdade de Schwartz

supde-se, portanto, que de \Ii'(x,t)xz\ll(x,t) é finita. O resultado
chegado ¢, portanto, contraditério com as hip6teses feitas. Supondo
que, nesse caso, ndo vale a desigualdade de Schwartz, também n8o (31).
Certamente um pouco mais de reflexSio permitiria enxergar outras
possibilidades que deveriam ser consideradas, mas, definitivamente
isso foge aos objetivos deste trabalho. Estas deversio ser consideradas
em um proéximo.

De qualquer forma, a expressdo (31) é vista relacionada com a
/} A2 /} a2
impossibilidade das situagbes onde X e X por um lado e p° e p do

outro possuirem o mesmo valor numeérico serem concomitantes. Ela também
reflete uma segunda propriedade. Os valores numéricos destas
diferentes VD sio diferentes, mas o sdo de uma maneira particular, ou
seja, <x2> z <x>2 e <p2> = <p>2. Seja (Ax)2= <x2>—<x>2 >0 e
(Ap)2= <p2>—<p>2 > 0 a diferenca entre esses valores. A relagdo (31)

mostra que esses valores (8x)° e (Ap)2 estdo relacionados por
(ax)4op)? = B2/4

ou seja, se forem calculados <p2> e ,<p>2 e a diferenga é (Ap)2 >0
entdo a diferenca (Ax)2 entre os valores de <x2> e <x>2, embora ainda
ndo conhecidos, sabe-se ser maior ou igual a h2/4(l.\p)2= (AX):un' Pode
ocorrer  que, calculada essa diferenca, ela seja exatamente
(Ax)2= (AX):ﬂn’ mas nunca menor. Acréscenta—se desse modo mais um
elemento novo aos ja considerados.

N#o ha mais nenhum ponto dos apresentados na formulagéo geral da
MG cuja explicitagdo nessa MGF apresente interesse. E mais
interessante agora considerar uma situacdo especifica e descrever a
dinamica quantica apresentada pelo movimento de uma particula nessa
situacdo de acordo cor;1 a MGF. A situacdo que se pretende discutir é a
chamada experiéncia das duas fendas, por apresentar uma vasta gama de
elementos nio-triviais.

Seja um arranjo experimental localizado no plano y = O em um
sistema de coordenadas retangulares de modo que trés anteparos A,B e C

estdo localizados nas retas (x,2’’), (x,2’) e (x,0), respectivamente.
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No anteparo B existem duas fendas 1 e 2 localizadas, a primeira, entre
(x’z.z’) e (x;,z'), onde x’2 > x'1 , € a segunda, entre (—x;,z’) e
(-x'z,z’). com larguras x;—x;. Uma particula estd inicialmente
localizada ( t = to) no ponto (0,2z"") no anteparo A. Em t =1 é
realizada uma medicdo da posicdo da particula no anteparo C
encontrando como resultado (x,0).

Dependendo da natureza dessa particula a dindmica pode ser
conjuntiva ou convolutiva e, por isso, ¢é ilustrativo considerar
primeiro a possibilidade de uma dinamica conjuntiva para, depois,
considerar uma dinamica convolutiva. Para isso € util definir os
pontos (xz,O), (xl.O), (—xl,O), (-x2,0) como os pontos onde as retas
que passam por (0,2z"°) em A e por (x’z,z’), (x;,z’), (—x;,z') e
(-x'z?z’), respectivamente, em B encontram o anteparo C.

Suponha que a din&mica seja conjuntiva, logo, descrita pela MC.
Nesse caso ela é determinada a partir de

$ (x,0,t;0,z"°,t) = ext eaS["Y]
CA n 0 7

onde Slyl] = J‘:: Ldt e preferiu-se usar @, 2o invés de S_ 2 titulo de
comparagio futura. A existéncia das fendas 1 e 2 em B é uma condigdo
de contorno que limita os caminhos possiveis entre A e C aos que
passam por essas fendas, ou seja, o0s valores permitidos de X’
pertencem aos intervalos [x;,x’zl e [—x;,—x’l]. A solugdo de e%(t eaS[W]

m(x%+2%)/2 é dada pelo caminho 7,

para L
y: x =vt z=vt comt<t<t, x'e [x’,x’] ou [-x’,-X’]
z 0 n 1" 2 2 1

X

onde v =(x-x)/(t-t)=x/8t, v=I(z-z)/(t-t)=2"/0  Logo,
b4 n O n O z n O n O

para que essa solugdo exista deve-se ter
’ ! [ L )] ’ [ ’ !]
x’e [x’,x’] ou X’ [-X],-X i
. 1’72 2’ "
€ nesse caso

ey = am 2,2
¢CA(x,0,tn,0,z ,to) = exp[ZAt(x + z )] p
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da qual pode-se calcular as VD desejadas.
Suponha, agora, que a dinamica se ja convolutiva, especificamente |
uma dinimica quintica, descrita pela MGF. Nesse caso a expressdo a ser !

usada €& (15.5), com uma Oébvia generalizagdo para duas dimensdes. ,

Devido a forma de L,

t t
Sly] = It“dtmiz/z . Jt“dtmiz/z = SIx(t)] + slz(D)] ,
0 V]

de modo que

K (x,0,t;0,2°,t) =K _ (xt;0,t)K_ (0,t,z"t) ,
Ca n 0 CA n 0 CA n 0

K (xt:0,t) = J DixleSEOVR 0 x=x), |
CA n 0 0 n .
X <X<X |
0 n
' _ iS[z(t)]/h ea
KCA(O,tn,z ,to) & I Dizle , (zo— 2’z = o).
20<2<Zn

Essa fatoracdo, em uma parte que s6 depende de x e outra que sé
depende de z, é devido a forma da lagrangeana. Destas sé interessa a
parte que depende de x. As condigBes de contorno do problema entram no
calculo de KCA impondo restrigdes sob os caminhos possiveis. A
condicdo de contorno imposta pela existéncia das duas fendas em B
implica que os valores permitidos de x' sdo os contidos nos intervalos
[x;.x’zl e [—x’z,—x’l] enquanto para os entre A e B e entre B e C s&o
toda a reta real. Quanto a z ela esta limitada a [z'*,0].

A definigdo de QF envolve uma soma sobre todos os valores
permitidos de x e z ¢ fornecerdo como resultado (13.13) no caso de X,
exceto na soma sobre os valores de x’. Essa soma pode ser dividida em
uma soma para 6§“ x' € [x;,x;] (fendal) e x' € [—x;,—x;]

( fenda 2 ). Assim
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I D[x]eiS[x(t)]/h

x <x<Xx
0 n

J‘ D[x]eiS[x(t)]/h . I D[x]eiS[xm]/h '
xo<x<xn xo<x<xn
x'e [x;.x;] x'e [—x’z,—x;]

(1)

K (xt:0,t)=K =
CA n 0 CA

{x,t ;0,t ) + K
n 0 CA

(x,tn;O,to) ; (32)

onde 1 e 2 referem-se aos valores de x' nessas respectivas fendas.

Essas expressdes podem também ser escritas como

K(l)(x,t ;0,t ) =
n 0

CA
ax '[D[x] ID[x]elS[x(t)]/hm
A (33)
x'e [x’,x’] x <x<x’ x'<x<xX
1 2 0 n
= dax’ K (x,t :x,t’)K (x',t’;0,t )
A CB ? n. ? BA ’ ] 1 0 ]

x'e [x’,x
[ 1’ 2]

onde K e KBA sdo dados por (13.13). Uma expressdo analoga escreve-se
para KC:). Note que supostas as fendas pontuais essas expressdes sédo
imediatamente explicitadas. '

A situagdio aqui ¢é, portanto, inteiramente diferente da anterior.
No caso de uma dindmica conjuntiva sb6 existe solugdo para o problema
se x € [x,x] ou se x € [-x,-x], ou seja, o resultado de um

1’2 22 ™

processo de medigdo de x fornecerd como resultado apenas valores de x
nesse intervalo. No caso de uma dindmica quantica, entretanto, o
problema encontra sol}_xg;éio para qualquer valor de X, ou seja, ©O
resultado de um processb de medicdo de x fornecerd como resultado
qualquer x € R. Isso sedeve ao fato de uma dindmica quantica nédo ser
representada como um caminho especifico, como a con juntiva, mas, sim,
a partir de uma operag8o sobre os caminhos.

Obviamente isto ndo quer dizer que uma particula percorre todos

os caminhos possiveis. O que é preciso ter em mente € que uma vez
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efetuada essa operagfo sobre os caminhos obtém-se algo queé ndo & nem
um caminho nem uma colecdo de caminhos. Esse algo € algo novo,
resultado de uma convolugdo dos caminhos, e a dindmica quéntica é

parte °,

representada por esse algo. Pensado cada caminho como uma

esse algo ¢ um " todo " que ndo € a conjungdo dessas ' partes ", mas,

sim, a sua convolugao.

A possibilidade de descrever esse todo em termos de partes, ou
seja, de falar em partes, é baseada na aceitagdo do principio da
fragmentacdo. Sendo assim, ndo faz sentido pensar em uma dindmica
quantica como um caminho ou uma colegdo de caminhos pois esta €&, por
definicdo, convolutiva. A operagdo de convolugdo, esta sim, é definida
em termos de caminhos, mas a dinamica quéntica & representada pelo
novo que resulta desta operagédo, € como ela é irreversivel, uma vez
realizada j4 ndo é mais possivel falar de caminhos. Quando mal
interpretada essa colocagdo ¢é facil incorrer em atitudes precipitadas.
Nao faz sentido, por exemplo, perguntar por qual das duas fendas a
particula passou. Essa questdo ¢ indecidivel, pois uma vez dada a
dinamica quantica, ndo faz mais sentido falar em caminhos.

Mais ainda, se é feita uma medigdo para decidir por qual das duas
fendas a particula passou, introduz-se uma nova condicdo de contorno,
0o que representa um outro problema. Se é feita uma medigdo que
verifique, por exemplo, que a particula passou pela fenda 1, entdo os
valores permitidos de x’ sdo exclusivamente o0s pertencentes ao
intervalo [x;,x’zl, de modo que ¥

K’ (x,t;0t) =K'
CA n 0 CA

(x,tn;O,to) . (34)
diferente, portanto, de (32). Esse problema equivale, portanto, a
fechar a fenda 2.

Segundo a denomimagdo usada nos cap. 10 e 11 a situacdo acima
descrita é do tipo I. A ‘mesma experiéncia deve ser também analisada
dentro do contexto da";.situa(;éo II. Suponha conhecida ¥(x,t) que entre
B e C é dada por (32) substituindo, nesta, os valores iniciais e
usando X e t no lugar de x e tn. Esta fornece uma descrigdo completa

da dinamica. Agora, suponha que em t = t ¢ realizada uma medigdo de x
n
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encontrando o valor x*. Esta medicdo define uma funglo x(x,t) e

interpreta-se essa situagdo como uma transigdo entre din&micas

convolutivas uma vez que

de x'(X,t)\I/(x,t) =c=#0
X

A mesma experiéncia pode ser repetida € desta vez pode-se
encontrar um outro valor de x que define uma outra fungdo. Numa outra
experiéncia pode ser encontrado um valor igual ou diferente destes e
assim por diante. Denotando os resultados dessas medigGes por x:, onde

k é um pardmetro continuo, mas que sera considerado discreto para

facilitar, definem-se fungdes xk(x,t) tais que

J.dx x:(x,t)\ll(x,t) =c, (35)

X
onde ¢ 3 0 depende implicitamente de x:. Agora, suponha que apés N
realizacdes desse processo de medigdo tenha-se encontrado um certo
numero #N(x:} de vezes o valor xt. Nesse caso pode-se computar,
experiéncia apés experiéncia, o valor da razio #N {x: }/N. Uma vez que O
conjunto X dos valores possiveis é igual ao conjunto X dos valores
permitidos tal que X = R espera-se que, ap6és um numero muito grande de
experiéncias, N =+ o, todos esses valhores de x sejam encontrados.

Espera-se também que nesse limite a razdo #N(x:}/N tenda a um limite

. # _
fk = ﬁgrg [ #N{xk)/N 1, Efk =1

Agora, devido a (8.5),

* - ) = _ <K
§ 2, (X (x,t) = 3(x-x') , Idx x (x0x,(xt) =38

que usada em (35),
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»
Ejdxxk(x .t)xk(x,t)\ll(x,t) =§ckxk(x ,t)=
=Idx8(x—x’)\l’(x,t) = ¥(x’,t) ,

Ux,t) = L ey (xt) . (36)
k

Finalmente, usando (8.11b),

1 = Idx \I/.(x,t)\l!(x,t) =Yy E.[dxc;ck,x:(x,t)xk,(x,t) =
k k'
—Tfce.s =T |?
, kK kKK Kk
k k Kk

Como . depende implicitamente de xt e apenas deste valor, entdo de
2 .
Ek fo=1c¢e Ek|ck| = 1 conclui-se que
1=t =&im [# (xI/N] . (37)
k N3 Nk

ey

Além disso,

de|\1/(x,t)|2 — ¥ et 0|? =5 e |*
k k

de modo que

|\I/(x,t)|2dx| , =T, = Lim [ 6N (38)
X=X
k

Esse resultado é muito importante. Evidentemente ele nada diz acerca
de uma medicdo, duas, trés, etc. Apenas quando essa experiéncia é
repetida N » o vezes €& que {38) diz que |\I/(x,t)|2 fornece uma medida
da partigdo dos resultados dessas medic;éess. Feita a hipdtese de que

-

Esse ponto corresponde aqullo que Bernardes ( 1988 - 1989B ), na sua
anallse geral das IimitagBes do pensamento clentiflco, denomina

" ou a sua " Indizlbilidade ".
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s8o equivalentes a realizagdo de N » o processos de medig8o sobre uma

particula nas mesmas condigdes experimentais para cada uma destas e a
realizaciio desse processo de medigdo sobre N » o particulas
simultaneamente nas mesmas condigdes, entfio (38) fornece uma medida da
partigdo desses resultados para as particulas deste ensemble.

Considerando, portanto, que essa experiéncia é realizada com um
ensemble de particulas, pode-se usar a interpretagdo fornecida por
(38) na situag8io representada por (32), na qual as duas fendas estdo
abertas, e na situagdio representada por (34), na qual uma das fendas
est4 fechada ou onde é realizada uma medicio que detecte a passagem de
uma particula pela outra. Desse modo,

(2)

2 _ (V) 2 _
v, xt)|" = |, (ot )+ ¥ (x,t )|" =

I\I/(l)|2 + I\I/(Z)Iz I (\IJ(I)*\I’(Z) i \I/(l)\l’(Z).) = |\Il(l)|2+

CA CA CA CA CA CA cA
I\Il((:i)|2+ |wé:) | |\Il((:i)| (ei(e((:;)_et(:i)) + e_i(e((::)-e((:i))) ,
v |7 = (0% e 2|9 | |9 |coste, 0.0 - (39)
Por outro lado, usando (34),
v |2 = e, (40)

onde considera-se a fenda 2 fechada. Se a fenda 1 for a que estiver

fechada,
el = g1 (41)
Somando esses resu]tadcsl,
NN S L (42)

que difere de (39) devido a presenca nesta do termo
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(2)
CA CA

(1)
CA

(2)

¢ = 2|v |92 | coste ;-6 ) . (43)

O termo ¥ & fungdo de x ndo apenas através de I\Ié;) | e |‘I{::) | mas
também de (8')- ‘%

CA CA
implica que ¢ apresenta maximos e minimos para diferentes valores de

) de modo que a presenga da fungdo co-seno

x. Logo, o termo ¥ & um termo de interferéncia, tipico dos fenémenos
ondulatérios. Este apresenta-se experimentalmente apenas quando se
considera um ensemble com N » o particulas ou quando se considera
N » » medicdes sobre uma particula ou réplicas desta nas mesmas
condigdes experimentais, ndo importando, portanto, o intervalo de
tempo que as separa. Esse comportamento ondulatério é caracteristico,
portanto, ndo de um evento individual, mas sim de uma colegdo de
eventos.

Em outras palavras, a dindmica quantica do movimento de N - w
particulas apresenta um comportamento ondulatério que nio é exibido na
dinamica quantica do movimento de cada uma delas separadamente. Esse
fenémeno ¢ comumente chamado dualidade onda-particula, embora o
correto fosse chama-lo dualidade onda-ensemble de particulas.

Se ao ensemble esta associado um comportamento tipico dos
fenédmenos ondulatérios, entdo pode-se usar a linguagem da teoria
ondulatéria para descrever as suas caracteristicas. Desse modo, &
dinamica quantica do ensemble de particulas pode-se associar um
comprimento de onda, freqliéncia, etc. E facil ver que para uma

)
particula livre

V(x,t) = Cexp[i(ZmE)l/ 2%/h - iEt/h] ,

onde C é uma constante. A forma de ¥(x,t) é exatamente a de uma onda

plana que se propaga na direcdo x com vetor de onda k e freqgiiéncia
| angular w, el(kx—wt). Desse modo, o comportamento ondulatério exibido

pela dinamica quantica do movimento de um ensemble de particulas
. . 2 ; .

livres com energia E e momentum p = (2mE) é descrito na linguagem
ondulatéria como ondas planas com vetor de onda k ( comprimento de

onda A = 2n/k ) e freqiiéncia angular w ( periodo T = 2n/w ) onde
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p=hk=h/A , E=hw=h=hT . (44)

Essas equacdes sfo a ponte que liga as linguagens ondulatéria e
mecanica. Segundo Bohr, essas descrigdes s8o complementares.

Além disso, em vista da linguagem ondulatéria, a experiéncia das
duas fendas pode ser reformulada em termos desta. A situagdo
experimental é justamente a da experiéncia de Youngb sob o fenébmeno de
interferéncia em uma experiéncia de duas fendas. Os méaximos do

espectro de interferéncia sdo dados por
dsing = mx , ( m=0,,2,... },

onde d é a distancia entre as duas fendas e sing = x/BC, onde BC ¢ a

distancia entre o plano B e o plano C. Por outro lado, de (13.13),

2
pode-se escrever, com t = O, \Il(l) e \Il( ) como
0 cB ch

1/2 )
___nl_ exp i _E(x—a)z
2nhit h 2t ’

172 i
M | expls Dx+a)?
2nhit h 2t ’

respectivamente, supondo para isso que as fendas 1 e 2 sdo pontuais e

localizadas em +a e -a. O termo de interferéncia ¢ depende de

cos(B(l)-e(Z)), onde
CB CB ;
(1) (20 _ 1 m 32 2; _ = -
QCB ecs =i o [(x-a)"- (x+a)”] = - 2mxa/h2t = pxd/h .

Os méaximos do espectro de interferéncia sdo dados por

g1_g(2)

=2mm = pd/h=2mm ,(m=012,..).
CB CB ; X

Como p = psing, onde sing = x/BC, e usando p = h/A, obtém-se

6
Ver Halliday & Resnick { 1984 ).
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dsing = am , (m = 0,1,2,... ) ,

que é justamente a condiglio obtida usando a teoria ondulatéria. 0]
aspecto ondulatério e mec&nico néo s&o de modo algum contraditérios.
Certamente existem muitos outros pontos interessantes cuja
discusso seria proveitosa. Infelizmente existem outras prioridades
que nfo apenas esta. E preciso concluir este trabalho discutindo a
relagiio entre o que foi apresentado nesta parte e a MQ e a TQ, o que

serd feito na préxima e ultima segéo.
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15. MECANICA GENERALIZADA, MECANICA QUANTICA E TEORIA QUANTICA.

Certamente durante a formulag&o da MG na parte III o leitor ja
pode notar a profunda relagdo formal existente entre esta e a MQ,
explicitada nas duas segdes anteriores através da escolha de uma
operagdo Q = QF que define uma MG denominada MGF formalmente idéntica
a MQI. Para discutir a relagdo entre elas é bom fazer um uso distinto
de MQ e TQ reservando a segunda para a interpretagdo, notadamente a
probabilistica da escola de Copenhagen personificada sobretudo em
Niels Bohrz, do formalismo da MQ. Com essa discussdo pretende-se
encerrar este trabalho.

A MGF e a MQ sdo mais do que isomorfas no sentido discutido no
apéndice. Do ponto de vista matematico elas sdo idénticas, no sentido
pleno do termo. Pode-se reconhecer imediatamente que a equagdo
generalizada de Hamilton-Jacobi (14.25) é a equacdo de Schrodinger
enquanto (14.30) é a equagdo de Heisenberg nos respectivos
" pictures ". Na MQ a funcéo ¥(x,t) & a fungdo de onda e |¥(t)> o
vetor de estado ou vetor " ket ", e assim por diante. Idénticas também
o s3o, obviamente, as expressbes para as VD mas, nesse ponto, uma
outra discuss@io se faz necessaria.

A interpretagdo dada a MGF a distingue da TQ. Em momento algum
até agora falou-se em probabilidade. Na TQ, como se sabe, este é o
conceito-chave. A origem desta interpretagdo esta, entretanto, bem
clara em fungdo do que foi apresehtado. Na verdade, no cap. 3
mostrou-se que existe uma ampla classe de funcionais que satisfazem as
leis da Mecanica que ndo apenas o funcional trivial. A partir destes
outros funcionais pode-se formular outras teorias da Mecénica. A

formulagéo destas baseou-se na exigéncia de que fossem isomorfas a MC.

1 *
A literatura envolvendo a MQ e mulita vasta. Dentre estas pode-se

destacar Landau & Lifshitz ( 1978 ), Bohm ( 1951 ), Messlah ( 1958 ),
Sakural ( 1985 ), etc.

Esta pode ser resumlda na coletanea de trabalhos Bohr ( 1958 ) e
Bohr ( 1963 ) ou em Helsenberg ( 1958 }.
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Contudo, pode-se notar que a classe de teorias da Mecénica assim

obtidas ndo s3o apenas isomorfas a MC; elas séo também isomorfas ao
calculo de probabilidadess. Logo, nada mais natural do que usar a
linguagem do célculo de probabilidades na MGF".

Certas propriedades da MGF de fato tornam o seu uso conveniente.
Entre estas destaca-se a operagdo que deve ser feita para obter o
valor numérico de uma VD e as propriedades satisfeitas por ¥(x,t), ou
melhor, |\I/(x,t)|2. Entretanto, ¢ de fundamental importéncia, para que
o uso dessa linguagem seja conveniente, que W¥(x,t) e x(x,t) sejam
independentes. De fato, foi visto na secdo anterior que para 2 = QF
estas funcdes sio independentes, ou, em outras palavras, o conjunto X
dos valores possiveis de x s#o independentes de ¥(x,t) e igual ao
conjunto X dos valores permitidos de X.

A conveniéncia é evidente, uma vez dque um espago de eventos
definido em termos de X pode ser definido em termos de X. Mas, entre
usar a linguagem do calculo de probabilidades e interpretar a MGF em
termos de probabilidades ha uma distancia muito grande pois nesse caso

] : 5T 5
entra-se no dominio da teoria de probabilidades . Uma vez nesse

s Por calculo de probabllldades entende-se o conjunto de axlomas a
partir dos qualis ¢ possivel calcular a probabllldade de um evento, a
chamada formula;io axiomatica. Esta consiste em definir um conjunto,
chamado espago de eventos, e uma fungao, que satisfaz trés  axlomas,
que a cada evento assocla um nimero entre zero € um, a probabllidade
deste evento. Esse conjunto malis esta funyio define o espago de
probabllidades a partir do qual definem-se distrlbuigées,

esperangas,etc. Ver, por exemplo, Kolmogorov ( 1950 ).

Isso n¥o € exclusividade da MGF. De fato, Bernardes Ja demonstrou
isso no seu desenvolvimento das teorlas holotrépicas da Termodinamica,

-~ Ld -~
chamando a atengao que Isso, nao 80 na Termodinamica, mas em toda a

Ffsica, € uma decorréncla do wuso de conceitos relatlvos a "fragmentos"
em situagGes onde o - principlo da fragmentaggo ( cap 3 ) n3o é
justificivel. Ver Bernardes ( 1989 - 1990 ).

Enquanto calculo de probabilidades refere-se a uma estrutura
puramente matematlica (] que n3o necessita de uma interpretag8o
particular, a teoria de probabllidades preocupa-se com a apllcag&'o
dessa estrutura formal a problemas concretos, dentre eles problemas
espec{flcos da Ffsica, cuja Justificativa € parte essenclal da teoria

de probabilidades.

166




dominio, o problema passa a ser ndo apenas o de uma interpretagéo

concreta da situag8o onde o calculo de probabilidades €& aplicado, mas
também o de uma interpretag3o do préprio conceito de prcbabilidade.

Via de regra as interpretagdes do conceito de probabilidade caem
em duas classes denominadas materialista e conceptualista por Venn.
Probabilidade é algo de fato, concreto, segundo a visdo materialista,
a proporgdo de casos favordveis de um evento em relagdo a todos os
possiveis. J4 enxergar a probabilidade como sendo o grau de confianga
que deve ser associado a uma proposigdo é uma visdo conceptualista.
Nas palavras de Peir‘ceb, " a maioria dos estudiosos misturou as duas
concepgdes ", e conclui que " o ponto de vista conceptualista, embora
forneca respostas satisfatérias em alguns casos, é bastante
inadequado ". A estas palavras acrescenta-se aqui que falar em
probabilidade dentro de uma visdo conceptualista é falar nada.
Qualquer interpretagdo que possa ser dada dentro dessa concepgdo € uma
interpretacdo subjetiva. O resultado do langamento de um dado é um

resultado indefinido, desconhecido, indizivel " nas palavras de
Bernardes ( 1989 B ). Dizer que " ha uma probabilidade igual a 1/6 de
que o resultado seja face 1 " diz menos do que " o resultado pode ser
face 1, 2, 3, 4, S5 ou 6 "

Na verdade esta ultima é a unica coisa que pode ser dita acerca
do resultado do lancamento de um dado. Contudo, dentro da visédo
materialista, pode ser dado um sentidko a primeira como
" apés 6x1010 langamentos de um dado, ' aproximadamente 1x10lo vezes O
resultado sera face 1, aproximadamente 1x10"° a face 2, e assim por
diante ", onde o " aproximadamente " possui um sentido concreto uma
vez que " o erro tende a zero a medida em que O numero N de

lancamentos é tal que N = w Agora, " probabilidade igual a 1/6 "
significa que ﬁgg} [#N(face 1}/N] = 1/6, onde #N(face 1} &€ o numero de
vezes que o lancamentor de N dados deu como resultado a face 1. Logo,
probabilidade é um conceito que diz algo concreto e objetivo apenas

dentro da visio materialista, envolvendo, portanto, um nimero N - « de

Em Pelrce ( 1983 ). Nesse trabalho € felta a clta;go a classlflcayio

utllizada por Venn.
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experiéncias. Esta & visualizdvel, por exemplo, através da idéia de um
ensemble onde, por detras destes pontos, existe a questdo, usando o
mesmo exemplo, da equivaléncia entre os langamentos sincrénicos e
diacrénicos dos dados.

Sendo assim, se na MGF a linguagem do calculo de probabilidades
quiser ser usada ndo ha problema algum, mas a sua interpretag8o, a luz
da teoria de probabilidades, deve envolver um contexto materialista.
De fato, é apenas e tdo somente dentro desta visdo que a MGF pode ser
interpretada, bastando para se convencer disto lembrar a discussdo do
capitulo anterior envolvendo a experiéncia das duas fendas, resumida
nas expressdes (14.37-38).

O que a expressdo (14.38) diz é que a probabilidade de que no
processo de medicdio de x o valor obtido seja x: é dada por |\I’(x,t)|2dx
calculada em x = xt, ou seja, apés um numero N muito grande de
medi¢des de x aproximadamente Nl\I/(x,t)Izdx calculada em x = x: destas
resultardo em x = x: e esse erro tende a zero a medida em que N - o,
Apenas a interpretagdo materialista ¢ possivel. Quanto a uma
experiéncia em si nada pode ser dito acerca do valor a se obter,
a ndo ser que este é um dos valores possiveis, no caso,
permitidos. E impossivel pensar em outra interpretagdo além desta, uma
vez que o conceito de probabilidade'é o mesmo, quer estejam sendo
considerados dados, elétrons ou estrelas. O que ¢ diferente é o
calculo da probabilidade, nunca o conceito.

Logo, acerca de uma medigdo, de um evento individual, nada
pode ser dito’. Qualquer interpretagdo em termos da teoria de
probabilidades s6 pode se referir ao ensemble de particulas. E preciso
estar claro que isso ndo se deve nem a MGF nem a dindmica quantica que
ela descreve, mas, sim ao conceito de probabilidade em si. Um evento
individual pode perfeitamente ser descrito em termos do calculo de
probabilidades. Isso ndo é necessario, mas ¢é conveniente, em fungdo do
isomorfismo. Agora, a interpretagdo em termos da teoria de

probabilidades refere-se ndo a um evento individual mas sim a colegéo

7
Ver Bernardes ( 1988 ).
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desses eventos individuais, & coletividade, devido & prépria natureza

desse conceito. Novamente, essa ndo € uma {interpretagdo necessaria,
mas sim suficiente, em fungdo da conveniéncia exibida pelo
isomorfismo. Note que a referéncia a colegdo dos eventos individuais,
ao ensemble, se faz ndo apenas através do conceito de probabilidade em
si, mas também em l\I!(x,t)l2 pois a validade de (14.37-38) verifica-se
apenas no limite N » «.

A utilizagdo da linguagem do célculo de probabilidades e a
interpretagdo em termos da teoria de probabilidades pode exibir sérios
problemas, sobretudo conceituais, caso ela seja feita

~

frouxamente. Seja a VD x,

J dx \I/‘(x,t)x\ll(x,t) .
X

; = = = <X> "
J' dx¥ (x,)¥(x, 1)
X

~

onde <x> é& o valor numérico de x e que é o resultado da operagéo

definida acima. J4 para expresséo (8.11b)

I dx¥ (x,0)¥(x,t) = 1
X -

junto com |\Il(x,t)|2 = 0 mostra que |\Il(x,t)|2 pode ser vista como uma
densidade de probabilidades.

Dentro da linguagem do calculo ' de probabilidades, dada uma
variavel aleatéria ( VA )8, por exemplo, X = X, define-se o valor

esperado, médio ou esperanga de X como

I dx xp(x)
E(x) = x = X

dex p(x)

8 - -
Uma fungao definlda no espago de probablllidades e uma variavel

aleatoria.
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onde p(x) é a densidade de probabilidade. Para distinglir entre o
calculo e a teoria de probabilidades serd usado esperanga
( mateméatica ) &(x) numa referéncia ao primeiro e valor esperado ou
médio x ao outro. Agora, identificando p(x) = |"Il(x,t)|2 pode-se

escrever
x> = 8(x) . (1)

Essa expressio, se mal interpretada, pode levar a conclusGes
precipitadas. Usando a linguagem do calculo de probabilidades pode-se
dizer que o valor numérico <x> da VD ;: ¢ igual a4 esperanga matematica
da VA X = x. Note que nio é o valor x da VA X = x que é igual ao valor
da VD ; mas sim a sua esperanga matematica &(x). A expresséo (1) faz
sentido quer esteja sendo considerada uma, duas, trés particulas, etc.
A sua interpretacdo, em termos da teoria de probabilidades,
entretanto, s6 faz sentido quando considerado um ensemble. Realmente,
a questdo ¢ sutil. Sejam duas particulas, 1 e 2, cujo movimento
apresenta uma dindmica quantica. Se as condigdes de contorno sdo as

mesmas, entdo, os valores das VD também o sdo. Por exemplo,
x> = <x> = &(x) , (2)

onde na dultima igualdade usou-se a linguagem do céalculo de
probabilidades. Agora, seja um emseimble destas particulas. Nas
mesmas condigdes,

X>=<X> = ... =<x>=<x>_ = 8x) , (3)
1 2 N E(N)

onde E(N) refere-se a um ensemble de N particulas. Contudo, a
interpretacdo em termos da teoria de probabilidades se faz apenas em

)
termos desse ensemble com N » « particulas,

-

€(x) = x (4)

onde x é o valor médio de x nesse ensemble com N » o particulas. Sendo
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assim, de (3-4) pode-se escrever

X> =X
e X (5

mas nao

<X> = ;( (6)

pois apenas em (5) esta sendo considerado um ensemble ao contréario de

(6) onde se tem apenas uma particula. Pode-se, sim, escrever

X>=<X> = ... = <xX>. =X (7)
1 2 N

mas ndo a expressdo (6) embora <x> = <X> (i=1,2...N2x) O que
é preciso ter em mente é que, conceitualmente, se estd diante de
situag®es completamente distintas. A mera igualdade numérica né&o
justifica um embaralhamento conceitual.

Com a devida cautela a expressdo (5) pode, portanto, ser
interpretada a luz da teoria de probabilidades. Ela diz que o valor
numérico <x> : da VD ;( em um ensemble de N » o particulas € igual ao
valor médio x da VA X = x nesse ensemble. Tdo importante quanto néo
confundir (5) e (6) é ter em mente que a VD ndo é aVAX =X que € a
VI dentro da linguagem anterior. A operagdo que é preciso ser feita
sobre a VI x para obter o valor numérico <x> da VD ;( é a mesma que é
feita para obter a esperanga matematica €(x) da VA X = x. Porém, pela
interpretagio desta operacdo do calculo de probabilidades em termos da
teoria de probabilidades esse valor € igual ao valor médio x da VA
X = x em um ensemble de N » o particulas. O perigo estd em interpretar
erroneamente o valor médio de X = x como significando que a VD € x. E
preciso, portanto, tomar’ um certo cuidado.

Esse cuidado ndo é, porém, excessivo. O descuido, com certeza,
leva a conclusdes pre::‘i.pitadas. Exemplo maior disto envolve a relagdo

(14.31). Nos livros de MQ ela ¢ denominada relagdo ( ou principio ) de
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incerteza ou de indeterminac&o de Heisenber‘gg. De todas as
denominagdes a mais apropriada é relacdo de Heisenberg. De fato, néo
ha nenhuma incerteza ou indeterminag8o dentro do contexto em que ela
foi introduzida, pois ela é uma relagdo entre os valores numeéricos de
diferentes VD cujos operadores ndo comutam. Contudo, na MQ, ou melhor,

3

na TQ, ela é interpretada como
(sx)%(sp)? = 1%/4 (8)

onde 8x & a incerteza em relacdo a posigdo da particula e &p a
incerteza em relacdio ao momentum. Nas palavras de Heisenbefgloz
" ... deu lugar a limitagdes no uso de conceitos que tinham sido,
desde Newton, basicos na fisica classica. [...] nada impede que se
fale em posigdo e velocidade do elétron [...] mas nf#o se pode medir
simultaneamente aquelas grandezas com alta preciséo arbitrariamente.
De fato, o produto das duas imprecisSes, em suas medidas, resultou nao
ser menor ( que o dado por (8) ). [...] os velhos conceitos ndo se
adequam a Natureza de maneira exata ".

Algumas observagdes sobre essas devem ser feitas. Primeiro: se
existe alguma limitagdo, esta envolve a indevida identificagéo
entre os conceitos de VD e VI e ndo o conceito em si. Segundo: uma
medigdo se faz sobre uma VI, sendo incluida no problema como uma
condigdo de contorno, e ndo sobre uma VD, e o interesse recai sobre as
VD quando se pretende descrever o movimento de um sistema. Terceiro:
devidamente compreendidos, os velhos conceitos rejuvenescem como VD em
uma MG exibindo valores bem determinados e exatos. Finalmente, a
referida incerteza carece de uma definicdo precisa. Esta ndo é,

entretanto, uma dificuldade adicional uma vez que em func8o de (3) e

9 Nas referénclas cltadas. ela € denominada de Incerteza por Messlah
( 1958 ), Sakurai ( 1985 ) e Bohm ( 1951 ) assim como na grande
maloria de outros textos. E interessante notar que em Bohm ( 1980 )
ela Ja € chamada de Indeterminagdo assim como em Landau & Lifshitz

( 1978 ).

10
Em Heisenberg ( 1958 ).
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(5) tem-se

&> - <xof = 8(xY) - [8x))? = Vi)

onde V4x) é a varianca da VA X = x. Na linguagem do célculo de

- . . 2 2
probabilidades a diferenca entre os valores numéricos <x'> e <x> das

o
VD x° e x pode ser vista como a varianga V(x) da VA X = x.

Interpretada em termos da teoria de probabilidades tem-se
vix) = (8x)°

onde (Sx)2 & a dispersdo da VA X = x em um ensemble de N - o

particulas,

2 2 °
(6x)=x" - x

Sendo assim, dentro da linguagem do calculo de probabilidades a

relacdo (14.31) pode ser escrita como

V3(x)V(p)

v

h7/4

e ‘interpretada como

[\

(c‘Sx)Z(Sp)2 h“/4

dentro da teoria de probabilidades onde a " incerteza " é interpretada
como a raiz quadrada da dispersdo de uma VA em um ensemble de N » o
particulas.

E importante lembrar, entretanto, que essa interpretagado envolve
na antiga linguagem as ;VI e n3o as VD. De qualquer forma, essa
interpretacdo ndo € um@ interpretagdo necessdria, apenas suficiente. O
formalismo da MGF pode ser descrito em termos da linguagem do célculo
de probabilidades por ser isomorfo a este, mas, insistindo, isso ndo é

necessario, com a sua interpretacdo se fazendo em fungdo da teoria
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de probabilidades.

Outra questdio interessante relaciona-se com o que foi discutido

no cap. 9 acerca da VD q2p2. Devido a definigdo de Q = QF ela pode ser
representada tanto por (p2x2+x2p2)/2 quanto [(xp+px)/2]2 com uma
diferenca entre elas da ordem de h®. Nesta ocasifio discutiu-se os
motivos pelos quais isso ocorre e como retirar essa
" degenerescéncia ". Esse problema dentro da MQ é poucas vezes chamado
a atencgéo 1 0 tratamento dado nesse trabalho deixa, entretanto, muito
clara a sua origem. Enquanto Bohm e Messiah sdo obrigados a colocar a
questdo para ser decidida empiricamente, em relagdo a qual dos
operadores apresenta a correta ordenacdo, nesse trabalho esse problema
ndo ocorre pois a interpretagdo da MGF é muito clara nesse ponto.

O ultimo ponto que se gostaria de discutir nesse trabalho é sobre
a relagio entre a MGF e a MC. Repetindo uma observagdo feita
anteriormente, sobre o ponto de vista deste trabalho, ambas as teorias
s8o corretas, apenas que uma descreve uma dindmica convolutiva, a
quéantica, e, a outra, uma dindmica conjuntiva. Como os aspectos
convolutivos da dinamica em um certo limite tornam-se despreziveis,
apresentando-se como conjuntivos, a MGF deve, portanto, em um certo
limite, apresentar-se como a MC, afinal ela foi construida de certa
forma nesse sentido. Esse limite evidentemente consiste no limite
o » », ou seja, h + 0, mas tem-se na realidade dois limites distintos,
o da dindmica e o da teoria. O limite, de fato, é o limite relacionado
com a dinamica. Tomando como exemplo a particula livre, & facil ver a
partir da expressio para K(n,0), (13.13), que se am é muito grande,
entdo a soma pode ser substituida com um erro pequeno que tende a zero
4 medida em que am - ®» ( lembrar a discussdo feita no inicio do
cap. 13 ) pelo valor maximo desta soma, ou melhor, pelo extremo de
eaS[ar]' Essa operagdo é-a.operagdo trivial %f

Logo, se uma partic{lla livre apresenta am, ou melhor, m/h, muito

grande, a operagéo QF dee ser substituida por % com o referido erro.

11 5
Das referénclas citadas ele € discutldo por Bohm ( 1951 ) e Messlah

( 1958 ).
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A distincfo entre os limites fica bem clara, uma vez que o limite onde
os aspectos convolutivos da dindmica de wuma particula livre
apresentam-se COmo con juntivos é dado por m/h -+ w, enquanto o limite
onde a MGF apresenta-se como a MC, ou se ja, as suas equagdes e VD s@o
as mesmas ( embora nfo ideologicamente ), é dado por h » O. Para
dominios intermediarios, proéximos destes, tem-se dindmicas
quasi-conjuntivas e MG quasi-classicas. Nesses dominios ( os das
chamadas aproximagdes semi-classicas da MQ ), podem ser definidas uma
infinidade de operacdes £, por exemplo, a partir da expansdo de
Volterr‘a12 para o funcional Sly]. Escrevendo S[y] = S[x(t)] a expans&o

de Volterra fornece para S[x(t)] = JdtL(x,x,t) a expressdo

8S

‘ax—({) _(X(t)—X(t)) +

S(x(t)] = SIX(t)] + Jdt
X=X

. (9)

st (e ) (XX +...

+ %!Idtdt’(x(t)—;((t))

onde o primeiro termo é tal que

8S
6x(t)| =
=X
definindo dai uma operagdo que toma o termo de ordem zero S[x(t)] mais
o) _segundo, uma outra com estes mais o terceiro e assim por diante.
Para finalizar, gostaria-se de lembrar que essa relagdo entre a
MGF e a MC como casos particulares da MG reforga ainda mais a |
classificacio da MQ como uma meta-teoria, explicitada, por exemplo,

13 14 . g 15
por Landau “e por Schoénberg ', € numa extensdo das idéias de Bernardes .

12
Em Rosen ( 1969 ).
13
Em landau & Lifshitz ( 1978 ).
18 L . .

Notas de aula do curso de Hlstoria da Clencla do prof. Marlo
Schonberg - IFUSP. |
15 -

Bernardes ( 1988 ), nos EEUS  CUrsos de Termodlnamlca, tem sempre
chamado a aten;ﬁo para ©Os aspectos de meta-aparelho e meta-llnguagem
nas diferentes abordagens ( essenclalmente Clauslus-Kelvin Versus

Glbbs ) da Teorla Classlca da Termodinamlca.
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Isso fica claro nas palavras de Landau, o duplo papel da MC, como
caso limite e, ao mesmo tempo, como fundamento da MQ ", e nas de
Schonberg, " & interessante notar que a MQ é uma meta-teoria pois nega
a MC e ao mesmo tempo ndo pode dispensar a MC pois necessita de algum
ente ( o aparelho de medida ) que ndo se comporte quanticamente para

que ela proépria, a MQ, possa existir
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PARTE V
. CONCLUSAO -

Muitas coisas podem ser ditas na ocasido de uma conclus8o. A
maioria os préprios resultados ja o fizeram. Por isso, retoméa-los e
estender-se, agora, € desnecessario, e pretende-se ser o mais breve
possivel. Desse modo, talvez a melhor conclusdo que possa ser dada
envolve a explicitagio de dois pontos essenciais contidos nesse
trabalho.

Em relacdio a Mecénica em si, a consideracdio do aspecto histérico
as resume bem. A Histéria dos PV dentro da Mecénica é muito
inter‘essantem. Desde Maupertuis, a classe de situagdes englobadas sob
a forma de um PV mostrou-se cada vez mais ampla. Com a definigéio de
agio dada por Euler e Lagrange ( Jpdg ) o PV englobava apenas oS
sistemas conservativos. A extensdo se deu através da definigdo de
Hamilton ( JSLdt ). O que este trabalho mostrou é que existe uma
infinidade de definigdes de acfio mais .gerais do que esta, a partir das
quais constroem-se teorias que englobam um maior espectro de
fenémenos. Isso se deve & extensdo da definico do elemento
nio-observavel das teorias da Mecanica.

O outro se refere ndo s6 a r"elac;éo deste trabalho com a
Termodinimica. Fora o ponto acima considerado, a relag8o ideolégica
estabelecida entre a Mecanica e a Termodinamica ensina, ou melhor,
reafirma, aquilo que Bernardes ha muito tempo diz. Em suas palavras:
" a relagBio de postura ideolégica coerente que deve preceder a
atividade pessoal de qualquer cientista b

'

16
Ver Yourgrau & Mandeistam ( 1968 ).
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APENDICE : LINGUAGEM E ISOMORFISMO.

O homem, h& muito tempo, apercebeu-se da importancia da
linguagem. Os antigos gregos questionavam-se acerca da natureza das
palavras e da organizagio da linguagem. Também os antigos hindus
preocupavam-se com a linguagem, sb6 que devido a motivos religiosos.
Essa preocupagdo estendeu-se por séculos até desembocar no inicio do
século XX onde o seu estudo adquiriu um carater cientifico pelas méos
de de Saussure ( 1857-1913 ), considerado o fundador da Linguistica
Moderna’.

O interesse pela linguagem, entretanto, ndo se restringe a

Linguistica, sendo um importante objeto de investigacdo filosé6fica,

merecendo destaque, por exemplo, os trabalhos de Wittgenstein
( 1889-1951 ). Claro estd que este trabalho ndo se propde a
aprofundar-se em proposi¢des linguisticas ou filoséficas mas,
necessariamente, deve passar pela discussio do papel da linguagem
ordinaria e das metalinguagens dentro das Ciéncias. Embora esta seja

uma questdo complexa, intratavel em algumas linhas, é preferivel pecar

pela superficialidade do que pela omissé&o.

Antigamente a linguagem era vista apenas como o meio necessario
da investigagdo filosé6fica. A Filosbfia Moderna, por outro lado,
passou a considerar a linguagem como objeto da sua investigagéo,

entendendo que aquilo que s6 pode ser compreendido através da

linguagem deve ser inseparavel da linéuagem. Essa moderna visdo
coloca-se cepticamente perante a crenga na realidade independente da
linguagem, formando assim um forte elo entre a linguagem e a
individualidade humana. Apresenta-se assim uma forte convergéncia

dessas idéias com as idéias modernas acerca da Ciéncia, sobretudo da

. 2

Fisica .
(":'

Como Introduglio ao assunto ver Orlandl ( 1986 ). '.
2 " .

Uma referéncla muito esclarecedora nesse gsentido e Bernardes
( 1989B ). Recentemente, o papel da llnguagem nas agoes humanas tem |
sldo repetldamente sallentado por Bernardes, que fundamenta o seu |

ponto de vista naquilo que ele denomlna [ tripé fundamental
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Tradicionalmente, um fato, para ser considerado cientifico,
requer essencialmente objetividade e reprodutibilidade, ou se ja, um
fato s6 & cientifico se a relagao entre o sujeito € o objeto ndo
depender do sujeito individual e se for reprodutivel por qualquer
sujeito. Pressupde-se a existéncia de uma linguagem para a descrigdo
dos fendémenos e comunicag8o das experiéncias. Essa linguagem é o elo
de ligagdo entre individuos de uma coletividade ideologicamente
coerente. Na ultima insténcia essa linguagem ¢é a linguagem comum Ou
ordinaria.

A linguagem ordinaria contém elementos linguisticos béasicos,
conceitos ndo per‘feitan.l-ente definidos e delimitados, incorporados a
ela a partir de certas experiéncias e fendmenos basicos, dos quais
evoluem os conceitos abstratos das metalinguagens. Construir uma
metalinguagem é usar a linguagem para falar da propria linguagem. Toda
Ciéncia tem uma metalinguagem pela qual estabelece as suas definigoes,
conceitos, etc., podendo ser formal ( por usar simbolos abstratos
como, por exemplo, a Fisica ) ou ndo-formal ( por usar a linguagem
ordinaria como, por exemplo, a Histéria ). As metalinguagens formais
usadas na Fisica sdo linguagens matematizadas consistentes € a
explanacéo ultima dos simbolos mateméaticos e das operagdes pertencem a
prépria linguagem ordinaria. Por éxemplo, a relagdo de ordem

matematica citada no capitulo 1 requer uma linguagem que contenha o

elemento linguistico entre ( between ) " ( distinto do entre

( among ) " i

Tais metalinguagens requerem a validade de partes elementares da
linguagem ordinaria, constituindo-se em um refinamento € e€em uma
extensdo logica dessas partes através de conceitos ideais relacionados
de uma forma definivel logicamente. Conceitos ordinarios, como o de
posigdo e velocidade, sdo transformados em quantidades ideais através

de defini¢des formais.-Para isso requer-se a utilizagéo de um sistema

formado pelo imbricamento tnextricavel entre Fenomeno, Ideologla e

Linguagem. Ver também Bernardes ( 1988 ).

3
Em Bernardes ( 1989A ).
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de coordenadas munido de uma regua e um relégio. Mas a utilizagfio de
um sistema de coordenadas j& é uma introdugdio de um conhecimento
basico acerca do mundo fisico. Por exemplo, a especificacio da
coordenada de posigio de uma particula contém um conhecimento das
propriedades espaciais do mundo fisico ndo podendo ser comunicada
independentemente desse conhecimento sobre o espago fisico.

A énfase na linguagem ordindria mostrou-se fundamental a partir
do advento da Fisica QuAntica, vendo-se reforgada na interpretagdo de
Copenhagen da Mecénica Quantica, preconizada nos trabalhos de Niels
Bohr ( 1885-1962 ), sobretudo quanto ao conceito de
cémplementaridade4. Entretanto, para n3o fugir dos objetivos, é melhor
ndo se adentrar na complexidade das questdes ai envolvidas. Os
interesses remetem a discussio para o principio da correspondéncia.

Em 1923 Bohr formulou de modo claro o principio da
corr‘espondéncias. Sua grande utilidade era a de pilar da velha teoria
quantica [ old quantum theory ]. O seu papel na atual teoria quéntica
pode-se dizer é paradoxal, como pode ser visto pela sua presenga nos
livros-texto: alguns ( Messiah ( 1958 ) ) dedicam-lhe um bom espago,
outros ( Bohm ( 1951 ) ) dedicam um capitulo inteiro a questdes
envolvidas por ele, enquanto que outros ( Sakurai ( 1985 ), Landau &
Lifshitz ( 1962 ) ) sequer dedicam-lhe uma linha.

O principio da correspondéncia pode ser formulado, de maneira
pbuco pretensiosa, como: a Mecénica Quéntica deve conter a Mecénica
Classica como um limite ( cuja especificacdo ndo é importante para o
que se segue ). A importancia desse principio é muito maior do que
aparenta, sobretudo no contexto epistemologico. A necessidade da
Mecanica Classica ser correta nesse limite ¢é de fundamental

. A s a0 a s b6 . .
importancia para a Mecanica Quéantica’, inclusive sendo classificada

4 b
Uma coletinea dos trabalhos de Bohr pode ser encontrada em Bohr
( 1958 ) e Bohr ( 1963 ). Um trabalho Interessante é Bohr ( 1948 ).

Ver tambem Bergstein ( 1972 ).
5
Em Bohr ( 1923 ).

Essencialmente no que concerne a teorla da medigao dentro da Teorla
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por Landau e por Schonberg ( cap. 15 ) como uma metateoria.

Bohr sempre enfatizou a necessidade da descrigdo ndo-ambigua dos |
fenbmenos fisicos, em particular os quénticos, em termos da linguagem
ordinaria. De fato, conforme discutido, a linguagem ordinaria permite,
através de seus elementos linguisticos béasicos, a diferenciagdo das
experiéncias pertencentes ao " mundo privado " das experiéncias
pertencentes ao " mundo exterior " e a comunicagdo destas em uma
coletividade  ideologicamente  coerente, isto &, objetividade e
reprodutibilidade. Como a Mecénica  Classica apresenta  uma
matematizacdo da linguagem ordinaria que torna o seu uso nido-ambjiguo, |
o papel do principio da correspondéncia consiste em afirmar que tal
linguagem pode ser consistentemente aplicada como uma espécie de
" gistema de referéncia ", visto que a manifestagdo ultima de um
fendmeno quantico € o seu registro em um instrumento de medida que
obedece as leis da Mecanica Classica, ou seja, que apresenta uma
dindmica conjuntiva, o qual, portanto, pode ser descrito objetivamente
através desta linguagem e dai ser comunicado e reproduzido, condigdes
essenciais para ser considerado cientifico.

Enfim, isso conduz & necessidade de supor que a linguagem
ordinaria através da matematizag8o de seus conceitos basicos que se g
referem ao " mundo fisico " permanega valida nfo s6 na Mecénica |
Quantica como em qualquer outra teoria da Mecénica. Isso significa
supor que, embora as equagdes destas teorias sejam diferentes, as suas
formas devem ser as mesmas, mnesmo hue apresentando um conteudo
epistemolégico radicalmente dif erente7. Em outras palavras, se
classicamente uma dada grandeza é obtida a partir de uma operagao
sobre uma outra grandeza, entdo a correspondente grandeza nessa outra
teoria deve ser obtida pela mesma operagdo sobre a outra grandeza
correspondente.

Essa imposicdo ‘-implica na correspondéncia propriamente

dita através do principio da correspondéncia como um caso particular.
-

Quintica. Ver Bohm ( 1951 ), cap. 22.

A ~ L4
Obviamente, © mesmo com a Termodinamica, na qual essa exlgencla e |

introduzlda através de Bernardes ( 1989 - 1990 ).
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E justo, portanto, usar uma palavra diferente para designar a

diferenca de natureza entre elas, dai denomini-la " isomorfismo ®* ou

w?

" congruéncia . Logo, exigir que uma teoria seja isomorfa & Mecénica
Classica significa que as equagdes, incluindo as variadveis dinamicas,
destas teorias devem ter a mesma forma e dai ser possivel fazer um uso
coerente de uma linguagem através da qual s8o possiveis a objetividade
e reprodutibilidade e onde faz sentido, por exemplo, o uso de

conceitos como energia e momentum.

Pl

Usado por Bernardes deﬁtro da Termodinamica. Dos elementos gregos

" 1gos " = lgual e " morpho " = forma.

Do latim " congruentia " significando harmonla, coeréncla.
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