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A proposta do trabalho ¢ obber_os éalores dos niveis de
energia do Atomo de hélio ou de ions tipo hélio por melo de um
Hamiltoniano modelo que descreve os estados estaclionirios de um
sistema de duas particulas de Dirac em um centro coulombianco.

A fungéo de onda total é escrita como uma combinagio de pro-
dutos diretos anti-simetrizados de bispincres similares as
solugbes para uma particula.

Parte dos espectros do atomoc de hélio e do si1® para os
momentos angulares totais J = 0, 1, 2 (paridades par e \impar,

respectivamente) sfo obtidos.



ABSTRACT

The helium and hellum-like ions energ§ levels are evaluated
using a Hamiltonlan operator that describes the stationary states
of two-Dirac particles system in an external Coulcomb fleld.

The total wave function of the system is an anti-simmetrized
combination of tensor products of bispinors, similar te the
one-particle Dirac solutions.

The partial helium and Si'®" spectra are obtalned for the
total angular momenta J = 0,1,2 (even and odd parities,

-

respectively).



INTRODUGAO

0 método exposto neste trabalho consistie em obter um sistema
de equagdes algébricas de autovalores a partir de um hamiltoniano
fenomenolégico que descreve os estados de um sistema de duas par-
ticulas de Dirac em um centro coulombliano.

A fungdo de onda para o sistema & escrita como a combinagho
linear de produtos diretos anti-simetrizados de fungbes para uma
particula. Estas fungdes, similares as soiuqaes de Dirac para um
férmion, formam um conjunto completo nas variavels de coordenadas
e de spin é sdo dependentes de um Unico parametro ndo linear (A),
relaclonado com a auto-energia do sistema.

No capitulo I, ¢é apresentado o hamiltonlano modelo utilizado
neste trabalho e seus limites de validade.

No capitulo II, as fungdes de uma particula, denominadas
daqul em diante comc fungdes-base, sfo discutidas e analisadas.

0 capitulo III mostra a fungfio de onda total do slistema e a
equagéic secular obtida por intermédic do hamiltoniano.

Por dltimo, os resultados e a concluséo séo épresentados no

capitulo IV.



CAPITULO 1

O HAMILTONIANO

Neste capitulo & apresentadc o Hamiltonlano modelo usado
neste trabalho, seus limites de validade e também sdo lembrados
os modelos alternativos existentes que tém propdsitos seme-

lhantes.

1.A) O HAMILTONIANC MODELO

0 operador
5> > 3> 2> 2 2] 1 1 e2
H(1,2) = c& .p.+ C&,.p + IC (B1 + Bz) - 2e [r_ + F—] =
1 2 I, - r |
1 2
(I.1)
e a equagdo de autovalores
(#(1,2) - E)Wm(l,z) =0 (I.2)

sdo utilizados para a descricio dos estados ligados de um sistema
de dois férmions ];ﬁntiformes submetidos ao potencial de um centro
coulombiano crie carga 2le|. Cada um dos férmions possul carga
e = —-|le|, momento angular intrinseco (spin) de valor igual a 1/2
e massa de repouso m.

0 termo ca.p , sende ¢ a velocidade da 1luz, g = (ax,ay,az)



matrizes de Dirac na representagéo “standard" e i») o momentum
tridimensional do férmion, corresponde a energla clinética da
particula. O termo mczﬂ , onde B €& uma outra matriz de Dirac,
representa a energia de repouso. A interagfio entre os férmions é
dada por ea/lg;—?zl , enquanto que a 1nte}aq&o de cada uma das
particulas com o centro coulombiano & descrita por —Zez/r.

O termo E na equacgio (I.2) é a energia total e Wnsi,Z) éa

fungéc de onda do sistema.

1.B) MODELOS PARA AS INTERACOES

Ao se adotar o Hamlltonlanc modelo (I.1), onde aparecem ape-
nas as coordenadas de spin e de orbitals dos férmlons para des-
crever, por exemplo, o dtomo de héllo, a motivaglio é principal-
mente fenomenolégica.

Segue-se abalxo uma discuss&co sobre os modelos para as inte-
ragdes entre os elétrons, para o nicleo e a Interagic deste com

os elétrons.

interac8o elétron-elétron

De acordo com © formalism6 da Eletrodinamica Quantica (EDQ),
a amplitude da interacfio elétron-elétron, sem a presenga de
potenclals externos, ¢ dada pela expressao1 da matriz S de espa-

lhamento! ;'

As  expressBes nesta sec¥o est¥e no slstema de  unldades atdmlcas:

e=fi=m =1, ¢ = 137,
e



i

= _ i 4
<fIS|i> =<f| T exp{ c I Hint(x] d x } 11>, (1.3)

onde |1> e |f> representam, respectivamente, os estados inicial e
final do sistema; T representa o operador cronédélogico e Rint. a
densidade do Hamlltonlano de interagfio que, no caso da Iinteragfo

eletromagnética, € dada por:

=-1
Hlnt =-2J (x)Ap(x) , (1.4}

sendo j”(x) o operador quadricorrente e A o operador quadri-
potencial eletromagnético. Consldere, para todos os flins, que o
callbre utillzado € o calibre de Coulomb, dado por ;.: = 0, onde
Rea componente tridimensional de AHx.

Os elementos da matriz S podem ser expandidos numa série de
poténcias em 1/c, no caso de Iinteragbes eletromagnéticas. Para
tratar do problema especifico da interagfo elétron-elétron, os
estados final e iniclal devem cada um apresentar tfo somente dois
elétrons. Assim, o primeiro termo da expansfo da matriz S &
nulo[ 2]. J4 que n&o ha f6tons em ambos os estados,

0 termo seguinte, de segunda ordem em 1/c, pode ser repre-
sentado graficamente por melo de dols dlagramas de Féynman“ﬂl.
como mostra a figura 1. Nela, os valores p1 e p2 representam os
quadrimomenta Iiniclals dos elétrons e P, € P, ©S quadrimomenta
finals. :

A flgura 1(a) mostra o diagrama de Feynman que representa o
chamado espa{hamen;o direto, onde ocorre a troca de um féton de
quadrimomentum q = PP, = pi—ba entre os dols elétrons. A outra
figura, 1(b), & conseqlitncia do fato dos dols elétrons formarem

um sistema de particulas ldéntlicas: o dlagrama representa o cha-

mado espalhamento de ‘troca {"exchange"), sendo q = p_-p

1 Py T P3P,
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Da soma das amplitudes referentes aos diagramas apresentados
pode-se obter a expressiio para a segfo de chogque do chamado espa-
lhamento de Mpller '),

0 resultade que interessa obter a partir dos dlagramas 1(a)

e 1(b) & o chamado potenclal de interagfic entre os elétrons.

- 2
>f’<
% 3

(a)

2 “
>5"<
“1 2

(=),

Figura 1: diagramas de Feynman referentes ao espalhamento de dois
férmions em segunda ordem de 1/c. As linhas continuas representam

as trajetérias dos férmions e as pont]lhadas, as dos fétons.
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A funcho Vlnt que representa este potencial no espago de configu-

racdes é[ 21413%

v =101 -

int 1 ~r (L.5)

sendo r aAdistancia entre os elétrdnsf W onvalor da energlia tro-
cada entre os elétroﬁs 1 e 2 por meio de um féton, « e o« Bas
matrizes de Dirac Ja comentadas anteriormente.

H4 dificuldades no uso direto do potencial (I.5) para os
calculos referentes a interag@o elétron-eléiron: o potencial nio
é hermitiano e depende dos estados inlclal e final.

Uma maneira de contornar estes problemas & expandir o fator
de fase em {I.5) numa série de poténcias até a ordem de vere? (v
é a veloclidade da particula). Para ordens superiores de vz/cz,
seria obrigatérlio levar em conta os graus de llberdade do campo
eletromagnético.

A componente \A da velocidade tridimensional de um elétron é

dada por

v = [bn'xk] =ce k=12,3;

sendo bD = cg.g + Bmc2 + Y o Hamlltoniano para uma particula de

Dirac sob um potencial V .

Portanto, a expansdo do potencial V1nt é dada bor[ 4,
> 2 > 3
X {a,.r Jla.r )
v sv=i—1—{&’.&’+ 1 12 212]. (1.8)
int B r ar 1772 2
' 12 12 ria

(r12= distancia entre os elétrons)
A expressdo (I1.6) acima é denominada potencial de interacglo
de Breit! ®,

0 termo relevante em (I.8) é o primeiro (1/?12), que é o
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prépric operador de interagfo coulomblana instant&nea entre os
elétrons e J4 se encontra no Hamiltoniano (I.1). O terme restan-
te, denominado interagiio de Brelt, representa uma corregéo da

5
ordem (sl

de ZaazRy nos nivels de energia de um Atomo de nuamero
atédmico 2, sendo « & 1/137 e 1 Ry & 13,6 eV. Portanto, para valo-
res balxos de 2, a contribuigfo da interagio de Breit & pequena,

[21]

como mostra Mann & Johnson para o caso de estados funda-

mentais e Mohr'®! no caso das transicdes 2351—23P0'2. Assim, o
uso da interagéoc coulomblana instant&nea como modelo para a inte-
ragido elétron-elétron & satisfatério para os casos que se preten-
de znallisar neste trabalho.

Caso fosse proposto o cédlculo dos valores de energla de ions
com numeros atébmicos Z muito grandes, o uso da interagdo de Breit
na forma (I.B6) para corrigir a interag8o entre os elétrons nfo
seria adequado, uma vez que €& uma aproximacgfo em vz/cz. Contudo,

81,
[81,[13]1,(21] da

mesmo que fosse utllizado uma forma mais precisa
interagéo de Brelt, seria precise incluir os efeitos referentes
ao deslocamento de Lamb, J&4 que a ordem de grandeza entre a cor-
regdc acrescentada a interagdo de Brelt e este deslocamento s8o

comparaveis[sl’“a].

o nicleo

No modelo apresentado em (I.1), o nicleo do 4tomo & conslide-
rado puntifone, com massa infinita e admite-se que sua interacgéo
com os elétrons & um potenciallexterno. A rigor, 4tomos de hélio
ou ions tipc héllo deverlam ser entendidos como um problema de

trés corpos. Além dlsso, seria preclso levar em conta que o

nicleo possul uma estrutura interna complexa, apresenta momento



magnético e mesmo cutros momentos multipolares e tem dimensdes e
massa finitas.

Contudo, os efeltos ligados a estas Gltimas consideragdes
sobre os nlvels atémicos sio bastante pequenos e podem ser des-
prezados no momento. A massa do ntcleo de um atomo é muito grande
(massapréton & 1836 massaelétnn) em relagio a soma das massas

dos elétrons. Além disto, a corregéo dada aos nivels de energia

devido as dimensges finitas do nacleo é apr'o:-cimada.rm’-:nte["5 igual

a

gﬁ ze2|u(0)(3<r?> |

onde u{0) é o valor da fungd@o de onda atémica na origem e <, o
valor quadratico médlio do ralo da distribuigio de carga nuclear
em torno do seu centro de massa. Esta corregio & feita pratica-
mente nos estados S. Por exemplo, no caso do hldrogénio ou de
ions hidrogentlides, com Z<<137, a corregiao no nivel 151/2 é da
ordem de 1 Mhz {El,leO_m hartrees), J4 que a razfo entre o raio
do nicleo e o ralo de Bohr & aproximadamente 107%,

A contribuig@o aocs nivels de energia do héllo devide aos

efeltos da massa finita do ntcleo, principalmente do chamado

termo de "polarizagio de massa" por Bethe & Salpeter[ s ou cor-

[18] [i2}.

reciao de Hughes-Eckart por outros & da ordem de 107",

Estes calculos das correcges de massa e tamanho do ndcleo

citados acima foram realizados usando o formalisme ou
' .
aproximagdes ndo-relatlvisticas. Uma extensio desses calculos

usando a teoria relatlvistica fol reallizada por Stonelaﬂ, que

considerou o nuclec como sendo um conjunto de particulas de

3l

Dirac. Grant & Quiney[1 discutem as condlgdes de contorno das

fungdes de onda relativisticas caso fosse considerado uma distri-

10
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buigdo esfericamente simétrica das cargas do nucleo.

Cutrc fato a ser comentade é o acoplamento do momento
magnético nuclear ﬁ; com o momento do elétron (incluinde também
o momento magnético antmalo), que também contribui para o surgi-
mento da estrutura hiperfina do &atomo. Como o médulo do momento
maghético nuclear, IH;I, é proporcional a razdoc entre a massa m_
do elétron e a massa mp do préton, m;/m; & 1/1836, a separagdo
(gquando ha) dos niveis é pequena. Por exemplo, para ¢ nivel 238
do He® a freqiiéncia experimental Av = AE/h, que corresponde &
separagdo do nivel da estrutura hiperfina, ¢é Igual a
(6739.71%0.05)Mhz'®®!, aproximadamente 10™° hartrees, conforme
indicagdo de Bethe & Salpeter.

HA muitos calculos de estrutura hiperfina de sistemas de
muitos corpos usando a teorla nAo-relativistica, como o de
Lindgren et al.''®’, mas nio fol encontrado na bibliografia dis-

ponivel algum trabalho analogo onde aplicou-se a teoria

relativistica.

interagdo elétron-nidclec e corre¢des radiativas

No Hamiltonliano (I.1), o potencial do nicleo ¢ entendido
como um potencial externo gerado por um centro coulombiano atra-
tivo locallzado na origem.

A Iinterag@io de um elétron com um potencial externo eletro-
magnético pode ser representado pelo dlagrama de Feynman que se
encontra na figura 2{(a), onde g = p’-p, sendo g o quadrimomentum
do féton e p’,p os quadrimomenta do elétron antes e depois da
interagio, respectivamente. Os demais diaéramas. 2(b), 2(c), 2(d)

[111

e 2(e), representam as chamadas corregdes radiativas em pri-

11
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N meira aproximagBic de o e se referem & Interagio do elétron com o
) seu prépric campo.
'? Os diagramas 5 2(b) e 2(c), denominados "diagramas de
; auto-energia”, mostram o életron emitindo-e absorvendo o mesmo
D féton (virfual) de quadrimomentum k antes 6u depols de haver in-
,; teragido com o potencial externo; o .diagrama 2(d), denominado
) "diagrama préprio do deslocamento de Lamb", representa o elétron
C)

emitindo um féton k virtual e absorvendo o mesmo apés ter Intera-

N X
-

L o i

Figura 2: diagramas de Feynman referentes 4 linteracdo de um
~ férmion com um potencial externo e suas correcgles radiativas de

primeira ordem em «.

12
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gido com o potencial; finalmente, o "diagrama de polarizagfio do
vacuo", figura 2(e), mostra a criagiic de um par virtual
elétron-pésitron pelo potencial externo e sua conseqliente aniqui-

lagdo.

Baseando nas regras de Féynmah“oJ

, calcula-se para cada um
dos diagramas descritos no pardgrafo acima uma amplitude de pro-
bablilidade que, somados, dio conta do processc de interagéic em

primeira ordem de a.

Quando se trata de estados 1ligados, estas corregdes

51 [17]

explicam[ o chamado deslocamento de Lamb e o momento
magnético andmalo do elétron. Apenas por curloslidade, estes
fendmenos serviram para confirmar a validade dos resultados ob~
tidos pela teoria da Eletrodinamica Quantica.

O momento magnético andmalo do elétron & uma corregic ao seu

momento magnético devide a sua auto-interagic. Assim, em primeira

ordem de «, tem-se:

a
M= [ 1+ 5= ]“o (1.8}
eh
onde “o = onc
Historicamente, denominou-se deslocamento de Lamb a

separagio entre os nivels Zshé e 2Phq do hidrog@nlo. en desa-
cordo com o que previa a equagdoc de Dirac, que apresenta o mesmo
valor de energia para ambos os estados. O deslocamento de Lamb é,
contudo, observado em todos os niveis e a constante ligada a

estas corregdes é dada pela expresséc

2
o mc 3 1

sendo A a chamada "massa virtual" do féton, relacionada com as

divergénclas da auto-energia quande se considera os quadrimomenta

13



k dos fétons virtuals proximos de zerolll{

0O termo contendo 1/5 em (I.9) se origina do diagrama 2(e) e
os demais, assim como o termo «/2m em (I.8), vém dos diagramas
2(b), 2(c) e 2(d). a

Contﬁdo, 0o efelto destas corréqées noé niveis de energia de
um atome ou ion com Z relativamente baixo pode ser negligenciado.
Por exemplo, no caso do 4tomo de héllio, a razéo entre as
corregdes radiativas e a energla total da separagfo entre os

niveis 2351-23P0 & da ordem de 0,002% %!,

Bethe & Salpeter mos-
tra que o termo que mals contribul para as corre¢fes radiativas
de um Atomo de dois elétrons é aquele que se refere ao "diagrama
préprio do deslocamento de Lamb" (fig.2(d)) e é da ordem de Z%°.

Para valores de 2 muito grandes, o valor do deslocamento de
Lamb passa a ser slignificativo. Todavia, neste caso, ele precisa
ser levadc em conta juntamente com a interagdoc de Breit, como Ja
fol escrito no final da segdo I.B. Isto pode melhor ser entendido
observando a figura 3: em 3(a), temse ¢ ‘"diagrama de
autcenergia"; em 3(b), a "polarizagic do vacuo"; em 3(c), a inte-

racido elétron-elétron (espalhamento de Mpller). O namero de

vértices (cruzamento entre a linha pontilhada e a linha continua)

'. ~GOX 1

——

L lr L X e oL = Ok

Figura 3: diagramas de Feynman referentes as (a) auto-interac3o;

(b) "polarizacdo do vicuo”; (c) interacdo de M¢ller.

14



indica a ordem de corregfio (primeira aproximagio em a) no forma-
lismo da EDQ e € 0 mesmo para os trés.

Eventualmente, caso fosse calculado ¢ deslocamento de Lamb
nos nivels de um &tomo de doils elétrons, as malores

131 viriam das correq‘c';es 'radia;tiva.s da interagio de

cont.r'lbuiq;‘Ses[
um elétron com o potenclal externo (figuras 2(b),...,(e)). Note
nas figuras 3{a) e 3(b) que tudo ocorre como se as respectivas
linhas & esquerda nfo estlivessem presentes. Contudo, a Algebra
envolvida nos célculos das corregdes radiativas tem-se mostrado

) declara e Mohr[m] mos-

bastante Ardua, como Grant & Cluimse:,/l[l:3
tra, no caso do problema de N-elétrons, principalmente em relagio

aos "dlagramas de auto-energia".

1.C) OUTROS METODOS

Discute-se nesta segic outros modelos que descrevem sistemas

constituidos de duas ou mals particulas.

método de Tamm-Dancoff! s!

Este método permit.e.descrever um sistema de duas ou mals
particulas carregadas em qualquer ordem de apr'oxiniﬁc;ﬁo dese jada.
Consliste em obt.er_um conjunto de equagdes integrals acopladas na

representagio de momentum a partir da equagdo simbdlica abalxo:
r

(E - Ho)'ll = H¥ (I.10}

O operador H' representa as interagfes entre as particulas e
fétons, a interagféio coulombiana entre as cargas e a Interagfo das

particulas com eventuals potenciais externos.

15
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Inicialmente, considere que n80 ha qualsquer Interagdes,
1.e., que H'=0. As autofun¢®es do operador Hb podem ser represen-
tadas por ¢n.m e cada uma delas Indicam um certo estado que
contém n particulas e m fétons, todos n3o-interagentes. A funcgéo
de estado fotal ¥, portanto, pode ser expanéida no chamado espago

de Fock cémo uma soma Infinita na forma:

_ > 32 > -
¥ = 8P * a1,o(p)¢1,o * a1,1(p'k)¢1,1 * ah,o(px'pa}¢a.o *
_ > 3> 2 3
- Za.n.m(pl,...,pn,kl,....kmwn'm (1.11)
0 estado ¢0 representa o Vvéacuo, i.e., a auséncia de

particulas e fétons e 2, ¢ a sua amplitude de probablilidade em
relacido ao estado efetivo ¥. Do mesmo modo, os demals valores
para anJﬁg;...;ﬁ...) dso a amplitude de probablilidade dos cor-
respondentes estados ¢n'm onde ocorrem n particulas com seus res-
pectivos momenta 3 e m fétons com seus respectivos momenta 2. Por
exemplo, al.o(g) é a amplitude de probablilidade de haver uma
unica particula, com momentum 3. e a auséncla de fétons.
Utilizando os operadores de criagdo e anliquilagéio de
particulas e f6tons de acordo com o formallsmo da Teoria Quantica
dos Campos, pode-se obter os elementos de matriz do operador H’
indicando a transigéio entre os estados distintos ¢;“m, e ¢n._.
Para calcular as amplitudes a , substitui-se na equagéo

B

(I.10) a fungio ¥ fela sua expansdo dada por (I.11). Em seguida,
. 1

aplica-se em ambos os lados da equaGdo (I.10) um produto de n

operadores de aniquilagdo de particulas e m operadores de aniqui-

lacdio de fétons. Toma-se, depols, o produto escalar entre o re-

sultado obtido e o vetor ¢°, referente ao estado de véacuo. Desta

maneira, isola-se os termos referentes ao vetor ¢n|n e obtém-se
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a

D
E A

um conjunto infinito de equagles integrais acopladas envolvendo

as dlversas amplitudes a .(Bl. e ;i’i, ...) e sem depender mals de

operadores de criagfo e aniquilagic e do vetor ¢°.

Para o caso de um sistema de dols férmions, e.g., elétrons,
o vetor px;-incipal na expansfo ¥ é-¢2'-°('p>1,-32). Se for levado em
conta somente este vetor, obtém-se uma dnica equaglo para
aa.o(gi,i))z). Contudo, se for adotado a teorlia dos pares de Dirac,
deve-se admitir a ocorréncia de positrons, ou melhor, pares
elétron-pdsitron. Assim, acoplados aos termos referentes ao vetor
¢2'° no conjunto de equagdes, pode-se também ter a ampllitude

referente ao vetor ¢ I.e., a ocorrénclia de trés

a '
2,(1),0' 2,(1),0

elétrons e um pésitron, onde (1) indica o par elétron-pdsitron.

Também pode-se Incluir no operador H' a Interagio dos
elétrons com o campo de radlagdo, o que leva ao acoplamento do
vetor ¢2'0 com ¢2'1, por exemplo, bem como com estados na forma
¢2'(”’1. ¢2,2 e assim por dlante.

Portanto, mals e mals estados de ordem superior podem ser
acrescentados, ao menos em principlo, ao conjunto de equagdes
acopladas.

H4 também o chamado "novo método de Tamm-Dancoff". Similar
ao proprio método de Tamm-Dancoff, se diferencla deste por Iin-
volver também os estados de energla negatlva e conslderar como
estado de vacuo nao o vetor ¢o' mas o vetor de estado com o menor

autovalor, correspondente ao e‘stado de auséncla de particulas e a

presenga de potenclals externos e do campo de radiagao.

equag@io de Bethe-Salpeter

0 método descrito anteriormente nfio exlbe uma clara invari-
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ancga relativistica, ao contrario da chamada equagdo de Bethe-
Salpeter,
Durante o flinal da década de 40, Feynman, Schwinger,

[25)

Tomonaga e Dyson desenvolveram um tratamento relativisti-

camente 1ﬁvar1ante para o problemé de esialhamento de duas ou
mals particulas. Bethe & Salpeterjzsl. em 1951, apresentaram uma
extensdo do formallsmo desenvolvido por Feynman para ser aplicado
ac problema de estados ligados de dois férmions interagentes, na
auséncla de qualsquer potencials externos. Estes deols férmions
interagem entre sl por melo de troca de fétons ou mésons (quando
se trata de nacleons).

No caso de um espalhamento envolvendo ambos os férmlons, o
método de Feynman fornece uma receita para calcular a amplitude
de probabllidade do processo por Intermédio de uma fungio ampli-
tude ("kernel") K(3,4;1,2), ou sejJa, dado um estade inicial
¥(1,2), onde um dos férmions se encontra na poslgio Jrl"l do
espago-tempo € o outro em xzp, o estado final (3,4) pode ser
deduzido usande o "kernel" K(3,4;1,2).

A fungdo amplitude pode ser escrita como uma série em gz,
sendo g a constante de acoplamento da Interagio, seja esta ele-
trodindmica ou mesdnica. Cada um dos termos desta sérle é repre-
sentado por um dlagrama de Feynman correspondente.

No caso de estados ligados, €& preclso considerar que o tempo
de interagdo 'entre as particulas & infinito, ac contrario do caso
do espalhamento. Assim, exclul-se dentro da fungdo amplitude o
termo correspondente @&  propagacgéo de férmions livres

nio-interagentes. Com este argumento e adotande a representagdo

no espago de momentum, Bethe & Salpeter obtiveram uma equagéo
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integro-diferencial para os estados ligados de dois férmions na
auséncia de potenclais externos e que se mostra invariante por
Lorentz.

E possivel escrever a equagio de Bethe & Salpeter em termos
do operaddr de quadrimomentum total P” do-éistema e do operador
de gquadrimomentum p’“l relativo. Sejam m e m as respectivas
massas de repouso dos férmions em quest&@o. Considere que K*
representa o gquadrimomentum total de um certo autoestado do
operador o com auto-energla KD. Para que a fungho de onda
referente a K represente um estado ligado ¢ preciso que =wm
segulnte condigdo seja obedecida:

IKI1? = K#Kp < (m + mb)2

0 cdlculo das fungdes de onda usando a equagdo de Bethe-
Salpeter é felto numa forma aproximada, J& que seria preciso
interromper em algum ponto a série que representa a fungfo ampli-~
tude. No caso da constante de acoplamento g ser suficlientemente
pequena, ¢ possivel obter uma boa aproximagio considerando
somente o primeiro termo ndo-nulo da série, que se refere a troca
entre ambos os férmions de um uUnico quantum de cada vez. Ordens
maiores que representam a troca simulténea de dols ou mals gquanta
ou a formagio de pares virtuals podem ser desprezadas.

Contudo, mesmo que fossem eventualmente levados em conta
termos de ordem superlor em qualquer um dos métodos aqui apresen-
tados, ¢ ilusério acreditar que com isso seja possivel obter uma
solugéo exatalls{

Por exemplo, no caso da interagfo eletromagnética, corregdes
radiativas de ordem superior a « podem inclulr processos repre-

sentados pelos diagramas da figura 4. Todavia, os fétons, além de

19



interagirem com o campo virtual dos elétrons, também podem inte-
ragir com o campo virtual de outras particulas, e.g., mésons.
Esta interagfc com outras particulas é representada por dlagramas
similares ao diagrama de "polarizagio do vacuo", ou seja, dlagra-
mas gue répresentam a formagdo e éonseqﬂeﬁte aniqulilagdo de um
par de mésons.

Considere m_ 2 massa do elétron e M (>me) a massa de um dado
méson. A ordem de grandeza dos termos gue representam a “polari-
zagéo do vAcuo" de mésons é (me/M)2 menor que a dos eléetrons' ™.

Certos mésons, como mions e pions, apresentam um valor para
suas massas de tal modo que a razéoc m;/M ¢ da mesma ordem de
grandeza que o. Assim, termos referentes a formaglo de pares
virtuais de pions e muons podem concorrer com os termos dos pares
elétron-pdésitron de ordem superior. A Eletrodinimica Quantica
admite o tratamento de muons, mas no caso de pions nfo mals se

aplica, JA4 que sfo particulas referentes & Interagéo fortella{

——

Figura 4: corre¢fes radiativas de segunda ordem em «.
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CAPITULO II

FUNGOES - BASE

Uma maneira de construir fungdes de onda de sistemas de
muitos corpos € a partir do produte direto de fungdes de onda de
uma particula. No caso de problemas envolvendo atomos, & conveni-
ente usar como fungdes-base as solugdes de uma equagio de onda
para uma particula sob um potencial externo adequado.

Neste trabalho adota-se, como fungdes-base, fungles seme-
lhantes as solugdes da equagdo de Dirac para um férmion de carga
e (onde ¢ = == |e|) submetido a um centro coulombiano.

Inicialmente, serad apresentado a equagidc de Dirac na sua
forma geral e seu uso para a resolugéo de um problema especifico.
Em seguida, serfo estudadas as solugdes para os estados ligados e
as condligdes de contorno. Finalmente, as fung¢des-base para este

trabalho serfo estabelecidas e analisadas.

11.A) A EQUAGAO DE DIRAC

Considere uma particula de spin 1/2, massa m € carga e, sob

um dado quadripotencial eletromagnético Ax) = ( Eéfl ; A(x) ),

sendo &(x) o potencial escalar e z(x), o potencial-vetor, ambos
u o_ >

fungbes das coordenadas &= x=ct, r } no espago-tempo. A

equagio de Dirac para a fungfio de onda ¥(x) dessa particula, na
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forma covariante, é[ ‘h

Bp -ea) - me (x) = 0. (I1.1

[ar P, L, ¥ )

O operador p"t = jh g;— & o operador de quadrimomentum, 7” séo
u -

matrizes qﬁadradas de ordem 4 que obedecem as condlgdes

v
ar"ar +7”1"=23p’v.

onde g“v € o tensor métrlco cujas componentes séo émg 1, g =-1

(k= 1,2,3) e &V=0 (p # v).
A equacgdo (II.1) pode ser reescrita numa forma mals adequada
para obter as fungdes-base se multiplicar 3 sua esquerda pela

matriz 70:

i_ga_fwtxu[g,(g-ez)+3mc+g¢]mx). (I1.1%)

Defini-se o operador :
b= ca. ( 3 -eX) + gmc? + ed , (11.2)

onde as matrizes B8 e d (matrizes de Dirac) representam os produ-

tos matriclals:

ma;
1 0
1 B = ,

0 -1

0 o 0 o 0 o

1 2 3

al = . az = . as =
o 0 o 0 o 0 '
1 2 3
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o

onde "0" denota uma matriz nula 2x2, "1" é a matriz identidade de
ordem 2 e (o-l,o'z.cra) s8o as matrizes de Paull.

E preciso agora encontrar as solugdes referentes aos estados
estaclonarios do elétron sob um potencial _externo eletrostatico
de uma cax;ga puntiforme Zle| (2 inteiro) éolocada na origem das

coordenadas., Para tanto, admita que

e definir a fung¢io de onda como
V(x) = exp{-iet} we(?),

onde € é o valor da energia do elétron. Portanto, (II.1’) torna-
se

[c&’. P+ Bmc® — zi] npet?) = e we(i’). (11.3)

r

0 termo c&).i) representa o operador de energla cinética e o
segundo termo, Bmcz, estiA associado com a energla de repousc da
particula. A equagio (II.3) é comumente chamada de equaglo de
Di rac-Coulomb 2%,

Utilizandc o parametro
1/2
(11.4)

N
Il'h
Nl N

c
que esti relaclionado com o valor quadratico médioc do momentum da
particula, a.equagio (II.3), apdés a divisfo por 2Ac, adquire a

forma abaixo:

1-> me € e 1 >
é—xa.p+ "Z_XB—Z—AC—Zh_c—ZA_r‘ l,be(r)-o.
h
Definindo
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_ 2Aar
= (11.5)

tem-se que

Ry
ol

€ Za

mc > - »
+ > B e ~ p | Ye® =0 (I1.3")

&
> =

2
onde o = € —l— ¢ a constante de estrutura fina.
hc 137

I1.B) AS FUNCOES we(?)

As solugdes para a equagio (II.3), as we(?], s8o0 bispinores.
Devido & simetria esférica do sistema, é conveniente adotar as

variavels angulares r, 8, ¢ para o bispinor we(?):

we = we(r,e.w) .

Na representagdo "standard", we toma a forma

5 ¢(r,0,9)
Ye(®) = 2ir.0,0)

As quantidades ¢ e x s@o esplnores de ordem 1, onde a primeira é
denominada “grande componente" e a segunda, "pequena componente".

Abaixo sdo apresentados quals os operadores que comutam com
o operador (II.2) e quals sf@io as condigdes de contorno a serem
impostas as fungSes de onda.

Considere o oﬁerador de momento angular total j da particula

dado por
3=7+32.
O operador T representa o momento angular orbltal da particula e

3. 0 seu momento Intrinseco - o spin. Como ndoc hd uma dlregfo
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preferencial no espago, ¢ possivel concluir que o operador 3 co-

muta com o operador §, dado por (II.2). Se ndo, veja quelz‘h

cl 3. 2P 1+ mc?l 3, g1~ Ze?l 3. % ] =

o L

[ 3 51

cl 1, apl+cls8 &5

Se fér considerada uma tnica componente de f, observe que:

33 . B _
[ 1, «p 1 = azl 1,.p, ] + ab[ 1, P, 1= 1( ®p, ~ «p, ),

ou seja, tem-se uma quantidade ndo-nula para [f, 3.3 1:

idxp=0.

2 -
Por sua vez, para s = o, novamente tomando uma das compo-

BN =

nentes, obtém-se que:

1 > >
= [ o, &P 1 = i( «p, ~ «p ) — -1

4
z

x 3 # 0 .

Usou-se acima a seguinte propriedade das matrizes de Paulil:
oic; = 2iekmnah ,
onde € ¢ o tensor anti-simétrico de Levi-Civita.

Portanto, conclul-se que, a partir dos resultados acima, 3 é
uma constante de movimento.

J4 o momento angular orbital ?. ao contrario do que ocorre
com equacdo de Schridinger na éituaqéo correspohndente, ndo & uma
constante de movimento. Contudo, o numero quantico &, assoclado
ao operador f, se‘ja nao representa mais um valor definido para o
momento angular orbital, continua definindo a paridade do estado,
como Seréd mostrado adlante.

A seguir, as partes angular e radial das fungdes we(?) s#io

anallsadas.
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II.C) PARTE ANGULAR DE wE(F-’)

A parte angular das componentes ¢ e- y do bispinor "be é

proporclonal ao espinor esférico

3 1 3 0
ﬂﬂu(n) = E <¢ s B o | 4 o> £,p-c'(n) X, (II.8)
o= *1/2
onde
>
5> _r
n=—-;
r
Yz (2) : harménicos esféricos;
N4
1 0
o 1/2 -1/2
AT A y X = ;
0 1
<¢ - po o| 4§ p > : coeficiente de Clebsch-Gordan,

referente ao acoplamento do
momento £ = 0,1,2,... com o momento intrinseco de valor 1/2; u é
a projecéo no eixo z do momento angular total 3; o=+ %-— % € a
pfojeq‘é.o de spin.
4]

Expl icitamente[ ,

para £ = & -

+ 1 12 5
24 + 2 ] Yl.u - 1/2(n)

Q. (n) =- 1/2
#u frp+1 2
[ ] Yz,p . 1/E(n)
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i+p 1/2 5
[ 24 ] Ye.p - 1/2“')

J-n 1/2 5
[ 24 ] Yl,u + 1/z(n)

0 espinor esférico Q 4‘.&1(3) ¢ uma autofuncio dos operadores

Qﬂ#‘ﬁ’ =

,jz, Jz, 12, lz, 82, s, (j é o operador momento angular total da

particula, Jz € operador de projecio no eixo z do operador 3; f é
o operador momento orbital e lz, a sua projecdo no elxo z; _s) é o
operador de momento de spin e 5 . sua projegédo no eixo z}:

Fa, @) = i4#1) nﬂ#(ﬁ) ,

§TM
1% nﬂ#(m = s(m)nﬂptﬁ) ,
2 3. _ 3 > _
B Q#”(n) =3 Q#,u(n) (a = 1/2) .

Existe um outro operador para o qual le(ﬁ) ¢ também uma

autofuncgao:

cujos autovalores sio

(2.7 + 1) nw('ﬁ) = [-(4 + ;- 2+ e+ 1)1 0, (R =kQ, (R),

ou sela,

£,1$ara; L -

]

-(£+1), para £ =& +

Lo

Como j érsempre um valor positivo, o valor de k € sempre

diferente de zero:

E importante notar gque
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e que

K , para x > O

- (k +1), para k < 0

Portahto, com o valor de k & sempre ﬁbssivel obter o valor
de 4 e L
Os esplnores esféricos sio ortonormais:

2n 1

*
> 3 . _
[ [ [QJ.Z.“.(n)] Ry, (R) oind do dp =5, 8,5, .
0o 0

Desta forma, o conJunto
R, (R, k=1, £2, ...; —;sps;}
#u

forma um conjunto ortonormal no espago das coordenadas angulares
e no espago de spin 1/2.

Como o operador 3 comuta com h, tanto a "grande" como a "pe-
quena" componente possuem © mesmo valer para o médulo de x.
Resta definir quals valores de & cada uma das componentes deve
apresentar.

Os valores de x que possuem o mesmo mdédulo e slnals opostos
correspondem a diferentes valores de ¢, que definem a paridade do
estado. O operador assoclado é.parldade é o operador de inversio
espaclal, que leva ? em -?. Tal operador comuta com b.

Para que a equacio de Dirac mantenha-se invariante sob uma

inversio espacial, as fungdes ¢ e x, na representacgio "standard”,

transformam-se, segundo Landau' 4%
¢ — i
x— -ix
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Por sua vez, o esplinor esférico nﬂmtﬁ), sob uma inversfo

espaclal, transforma-se segundc a expressfo:

->

. (-9 =-na,, @ .

Jtu s

Portanto, a "pequena" e a "grandg" componente transformam-

se sob uma Inversao espacial do seguinte modo[ ‘h

¢ —> L(-1)£¢ '
¢
xr — ~i(-1)" x

Para que o estado representado por we tenha uma paridade
definida, €& preciso que a "pequena" componente jx apresente um

valor I distinto do valor & que a “"grande" componente ¢ possui:

->

¢ thp(n)
v = o
[ * ] Q;?p(g)
1]
E=24-10

{Note que o bispinor tem sua paridade definida pelo valor de & ).

11.D) PARTE RADIAL DE we(?)

Consldere qué g{r) e f(r) s#o, respectivamente, as partes

radlals da "grande" e da "pequéna" componente:

. 3

s ig(r) thp(n)

we(r) = R (11.7)
-f(r) nizp(n)

As fases nas componentes do bispinor foram escolhidas por conve-
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[ 1]

niéncia
A agdo do operador 3.3 sobre a funciio de onda we(?) é des-
crita por:
> > >
. 0 o.p Ig(r) Qieu(n) oy Ga.p) fir) QJ (n)
ZA | 22 _ > | T 2% > >
0 f(r) Qiiﬁ(n) iI(c.p} glr) QJCH(D)
Ve ja gque
2 _ 3 >
Qﬂm(n) (ozn)nﬂm(n)
Entéo,
5 (2 Peg @er) = (3.3) (2. D, D) =
_ d .2 1&7 >
= '1[ _P + ; + ; w ]nﬂﬂ(n)f(r) .
Como
35 ¢ n##(a’) = -(1 + k)h n’.m(i%) .
tem-se, desta forma, que:
1 _ o [d k-1 >
- 5% (¢ ﬂ (R)f(r) = 1[ b ]f(r)nﬂp(n) .
Por outro lado,
% @B, @Der) = - = (3.3)(&’.3)%”(3)3(:-) =
a4 2. 1&7
- [$+ 2, ET] 7 (Be)
Neste caso,
L @EDeE @) = k- 1) 2g @) .
Portanto,
5% (5)'.3](!#“(11)3(1') [ ] gr)ag, M .

Juntando os resultados acima com os resultados da aplicacgio
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dos demals operadores sobre a fungfoc de onda, obtém-se o seguinte

conjunto de equagdes diferencialis para a parte radiai:

- . ne2-e 1172
[g—p+1—xf(p)-% 2 glp) + Zglp) =0
P - mc +e - P
« - ] (II-S)
2 i1/2
- mc +€
d 1 +«kx 1 Za
4 - = £flp) - L r(p) =0 .
[ B 5 _g(p) 3 {mcz_e ]» (p) 5 (p)

Considere o comportamento de g(r) e f(r) nas situagdes em
que r -5 0er — = Quando r é pequeno, o conjunto de equacgdes

acima torna-se:

_j—p+1;’°_f(p)+%g(p)=o
:g;+1;'cjg(p)—z—:'f(p)=0 :
ou
'(pf)' - K (o) + & (pg) = 0
P P
{pg)’ +§(pg) —z-%(pf) =0 .

Assim, como pg e pf aparecem de modo equivalente em ambas as

equagdes, pode-se procurar as solugdes na forma de uma mesma

poténcia ¥ de p[ “:

pg=ap’ , pf=bpl.
Obtém-se que:

a'bp'a'_1 - lcbp'a'-l + Zcmp“r_1 =0

yap? '+ kap' ' - 2abp? ' =0
ou seja,
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n
=

Z2aa + (7 - k)b

(¥ + x)a - 2ab

n
o

Para que o slstema tenha uma solugdo n#o-trivial, & preciso
que:
¥ - k% + (2a)® =0

ou
1/2
7 = [x2 - (Za)a] . (II.9)
Assim, na origem, as fungdes g{(r) e f(r) se comportam da
seguinte forma:
g, £ opl .
desde que [k| > Za; caso contrario, nf#c haveria solugdes finitas
na orligem,
O comportamento assintStico das fungSes radlials g(p) e f(p)
pode ser analisadeo se tomar o limite para r —» o do slistema de

equacdes (II.8):

- 2 172
1 mc -€
£'(p) - 5 > glp) =0
mc +€
4 (II.10)
. mc2+e 172
g (p) - 51 = f(p) =0
L mc -

As solugbes adequadas para o conjuntec de equagBes aclima sfo
da forma emp{-% p}.-As fungdes g e f, portanto, decrescem expo-
nenclalmente phra valores muiteo grandes de r.

Considere que
1

glp) = cle_ 2f

(II.11a)

1
f(p) = ce 2 P
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Ao substituir por (II.11a) as correspondentes expressdes em

(II.10), & encontrado que

.[ ne? + e ]1/2 .

0
]

(II.11b)
c, = -[ mc® - e_]ifz -

Apés a andlise do comportamentc da parte radial do bispinor
¥_ nas situagdes de limite (r 50er 5 »), a etapa seguinte &
procurar uma forma para as fun¢gdes radiais validas para todos os
valores de r.

A forma geral proposta para g e f é:
1

[mc2+ e]z p? ! e P2 [ aLizz)(p) + bLLfZ)(p)] ,

101

D

S
1l

(I1.12a)

o]
D

e
n

1
—[mcz— e]2 p? ! e P2 [ cLiaz)(p) + dL;fZ)(p)]

(II.12b)

com os coeficientes a,b,c e d ainda a determinar. As expressdes

Ll(‘zw(p) denotam os polinémios de Laguerre generalizados (PLG).
Tais polinémios formam uma base para o espago das fun¢bes quadra-

ticamente integraveis''®.

4] Sl

.Landau[ e Bethe & Salpeter[ utilizam os PLG na forma
de fung¢des hipergeométricas confluentes, como mostra a equagio
(A.1b). Contudo, DBethe & S#lpeter indicam o -trabalho de
Davis[ 9], onde este sugere o uso dos préprios PLG para facilitar
a manipulacgio algébfica.

Para determinar os coeficientes a,b,c e d, vamos substitulr
em (I1.8) as fungdes g(p) e f(p) respectivamente pelas expressdes

(II.12a) e (II.12b). As relacdes de recorréncla abaixo,

[(n+1)L::1(x) - (n+1-)L®

L(Oi)(x) (a)( ) =
n

- L = (x)].(11.13a)
n-1 a + n
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x5 L 00 = nll® 60 - (eIl (x) (11.13b)

e o fato de que os PLG sdo linearmente independentes nos 1leva,

portanto, a obter o seguinte sistema de equacdes algébricas:

2 s1/2
mc +e .
Za{ } a - (y+n—x) ¢ - nd = 0,

mc —€

2 ~1/2
mc+e
Zoc > b + (2y+n) ¢ + (y+n+k) d =0,
mc -e

2 J1/2
mc -e
(y+n+x) a + nb + Za{ } c=0,

2
mc +€

2 s1/2
mc -
(2y+n) a + (y+n—xk)b - Za{ > } d=0,

me +e

a-c=0,
b+ d=0,

cujas solugdes nfo-trivials sio da forma:

Zome
a _ _ A
5= Sy n (I1.14)
ou, de modo equivalente,
a___ n_ ,
5= <+ oo (11.14")
A

Para que os coefliclentes n@o fossem nulos, fol imposta a

segulnte condlgio:
—— =7 +n. (11.15)

Tomando-se a definicdo do.parametro A dada pela expresséo
(11.4) e isolando-se € em (II.15), & encontrada a férmula para os

autovalores do espectro discreto:
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2
mc

€ = ,h=0,1,2,... (I11.18)

1/2
[ 1 + 2o ]2 ]
¥ +n

Seria adequadc para as fungdes-base we que nado houvesse uma
dependéncia ‘explicita do parametro A nos coeficientes a e b. Para
tanto, pode-se eliminar esta dependénclia se as expressbes (I1I.14)

e (II1.14') forem igualadas,por onde obtém-se a expressido

Zame 2 2]*?
S =[['a'+n] +[z«]] . (I1.17)

e substitui-la em (II.14'), que passa, assim, a ter a forma

K + [('a' + n)? + (211)2]1/2

= = o . (II.14")

R g

Um certo culdado € necessario na situag¢do em que se toma o
valor de n=0: neste caso, hid uma indefinig¢io na expressio acima,
a ndo ser que o valor de x seja negativo (lembrar-se que y =

2 2y1/2
[x —(Za)] ). Fica claro, portanto, que para valores de n = 0
s6 se permitem valores de k < 0.
Consldere a = An o uma constante de normalizagdo a ser de-

terminada. Com os resultados acima obtldos, as fungdes radials

séo dadas por

1 2q1/2 ¥-1_-prs2| (
g, (P = An.x(m-‘fz) L1+ emc®]VE PP [ana')(p) +

x '+ [(7+n)2 + (Za)z]uz

n
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_/.’JJ

Py

n,K Ny

f (p) =-A K(mca)l/z[ 1 - e/rnca]“2 p1-1e-p/2[ Lﬁav)(p) +

k + [(r+n)? + (20)®]"2
+ ,, HT e ]

(11.18)

(Para n = 0, Lﬁf{’(p) é nulo).

Com a condicgédo
o (@) (@D av =
€ <

o 4 2

3
h t
= [—27] [dp Jde [dw '#nxu(p.e.fp)gbnm(p.e,g;)pzsme =1,
o0 o’ o

sendo ¢%‘?’ = ¢% " u(p.ﬂ.w) dado por (II.7), onde substitulu-se
as fungdes radials f e g pelas expressdes (II.18), & possivel
obter a constante de normalizacgio Ah "

1
1 2 24172 2 3
. 1 [ n! ]E [((a+n)™+(22)") " «] [za]i
L NE r(2y+n+1) [(7+n)2+(2a)2]1/4 h| -

Note que, para n = 0, a constante de normalizagéo & propor-

clonal a

x 1rs2 K 1r2
Fo.i ™ { 1 3 [3'2+(Za:)2]1’2} o { e ET} '

Se x>0, 0 valor de Ab x ¢ nulo; por outro lado, se k < 0, Ab x

¢ diferente de zero. Portanto, nfio existem solugdes da equagdo de
Dirac para uma particula em um centro coulomblano com PLG de grau
zero se os valores de x forem positivos, como J& se observou

paragrafos acima.
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11.E) A FORMA DAS FUNCOES-BASE

Os bispinores we’ que passardo a ser denotados por |n x u>,

sdo representados na forma:

In k p> =
3 1 ; 2
_ /2[5]5[ n! ]E {[(x+n)% + (zZa)®%1V% -k }V ¥ o P2
h| [F(2y+n+1) [(7+n)2 N (za)lell
1
- 1 — R
~r (27 2 2.2 (2y) -
22 _k +#l(g+n)” + (Za)”] 3
11 + e/nc?) [Ln (p) ). L, ()[R, @
1
1 -
S (27) 2 2.2 (2y) -
242 k +[(y+n)” + (Za)”) >
(1 - e/nc?) [Ln (p) + ) L, ()]0 5,@
(11.18)

Com os valores (II.4) e (II.16) para A e €, respectivamente,

e sendo p = E%E, tem-se as autofungdes que descrevem estados 1i-

gados de uma particula.

Outra manelra de escrever as fungfes-base acima ¢ na forma a

segulir, que permite uma melhor visuallzacio das suas proprie-

dades:
Ink w =
3 1 1/ 2
- Vf;[i]z[ n! ]5 {Lr+n)? + (20)%1% 3! P71 P2
h| |T(2y+n+1) [(7+n)z N (2&)2]1/4
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- 1 -
1[1 + r:'/mca]2 n;!p(n)

(27)
-9 Ln (P) l +
2,2 >
(1 - e/mc ) QJip(“)
. 1 o]
1 22 >
= 1(1 + €/me ] Q. (n)
_K +[(1r+n)2 + (za)?)? chw:p) #u Pe'P/2p7-1
n n-1 '

1

-[1 - E/mcz]5 Qizu(ﬁ)

- -

(I1.19%)

A fungfio-base |n x u> & completa nas variadvels espaciais r,
0, ¢; os espinores esféricos Qﬂm(ﬁ) = Qﬂm(e.wl sfio autofuncgdes
dos operadores Jz,Jz.Iz, lz,sa.sz e formam uma base nc espago de
spin 1/2.

Os coeficientes (1+e/mc?)?’? e (l-cE/mca)V2 se referem ao
comportamento assinté6tico da fungho de onda de uma particula sub-
metida a um potencial, conforme (II.10), (II.11a), (II.11b) e
determinam as amplitudes com que os esplnores compSem os bispi-
nores que representam estados de uma particula,

0 bispinor & autofungfio dos operadores Ja, Jz e do operador
paridade. Lembre-se que a "grande" e "pequena" componentes pos-
suem paridades opostas entre si, como ja foil obser;ado no final
da secgdo II.C.

Em (II.19’), vé-se que |n k p> pode ser escrito como uma

combinagfio de bispinores nas formas:
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- 1 -

1[1 + E/mcz)E niiutg)

El(x,u] = s ,
2~ 2 >
(1 - e/mc®) nﬂ“(n)
- l -
1[1 + e/mca)2 Qiiutﬁ)
£ (k,u) = 1
-[1 - e/mcz]2 n;fu(g)

que sf@o linearmente independentes.

A principlo, & possivel utlllizar como fungdes-base os bispl-
nores El e Ez sem qualsquer vinculos entre ambos, Iisto &, a
fungfo-base seria dada por uma combinag@io linear da forma:

(27)
{%IEI(K.M) + Aéﬁz(n,u]} e P21 L {p)
(A1 e A, sHo coeficientes a determinar).

A funcio de onda total do sistema de duas particulas & cons-
truida a partir da somatéria de produtos direteos das fungdes-base
referentes a cada uma das particulas a e b; portanto, caso fossem
adotadas as fungdes-base no formato acima, os termos da fungfo de

onda total seguiriam o seguinte padrao:

(2y (2y_)

) ;
-ps2 ¥ -1 1 Y b 2 -ps2 ¥ -1
e Pl Ln (p) g z(K1’“1) ® £ z(xz,uz)Ln (ple e ,
1, 1 2 2
(*)
onde
a,b : indices que mostram a qual das particulas a e b o bis-
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pinor se refere;

(nl.xi.ul) e (nz.xz,pz) : conjuntos de numeros quanticos que

denotam a confliguragio do sistema;

z,z =1,2: indicam qual o tipo de bispinor, se £ ou § .
1 2 : ) 1 2

O uso da fungdo de onda total, segundo o formato dado por
(*), para calcular os elementos de matriz do Hamiltonlano efetivo

do sistema nos levaria a uma equagfo quadratica de autovalores A:
(AA+2AB+Q)x=0,

onde A, B, C s@o matrizes e x, autovetor ligado a A.

0 conjunto de autovalores obtidos comporta tanto valores de
autoenerglia compativeis com a experléncia como também valores
néo-fisicos. Explica-se a ocorréncia de tals valores n@o-fisicos
pelo fato dos bispinores El e Ez néo estarem vinculados, ou seja,
por estar sendo considerados graus de liberdade adiclionals &
fungao total do sistema. Portanto, a fungfo-base a ser levada em
conta é representada por (I1.19) ou (II.19'), isto é, serio toma-
das as amplitudes relativas dos blspinores dadas pelas relagdes
(I1.19) e (I1.19°), ou seja, aquelas que entram na composigfic de
um auto-estado em um centro coulombiano.

E possivel escrever os coeficlentes (1-!_-e/mca)“2

(1-e/mc®)'“? em termos dos valores k e n, a partir das relagdes

(I1.15) e (II.17): .

1
Zomc | 2Zae ! Zamc € 2
A Ac A

1 + — ]-= [(ar+n)2 + (2«]2] + (y + n),
mc

e, portanto, lembrando que p = 2Ar/h,
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1

[(+n)? + (2a)2]2

€ + (y + n)
1+ ___] - (11.20a)
[ mc? [(y+n)? + (2x)®)'/2
e
1
€ _ [(y+n)? + (22)%12 - (¥ + n)
[1__2]_ (Za) ) - (o (I1.20b)
me [(+n)° + (Z2x)"]

Com as expressfes (I1.20a) e (II.20b),

o bispinor dado por

(I1.19) pode ser reescrito como:

In kK u> =
3 1 2 2.1/2 172
_ ‘/;[i]z[ n! 2z [ [(y+n) + (Z)%1Y2 - & }p’y-l o P72
R| |F(2y+n+1) (y+n)? + (2a)?
(27)
Ki(r+n)? + (Z)?1Y2- (5 + n)}uz[Ln (p) +
_ K+ ((-y+n)2+(20t)2)“2 {2y) =
= Ln_1 (p) nﬂu(n)
2 2.1/2 12, (29
{[{y+n)” + (2a)7]1 " "-(¥ + n)} L (p) +
K + (('a'+n)2+(20t)2)“2 (2y) >
+ n Ln-l (p) ﬂizp(n)
| ]
(II.19")

Tem-se, assim, as fungbes que descrevem os estados ligados de uma

particula em um centro coulombiano.

I1.F) O LIMITE NAO-RELATIVISTICO

0 limite nio-relativistico da fungfio de onda (II1.19") pode

ser obtido se ¢ — w ou a = O:

41



¥ — IKII

In x p >

3 1 1/2
_/a [a]z[ n! ]5 [n+]x]-x] Ikl-1 -pr2
= N F [ e .

0 h (2]x|+n+1) Iki + n

1[2(1kl+n) ]2 [L;zlxl)(p) - gtlxin L;flnl)(p)]ﬂiau(ﬁ)

Para valores de kK < 0 ou k = ~({+1) e n 2 0, tem-se que
3 1
_ _ 21 [A]z [(N-&-1)1)2 & -prz _(28&+1) >
IN -(&+1) p> = F [E] [—(W] p e LH—C—I (p) Qm(n]
(II.21a)

onde n = N-&1, sendo N identificado como o nimero quéntico prin-
cipal, Ja4 que n indica o namero de raizes do polindémio. Aqui
usou-se a relaglo de recorréncia abalxo:

(z8+2) (2f+2) (28+1) t2f+1)

L (P -L (@ =L (p) = L,  (p)

Por sua vez, valores de k > 0, ouk = ¢ e n & 1, levam ao

seguinte resultado:

3 1
Inx p > _2 [?_l]é_ [ o't -]5 1 pl o P/2 1
o ilh (28+n” +1)1 (n'+2+1) 172 P
_[(zun.ﬂn_::a(p] _ (n-+1n_;?f:(p)]nw(ﬁ).

1

Por conveniéncia, usou-se n’' = n-1. Considerando n’ = N-£-1,

n’ 0, e usando o fato que

[(2£+n’ +1)L (p)

28) , 28) _ (ed)
(p) - (n +1)Ln,+1(p]] =L,

1
p
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chega~-se & expressfio abalixo:

3 1

_ _ 21 [A)z [(N-2-1)!)2 & -prz . (28+1) >
IN & p>= N172 [ﬂ] [_(WT"—] p € Ly-e-y P n#”(n)
(I1.21b)

Ambos os resultados (II.21a) e -(I1.21b) s@io condizentes com
a fungfo de onda ndo-relativistica de uma particula num potencial

coulombliano, obtida por melo da equagido de Paull,

I11.G) ALGUMAS DEFINICOES

Para abreviar um pouco as expressdes encontradas neste tra-

balho, defini-se as segulntes fungdes:

4(k,n) = [(7+n)2 + (ch'.)z]”2 = ﬁnz + 2yn + ng]1/2 (I1.22a)

A, (k,n) = { 4(c,n) + 7 +n ]1/2 (11.22b)
A_(x,n) = [ #(k,n) - (7 + n) ]“2 (II.22¢c)
7, (x,n) = ( #(k,n) + & ]1/2 (I1.22d)
n_(x,n) = { 24(k,n) -« ]1/2 (11.22e)
Com elas, as fungdes-base (II1.19") tomam a forma:
«r" A % n! % n_(x,n) ¥-1 —p/;
Ink p>=v2 [ﬂ] [ﬂ27+n+1)] 4(x,n) P © '
- 2 -
- 71°(x,n) 3
! (27) + (27) -
iA (x,n) i Ln (p) - — Ln_1 (p)-ﬂﬂp(n)
) 2
. 7 (k,n) 1
A (x,n)| L3 (p) + 2 L2 (p) [ 7 (B
I L" " F# | ares
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As defini¢Bes (II.22a ... e) serfdio utilizadas a partir daqui

em todo o trabalho.

I1.H) CALCULO DA SUPERPOSICAO -

E calculada nesta se¢io a superposigfio ("overlapping”) do

bispinor ¢E,
ig_ (o) nﬂu(ﬁ)
¥ (p,0,9) =

N
_fn,K(p) Qﬁp(n)

usando a sua forma (II.19") ou (II.23) e as condigdes de ortogo-

nalidade dos espinores esféricos! *! e dos PLG' B
n 2N
3 Y 3
Q.. Q. o d¢do =6, &,,86, =8,8,
H[Hu(“’] pa(R) 040 A0 40 =80 BpPurn = Sl
0" 0
(I1.242)
m
- +n+
J e p*7 L' (p) L' (p) ap = lzln',‘—” 5, .  (I1.24b)
o
Assinm,
I - .
» 1] H] — * 2 —
<’k iln k > = J J J ¢n,x,“,(p,9,p)§bnxu(p,9,¢) p olnBdedp =
¢’ 0" o
o T 2n
- Jdp sz 460 alng J dp [-ig e @ e @ ]
o o "o n,k' § & u n', k> £8u
5
Ign.x(p) nglp(n)

Y
-fn’K(P) Q’.z#(n)



-] T 27
_ 2 + 2 g
= fdp P I de ainb I de [ sn..K.(pJgn_K(p)ﬂ}.l.u.(n)n;&u(n) +

(s} (o] o

*
+ fn)’xl (p)fn’n(p)nililuv ##

_ 2
= Sk Sur Jﬁp P [ &y (PIE (P) + £, (e ()
o) .

Observe que o conjunto de valores {4, ¢ ¥ estio associados
ao mesmo k,Substituindo g, K(p) e fn K(p) pelas suas respectivas
expressdes encontradas em (II.23) e usando a relacéio de ortogona-

lidade dos PLG, chega-se ao valor abalxo para o superposigéo:
< ] ] ] > -
n'k'pwin k pu an’xau'u{ an'n +

n_(x’,n)n (x",n")

- 4@('(, ,n)’}(Kl ’np ) A+(K' pn’ )A+(K, ,n)—A_(K' ,n' )A_(K’ ,n)]an, .n+1+

n_(x’,n’)n_(k’,n)

o A+(K’.n’)A+(K',n)-A_(x‘.n’)A_(x'.n)]an.’n_i}.

(II.25a)
Numa forma mals abreviada, pode-se escrever que
( ¥ L] ’ = ( ] L] >
n’k'p'In k > ax,xau,u n’ ¥l nk (II.25b)
onde
Cm_(x*,n_)n (k’,n.)
<n’ kK'llnk>=8, -5 L < >

n'n n’,nt1 4 4(c”,n_Jg(x",n,)

.[A;xx',n')n+(x',n) - A_(x’,n')A_(x',n)] (11.25¢)

sendo que n, = max(n’,n) e n, =-min(n’,n), desde que n’ = ntl.
Em (II.25a), pode-se perceber que os termos a direlta da
igualdade sBo exXcludentes entre si, isto &, quando um deles apre-

sentar um valor n&o-nulo, os demals se lgualam a zero.
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CAPITULO III

EQUAGAO SECULAR

A partir das funges de uma particula apresentadas no
capitulo anterior, constrél-se a fungfo de onda total para um
certo valor de momento angular J do sistema de duas particulas de
Dirac. Em segulda, calcula-se os elementos de matriz do Hamilto-
nlano do sistema. Tal procedimento leva a um sistema de equagdes
algébricas que permite obter os autovalores e os autovetores do
sistema de dois férmions em um centro coulombiano.

Primeiramente, na segfo III.A deste capitulo, sidc apresen-
tados a equagdo de autovalores e a fungéo total; em seguida, na
segdo III.B, s&o obtldos os elementos de matriz dos operadores
contidos no Hamiltonlano que atuam nas coordenadas de uma unica
particula; na seg@o III.C se encontram os elementos de matriz do
operador de Iinteragdo coulomblana entre ambas as particulas;
finalmente, na segi@o III.D, tem-se um resumo de todos os ele-
mentos de matriz obtidos nas segdes anterlores e.o sistema de

equagdes algébricas.

I11.A) A EQUACAO DE AUTOVALORES E A FUNCAO TOTAL

O Hamiltonlano modelo &, conforme a equagéo (1.1},
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A

2
> 2 2| 1 1 e
.p2+ me (81 * 82) Ze [r * r ] * > 2>

1 2 Ir1 - rzl

RH(1,2) = ca’l.,?. + cd

1 2

e a equagio de autovalores & dado por
[R(I.Z) - E ]WGH(}.z) = 0?

onde WBH(1,2) ¢ a fungdo total, conforme a equagdo (I.2).
Como fol felto no capitulo sobre as fungdes-base, vamos di-
vidir a equagdo acima por 2Ac, onde A esta relaclonado com o mo-

mentum quadratico médio por particula:
15 o mc 2o E 15 5 mec Zo E
{[ﬁ— «-P, *5x B - E: ZXE} * Eﬁf * Pt o By T E; - EXE] *

+ ﬁ —)__T }‘;’JH(I’Z) = 0.
e |

=y
R

Considere o autovalor E = 2, onde € é& a energla por
particula; assim, e equagfdo passa a ser escrita na forma:
€ € h o _
{[51 m:|+[I;.2 m]+ 53 ﬁ} \IIJH(I,Z) =0, (III.1)
Ir - r_|
1 2
onde

bs-z‘%=%&’s.ﬁ’s+%ss-%-§—: , s =1,2. (IIL.2)

A fungio iuu(l,z) € escrita em termos de uma somatéria de
produtos diretos anti-simetrizados das fungdes-base Ja apresen-
tadas no capitulo anterior. Os indices J e M se referem respecti-

vamente ao momento angular total dos férmions 1 e 2 do sistema em

questdo e & projecéio deste momento no eixo z. Expliclitéamente,

= E 1. .
Wuntl,z) = An K n K §'(1 P(1,2)) <3 4, B #2|J M.

K ” 1122
n n
112 2 : "1"2
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.[(l)ln1 K p1>]®[(2)|n2 K, p2>].

(II1.3)
(O operador P(1,2) & o operador de troca das particulas).

A soma;éria é¢ reallzada para todos os walores possivels de
nl, Ko» BN, K, H, tal que para x < 0, n=20,1,2,3,... e para
k>0, n=1,2,...; escolhido um certo valor para J, o coefl-
ciente de Clebsch-Gordan <« glgé;ﬁ K, | J M> culda para que na

somatéria entrem somente os termos que seguem a segulnte relagéo

de desligualdade triangular:

14 -4l s3I =4 +4,,

onde

. _ 1,

"1 = lei i ’
— 1 -

= 1Kl =55

Ho: projecéo no eixo z de ;ﬁ

"2 : projegé@o no elxo z de ;2;

H o+, = M

Os coeficientes Anx.nx. , que serfo calculados, ddo a am-
11272

plitude de probabllidade com que uma possivel configuragio
(nl,xl;na,xa) comparece em um certo estado estaclondrio do
sistema.
Nas funqﬁes-bgse [(s)In x p >], o indice s denota as coorde-
nadas ps,es.dps das -particulas 1 e 2. Sob a agdoc do operador
]

P(1,2), tem-se que:
(1 - P(L2DID) In p>lel(2)In, k, p>] =
= [(1)|n1x1u1>].9[(2)In2K2u2>] - [(1)In2.lc2u2>]®[(2)Il_nlxlu1>]-

(III.4)
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[ —

Um conjunto de equagdes algébricas & obtide a partir da
equago (III.1} se multiplicarmos & sua esquerda por

(1 - P(1,2)).

*

[ E <4 4, K] M2|J M > [(l)ln1 K j.fi>]®[(2)_l.n2 K, u2>] =

KK, :
- - ( » L] ’ ] ? ? » L ] »

(1 - P(1,2)) 4 4, uy w |I°M> [(1)<n] k) pll]e

L
e[(2)<n' x' u'|].

e integrarmos o produto obtido nas varlaveis p, 6, ¢. O resultado
de tal procedimento denominamos elementos de matriz. A seguir,
serfio calculados os elementos de matriz de cada um dos operadores

que compdem ¢ Hamlltonlano modelo.

111.B} ELEMENTOS DE MATRIZ DOS OPERADORES DE UMA PARTICULA

Denominamos operadores de wuma particula aqueles que, no
Hamiltoniano modelo, atuam apenas sobre as coordenadas de uma das
particulas 1 e 2. Eles estdo representados pelo operador f)s- %
(vide expressdo (III.2)).

Os elementos de matriz destes operadores, escolhlido uma cer-

ta configuragéo (ni,xi;na,xz). sdo dados por

1 H] » 1 d ’ ] ’ | ] ’ » H ] »
é(l-P(l.Z)) ql J; Hy M2|J M >[(1)<n1 K u1|]®[(2)<n2 K p2|].
HiHg

€ € 1
'{[61 - m]+[ba - %]} 5(1-P(1,2) < by 1y B W
H M,

.[(1)|n1 K ,|.11>]®[(2)|n2 K, u2>] =
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- 1 ] [ ] [ » ? L]
2 E 4y 4 Ky "‘2” M'><q, 4, 1y 1y1J W

Pi péul FZ

H[(1)<nd kf pi 1) @ [(2)<n) k) ) f] {[51 - 2;6]+[52 B ZEW]} "

- (1-P(1,2)) [(DIn k p>] e [(2)In, x, u>].

0 operador P(1,2) comuta com [l’)l- EEE 1+ [h- 2E

2 —XE]' bem

como com ¢ Hamiltoniano total.
A expressio acima se torna, usando (III.4) e a expressfo
(I1.25b) para a superposigio:

1 ] 1 ] 1] r 1 ] H
§§ G f B ”2"]”}(”1 %M "‘2IJ .

HiHoH By

ea[(2)<n'2 x’2 ,,t'ZI][(Z)In2 K, u2>] +

- Dy w1 [, - ] WIn, &, w2l

@[(2)<n; IC:? J.l.;l'.“'.(z)ln1 K p.1>] +
+ [(1)<n’ x; ,.t;I][(l)In1 K, p1>]®
’ ’ ) €
ca[(.':!)<n2 K ugl] [lf)2 - ﬁg] 1'.(2)In2 K, p2>] +
- [(1)<n'1 K; |.c.'1|][(1)|n2 K, p2>]®

v _ € -
@[(2)<n2 K uzl] [f)z 2%] [(2)|n1 Ky p1>]} =

— 1 ’ » ] ] ] 1]
=35 E <4, 4 H l-tzlJ M'>< 4 uzlJ M>.

T

12 e
c .
-4<n’ k' ' - =—In, K >3 8 <n’ k'|In_x_ > +
{ 1 1“1”)1 2;’tcl 1 5 H7%x prp 2 2” 2 2
22"'2°¢2
€
- <n' k' - =—=—In_ k >8 L) <n’ x’'|in. k> +
1 1“1”’1 2Ac|2 2 H2 'kOp'p T2 2” 1 1
21 21
§, &, «<n xk'lln Kk, ><n’ x' p'|h -—E—In K p>+
r.lxl plpl 1 01 101 2 2 "2 2 2Ac 2 2 "2
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- 5K1K25u Ma<n'1 K;l In2 K, ><n'2 x.'2 ;.&'all‘)2 - ﬁﬁc-ln1 K, M }
(I11.8)

A expressdio <n'k'p’'|h - % In x u > representa o produto
escalar nas_variéveis de spin e orbitals. Os_-r-esulta.dos das inte-
grals referentes a cada um dos termos do operador b sfo apresen-

tados abaixo.

Elementos de matriz do operador _—— a.i))

Para este operador, na representagfo "standard", tem-se o

seguinte resultado:

3> 3
2.3 v o.p
<nnu| |nxp>=<nr:u| [_}_} ]Innu>=
o.p 0
_ A n' i'n! 172 7_(x’,n")n_(<',n) 5
dmc |F(2y" +n"+1)T (27" +n+1)

. ax'k. [T
\/;(x' ,n")gz(x’,n)

(zar ) _ 2(y'+n) 2 ") ")
[24(& ,n)I - =, (x’',n) I nt o not + -—1? 2(x’ ,n) N ot +

2(y’+n) (zr") 1 2, ., 2"
R GBS WL LS
2 , 2.0 vy 2x")
'n + i + ' n'~-1,n-1
(II1.B)

onde y'= [x’ 2. (20:)2]“2.
As fungdes g(k,n) e 'n+(x,n) s8o mostradas, respectivamente,
em (II.22a) e'(II.22d); os simbolos N(Z‘Yn) e I:f‘rn) se referem

ao resultado das integrais abalxo, que envolvem os polintmios de

Laguerre generalizados (PLG):

00
N o [dp p° e L% )(p)L;n o) =

0
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_ (27’ +n+1) 5 , n,nz0; (III.7a)

n! n',n
oD
1;??'/“’ = [ ap p*7 7' TP LT ()L (p) =
Q
min(n',n) -
= § E[zz;—"’) , n',nz0. (IIL.7b)
v=_0

0 resultado dado por N::‘T;) é a relagido de ortogonalidade
dos PLG, J& mostrada em (II.24b); =a resolugdo da integral
(III.7b) se encontra no apéndice A.

A forma utllizada para a fungio-base |n k p > fol a

expressio (II.19) que, com as notagdes apresentadas em (II1.22a) a

(II.22e), torna-se

3s2 172
Inkp>=v2 [)—t] [ n! ] n_(x,n) J;_uzhc,n).

h T(2y+n+1)

- 2 ]
22T (21 n,(x,n) (27) 2

i(1+e/mc) [Ln (p) - —5 = -1 (p)]nﬂp(n)

) e—plzp‘a’-l

2
1/2 7 (x,n)

_ 2 (27) + (27 >

(1 €/mc ) [Ln (P) + _D—Ln-l (p)]ﬂ¥i‘u(n) J

(III.8)

Os detalhes sobre o calculo do elemento de matriz (III.6) se en-

contram no apéndice B.

. mc €
elemento de matriz 'do operador [2—2\ B %]

Para este operador, o elemento de matriz é representado por:

mca-e 0
s e, C € _ errur v )| 2AC -
<nncp[§iﬂ mlnxp>—<nxpl o _mca-l-e Ink p >
2Ac
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N S

=T 4dme

A n’'in! 17z 7_(x’,n")y_(x’,n} s s

F{2y"+n'+1)T (27" +n+1} ~ Sk Surpe

/@(x' ,n’)z(k’,n) :
22(k’,n) n2(k’,n")

{ : g e N } . (111.9)

! n*-1,n

n n’,n-1 n

2r')

Os termos #(k,n), = (x,n), =m_(x,n), Mn,'n sfo, respectiva-
mente, dados por (II.22a), (II.22d)}, (II.22e)} e (IIl.7a). O
cadlculo do elemento acima se encontra no apéndice B. A forma da
fungBo-base utilizada acima &€ a mesma gque se usou no calculo do
elemento de matriz do operador E% a.p, isto &, a forma (III.8).

Juntando os elementos de matriz (III.6) e (III.9), obtém-se
a seguinte expressao:

T - 1 €
<nxu|ﬁa.p+§x[mcﬂ-g]|nxp>=

A n’ i 172 7_(k',n")y_(x',n)
= Zmc [F(27'+n'+1)l‘(21'+n+lf] y sx’n ap'u'
v/qix',n’)@(x'.n)
) (¥’+n) 7°(x’,n) ,
’ (2x ') + 2y )
'[q'('c ') In',n n In',n-l
(7’ +n} nf(x’,n’) ') ’ nf(n'.n’)nf(n',n)
B n’ In'-l,n ALY n'n :
S A ]. (111.10)
n'-1,n-1
2o

Elementos de matriz do operador - —

O operador —Wp representa o potencial do centro de Coulomb
o qual cada pa:r'ticula esta submetida.

A dedugio do elemento de matriz referente a este operador,
se for usada a fungfo-base na forma (III.8), nos leva a obter uma
express@o para o elemento de matriz que contém os fatores

(1+e/mc?) e (1-e/mc®). O primeiro fator, (1+e/mc), surge do pro-
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duto matricial entre as "grandes" componentes dos bisplnores de
indices n',x',p’ e n, x, g que compdem o elemento de matriz. O
segundo fator, por sua vez, surge do produtoc entre as "pequenas"
componentes.

Esses fatores podem ser substituidos peias relagdes (II.20a)
e (I1.20b), respectivamente, J4 que estas relagdes estfo assocla-

das com as amplitudes relativas entre os polinémios de Laguerre

(W)(p) e L('E-“J')

n 1 (p) existentes em cada uma das com-

generallzados L
ponentes (a "grande" e a "pequena") da fungi3co-base.
E mals cémodo, contudo, usar a fungéo-base na forma (II.23),

onde JA se encontram substituidos os fatores em discussfio pelas

relagdes supracitadas:

fnk p>=
_ r;* A asz N 172 n_(x,n) P2y
- h r{2y+n+1) 4(x,n) P
[ 72 (k,n) ]
2y I 27 -5
18,06, (L (o) - 21— LFT ()], R
. 2
7, (x,n)

A (k,n) [L;W) (p) + — L (p)]nﬁu(ﬁ)

L J

Adotando a forma acima para a fungio-base no cadlculo do ele-
mento de matriz do operador ~Za/p (vide detalhes no apéndice C),
obtém-se que:

Zot

<n’k’u’ _ > =
n’k'p’ | 5 In & p
_ _ Za  n'int 172 7_(x',n’)n_(x’,n) ] ;
4 |F(2y'+n"+1)T(2y +n+1)| . g(x’,n'jg(x’',n) k'k p'p’
.{ [A+(x’.n')A+(x',n) + A (k’,n")A (n',n)] I S R —
- - Ry n

2
7. (x',n) '
—1—5———— I;?flfn_i] +'[A_(n',n’)A_(x',n) - A+(x',n')A+(K.n)].
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(II1.11)
As fungdes 4(x,n), 4 (x,n), &_(x,n), = (x,n), =u_(x,n) e

1(2‘3’ )

n',n

est8o definidas respectivamente em (II.22a) a (II.22e) e
(III.7b). Note que a expressfio acima depende somente dos valores

n, n' e x',e & independente do parametro A.

resumo dos resultados obtidos

Os elementos de matriz dos operadores que envolvem somente
coordenadas de uma das particulas, ou operadores de uma
particula, sio, conforme as expressGes (III.10) e (III.11):

<n'rc’p’|% E).B-r 2—; [ch -E]Inxu > =

3 n' ot 12 7_(x',n")n_(k’,n)
= Zmc [F(27’+n'+1)1‘(27’+n+1)] . 6::’:: 6;1’;1'
»/qc(x’.n')q,(x’.n)
2 2
) 7, (x’,n" )y _(k’,n) .
[ q,(nc'.n)[I(n L . hd (&) ] +
n’,n nn n'-1,n-1
2 2
7. (x',n) , 7, (x’,n") ,
_ (a"+n)[ + @ (20" ] ] _
n n’,n-1 n n'=-1,n
=25, &, <k ICRInK>, ~ (III.10%)

mc Kk'k pp

<n'k'p’ | 2—% Ink p>=

_ z—a pl !n! 172 n_(x.’n.)n_(x.:n) 6 6
4 |[T(2y " +n" +1)T{2y" +n+1) cglx’,n")g(x’,n) k'k p'p’
2
- , 7, (x’,n")
{ [A+(K’,n’)b+(nc'.n) + A (x',n’ )A_(n',n)] -I:f“'rn) + +n’—'

nf(lc’,n)

(') ’ * ' ’ ’ '
n In'-‘.l.n-l] + [A_(IC ,n’)a_(x’,n) - & (x',n )A+(|<,n)]_
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n n’,n-1 n' n' 1,n

= ax'x 6“,“ <n’ k’|P|n x’>, {111.11")

onde <n’k’|CRin k’> e <n' k' |P|n x'> sfo notagdes para abreviar
os valores aos elementos de matriz.

Substituindo em (III.5) os respectivos elementos de matriz
dos operadores de uma particula pelas expressdes (II[.10’) e
(III.11°), obtém-se:

[(III.B)] =

E JJupIJH><;;ppIJH>6KK6KK“,“ ##
Kin)

11 2 11
uluz

A
— <n’k’|CR Ink > - <n’k’'|P |n Kk >|<n’k’||n k. > +
me 11 1 11 1711771 22 g2

A
+<nx||nx>—<nx'ICR|nx>—<nu'lPInrc> +
11 |me T2 2 2 2 2

1 *p " ’ » IRY 1)
-—E<44quJH><JJquJH>6.6.6.6.-
2 - 1 ‘2 "1 T2 192 "1 72 x1n2 naxl “1"2 p2p1
Hiky
"ok,

A
— <n'kK’'|CR Ink > - <n’k’ P Ink >|l<n'k’|in x> +
{[mc 11' 1|22 11]1l22' 22”11

+ <n’K nx>_-<nx CR nx>—<nxan> .
(3 Hingk > (22 <ops IR, | k1P, In x

Os indices em CR1' '.CR2. P1 e P2 se referem &s particulas 1 e 2;

os coeficlientes de Clebsch-Gordan da segunda somatéria acima

tornam—se[az] :

AN ualJ M, & 8§, & =

Kk K'k !
1Ko KK, B, HoH,

=<4} # p’leHé‘ 3 8 s,

LA K2K1 My Ha "2”1
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145,79
=(-1) S S B &y wld W,
12 21

uma vez que 4=lk|-1/2 .

A somatéria em u;, u;. Hoen, é:

R T T A YT EE L R

Hikah ks

Portanto, (IIl.S5) é representado por:

1 A
II1.S5 ==8,3d <n’ x CR n K ><n’ x n K> +
[ ) 2 JJINKNM me 1 ] I 1 2 I 2
+ <n’k’'lln k ><n'k’|CR [n k >|8
1 1II 11 2 2' 2' 2 2 K'K ax'x
11 22
JI+12-J
-(-1) <n’k’' ICR. In x ><n'k’||n k > +
11 1 22 2 2 11
+ <n x IIn K _><n’ x ICR ink>|86, &, +
2" T2 171 K'K_ KK
12 21
- <n'k'|P In k ><n"k’'|{n Kk >+
11 1 11 22 ‘22
+ <’k |Ilnk >’k |P |n k >|8 L) +
1 1|| 11 2 2I 2l 2 2 K'k K’k
171 22
] +12-J
-(-1 <n’'k’|P In x ><n’'k’"lIn x >+
(-1) 1 1' 1I 2 2 2K2|| 11
+<n'k’llnk >’k |IP Ink>8, &, .
11 22 22 2 11 K’k k'K
172 21
(111.12)

Assim, temos em (III.12), Juntamente com (III.10’) e
(I11.11’), o elemento de matriz para todos os operadores de uma
particula. Resta agora obter o elemento de matriz para o operador
de interacfo coulombiana entre ambas as particulas 1 e 2, o ope-

2,2 = "
rador e /Ir1 - r2|, que é o assunto da secgio seguinte.

57



R o

——

R

111.C) ELEMENTOS DE MATRIZ PARA O OPERADOR ez/l?l— ?21

A interagio coulombiana entre os férmions 1 ¢ 2 do sistema ¢é
representada pelo operador e2/ I?l- :_32[, ou, numa forma adimen-

sional:

I2 -2 |
1 2

conforme a equaglo (III.1).
O operador aclma pode ser escrito como uma expansdc em ter-

& "
mos de momentos 2 -polares, como mostra a expressédoc abalxo:

f @ pe:: Lc
o _ 1 < 3> .Y >
E&I? -2 = dna E 28 + 1 Zc+1 E Y&an%£n1)Y£c,mQ£n2)'
h1 2 Ec=0 Py m, =—Lc
Le
(I11.13)
Os vetores ?1 = rlﬁl e ?é = rzﬁé indicam as respectivas

posigdes de cada uma das particulas 1 e 2 em relagéo a origem.
Conforme equagdo (II.5), tem-se que p = (2Ar)/h. Se r > r,.

entdo P = ZAra/h e p, = ZArl/h; caso contrario, se r, > r,

(R) denotam

entdo P = ZArl/h e p, = 21r2/h. Os simbolos Y m
i /-

&
os harmbnicos esféricos.

Na segfo anterior III.B, os célculos dos elementos de matriz
de cada um dos operadores de uma particula eram relativamente
simples, polg2 envolvianm somente as coordenadas de uma das
particulas. Nos calculos para obter o elemento de matriz do ope-
rador (III.13), contudo, est8oc vinculadas as variavels de ambas

as particulas:
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_)
—Ir - r_|

{ E <Ji¥éuiué|J M'> [(1)<n1|c1p1I]@[(anznaual] 7Y 5
p;u; h' 1 2

.(1 - P(1,2)) E <£1¥2u1uzlJM> [(1)In1n1u1>]é_v[(2)lnznauzﬂ} =

HiHg

= E <¥;¥éu;u;l~l M ><¥1¥2u1u2IJM>.
#1P2P1P2

L] ’ ] ] ’ » a
'{[(lknixlpl'10[(2)@2“2"2” ﬂT

L[(1) |n1K1p1>]®[(2) |n2K2p2>] +

- [(1)<n'1x’1u'1|]®[(2)<néx;pél]

.[(1) ln2x2p2>]®[(2) In1x1u1>]} .
(I11.14)

A forma para a fungfio-base a ser usada na dedugiio do ele-
mento de matriz acima é aquela dada pela expressdo (II.23). As
Justificativas apresentadas para a utilizag@o desta forma para a
f‘u;‘nqio-base no calculo do elemento de matriz do operador -Zo/p
podem também aqui serem adotadas.

No membro & direita da igualdade na equagdo (III.14),
encontram-se dois termos os qu;a.is convenclionou-se -denomina-los,
respectivamente, termo direto e termo de troca.

Iniclialmente, .‘va.mos calcular o termo direto. A partir da
expressio obi'.ida para. este .termo, ¢é possivel encontrar a
expressao para o termo de troca por analogla.

Usando o operador na forma (III.13), o termo direto passa a
ser escrito como uma. somatéria em & e mlc de integrais, onde

cada uma delas podem ser separadas numa parte angular com as va-
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J

—

riaveis 91, 'p1' e, :pz e numa parte radial com as varliaveis p1 e

2
P,
hpp | W< fp e, | I <nik ] 1ol (2) <nop) 1.
p1u2u1u2 . )
car— [ Inx s >1e[(2) Ink p 5] =
—Elr -r_|
1 2
— 172 gord 44, MM
= 4ma E s (20 +1)(23+1)]  (-1) .
&c=0
}s J. J. ; J J
) | [ 1 %2 ][ 1 % ][(1)<n;x;p;|]®[(2)<n;n;pé|]_
s Ly My WL, oM
1721 2
&c &

P Y, (R)Y, (B [(1)Ink g >lel(2)In kg >]
'p!;cﬂ fe,m, 1 80.11]&: 2 1 1”1 KM

(III.15)
Em (III.15), os coeficlentes de Clebsch-Gordan foram substi-

tuidos pelos simbolos 3-) de Wigner, conforme Messiah!Z?,

442-!]
{III.1B)
1l

K, -M

i
AP R AR I G DL A D [ !

1

Na parte angular, as Iintegrals em 91, ?, sao feitas separa-
damente das integrals em 92, 9, levando aoc seguinte resultado
para o termo direto (III.15):

[(III.15)] =

AP

. .

! 4,2+¥2+J P » 1/2
E (-1) GJ,JSH,H[(241+1)(281+1)(281+1)(2}1+1)] .
£e=0

e & & L &l L
.[(2;;+1)(28;+1)(282+1)(2}2+1)] 6 o o .
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SR AN R AN I

[N —

e

) b 4, 4, te 4, 4, 4, 4 [ pa.rte]
et Lot PP E radial

(111.17)
Os valores 4; e L; estéo relaclionados com x;, bem como J; e
¢, estdo com k) e assim, sucessivamente, os demais 4 e ¢ por

meio das expressdes JA apresentadas no capitulo II:

_ _ 1
J_IK-I 5 ]
K » K > 05
2= (III.18a)
-k-1, Kk < 0.

Os simbolos 3-]

& 8 &
(III.18b)
o 0 o
e oS simbolos 6-]
3, 4, J
{ z (III.18c)
41 }2 Le

apresentam cada qual propriedades de simetriaFZZI que restringem
o numero de termos na somatéria em &, tornando-a flinita. A quan-
tidade £ pode ser Iinterpretada como o valor do momento do féton
trocado entre as particulas 1 e 2, levando uma delas do estado de
momento total ;1 e parldade 81 para o estado de momento 4; e pa-
ridade 8;, ea outra. do estado de momento ;2 e parldade 82 para
o estado de momenio i; e paridade 8;. 0O elemento de matriz
(I11.17), portanto, representa a amplitude de probabilidade de
tal translgéao.

Os detalhes da dedugfo da férmula transcrita em {(I11.17) se

encontram no apéndice .D.
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0 célculo da parte radial do termo direto envolve, para cada

A

valor véalido de &, a rescluglBo de dezesseis integrals do tipo:

3
3 ’ ’ ’ s, =
- Rac(“r Kyr Dpr Kpi Dy Ko My Ka)
0 o b, Le
R = V¥, T, PP, L) (27,)
N JJp11 1p.2 e Tot1 n1 (p JL2 2 (p )L1 (p ).
N oo <
)
b L®2(p,) dp dp,.
) 2
) (IT11.19)
y
N A Integral (III.18) acima doravante sera denominada
!
T integral-base, para facllitar as citagBes posteriores.
' Como os FLG (Polinbmios de Laguerre Generallzados) sdo re-
B presentados pela forma abaixo,
a B
(2y) _ (-1)" r(2y+n+1) m
Ln (p) = § m (n-m) 1T (Zg+m+1) P °*
m=0
pode-se substitui-los pela férmula acima em (II1.19), ficando
esta apenas com Iintegrais contendo poténclas de p e exponenclals
e P. Estas integrals sio observadas com culdado no apéndlice D.
A Integral-base, resolvida, ¢ dada por:
i
Ry (nis Kje My K5 My, Ky D, ) =
) [(27)+n] +1)0(27 +n +1)1 (27 +n +1)T (27 +n_+1)
‘3’1*"3’2*3’1*‘3’2
2
mi-r né + 1-1- m2
(-1/2)
* L] em' ) Im' '“m')im! - Im ! - 1
E' : ml.(n1 11111.1112.(n2 m2).m1.(n1 rnl).mz.(n2 maJ.
. ,a’',m_ ,m
) 1"72' 17 2
[ ] ] 1} H] ‘
, l‘('a'l+3’2+3'1+3'2+m1+m2+m1+m2+1)
F(27]+m +1)T (27 +n +1)0 (27 +m +1)[ (27, +m +1)

1 F (1 Bc-g' -, -m m, +1; 8c+3’ +y +m2+m +2;-1)
‘ 3' +y +m2+m +8c+1
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N R 1 F (1,877 -m' -m +1; &+’ +7_ +m’ +m_+2;-1)
) Ty T et 21 2 "2 "2 2 1171 ,
4 1 171
-
5 (I11.19%)
) onde as fungdes X
) ' © - :
I'(c) I'(a+k)T'(b+k) x
b . =
N aFl(a.b.C.YJ m KIT(ct+K) Y (II1.20)
; k=0

sfo denominadas fungdes hipergecométricas de Gauss[ B].

Considere a fungio hipergeométrica existente em (III.19°),

conforme a definicgio (III.Z20),

2F1( 1, &:—or.1+1 : £c+a:2+2; -1) =

[(Lo+a +2) 2 T(k+1)T(Le-a +k+1)

_ 4k
_l"itc-—”1+1 KIT(Ze+a +k+2) -1
k=0
sendo @ = 11+3r1+m1+m1 e @, = 72+72+m2+m2.

O desenvolvimente da somatéria acima leva a segulnte expres-

2Fl(1,&::—a:1+1;&:+t:r.2+2;--1) =
fe—a +1 be—a +2 Le-a +3
=1-|—* 11~ |—20l1-]—20]1-
deta +2 Leta +3 Leta +4 ot
2 ) 2 2
(III.21)
A parte radial do termo direto indicado em (III.17) se en-
contra no apéndice D, equagdo (D.23). Sio dezessels termos simi-
T
lares ao resultado da integral-base com os seus devidos fatores.
A dedugdo da parte radial do termo de troca é imedlata, pols
basta trocar n1<—> n2 e x14—> Kz nas expressdes que compdem a

parte radlial do termo direto. A parte angular do termo de troca,
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contudo, exige um culdado malor, para que seja possivel definir a
fase.

0 elemento de matriz da interacBio coulomblana entre as
particulas ¢, portanto, destacando somente a parte angular dos
termos direto (QA) e de troca (QB): :
nikionko1QIn K inK > = <niki.nok Qg In Kk o K> =

o ] ] ’ » 172
= ﬁ[(?..}l"'l) (2811'1 ) (2814'1 ) (2{14‘1 ) (242"'1 ) (2821'1 ) (282*'1) (2}21'1 )}

(-1)3:?4-)2-&.1 Z Z; £c 21 8; &c 82 Le J; }1
0O 0 O 0O 0 O L
2 1

Lc 1

te 4;3 *2 42 41 J parte .
11 t ¥ 2 it " | radial
2 2 1

2 2
-(-1)j’+j +1 Z £; &c 22 £'2 de 81 £c };. *2

- 0 0 O 0 0 O L ¢ v

c 2 1

k4, 4 4 4 [ parte ™M T, ]

1 ¢ 2 Po§ L radial x1<—9 ::2

2 1 T2 1 %2

(111.22)

I11.D) A EQUAGAO SECULAR

Com os elementos de matriz indicados nas expressSes (III.12)
e (II1.22), pqde-se agora calcular as auto-energlas do sistema de
duas particulas em um centro co;.llombiano.

Cabe aqul situar o que fol e o que sera felto daqul em dian-
te.

Considerou-se um dado valor para o momento total J e uma
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certa parldade (par ou impar). Considerou-se também um conjunto

de conflguragdes (nl,x u%,uz) tal que , como multas vezes fol

1
enfatizado, se J=|k|~1/2, entfo

14-4,1 s J =4+ . ‘

A paridade do sistema é dado por L+t =L, onde L & par ou
impar e 81, 82 seguem a regra apresentada em (III.18a). Com isso,
construlu-se a fungio total iuu(l.z), visto em (III.3), onde M é
a projegio no elxo z do momento J.

A equagdo (III.1), que pode ser representada por

H @bu(l.z] =0

ou por
H E A ¢ (1,2) =0, (III1.23)
nKnkK nKnkK
1122 1122
n K n_K
1122
onde
® (1,2) =
n K n_K
1122
1
= = - > >
5 (1-P(1,2)) <J1J2p1p2IJM>[(1)In1|c1p1 ]@[(Z)Inzxzp2 ]
Hi¥ay
: . +
fol multiplicada & sua esquerda por um dado wn'xufx'(l'Z) (com-
112 2

plexo conjugado de & (1,2)) e integrada nas variaveis p,0

anl nIKI

1122
e ¢ . Este procedimento, felto para cada um dos operadores que
compdem H (vide segBes III.B e III.C), nos levou a obter os ele-
mentos de matriz.

[}
Portanto, baseando nos resultados representados por (III.12)

1
Os nimeros ni, Ki, né. K' pertencem também ac conjunto de confli-

gurac¢des assoclados ao mﬁnto J.
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e (III.22), tem-se esta expresséio abaixo, obtide a partir da

equagio (III.23):

A
— A <n'k’ |CR |In k ><n’k'|In kx > +
ne n K nK 11 1711 22 "2 2
1712 2
n K n K
112 2
+ <’k |Inx><n’k’|CR Ink>l8, &,
11 11 272 "2 22 kK KK,

e P
-{-~1) [<n1x;ICR In x2><n '|lin x1> +

+ <’’’ |in k ><n’'k’|CR Ink >, &, =
11 22 272 T2 1Rk KK

= A <n’k’ [P Ink>n'k’|In k> +
n K nK 11 111 22 22

n K n K
11 2 2

+ <n'x’ n x ><n’'k' |P K> 3 +
nl H n2 | 2'“2 2 ]ax;xl x;xa

11+12-J
-{-1 <n’k’ |P. [n x ><n’k’ K > +
(-1) [ 1 1' 1' 22 2 2"“1 1

+ <’’’ Ink ><n’x’|PInk>|8, &, +
11 22 272 21 [k Kok,

- <n’k’,n’k n K ,nkK>+<n'k’,n'k’ n K DK > 1.
1 1" 72 2|Q l 1’ 22 171" 2 2|Q | 22 ]

{I11.24)
Para cada configuragio (n;,x;;n;,xé) obtém-se uma egquagdo do

tipo acima, cujas Incégnitas sdo A K x € A. O conjunto de
’ Pt e

todas as equagbes {III.24), cada ume referente a uma das configu-

ragies (n;,x;;n;,xé), pode ser escrito na forma de matrizes, como

é mostrado a geguir:

2 [CRI = [P + QI (111.25)

onde [CR] é a matriz cujos elementos s8o aqueles referentes aos
operadores indicados por CR1 e CRz' [P + Q] é a matriz indicada

por Pl’Pa'QA e QB’ [x] € uma matriz coluna composta pelas ampli-
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tudes An X n , formando o autovetor assocliado ac autovalor A.
1122

A equacfio secular decorrente da férmula (III.25) fornece,
portanto, os autovalores A . 0s elementos das matrizes [CR] e
[P+Q] s%o valores numéricos dependentes exclusivamente dos

numeros n e kK, isto &, do conjunto de confiéhracﬁes (nl.xl;nz,xz)

devidamente escolhido para um dado valor de J.
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CAPITULO IV

RESULTADOS E CONCLUSAO -

A solugdco da equagdo algébrica (III.24) ou (III.25), de
dimenséo n, fornece mn autovalores e un autovetores.

» quando é& utilizado um

Considerando o i-ésimo autovalor Ai“)

conjunto de n vetores-base e recordando a relagfo

2~1/2
Azn)c = { (mcz) - [Ei(lu)] } ,

a energla de ligagfio do i-ésimo estado & obtida pela expressio:

172
Ein) = 2[&{11) - moca] = 2[ (mc)2 - (lin)c)a} - mocz].

Se o conjunto de funges-base & ampliado para m elementos
(m > n), observa-se que

E:(rn)< E(n)

de acordo com o teorema de J.K.L.MacDonald“a].

in) como limitantes supe-

Entende-se, portanto, os valores E
riores aos valores das energias de ligagfo de n estados do sis-
tema e os correspeondentes autovetores como aproximagio as respec-
tivas autofungdes.

Na seqﬁér;cia, casos particulares sio apresentados.

Para Z2=2, J=0 e parldade par, as tabelas 1A, 1B e 1C exibem
respectivamente,a eveoclugdo dos coeficlentes An K n K das dez

1122

conf'iguragdes (n1’x1;n2"cz) que entram, com malor amplitude, na
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composlg@o dos autovetores ligados & energia de ligagio mais bai-
xa (tabela IA), & energla do primeiro estado exclitado (tabela 1B)
e & energla de um estado de dupla excitagBio (tabela IC).

Na composigfio de um estado de momento angular J, entram os
bispinores tals que I;l-gzl s J s |;1+;2| e, “para J=0, tem-se que
$=4, l.e., |K.1|=IK.2|. Se a paridade & par, entéo K =K.

Os resultados apresentados a segulr nas tabelas séo, em ge-
ral, os que se esperam.

A unidade em que a energia de ligagBo estd calculada &
mocaaz, ou seja, az vezes a energla de repouso da partlicula: para

o elétron e no sistema de unidades atémicas, m0=1 e c=1l/a, os

valores vém dados em hartrees.
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TABELA 1A

CONVERGENCIA DA ENERGIA E DOS COEFICIENTES DE DEZ CONFIGURAGOES

REFERENTES AO ESTADO FUNDAMENTAL PARA Z=2 (J=0, PAR)

dimens¥o da

matriz 1 S 14
ENERGIA - ~2.84779  -2.87477  -2.89708
1'11 Kl 1'12 K2 COEFICIENTES
0 -1 0 -1 -0.70707 0.68625 0.67761
0-2 0 -2 — 0.03916 0.04459
1-1 0-1 —_ -0.06777  -0.08186
1-1 1-1 — ~0.05509  -0.06546
11 1 1 — 0.02769 0.03153
1-2 0 -2 — — 0.03434
2-1 0-1 — —_— 0.08378
2-1 1-1 — _ ~0.01601
2 1 1 1 _ _ 0.02427
2-2 1-2 — — —
‘”::‘t‘:f: da 55 a1 140
ENERGIA ~2.90148  -2.90217  -2.80258
nl Kl n2 Ka COEFICIENTES
0-1 0 -1 0.67893 0.67907 0.67916
0-2 0-2 0.04489 0.04476 0.04467
1-1 0-1 -0.07858  -0.07806  -0.07776
1-11-1, -0.06552  -0.06531  -0.06516
11 1 1 0.03174  '0.03165 0.03158
1-2 0-2 0.03861 0.03854 0.03844
2-1 0 -1 0.078086 0.07792 0.07786
2-1 1 -1 -0.02084  -0.02075  -0.02063
21 1 1 0.02729 0.02725 0.02717
2-2 1-2 0.01941 0.02021 0.020386

30

-2.90015

0.67868
0.04503
-0.073955
-0. 06582
0.03184
0.03821
0.07819
-0.02051
0.02701
0.01585

204

-2.90286

0.67921
0.04460
-0.07756
-0. 06507
0.03154
0.03835
0.07782
-0.02055
0.02711
0.02037
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dlimenslo da

matriz
ENERGIA =
n x l'Tl2 «
0-1 0 -1
0-2 o0-2
1-1 0-1
1 -1 1-1
1 1 1 1
1-2 0-2
2-1 0 -1
2-1 1-1
2 1 1 1
2-2 1-2

T

ABELA 1A (CONTINUAGZO)

2

85

-2.80305

COEFICIENTIES

.67925
. 04458
.07742
. 08501
. 03150

0.03828
0.07780

. 02048

0.02707
0.02034
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TABELA 1B

CONVERGENCIA DA ENERGIA E DOS COEFICIENTES DE DEZ CONFIGURAGOES

REFERENTES AO PRIMEIRO ESTADO EXCITADO PARA Z2=2 (J=0, PAR)

dimens¥o da
matriz

ENERGIA =~

N b LW NN R ke D
1
[N

S O O M O W O ~m O O 5
1
=a

dimens3oc da
matrliz

ENERGIA -

[y
[
Fal

SR C I N O DT R =
|
ba

Q0 O N O N O N O Q)NS
t
bd

n

1
=

91

. 13817

. 15398

0.39107
0.08943

.49234
. 14655

0. 46306
0.14615

.30122
. 15405

14 30
-1.97349  -2.09296
COEFICIENTES
0.27085 0.20164
0.73176 0.53389
0. 18906 0. 12708
-0.59439 -0.58112
-0.18182 -0.17632

— 0.40501
— 0.13115
140 204
-2.14302  -2.14459
COEFICIENTES
0.14531 0.14128°
0.36736 0.35701
0.08340 0.08109
-0.47086  -0.45881
~0.14012 -0.13614
0. 48000 0.45362
0.14278 0. 14068
-0.32116 -0.32523
0.20422 0.22183
-0.09121 -0.12474

55

-2.12436

0.17060
0. 43462
0.09880
~0.53504
-0. 16080
0.46774
0. 147867
-0. 22993

28BS

-2. 14566

0.13838
0.35219
0.07991
-0. 45360
-0. 13463
-0.44884
0.13938
-0. 32600
0.22710
-0.13655
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CONVERGENCIA DA ENERGIA E DOS COEFICIENTES DE DEZ CONFIGURAGOES

TABELA 1C

REFERENTES A UM ESTADO DUPLAMENTE EXCITADO PARA Z=2 (J=0, PAR)

dimens3o da

matriz S
ENERGIA = -0.69883
noK N, K
o -2 0 -2 -0. 40821
1 1 1 1 0.57735
0-3 0-3 —
1-2 0-2 —
1-2 1-2 —_—

1 2 1 2 —

2 1 1 1 —
2-2 0 -2 —

2 2 1 2 —

3 1 1 1 —
dimensfo da 91

matriz

ENERGIA - -0.71042
myoKy P Ky

0-2 0-2 -0. 39447
1 1 1 1 0.55795
0-3 0 -3 '~0.04454
1-2 0-2, 0.03821
1-2 1-2 0.03751
1 2 1 2 0.05458
2 1 -0, 05405
2 -2 0 -2 -0.05103
2 21 2 0.03464
3 1 0.07221

14 _ 30
-0.70575  -0.70996
COEFICIENTES
-0.39763  -0.39378
0.56240 0.55694
0.04172 0.04468
0.03593  -0.40423
0.03268  -0.03782
0.05113  -0.05476
0.05082  -0.05717

— -0.05243
— 0.03287
— 0.07418
140 204
-0.71047  -0.71049
COEFICIENTES
-0.39452  -0.39454
0. 55802 0. 55806
-0.04446  -0.04419
0. 03802 0.03793
0.03743 0.03739
0.05448 0.05444
-0.05379  -0.05366
-0.05103  -0.05103
0.03450 0.03441
0.07221 0.07221

55

-0.71030

-0.39437
0.55787
0.04469

-0.03868

-0.03768

-0.05476

-0.05473

=0.05077
0.03474
0.07184

285

-0.71051

-0.39456
0.55808
-0.04440
0.03788
0.03737
0.05441
-0.05359
-0.05103
0.03437
0.07220
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Para o estado fundamental, a maior contribulgfo vem do pro-
duto direto indicado pelos nimeros (0 -1 0 -1). Lembrando o sig-
nificado das fungdes de uma particula, €& como se ambos os
férmions ocupassem o estado de energia mais baixo.

Os coeficlentes que descrevem o prigeiro estado exclitado
mostram que, ainda em termos de uma particula, as contribulgdes
mais Importantes se referem as slituagdes em que se tem uma
particula no estado mals baixo e a segunda particula podendo ocu-
par o primeiro, segundo, tercelro,... estado excltado.

Quanto ao estado com dupla excltagdo apresentado, as duas
fungbes base mals Iimportantes correspondentes aos nlmeros
(0-2 0-2) e (11 11), ambos com &1, pode ser interpretado
como o estado em que ambas as particulas estfo no primeiro estado
excitado (estado de uma particula) com #&1. Comentarios sobre

estados com dupla excitagfio serdo feitos mals adiante.

As tabelas também mostram que h& uma convergéncla simulténea

da autofungéc e do autovalor. Se o autovalor apresenta uma incer-
teza no i-ésimo algarismo apds a virgula, o mesmo pode se dizer
dos coeficlentes das fun¢des base.

As tabelas 2A, 2B e 2C mostram para 2 = 14 (2a = 0.1), o

mesmo que fol apresentado aclma para os estados correspondentes.
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TABELA 2A

CONVERGENCIA DA ENERGIA E DOS COEFICIENTES DE DEZ CONFIGURAGCOES

REFERENTES A0 ESTADO FUNDAMENTAL PARA Z=14 (J=0, PAR)

dimensZo da

ita 14 30 55 g1
ENERGIA - -187.8738 -187.8775 -187.8794 -187.8807
n1 K.1 n2 lcz COEFICIENTES
0-1 0-1 0.70230 0.70228 0.70227 0.70228
0 -2 0-2 0.00622 0.00633 0.00835 0.00635
1-1 0 -1 -0.01139 -0.01147 -0.01147 -0.01147
1-1 1-1 -0.00749 -0.00758 -0.00759 -0.00759
11 1 1 0.00437 0.00445 0.00446 0.00447
1-2 0-2 0.00485 0.00547 0. 00556 0. 00558
2-1 0 -1 0.00595 0.00576 0.00573 0.00573
2-1 1-1 -0.00281 -0.00323 -0.00325 -0.00325
21 1 1 0.003389 0.00382 0. 00388 0.00390
2-2 1-2 — 0.00235 0.00288 0.00301
d‘::::f: da 140 204 240
ENERGIA - -187.8815 -187.8821 -187.8822
!'11 lc1 n2 Kz "COEFICIENTES
0-1 0-1 0.70228 0.70228 0.70228
0-2 0 -2 0.00635 0.00635 0.00635
1-1 0 -1 . -0.01147 -0.01146 -0.01146
1-11-1 -0.00759 -0.00758 -0. 00758
1 1 1 1 0.00447  0.00446 0.00446
1-2 0-2 0.00559 0.00559 0. 00559
2-1 0 -1 0.00574 0.00574 0.00574
2-1 1-1 -0.00324 -0.00324 -0.00324
2 1 1 1 0.00390 0.00390 0.00390
2-2 1-2 0.00304 0.00305 0. 00305
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TABFLA 2B

CONVERGENCIA DA ENERGIA E DOS COEFICIENTES DE DEZ CONFIGURAGOES

REFERENTES AO PRIMEIRO ESTADC EXCITADO PARA Z=14 (J=0, PAR)

dimensso da 14 30 - 58 91
matriz
ENERGIA - -117.3108 -119.2987 -119.6352 -119.6920
l'l1 K.l nz Kz COEFICIENTES
0-1 0-1 0.21922 0.19211 0.18450 0. 18281
1-1 0-1 0.84676 0.74097 0.71128 0.70463
1-1 1-1 0.19449 0. 16506 0. 15750 0. 15591
2-1 0 -1 -0.49318  -0.52260 -0.51838  -0.51606
2-1 1-1 -0.09542  -0.10418  -0.10378  -0.10336
2-1 2-1 -0.02444  -0.02514  -0.02469  -0.024S5
3-1 0 -1 — 0.23285 0.26709 0.27176
3-1 1-1 — 0.06023 0.06803 0.06902
4-1 0-1 — — -0.09493  -0.11005
4-1 1-1 — — -0.02299  -0.02671
dimens¥o da 140 204 240
matriz
ENERGIA - -119.7002 -119.7012 -119.7012
l'l1 Ki n2 Kg COEFICIENTES
0-1 0-1 0.18248  0.18244 0.18244
1-1 0 -1 0.70342 0.70326 0.70326
1-1 1-1 0. 15561 0. 15558 0. 15558
2 -1 0-1 . -0.51556  -0.51548  -0.51548
2 -1 1-1 -0.10328  -0.10327  -0.10327
2-1 2-1 ~0.02452 --0.02452  -0.02452
3-1 0 -1 0.27228 0.27233 0.27233
3-1 1 -1 0. 06913 0.06914 0.06914
4-1 0-1 -0.11211  -0.11233  -0.11233
4-1 1-1 -0.02720  -0.0272§  -0.02725
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TABELA 2C

CONVERGENCIA DA ENERGIA E DOS COEFICIENTES DE DEZ CONFIGURAGOES

REFERENTES A UM ESTADO DUPLAMENTE EXCITADO PARA 2=14 (J=0, PAR)

dlnens!o'da

14 30 - " B5 91

matriz
ENERGIA - 46.8516 - 46.8551 - 46.8557 - 46.8559
nl Kl n2 Kz COEFICIENTES
0-2 0-2 ~0.39372  -0.39343  -0.39324  -0.38320
1-1 1-1 ~0.04438  -0.04531  -0.04408  -0.04450
111 1 0.58241 0.58236  0.58254 0.58255
1-2 0-2 0.00447 0.00476  0.00469 0.00469
1 21 2 0.00741 0.00828 0.00832 0.00832
2 1 1 ~0.00588  -0.00632  -0.00633  -0.00632
2 1 2 1 -0.00566  -0.00621  -0.00622  -0.00621
2-2 0-2 — ~0.00432  -0.00429  -0.00430
2 21 2 — 0.00507  0.00540 0.00541
3 11 — 0.00657  0.00652 0.00652
‘“:::‘: da 140 204 240
ENERGIA - - 46.8560 - 46.8561 - 46.8561
n1 Kl n2 Kz COEFICIENTES
0-2 0 -2 ~0.39322  -0.39305  -0.39305
1-1 1-1 -0.04513  -0.04380  -0.04390
111 1 0.58252 0.58268  0.58268
1-2 0-2 . 0.00470 0.00466  0.00466
1 21 2  0.00832 0.00832 0.00832
211 1 ~0.00630 --0.00633  -0.00633
2 1 2 1 -0.00621  -0.00621  -0.00621
2-2 0-2 -0.00430  -0.00430  -0.00430
2 21 2 0.00541 0.00541 0.00541
31 1 0.00652 0.00852  0.00652
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Comparandc os dols grupos de tabelas, o que se nota € uma
convergéncla bem mais réplda para o valor mals elevado de 2. O
fato corresponde as expectatlvas, uma vez que a Interagfio entre
ag particulas passa a ter um valor cada vez menor quando compa-
rado com a interagio com o centro boulombfano, tendendo assim a
se comportar como particulas Iindependentes. Portanto, para 2Z>>1
um tUnico produtoc de bispinores pode J& conslistir em uma razoavel

descricgfio do estado.

comparaciic com outros valores teéricos

1381

Desde os trabalho de Hylleraas e a obra de Bethe &

Salpeter[ 5]. indmeros trabalhos teé6ricos foram realizados com o

objetivo de obter a mesma preclsiio que os experimentos espectros-
c6plcos.

Uma parte de tals trabalhos procura descrever o sistema de
dois elétrons a partir de um hamiltoniano ndo-relativistico. Os
efeitos devido a relatividade e A& quantizagioc da Interagfo
eletromagnética sfo calculados por Iintermédio da teorla de
perturbagéoc. Como exemplos, pode-se citar os trabalhos de C.L.

Pekeris'*®!, K. Frankowski & C.L. Pekeris'™), Y. Accad,C.L.

Pekeris & B. Schiff!® A.J. Thakkar & V.H. Smith,Jr.'*®!, D.E.

Freund,B.D. Huxtable & J.D. Morgan I11'®! 2z Xiao-11n''"!, A

[40] [34]

Kono & S. Hattori ', G.W.F. Drake e J. Baker, R.H. Hill &

J.D. Morgan I11%%),
A idéla existente na literatura citada acima é a mesma que &
utilizada neste trabalho: a fungfio de onda do sistema é expandida

em termos de fungdes das coordenadas das particulas e dos

parametros associadoé & descrigdo dos estados. Os autovalores sio
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fornecldos por melo do método variacional.
Outros trabalhos, por sua vez, JA4 Incorporam os efeltos re-
lativisticos, tratando os elétrons como particules de Dirac.

J.Krause[‘il

,» por intermédio do método variaclonal, determina os
valores deAparAmetros que entram na compoéiqﬁo dos bispinores e

encontra os valores para as energlas de ligagfo do estade funda-

3 3

s, 2P,

mental (11501 e dos primeiros estados excltados 2150. 2 s o

2°P e 2% de varios lons tipo hélio. Valores das taxas de tran-
sl¢bes radlativas para os casos 2351 — IISO, 21P1 —_ 1150,
23P1_2 — 1'S, também sdo obt idos.

As energlas de ligagfo do estado fundamental apresentados no
trabalho de Krause para dlversos valores de Z sdo praticamente
equivalentes aos valores obtlidos pelo método exposto neste traba-
lho utilizando a base minima (uma Unica configuragfo; no caso,
x1= n2= -1, n1= n,= 0), como mostra a tabela 3 . A mesma tabela
também serve para enfatlzar a observagido feita no final do Iitem
anterior, quando fol declarado que, quandoc 2 >> 1, es energlas de

ligacio obtidos podem, eventualmente, serem razoavels no caso de

um Gnico produtce de bispinores.
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TABELA 3

VALORES DOS NIVEIS FUNDAMENTAIS PARA VARIOS Z

2 IE | (eV)* IE| (aw)’ IE,| (eV)*

77.4928 2.84780 77.4926
5 598. 099 21.9796 598. 096

10 2557.05 93. 9695 2557.04

15 5887.50 216.360 5887. 46

20 10603.1 389.654 10603.0

25 16723. 4 614.570 16723.3

30 24274.4 892.0862 24274.3

35 33288.9 1223. 34 33288.8

40 43807.7 1609. 89 43807.4

45 588798.9 2053.54 55879.7

50 69564.7 2556. 44 69564. 3

60 102070.0 3750. 97 102069. 1

70 142072.0 - 8221.02 142071.2

80 190656.0 7006, 45 190655. 3

a0 249445.0 89166. 90 249444.1

100 321010.0 11796.9 321010.1

& conforme referéncla [41]).

* valores deste trabalhe usande 2 base minima (em hartrees).

+ wvalores em eV deste trabalhe usando a convers¥o:

1 hartree = 27.2113961 eV.

Obs.: os valores acima s%c negativos.
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Por melo também do calculo variacional, S.P. Goldma.n[a‘”

obtém as energlas de ligagBio para os estados fundamentals dos
Atomos de He, Be, C e Ne e suas correspondentes seqiiénclas iso-
eletrénicas. Corregdes nos nivels devido & interagfio de Breit s#o
calculadas por melo da Teoria de Pefturbagio.

A técnica da MBPT (Teoria de Perturbagfo para muitos corpos)
& utilizada por S.A. Blundell et al.laﬂl e por Y. Ishikawa[m]
para obter o valor da energia do estado fundamental do He.
Ishikawa também calcula a energla do estado fundamental de varlos
ions da série isoeletrénica do He e dos Atomos de Ne e Ar.

F.A. Parpla e I.P. Gr‘a.nt“'“ apresentam os valores para o
estado fundamental do He e de alguns fons {(um deles com Z2=14) com
dois elétrons usando um método ndo-perturbativo, baseando-se em
uma seqliéncia de conflguragdes.

Nas préximas paginas, sfo apresentadas tabelas comparativas
dos resultados obtidos pelos autores citados e pelo presente tra-
balho nos casos de Z=2 (tabela 4) e Z=14 (tabela 5). A unidade
utilizada & o hartree.

As tabelas exlistentes também apresentam uma notagdo para
identificar os estados, baseada no acoplamento de Russel-
Saunders, ou seja, os estados s3o ldentificados pela paridade,
pelo momento angular orbital e pelo momento de spin. Sistemas com
dois férmions possuem apenas: (a) estados singletos cujo spin
total & zero, S=0; (b) estados tripletos com S=1. Como J=C+ §,
deve-se ter [J-S| = L = J+S.

A altima relagfio Implica que estados slingletos vém de estados

com J=sL e estados tripletos s&c originarios de estados com

L=(J - 1), L=J e L=J+1.
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Para J=0 e paridade par, no limite n#3o-relativistico

obtém-se estados 150 € 3Po; se J=0 e a paridade Impar, estados

3Po sB0 obtldos e apenas estes, uma vez que dols férmlions nfo

possuem estados S e parlidade impar e assim por diante.
0 quadro abalxo resume a corréspondénéia entre as notagdes

relativisticas e nfio-relativisticas.

UADRO I
Paridade par
J=0 g, %
[v) 0
J=1 ‘. 3%, %, %
1 1 1 1
J=2 'n, 3%, %, %
2 2 2 2
Paridade impar
J=0 %p
[v]
1 3 3
J=1 P,v P, D
J=2 b, %, %, %
2 2 2 2

A correspéndencla deve ser felta considerande o 1limite
nfo-relativistico da fungio de onda (c-w). Na maloria das
situagtes, a ldentificagdo pode ser felta por uma slmples

inspeg3c nos coefliclientes mals relevantes dos blspinores.
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TABELA 4

VALORES DAS ENERGIAS DE LIGAGAO DO ESTADO FUNDAMENTAL E DOS PRI-
MEIROS ESTADOS EXCITADOS PARA Z=2

J=0 (par) [d;m=305] -

E E E E E E
1 2 3 4 5 B
(1’so)
-2.90305 -2.902716 -2.903856 -2.903856 -2.861813 -2.847808
1
(2's,)
-2.14566 - - - - -2.089625

J=0 (impar) [dim=210]

E E
1 ]

(13P0) -2.13044 -2.13066

(23Po) -2, 04058 -

(impar) [dim=259]

E E
1 6

-2.12913 -2.13066

-2.11992 -2.12149

(impar) [dim=297]

J=1 (par) [dim=279] =1
E E
1 6
(1351) -2.17464 -2.16677 (13P1)
(1391) -2.03276 - (1‘P1)
(2351) -2.02694 -
J=2 (par) [dim=303] =2
E E
1 <]

(1°p)) -2.01814 -

(1102) -2. 00601 -

E_ E
1 8

3
(1°p)

-2.13064 -2.13066

Eizest.e trabalho; Ea:com‘. ref.[39]; Ea:conf‘. ref.[32];l-:4:conf.

ref.[ll];ES:con!‘. ref.[37]; Es:con!‘. ref.[41]. As dipensdes das

matrizes utilizadas por este trabalho para calcular as energlas

est¥o entre colchetes.

Obs.: o8 valores de l-:S foram convertidos de e¥Y para hartrees.
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TABELA 5

VALORES DAS ENERGIAS DE LIGAGAC DO ESTADO FUNDAMENTAL E DOS PRI-
MEIROS ESTADOS EXCITADOS PARA Z2=14

J=0 (par)
dim=240

-187.8822 (1‘50) -187.8423'% -187.8881'"’
-118.7012 (2‘50) - -

-107. 4234 (3‘50) - -

(a):conforme referéncia [37].
(b):conforme referéncla [44]. Este valor fol obtido a partir de

extrapolagbes.
J=0 (impar) J=1 (par) J=1 (impar)
dim=156 dim=197 dim=160
~119.6083 (1°P,) -120.2510 (1%) -119.6349 (1°P))
-107.6323 (2'P) -107.2910 (1°D,) -118.2617 (1'P))
-101.1804 (3'P) -106. 1555 (2°P))

-105. 9684 (2‘?1)

J=2 (par) J=2 (impar)

dim=180 dim=178
-105.8108 (1302) © -119.6878 (13P2)
-105. 3905 (1‘D2) -106. 1873 (23P2)

Obs: foil encontrado na literatura disponivel somente os valores

teéricos para o estado fundamental, como mostram as referéncias.
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0O trabalho computacional para obter todos os valores de
energia transcritos neste trabalho fol reallizado no computador
Convex C220 do Centro de Computacfio Eletrénica da USP.

Juntamente com as energias do estado fundamental e dos pri-
meiros estados excltados, obtém-se também o$ valores dos chamados
estados com dupla excitagio.

Estados duplamente excitados de um sistema de dols elétrons
sfo aqueles em que, pensando em termos da teoria de uma
particula, ambos os férmions se encontram nos primelros estados
excltados.

E possivel reconhecer um estado duplamente excitado se o
valor de energia deste estado, bem como os valores dos coefici-
entes da expansdo, em partlcular, os coefliclentes com valores
relevantes, pouco mudarem a medida que o numero de fungdes-base
forem aumentando, .l.e., a medida que a dimensfo das matrizes
forem crescendo, como esti exemplificado nas Tabelas 1C e 2C.

Os trabalhos tedricos encontrados usam & teoria

]

nio-relativistica, como o de J. Callaway'>> e L.Lipsky et

al.[‘aa

Os céalculos foram efetuados a partir da expansdo da
funglo de onda do slistema em produtos diretos de fungdes de uma
particula, onde ocorrem par&metros associados aos estados de uma
particula a serem determinados.

A seguir, uma tabela comparativa (Tabela B) entre os valores

obtidos por Llpsky, Callaway e o presente trabalho é apresentado

para 2=2. Os valores estfo em hartrees.
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VALORES DAS ENERGIAS DE ESTADOS DUFLAMENTE EXCITADOS

TABELA 6

NO CASO DE 2Z=2

E, E, E, dim J
s (par)
-0. 775245 -0.778395 -0. 778097 305 0(p)
-0.615133 -0.619165 -0.621849 305 o(p)
-0. 546940 -0.547760 -0.547376 305 0(p)
°p (par)
-0. 710508 305 0(p)
-0.706881 -0.709990 -0. 707696 279 1(p)
-0.708482 303 2(p)
-0.566717 -0.587715 -0.567801 305 0(p)
°p (impar)
[ -0.758121 210 0(1)
-0.758288 -0.759990 4 -0.758888 259 1(1)
| -0.758645 297 2(1)
[ -0.583737 210 0(1)
-0.583354 -0.584555 { -0.580926 259 1(1)
| -0.583732 297 2(1)
{ -0. 578200 210 0(1)
-0.578534 -0.578935
-0.575881 297 2(1)
-0.548829 210 0(1)
-0.548534 ~0. 548660 -0.547413 259 1(1)
-0.551384 297 2(1)
-0.539517 -0.539520 -0. 539508 210 0(1)
-0.528462 -0.528525 -0.528476 297 2(1)

(continua na préxima pagina)
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TABELA 6 (continuagéo)

3 (par)
~0.559309 -0. 559660 -0, 560408 279 1(p)
1
P (par) .
-0.579794 ~0.580215 =0.576182 279 1(p)
1
P (impar)
~0.68B8365 -0, 690685 -0.691467 259 1(1)
-0.596563 -0.597040 -0.594122 259 1(1)
-0. 562920 -0. 563675 -0. 566089 259 1(1)
-0. 546206 -0.546425 -0.544763 259 1(1)
-0.533865 -0.534200 -0. 535522 259 1(1)
~0.527455 -0.527465 -0. 528063 259 1(1)
D (par)
-0.583185 -0. 583620 -0.579971 279 1(p)
3
D (impar)
-0.558472 259 1(1)
~0.558983 -0.559210
-0.561272 297 2(1)
~0. 520607 -0.520670 -0. 522036 297 2(1)
1
D (par)
~0.697481 -0.688350 -0.689327 303 2(p)
~0. 567703 -0. 568580 -0.5687723 303 2(p)
1
D (impar) .
-0. 563470 -0.563715 -0.564192 297 2(1)

[42]

Os valores na coluna !-:1 830 o5 de Llipsky et al , os da co-

) <)
luna Ea s¥o de Callaway[ e os da coluna ES' og deste trabalho.

r
A coluna dim apresenta a dlmenls&o da matriz wutillzada e a coluna
J, o wvalor do momento total e a sua paridade, (p) par ou (1)

impar.0s valores de 1-22 est¥o originalmente em Ry.
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A comparacdoc entre os valores que constam na tabela 6 foi
feita baseando-se no quadro I que relaciona as notages
relativisticas e nfo-relativisticas para a identificaclio do
sistema.

Tanto o trabalho de Lipsky et al. e o de Callaway ndo levam

em conta o momento total J, tarefa esta Imediata no método aqul

apresentado.

comparacfio com os valores experlmentais

Para comparar com valores experimentals tabelados para a
energia de 1ionlzaglo e para as energlas de transigio entre os
varios estados, ¢ preclso recordar que os valores das tabelas
precedentes admitem a massa do nicleo infinita. Para levar em
conta a massa finita do nuclec , o procedimento & ditado por
Bethe e Salpeter (ref.5, pg.167): toma-se ¢ valor da energia
constante da tabela e multiplica-se pela relagio

M
Mem *

onde M é a massa do nicleo e m, a massa do férmion.

ENERGIA DE IONIZAGAC
O valor da energla de ionlzaglio é obtido subtraindo do valor
do estado fundamental de duas ﬁarticulas o valor do estado funda-
mental de uma particula.
Utilizando a relacdio (II.16) que descreve a energia dos es-
tados de uma 'particula com n=0 e kx=-1, obtém-se que:
para 2=2, ~2.00011;
para Z=14, -98.2571;
e a energla do estado fundamental vale:

para Z2=2, —-2.90305;
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para Z2=14, -187.8822.

Deve ser lembrado que & relacfio (I1.16) e os valores cons—
tantes nas tabelas n8o levam em conta a Interag@o de Breit e o
deslocamento de Lamb; sendo estes da ordem de aaz‘a?mcz. afetam a
sexta casa;. apbds a virgule para é=2 e a-. segunda casa apbs &
virgula para Z=14.

Usando os valores da constante de Rydberg Ryhe= 109722. 267
cm”? para o_hélio e Ryw = 109737 cm_1 para Z=14, o valor da
energia de lonizagfAo para 2=2 ¢

3]

experimentall tedrico

1 198145.25 cm*

198310.76 cm
e para 2Z2=14,

3l tebrico

experimentall

19661693 cm ' 19670379 cm™’
Os valores tebéricos acima s@o obtldos do seguinte modo: como
a diferenga entre o estado fundamental de duas particulas e o
estado fundamental de uma particula estid em hartrees, multiplica-
se o resultado por dols e obtém-se o valor em Ry. Assim, multi-

plica-se os resultados pelas respectivas constantes de Rydberg e

chega-se ao valor em unidades de em .

ENERGIAS DE TRANSIGAQ

Para obter as energias de transicéo entre o estado funda-
mental e os ,estados excitados, calcula-se a diferenga entre o
nivel fundamental e o estado excitado e multiplica-se o resultado
por duas vezes a constante de Rydberg, obtendo desta maneira a
energia de transi¢io em cm-i, como estéo apresentados nas tabelas

7, 8 e 89 a segulr.
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ABELA 7

COMPARAGAO ENTRE OS VALORES TEORICOS E EXPERIMENTAIS PARA 2=2

(PRIMEIROS ESTADOS EXCITADOS)

[
experimental

31

estado teérico
GII-1 Cﬂ—1

2‘s°(0p) 1686205 166271.70
1331(1p) 159846 159850. 32
11P1(11) 171854 171129. 15
1°P_(01) 169545 169082, 19
13P1(11) 169833 169081. 18
13P2(21) 169501 169081, 11
2°p (01) 189264 185559. 28
1'D,(2p) 198850 186099. 22
* 08 naGoeros parénteses representam ¢ momento total J e

paridade, par ou {mpar: (J,p ou })

sua
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COMPARAGAO ENTRE OS VALORES TEORICOS E EXPERIMENTAIS PARA 2=14

TABELA 8

(PRIMEIROS ESTADOS EXCITADOS)

) [
estado tedrico experimenta
-1 -1
cm cm
2150(0p) 14963957 -
3180(0p) 17658659 -
1331(1p) 14843246 14819000
11P1(11) 15060525 15040000
2‘?1(11) 17977993 17620000
13Po(01) 14984807
13P1(11) 14978442 14950000
13P2(21) 14966810
23P0(01) 17612789
23P1(11) 17936952 17600000
23P2(21) 17929928
13D1(1p) 17687629
} 17604000
13D2(2p) 17792977
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TABELA 9

COMPARACKO ENTRE OS VALORES TEORICOS E EXPERIMENTAIS PARA 0S
ESTADOS COM DUPLA EXCITACKO (Z2=2)
(conforme tabela 6)

Teérico Teérico Expeblmentall 3l
(hartree) (em 1) (em™ )
s (par)
-0, 778097 466308 466750 0(p)
-0.621849 500597 501200 0(p)
- - 507720 o(p)
-0.547376 516940 517400 o{p)
- - 517960 o(p)
Sp (par)
-0. 710509 481141 o(p)
-0. 707696 481758 481301.5 1(p)
-0.709482 481366 2(p)
-0.567801 512458 512600 o(p)
% (impar)
-0. 758121 470693 0(1)
-0. 758888 470525 470310 1(1)
-0, 758645 470578 2(1)
-0.583737 508961 0(1)
-0. 580926 509577 508920 1(1)
-0.583732 508962 2(1)
-0.578200 510176 o(1)
— - ! 510111
-0.575881 510684 2(1)
-0.548829 516621 o(1)
-0.547413 516932 516775 1(1)
-0.551384 516060 2(1)
-0.539509 518666 - 0(1)
-0.528476 521087 521433 2(1)

(continua)
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iy

% (par)
~0. 560408

p {par)
-0.576182

'p (impar)
-0.691467
-0.594122
-0. 566089
-0.544763
-0.535522
-0.528063

*p (par)
-0, 579971

*p (impar)
-0.558472
-0.561272
-0.522036

1

D (par)

-0.689327
-0.567723

p (impar)
-0.564192

514080

510618

485320
506682
512833
517513

519541
521178

509787

514505

513830

522500

485789
512475

513250

514700

509094

484942,
506175,
513399.
517330.

517500

519938.
521566.

508890

514473,

522920

482960
512180

513550

534
33

733
574

687
787

1(p)

1(p)

1(1)
1(1)
1(1)
1(1)

1(1)
1(1)

1(p)

1(1)

2(1)

2(1)

2(p)
2(p)

2(1)
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conclusfo

A partir do hamiltoniano fenomenolégico apresentado no
capitulo I, fol obtida uma equaglo secular que permite calcular
as energiaé e as autofuncdes dos estados estacionarios de um sis-
tema de dols férmions submetidos a umr centro coulomblanc de carga
Zlel.

0 modelo utilizado para o sistema aclima, que leva em conta
os efeitos relativisticos e trata ¢ centro coulombianc comoe um
potenclial externo, mostrou-se preciso dentro das expectatlivas
para descrever o a4tomo de héllio e os ions tipo héllo.

Os resultados teéricos obtldos, relaclonados nas tabelas
apresentadas neste capitulo, mostram uma, concordancla
satisfatéria com os valores experimentals.

No casoc de Z=14, correspondente ac fon de silicio com dois
elétrons (S1 XIII), os autovalores convergiram relativamente
rapido, uma vez que a Iinteragido entre os elétrons contribuem
pouco para os valores de auto—energla em relagdio & interagio des-
tas particulas com o nicleo. E possivel afirmar que, para outros
valores médlos de Z da sérle Isoeletrénica do héllo, os célculos
das suas auto-energias e de suas auto-fungdes se comportem de

modo semelhante.




APENDICE A

POLINOMIOS DE LAGUERRE GENERALIZADOS

Os PolinOmios de Laguerre Generalizados (PLG) sio represen-
tados por:

n

(a), , _ E:::: (-1)™ r'(atn+1) m
Ln (x) = m (n-m) T (a+m+1) X ° (A.1a)

m=0

Re(w)>-1, n=0, 1, 2,
Os PLG e as fungbes hipergeométricas confluentes se
relacionam da seguinte forma:

n!'T{a+l) _ («)

Ternri) n {z) , (A.1b)

1F‘1(—n; atl; z) =

sendo que,
o
r'(b) Ia+k) z°
r(a) I(b+k) k! -
k=0

1F‘l(a; b; z) =

A relagio de ortogonalidade dos PLG ¢é dade por:

©

J e X x* L(a)(x) L(a)(x) dx = _Eifi?ill_ 3 .
n m n! n,m

0
Uma integral que surge neste trabalho é:
'
4]

Ia, = J e < xm_1 L(a)(x) L(a)(x) dx .
n',n n m
)

Come nao se encontrou o resultade desta Iintegral nas
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referénclias disponlvels, utilizou-se a fungéo geratriz[ 8 dos
PLG para resolvé-la:
P Wy e T (A.2)
n (1 r)® +1 )
n
Assim,
w
E 1%, = [ e ¥ 71 E r" L(?)(x) E t" L(a)(x) dx =
n’,n n n
n'n 0 n’ n
L
1 a-1 [ X [1+r 1+t]]
= X expl~ 5 [5==+ —=|| 9x . (A.3)
(1 - m® +1(1 - ) +1 [ 2 |1-r  1-t

0

Fazendo uma mudanga de varlavel, flicamos com

201

-y _oa-1
e y dy =
(1 -m**a - %l [1+r . 1+t]“ 0[

l1-r 1-t

Ma)
(1-r) (1-t) [1-rt]“

Ja que

(1-27%= F%ET E HIIEE%—Bl— z’
v

e usando esta lgualdade no resultade acima, chegamos 2 segulnte

seguinte expressio para (A.3):
1

AR Ia. - MNa : v) o + v g9tV
E n'.,n § v!



I N

Consldere que w+v = n’ e utv = n; a comparagéio entre os coe-
ficlentes de ambas as somatérlas permite-nos encontrar o resul-

tade para a lntegral:

min{n,n’)

a _ e + v).
I o= E T (A.4)
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ELEMENTOS DE MATRIZ DE

Aplicando o operador

APENDICE B
7P "‘mc €
o °© [ﬁ B~ Zac ]

U

_)
-P

5 sobre a fungfo-base na forma

(I11.8), fica-se com:
-) -) 372 1r2
| Y / A
21 Inkp>=v2 [E] [ (27+n+1 ] “2(k,n) n_(x,n).
3 3 1 na(x n)
a.p |[; 2y 2, (27 _ o+ (27)
0 — i(1 + e/me”) [Ln (p) = L~ ( )] 18
> 2 1 nz(x n) )
. g.p _ 2y2 [, (27) + (2y) (2
ko |0 - e LT« (p)]Qﬂ“(n)
e P72 p7-1 -
3s2 1/2
=v/2 (2 n! % 2 2(k,n) 0 (k,n)
h F(2y+n+1) ’ R
1y, 72 (xk,n) )
_ 212 6.p [} (2) + (2y) _ (2y.P72 71
(1-e/mc ] —x [ . (p) + L~ (p)]n;tu(n)e P
1 2
242 P [ (21 7, (x,n) (27) 3. -ps2 71
1[1+E/mc ] ﬁ [Ln (P) - Ln_1 (P)]Q’.‘a‘(n)e P
(B.1)

0 resultado da aplicagdo do operador 3.3 sobre as compo-

nentes do bispinor Ja fol

fungdes-base,

p

[ (27>(p) . n

2
7, (x,

mostrade no capitulo II, referente as

no iniclo da segéo II.D:

n) (2¥) -p/2 ¥-1
sz(p)]ep 71 2

Bl



72(k,n)

_ .4 1-K) -p/2 7-1[ (21 + 2 2 _
e S -
= i[B2md L) - F 1) - L aZtamaliamd L)+

§-l- . (k, n)L‘”’(p)] "”2 7 ‘nﬂu(ﬁ) (B. 22)

Acima, uscu-se a relagdc de reccrréncia (II.13b) e as defi-

nigdes (II.22a) a (II1.22e). De forma andloga, tem-se que

2
2> 7 (x,n)
i-P o (20 + (27) -pr2_y-1 _
I_EX i (n )[ (p) - o L _ (P)]e P =

1)2(& n)
_ _[d 14x] _-ps2 y-1[, (27) _ o+ (27) 3.
= [$ + T]e ) [I"n (p) = I..n_1 (p)]Q[—E (n) =

[Af(lc,n)é- L) + 31 (0) + L wlte,maie, md L) +

(zy) p/z -1 3
+ 2 n, (K n)L (p]] nﬂ”(n) (B.2b)

Substituinde (B.2a) e (B.2b) em (B.1), ¢ elementc de matriz

procurade é:
—)—)
<n’ x' p' I In Ku>=

1
c0 T

_ . 2z q_(k',n’)n_(x,n) o 2lso wins
T Z|T(2y +n’ +1)T (27+n+1) . . |9P P .
\/‘;(K'.n’) \/‘;(x.n) 0 0

] =

21 l . TIZ(K’ nr]

.Jdgo [—1[1+e/mc2]2 [L‘?" ") - —— 1127 ’(p)]e'f-”zp'«!r -1
n n n'=-1

0

1 1)2(&’ nl')
[l—E/mcz]a[L:.?a' (o) + +T L2y )(P)]

n'-1

-ps2 ¥ -1_ %t >
e P ni.«z—.”,(n)‘.
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r 1

1
o

1
(1 +e/mc2] 2 [Af (

1
)

Fazendo o produto dos bispinores que ocorre em

obtém-se que:
2. —)
<n’ k" u' I

n''n!

__,2a2[,2 1. (29) 1
1(1-e/mc”) [A+(x,n)5 L "% (p) L

1 .2y
-n)a Ln (P) + '2‘

(2y)
. (p)

‘27’(p) 2 n-(x, n)L‘ “( )]e

(27) ; 1

(27)
n 1 ( )+ i—

|n|cp>=

1
2z w_(x',n")n_(x,n)

_1
- 4_[1"(27' +n’ +1)T(2y+n+1)

o0
J dp p"r

0

1.
=L ()—
p P

72(k,n)

+ (zy)
* 2n Ln—l (p)][

2, , »
Ti+(x ,n")

[

+y _-p [[ (27") +
e L (p) ~ ———
n’ n

(23’)( ) -

\/@(K’.n’ )‘ v/q.(x,n)

'nz(lc' ,n’)

n'-1

20 Mm

o) 0

L% ) (o)

' n'-1

1 2 2
- = n+(x.n)n+(x,n).

()+—'n(xn)A(xn)

n° (x, n)L‘”’( )]e

L(zar' ) (p)

nf(x.n)

-p/2 -1

2
P ;Bu(n)

-ps2 F-10 (2
) n}!p(n)

(B.3)

(B.3),

172
&2
1 - .
. 2 4
m-c

2
][ A+(K.n).

N 2(k, n)A (k,n) = L(zﬂ(p)

, + 2 2
Jdrp Jde aing ﬂ:‘.e.u,(n)n*m(n)] +

][ A%, n)t L (p) 4
: 5L,

+ 3L+ Lnlama?temt L )+ L;'j‘f’(p)].
. am oW
[ qu: Jdeolnﬂ n,e, » (n )Qﬁ (R) ] ]
0° o
A Iintegral nas varidvels angulares &, conforme a equagéc
(11.24a): |

B3



2n R

de Jde angnt, @ a, @ 5

. =3,,35, , =38, &, .
ytu o 340wy k' T

0 0

Portanto, com ¢ resultado desta Iintegral, os valores de 7,

que ¢ funglio de k, passam a serem escritos como fungfio de k',

denotado por y’. Desenvolvendo a expressfio para o elemento de
matriz acima, efetuando as Iintegrals em p, que s8oc dados pelas

férmulas (III.7a) e (III.7b), e lembrando que

1/2

[l_ez _ 2
2 4 mc ’
mC

obtém-se, portanto:
2.3
<n’ «’' u'|—é§|n Kpd>=

1
2 3 (x’,n’)n_(x',n)

_ A n’ !'n! 5 P
T 4mc |T(27"+n” +1)T (27" +n+1) K’k uut

v/qlx',n’)q(x',n{

2
. 7, (k',n) '
'[[Af(x'.n)-mz(x’,n)]l(zar . [ﬁz(x'.n)-nz(x’.n)]l(zw L
- n’,n n + - n’,n-1
2 2
n,(x’,n) . n, (x’,n’) ,
+ 2 NED _ *—,[Az(x'.n)—nz(x',n)]xm Y4
n n’,n~1 n + - n’-1,n
2 2 2
7. (k’,n") no(k',n’")n’ (x',n)
+ 2r") + + 2., 2, ,
e Nn’-l.n * n'n [A+(“ »n)+8_(k ’n)]'
(2r")
n’-1,n-1 |’

Pelas expressBes de A+(x,n) e A _(x,n) apresentadas ‘em
(I1.22b) e (II.22¢), tem-se que:
' Af(:'.n) + Af(x’,n) = 24(x’,n) ,

Af(x’,n) - AE(K',n) = 2{y'+n) .

ol

Asslim, a expresséc para o elemento de matriz do operador

bJ
o~



r +
<n’ ' p' I In Kp>=

_ A n' int 1ir2 n_(x',n’)y_(x’,n) s s
4mc |I(27'+n’ +1)} (27" +n+1) - K’k plpt
/@(K’.n')‘;(!c'.n)
(27 ) _ 2(g'+n) 2., (2r") 2r")
[ 24(x’ .n)I . ———?;———n+(x .n) In_.n_1 n 2(x’ ,n) N R +

_ a2y’ +n) n? 2t n’ )1(27')

27")
n’ n’'-1,n o T (K »n’ N *

n’~-1,n

+ i ’*(K .n)'ﬂ (K )n )'ﬂ (K in)I n’ 1) 1]'

Este & o resultado apresentado em (III.6), capitulo III.

/3 [a]“'[

1/2
n! ] —1/2

h r2y+n+1)

(x,n) n_(x,n).

me €
Por sua vez, aplicando o operador > g e sobre a
fung@o-base |n x p > dada por (III.8), flca-se com:
me2-e
2Ac 0
2 lnkx p> =
0 _ mcT+e
2AcC
ase 1/2
- / n! _1/2(x n) n_(x,n).
r(2y+n+1)
[ L nz(x n) ]
, me o 2 22 [, (2 _ ' (27) 2>
i (1-e/mc”)(1+e/mc") [Ln (p) - I..n_1 (p)]nizp(n)
: 7°(x,n)
_mc 2y, 22 [, 2y + ). (2
> (1+e/mc" Y 1-€/mc™) [Ln (p) + = I..n_1 (p)]nizp(n)
e P2 ¥t

BS



1 2
= 7 (k,n)
1 %(l-e/mcz)a [L:‘W)(p) - +T I.ffi”(p)]nm1

(i-’)1
.e-pzzp'x-i_
1
- %(1+e/113c2)2 [L:‘aﬂ(p) +

“

sz(n)

o

O elemento de matriz para este operador, &, usando o resul-

tado acima:

<nxul B-zmlnxu>=
1 . 12 n_(x’,n’)n_(x ,n) ® R T
= E[r(zar' +n'+1)l"(27+n+1)] (9P P[0 olne.
\/@(K’.n’)f;(nc, n) o 0
2n z n2(x’,n’)
. ] ? ’ *
.[dgo [—1 [1+e/m02]2[L:f7 )(p) - _:_n’— Li?:)(p)]nd.’,t,“.(l?) ;
)
! (k" ,n’)
_ (2y") + ’ t2xr’) o P72 ¥ -1
[1 e/rnc] [Ln (p) + ———L'% (p)] T () ] ¥
[ 1 n°(k,n) ]
_ 2 [z _ (21)
i -—(1 e/mc> ) [ (p) —_n (p)] #‘1

e-p/2p1—1=

1 2
> 7 (k,n)
1 2 (21) + 2y) 4
- §(1+e/rnr:, ) [ (p) + — L (p)]nﬁ‘u(n)

-

172 n_(x',n')n_(x,n)

_1 n'!n!
T 8|2y +n" +1)T (27+n+1) .
f(nc n’ )g{x,n)

w0 2 » ’
[ + ") m,(x",n") (27"
dp pz{ A, ppar 7- 2[1_:‘?7 (p) - —— L7 {p)].

72k, 1) 2n n
[ (27) o (29 3 >
. Ln (p) _n oot (p)][ Jdgo [de alng Q¥ l'p'(nmif (n)]+

o) 0




na(x’,n')

_ A _=p ¥ Hy-2[ (2r") t27") (27)
2 by [Ln, (o) + ——— 4% (p)] [Ln (p) +
_'?Z(K n) 2n N
+° {27) t > >
+ ——n Ln-l (p)][ ‘I;’.w Jde MJ'IB Qi.'i,u, (n]ﬂﬂu(n)]}.
o] [ I

As integrals nas varlaveis angulares J& foram vistas ante-
riormente; portanto, desenvolvendo o resultadoc acima, e usandc as

féormulas (III.7b) para as integrais em p, tem-se que:

e (TS g - € -
<n'k’p IEX g 2Ac|n Ku>

]1/2 n_(k',n")n_(x’,n)

- A n'In! 5 5
dmc [T(2y'+n’ +1)T(2y’ +n+1) K'K “u'uy

\/;(x',n')';(x’.n)‘

+ r

nz(x’ n) nz(x' n')
-{+__N(2r) B¢ 43 }
n n',n-1 n

n’-1,n

Este € a express@c (II1.9) que consta no capituleo III.
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APENDICE C

' ELEMENTOS DE MATRIZ DE z_g

De acordo com a discusséio feita no capitule III, seglo
III.B, na parte que se refere =ao operador Za/p, sera usada =a
fungio-base na forma (II1.23) para calcular o elemento de matriz

deste operador. Aplicando o operador sobre a fungfio-base, tem-se

que:
Zot /()32 I B
P In k p > = Zav 2 [E] [F(23r+n+1)] FICR VRS © '
)
- nf(K.n) ]

(27) () _

iA+(lc.n)[Ln L‘W’(p)]nﬂutﬁ’)

n n-1

nf(x,n)

n-1

A_(x,n)[Lsz](P) + L(zw)(P)]ﬂ4?ﬁ(g)

Portanto, o elemento de matriz & dado por:
1

]5 n_(k',n’")n_(x,n)

Za [ n''n!

<n’k’ 'IEEIn K > ==
H p K 4 |F(2y"+n’"+1)T(2y+n+1) g(x’,n" Jg(k,n)

o 2T M
J dp p2 J dy J de aind pg B L
o 0 o” -

22(k’,n’)
+ L (27')(p)]9.* (2);

X o e[y 2r
. [_1A+(K 9 ¢ )[L (p) - 4’I£lu!

n’ n n'-1

nf(x’.n')

A_(x'.n')[r_‘ﬁ?,’"(p) LA L:f'f;’(p)]nﬂ,“.(a’)].

C1



~

2 -
7, (k,n)
1A, (x, n)[ L p) - L —— ‘2”(p)] 2,8
_p7—2 e P/2 -
72(x,n)
A_(.c.n)[x_‘”’(p) e e )] (R)
n n=-1 J- H
L )
1 : ;
 Za o’ ol 2 n_(x',n')n_(k,n)
4 F(21'+n’+1)r(27+n+1)] 2", n" )z, n) ~
% 72 (k’,n")
. |app? *7"e"’{a+(.c',n')a+(.c,n) L (p) - _"n— L:l,af;)(p)].
N X
- nz(x n) 2n
X _L;”’(p) - L;fj”(p)][ dp [deme Qg m’m(")] +
0" 0
n, 2(x’,n")
+ A (k"0 )A_(x, n)[ L2 (p) + : :.?71)“”]

nf(x,n)

(2‘3’)
[ (P) * n 1

2n
(21) + > Y
(P)][ [ [ﬁeoine Q;'Z'u’(“]ngfu(“) }.

| SES— |

0 0

(C.1)

As Integrals nas varlaveis angulares possuem resultados jé

conhecldos (vide expressfo II.24a).

que o fator p? *¥71

torna-se p27 -1

As integrais em p, uma vez

, sdo da forma Ii?r ' (con-

» N

forme equagio I1I1.7b), como pode ser visto se forem desenvolvidos

os produtos existentes em (C.1):

{C.1] =
1

n’Int

!

2 7_(k',n")n_(x’,n)

_ &
T2 [F[21'+n'+1)F127’+n+1)]

{A (x',n’ )A (x n)[ (27 ot

(21)

.

+ A (k",n")A_(x’ n)[

%’ ,n")g(x’,n)

n2(k’,n)

',n n

2, ,
n+(x ,n)

5,8, .
K'Kp'p

2, 1 ]
zpr)  TLx.n')

I(a-.r')
n’,n~1 n

n’-1,n

+

1(21 )

n'-1,n-1

+

2 » ) 2 1]
n,(k',n )n+(nc ,n) ,
n'n
2 » i ]
@, n, (x’,n")

n',n-1 n

1(23’ )

n"-1,n

+

cz2



2 1 » 2 ]
y '
. 7, (x’,n’ ), (x’,n) (2r')
n'n n'-1,n-1

Rearranjando os termos na equagdc acima, obtém-se a

expresséio para o elemento de matriz (III.11):

<n'k’u'| Z% Inx pu>=

#(x’,n’ )g(x’,n) 6x'x 6u'u'

_ 2« n’'!n!
4 |2y +n” +1)T (27" +n+1)

]1/2 n_(x’,n’)n_(x’,n)

nf(x'.n’)

{ [A+(x',n')b+(x’.n) + 8_(k", 0’ )A_(x"n)][lf.?f;) T

2
7, (k",n) .
- 1:\?’_’1{"_1] + [A_(lc'.n' )a_(k’,n) - A+(x’.n')A+(x’,n)].

n n’,n-1 n’ n'-1,n

2 N 2 s ’
[7?+(K |n) (211) . 7?+(K |n ) 1(27!) ] }
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APENDICE D

ELEMENTOS DE MATRIZ'DE.JA?I— 2|

Neste apéndice & apresentado o desenvolvimento do elemento
de matriz (III.14) ou, em particular, do termo direto (III.15), o

qual & transcrito abalxo:
termo _
direto

E <¥;¥éﬂiﬂé|J M ><4142u1u2|JM>[(1)<n1n1n1|]®[(2)<n2x2p2|].

L L
o
55 [(1)|n1n1u1>]®[(2)|n2x2p2>] =
—Ir -r |
h"'1 2
o 1/2 4l44 =4 =4 -M'-M
= E 1 ' ay2t2 1 7y
= 4na S5t + 1 [(2J +1)(2J+1)] (-1) .
Le=0

i 4. I £ 4, J
[‘ 2 ][ 1 Te ][(1)<n;|c;u;|]@[(2)<n;x;uél].

P Y, (R)Y, (B (1] >Je[(2) | >]
'p£c+1 &, m n, lc,mgcnz [ n K ppole DK H7 1

(D.1)
Os coeficiente de Clebsch-Gordan foram substituidos pelos
simbolos 3-j de Wigner, conforme a expresséo (III.18).

As fun¢des-base s#o escritas na forma (11.23), ou seja,

D1



ase2 1gn.x(pm;£u(g)
Ink w =v 2 [%] , (D.2)
-f (p)n
;e
onde
| Logkn) - :
_ n! 2 = -ps2 ¥-1 (zy)
gn’K(p) B [F(23'+n+lf z(k,n) ¢ P A+(x,n) [Ln (p) +
2
n,(k,n) (2
- n n 1 (P)]
L 2 (k)
_ n! 2 -7 -ps2_¥-1 _1 2n
fn,x(p) - [l"(27r+n+1) Z(k,m) © P A-(K'n)[ L (p) +
2
n, (k,n) (27
(BT ),
(D.3)

Portanto, substituindo no termo direto (D.1) as funges-base
por (D.2), obtém-se que:

1/2 i.+d =4 -4 -M'-M
§ 1 , 221 N
dna 5t + 1 [(2..] +1)(2J+1)] (-1) .
£c=0

h o T[4 2 7, poe°
[u‘ M -H'”# B, M 4[5] [27]
HiK B KM, 1 2

c
o -] 21 n 2T T
2 2 .
. J d;:)1 ;:)1 J d,p2 p2 J dqpij deldnel J dquj deaww.ez.
o o o o : o o
_)

(p)ﬂ.e. (n) ; -f (P)Qie, (n)]
11My

.-
[g 1 n’,K
1 111 1" 1

n;,K

9[‘—13 ,
"2

D2



ig (p )R (n)
o ML T _
-f  (p 0 (®)
Ko 42 oMy 2
- Em' 1 : 172 3;%4,74,74,"M M
'y o 50 + 1 [(2J +1)(2J+1)] (-1) .
Le=0
:[ﬂ - J’HJ’ - J]
] oM -M
TN R Hy Hp
® © 2n 2n m
Jdppjdp pZdeljdelww dejdem.
4] 4] 0 4] 0 0
&c
- p(
gn,'x.(pl)g ' K (pz) Tort Bn K (pllgn K (pa)'
L "™ 22 p 17" 22
BN Ry, (Roa, , @ yen } @)y, @), (@ )]
4181 1 besmy 1A b TR, beumy 27 0 H, 2
Le
<
* gn'.x'(p1)fn',x'(pz) Tori B K (pl)fn K (pz)'
1" 22 °p 1" 2’2
[ fp e (ROY (n e, , @t @)Y, (R)e, 5 @ )]+
AN te.m, AN 1!282 be,m, 2 4282”2
Le

P¢
1 n'.x’(pz) £l f‘n K (pl)gn K (pz)'
1 2' 2 N 1" 22

+ > >
'[nf @)Y, (n RLYPINC )snd o B i RTINS )]

111 222 Ec #5H,
&

f‘nl « (|:>1)f‘n K (pz).

t 3 3 3 t *
'[941_ @)Yy, w B9, 3 Fpony AL m(n miztz“inz)]]

(D.4)

Em (D.4), as integrals que envolvem os espinores esféricos

D3



Qﬂh(ﬁ) podem ser tratadas do seguinte modo: uma vez gque

(2.2)0

#lu

(R) = -0

entéo,

Portanto, o termo direto (D.4) vem a ser escrito como

termo =
direto

172 $+4 -4 -4 M -M
_m Z 1 . _ 2 ‘2 1%
Lc=0
’ » [] . 0 1]
1[1 4, J 41 4, J 2 2
: dp1 Py dpz P,
plp’p opom “; “; M By Hy ™ 0 0
17227 e
&c
Pe
’ [ gn' ,K' (pIJgn' ,K' (p2) fcn1 gn K (pl)gn WK (92) *
1" 2’2 P 1’1 . T2’
' Lc
Pe
* gn’,x’(p11fn',x'(p2) Zcn1 & K (pl)fn K (pz) *
171 2’2 N 1" 1
&c
Pe
* fn’,K'(pijgn',K’(pZ) Lc+1 fn K (pl)gn K (pz) *
1’1 2' 2 Fol 11 2’2

>

#p

Y

(n) ,

(D.5)

D4
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R N S N N N A

1

e

LN N N VU N NN

e

P
+ BIE, o) £ (p)E | (p) ] :
“1 1 2K N "% far %

2T oL

de de oLnB n m
;_ Jltl 1

(R)Y (3.)0 ()
z‘:'mtc 1 4111”1" 1

2T /4
»
- | do,| ge0tn0, 0 ,,(_))Y (R (n)
2_ 4222 - 2" " le, My 2 Jzzz”z

(D.8)
A segulr, calculam-se em separadc as partes angular e radial

exlstentes em (D.6) nas respectivas segdes abalxo.

D.1) PARTE ANGULAR

As integrals nas variavels angulares sio, como pode ser vis-

to aclma, da forma:

T 27

o oing | dp ), (DY (e, (B) =
[ [ £8u Cc.mzc #u
0 0
* 1 ] : ] : ] M r 1
= E <f 5 K -0 o |4 p.><£§u—crcr|;u>.
o, 0 =t1/2
4 2n +
> > > o o
{ [ do aing [ de Yt'.u - , (n )ch.me(n)yl.u- (n) } y AR A
] 0

(D.7)
onde substituiram-se os esplnores esféricos pelas expressoes

(11.8).

¥ ‘
0 produto xo' x‘r é lgual a 60_.0_ ; portanto, o resultado

(D.7) & levado a

D5



N

!

e

4 44
+ 3 > 3 _
I de oing I de 94"-'!1' (n)ch.mt(nmﬂu(") =
o 0 €
» 1 ? » r ’ » 1 r
= E <t 5 W0 o 14 u'><t 5 ko’ o 14 u>.

o' =t1/2

n 21 - i
.{ J de olnp J dp Y f’u._w,(R)YIC’mciﬁ)vi’u_ﬁ.(K) } :
(] o
(D.8)
Os valores p’-o’ e p-¢’ s3o as projegdes no eixo z dos
valores & e ¢, respectivamente; se for feita a troca
u'-o' v’ e p-o' —v,
tal que
< =p' =P e -L=xvp s
e somar sobre todos os possivels valores de v’ e v, obtém-se que:

E <£l % “-_o,' o,ll;l “l><8 % “_a,l ﬂ" I; “).

o’ =t1/2

yd 2n

- > > > _

.{ I de aing I de¢ Ye,'u,_w.(n)th,mein)Ye,“_g.(n) } =
0 o

1-8" -8y’ - — (¢ 3 #[t 3 ¢
=§ (-1) Ho# \/(2;'+1)(2;+1) .
¥ ] v, O" _p'. v o" _p'
v ,v,o

n -1
v’ . 3 C D >
{(-1) I de aing J de Y .,_v.(n)Yzc’m (n)Ye'v(n) } ,
0

&c
o

(D.8)
onde trocou—ée os coeficientes de Clebsch-Gordan pelos simbolos
3-jJ. Estes simbolos, bem como os coeficlentes de Clebsch-Gordan
cuidam para que a igualdade (D.9) se mantenha, J4 que os termos
da somatéria nfo s&o nulos somente se v'+o' = p' e v+e’ = .

Usou-se também o fato que



¢,

DV >
u’(") = {-1) Yh. _u.(n). (D. 10)

A integral envolvendo os trés harménicos esféricos que ocor-

re em (D.9) resulta emlzz]:

T . T -
> > 2
J de aing J2d¢ Y .’_v.(n)ch’mlin)Yi,v(n) =
0 0

1 , ,
- [(2e'+1)(2zc +1)(2£+1)]5 [ r i & ][ £ e ¢ ]

4n O 0 O v’ m v
Lc
(D.11)
Portanto, o resultadec para (D.8) é&:
[(D.8)] =
e e &)
_ [(2;'+1)(22'+1)(2ec +1)(2z+1)(2;+1)]z ©
an o o o]
v ™ » 1 »
er ot [t L)Y 5 #[E 5 4
. (-1)
oo om, v Jv o v o
(D.12)
[221]
Usando as propriedades dos simbolos 3-j:
J, 4, J I, 41,43 J, 4, J
[ 1 Y2 Vs | _ gyt 2e 2z Y1 VY3 (D. 13a)
My By Ky My By My
(propriedade valida para qualisquer permutagdes de colunas),
[ ot ] -yt [ hode 1 (D. 13b)
My Hy Ky THy TH, TH
(_1){1+Jz’j3+”1+“2’”3.
Mook,
[ J, J, J, ][ J, J; Jg ][ Jy Jp Jg ] }
Hy B Ky By By Ky Hy Hy Hg
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) (D. 13c)

sendo o simbolo

denominado simbolo S—Jlazt

Assim, o resultado para (D.12), ou seja, para a integral

(D.7), é:
U 27
, t > > 9
J de aind J de Qi'ﬁ'u'(n)YBc,mgin)QJ&u(n) =
0 0

1 1]
= (_1)-u'+1/2[(2;.+1)(2£'+1)(28c +1)(28+1)(2¥+1)]E [ ¢ b & ]

an 6 0 O
}
[ &c JJ ]{ e § }
(D. 14)

Pertanto, o resultade para o¢ termo direto (D.8),
usando a expressfic (D.14) obtlda acima para as integrais
nas variavels angulares 91,w1,92,¢2, é:
termo =
: direto
w

— 12 ’ H 13 H = »
=15 E [(2J +;)(2¢1+1)(281+1)(221+1)(2,1+1)(242+1)(2£2+1)1
£c=0 - '

172

' w2 & e e[ 8 & ¢
(28 +1)(24 +1)(2J+1)] .
2 2 0 0 O

ke 3y J, ke J, J, parte
- 1 ¢ ¢ 1, Iz radial |°
2 1 2

1 2 2



906 R0PEO0RR0C0006000POPOBS600ECETINLESDBe0008

Yptdpmd T TR L AT

. (-1) (-1)
”;”;“1uzmtc
hod T[4 4 T 9 L[ 2 Y
[ HOH —H’][ by K, M ][ Tee M My ]['mec H, Ky ]

(D. 15)
22]

=5.,.5, 1 Js J4 Je
JBJB MeMe 2J6+1 J J J .

(D. 16)
para a somatéria nos indices p;,p;,ul,pa e m na expressio
(D.15), obtém-se para o termo direto o seguinte resultado para a
sua parte angular :

termo =
direto
o

=< (-1)*';”-"’”5 5 [(24+1) (20 +1) (28 +1) (24, +1)]* 72
- 16 >t H 1 1 ! )
£c=0

Lol 8t & )[8 e b,
[(24,+1) (28 +1) (24,#1) (24, +1)] , )
2 2 0 0 o 0 0 o

{ bke 4, 4 } { b 4, 4, } { 4, 4 J } [ parte ]
|1 , 1 . . radial | °
z 4 4 z L & by 4 e

(D.17)
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D.2) PARTE RADIAL

Explicitamente, a parte radlial- que se .encontra no termoc di-

reto visto acima (equago (D.17)) é, conforme a expressi@o (D.B),

dado por:
o] [+:]
parte - 2 2
[ radial ] j‘ dp1 f J‘ dp2 Py -
o 0
£c
P¢
) [ gn’,x’ (pl)gn' K’ (pz) £c+1 g, K (pl)gn K (pz) *
1’1 2’2 Py 1’1 2’ 2 .
{c
P¢
* gn',lc'(pl)fn'.lc’(pz) £c+l & K (pl)fn K (pz) *
1’71 2' 2 N 1" 2'2
£c
P¢
* fn’,:c’('%)gn’ ,n’(pz) £c+1 fn K (pl)gn K (pz) *
1’1 2" 2 Py 1°"1 2’2
£e
P¢
* fn’.nc' (p1)fn' K’ (pa) £c+1 fn K (p1)fn K (pz) ]
1’1 2’72 Py 1’1 22

(D.18)

0 termo acima ocorre par‘é cada valor valldo.de &; s&o os
simbolos 3-) e B-] da parte angular que determinam tals valores
para fc.

As funcgdes fn’x(p) e gn’K(.p) estfdo apresentadas nas equagles
(D.3). Substituindo estas fung®es na expressdo (D.18), obtém-se
una soma de dezessels integrals na forma:

R&:(n;. x;. n"?, nc'z; n

K K] =
1’ 1! nz' 2)

D10
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) dc

' —p -p Pc<
= p71+71 p72 p p (27 )(p )Ltaz )(p )Ltzy )(p ).
2 fc+1 n1 n, n,

o 0 p(

;21 )(p ) dp dp_,
]

(D.19)
como fol citade no capitulo III, equacdo (ITI.19).
Substituindo os polindmios de Laguerre generalizados em

(D.19) pela sua forma (A.1a), o termo acima se torna:

R, (n", k', n', x'; n, k, n, K) =
Ec( 1t Tt T2 T2 Tt T T2t 2)

m’ o'

(-1) 11"(27;+n’1+1) (-1) 2r(27;+n;+1)
= 'l L— ] 3 E] D| !‘_ E] ] ¥ 3 .
ml.(n1 ml).r(271+m1+1) ma.(n2 ma).r(272+m2+1)

n',n',m ,m

12172
|n1 m2
(-1) F(271+n1+1) (-1) F(272+n2+1)
- 1 -— ] ] - []
ml.(n1 ml).F(271+m1+1) mz.(n2 mz).F(272+m2+1)
.R (m xl m2 ua,ml TN xz) s
(D.19')
onde
R (B Ko KoM Ky, k) =
© o Ec
[ [ [p 1+1 +m1+m1] [p 2+72+m +m 2] e*(p pa) g o dp P
o'o <
(D. 20)
e, conforme (II.9),
1
| — '2_ 2 N LI 12_ 2
7= v K (Za) % v K (Z2a) ,
_J. 2 2 - 2 2
¥, =SV K (Za) 7, K (Za)
Considerando que al = 71+71+m;+m1 e a2 = 72+72+m2+m2 , a
D11
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integral (D.20) ¢é escrita como:

E (m', k' ,m',k’;m ,k,m,k ) =
&:( 1" 12 21 e 2)

I « p £c
- 1 2 =(p+p ) "< _
ijl Py & 172 £c+1dp1d‘_)2-
(s} P¢ :
p
° -p. o —fc-1 1 -p o _+ic
- dp e 1p 1 dp_ e ap 2 +
1 1 2 2
0 0
» ~p. o +Lc -p. o —fc-1
+ dp, e 'p ! dp_ e %p, °
1 1 2
0 Py
(D.20")
As Integrals
P
! "92 a2+£c
dp, e “p, = vl tietlip ),

P, az—tc-—1
dp, e “p, = l"(uz—fc;Pi)

Py
s@o representagdes de fungdes Gama 1ncomp1etas[ 8]. Assim, a ex-
pressdo (D.20') torna-se:
@ A al-tc—l
Rec(’“r“f'“a"‘a;“‘x"‘v'“z"‘a] = J dp, e “p, 7(§2+8c+1;pi) +
o .
‘m -p1 a1+£c
+ Jdpl e p I"(az-f.c;pl) .

' o]
(D.20")
As integralis acima possuemA soluqﬁes[ 8 na forma de fungdes

hipergeométricas de Gauss:

D12
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[e'“ Pl atot) gt = LB p (1, w el 1)
o a(1+s)
Re(a+B) > 0, Re(s) > 0O, (D. 21a)
o0
-st  B-1 _ __I'(e+B) - . . S
o[ e " tF' r(e,t) dt E?I:;;EIE 2F1( I, «+Bs B+l 152 ) .
(D.21b)
onde
[}
oy . T(e) I(a+k)I(b+k) _x
A OV O] KIT(c+k)
k=0

conforme eq. (III.20).

Portanto, substituindoe as integrais em (D.20") pelos respec-
tivos resultados (D.21a) e (D.21b), encontramos que:
R g (M KMy, Ko, K

m,k)=
1'2’2)

(o +a +1) F (1,0 +a +1;a _+8c42; 1/2)

- 1 2 21 1 2 2 +
o +o +1 o + fc + 1

o1 2 2

. 2F1(1,a1+a2+1;a1+8c+2; 1/2) }

a + & +1
1

Usando a transformagdo abaixo,
— — -a [— - - z
2F1(a.b.0.y) = (1-y) 2F1(a. c-b; ¢; —2_1) ,
obtemos finalmente que:

X, (m',x’,m’ ,k’;m ,.x ,m,K ) =
£c( 1Py Mg Kl K I, 2)

) 1‘(a1+a2+1) {2F1(1,£c-a1+1;a2+£c+2;—1] .

o +o Ta + fc + 1
2 2

21

. 2F1(1.£c—a2+1;a1+8c+2;-1] }

a + fc + 1
1
(D.22)

onde a = Yoy m’ . a = 'Y m’em .
AP T PR PR Al ™
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Cada uma das funges hipergeométricas acima podem ser desen-
volvidas segundo a expresséo dada por (III.21).

Com o resultado obtido em (D.22), obtém-se a expressfio com-
pleta para a Integral-base (D.19’). O _resultado para esta
1ntegra1-b§se se encontra transcrito ) no capitulo III,

eq. (II1.19"). A parte radial (D.18) &, portanto:

parte =
radial
n’in''n !'n!
1 2

: 1° 2
[F1271+n1+1)F(272+n2+1)F(271+n1+15F1272+n2+1)

1/2

n_(x;.n;)n_(x;.n;)n_(xl,nl)n_(xz,n2) p A (K n)
30,030 n )5k ,n )¢k 1) [ + KRy I8 K By 0

B, (k. n)A (k,,n,) + & (k,n7)a_(k),n))8 (k ,n ) (k,,n) +

+A_(K1.nl)A+(x2.n2)A_(x1,n1)A+(x2.n2) + A_(xl,ni)A_(xa.nz).

!lll.
.A_(xi,nI)A_(xz,nz)] Pﬁk(nl,nl,nz,xz,nl,xl,nz,xa) +
2, ., 4.2
+ n+(x2.n2)n+(x2.n2) R, (n',kx’,n’~1,k';n ,k ,n-1,K) +
n’'n € 171" 2 T2V e T2
22
2, ,
n, (k ,n’)nz(x .n)
1 1" 7'+ 1 1 [ e Y |
+ ; R, (n'-1,k’,n’",x’;n-1,x ,n,K ) +
n1n1 £ 1 1'72' 2’ 1’72 2
2, , ’ 2, ., 1y 2 2
. n+(x1.n1) n+(x2.n2)n+(x1.n1)n+(x2.n2)
n’'n’nn
1 21 2

'F%c(nl-liK1’nz-1’xz‘n1_1’x1’n2_1'Kz)] +
r

+ [—A+(K;,n;)A+(x;.n;)A+(xl.nl)A+(x2.n2) + 8, (k),n)A_(k),n0).

.A+(x1.n1)A_(K2.n2) -4 (k,n )8 (<),n )A (k,n J)A (k ,n) +

D14



. A_(K;.n;)A_(x;.n;)ﬁ_(xl.ni)A_(xz.na)].

2
71°(k_,n)
S 2 2R (n',x',n",k’;n ,x ,n -1,k ) +

- n, 70 TR T LS Tkt R Ty

2 2 2
7o (x',n’) 7°(k,n’)n (k. ,n)
+—i——2——g—R(n’ k',n'-1,k’:n ,x ,n rc)+‘+ 11 ¢ 11
O "~ G R-T i A B Ry M- n'n '
2 . 11
2 2
7, (x_,n) 7. (k",n’)
r 2z R, {(n’=-1,x',n",x’;n -1,k ,n -1,k ) + LA
) n, 1 TPt Y2 TPy e e n; )

2, , .2
71+(K2.n2)n+(x1,n1) '

2

1

. n;ni Rec(ni-l,nc ,n2-1.x ‘n1_1"c1’n2"°2)] +

+ [—A+(x1.n1)A+(n2.n2)ﬂ+(x1,n1)A+(|c2,n2) i A (xl,ni)A (k) ,n).
8, (k ,n )A_(k ,n} + 8_(x}.ni)a (k,n )4 (k ,n )A (k ,n) +

+ A__(x; nJ )A__(nc’z,n;)A_(lc1 n )A_(Kz, n2)] .

2 2 » »
n+(x1.n1) n+(ic2.n2)
. ] ’ » LI - + .
[ n1 R&(ni,xI,nz,xz,ni 1,x1,n2,x2) n’2
2 2
'n+(|c1.n1)n+(x2,n2) R, (n’,x’,n'-1,k’;n-1,k.,n-1,k) +
: nn, 11 2 T TeYy TP e Tt e
2 | » 2
n+(x1.n1) n+(x’1.n;)
+ ’__ ? » l. + -
n; R&:(n1 1’“1”‘2'“2'“1""1’“2'”2) n;
2, , ... 2
n+(K2ln2)n+(x2!n2) R (n,_l K.. nl_l K’ in LK n __1 K ) +
nz’n2 L1 TPt e T2 e T e

+ [A+(|c1.n1)A+(x2,'_n2)A+(x1,nl)A+(K2,n2) - A+(x1,n1)A_(x2,n2).
H

A - , " » »
L0 )4 (k ,n) A_(x3,n1)A (x),n )A (x ,n )a (k ,n) +

. A_(K;.n;)A_(K;.n;)A_(xl,ni)A_(xz,nz)].

Di1S



2

2
na(x. L )nt(k,,n)
LA N N 2R(n’x’n'n'-n-1nn—1x)+

' nn, & 1" 1" 22" TP T

2., ,..2
n+(x2,n2)n+(lc1.nl)

+ ’ ] s ', - +
~E th(n1'x1’n2 l,lcz,n1 1,xl,n2,u2)
21
2 vy 2 -
(k! 0 )n (k ,n) .
+ 1 1 * 2 2 g (n’-1,&",n’,K;n,,K,,n-1,k) +
n'ln2 (70 T T L R R
2 L] » 2 ¥
n, (k7 ,n})n, (x),n])
+ 1 1 % 2 2 g (n'-1,k’,n’-1,k ;N ,K.,n_,K_)
n’ln’2 "1 T2 TP T e’ e
(D.23)
Para encontrar a parte radial do termo de troca basta trocar
n_porn, , K, por k, e vice-versa.

D16



[ 1)

[ 2]
[ 3]

[ 9]
[10]

[11]

REFERENCIAS

A.l1.Akhiezer & V.B.Berestetskil -"Quantum Electrodynamics" -
Interscience Publishers, New York (1965).
A.Antonelll, Tese de Doutorade, IFUSP, S&oc Paulo (1981).
S.Bashkin & J.0.Stoner,Jr. -"Atomic Energy Levels and
Grotrian Diagrams 1"- North-Holland/American Elsevier, New
York (1975)
V.B.Berestetskii, E.M.Lifishtizl & L.P.Pitaevskii
-"Relatjivistic Quantum Theory , Part I"- Pergamon Press,
Oxford (1971),
H.A.Bethe & E.E.Salpeter -"Quantum Mechanics of One- and
Two- Electron Atoms"- Plenum/Rosetta Edition, New York
(1977).
G.Breit, Phys.Rev. 34, 553 (1929); 36, 383 (1930); 39, 616
(1932).
J.P.Buchet, M.C.Buchet-Poulizac, A.Denis, J.Désesquelles,
M.Druetta, J.P.Grandin & X.Husson, Phys.Rev.A, 23, 3354
(1981).
H.Buchholz '-"The Confluent  Hypergeometric  Function"-
! . Springer-Verlag, New York (1969).
L.Davis, Phys.Rev., 56, 1856 (1939).
R.P.Feynman, Phys.Rev., 76, 749 (1849); 76, 769 (1949).
R.P.Feynman -"Quantum Electrodynamics"- BenJjanin/Cummings

Publ. Co., Reading (1962).

R1



[12] L.M.Gramani, Dissertagfio de Mestrado, IFUSP, S&o0 Paulo
(1989).

[13] I.P.Grant & H.M.Quiney, Adv.in Atom. and Molec. Phys., 23,
37 (1988).

[14] H.He1£1er -"The Quantum Theor} of Raéiation"- Dover Publ.,
New York (1984).

[15] J.R.Higgins -"Completeness and Basls Propertles of Sets of
Special Functions (Cambridge Tracts on Mathematics, 72)"-
University Press, Cambridge (1977).

[18]

=)

.S.Hughes & C.Eckart, Phys.Rev., 36, 694 (1930).
[17] W.E.Lamb & R.C.Retherford, Phys.Rev., 72, 241 (1847}.
[18] E.Lifchitz & L.Pitaevskii -"Théorie Quantique Relativiste,
Deuxieme Partie"- Editions Mir, Moscou (1973).
[19] I.Lindgren, J.Lindgren & A.-M.MArtensson, Z.Physik, A279,
113 (1976).
[20] A.E.Livingston, S.J.Hinterlong, J.A.Poirier, R.DeSerio &
H.G.Berry, J.Phys.B, 13, L13% (1980),.
[21] J.B.Mann & W.R.Johnson, Phys.Rev.4, 4, 41 (1971).
[22] A.Messiah -"Mécanique Quantique, tome 2"~ Dunod Editeur.
Paris (1864).
[23] P.J.Mohr, Nucl.Instr.and Meth.in Phys.Research, B9, 459
(1985).
[24] M.E.Rose -"Relativistic Electron Theory"- John Wiley & Sons
! . Inc., New York (1961).
{25] E.E.Salpeter & H.A.Bethe, Phys.Rev., 84, 1232 (1951).
(26} J.Schwinger -"Selected Papers on Quantum Electrodynamics"-
Dover Publ., New York (1958).

[27) A.P.Stone, Proc.Phys.Soc.(London), 77, 786 (1961).



[28]
[29]

[30]

(31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[38]

[37]
[38]
{39]
[40]
fa1]

[42]

[43]
[44]

[45]

[46]

[47]

J.Sucher, Phys.Rev.A, 22, 348 (1980).
G.Weinreich & V.Hughes, Phys.Rev., 85, 1451 (1954).
Y. Accad, C.L.Pekeris & B.Schiff, Phys.Rev., 183, 78 (1969);
Phys:RBV.A, 4, 516 (1971).
J.Bakér, R.H.Hill1 & J.D.Horgah 111, ﬁIP Conference Proc.,
189, 123 (1989).
S.A.Blundell, W.R. Johnson, Z.W.Liu & J.Sapirstein,
Phys.Rev.A, 33, 3768 (18989).
J.Callaway, Phys.Let., 66A, 201 (1978).
G.W.F.Drake, Phys.Rev.Lett.,58, 1549 (1987); Nucl.Instr. &
Meth. In Phys.Res., B31, 7 (1988); AIP Conference Proc.,
189, 146 (1989); Phys.Rev.lett., 65, 2769 (1990).
K.Frankowski & C.L.Pekeris, Phys.Rev., 146, 46 (1966).
D.E.Freund, B.D.Huxtable & .J.DB.Morgan III, Phys.Rev. A, 29,
980 (1984).
S.P.Goldman, Phys.Rev.A, 37, 16 (1988).
E.A.Hylleraas, Z.Phys., 48, 469 (1928); 54, 347 (1929).
Y. Ishikawa, Phys.Rev.A, 42, 1142 (1990).
A.Kono & S.Hattori, Phys.Rev. A, 3&, 1727 (1986).
J.Krause, Phys.Rev. A, 34, 3692 (1986).
L.Lipsky, R.Ananla & M.J.Conneely, Atom.Data & Nucl.Data
Tab., 20, 127 (1977).
J.K,L.MacDonald, Phys.Rev., 43, 830 (1933).
F.A.Parpia & I.P.Grant, J:Phys.B. 23, 211 (1990).
C.L.Pekeris, Phys.Rev., 115, 1216 (1959); Phys.Rev., 126,
1470 (1962); Phys.Rev., 127, 509 (1962}.
A.J.Thakkar & V.H.Smith,Jr., Phys.Rev. A, 15, 1 (1977).

Z2.Xlao-Lin, Commun. in Theor.Phys., 8, 127 (1987).



	parte1
	parte2

