T
,,,,,,,,

Localizacas
[Indice- itewm 5B
P%.S ~5ig.1
P%Ag—%mulu(m%)

P% 3 - linho 9%
Pq.50- Joemula (3.40)
P%.S‘z—%wu\a(}u)

P% 54- §évmula (320)

P%.‘S(o— leﬂemda da Eica.ﬂ
P%.H- livha, G
P%_H- linha 2¢
Pq.18 - Joewla (4:39)
P%. 85 - S6vwmula (L54)
Py. 85 - Sormula (4.56)
P(ﬂ. §5- linha 2

sz. 106- S6rmula (5.59)

Py 113 - J6vwola (¢ 60
Pg. 433+ Linka 3¢

P 155 - linha 9¢

P% 160 - Sﬁrmu\a(m-?)

Dwnde se (¢

Nworm&lo?ug&o

Evmm(s.d)} )5915) = Eh(¢1,®1,ﬁ)1)+... '

B En (@m;@mJ ‘M
Samvel som

“Lep (BT #es
A(T>0)= Kism -

T—w

\/ -
ot z‘ (S:Afé 45’\13‘/2)

e
t % Gm@mé) e

S= -OJO()i

realidade
{C;.glx(—j M(Cig)
(P
2N

(104)

A h[E“{O).“
Y\[n/---

€v=gt*%
A<"4,4.9302
oli\memsnlo Ou

vu=[1+“'

Leimse

Y\ewovmal(zagd‘o
DTe T TET, B+
En.m(s‘[Mw im): En(¢)119' )!

=% b U, G, )

Secwae lsem

+Qexp (-E'/kT
H(T=w) = - hW\
T—~0

M -y
« B ¥ HA.IG" Alez)

ST

%:'O;O‘l
(4.13)

validade
Ki.sltﬁ EF([L,Q)}

(> ™

8

(105)
fn [ E10) -
[/ -
y= €Y
A="1,219302

dimensgo 1

\)hz[*’lwt_..




UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
{INSTITUTO DE FISicA

SBI-IFUSP

OB

ESTUDOS RELACIONADOS COM O MODELO DE 12 VERTICES PARA
A TRANSIGRO DE  FASES ANTIFERROELETRICA DO ACIDO

QUADRATICO

JURGEN FRITZ STILCK

m i’) (:\,l: ar Cen L ) Vl,(/"u\f Al

SA0 PauLo
1983



Em geral, os trabalhos cientificos nao podem ser
vistos como contribuicoes individuais de pessoas que pesqui
sam isoladas das demais. A presente dissertagdo nao consti
tui excec@o. Ao longo dos anos em que me dediquei aos assun
tos aqui relatados, tive o privilégio de interagir com um
nimero apreciavel de pesquisadores, usufruindo de sua expe
riéncia e conselhos valiosos. Mesmo correndo o risco de co-
meter omissoes, gostaria de agradecer explicitamente ao
prof. Silvio Salinas, pelo empenho que teve na minha orien-
tacao e pela paciéncia demonstrada quando os progressos se
deram de forma mais lenta; ao Prof. Francisco César de sa
Barreto, que chamou a nossa atengdo para a transigao de fa
ses do acido quadratico e discutiu conosco os modelos que
poderiam ser {iteis na sua explicagao; ao prof. Mario José
de Oliveira, por ter me indicado os trabalhos de Nightinga
le e posteriormente acompanhado ativamente os calculos de
grupo de renormalizacao fenomenoldgico que efetuamos; ao
Prof. José Fernando Perez, gue nos apresentou a demonstra -
cdo da existé@ncia de transigOes de fases através de argumen
tos de Peierls combinados com a propriedade de positividade
por reflexao da fungao partigao; a Profa. Cecilia de Alva-
renga Pimentel, pela disposigao em discutir comigo aspectos
experimentais relacionados com o acido quadratico; ao Prof.
Carlos Seihiti Orii Yokoi, pelo estimulante convivio e ob
servagoes oportunas; ao Prof. Raimundo dos Santos, pelos co
mentarios sobre a técnica do grupo de renormalizagdo feno-
menolégico; a Isabel Terue Yokomizo,pelo competente traba-
lho de datilografia e aos funciondrios do Instituto de Fisi
ca.

Fihalmente, nao poderia deixar de manifestar a

minha gratidao a Sonia e ao Christian pela parte que lhes

coube.



RESUMO

Sao propostos modelos de 4 e de 12 vértices na rede
quadrada para explicar a transicdo de fases antiferroelétrica
observada no acido quadratico (H2C4O4). A energia livre do mo
delo basico de 4 vértices se anula identicamente. A solugao

do modelo idnico de 12 vértices na aproximagdo de Bethe apre-

senta uma transigao de segunda ordem. A existéncia desta kEan

sicao de fases & assegurada por meio de um argumento de
Peierls. A transicao de fases do modelo de 12 vértices também
& estudada pela técnica do grupo de renormalizagao fenomeno-
1logico. Conclue-se que a temperatura critica exata deve ser
sistematicamente inferior adquela prevista pela aproximacao

de Bethe. Hia evidéncias de que v = 1. A mesma técnica foi
empregada no estudo de um modelo de 16 vértices eqlivalente
ao modelo de Ising, reproduzindo-se com boa precisao os cal-
culos exatos. Resultados experimentais mais recentes para o
acido quadratico indicam uma transigao de primeira ordem. Mos
tra-se entao que um modelo compressivel de 12 vértices apre-

senta uma transigdo descontinua na aproximacio de Bethe.



ABSTRACT

We consider 4 and 12 vertex models on the square la-
ttice for the antiferroelectric phase transition in crystals

of squaric acid (H2C4O4). The free energy of the basic 4 ver-

tex model vanishes identically. In the framework of the Bethe
approximation, the ionic 12 vertex model gives a second order
fl phase transition. We use a Peierls argument to show that a
phase transition does indeed occur in this model. Also, the
3 phase transition in the 12 vertex model is studied by means
of phenomenological renormalization group calculations. The
exact critical temperature seems to be always lower than the
i prediction of the Bethe approximation. We present evidences
that v = 1 for this model. The same calculations were done
for a 16 vertex model which is equivalent to the Ising model,
the exact results being reproduced with good precision. Recent

experimental data seem to support that the transition in squa-
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ric acid is indeed of first order. A compressible 12 vertex mo

del is then shown to give a discontinuous transition.

T O SN RS SR AR St T

!
i
:
|
|
|
;
|

R RSl o e R

AT

&



INTRODUCAO

1A

1B

1C

CAPITULO 2 -

2A

2B

capiTULO 3 -

3A

3B

3C

INDICE

----------------------------------------------- 1.
.CAPITULO 1 - FERRO E ANTIFERROELETRICIDADE: ASPECTOS
EXPERIMENTAIS, MODELOS E SOLUGOES EXATAS
- Descrigao da ferro e antiferroeletricidade - 4.
- Teoria das transicgoes de fases ferro e
antiferroelétricas =—=—————mmmmm o 7.

Propriedades das solugoes exatas dos mo-

delos de 6 e 8 vértices na rede quadrada ---- 14.

ACIDO QUADRATICO : FATOS EXPERIMENTAIS

Resultados experimentais relacionados com

a transigao de fases observada no AQ —-———=- 26,
Comentarios finais e elementos para pro-

postas de modelos microscdpicos para a

transigao dé fases ———-———cmmmmmmm 40,

MODELOS DE VERTICES PARA A TRANSICAO DE

FASES ANTIFERROELETRICA DO AQ

Proposigac de modelos de vértices para

Resultados exatos para os modelos de
veértices propostos ==—memmmemo e 47,
Resolugao aproximada do modelo de 12

VBrtices === o 52.



i

¥
1
i1
i
|
i3
i
£

3D - Discussao e comparagdo com outros

modelos propostos na literatura =—-————e——e——— 62.

CAPITULO 4 - DEMONSTRACAO DA EXISTENCIA DE ORDEM DE

LONGO ALCANCE EM MODELOS DE VERTICES A
BAIXAS TEMPERATURAS
4A - Introdugao ===——mmemmmemm 66.
4B - Demonstracdo da positividade por
refleX80 —=—=—=——mmmmmee e __ 67

1¢ = nEgHieite de Pelerlp ————swemmmmss, 74.

CAPITULO 5 - MODELOS DE VERTICES - CALCULOS DE GRUPOQ

DE RENORMALIZACZO

°A - Motivagdo para o presente c3lculo —--————e_ 87.
5B - O grupo de renormalozacgao fenomenoldogico --- 91,
5C - Matrizes de transferéncia para modelos de

vértices com condigdes de contorno peri-

6dicas e helicoidais —=——m—cmmmmmo e 97
5D - Resultados para a temperatura critica e

para o expoente v —-——e—e—e— o __ 105.
S5E - Verificagdo da forma de escala para a

energia livre dos sistemas unidimensionais - 127,

CAPITULO 6 - MODELOS COMPRESSIVEIS PARA O ACIDO

QUADRATICO
6A - Modelos compressiveis —---emmmo——coeo o ___ 135 ,
6B - Modelo de 12 vértices compressivel
unidimensional —=-e—ee——meomooo___________ 137.
6C - Modelo de 12 vértices compressivel

bidimensional =—-—meeemmemoo 142,



i b i

A e o A L e Sy o

B P e o

o s e s e : -
.

6D - Outros modelos compressiveis para o AQ

O RS BN I o 148,
APENDICE 1 - CONDIGCAC SUFICIENTE PARA QUE A MATRIZ DE

TRANSFERENCIA DOS MODELOS DE VERTICES COM

CONDICOES DE CONTORNO PERIODICAS SEJA

HERMITIANA == oo e e e e e e e e o 151,
APENDICE 2 - BLOCO- DIAGONALIZAGCAO DE MODELOS DE VER-

TICES UNIDIMENSIONAIS SUBMETIDOS A CON-

DICOES DE CONTORNO PERIODICAS ——=————m———————— 154.
APENDICE 3 - ASPECTOS NUMERICOS RELACIONADOS COM 0OS

CALCULOS DE GRUPO DE RENORMALIZAGAO

FENOMENOLOGICO === m o m o e e e e 160.

——————————————————————————————————————————————— 163 ;

REFERENCIAS



i
i
it
i
i
{e
7|
B

i
fi

B

INTRODUGCAO

Esta dissertacdao é fruto de nosso interesse em ex-—
plicar a transigdo de fases antiferroelétrica que ocorre no a-
cido quadratico (H2C4O4 - AQ) a partir de modelos microscopi-
cos. Nesta transicdo hd fortes evidéncias experimentais de
que o ordenamento dos protons nas ligac¢des de hidrogénio exis-
tentes no cristal desempenha um papel importante. O interesse
tedrico é agucado pelo fato das ligacdes de hidrogénio estarem
dispostas em camadas. A baixas temperaturas, as camadas de L
gagoes de hidrogénio se ordenam ferroeletricamente, com um or-
denamento antiferroelétrico entre camadas. Embora os dados ex
perimentais iniciais indicassem uma transicio de segunda ordem,
resultados posteriores mostraram que na realidade se trata de
uﬁa transicdo descontinua. Esta controvérsia ainda nio parece

ter sido inteiramente resolvida.

No capitulo 1 apresentamos os fendmenos da ferro e
antiferroeletricidade e suas interpretacdes tebricas. As pro-
priedades das solucgdes exatas de Lieb para o modelo de 6 vérti
ces e de Baxter para o modelo de 8 vértices sao discutidas, una
vez que estes modelos bidimensionais sio inspirados em transi-

Goes ferro e antiferroelétricas do tipo ordem-desordem.

Os resultados experimentais relacionados cam a tran

Si¢ac de fases do AQ estdo descritos no capitulo 2. Procurare.
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mos ressaltar os itens em que estes resultados, obtidos atra-
vés de uma grande diversidade de técnicas, formam um quadro coe
rente, indicando, também os pontos onde parece haver contradi-
cao. Concentramos a nossa atencdo sobre resultados de cariter
estatico, pois, apesar do interesse despertado pelas proprieda
des dinamicas de sistemas ferro e antiferroelétricos, nossa a-
bordagem tedrica se aplica apenas a aspectos estaticos da tran

sigao.

Modelos de vértices para a transicao de fases do
AQ sao ﬁropostos no capitulo 3. Concentramo-nos particularmen
te no estudo de um modelo de 12 vértices. Nio foi possivel re
solver exatamente o modelo bidimensional de 12 vértices, mas
alguns resultados exatos deste modelo e de outros com ele rela
cionados foram obtidos. A resolucao do modelo de 12 vértices
na aproximacao de Bethe, com a inclusio de um termo de intera-

gao entre as camadas, revela uma transicdo de segunda ordem.

No capitulo 4 demonstramos que uma certa categoria
de modelos de vértices bidimensionais, da qual o modelo de 12
vértices faz parte, apresenta a propriedade de positividade por
reflexdo. Eséa propriedade, por meio de um argumento de Peierls,
Nos permite estabelecer nestes modelos a existéncia de ordem
de longo alcance a temperaturas suficientemente baixas, assegu

rando assim a ocorréncia de uma transicao de fases.

No inicio do capitulo 5 apontamos o interesse em ob

ter resultados sobre o modelo bidimensional de 12 vértices nu-

Ma aproximacdo melhor que a de Bethe. Isto & conseguido pela

técnica do grupo de renormalizacio fenomenoldgico, através da
qual obtemos estimativas sobre O comportamento critico de um

modelo bidimensional a partir do estudo de andlogos unidimen-



530

sionais. Apresentamos resultados para a temperatura critica e

para o expoente Vv do modelo de 12 vértices e de um modelo de

16 vértices eqlivalente ao modelo de Ising na rede quadrada. Es
tes resultados foram obtidos a partir de modelos unidimensio-

nais submetidos a condig¢Ges de contorno periddicas e a condi-

B L S R AN P A

¢oes de contorno helicoidais. No final do capitulo 5, estuda-
-Q mos a forma de escala das energias livres associadas aos mode-
'los de largura finita. Temos resultados para os modelos de 12
e de 16 vértices, submetidos a condig¢des de contorno periodi-

cas e helicoidais.

O capitulo 6 é dedicado a proposicao e estudo de mo

A e 1 T

oz
i

delos de vértices compressiveis para o AQ. Acreditamos que o a
coplamento entre o ordenamento protdnico e os graus de'liberdg

de elasticos da rede cristalina explica uma possivel transicao

’..'Awg'-;-?:.‘-:.\'] TR

de fases de primeira ordem no AQ. Nosso ponto de vista é res-

paldado pelos resultados que obtivemos a partir de um modelo

.o
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compressivel de 12 vértices, inspirado no modelo compressivel de

Ising resolvido por Domb. Na aproximac¢do de Bethe, o modelo
de 12 vértices compressivel apresenta uma transicdo de fases

de primeira ordem.
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CAPITULO 1

) o

FERRO E ANTIFERROELETRICIDADE: ASPECTOS EXPERIMENTAIS,

' MODELOS E SOLUCOES EXATAS

1A. DESCRICAO DA FERRO E ANTIFERROELETRICIDADE

Os materiais ferro e antiferroelétricos s3o uma das

varias categorias de sistemas fisicos que exibem transicoes de

A s

fases. Nesses cristais ocorre uma alteragado estrutural a uma

certa temperatura Tc' Quando as celas unitdrias das estrutu-
2 ras cristalinas tiverem dimensGes comparaveis acima e abaixo de
i T. caracterizamos a transigdo como ferrodistorciva. Ja uma

duplicagao da cela unitaria na transicao a qualifica como anti

distorciva.

As transigoes ferro e antiferroeldtricas s3o casos
particulares das transigSes ferro e antidistorcivas em que os

i elementos do cristal cujo deslocamento caracteriza a mudancga

estrutural ndo 'sao eletricamente neutros. Isto provoca o apa-

‘recimento de momentos de dipolo elétrico no interior das celas

Cristalinas, em geral na fase de baixas temperaturas. Nos ma-
teriais ferroelétricos observa-se uma polarizacao elétrica es-

pontanea abaixo de T, e esta polarizagdo pode ser invertida
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com a aplicacao de um campo elétrico ao cristal. Ja os cris-
tais antiferroelétricos nao revelam uma polarizagao elétrica a
baixas temperaturas, apresentando, porém, anomalias em seu com
portamento dielétrico na transigdo. Com a aplicacao de um cam
po elétrico suficientemente forte, & possivel impor um ordena-
mento do tipo ferroeletrico a um cristal antiferroelétrico em
temperaturas inferiores a de transicao. As definigdes acima es

tao ilustradas esquematicamente na figura 1.

Ferzroelétrico; .
+
E
antiferroelétrico: l l ‘
Fig.l - Esquema das transformagdes estruturais em cristais fer

ro e antiferroelétricos. Note-se a duplicagao da cela
unitaria do cristal antiferroelétrico quando se passa
de temperaturas superiores para temperaturas inferiores
a Tc . (@ = ions ou grupos com carga negativa ; Q =

ions ou grupos com carga positiva).

Convém ressaltar que ds transigdes ferro e antifer
roelétricas sempre estd associada uma transformacdo da estrutu
ra cristalina, ao contradrio do que ocorre com a maioria das tran
sigoes de fases em sistemas magnéticos, onde acontece o ordena

Mento dos spins atémicos. Assim, as transigdes de fases ferro
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e antiferroelétricas estao associadas anomalias nas proprieda-
des dindmicas da rede cristalina, que podem ser estudadas  por
meio de técnicas de espalhamento Raman e de ultrassom, por exem
plo. A interagao entre as propriedades elétricas e elasticas
dos cristais nao pode, em geral, ser desprezada. Quando, num
cristal ferroelétrico, podemos inverter o sentido da polariza-
cao espontdnea através da aplicagao de tensdo mecéanica, quali-
ficamo-no como ferroelastico. A definicdo de um cristal anti-

ferroeldstico & analoga.

Podemos classificar os ferro e antiferroelétricos em
displacivos ou do tipo ordem-desordem. Ferroeldtricos displa-
civos sao aqueles cuja fase de altas temperaturas (fase parae-
létrica) & microscopicamente nao-polar, enquanto nos ferroelé-
rittos do tipo ordem-desordem o cardter ndo polar da fase parae
létrica provém de uma média térmica sobre configuragoes micros
cOpicas polares. Vamos ilustrar esses conceitos com um exem-
plo concreto. 0Os ions ou grupos positivos considerados no far
roelétrico esquematico da figura 1 podem estar sob a acao de um
potencial cujo minimo se localiza no centro dos quadrados for-
mados pelos grupos ou ions negativos. O deslocamento do mini-
MO para um ponto fora do centro dos quadrados levaria o cris-
tal para a sua configuracao de baixas temperaturas. Esta se-
ria a caracterizacao de um ferroelédtrico displacivo. Por ou-
tro lado, o grupo ou ion positivo poderia estar sujeito a um
pPotencial em forma de duplo pogo, com dois minimos situados em
POsiglOes simétricas relativamente ao centro do quadrado. Na
fase de altas temperaturas, a excitagdo térmica faria com que
o Ion positivo Oscilasse entre os dois pogos e, em média, fi-
casse situado no centro do quadrado. Ja abaixo de T., o ion

Se localizaria predominantemente numa posigdo assimétrica, em
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um dos dois pog¢os de potencial. Assim descreveriamos um FEETO

eiétrico do tipo ordem-desordemn.

A classificagao indicada acima & bastante simplifi
cada, observando-se na natureza uma riqueza de comportamento en
tre os cristais relacioﬁados com a ferroeletricidade. Muitas
vezes nao & possivel caracterizd-los em nenhuma das categorias
descritas. Uma discuss@do mais completa das caracteristicas ex
perimentais desses cristais e das limitacgdes da classificacgao

usual encontra-se no livro de Lines e Glass(l).

1B. TEORIA DAS TRANSICOES DE FASES FERRO- E ANTIFERROELETRICAS

Inicialmente, podemos dividir as descricdes tedri-
cas das transigOes de fases observadas em cristais ferro e an-
tiferroelétricos em dois grupos: tratamentos macroscopicos e

cadlculos microscopicos realizados a partir de modelos.

Os tratamentos que chamamos de macroscopicos sao en
globados pela teoria de Landau(z), que pode ser resumida nos

passos abaixo:

(i) Estabelece-se um parametro de ordem que descreva a
transigcao. Este pardmetro deve caracterizar quantitativamente
O grau de ordenamento da fase de baixas temperaturas. Para um

cristal ferroelétrico, uma escolha &bvia & o vetor polarizacao

P(r) .

(ii) Expande-se a densidade volumétrica local de ener-
gia livre em termos dependentes do pardmetro de ordem, invarian
tes sob as operacdes de simetria do cristal. E claro que exis

te um nlmero ilimitado de termos possiveis, mas apenas os de
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ordem mais baixa sdo relevantes na descrigao do comportamento
critico do cristal. Para um ferroelétrico isotropico, escreve

riamos a energia livre como

; F
F Ie) = P > oy 2
L + {A(P.P) + B(P.P)"' + C[}ﬁPX) +
& 2 2
+ VB ) * (ﬁ'PZ) ]} av -, (i,1)

onde A,B e C sdo funcgdes analiticas da temperatura e E é

a energia livre da fase de altas temperaturas.

(iii) Estuda-se o comportamento critico do cristal ajus
tando os coeficientes da expansao em funcao dos dados experi-

merftais. O valor de equilibrio do parametro E(f) sera aque-

:
:
®

le que minimiza a energia livre. No exemplo que estamos consi

derando, uma transigao de fases de segunda ordem (continua) se

: ria descrita por

A(Tc) =0 7 B(Tc) >0 e C(TC)> 0o . (1.2)

il SR ST

A teoria de Landau apresenta a vantagem de ser sim
ples e de facil aplicagao a uma grande variedade de sistemas fi
sicos que apresentam transicoes de fases. Em geral, as suas
previsoes concordam qualitativamente com as experiéncias. En-
tretanto, trata—se de uma teoria fenomenoldgica. Quando nos uti
lizamos da teoria de Landau para estudar algum sistema fisico,
"aprendemos muito pouco sobre os mecanismos microscdépicos envol
V%dos na transicao de fases em questdo. Além disso, para uma
grande variedade de sistemas fisicos as previsoes desta teoria

pPara o comportamento assintdtico das grandezas termodindmicas

i A

B
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na regido critica estdao em desacordo com as medidas experimen-
tais mais precisas. Calculos exatos das propriedades de mode-
los estatisticos, em particular aqueles relacionados com © mo-
delo de Ising(3), também estao em desacordo com as previsoes da

teoria classica de Landau para a regiao critica. A falha da

teoria classica na regiao critica provém da supressdao de todas

as flutuacgoes do parametro de ordem, pois o sistema & descrito

- . ] o > > . . 0]
por uma unica configuragao P(r) . Esta debilidade da teoria
2 hoje bem compreendidd e existe um critério quantitativo que
delimita a regiao de validade das previsdes cladssicas, o crité

rio de Ginsburg(4).

Aparentemente a maioria dos cristais ferro e anti-
ferroelétricos exibem um comportamento critico classico, isto
&y ‘e comportamento assintotico de suas propriedades nas vizi-
nhancas de Tc & aquele previsto pela teoria de Landau. Isto
&, em geral, atribuido & presenga de interagdes de longo alcan
ce, tais como a interagao dipolar. Assim, caso ocorram desvios
da teoria classica no comportamento critico desses cristais, de-
vem acontecer numa regido muito estreita em torno de Tc ; Cu-
ja exploragao experimental & dificil. Outro fator que dificul
ta as medigdes da regido critica em ferro e antiferroeldtricos
é o acoplamento, freqlientemente forte, entre o parametro de-og
dem e as deformagdes do cristal. Este acoplamento de carater
local pode ter o efeito de fazer com que a transigéo aconteca
num certo intervalo, ao invés de se dar numa temperatura bem de

terminada. Impurezas e defeitos podem também provocar um "ar-

‘Yedondamento" das curvas experimentais na regiao critica, difi

cultando a medigdo dos expoentes criticos(5'6).

As dificuldades relacionadas acima fazem com que as

Comparacoes entre as modernas teorias de transigoes de fases e



.10.

os experimentos sejam muito raramente feitas para cristais fer
ro e antiferroelétricos, contrastando com o que ocorre, por e-
xemplo, no caso dos materiais magnéticos. No artigo de revi-
sao de Nattermann(7) sao apresentados alguns resultados experi
mentais interpretados sob o ponto de vista de um calculo que in
troduz flutuacgOes na teoria de Landau, via grupo de renormali-
zagdo. Calculos recentes realizados com essa té&cnica podem ser

encontrados no artigo de Blankschtein et a;’(B).

Outra maneira de empreender o estudo tedrico de sis
temas ferro e antiferroeletricos consiste em formular modelos
microscOpicos para os cristais e procurar obter o seu comporta
mento termodindmico com um minimo de aproximagoes, eventualmen
te até de forma exata. A categoria dos ferro e antiferroelétricos
do tipo ordem-desordem se revelou mais apropriada para esta a-
bordagem, por permitir a formulagao de modelos mais simples e,
portanto, passiveis de um tratamento tedrico que envolva menos
aproximagdes. O material ferroelétrico KH,PO, (KDP) & o sis-
tema fisico mais estudado sob este ponto de vista. Este cris-
tal & formado de uma rede de grupcs PO, em que cada grupo &
ligado a quatro outros por pontes de hidrogénio. Estas liga-
coes sdao formadas por protons submetidos a um potencial com dois
pocos; observa-se o ordenamento desses protons nas ligagOes, em
temperaturas abaixo de TC , dando origem & polarizacao espon-

tanea observada no cristal.

Slater(9)

reconheceu a importancia do papel desem-
penhado pelo ordénamento dos protons na transigao de fases do
KDP e propds um modelo microscOpico em que & atribuida uma ener
gia.a cada grupo PO, , dependendo da localizagao dos protons

nas quatro liga¢oes de hidrogénio nele incidentes. As 16 con-

figuragoes que um vértice (isto &, grupo PO, ) pode assumir es




L1

tao representadas na fig. 2, onde as posigoes dos protons es-
t30 indicadas por setas. Em seu modelo para o KDP , Slater Aim
g o= I 2 3 4
£ = 5 6 7 8

L4
3 = 9 10 11 12
£ = 13 : 14 15 16

Fig.2 - As dezesseis configuracdes de vértice em uma rede de
coordenagao 4 .



pos a neutralidade elétrica local, implicando a existéncia de
dois protons proximos a cada grupo PO, (regra do gelo). As-
sim, cada vértice pode assumir uma entre as seis primeiras con
figuragoes da figura 2, razao pela qual o modelo de Slater &
qualificado como sendo um modelo de 6 vértices. As energias a

tribuidas por Slater as configuragoes foram

E(1) = E(2) =0
(1.3)
E(3) = E{4) = E(S) = E[6) = E>0 .,
0 cadlculo da fungao particao do modelo
N
By = L exp|- ) E(E;) /KT (1.4)
conf i=1

4

foi efetuado por Slater de maneira aproximada e revelou uma
transicao de fases de primeira ordem na temperatura

¢
€

Tw = m5pom o (1.5)

A baixas temperaturas, a solucgao de Slater indica

que o modelo encontra-se totalmente ordenado, com uma polariza

¢ao apontando numa direcdo inclinada de 45° na figura 2 e assu

mindo o seu valor maximo para qualquer temperatura abaixo de

Tc - No KDP, a transigao de fakes também & de primeira ordem,

mas a polarizagao nao fica saturada imediatamente abaixo de T-
A inclusao das oito configuragGes uma vez ionizadas (£ = 9,

10,...,16), feita por Takagi (19

» faz com que a transigao do mo
delo, resolvido aproximadamente, passe a ser de segunda ordem.
A comparagdo entre essas teorias e os resultados experimentais

Nac e muito boa. Isto & atribuido & ndo inclusdo de interacles
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res e ao fato de nao se considerar a possibilidade de tu

'iamento dos prétons(l). Ambos os efeitos podem ser conside-

pla

f-fédos guando se formula o modelo de 16 vértices como um modelo
:de'Ising cujos "pseudospins" estao localizados nas ligagoes
da rede original e podem assumir duas configuragoes, associa-
das as duas posigoes possiveis dos protons nas pontes de hidro
génio. Voltaremos a esta eqﬁivaléncia entre modelos mais adian
£e. Os resultados tedbricos mais aderentes as observagSes expe
rimentais provéem de resolucgoes aproximadas de modelos de Ising

com a inclusao de interagoes dipolares e efeitos de tunelamen-
to(ll—l3)-

Apesar do modelo de Slater simplificar demais a des
crigéo da transigéo de fases no KDP, constitui, Jjustamente em
fungao de sua simplicidade, um modelo estatistico atraente pa-
ra tentativas de resolugdes exatas. Mesmo o calculo da entro-
pia de altas temperaturas do modelo constitui um desafio tedri
co consideravel. Apds alguns progressos nesta diregéo(l4), Lieb(lS)
logrou resolver exatamente o modelo de 6 vértices na rede qua-
drada, mesmo na presenga de um campo elétrico. Esta solugéd e
xata, bem como a resolugao exata do modelo de 8 vértices devi-

(16)

da a Baxter , serao objeto do Gltimo item deste capitulo.

Existem alguns materiais ferro e antiferroelétricos cujas pro-

priedades foram discutidas a partir de modelos estatisticos exa

(18) e o CDP(lgx

G . 17
tamente soluveis, tais como o SCD( ), o CFT
A confirmagao experimental de algumas previsOes tedricas para
esses materiais foi feita em uma série de experiéncias de di-

fragao de néutrons realizadas por Youngblood e colaboradores.

Uma revisao deste trabalho foi publicada recentemente(zo).

-

O acido quadratico, que passaremos a designar por

AQ , & um material antiferroelétrico aparentemente promissor pa
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ra uma abordagem tedrica centrada em modelos de vértices exata
mente soliiveis. O carater bidimensional das liga¢des de hidro
.génio neste cristal favorece este tipo de tratamento e torna
dificeis calculos como o de expansao em € , realizados a par-

tir de um modelo de dimensao 4(7)

. A transigao de fases obser
vada no acido quadratico constituiu a motivagao inicial para o

presente trabalho.

1C. PROPRIEDADES DAS SOLUCOES EXATAS DOS MODELOS DE 6 E 8 VER
TICES NA REDE QUADRADA

Sao escassos os modelos estatisticos resolvidos e-
xatamente que apresentam transigﬁes de fases. Uma revisao atua
lizada desses modelos e de suas solugdes pode ser encontrada no

(21) " a1 aa sua importancia num sen

excelente livro de Baxter
tido fundamental de revelar, por exemplo, que as transigoes de
fases podem ser estudadas no ambito da mecanica estatistica do
équilibrio, essas solugoOes exatas se prestam para testar a con

fiabilidade de métodos aproximados adequados para tratar pro-

blemas mais realisticos.

Nao pretendemos, aqui, descrever em detalhe as re-
solugoes exatas dos modelos de 6 e de 8 vértices. Estas podem
Ser encontradas no artigo de revisdao de Lieb e Wu(zz), no li-
vro de Baxter(ZI) e nas referéncias ali citadas. Vamos apenas

resumir algumas propriedades desses modelos, particularmente aque

las relacionadas com as transigoes de fases.

Na descrigao de uma transicdo de fases um papel re
levante & desempenhado pelos expoentes criticos, que caracteri

Zam o comportamento das funcdes termodindmicas na vizinhanca do
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'”}éonto critico. Damos, abaixo, as definig¢oes de alguns desses

P T
, - _ c
expoentes para um sistema ferroeletrico, com t = Tc '
P(T,E=0) ~ (-t)° , &0
P(Tc’E) 0. El/5 - E >0
x(T,0) ~ t~ ¥ , t » ot
_'Y' —_
x(T,0) ~ (-t) ; k= q
-a +
Cc(T,0) n t ; t >0 (1.6)
- ' e
CAT;0) » [~&] : t >0
-V +
B g(TIO) Ar t r t g 0
A
-y ! s
E(T,0) ~ (-t) i t +0
F(Tc,-f) nopdF2en R

onde P,x,C,& e I' tém os seus significados habituais. A
notagdo A~VB significa que A/B tende a um valor nio nulo no
limite indicado. Na definigao do expoente n , associado ao de
caimento critico da fungao de correlacgao r(T,7) » d represen

- ta a dimensionalidade espacial do modelo considerado.

(23)

A hipOtese de escala consiste em supor que cer

tas fungSes termodindmicas sejam fungoes homogéneas generaliza
das. Desta hipotese decorrem relagoes simples entre os expoen

tes criticos, denominadas relagoes de escala. Vamos citar al-

g@mas delas




Y= 3x' = g{&=1)

v =y il T
[2em)w =y

dv = 2 -0 .

A Qltima dessas relagoes envolve a dimensionalidade espacial do
sistema e decorre de uma hipotese de escala mais forte, a cha-
mada hipdtese dé hiperescala. Acredita-se que os valores dos
expoentes criticos sejam determinados por algumas caracteristi
cas fundamentais dos sistemas fisicos, tais como a sua dimensio
nalidade espacial, dimensionalidade do parametro de ordem, al-
' 4
cance das interagoes, etc.. Assim, sistemas fisicos distintos,
tais como um fluido e um ferromagneto por exemplo, podem apre
sentar o mesmo elenco de expoentes criticos caso coincidam es-
'sas caracteristicas fundamentais. Esta & a hipdtese da univer

salidade (23!

, que permite agrupar os sistemas fisicos em conjun
tos com os mesmos expoentes, as chamadas classes de universali
dade. As hipdteses de escala e de universalidade emergem natu

ralmente dentro da teoria do grupo de renormalizacgao, com a qual

nos ocuparemos no capitulo 5.

As solugoes dos modelos de 6 e de 8 vértices utili
zam o conceito 'de matriz de transferéncia, que vamos apresentar
aqui da maneira como & empregado, na resolugao desses mode-
log (21,22) . ;

os . Consideremos uma rede quadrada formada por m 1i
nhas e n colunas. Vamos supor que esta rede esteja submeti-

da a condigGes de contorno toroidais. Notamos que as ligagdes

‘Verticais da rede podem ser divididas em conjuntos situados en
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e duas linhas adjacentes de sitios. Temos m conjuntos des
,tipo, cada qual formado por n ligagaes verticais. vVamos

numerar €sSes conjuntos com r = 1,2,...,m de baixo para cima.

¥=9
- +—
=4
r ® ? o—
ra3
— —@ 4 @ &—
=7
; — & ® S .
r=1

n e - 3 . ) 0 .
As 2 configuragoes possiveis de um conjunto r de ligacgoes
verticais serao chamadas de estados desse conjunto e designadas

por ¢r.

A fungao partigao do modelo & dada por (1.4) e po-

de ser reescrita como

; ; Enm({¢},{e}) :
2 = exp |- ' 1.8)
M 18) {6) b

onde 6  designa a configurag@o da linha de n ligagdes hori
Zontais, situada entre as linhas de ligagdes verticais r e
T+l . Como a energia global’ de uma configuragdo de setas & de

terminada pela soma das contribuicoes de cada vértice, notamos
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que as contribuicdes dos vértices situadas numa linha sao de-

terminadas por dois conjuntos adjacentes de ligagoes verticais

e um conjunto de ligacoes horizontais, ou seja:
Enm({¢},{9}) = E (9,,6,,9,) + E_(¢,,0,,0,) +
toeeo + E (6,0 ,0)) (1.9)

Vemos, entao, que a fungdo particdo pode ser reescrita na for-

ma
- =qi gz s 1 8 g T(hyr0,) T(,,0,) «un T(O /) =
; = m ) (1.10)
onde a matriz de tranferéncia T & definida por
E (¢,6,9")
T(¢,¢') = g expl:—- Jf‘—kT-—-—} ; (1.11)

Supcendo que a matriz T possa ser diagonalizada atraves de uma

transformagao de similaridade, a expressao (1.10) leva a
oy = Z A , (1.12)

sendo Ai 0s autovalores de T . Numerando os autovalores na

ordem de mddulo decrescente, teremos

r 2" A\ m
2 = A" \'1 " _22 [A—l] : (1.13)
l=
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Apenas um termo desta soma & relevante no limite termodinamico,

ou sejar
(118}

quando TN-»>® , M->w e n/m constante.

No caso particular do modelo de 6 vértices, em que
nos restringimos as configuracoes & = 1,2,...,6 da figura 1,
notamos que o nimero de vértices com configuragdo £ =5 numa
linha necessariamente deve ser igual ao nimero de vértices com
£ =6 nesta mesma linha. Dal decorre que o nimero de setas pa
ra cima em dois conjuntos adjacentes de ligagOes verticais de-

ve ser igual, ou seja, T(¢r,¢ ) = 0 se o numero de setas

r+l

para cima em ¢ for diferente daquele em ¢ Esta conser

r+l °
vagao do nimero de setas para cima faz com que a matriz de trans
feréncia para o modelo de 6 vértices seja bloco-diagonal; cada
bloco pode ser indexado pelo nimero de setas para cima presen-—
tes nos estados que o formam. Esta propriedade da matriz de

transferéncia do modelo de 6 vértices & explorada na solugdo de

Lieb.

O modelo de 6 vértices na rede quadrada foi resol-
vido da maneira mais geral possivel, mas nds vamos nos restrin
gir ao comentario das propriedades criticas do modelo de Slater
para o KDP (1.3) na auséncia de campo elétrico. A temperatura

critica neste caso & dada por

€
I = 2e Mo (1.15)

coincidindo, portanto, com aquela obtida no calculo aproximado
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‘glater. O comportamento da polarizagao espontidnea da solu-

S0 exata também & analogo aquele observado na solugao aproxi-
ada, sendo P =P(T,E=0) =0 para LP'm, € PO==1 para T<T.

pa definigao (1.6) concluimos que

g = 0 (1.16)

. para este modelo.
0 modelo apresenta-se congelado abaixo de Tc, sua
energia livre nesta regiao valendo simplesmente

g(T,E=0) = 0 (TET.) . (1.17)

. Conseqglientemente, o calor especifico se anula abaixo de T . A-
1

/2

i rs P
cima da transigao, o calor especifico diverge com t Quan
do o calor especifico apresenta um salto na temperatura criti-
ca, as definigoes (1.6) para o e o' nao sao adequadas. Uma

maneira alternativa de definir o expoente o consiste em defi

nir a "parte singular" da energia livre como sendo
g (T,0) =g, (T,0) - g_(T,0) , - (1.18)

onde g, e g_ sao as continuacdes analiticas no plano T das
energias livres acima e abaixo de T , respectivamente. Defi

- =
nimos entao o expoente o por

g, (T,0) ~ = (1.19)

Essa definigdo & equivalente & anterior (com o = a') guando

C(T,0) diverge acima e abaixo de Tc(zl). Aplicando essa de-

finigdo ao modelo do KDP na rede quadrada, conclui-se que(Zl)




a = 1 . (1.20)

0 modelo do KDP pode ser resolvido na presenga de

" (1..21)

. Como vemos, os expoentes criticos indicados obedecem & primei-

ra relagdo de escala em (1.7).

Em modelos de vértices, podemos definir dois tipos

. distintos de correlagoes:

b

(i) Correlacoes pseudospin-pseudospin: definimos varia-

veis binarias nas ligagoes (o =#*1, conforme as setas apontem
g e Bl 3

nup ou noutro sentido) e calculamos as correlagdes entre duas

”‘:iigaQSes da rede.

(ii) Correlagoes vértice-vértice: estudamos as correla-
¢Oes entre configuragdes de dois vértices. Na formulagado usual
da matriz de transferéncia para ferroel@tricos, vimos gque os

.régtadps sao definidos pelas configuragoes de conjuntos de liga
goes verticais. Como veremos adiante, as correlagoes pseudo-
spin-pseudospin podem ser formulados como fungoes dos autoveto
Ies e autovalores da matriz de transferéncia. Essas correla-

¢oes foram calculadas, ao menos em alguns casos particulares. Pa

ra o modelo do KDP na rede quadrada(24’25) esses calculos indi
cam que abaixo de TC temos
-
r(T,r) = 4 6.5 - <0 ><0,> = 0 _(T'<Tc) (1.22)

A £ r

-

POis o0 modelo encontra-se totalmente ordenado. Acima de T, ob

S€rva-se que as correlagdes decaem com uma lei de poténcia e
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ponencialmente, cOmo & usual,
red vy (T>T.) (1.23)

r2

A amplitude da fungép de correlacao acima de e depende da

brientagao de } e pode, em certos casos, ser nula. Vemos, por

rtanto, que o comprimento de correlacao £(T) , definido por
L X
rer,2) & e ot (1.24)

& infinito para todas as temperaturas acima de Tc e nulo a-
baixo de T, . O sistema, portanto, ndo estd desordenado no sen

tido usual a altas temperaturas.

£

As propriedades criticas incomuns do modelo de 6
vértices, particularmente a. fase de baixas temperaturas "conge

lada", sao atribuidas & rigidez introduzida através das regras

do gelo. A relaxacao dessas regras foi smﬁxida;xn'Suﬂmmlamfza

(27)

atraves da inclusao das configuracgdes 7 e 8
(L6 J21)

€ por Fan e Wu
qa figura 1. Baxter logrou resolver este modelo de 8
vértices quando a atribuicdo de energias &s configuragoes & in

variante sob inversao das setas, ou seja, na auséncia de un cam

po elétrico.

Comentaremos um modelo de 8 vértices ferroelétrico

obtido pela generalizagido do modelo de Slater. A atribuicdo de

energias e:

E(1) = E(2) =0 .
E(3) =E(4) =E(5) =E(6) =E€E>0 , (1.25)

E(7) = E(8) = €' >€ .
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setas, o modelo mais ge

a

A ;

Z(6) = %4 4
(1.27)
Z(g) = Zq ’
‘modelo ferroelétrico (1.25) corresponde a
' (1.28)

solugdo de Baxter prevé um ordenamento ferroelétrico do mode

 }temperaturas suficientemente baixas, quando
1l > 272 + 2! . (1.29)

Em geral, a energia livre do modelo sera analitica, exceto quan
do uma das atividades Zi (1.27) for igual a soma das outras

tres. Para o modelo ferroeldtrico a temperatura critica & fi-
xada por

1l =22 + 2 . ‘ {1.30)
C

No regime de altas temperaturas, quando
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1 <22 + 2" : (1.31)

o modelo ferroelétrico estarad desordenado.

A polarizacao espontanea do modelo de Baxter ainda
nao foi calculada exatamente. Entretanto, existe uma conjutu-

ra bastante plausivel devida a Baxter e Kelland(28)

. A expres
sao para Po é extremamente complexa, envolvendo integrais e-
liticas e fungoes eliticas de Jacobi. A partir de sua conju-

tura, Baxter e Kelland obtiveram para o expoente critico asso-

ciado a P, © valor

(1.32)

R

——
B ey

&
onde u depende dos niveis de energia atribuidos ao modelo.

Em particular, para o modelo (1.28), temos

=1 Zc .
u cos - — (1.33)
l1-2
c

onde 7 & solugao da equagdo (1.30) e claramente depende da
razao €'/€ em (1,28). O limite 2'-+0 corresponde ao mode-
lo de 6 vertices e neste caso obtemos upu=7 e B=0 , €m acor

do com (1.16).

O valor do expoente critico o foi obtido por Baxter
a partir da energia livre, através do procedimento relatado pa

Ya o modelo de- 6 vértices, resultando

o =a' =2 - 1/u . (1.34)

Finalmente, & possivel efetuar cdlculos para as cor

relagdes no modelo de 8 vértices(ZI). Em geral, fica definido

A
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m comprimento de correlagao £(T) e seu comportamento proxi-
: & descrito por
mo de Tc P

v = vy' = (1.35)

e

2u )
O fato dos expoentes criticos para o modelo de Baxter

dependerem das energias atribuidas as configuracoes de vértices

através do par@metro p contradiz a hipStese de universalida-

de. Kadanoff e Wegner(zg)

estudaram o modelo de Baxter no con
texto do grupo de renormalizagado e concluiram que, devido a&s
suas propriedades de simetria, operadores marginais provocam a
variagao dos expoentes criticos com os parimetros da hamiltonia
na. E notavel que o modelo de 8 vértices obedeca as duas rela

¢coes de escala de (1.7) que podem ser verificadas. Em particu
L b

lar, a relagado de hiperescala & satisfeita, com d=2 .

Além do modelo de Baxter, acredita-se que dois ou-
tros modelos apresentem uma violacao da hipdtese de universali

dade. Sao o modelo de Ashkin—Teller(30'3l)

e 0 modelo de Ising
na rede quadrada com interagdes ferromagnéticas entre primei-

s ; e g o (32-34)
ros vizinhos e antiferromagnéticas entre segundos vizinhos 3
As evidéncias de quebra de universalidade nesses dois modelos

sao bastante fortes. Entretanto, eles nao foram resolvidos e-

Xatamente.
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CAPITULO 2

ACIDO QUADRATICO: FATOS EXPERIMENTATIS

2A. RESULTADOS EXPERIMENTAIS RELACIONADOS COM A TRANSICAO DE
FASES OBSERVADA NO AQ

L}
Procuraremos enfeixar aqui as observagdes experi-

mentais ligadas a transicao de fases que ocorre no AQ. Alerta
mos para o fato de que as conclusoes decorrentes das experién-
cias nao formam um quadro totalmente coerente, havendo varias
controvérsias ainda por serem elucidadas. Entretanto, seria
pretencioso de nossa parte empreender uma revisdo critica das
conclusces experimentais existentes pois, considerando a gran-
de diversidade das técnicas empregadas, tal tarefa so poderia
ser levada a cabo por um pesquisador de grande vivéncia experi
mental. Assim, nos limitaremos & citacdo das conclusdes apre-
sentadas nos artigos de natureza experimental, ressaltando e-
ventuais contradicoes entre elas e enfatizando aquelas que nos
parecem mais relevantes para uma melhor compreensao dos meca-

nismos microscopicos que ddo origem & transigdo de fases obser

vada.
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0 acido quadratico (3,4-dihidroxi-3-ciclobuteno-1,2

-dione-H2C40O4) € um acido organico forte sintetizado pela pri
meira vez em 1959(35). Cristais de AQ podem ser crescidos a
partir de uma solugao aquosa e apresentam habito bipiramidal,

. 36
sao transparentes e de coloragao branca ou amarelada( )

. A tem
peratura ambiente, a estrutura cristalina & monoclinica (P2;/m).
O cristal é constituido de camadas formadas por conjuntos CyOy
ligados entre si por pontes de hidrogénio e dispostas perpendi

cularmente ao eixo cristalografico. Cada grupo C,0, se loca

liza no espago intersticial de quatro grupos situados na cama-

da adjacente. A figura 3 mostra um esquema dessa estrutura, obtido
(37,38)

(38)

a partir de experiéncias de difracao de raios-X e de néutrons

FIG. 3 - Quatro células unitdrias do AQ, situadas no plano {a,c}.
Circulos vazios correspondem a moléculas situadas no
plano y=1/4 e circulos cheios aquelas localizadas em

y=3/4. As setas indicam a polarizacao das duas cama-
dage. (O =0, O&g; o=H.

Os protons se localizam de tal maneira que temos dois protons

proximos a cada grupo C4O4 , situados em ligagdes adjacentes.
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Este ordenamento anisotropico dos prdotons faz com gue surja u-
ma polarizagao elétrica resultante dentro de cada camada; En-
tretanto, camadas vizinhas apresentam polarizagoes em sentidos
opostos, de maneira que o cristal como um todo nio revela uma
polarizagéo resultante. Em resumo, o cristal de AQ a tempera-
tura ambiente & constituido por camadas com ligagoes de hidro-
génio ordenadas ferroeletricamente, com um ordenamento antifer
roelétrico entre elas. O interesse tedrico pelas propriedades

deste material & agugado porque ndo existe contato protonico en

tre camadas, caracterizando-o assim como um prototipo de um sis
tema bidimensional. A estrutura lamelar do AQ se reflete nas

propriedades mecanicas dos cristais, que apresentam clivagem ex

tremamente ficil ao longo dos planos (010).

A temperatura ambiente, podem ser observados domi-

nios nos cristais de AQ com o auxilio de um microscopio de luz

polarizada. Os eixos cristalogrificos a e ¢ estdo permuta
dos em dominios adjacentes. ao aumentar-se a temperatura, es-
ta estrutura de dominios desaparege (3% : Este fato levou Semmingsen
€ Feder a suspeitarem da possibilidade de ocorréncia de uma tran
sigao de fases no AQ, constatada inicialmente a partir de uma
experiéncia de birrefringéncia(39). A anisotropia da estrutu-
ra cristalina indicada acima leva a indices de refragao distin
tos para ondas luminosas propagadas ao longo da direcao b, com
diferentes planos de polarizacao. A diferenga An entre es-
ses indices de refragao tende a diminuir com o aumento da tem-
peratura do cristal até desaparecer totalmente para temperatu-
ras acima de aproximadamente 98°c. Conclui-se que acima desta
temperatura os prétons devem em média localizar-se em posigdes
equidistantes dos atomos de oxigénio. Em outras palavras, o AQ

passa por uma transicao de fases estrutural a 98°C e apresenta
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- gimetria tetragonal de corpo centrado (I4/m) acima desta tem-
3'- peratura(Bg) . A grande importancia do papel desempenhado pelas
ligagoes de hidrogénio nesta transigao pode ser constatada a
partir de experiéncia semelhante realizada com cristais deute-
rados de acido quadratico (D;CyOy4 - que passaremos a designar
por AQD). No AQD se observa um deslocamento da temperatura cri
(39)

tica em relagao a do material hidrogenado (T, AQD =243°)
r

A birrefringéncia An pode ser associada ao quadrado do para-

metro de ordem, que & a polarizacao elétrica nas camadas(39) .

Apresentamos, na figura 4, os resultados de Semmingsen e Feder(Bg)
para An . Os dados, consistentes com a interpretagao de que

a transicdo & de segunda ordem, sao bem descritos por uma ex-

pressao do tipo

1
i 1 L (2.1)

com expoentes criticos BH'= 0,17+ 0,001 e BD = 0,192 0,02 pa
ra o AQ e o AQD respectivamente. A dependéncia acima & valida
até uma regiao com T/Tc ~ 0,9 , o que tornaria a regiao criti

ca do AQ consideravelmente mais larga que a de outros materiais

ferro- e antiferroelétricos.

w? T o T T T T T T

An [ SQUARIC ACID  an=za(l-T/T]
L HSQ e 050 o o
12977 °C T=263C 4

0344002 1=0.3710.04

- a= (1141107 az(15:20107

107

' l'— 1 ?/LI} 1 llll L lill 1

T 107 (I"T/Tc) 107!

FIG. 4 - Birrefringéncia parcial como fungao da temperatura re

duzida para o AQ e o AQD(39).
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Apds a constatagao da transigao de fases no AQ, fo
ram refinadas as determinagoes de estrutura cristalina dxﬁxo(40)
le acima(4l) de T_. Os novos resultados de difragao de néutrons
bonfirmaram os anteriores. A 25°C a estrutura cristalina cor-
responde ao grupo espacial P2,;/m , com cela unitaria monocli-
nica de dimensdes a = 6,143(2)& , b =5,286(2)% e c = 6,148(2)A.
0 dngulo B & igual a 89,96(2)° . A distancia entre os &to-
mos de hidrogénio e oxigénio, quando proximos, & de 1,0348 e
eﬁtre os dois atomos de oxigénio de uma ligacdo foi medida uma
distancia de 2,5543. O angulo O-H---0 & de 177,5°. Ja na
fase de altas temperaturas (lZlOC), 0 grupo espacial que des-
creve a estrutura cristalina € I,/m com celas tetragonais de
corpo centrado de dimensdes a = c = 6,137(2)2 e b==5,337(2)g.
A escolha nao convencional do eixo b como eixo {nico foi fei
ta tendo em vista facilitar a comparagdao entre as estruturas
de altas e baixas temperaturas. Note-se, porém, que a molécu-
la localizada no centro davcela tetragonal & idéntica, do pon-
to de vista estrutural, aquelas localizadas nos seus vértices
(isto porgue na fase de éltas temperaturas as camadas de liga-
¢oes de hidrogénio se encontram desordenadas). Assim, a fase
de altas temperaturas admite uma cela primitiva cujo tamanho é
aproximadamente a metade do da cela primitiva monoclinica da fa

se de baixas temperaturas(39’42).

Uma conclusdo importante dos estudos mais recentes
de difragao de néutrons & a de que na fase de altas temperatu-
ras os resulta&os sao melhor descritos péla hipotese de que os
protons se movem num duplo pogo de potencial (sem ordem de lon
go alcance). Portanto, a transicdo de fases ndo altera quali-
tativamente o potencial que governa os movimentos pmﬁfmiom441{

As distancias entre os atomos de oxigénio ligados por pontes
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de hidrogénio sao de 2,548(2)3 e entre atomos de hidrogénio e
de oxigénio proximos ha uma distancia de 1,014(4)2. O angulo
0-H---0 & de 176,2(6)°. & importante notar que as dimensoes
estruturais do AQ sao comparaveis nas fases de baixas e altas
temperaturas, nao ocorrendo mudangas drasticas de estrutura

gquando se passa através de T,-

A transigao de fases antiferroelétrica do AQ foi
investigada através de uma grande variedade de técnicas experi

mentais. Existem na literatura resultados de birrefringén-

cia(39,43) (44,45) (46—51)’

. difracao de néutrons , espalhamento Raman

constante dielétrica a pressao atmosférica(52’53)

(54~55)

e sob pres-

(56-61)

sao hidrostatica , ressonancia magnética nuclear

absorcao na regiao do infravermelho(47'48), dilaumetrL554’62),

(42)

velocidade de ultrasom , microscopia otica com luz polariza

da sob pressdo uniaxial > (64)’

(65)

e com variagao da temperatura

e espalhamento Brillouin(ee). Antes de

calor especifico
descrever e comentar alguns desses resultados, vamos ressaltar
uma controvérsia que teve inicio com a repeticao da experién-
cia de birrefringéncia por Kuhn, Maier e Petersson(43). Cons-
tatou-se entao uma descontinuidade da birrefringéncia parcial
An  na temperatura critica (Fig. 5), o que caracterizaria a
transicao de fases como sendo de primeira ordem. & sabido que
a distingao experimental entre uma transicdo de fases continua
€ outra com uma pequena descontinuidade pode ser muito difi-
cil, de maneira que a controvérsia sobre a ordem da transicao
persiste. Nas publicagbes mais recentes a hipdtese de que e-

Xista uma pequena descontinuidade na transicao ‘tem prevaleci-

do.

<



» 3:2%,

103 102 107!
{ 1 R O I B 1 1 1 NS O O O i | 1 1 1 L1 1 111 1
10'2 o ‘—:“—-' Hlo—z
: Bf "T -
: ef \ L
] | an : oo |
this work . o'o'o oo |
] \ 0%, © L
°® °
k phase °
transition ° ]
ad 9
d eo® o _\after an | L
o®° Semmingsen and Feder :
' 'y *
o
p \
e . 109
4 o .E"T &
2} Tc L
—_— s
T T L R LR T ] T V TTrrrr T T T rmrrrTry ¥
10" 1072 107
(43)

FIG. 5 - Resultados de Kuhn, Maier e Petersson para a bir-
refringéncia parcial do AQ, evidenciando uma desconti
nuidade no parametro de ordem. Os resultados de Sem-

(39)

mingsen e Feder também estao indicados.

Os resultados de difragdo de néutrons na regiao cri
tica, sensiveis é]movimentagéo dos protons, sao particularmen-
te importantes para uma compreensao dos mecanismos microscopi-
cos que determinam a transigdo. A transformagao pela qual pas
sam as ligacdes de hidrogénio, de uma configuragao ordenada a
baixas temperaturas para uma situacao desordenada acima de T
é de grande relevancia na explicagdo da transigao de fases. Is
to @ evidenciado pelo deslocamento da temperatura critica quan
do se substitui o cristal hidrogenado pelo deuterado e pela pe

=

quena alteragdo estrutural sofrida pelo cristal na transigao de

(44)

fases. Samuelson e Semmingsen mediram as intensidades de
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“algumas reflexdes permitidas na fase monoclinica de baixas tem
peraturas, mas proibidas pela simetria tetragonal exibida pe-
los cristais acima da transigéo. Ao estudarem a influéncia da
temperatura sobre as intensidades dos feixes refletidos, esta-
beleceram a dependéncia térmica dos parametros da rede, concluin
do que af(c) apresentam uma expansao térmica regular, prova-
velmente com um pequeno salto em TC . Ja o parametro b apre
senta um coeficiente de expansao térmica dez vezes superior aos
demais, sem evidéncia de anomalia na transigao. A intensidade
das "superreflexoes" (em relacao a fase de altas temperaturas,
I,/m) & proporcional ao quadrado do parametro de ordem e trés

casos estudados foram bem descritos por uma lei
1 T = TyB
noe 1’2 - [L.___] 2.3

com B = 0,137 £0,010 e Tc = 370 £+0,5K. O valor do expoente
B , um pouco abaixo daquele obtido na experiéncia de birrefrin
géncia, foi atribuido ao carater bidimensional da transicgao de
fases, via argumentos de universalidade. Para o modelo de Ising
bidimensional, por exemplo, temos B = 1/8 e sistemas tridi-
mensionais com interagoes de curto alcance apresentam B~ 0,33.
Como as intensidades determinadas predominantemente pela defor
magao das moléculas revelam a mesma dependéncia com a tempera-
tura daquelas fortemente influenciadas pela localizagao dos pro
tons somos levados & conclusdo de que as deformagoes moleculares

abaixo de TC devem ser proporcionais ao parametro de ordem.

Foi observada uma componente de espalhamento difu-

g (44)

so acima de T_ , atribuida pelos autores a flutuagoes no

ordenamento protonico, cuja anisotropia mostra que logo acima
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de Tc existe uma correlagao intracamadas cujo alcance é da or
dem de 25 celas unitarias, enquanto apenas 3 a 5 camadas-adja~
centes encontram-se correlacionadas. Esta conclusao gualitatl
va reforca o carater bidimensional do cristal, indicando que as
interacoes dentro das camadas devem ser bem mais fortes do que
aquelas entre as camadas. Conclue-se também que as moléculas

individuais devem manter essencialmente a sua conformagao de bai
(44,45)

xa temperatura acima de Tc , de maneira que a simetria

I,/m aplica-se apenas em média ao cristal em altas temperatu-

ras.

A manutengao da conformagdao de baixas temperaturas

das moléculas de AQ acima de T e confirmada pela reinterpre

1(67)

tacao devida a Thackerray et a dos resultados de espectros

copia Raman publicados por Nakashima e Balkanski(46). 0 espec

tro Raman acima de T, revela modos de oscilagao no cristal

1 (67)

proibidos pela simetria tetragona . Novos resultados de es

pectroscopia Raman e infravermelho foram obtidos por Bougeard

e Novak(47)

, com a confirmagao de que a estrutura das molécu-
las do AQ & praticamente a mesma nas fases de baixas e altas
temperaturas. Este quadro ndo & significativamente alterado pe
los trabalhos subseqgiientes de espectroscopia otica. Cabe ci-
tar o estudo que Samuelson et a1{*?) realizaram com relagao a
intensidade de uma linha Raman, proibida na fase de altas tem-
peraturas, que permitiu nova determinacao do expoente critico
B (B = 0,137). Esses resultados puderam ser reproduzidos por
calculos baseados em um modelo que admite a estrutura monocli-

(50,51)

nica das moléculas em todas as temperaturas e supoe um

ordenamento remanente das camadas acima da transicao.

Os primeiros resultados para a constante dielétri-

ca sao devidos a S@gvik e Feder e podem ser encontrados no arti
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go de revisao de Feder(sz). Nota-se uma diferenca marcante no

comportamento dielétrico do AQ ao comparar os resultados obti-

dos com o campo aplicado numa direcao perpendicular ou tangen-
cial as camadas. No primeiro caso, a constante dielétrica é
relativamente pequena e mostra uma dependéncia muito fraca com
a temperatura. Ja no segundo, existe um maximo arredondado na

curva da constante dielétrica na regiao critica e os seus valo

res sao bem superiores ao caso anterior (Fig. 6). E marcante
400 — T T T T T T T T T
€ WWicr 7
3001
200 |

100 -

10xE,

ol 1 1 1 1 1 1 I

1 1
50 100°C

FIG.6 - Resultados de Sgvik e Feder(la) para a constante dielé
trica de H,C.O4 a baixas frequéncias (f = 1kH)). No
te-se a diferengca do comportamento observado quando a
constante dielétrica & medida nas diregdes normal (es)

e tangencial (e_) as camadas.

a discrepancia entre esses resultados e a teoria de Landau, E¥e
quentemente aplicavel a materiais ferro e antiferroelétricos‘(68’69).
Uma teoria desse tipo prevé um decaimento da constante dielé-
trica com l/T%B acima da transigao; no entanto & observado
que €_ se mantém aproximadamente constante acima de Tc . A
constante dielétrica como fungdo da temperatura e da frequén-

cia (parte real e imaginaria) na diregao paralela as camadas
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(53)

.foi determinada por Petersson e colaboradores . No gque con
cerne a parte estatica, seus resultados concordam rezoavelmen-
te com os de Sgvik e Feder. As novas medidas da constante die
1étrica estatica apresentam uma pequena queda acima de Tc' con
trastando com os valores aproximadamente constantes reportados

por Sgvik e Feder.

Uma experiéncia particularmente interessante em ma

teriais ferro- e antiferroelétricos &€ o estudo de suas proprie
S 1= ~ (68) R

dades dieletricas sob pressao . Quando a transicao de fa-
ses & induzida pelos movimentos protdnicos nas ligagoes de hi-
drogénio, a aplicacao de uma pressao hidrostatica permite alte
rar o potencial ao qual os protons estao sujeitos, pois a de-
formagao do cristal modifica os comprimentos das ligagoes. Os

resultados de Yasuda et alﬁ54}

para o AQ mostram que a tem-
peratura de transicdo (definida por eles através do maximo de
dec/dT) diminui quando & aplicada uma pressao hidrostatica ao
cristal. Esses pesquisadores notaram uma dependéncia aproxima
damente linear da temperatura critica com a pressao, caracteri
zada pela inclinagao ch/dP = -13K/Kbar. Este valor & bastan-
te alto quando comparado ao de outros materiais ferro- e anti-
ferroelétricos com ligagoes de hidrogénio (por exemplo, para o

(70))_

KDP temos dT_/dP = -5,7K/Kbar A interpretagao usual pa

ra esses resultados, que supoe um aumento da probabilidade de

tunelamento do proton de um para outro minimo do potencial, pro

(68)

vocado pelo'encurtamento da ligagdao de hidrogénio , fol em-

pregada por Yaaxb.eteﬂjsmpara o AQ. Entretanto, esta interpre
tacao nao & corroborada pelos resultadoé de Samara e Semming-
sgn(55), que realizaram determinagdes de temperaturas criticas
sob pressao também para o cristal deuterado, nao constatando in

fluéncia aprecidvel da deuteracao sobre os valores de dTC/dP.



.37.

gse os efeitos do tunelamento fossem determinantes do desloca-

mento da temperatura critica sob pressao, seria esperado um va

lor significativamente menor de [ch/dP| para o cristal deu-
(71)

terado, como acontece com o KDP, por exemplo 5 0 fato do

comprimento das ligagoes de hidrogénio ser maior no AQ do que

o o = -
no KDP (2,55A e 2,48A respectivamente) leva a suposicao de que

no acido quadratico os minimos do duplo pogo de potencial de-
vem estar mais separados que no KDP, diminuindo a importancia
relativa do tunelamento. Em resumo, os resultados de Samara e
Semmingsen podem ser interpretados supondo uma alteragao do po
tencial visto pelos protons nas ligagdes de hidrogénio devido
ao encurtamento das ligagoes, sem necessidade de recorrer ao e
feito de tunelamento. A influéncia da deuteracido sobre a tem-
peratura critica poderia ser explicada pelo fato de que no cris
tal deuterado o comprimento das ligagoes de hidrogénio & maior
em 0,0213 do que o comprimento correspondente no cristal hidro

genado(72).

As medidas de ressonancia magnética nuclear (RMN)
constituem ferramenta importante para a investigacao de proprie
dades locais dos sistemas que apresentam uma transicao de fa-
ses. No caso do AQ, com excegao de algumas medidas pouco con-
clusivas relatadas por Maier et alFSG), o estudo da transicao

de fases através da RMN foi realizado por Mehring e colaborado

res(57—61). O deslocamento quimico do proton foi determinado
por Suwelack et alﬂ57) e nao foi constatada nenhuma diferenca
entre os resultados de baixas e altas temperaturas. Isto sig-

nifica que, dentro dos limites da precisdo experimental, nao ha
alteracao nas fungdes de onda eletrdnicas das ligagoes de hi-
drogénio através da transicdo de fases. Ji os resultados de

deslocamento quimico do nticleo !3C s3ao qualitativamente dife
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rentes, sendo fortemente influenciados pela transigcao de fa-

(58) . . .
ses . A anisotropia da fase de baixas temperaturas faz com
que haja duas ressonancias distintas do '®C , cuja separacao
diminui com o aumento da temperatura até desaparecer acima de
To- A separacao dessas linhas pode ser associada ao parametro

1(58)

de ordem, permitindo a Becker et a estabelecer a estimati

va B =0,141+0,010. Foi também estudada a influéncia de im-

(59,61) e os resultados de RMN do !3cC

purezas sobre a transicao
para cristais dopados com cromo revelam a existéncia de aglome
rados ordenados acima de Tc' Em cristais deuterados, foi ob-
servada uma dependéncia aproximadamente linear da temperatura
critica com a concentracdo de deutério. Os novos resultados de
RMN do !®C podem ser interpretados dentro do contexto de uma

transicao de fases de 12 ordem(6l). Suwelack e Mehring(ﬁo) me

diram também o tempo de relaxacao spin-rede do '3C , relacio-
P T

nado com propriedades dindmicas da transicgao.

As medidas de expansao térmica de Yasuda et a1(54)

indicam anomalias das dilatagoes na direcao a(c) como também
nos deslocamentos medidos na direcao b . Entretanto, as cur-
vas sao continuas, em desacordo com resultados mais recentes

(62)

de Ehses que apresentam uma descontinuidade na transigao.

A determinagao de algumas constantes de rigidez e-
lastica de um cristal de AQ a partir de medidas de velocidade
de ultrasom foi realizada por Rehwald e Vonlanthen(42). 0 com
portamento das constantes elasticas pode ser resumido no fato
de que os modos cujas diregoes de propagagao e de polarizagao
estao confinadas ads camadas (C!, e C!; , por exemplo, na no-
%agéo adotada por Rehwald e Vonlanthen), mostram uma forte ano

malia em T, (aparentemente, existe uma descontinuidade). Ja so

bre os modos que envolvem diregaes normais as camadas, pouca ou
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nenhuma influéncia da transicdo de fases & observada. Os auto
res concluem que seus resultados sao consistentes com uma tran

sicao de fases classica de primeira ordem.

Observagoes com um microscopio de luz polarizada re

velam um aumento das dimensdes de um dominio quando se aplica
~ — : (63) ; ;

pressao uniaxial ao cristal ,» mostrando inclusive uma curva

de histerese eldstica. Este resultado evidencia o acoplamento

entre os movimentos protdnicos e os graus de liberdade elisti-

cos da rede.

O calor especifico & uma das grandezas experimen-
tais de comparagao mais direta com cdlculos tedricos realiza-
dos a partir de modelos microscopicos. Por outro lado, sua de
terminagao precisa na regido critica constitui sempre um desa-
fio aos pesquisadores experimentais, exigindo grande dose de-en
genho e técnica apurada, devido principalmente aos tempos rela
tivamente grandes para que se atinja uma situagao de equilibrio.

(52)

Feder cita resultados devidos a Grgnvold para o calor espe

cifico do AQ, mas discutiremos os resultados aparentemente mais

precisos de Barth et al(65)

, reproduzidos na figura 7. Estes
resultados foram interpretados no contexto de uma transicao de
fases de primeira ordem, com uma entropia latente de 0,228 J/molK.
Abaixo de Tc’ a anomalia & bem descrita por um expoente o'=0,5.
A partir da curva experimental para o calor especifico obtém-se

um resultado relativamente baixo para a entropia total da tran

sigao (S_ = 0,930 J/molK).

Finalmente, os resultados de espalhamento Brillouin(66)

permitem uma determinagao mais precisa das constantes de rigi=

dez elastica na regiao hipersdnica. Usando a convencao para os

eixos cristalograficos adotada por Rehwald e Vonlanthen(42),
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(66)

Kriger et al determinaram as constantes de rigidez elasti-

ca Cj, , C;, e C¢ , que fazem parte do conjunto das cons-
tantes mais afetadas pela transicao de fases. Existe razoavel
concordancia dos novos resultados com aqueles obtidos no traba

lho anterior e as conclusdes se referem predominantemente ao

comportamento dinamico do parametro de ordem.
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FIG. 7 - Resultados para o calor especifico do AQ, obtidos por
Barth et a1(65).

2B. COMENTARIOS FINAIS E ELEMENTOS PARA PROPOSTAS DE MODELOS
MICROSCOPICOS PARA A TRANSICAO DE FASE

A comparac¢ao dos resultados experimentais resumi-

dos acima revela uma série de incertezas relacionadas com a tran-
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sicdo de fases do acido quadratico, entre as quais ressaltamos

a davida com respeito & ordem da transigao. A possibilidade de
uma transicdo de primeira ordem & reforgada por algumas medi-
das cuja interpretacao parece nao deixar dividas, particular-
mente pelos resultados de birrefringéncia de Kuhn et al(43) a-

presentados na figura 3. Entretanto, admitida a hipOtese de u

ma transicao descontinua, devem ser respondidas algumas ques-
toes: (i) Qual a explicacao para que duas medidas de birre-
fringéncia de um mesmo material apresentem resultados qualita-

tivamente tao diferentes quanto as de Semmingsen e Feder(39) e

de Kuhn et al(43)?

(ii) Como justificar o fato de que as cur-
vas da constante dielétrica, tanto a pressao atmosférica como
sob pressao hidrostdtica, sao lisas na transigao? (iii) Por que
nunca foi observada uma histerese térmica no AQ? As duas pri-
meiras questoes poder-se-ia responder que o processo de prepa-
rggéo das amostras & crucial para a observagdo da descontinui-

dade(64)

e que eventuais defeitos ou inomogeneidades presentes
no cristal provocariam um arredondamento das curvas experimen-
tais. Entretanto, no que se refere & constante dielétrica, e-
xistem varias medidas, realizadas por diferentes pesquisadores,
com resultados qualitativamente concordantes. A terceira ques
tao pode-se retrucar que a amplitude térmica da curva de histe
rese deve ser muito pequena. Observamos, porém, que as medi-

das de calor especifico(GB)

foram realizadas com passos de 0,03K
na temperatura, o que evidencia a competéncia técnica dos pes-
quisadores experimentais. Acreditamos que esta seja uma gques-

tao ainda por ser respondida.

A leitura dos trabalhos experimentais mostra que os

cristais utilizados nas medigoes sao, em geral, crescidos pe-

los proprios pesquisadores que efetuam as medidas, a partir de
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solugaes aquosas de AQ encontradas no comércio. A sensibilida
de muito grande das técnicas utilizadas na investigagao da tran
sicao de fases do AQ recomenda grande cuidado na preparacao das
amostras cristalinas, como fica evidenciado por alguns resulta
dos contraditoOrios existentes na literatura. Seria recomenda-
vel, também, que a estrutura desses cristais individuais fosse
investigada, particularmente em relacao a defeitos, impercepti
veis na morfologia macroscopica do cristal, mas cujo efeito so
bre o resultado de algumas medidas, mesmo aquelas sensiveis ao

cristal como um todo, pode ser considerével(73).

Outro aspecto ainda por ser esclarecido & a nature
za das interacoes entre as camadas. Geralmente essas intera-

¢oes sao consideradas fracas, o que & corroborado pela estrutu

(44)

ra cristalina e pela anisotropia das correlagoes . Nos tra

balhos experimentais, essas interagoes sao qualificadas vaga-

(44)

mente como sendo de van der Waals , mas ja foi proposto que

: : ~ 2 74
sejam interacgoes dlpolares( ). Por outro lado, alguns resul-
tados de espalhamento Raman indicam que estas interagdes se dao
. (48)
apenas entre camadas vizinhas, sendo de curto alcance . Pa-
ra a proposicao de um modelo microscopico para a transicao de
fases, & essencial que a divida quanto ao alcance dessas inte-
ragoes seja esclarecida. Revisdes comentadas dos experimentos

(52)

podem ser encontradas no artigo de Feder e no trabalho mais

recente de Petersson(75).

A'nossa omissao na descrigdao dos resultados experi
mentais de carater eminentemente dinamico existentes na litera
tura foi proposital, motivada pelo fato de que a abordagem ted
rica que efetuamos & estatica. Ela nao constitui, portanto, jul
gamento de valor quanto a importancia intrinseca dos resultados

relacionados com a dinamica da transicao de fases.
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Alguns fatos sao indicados sem contradicido pelos re

sultados experimentais. Entre eles, salientamos a conétata—
cdo de que o ordenamento das ligagoes de hidrogénio desempenha
um papel central na transicao de fases. Existem alguns traba-
lhos na literatura que procuram explicar a transicao de fases
do acido quadratico a partir de um modelo microscopico, entre
os quais se inclui o nosso. Comentaremos esses trabalhos ao
final do proximo capitulo. Ja Petersson e colaboradores(?5_7”
procuram analisar a transigao de fases do AQ no contexto da teo
ria de Landau, gque se aplica bem a muitos materiais ferro e an
tiferroelétricos até temperaturas muito proximas de Tc , como
vimos no capitulo 1. Entretanto essa abordagem, mesmo reprodu
zindo bem alguns fatos experimentais, tem a desvantagem de ser
macroscopica, nada esclarecendo sobre a natureza microscopica
dos mecanismos da transigao. Além disso, a teoria de Landau
nao fornece um quadro completamente aderente aos fatos experi-
mentais, particularmente no que se refere & constante dielétri

ca. Em seu trabalho de revisao(TS)

 Petersson sintetiza seu pon
to de vista na afirmagao de que o comportamento critico do AQ
pode ser caracterizado como classico, mas que algumas proprie-
dades nao criticas, nao explicadas pe%é teoria de Landau, se-
4
riam explicadas pelos detalhes microscopicos da estrutura,tais
como as limitagoes impostas as configuragdes protdnicas das mo
léculas. Parece-nos existir aqui uma situagdo antipoda dquela
usual em fendmenos criticos, onde se espera que o mecanismo mi
croscopico envolvido na transicao se manifeste justamente numa

vizinhanga proxima do ponto critico, sendo o comportmmmmo,clég

sico verificado em regioes mais afastadas.

O quadro experimental delineado nesse capitulo e

as discussoes apresentadas no capitulo 1 evidenciam que a pro-
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posicdo de modelos de vértices para o AQ & bastante oportuna.
£ claro que nao se pode pretender obter toda a riquezé do com-
portamento critico do AQ a partir de um modelo simples. Mode-
los mais realistas, por outro lado, certamente nao permitiriam
que se obtivessem as suas propriedades termodindmicas numa apro
ximagao razoavel. E necessario, portanto, selecionar entre os
fatos experimentais aqueles mais importantes no mecanismo da

transigdao e procurar propor um modelo que os reproduza.

Do ponto de vista tedrico, a alternativa de que a
transigao no AQ seja de segunda ordem certamente & mais atraen
te, por possibilitar, em principio, a determinacao experimental
de expoentes criticos. Entretanto, mesmo que venha a predomi-
nar a hipdotese de uma transicao descontinua, o carater bidimen
sional do cristal aumenta a possibilidade de descrever a tran-
sicdo com modelos que permitam calculos mais precisos que os
de campo médio, ao mesmo tempo em que torna dificil o estudo da

.~ - o . S—" 7
transicao com técnicas fenomenologicas mais soflstlcadas( ).
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caApITULO 3

MODELOS DE VERTICES PARA A TRANSICAO

ANTIFERROELETRICA DO AQ

3A. PROPOSICAQ DE MODELOS DE VERTICES PARA O AQ

A maior parte dos resultados que apresentaremos nes-
te capitulo ja foi publicada de forma bastante detalhada(78).
Assim, freqlientemente tomaremos a liberdade de omitir algumas

passagens.

Vimos que a imposig¢do das regras do gelo nos mode-
los de vértices na rede quadrada reduz as configuragoes permi-
tidas as seis primeiras da figura 1. No AQ, porém, existe uma
restricao adicional. As configuragoes £=5 e &=6 da figura
1 nao podem ser conciliadas com as regras de valéncia gquimica.
Isto diminui o n@mero de configuragoes fundamentais para ape-
nas 4, indicadas na figura 8, e que correspondem as quatro pri

meiras configuracgoes da figura 1.

Um modelo basico para a transicao do AQ seria, por

tanto, um modelo de quatro vértices para as camadas, com a in-

clusao de uma interacdo de longo alcance entre as camadas para
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FIG. 8 - As configuragdoes basicas da molécula de AQ.

assegurar o ordenamento antiferroelétrico observado no cristal.
Na notagao do cap. 1, atribuimos as seguintes energias ds qua-

tro configuragoes:

Il
o

E(1) E(2)

(3.1)

I
=
v
o

Ei3) E(4)

Ao admitirmos dois niveis de energia estamos claramente violan
do a simetria C, exibida pelo cristal a altas temperaturas.
Entretanto, vimos que as moléculas, individualmente, aparente-
mente mantém-se deformadas acima da transicdo. Além disso,
g (79) : . = o
Abraham e Heilmann evidenciam que um modelo de vértices na
rede quadrada com as quatro configuragoes em seu estado funda-

mental nao apresenta transicido de fases.
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0 modelo de quatro vértices & um caso particular do

modelo de seis vértices resolvido por Lieb. De fato, sua reso
lugdo €& trivial e serd apresentada no prdximo item deste capi-
tulo. No entanto, ele se revela um modelo rigido demais, es-
tando ordenado em todas as temperaturas, com energia livre iden
ticamente nula. Isto torna imperativo levar em consideracao
configuragoes idnicas da molécula de dcido quadratico. Se in-
cluirmos as 8 configuracgoes uma vez ionizadas, teremos um mode

lo de 12 vértices, cujos niveis de energia podem ser dados por

E(1)

E(2)

E(3) E(4)

= E >0 - (3.2)

E(9) = E(10) = E(11) = E(12) = E(13) = E(14) = E(15) = E(16) =E' > E .

Este modelo, em geral, nao foi resolvido exatamente. Entretan-
to, pode ser estudado na aproximagao de Bethe (item 3C), a e-
Xisténcia de transicao de fases & assegurada rigorosamente
(cap. 4) e seu comportamento critico foi estudado através de cal

culos de grupo de renormalizagao (cap. 5).

Poder-se-iam incluir também as quatro configuracdes
restantes no modelo, em niveis de energia superiores aos demais.
Teriamos, entd3o, um modelo de 16 vdrtices para a transicao do

acido quadritico.

3B. RESULTADOS EXATOS PARA OS MODELOS DE VERTICES PROPOSTOS

-

A resolugao do modelo de 4 vértices (3.1) ndo apre

senta dificuldades. Consideremos uma rede com M linhas e N
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colunas e vamos calcular a matriz de transferéncia do . modelo
(1.11). Observando as quatro configuragoes, fica claro que
T($,0') # 0 apenas para ¢=¢' , ou seja, a matriz de transfe-
réncia @ diagonal. Para as configuragc'Ses ¢=0'" com n setas

para cima, teremos

T(¢,¢) = exp[— TE{:—-%] + exp[— Eig;—n)] . (3.3)

0 niimero de configuragdoes com n setas para cima & dado por

¢ N:

n: (N-n) ! ’ Ewdd

A funcao particdo (1.12) pode ser escrita como

N ' _ M
i, B o= F'“(%—-—n)_' {exp[- ﬁ—g] + exp[— -E—-!—ETE)—]} . (3.5)

vemos que

~12

Z <

-

N! NE ] M N+1 NE| M
ST {l + exp[-— H:I} =2 {l & exp[— '}ZT_]}

(3.6)

n=0

o0 que nos leva 3 conclusdo que a energia livre por vértice & da

da por

= £im — fn 2z = 0 . (3:7)

Outro modelo que pode ser resolvido exatamente € um
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modelo de 16 vértices que, além das 12 configuracgoes (3.2) in-

clua as outras quatro num Gnico nivel de energia:
E(5) = E(6) = E(7) = E(8) = E" > E' 5 (3a8)

0 modelo de 16 vértices pode ser convertido em um modelo de
Ising cujos spins estao localizados nas ligagoes da rede origi
nal, assumindo valores *1 ou 1 conforme a orientacao das
setas nas ligacoes. Em geral, este modelo de Ising apresenta
interacbes de primeiros e segundos vizinhos, além de interagoes

(80)

de quatro spins. Seguindo Suzuki e Fisher , podemos trans-
formar o modelo de 16 vértices ((3.2)-(3.8)), no caso em due
E=0 , num sistema de cadeias unidimensionais de Ising intera-
gindo entre si através de termos de quatro spins. O hamilto-

niano deste modelo para um sistema original de NxN vértices po

de ser escrito como

N N
H=wNg,+ ] ) {3@. 1, %1 ,%v°% 19 . 11 i
i=1 j=1 i-5,3 it+34] i,3-5 1i,3+3
~
7. ‘
5 + J Ui-i _ Gi+l . Oi 3 ci -+l} ; (3:9)
2’3 2'3 ’J 2 'J 2
onde J_ , J e J' sao fungoes de E' e de E" . Os vérti-
ces da rede original estdo localizados nos pontos (i,j).  Su-

pondo condigoes de contorno abertas, fazemos a transformagao

-

1 s 1
1,5 & g Titl,5
(3.10)

" "

1= i, : g 8 H o8 T B ded
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e o hamiltoniano (3.9) pode ser desacoplado em dois paramagne-
tos de Ising com interacdes de pares entre si. A energia 1li-

vre por vértice pode entio ser obtida facilmente, resultando

£(T) = - %i = %- - kT £&n {é exp[%ET = %-ﬁ} +
El E“ Ell
= 2 exp{- kT + E"k—,f] COSh[‘z—kTI;]} . (311}

Em conformidade com a conjectura de Abraham e Heilmann(79), es

te modelo nao apresenta transigcao de fases.

A técnica dos grafos fracos(sl’sz) permite conver-
ter o modelo de 12 vértices em um certo modelo de 8 vértices.
A eqliivaléncia entre os modelos pode ser escrita em termos das

fungoes particao

le[z,z'] = 272N 28[2(1),z(2)',z(3),2(4),2(5),z(6),2(7)-,2(8)] ;

(3.12)
onde
- E_ - E'
z = e KT e z' = e KT (3.13)
sao as atividades do modelo de 12 vértices (3.2). As ativida-
¥des z(i) do modelo de 8 vértices sio dadas por
z(1) = 2(l+z+4z") ’
z(2) = 2(l+z-4z") r
(¥.14)
z(3) = z(4) = 2(l+z) '

z2(5) = z(6) = z(7) = z(8) = 2(1-z)



.-y .

Note-se, porém, que temos z(l) # z(2) em geral, de maneira
que o modelo de 8 vértices em questao nao é invariante sob in-
versao de setas. Outro detalhe & que os z(i) dados por (3.14)
podem assumir valores negativos.

Apesar da eqliivaléncia (3.12) nao levar 4 resolu-
cao exata do modelo de 12 vértices, ela permite o cialculo exa-

to da entropia de altas temperaturas

S(T»x) = k £n le (T>ew) (3l 5)
Temos

Lim z (1) = 12 ; Lim z(2) = -4 .

T-c0 T>o00

£im z(3) = fLim z(4) = 4 7 (3.16)

T-+o0 Tc0

£im z(5) = ... = Lim z(8) = 0 :

T+ T

Logo, no limite de altas temperaturas, recaimos num modelo de

4 vértices sem invaridncia de inversao de setas. A entropia (3.15)

sera extensiva no limite termodinamico, resultando(78)
s(r>e) = pim S(02) k n 3 . (3.17)
N> M
Moo
N/M cte

A éqﬁivaléncié (3.12) permite também calcular exa-
tamente a fungao partigdo de um modelo de 12 vértices no caso
em que o estado fundamental & quatro vezes degenerado, isto &,
com E=0 em (3.2). Neste limite, as expressdes (3.14) assu-

mem a forma:
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z(l) = 4(1+2z") '
z(2) = 4(1-2z") y
(3.18)
z(3) = z(4) = 4 "
z(5) = z(6) = 2(7) = z(8) =0 "

Mais uma vez o problema foi reduzido a um modelo de 4 vértices
e a fungao partig@o do modelo de 12 vartices neste caso parti-

cular e

N
-2NM N! NM
Zi,{z=1l,2"') = 2 ] e 4T,
12 g n! (N-n)!
. -
) l:(l+22')n + (1-2z") n:f 3 (3.19)

O limite termodindmico pode ser efetuado sem dificuldade levan

do & seguinte express3o para a energia livre por vértice

kT
£(T) = £im - == fn Z..(z=1,2') = - kT £&n (1+2z') . (3.20)
Wk NM 12
M=o
N/M cte

Novamente obtemos uma energia livre analitica, como seria de

se esperar em fungao da conjectura de Abraham e Heilmann(79).
Obviamente, a entropia de altas temperaturas do modelo de 12

vértices pode ser obtida imediatamente:

S(T»w) = Lim
Too

-ﬂ—T,%—:-‘i=k£n 3, (3.21)

pois u deve ser uma funcido limitada.
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3C. RESOLUCAO APROXIMADA DO MODELO DE 12 VERTICES

Podemos resolver o modelo de 12 vértices (3.2) de
uma maneira aproximada, semelhante aquela utilizada pm:SlaUan)
para estudar o modeio de 6 vértices para o KDP. Chamaremos es
ta resolugao de aproximacdo de Bethe pois, exatamente como na
solugao aproximada do modelo de Ising proposta por Bethe(83),
serao tratadas exatamente as interagoes entre primeiros vizi-
nhos. No que concerne as propriedades criticas, esta aproxima

g¢ao corresponde a uma teoria classica, levando aos expoentes cri

ticos previstos pela teoria de Landau.

Nosso calculo segue de perto o tratamento dado por

Uehling (84)

ao modelo de Takagi para o KDP. O calculo pode ser
dividido em trés fases: (i) Calculamos, para um valor fixo da
energia interna do sistema, o nimero de configuracdes em que
podemos encontrar o modelo. Isto & feito de forma aproximada
multiplicando o nimero irrestrito de configuragoes por um fa-
tor de corregao obtido pela imposicao de compatibilidade entre
configuragoes de vértices vizinhos (por exemplo, um vértice com
€=1 nao pode ser vizinho de um vértice com £=2). (ii)Uma vez

calculada a entropia de uma camada, obtemos uma expressdao para

a energia livre através de

F = U-"T§8 i (3.22)

(1ii) Introduzimos interagdes antiferroelétricas entre as cama
das com um termo de campo molecular. Se designarmos por A.e B
as duas subredes do cristal, supondo N/2 vértices em cada u-

ma, a energia livre total é



.54.

F F ;
F _ 1 A B [ _ _A
NKT =~ 2 {# kT © W kT} 5xT Pa Pgp ¢ (3.23)

onde e pp sao as polarizagSes normalizadas das duas sub

Pa
redes, assumindo valores entre 0 e 1. O parametro A & nega
tivo para que o ordenamento seja antiferroeldtrico. A agao de

um campo elétrico externo e pode ser incluida efetuando uma

transformacao de Legendre

G(T,E) = F(T,p) - 3% (p +p )e (3.24)

e minimizando o segundo termo em relacao a Pp © Py -

Apesar de simples, os calculos indicados acima s3o

bastante extensos, particularmente a minimizagao descrita no

(78)

item (iii). Desta minimizacgao + resulta que as polarizagoes

de subrede sdo dadas por

Pa,B

e _.~1 (elr2 , ~1/2
Lt aiila) + o [£12 4 202)

A,B Al’ AIB
pA B = ’ (3.25)
! il -1 1=1 1/2 =172 4
., B f[fA,B+fA,BJ * ZIfA,B a2
com
1 +p Ap + ue
— __.__M - A’B
fA,B Y By g exp[ T } . (3.36)
r

A resolugao numérica do sistema de equagdes nio lineares (3.25
-3.26) permite obter o comportamento termodinamico do modélo.
Para o caso em que €=0 , observamos que pA=PB=0 é sempre u-
) 1
fa,B(Pa, 5 ,B{"Pa,B
Assim, se (pA,pB) for uma solucao de (3.25), (npA,-pB) tam-

ma solugao de (3.25) e notamos que

= fA } =



e

s 5by

bém o sera. A linearizacao de (3.25-3.26) em torno de pA=pB=0
leva a uma equagao para a temperatura critica do modelo a cam-
po nulo

A<0 PA=P/Pg="P > Z(TC) + [2 +%] Z'(Tc)
c

]
=
I

(3.27)

20 : Pp=P/Pp=P > Z(Tc) + [2 - %} z'(TC) o
C

I
=
+

Na referéncia (78) sao mostradas algumas curvas pa-
ra a polarizagao alternada Py ® (pA-pB)/z , para a temperatu-
ra critica e para a entropia do modelo de 12 vértices a campo
elétrico nulo, obtidas numericamente. Apresentaremos aqui re-
sultados para a suscetibilidade elétrica do modelo bem como cal
culos efetuados na presenga de um campo elétrico. Vamos intro

duzir os seguintes parametros adimensionais

_ kT . A
t - ET ’ $ - E ’
(3.28)
a5 = B
‘: - Et r e El .

Nos calculos numéricos apresentados abaixo estudamos dois mode

los, caracterizados pelos parametros

1) T =0 ’ § -0,01 z 6 =1 ;
(3.29)

2) c

Il
o
~
o
]
(=]
|

= -0,01 r 6 =1

Dds equagoes (3.27) obtém-se as temperaturas criticas dos mode

los tc = 0,25549 e tc = 0,29595 . ©Na figura 9, mostramos
1 2
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resultados para a polarizagao alternada a campo elétrico nulo

dos modelos como fungao da temperatura reduzida
P R ety S
1,0 -

A

Wt[tc "

0,5+ §

0,0\, — ]

00 06 0,8 1,0 b4
FIG. 9 - A polarizagao alternada P, = (pA—pB)/z Ca campo elé-
trico nulo para os modelos com (l)fz=0 ;§ = -0,001;

6=1 e (2) g=10,01 ; §=-0,01 ; 6=1.

A suscetibilidade elétrica pode ser calculada deri
vando as equacgoes (3.25) em relacdo ao campo elétrico. Obtemos.
um sistema de duas equagoes lineares nas suscetibilidades de

_ %Py _ 9P ; 2 . ~
subrede XA & Tl - B - jg Culos coeficientes sao fungoes
de t e de € . Na figura 10 sao apresentadas curvas de sus-
cetibilidade total ¥ = % (XA+XB) a campo elétrico nulo como

funcao de t/tc . Como esperado, o aspecto das curvas & agque-

le previsto pela teoria de Landau.

Para estudar o comportamento termodindmico do node
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lo na presencga de um campo elétrico calculamos as polarizagoes
de subrede i temperatura fixa como fungoes do campo eldtrico.
Na figura 11 sao apresentados resultados para a polarizagao al
ternada p_ = (pA—pB)/2 como fung@o do campo elétrico para

duas temperaturas. As curvas correspondentes para a polariza-
|

50 —

X

40 : B

1O =

0 Av T

|
0,0 0,8 1,0 L4 12

PptP
%E —§§~§ como fun-

cdo da temperatura para os modelos com (1) £ =0 ;.
§=-0,01 ; 6=1 e (2) z=0,01 ; 8=-0,01 ; 6=1 .

FIG. 10 - Suscetibilidade elétrica X =

cao p = (pA+pB)/2 podem ser vistas na figura 12. Nota-se que
para este caso os calculos numéricos evidenciam que- a transicao
de fases & sempre de segunda ordem para temperaturas finitas.

Ja os resultados correspondentes para o modelo 2 de (3.29),com

um estado fundamental de apenas duas configuragoes, podem ser
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0.5 + B
0,0
T I
0 5 10 €x10°
FIG. 11 - Isotermas de P, (pA—pB)/Z como fungao do campo e
létrico para o modelo com £ =0 ; §=-0,01 efd=1.

1) £=0,8t, ; 2) £t=0,4t_ .

vistos nas figuras 13 e 14. Nota-se agora que a transigao de
fases & descontinua a temperaturas baixas, passando a ser de
segunda ordem proximo de tc . Assim, vemos que neste caso o
modelo deve exibir um ponto tricritico localizado aproximadamen

t

t, cresce quando aumentamos o pardmetro g .

te em tt = 0,92tC e €, = 0,0073 . Observamos que o valor de

O comportamento do modelo de 12 vértices na presen
¢a de um campo elétrico, na aproximagdao de Bethe, & em muitos
aspectos semelhante aquele observado quando se estuda, na apro

ximagao de campo médio, um modelo de Ising metamagnético na pre
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p el |

0,0 . &
T |
0 5 10 €40
FIG. 12 - Isotermas de p = (pA+pB)/2 como fungao do campo e-

létrico para o modelo com £ =10,01l ; 6 =-0,01L e o=l.

senca de um campo magnético(gs). Entretanto, o sistema de e-

quagoes nao lineares para as polarizagdes de subrede do modelo
de 12 vértices (3.25-3.26) & mais complicado que o sistema cor
respondente para as magnetizagoes de subrede do metamagneto de
Ising. Assim, nao & facil a obtencao de expressoes analiticas
para as fronteiras dos diagramas de fases do modelo de 12 vér-
tices. Entretanto, estes diagramas poderiam ser obtidos nume-
ricamente a parfir das isotermas pxe e pa><e 3 0 estudo
sistematico desses diagramas para um conjunto grande de valo-
res dos parametros ¢ e & demandaria um considerivel esfor-

¢o computacional. Seria interessante constatar se os diagra-

mas de fases do modelo de 12 vértices também exibem um ponto
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A
/
/
A
!
/
7] I
!
I
I
:
Oﬂ)“ A
! |
0 5 10 €x10°
FIG. 13 - Isotermas de p_ = (p,~pg)/2 como fungao do campoee-
létrico para o modelo com ¢ =0,01 ; § =-0,01 e 6 = 1.

1) t= 0,95tC P 2) £=0,90t_; 3) t=0,85tc; 4) t=0,80t .
Na curva 4, o trecho tracejado corresponde a solugao
do sisteﬁa de equagaes (3.27), mostrando uma curva
caracteristica de van der Waals para transigoes de
primeira ordem. O campo elétrico da transigao foi ob
tido minimizando-se a energia livre de Gibbs do mode
lo §3.24).

critico terminal duplo quando os parametros do modelo estao com

preendidos num certo intervalo, tal como ocorre com a solugéo

de campo molecular do metamagneto de Ising(ss).

Em resumo, podemos dizer que o modelo de 12 vérti-

ces, resolvido na aproximagao de Bethe, exibe uma transicgao de

fases de seqgunda ordem a campo elétrico nulo. A entropia de al




.61.

7

N

\ ////////
\
\//
\
0,5 - ) -
\
\
\
\
|
|
!
/
1 3 4)7
0,0 ] ,
0 5 10 €x10°
.FIG. 14 - Isotermas de p = (pA+pB)/2 como fungao do campo e-

létrico para o modelo com ¢ =0,01 ; § =-0,01e 6 = 1.
1) t=0,95t_; 2) t=0,90t_; 3) t=0,85t_;4) t=0,80t .
c c c c

-

O campo elétrico das transig¢oes de primeira ordem foi
obtido pela minimizagao da energia livre de Gibbs
(3247 .

tas temperaturas calculada nessa aproximacao coincide com o va
lor exato. Na presenca de um campo elétrico, a solugao apre-
senta uma transigéo de primeira ordem a temperaturas suficien-
temente baixas quando o parametro ¢ for diferente de zero,
ou seja, quando'o estado fundamental do modelo planar for com-

posto de apenas duas configuracgoes.



5020

3p. DISCUSSAO E COMPARACAO COM OUTROS MODELOS PROPOSTOS NA LI
TERATURA '

As propostas de modelos microscOpicos existentes na

literatura para a transicao de fases observada no AQ podem, em
geral, ser relacionadas com modelos de vertices. Consideramos
neste item apenas os modelos que nao levam em conta interagoes
entre os niveis de energia das configuragoes e os graus de li-
berdade elasticos da rede. Os modelos compressiveis serao tra

tados no cap. 6.

(86)

Zinenko propds um modelo de 16 vértices para o
AQ e transformou este modelo em um modelo de Ising. Os niveis

de energia do modelo de Zinenko sao

e
oz
I
=
-
I
o

1
'_l
I
e
[
I

E >0 ’
(3.30)

E(9) = E(10) = E(11) = E(12) = E(13) = E(14) = E(15) = E(16) = E'>E,

E(S) = E(6) = E(?) — E(S) = E" >EI .

No entanto, para eliminar o termo de interagao de quatro spins

no modelo de Ising, & necessario impor que

E" = 2E' +=E . (3,31}

N =

O modelo de Ising com interagoes de primeiros e segundos vizi-
nhos & entao estudado numa aproximagao de Bethe, considerando
aglomerados de quatro pseudospins. A interacao entre camadas

é introduzida via campo médio. Os calculos indicam uma transi
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cao de fases de segunda ordem. Os aspectos qualitativos da
transicao de fases nao sao alterados quando se leva em conta a

prossibilidade de tunelamento dos protons.

(87)

Deininghaus e Mehring consideram o modelo de
Ising com interagoes de primeiros e segundos vizinhos. As in-
teragoes de segundos vizinhos constituem um sistema de cadeias
lineares, acopladas entre si pelas interacgoes de primeiros vi-
zinhos. Os autores tratam exatamente as cadeias lineares de
Ising e incluem as interagoes de primeiros vizinhos e aquelas
entre as camadas via campo molecular. A menos do tipo de apro
ximagao utilizada na resolugdo, este modelo & idéntico ao de
Zinenko. Alguns parametros do modelo sao ajustados aos dados

(44

de difrac¢ao de néutrons e os resultados para o parametro de

ordem obtidos a partir de medidas do deslocamento gquimico do
L3 28] <26 reproduzidos com razoavel precisao. A transicao

de fases & sempre de segunda ordem.

Uma abordagem semelhante a de Zinenko & apresenta-
: (88) i
da por Schneider e Tornau . Esses autores consideram um mo
delo de Ising com interagoes entre todos os segundos vizinhos,
além das interacgdes de primeiros vizinhos. Esse modelo n3o po
de ser mapeado num modelo de vértices. Dependendo dos seus pa
rametros, o modelo, resolvido na aproximacao de Bethe com um a

glomerado de 5 spins, exibe transigdes de fases de primeira ou

de segunda ordem.

(89)

Deininghaus apresenta uma proposta semelhante
& de Schneider e Tornau, considerando um modelo de Ising com in
teragaes entre primeiros e todos os segundos vizinhos, além de
termos de quatro spins em todos os quadrados da rede de pseudo

spins. Este modelo pode ser convertido em um modelo de 8 vér-



.64.

tices com niveis de energia diferentes em duas subredes. As

suas propriedades termodindmicas nao foram obtidas.

Calculos semelhantes aos de Deininghaus e Mehring(87)

sao apresentados por Maier et al(76)

. As interacoes entre ca-
madas sao tratadas por campo médio e sao feitos também calcu-
los de Monte-Carlo supondo interag¢oes de primeiros vizinhos en
tre pseudospins de camadas adjacentes. Maier et al. reprodu-

zem qualitativamente o comportamento da constante dielétrica a

cima de Tc .

Observamos que todas as propostas de modelos indi-
cadas acima sao essencialmente modelos de 16 vértices, eventual
mente generalizados de alguma maneira. Um dos aspectos em que
esses modelos estdo em franco desacordo com a experiéncia € a
sua previsao para a entropia de altas temperaturas. Para um
modelo de' 16 vértices temos s_ = 2k £n 2 enquanto o resulta-

do experimental(36) & s_=0,11185k . Maier et a1 (89) suge-

[ee]
rem gque as cadeias de pseudospins de seu modelo figurem essen-
cialmente ordenadas a temperaturas acima de Tc . Entretanto,

(36)

uma inspec¢ao da curva de calor especifico mostra um rapido
decaimento para o valor de fundo acima de Tc , sem nenhuma evi
déncia de alguma entropia residual. Assim, parece natural que
as atencoes sejam voltadas para modelos que imponham restrigoes
sobre o nlimero de configuragdes. O modelo de 12 vértices nao

resolve esta polémica, pois apresenta s, = k £n 3 , ainda su-

perior por um fator ~10 ao valor experimental.

Concluindo, parece-nos que os modelos de vértices
constituem uma maneira natural de descrever as camadas do AQ.

Em particular, ndao existe nenhuma razao fisica para justificar

uma escolha de niveis de energia tais que permitam transformar
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o modelo de vértices num modelo de Ising sem interacoes de qua

tro spins, como & feito na maioria das propostas que citamos.
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CAPITULO 4

DEMONSTRACAO DA EXISTENCIA DE ORDEM DE LONGO ALCANCE

EM MODELOS DE VERTICES A BAIXAS TEMPERATURAS

4A. INTRODUCAO

Neste capitulo mostraremos que os modelos de verti
ces, submetidos a certas restrigoes, necessariamente devem a-
presentar uma transigao de fases, uma vez que se encontram or-
denados a temperaturas suficientemente baixas. A demonstragao
da existéncia de uma transigao de fases sem que se resolva ex-
plicitamente o modelo em questao remonta ao trabalho pioneiro

(90), que a efetuou para o modelo de Ising anos an-

tes da solugao de Onsager(gl). Em sua versao original o argu-

: de Peierls

mento de Peierls consiste em mostrar que a magnetizacido do fer
romagneto de Ising, no limite termodinamico e a campo magnéti-
co nulo, & limitada inferiormente por um niimero positivo quan-
do os spins do éontorno tém seus valores fixados em +1. Pos-
teriormente, argumentos semelhantes foram estabelecidos para ou

tros modelos classicos e também para alguns modelos quanti-
cos (92)
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Faremos uso de uma versdo alternativa do argumento

(Sa-ga) Esta.vez

de Peierls, devida a Frohlich e colaboradores
sio consiste em demonstrar que o modelo possui uma propriedade
chamada de positividade por reflexao e depois utilizar esta pro
priedade para provar que a fun¢do de correlacdo de pares nao
se anula a longas distdncias no limite termodindmico e a tempe
raturas suficientemente baixas. S&o impostas condigdes de con
torno periddicas. ' Uma vez estabelecida a positividade por re-
flexdo, o restante do argumento € semelhante para todos os mo-
delos tratados. Entretanto, optamos por apresentar uma versao
extensa da demonstracdo para o modelo de 16 vértices. Um argu
mento deste tipo foi aplicado a alguns modelos de seis e de

oito Vértices(gs).

4B. DEMONSTRACAO DA POSITIVIDADE POR REFLEXAO

vVamos considerar um modelo de 16 vértices na rede
quadrada, com simetria de inversdo de setas e condig¢bes perid-
dicas de contorno, atribuindo as configurag¢des da figura 2 as

seguintes energias:

E(l)=E(2)=El ' E(3)=E(4)=E2 ' E(5)=E(6)=E3 ' E(7)=E(8)=E4 '
(4.1)
E(9)=E(13)=E. , E(10)=E(l4)=E6 ; E(ll)=E(lS)=E7 F E(12)=E(16)=E8 ”
Para converter este modelo em um modelo de Ising(ao), associa-
mos um "pseudospin" o, . a cada ligagao (i,j) da rede de a-

1,]
cordo com a convencao:
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Q
1

1 : seta para cima ou para a direita em (i,Jj);

(4.2)

Q
1t

-1: seta para baixo ou para a esquerda em (i,j)

considerando os quatro "pseudospins" incidentes no vértice

P.

indicados abaixo

6_'a.,§3

vamos escrever a energia associada a este vértice como funcao

de {Oi,jl; ;inju
B(E3) = = I = U3 94,5, %45, * 92 94,32 Ti.3s
* 93 %,35 %490 Y e %190 %190 T s 1 1,30
+ J6 Oi,jz Gi’ju) - J.7 ci,jl Oi,jz Gi,js Ui;jq s (4.3)

Com a escolha abaixo dos valores de Ji os dois modelos sao e

quivalentes:
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8
JO = - % Z Ei '
i=1
T -
Jl =5 _(E2+E3+E7+E8) - {E1+E4+E5+E6)_ 7
LT -
JZ=§ _(E2+E4+E5+E8) - (E1+E3+E6+E7)_ '
LT -
J3 = _(E2+E3+E5+E6) - (E1+E4+E7+E8)_ i
(4.4)
LT _
J4=§- _(E2+E4+E6+E7) - (E1+E3+E5+E8)_ i
LT _
J5 =3 ~_(E3+E4+ES+E7,) - (E1+E2+E6+E8)_ 7
J-—l-'-_(E +E +E_+E,) - (E; +E, +E +E)-
6 8 '3 4 6 8 1 2 5 77 ] £
LT "
J, =3 _(E5+E6+E7+E8) - (E1+E2+E3+E4)- :

Estabelecemos linhas de reflexao horizontais e ver

ticais definidas na rede original @ de N vértices de manei-
ra tal gue nao contenham vértices da rede original e a dividam
em duas partes congruentes Q+ e Q , com N+==N =N/2 vér-

tices cada uma. A linha de reflexao £ divide os "pseudo-

spins" em trés conjuntos:

Oi,j c Q+ , quando i e j € Q+ ;

o, . € 2 , quando i e j e Q ;

i, 3 - -

oy 5 € 2, , quando i e j pertencem a partes distin-
7 ax

tas ("pseudospins" situados sobre a li-

nha de reflexao).

A operacao de reflexdo de um "pseudospin" por uma linha £ é



.70.

definida a partir das reflexces dos vértices que o limitam

. = ; . . 4.5
1’,(01,]) 08£1,8£] ( )

Consideremos dois vértices i e m eqgiliidistantes de uma 1i-

nha de reflexdao £ .

‘i 0 | Gy
G_L,% 6;«;}2 Gm.nl; G“’) ho
G:::éa ' m’n3

2

Aplicando a definicao (4.5) teremos que

(4.6)

B9 5.0 = G s

Se definirmos a reflexao de uma funcdo de varios "pseudospins"

por

GEF({Ui,j}) = F({eﬂoi,j}) P (4.7)

vemos, de (4.3), que para que as energias dos vértices satisfa

cam a expressao

E T8 e = Vo PR eddL 5
({D'm’nl Gm,m.}) eKE({GJ—:Jl 01,34) ¢ (@8]
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- deveremos impor
J, =J e T, =4 . (4.9)

Repetindo essas passagens para uma linha de reflexao horizon-

tal veremos que sera preciso impor

J. =Jd e J, = J . (4.10)

As restricdes (4.9) e (4.10) conduzem as seguintes imposigoes

sobre os niveis de energia do modelo
E,=E, , E.=B, , E_=E , (4.11)

para que a reflexdo da energia de um vértice seja igual a ener
gia do vértice refletido. Levando em conta as restricoes aci-

ma, a hamiltoniana do modelo de 16 vértices
Ho= 1 E(g) g (4.12)
ief

pode ser escrita como

i onde
X

H = 2 E(Ei) ' (4.14)
i€Q+

considerando qualquer linha de reflexao £ .

seja F({o, j}) uma funcdo real dos "pseudospins"

r
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- 955 tais que i ou Jj pertencama £ . A positividade por
r

reflexdo é expressa pela desigualdade

1 Fo,F e B
(o o1
= 1’3
<Fo,F> = T b (4.15)
{Ui,j}

onde £ & uma linha de reflexao qualquer. Objetivando demons
trar a validade de (4.15) para o modelo de 16 vértices com as
restricbes (4.11), vamos definir inicialmente a média aritmeti

ca

) FO,F
{o j} £
<F 8£ F>O = 22N i (4.16)
logo,
' [ y F 6, F
{0, .60 {0, e} {o, .eQ_}
= 1, L 1,) + 1,] -
<F g F> = o . (4.17)

Mas & e sao congruentes, de onde concluimos que

F = ) 6,F = £({o, e (4.18)
L - -
{ci'jeﬂ+} {Ui,jeg—}
e entdo
f2
{o. .eq. }
_ Ly7) otz
<F O, F> = J2N >0 ’ (4.19)

pois £ & real. Agora podemos escrever
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~BH
PO, F> = <F‘Q32He "o , (4.20)
<e" >O

e a realidade de (4.13) nos leva a

~B(H, +8,H,)
<e'"E'H'>CJ <F 8£F> = <F6£F e = Lo+ >O =
-BH -BH
= < + +
(F e ) 6£ (F e }>o . (4.21)
-BH - =
Como <e P > 0 e a expressdao entre parénteses no segundo
termo de (4.21) & uma fungao dos Oi,je Q,r R, , podemos apli-

car a desigualdade (4.19) e concluir que

<F8£F> > 0 , (4.22)

estabelecendo a positividade por reflexdo para o modelo que es

tamos considerando.

Consideremos a funcgao

K(A) = AF + G ' 4., 23)

onde F e G sao fungoes reais de O, el , 0 e A & uma

'—J
-
.

+

1+

variavel real. De (4.22) segue que

KopR> = A2<FO,F> + A(<FO,G> + <GO,F>) +

+ <GO,G> x 0 . (4.24)

Como &, e _ sao congruentes, temos <F6£G> = <G6£F> e pa

ra que a desigualdade (4.24) valha para qualquer valor de A
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deveremos ter

4<F8£G>2 S 4<FB,F><G8,G>

ou seja
<F%G>2 S <FB,F><GO,G> (4.25)

que é a desigualdade de Schwarz.

4C. ARGUMENTO DE PEIERLS

Utilizando a propriedade de positividade por ¥efle
xao (4.22) demonstrada acima, vamos verificar sob quais condi-

¢oes € possivel mostrar que

<GO,1 Gi,j> > 0 (4.26)

a temperaturas suficientemente baixas e independentemente da
localizacao de (i,j), ou seja, em que situacdes o modelo exibe
ordem de longo alcance a baixas temperaturas. Dada a defini-

cao (4.2) dos "pseudospins" o, j + vemos que (4.26) represen-

ta um ordenamento ferroelétrico do modelo.

. i . - + -
Definimos os operadores de projecao Pi 3 e Pi i
14 r
que atuam sobre uma configuracio de "pseudospins" como

% B Oi'. + 1
. Bypg 5 2 '
(4.27)
P E L8
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Logo,

“%,1 %,3” = “Pg,1 Pi,37 * Fg,1 PBi,5” -
+ + -
- <P0'l Pi’j> - <P0’l Pi’j> . (4.28)

Como H € invariante sob a transformagcdo o + -0 (inversido de

setas), vem

Pl FL:T” T Pou BagT v
(4.29)
+ - +
<P0rl P11j> - <Porl itj> ’

Podemos portanto reescrever (4.28) na forma

+ + + -
<°0,1 Oi,j> = 2[<P0’l Pi,j> - <P0,l Pi,j{l . (4.30)

Outrossim, sabemos que

+ + -
S )> = < > - K e i
1,3) PO,l PO,l Pl,j

(4.31)

Lembrando as condigoes periddicas de contornoc e a invarianca de

inversao de setas, teremos

2T 5 o % . (4.32)

0 que nos permite reescrever (4.30) como
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<00,l Ui'j> = 1 - 4<P0,1 Pi,j> . (4.33)

vamos definir uma configuracdo restrita na rede co
mo sendo uma funcgao Ci 3 que associa um sinal + ou - a ca

' —_

da ligagao da rede original com as restricgoes

il
+

. . (0,1
e 3( )

1,

(4.34)

[@!
J.
'—J.
.
1t
|

Uma vez que

@t pT m = 2P . P, T

‘ I~ ® , + P ,)>,
0,1 "i,j 0,1 "4i,3 (&, £)£(0,1), (i,3) k,L k,£

(4.35)

o valor médio pode ser escrito como uma soma sobre todas as con

figuracoes

<p P, .> = ) < o P
Cyp (k,L)eQ

. (4.36)

Definimos um contorno y ¢ Q como sendo ‘uma familia de pares
de ligacOes primeiras vizinhas que decompoe I em exatamente

dois subconjuntos disjuntos. O primeiro, designado por QO 1
r

contém a ligacao (0,1) e o segundo, {, contém a ligacdo

i;9 °

(i,3) . Vemos que Yy & constituido pelos pares de ligagdes

que formam a fronteira entre os dois subconjuntos. Dada uma par

ticular configuracao Ci 5 chamamos de F(Ci j) o conjunto
I ’

de todos os contornos Yy em que as ligacOes da fronteira con-

tidas em 2, ; tém sinal + e aquelas contidas em £, . tém
r I
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sinal - . Finalmente, notamos que para qualquer configuracao

. iste um conto C, .JeTr(c, . tal que:
Ci,j exis um contorno Yy ( 1,3) ( l,j) q

1) existe um conjunto Q¢ Qo,l[Y(Ci,j}] com ‘(O,lhgrﬂc

e que seja conexo (cadeia de ligagOes primeiras vizinhas);

2) Ci,j(k’ﬂ) = + para todo (k,£) e QC H

3) as ligagOes da fronteira pertencentes a QO 1 perten-
I

cem a @
&

Vamos ilustrar essas defini¢des com um exemplo con
creto, lembrando que as ligagOes se dispdem numa rede quadrada

(fig. 15)

& = - = //{;5%;}? - s

::::@4_::

Fig. 15 - Exemplo das definig¢des do texto para uma particular
configuracao Ci,j‘ As ligacoes (0,1) e (i,j) estao
indicadas por um quadrado e por um circulo, respecti
vamente. Os contornos assinalados pelas linhas cheia
e tracejada sdo exemplos de contornos vy EF(Ci,j)' 0
contorno tracejado &€ y(C, .) e o conjunto de liga-

i,3
¢oes hachurado constitui Qc.

Munidos das definig¢Oes acima, reescrevemos (4.36) co

mo
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" 2 Z Cij(k,i’.) _ ,
<p P, .>= < m - M N - {(4:37)

0,1 74,3 _ k,£

. Y {Ci’jlY(Ci’j)—Y} (kL) €0

Entretanto
€y kL) ¢ k0
< 7 Pkléj e f < T Pk¥éj >
{ci’jIY(ci’j)ﬂr} (k,£)ef {ci'jlver(ci'j)} (k, L)€
(4.38)

pois todos os termos da primeira somatdria estdo presentes na
segunda e os termos adicionais da seqgunda somatdria sdo positi
vos ou nulos. No segundo termo de (4.38) todas as ligacgodes,
com excegao de (0,1), de (i,j) e daquelas que pertencem a Y ,
aparecem duas vezes, em operadores de projecdo com sinais tro-

cados. Logo,

m

c; slkt)
<w.0)eq Pt > =
{Ci,j|Y€T(Ci,j) (k,£)e

k, £ -

+ —

<p’ . P, . T Pl , P, ,, m ® _+P_ )
0l "1y k,0), (k' L") ey k,£ k', L (m,n) €9 m,n “m,n
(mrn)fél(orl)r(irj)
(m,n) ¢y ‘
= <t PT . 7 Pf P, , > << T - P
O’l l’j (k’ﬂ) eY k,£ k ,f. (k,f,) : (k|’£|)€Y k,£ k z
(it 22Y K (4.39)
De (4.37), (4.38) e (4.39) segue que
+ - + —
<P0,1 Pi’j> < ¥ < m Pk'£ Pev gr > (4.40)

Yy (kL) , k'L ey

Resta-nos obter uma estimativa para o segundo ter-




mo da Eq.

(4.40).

s 1%

Para isto, dividimos os quadrados da rede [o}

riginal em quatro grupos, atribuindo-lhes nameros de 1 a 4'003

forme o exemplo indicado no esquema abaixo:

3 3
4 4
3 3
1] 0
R 3

Em seguida, separamos os pares de ligagOes primeiras vizinhas

que formam o contorno Yy em quatro conjuntos, indicados por

Y

a,B !

com:

1

1,2,3,4 ; conforme o par de ligacgdes se situe entre a

h,v ;

No esquema acima,

restas comuns a um quadrado do tipo 1 a 4.

conforme a ligagao + do par seja horizontal

ou vertical.

representamos um contorno Yy por uma linha

tracejada. O subconjunto de dois pares de ligacao 'ﬁ_hc y foi
r

assinalado.

Lembrando que <P, , P_, ,,> & positivo definido,
kol YV L

podemos aplicar a desigualdade de Schwarz repetidamente ao se-

gundo termo de (4.40) obtendo

<

m
(k,2), k', L") ey

/3,4

<

+ - + -
P By ek T il P, P , >
k,L k'L 0=1,2,3,4 (k,£), (k' ,2")ey A k,£ “k', L'
B=h,v %
+ - 1/8
T Pk,£ Pk!,ﬂ'> (4.41)

(k,2), (k' ,JP_'JEYOLB

A



Agora, aplicamos a desigualdade (4.25) para
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dife-

rentes linhas de reflexao a cada um dos oito fatores do ségun-

do termo de (4.41).

D <

cbes de Y1 h
SN
®
&

(1)
(Y

<

D--O-O
\"j ‘

(U8 )

.(._..._...__

1

do exemplo gue estamos considerando.

IO E:)

|—1

@m

)

{1,

Vamos ilustrar este processo com as liga-

<P,
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-ﬂ__.m.ﬁ._.
G
®-

Ky’

')
Ay
f,\
_/

—® o &

P 7 14 >® ®

g <Pﬂ ® ®

9’_- E? SRR -

Vemos que nenhuma nova reflexdo vai acrescentar algum operador
de projecao numa ligacido vazia, de maneira que encerramos o prc
cesso com PQ. Generalizando este processo, conclui-se que pa
ra uma rede que seja um quadrado com lado igual a e chega-
mos a uma situacdo de preenchiménto maximo da rede com operado

res de projecao apdés n reflexdes horizontais e n reflexdes

verticais. Assim

Y ol
L AN

- 27 p> N (4.42)
< m P P, > & <P> = < .
(,8) (' )y, Kot KA 2 Q

onde N & o numero de vértices e |YaBI € o nimero de pares
de ligacgdes em Yag * E claro que P, serdo operadores dife-
rentes, dependendo de o e B ,mas se lembrarmos as restrigdes

(4.11) que impusemos ao modelo, os valores esperados desses o-

Ry

w
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peradores serao idénticos, ndo havendo, portanto, necessidade
de distinguir entre eles. A desigualdade (4.42) pode ser gene
ralizada para um sistema retangular de dimensodes 2315<2£2(96)_

Substituindo (4.42) e (4.41) em (4.40), teremos

[y ]

>8N

Q (4.43)

Vamos, agora, calcular <PQ> . Vemos que P9 po-

de ser construido pela justaposicdo de conjuntos como o indica

do abaixo

(ol

A hamiltoniana deste conjunto, dados (4.3), (4.9) e (4.10)

+ J7[olq2 * 0,05 + 050, + 0401] . (4.44)
Mas
1, pg e z
ep s o A0 c
Q - _BH = 7 ’ (4.45)

{o}
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onde

N/4
g, = ) e (4.46)

e Z @& a funcao particdo do sistema. A fun¢ao partigao Zc po

de ser calculada, sendo dada por

e—88J1+4BJ5

N
1

[ge“4BJ1 . 2o-8BJ1+4BIs

4 2e—4BJ5 5 2e—4BJ6 . e—4B(4J1—J5-J6~J7)

e~48(—J5+J5+J7) & e—4B{J5—J5+J7)

e-4B(J5+J5+J7)]N/4 etNBJo (4.47)

Por outro lado

-BH
z > e ’ (4.48)

Dy

onde HO a energia do estado fundamental do sistema. Vamos

supor que o estado fundamental seja formado pelas configuracoes
com £&=1 e E=2, ou seja, que El seja o menor valor das e-

nergias Ei definidas em (4.1). Neste caso, o estado funda-

mental tem a energia

HO' = - N(JO + 4Jl + J5 + J6 + J7} . (4.49)

A substituicdo de (4.49) e (4.48) em (4.45) leva a

. Z 9 -4pf. ({J}) |N/4
<P > < € = z a. e o
Q 0~ eBN(JO+4J1+J5+J5+J7)

(4.50)
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"De (4.47) teremos que Os termos da somatdria serao

i aj fi

i 4 5J1+J5+J6+J7

2 2 6J1+J6+J7

3 2 6Jl+J5+J7

4 2 4J1+2J5+J6+J7
(4.51)

5 2 4Jl+J5+2.I!'6~1-J7

6 1 8Jl

g/ 1 4Jl+2J6+2J7

8 1 4J1-+2J5-+2J7

9 1 4J1-+2J5-+2J6

As funcoes fi podem ser reescritas em termos dos niveis de e
nergia E; das configuracdes. Lembrando as restrigdes (4.11)

e tomando a energia do estado fundamental E como nula, re-

1
sulta que
£, = ~ [B, + E; + B, + E_ ]
1 7 52 3 5 6
1
f2 = 3 [EZ + E6
2
£, = 3 [E, + Eg
1
£, = 3 [B3+ Eg
1
£ = 5 [B5 + Eg] (4.52)
T = By
oy =
fg = Es
£ = E
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Vamos chamar
f = min fi : (4.53)
de forma que, de (4.50), podemos concluir

*
a. = lge~iBf . (4.54)

<P.> < e i

-4BE* ?
Q l:l

A substituicao de (4.54) em (4.43) resulta em

+ - -K|v]|
<PO,l Pi,j> < ) e , (4.55)
Y
onde
-  Bf* — fn?2
K = T . (4.56)

Os contornos Yy , da forma como foram definidos, tém
sempre um comprimento que € um nUmero par. Vamos estimar o na
mero de contornos com comprimento 2£ . Como o contorno deve se
parar as ligagoes (0,1) e (i,3), iniciamos a sua construgao pe
la aresta (ou por uma das arestas) que & cortada pela linha que
une essas duas ligac¢des. O contorno mais longo possivel, com
2f arestas, tem comprimento (£-1). Assim, o numero de possi-
bilidades de localizacio do primeiro passo & menor ou igual a
(£-1) . Para cada um dos passos subseqlientes temos 3 opgoes,
com excegao do Ultimo, que deve fechar o contorno. O numero de
contornos de pefimetro 2Z &, portanto, igual ou inferior a

2 (£-1) 32 £-1)

» onde o fator 2 se deve A possibilidade de dese
nhar cada contorno ao redor da ligacao (0,1) ou da ligagao (i,j).

Inserindo esta estimativa em (4.55), vem
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gp” B, > & J 2(E-A)3
£=2

2 L) gk (4.57)

supondo 3e <1 , a somatdoria pode ser efetuada, obtendo-se

P 18e~ 4K
. < —I2K ) .

(1 - 9e )

(4.58)

A partir da expressao (4.56), observamos que os va

lores assumidos por K serdo arbitrariamente grandes a medida

gue a temperatura decresce, desde que £*>0. Assim, da ex-

pressao (4.58) podemos concluir que <PS 1 P; j> se aproxima
r r

de zero neste limite e, de (4.33), inferimos que o modelo apre

senta ordem de longo alcance. Em termos dos niveis de energia,
a condicao f* >0 traduz-se simplesmente em

\

E. , E, , E. , E > 0 . (4.59)

Vemos que o modelo de 12 vértices (3.2) satisfaz

as condicdes (4.11) (com E,=E,»®) e (4.59), desde que E>0.

3 4

No limite E -0 o argumento de Peierls falha, camo deveria, pois
a solucao exata do modelo se transforma na funcdo analitica
(3.20). Se considerarmos os modelos de 16 vértices citados no
Gltimo paragrafo do item 3A, obteriamos conclusodes semelhantes,
com a demonstracdo de ordem ferroelétrica de longo alcance no
caso em que o estado fundamental apresenta duas configuracoes.
Como poderiamos prever a partir da solucao exata (3.11) para es
te modelo, o argumento falha quando E=0. A conclusao decor
rente do argumento de Peierls também & consistente com a solu-

-

cao do modelo ferroelétrico de 8 vértices com E, =0 , E, >0 ,

1 2

E3=E4>0 ; ES,..., E8+°° .
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CAPITULO 5

MODELOS DE VERTICES - CALCULOS DE GRUPQO DE RENORMALIZACAQ

S5A. MOTIVACAO PARA O PRESENTE CALCULO

A utilidade de calculos de campo médio no estudo
de propriedades termodinamicas de modelos estatisticos que a-
presentam transigoes de fases & reconhecidamente grande. Es-
tes calculos, em geral, resultam em descrigdoes qualitativamen-
te corretas do comportamento termodinamico dos modelos. Entre
tanto, na regido critica, os calculos de campo médio sdo englo
bados pela teoria de Landau, produzindo valores classicos para
0s expoentes criticos, os quais muitas vezes estdo em desacor-
do com os resultados de calculos exatos e de medidas experimen

tais.

Un dos objetivos de obtermos as propriedades criti
cas do modelo de 12 vértices numa aproximacdo melhor que a de
campo médio é.a comparacao com dados experimentais. Nos traba
lhos experimentais iniciais sobre o acido quadrético(Bg) havia
estimativas para o expoente critico B bastante diferentes do
valor classico B==% , atribuindo-se na época esses valores ao

carater bidimensional do modelo. Caso, porém, adotemos como



.88.

certa a hipdtese de que a transicdo de fases no AQ seja des-
continua, ndo ha sentido em comparacdes deste tipo e acredita-
mos que devam ser considerados modelos de vértices compressiveis

para reproduzir os resultados experimentais.

Ha ainda outra razdo, de um cardter mais tedrico
que a primeira, para procurarmos um conhecimento mais preciso

das propriedades criticas do modelo de 12 vértices. Existe u—

ma generalizacao para modelos de vértices do teorema de Lee e

Yang(97) sobre a distribuicdo dos zeros da fungao particdo do

modelo de Ising, obtida por Suzuki e Fisher(gs). Consideremos

modelos de vertices que exibam simetria de inversio de setas.
Suzuki e Fisher foram capazes de mostrar que os zeros da fun-
cdo partigdo Z(T,e) , onde € & o mddulo do campo elétrico,

estao localizados sobre o eixo imaginario no plano e-complexo,

desde que

=

3l
Hl=

Il 100

l
Sk

(1]
i

e ; (5:1)

onde os Ei , 1=1,2,8 estao definidos em (4.J). Enquanto no mo
delo de Ising na rede quadrada os zeros da fun¢do partigao sem
pre se encontram sobre o eixo imaginario no plano H-complexo,
nos modelos ferroelétricos definidos na rede quadrada isto so
pode ser provado para temperaturas inferiores a T0 . definida

por

E E.
i 8 =
e o . ) e ¥oo | (5.2)

Considerando os modelos ferroelétricos de 6 vérti-

ces (1.3) e de 8 vértices (1.25), vemos que as temperaturas To
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sao dadas por

A .2 B
1 = 2e kTo e 1 = 2e kTo , ¢ kTo , (5.3)

respectivamente. Comparando (5.3) com (1.15) &« {1.30) conelui
mos que nesses dois casos acontece uma coincidéncia entre TO
e Tc . De fato, observamos que para os exemplos acima se cons
tata também uma coincidéncia entre os valores exatos de T, e
aqueles obtidos a partir da aproximacao de Bethe. Analisemos
agora a situacdo para o caso do modelo de 12 vértices (3.2). A

temperatura T é determinada por

__E _EY
kTo

+ de . (5.4)
Por outro lado, da resolucdo deste modelo na aproximagao de

Bethe provem a estimativa abaixo para a temperatura gxltics

E e
kTC,B

1 = & *Te,B 4 26 ) (5.5)

A comparacdo de (5.4) e (5.5) permite concluir que

T = T (5.6)

desde que E' <« . Assim, a tripla coincidéncia entre TO 7

Tc g © B, verificada nos modelos de 6 e de 8 vértices, nao
I

acontece no modelo de 12 vértices. Devemos ressaltar que a con
dicdo (5.1) é uma condigdo suficiente para que os zeros da fun

cdo particdo estejam sobre o eixo imagindrio de e. E possi-
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vel, portanto, que isto continue acontecendo a temperaturas su
periores a T_. De fato, utilizando as transformacoes (4.4)
podemos estabelecer a equivaléncia entre o modelo de Ising fer
romagnético na rede quadrada e um certo modelo de 16 vértices.
Neste caso, sabemos que os zeros da fungao partig¢ao permanecem
sobre o eixo Ime para todas as temperaturas finitas, embora
To seja finita.

Estudos numéricos efetuados com modelos de 6 vérti

ces finitos(gg]

, indicam que os zeros da funcdo partigdao aban-
donam o eixo Ime imediatamente acima de TO='I‘c g Por outro
lado, no modelo de 16 vértices eqiiivalente ao modelo de Ising
0s zeros se mantém sobre o eixo Ims mesmo acima de TO , Ob-
servando-se que para este modelo Tc,B:>Tc:>To . Seria interes
sante verificar qual & a situacdo no modelo de 12 veértices, a-
través de uma determinacao mais precisa de Tc 5 Por outro la
do, o comportamento dos zeros da fungao partigdao do modelo de
12 vértices poderia ser estudado por meio de técnicas numéri-

cas semelhantes aquelas aplicadas ao modelo de 6 vértices(gg).

Uma das maneiras de se estudar o comportamento cri
tico de um modelo & através de expansoes em série. Entretanto,
a expansdo das funcgdes termodindmicas dos modelos de 6 vértices
em séries de baixas e altas temperaturas sO0 foi conseguida em
alguns casos particulares(loo). 0 modelo de 12 vértices nao
constituiu excecdo e se revelou refratario as nossas tentativas
de estuda-lo por intermédio de expansdes em séries. Efetuamos,
entao, um estﬁdo do modelo utilizando a técnica do grupo de re

normalizacao, seguindo uma proposta formulada por Nightingale

e por ele aplicada ao modelo de Ising com excelentes resulta-
dosthI).
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5B. O GRUPO DE RENORMALIZACAQO FENOMENOLOGICO

Os calculos das propriedades criticas de modelos
estatisticos por intermédio da técnica do grupo de renormaliza
cdo tém como um de seus méritos o fato de levarem a valores pa
ra os expoentes criticos que em geral estdo mais préximos dos
valores exatos ou daqueles advindos da experiéncia. Além dis-
8O, O grupo de renormalizacgdo constitui um embasamento tedrico

para as hipoteses de escala e de universalidade.

Em sua versao original(loz) a transformagado do gru
po de renormalizacao & efetuada no espaco reciproco da rede do
modelo original, e as estimativas para os expoentes criticos e
mergem como expansoes numa variavel g = dm—d onde dm e a
dimensionalidade marginal, que pode depender do tipo de singu-
laridade termodinamica em questdo e d & a dimensionalidade es
pacial do modelo. Em dimensodoes acima de dm ; 0 modelo apre-
senta expoentes criticos classicos. Para pontos criticos sim-
ples, dm==4 5 As estimativas de expoentes criticos para siste
mas de baixa dimensionalidade podem se tornar bastante grossei
ras. Em particular, para sistemas bidimensionais fariamos e=
=2 no estudo de pontos criticos simples e as expansodes dos ex
poentes criticos como séries de poténcias em € pouco sentido

teriam.

Em outra versao do grupo de renormalizacéo(103),

transformacdo se da no espago real, da rede inicial para outra
rede isomorfa. Os calculos que apresentamos inserem—-se nesta
categoria. A origem do chamado grupo de renormalizacdo fenomg

(101) (104)

nologico , que procu

esta nas conjecturas de Kadanoff
ram justificar a validade das relagdes de escala na regido cri

tica. Vamos ilustrar esquematicamente as idéias que levam aos
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calculos de grupo de renormalizagao.

Consideramos uma rede hipercibica em d dimensdes,
com N vértices. Em cada vértice i localiza-se uma varia-
vel v, que pode assumir um conjunto discreto de valores. Es
sas variaveis poderiam ser spins de Ising Oi , assumindo os va
lores *1 . O caso de variaveis v continuas nao oferece maio
res dificuldades. A hamiltoniana do nosso modelo sera funcao
de um conjunto de interacoOes K , definidas por K£ = JE/kT i
£ =1,2,...,m , e dos valores das variaveis viel = 152 p oo s ol
Chamaremos um particular conjunto de valores dos vy de confi
guracao do sistema e o representaremos por {v,} . . A fungéo

i°N
particao do modelo & dada por

Zy (K) = ) exp[— H(K,{vi}N)] ' (5.7)
vty

onde H = H(Jg,{vi}N)/kT .

A energia livre do modelo & dada por
F (K,T) = - kT £n 2_(K) (5.8)

mas empregaremos abaixo uma energia livre especifica e adimen-

sional definida por

g g i B ) s (5.9)

(104)

Seguindo a conjectura de Kadanoff , dividimos

.

O nosso sistema original em blocos cuibicos de lado L . Teremos

d hrg . -~
N/Ld blocos com L vertices em cada um. As configuragoes

de cada bloco serao designadas por variaveis w, e poderemos
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efetuar a soma (5.7) em duas etapas

7 (K) = ) ) P({v,}, | {w,} ) exp[f H(K,{v.)} )] P
N i'N i"N/L i'N
(5.10)

onde

1 se {Vi}N é compativel com {wi}Nﬁ; ;

P({Vi}N] {wi}N/Ld)

0 em caso contrario;

e, nhaturalmente,

I P({v, byl {w,}

) =1 3 (5.11)

{w N/1d

Supomos, agora, que as variaveis W, associadas aos blocos as
sumam o mesmo elenco de valores que as variaveis originais vy -
Estamos, obviamente, restringindo drasticamente o nimero de va
lores que os Wy podem assumir, mas esperamos que proximo da
criticalidade os comprimentos de correlacado sejam tao grandes
que esta descricao simplificada dos blocos faga sentido. Pros
seguindo, admitimos que o conjunto de N/Ld blocos possa ser
considerado um sistema idéntico ao original, com um numero de
graus de liberdade menor. Representando por f(i;(ﬁ) a ener-
r
gia livre interna de cada um dos blocos e designando;xm'gLJﬁﬁ)

o conjunto de interagdoes do sistema de blocos, poderemos escre

ver, entao

{w.}

. NIE| (1) 2 >
ZN(K) = ) exp{- £ N(K) - H(KL,N’ i N/Ld)} .

L L,

oy
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ou seja,

B (1) .= -
Zy(K) = exp{— 3 fL:N(K)} ZN/Ld (KL,N) . (5.12)

As equacgoes (5.9) e (5.12) permitem escrever a seguinte rela-

gao de escala para a energia livre

-

£ (&) = |R|EY (R £ 5.13
L7[K] £4(K) = [K] LN ) o+ | L'N] w/14 (KL’N) = 18:13)
Tomando o limite termodinamico, concluimos que
LR eE& = R @) o+ 1R £E) (5.14)
N L L L ! :
onde
-
K = fim K
L g gt T
E(K) = Lim £ (K) e (5.15)
N->co
1 i =
EoARY = dim £ (K) .
L Now LN

Suponhamos que em K = K tenhamos um ponto criti
co do sistema, ou seja, gque a funcao f(K) apresente uma sin-
gularidade em E::ﬁc . Supondo fél)(K) analitica, mesmo em
-

> ¢ 5 5 . - . -, L
K::KC , € admitindo a existéncia de um Gnico ponto critico, con

cluimos, de (5.14), que

R> > -
L(Kc) & Kc # (5.16)

- = - & =
ou seja, que K==Kc e um ponto fixo da equacao do grupo de re
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normalizacdo

-+ > >
KL = KL(K) . (5.17)

Por outro lado, admitimos que f;(ﬁ) e EL(ﬁ) sejam funcgoes

. + + .
analiticas mesmo em K::KC r O que nos permite escrever as ex-

pansoes
4 00 o o0 {L) - pi
K. ,(K) - K = ) ) ) A T (K, -K_ .)
L, L c,t plzl pz=1 pm=l E:ﬂ e i c,i
e (5.18)
5 e [ee) fee] [e0] P.
fgl) (K) = 7§ ) § ¢LL) T (K; -K_ ;) R
pl=0 p2=0 pm=o p il L

O procedimento usual em calculos de grupo de renor
malizagdo no espaco real consiste em escolher uma funcio plau-
sivel para P({vi}Nl{wi}N/Ld) que possibilite a obtencdo da re
lagao de recorréncia (5.17) e de uma expressdo para féi)(ﬁ) .
A partir dos coeficientes das séries (5.18) obtemos os expoen-
tes criticos do modelo, que caracterizam o seu comportamento
na vizinhang¢a do ponto critico, cuja localizacdo é estimada pe
la relacao (5.16). Devemos alertar que em geral ndo é possi-
vel demonstrar a validade das conjecturas formuladas acima, a-
pds a expressdo (5.11). Entretanto, o sucesso do método no cal
culo de expoentes e temperaturas criticas faz com que freqlen-
temente se adote’uma postura pragmatica quanto a estas questoes
fundamentais. Em algumas situacgdOes extremamente simples, tal

' L (104)

como a do modelo de Ising unidimensiona , € possivel mos-

trar exatamente a validade de uma transformacdo nos moldes da
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que descrevemos. Para modelos mais complicados, freglientemen-
te se observa que tentativas de obter transformacdes de grupo
de renormalizac@o exatas introduzem interagdes no modelo renor
malizado que nao estavam presentes no modelo original. A eli-
minacao dessas interagdes implica um carater aproximado para a

transformacao.

A proposta de Nightingale(lOl)

envereda por outros
. i o

caminhos. Inicialmente, como KL(K) e fél)(ﬁ) sao suposta-

mente analiticas, suas propriedades podem ser aproximadas pe-

L N(ﬁ) e fél;(ﬁ} , asso
r I

ciadas a sistemas finitos. Admitindo que saibamos calcular a

las propriedades correspondentes de K

energia livre de um sistema finito fN(ﬁ)

gao (5.13) é insuficiente para determinarmos ﬁLbﬂﬁ) e ﬁé
r

, vVemos que a equa-
i) =
(K)
N
como pretendemos. Uma relagao adicional pode ser buscada na

conjectura de Kadanoff(104)

. Na transformacdo de grupo de re-
normalizacao reduzimos as dimensdes lineares do sistema de um
fator L. Isto nos permite escrever a seguinte relacgdo entre

os comprimentos de correlacao do sistema original e do sistema

renormalizado

-5

gN/Ld(KL,N) = % By () . (5.19)

Portanto, caso possamos calcular os comprimentos de correlacgdo
de sistemas finitos, a equacao (5.19) é suficiente para deter-
minar a relacao entre EL,N e ﬁ + NO caso em que m=1, ou se
ja, quando K & um escalar. Em sequida, estimamos KL(K) e
féi) e obtemos informacoes sobre o comportamento critico do mo

delo. Finalmente, a equacao (5.19) no limite termodinamico se

ra dada por
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E(K) = E(K) (5.20)

i

implicando, ressalvados os casos de pontos fixos triviais,a.di

vergéncia do comprimento de correlagdo no ponto fixo da rela-

& i . > > >
¢ao de recorréncia KL = KL(K) "

5C. MATRIZES DE TRANSFERENCIA PARA MODELOS DE VERTICES COM CON
DICOES DE CONTORNO PERIODICAS E HELICOIDAS

Para que possamos utilizar o grupo de renormaliza-
cao fenomenolégico introduzido acima no estudo de modelos de
vértices bidimensionais, devemos saber calcular a energia 1i-
vre e o comprimento de correlacido dos sistemas finitos corres-
pondentes. Temos duas pPossibilidades: 1) Consideramos mode-
los definidos en redes finitas, comparando, por exempio, dois
modelos definidos em quadrados de lados n e n/L. 2) Estu-
damos modelos unidimensionais, isto &, definidos em tiras de

largura finita e comprimento infinito, Comparamos, entao, os

comprimentos de correlacao e energias livres de dois modelos

definidos em tiras de larguras n e n/L . Nos calculos que

relataremos, optamos pela segunda alternativa.

O conceito de matriz de transferéncia, tal como &

utilizado habitualmente no estudo de modelos de vértices com

condigOes de contorno periddicas, foi introduzido no capitulo

l. Para uma tira ge largura n definimos dois conjuntos adja

centes de n 1ligacdes verticais S e g§', a matriz de-h&mg

feréncia T(¢,9') & a soma sobre os graus de liberdade inter-

associa-

dos aos n vértices compreendidos entre g e 5 (ver a ex-

}f
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pressao (1.11)). Para uma tira de largura n , a matriz de trans

B g gk, Supondo que A seja o maior

1

autovalor desta matriz, vimos que, se mantivermos constante a

feréncia tem dimensdao 2

largura do sistema e aumentarmos indefinidamente o seu compri-
mento m, teremos, no limite m-+>, que a funcdo particdo & da

da por
Z - A ; {5.21)

Assim, o calculo da funcdo particdo de modelos de vértices de-—
finidos em tiras de largura finita se reduz a encontrar o maior
autovalor de uma matriz finita. Varios exemplos desses calcu-
los podem ser encontrados em um trabalho de Plascak e Sali-

(106)
nas

- Um aspecto interessante & que estes modelos de vér-—

tices unidimensionais podem apresentar transi¢des de fases.

Podemos formular uma definigdo alternativa para a
matriz de transferéncia, adequada para tratar de modelos de vér
tices com condigdes de contorno helicoidais. A utilidade des-
ta formulacao foi reconhecida inicialmente por Kramers e

(107)

Wannier r que a aplicaram ao modelo de Ising. Domb(los) ge

neralizou esta proposta para o modelo de Ising tridimensional.

Vamos considerar que temos uma tira com N vérti
ces, N 1ligacgdes verticais, N ligacoes horizontais e largu-
ra n. As condi¢des de contorno sdao helicoidais, isto &, o ver
tice situado mais a esquerda de uma fila esta ligado ao. vérti-
ce situado mais a direita na fila acima. Numeramos as liga-
coes seqiencialmente, a partir de um certo ponto e percorrendo
a rede ao longo da hélice formada pelas ligacdes horizontais.

Para um sistema com N=16 e n=4 teriamos a situacdao esquema
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tizada na figura abaixo. A energia associada a cada vértice & fun

cao do sentido das setas nas quatro ligacdes nele incidentes.

Atribuindo valores *1 aos vi e hi conforme a convencao

(4.2), escrevemos a hamiltoniana do modelo como

l i_l I Vi—n r hi) r (5.22)

Nl # r®s o Vg g = vN—n+l d
(5.23)

A func¢ao particdo do modelo serid dada por
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-E(v.,h. v, h.)/kT
N ! s I i r
m e 1 E-1"7i-n'"i . (5.24)

Em seguida, agruparemos as ligacdoes em N conjuntos de (n+l)

elementos definidos por

Si = {vi—l PV o e ’Vi—n 'hi~1} ; (5.25)
com i=1,2,3,...,N e SN+1= Sl' Observamos que nesta defi-
nicao Si' e Si+l nao sao disjuntos, tendo n-1 elementos em
comum. Podemos, agora, escrever a contribuicdo do vértice al

para a energia do modelo como funcdo das configuragoes de Si

e de Si+l 8 Como as configuracdes podem ser indexadas por u-
ma variavel ¢i = l,2,...,2n+1 r reescrevemos a fungao parti-
¢ao (5.24) na forma
2n+l 2n+l 2n+l " .
2y = 1 Lo Lo om T(o,0,.0) =Tr o , (5.26)
¢l=l ¢2=l ¢N=1 i=1

onde a matriz de transferéncia T & definida por

0 se ¢, e ¢ sdo incompativeis;

i+l

-E(¢,,¢0. -)/kT
1771+l ~ .
e , se ¢i e ¢i+l sao compativeis .

Vemos, portanto, que em uma linha da matriz de transferénchatg
remos apenas 4 elementos nao nulos, pois, dada a configuracdao
¢i‘, temos quatro configuracgdes ¢i+l compativeis com ela. 0

fato da matriz de transferéncia ser esparsa é de grande utili-

dade nos calculos numéricos. Ordenando de maneira conveniente
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os vetores Si , fica facil escrever a matriz de transferéncia

para um valor arbitrario de n.

Comparando as duas alternativas apresentadas para
definir a matriz de transferéncia de um modelo de vértices uni
dimensional, podemos ressaltar que: 1) Obtemos uma matriz es-
parsa ao impormos condigoes de contorno helicoidais, o que nem
sempre acontece com condigdes de contorno periddicas (nos mode
los de 6 vértices, a matriz de transferéncia com condigoOes de
contorno periddicas & bloco-diagonal). 2) Para uma tira de lar
gura n , a matriz de transferéncia para condicgOes de contorno
periodicas tem 2™ linhas e 2" colunas. O tamanho desta ma-
triz duplica ao impormos condicdes de contorno helicoidais. 3) O
modelo de 12 vértices tem uma matriz de transferéncia hermitia
na para condicdes de contorno periddicas (vide apéndice 1). Ja
para condigdes de contorno helicoidais, a matriz de transferén
cia deste modelo ndo & hermitiana. 4) Enquanto para modelos

com condic¢des de contorno periddicas a funcgdo particao & dada

N/n .. ¢ S - i
por Al/ no limite termodinamico, onde N/n & o comprimento
da tira e Al & o maior autovalor da matriz de transferéncia,

ao impormos condigoes de contorno helicoidais teremos ZN==A§ "

0 calculo do comprimento de correlacao do modelo a
partir de sua matriz de transferéncia pode ser encontrado no

(109)

trabalho de Kac A titulo de ilustracao, para o caso de

condicoes de contorno helicoidais, vamos calcular a fungdo de

correlacao

Rl o) = vy vy 5 (5.28)

entre as configuracoes de duas ligacoes verticais situadas na
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mesma coluna e separadas por uma distancia r . Teremos en-—

tao, de (5.26), que

2n+l 2n+l n+l
sl

Ty Bel] = By 3 21 3 Loo-es y El "1 Ylshe T Tleg oy o9

1 27 NT -
2n+l 2n+1
-1 nr N-nr
= By " 21 ) . A T (04 ) grp) Vitnr T (01 inpr?y) -
17 l+nr~

(5.29)

Consideremos, agora, o conjunto dos autovetores pela direita da

matriz de transferéncia {§i} . definidos por
-> -r .
T.x, = A,x. , B £ L2 vim; 2 g (5.30)
Construimos a matriz X de maneira que sua coluna j seja for

mada pelas componentes de §j' Entao as relagdes (5.30) po-

dem ser escritas

{5:31)

tH
»
I

1

o]

onde

Q = Diag (A (5.32)

l’A2""’A2n+l) .

Analogamente, podemos considerar o conjunto de autovetores pe-

la esquerda da matriz de transferéncia

STo=y A, i=1,2,...,2%0 0 (5033

Definindo a matriz Y tal que a linha i seja formada pelas
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componentes de §i + reescrevemos as equacgdes (5.33) como
Y : T = D. ¥ . (5.34)
De (5.30) e (5.33), teremos que

- >
(Ai-Aj) Yy - Xy = 0 ¢ (535

Assim, os autovetores serdo ortogonais quando estao associados
a autovalores diferentes. Caso ocorram degenerescéncias pode-
mos lancar mao de algum processo de ortogonalizacdo de maneira

que, uma vez devidamente normalizados os autovetores, tenhamos
V. . X. = 8. . (5.36)

ou seja
T.X = } ; (5.37)

donde concluimos que

y o= x7t (5.38)
De (5.31) teremos
r=xpoxt-xpy (5.39)
ou, explicitaménte
b 2n+l
TE: 3 = ) Ak xk(i)yk(j) = (5.40)

k=1
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Da ortonormalidade dos autovetores vem

2n+l

S of iy s
T (i,3) = r N = ) v )
ko1 k Tk k

A substituicao de (5.41) em (5.29) leva a

2n+l
o nr ,N-nr
FN(T’r) = 2y ) Ak A£ <xk|vl[y£><x£|vl|yk> ,
kb=l
onde
2n+l
X lvilye> = L % (9)) vy, (4g)
¢1=l

No limite termodinamico, teremos entdo, para r-

Mo

nr
2
P{P.v] = <xl]vl|yl> + [KIJ <x2|vl|yl><xl|vl[y2> ;

e o comprimento de correlacdao é

(5+41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

0 calculo acima, quando efetuado para o caso de

condigoes de contorno periddicas, resulta em

-1
A
E(T,r) = £n [-i]

[y

(5.46)

Uma das limitag¢des que impusemos no nosso calculo foi a de su-
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por as duas ligag¢oes envolvidas na funcdo de correlacdo como es
tando situadas na mesma coluna. Isto ndao & necessario, mas op
tamos por manter esta restricao, uma vez que o resultado final

ndo é alterado pela sua eliminacao.

5D. RESULTADOS PARA A TEMPERATURA CRITICA E PARA O EXPOENTE v

Aplicamos o grupo de renormalizacdo fenomenoldgico
a dois modelos de vértices: o modelo ferroelétrico de 12 verti
ces e um modelo de 16 vértices equivalente ao modelo de Ising
numa rede quadrada anisotroOpica. No processo de renormaliza-
¢ao, admitimos que apenas a temperatura do modelo fosse modifi
cada e, portanto, o conjunto de interacgodes E tem apenas um e
lemento, ou seja, a transformagao se da num espaco unidimensio
nal. A linearizacdo da equagdo do grupo de renormalizacdo (5.18)

fica, portanto, reduzida a

K (K) -k, = E

(L) P
5 Ap (K-Kc) . (5.47)

1

Vamos definir o expoente y como

;\l(L) s ¥ (5.48)

e escrever o comprimento de correlacdao do sistema bidimensional

como funcao da variavel reduzida T = K—Kc. A relacao de es-

cala (5.20), considerando o termo de primeira ordem em (5.47),

-~

resulta em

(¥t o~ e . (5.49)
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Escolhendo Li= T , teremos

L
gl » v Ygmy (5.50)
Identificamos, portanto, o expoente y com o inverso do expoen
te Vv que caracteriza o comportamento do comprimento de corxe

lagao na vizinhanga do ponto critico.

Para obter os resultados abaixo, calculamos os com-
primentos de correlagao de dois sistemas unidimensionais de lar
guras n e n'=n-1. A relacdo de recorréncia do grupo de
renormalizacado é entdo definida a partir da equacdo (5.19),com
L = — . O ponto fixo nao trivial da equacdo de grupo de re
normalizacgao constitui uma estimativa para a temperatura criti
ca do modelo bidimensional e o expoente Vv pode ser estimado

a partir de

n[én(O)/én_l(O)J (5.51)
n[n/(n—l):l ' |

n

onde

E(t) = %% i (5.52)

Para calcular o comprimento de correlacao dos modelos unidimen
sionais, obtivemos os dois maiores autovalores de sua matriz
de transferéncia. Claramente, a precisdo das estimativas é in
crementada ao considerarmos sistemas unidimensionais de largu-

ras crescentes. Por outro lado, vimos que o aumento em uma uni

dade da largura do modelo unidimensional implica a duplicacao
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da matriz de transferéncia associada. Portanto, o limite supe
rior da largura dos modelos unidimensionais que consideramos foi
imposto pelo tempo necessario para efetuar os calculos no com-
putador. No caso de modelos com condigcdes de contorno periddi
cas, bloco-diagonalizamos a matriz de transferéncia utilizando
teoria de grupos antes de calcular numericamente os seus auto-
valores. Uma explanacgdao disto pode ser encontrada no apéndice
2. Ja para modelos com condigdes de contorno helicoidais, o fa
to da matriz de transferencia ser esparsa incrementa considera
velmente a rapidez do calculo de seus dois maiores autovalores
por métodos iterativos. Os aspectos numéricos relacionados com

os calculos efetuados sdo discutidos no apéndice 3.

Os resultados para o modelo de 12 vértices com con
di¢des de contorno periddicas (3.2) podem ser encontrados na ta

E

bela 1, que relaciona estimativas para Zc = e L e para Vv

obtidas a partir de modelos unidimensionais de largura igual ou

inferior a 8. Sao considerados seis valores para o parametro

t = BYE! As estimativas para este mesmo modelo submetido a

condig¢des de contorno helicoidais estdo na tabela 2. Neste ca
Jnodelos,

so, foram consideradosYunidimensionais de largura igual ou in-

ferior a 9. Os resultados para o modelo de 12 vértices sio a-

presentados na forma de graficos nas figuras 16 e 17.

r = 2 | Zc,B = 0,17157 z, = 0,055728

H : %c,n n

3 0,15711500 1,32281
4 0,12713754 1,03601
5 0,11242518 0,97044
6 0,10525549 0,95952
7 0,10171230 0,96418
8 0,09991605 0,97162
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1
. 2¢,B ~ 3 T = Wi
n Zc’n \)n
3 0,28363586 1,05740
4 0,29328729 0,95892
5 0,28704290 0,92826
6 0,28013124 0,92822
7 0,27519931 0,93767
8 0,27207939 0,94861
4 z z = 0,39039
2 &, B o '
& Zc,n Yy
3 0,42472724 0,92601
4 0,45779363 0,87494
5 0,46783721 0,84634
6 0,46903156 0,84402
7 0,46740729 0,85684
8 0,46524498 0,87566
1 z - 0,58975 z =0,5
3 c,B ! o ’
2 zc,n Yn
3 0,50742270 0,89502
4 0,54334948 0,84354
5 0,55938466 0,80881
6 0,56563497 0,79395
7 0,56736360 0,79627
8 0,56715959 0,80967
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L _
% 2, 5 = 0.64780 z = 0,57195
n Zc’n \)n
3 0,56410369 0,88735
4 0,59872374 0,83059
5 0,61657382 0,79203
6 0,62536962 0,76870
7 0,62930096 0,76068
8 0,63071520 0,76489
£ o M 2 = 0,68914 z = 0,62340
5 c,B ’ o ’
n zZ Vv
c,n n
5 0,60625166 0,88739
‘ 4 0,63868220 0,82563
5 0,65671836 0,78448
6 0,66669694 0,75633
5 0,67197126 0,74083
8 0,67454728 0,73690

TABELA 1 - Resultados dos calculos de grupo de renormalizagao
fenomenologico para o modelo ferroelétrico de 12 vér
tices com condig¢oes de contorno periddicas. As es-
timativas foram obtidas a partir da comparacdo de

dois sistemas unidimensionais de larguras n e (n-1).

E
= indd "~ XTc,B
Estao indicados os valores de 2, g =€ ’
E r
~ kTo 5 :
zZ_ = e , onde T e T sao, respectivamen

o c,B o
te, a temperatura critica na aproximagdo de Bethe (5.5) e
a temperatura abaixo da qual foi demonstrado que oOs
zeros da funcdo particdo do modelo se dispdem sobre

o circulo unitario (5.4).



¢ = 2
n zc'n v
3 0,052959817 1,33108
4 0,078346631 1,15129
5 0,090241482 1,06366
6 0,094997287 1,02277
7 0,096751839 1,00443
8 0,097352212 0,99687
9 0,097526405 0,99314
g =1
n Zc,n s
3 0,19417511 1,27706
4 0,23339737 1,11834
5 0,25204825 1,04047
6 . 0,26068100 1,00307
7 : 0,26456503 0,98657
8 0,26623155 0,97885
9 0,26692300 0,98011




C
0,38299787 ' 1,25108
0,41870541 1,10051
0,43664550 1.,02299
0,44630372 0,98231
0,45166761 0,96122
0,45467562 0,95106
0,45636544 0,94888
1
3
Zc V
0,49262761 1,24906
0,52247557 1,09774
0,53779513 1,01947
0,54653687 0,97621
0,55181607 0,95162
0,55510245 0,93822

0,55718220

0,93177




21
& =3
n Z Vv
C
3 0,56495065 1,24484
4 0,59030387 1,09738
5 0,60344838 1,01907
6 0,61116536 0,97450
7 0,61603964 0,94982
8 0,61922218 0,93203
9 0,62135662 0,92321
1
il
n z . v
C
3 0,61683873 1,24517
4 0,63882430 1,09813
5 0,65028434 1,01974
6 0,65712219 0,97429
7 0,66153092 0,94615
8 0,66451919 0,92941
9 0,66659980 0,91886

TABELA 2 - Estimativas do grupo de renormalizacgio fenomenologi
co para o modelo ferroelétrico de 12 vértices com con

dicoes de contorno helicoidais.
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FIG. 16 - Estimativas dos calculos de grupo de renormalizacao

fenomenologico para a atividade critica =z do mode

lo de 12 vértices. Sao apresentados resultados obti

dos a partir de modelos com condigoes de contorno pe

riddicas (ccp) e helicoidais (cch).

Como vimos no capitulo 4, podemos converter o mode
lo de 16 vertices em um modelo de Ising com interacdes de pri-
meiros e segundos vizinhos e com termos de quatro spins. Para
observarmos o desempenho do grupo de renormalizacdo fenomenold
gico em uma situacao em que os valores exatos das grandezas a
serem estimadas sejam conhecidos, estudamos um modelo de 16 vér
tices eqiivalente ao modelo de Ising anisotrdpico na rede qua-

drada. Da expressdo (4.3) podemos concluir que o modelo com
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FIG. 17 - Estimativas para o expoente critico v do modelo de

12 vértices.

El = - 2J(1l+a)
E4 = - 2J(1l-a)

E, = 27(1l+a) (5:.53)
E5 = E6 = E7 = E8 =0

E3 = 2J(1l-a)

é eqlivalente ao modelo de Ising ferromagnético com interacdes
de primeiros vizinhos e constantes de intercambio J entre spins
situados ao longo de uma direcdo e oJ entre spins situados ao
longo da direcdo ortogonal. Este modelo foi resolvido exata-
(91)

mente por Onsager » © sabe-se que a temperatura critica &

dada por



e que v=1l. Nas tabelas 3 e 4 apresentamos os resultados dos
calculos de grupo de renormalizagao fenomenoldgico para a=1 (ca
so isotropico) e o=2. Definimos z = exp[-J/kT] . Nas figu

ras 18 e 19 apresentamos esses mesmos resultados em graficos.

o =1 z = 0,64360
C
n 2z v
(o]
3 0,63969666 1,03928
4 0,64205922 1,02131
5 0,64294361 1,01329
6 0,64317412 1,00894
7 0,64333632 1,00659
o = 2 dy = 0,73736
n Zc v}
3 0,73507046 1,04256
4 0,73649549 1,02562
5 0,73694490 1,01775
6 . 0,73712829 1,01339
7 0,73721644 1,01068

TABELA 3 - Estimativas para o modelo de Ising com condigdes de
contorno periddicas. Os valores exatos de Z, obti

dos a partir da equacdo (5.54) estio indicados.



0,624858 1,06027
0,635628 1,03877
0,639540 1,02639
0,641271 1,01886
0,642147 1,01412
0,642634 1,01094
0,642926 1,00860
ZC A\
0,716229 1,16008
0,726435 1,10592
0,730778 1,07725
0,732993 1,05993
0,734264 1,04841
0,735056 1,04032
0,735582 1,03452

contorno helicoidais.

TABELA 4 - Estimativas para o modelo de Ising com condigdes de
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FIG. 18 - Estimativas para a atividade critica 3 do modelo
de Ising. Os valores exatos estao indicados por li-

nhas tracejadas.

Podemos tentar descrever o comportamento das esti-
mativas para valores crescentes de n introduzindo termos nio
lineares na relacao de escala (5.19) para o comprimento de cor
relacgao. Nos nossos calculos N«un e N/dern-l g Reescreve-
mos a relacao (5.19) como

gt = g@Ye,mn ) , (5.55)

onde consideramos apenas o termo linear em (5.47). Vamos admi

: = ; -1 : ~
tir termos nao lineares em T e n . Uma aproximag¢ao melhar
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1,0 ' -

FIG. 19 - Estimativas para o expoente critico v do modelo de

Ising. O valor exato & wv=1.

seria, entao,

1 1 2

Elv,n™) = L EltYs 4 aLYITz , Ln T ¢ BLtn_ ) . (5.56)

Utilizando a relagdo (5.56) nas equacdes (5.19) e (5.51) para

a temperatura critica e o expoente v , poderemos concluir que

t=2 -y
T * yf([a_s_}) ntTYm2 (5.57)
5 L9 @.n
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2 —
{akg) BLt=2)  _ g1,y
0,1) y [_g_g;_]
£ k
b= gl;_ (0,1) (t-2)nt=2 |
5
%) (0,1)

(5.58)

Vemos que as estimativas devem convergir para seu valor exato
de forma monotdnica, com uma lei de poténcia em n . Definindo

0s expoentes e, e e, através das relacodes

' (5.59)
teremos
e = e_+y . (5.60)

Este resultadc foi obtido também por Derrida e De Seze, de for

ma independente(llo). Para o modelo de Ising, Onsager determi

nou todos os autovalores da matriz de transferéncia de um mode

lo unidimensional de largura n (21} . E possivel, portanto, cal

cular exatamente T, € Vv, para qualguer n e, consequente-

mente, determinar os valores de eT e e
(110)

g Chega-se aos re-

sultados =3 e e =2 , consistentes com (5.60), pois

T v
para o modelo de Ising y=1.

Iniciaremos a analise das estimativas que obtive-
mos pelos resultados referentes ao modelo de 16 vértices eqiii-
valente ao modelo de Ising, pois neste caso o comportamento das
estimativas é bem descrito pelas expressdes (5.59) de corregoes
néo lineares a hipdtese de escala. De fato, podemos efetuar um

ajuste com expressbes do tipo £, = A+Bn™* dos resultados ex-
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pressos na tabela 3, obtendo os valores indicados na tabela 5

para os parametros A , B e x. Observamos, pelos valores dos

o |Estimativas A B - (‘1‘2‘

1 B, 0,64358 | -0,13861 3,2538 7.8% 16703
Ll Va 1,0001 0,41074 2,1399 | 2,4x107°
2 . 0,73734 -0,098736 3,4348 1,1x10"12
2 0 1,0031 0,33420 1,9454 7,6 x 1010

TABELA 5 - Ajustes de funcgodes fn = A + Bn™® 3s estimativas pa
ra o modelo de 16 vértices eqliivalente ao modelo de

Ising, submetido a condig¢Oes de contorno periddicas.

R | Tnax > 2
0 desvio quadratico médio d“ = = ) (A+B “-f )
max n=1

indica a gqualidade dos ajustes.

desvios quadraticos médios, que os ajustes sdo de boa qualida-
de, podendo—ée atribuir boa parte dos desvios a incerteza numé
rica com que as estimativas foram calculadas. A comparacao dos
valores do parametro A com os valores exatos para z, e v
confirma esta impressao. Notamos erros inferiores a 3><10—3%
para z_ e 0,3% para v . Os expoentes e, e e, que descre
vem 0s comportamentos assintdoticos das estimativas diferem, a-

proximadamente, de uma unidade, como poderiamos prever a par-

tir da relacao (5.60).

8 Sabemos que para o modelo de Ising submetido a con
dicoes de contorno periddicas e com a formulacdo usual para a

matriz de transferéncia, tal como & feito no trabalho de Onsa-
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er(9l) (llO)_

g , 0s valores exatos sao ez=3 e eu=2

Entretan
to, em principio ndo é possivel garantir que estes mesmos valo
res serao encontrados para o modelo de Ising tal como o formu-
lamos neste trabalho. Os nossos resultados parecem apontar nes
ta direcao, o que talvez fique mais claro observando a tabela

6, onde apresentamos ajustes de trés pontos calculados a par-

tir das nossas estimativas. Observando os parametros dos ajus—

& =1, %
c
n A B X
3 0,64358 -0,14020 3,2656
4 0,64359 -0,13464 3,2312
5 0,64359 -0,13062 3,2093
& = Jov
n A B X
3 1,00018 0,41017 2,1395
4 0,99910 0,35904 2,0073
5 1,00192 0,80376 2,6461
& = 2 ; zc
n A B X
3 0,73733 -0.10117 3,4600
4 0,73734 -0,09262 3,3859
5 0,73735 -0,08578 3,3309
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v: 1: 220

o= 2 N
n A B X
3 1,00363 0,34489 1,9857
4 1,00289 0,31852 1,9042
5 1400232 0,28928 18211

TABELA 6 - Ajustes de fungdes f = A+Bn™™ 3s estimativas asso
ciadas a trés valores consecutivos n,n+l e n+2 .
Os resultados acima se referem ao modelo de 16 vér-
tices egiivalente ao modelo de Ising sob condigdes

de contorno periddicas.

tes de trés pontos, notamos que & possivel que no limite n-
tenhamos eZ:3 e ev=2. Os valores dos parametros A, B e X
ajustados as estimativas de v para valores grandes de n nao
sdo confiaveis, pois neste caso a diferenga entre valores su-
cessivos de v nao & muito maior que a incerteza numérica as

n

sociada as estimativas.

As estimativas para o modelo de Ising submetido a
condicoes de contorno helicoidais foram analisadas de forma se

melhante e os resultados sao apresentados nas tabelas 7 e 8.

o | Estimativas A B X a2

1 z . 0,64367 ~0,48819 2,9639 1,6 x 10”10

1 Pl | 0,99437 0,31176 1,4128 5,7 x 107°

2 z, 0,73724 ~0,26565 2,3097 2,3 x 10”11
!

2 v '1,00347 0,79030 1,4734 1,4 x 1072

TABELA 7 - Ajustes de fungoes £, = A+Bn™* 3s estimativas para
o modelo de 16 véertices equiivalente ao modelo de

Ising, submetido a condic¢des de contorno helicoidais .
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n A B X

3 0,64379 -0,47042 2,9244
4 0,64366 -0,50943 2,9938
5 0,64362 -0,53784 3,0337
6 0,64360 -0,55782 38,0575
7 0,64360 -0,56866 3,0689

o

n A B X

3 0,98453 05,250,724 1,1610
4 0,99395 0,33394 1,4487
5 0,99878 0,45901 1,7464
6 0,99902 0,47406 1,7713
7 0,99594 0,29942 1,4396
o

o]

n A B X

3 0,73717 -0,26857 2,3222
4 0,73723 -0,26388 203055
5 0,73726 -0,25956 2,2925
6 0,73729 -0,25427 ?,2780
7 0,73730 -0,24988 2,2669
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a = 2,V
n A B X
3 1,00422 0,79578 1,4840
4 1,00410 0,79426 1,4819
5 1,00139 0,74746 1,4214
6 1,00260 0,77773 1,4553
7 1,00741 1,00884 1,6460

TABELA 8 - Ajustes de trés pontos as estimativas referentes ao
modelo de 16 vértices eqiliivalente ao modelo de Ising

sob condig¢des de contorno helicoidais.

Fica evidente que a precisao dos ajustes e das extrapolagdes é
menor neste caso, quando comparada com 0s resultados obtidos
sob condigoes de contorno periddicas. Os valores obtidos para
0s expoentes e, ®& @&, particularmente no caso o0=2 , pare-
cem diferir daqueles obtidos no caso anterior, mas isto pode
ser efeito de correcoes de ordem superior a hipdtese de esca-
la. Entretanto, & possivel que estes expoentes sejam sensiveis

a mudangas nas condicgoes de contorno(lll).

Finalmente, observamos que as estimativas por nos
obtidas para o expoente Vv do modelo de Ising com a=2 sdo sis
tematicamente melhores do que aquelas calculadas por Smxwonulzx
Sneddon emprega a definicao usual de matriz de transferéncia
para modelos de Ising. Ja nos nossos calculos o modelo de Ising
fica definido na rede medial de um modelo de 16 vértices. Pa-
ra o caso do modelo de Ising anisotropico, nos nossos calculos

a direcdo em que medimos a largura do modelo unidimensional &

equivalente aquela ao longo da qual medimos o camprimento de cor
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relacao (basta que os niveis de energia (4.1) do modelo obede-
gam a relacao E5+E7 = E6-+E8). Este fato nao ocorre nos cal
culos de Sneddon, o que explicaria a dependéncia relativamente

forte de suas estimativas para v com o parametro o .

As estimativas que obtivemos para o modelo de 12
vértices resistem a uma anilise nas linhas daquela que efetua-
mos para o modelo de Ising. A simples observagao das figuras
16 e 17 mostra gue as curvas Zc,nj(n e vn><n nao sao sem-
pre monotdnicas e, portanto, nio poderiam ser descritas por
funcoes do tipo fn = A+Bn ¥ na regiao coberta pelos nossos
calculos. As estimativas para o modelo de 12 vértices submeti
do a condic¢oes de contorno helicoidais sao, em geral, monoténi
cas no intervalo considerado, mas ajustes de 3 pontos calcula-
dos para este caso revelam uma variacio grande e sistematica
dos parametros de ajuste com o valor de n , evidenciando que
© regime assintOtico ndo foi atingido até os valores maximos de

s

n que consideramos.

Mesmo sem efetuar extrapolacdes, podemos concluir
que no modelo de 12 vértices a temperatura critica & inferior
aquela prevista pela aproximacao de Bethe, mas superior a tem-
peratura limite do teorema de Suzuki e Fisher para a distribui
cao dos zeros da funcao partigéo(98). No que se refere 3s es-
timativas para Vv , pouco se pode concluir, pela observacao da
figura 17, quanto aos valores assintdticos. Caso tivéssemos en
cerrado os calculos em ordens mais baixas de n, observariamos
uma convergéncia aparente das estimativas que nos levaria a con
clusdes errdneas. Uma das maneiras de se prevenir contra esta
armadilha consiste em fazer ajustes de trés pontos as esti-

mativas e observar a sua consistéencia.
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Podemos conjecturar que para o modelo de 12 vérti—
ces tenhamos efetivamente um comportamento universal, com v=1 .
E claro que tal conjectura & bastante audaciosa frente a reali
dade de nossas estimativas para o modelo. Entretanto, vamos a
presentar uma evidéncia numérica adicional a seu favor. Qual-
quer tentativa de extrapolar as estimativas para o modelo de 12
vertices deve levar em conta termos de ordem superior agqueles
considerados para o modelo de Ising. Apds algumas tentativas,
nos convencemos de que provavelmente teriamos também correcdes
logaritmicas na forma de escala do modelo de 12 vértices. Apre
sentamos na tabela 9 os ajustes de fung¢des plausiveis a algu-
mas de nossas estimativas para o modelo de 12 vértices,com con
dicdes de contorno peribédicas. N&ao conseguimos ajustar fun-
gOes as estimativas de v para valores menores de 7 , com um
grau minimo de confiabilidade, talvez porque neste caso a re-
gido em gue se localizam as nossas estimativas para v esteja

muito afastada do valor assintotico.

o= 2
g 15 A + Bn~¥ 4+ cn~ (¥+Y) Zn n

A = 0,097373 B = 255,98 C = -720,06

x = 5,086 y = 1,086 a® - 4,7 x 10712
v A+ Bn ¥ en~2 n + cn” (XY en~ ! n

A= 1,0397 B = -17,051 C = 58,566

% & 1897 y = 1,128 d—2 & 22 R 1078
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g =1
z « A+ B ® 4 en B gy g
¢,yn
A = 0,26485 B = 91,312 C = -257,19
" -9
7 X = 043 y = 1,044 d” = 1,1 x10
? v, = A+ Bn™* fn n + Cnu(x+y) £n? n
A = J,0142 B = -66,596 C = 190,12
x = 3,093 y = 1,025 a% = 6,3x1010
1
c = 5
z A+ Bn ¥ gn”l n o+ oo~ (X¥Y)
c,n
A = 0,44807 B = 8,3911 C = =23,272
x = 1,985 y = 0,9898 a% = 3,5 x10710
TABELA 9 - Ajustes de algumas estimativas para o modelo de 12

vértices submetido a condig¢des de contorno periédi-

cas.

SE. VERIFICACAO DA FORMA DE ESCALA PARA A ENERGIA LIVRE DOS
SISTEMAS UNIDIMENSIONAIS

Vimos no item 5B qual & a forma de escala pre-

-

vista pelo argumento de Kadanoff para a energia livre. Da e-

gquacao (5.13) podemos escrever a seguinte relacao de escala pa
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ra modelos unidimensionais de largura n » considerando apenas

o termo linear em (5.47)

£(r,n"Y) = 1~ £ (t,n7h) I—Jj;T—:%C L™ fYe,tnl) . (5.61)
Na.temperatura critica 71=0 temos

£(0,n"1) - g (0,071 « 90,07 . (5.62)
Escolhendo L tal que LaL = 1 teremos

£(0,n"1) = g 0nh +ndf0,1y) . (5.63)

Calculamos as energias livres para modelos unidi-
mensionais de diversas larguras e procuramos estimar os parémg
tros da relacao de escala (5.63). Estamos interessados parti-
cularmente no valor de 4 , que a teoria prevé ser igual a di-
mensionalidade espacial do modelo. Obviamente estes calculos
podem ser efetuados com maior precisao para o modelo de Ising,
pois conhecemos a sua temperatura critica eXatamente. Os re-
sultados para o modelo de Ising submetido a condigdes de con-
torno periodicas e helicodais podem ser vistos nas tabelas 10
e 11, respectivamente. Utilizamos para estes calculos os valo
res exatos das temperaturas criticas. Nas tabelas 12 e 13 a-
presentamos valores para a energia livre de modelos unidimen-—
sionais de 12 véftices, calculados nas temperaturas criticas

estimadas para este modelo, indicadas na tabela 9.

.
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a = 1 o = 2
" £(0,n" 1) n £(0,n" %)
2 _4,35935 2 ~6,48424
3 _4,28347 3 ~6,38193
4 _4,25584 4 ~6,34500
4 5 ~4,24283 5 ~6,43769
6 _4,23571 6 ~6,31823
7 _4,23139 7 ~6,31250
L

TABELA 10 - Resultados para a energia livre de modelos unidi-
mensionais de 16 vértices de largura n (com condi

coes de contorno periddicas e eqliivalentes ao mode

lo de Ising) calculados nas temperaturas criticas

dos modelos bidimensionais.

a = 1L o = 2
. £(0,n"h) n £(0,n"h)
2 ~4,33849 2 <6, 41762
3 _4,27813 3 ~6,35988
4 _4,25394 4 ~6.,33527
5 ~4,24200 5 ~6,32260
6 ~4,23528 6 6, 31525
7 =, 98T1E 7 ~6,31062
8 _4,22844 8 ~6,30751
9 =4 , 37655 9 =6 , 30533

TABELA 11 - Valores de energia livre de modelos unidimensionais
de 16 vértices (com condicoes de contorno helicoi-
dais e eqliivalentes ao modelo de Ising) calculados

nas temperaturas criticas dos modelos bidimensionais.
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r=1 |, Z = 0,2648 =1 , z, = 00,4481
£(0,n"Y) £(0,n"1)
-0,22191 -0,36988
-0,16882 -0,25839
-0,15063 -0,21452
~0,14313 -0,19475
-0,13954 -0,18505
-0,13761 -0,17994
-0,13645 -0,17707

TABELA 12 - Resultados para a energia livre de modelos unidi-
mensionais de 12 vértices, calculados nas tempera-
turas criticas estimadas dos modelos bidimensicmuais.
Condigoes de contorno periddicas.

[
1

i =1 ’ ZC = 0,2648 C=§ ’ ZC = 0,4481
£(0,n"1) £(0,n" 1)
~0,16292 ~0,21259
~0,15141 -0,19796
~0,14492 -0,18917
-0,14112 -0,18366
~0,13880 -0,18009
~0,13734 ~0,17773
~0,13638 ~0.17609

TABELA 13 - Energia livre de modelos unidimensionais de 12 ver
tices, calculada nas temperaturas criticas estima-
das dos modelos bidimensionais. CondicOes de con-

torno helicoidais.
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Tendo em vista a previsao (5.63) da teoria de Ka-
danoff, ajustamos fungdes do tipo £ = A+Bn " &s nossas es—
timativas para as energias livres de modelos de 16 vértices uni
dimensionais eqlivalentes ao modelo de Ising, relacionadas nas
tabelas 10 e 11. Os resultados de ajustes por minimos quadra-
dos podem ser vistos nas tabelas 14 e 15, para modelos submeti
dos a condi¢des de contorno periddicas e helicoidais, respecti
vamente. Nas tabelas 16 e 17 apresentamos ajustes de trés pon

tos para as energias livres do modelo submetido aos dois tipos

de condic¢oes de contorno.

o A B X d2
1 -4,21846 ~0,53007 1,9114 4,7 x 102
2 ~6,29564 ~0,71955 1., 9316 5,3 x 1072

TABELA 14 - Ajustes da funcao A + Bn™* aos resultados da ta-

bela 10. Condigdes de contorno periddicas.

o A B X d2
1 ~4,21703 ~0,39889 1,7143 5,8 x 10”9
2 -6,29294 ~0,36688 1,5557 8,3 x 10”8

TABELA 15 - Ajustes da funcdo A + Bn~* aos resultados da ta-

bela 11. Condigbes de contorno helicoidais.



= 2 o = 2
A B X A B X
-4,21759| -0,52539 | 1,8899 -6,29473 | =0,71442 | 1,9145
-4,21872| -0,54208 | 1,9342 -6,29598 | -0,73361 | 1,9517
-4,21917| -0,55794 | 1,9637 -6,29632 | -0,74632 | 1,9692
-4,21917| -0,55762 | 1,9633 -6,29644 | -0,75379 | 1,9776
Tabela 16 - Ajustes de trés pontos aos resultados da tabela 10
para trés valores sucessivos n, n+l e n+2. Condi
coes de contorno periddicas.
o = L o = 2
A B X A B X
-4,21328 | -0,39560 | 1,8227 -6,28775 | -0,35493 | 1,4505
-4,21711 | -0,41963 | 1,7552 -6,29289 | -0,38485 | 1,5915
-4,21833 | -0,44965 | 1,8293 -6,29472 | -0,41536 | 1,6782
-4,21883 | -0,47440 | 1,8757 -6,29551 | -0,44309 | 1,7365
-4,21905 | -0,49372 | 1,9056 -6,29592 | -0,46749 | 1,7778
-4,21917 | -0,51037 | 1,9279 -6,29614 | -0,48889 | 1,8086

Tabela 17 - Ajustes de trés pontos aos resultados da tabela 11
para trés valores sucessivos n , n+l e n+2. Con-

digoes de contorno helicoidais.
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Notamos que os resultados sao consistentes com um
valor d=2 para o expoente na relacao (5.63), como espérado,
particularmente se considerarmos OS ajustes de treés pontos re-
lacionados nas tabelas 16 e 17. Mais uma vez, os resultados pa
ra o modelo submetido a condigdes de contorno periddicas apre-
sentam uma convergéncia mais rapida e ajustes de melhor quali-
dade. E interessante comparar os nossos resultados com os va-

(91)

lores exatos da solucao de Onsager , no caso isotropico a=1l.

E possivel mostrar que estes valores sao A = -4,419302 , B =

n

1,188142 e X=2.

A extrapolacdo dos resultados para o modelo de 12
vértices é mais dificil. Ajustes de trés pontos em geral reve
lam valores de x crescentes a medida que n aumenta. Isto
pode ser devido a necessidade de incluir corregoes de ordem su
perior na relacao de escala (5.63). A verificagdo numérica des
ta hipotese ndo foi possivel neste caso, face ao numero reduzi
do de algarismos significativos dos valores calculados para a
energia livre, pois conhecemos com pouca precisao é temperatu-
ra critica do modelo. Na tabela 18, apresentamos ajustes de
trés pontos as energias livres de modelos unidimensionais de 12
vértices, sob condigdes de contorno periddicas. Pode-se notar
a variacdo dos resultados para x , mas ha uma reversao da ten
déncia destes resultados em n=6 , nao sendo eliminada a pos-

sibilidade de uma convergéncia assintotica para x=2.

Resumindo, podemos afirmar que os nossos calculos
dao algum respaldo a hipotese (5.63) com d=2 para o modelo
de 16 vértices egiivalente ao modelo de Ising, ndo permitindo,
.porém, estabelecer a validade desta hipotese para o modelo de

12 vértices, possivelmente por nao termos atingido o regime as

sintotico até a ordem que consideramos.
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n A B X
2 -0,12813 -0,39083 2,0591
: 3 5 158798 -0,52730 2 4423
3 4 -0,13366 -0,63628 2,6144
5 ~0, 13383 -0,68801 2,6747
6 ~0,13356 ~0,55615 2,5301
5 TABELA 18 - Ajuste de trés pontos aos resultados da tabela 12

para o modelo de 12 vértices sob condigdes de con-

torno periddicas, com ¢ =1.

fatadh it K R e ey R
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CAPITULO 6

MODELOS COMPRESSIVEIS PARA O ACIDO QUADRATICO

6A. MODELOS COMPRESSIVEIS

Vamos inicialmente resumir algumas propriedades dos
modelos de Ising compressiveis, ou seja, modelos em que as in-
teracoes de intercambio dependem do espacamento da rede. O mo-

p(113)

delo de Dom supbe uma hamiltoniana do tipo

- Ja }' o0, (6.1)

onde Helast € uma funcdo quadratica do deslocamento médio dos

pontos da rede em relagdo as suas posigdes de equilibrio e J(a)

pode ser tomada como uma funcdo linear deste deslocamento,

J(a) = Jo - Jl(a-ao) iy (6.2)

a sendo o espacamento de equilibrio da rede. Através de ar—

o)
gumentos simples(113)

é possivel mostrar que neste modelo, de-
vido a divergéncia do calor especifico, a condig¢do de estabi-

lidade mecanica & violada na -vizinhanca do ponto critico. As-
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sim, se no modelo de Ising bidimensional rigido ocorre uma tran
sicao de segunda ordem, a introducdo dos graus de liberdade e-
lasticos no problema, acoplados a interacdo de troca conforme
a expressao (6.2), leva o modelo a apresentar uma transicido de

fases de primeira ordem.

0 modelo de Domb tem a desvantagem de desprezar to
das as flutuagoes das deformagdes da rede. Estas flutuacdes sido
levadas em conta no modelo de Baker—Essam(ll4), ao precgo de
nao considerar forcgas de cisalhamento. Em duas dimensdes, es-
te modelo pdode ser resolvido exatamente, apresentando uma tran
sicao de fases de segunda ordem a pressdes positivas. Uma dis-
cussao detalhada dos modelos de Ising compressiveis e de seus

diagramas de fases pode ser encontrada no trabalho de &ﬂjnasUisl

No caso do AQ, a possibilidade da transicao de fa-

2 43 : ~ . oy
ses ser descontlnua( ), associada a observacao de uma histere
o (53) i
se elastica , nos leva naturalmente a considerar modelos
. s : ~ (78) .
compressivels para a sua explicacéao . A deformacao de gru-

pos C4O4 levaria a quebra da degenerescéncia do estado funda
mental do modelo a baixas temperaturas. Numa primeira aproxi-
magao, poderiamos considerar os niveis de energia do modelo de
12 vértices como func¢des lineares de um pardametro médio de de—
formagdao 6 e acrescentar um termo eldstico & hamiltoniana (co
mo & feito no modelo de Domb). Os niveis de energia do modelo
compressivel de 12 vértices estdo indicados na figura 20. Nos
calculos que apresentaremos a seguir vamos tratar, por simpli-

cidade do caso em gque B=0. A hamiltoniana do modelo compres

sivel de 12 vértices é dada por

N NC
Ho= 1 E(g,0 + =2 0% (6.3)
is1
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onde os niveis de energia E(Ei,e) estdo definidos na figura

20.

E+BO

—— E-BS

b
S

—— AD®

— -AQ

e
T
+
A"

S

FIG.20 - Niveis de energia do modelo compressivel de 12 vérti-

ces.

6B. MODELO DE 12 VERTICES COMPRESSIVEL UNIDIMENSIONAL

Como vimos, o modelo de 12 vértices unidimensional
rigido ndao apresenta transigdo de fases. Vamos estudar o com-
portamento deste modelo quando permitimos deformacdes na rede.
Consideramos uma cadeia dupla de vértices (n=2) e condigdes de
contorno periadicas. A funcao particao do modelo & fatorada
em uma parte elastica e uma parte configuracional. A segunda
parte pode ser obtida a partir da matriz de transferéncia indi

cada abaixo
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B 280) 2 20 A6 2 d
2 [cosh [ T ] +ZE:] ZZEcosh [ﬁ] 2zEcosh [—ﬁ] 2ZE
Ab 2 2 )X}
2z cosh[kTJ 2(1+zE) 2ZE 2z cosh[kT]
T =
AB 2 2 AB
2z cosh{kT] 22E 2(l+zE} 2z cosh[kT]
2 Ab AD 280| 2
B 2zE 22Ecosh {k_‘l‘"] 2zEcosh [f’l‘—} 2 [msh [-_kﬁ‘] +zE:| | i
(6.4)
onde
- E
zZp = exp[~ kT] . (6.5)

-
’

Nao & dificil diagonalizar esta matriz. Os autovalores encon-

trados sao

Ay o= oA, o= 2,
2 (A8
A3 = 4dcosh [ETJ - 2 " (6.6)
2(a8 2
/\4 = 4cosh [k_'f] + 82E - 2
Como cosh BOL o l e z_, 20 A € o maior autovalor As—
kT| = E ~ . 4 °
sim, a energia livre & dada por
: NC
R EEE n A, + —2 82 (6.7)

Vamos considerar uma energia livre reduzida definida por

Co 2
£n A4 t S%T 3] 5 (6.8)

ST

:F_
T2 aEw =~
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Encontramos o valor de equilibrio da deformacdo 6 , representa

do por eo , minimizando (6.8) com relacdo a 6 :

ZAGO
O f Coeo senh[ T ]
ity = e = I (6-9)
96 6=6 A ZAGO 5
o cosh _ET—J +4zE

> ZABO
2 C kT 1 + 4z cos[————]
°f S0 — o, E i (6.10)
882 A2 ZAGO 2 2
E):BO I:cosh ["]?"f‘_] + 42Ej|

Para efetuar os calculos numéricos, & conveniente

introduzir as variaveis

CE
- 2A - E - O
b:-]-{——T— ’ n:K e K:‘_2‘—‘ (Goll)
A
Reescrevendo as relacoes (6.9) e (6.10), vem
KBO senh(beo)
n - cosh(b8_) + 4 exp(-nb) = h{o,) : (6.12)
2K 1 + 4 exp(-nb}cosh(beo)
= B (6.13)

[é exp (-nb) + cos(beo)12

Podemos, agora, obter curvas eo(b) para varias escolhas dos
parametros n e K. Notamos que, para exp(-nb);:% , a fun-
?éo h{eo) apresenta um ponto de inflexao, o que fa@ com gque
a equacao (6.12) tenha mais de uma solucdo num certo intervalo
de valores de b, dependendo do valor de K. Consequentemente,

concluimos que o modelo apresenta uma transicdo de fases conti
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nua em GO , para K>£n %, e descontinua para K<4&n —%—, com

um ponto tricritico localizado em K, = £n —2:,: e nby =4&H 2% Na
figura 21 apresentamos curvas de Go contra {bc/b) , para n=2,
notando-se que a curva é continua para K=0,6 e @presenta um
salto ABO 10,0858 na transicdo para K=0,1. Os valores cri
ticos sao bC =0,636l9 para K=0,6 e bc =(0,18036 para K=0,1.
Podemos expandir a expressao (6.12) em torno de eo=o » b=b_ e
concluir que o comportamento assintotico de 6 na vizinhanca

de bc , quando a transicdo & de segunda ordem, € dado por

1
6 ~ A(n,K) (b-b ) (6.14)
FA 1 | 1
V.
como esperado. 1,0 =
K9
n
A\ B
0,5" L'} -
0,0
AV T |
0,0 0,6 0,8 bc/b 1:0

FIG. 21 - Curvas (Keo/n) X (bc/b) para o modelo unidimensional compressivel
de 12 vértices. Na curva A, para K=0,6 e n=2, temos bCEO,63619 e
notamos que a transicao é continua. Ja a curva B, tracada com

K=0,1 e n=2, mostra uma transicdo de fases descontinua em

b,=0,18036.
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Na figura 22 temos o diagrama de fases do modelo,
tracado no plano nbxK. As fases de altas temperaturas (sime

tria C4) e de baixas temperaturas (simetria Cz) sao separadas
2

por uma linha de transicoes de primeira ordem para K < £n 3 e
de segunda ordem para K>Zn %. L
1 |
b,
(:2
1,04 =
Cy4
In2f-----
|
|
1
1
E
0,0 : T -
I
00 In(2/3) 05 10 K

FIG. 22 - Diagrama de fases do modelo unidimensional compressi
vel de 12 vértices no plano (K,nb). O ponto tricri-
tico (4n %, £n 2) estad indicado. A linha mais forte
indica uma transigao de primeira ordem.

Concluimos que o modelo unidimensional de 12 vérti
ces, que nao apresenta transicao de fases quando definido numa
rede rigida, mostra transigdes de primeira ou de segunda ordem
quando permitimos deformacdes da rede e admitimos que o0s ni-

veis de energia das configuracdes dependem da amplitude média
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das deformacbes. Seria interessante observar a influéncia das

flutuacdes nas deformacdes sobre os nossos resultados.

t
6C. MODELO DE 12 VERTICES COMPRESSIVEL BIDIMENSIONAL

Como ndo dispomos de uma solucdo exata para o mode
lo de 12 vértices na rede quadrada, também ndo poderemos resol
ver exatamente a sua versdo compressivel, mesmo se desprezar-—
mos as flutuacgdes nas deformacdes da rede. Entretanto, pode-
mos resolver este modelo na aproximacao de Bethe empregada no
capitulo 3, considerando os niveis de energia indicados na fi-
gura 20 e adicionando um termo eladstico a sua energia livre.
Os calculos s3o mais simples comn B =0 , razao pela qual nos limita

remos a este caso.

A resolucdo do modelo de 12 vértices na rede qua-
drada bidimensional segue de perto o calculo andlogo para o mo
delo rigido(78). A energia livre reduzida do modelo compressi

vel pode ser escrita como

c
o g2 (6.15)

£.(p,T) = fR(P'T’Bo) * 2kT o

onde eo & o valor de 6 gque minimiza o segundo membro da e-
quagdo. De fato, a minimiza¢do da energia livre & semelhante
aquela efetuada para o modelo rigido (capitulo 3), com uma va-
riavel e uma eguacado a mais, substituindo-se E por 2A0 e E'
por E+A6 . Assim, a equacéo correspondente a expressao (3.25)

fica



11.2 1 b 1
E[Y —Yz] 3 eXP[— > (6+n)i] (Y Y]
p. = § (6.16)
e 7 b 1
exp(-bd) + > |Y +3 + 2exp|- 5 (6+n) | |Y + =
Y
onde
A
T+p )
. ° _ 2a _E
Y“' 1_p r b_kT r U—A . (6-17)
o]

Da minimizacdo da energia livre com relacao a variavel 6 ob-

temos
- 1 [Yz-p;%] - exp(—beo)
o _ Y (6.18)
" ‘1 {Y2-+;L] + 2exp|- b (6 _+n) [Y-+l} + exp (=bo )
2 Y2 2 o Y o
COE
com K =
A2

Fixada a temperatura, procuramos obter as solugdes
do sistema de equacdes (6.16)-(6.18) e entre elas escolher a-
quela que minimiza a energia livre. Considerando, inicialmen-
te, solugdes com po==0 , vemos que a equagao (6.16) & sempre

satisfeita e a equacao (6.18) assume a forma

K8 1 - exp(-b6 )
9 2 (6.19)

1 + 4exp[; (60+n)] + exp(—beo)

wlo

que apresenta a solucao trivial 80=0. Para b >2K[1+2exp(-bn/2)]/n,

a equacdo admite outra solucdo, com 6 #0. Para po#O , pode-
> o

mos dividir ambos os lados da equacao (6.16) por P, © obter

uma expressao explicita para Py +
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b
ZeXp[— = (6 +n)]
I = 2_o . , (6.20)
© 1 - exp(—beo)

0 que permite reescrever a expressao (6.18) na forma

1 + exp(—beo)

1 - 2exp[—b (eom)]

2
KO [1 + exp (-bb )]
no = o (6.21)
1 + 2exp[— b (Bo+n)] L
1 - exp(—beo)
Observamos que 60=0 nido é solucdo da equacgao (6.21). Depen-

dendo do valor de b, a equagao (6.21) admite nenhuma, uma ou
duas solucgOes para eo . A figura 23 apresenta a curva pox{bc/b)
obtida pela resolugdo numérica das equacgdes (6.16) e (6.18). A

curva (Keo/n) x (bc/b) & apresentada na figura 24.

oV |
1,0+—\/ -

K=1,N=2 :
b0,19166

Sc S
0,0 +—\/

0,0 0,6 08 [/h-10

FIG. 23 - Curva p_X (bc/b) para o modelo de 12 vértices bidi

mensional compressivel, calculada com K=1.
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KO,V
050 _
0,9-
1. 1
oo 0,6 0,8 by fb 10

FIG. 24 - Curva (Keo/n)><(bc/b) para o modelo de 12 vértices

bidimensional compressivel, calculada com K=1 .

Concluimos que o modelo compressivel de 12 vérti-
ces, na aproximac¢ao de Bethe, apresenta uma transicio de fases
de primeira ordem com um salto apreciavel na polarizacgao espon
tdnea. Este salto se revelou bastante insensivel a variagdes

no parametro K.

6D. OUTROS MODELOS COMPRESSIVEIS PARA O AQ

Comentaremos aqui alguns outros trabalhos existen-—
tes na literatura onde se procura explicar a transicdo de fa-

ses no acido quadratico a partir de modelos que incorporam in-
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teragdes entre o ordenamento protdnico e os graus de liberdade

elasticos da rede.

Matsushita et al.(llG)

consideram um modelo de 16
vértices na rede quadrada, transformam este modelo em um mode-
lo de Ising e admitem gue as constantes de intercambio sejam
funcdes lineares de um parametro médio de deformacao 6 . No que
se refere as quatro configuragoes de energia mais baixa, o mo-
delo de Matsushita et al. & idéntico ao nosso modelo compressi
vel de 12 vértices. No modelo de 12 vértices supde-se que as
configuracées com os hidrogénios proximos localizados ao longo
de uma diagonal do quadrado C4O4 se situem a niveis de ener-
gia tdo altos que possam ser desprezadas. Ja na proposta de
Matsushita et al. estas configuracdes sdo colocadas num nivel
de energia situado entre os niveis das configuracgdes de ener-
gia mais baixa e das configurag¢Oes uma vez ionizadas. Os auto
res japoneses resolvem seu modelo numa aproximac¢do de aglomera
dos, com um aglomerado de dois pseudospins. A interacao entre
as camadas de ligacgdoes de hidrogénio €& considerada como sendo
dada por produtos de pares de pseudospins situados em planos
adjacentes. Um termo de tunelamento também & acrescentado. A
solugao apresenta uma transig¢ao de segunda ordem, o efeito de
variacao da temperatura critica para o cristal deuterado & a-
tribuido ao tunelamento e sdao calculados graficos para a cons-

tante dielétrica e para a constante elastica, com algumas com-

paragoes gqualitativas com resultados experimentais.

Ja afirmamos que a entropia total de transic¢do ob-
servada no AQ tem um valor muito baixo, depondo contra modelos
qué admitam um nimero grande de configurac¢des de vértices. A
atribuicao dos niveis de energia precisaria ser, talvez,melhor

fundamentada, com base em consideracdes quantitativas. A im-
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portdncia do tunelamento na transicao de fases do AQ & também
discutivel, fato este que & admitido por Matsushita e Matsuba-

ra em trabalho posterior(117). Mais recentemente, Matsushita

e Matsubara(118)

efetuaram calculos utilizando aglomerados de
gquatro spins e sem termo de tunelamento. Nesta nova aproxima-
cio, o modelo apresenta transigbes de primeira ou segunda or-

dem, dependendo de parametros da hamiltoniana.

(119)

Ishibashi propés um modelo de 6 vértices para

o AQ, onde sao levadas em conta as seis configuracoes de ener-
gia mais baixa do modelo de Matsushita et al.(116). Resolvido
na aproximacao de Bethe, este modelo apresenta uma transigao de
primeira ordem. Caso admitissemos que os niveis de energia das
configuracdes moleculares do AQ fossem bem descritos por um mo
delo de seis vértices, seria possivel efetuar calculos mais a-

primorados do que os realizados por Ishibashi, empregando a so

lucdo exata para o modelo de seis vértices bidimensional.

(120)

Vigren estudou a transicao do AQ sem levar em
conta nenhum modelo especifico, utilizando a teoria de Landau
e consideracoes de simetria. Concluiu que possivelmente o aco

plamento entre as deformagdes locais da rede e o ordenamento pro

ténico induz uma transicdo de fases de primeira ordem.
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COMENTARIOS FINAIS

Vamos aqui resumir e agrupar os principais resulta

dos do nosso trabalho.

Propusemos um modelo idnico de 12 vértices para ex
plicar a transicdo de fase do AQ. Obtivemos alguns resultados
exatos para este modelo, tais como a sua entropia de altas tem
peraturas e uma relacao de isomorfismo com um certo modelo de
8 vértices. Resolvendo o modelo de 12 vértices na aproximacio
de Bethe, constatamos que ele apresenta uma transigdo de fases
de segunda ordem, mesmo se incluirmos o efeito de um termo de

interacao entre as camadas de ligacdes de hidrogénio.

Estabelecemos rigorosamente a existéncia de uma tran
sicao de fases no modelo ferroelétrico de 12 vértices e em ou-

tros modelos ferroelétricos parecidos.

O estudo do modelo de 12 vértices através do grupo
de renormalizacado fenomenolégico nos levou a concluir que a
sua temperatura critica & sistematicamente inferior aquela es-
timada pela aproximacao de Bethe. Uma conclusao definitiva quan
to ao valor (ou valores) do expoente Vv com que diverge o com-
primento de correlacdo € dificultada pelo comportamento nido
monotonico das estimativas. Entretanto, mostramos que este com

portamento pode ser atribuido a correg¢des ndo lineares a hipo-
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tese de escala, apresentando argumentos que ddo respaldo a pos
sibilidade de que o modelo tenha um comportamento universal, com

v=1,.

Obtivemos, também, resultados de calculos de grupo
de renormalizacao fenomenoldgico para um modelo de 16 vértices
eqiivalente ao modelo de Ising na rede quadrada. Neste caso,as
estimativas obtidas convergem monotonicamente para os valores
exatos. A convergéencia de nossas estimativas & mais rapida que
aquelas existentes na literatura para o modelo de Ising utili-
zando a técnica do grupo de renormalizacio fenomenoldogico. Is
to pode ser atribuido a formulagdo do modelo de Ising como um
modelo de 16 vértices. Além de apresentar resultados para mo-
delos de vértices submetidos a condicdes de contorno periodi-
cas, desenvolvemos uma maneira de definir a matriz de transfe-
réncia destes modelos adequada para condicdes de contorno heli
coidais. Neste caso as matrizes de transferéncia sio esparsas,
©0 que é vantajoso nos cadlculos numéricos. As estimativas que
obtivemos para condi¢des de contorno helicoidais sio consisten
tes com aquelas provenientes de modelos submetidos a condicdes

de contorno perioddicas.

Verificamos a forma de escala das energias livres
para os modelos unidimensionais que estudamos. Enquanto para
o0 modelo de 16 vértices o comportamento esperado pode ser ob-
servado noé nossos resultados, notamos mais uma vez um compor-—
tamento nao monotdnico nos resultados para o modelo de 12 vér-

tices, dificultando assim afirmacdes mais conclusivas.

Finalmente, propusemos um modelo de 12 vértiaa;com
pressivel para a transicdo do AQ. A resolucdo exata do anilo-

go unidimensional deste modelo pode, curiosamente, apresentar
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transic¢oes de primeira e de segunda ordem, exibindo um ponto
tricritico. Ja o modelo bidimensional, resolvido na aproxima-

cao de Bethe, passa por uma transicdo de fases que & sempre

descontinua.
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APENDICE 1

CONDICAO SUFICIENTE PARA QUE A MATRIZ DE TRANSFERENCIA
DOS MODELOS DE VERTICES COM CONDICOES DE CONTQRNO
PERIODICAS SEJA HERMITIANA

Em geral, as matrizes de transferéncia para mode-
los de vértices na rede quadrada ndao sdao hermitianas. Mostra-
remos que, submetido a condigdes de contorno peridodicas, o mo-
delo de 12 vértices satisfaz uma condicao suficiente para que

a sua matriz de transferéncia seja hermitiana.

Na notacgdo utilizada no capitulo 1, podemos escre-
ver a matriz de transferéncia para um modelo de vértices de lar

gura n como

En(¢:9:¢')
T(d,d') = z =< e T '
0
gue & a expressao (l.11l). Nesta definigcao ¢ e ¢' indexam

as configuracoes de dois conjuntos adjacentes de n ligacgodes
verticais e 6 descreve as configurag¢des do conjunto das liga
coOes horizontais situadas entre os dois conjuntos de ligacoes

verticais, como indicamos na figura abaixo
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De acordo com a convencao (4.2) podemos associar valores -1 ou
1 a cada ligacao, descrevendo as configurac¢oes dos trés con-
juntos de ligacdes em questdao por conjuntos de n valores -1

ou 1. Assim, {oi} ,com i=1,2,...,n e 0i==—l,l descre-

ve as configurac¢des do conjunto inferior de ligagOes verticais
(indexado por ¢), {Ti} descreve as configuracdes das ligacgodes
verticais indexadas por ¢' e {pi} fica associado ao conjun
to de ligacg¢Oes horizontais. Podemos, entdo, reescrever o0s ele

mentos (1.11) da matriz de transferéncia como

Z(Gi’pi'T B, ) ¢ (Al1.1)

i'7i+l

T(¢I¢') = E
P

n
™

i=1

onde {0} e {1t} sdo determinados, respectivamente, por ¢ e

o' e z(ai,pi,Ti,p ) é a atividade exp[—Ei/kT] associada

i+l
ao vértice i , funcdo das configuracdes das quatro ligacdes
nele incidentes. Como temos condigOes de contorno periddicas,

vale Phe1 = P71 - O elemento transposto aquele explicitado em

(Al.1l) & dado por

p ) 3 (Al.2)

i+l

T(¢'r¢} = E % Z(Tilpircil

{¢} i=1

Vemos, entao, que uma condicdo suficiente para a hermiticidade
da matriz de transferéncia sera a validade da relacao

ZIO. T
( 1Py TP

ise1) = 2(T30P30054P5 1) (Al.3)

para todo p . Em termos da notacao do capitulo 1 a validade

de (Al.3) é condicionada pela seguintes relagdes entre os ni-

velis de energia do modelo
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E(5)

E(8) ' E(6) = E(7) '

(A1.4)

E(9) E(1l) , E(13) = E(15) .

Os modelos de 4 vértices (3.1) e de 12 vértices (3.2)
satisfazem as relacdes (Al.4), sendo, portanto, hermitianas as
matrizes de transferéncia a eles associadas quando sao submeti

dos a condicdes de contorno periodicas.
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APENDICE 2

BLOCO-DIAGONALIZACAO DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA DE
MODELOS DE VERTICES UNIDIMENSIONAIS SUBMETIDOS
A _CONDICOES DE CONTORNO PERIODICAS

Utilizando as simetrias exibidas pelos modelos de
vértices com condigoes de contorno periddicas, & possivel efe-
tuar algebricamente a bloco-diagonalizacao das matrizes de trans
feréncia em questao, abreviando, assim, os cdlculos numéricos
subsequentes. Para um sistema unidimensional de largura n ,
lembramos que os estados envolvidos no calculo da matriz de tramns
feréncia sdo as configuragoes de conjuntos de n ligagdes ver
ticais. Podemos, de acordo com a convencao (4.2), atribuir va-
lores +1 ou -1 para cada ligagao, dependendo do sentido da
seta. Uma configuracao, portanto, ficaria definida por uma
n-upla de valores +1 ou -1. As n-uplas |¢>={V{S},vés),...,vés)}

podem ser indexadas por um numero inteiro

n v.(s) + 1 .
¢ = 1 + X —-:-L---i-—-'-'--— . 2 ’ ’ (A2.1)
izl

y n % .~

que assume os valores 1,2, ... ,2 . Em funcao das condicgoOes
de contorno periddicas, a hamiltoniana do modelo & invariante
sQb rotagoes de 2n/n em torno do eixo vertical. Outrossim,

a invariancia sob inversdo de setas também & obedecida pelos mo-

delos que consideramos. Ela corresponde a uma operacao de re-
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flexdo horizontal. Assim, o grupo de simetria associado aos mo

delos gue consideramos € O grupo Cn ho definido pelo produto
r

direto Cn,h = Cn ® 52 5

A tabela de caracteres X(V)(A) do grupo de sime-

tria Cn i pode ser obtida pelo produto direto da tabela de

L &
1 -1

Una vez construida a tabe

caracteres do grupo Cn pela matriz [ ] , que constitui a

tabela de caracteres do Grupo Sz.
la de caracteres do grupo Cn,h (este grupo possui 2n repre-
sentacdes irredutiveis de dimensdo a), construimos, para cada
representacgao irredutivel v , um operador de projegao

*
pM oLt 7 xM A . (a2.2)

(v)

A atuacao dos operadores p sobre um estado formado por u-
ma combinacdo linear dos estados |¢> da base permite identi-
ficar uma nova base |¢>' na qual a matriz de transferéncia

seja bloco-diagonal.

Para maior clareza, vamos apresentar explicitamen-
te os calculos para n=2. Neste caso, a base & composta por

quatro elementos:

1l
1l

|1> (-1,-1) " | 2> (-1,1) ,

(A2.3)

1}

|3> = (1,-1) , | 4> (1,1) )

As operacoes de simetria do grupo C2 h atuam sobre os elemen
, 22

tos da base como indicado na tabela abaixo
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|¢>A " 2 % 9hC
|1> |1> |1> | 4> | 4>
|2> |2 |3> |3> [ (A2.4)
| 3> |3> | 2> | 2> |3>
| 4> | 4> 4> 1> 11>

Consegilientemente, a matriz de transferéncia de um modelo defi-
nido numa tira de largura 2 pode ter, no maximo, seis elementos

distintos, dispostos da segqguinte forma:

%y ) Ea B,
£, £e £y iy
T = (A2.5)
ty £y t5 €y
|t Fos & e

A tabela de caracteres do grupo C, . é dada abai
r

X0

A
N B By %h 9hC5
1 1 i 1 1
2 1 sl 1 -1
(A2.6)
3 1 i sl ol
4 1 " =1 1
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Consideremos, agora, um estado |x> definido pela combinacgao

linear

x> = x[1> + x2|2> + x3|3> + x4l4> (A2.7)
A atuacgao dos operadores de projecao (A2.2) sobre |x> leva a
pmiw =% (xl+x4)(|l> + |4>) +% (x2+x3)(|2> + [3%F
p(2)|x> = 0 r
(A2.7)
p(3)|x> % (xl-x4)(|l>-|4>) .
p M x> = %(xz—x3)(|2>—|3>) i
A nova base &, portanto,
1> = = (1> [4)
V2
|2>* = s, (|2>+ |3>) ,
V2
(A2.8)
3>0 = = (- e)
V2
4> = = (|2>-[3>) ,
e as coordenadas do vetor |x> nesta base serdo dadas por
1 1
X! = = (x, +x%X,) , X = = (x, +x,)
1 /3 1 4 2 /3 2 3 ’
(A2.9)
1 1
x! = — (x,-x,) , X! = — (x,-x.,)
3 /3 1 4 4 /3 2 3
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A matriz unitaria S que define as transformagoes das compo-

-
1

> -
nentes x' = SxXx e dada por

(A2.10)

Sl
=

o

o

I

[

A matriz de transferéncia pode, entao, ser transformada para a

nova base

2(t+t,) 4t, 0 0
4t4 2(t5+t6) 0 0
T :SxTxS+=—§~ (A2.11)
0 0 (2t,-t,) 0
0 0 0 2(t-te) )

o que completa o processo de bloco-diagonalizacao.

O trabalho necessario para efetuar os calculos aci
ma cresce rapidamente a medida que aumentamos o valor de n. E
laboramos, entdo, um programa de computador (CNH) com a finali
dade de realizar estes calculos. O programa determina, inicial
mente, O nﬁméro de termos distintos que temos na matriz de trans
feréncia e a sua localizacdo na matriz (A2.5). Em seguida,blo
co-diagonaliza esta matriz de transferéncia, fornecendos os e-
lementos da matriz transformada como combinacgoes lineares dos
elementos da matriz original. Trata-se, portanto, de um pro-
grama de manipulac¢ao algébrica. Os resultados do programa, CNH,

gravados em fita magnética, sdo depois utilizados pelos progra
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mas que efetuam os calculos de grupo de renormalizacado (vide a

péndice 3).

Foram efetuados calculos para valores de n com-
preendidos entre 2 e 7, para matrizes de transferéncia hermi-
tianas e ndo-hermitianas. O limite superior dos valores consi
derados de n foi imposto pelo tempo de processamento (~2700s
para n=7 , no caso hermitiano). Nos calculos subseqientes, cbser
vamos que o maior e segundo maior auto-valores estao, sistema-
ticamente, localizados em dois blocos particulares da matriz de
transferéencia transformada. O programa CNH1 calcula apenas
os elementos destes blocos. Foi possivel processar este novo

programa para n=s 8.
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APENDICE 3

ASPECTOS NUMERICOS RELACIONADOS COM 0OS CALCULOS DE
GRUPO DE RENORMALIZACAO FENOMENOLGOGICO

Como vimos no capitulo 5, obtemos estimativas para
a atividade critica z, € para o expoente critico v dos mo-
delos de vertices. As relacgdes (5.45) e (5.46) permitem deter
minar o comprimento de correlacdo a partir da razdo entre os
dois maiores autovaloreé da matriz de transferéncia do modelo.

Em seguida, estimamos a atividade critica procurando o ponto

fixo da equacao (5.19) para dois sistemas de larguras n e n-1

£ (z )
m_gn Crn) " —n_l ) (A3.1)

n—l(zc,n

O expoente critico v pode, entdo ser estimado a partir da re

lacao (5.51)

" . -1
ka I:F’n(zc n)/gn—l(zc n):l
\Y = 1 + L L

A £n[h/(n—lﬂ

. (A3.2)

Para modelos de vértices submetidos a condigdes de
contorno periododicas, as estimativas para zc e Vv sao calcu-
lddas pelo programa GRFl. Este programa utiliza os resultados
dos calculos de teoria de grupos (ver apéndice 2) como dados.

Sdo calculados os dois maiores autovalores para um intervalo
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(z,,z,] de atividades, em passos iguais a Az . A estimati-

1772

va 2z . &, entao, calculada por interpolacao de Laplace. Nes
r

te programa, todos os autovalores sao calculados através de u-

ma subrotina de biblioteca. O programa indica os blocos de ma

triz de transformada onde se encontram OS dois autovalores de

maior médulo. As estimativas para Vv sdo calculadas a partir

da expressao (A3.2), derivando-se numericamente O comprimento

de correlacdo. Geralmente, calculamos as estimativas em trés

; 5 ; -2 -4 -6
aproximag¢des sucessivas, cOm passos Az = 10 , 10 e 10 .

Na melhor aproximacao, obtemos 8 algarismos significativos nos

valores de 2 e 4 ou 5 nos de v_ .
c,n n

O programa GRF2 vale-se da constatacdo empirica de
gue os dois maiores autovalores se encontram sempre em determi
nados blocos da matriz de transferéncia transformada. Utili-
sando os resultados do programa CNHI, s3o0 diagonalizados ape-
nas estes dois blocos, com um tempo de processamento sensivel-
mente reduzido em relacdao ao tempo correspondente do programa
GRFl. Nos modelos de 12 vértices de maior largura que conside
ramos (N=8) o calculo de um par de estimativas para 2z, € AV
que envolve a determinacdo da razdo entre comprimentos de cor-

relacdo em trés valores de z , demora cerca de 2000s na UPC

do computador Burroughs B6900 do CCE-USP.

Para os modelos de vértices submetidos a condiéées
de contorno helicoidais, ja dissemos que nos métodos iterati-
vOos para célculo de autovalores o carater esparso da matriz de
transferéncia é explorado. Apds algumas tentativas com outros
hétodos numéricos, optamos por empregar uma generalizagao do
método da potédncia para determinar os dois maiores autovalores

da matriz de transferéncia(IZl). Observamos que a convergéncia
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do processo iterativo que empregamos pode se tornar muito len-
ta para sistemas de larguras relativamente grandes, na medida
em que os dois maiores autovalores da matriz de transferéncia
assumem valores muito proximos. O nicleo do método da potén-
cia é constituido pela multiplicagdo da matriz de transferén-
cia por um vetor. Notamos que freqientemente uma escolha con-
veniente do vetor inicial pode ser decisiva para a convergen-
cia do processo, particularmente em calculos com matrizes rela
tivamente grandes. A largura maxima que consideramos (n = 9)
foi determinada pelo fato de que para larguras maiores o meto-
do convergia para o primeiro e o terceiro autovalores. Talvez
um método numérico mais sofisticado permita chegar a larguras
maiores. Entretanto, provavelmente também envolveria um tempo
de processamento maior. Observamos que no programa DGRFH]1, que
calcula as estimativas para os modelos com condigoes de contor
no helicoidais, todos os calculos sao realizados em dupla pre-
cisdo, pois os erros de arredondamento podem afetar bastante os

resultados do processo iterativo.
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