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RESUMO

Utilizamos um formalismo variaciona1,_
juntamente com tecnicas diagramaticas, para estudar. o
comportamento termodinamico do modelo de Ising com cam-
po transverso na presenca de interacoes de Tlongo alcan
ce. Obtivemos uma expressao para a suscetibilidade aci-
ma da temperatura critica Te- Tambem obtivemos uma for
ma aha]Ttica para a temperatura critica, que nos permi-
te tracar graficos de kTC/J em fungEo de T/J - onde J
e a constante de troca das interacoes de curto alcance
e ' @ 0 campo transverso - para valores Tixos do nimero
de coordenacao da rede e da razao n entre as interacoes
de Tongo e de curto alcance. O0s rnossos resultados apro-
ximados para a suscetibilidade foram comparados com a

expansao exata em série de altas temperaturas.




ABSTRACT

We use a variational formalism,together

with diagrammatic technique, to study the thermodynamic
behaviour of the Ising model in a transverse field with
the addition of long range interactions. We obtain an
expression for the susceptibility above the transitioh
temperature. Also, we obtain an analytic expression for
the critical temperature, which allows the construction.
of kTC/J versus T/J curves (where J is the exchange.
parameter of the short range interactions and T is the
transverse field) for fixed values of the coordination 
number of the lattice and of,the ratio n between ]ong.
and short range interactions. Our approximate resu1t5 
for the SUSceptibi1ity are compared wfth the exact ex-

pansion in a high temperature series,
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AVANT-PROPOS

Algumas consideragdes devem ser feitas

quanto ao proposito e a exposicio desta dissertacdo.

Com respeito ao proposito, podemos di-

Zer que e duplo.

0 primeiro @8 0 de resolver um proble
ma. que,para muitos.nao & senao a Unica e verdadeira ati-

vidade cientifica.

Como em toda solucgao de problemas,
devemos fazer uso de uma metodologia ou se quiser de um
conjunto de regras ou procedimentos que governam 3 busca

desta solugdo.

Tanto o problema, quanto a_metqdo1qgja
utilizada, encontram-se definidos no dominio da Mecanica Es

tatistica em equilibrio.

Do ponte de vista matematico, o proble
ma consiste em calcular a funcdo de particao, e deste
modo as fungoes termodinimicas, assoc1adas com o chama~ .

do- mod 10 de Is1ng na . presenga de um- campo transverso
“Atraves da poTarizagEo e da suscetibili
dade a campo nulo 'estudaremos 0s pontos nao analiticos .

“do modelo, 1sto e, a tran51;ao de fase apresentada per e1e.'
Do ponto de vista f1s1co, 0 mode1o ma-’
temat1co representa 0s tragos essenc1a15 da estrutura do

cristal PbHPO4 e seu% 1somorf05 e deste modo ) proporc1ona




um estudo das propriedades de transicao de fase destes

cristais.

A metodologia da qual faremos uso pa-
ra resolve~lo & a do formalismo variacional baseado na chg;_
mada desigualdade de Bogoliubov, 'juntamente com certas

técnicas de expansdao exata em serie.

¢ segundo propositc, apenas esbocado,
e o de estabelecer o contexto do problema e sua origem,pro
curando, nesta tarefa, descrever e distinguir os diferen-
tes procedimentos de abordagens, frisando os pressypostos

de cada um, reclamades para a solucgao do problema.

No que diz respeito a exposicao, ela €
conduzida segundo o aperfeicoamento dos modelos e técni-

cas utilizadas na abordagem do problema.

0 esquema de apresentacao da nossa dis

sertacdo e o seguinte.

No capitulo I fazemos uma descricgao
rapida dos aspectos gerais da teoria dos fenomenos criti-

¢0s em equilibrio.

No capitulo Il expomos o problema a-
traves da descrigdo das diversas teorias construidas para

discuti-lo.

Mo.capitulo 111 descrevemos e fazemos
uso tanto do procedimento variacional, quanto do _modelo' 

esférico para estudar o nosso modelo.

0 capitulo IV & dedicado ao estudo e
3 andlise da t@cnica de expansao em series a altas tempe-

raturas.,
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Finaimente, no capitulo V, a metodolo-
gia variacional e a tecnica de expansao em series,
sao aplicadas aoc nosso modelo, proporcionando uma so-
lugdo analitica aproximada e possibilitando o estudo do .

comportamento critico do cristal ferroelétrico PbHPO4.



| CAPITULO 1
ASPECTOS GERAIS. DO FENOMENO CRITICO

INTRODUGAO

0 proposito deste capitulo @ o de apre--
sentar a linguagem, algumas relagoes e as primeiras teo~
rias dos fenomenos chticos,juntaménte com 0s. elementos
mais estreitamente ligados ao problema em estudo, como &
0 caso da transigao de fase, do tipo ordem desordem, .

no dominio da ferroeletricidade em materiais contendo liga-

¢oes de hidrogenio.

SEGAO 1. TAREFA DA MECANICA ESTATISTICA

A tarefa.da Mecinica Estatistica consis ..

te em derivar as propriedades macroscopicas da materia

a partir das leis que governam o comportamento das parti-

culas individuais ",sendo que essas prepriedades sao expres .

sas pelas grandezas termodinamicas como o calor especifico,

energia, suscetibilidade, compressibilidade, etc.

Dado um sistemade N particulas de massa
M confinado num dominio Q de volume.V(Q), todas as,grandef‘
zas termodinamicas. podem ser _obtidas .desde que se conhecga
a funcdo termodinamica.entropia S(U,V,N) ou a fungao enep

gia_intehna_U(S,V,ﬁ), do sistema.

Contudo, trabalhamos frequentemente na

representagﬁo_dos'potenciais termodinimicos de Helmholtz =~ -
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ou de Gibbs em lugar da energia ou entropia, uma'vez':qué
por meio deles se torna mais comodo estabelecer  conexdes -
com as'fUngﬁes que descrevem d comportamento microschicq
da mat&ria. Essas representagﬁes sao vinculadas por cer-
tas transformacoes conhecidas como transformagoes dé"Le%
-gendfe.

A descricao do comportamento microsco-
pico da materia e dado pela fungdo de particdo canonica,
relagdo fundamental da Mecanica Estatistica, que se defi-

ne, no caso classito, do Sseguinte modo:

I(T.V(R).N) = ,//, ‘/// j/ j//pN ©

(1.1.1)

onde H @ o hamiltoniano db sistema B= —lfj sendo k a coﬁg?
- kT :
tante de Boltzmmann € T a temperatura absoluta.

No caso de um sistema quantico, a ex-

pressdo anterior & substituida por:

Z{T,V(2),N) = Tr ¢ FH | | (1.1.2)
onde H. & agora um operador..

Definidas as grandeaas que.. descrevew 0S|

aSpectns macrostopltos e aque]as vqncgladas ans aspectps

microschpicos dai_materia:a_cnnexﬁo_entre elas e estabele |

tida pela relagao:

V() N>~ En,z.f;: -f_- ; a3y

m!—a.

onde ¥ & o potencial de Helmholtz.
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As definigoes descritas anteriormente,co-

mo e o caso da fungao de partigao, referem-se a um ensem-
ble conhecido como ensemble canonico o qual se caracteriza-
por_considerar no sistema as grandezas N, V e T fixas e
a energia E variavel. No caso de um sistema que contém as
grandezas T e V fixas, enquanto que N e V sdo variaveis, o0
ensemble adequado &8 o grande canonico ceja funcdo de. par-

ticao define-se de modo diferente

SN

™13

E(T,2,V) = Z(V,N,T) (1.1.4)

N

0

onde a variavel Z e chamada atividade ou fugacidade.

Neste caso a conexao entre as grandezas
que descrevem o0 aspecto macroscopico e aquelas vinculadas
ao microscopico & estabelecida por:

o(T,z,v) = - Lgn = (1,2,v) | (I.1.5)

B

1

Comrestas especificacoes a respeito__ dos
enSEmb1es canonico e grande canonico e das definigoes de
suas respectivas fungoes de partigao pretendemos, 'apenas,
qﬁé se reconheg¢a que as propriedades termodinamicas compu-

(2)

tadas por meio destas expressdes dependem :

a) do volume V(%) do sistema;
b) para um dado dominio @, de sua forma;
©) para um dado dominio g, do tipo de

ensemble empregado.




Alem disto, como N e V s3ao finitos,a
fungao de partigao Z(T,V(R),MN)ou E (T, zN) sao fungdes com
pletamente analiticas de T, uma vez que o integrando de
(I.1.1) & uma funcao analitica de B= F%— e a integral &

efetuada sobre um dominio finito.

Deste ponto de vista, o limite termodi-
namico e essencial, tanto no caso de obtermos representa-
gﬁeé diferentes das mesmas propriedades termodinamicas do
sistema,gquanto no caso de uma discussao rigorosa das transi
¢oes de fase, que consiste num dos problemas majs interes-
santes da Mecanica Estatistica em equilibrio e constitue o

dominio de interesse nesta dissertacdo.

SEGKO 2 - PONTOS E EXPOENTES CRITICOS

A primeira nogao com a qual mais rapidé
mehte nos familiarizamos e a de ponto critico, gue aparece
tao logo percebembs que na maioria dos casos, as fases da
materia sdo bastante diferentes e separédas uma da outra
e que variando a temperatura ou outros parametros termodina
micos podemos, freqﬁentemente, eliminar essas diferengas
ate faze-las, neste ponto ¢ritico, desaparecer por comple~
to.

Na teoriardos fenomenos criticos Sdo -
muitos os exemplos de pontos criticos. Os mais fami]iares
Sa0:

a) o ponto de Curie ou ponto -critico

de um cristal ferromagnético no qual a magnetizagio esponté
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nea e, portanto, a diferenca entre dois dominios magnéti-

cos diferentemente orientados vai continuamente a zero;

b) aguele no qual termina a curva de
coexisténcia de um 17quido e seu vapor.Existem contudo,mui
tos outros exemplos menos familiares de pontos criticos tal

como,

c) o ponto de uma liga binaria metali
ca, 0 qual marca a temperatura acima da qual oS componentes

misturam-se homogeneamente em todas as proporcoes;

d) o ponto critico de um supercondu-
tor metalico abaixo do qual a resisténcia eletrica desapa
rece e varias correntes permanentes podem fluir, mas acima

do qual sempre ocorre dissipacgao.

Formalmente, um ponto critico ou ponto
de transigao de fase & definido como qualquer ponto nao
analitico da energia livre canonica ou energia de Helmholtz:

W(v,T) = 1im .}{ tn Z(T,V,N)

<
1
= =

N, Vo oo
ou do potencial grande candnico ocorrendo para T e v reais
e positivos.
Por ponto naco analitico entende-se ' que
a2 fungao ndo pode ser expandida em série de Taylor em ‘tor

no do ponto considerado.” Ndo & necessario, portanto, que
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alguma derivada de y(T,v) tenha uma descontinuidade ou tor

(1)

ne-se infinita, mas normalmente & isto que ocorre ’.

As transigoes de fase s3ao <classificadas
em dois tipos de acordo com o comportamento das derivadas

da energia livre.

Aquelas transigoes onde uma ou mafs pri-
meiras derivadas dos potenciais termodinamicos relevantes
mudam descontinuamente, como fungio de suas variaveis, sao
chamadas transig¢oes de primeira ordem. Tais transicoes sao
acompanhadas da presenga de calor latente. (A teoria de
Slater fornece este tipo de transicgio a respeito do fenome-

ol
no de ferroeletricidade no KH2P04) (d)-

Por outro lado, transigoes onde as pri-
meiras derivadas dos potenciais termodinamicos permanecem
cont?nuas enguanto somente as segundas derivédas, tal co-
mo a compressibilidade, o calor especifico e .a suscetibili
déde, sao divergentes ou mudam.descontinuamente no ponto de
transigac sao denominadas transicdes de segunda ordem ou
transigoes contTnuas. F para tais transizbes que wusamos

propriamente o termo ponto critico.

Um problema de grande interesse no estu
do dos fendmenos criticos, seja experimental ou teoricamen-
te, e a determinacdo das leis assintoticas governando a a-

proximacao-ao-ponto-critico.-

Ha varios motivos que chamaram a atencgao
dos fisicos para o estudo do comportamento das fungoes ter-
modinamicas nas vizinhangas dos pontos criticos, dentre

eles um dos mais importantes 2 o da existencia de certas re
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lagoes entre os expoentes criticos que, originando-se das
consideragoes termodinamicas e da Mecanica Estatistica, ad-
quirem caracteristicas gerais validas para qualquer siste-

ma (4).

0 expoente critico X correspondente ao

ponto critico x = 0, de uma fungao f(x) & definido por(J).

A= 1im A f(X) (1.2.2)
x+0+ En x o

Escrevemos f(x) -~ x* quando x>0, se o

limite acima existe.

0 caso em que XA e zero nao corresponde
a um Unico tipo de comportamento, podendo ser uma desconti~

nuidade ou uma divergencia logaritmica.

As definigoes padrao dos expoentes cri-
ticos para as fungoes termodinamicas associadas com o fe-

nomeno da magnetizagao, por exemplo, sS30 05 seguintes;:

a} a magnetizacao espontanea

M-

—

C
quando: T +'TC" e;

H=20

onde o sinal ~ indica a forma assintotica . da dependencia

com a temperatura.

)? _ R o ___' (1;2,3)




1n

b) A suscetibilidade

X ~ |1 - % | =Y (1.2.4)

T>T17"
c) 0 calor especifico
Cyg ~ 11 -1 17 | (1.2.5)
Te
para H = 0
T»>717

E os expoentes a' e v' sao usados pa-

ra designar o comportamento abaixo de Tc'

Como veremos na proxima Ssecao, as teo-
rias classicas atribuem os seguintes valores a estes expo-

entes:

Yy = y' =1 o =o' =10 (I.2.6)

(sem divergencia)

Em 1963 Rushbrookeprovou a partir de
consideracgoes termodinamicas a seguinte desigualdade entre

(1)

expoentes criticos .

a' + 28 + ¥' 2 2 (1.2.7)

A partir da7 surgiram outros expoentes

e correspondentemente desigualdades entre eles.
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‘ (4) : reacE

Stanley ao se referir a uma demarcagao

entre a era classica e a moderna do estudo dos fenomenos cri
ticos enfatiza as investigacoes dos expoentes criticos como

o elemento principal nesta provavel demarcacao.

SEGKO 3 - TEORIAS CLASSICAS DA TRANSIGCAO DE FASE: TEORIA DE
WEISS, TEORIA DE VAN DER WAALS E TEORIA DE LANDAU

Discutiremos em detalhe apenas a teoria

de Weiss e a de Landau.

Num sentido todas estas teorias, pelo me-

nos em suas origens, sao fenomenologicas.

Fenomenologicas enquanto compreendemos
por tal termo as teorias que fazem uso unicamente de varia-
veis termodinanicas para dar conta das diferentes proprieda-

des da materia. ‘

Fenomenologicas enquanto nao fazem uso de
conjecturaé acerca do tipo de interagoes microscopicas res
ponsaveis pelas mudancas de fase, mas apenas tentam relacio-
nar as varias propriedades macroscopicas da matéria e des-

creve-las em termos de uns poucos parametros.

Poder-se-ia objetar a afirmacao antekior
recordando que Weiss como Van der Waals tonjecturaram a res
peito das interacoes entre as moleculas constituintes da ma-
teria.

5,6

Dos artigos de Weiss( ) como das refe-

réncias sobre Van der Waals, podemos perceber claramente a
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presengd de tais conjecturas; contudo, o que importa e inva-
tida a objegao € que tais hipoteses eram expressas por uma
grandeza macroscopica norcaso de Weiss, a 1mantag50 ou mag-
netizacgdo, e no de Van der Waals a pressao interior. E e-
xatamente, pelo fato de a natureza do campo molecular nao
ter sido discutida em detalhes, isto &, em termos microscopi
cos, qUe a formulacao estatistica das transicoes de fase
foi prote]ada bara depois dos trabalhos de Heisenberg acer-

ca do acoplamento de troca.

Num outro sentido, porem, as teorias de
Weiss e Vén der Waals nao sao fenomenologicas, cabendo este
nome propriamente a teoria de Landau, enquanto as duas ante-
riores fazem parte do que se convencionou chamar de trata-

mento de campo medio.

0 tratamento de campo medio caracteriza-
se pdr‘assumir como pressuposto fundamental a hipotese de
Weiss "Eu suponho que cada MOEEcuKa expenimenta da parte do
conjunto das moleculas que a envolvem uma acdo igual aquela
de um campo uniforme NI proporcional a Aintensidade da imanta
cdo 1 e da mesma onieniag&a que eﬂe”(sz Em termos atuais
significa assumir que as forgas flutuantes agindo sobre um
inico elemento do sistema podem ser substituidas por'um cam-

po médio uniforme devido ao restante do sistema.

0 tkatamento fenomeno]Bgico assenta-~se no
pressuposto de'que o potencial termodinamico relevante. po-
de ser expandido em serie de Taylor acerca do ponto critico.
Assim, a distincao entre os dois tratamentos torna-se majs

clara e podemos precisar o alcance das objecoes das teorias
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modernas a estas teorias. E flagrante, por exemplo, a  in-
compatibilidade entre a definigao de ponto de | transicao

de fase (I.2.1) e o pressuposto do tratamento fenomenologi -

co.
A) Teoria de Weiss - Tratamento de Campo Medio

A ideia de um campo medio (molecular pa-
ra usar a expressao original) no estudo dos fenomenos coope
rativos e mais familiar no ambito do magnetismo onde foi

introduzida pela primeira vez, em 1907, por P. Weiss.

No artigo de weiss(s)encontramos inici-
almente, uma exposigao suscinta da teoria cinetica do para
magnetismo de Langevin a partir do qual o autor desenvolve

uma teoria do ferromagnetismo.

Segundo esta teoria de Langevin*, cada
molecula de um gas paramagnetico tem um momento magnetico
diferente de zerc. Um campo magnetico exterior agindo so-
bre as moleculas tende a orienta-las, enquanto a  agita-
cdo teérmica e os choques que as acompanham tendem a restabe

lecer constantemente o estado de desordem primitivo.

Resulta, entao, um equilibrio estatico
pelo qual a intensidade de imantagao I e fungao do quocien

te do campo pela temperatura absoluta T.

Tal equilibrio & dado pela expressao:

1 h ]
1 o el (I.3.17)

0

* Mantivemos a notagao e os termos usados por P. Weiss.
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onde a = «%%» (I.3.2), weo momento magnetico da molecula,

H o campo magnetico e r uma constante.

Weiss comenta que tanto Langevin como Cu-
rie estavam bastante surpreendidos com a grande semelhanca
das curvas representando a intensidade da imantagao em fun-
¢cao do campo e da temperatura com aquelas que representam a
densidade de um fluido em funcao da pressao e da temperatu-
ra.

Resulta desta comparacido que o estado pa-
ramagnetico & analogo ao estado gasoso e o estado ferromagng

tico ao estado 1iquido.

A constatacao desta semelhanca leva Lan-
gevin a indicar o caminho a seguir para estender 3s substan-

cias ferromagneticas a sua teoria dos corpos paramagneticos.

0 caminho & o de levar em conta as inte-

racoes entre as moleculas.

Weiss em lugar de fazer um estudo deta -
Thado e microscopico destas interagoes, aventou uma hipote-
se extremamente simples a respeito delas: supde que cada mo
]Ecu]abexperimenta por parte das demais uma agao proporcio-
naT‘E intensidade de imantacao, isto e,

H o= NI (1.3.3)

Fazendo uso da hipotese (1.3.3) e assumin

do que o campo externo e nulo a expressao (I.3.2) torna-se

ar T
T TN Io 7(1.3.4)
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A solugao grafica das expressdes (I.3.1)
e (I.3.4) e mostrada na figura 2, onde a curva representa

a expressao (I.3.1) e a reta (I1.3.4).

vz.—. ' ,Z/’""B'v

/|

A intersec¢ao da curva e da reta fornece~

ra os valores de I que satisfazem as duas expressoes.

E facil perceber pela expressao (1.3.4)
que quando a temperatura se eleva o coeficiente angular da
reta OA aumenta proporcionalmente a T e por consequéncia a

intensidade da imantacao diminue.

A imantacao vai se anular quando a reta
for tangente a curva no ponto 0 determinando assim uma tempe

ratura 6, denominada temperatura critica.

Weiss obtem este valor de 06 calculando a
expressao da imantacao nas proximidades de a=0; para isso ex

pande a equagao (I.3.1) ate terceira ordem em a, obtendo:

— 3 - 3 (1.3.5)

0

fazendo uso das expressoes (I.3.4) e (I.3.5) encontramos pa



17
ra 6 o valor

NI, (1.3.6)

8 = — 3

e finalmente de (1.3.2) e (I.3.6):

@}~

I
=3 T (1.3.7)

obtendo assim, uma lei de variagao da intensidade da iman-

tacao com a temperatura, representada pela curva da figura

o

[ =]

th

-
ey

Contudo, apesar da abordagem de campo
medio proposta por Weiss ser fenomenologica no primeiro
sentido discutido anteriormente, no final do seu vartigo
de 1907 encontram~se os trag¢os da sua linha de pesquisa
a partir de entdo, isto e, que os resultados adversos en-
contrados pela teoria desenvolvida "devem sexr considera-
dos menos uma objecdo do que um estimufo a  investiga-

coes sobre novas hipoteses da estrutura atomica'.
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Posteriormente, em 1914, surgem os re- -
sultados desta proposta de pesquisa. Num artigo cujo titulo

(6)

e "Sur la nature du champ mol&culaire"™ ’, Keiss se propoe a
“mostran que as agoes mutuas entre o0& atomosd nao podem den
nem magneticas nem eletrostaticas, se entendemos pon es tas

ultimas aquelas que obedecem a Lei de Coulomb".

Vale a pena relembrar que o trabé]ho de
Weiss colocava-o em franca oposi¢ao com uma escola, segura
mente forte nesta epoca, denominada Energetica, da qual par-
ticipavam gkandes personalidades da ciéncia, dentre elas
Ernst  Hach, ferrenho opositor dos trabalhos de Boltzmman
e Pierre Duhem, em Franca, critico exasperado dos traba-
Thos de Maxwe]](7) Segundo esta escola o objetivo de uma
teoria fisica ndo @ o de explicar os fendmenos fisicos mas

sim de representar as leis empiricas.

Explicar, para eles, significava conjectu
rar a respeito da natureza do fenomeno, procurar formular
hipoteses ndo observaveis diretamente, manifestar-se atra-
ves de modelos acerca da natureza da materia. Deste
modo, toda linha de pesquisa voltada para a conjectura, para
o conhecimento da estrutura atomica, estava fora dos limites
da ciencia, segundo a Energética, pois nao trabalhava  com
ebservEVeis(g) Deste modo, as oposicoes que Weiss enfrenta
¥a nao decorriam apenas do confronto entre a experiéncia e
2 teoria (em termos quantitativos) mas também acerca de sua
toncepgao de ciencia, isto &, de qual era o objetivo

da ciencia.
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Apesar do fracasso em termos quantitati-
vos, a teoria do campo medio era capaz de reproduzir as pro
priedades fisicas mais importantes de um ferromagneto, a
saber, a existencia de uma magnetizacao espontanea, a sua
dependencia da temperatura e a forma da curva da suscetibi.

1idade (o comportamento) acima da temperatura de Curie.

Alem do mais, a teoria de Weiss era a
primeira a dar uma exposigao matematica de uma transigao de
fase de segunda ordem. Nes palavras de Weisc "Engim a fLeo
nia de campo moleculan tem peamitido neconhecer que a anoma
Lia tinmica no ponio de Cunde na0 ¢ um valon de Zransfor
macdo se desenvolvendo a uma femperatura determinada como.
ena genalmente admitido, mas uma descontinuidade do calon

especl fico uendadeino"(S).

Veio a ser confirmado, em 1928, por Hei-
senberg, a impossibilidade das interagaes magneticas e ele
trostaticas de explicarem a natureza do campo molecular,
ao mostrar que as interagoes eram "quaﬁtum" mecanicas e con
sequéncia direta das restrigbes colocadas sobre as fungoes

(9)

de onda pelo Principio de Pauli
B. Teoria de Landau - Tratamento fenomenologico

Como ja nos referimos anteriormente, 0
pressuposto fundamental desta teoria e que o potencial ter-
modinamico pode ser expandido em serie de Taylor acerca do

ponto critico. .
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A teoria de Landau e uma das espetu]agSes
mais elegantes e simples a respeito da forma possivel de um

potencial termodinamico proximo ao ponto critico.

Podemos dizer que as etapas principais des

. ~ . 2
te procedimento sao as segu1ntes( ):

a) escolher as variaveis termodinamicas
(por exemplo, temperatura T e polarizacao P, no caso dos fer-
roeletricos) e considerar o potencial termodinamico apropria

do (Energia livre y);

b) expandir esta energia livre em po-

tencias de P com coeficientes Lj(T);

c) expandir os coeficientes Lj(T) em po
tenciag de T-TC. Estes coeficientes estdo sujeitos a condi-
¢ao de tornar a compressibilidade ou a suscetibilidade em

TC infinita;

d) fazer uso do principio de minimiza -
¢ao da Energia livre para obter os valores do parametro de

ordem (Ex. P) que caracterizam a transicao de fase.

Nao so pretendemos ilustrar tal teoria, dis-
cutindo o caso mais simp]esrda Terroeletricidade, onde o,parE
metro de ordem e a polarizacdao espontanea P ao longo do eixo
ferroe]étrico(]o),como tambem preténdemos antecipar o proce-
dimento usado por Devonshire(]])para discutir a transicdao de

fase no KH,P0, ao qual nos referiremos no proximo capitulo.

a) Escolhemos as variaveis termodinami-

cas P,T e a Energia livre como o potencial apropriado.
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b) Escrevemos

2 3
L(T)P™ L,o(T)P
W(T,P)= Li(T) pJ- Ly(T)+Ly(T)P + 2(TIP" L3(T)
-J=0 5 3

4 T) pb

5 L
L5(T) P + _ﬁ(__

L,(T) P
+ 4 6

4 5
(1.3.8)

Como a energia livre deve s2r simetrica
com respeito a inversdao da polarizacio (P>-P) na fase pa-

raeletrica anossa expansido contem apenas os termos pares,

assim
L (T) P2 LTy P* L (T) P
Y(T,P) = O(T) PR AR PR A +  ——— +
e 2

4 v 6
' (1.3.9)
c) Expandindo Lj(T) em potenciais de

T—TC obtemos:

.. Ty K _ T
Derivando a expressao (I1.3.9) em relacdo 2 polarizagao,obte-

mos a variavel conjugada E

E(T.P) = 2= L (m)p
ap

+

L4(T)P? + L (TP .. (1.3.11)

0 valor de equilibrio da polarizacao es-
pontanea PO na temperatura T e o valor de P para o qua] a

energia livre e minima.

Na ausencia de campo externo a condigao
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\

tal que a Energia livre e estacionaria & dada por:

Ly(T)P + Ly (TP + L (T)P5 = 0 - C(1.3.12)

e para que as solugoes sejam estaveis

v , ‘
-1 _ 3 _ 3 4
x; = (-B--I;T)P = Ly(T)+3L,(T)P 451 (T)P" > 0
(1.3.13)
Temos duas solugdes. Uma solugao da equacao (I.3.12) e

sempre P0=O, correspondendo a fase paraeletrica.

A outra solucgao P,# 0 correspondendo a
fase férroe]étrica, existe sob certas condicoes.
a) Analise da solucao P,=0, fase para
eletrica

De (I.3.13) temos:

;7= Ly(T) (1.3.14)

e de (I.3.10) juntamente com o fato de que no limite de es

tabiTidade‘T0 da fase paraeletrica XT-] deve tornar-se nulo,
obtemoﬁ
Lo(T)= 29(T-Tg) (1.3.15)
Assim X-] = ¢ onde C = — sy T > T
T 0
T-T0 22]

que & a lei de Curie Weiss para a suscetibilidade dieletri~-

ca da fase paraeletrica.
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.Assumindo - que o0s coeficientes La(T)
e Lg(T) variam muito pouco com a temperatura nas proximi-
dades do ponto critico. vamos coloca-los como constan~

tes eassumir que Lg & positivo:
Ly(T) = Ly Le(T) = Ly >0 (1.3.16)

Dependendo do fato de L4 ser positivo
ou negativo teremos uma transicao de segunda ou primei-

ra ardem respectivamente.

Caso em que L4>0, temos duas solucgges:

a) Pp=0,0 qual ja discutimos:

b) Py#0
L 4%, .L 172 (1/2
p=t |- Ay -(1~mm"ﬁlw§.(T_T N ) (1.3.17)
0 2 0 :
2L6 L4

Neste caso, a solugao so existe para

o caso em que T<T,, pois e real.

Analisando a suscetibilidade XT_] ex-

pressa pela relagao (I.3.13) verifica-se que se tra-

ta de wuma transi¢do de segunda ordem.
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Caso em que L4<0

Novamente pela analise da expressao

(I.3.13), conclui-se por uma transicao,agora, de primeira

ordem.
No caso de uma transicao de segunda or-

dem, 1isto e, L4>O, assumimos nas expresscoes anteriores que

L6=0.

Obtemos entao, que a expressao (1.3.12)

fornece como solucdo:

’ 2,.(T-Ty) |1/2
0
Py = LI P LA e Py =0 (1.3.18)
L4 o
A solugao Pp=0 minimiza a energia quan-
do X}] = 22](T~T0) >0, isto e, quando T>Tj, (I.3.19)

Enquanto as outras duas minimizam a e-

nergia para 259(T-T5)<0, ou seja, quando T<T,.

Des te modo

-1 1 C
— e (1.3.20)

£51(T-Tg) T-T,

Lo

, : 1/2 .

entdao o expoente critico y= -1 e Paa(Ty-T) da expres-
;-

sao (1.3.18) de onde B= 7
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SEGAO 4 - MODELO DE ISING

0 modelo de Ising foi originalmente pro
posto como um modelo para o ferromagnetismo; os spins sao
escalares capazes de apenas duas orientacoes: para cima

(+) e para baixo (-).

Este modelo foi inventado por Lenz em
1925 e solucionado exatamente em uma dimensao por Ising co-=

mo tese de doutoramento.

Wannier e Kramers (1941) formularam o me-
todo da matriz de transferencia pelo qual o modelo e facil
mente soluvel (em uma dimensao) para todo o campo magneti
co H e temperatura absoluta T. Em uma dimensao ele nao exi-
be nenhuma transicao de fase, excetsc no ponto H=T=0 que nao
e analitico e pode ser interpretado como um tipo de ponto
critico, pois nele as correlacoes se tornam de alcance infi-

nito.

Podemos definir o modelo de Ising da
seguinte maneira(]):

Seja uma rede com spins p capazes de
dois valores, +1 (para cima) e -1 (para baixo), Toca1izados

nos vertices P da rede.

Com N vertices ha um total de 2N configu-
ragoes de spins na rede, uma configuracao {o} sendo especifi
cada por N variaveis de spin, isto e,

{o}= (o, : P um ponto da rede)

Numa configuracao {o} a Energia de inter

agao e definida por:
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E{oc} =- £ Jdo o0 -Hro (1.4.1)
pg P Q@ " p
onde P e Q sao vizinhos mais proximoss J @ a constante de

acoplamento e H o campo externo magnetico.

0 primeiro termo representa a energia
de interagao entre os spins e o segundo termo a interacao
entre os spins individuais e o campo externo. Dependendo
do sinal de J teremos ferromagnetismo ou aﬁtiferromagnetise
mo. Ao primeiro corresponde o fato de J>0 e ao segundo dJd<0,.
Eles apresentam configuragoes diferentes para o estado fun-

damental.

Numa dimensao a rede torna-se uma ca-
deia de N spins e a expressao (I.4.1) fica:

N N
E{o} = - J I 0 Gy - H X0 | (1.4.2)

Fazendo uso do procedimento de matriz
de transferencia podemos obter o valor da funcio de parti-

¢io definido por:

: -=BE{o} , ;
L= L e - (I.4.3)
{o} .
Apesar de aparentemente os sistemas lineares unidimensionais
nao apresentarem significado real, isto na verdade n3o ocor
re, uma vez que eles servem como uma razoavel aproximacao a
alguns sistemas fisicos especiais. Vamos verificar que o0

cristal para o qual estamos com as atencoes ygltadas nes-

ta dissertacdo, o PbHPOg, pode ser considerado como uma
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colegdo de cadeias lineares com fortes interagoes ao Tongo

das cadeias e fracas entre as cadeias.

Estes sao motivos suficientemente for-
tes para tornar os modelos unidimensionais objetos de preo

cupagoes tanto teoricas quanto experimentais.

Alem destes, outro motivo pode ser a-
presentado - @ que suas solugoes frequentemente nos ajudam
a julgar a validade de tecnicas de aproximagao que sao usa-

das para outros modelos ndo solUveis exatamente.

0 modelo ferromagnetico de Ising em du-
as dimensoes exibe uma transicao de fase ém campo zero. 0
ponto de transigao foi primeiramente localizado por Kramers:
e Wannier; contudo, o calculo exato da funcio de particao em

campo zero foi feito por Onsager (1944) (12)

A expressao da Energia livre obtida oa:

m
a8, de,
M 1 — —= 2n (ch 2 k, ch 2 k,
kT 2 ) 2m Zm
- -
~ sh 2k, cos 0 - sen  2Zky cos 6,) : (1.4.4)
9y 3, _

onde k = -—= e ky = 7 e Jdxs Jy sao as constantes

' kT A :
de troca horizontais e verticais, respectivamente.

0 motivo de apresentarmos a solucio,aqui,
€ que ao fazermos a expansio da Energia livre em torno do
ponto critico Tc’ obtemos a seguinte expreSsEo:

, : ? ,
P(T) = Yo + 22](T—Tc) + L4(T«Tc) 2n[T~TC} + -- (I.4.5)

onde 221 e L4 sao constantes (dependendo de Jx/Jy).
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0 aparecimento do fator logaritmico no
termo de segunda ordem prova que, contrariamente ao trata-
mento classico (secdo anterior), a Energia livre a campo

zero ndo tem expansao em serie de Taylor acerca de T-T.-

SECAO 5 - FERROELETRICIDADE - MECANISMO DE ORDEM-DESORDEM

Dentre os muitos materiais que apresen-
tam transicdo de fase serao objeto de nosso estudo aqueles

1

conhecidos como ferroeletricos.

Ferroeletricos sdao materiais que  pos-
suem uma Polarizacao eletrica espontanea PO a qual pode
ser invertida pela aplicacao de um campo eletrico adequa-

do E. Este processo e acompanhado por histerese(]3).

E desta analogia com o "loop" de histe
rese de um ferromagneto que a ferroeletricidade adquire
seu nome. Contudo, n3ao ha ferro nos ferroeletricos como o

prefixo "ferro" pode parecer implicar.

0s ferroeletricos sao todos solidos. A
descoberta do fenomeno de ferroeletricidade ocorreu em

1921 por Valasek na investigagao do sal de Rochelle.

0 efeito descoberto por Valasek era uma

histerese dieletrica.

E a existencia em qualquer substancia
de uma "loop" de histerese implica que a substancia pos

sue uma polarizagao espontanea.
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Embora o sal de Rochelle permanecesse por
alguns anos o uUnico 2xemplo conhecido de ferroeletricidade,
outros foram descobertos mais tarde. Entre eles o cristal
de KH,P0, (KDP) descoberto por Bush em 1935 ]4. Em tempe-
ratura normal ele e tetragonal, a magnitude de seus efei-
tos ferroeletricos € mais pronunciada do que no Sal de Ro-
chelle e a sua estrutura cristalina muito mais simples, Es-

ses constituem motivos suficientes para torna-lo mais in-

teressante de ser investigado.

Do ponto de vista do mecanismo de tran-
sicao de fase, o0s cristais ferroeletricos podem ser classi-

ficados em dois grupos principais(]s).

a) os de ordem-desordem e

b) os de deslocamento, de acordo com o
vato da transigao estar associada com um ordenamento dos
?onsrou com o deslocamento de toda uma subrede de Jons de um

tipo relativamente a uma outra subrede de Tons de outro ti-

0o,

0 cristal KH, PO, e um exemplo do grupo
crdem-desordem, que inclui, na verdade, todos os cristais
coem ligagao de hidrogenio,nos quais os movimentos dos pro-

tons desempenham um papel fundamental.

Isto € sugerido pelo fato de que a subs-
tituigao de hidrogenio por deuterios altera substancialmen-

te a temperatura critica.

Un ponto muito importante quanto ao feno

weno de ferroeletricidade € a discussio acerca do mecanis-
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mo de transicao de fase. 0 capitulo a seguir tera a finali

dade de colocar esta discussio por meio da exposicao das

diversas teorias que se pPropuseram a explicar este fenome-

no no cristal KH2P04.



CAPITULO II

INTRODUCAQ

PARTE A: TEORIA FENOMENOLOGICA E DE MODELOS

A demarcacao estabelecida, no capTtulo
anterior, entre o tratamento de campo medio e o tratameﬂ
to fenomenologico @ naturalmente ampliada, melhor ainda,re
gefinida, para incluir outras teorias, quando nos posicio-
namos acerca do objetivo de uma teoria, da tarefa da teo-
(2)

ria. Esta distingao e sugerida pela posicao de Fisher

De acordo com ele, o principal objetivo de uma teoria dos

fenomenios criticos consiste em elucidar quais tracos
do Hamiltoniano do sistema conduzem 3s propriedades mais
relevantes e tipicas observadas. Para alcancar tal obje-

tivo a teoria de modelos & a melhor opgao metodologica.

0 uso do procedimente por meio de mode

tos deve se sujeitar a duas condicdes:

a) Deve providenciar uma descrigao
tao realista quanto possivel daqueles tracos, de um siste-

ma fisico, considerados importantes para o fendmeno en estu

b) Deve ser, ao mesmo tempo, trata

vel matematicamente.

Fisher comentando a importancia das

condigoes anteriores afirma que sem a solucao matemati-
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ca a discussao teorica pouco adiciona ao entendimento do
fenomeno alem do que pode ser ganho diretamente da experi
encia. Inversamente, deve-se tentar sempre refinar um mo -
delo, enquanto uma descricio microscopica verdadeira, a
fim de verificar quao longe seus defeitos afetam as con-

clusoes extraidas.

Podemos, entao, distinguir duas espe-
cies de teorias quanto aos seus propositos e pressupostos:

- a teoria fenomenologica e a

- teoria de modelos.

A teoria fenomenologica, ja suficiente-
mente discutida, se propoe a obter expressdes formais conec
tando todas as propriedades da materia as quais sao rele-
vantes para o fenomeno investigado. As relacdes sio obti-
das das leis fundamentais e independentes de qualquer mode-

o particular.

ATE B:  ASPECTOS GERAIS DOS MODELOS A SEREM DISCUTIDOS

Sabemos ser impraticavel estudar um mo-
celo representando adequadamente um cristal completo. Des
te modo, a teoria dos modelos comeca por tentar achar uma
civisao satisfatoria do cristal em unidades, as quais po-

ser estudadas independentemente e discutir como estas

. . 16
unidades interagem umas com as outras( ).

0 cristal pode ser considerado como uma

trutura formada desta unidade por meio dos mecanismos de

‘nileragao a serem discutidos.
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Vamos supor que esta estrutura consista
de um conjunto de pequenos dipolos (as unidades) fixos num

arranjo regular,

Estes dipolos podem ser de magnitude
fixa (dipolos permanentes) e a variacido da polarizacao sen
do devide a uma mudanca em sua orientacao relativa; uma ori
entacao caotica, dando naturalmente uma polarizacao total

(11)

Zero .

0 outro tipo sdo os dipolos de direcdo
fixa, onde a separacao das cargas e sempre numa dada dire-
cao, e a variacao na polarizacao total decorre da mudanca
&m sua magnitude. Eles incluem dipolos induzidos, os quais

sa0 sempre paralelos ao campo de inducgio.

Desde que a maior parte dos ferroe]étri
C0S sao espontaneamente polarizados deve haver um balanco
tntre as  forgas que tendem a produzir um arranjo ordena-
2o de dipolos e movimento termico o qual tende a destryir

#ste arranjo ordenado.

As forgas que tendem @ conservar oparran-

dos dipolos em formacao ordenada, ou a forca de intera-

entre as unidades (dipolos) da estrutura gue tenden

ordena-los sdao de duas espacies:

2) existem sempre forgas eletrostati-
entre os dipolos, originadas (provindas) dos campos
“os proprios dipolos: s3o forcas de longo alcance;

b) as forgas estruturais (decorrentes

. 3 . - . -
sitrutura do cristal ~~Ex.:S]ater( ), devido a interacdo
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entre vizinhos mais proximos que ndo s3o de origem dipolar
mas tendem a produzir um arranjo dipolar; sao denominadas

forcas de curto alcance.

As unidades da estrutura podem existir
em diferentes estados tendo energias diferentes. Entao
0s estados correspondendo a cada valor possivel da énergia
devem ser enumerados. Nisto,os tratamentos para forcas de

longo alcance e de curto alcance diferen.

Para forcas de longo alcance o estado
de cada unidade @ independente de seus vizinhos exceto a-

traves do efeito do campo medio.

0 calculo da energia envolve una pressu
posigao acerca do fator do campo interno; se o modelo pos
tula diferentes especies de dipolos, pode haver um
fator separado para cada especie de dipolo (Teoria de De-

vonshire).

Com forcas de curto alcance, o estado
de cada unidade e afetado tio fortemente pelc estado de
seus vizinhns, que ndo podemos considera-los independen-
tes, mas temos que considerar os possiveis estados do

cristal como um todo.

Quando os estados das energias possi

veis das unidades independentes tiverenm sido enumeradas,
funcao de particdo € construida e a energia livre obtida
(Teoria de Slater). E assim, a partir dela, varias outras
suantidades termodinamicas sao obtidas como a polarizacido,

suscetibilidade, etc.
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Vamos procurar, entao, examinar algumas
teorias utilizadas para explicar o fenomeno de ferroeletri
cidade apresentada pelo KH2P04. A exposicao nao seguira
uma ordem cronologica, mas didatica, istc @, comecaremnos’
pela agbordagem de Devonshire, por ser feita atraves das

duas teorias mencionadas.

Devonshire, inicialmente, procede por
meio do tratamento fenomenologico, extraindo certas expres
soes termodinamicas que por comparacao com resultados
experimentais The permitem decidir do tipo de transicdo
que o cristal em questdo apresenta. Depois propoe um mo-

delo atomico para explicar tal transicao.

SEGAO 1. TEORIA DE DEVONSHIRE (1954)

1)

A teoria de Devonshir‘e(1 sobre 0
KHZPO4 e um exemplo padrao de aplicacao da teoria fenome-

nologica no estudo dos materiais ferroeletricos.

Ele considera uma expressao para 0
rotencial termodinamico do cristal, como uma fungao da tem

peratura e polarizacao.
Simplificando, assume que a polarizacgao
¢ ao longo de um TUnico eixo (x).

Deste modo podemos expandir o potencial
termodinamico em poténcias da polarizagcao onde os coefici

entes sao fungoes da temperatura.
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Devonshire escreve :

1 X2 1 .x 4 1 X 6
onde G]O € a energia livre para a polarizacao zero.
0 campo E e dado por:
3G
E = opt = x"P o+ £Xp% 4 o%p5 (I1.1.2)
e v
N v
x* = (25 ) (11.1.3)
aP P=Q e o reciproco da sus

cetibilidade.

Devonshire procede, entao, uma anilise das
expressoes acima, para concluir sob que condigcoes 0s co
eficientes deveii estar sujeitos para obtermos transicoes de

primeira e de segunda ordem.

A analise conduzida por ele & a mesma ex-
posta por nos na Secao 3 do capitulo anterior, diferindo a-
penas na notagao. Preferimos, contudo, manter a notacao
¢o autor e optamos por um vocabulario a fim de eliminarmos
as dificuldades decorrentes desta mudanga de notacao. Assim

temos a correspondéncia

L G1_Go

|_2<--~>>(X
(11.1.4)

X
L4<~>g

L <50 X

6

As medidas de que Devonshire dispoe acer

ca da constante dieletrica (Baumgartner, 1550,Helv.
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Phys.acta, 23, 651), indicam que os coeficientes da equa-
¢ao (II.1.1) sao todos positivos, exceto X*. Da discussao
que fizemos, isto implica numa transicao de segunda ordem.
Contudo, diz ele, estas medidas congLamam que a trhans L -
¢ao, embora de segunda ondem, 2 muito aguda- Porem,alem
de um tratamento fenomenologico Devonshire fornece tambem
uma teoria de modelo do KH2P04 que explique o mecanismo

desta transigao.

Desde que a energia livre de um mnodelo
atomico pode em principio sempre ser calculada pelos meto-
dos da mecanica estatistica, podemos relacionar as propri
edades discutidas fenomenologicamente, com o modelo propos

to decidindo de sua qualidade.

Devonshire associa com o KH2P04 um mode

lo de dipolos com duas posicbes de equilibrio.
0 modelo consiste em supor:

a) a existencia de dipolos permanen -
tes de magnitude fixa com duas posicoes de equilibrio (com
o dipolo apontando em direcbes opostas);

b) a existencia de polarizibilidade e-
letronica;

c) que cada dipolo tem a mesma energia

em suas duas posigoes.

Esses dipolos podem ser fornecidos por
ions que possuem duas posicoes (semelhantes) de equilibrio

como indica a figura
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A descricao dada e aquela de uma unidade
do cristal(contendo dipolos permanentes e polarizibilidade
eletronica).

Para calcular o efeito sobre uma unida-
de de todas as unidades restantes do cristal, Devonshire
assume como aproximacao que todas as unidades restantes
serao substituidas por um “continuum", cuja polarizacao e
P = Pe + Pd. 0 efeito daquele "continuum" na unidade sob
consideragao, sera representada pela contribuicao ao campo

local atuando sobre a unidade.

A contribuigao e proporcional a polari-

zagao (aproximacdo de campo medio).

Assim definimos o campo local F como:
F = E + )P (I1.1.5)

onde E 8 o campo externo e A a constante de proporcionali-

dade,
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A energia associada a este campo e dada

por:
1 2 1 2

"7 Yyd Pd™ - Yde Pd Pe + 7 Yee Pe (II1.7.6)

onde Ydd’ \ e Yee S20 valores de proporcionalidade,

0 terceiro termo & a diferenca entre a
energia eletrostatica mutua da polarizacdo eletronica e 0
trabalho exigido para produzir os deslocamentos eletroni -

cos. Ele e positivo.

A entropia do sistema & a entropia confi
guracional que @ proporcional ao logarTtmo do numero de

arranjos dos dipolos.

Devonshire supge que existem N dipolos
por unidade de volume, cada um de momento 1y, e que uma
fracao % (T+x) deles est3o apontando na direcio positiva.
Entao %(1~x) apontam na outra direcio e a polarizacao de

dipolo Pd & a diferenca e igual a Nux.

Assim, a entropia pode ser escrita como:

S =k &n { it } (11.1.7)

SN(14x) ! 5 N(1-x) !

A energia livre do sistems e dada por:

A=1U-~ Ts

dado pela expressio (I1.1.6) e S por (I1.1.7).

M1t

onde U

Fazendo uso da formula de Stirling, da

minimizacao da energia e de que
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A dA 9A

= = — =6k (I1.1.8)
dPe Pd 9Pd Pe op
Encontramos que
T
[

£ - tagh £ 0 (11.1.9)

P0 P0 T

Y Y,
onde Po = Ny (Vde + 'ee) (I1.1.10)
Tee e a polarizagao de
saturacgao
e

oo M YddYee + Yde? (I1.1.11)
° k Y a temperatura de

ee transigao

D que nos mostra tratar-se de uma transigao de segunda or-

dem.

Segundo Devonshire as quantidades yvdd e
Yde dependem da estrutura atomica particular mas serao
da ordem de 4g O0s valores dados para a suscetibilidade

nio sao bons. Alem disso,a formula obtida (II.1.11) & in-
consistente com o fato que KH2P04 ‘e KD2P04 tém diferentes
temperaturas de transigao (120°k e 2100k). Contudo, ele
acredita nao ser uma falha dormode1o, mas um fracasso da me

canica classica.

Devonshire aponta a atitude de Pirenne a
ser sequida, isto @, o emprego da Mecanica Quantica na abor
dagem do fenomeno e o uso de forgas de longo alcance, e ain
da, confirmando a sua tendencia em aceitar como sendo uma

transicao de segunda ordem a transigao observada, comenta
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de modo negativo o fato da teoria de Slater fornecer uma

transigao de primeira ordem.

SEGARO 2 - TEORIA DE SLATER (1941)

0 procedimento escoihido por Slater (3)

para investigar o cristal KH2PO4 e o da teoria de modelos.,

Para construir seu modelo, Slater parte
da estrutura ja estabelecida do cristal e dos trabalhos

de Pauling sobre o gelo ]7.

Os elementos da estrutura do cristal que

interessam sao os grupos fosfatos (PO4)~3 e 0s ions de
hidrogenio. 0 potassio K'tem suas posicbes fixadas no
cristal.

Um grupo de fosfato consiste de um f6§
foro P envolvido tetraedricamente por quatro oxigenios. Os

tetraedros sao arranjados em camadas.

Cada grupo fosfato € envolvido tetras-

dricamente por quatro outros grupos de fosfatos.

A posicao do hidrogenio n3o era (em
1941), mostrado por analise de raios~X. Mas dos trabalhos
de Pauling sabia-se que os hidrogenios estavam entre dois
oxigenios; cada um destes oxigénios pertencentes a um

grupo fosfato.

A teoria de Slater difere da maioria
das outras teorias dos ferroeletricos, ao colocar em en-

fase as forgas de curto alcance negligenciando as forgas
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de longo alcance (proposto por Lorentz, e posteriormente De-

vonshire como ja pudemos ver).

Conhecida: a estrutura do cristal, Slater
comega por assumir na construcao do modelo (onde as unida;
des s3o os grupos fosfatos com quatro ligagoes de hidroge

nic), que:

a) em toda ligacao de hidrogenio ha du-
as bosigaes de equilibrio (simetricas) que o hidrogenio po-
de ocupar (um pogo de potencial de dois minimos simetricos).
Slater atribui um momento de dipolo ao deslocamento do hidro

génio na ligacao;

b) a distribuigao dos hidrogenios nes-

tas ligacoes esta sujeita a duas condigoes:

bl - ha um e somente um hidrogenio em

cada ligacao;

b2 - ha apenas dois hidrogenios atados

em cada grupo fosfato.

Essas duas condicoes sao conhecidas como
"regras do gelo" e foram estabelecidas por Pauling no estu-

do da entropia residual do gelo (17).

Da fegra b2, segue-se que ha seis (6) con

figuracoes possiveis para cada grupo PO4.

Todas as outras configuracoes gque poderi
am ser obtidas desprezando a regra h2, isto g, configuragoes
nas quais o numero de hidrogenios atados ao grupo fosfato e

maior ou menor do que dois,s3o descartados porque devem ter
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uma energia muito alta.

Enquanto ha wuma grande semelhanca entre
o problema de Slater e aquele do gelo, ha tambem, uma gran

de diferenga.

No gelo, todas as seis configuragoes per
mitidas dos hidrogenios acerca de um grupo fosfato sao equi
valentes «cristalograficamente (tem a mesma energia). No
KH,PO, duas das configuragoes sao diferentes das outras

quatro e pode-se esperar que venham a ter uma diferenca de

energia.

Postulando que um grupo OU unidade cujo
dipolo e paralelo ao eixo cristalografico tem uma energia
mais baixa do que aquela perpendicular a ele, podemos esta
belecer a diferenca de energia entre as duas unidades como

sendo €.

No seu artigo Slater faz uma critica da
teoria de Lorentz sobre os ferroeleétricos que & analoga a

teoria ferromagnetica de MWeiss.

A teoria de Lorentz assenta-se no fato
de que a estrutura cristalina compoe-se de dipolos perma -

nentes de orientacgao variavel.

0 procedimento de abordagem e o do campo
medio; consequentemente assume a independencia das unida -
des em relagao aos seus vizinhos mais proximos, exceto pela
presenca de um campo medio. As forgas envolvidas sao de
longo alcance(interagoes eletrostaticas dipo]os-dipo]os).Tﬂ

teoria prediz uma transicao de fase de segunda ordem nos
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ferroeletricos.

As magnitudes fornecidas por tal teoria
sao tais que materiais tendo moleculas dipolares, como 0.
gelo, teriam pontos de Curie e polarizacao espontanea e a
polarizacao deveria ocorrer a altas temperaturas, da ordem
de muitos centenas de grau.
Tal situagao tem sido chamada a catas-
Ay

trofe do —3— (fator de proporcionalidade do campo molecu

lar).

A teoria de Slater evita tais problemas
negligenciando as forgas de longo alcance e prestigiando
as forgas de curto alcance, onde temos uma dependencia de

vizinhos mais proximos.

As regras do gelo mencionadas anterior
mente implicam que a orientacgao de qualquer unidade nao

pode ser independente da orientacao de seus vizinhos.

0 esquema da solucao apresentado por

Slater e o seguinte:

- temos N grupos fosfatos e portanto, 2N
hidrogenios. |
Devemos computar a funcao de partigao
(I1.4.3), isto e, £{o}
Z = 1I e (I1.2.1)
{0}
onde {¢g} e a configuragao do cristal e E{o} a energia

associada a 2la.
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Procuramos obter o numero de configura
¢oes com energia Jje, onde j € um numero inteiro. Este nume

Yo vem a ser

4 i
F(3) = (5) 2 N: (11.2.2)
JI(N-3)°
Este mesmo numero de configuragoes - &€

obtido numa teoria elementar (simplificada) onde foi assumi

do que as unidades eram independentes.

E facil de observar as falhas da expres

s3o acima (I1.2.2).

i) Ela fornece numeros fracionarios
para um grande numero de j's. 0 que nao pode acontecer,pois

o numero de configuragGes € sempre um numero inteiro;

ii) para j=1 nao existe nenhuma confi
guragao com energia e, isto porque neste caso ha uma viola-

¢cao da regra bl do gelo e, no entanto,

iii) Sabemos que F(0) deveria ser 2,
pois temos apenas duas configuragoes com energia zero e no

entanto

Num calculo mais acurado (como ele mesmo
diz) onde nao usa a pressuposigao de que os diferentes gru
pos fosfatos sao independentes estatisticamente, Slater a-

perfeigoa a validade de seus argumentos, mas nao a sua teo
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ria de transigao. Portanto, discutiremos apenas a sua teo-

ria elementar.

Entao, dos resultados da contagem do nu-
mero de configuragoes dados pela expressao (I1I.2.2), ele

calcula a fungao de partigao (II1.2.1) obtendo:

+ e ) (11.2.3)

Levando em conta as consideragoes(i-iii)
podemos esperar que uma melhor expressdo para a funcao

de particao seria:

7' = 2 + 1 (11.2.4)

pois sabemos que a fungdo de partigd0 7 § incorreta em bai-
xas temperaturas para a qual teriamos duas configuracoes
com energia zero e Z e um numero infinitesimal; mas em altas
temperaturas ela pode ser considerada razoavel e fornece
um valor perante o qual o numero 2 pode ser considerado ne-

gligenciavel.

Assim, a expressao (I11.2.4) tem o compor

tamento correto em altas e baixas temperaturas.

A transicao de uma destas regioes para

a outra vem quando

ou £

(-2+e ) = 2 = 1 para N » =
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Assim obtemos a temperatura critica © dada

por
e = k8 an 2 (11.2.7)

Assim temos uma transicao, a temperatura
dada por (II.2.7), entre duas fases: uma de energia livre

zero isto e,

A =0
e a outra
. £
A= - NKT gn (4 + e KN
onde T = 8.
Trata-se, entao, de uma transicao dé primei
ra ordem.

SEGKC 3 - TEORIA DE PIRENNE (1949)

18,19 L. )
Pirenn% ) critica a teoria de Slater

nos seguintes pontos:

a) Por nao explicar o efeito isotGpico.

De acordo com a teoria de Slater ¢ =
k6 gn 2. e sendo a diferenga de energia entre os dipolos
apontahdo nas duas diregoes possTveis (paralelo ao eixo de
.polarizagao e perpendicular a ele), mas nenhuma raz3o e
dada por que e deve ser quase dobrado quando substi-

tuimos o hidrogenio por deuterio.

b) Por niglegenciar as forcas de lon-
go alcance, isto e, negligenciar a energia de interagcao e-

letrostatica dipolo-dipolo, uma vez que ¢ d3 conta somente
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de forgas de curto alcance entre vizinhos mais proximos.

Ele aponta o fato de que, em baixas tempe-
raturas a energia de interagao dipolar e % yP2 e seY e da
ordem de magnitude do fator de Lorentz, %n, a energia ele

trostatica vem a ser muitas vezes maior do que .

c) A transigao predita e de primeira or
dem, embora, segundo ele, os experimentos parecem indicar

ser de segunda ordem.

Diante destas incorrecoes da teoria de Sla

ter ele propoe outro modelo baseado nos seguintes tragos:

a]) nao introduzir dipolos permanentes (co
mo fizeram as teorias de Slater,e Devonshire posteriormente)
mas considerar os protons livres para se mover
num certo pog¢o de potencial V (por questoes de simplicidade

matematica ele aproxima este poco por um pog¢o quadrado), re-

presentando suas interacoes com oS vizinhas mais proximos.

A quantizacao deste movimento da niveis
de energias diferentes quando o hidrogenio & substituido por

(20)

deuterio e 9sto e a razao do efeito isotopico .

by) A energia de interacao dipolo-dipolo
nao e negligenciada mas introduzida pela aproximacao de cam-

po molecular sendo, entao, expressa por

onde P e a polarizagio e f um fator de proporcionalidade da

ordem de grandeza do fator de Lorentz.
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c1) A polarizacao pode ser dividida en
duas partes. A primeira e a parte protonica Pp devido aos
deslocamentos do proton. A segunda parte e a "polarizacao
de base "Pg incluindo todos os outros efeitos, tal como a

polarizacao eletronica e ionica.

Supoe-se,tambem que a polarizacao de base

e proporcional a polarizagao protonica.

Deste modelo obtem-se certos resultados

numéricos para os parametros.

Ele deduz a mudanga de energia na transigao
e acha ser da mesma ordem de grandeza que os valores observa
dos. Contudo. as curvas teoricas no grafico ?Bs onde PS
© a polarizacao de saturacao, e Tg—, onde Tg € a temperatu
ra critica, estao muito abaixo das curvas experimentais.
| Pirenne considera ser esta a primeira dis
cordancia entre a teoria e a experiencia, sugerindo que esta
discordancia esteja indicando a necessidade de mudar a for-
ma do pogco de potencial dos protons.
) 0s trabalhos de Blinc, De Gennes e Brout
(21.22,23) cuidaram de explicar tais discordancias, por tra-

tar quanticamente um pogo de potencial com dois minimos si-

metricos.
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SECKO 4. TEORIA DE BLINC (1959)

(21)
0 modelo proposto por Blinc consiste

num aperfeicoamento em relacao aos seus predecessores.

Com relagdo aos tratamentos de Slater
e de Devonshire acerca da ferroeletricidade no KH2PO4,os
quais eram classicas, Blinc como Pirenne, introduz a a-

bordagem quantica.

Com respeito a Pirenne, cujo trata
mento era quantico, Blinc assume que as funcgoes poten-
ciais protonicas tem duplo minimo, enquanto Pirenne fazia
uso de wuma func¢do potencial de um Unico mInimo (aproxi-
mando-a por um pogo quadrado, facilitando o tratamento

matematico.

E tambem, diferentemente de Slater,
mas como Devonshire, ele usa somente forcas e]etrostéti
cas de longo alcance e nao introduz as forcas de curto

alcance expressas pelas regras do gelo.

A teoria de Blinc,como aquela de
Devonshire, bconsiste num acoplamento do tratamento feno-
menologico com o tratamento de modelo, isto e, primeira
mente ele faz uso de.um modelo atomico por meio do qual
calcula a energia livre e dépois assume que tal fungdo
pode ser expandida, em serie de Taylor, em termos de seu

parametro de ordem, no caso a polarizacao.

Obtem, assim, todas as funcoes termo-

dinamicas relevantes para o estudo do mecanismo de tran
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.

sigao de fase do KH2P04, a polarizagdo,a suscetiblidade e

a entropia.

0 modelo proposte por Blinc baseia-se
na pressuposicdo de que os protons na ligacao 0-H-0 est3o

tunelando num campo potencial de duplo minimo.

0s minimos s3o de igual profundidade
na fase paraeletrica e assimetrias devido as interacoes di

polo-dipolo,na fase ferroeletrica.

E evidente que o movimento de tunela -
mento do proton opoe a tendencia para atingir a configuracao
de menor energia, e que quanto mais leve a particula mais
facilmente ela pode tunelar, inibindo, desta forma, a
transicao de fase. Desta forma, podemos esperar uma tempe

ratura de Curie mais alta para o caso deuterado.

Do mesmo modo como Pirennee Devonshire

(18,11) _
Blinc acredita ser a polarizacgao protonica (de
corrente da interacao eletrostatica dipolo-dipolo, portan-
to, forgas de longo alcance) quem engatilha,ou seja,o prin

cipal responsavel pela polarizacao espontanea.

A polarizagao total do cristal sendo a
soma da polarizacao protonica Pd e da polarizacao de ba

se (yF), e dado por
P= Pd + yF (11.4.71)

Fazendo uso de tecnicas de perturbacao,
Blinc obtem os autovalores (proximos do estado fundamental,
da equagao de onda associada com o potencial assumido (du-

plo minimo).
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A partir deles calcula a fungao de

partigao na presenca do campo local F:

A - E$
B e
00 A B

= z

Z= 2 ch (_FT_) + o e . 2 ch n ? (11.4.2)
2p2| 18 .
onde B = w]’n Hovy dys A= |1+ — e Ep= (Eq+E5p)
n

H e o hamiltoniano do sistema, u o momento de dipolo na di

recao do campo local F:
F=E+ fP (11.4.3)

onde f e uma constante de proporcionalidade.

A partir da funcao de particao, ele

calcula a energia livre e,do mesmo modo que Devonshire, a
expande em potencias de P:

he =2 a Pl s lbpf (11.4.4)
BAE
Como Pd =~(—-=) (I1.4.5)
oF
e E= (1-fy)F- fPd (11.4.6)
| 9he
portanto (1-fy)F + f(—)
a = I1.4.7
e ( )

1

Da condigao a=0, Blinc obteve a temperatura critica Tc-
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Depois de algum calculo encontra a
equagao da polarizagao espentanea dependente da temperatu

ra dada por

1/2
1/2 2,.2
(a2+y2) = tagh (o *y") (11.4.8)
x(]—% az)
T Pd 8
onde X= —— , ¥ = o= e a = P
T Nu fuzN

para =0, o comportamento e classico e identico aquele de

Devonshire, isto e

y = tagh 2 (11.4.9)

Polarizagao expontanea normali
zada em funcao da temperatura
reduzida de acordo com a equa-
cao (I11.4.8).

0 modelo proposto por Blinc e capaz de ex
plicar muitas propriedades relevantes, segundo as experi-
encias, do fenomeno de transicao de fase no KH2P04, e segun
do suas proprias palavras "Como nesuliado da quantizacgao

do movimento protonico,as curvas de polarizacao para valo-
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nes difenentes de o sao distintamente separadas. Desde que
o diminudl na deutenag&o, a curva do K92P04 encontra-se acd-
ma da curva para KH,PO0,, como revelado por Iwicken e SahQE'
nen .  Pela mesma razao o valor da polarizagao espontanea
no zerno absoluto ¢ maion para o deutinio do que para o hi-

drogendo.

Ao derndivar nosso modelo, nos temos, se
guindo Devonshire e Mason, consdiderado somente forgas de
Longo alcance. 0 mecdelo verdadeiro, o qual deve Levar em
conta tambem interagoes de cunto alcance, deve dar, em con

corndancLa com expenimentos,transicoes mais agudas”.

Fizemos questao de frisar tal trecho
do artigo que discutimos, onde se destaca os dados de
Zwicker e Scherre$24)e os resultados teoricos obtidos por
Blinc, porque tais resultados e dados foram recente

-mente contestados,como veremos no capitulo III.




SECAO0 5. 0 MODELO MICROSCOPICO DOS FERROELETRICOS DE
DE GENNES (1963)

22 —
De Genneé )segue a ideia de Slater de

que as propriedades ferroeletricas do KH2P04 podem ser

inteiramente determinadas pela configuracao dos protons.

Ele assume que cada proton move-se num
pog¢o de potencial fortemente anharmonico com dois mini-
mos. Cada proton i pode ocupar um dos dois estadcs ¢21,

$pri (correspondendo aos dois minimos do poco de potencial).

De Gennes, entao, atribui um spin fic-

- - - - . e .l
ticio 51: % ao 1-esimo proton, tal que 517: + = correspon

o ; S §.%: - ! -
de ao estado $oi € 5y 7 @0 estado ¢r1'
A energia do sistema de protons po-
de ser expressa na forma
¥ i (4 /- j - e e
Hproton ?Hl(s) + ? . H2\1,J)+ (I1.5.1)
onde H](i) representa a parte da energia aue depende

somente da configuragao do i-esimo proton , Hz(i,j) a par-
te que depende da configuracao par do i-gsimo e jwési
ma protons e assim por diante. Sao negligenciadas todas
as interagoes de ordem superior a Ho .

Fazendo uso dos operadores descritos

acima, a expressac da energia do sistema adquire a forma
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r X z z
H= -(=) ¢ S.7 - & J:. S.° S, (I1.5.2)
A L I
onde H(i) = - % S]-x
Coay z z

onde (2) € a integral de tunelamento e Jij descreve as in-

teragces entre os protons i e j.

0 significado fisico de cada termo no
hamiltoniano (I1.5.2), & o sequinte: as duas possiveis di
recoes do i-esimo spin Siz corresponde obviamente 3as duas
posicoes de equilibrio do i-esimo proton e a componente

oo . X . e,
x do i-esimo spin S. representa o pulo do i-esimo pro-

;
ton do lado ¢ri para o lado ®21 e vice-versa. Portanto,o
primeiro termo de (I1.5.2) representa a energia cinetica

enquanto o segundo termo e a energia de interacao entre os

protons.

0 modelo & ampliado introduzindo-se o

efeito de um campo externo elétrico E sobre o sistema de

- Bt z
protons. o qual & expresso pelo termo - I(f) E S.° onde

—_

e o momento de dipolo,encontrando~-se,entio,o hamiltoniano

Se assumirmos no hamiltoniano (I1.5.3)

que Jij e interagdo de curto alcance (vizinhos mais proxi-
mos) entre protons e a representacao de Pauli, obtemos
- . z T X R o Z )
e -0 2 0% 03" - 2 ()0 - 3 (HE 03" (11:5.4)

L]
—
%)
—

i,
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SECAO0 6. UM MODELO TEORICO PARA O PbHPO4

Consiste nosso objetivo do ponto de vis
ta fisico, como ja afirmado no "Avant-Propos", o estudo das
propriedades termodinamicas apresentadas pelo cristal

PbHPO4.

E preciso, contudo, descrever, antes de
mais nada, o modelo associado a este cristal, uma vez que
o procedimento utilizado consiste num tratamento por meio

de modelos.

0 PbHPO, bem como seu analogo deutera
do s3o cristais com ligagoes de hidrogénio apresentando pro

priedades ferroeletricas.

Medidas de polarizacao e constante dig-
letrica pavra © PbHPO4 e seu analogo deuterado mostraram

a existencia de uma transicao de fase de segunda ordem({fer

(25
voelétrica-paraeletrica) em 330K e 452 K respectivamente .
0 traco essencial da estruiura deste

cristal @ a existéncia de cadeias de tetraedros PO, conecta
dos por ligacGes de hidrogenio sem contudo, apresentar es-

ses contatos protonicos entre as cadeias.

Fssa estrutura sugere naturalmente, um
modelo protonico bisico na linha dos modelos de Slater~Ta-
kagi para o KH2PO4. Suypomeos que ha apenas um hidrogenio

- hiag - - - Vo "‘" -1 A
por ligagao mas que € permitida a formagac de jons em tor-
no de cada grupo PUA, isto e, admitindo apenas @ primeira

(b1) das duas regras do gélo afirmadas na secao 2 do capi-
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tulo II. Pode-se, entao, associar aos protons dessas liga-

¢oes de hidrogenio um potencial com duplo minimo.

0 estado fundamental do modelo corres -
ponderia a uma situacao onde todos os protons estariam lo-
calizados numa das posicoes de minimo do duplo poco de
potencial associado as ligacoes de hidrogénio, sem a possi

bilidade da existencia de Jons.

Contudo, alem da configuracao do esta-
do fundamental, que corresponde a presenca Ge apenas um
proton proximo de cada grupo fosfato e a qual atribuimos u-
ma energia configuracional - J por grupo P04, existem duas

correspondendo a presenca de nenhum

.%

outras configuracoes
ou dois protons (ions positives ou negativos) acerca de ca
da grupo fosfato cuja energia configuracional sera dada por

J.

Designando as posigoes protonicas por

. .- - . Z . . .
meio de uma variavel de spin o¢° as energias configuracio -

nais, decorrentes da interscao entre o5 protons, ficam
adeguadamente expressas pelo termo
z z
Hy = -J I o." 0. (I1.6.1)

<i,j> J

ao longo

das 11~

nhas
onde os indices referem~se a0 i-esimo e ao j-esimo pro-

tons ao longo da cadeia, levando em conta apenas interacoes

entre vizinho$ mais proximos.
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Segundo as propostas de Blinc e de Gen-
nes, ainda deve existir uma energia associada ao tunelamen
to ou movimento dos protons de um minimo do po¢o ao outro,
movimento este responsavel pela formacao dos Jons. Essa

energia cinetica pode ser expressa por

Hy = (£) % o) (11.6.2)
2"

Podemos ent3o escrever ¢ seguinte hamil
toniano de spin para cada uma das cadeias de ligacoes de
hidrogenio, na presenga de uma campo eletrico externo E

a0 longo da direcao de polarizacao

z_Z T X ] z
H= -J % 6.%6.% «(3) ¢ 0.0 -E(5) L o, (I1.6.3)
PN i ] 27 5 1 27 21
i,J i i :
ao longo
da ca-
deia
onde (%) % o momento de dipolo microscopico.
Vamos sofisticar, ainda mais, nosso mo-
delo- admitindo que existe uma interagcao fraca e e longo
+ IR e (26)
alcance entre as cadeiss deste cristal .

A admissao da presenca de uma interacao
de longo alcance nc nosso cristal ¢ equivalente a modifi-
cacio no modelo protinico basico de Slater-Takagi proposto
por Silshee, Uehling e Schmidt pela inclusao de efeitoes

. 26.1
de longo azcance( ).




60

Com essa modificacao, a admissao de uma
interacao de longo alcance, o resultado e um modelo conten
do forcas de longo e curto alcance. Como sabemos, efei-
tos de longo alcance podem ser representados num modelo

microscopico pela aproximagao de campo medio (]).

Deste modo, para representar adequada -
mente o comportamento termodinamico do nosso cristal PbHPO4,
acrescentamos ao modelo acima (II.6.3) wuma interagao en-
tre cadeias na aproximacao de campo medio, obtendo o se-

guinte hamiltoniano efetivo

H= -J 3 oizo.z - Z(}?«)oixw 2(5)E 01.2- nd I <o.%50.°
(1.3) U i i, b
ao 1ongo eizre
das ca- C";nies
deias avstd

(11.6.4)

onde m e J e T sdo parameciros teoricos que devem ser ajus

tados com os dados experimentais.

0s hamiltoniano (I11.6.4), que represefi-
ta o modelo mais geral para os cristais em que estamos in-
ja foi consideredo por de Carvalho e Salinas e
. (R
por Plasc kdna ausencia do termo de tunelamento. Portanto,
a contribuigﬁo do nosso trabalho consiste na consideracgao
expressa deste termo, de acordo com as ideias de Blinc e
de Gennes. Para I'=0, Plascak mostrou que era possivel

obter exatamente a energia livre correspondente ao hamilto

o

0

niano (I1.6.4) através de um esquema variacional basea
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na desigualdade de Bogoliubov. Entretanto, na presenca do
termo de tunelamento, nao e possivel obter uma solugcao exa
ta (porque na ha solugao exata para o modelo unidimensio-
nal de Ising na presenca de campos transversais e longitu-
dinais). Neste trabalho vamos entao wutilizar uma solucao

aproximada que sera desenvolvido no capitulo V.

Ro inves de trabalhar diretamente com o
hamiltoniano (1I.6.4), vamos na maior parte deste traba-

lho considerar um hamiltoniano mais geral dado por

H= -J I 0,707 - ndz o, g.% - (%)Zoix— E(%) Zdiz
(1,3) ’ i, ) i i

(11.6.5)

onde a primeira soma deve ser vrealizada sobre os vizi-

nhos mais proximos.

Quando n=0, este e o hamiltoniano do

1
i

medelo de Isin na presenga de um campo transverso. Quando

[ia]

a primeira soma envoiver interacoes apenas dentro de 1i-

vy

nhas do cristal (isto ¢, quando 0 numero de coordenacgaon
for z=2) e a segunda soma for tratada na aproximacao de
campo molecular, vamos obter o hamiltoniano{I11.6.4) que

corresponde ao modelo do cristal PbHPO4.

Ao lcngo do nosso trabalho o hamiltonia
no (11.6.5) sera dencminado de modelo I. 0O nosso interes-
se em estuda~lo na situac3o em que n=0 prende-se ao fato

de precisavamos testar as aproximacoes que seriam utiliza




das no caso do hamiltoniano (I1.6.4).

quecer

que o modelo do PbHPO4 e um

do modelo 1I.

Nao

caso

62

devemos es

particular



CAPTITULOIII

Neste capitulo vamos inicialmente tra-

tar o modelo I no caso n=0, na aproximacdo de campo medio

. . (27,28)

fazendo uso da metodologia variacional .
Sabe-se, como vimos no capitulo I, que
0s resultados obtidos na aproximacao de campo medio, dao

pelo menos uma ideia qualitativa do comportamento termodina
mico de modelos estatisticos. Por isso e devido, ainda, a
sua simplicidade matematica,a aproximacao de campo medio de-
ve sempre ser utilizada em primeiro lugar para estudar quais

quer modelos de fenomenos cooperativos.,

A seguir vamos modificar o modelo, no
sentido de abandonar completamente os efeitos quanticos e a-
presentar uma solucac rigorosa para um"modelo esférico na
presenga de campo transversal®.

0 modelo esferico & na realidade uma
corruptela do nosso modelo original.

No entanto, sua solugdo tambem pode ser
facilmente obtida e muitas vezes oferece indicacgoes gualita-
tivas sobre o comportamento do modelo mais realista. |

Como o procedimento a ser utilizado para
resolver o modelo na aproximacao de campo medio & o da meto

dologia variacional vamos, antes de tudo, descreve-lo.

0 método variacional se baseiz na chamg
(28)

~

da desigualdade de Boegoliubov
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w.(Hv) S WH () +< H-Hg> = ¢(h) (I111.1)

Y(H) e a energia livre associada ao nos
so modelo de hamiltoniano H. W(H, (h)) & a energia livre
associada com o hamiltoniano de tentativa Ho(h) e < H~HO>O
significa uma media estatistica tomada com relagao ao hamil

toniano de tentativa H_(h) e h @ wuma parametro tegrico va

of
riacional,

0 uso desta metodologia variacional as-
senta-se num pressuposto fundamental, a saber: o de que a

energia livre real do sistema Y(H) coincide com o valor mi

nime do membro direito da desigualdade (II1.17).

E facil ver que o calculo deste valor
minimo depende de maneira direta da escolha do hamiltoniano
Ho’ 0 qual, necessariamente, deve ser mais simples do que

Hy condigao de aplicabilidade do proprio método.

Em sume, a metodologia consiste em esco
Ther uma forma, adequada, parametrizada de Ho’ minimizar
V(h) em relacao a0s parametros de H,s no caso h, e identi
ficar o valor de w(H) com o minimo de ¢(h), isto &,

vl) = o(h,) (I11.2)
onde
CEIQID R B (111.3)
8h !h:h
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SEGAO 1 - APLICACAO DA METODOLOGIA VARIACIOMNAL : Caso do
modelo I, para n=0, na aproximacao de campo

medio.

Assumindo que n=0 em I, o modelo re-

sultante desta simplificacdao e dado por

(IT1.1.1)

A aplicagao, aqui, da metodologia va
riacional assenta-se em supor um hamiltoniano de tenta

tiva dado por

z r X
Ho(h) = - hoy™ - (E) op
(II1.1.2)
A energia livre w(HO(h)) associada

ao hamiltoniano de tentativa (IIT.1.2) e dada por:

b(Hy(h)) = - NKT 20 7, (I11.1.4)

onde

(
Z, = Tr e © = 2 cos h BH_(h)  (I11.1.5)
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(%)2)]/2 (I11.1.6)

—

Enquanto que a media estatistica e

z U )
<H-H > =~ JN SR - {3) ENR+ R NR (I11.1.7)
onde |
R = <g.2> = 1 2 g5 7 (I11.1.8)
i B 94 1 T

e z e o numero de coordenagdao da rede.

Fazendo uso das relacoes (III.1.4) e

(I1I1.1.7), & expressao (III.1) pode ser escrita como:

6(h) = = N KT 20 Zy - 9 N ZR® - (§) E N R+ h NR

(111.1.9)

Utilizando esta expressao, sequndo a relacao (III.3),0bte-~
§ pe ¥

mos para ho o valor
h, =((%) E+ JzR) (111.1.10)

Dezte modo a relacao (II1.7.8) fica totalmente determinada;

como a polarizagao e definida por

Po= N(}) < oz> (I11.1.11)
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escrevemos

P= N(%), 0 ((5) E* 9z <oTZ>) (111.1.12)

A suscetibilidade isotermica a campo

zero e definida por

i

ap,
X7= (3E) £ (I11.1.13)

Levando em conta a relagao (I11.1.12) e lembrando que na

fase parael&trica a campo nulo a polarizacao e nula, isto

e, <oiz> =G, obtemos para a suscetibilidade que
1,2 o - T
N(%) tag h 8 %
Xt= - (I11.1.14)
(?)-" Jz tagh B »
A transi¢ao de fase ocorre numa tempe
ratura critica T, onde X}T = 0,0U seja 10,
(Ly = 3z tagh 4 T (I11.1.15)
2 - Z7c T
Expandindo a expressao da suscetibilida
de,isto e, {II1.1.14) em potencias de (pJd), encontramos
que
X Ng(§)2 wwz_ tagh l@r v Az tagh lQr (pJ) +
T v2l [(BT)y Tt 2 (BF)? S A
5 3

+ .87 2y - (I11.1.16)

8 7° tagh 48T (8Y)
3
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Comparando tal expressao com a expan-
sao exata em series de suscetibilidade para o nosso mode-
lo (n=0), obtida no capitulo IV, podemos constatar que a
aproximacao de campo medio preoporcicna um dominio de vali

dade ate primeira ordem em (8J).

A polarizacao de saturacao e obtida

quando T+0 na expressao

1

.= zJ tagh T, (I111.1.17)

0

Deste modo obtemos

1
<o?> = (1- (g)Z ,?;%Y§«N) / (111.1.18)

de cnde verificamos a dependéncia da polarizagao com a in-
tegral de tunelamenio e por conseguinte com a massa de par
ticula que tunela manifestando assim um efeito isotopico.

Expandindo a expressao da suscetibili-
dade (III.1.14) proxima a temperatura critica, obtemos &

lei de Curie-Weiss, ou seja,

X put .»,...,E:. mmmmm
Ty
C
T
onde € = > o S 5 (171.1.19)
(zd) "= (=)")
( 2
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Uma analise qualitativa das expressoes
anteriores nos fornece uma serie de informacoes relevan-

tes do fenomeno de transicdao gque apresenta o modelo.

Em primeiro lugar podemos notar que a
temperatura critica, dada pela expressao (III.1.15), de-
pende do campo de tunelamento ou integral de tunelamento
I'yn predizendo assim um efeito isotopico; isto e, se a
massa da particula que tunela aumenta e consequentemente o
valor da integral de tunelamento diminui a temperatura cri
tica aumenta. Efeito este ja observado h3d muito tempo,
como vimos no capitulo 11, em ferroeletricos com liga-
¢oes de hidrogenic quando substituimos o proton pelo deu-
- . . o . (18,19)
terio e explicado pela primeira vez por Pirenne

e oemant : (21) . .
e posteriormente por Blinc . Como comentamos ante-
riormente o efeito isotopico aparece tambem na polariza-

¢ao de saturacdo.

Outro resultado que podemos obser-
var € a dependencia da constante de Curie (I11.1.19) com
a integral de tunelamento. Alem disto, quandc o campo
de tunelamento transversal (é) for maior do que o valor
do campo de interacaoc longitudinal zJ, nao ha ocorrencia
dertransigao de fase, isto,e, nao ha nenhum ordenamento
uma vez que a expressao (II1.1.15) nao apresenta solu-
cdo real para Tc' 0 sistema e entao paraeletrico en

todas as temperaturas.

Todos esses resultados foram obtidos

por Blinc, em 1959, no artigo comentado no capitulo II.
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%

Posteriormente, eles tambem foram obtidos no contexto do mo
delo de De Gennes (expressao I1I.6.5 com n=0), atraves
das tecnicas usuais de campo medio. Na nossa apresentagao
obtemos essencialmente os mesmos resultados utilizando um
tratamento variacional baseado na desigualdade de Bogo-

Tiubov.

Como j2 nos referimos antes, todos
esses resultados de Blinc sao corroborados pelos experi-
mentos de Zwicker e Scherrer. Porem, recentes medidas
da constante dieléetrica feitas por R.J.Mayer e J.L.Bjorks-

(29) . )
tam parecem justificar mais o0s resultados experimen

. .. (30 . —~ .
tais de Bantle® ), os quais nao revelaram nenhum efeito

isotopico na polarizagao espontanea.

Em vista disto, Tokunaga e Matsuba-
_(31) s , . - ;
ra apcntaram que o modelo de Blinc (De Gennes), 0 quai

considera somente o sistema de protons, € nao so insufici-

ente mas tambem incapaz de explicar a ausencia de um e-

feito isotopico apreciavel na polarizagao saturada. Tal
{32)

visio @ partiihada e desenvolvida tambem por Kobayashi .
Devemos lembrar que, de acordo com 2

teoria de Stater, discutida na segunda secac do capitulo
11, a temperatura de Curie TC depende apenas de g, a dife-

renga de energia entre duas configuracoes diferentes, onde

¥ -

seria dificil assumir que ¢ tem uma forte dependencia com
a massa dz aparticula (hidrogénio ou deuterio). Por  outro

4

lado, o teoria de Slat

(3

>y ganhou novo alento com experien -

3

cias realizadas nos Gltimos dez anos, que indicam, a0 Con-

trario do que se pensava,gue a transigao de fase do KHZPUQ

(33)

e de primeira ordem e nzo de segunda ordem
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Ao longo da nossa exposigao dos diversos
modelos utilizados para explicar a transicao de fase no
KH,PO,4, no capitulo II, pudemos constatar a dificuldade
de se decidir, pelos resultados experimentais apresenta-
dos, entre a transicao de fase de primeira ordem e a de
segunda ordem. Blinc no seu artigo afirma "0 modelo wven
dadeino, o qual deve Levar em conia tambem 4orcas de Longo
alcance, deueidan, em concordancia com 05 exverLmentos,

thansicoes mals agudas" (21),




SECAO 2 - MODELO ESFERICO MEDIO ANISOTROPICO

Num artigo publicado na revista Physics
Today, intitulado "The work of T.H. Berlin in Statiscal Me-
chanics - a personal reminiscence", M.Kac traca um histori-

(34)

co do modelo esferico .

Incentivado por Uhlenbeck, em 1947, a
estudar o modelo de Ising e a esclarecer a solugao bidi»
mensional apresentada por Onsager, M.Kac foi conduzido,
pelos obstaculos encontrados neste trabalho, a "resolver um
problema similar aquele que deveria solucionar". Segundo
Kac, este novo problema consistia em "substituir os spins
discretos que aparecem no hamiltonianoc de Ising por "spins”
continuos distribuidos de accrdo com a distribuigao Gaussia
na".

Para melhor compreendermos esta nova abor
dagem e seu posterior desdobramento, consideremos o Seguin-

te hamilteniano:

] [0 (63 Gl & &
Ho= - 2, 9, S_.S_ - gu2H S (I11.2.1)
< 9.0 A S i) 1

3> - - s s
onde ¢ e o valor da rede de uma rede cristalina d-dimensio-

P

nal com N pontos, nos quais se localizam os atomos magneti-

[s3]

o fator de Lande, e o magneton de Bohr, S o

ml

ces, ¢ Hg

e o operador de "spin® correspondente ao atomo magnetico

. e o - A

izado no ponto £ e J4 , e a integral de ‘"exchange,
By

a o o 4s8 ‘ B

H o campo magnetico aplicado e o @& orientacao adotada

3
H

loca

(estamos usando um indice a porque posteriocrmente vamos ge-

neralizar o medelo).
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A energia de cada configuracao associada

com o Hamiltoniano (II.2.1) sera dada por:

E{O'a} = - l )} J O_(:LO - m

N N H o (111.2.2)
2 g [ [

onde m representa o momento magnetico de spin e as varia-
. o . -
veis escalares 0 associados a cada um dos pontos da rede

: 2
assumem valores +1 e -1,

Uma vez dado o Hamiltoniano do sistema, con

siste no objetivo (Capitulo I) calcular a funcao de parti

-

cao associada a este Hamiltoniano, isto e,

- BH
Z =Tr e (I11.2.3)

Fazendo uso da expressao da energia configqu~-
racional(III.2.2) vreescrevemos a funcdo de particao(III.2.3)

como @
| ~BE{c®}
7 = Za e (II1.2.4)
{o } N
onde {iu} significa uma soma sobre todas as 2 configura-~

¢oes de spin,

A proposta inicial de M.Kac consistia em

transformar as variaveis escalares o ocorrendo na e X~
3

~ : 7 . +
pressao (1I1.2.2), onde assumem os valores discretos -1, em

variaveis continuas cujo dominio era entio a reta real e

em assumir que a probabilidade de achar um dado spin O%a
o a a - , . . . g
entre 0 e a++d03 e dado por uma distribuicao gaus-
2 o .
. % - —Z(oo";}/_’ - ., .
siana, isto e, e E onde Z e uma constante positiva.
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Este modelo cuja funcdo de partigao se es-

creve como

= _gE{o®1- z3(%)°
N

H

e

Zy(8:H) dcsf;‘E (111.2.5)

=¥

% OO

ficou conhecido como modelo Gaussiano.

. Kac ficou surpreendido e entusiasmado com a

rapidez com que encontrou uma solucaoc para este modelo.

Contudo, este entusiasmo inicial logo se
arrefeceuy ao notarem, ele e Uhlenbeck, que a solucao apre
centava o defeito de ndo ser definida abaixo da tempera-
tura critica (a fungao de particaoc torna-se complexa);nas
palavras de Kac "ela (a sotucao) sofria do que pode ser

"

chamado a "low temperature catastrophe'.

0 objetivo do trabalho, entao, deslocou-se
para a tentativa de Tivrar-se, de desfazer-se da "low-tem-

perature Catastrophe™, o que finalmente ocorreu guando ele,

lac, estabeleceu uma nova condicao para as variaveis de

LS - . (12 ' 1 A T . L .

spin, isto e, que L o, = N onde N & o numero de lugares
A

da rede.
Sob esta condigao, a

novo modelo tomou a sequinte Tforma
o +iwe
0

C(BLH) = e e ST“(B’H’Z) dz (111.2.6)
N 271 '

onde
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" (pE{o®)- zn(e™)? .

By (B.H,2) = |- fe T 2 %dc_j% (111.2.7)

Com este modelo, Kac atingiu seu objeti
vo, que era o de livrar-se da catastrofe, porem, em compen-
sacdo, o calculo da fungao de partigao (III1.2.6) tornou-se
muito mais dificil, como ele mesmo afirma, que no caso an

terior do modelo gaussiano.

Uma solucao explicita em tres di-
mensdes foi apresentada logo depois por T.Berlin, consistin
do, essencialmente, na diaéona]izagéo da forma quadrada
do argumento da fungao exponencial e Pposterior 1ntegragao
na varijavel z para grandes valores de N, por meio do metodo

do ponto de sela.

Fste modelo ficou conhecido como modelo

esferico e a razao deste nome pode ser apreciado por uma ma-

neira geonétrica de descreve-lo proporcionada pelos seus

descobridores Kac e Berlin, vamos supor que temos N spin
o ,

N . . . :

o,. Construamcs um espago cartesiano N-dimensional. Um pon
> Al

to P neste espaco e representado por um conjunto de N coorde

. a - . =
nadas {o_ "}. 0 ponto P representa uma configuracgao de

o h.

g . .
spins do modelo de Ising se 0, 7= As 2N configuracoes

7 I : g oy . SZ’ 3 . .
do modaio de Ising sdo verticeS de um cubo N-dimensional.
Vamus consideray uma esfara circunscrita
1
nt/e

o 2
..}_ =

a este hipercubo. 0 raio desta esfera e e 0s pon
(35)

tos na esfera sao dados pela equagao r N .

L2
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Para termos uma imagem concreta do mo-

delo esfarico podemos utilizar um exemplo completo de
43
Stanle (4)
8 2 4=
H=2 45 2 4 estados
' ' 52 = ]
.I,A,‘,N}\ 1
Mo d j Tes A t 2
Modelo de Ising ‘ y B S? = ]
s105, Nl A
2 2. 2
Sy+S5,=2
172
- 521522 2
Modelo esferico l 1 2
S] S2
Tao Togo Kac e Berlin publicaram em

1952 o artigo do qual extraimos a passagem anterior acerca

do modo geometrico de encarar o modelo esferico, e no qual

expunham ambos os modelos (Gaussiano e esferico) e suas res

pectivas solugoes, Lewis e Wannier,nove meses depois, obser
. (36) . e .

varam, noutro artigo ,que uma simplificacao podia ser

introduzida na solugao do modelo esferico evitando a inte -

gragao de ponto de sela.

Esta simplificagao consistia "em consi-

u " - . ~
derar um ensemble que fosse canonico tanto em relagao

oiz. A "funcgao de particgao

BsH.Z), on

E{c} quanto em relacao a P
~ . AT U (
grande canonica "desse ensemble"™ @ justamente ZN

- . = . w0l
de z e agora uma variavel conjugada a L o%m.

L2

0 campo es-
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s

ferico z, para um dado valor de B e H, e fixado nela condi-

(23)

ca0 esferica .

Tal modelo ficou conhecido como modelo
esferico médio. E & com a sua solugao que vamos nos preocu
par e que preenche nossos objetivos estipulados na introdu-

~ - 36.1
cao a este cap1tu1o.( )

A Hamiltoniana que nos interessa nao @
precisamente aquela dada pela expressao(II[.2.1) mas uma

que leve em conta todas as dimensoes do spin, como

1 a o o o ca

He = 5 5 L 2 08 L83 sy - m gz HTsT (111.2.9)
2,8 U=X,¥Y,2 28 2 2 L @ L

A func3o de particao grande canonica (III.2.7) associada

com o hamiltoniano (III.2.9) tem a Torma

. ) .
) o :
Eg(BoH, z) =) =7~ g BElo} -2 % 0, do (111.2.10)
" A
a o
onde E{o} = - % LI, L Jg , 0, o, -~-mZ §Ha.ag (II1.2.171)
(R LN A A g @ 2

e 0s spins encontram-se sujeitos a condigao esferica, isto

€,

3 =
> = = me— An E N=N (I111.2.12)
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A variavel z seri expressa en termos
de outra variavel , p potencial esfdrico U, atravas da
aquacao

7 = By (171.2.13)

A unica condigao que impomos schre o

integral de "exchange" & que ela dependa apenas das locali
P T - ' . .:Q\: -?‘l L . ’
zagUes relativas dos pontos e L, isto e, que
a c, > ‘,>i - o, "3" ,3" e v p
Ji J7(a-0") = I (L -8) (1I1.2.14)
23 9

Reescrevendo as expressao (ITI.2.70) em termos da nova va-

riavel p, obtemos

. 2
( -BE{o}-Bu I o o
g (B,H,u) - --- | e ,o £00 do® (111.2.15
A /Q: ==
A s 2

[ss]

e tambem a condigdo esférica (IIT.2.11) encontramos

2 1

< > = ——-g

%o (I11.2.16)

6

[1}
1
=

d
“gizn

petas

=y R

e

No que diz respeito ao nidmero de pontos da rede, assumimos
que existem L pontos em cada diregao, perfazendo um total

de N = Ld pontos.

0 argumento da exponencial que aparece

na expressao (III.2.15),isto @&,
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2
Q = -pE{o}-Bu 3 Lo =
2y 2
. 2
= % er 2 30 0% 6% wpm gz H%Y gl no®
IR A S A £ o 7 2 ta g

(I11.2.17)

uma forma quadratica.

ot

0 calculo da funcao de particao, ou se-

Ja, a integracao da expressao (ITI1.2.15) & realizada gra-

¢as a certas propriedades associadas com a forma quadra«

tica (II1.2.17) descrevendo a energia de interacdo do sis~-
tema (3J).

A forma quadratica e simetrica devido

a relagdo (III1.2.14), portanto, suadiagonalizacio & sem-

7)

- . —~ (3
pre possivel por meio de uma transformagao ortogonal .

Considerando a seguinte transformacao

ortogonal das variaveis de spin o+a, isto e,
L
o % - 1 §o+ae1kz
k k

2 ” (I11.2.18)

onde k pertence 3 primeira zona de Brilloyin a seguinte

condig¢ao ciclica de contorno

a - g - g

5 @ (I11.2.19)
T+ L.a, L+ L.a,

= Q

tornamo-nas capazes de diagonalizar g expressao(III.2.17)

N

obtendo
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= -85 |u- % J%K)| 6% % + /N gm T % @ (111.2.20)
1 ; 0
Ky 0 kKo -k o

Por meio da transformacdo definida pe
la expressao (II1.2.18)estabelecemos uma transformacgao de
. ) N a e
conjunto de variaveis escalares {o_~} para um conjunto
- - Q L
de variaveis complexas {Ok }.
s !
VN ol o S
Essas variaveis complexas {Ok I podem

ser expressas por meio de um conjunto de variaveis reais

a . —
{Xk,Yk } segundo a expressao

50 = xS, a) = xS vt € s (111.2.21)
0 0 V2 k k

Fazendo uso da relagao (III.2.21) a ex-

pressao(IIl.2.20) toma a forma

130 al o2, - 1 =a o2
Q= =B ¥ |u- Jd (k) |(X, “+Y - ZBlu- 5 J7(0Y] X +
' k,oci 2 i K K ) a 2 (0) 3
+ /N Bmz H® X (I11.2.22)
e a funcao de partigao (II1.2.14) por meio da expressao

(I11.2.22) se transforma em

® 1 ;o o 2 Oy Ol
-Blu-% J 7(0) X% T+v/Ngm HYX
EN(B,HHJ)" - I dXou e 2 3 0
o

1 7 2 2
o o ~Blumg IT(K)[(XOT 4 ¥ )
I T oo [ dX> dY> e K

k>0 of koK ‘

(111.2.23)
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Para o calculo das integrais anteriores

(I11.2.23) fazemos uso do resultado familiar

* 2
~Ax%4Bx /2 %ﬁ
e dx = () e (I11.2.24)
onde A>0

Deste modo

BN (mH_ )
(@ p—— Sa ..... S 1
3, O - -
AN e Sy lk) |
T (R.H.u)= I 2 1 w
HN(B) SL) ( ) exp -5 U
B 2 (111.2.25)

Da expressao (I11.2.24) e facil de se ver que o resultado
anterior somente tem sentido para os valores do potencial es

farico u satisfazendo a desigualdade

uo> % Jﬁ(E) ¥ K € primeira zona de Brillouin e

Yoe{x,y,z} (111.2.26)

F a condicdo esferica(IIl.2.12) fica

B(m Ha)z 1 1
. M N -8 (111.2.27)

o
a 4!“"9“‘“%9—)42
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CKO 3. AMNALOGO ESFERICO DO MODELO DE ISING COM CAMI

TRANSVERSO

Com o proposito de obter o  modelo
I (n=0) a partir do modelo esférico antericrmente discu-

tido vamos estabelecer algumas restricdes e definicoes.

5

Vamos considerar apenas o caso de uma
rede cubica com parametro de réde iquala um e comintera-

goes restritas aos primeiros vizinhos. Sendo J% a dinte -

gral de "exchange" com os primeirocs vizinhos.

Para podermos discutir acerca do com-

portamento critico do modelo em questao vamos definir 0
E . - - >

potencial esferico M. e o vetor de onda critico Ke por

meio da relagao

b= max{ &+ 3% Z p o= 1o T') = I11.3.1
c - - ( )J '—2‘ (I(C Um ( o . )
> 2
k,o
>
-~ o > "ikQI o > > >
onde J° (k) = Z J7 (2) e = X ¢ (%) cos k 2
->
2 2
(I11.3.2)
Fazendo uso da pressuposicao de consi-
derarmos apenas interacgoes entre vizinhos mais Proximos

obtemos das expressoes anteriores que

J k) = 2 3% (cos k, + cos ky + cos k) (I11.3.3)
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Seja, antao

J% = 3 >0 caso ferrc (111.3.4)
3= 9% =0

ey

H® = Hyy

H = 0

Substituindo estas condigces na expres-

(111.2.27) da condicio esferica encontramos

2 2
Bim Hy) B{m Hy) 1 1

B - T o T et et ot e + S Z
- 2 =
4 |y 3200) ’ an’ 2Nk - 34k |

(I111.3.5)

Deste modo a temperatura critica para

uma magnetizacao espontanea (H =0) e dada por

2
B\(m H;)
3 s et s Lo ! (111.3.6)
2 2Nk Z,,
4“0 iu -__,J;..L",.).
c
2

No caso ferromagnetico (J>C) favorece-
se o alinhamento paralelo dos spins e @ entdo facil ver

aque o vetor de onda critico e o potencial esferico critico
530

>
kC =0

J* (0) = 34 (111.3.7)

onde usamos as expresscaes (IIT.3.1), (III.3.3) e (III.3.4)
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Agora, utilizando~se a relacao bem co-

nhecida

1 v ,
R a3y (I11.3.8)
N (2%)

valida para uma rede 3-dimensional com volume de celula unita
ria igual a Y e N suficiantemente grande, podemos reescrever

(II1.3.6) sob a Torma

2
B (m Hy)
B, = — y EELESTE) (111.3.9)
¢ 36 4 24
a3k

)
1
3.
]
—
—
(VN
~
i

3=(co + CO¢ + K
(cos k, cos ky cos Z)

(111.3.10)

Reescrevendo (III.3.9), encontramos fi-

nalmente que

36 9% - mlmt
KT = - (111.3.11)
36 J° 1(3) |
A
"
64
m
& z
KTc

24
T(3)
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Denois de termos descrito e aplicado,
num caso particular, o metodo variacional, vamos estudar,

o (exata) em se=

oy

P T AT e B .
neste Capibulﬂ, uma tecnica e 2Xpans

ries, aplicando=-a ao modelo I, no casc em que n=0Q,

rt e (38 e
El1Tiot e %ood( ) foram os primeiros

a propor este procedimento o qual desenvolveram a par-

tir dos trahalnos, envolvendo teécnicas diagramaticas,de
o 39 . . - UV
Matsubara ( ). Flas obtiveram expressoes analiticas

apenas para OsS trés primeiros coeficientes da expansao

em serie da suscetibilidade do modelo,

Além de oprocedermos uma analise
de tal tecnica estabelecendo suas etapas e regras de

manipulacao diagramaticas, calculamos o guarto coeficien

2 da expansao da suscetibilidade do mcdelo referido
e fizemos wuso da serie para discutir da qualidade
dos coeficientes. da expansao do calor especifico. Com
isto, pudemos observar da importancia da especifici-
dade da rede envolvida nos calculos e discutir da qua-
lTidade de outros procedimentos, de seus limites de

validade e das causas destes limites.

Mais, esta técnica @& wusada Jjunta-
mente com a metodologia variacicnal, no proximo capitu
1o, para obtermos uma expressao da suscetibilidade do

modelo I e assim discutir a temperatura critica e a

0y

polarizagao deste modelo.
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SECAO 1. DESCRIGAO DO PROCEDIMENTO DE EXPANSAOQ

Vamos reescrever o hamiltoniang do mode-

To (I1.5.4) fazendo uso da sequinte notagao:

HE = - Lk 95 (IV.1.1)
i
T X » .
HF = - ? (?) 95 (Iv.,1.2)
HJ = - % Joiz g.” (IV.1.3)
<i,j> J

onde estamos considerando somente intaragoes entre vizinhos

. - . I ~
mais proximos. Eliminamos o coeficiente (%) na  expressaon
[
(IV.1.1).
Entao, H= Ho+Hp + Hy. (IV.1.4)

Com o objetivo de introduzir a expansao

em altas temperaturas, vamos definir

Ho= Ho o+ Hy (IV.1.5)
onde Ho = Hp (IV.1.6)
e Hy = Hp + H, (IV.1.7)

0 nosso problema consiste em obter uma

-~ . (40)
fungao f(B) tal que

~B(H +H.) ~-BH
e o 1T L e 70 gy (1v.1.8)
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Como No nosso €aso H] nao comuta com HO,

devemos proceder levando em conta tal restrigao.

“A(H +H) = AH
Seja F(A) = e O Tae UF(A) (1V.1.9)
onde A @ um parametro.
Entio ~?%%&l = - HF(A) = -H eHXHOf(x) +
Lo Mo am%;) (1v.1.10)

mos
N £ )\H ""}\H
IREAES B PR L6 (IV.1.11)
M - AH,
Seja H1(x) = e Hy e (Iv.1.12)
Deste modo (IV.1.1) pode ser escrita como
A~ ) F() (1V.1.13)
A solucao de (IV.1.13) pode ser obtida
~ 41
por interacgoes sucessivas (41) Assim temos:
A \ A
foy = FO1-] monar e OO Hy (3" A"
0 0 0
on
X At /A
i1t [ I ]
Hy (A" )dA! Hy (A ")dA" HyOvo A T

o 0 (1V.1.14)




Substituindo o parametro
mo f(0) = 1 por (IV.1.2),

[

A por B e co-

B T
fF(R) = |1- H](T])dT] + H](T})dr] H.]('L'z)d*r2 -
0 0 0
) H](T])df] H](TZ)dTZ H](T3)dr3~mm_«_
(IV.1.15)
“0 0 0
De forma sintetica escrevemos:
B /”T-] "Tn__'l
Fg)y = % (-1)° dt, dr == de Hy(Tq)==-
n=0
/0 /0 0 w_"H?(Tn)
“““H](Tn)
(IV.1.16)
TH - TH
onde H,(7t) = e 0 Hy e 0 (LV.1.17)

Apos estas conclusdes a fungao de parti-
cao (1.1.2) pode ser escrita como:

8
_SH —BHO o
7 = Tr e £(B) = Tr e lz‘; (-1)

0

Onde fizemos uso
(Iv.1.8) e (IV.1.16).

das relagoes (IV.1.5),
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SECAO 2. A EXPANSKO EM SERIE DA SUSCETIBILIDADE. A

DETERMINACAO DOS COEFICIENTES DA EXPANSAQ

A suscetibilidade longitudinal a campo

nulo & definida por:

5 1 92
X- o= (;)ﬂ._P_) = -]» -?—:“7 an Z (IV‘Z'])
Z Y Y

E=0 E=0

onde por sua vez, a polarizacao define-se como:

§ @

1 .
P _—B_ E’ n 2 (I‘!,Z.Z)
Como no caso da expansao em altas tempe
o . (38) .
raturas do modelo de Ising podemos obter a sequinte ex-

pressao para a fungao de partigao:

s (g™ (se)" u T o(8T) (IV.2.3)
r=0 n
Os coeficientes unr(BF) na exXpansao
(1V.2.3) dependem de T de uma maneira complicada.
Como a suscetibilidade, em campo nulo,
n3o0 deve conter termos em E, sua serie de potencias deve

seyr da seguinte forma:

x_.= N8 I an(BF)(SJ)n (IV.2.4)

sendo proporcional ao numero de spins N.

Consideremos, agora, 0s primeiros termos

.

da expansdo (IV.2.3) da funcao de particao
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o] 0 1 2
z=u, o+ fpam] o+ (BE)ug ¢ (B) g
r(BI(BEYLL  + (BE)Z s+ (B)Y wd s+ (B (e
3 4 0 5 .0

v 20)4BEY? W - (1v.2.5)

3

r o r
Escrevemos I (BT) ou apenas u, .

Ora, a funcao de particao Z deve ser simetrica por troca
de sinal do campo E, i.e., Z(E)=Z(-E); portanto na expan

sio da funcao Z, nao ha termos em E de potencia impar.

Uma vez que a equagao da suscetibilidade
envolve a segunda derivada em relagao a E, retemos apenas

- e - 2
aqueles termos que contem a segunda potencia de E(i.e.,E").

Assim, levando em conta as consideragoes
anteriores, podemos simplificar Z e reescrey§~1a em termos
de poténcias de (RJ), isto e,

)2 2

2 0 .
uzl + Iu] + (BE u3| (BJ)

e en2g o+ (828 w83 S+ (eE)? uEl
+ (pa)" IuZ v (pE)° ué! ~~~~~~ (IV.2.6)




Consideremos, agora, O logaritmo da exprassao

(1Iv.2.6). OCbtemos, entao
C 2.2
o+ (8E)“ugl
n 7= lnlug + (BE)2 ug] + An|1+(BJ) ‘ ( Z_ 3
1,0 A4
lug  + (BE)TUS]
, 1y o+ (8E)2 1l ;1§ o+ (3e)2ug ]
+ (BJ)° e b (BJ) +
lug F (BE)2 ugl lug r (SE)Zugl
i 2.2
4 ‘Uz g (BE) USI
+ (gd) b (1v:2.7)

Com a finalidade d& obtermos ima expansao pa-
ra &n Z que facilite sua manipulagao, introduzimos a saeguin

te notagao

(BJ) = X | (IV.2.8)
0 2 2
n ]uo + (BE) u2[ = K
2 2
T (BE) ',
= a
0 2
ng o (BE)T wy
2 2
ug +  (BE)T uy .
uoo+ E)2 u
0 g 2
0 2 2
Hy t (BE)T wg .
2 2




8 v m0)?
4‘ (9] =_d
0 2 .2
W4 (gE)° ¥
Palo teorema de Taylor sabemos que:
~ v2 L3 4 )
g (1) Ty - L ¥ éw - %“ 4 omeme =1<y 21 (1V.2.9)
Fazendo uso de (IV.2.7) e (IV.2.8), pode
mos escrever
tn Z = K o+ Wn(14y) (1V.2.10)

3

2
onde y= aX + bX *ocx + dX4 b

Depois de um procedimento algebrico algo longo, no qual faze

mos uso de (IV.2.9), obtemos uma forma mais conveniente de
&n 7,
o 7 = Kk + Bx + cx2 o+ 0x3 o+ Xt e --- (1V.2.11)

onde

K= anlud o+ (8E)? “2‘ ; (Iv.2.12)

B = a

C= b-%a

D= ¢ - ab + % a3

1,.2 2
F= d- ?(b + 2ac) + a’b - %—)

onde a,b,c,d sao dados por (1v.2.8)
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Como nosso objetivo e o calculo da susce

tibilidade vamos diferenciar duas vezes (IV.2.11). Assim te

mos .

2 2 2 "2 25 -
YA 3 3 V2 ¢ 2 D 3
MT;??QMZ. - (”gfg) + (m:m?) ¥ 4.M%??) Xe . (é}?—)x +

: E=0 E7 peo BT E-0 LT ko E” E-0
2
3°F 4

* (wm;) X' (IV.2.13)
DEC E=0

Depois, novamente, de um procedimento algebrico, no qual fa-
yemos uso das relacdes (IV.2.8), (IV.2.11) e (IV.2.12), obte

mos oS seguintes resultados:

2% - 25 IV.2.14
el = Ty (Iv.2.14)
E=0 o
325 2 g2 ug 2 g2 ug u?
8 - ‘ (IV.2.15)
E=0 0 0
2 2 o 2 0 2 2.,0
L Y 2 M2 M2 M ,e2 13 2 oM
—— -2 B2 .2 £ ~Laps 2 - 28 —E-)
£ 0 (uo)Z u " (Uo)
3 E=0 Ho 0 0 0 0
| (IV.2.16)
2 2 ,2 .0 0 2 0 ,0
2 28% W, M U U U, U
3°D . o B2 M50 2 "3 _ _g(z 82‘_3 -9 g2 2 1) _
2E° 0 (,9? 0 ° (10)?
E=0 Ho Ho Ho Ho 0
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Obtemos assim os coeficiantes da expansaa

T

em serie da suscetibilidade como uma combinacdo algéhri-
.. Yoo ~ -
ca dos coeficientes My (Br) da expansao em serie da fun-
¢do de particao Z.
Devemos, agora, nos praparar para 0 cal-

culo destes coeficientes, determinando assim, - a expansao

da suscetibilidade.




o]
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SECAO 3. ESPAGCO DOS ESTADOS

0 hamiltoniano (II.5.4) & um namiltonia-
no quantico representativo de wum sistema fisico de N spins
E, entaoc, antes de passarmos, afetivamente, aos calculos
dos coeficientes da expansao da suscetibilidade @ preciso
estabelecer o espaco dos estados correspondentes ao nosso
sistema fisico.

Estamos distinguindo os N spins por Tndi-
ces 1,2,---N. Considerando apenas o Indice 1, seu estado
¢ definido por um "ket" pertencendo a um espago dos esta-
dos eS(i) a duas dimensoes. Procedemos do mesmo modo para
qualquer outro spin.

0s operadores associados a estes spins sao

. X
os operadores de Pauli, a saber 0, oiy e oiz.

A representagao na qual definimos estes
. — X - s BN
operadores e aquela na qual o; e diagonal com autovalores
1 0
+ . . . . .
-1 e autovetores iOl, ]1‘,1nd1cados por i,= [i:+> e |i_=

|i:-> respectivamente.

Nesta representacao ,oiz=(? 5)48 A)K? 8)
01 ~ 00
onde o;= (O O) e 0= (1 O).
Assim o.%= 01+ I (IV.3.1)
0s operadores Ui+ e 01— sao operadores

de criacdo e aniquilagao respectivamente.

Com estas definigoes temos:
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¥ [i:+> = 0 o, [i:=> = |i:+> (I1V.3.2)

0. |i:4> = |i:-> o, [1:=> =0 (IV.3.3)
x ¥ 4 F oy

;7 gy = - s =0, 0 (;V_3,4)

Estabelecida nossa representagao, esco-

. X -
lhemos como base, em €_(i) os autovalores de SN isto e,
B .

[ o espaco dos estados de nosso sistema
fisico de N spins € escrito como o produto tensorial

dos N espacos, ou seja,

e, = ES(]) R ES(Z) ® --=- ® es(i) ® --- & (N
Pode-se ver, entao, que 0 espago eg e
ZN—dimensiona1. As bases {]i:+>, |i:->} sa0 ortonormados
isto e,
< <q11: > = P
Ej'3|1‘€1 6133 Sgi’e

onde e= {+,-1 ii = {1,2,---N}
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SECAO 4. AS TECHICAS DIAGRAMATICAS

A secao 1 apresentou como resultado a

expressao da fungao de narticao, isto @,

-BHF (B B /Ty
Z= Tr e i1~ (H,+Hc) (ty)dtq+ (Mol o) () ) (H )
Jo JUESTI g g/ vt IRy
(Tz).dx]drz
B T] /’TZ
- (HJ+HE)(T])(HJ+HE)(Tz)(HJ+HE)(T3)dT] dt, dtg +
40 © 0 0

j (HyHHE) (Tq) === (Hy+H ) (T4)dTqde,--drg-
o’ 0 o /0O
B/Ty /T2 3 Ty
- {/ (HJ+HE)(T])——~(HJ+HE)(TS)dT]~~—dT5+m’
:’ 0 40 E 0] - 0] 0]
(IV.4.1)

e, em termos das potencias de (BdJ), por (Iv.2.6), a funcao

de partigdao e escrita como

2200 v (sl v g+ (88 Py ¢ (89) %5+ (p9) (8E) Pu s

+(83) MG + Bn2eEnd + eohy o+ (80)% %+ (80)3(BEY M +
+(83)(BE) T} + (B BEY2uE w-e-

(IV.4.2)
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Estabelecidas ambas expres

¥g]

oges da fun
cao de partigdo, encontramo-nos, entdao, em condigoes de dar

inicio ao calculo dos coeficientes.

Comparando as expressoes (IV.4.1) e
(IV.4.2) verificamos que \
I X
: @ 9y Br o x
o ~BHp i=1 N 2 i
uO(BF): Tr e = Tr e = Tr @ e
i=1
(IV.4.3)
Fazendo uso da propriedade de que 0

trago de um produto tensorial e igual ao produto dos tra

o e B (1) obtemos que
N L 0%
WO(BT) = M troe = (2 ch(zer)N (1v.4.4)

Deste modo so nos falta calcular o coe

ficiente HS para obtermos o primeiro termo da& expansao da
A2 o2
< ; = 2 32 ~§5 dado por(IV.2.13)
E Ho

suscetibilidade, isto e,

Q

e (IV.2.14).

Utilizando novamente, da comparagao es

tabelecida anteriormente entre (IV.4.1) e (IV.4.2) conclui

mos que
B /T
-@H
T
dt, dt
gPEfuE, = Troe He(rHg(Ta) €T 72
o /O
(IV.4.5)
Fazendo uso das relagoes (IV.1.2) e

(Iv.3.1), temos
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2,2 2 -8y (P /T
£E5B ué = Tr e L E O,Z(T])gonZ(T,)dT] drz
Q [§] 1 J
entao
B T
~BH., 1
2 2 I + - o+
B My = Tr e 1 (o] (T1)+ Ui(T1)) ?(OJ(TZ) +
0 0

e

+ 0y (Tz))dT]de

(IV.4.6)

Vamos provar, antes de prosseguirmos,
duas relagoes que usaremos extensivamente ao longo deste

capitulo, isto e, que

I Hy e ''r vem

't
- o}
:e z
__TTOX _fj_cx
i : i
= @ 2 o. e 2 1

expandindo o exponencial obtemos
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rt g.%
2 3 g% ~ i
Tt X T, ] 't i + 7z
G I R R S B vol O
mas, por (IV.3.4), isto e, 01X01+ = 01+, temos
I't X
2 3 o
+ Tl 1T 1 Tl ] + TV
(M= |V () ) g %@ -
,..I-‘:;[_ FT g X -'M-—FT 2
= Z G. e 2 1 = @ z 0'1.+ '|+(W’E.I.-)01X+(..’E£) __J._ +
! 2 2" 2!
+ (:EI.)3 l._ O'ix ...__l
2 3.
~ + X o
usando, agora, a relagao O; 057 = - 040, ohtemos
_ It
7 -
+ T ' 2 1 ry3 1 3
s tm= e 1 G - G A e
It It
_ ? 2 N -TT +
o1+(r) = e_PTdi+ c.q.d.

Procedendo da mesma maneira para a re-

lagao (IV.4.8), obtemos
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Aplicando estas relacgoes (IV.4.7) e

(I¥.4.8) a equagio do coeficiente (IV.4.6), obtemos

-BHL B [T -t -T't
Bzug =z Tr e 1‘f J/ 01+O T e ! e 2 +
15J . J
Jo 0
"FT1 +FT2 +Tt, =TT Tt Tt

afel e e + oot e Vo 20067 e Ve 2 dr, dr
i7J i3 - i73 - 1 2
(1V.4.9)

Chegado a este ponto @ preciso, novamen
te, determo-nos em relagdao aos nossos calculos e demonstrar
mos duas consequeéencias decorrentes da agao dos operadores

+ - . . . . -
g, e 0, sobre os estados i = [i:+> e i-= |i:->, transfor
mando-as, posteriormente, em regras. Alem disso, devemos
introduzir uma representacdo diagramatica para os termos

da expansao.

Tanto uma como a outra, 1isto e, as demoni
tracdes e a representagdao diagramatica facilitardo de ma-
neira apreciavel nossous calculos, e, alem disso, contri
buem,ainda, para uma apresentagao mais elegante do proce-

dimento adotado.

Inicialmente procederemos com as demonstra

1. no mesmo ponto, uma sequéncia de dois
ou mais operadores de criagao ou de aniquilac¢ao tem como

resultado trago nulo.
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Demonstragaao

. -~ . 4+ - -~
Seja a saquencia o; 0L ou 0y Oy de ope

i ot
radores.
Entao,
Broi‘ + o+
I <i| e o, o, i> =
i=1,
i
BTa. X Bro. X
. i + + . . i o+ .
= <+:i| e o, 9, it4> + <=:if e SN [$1-> = 0
3

por aplicagao direta das condigoes (IV.3.2) e (IV¥.3.3).

X

BTa;™ apenas, pelo

Colocamos o exponencial e
fato de que ele comparecera em todos 0s nossos calculos.

Ele nao interfere neste resultadoa.

0 mesmo provames para a sequencia Gi—qf‘.
2. Em cada ponto, se o numere de -operadores
.~ + . - .
de criacao o5 for diferente do numero de operadores de ani
quilacdo, ent3o, o trago sera nulo.
Demonstracao: '
Sejam 2n+1 operadores, sendo n+l -operado
.~ + . . - -
res de criacao g; e n o0s operadores de aniquilagao Fi -
Vamos supo-los alternados, caso contra=-

rio, o teorema encontra-se demonstrado por {1).

Zn

- e BN

- - . 4
Seja a seguencia Ti T3 senvs T3 Gy

1
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glro
g. O. ji=>m <":1.l e 1 0. 0. === 0. a. 1:-2>

pela aplicagao da relacio (1IV.3.2).

Assim

= <-:i] e i 01} li:-> = 0 pela aplicagao das relacoes

(IV.3.2) e (IV.3.3)

Do mesmo modo para O €aso de n operadores

+
g; e n+1 operadores o

i !
Agora vamos proceder ao estabelecimento dia

gramatico dos termos da nossa extensao. Para tanto e preci-

so assentar algumas regras de correspondencia.

a) 0 termo d cizojz que aparece em
Hj= -z J Oiz g.Z (exprimindo a interacao spin-spin) @ re-
<ij> vl i i

presentado por uma linha cheia ( o ) entre os pontos ad-

jacentes i e Jj na rede.




z
b) 0 operador 0, que aparece no ter-

o
-
i

mo HE = LEo.” (expressando a interagao spin-campo)
i !
presentado por uma linha tracejada (:i).

¢) Afim de distinguir entre os operado

+ - ~ .. - .
res o; e o. , flechas sao adicionadas a linha correspon-

~

+ -
c]) o, e representado por flechas

apontando na direcdo do ponto i.

-

c2) o, € representado por flechas

emergindo do ponto 1.

A estas tres regras de correspondzncia jun
tamos duas outras que sao obtidas das demonstragoes ante
riormente estabelecidas. Estas duas ultimas regras estabe
lecem restrigoes sobre as Tlinhas e as flechas concorren-
do num mesmo ponto. Sao elas:

d) em cada ponto devem encontrar-se um

numero par de linhas.

e) Em cada ponto o numero de flechas
incidentes deve ser igual ao nume-

ro de flechas emergentes.

As regras a, b e d definem o que denomi
namos de grafico "nu", isto e, grafico no qual nao Sao
introduzidas as flechas.

Destas regras e facil verificar que  os

diagramas associados ao termo de ordem n na expansao com

poe-se de (n-r)linhas cheias e r linhas tracejadas.
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se esclarece

0 significado destas regras

por sua aplicacgao.
ragras

ra a seguir,
iniciar a aplicagao destas

Vamos

2
UZ .
Temos como consequencia que i=j pela re-

pelo calculo de
sao eliminados pela

+ o+ - -
e que 0s termos O; 95 s G5 9

gra 2
regra 1.
Deste modo, obtemos de (IV.4.9) que
s 9 “BHI‘ B Ty b “FT] I'T2 - I‘T] «-I‘Tz
B, = % Tr e Igigi e e “+ojoe e l[dtyd 1y
0o /o0
(IV.4.10)
0 grafico"nu" associado ao termo HE HE’
das

que da origem a integral acima, simplificada por meio

regras, e, com a ajuda das regras a, b e d dado por

Introduzindo as flechas por meio das ou-

obtemos

tras regras, isto e, c e e,
! ,' v

N

hy

a um

N
-—

um dos graficos corresponde

Podemos ver que cada

termo da integral.
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A cada termo da nossa expansao associa~
mos um diagrama ou diagramas cujo valor (e o modo de

-

obter este valor) sera expresso por

- 0 n,r n,r
B L o E L (Gk )y I (Gk ) (IV.4.11)
cnde B
n-r = npumero de linhas cheias
r = numero de linhas tracejadas
k = indica os graficos associados ao mesmo termo
L(Gkn’r) = numero de v&zes que o grifico Gkn,r pode ser co
locado na rede e
B Th-1
*BHF
Tr e g aTq-- dr Vy(ty) Vol(tp)--=V, (7,)
n,r
’ 0
(G, )= 2 -
Tr e B,F
(IV.4.12)
onde r dos Vi sao ciz representados por linhas tracejadas e
os outros (n-r) sao operadores Uizgjz representados por
linhas cheias; % indica que todas as permutacgoes dos ope-
P

radores sao tomados na somatdria. Nao devemos esquecer que
ndo computamos permutacdes repetidas que serdo representa

das por linhas multiplas (cheia ou tracejada). Assim, te-

mos
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B g
~BH
z z
i Tr e g d, oF (T])GJ (T2) dT2
1(3,7°%) ou (Y- - -
1 —BHP
Tr e
B T"I
Tr e A dT] I EF (T])UJ (f2)+0j (T])Uj (Tg)!dT] de
Tr e BHp

/B T‘l

Z v 2 Z Z {
Tr e N [o5 7 (ry)0; " () + 05 %(1q)o, (T2) [drydy

Tr o PHp
isto-e, permutamos elementos repetidos, portanto, devemos di

vidir por 2! onde 2 € o niumeros dos elementos repetidos, re-
petigao essa representada diagramaticamente pela multiplici
dade da Tinha tracejada no ponto i (multiplicidade 2, no ca-

so).

Assim

B /7y
“BHp z z
Tr e | 0% (t1)0; % (15) [dry dr,
o.- Jo :

Tr e_BHP

Aplicando a regra 1, e as relagoes (IV.4.7) e (IV-4.8)obte-

mos
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B T
~BH 1 -TT 't Tty ~T'7T
r + - 1 2 -+ 1 2 N
Tr e (0 o5 e e t 0,05 e e Jdrydty
» o 0
637 %)=
Tr e Bip
(IV.4.13)
0 ~BHp
Sabemaos, por (IV.4.3) que u = Tr e =
= (2 ch L gryM
2
Procedemos, entao, o calculo de
H ° i r r
-8 -t T 't -I't
T ' + - 1 2 -+ 1 2
Tr e |oio, e e + 0,00 e e ldt, dT,
0 Jo
B T'l
~-TT 't -BH ~
= e T e 2 drydr, Tr e rc: o; *
o ‘o0
B /T
‘ FT1 -Tty _ +
+ e e drt, drz Tr o; Oy
0o /0
(1V.4.14)
onde
AT
+ B
_BHF + _ -l N"] 2 .
Tr e a; O = (2 ch ?BF) e (IV.4.15)

(0 calculo encontra-se no apendice A).




110

e do mesmo modo

—BHP + 1 N-1 Z

Tr e o oy = (2 ch »8T) e (IV.4.16)

Substituindo (IV.4.3) e (IV.4.14-1V.4.16)

(2 ch ar)N

de onde podemos escrever

Br /B /Ty _BI B/ﬁ
2,72 1 z ~PT] FT? ra Ity -T't,
1 )=~~www1 AAAAAAAAAA — e J e e dT]dT2+e J e e
(ZCh?BF) o /o o /o
o d drﬂ
(IV.4.17)
= 2:2 -
No calculo de I(G] ) bodemos perceber

que o termo

7 FT] —FT2
e e e dT1 dT2 pode ser obtido de
70 0

st [ B [T

e e e dr] dr2 substituindo T por -T.
0 0
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Tal resultado simplifica bastante nossos cal
culos principalmente com relagao as integrais mais complica

das que aparecerao nos termos de ordem superior.

Resta, entao, calcular

sr (B /T ar BT BT
T -I'T I'rt 7 T -7
1 2 B 1
e e e dty d1,= — e + ??(e - e )
e 40 .
(1V.4.18)
e pela observacao anterior
BT B M 8T BT BT
T r't, ~-TT 7 A
1 2 B 1
o /o
(IV.4.19)

Somando as expressoes (IV.4.18) e (IV.4.19)

obtemos que

BT B T] ) BT /B T-]
7z —FT] PTZ ra FT] -TT
e e e dT]dT2+ e } e e drid12=
0 0 ‘0 “0
gl _ BT
B8 z 2 8 1
= 7 (e - e ) = F (2 sh ?BF) (IV.4.20)

Finalmente levando (IV.4.20) em (IV.4.17) re

sulta que

h - BT (IV.4.21)

1(G,27%)= £ tagh %BF = ——— tag
r
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Encontra-se, assim, determinado o va-
- 2,2 . oo
lor do grafico G-i associado com o coeficiente Hy e
Preferimos, no caso deste calculo de
2 R ..

Ho ™y realiza-lo todo, explicitando cada passagem, uma vez
que de ora em diante os calculos serdo apenas indicados,
poram, nio diferindo em termos qualitativos do realizado,

¥

apresentando tao somente uma mais longa tarefa algebrica.

Vamos agora, ao calculo dos coeficien-

tes da expansao de Z relacionados com o segundo termo da

-

expansao da suscetibilidade, isto &, com

2 0
2 W, u u
A I e I S
2 0 0 0
oF £=0 IUo Yo Ho l
T 1 ~ 3,2
Devemos, entao, calcular I(G ) e
s ]’O 5]
TGy ) que est3o relacionados com UBL e u]o por (IV.4.
11).
B facil ver, por (IV.4.1) e (IV.4.2)
que

B B
' - BH - BH
(B3)wy °(8T)= -Tr e | Hy(tddr= 0 2 e T (0;%0.%) (1)) dr,
i, J
0 i# 0
e, por (IV.4.12), que
gy 14 8
T
1,0 Tre 5 . (0,° sz)(T]) dr,
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Pela regra 2 e facil verificar que

],O
I(G] )= 0 (IV.4.22)
- . 1,0, -
0 grafico associado a I(G1 ) & e

e a regra (d) esclarece pictoricamente o fato de que

Resta, entao, para obtermos o valor do

segundo coeficiente da expansao, calcular I(ij’z).

De (IV.4.1) e (IV.4.2) concluimos que
(BJ)(BE)"uz3%= -Tr e !(HJ(T]) Hp(to) He(Ty) o+

) HJ(TZ) HE(T3) + HE(T1) HE(TZ) HJ(T3)) dT] de dT3
fazendo uso das substituigGes necessarias vem

-BH :
83u32= Tre Tr 3 [((aizcj‘féz)(r])) (0,(79)) (9,%(73))

+ (cnz(f1>><<cizcjz>(r2>><o§<r]>>+(onz<r]>>(ozz(r2>>(<oizajz<r3»|

dT] dT2 dT3

(1V.4.23)

ke por (IV.4.11) podemos ver que




Tr e )3 ((o{cg)(T]))(Ui(rz))(oz(rs)) dT]dedT3

. (I1V.4.24)

A diferenga entre calcular u32 diretamente (a-
traves da equagdo (1V.4.23) ou por (IVv.4.11), onde ¢alcula -

3,2

mos I(G primeiro, encontra-se no fato de que em Iv.4,.
k

23 devemos levar em conta o tipo de réde durante a realiza -
cao do calculo, enquanto gue em (IV.4.17) e (IV.4.24) prescin
dimos, inicialmente, da informacao sobre o tipo de rade.
Tal informacao e somente introduzida numa segunda etapa, atra

3’2). Retornando ao calculo temos

1
6,7 7)= ————— 1 Tr e /( // // %o’ )( )(Uﬁ(Tz))(GQ(Tg»
: Tr e Blip |

J(Or (T3 +(op(Ty) ({ofe; ) (t) ) (95 {T3))

ves de L(Gk

w
-
™

+(0,7(T1)) (957 (1)) ({0570, 7) (T4)) + (925 (T1)) ((95705%) (1)) (97 (T4))
+ (ozz(r1))(onz(rz))(oizajz)(r3))} dry dt, drg

Aplicando a regra 2, obtemos n=1 2=j, ocu seja,



(1V.4.25)

Assim, o grafico 'nu' associadc a I(Gk3’z)p0r

Py

meio das regras de correspondencia a), b) e d) e

Neste caso k=1 (indice de G)
jsto e, apenas um grafico ass

3
' 50
! ciado.
i
1

—e g - — -

Fazendo uso das relagoes (IV.4.1, IV.4.7 e

IV.4.8) e das regras 1 e 2. podemos escrever explicitamente

os graficos correspondentes a todos estes termos, isto e,

. -2lT I't I't
(079,7)(11)(9;7(T,)) (057 (13)) =lojfo;afole  Te 2o 34
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O0s graficos associados a este termo, por

meio das regras a), b), c) e d), sao

A A S v \ > v '
’i f : : / | : M
VS Lt Ly S b SN AN
i i i J i J oo

respectivamente,

0 termo seguinte & dado por
2Tt 't
z_ Z z z, . B - 1 2 I
(05055 (11)(0;5°(15)) (o (r3))!~]0]. 0570 0 e e e
-1 I't 't -I'T
+ -+ - 2 3 - k- o+ 2 3
+ 0705 00 e e toy o570y 0p e e +
+270T - I -T1
- -+ _ 4+ 1 2 3
PoOg 0 0gT0 e e e
com os graficos associados.
1 ' { i I‘ ' i
2 A A Y v A M Y
. f { ' . i
e e, s e
i Jj -

0 terceiro termo e dado por
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v l 1 ‘. }\ t
S 2N S B S
! t N
:__»;Mm TR S S bl __'.. l__.{\”_.{._.! )
i j L ] i B )
o quarto termo sendo
z oz z_ z L T T
(07T % (T5))((9; % (T3))=19; 9 9 9; e e e
-TT 't ) I't ~-I't
+ 0~ -+ 1 2 -+ _+ - 1 2
oo, oJ oF oj e e + 05 0500, o; e e +
't 't -2TT
- -+ 1 2 3
4+ O i Oj 01 Oj e e e
0os graficos
| N A ] i ' i
v Y Y | | Y 4 A
>t s et e
i j i J i J ! J
o quinto termo
z z_ 2 z + 4 - - "I Tty
(oj (t1)) (9, o (1)) (94 (13) = 0j 0; 03 05 e e
-TT 2Tt -t rt, -2rrt, It
+ - -+ 1 2 3 + 4+ 1 2 3
t 0,70, 0y o, e e e + 0, 0,705 0; € e e +
't -I't
- =+ _ + 1 3
05 0; Gj o e e
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! ‘
A o é \Y V A /.\ v AN
) i } 1
L_ué._,m;,é___i L..__.}_,* 1 T, W 1___?W..J:,}‘_l
i j i j i J i J
o finalmente o sexto termo
Tty =TT, 2071
z z Z.Z ST S 1 2 "3
(Oj (T]))(O] (TZ))(G1 OJ' )(T3) = OJ U]- 0'1. O'J e} e a
~-I'T 't 't -t
LU 1 2 - -+ 1 2
+ OJ 01 01 OJ e e + Oj o 05 oJ e e +
rt Tt -20T
- -+ 1 2 3
+ oJ 01 oF Oj e o a
e os graficos associados
; ! ' i ' ' v |
¥ v A M v A A A
:_ _\) / : : ) L >_.___£ 4~__4Q.~._._.~)__!
i J i j i j i J

Realizando entdo, o calculo de (IV.4.25) com

o uso das relacoes necessarias, temos que

sh?(dry.(2 cn yar)i-?
16 )=25 (1V.4.26)
(2 ch 58r)"
3 2
1(63°%) = 2B tagh 5 8T

(8T)
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N3ao sera necessario, contudo, calcular todos
os graficos, como fizemos anteriormente, porque possuimos
. (42)
as seguintes regras:
1. A integral de um diagrama com uma unica Vi

nha tracejada e uma unica linha cheia encontrando-se num

ponto particular 1, por exemplo, e igqual ao produto de

i

. 1 . . . .
tagh ?fﬂ’por uma integral do diagrama reduzido, onde a li~
nha tracejada em i foi deslocada para o ponto vizinho. De-

nominaremos tal regra R].

2. Caso a linha tracejada ao deslocar~se de i
para o ponto vizinho j tornar-se dupla, devemos acresceitar
o fator 2. (Regra RZ). Como exemplo, calculemos 0

grafico anterior, isto e,

. ' ‘\ /’
! , .
1(6,7°%) = 1 (=—=) = 2.5 tagh 387 1 (V)
i J : ]
T /
'\\ ,/ A 2 B ]
mas de (IV.4.21) I(V) = I(G;™%) = tagh BT
i
portanto
2
I(613’2) = 4 5 tagn Jer
T -

como era de se esperar.

3. A integral de um produto de diagramas desco
nexos e igual ao produto das integrais de cada um dos diagra-

mas (Regra Rj3). Exemplo:
. J vt

\

t(f )ty

L

ol v

2 i .
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Devemos calcular, agora, o terceiro ter

mo da expansao da suscetibilidade que por (IV.2.16), sabe =~

mos sear

0, 2 0 2 2
22¢ , g2 [P M2t o MM Mo M
L2 - 0 0, 0 0 0 0 0
oE Uy Mo Hg uy My uoo g

Por (IV.4.22), ja sabemos que ulozo. Com

tal resultado, a equacao acima reduz-se a

2 2 0 ?
3 C H H H
- - 282 4 72 2

oE

E=0

Novamente, para obter o valor dos coefi-
cientes da expansao da suscetibilidade, no caso o terceiro
termo, as etapas que devemos seguir sao as do calculo dos

coeficientes da expansao da fungao de particgao Z.

Contudo, nao vamos, no momento, obté-los
diretamente, porque em seus calculos estao envolvidas con-
sideracoes a respeito do tipo de rede com o qual traba -
Thamos. E o que, claramente, podemos verificar da compara -
¢ao entre (IV.4.1 e IV.4.2). Nas expressoes (IV.4.1 e IV,
(4.2), pelas quais obtemos o valor dos coeficientes unr(BF),
ocorrem somatorias provenientes dos termos (IV.1.1 e IV.1.3)
introduzindo consideracoes a respeito do tipo de rede envol-

vido no problema, isto e,
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Hj(]) Hj(Z) drp dr, (1IV.4.27)

~gHo (BT [T /T3 |
0 /0 0 0 i

B)H3(4)+HE (1) (2)Hy(3)H;(4)

—r
=
—
_—
—
S
-
K
-
~No
S
=
(]
_—
(O8]
St
=
xa]
-~
=
S
-
X
[}
CamnY
—
S
i g
m
CamnY
]
St
=
m
_—
(o8]

+
=
™1
—
—_
~—
()
—~
[\
~—
=
™
—~
(o8]
~—
X
[N
—~
oy
~—
.
0=
T
—~
_—
~—
=
.
—~
(3]
~—
[

H'(a)HE(q') d'f*l dT2 dT3 dT4

(1V.4.28)

Neste caso, deveriamos repetir os calculos
dos coeficientes unr para cada tipo de rede considerado. Isto
pode ser evitado, como fizemos no calculo do coeficiente ante
rior, calculando primeiramente o valor do grafico associado

a tais coeficientes, fazendo uso das relagdes (IV.4.11 e IV.4.

12).
Deste modo, por (IV.4.12) tamos que
T nBHF b e drt,d Z5.% o %g,”
2,0 Tre L) 147 ((037037) (1y) (0,70, ()
I(G] )=
Tr e Pir

(IV.4.29)

e




122

(017057 ) (11)(0,%0, %) (12) (92 (13) ) (5,7 (1) ) dTqdtpduzdey

~BH
Tr' e T

(IV.4.30)
Forneceremos, aqui, apenas os ¢graficoes

associados a essas integrais e o0s seus respectivos valo-

res.
As regras estabelecidas anteriormente,
1, 2, a, b, ce d nos ensinam que o grafico associado a
2,0, =
[(Gy=°7) e

[}

E facil ver que a unica possibilida-

de do integral I(GZ’O) ser diferente de zero ocorre para
P=i e %=j. Neste caso, seu valor e
J
1(6,%°%)= 1( ﬂ ) = 82| Sh BL L (IV.4.31)
8T (2 ch 4pr)?
;
4,2

No caso de I(G, ) a aplicacao  das
regras nos conduz a diferentes combinacgoes dos indices,

dando origem a trés tipos de graficos.

Primeira possibilidade
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z
Temos o termo (Oisz )(T])(Oizcjz)(Tz)oiz(T3)(012(T4) ao

qual encontra-se associado o grafico

i

L e, VY

Sequnda possibilidade

2 = j
m = i
=P
e obtemos o termo (O-ZO.Z\(r ) (o ‘o Z)(T Jo.(ta)op (1) e
) ' LN IR R 2773 V137%p 1 0g
o grafico correspondente
\
\ i
\ .
\ J /
\ f
\ i
\ !
\
i p

Terceira possibiiidade

= i
L =]
m = n

obtendo assim o termo (o,%0

e 0 grafico associado




Deste modo, obtemos de (IV.4.30) e das consideragoes ante-

riores
4,2
I(6, °%) = 1( )
:
2 i /
- AN
i p

3

0 valor de 1(614’2) e obtido, denois
de um longo calculo, pelo uso, direto, da ralacgao (1IV.4.

30)

a2 ‘ 2 2 ~2
58 1 2. 3 B 1 | _ 38 . ad e
i;;ﬁ(ZSh'?BF) + ?§(25h §BF)(2Lh +B8T) Z?ﬁ(2cn % BT) (Zghzﬁl)

Utilizando-se das regras R] e R2 verifi-
camos que

\ {
\ ! , :
. i 2 ] 1 t
1(@24=2) - 1(‘/J\) < fotagh 58T 1 (1)
1 P j p
v/
8 ,2 .1 V7 88 .3 ., 1
- = taghuy BTI ( v ) = ?% tagh 6T | (1V.4,32)

E pela regra R3 vem
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B e
.

L/ o
L 4,2 ‘ ) ‘
(35" = 1 =100V )
K]
J n J m
Fazendo-se uso das relagoes (IV.4.3] e
(IV.4.21) obtemos
I(634:2) = 82 l”ﬁﬂﬁE + ] ]; 5 tagh lSF
BT (2 ch BT)
3 tagh% BT
- By sh 8L, e (IV.4.33)
T BT (2 ch8T)

Finalmente, vamos caicular o quarto ter~

mo da expansao da suscetibilidade que, por (IV.2.17) sabe

mos ser
0
BZD ZUE 5 2U22 Ha 2 u © ' ?uqo 2 2U20 U]O 5
5| - BE - L. == 8% - _C_ j( L.pgtl L. ——8%)
SE p © p %o uol ° TR T
£=0 0 0 0 0 0 0 0
0 9, 2 21,0 1, ? 0% pu2 22,0
S P Y et S Y 2N D R BT S el )
"ﬁ 0 I RN (ﬂ 0)2 Lo Lo, 0
0 0 0 0 0 0 o "o
De (IV.4.22) .- a relacao acima reduz-se a
2 2 0 0 2
a%p L2 M5 P2 M3 o2 M2 M3 o2
2 - 0 0 0 0 0 ?

oF £E=0 Ho Ho Mo Mg Ho
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por (IV.4.12) a integral do grafico ou graficos associados

. R 0 - .
ao coeficiente u3 . € a seguinte

3 Ty /T2
~3,0 - Z 5 Z_ Zny. z j ,
Gp?T)= Troe z (95 Gj7)(T])(0p7T27)(T2)(Om 0ﬂ7)(T3)dT]dr2dfrE
0’0 0

Aplicando as regras 1, 2 e a, b, ¢, d, verificamos que a in
tegral e diferente de zero apenas para o0 caso em que £ = i
m=j, n=P, correspondente ao grafico

P

Como nao vamos trabalhar com rede que com=-

portam este tipo de grafico, dencminados redes compactas,po

demos considerar u3o = 0 ‘ (Iv.4.34)
Reduzimos, assim, ainda mais (Iv.2.17)
obtendo :
2 0 2
3% a2 Vs Y2 M3
5 - N 0 l 0 l 0
ok =0 0 0 )

Resta-nos, calcular, por ultimo u52-

Novamente, o que nos interessa por ora sao

- . 2
os valores dos graficos associados a Mg
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De (IV.4.12) obtemos

B sT1 /Ty /Ty Ty
z_ 2 z Tz )
Tr e L Ch 9 )(T1)(GPZU27)(Tz)(szdnz)(T3)GOZ(T4)GPZ(T5)dT1dedngT4de

<,
(=)
sy
[«
S
<
[~]
=]

~-BH
Ir e r.

(1v.4.34)
Procaedendo do mesmo modo que no caso ante

2
, e pelo uso das regras 1, 2, a, b, ¢,

s enan

rior, isto &, de Mg

e d encontramos os saguintes graficos associados a u52.

g
1(6,°"%) \\)
(s,%+2)

[(6,5°%)
((6,5+7)

Destes, o unico que nao pode ser calcula-
do por meio das regras Ry, R, e R4 a 1(625’2) por tratar-
se de um grafico irredutivel. Neste caso, 0 processo e di-

reto, fazendo uso de (IV.4.12).

5,2 = =
0 valor de I(G, ) e, entao,

TR 2 gr ,,2 =BT 3
5.2 2R 28 4R
1(6,°°%) = ( )= o L 28T o7 4B .
2 T r3 r?
5, 4 4 1,72
= B ("~WM§~ sh BI'- —mww?) (2 ch §BF) (IV.4.35)
(BT) (BT)




0s demais valores sao dados por

R
. 5.2, 4 1
1(65°°%) = § tagh 48T . 1 ( U )
i
2 2 02
- % vagh er 3B (2 shher) S 3B (2sn LBT) (2ch 48T)
r irl 3 |
2 -2 '
3 8° T,y @ 1
- -:i- FQM (2 Ch "28[) (2 cn 'E‘BF) ([V.4.36)

i p i p
1 1
2 1 2 1 v
= & tagh »BT. & tagh 58T I 2 {) -
= -4 thgn Jar. & tagn ler. 1 Vo )
- i‘:z g 7 . g 2 . \‘.]
1
4
- 188 tagh Jar = 8% —1° tdgn 4 ar (IV.4.37)
r (8T)
J m_
5,2

1(G, >=I(U>-I( ) =

i L o
= p?ShEL_ 4 e (] )

BT (2 ch -8T) .
2
48 tagh 3 ar 3 t3gnl gr

_ 2y shBT | agn = _ 487 shRT 7
= g2 + 1 | 5 = "Tlmw* + 1

BT r?(2 ch 8r)° TS @r (2 chgs)”
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TES DA EXPANSAOD DA SUSCEPTIBILIDADE

SECAO 5. 0S COEFICIEX

Tendo sido calculadas todas as integrais
dos graficos associados com os coeficientes da fungao de

particio até terceira ordem em (B8J), estamos em condigoes

esta mesma ordem,

a4

de obter a expansao da suscetibilidade ate

Com tal objetivo vames fazer um usoc ex-

tensivo da relacdo (IV.4.11), isto e,

P
u
n'n n,r n,r
e = ¥ 2 I H]
B o . L (G, >7) T (6,7)
3
0
~ 4 o n,r - Y " 3 P N AN n’r -
onde LG ) @ o nimero de vezes que o0 graftico G pode
ser colocado na rede.
Os coeficientes serao calculados para

trés tipos de rcde, a saber: réde unidimensional, rede qua-

drada e rede cubica simples.

De (IV.4.11) vem que

2
u
2 =2 - 1(5,20%) 116,57 (1V.5.1)
1‘10
1 II
onde L(6;%%) = L( ) = N (1V.5.2)

para os tres tipos de rede mencionados.

Deste modo, fazendo uso de (IV.5.2 e

(IV.4.21), a expressao (IV.5.1) pode ser escrita como:

2 2 _ B°N

tagh - AT - (1V.5.3)

o (8T)
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para os tipos de réde mencionados.

—

Fazendo uso das relagGes (IV.5.3),(IV.2.
4y, (Iv.2.1), (1v.2.13) e (IV.2.14) concluimos que o pri-

meiro coeficiente e,

para as redes mencionadas.

0 cileulo do segundo coeficiente @ obti

do, iniciando-se por

H U i '
32 A =L (6,3:2) 1(6,%% (1V.5.5)

i

oy 332 !
onde  L(Gy y = L (.

onde 7 ® o numero de coordenagao da rede.

Portanto por meio das rotagoes (IV.2.4,

v.2.1, Iv.2.13, Iv.2.15, IV.4.22, IV.5.5 e IV.5.6)

3
u 2
3oL B> N(.%.) A tagh %Br : (1V.5.7)

Mo (BT

B

4 2y
_ 4 tagn o7 (1V.5.8)
(BT)

[o5}
——

i

()
N g

No cilculo do terceiro coeficiente (IV.

4.11) e dado por
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0
U -
2 2 - 16,20 1(5,2°%) (1V.5.9)
uO

(1v¥.5.10)

i
Deste modo, (IV.5.10) escrave-se, fazendo
uso das relacdes necessarias, como
)0
B2 2 = (H)N p2 | _ShEI 4y ! (1V.5.11)
4y () (2 ch +80)°
Engquanto que
u 2 3 v
A2 o e et (1V.5.12)
0 K=o k
u
0
onde
- «j-mu
LG, %)= L ﬂ ) = IN (1V.5.13)
i
. J !
L(624,2) L Ty o= ZL%;ll N (IV.5.14)
i m
J
\ "
\ z z
L(a5H?) = L Q VLR AU (1V.5.15)




132

Assim (IV.5.12) pode ser escrita como

st s 2 1.3, 1 2 1
8% 5 = BUIN G -y taghyT- J o 2 pagn Lo
Hy (gr) (BT) (BI)
+.£Ll:ll N 54 mm§mm tggh %BF +
2 (QF)3
1
X tagh o BT
+ N%{N% 2)84 1 sho BT Ly Z] 5 IV.5.16)
(BT) | (8T) (2 ch BI)

Deste modo, fazendo uso de (IV.2.4, IV.2.

17, IV.4.22) e das relagoes acima obtemos que

2
2= 27| 3 —1— tagh 46T - e = 2 tagh 5BT)
(87)2 (81)%  (8r)3
2 7(7-1 3 3 7.1 hAT taghyor
REIA AN R . tagh 48T |- 4(5) shel o 4y
2 |(sry3 (BT) | (8T)  |(2ch 48T)2

(Iv.5.17)

Finalmente, vamos calcular o quarto coe-

ficiente. Sabendo que, por (IV.4.11)

5,2 5,2
L(G, 7" 1(G,>*7) (IV.5.18)
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onde
A J 9
L(Q]S’Z) = L (\///A\\///ﬂ ) = Z(7-1(Z-1)N (1V.5.19)

' i m . 2 '
L(6,°>7) = (1V.5.20)
L(64°77) = (IV.5.21)

1
i m_
L(6,%7%) = L ( ﬂ [ y = ML - (22-1) (TV.5.22)
1 2"

e das relacoes (IV.4.35 - IV.4.38) podemos escrever (IV.5.18)

como
2 5
u . B 4
g5 50 _ Z(Z-1)(Z-1)N 1% tagh %BP N
! 2 (BT)
0
Z. a5 4 4 1
(5yNB (WE?W? shBT - 7 5
(BT) (8T) (2 ch %BT)
; taghyer 5 tagh 48T 5 )
+ Z(Z-T)N 487 —m=m o 5 -7 5 - stagh8T)
(8T) 4(8T) (BT) (BT)
2 1
tagh BT
NZ,NZ 5 4 sh BT 7
+ "5(N5 -(2Z-1))8 + 1] =
VAN ; (BT)Z (BT) (2ch ?BS—Z .

(IV.5.23)
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Agora, por meio das relagoes (IV.2.17,
Iv.4.22, IV.4.34 e das relacoes anteriores, o coeficiente

o

ay & determinado pela expressio

5 e " 4
g .?( /- ‘)EZ"]) . ’24 tagh .,1.61‘ + (wz,.)g(,.iwswshg“ 1 2) ! ,i 5
2 (87) 2 2" (8r) (B1)% (2chgBl).

tagh »} BT |5 '%:égh 3,31 3 1 2
v 27(7-1).4. : L Lt )

(8T) A(ET) (8T)°  (BT)”

2
: tth BT
g T '

+ =2 Q7) (2Z-1) A i’h%«. + ] M_mwmfm.,mm_

(85)2  (BT) (2ch -]2~.8F)2 (IV.5.24)

o

Na verdade, os coeficientes calculados ate
a terceira ordem, aplicam-se a qualquer tipo de rede, impor
tando apenas o numero de coordenacio (Z) da rede, uma vez que
0os graficos obtidos nodem ser colocados ou distribuidos
nestas rades. A especificidade da rede (isto &, ser ela uni
dimensional, quadrada, clbica simples) somente comparece a
partir da quarta ordem em (BJ) como vamos podey verificar na

seciao seguinte.
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SECAOD 6. A EXPANSAO PARA O CALOR ESPECIFICO

Nesta se¢ao, a expansao para o calor
especifico e obtido ate a quarta ordem.

Fazendo E=0 na hamiltoniana (I1.5.4) e
interpretando I' como a componente-X do campo eletrico, a

hamiltoniana que obtemos e exatamente, um caso particular
(v=1) de wuma hamiltoniana associada ao modelo X-Y generali-

zado,

Portanto, fazendo F=0 o sabendo que

u %= 0 e © = 0, por (IV.4.22 e IV.4.34), a relagio (IV.

an 7 = k + BX + cX2 + ox% + F x?
reduz=-se a
0 0 0
u TP Uy 2
iz o= e 0+ (=Ex® e (- L2Ey Ty xR
0 0 UO IJO
UO 8] 0
(IV.6.1)

por meio das relagdes (IV.2.8) e (IV.2.12).

Introduzindo a sequinte notagao

¢ = an g (1V.6.2)
o
M2
b = A onde X = BJ (1V.6.3)
u
0
0
4 =EﬁU ‘ (1V.6.4)
H
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Podemos, reescrever in 7 como

R O S ¢ L YN (1V.6.5)
2
E, sabendo que C = sz ilmjgmz (1V.6.6)
' aB

Procedemos a diferenciacio de (IV.5.5)

obtendo que

2 o 2 2, PP vy 2
5 zz Z _ 0 k% . a' é X2 4oq, B L, )
3B 9B 98 9B 3B aB
2 2 20 !
b @mazg'_ (Eﬁ;) - b'._i?E )x4 + 8(3im - B QQW)X3 35
38 aB 2B 3B aB a8
;2 2
FoT2(dr - By 37 2 (1V.6.7)
2 aR
E facil verificar que
2.0 0o 2
i_.},l&__ (ji??m)
2%k ag2 BT 2 Cseinl or (1V.6.8)
382 - 2 T 4 2
0 0
u, (uy)
o 1 N
onde Mg = (2 ch -8T)
au,° ] N-1 |
— = TN (2 ch 5 gr) . shlgr
a8 "2
2 o

9 Ho -2 2

y N
21 NT 1

N
el NT2(N-1) (2 ch 38T)




0
u ,
Como h' = ,...Z,.O. = %- N shBT + ]I 15 —5 5 temos
“0 BI' (2 ch TZBI )
1 .
' ZND ||chBT  sher A ysher,yy 2sh g BT
28 2 BT (BI)? (2 ch 6T)% | BT (2 ch 4817
(IV.6.9)
32p 1 > |
= = LT | shBT 2 chBT . 2 sppr o
2p2 c BT 8Ty sy 3 1 (5 en S6T)
1
. p| chBr _ shpr | 2 sh BT i
(87)  (80)% | (2 cn 4or)?
1 2
sh BT ] 3 (2 sh 5BT)
AL 1 - > £ ;s
BT 2(2 ch ?BI)- 2 (2 ch -2281‘)
(IV.6.10)
onde Z e o numero de vizinhos mais prdximos.
0
1 L14 - *
Como d'= —5 © Preciso recorrer aos prg
o

cedimentos descritos nas secoes anteriores para obter seu

valor.
Fazendo uso de (IV.4.1, IV.4.2,IV.4.11 e

IV.4.12) encontramos

4

-8H SAVALNAL z_z z. 2
Tre T z[ [ ( / (0470, )11 (0570, %) (1) (0,79, %) (137 (0,20, 7) (14) dT dTpdTade,
P .
<0 0 4] 0

I 4,0)
(6y =
Tr o B

r _ (1v.6.11)

(IV.6.11)
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4,2
)

Novamente, como no caso de I(Gy e

~ 5,2 . ~ ‘s
I(tzk ), a aplicacao das. regras nos conduz a diferentes
combinagoes dos Tndices, dando origem, no caso, a quatro

tipos de graficos, a saber:

Primeira possibilidade

i
-

{S, m, pl

]
€.

{2, n, p}

Correspondendo entdo, ao termo

cujo grafico e

Sequnda possibilidade

5 5 o oW
1l i
-

J
=0
P

e obtemos o termo

e o grafico correspondente J o P
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Terceira possibilidade

obtendo assim o termo

z_z z z \ 4

(03%035%) (1) (05%057) (1) (95%057%) (13) (05%0; %) (14)

1 J ‘ S

e o grafico associado & ) 3

Quarta possibilidade

i}
= N G

2
m
0 —
p
e assim temos o termo

(050,50 (1) (55796 %) () (9570, %) (T5) (9,79, 7) (Ty)

e o grafico associado

Assim de (IV.4.12) e das considera-

coes anteriores

1(614’0) = I(
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j p
|
4,0, _
I(GZ ) - I( H J )
i 0
i J S
e, *% = 1 —
S N
4,0
1(6,0°) = 1f ( )
' m—TTT
Podemos, agora, verificar, pelo apare=
cimento de um grafico bidimensional, que tal grafico nao

pode ser distribuido ou colocado em qualquer tipo de rade
(como era o caso dos demais graficos obtidos), revelando
assim, a especificidade da rede ao qual pode aplicar-se. Um

exemplo ao qual n3o pode ser distribuido & da r&de cilbica

de face centrada. Os valores de todos os graficos acima,

4 - . .
"O) sao obtidas depais de um extenso

com excegao de I(G,
procedimento algebrico, pelo uso direto da relacao (Iv.4,
12).

Assim temos

BT -8T
I(G]4’O) = 84 ( ! 5= - 1 3)e +( ! 5+ 1 2) ] +
8(B8T) 8(BT) 8(8T) 8(BI)
1
+ [y (1V.6.12)
12 |(2ch 58T)
3 3 , 1
4,0 4 1 A 1 2T
I(637°7) = 387 | ——— (e + e )+ ( - t—)e
g(sr)? 4(8T) 8(8r)% 12
1
- _ZBI'
A A IR RN 1

12 8(8?)2 4(3?)) (2 ch %3r)3 (IV.6.13)




. | . BT -BT
(6, %)= 2apt (2, - 3y 3 3‘~«-~-~+J—)e +
: 8(BT) 8(B8T) 24 8(BT)° g(Br)°
28T ~-28T
1 1 1
4 (..m.,...,-m—— ( Qa - e )) - ? _I 4 .
8(sr)3 2(8r)° (2 chyer) (Iv.6.14)
Enquanto que
J p 2
I(U )=I(H)I(ﬂ)~s"' SRBL e :
ar (2 chwBT)
i0 i 0
2 ,
1(6,"0) - g4 sh Bl , 4| ! (1Y.6.15)
BT ‘ {2ch %BF)4
Fazendo uso da relagao (IV.4.11) chegamos
valor de 0
R S
d' = 5 » isto e,
Mo
H 0 !
8t Ao =T e, *0) 1(g *00) (IV.6.16)
My k=1
J
4,0
onde L(G, ) = L(HH (IV.6.17)
p ( - (22-1))
L(6,*0) = ﬂ U - b (I1V.6.18)
0 2
S
4,0
L(G,"*%) = L(ipg ) = g(z 1)N (I1V.6.19)
4.0 51 i 0 rede unidimensional
L(G, 7)) = L( ﬂ = N rede quadrada
3N rede cubica simples

noo (IV.6.20)
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Encontramo-nos, assim, de posse de todos
os coeficientes necessarios para obter a expressao do ca
lor especifico (IV.6.6) ate quarta ordem em (gJd). Esta
expressao e obtida Eom ajuda das relagoes (IV.6.7, IV.6.8,
iv.6.2-1V.6.4, IV.6.12, IV.6.15, revelando ser bastante
eXtensa, motivo pelo qual deixamos de apresenta-la aqui,
Vamos estudar, na proxima secdo, o limite Ising de  tal

expressao, e da expansao da suscetibilidade.
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SEGCAO 7. AS EXPRESSOUES DA ENERGIA LIVRE E DA SUSCETIBI-
LIDADE

Nas segoes anteriores discutimos uma no
va tecnica de expansao em series. Fizenmos uso desta téc-
nica para determinar todos os coeficientes unr da expansio
da fungao particaoc (IV.2.3) ate quarta ordem em (gd),

com exc‘:ecﬁo de u 2, 0S uais encontram-se nas se¢.’5es 5 e
s 6 ! 1

6 deste capitulo.

Podemos deste modo, escrever as expres-
soes da energia livre e da suscetibilidade o campa nulo e
estudar o seu limite Ising, isto e, I' > 0. Tais expres-
soes serao uteis para discutir o doeminio de validade da me-

todologia variacional empregada para abordar o modelo I.

2 2
Xp= NB|—2- tagh(48T)+ —12 taghyar(sJd)+ (%) (—2—y tagh 28T -
(BT) (BT) ‘ (BT)
] 2 8 27 ,sh(BT taghyer
-3 - taghzer))+ 82(2-1) tathBF z_(Sh(BI)
(8T)2  (gr)3 (8T)3 (BT) (Br)  (2chyr)?
v (102022 1) wdgn Jar o+ 4z (<1 sh(sr) - —1) L
(a1 (7)° (87)2 (2 chisT)
2 1 |
5 tagthF
¢ —22(2=1) yaqn ~Br (———— - 3 L - £ tagh 48r))
(BT) (BT) (BT) (BT)
1
_ tagh=»BT
- Az(2z-1) (shBL , ) L B 4 - (IV.7.1)

(8T)° 8T (2 chysr)

}(89)
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Ao limite Ising, isto @ T -~ 0, a expressao

da suscetibilidade tornamse(28’43)

)2 + (22(2—25 + =z (BJ)3+»-_

N

X7 = MBI1 + z(BJ) + z(z-1)(8J

(1v.7.2)

E facil verificarque no caso de modelo de
Ising para a réde unidimensional (z=2), quadrada (z=4) e
cibica simples (z=6) nossa expressao reproduz os resultados,
ateé terceira ordem em (BJ), ja conhecidos.

A expressao para a energia livre & a se-

guinte:
p= -NKT [on (2chigr)+ 2 (2RBL 4 Lo (80)% &
8T (2 chyBT)
z chBT shpT 1 1 -
+ g 7" 7 3 77
(BT)2  (8T) (2 chyBT)
sh BT 2 3
) (?)(22_])(—%-87?— +]) 1 N § I Eh Vi Bi_
2(2 chysr)®  F 2(8T)?
1 1
. sh ?BF i ch 7BF . ch §BF ] .
(BT) 2(8T)° 3 (2 chyBl)>
, 3 ch(BT) 3 ShBT ch 8T sh28T
+ 24.p > - 7 + = + T -
4(BT) 4(BT) 12 4(BT)
1 1 4
- 5 ) g} (Bd) T+ e
Z(BF) 2 ch ?BF)
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onde p & o numero de vézes que podemos distribuir o grafico

G44’0 na rede discutida.

Alem disso, por meio das expressoes(IV.6.6
e IV.7.3), podemos obter a expansao do calor especifico

ate quarta ordem em (BJ) e estudar seu limite Ising.

Por tratar-sa de uma expressao algo longa

demais, estudamos, apenas, seu limite Ising.

Por meio de (IV.6.7) obtemos

)2 4l para a rede unidimensional.

o
I

kN | (BJ)" - (BJ)

para a rade quadrada.

(9]
i

2kN [ (83)2 + 5(89)Y

e finalmente,

4! para a rede cubica simples.

C, = 3kN | (BJ)% + 11(8J)




cAPITULO V

ANALISE DO MODELO I

0 desenvolvimento da metodologia varia
cional e das tecnicas de expansao em serie de altas tem
peraturas visava a sua utilizacdo na tentativa, que sera
redigida neste capitulo, de obter uma solugao analitica
aproximada do modelo I e de particu]arizi—]a para 0

hamiltoniano representativo do PbHPO,.

Vamos utilizar uma metodologia varia-
cional, introduzida por Ferreira e outros (27) s quea
permite tratar, de maneira mais adequada do que as aproxi
magoes de campo medio, as interagoes de curto alcance
do modelo I. Por outro lado vamos escolher um hamilto -
niano de tentativa que leve em conta as interagoes nJ na
aproximagao de campo medio (como ¢ adequado no caso do
modelo ferroeletrico). Assim, fazendo T=0 (isto e, na
ausencia de tunelamento) o0s resultados que vamos obter
no caso particular do modelo PbHPO4 coincidem com 0s re-

(26,45)
sultados obtidos por Carvalho e Salinas e Plascack .

0 modelo I & dado pelo hamiltoniano

(i,5) ' Y i,3

. (v.1)
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Vamos entao utilizar a metodolo
gia variacional, ja descrita no capitulo III, porem
haseada agora no hamiltoniano de tentativa incluin
do spins livres, pares desconexos de spins e dois

campos (parametros) efetivos, 1isto e,

H = )X H, + Y. H (V.2)
0 spins 1 pares 2
Tivres desconexos
onde
Hy = - () vq 0% - (&) 0% (V.3)
1 2 1 71 o ] :

0 numero n de pares desconexos
envolvidos no hamiltoniano de tentativa ndo e de-
terminado pela aproximagao variacional mas sera obti
do em nosso caso por comparagao entre a expan-
s3o em serie de nossa solucao a altas temperatu-
ras com a expansao exata obtida no capitulo ante-

rior.
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H] @ o hamiltoniano dos spins
livres que apresentam-se en numeroc de (M-2n), enquan-
to gue Hy & o hamiltoniano dos pares desconexos dos

spins interagentes.

Faremos uso, tambem, de uma

-~ S~ . 46
relacgao de autoconsistencia (46)

que ex-
prime o fato de admitirmos ser o material homogenea-
mente polarizads e que,portanto, a polarizagao de-

vido aos spins livres seja igual a polarizacao de~-

vido aos spins ligados. Isto nos conduzira a yma
relagao entre os dois parametros variacionais Yy e
Yoo

As funcoes de parti¢ao de cada

um dos hamiltonianos (V.3) e (V.4) sao dados segundo

(I.2), por
- BH,
Z; = Tr e ; - (V.5)
-BH,
22 = Tr e (V.6)

A definigcdo de media tarmica
. z .
do componente -z de um spin, <0 > referente ao hamilto-

niano (V.5), nos diz que

-BH]
R]=<G]Z>H] = ! Tr o]z e = -41— 3 n Z]
Z Bly) oy

(vV.7)
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Por outro lado, a media <0]Z> referen-

te ao hamiltoniano (V.6) e dada por

_ 2. 1 9 &n 1)
Rz_ <o.I > =

(V.8)
28(%) 3y,

Dioste modo, a expressio matematica da
hipotese fisica de ser o material uniformemente polarizado

isto e, a relacao de autoconsistencia e dada por
R.I: R2 = R ) (V‘g)

Esta relacao (V.9) torna R o unico pa-

rametro variacional.

Uma outra relagao entre os parametros
Yy e v, @ fornecida pela desigualdade de Bogoliubov, atra-

vés da minimizacao da energia Tivre $(T,Yy,Yo).

Passamos, entdo, a determinagdo da

energia livre de nosso modelo.

Da descricao da metodologia variacio -

nal no capituloIIl e das relagoes anteriores encontramos que

W(T’Y]’Y2)= w(Ho(Y]’YZ))+<H—HO>H (v.10)
)

onde

Y(H (vq575) )= —kT(Non) gn Zy-kTn 2n Z, (V.11)
e
<H-H > = —J(NE'—n)Rz—(H)ENR+(E)Y (N-2n)R+(H)y 2nR-4NnJR2

0 1 2

2 2 2 2
- (v.12)

(estamos considerando uma rede simples, em que z e 0 numero
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Portanto, fazendo uso de (V.11) e (V.12), escrevemos (V.10)

cComo

P(TsYy5Yp)= -kT(N-2n) &n Z; - kTn &n Z, - J(N % - n) R~

, 5 ,
- (H)ENR + (%)y](N~2n)R + (%) Y, 2 n R - 4NnJR (V.13)

N

Minimizando q)(T,y],y2 R) em relagao ao parametro R, obte -

maos
2 n z, 3y 2 an 7, 3y
~KT(N-2n) LI NS 2 _2 _ o5 - n)R -
BY] oR 3Y2 oR 2
! y 97y
~(ZEN + (B vin-zn) + (By(n-zn) —r + (B)y 2n +
2 2 2 aR 2" 2
ny 92
#(=) 2n R —= - 4RNNJ = O (V.14)
2 3R

Fazendo uso das relagoes (V.7) e (V.8), a

relacao anterior (V.14) reduz-se a

-2J(N 5 - n)R - (%)EN + (5) Y (N=2n) + (%) Y, 2n - 4NRnd= 0

(V.15)

Vamos estudar, agora, separadamentedois

casos da equacgao (V.15).
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SEGAO 1. CASO EM QUE n=0,E=0 e que T>T_

Seja o caso em que n=0, o campo exter-
no esteja ausente, isto e, E=0 e,ainda, que T>TC, portanto

'Y.I::‘YZ:O e R = 0 . (V']'])

Da equagdo (V.13) e das condigdes ante -

riores encontramos que
= - kT(N-2n) 2n Z] (Y]=O) - kTn &n 22 (72=0) (V.1.2)

Sabendo que

N

-8H ~§=]Bxi (V.1.3)
Z= Tr e » = e

onde X, {i= 1,---N} sao os autovalores do hamiltoniano H.
Para obter Z1(Yv7=0) e Z,(v,=0) devemos calcular os autova

lores de seus respectivos hamiltonianos H] e H, dados por
(V.3) e (V.4).

Da relagao (V.3) & facil verificar que

1/2
os autovalores de H sao t((%)ZY]2 +(%)2) e de (V.5) e

{V.1.3) que

1/2
12 v.8 s (5P (V.1.4)

=

Zy(vq)= 2 ch B((5
e, portanto, no caso em que y]=0

'l .
Z,(¥{=0) = 2 ch BT (V.1.5)
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Contudo, no caso da fung3o de particdo
22 0 procedimento nio & assim t3ao simples. Vamos expri=
mir o hamiltoniano H2 na representacao definida pela ba-

se formada das seguintes autofuncgoes ¢

o = 1+> x I +> ‘ (V.1.6)

1
(1)2 = I--> X [->
% - L [+> x f=-> + I-> x I+>
, V2
1
¢4=-~~ I+> x [-> - I-> X [+>
V2

- . - z
onde ]+> e |-> sao autofungoes do operador o “com auto

valores +1 e -1 vrespectivamente.

A matriz correspondente @ H2 nesta base

e construida por meio da relacdo

>
<@ Wyl oy

Mij
a qual toma a forma seguinte

-3- 2()7, 0 - () V2 0

0 -3+ 2(hyve ~(5) /2 0

-(3) 2 -(3)/2 J 0
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0 caso, no momento, que nos interessa e

aquele em que Yo = 0.

Nestas condigoes os autovalores da ma-

triz acima sao

A= d, A, = -J
1/2
A= (92 4 4(5)7)
1/2
A4=-(J2 + 4(%)2) (v.1.8)

e finalmente, das relagoes (V.6),(V.1.3) e (V.1.8) encontra-

mos que

2 2
Z, (Yp=0) = 2 ch BJ + 2 ch B(J° + 4()°) (V.1.9)

E assim, uma vez conhecidas as fungoes de partigao do mode-
To nas condigoes (V.1.1) a expressao da energia livre(V.1.2)

encontra-se determinada,sendo dada por
W(T,T)= -KT(N-2n) 2n 2 ch 4 BT - kT 2n (2 ch 8J +

+ 2 ch B(3% + 4(5)?) (V.1.10)
Expandindo ¢(T,I') em poténcias de (8J), isto e,

Y(T,T) = ;]‘?_0 an(BJ)" (v,1,1A1)
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encontramos que

| (1+ sh PF)
W(T,T) = - kTN &n 2 ch.§£ - kTn i — (83)°
(2 ch 58r)?
- ktn| (1 4 et BF 2 sh gr) 1 -
8 (8T)2  8(8r)3 " (2 ¢h EBP)
2 h BT, ?2
(1+ =)
- ()% + --= (v.1.12)

+
8T)* (2 ch LoBr)*®
S 2

Enquanto que a expansao exata a altas tempera

turas da energia livre e dada, pelo capitulo anterior, por

1+ sh BT
¥ (T,T)= -kTN 2n 2 ch % BT- kTﬂ; ( (Bf) , (e0)2
(2 ch BI)
z ,2 ch B 2 sh Br 1
- KTN |5 (= - S s ) 1 )
8(Br)~  8(Fr) 12 (2 ch 5 8r)°
Z 2 ch 3 BT
.....-.2-__(_.2._3:.:'_)(]+Eh BFZ 1 ‘ +Z(Z])( 2
2 B (2 ch 5 BT)Y 2 (Br)2
2 sh+ BT 2 chL B0 2 chd gr
2z 7 5 1
+ - + )
4(8r) 8( 8r)* 12 (2 ch 3or)3
+ p.26(-3(2ch fr) . 3(2 sh BF) 2 sh Br 1 )
8( Br)? 8 (BF) 8(.8r)3 2(gT)
: (83)*+ --- (V.1.13)

(2 ch 58T)%
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onde p e o numero de vézes que podemos colocar um quadrado
na rede considerada. Realizando a comparacao entre as duas
- - - NZ -

series concluimos que n= —; para que ao menos ate segun-

da ordem em (BJ) da fungao energia 1livre nosso modelo

fornega resultados rigorosos.
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SECAO 2. MODELO I

Consideremos, agora, o0 caso mais geral
em que 0S parametros variacionais Y1 Yo sejam diferentes
de zero, 1isto e, Y; # 0, v, # 0 e, portanto R # 0. A ﬁni—
ca restrigcdo a qual se encontram sujeitos nossos calculos

e que n = N; como foi determinado na Segao 1.

Sob tais condicoes, o calculo dos auto-
valores da matriz (V.1.7) torna-se dificil, nao mais sendo

possivel encontra-los em forma explicita.

A equagao secular associada a matriz

(V.1.7) @& uma equagao do quarto grau do qual conhecemos ex
. - - ~ .
plicitamente apenas wuma das raizes, e a equagao do tercei
ro grau resultante e de manejo extremamente incomodo, cuja

solugao so pode ser feita numericamente

Como nosso proposito e o estudo da sus-
cetibilidade para o modelo I, sob as condigoes acima,inte
ressando-nos, portanto, apenas pela derivada segunda, em re-
lagao aos parametros envolvidos, de cada uma das energias
livres, o procedimento a ser adotado e o da expansdo da
energia livre em poténcias até segunda ordem nos parame-

tros correspondentes.

Fazendo uso da relagao (V.15) e da res-

tricao acima, concluimos que

-(—;~) EN. + (—‘;) yN(z-1) + (12‘-) Yo Nz - 4 RNnd = 0 (V.2.1)
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Derivando em relacao a R e simplifican-

do, obtemos

Yy 3Y
Gy e ) =0 (V22)

Definindo a suscetibilidade como

X = (.‘.;.) N -2-% : | (V.2.3)

resulta de (V.2.2) e (V.2.3) que

2R 2R
) Byz 8Y1
u
x = ()" N
2 (Ey (3R 2 R (zoqyyean R 2R
2 BY] 8Y2 3Y2 BY]
(v.2.4)
onde ,por (V.8) e (V.9),
2
oR__ 10 M h (V.2.5)
AT 3,2
2
e
2
9~ n Z
3R] 2
Y, 2
2 2s(d) .

Para determinar os valores da expressdo
(V.2.5) devemos, inicialmente, realizar os calculos ne-
cessarios para a obtencao da energia livre associada com
o hamiltoniano (V.4). Como ja afirmamos anteriormente,u-

ma vez que estamos interessades na derivada segunda da e-
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nergia livre de (V.4), procederemos expandindo-a ate segun-
da ordem em (By,). E, como se trata de um hamiltoniano
quantico, a tecnica ou o0 procedimento para obtermos esta

expansao sera aquele desenvolvida no capitulo IV.

Assim, fazendo uso desta tecnica, a

fungao de particao (V.6) e expressa como

8
-BH - gH
22 = Tr e . Tr e 20 1- H21(T1) drq +
0
B T
+ Hop(Tq) Hpq(Tp) dTy dTy ------ t (V.2.6)
o JO
onde
Z z T X X
Hog= = J 977 97 = 5 (997 + 0p7) (vV.2.7)
Z Z
Hyp= = (%) Y, (0,7 + 0,%) (V.2.8)
H..T -H_ T
20 0
Hyp(T)= e Hyp e 2 (V.2.9)

A forma da fun¢do de partigao em termos da poten

cia'(BYz) que esperamos obter e expressa por

o U (By,)" (V.2.10)

e ate segunda ordem explicitamente

Zy = uy (BoduT) + up(8,3,T)(BY,)+ Hy(8,0,T)(By,) %~

(V.2.11)
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Do capitulo anterior e de (V.2.11), a-

grupando os termos e desprezando potencias de ordem supe

rior a 2, temos

2 2

M
T, 7 (ﬁ;) (BY,) ---

(V.2.12)

Resta, entao, para determinarmos a ener-
gia livre, o calculo dos coeficientes da expansao da fungao

de partigao (V.2.11).

Comparando (V.2.11) com (V.2.6) verifica-
mos que
z_z, BT
e, A
Ho(B,d,T)= Tr e = Tr (e ) =

2 2. 1/2
= 2 ch 8 + 2 ch B(J%+r?) (V.2.13)

onde f(J2+F2)]/2, -J e J sao os autovalores de H20’ obti-

dos, facilmente, de (V.1.7) onde vy, = 0.

1/2

Seja p =2 S = (p241) g = 4S(p+sS)

(V.2.14)
Deste modo podemos reescrever uo(B,J,F)

Ho(B,J,T) = 2 ch (BpT) + 2 ch (BTS) (V.2.15)

0Os autovalores de H20 podem, tambem, ser
reescritos por meio das relacoes (V.2.14) e suas autofun -

¢oes encontradas, isto e,
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Fi = -ST' e a autofuncao associada
|¢]> = [(p+S) (1++> +1==> + (14-> + |-+>)]| (v.2.16)
g
F2'= -pT e
1
[6,> = —  |(++> = 1-->] (v.2.17)
21
Fg = pT e sua autofungao
. 1 .
[9,> = —— [14-> = [-+>] (vV.2.18)
3 e
F4 = ST e
o> = Lo iaes 4 dee> - (pS)(H4-> + I=43)|  (V.2.19)
/q
E facil verificar que estes S30 as au-

tofungoes e autovalores de H,,.

Novamente recorremos a comparagao entre
as expressoes (V.2.6) e (V.2.11), porem, agora, para deter-

minar o valor do coeficiente u](e,J,F) e encontramos que

~BH g HooT1 ~Ha079

(BY_Z) “](B’J’r) = )Y2 Tr e e (0]Z+022)e dT-I

AU ) ot

(V.2.20)
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A propriedade ciclica do trago, nos con-

duz a seguinte simplificacao de 1 (B,J,T)

-BHZO B
- 3!
(BY,). ¥ (B,d,T) = (E)Y2 Tr e (07%+0,%)d Ty
0

(V.2.21)

Pela definicao de trago a expressao

(v.2.21) pode ser escrita como

B
- BH
U 20 z z
(Bvp) #y = )7y I<tyle (07407 dmy 197>+
0
- B B
- BH - BH
20 z z 20 z z
+ <o, ] e (0, 40,7 )dT, [9,> + <d.] e (07+9,)d Ty d3> +
0 0
 mPHgg i z 2 (V.2.22)
+ <¢4| e (o] +02 ) dT] |¢4> 2.
10

Como podemos notar da expressao anterior
(V.2.22), precisamos considerar,para obter o valor de Uy,

a acao do operador (O Z40,%) sobre as autofuncoes de H,,.
, Vo2 4 20

Fazendo uso das relacgoes (V.2.16-V.2.17)
j ~ - z
e do fato de que 1-> e I+> sao as autofungoes de O com
autovalores -1 e +1 respectivamente, obtemos {0s calcu -

los encontram-se no apendice B)

(vV.2.23)

z
(O]Z + 0, ) |¢]> =  —— (p+S) ]¢2>
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z z 2 /q
(o, +0,7) |¢,> = — ( (p+S) |¢1> + [9,4>)
1492 ) M7 2 ((p+5)2+1) 1 4
(V.2.24)
(0,7+0,%) log> = 0 (V.2.25)
e
(0,%+ 0,7 ) |¢,> = 22 | $,> (V.2.26
1 2 4 - /q 2 bt )

Fazendo uso destes resultados, isto e, (V.2.23-V.2.26) na

expressao (V.2.22), de 1y, concluimos que

(:BYz)-U](BstI‘) =0 (v.2.27)

ol

uma vez que cada parcela de (V.2.22) se.anula devido

ortogonalidade dos autovalores.

Resta, entao, para determinar a energia

livre associada com 22, " calcular o coeficientes uZ(B,J,F).

Das relagoes (V.2.6) e (V.2.11), junta -
mente com (v.2.7-V.2.9), vem |

B /T
-BH,g T (19-12)Hag

2
(BY )zu (B,Jd,T)= (B)Y2 Tr e e
2) V2 1= 20

(c3+03)

Haolt2=T1)
e : (0%+0%)dT]dT2

(V.2.28)
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Simplificamos a expressao acima (V.2.28),

fazendo a seguinte mudanca de variaveis y = T3=Tp- Fixan-
do 9 s obtemos que dy = -de e alterando os limites cor-
respondentes a esta mudanca de variaveis acabamos concluin-

do, com ajuda da propriedade do traco, que,

“BHoo (B [Ty YHyy o

2
2 2 7z 2z
(BY,) "M, (B,d,T)= (%)Yz Tr(oj+oZ) e e (o7+05)
o Jo ’
~¥Ha0
e dT'Idy
(V.2.29)

Aplicando a esta expressao a definigao

- do trago temos

4 -BH,n (B (T, yH
(BY,) %, = (£§ 5 <o;](oPal)e % ! e 20(ozwz)
Tl M = D)V L stillogtay 17%
<0 0
-H
207
e dtq dy [¢5> (V.2.30)

Realizando, entao, o calculo (o que faze-
mos no apendice C) das parcelas envolvidas na expressao
- (V.2.30) encontramos que

BpPT -BST 2
- e + (p+S)

2 88 ((S~p)

2 Uy 2
(BY,) “uo= (&) e
2! 2 2 Y2 qQr(S-p) (p+S)

ST gpr
e - €

)

(V.2.31)
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mas, da relagao (V.2.14) e facil verificar que

q(S-p) = 45 (V.2.32)

Resulta, finalmente, da substituigaoc de (V.2.32)em(V.2.31)

que

BpT -BST

5 BST Bpr
(p-S) e - e

8 e  -e

4gST

Hy(8,3,7)= (¥)2 +(p+s)?
2

(V.2.33)

Tendo side, assim, calculados todos o¢s
coeficientes necessarios a expansao da energia livre até

segunda ordem em (BYZ), podemos escreve-la como

v

(—2)= nz,= n l2 ch(BpT)+ 2 ch(BpS) +
-kT
, BpT  -BST , BST  BpT
1,1 -S - 45 - -
+ _(?)2 1 (p-S) (e € )+(p )»(e e ) (BY2)2
B 2TS (2 ch BpT + 2 ch BTS
(V.2.34
Portanto, o valor procurado de SR | e
%V 9 5‘7‘2’
dado por
o (L 2 BpT =-BST ., BST Bpr
w1 2y @ Lo-ste e yepes)Ze e )
J—— - u =4
oy,  2B(3) 8Y22 kT r's (2 ch (gpT) + 2 ch (gTS) )

(V.2.35)
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Assim, o calculo da expressao (V.2.4) estara completo uma

vez determinado o valor de %%7“

Com tal finalidade, devemos encontrar,
inicialmente, os autovalores associados com 0 hamiltonia-~

- no H] e calcular sua energia livre, o que sabemos ser,

por (V.1.4),

Y 2 1/2
(L) = an 7y = tn 2 chB ((B)rq) + (9))
-kT 2 2
(v.2.36)
Como estamos interessados na derivada

segunda em relagao a vy de &n Zy, expandimos a expressao

(vV.2.36) ateé segunda ordem em (By,), obtendo

tagh(lgr)
&n Zy= &n 2 ch (lBF) + 1 (P-)2 ] 2 (BY])2
2 2 (5FT) (V.2.37)
E o valor procurado de 3%— e dado por
1

3R 1 52 vy tagh %BF

e 5 (- — ) = (¥) — (v.2.38)
Substituindo os resultados (V.2.35) e

(v.2.38) na expressao formal da suscetibilidade ou seja

em (V.2.4), temos que

A . tagh %BF

(Y

X =(%)

1
- dnJAtagh=R T
seo|(z tagh per-Aeplly- Ly

(V.2.39)
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onde
2 BpT -8ST 2 gST gpT
A= (p-S)~ (e - e ) + (p+S)” (e - e ) (V.2.40)
D= ch(BpT) + ch(BTS) (v.2.41)
A temperatura critica sendo dada por
1
. dndA taghyx BT
z tagh lg r - A1) . e (V.2.42)

2

~ -1 .
expressao esta que torna ¥ igual a zero.
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SECAO 3. ANALISE DA EXPRESSAO DA SUSCETIBILIDADE DO MODELO
I E SEU DOMINIO DE VALIDADE

A analise da expressao da suscetibilida-
de (V.2.39) conduz a diversos casos particulares que, por
terem sido obtidos em diferentes outros trabalhos, permitem,

assim uma corroboracao de nossos resultados.

No caso em que n=0, isto e, na ausencia

de interagoes de longo alcance, a expressao (V.2.39) reduz-

se a
1
A tagh > BT
x = (%)2N (V.3.1)
2°  sTD |ztaghmer - AESTl| ,,
Esta expressao foi obtida por Hatori(47)

por meio de um procedimento que e muito semelhante a aproxi

macao de Bethe para o modelo de Ising.

Por outro lado, no caso em que n#0 mas

I'~0 a expressao da suscetibilidade e dada,por

2 ’ .
A(%) N J1+tagh gdl ,
X = — (v.3.2)
kT [1-(z-1)tagh BJ-4n(RJd)(1+ tagh (BJ))]

Fazendo na expressao acima (V.3.2) n=0,
o resultado encontrado, isto e, ‘

(%)ZNl1+tagh RJ |

X = (V.3.3)
kT |1-(z-1)tagh BJ}
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corresponde a aproximagao Bethe do modelo de Ising.

Estudando a temperatura critica associa

da com a expressao (V.3.2) encontramos

1-(z-1)tagh B.J = 4n(BJ)(1+tagh BCJ) (vV.3.4)
‘onde B_ = (kT )-]
c c

No caso particular do modelo unidimensio
nal, isto e, z=2 a expressao reduz-se aquela encontrada por

Salinas e Carva1h0(26),

~ZBCJ
e = 48B8.dn (V.3.5)

Alem disso fazendo n=0 em (V.3.4) a ex-
pressao da temperatura critica torna-se
2. c (V.3.6)
z
i (3= J

que @ a expressao da temperatura critica fornecida pela apro

ximagao de Bethe para o modelo de Ising.

Podemos observar, facilmente, que para
z=2, no caso unidimensional, a expressao (V.3.6) indica que
nao ha transicao de fase, prova evidente de que se trata de

uma abordagem mais rigorosa do que a de campo medio.

Finalmente, no que diz respeito ao domi-

nio de validade da expressao da suscetibilidade (V.3.1), po-
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demos assegurar expandindo-a em potencias de (BJ), que ela
€ rigorosamente identica a expressdao da expansao exata em
series da suscetibilidade (IV.7.1) ate o quarto termo
isto e, ate terceira ordem em (gJ). Embora nao tendo ave-
riguado o quinto termo da expansao da expressao (Iv.3.1)
acreditamos que as duas expansoes sao diferentes a partir
dele, uma vez que, como sabemos do capitulo IV, @€ neste
termo que aparece a dimensionalidade da rede, e o procedi-
mento adotado n3ao leva em conta este parametro fundamental
no estudo da transicao de fase. E importante lembrar que
a abordagem de campo médio fornece resultados rigorosos
apenas ate o segundo termo da expansao (III.7.1), ou seja,

apenas, ate primeira ordem em (B8dJ).




CONCLUSOES

Analisamos uma tecnica de expans3o em
sEriés de altas temperaturas, envolvendo metodos diagra-
maticos, para estudar o comportamento termodinamico do
modelo de Ising com campo transverso. Esta tecnica per-
mitiu obter explicitamente a expansao da suscetibilidade
avcampo longitudinal nulo, para qualquer rede, ate o
quarto termo, ou seja, ate a terceira ordem em (BJ). 0
uso da técnica diagramatica tornou evidente o efeito da
dimensionalidade da rede sobre os termos de ordem supe-

rior a quatro na expansao da suscetibilidade.

Fizemos uso de um formalismo variacio-
nal, baseado na chamada desigualdade de Bogoliubov, junta
mente com técnicas diagramaticas, para calcular uma ex-
pressao para a suscetibilidade do modelo de Ising em cam
po transverso com a adicao de um termo que exprime, via
campo medio, a presenca de interagoes de 1longo alcance.
Na‘auséncia da interacgao de longo alcénce, mostramos que
a expansao da suscetibilidade para altas temperaturas co-
incide, até o quarto termo, com a expansao exata que ha-
viamos obtidd. Isto nos da uma certa confianca no método

aproximado.

A expressdo da suscetibilidade obtida
pelo procedimento variacional reproduz certos resultados

existentes na literatura nos casos particulares em que




171

0 campd transversal e nulo ou em que nao ha interacoes de
longo alcance. Obtivemos tambem uma expressao analitica
que fornece curvas universais de kT¢/J contra T/J em fun
gEo_da coordenacao da rede e de um parametro que exprime

a razao entre as interacoes de curto e de longo alcance.

0s nossos resultados podem ser aplica
dos a modelos de cristais ferroeletricos quase-unidimen -
sionais. Realizamos entao um calculo muito rudimentar

das propriedades termodinamicas dos cristais PbHPO4 e

PbDP04.
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APENDICE A
N
BT X
-8H | k=1 2K
Tre ‘o.to.7=1...1 I<1|...<i <nle ) oo |1> |i> n>
1‘ 1 1=]+. - e ¢ o 2 o o _i 1' e & o e 9 o
.-
BT X
N %,
=Z...I L...I<T]...<i]...<n| x e o; o5 |[T>...i>...]n>
1= - k:]
BT X BI' _x BI' X
7 9 RAS 7%,
=I...2 ,I...<1] e [1>...<i] e o;0.|i>...<nle |n>
i ivi
BT X
-I N-] _2. 01 + -
= (2 ch BT) g__+ <i| e g 05 li> =
BT . X BTl X
1. N-1 . —7 Y9 . ~gci+ )
= (2 ch %BT) < 41 | e oi0;[it4>4c-zie oo |i->]

aplicando as relagdes (IV.3.2) e (IV.3.3) na expressio anterior,

encontramos que

' Bl _x

-BHT , 1 N-1 2%
Tr e 0;0;= (2ch %BT)  [<+:ie [i:4>] =
~ 1, N-1 BT BT, 2
= (2 ch »BT) T+ 55+ (—?) -E?
0 que pode ser escrito como

BT
~-RHT N-1 2

+ - 1
Tr e o 05 = (Z;h »BT) e
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APENDICE B

As relagoes (V.2.16-V.2.17) e o fato de
que |-> e I+> sao as autofungoes de oZ com autovalores -1

e +1 respectivamente nos ensinam que

oy loy> = Sk (prs) (o= =215 -1-+3)] 5.1
0 197> = Sk |(p45)([44> - 1-o2) = (Je=>4[-42) 8.2
q

Somando B.1 e B.2, resulta, com ajuda da relagao (V.2.17),a

expressao

v
fo‘zz)l¢]> - _2~__-2_ (p+S)I¢2> B.3

vq

oz
(U]

Com respeito a segunda autofungao verificamos que

g, l¢,> = 1 P+4> + |--> ‘ B.4
1 20 :
: V2
Z‘ ] 1
g [¢,> = —— | |++> + |--> ‘  B.5S
2 2 ! ,
V2
E:a soma
(o]Z+ozz)l¢2>= 2 [++> + |--> : B.6

V2




Agora, de (V.2.16)
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2
I B e BRI
q

Yq
e somando B.7 com (V.2.19) obtemos

((p+s)% + 1)
Yq

‘ [+4> + |=->

(p+5)|¢]> + !¢4>'=

E, finalmente, por B.6 e B.8, encontramos

2 vq
(01%40,%)[0,> = ((p+S)]61> + |d,>)
1772 e V2 |((p+5)241) 1 4

Procedendo da mesma maneira, facilmente, concluimos que

(0,7 + 0,%) [¢5> =0

e que

2/2

+ ozz)l¢4> = /a

(o4

|6,>

B.8

B.9

B.11 -
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APENDICE C

Sabemos que
B
1
P _— ., "o YHzo , , “HaoY
(BYp) up= (D))" T <oy [ (07 T 40p" ) e e (ojtop)e  drydyley>

i=1
©c 40

C.1

Realizando, ent3ao, o calculo, explicito, da primeira par-

cela envolvida na expressao C.1, temos que

K 202, Y”zo ., Yo
.<¢1|(o] +9,%) 1719,7) e dt, dy|¢]> =

= <4y1(0y%40,%)e “ro,%)dTydy fog> e C.2

20

Onde a acao do operador e em |¢]> resulta

"'szo - 3
" O P Yooz ooy 3 =
e 44> I‘ a0 * 57 Mo = 57 Ma0 91>
2 ) 3 yST
= f1+sty + L (smy© - Lo (SP)37--] = €
2! 3.

Fizemos uso das relagoes (V.2.7) e (V.2.16) na obtencao do

resultado anterior.
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Por procedimento semelhante, juntamente

com as relagoes (V.2.7) e (V.2.16-V.2.19), resulta que

e 67> = e C.3
+ <
- yH +ypT

e 20 ¢2> = ¢ C.4
= yHyy o Zypr

e ¢3> = € C.5
+ +
= YH -yST

lculos, a seqguir, das

[sTh )

Expressoes que serao uteis para os ¢

demais parcelas da expressdo C.1.

"Finalmente, do fato de que

2v2

(o]z+022)|¢1> = (p+S)]¢2> e das relagoes C.2 e C.3

' ' B st
| -, ., Bl VoYM iy
<¢1l(01 +0,%) e o s e (07%40,%) e dydr]]¢]> =

‘B T'i
= %(p+$)2 e e dy dr] 7 C.7

Q
Q

Fazendo uso das relagcdes anteriormente espe

cificadas e seguindo procedimento analogo, os resultados que
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encontramos com respeito as demais parcelas da expressao
C.1 s3o os seguintes

8 Ty
z, 2z “Bha0 YH29 _ RAPT
<¢2.I(01 +0,%)e e (01%40,%) e ]¢2> =
' 0o ‘o
B T1
5 BST (p-Sjry
e 2q(p+5% 5 e e dy dvq  +
((p+S)“+1) Jo Jo
B /T
- 1
2q BST (p+S)Py
4 2 — e e dy dT] C.8
((p+5)241) o Jo
2

q
7

sabendo que ((p+S)2+1)

podemos reescrever C.8 como,

“BHao /B ™1 YHpg -yH,q
<¢2,(°]z+‘722) e (j e (0]Z+022) e [¢2> =
’ ' 70 Jo '
| g e
& -BST 1 '
Bsr yr(p-S) : ‘ yr R
= S(pss) e e dydr 4 8 JTP4) 4yqn

0/0 (+) o

“Enquanto os resultados para as duas ultimas parcelas s3o




(8v2) = (%)% A7 —B8_((S=p)

B r1
=BHyg YHag , ~YHag
<4, |(0;%+0,%) e (07407 e l03>= 0
0 0
€.10

e

| ~BH20 Moo myHy
29 (07740, %)e L), © (01%40,%) e l64> =

. . 7B T
BpT -y(p+S)T
8
=3 e e dy dT1 c.11
0 0

Somando os resultados C.7 - C.11, reali-

zando as integrais e as simplificacgdes necessarias, resulta

BpT -BST
e -~ e

BST  BpT

2le - e f

+(p+S)

qI(S-p) (p+S)

C.12

)

gl
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APENDICE D

Neste apendice vamos estudar aigumas con
sequencias que podem ser obtidas da equacao (V.2.42) par-
ticularizada para o caso do PbHP04. E importante notar
‘que uma equagao desta natureza nao e encontrada na literatu
ra nos estudos envolvendo aproximacao de aglomerados dos
hamiltonianos de Ising em campos transversos. Ent3o, no
caso do modelo para o PbHP04, a temperatura critica em

fungao dos paramgtros J;, neT e dado pela solugao da e-

quagao .
o 4n A tanh |5(3r) (3|
2 tanh |1 Q_)'E - Al T
2 kT 3 254 ()5 8
(D.1)
onde P 1/2 .
S = ‘(%)2 + 1 . | (D.2)
A= cosh (=) + cosh ‘(ﬂ—)(l) s’ : (D.3)
kT kT ' J e
e : | |
;2 s
) A= (7 -5) le - e } +

PR SEICH NI
+ (y+5) {e - e } (D.4)
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Podemos observar de imediato o carater
universal das curvas de E} contra % para valores fixos
do parametro n. Na figura (D.1) mostramos como estas

curvas variam para valores crescentes de n. FE claro que

kT,

para n=0 nao ha transicao, e que os valores de I 'pa-
ra r=0 bodem ser obtidos a partir das expressoes de de

Carvalho e Sa1inas(26)o

Vamos agora testar um ajuste muito ru-
dimentar das propriedades termodinamicas do PbHPO4 e do
seu isomorfo deuterado PbDP04, partindo do ponto de vis-
t& de que J e n assumem os mesmos valores para estes do-
is compostos. Podemos ainda supor que TI=0 para o PbDPO4
(como acontece com o composto deuterado KD2P04 (TO)) e
que T#0 para o PbHP04. ‘Neste caso os valores de J e n

seriam dados por
J = 518,42 k e n = 0,0218

como ja foi obtido por de Carvalho e Salinas(zs). -~ Para
n= 0,0218, a curva universal de kT/J contra TI'/J est3 da-
do na fighrav(D,Z). 0 ponto D corresponde a transicao
de,fases do PbDP04. Levando em conta que a temperatura

e

crftica do PbHPO4 e de 310k, podemos encontrar o ponto H
qde corresponde a sua transicdo. Portanto, temos T = 2,5
para o composto hidrogenado. Para testar esta ijdeia obti
vemos as curvas da figura (D.3). A curva de cima corres
pondeli polarizagao espontanea do PbHPO4 obtida por de

Carvalho e Sa]inas(ZG) (com TI=0; J = 232,5k e n=0,075).




181

A'curva de baixo corresponde a I' = 2,5; J = 518,42k e n =
0,0218. A falta de coincidencia entre estas duas curvas
mostra que a nossa hipotese - de‘que J e n assumem 0s
mesmos valores para os compostos hidrogenados e deutera-
do - e muito rudimentar., Num trabalho futuro pretende-
mos empreender. uma serie de experiencias numericas para
testar um ajuste majis realista entre o nosso modelo te6hi

co e os dados experimentais.
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