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Resumo

As propriedades do estado fundamental do modelo de Heisenberg antiferromagnético
quantico de spin—1/2 na rede quadrada e na rede ctibica espacialmente anisotrépica sao
investigadas através de um novo método de Monte Carlo, baseado na estimativa do maior
autovalor de uma matriz de elementos ndo negativos. A energia do estado fundamental e a
magnetizagao “staggered” destes sistemas sdo calculadas em redes relativamente grandes
com até 24 x 24 sitios para o caso de redes quadradas e 8 x 8 x 8 sitios para o caso de redes
cibicas. O método desenvolvido também pode ser usado como um novo algoritmo para
a determinacdo direta da entropia de sistemas de spins de Ising através de simulacdes
usuais de Monte Carlo. Usando este método, calculamos a entropia do antiferromagneto
de Ising na presenga de um campo magnético externo nas redes triangular e cibica de

face centrada.



Abstract

The ground state properties of the antiferromagnetic quantum Heisenberg model with
spin—1/2 defined on a square lattice and on a cubic lattice with spatial anisotropy are
investigated through a new Monte Carlo method, based on the estimation of the largest
eigenvalue of a matrix with nonnegative elements. The ground state energy and the
staggered magnetization of these systems are calculated in relatively large lattices with
up to 24 x 24 sites for the square lattices and 8 x 8 x 8 sites for cubic lattices. The
method developped can also be used as a new algorithm for the direct determination of
the entropy of Ising spin systems through ordinary Monte Carlo simulations. By using
this method we calculate the entropy of the Ising antiferromagnetic in the presence of a

magnetic field in the triangular and face centered cubic lattices.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das mais freqiientes formas matematicas encontrada durante o estudo de sistemas
fisicos é aquela dada pelas equacdes de autovalores. A mecinica quantica, a mecanica
cléssica de Hamilton, bem como sistemas de mecanica estatistica usando a técnica da ma-
triz de transferéncia tém basicamente esta formulacio. Alguns destes problemas podem
ser representados por matrizes de elementos ndo negativos que possuem propriedades
especiais. Neste caso, o teorema de Perron-Frobenius [Gantmacher, 1960] garante que as

poténcias destas matrizes sdo dominadas pelo seu maior autovalor, ou seja, temos

TE ~ (¢0)iXd (d0);y (1.1)

para N — oo, onde fl"g ¢ o elemento 7,j da N—ésima poténcia da matriz quadrada de
elementos ndo negativos T, A seu maior autovalor e ¢y seu respectivo autovetor. Esta
propriedade ¢ usada largamente em célculos analiticos e numéricos. Um exemplo de
calculo analitico é a determinacdo do limite termodinimico da funcdo de particao de
sistemas de spins de Ising calculada pela técnica da matriz de transferéncia [Thompson,
1981]. Um exemplo de célculo numérico é a determinagio do maior autovalor de T pelo
método da poténcia [Press and Teukolsky, 1992], que consiste na multiplicagio suces-

siva da matriz T a partir de um vetor inicial qualquer. Entretanto, até o trabalho de



de Oliveira [1993] havia nesta expressio uma propriedade ainda inexplorada. O fato da
matriz T nao possuir elementos negativos permite que uma probabilidade seja definida
e, se um processo estocastico for construido para simula-la, teremos um meio de calcular
o autovalor dominante de T através de amostragens estatisticas.

£ sempre interessante quando temos uma nova abordagem para velhos problemas,
mas um método de Monte Carlo capaz de estimar o maior autovalor de uma matriz de
elementos nao negativos seria apenas mais uma curiosidade se nio pudesse ser aplicado
em problemas relevantes. Como dissemos no inicio, a formulacio dos problemas em
sistemas quanticos é feita na forma de equa¢des de autovalores, entretanto somente um
pequeno grupo de operadores quinticos satisfazem a restricio de possuir uma matriz
de elementos ndo negativos. Este ¢ o caso do modelo de Heisenberg antiferromagnético
quantico bidimensional de spin—1/2 que tem seu estado fundamental apontado como
o sistema isolante precursor de materiais supercondutores a alta temperatura como o
La;CuOy [Menousakis, 1991], [Barnes, 1991]. Outra aplicacio do método pode ser feita
durante simulagées de Monte Carlo usuais de sistemas de spins de Ising. Neste caso o
método pode ser visto como um algoritmo direto para a estimativa da entropia destes
sistemas.

Neste trabalho, nés vamos aplicar este novo método de Monte Carlo tanto na inves-
tigagdo do estado fundamental do antiferromagneto de Heisenberg quantico de spin—1 12
quanto na determinagéo da entropia de sistemas de spins de Ising. O trabalho estd di-
vidido em capitulos que possuem uma seqiiéncia definida, mas que pretendem ser uma
leitura mais ou menos auténoma. Desta forma, com excecio da apresentacao de nosso
método, iniciamos cada capitulo com uma breve introducio do assunto a ser abordado
que procura situa-lo junto aos trabalhos disponifveis na literatura.

O Capitulo 2 trata de métodos de Monte Carlo em sua forma mais geral. Em sua in-
trodugdo aproveitamos a oportunidade para discutir os tipos de abordagens de problemas
fisicos, analiticas ou numéricas, e a conveniéncia de uma analise do tipo Monte Carlo.

Em seguida apresentamos os fundamentos teéricos compartilhados por toda a familia de



métodos de Monte Carlo e que, no Capitulo 3, usamos para o desenvolvimento de nosso
meétodo.

Iniciamos o Capitulo 4 mostrando que nosso método de Monte Carlo pode ser usado
como um novo método direto para o calculo da entropia de sistemas de spins de Ising.
A seguir, determinamos a entropia dos antiferromagnetos de Ising na presenca de um
campo externo nas redes triangular e ctibica de face centrada. Os resultados obtidos
nesta etapa originaram uma recente publicagdo [Sauerwein and de Oliveira, 1995hb].

O Capitulo 5 também tem um cardter geral. Neste capitulo discutimos o modelo
de Heisenberg quéntico de spin—1/2 desde o significado da interacdo de troca até as
propriedades gerais do estado fundamental do caso antiferromagnético. Mostramos ainda
que a hamiltoniana de Heisenberg antiferromagnética de spin—1 /2 pode ser submetida
a uma transformagdo que leva a uma matriz de elementos ndo negativos e que pode ser
estudada com o nosso método de Monte Carlo.

Os Capitulos 6 e 7 sao dedicados essencialmente aos resultados que recentemente ori-
ginaram duas publicacbes [Sauerwein and de Oliveira, 1994], [Sauerwein and de Oliveira,
1995a]. No capitulo 6 fazemos a ligacio entre nosso método de Monte Carlo com as
propriedades do estado fundamental do modelo de Heisenberg antiferromagnético de
spin—1/2 na rede quadrada. Ainda neste capitulo, mostramos como o algoritmo é de
fato construido, ou seja, a forma como devemos iniciar o sistema e como devemos evolui-
lo (o cédigo do programa de computador referente a esta simulagdo encontra-se no Anexo
I). Finalmente, no Capitulo 7 fazemos a generalizacio deste sistema para um antiferro-

magneto de Heisenberg de spin—1/2 em uma rede ciibica espacialmente anisotropica.



Capitulo 2

Métodos de Monte Carlo

2.1 Introducgao

A solugéo exata de problemas em fisica tedrica pode ser considerada uma excecao entre os
intimeros problemas existentes. Os poucos casos de problemas resolvidos constituem os
conjuntos de paradigmas das diversas dreas da fisica e envolvem ou sistemas com poucos
graus de liberdade, ou interagdes extremamente simplificadas. Assim na teoria da gravita-
cao cldssica preserva-se a interagio entre os planetas mas nao se resolve exatamente um
problema com mais de trés corpos celestes. Em fisica quantica, mesmo considerando como
interagao intra-atémica apenas forcas elétricas coulombianas, e isto j4 é uma aproxima-
¢ao, nao se vai muito além da descri¢éo do 4tomo de hidrogénio. Em mecanica estatistica
o sistema mais complexo em que se consegue obter analiticamente o limite termodinimico
é dado pelo modelo de Ising bidimensional. Como a natureza nao limita sua descricao
a estas simplificagdes é preciso buscar outros meios capazes de confrontar resultados ex-
perimentais a previses de modelos fisicos mais realistas. Basicamente duas abordagens
sao possiveis. A primeira busca solugdes analiticas aproximadas usando teorias pertur-
bativas, métodos de expansdes ou mesmo simplificacdes nos modelos. A segunda forma,
a das solucdes numéricas, cresce juntamente com o aumento das facilidades computa-

cionais. Estas abordagens sio em geral complementares, pois ao preservar a integridade



do modelo fisico, os métodos numéricos podem verificar néo sé até que ponto o sistema
modelado se aproxima da realidade experimental, como também podem avaliar o efeito
das sucessivas aproximacoes feitas no tratamento analitico.

Os célculos numéricos apresentam também seus obstdculos. A mecanica estatistica
se propée a descrever sistemas macroscopicos, que possuem da ordem de 10%® particu-
las, a partir da interacdo em escala atémica. Para efeitos praticos dizemos que sistemas
macroscopicos sdao infinitos, no sentido de satisfazer o limite termodinimico. Entre-
tanto, os computadores séo capazes de lidar apenas com sistemas finitos o que suscita a
questdo de quantas particulas sio necessdrias para uma descrigao razoavel da natureza
macroscopica. A solugao envolve extrapolacoes de resultados numéricos obtidos em sis-
temas de diversos tamanhos usando teorias de escala. Apesar deste caminho para o limite
termodinamico, devemos lembrar que calculos numéricos diretos em mecanica estatistica
envolvem na verdade, integrais sobre o espago de fases do sistema, isto &, o hiper-volume
composto por todos os estados acessiveis ao sistema. Supondo, por exemplo, um sistema,
bidimensional relativamente pequeno formado por 30 spins—1 /2 localizados, cada sitio
apresenta apenas dois estados, logo o espago de fases deste sistema terd 2°° pontos e
novamente a mesma limitacao pratica de tempo e de meméria computacional se impora.

Nasce neste contexto o método de Monte Carlo que através das propriedades dos
nimeros aleatérios (por isso a alusdo ao famoso cassino de Monte Carlo) é capaz de
estimar o valor de integrais mdltiplas, sorteando ao acaso apenas uma pequena fracao
dos pontos do espago de fases do sistema. Seu uso inicial [Hammersley and Handscomb,
1979] relacionava-se & simulagio de eventos probabilisticos como a difusio de néutrons
em matéria fissil usada para o desenvolvimento da bomba atémica durante a Segunda
Guerra Mundial por von Neumann e Ulam. Logo apés o término da guerra eles percebem

junto com Fermi que esta técnica podia ser aplicada também a problemas determinfsticos.



2.2 Variaveis Aleatdrias

Antes de passarmos as técnicas numéricas do tipo Monte Carlo devemos definir o que

entendemos por varidvel aleatéria. Inicialmente vamos considerar um espago discreto

e finito de eventos @ = {@y, @3, - - -, @y} aos quais estio associados os pesos p =
{p1, 2, -+, pn} sujeitos &s duas condicdes
N
g2l & 3 p=1l (2.1)
=1

Dizemos que a variavel «’ é uma varidvel aleatéria de distribuicéio de probabilidades p se
seu valor depender do acaso e a probabilidade P(z' = z;) dela assumir o valor z; de 0
for

Bl =nd =p; (2.2)

A extensdo desta definigio para um espaco continuo de eventos é imediata. A distribui-
ao de probabilidades p(z) ' da varidvel aleatéria continua 2’ é a funcio de dominio

que satisfaz condi¢oes anédlogas a 2.1
p(z) > 0, qualquer z € Q e /Q ol Nde == 1, (2:8)

A probabilidade da varidvel aleatéria 2’ assumir um valor no intervalo {z1 < 2 < x5}

é dada por

T2

P(z' € {z1 <z < 23)) :/ p(z)dz (2.4)

T

Se f(z) for uma fungdo continua qualquer de dominio €, entio a varidvel = gile"

também € uma varidvel aleatéria. Define-se seu valor esperado (f’ )o € sua variancia o?

'A fungdo distribui¢io de probabilidades normalmente é a fungdio F'(z) tal que P(z' < z) = F(x).
Neste texto estamos usando esta denominagiio para o que é conhecido como uma lei de distribuicdo.
Esta claro que conhecendo uma temos a outra e vice-versa. O nome usual da funcio p(x) adotada é
densidade de distribui¢ao de probabilidade ou fungiio densidade de probabilidade [Gnedenko, 1988].



como sendo as integrais

(= | Fe)p(a)ds, (2.5)
o = (' = (Moo = [ Plepla)dz - (), (2:6)

Um exemplo de distribuigdo de probabilidades continua é distribuicio de probabilidades

normal, definida no intervalo = {—co < 2 < +o0},

pnormal(m) = \/%O’o exp[(m 2_0%;0) ] (27)

De acordo com 2.5 e 2.6 0s pardmetros z e o sdo, respectivamente, o valor esperado e a
variancia da varidvel aleatéria a’. A distribuicao de probabilidades normal desempenha
um papel fundamental na teoria das probabilidades pois o teorema central do limite
[Gnedenko, 1988] garante que esta é a distribui¢io para a qual converge a distribuigao
de probabilidades da soma de n varidveis aleatérias independentes & medida que n val
para infinito. Se @}, @}, - - -, 2!, for um conjunto de n varidveis aleatérias independentes
de mesma distribuigao de probabilidades p(z), o teorema central do limite garante que o

valor esperado 2.5 pode ser estimado pela média

() = =3 (=), (2.8)

. t=1

sendo a varidncia de (f') dada por ¢% /n, onde of ¢ a variancia de f' dada por 2.6.

Portanto, estimando a varidncia de f’ por

@=O%ﬂ—WW=%§U%H4ﬁ% (2.9)

podemos estabelecer a precisio da estimativa (') como sendo

O-ff

O'(Jrr): \/E

(2.10)



2.3 Numeros Pseudo-Aleatdrios

O uso de varidveis aleatdrias para o calculo de Monte Carlo s6 se torna viavel se houver
um modo eficiente para a obtencio de varidveis aleatérias em grandes quantidades, tipica-
mente sao necessarios conjuntos com 10°-10'° elementos. Em principio, esta quantidade
nao pode ser fornecida por experimentos intrinsecamente probabilisticos devido & escala,
de tempo envolvida em sua aquisicio, de modo que recorre-se s chamadas varidveis
pseudo-aleatdrias, fornecidas em qualquer quantidade desejada por computadores digi-
tais.

Como sabemos, os computadores digitais sio maquinas deterministicas, ou seja, a
repeti¢ao de uma série definida de operagdes matemaéticas sempre resulta no mesmo
nimero (ou seqiiéncia) de safda. A diferenca entre esta situacio e um experimento intrin-
secamente probabilistico que jamais se repete (em um tempo suficientemente longo) tem
cardter fundamental. Entretanto, existem vérios algoritmos [Press and Teukolsky, 1992],
[Sakai, 1981] que geram ndmeros que podem ser utilizados como se fossem aleatdrios.
O uso destes nimeros na prética é baseado em resultados empiricos que estudam a dis-
tribui¢éo e periodicidade de cada gerador de nimeros (pseudo) aleatérios. Também sio
justificados através de comparacdes entre resultados exatos e suas respectivas estimativas
de Monte Carlo [Friedberg and Cameron, 1970], [Binder, 1972], [Landax, 1976], nas quais
nao se observou nenhum desvio sisteméatico advindo da nio aleatoriedade dos nimeros

gerados pelo computador.

2.4 Estimativa de Monte Carlo

Como dissemos, o método de Monte Carlo é basicamente um modo de estimar integrais
definidas, desta forma, apesar de uma integral unidimensional ser melhor resolvida por
outros métodos numéricos, ilustraremos com este exemplo as técnicas de Monte Carlo
partilhadas também por aplicagdes mais gerais. Seja f(z) uma funcio qualquer a qual

desejamos integrar no intervalo {0 < 2 < 1},



I= /01 f(z)dz. (2.11)

Evidentemente, a exigéncia que esta integral exista deve ser satisfeita. O método de

Monte Carlo mais simples para estimar I consiste em ver esta integral na forma do valor

esperado (f'),

=)= [ f@ple)da, (2.12)

onde p(z) = 1, {0 < 2 < 1}, é a fungéo distribuicio de probabilidades uniforme no inter-
valo de integragdo. Se sortearmos um conjunto de n nidmeros aleatérios independentes
T4, Ty, +++, @, regularmente distribuidos no intervalo [0, 1], podemos estimar [ , de acordo

com 2.8 por

T (f) = 03 (&) (2.13)

Calculando a variéncia oy dos nimeros aleatérios f(z!) por 2.9, temos a precisio da

estimativa de Monte Carlo da integral I dada por 2.10

., O

o= /e (2.14)

Se a fungdo f(x) for desprezivel em grandes regides de seu intervalo de integragao,
os nimeros aleatérios z} sorteados nestas regides nao contribuirdo muito para o resul-
tado da estimativa de Monte Carlo, conseqiientemente a maior parte do esfor¢o gasto
em seus sorteios e na avaliacio de f(z!) serd desperdicado. Neste caso é conveniente
escolher uma distribuigao de nimeros aleatérios em que a probabilidade de sorteio dos
nimeros aleatdrios z} seja maior onde a funcéo f (#) tenha valores aprecidveis. Para isso,

basta introduzir na integral que se deseja estimar uma distribuicso de probabilidades néo



uniforme que privilegie a regido desejada

1 f(z)
o p(z)

1= | ® i = wlz)iin. (2.15)

Ao sortearmos nimeros aleatérios z} de acordo com a distribuigdo p(z), devemos observar

que € a média dos nimeros aleatérios obtidos pelas razdes f(z!)/p(z!) que estima I,

Ig<£>:}“z”:f(fc§)
P/ nim ol

1 p(x})

(2.16)

Esta técnica é chamada “importance sampling” [Binder and Heermann, 1988], pois a
amostragem ¢ feita sobre a parte do integrando que efetivamente contribui para a esti-
mativa da integral.

Em mecénica estatistica as propriedades de um sistema de N particulas submetido
a um banho térmico de temperatura 7' sao dadas por médias térmicas no “ensemble”
candnico [Huang, 1987], calculadas através da distribuicio de Gibbs

exp[—BHn(z)]
Z ?

Pyibbs () = (2007

em que @ representa um estado do sistema, ou seja, um ponto do espago (hiper-dimensional)
de fases do sistema 2. Hy é a hamiltoniana do sistema de N particulas (em sistemas fini-
tos deve-se explicitar a dependéncia de todos os pardmetros extensivos), portanto Hy(z)
¢ a energia do sistema em seu estado z. A temperatura esté contida no fator 8 = LikT
sendo k a constante de Boltzmann. A normalizacéo da distribuicdo de Gibbs é a funcao
de particdo 7 ,

= /Q exp|—AHn(z)]d9. (2.18)

A média térmica de um observavel qualquer do sistema tem a forma,

(), = Ja A(@) expl=BHn (2))d0
° fﬂ exp[_ﬁHN(.’L‘)]dQ ’

(2.19)

10



Generalizando a expresséo acima para uma distribuicio de probabilidades de equilibrio

qualquer p(z), temos:
Jo A(z)p(z)dS
Jo p(z)dSd

Denominando a probabilidade a ser usada pelo célculo de Monte Carlo por p.(x)

(A)y = (2.20)

)

as integrais acima podem ser estimadas, conforme a prescricio de “mportance sampling”

2.16, na forma

(A) =

x L A(2))pre(2h)p(2?) (2.21)

w Lict P (@)p(a})
onde os niimeros aleatérios @ sao gerados de acordo com a distribuicao de probabilidades
do célculo de Monte Carlo py(z). Devemos ressaltar que néo h4 nenhum COMPromisso
entre a distribuigdo de probabilidades p(2) contida na definigio 2.20 de (A), e a distribui-
¢ao de probabilidades pn.(z). Esta tltima deve ser vista apenas como um artificio usado
para estimar integrais, ou seja, ndo precisa ter uma interpretacio fisica. No entanto a
escolha pmc(z) = p(z) nestes casos parece ser a mais natural, de modo que a expressao

2.21 se apresentard na forma bem mais simples

(A = (4) = 13" Aa). (2.22)

n 1=1

Novamente, a estimativa da precisio de (A) dada por 2.10 é oy = oa/y/n, sendo o,
a estimativa da varidncia das varidveis aleatérias AL = A(z!) 2.9.

Um ponto importante dos célculos de Monte Carlo é que a precisio de suas estimativas

1

melhora apenas com o fator n™2, sendo n a quantidade de varidveis aleatérias sorteadas
que constitui o préprio trabalho computacional do método, de forma que é muito dificil
conseguir uma precisio além de quatro ou cinco algarismos significativos. Nao importa
se 0 algoritmo ¢é direto ou “importance sampling”, este é um problema incontornavel, pois
deve-se ao teorema central do limite.

Quando escolhemos a distribuigdo de probabilidades usada para sortear os niimeros
aleatérios do calculo de Monte Carlo igual & distribuicéo de probabilidades contida na

formulagéo de certos problemas (matematicamente) deterministicos é comum o algoritmo
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ser chamado de simulagio de Monte Carlo, ao invés de cdleulo de Monte Carlo. Uma
distribuigao de probabilidades gerada pelo computador para avaliar a expressio 2.19 igual
a distribuicdo de Gibbs estaria simulando o efeito das flutuagoes térmicas, existentes em
um sistema fisico real posto em contato com um reservatério de calor a temperatura
constante, sobre determinado observavel.

Entretanto, ndo podemos usar a distribui¢do de Gibbs diretamente para sortear esta-
dos do sistema devido ao grande nimero de graus de liberdade dos sistemas de interesse,
mas este problema pode ser contornado pelo método de Monte Carlo introduzido por
Metropolis et al. [1953], que utiliza as propriedades das cadeias de Markov para obter indi-
retamente estados aleatorios de determinada distribuigao de probabilidades. Na préxima

se¢ao veremos como isto pode ser feito e qual o seu custo.

2.5 Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov é uma seqiiéncia temporal de varidveis aleatérias na qual a proba-
bilidade de uma saida depende apenas da probabilidade da saida imediatamente anterior
a ela. Podemos ver a cadeia de Markov como sendo um passeio aleatério no espaco de
fases {2 de certo sistema que contém um ndmero finito de estados {z;}. A cada intervalo
de tempo Al , que consideraremos unitario, o sistema faz uma transicao entre dois pontos
de €. Desta forma apds n passos temos uma seqiiéncia de variaveis aleatérias x, 2/, £l

"7y Ty, + vy y, percorridas em instantes sucessivos t =0, 1, 2, --+, £, - - -, n, que definem
uma trajetéria aleatéria do sistema em Q. Como dissemos, em cadeias markovianas cada
ponto desta trajetéria depende apenas do ponto imediatamente anterior, ou seja, um
estado futuro zy,, depende do estado presente 2} mas nio do estado passado z}_,. Desta
forma a probabilidade do sistema estar em um ponto a; de  no instante £, Pz} = z;)

deve obedecer a relagao:

Py(ay =) =3 Proa(vpy = zi)wij, (2.23)
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onde a somatéria se estende por todos os pontos z, de Q e w;; é a probabilidade de
transicdo do estado z; para o estado x; no instante ¢ dado que o sistema se encontre no

estado x; no passo ¢ — 1, ou seja, é a prépria probabilidade condicional
! /
by =P (:cg == iy o = :c,) : (2.24)

No caso geral de processos markovianos as probabilidades de transicio acima podem de-
pender do tempo (w;; = w;; (€)), contudo trataremos apenas com cadeias de Markov nas
quais estas probabilidades sdo estacionarias, ou seja, independentes do tempo. Natural-
mente a soma das probabilidades de transicido de um estado z; para qualquer outro estado
de € deve contemplar todas as possibilidades de movimento, logo as probabilidades de

transicao apresentam a propriedade

> w;; = 1, para qualquer 7. (2:3h]

J

A relagdo 2.23 pode ser reescrita na forma matricial,
Py =P yw, (2.26)

onde FP; e Py_y sio os vetores distribuicio de probabilidade nos instantes £ e £ — 1 repre-
sentados pelas matrizes linha de elementos { P(z} = 2;)} e {Bgul(af;I?H1 = xt)}, respecti-
vamente. w ¢ a matriz probabilidade de transicao de elementos {w;;}.

A relagdo de recorréncia 2.26 pode ser utilizada sucessivamente a partir do vetor
distribui¢éo de probabilidade inicial Py = {Fy(z} = @;)} até se obter a distribuicio de

probabilidade da cadeia de Markov em um instante arbitrario ¢,
P, = Py, (2.27)

onde w' é a {—ésima poténcia da matriz w. De acordo com 2.27, seu elemento wfj é a pro-
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babilidade de se atingir o estado z; a partir do estado z; em ¢ passos, portanto a cadeia
de Markov é completamente caracterizada pelas propriedades da matriz probabilidade
de transigao e do vetor distribuigdo de probabilidade inicial.

Uma cadeia de Markov é chamada irredutivel se a probabilidade de ir de z; a z;, dois
estados quaisquer de (2, ndo for nula. Neste caso é possivel encontrar alguma poténcia

de w tal que o elemento wfj

> 0. Se para algum ¢ todos os elementos da poténcia w*
forem positivos dizemos que a matriz é regular. Neste caso, ndo importa o estado inicial,
apés um nimero suficientemente grande de passos o sistema tem probabilidade nio nula
de estar em qualquer ponto de 2. Nas cadeias de Markov irredutiveis ciclicas os estados
de § sdo subdivididos em d subconjuntos que sdo percorridos sempre na mesma ordem.
O niimero inteiro d, o perfodo da cadeia, é igual ao niimero de passos necessérios para
sair de determinado estado e a ele retornar. Nas cadeias ciclicas todas as poténcias de
w possuem elementos nulos, diferentes poténcias de w apresentam zeros em diferentes
posi¢des que trocam de posigoes ciclicamente. O perfodo d da cadeia é o maior divisor
comum do conjunto de nimeros inteiros {{;} tais que wi > 0. Portanto uma cadeia
regular de Markov possui o perfodo d = 1, ou seja, é aperiédica.

Uma cadeia irredutivel de Markov de perfodo d apresenta as seguintes propriedades

[Kemeny and Snell, 1969):

1. Existe um tnico vetor probabilidade estaciondria P, de componentes p; = Pl =
z;), tal que
P=Pw, p=%;pjwj. (2.28)

2. Nao importa o vetor distribui¢ao de probabilidade inicial Py, o processo markoviano
se aproxima ! do vetor probabilidade estacionaria P & medida que a seqliéncia tende
ao infinito,

P =Py e Lt n = oo (2.29)

1Para d # 1 ndo podernos considerar um estado da cadeia de Markov individualmente mas sim grupos
de d estados consecutivos. w’ possui d sequcnc1as convergentes, uma para cada classe ciclica, sua média

d—1
d 1—o w™*! converge para uma matriz cujas linhas sdo todas iguais ao vetor probabilidade estacionaria.
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3. A Lei dos Grandes Nimeros se aplica para a distribuicio de probabilidades esta-
ciondria P = {p; = P(z' = 2;)}. Suas componentes p; representam a fracio de
tempo, computado em multiplos de d, na qual a cadeia de Markov pode ser encon-

trada no estado z;.

Para o célculo de Monte Carlo “importance sampling” precisamos que os pontos do
espago de fases sejam gerados aleatoriamente de acordo com uma determinada distribui-
¢ao de probabilidades. De acordo com as propriedades acima, vemos que basta construir
uma cadeia de Markov irredutivel, ou seja, definir as probabilidades de transicéo, cuja
probabilidade estacionéria seja a que necessitamos. Desta forma nao importa a configura-
¢do inicial, apés um numero suficiente de passos o sistema percorrerd os estados de ) de
acordo com a distribuicdo especificada. Uma condigao suficiente para construir cadeias
de Markov que possuam como distribuicdo de equilibrio uma determinada distribuicao
de probabilidades é a imposi¢do do principio do balanceamento detalhado? [Binder and
Heermann, 1988]

Piwij = PjWis. (2.30)

A condigdo de balango detalhado impée a reversibilidade microscépica. Usando 2.25 para

reescrever a equagao de equilibrio 2.28
> Apiwji — piwij} = 0, (2.31)
J

vemos que o balanceamento detalhado impde que cada termo da somatéria acima se anule
separadamente, desta forma a probabilidade de ocorrer a transicio z; a x; no equilibrio
¢ a mesma de ocorrer a transi¢io inversa z; a x;.

Usando o balanceamento detalhado 2.30 vemos claramente que nao é necessario co-

nhecer explicitamente a distribuicdo de probabilidades estaciondrias para se definir as

2Desde que a cadeia de Markov assim construida seja irredutivel, ou seja, é preciso garantir ainda que
todos os estados do sistema sejam percorridos independentemente do ponto de partida.
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probabilidades de transi¢do da cadeia de Markov, mas apenas suas razoes

Wij Pj
—_— =, 2.32
71 Pi ( )

w
A solugdo para w;; contudo ndo é nica, o algoritmo de Metropolis usado para gerar
estados aleatérios de acordo com a distribuigdo de Gibbs 2.17 define as probabilidades

de transi¢do como sendo proporcionais a
min {exp[—BAHxy], 1} (2.33)

onde AHy ¢é a diferenga de energia entre os estados x; e 2; do sistema, AHy = Hn(z;) -
Hy (2;). Outra possibilidade para se obter uma distribuicéo de equilibrio de Gibbs é dada

pelo algoritmo de Glauber que define as probabilidades de transi¢ao proporcionais a

BAH

%[1 P i (2.34)

A dificuldade na defini¢ao das probabilidades de transicio, de acordo com os exemplos
acima, depende da forma como é calculada a diferenca de energia entre os estados z; e

.ZEj.

2.6 Simulagoes de Monte Carlo em
Mecéanica Estatistica

Sistemas de mecanica estatistica se caracterizam pelo grande nimero de constituintes.
A implementagéo de uma cadeia de Markov no espaco de fases destes sistemas é virtual-
mente impossivel se considerarmos a possibilidade de todos seus pontos estarem ligados
em um nico passo. Portanto devemos fazer severas restricdes sobre os estados do sistema
acessiveis a cada evolucao do sistema.

O modo mais simples de se implementar a cadeia de Markov em um sistema de N
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particulas consiste em gerar os estados da cadeia a partir do estado da cadeia anterior,
mas modificando apenas o estado de um de seus constituintes de cada vez. Se o elemento
do sistema a ter seu estado alterado for escolhido aleatoriamente, as probabilidades de

transicao 2.33 e 2.34 serdo dadas respectivamente por

v exp[—BEHN], §Hn >0 e z; # x; pelo estado de até um elemento,

sz = %, dHN <0 e z; # 2; pelo estado de até um elemento,
0, z; # x; pelos estados de mais de um elemento,
(2.85)
e
sw [l — tanh(&2ta)) z; # z; pelo estado de até um elemento,
Wij = (2.36)

0, x; # xj pelos estados de mais de um elemento.

Nas expressoes acima o coeficiente # , deve-se ao fato de sortearmos com distribuicio
uniforme um dos N elementos do sistema a ter seu estado alterado. Estas probabilidades
de transicao permitem que o sistema percorra todo o espaco de fases do sistema, porém
através de uma evolugao que realiza pequenas modificagdes microscépicas do sistema. A
diferenca de energia entre estes dois micro-estados §Hy = Hy(z;) — Hy (z;) &, em geral,
facilmente calculada, pois a hamiltoniana do sistema contém apenas termos de interagao

locais.

2.7 Precisao das Estimativas de Monte Carlo

A estimativa de Monte Carlo de um observavel macroscépico A(z) 2.22 pode ser feita
diretamente sobre uma amostragem de nimeros aleatérios {A(z})} gerada pela cadeia
de Markov. Usando o principio do balanceamento detalhado, em nenhum momento
precisamos usar explicitamente a distribuicao de probabilidades estacionaria. Contudo,
como cada estado da cadeia de Markov é gerado a partir de seu estado anterior, os

micro-estados x e j,; sdo parecidos e a amostragem produzida pela cadeia de Markov

L7



é correlacionada. Este fato traz o problema da avaliacio da precisio da estimativa de
Monte Carlo pois a expressao 2.10 sé é vélida para varidveis aleatdrias estatisticamente
independentes.

Como dois micro-estados consecutivos de um sistema de N particulas gerados pela
cadeia de Markov diferem entre si pelo estado de um tnico elemento, se espera que a
correlagdo temporal entre as medidas de Monte Carlo seja da ordem de N. Este é o
tempo minimo necessdrio para se gerar uma configuragdo macroscopicamente diferente,
pois todos os elementos do sistema teriam a oportunidade de modificar seus estados.
Este tempo, normalmente chamado passo de Monte Carlo (PMC = uma tentativa de
mudanga de estado por elemento do sistema), é usado como intervalo de tempo no qual
as configuragdes geradas pela cadeia de Markov sdo efetivamente aproveitadas para a
analise numérica, sendo que os micro-estados intermedisrios devem ser descartados, ou
seja, servem somente para a evolucio do sistema.

Contudo, dependendo tanto do sistema quanto do algoritmo o tempo de descorrela-
¢ao entre os estados gerados poderd exceder de muitas vezes um PMC. Particularmente
podemos observar a memédria do sistema através de uma andlise grafica da evolucio
temporal dos valores de determinado observavel a partir de seu valor no estado inicial.
Como este, em geral, ndo é um estado muito provavel da distribuicao de equilibrio, seu
valor é bastante diferente do valor das configuragdes que siio observadas apés um tempo
suficientemente longo. Para evitar erros sistematicos durante as estimativas de Monte
Carlo é conveniente descartar as configuragdes iniciais necessarias para a cadeia atingir
o equilibrio, considerando o estado inicial (efetivo) da cadeia como sendo um dos seus
estados tipicos de equilibrio. Entretanto, este cuidado nio é suficiente uma vez que a
correlagao entre as variaveis aleatérias é intrinseca & amostragem produzida pela cadeia
de Markov. A precisdo das estimativas de Monte Carlo sera sempre afetada pelo grau de
correlacao entre as variaveis aleatérias.

Um meio tedrico de avaliar o efeito da correlagdo temporal entre amostragens feitas

sobre uma cadeia de Markov é dado através da interpretagéio dinamica deste processo
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[Binder and Heermann, 1988], na qual se introduz a funcio normalizada de autocorrela-

¢ao da grandeza A (z) . el
AL AN — (A 2

C () = Y20k L
Ol

onde A; = A(z}) é a varidvel aleatéria gerada no instante t = £At, £ é o indice que numera

(2.37)

a seqiiéncia gerada pela cadeia de Markov a partir de um estado tipico de equilibrio e At
é o intervalo de tempo entre uma transigio e outra. O simbolo (- - -) indica a estimativa
de Monte Carlo 2.22. Claramente C'4(0) = 1, e aproxima-se de zero & medida que ¢ — oo,
pois neste caso as varidveis sdo descorrelacionadas, (AjAL) — (A")%. Definimos o tempo

de relaxacao do observavel A

= /U Y Cat)dt (2.38)

Admitindo que a autocorrelagdo decaia na forma C4(t) o< exp(—t/74) vemos que a
autocorrelagio de A é desprezivel para intervalos de tempos maiores que o tempo de
relaxacdo ¢t > 74. Pode-se demonstrar [Binder and Heermann, 1988] que a avaliacao
do erro estatistico das estimativas de Monte Carlo obtidas através da cadeia de Markov
é dado por

o,

& = (2-2)

= (2.39)

?’
onde 0%, é a estimativa da varidncia das varidveis aleatérias A’ 2.9, e n é o niimero de
amostras. lsta expressdo comparada com a estimativa do desvio de varidveis aleatérias
independentes 2.10, mostra que ao usarmos variaveis aleatérias correlacionadas devemos
aumentar o erro estatistico pelo fator (274). Note que esta expressio é na verdade
independente do intervalo de tempo At com que ¢ feita a amostragem pois é o tempo
de observagdo 7, = nAt que de fato importa. Se aumentamos o tempo At em que sao
computadas as variaveis aleatérias A" diminuimos na mesma proporcéo a sua quantidade
n.

O tempo de relaxacio 74 é de longe a grandeza mais dificil de se estimar em uma
cadeia de Markov pois é preciso armazenar estados gerados em diferentes instantes para

o célculo de varias médias do tipo (AjA}) contidas implicitamente em 2.38. Todas as
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demais médias de Monte Carlo aqui descritas sio calculadas simplesmente acumulando-se
variaveis aleatérias de um mesmo instante, ou seja, o nimero aleatério gerado é imedia-
tamente aproveitado podendo ser descartado em seguida. Um modo empirico [Binder,
1986] de avaliar o erro estatistico das estimativas de Monte Carlo consiste em calcular a
variancia 2.9 para diferentes conjuntos de varidveis aleatérias {A'},, obtidas pela mesma
cadeia de Markov mas que tém a amostragem de seus elementos feitas somente a inter-
valos de tempo At,,, = mAt, onde naturalmente m é um nimero inteiro. Se observarmos
que as variancias af 41y, S840 independentes de m podemos estimar o erro estatistico da
maneira usual 2.10, sobre o conjunto {A'},,, pois a amostragem ja estd efetivamente

descorrelacionada, At,, > 74.
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Capitulo 3

O Método

Neste capitulo apresentaremos um novo método de Monte Carlo para o cdlculo do maior
autovalor de uma matriz de elementos ndo negativos. Como veremos, esta exigéncia
¢ fundamental para a construcéo de nosso algoritmo probabilistico que pode ser visto
como uma conseqiiéncia do teorema de Perron-Frobenius [Gantmacher, 1960).

O ponto de partida do método consiste em relacionar os elementos da matriz a ser
estudada as variaveis de estado de determinado sub-sistema. O sistema total sera for-
mado por cdpias deste sub-sistema original arranjadas em uma seqiiéncia linear, ou seja,
semelhante a um colar de contas. Cada cépia do sub-sistema, ou conta deste colar, pode
estar em um estado diferente. Cada elemento desta construcdo serd entdo uma camada
de um sistema composto de K camadas cada qual em um estado distinto ok. Os estados
de duas camadas vizinhas definirdo os elementos da matriz T.

Um exemplo familiar deste tipo de construcdo é utilizado em sistemas de spins cldssi-
cos quando abordados pela técnica da matriz de transferéncia. Nesta abordagem, um
sistema de N sitios deve ser dividido em K camadas sucessivas, cada uma contendo N
spins (N= K x N). A hamiltoniana do sistema também deve ser escrita como a soma de

hamiltonianas “entre camadas”, ou seja,

H = ZHI‘H"‘H‘I‘ (31)
k
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Hik+1 contém os termos de interagdo da hamiltoniana H internas & k e k+ 1, bem como
as interagOes entre estas duas camadas. Os elementos da matriz de transferéncia T sio

definidos por:

T(Jk70k+1) = exp("ﬁﬂk,kﬁ*l)) (32)

onde oy, indica o estado da camada k, isto é, se refere aos estados dos N spins internos
3 da k, portanto pod ir 2V valor - la sitio pode se apresent

a camada k, portanto pode assumir 2" valores, uma vez que cada sitio pode se apresentar
em apenas dois estados. No caso especifico do modelo de Ising na rede quadrada (Figura
3-1) o estado do sitio (7, k) é dado pela varidvel de Ising o; 1 = £1 e 0 estado da camada

k pelo conjunto oy, = {o; s}

Figura 3-1: A matriz de transferéncia de um sistema de spins de Ising 7'( oy, R =
exp(—fHk,k+1) € definida a partir dos estados de duas camadas consecutivas, que

destacamos acima em linhas pontilhadas.

E facil verificar, através de 3.1 e 3.2, que a funcéo de partigdo de sistemas 2.18 para
spins classicos pode ser escrita como o trago do produto das matrizes de transferéncia,

se condigbes periddicas de contorno entre a primeira e a dltima camada forem adotadas,

ou seja:

Z=) > .. exp(-fH)=>%" .. Y T(01,02)T(02,03)...T (0K, 04) (3.3)

g1 g2 oK o1 o2 TK
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Como veremos no préximo capitulo, a estimativa da funcio de particio do sistema
classico, e portanto a solugdo do problema, se traduz no célculo do maior autovalor
da matriz de transferéncia.

Em sistemas quéanticos a utilidade de um método capaz de estimar o autovalor domi-
nante de uma matriz ndo € a mesma que para sistemas classicos, pois ndo mais buscamos
a funcdo de parti¢do do sistema, mas sim as propriedades de seu estado fundamental.
Apesar de objetivos distintos o método apresenta apenas ligeiras diferencas quanto ao
processo de implementacao.

Em sistemas quanticos os elementos de matriz sio definidos por

T(ok, or41) = (ok|T |oksa), (3.4)

onde 7 é um operador quéntico que atua entre as camadas k , correspondente ao “bra”
(o], e a camada k + 1 dada pelo “ket” |ojy;). Como um operador quantico atua no
sistema fisico como um todo, o processo de construcio de camadas precisa criar uma
dimensdo extra no sistema. Ao longo desta dimensdo adicional sio dispostas cépias do
sistema original, cada qual em seu préprio estado (Figura 3-2).

Ao contrario de sistemas cléssicos, os elementos de uma camada nio interagem com
os de outra, existem simplesmente para definir 3.4. Outra diferenca em relacio a célculos
sobre matrizes de transferéncia é que os elementos de matrizes de operadores quéinticos
nao sao necessariamente grandezas positivas, portanto este método tem aplicacio restrita

em sistemas quanticos.
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Figura 3-2: Os elementos de matriz T(ok, 0%41) = (0k|T |ors1) para a simulacio
de um sistema de spin—1/2 quéntico bidimensional sio definidos a partir dos esta-
dos, o} e o)1, de dois planos consecutivos do arranjo ilustrado. Logo, é necessério

acrescentar uma dimensio extra ao sistema fisico real.

Qualquer que seja o sistema, cléssico ou quantico, uma vez que a matriz T tem apenas
elementos nao negativos podemos definir a probabilidade, P(ay, oy, ..., oK), de encontrar-
mos as camadas 1,2, ..., K respectivamente nos estados {oy, 03, ...,0x} de acordo com a

expressao:

P(oy,02....,0x) = Z'T(ay, 02)T' (04, 03)..T (0K, 01) (3.5)

onde Z , agora deve ser considerada, de forma geral, como a normalizacao:

Z =3 3"..> T(01,00)T(03,03)...T(0k,01) = S T%(ay,04) (3.6)

o1 02 oK

Em sistemas de spins cldssicos, esta definigdo de probabilidade corresponde & prépria
distribuigdo de probabilidades de Gibbs largamente utilizada em célculos de Monte Carlo
em mecanica estatistica. Contudo para uma matriz T qualquer, de elementos positivos,
esta probabilidade pode ndo ter necessariamente um significado fisico, ainda assim ela
poderd ser obtida pelas mesmas técnicas de simulagdo computacionais, discutidas no

capitulo anterior.
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Na verdade, ¢ o fato da probabilidade 3.5 ser fatordvel que torna o algoritmo possivel,
pois podemos construir uma cadeia de Markov cuja micro-evolugao ocorra apenas entre
estados do sistema diferentes por uma tnica camada. De acordo com o principio do
balanceamento detalhado 2.32, as probabilidades de transicio serao facilmente definidas

a partir dos elementos da matriz T,

Woyay _ T(ok-1,0%)T(Ck, Okt1)
Wyt a4 Tk OR) L [Ty Ohga )

(3.7)

onde w,, 7 ¢ a probabilidade de transi¢do da camada k do sistema do estado o) para
o estado 7. Usando estas probabilidades de transicio podemos escrever um programa
de computador para gerar configuragdes do sistema com a probabilidade desejada 3.5, de
forma que médias do tipo 2.22 sejam diretamente calculadas.

Até agora apenas relacionamos os elementos da matriz T com uma probabilidade
passivel de ser simulada. Nosso objetivo até o final deste capitulo consiste em mostrar a
relagdo entre as médias de Monte Carlo que podemos executar em um computador com
o autovalor dominante da matriz T.

Sejam A; os autovalores e ¢;(o) os respectivos autovetores normalizados de T, isto,

é satisfazem a auto-equagdo [Gantmacher, 1960),

> T(o1,02)8;(02) = A pi(01), (3.8)

o2

e a normalizacao,

2o} $il01)85(01) = 65, T, 6i(01)85(02) = b5y0,- (3.9)

Um desenvolvimento imediato destas equagdes é o teorema espectral que escreve a poténcia

K da matriz T na forma

TK (o1, 05) = Z ¢j(0’1)/\§{¢;0(02), (3.10)
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que pode ser usada em 3.6 para reescrever a normalizacio

Z=3 X (3.11)

Como mencionamos no inicio do capitulo, nosso método pode ser visto como uma
conseqiiéncia do teorema de Perron-Frobenius [Gantmacher, 1960], aplicivel a qualquer

matriz de elementos nao negativos, irredutivel e aperiédica, que estabelece:

1. O autovetor ¢ correspondente ao maior autovalor Ay é nio degenerado.

2. Qualquer outro autovalor de T satisfaz |\;| < \o.

3. O autovetor ¢ possui todas as suas componentes positivas, do(oy) > 0 para qual-

quer estado oy.

Extraindo o maior autovalor de T da somatéria em 3.11 temos,

7 =K

3K
1+ (_J) . (3.12)
J#0 Ao

Agora podemos usar a propriedade 2 do teorema de Perron-Frobenius para obter Z no

limite de muitas camadas. Neste caso, estd claro que os termos dentro da somatéria se

anulam, ou seja, a fungédo Z é dominada pelo maior autovalor de T,

Z~ A se K — oo, (3.13)

A probabilidade marginal da camada 1 estar na configuracio o é obtida através de
3.5 somando-se sobre as configuragoes de todas as camadas exceto as da primeira, ou

seja,

Plor) =) "...Y P(o1,02...,01) = %T’T(fn,al). (3.14)

gz 03 IK

Usando novamente o teorema espectral e pondo em evidéncia o maior autovalor temos,
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85(01)do(01) + o (22)" $3(00)85(n)
L+ Tigo (32)°

Em sistemas de muitas camadas, limite K — oo, relacionamos a “probabilidade de uma

P(O’l) =

(3.15)

camada” com o norma ao quadrado do autovetor dominante,

P(o1) = [go(o1)]”. (3.16)

Corregdes a esta expressio sao naturalmente da ordem de (\;/ X)X onde A é o segundo
maior autovalor.

A probabilidade de duas camadas vizinhas, 1 e 2, estarem respectivamente nos estados
o1 e 03 é obtida agora somando-se na expressio 3.5 sobre os estados de todas as demais

camadas,

Pl o) = ZZ Z.P(crl,org, 03, 04y OK ). (3.17)

73 04 9K
Desenvolvendo esta expressio de forma andloga & “probabilidade de uma camada® tere-

mos,

T(01,02) {$3(02)do(01) + Typo (31)" " $3(02)i(o1))
No{l + S0 (%)1{4}

Considerando novamente o limite de muitas camadas, obtemos finalmente a probabilidade

P(o1,09) = (3.18)

de “duas camadas”

P(O’l,az) = ;—OTI(U1,02)¢0(0’2)¢0(O’1), (319)

onde as corregdes a esta expressio sio da ordem de (A /X)X,

As férmulas 3.16 e 3.19 estabelecem a conex&o entre as médias de Monte Carlo vistas
no capitulo anterior e o maior autovalor de T. Devemos lembrar que o lado esquerdo
destas equacdes é “resolvido” pela simulacio de Monte Carlo executada no computador,

ou seja, a maquina gera aleatoriamente configuracdes de “uma camada” o] com uma
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distribui¢ao de probabilidade P(oy) e também configuragdes de “duas camadas” o/ c/,
com distribui¢do de probabilidades P(oy, ;). Por exemplo, o histograma dos estados de
“uma camada” of gerados durante a simulagio de Monte Carlo é uma estimativa numérica,
de P(oy), e devido a 3.16 também é uma estimativa do quadrado das componentes
do autovetor dominante de T. Este é um exemplo apenas ilustrativo do processo, pois
em sistemas grandes o nimero de estados acessiveis a cada camada torna invidvel este
procedimento na pratica.

Para determinar o maior autovalor de T devemos considerar na equacéo 3.19 a pos-
sibilidade de duas camadas vizinhas estarem no mesmo estado oy = o,

1

P(o1,02)0010, = 3-T(01,01) P(o), (3.20)
0

onde usamos 3.16 no lado direito desta expressdo para substituir ¢o(o1)¢o(o1) e intro-

duzimos a funcao delta

1 se oy = oy,
Doty = (&:21)
0 se oy oy,

para identificar as formas gerais 2.20 das duas médias

(T(o1,01))g = D T(01,01)P(0y) (3.22)
(60101>0 = Z 60;0210(0'1,0'2)- (323)

Se considerarmos a soma sobre todos os estados na expressio 3.20, podemos relacionar

Ao a estas médias

1

(6010:)0 = X; (T(J1,O'1))0 (3'24')

A média 3.22 pode ser estimada pela simulacéio de Monte Carlo acumulando-se os nimeros

aleatérios T'(0y, o), ou seja, o elemento diagonal de T correspondente ao estado aleatério
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o, portanto é uma fungio de “uma camada” do sistema,

Npae

> T(dl,0) (3.25)

T(o1,01))
(Llow, o1 NPMG =

Agora o indice 7 indica os estados gerados ao longo da simulacio. A amostragem de
T(of,07) é feita a cada passo de Monte Carlo (PMC), conforme visto na secio 2.7, e
possui Npyo elementos.

A média 3.23 pode ser estimada pela freqiiéncia com que duas camadas vizinhas sio

encontradas no mesmo estado,

1 Npume
50’0’ 5(7’.0".- 3.26
(bre) = 3o 3 bt (3.26)

Finalmente, o maior autovalor da matriz T, pode ser estimado pela raziao entre estas

duas médias de Monte Carlo,

ho= %‘-)@ (3.27)

Em sistemas quanticos, o método também pode ser usado para calcular o valor es-
perado do operador O no auto-estado dominante do operador 7 usado na definigao 3.4,

desde que ele seja diagonal na representagéio |ay), ou seja

Olo1) = fo(or) o), (3.28)

onde fo(oy) é uma funcdo escalar que depende dos estados de “uma camada” o . O
valor esperado do operador O no estado correspondente ao maior autovalor de T é dado

pela média quantica

= (¢0|0| ¢o) = Zfo(01)¢3(01)¢0(01)- (3.29)

onde a tltima igualdade é possivel gragas & expressdo 3.28. Usando a expressdo 3.16,
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podemos escrever a média quéntica em termos da média estatistica,

0 = (fo(o1))g = folo1)P(oy) (3.30)

que pode ser estimada durante a simulagao de Monte Carlo por

1 Npame

> Jolol) (3.31)

=1

(fo(o1)) =

Npmc
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Capitulo 4

Sistemas de Spins de Ising

4.1 Introducao

O modelo de Ising [Thompson, 1981] é o modelo mais simples capaz de representar
as transigoes de fase existentes em sistemas fisicos reais. Proposto inicialmente para
descrever sistemas ferromagnéticos, este modelo pode ser considerado um paradigma para,
toda a mecanica estatistica gragas a solugio de Onsager [1944] do sistema bidimensional.
Em termos de solugdes exatas, pouco se tem avancado desde entdo, somente para citar
0s casos mais simples, o modelo de Ising tridimensional e os casos antiferromagnéticos de
mais de uma dimensdo permanecem em aberto. Naturalmente, isto nio quer dizer que
pouco sabemos, sistemas de spins de Ising e suas variantes vém sendo exaustivamente
estudados por diversas técnicas analiticas e numéricas e formam o ambiente conhecido
deste ramo da ciéncia. Poderfamos afirmar, como regra geral, que o desenvolvimento
de uma nova técnica analitica ou computacional deve provar sua validade e utilidade em
sistemas de spins de Ising. Neste capitulo submetemos nosso método a esta prova, porém,
além de um simples teste, o apresentamos como um esquema 1itil para a estimativa direta
da entropia ou da energia livre de Helmholtz de sistemas de spins cldssicos através de
simulagoes de Monte Carlo, grandezas estas normalmente de dificil acesso neste tipo de

analise numérica.
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Métodos de Monte Carlo usuais sio capazes de estimar qualquer propriedade de um
sistema que possa ser escrito na forma de uma média térmica do tipo 2.19. Por exemplo

b

a energia interna do sistema U é dada pela média da hamiltoniana H,
U=(H). (4.1)

Entretanto, existem grandezas que nao podem ser escritas nesta forma, pelo menos nio de
forma simples. Este é o caso da energia livre de Helmholtz I do sistema ou de sua entropia
S. Devemos lembrar que a fungio fundamental do sistema no “ensemble” canénico é a
energia livre, ou seja, esta é a grandeza a partir da qual se obtém todas as propriedades
termodinamicas do sistema. O fato de nao poder ser obtida diretamente em simulacoes
usuais de Monte Carlo é certamente uma deficiéncia deste tipo de andlise numérica. A
determinacgdo da entropia é um problema equivalente, pois uma vez calculada a energia

interna por 4.1, as grandezas F' e S devem satisfazer a relacio termodinamica
F=U-TS. (4.2)

I possivel usar métodos indiretos ou de integragdo [Binder, 1981], [Polgreen, 1984]
para o calculo destas grandezas, uma vez que as derivadas das fungdes termodinamicas
de estado sao facilmente estimadas em simulagdes de Monte Carlo usuais. Por exemplo,

através de estimativas do calor especifico do sistema em vérias temperaturas,

G = (g—g) = A—lﬁ (1) = (m)?), (43)

pode-se determinar a diferenca de entropia entre dois estados do sistema através da
integragao

T (4.4)

S(T) _ S(T3) /TC'(T)

Se a entropia do sistema a uma temperatura de referéncia 7, for conhecida, a entropia

estard determinada. Geralmente, a entropia do sistema a altas temperaturas S, é facil-

32



mente calculada, por exemplo, um sistema de N spins—1/2 localizados possui,

%’2 - % Jim [S(T, H,N)] = kln2. (4.5)

Claramente, métodos indirelos como este sao inconvenientes pela necessidade de
varias simulagoes de Monte Carlo, deste T — oo até o ponto onde realmente se de-
seja conhecer a entropia, de forma que muitas simula¢des podem ser feitas fora da regiao
de interesse. Além disso, se o sistema apresentar uma transicio de fase durante este
percurso podera haver dificuldades neste método mesmo se estivermos interessados em
pontos distantes da linha de mudanca de fases. Se a transicao for de primeira ordem,
uma possivel metaestabilidade dificultaré o célculo de integrais do tipo 4.4 (definidas so-
bre trajetorias reversiveis do diagrama de fases). Se estivermos nas vizinhancas de uma
transi¢io de segunda ordem, o problema serd a divergéncia de grandezas como o calor
especifico.

A ineficiéncia intrinseca dos métodos indiretos estimulou o surgimento de uma nova
classe de métodos de Monte Carlo. Os métodos direlos sdo capazes de calcular a energia
livre ou a entropia do sistema através de uma tnica simulacio que é realizada diretamente
no ponto de interesse. Varias técnicas deste tipo tém surgido, basicamente podemos
separa-las em dois grupos.

O primeiro conjunto de métodos diretos pode ser caracterizado por relacionar a en-
tropia do sistema a freqiiéncia com que as suas configuragdes sido geradas pela cadeia
de Markov. Ma [1981] faz uma conexdo entre as propriedades dindmicas do sistema e
a entropia. Seu argumento estabelece que, se a trajetéria do sistema é conhecida, to-
das as suas propriedades estdo determinadas e ndao somente aquelas escritas na forma
de uma média temporal de alguma varidvel dindmica, como é o caso da energia ou da
pressdo. Assim a entropia pode ser obtida contando-se o nimero de pontos coincidentes
da trajetéria do sistema pelo seu espaco de fases. O interesse deste método é de cardter
mais tedrico do que prético pois consegue relacionar as propriedades dinimicas do sistema

com a entropia, que nao € uma grandeza definida em mecanica ou eletromagnetismo. Sua
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implementagao em sistemas grandes como um método computacional é bastante dificil
devido a necessidade de armazenamento de todos os pontos da trajetéria do sistema para
sua posterior comparagao.

Meirovitch [1977] propée um método em que obtém uma aproximacio para a en- -
tropia escrita em fun¢do das freqliéncias com que certos estados locais do sistema sao
gerados pela simulacdo de Monte Carlo que é aplicado posteriormente a varios sistemas
[Meirovitch, 1983], [Meirovitch, 1984]. Este método requer muito menos meméria com-
putacional que o método de Ma [1981], porém apresenta um certo grau de arbitrariedade
na escolha dos estados locais que devem ser analisados.

Bichara et al. [1988] medem as freqiiéncias com que estados de determinada energia
sao gerados durante a simulagao de Monte Carlo para obter a funcao densidade de estados
gn(E) com a qual finalmente calcula a funcio de particio do sistema através da integral
sobre os estados de energia do sistema Z = [ gn(E) exp(—BE)dE. Como a estimativa da
fungéo densidade de estados deste método requer simulacoes de Monte Carlo para diversos
valores de temperatura, ndo acreditamos ser apropriado a reinvidicacio de método direto
para este caso, a menos que esta classificacdo apenas exclua os métodos de integracio
termodinamicos.

O segundo grupo de métodos diretos baseia-se no principio da distribuicdo do polen-

cial ( “potencial distribution principle”) introduzido por Widom [1963]. Este principio
relaciona o potencial quimico u (7', V, N) do sistema & média candnica do fator de Boltz-
mann do potencial interatémico observado pela adigao de uma particula teste,
{exp (—BAE,)). Analogamente, de Oliveira [1982] mostra que a média canénica do fa-
tor de Boltzmann do potencial devido & remogéo de uma particula teste (exp (—BAE,))
também pode ser usada. Métodos de Monte Carlo usando este principio tém sido apli-
cados em sistemas fluidos [Oates et al., 1990], [Lim et al., 1990b], [Lim et al., 1990a)
nos quais as propriedades termodinamicas de interesse nio sio obtidas diretamente por
algoritmos usuais.

O método apresentado no capitulo anterior pode ser usado como um novo método
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direto para a estimativa da energia livre ou da entropia de sistemas de spin através de
simulagdes de Monte Carlo. Como os outros métodos diretos, este também possui a
vantagem de ser executado apenas nos pontos de interesse do diagrama de fases . Este
método, de certa forma, se relaciona com o primeiro grupo dos métodos diretos pois
verifica a coincidéncia de estados entre duas camadas do sistema através do calculo 3.26.
Porém, ao contréario destes, apresenta a vantagem de ser realizado sobre algoritmos usuais
de simulagoes de Monte Carlo no “ensemble” candnico necessitando apenas do acréscimo
de duas médias térmicas, dadas por 3.25 e 3.26, de implementacio bastante simples,

portanto sem necessidade do uso intensivo de meméria computacional.

4.2 O Algoritmo

Um sistema Ising é formado por uma rede cristalina em que cada sitio possui um spin
que pode estar em apenas dois estados, para cima ou para baixo e sdo representados
pelas varidveis de Ising oF = +1 e 07 = —1, onde 7 é um vetor da rede cristalina. A

hamiltoniana do sistema de spins tem a forma
J
Hi= EZO’;O’,:‘.{_g - H> oy (4.6)
[t 7

A soma em 7 percorre todos os sitios da rede e ¥ indica uma soma sobre todos os seus
primeiros vizinhos. J é o parametro de acoplamento entre os sitios ¢ H é um campo
magnético externo. Se J < 0 o sistema serd ferromagnético, pois os estados de spin de
sitios vizinhos tendem a se alinhar induzindo o ordenamento ferromagnético do sistema.
No caso de J > 0, o sistema serd antiferromagnético, pois o acoplamento favorece o
ordenamento antiparalelo dos estados de spin de sitios vizinhos.

A energia livre de Helmholtz por sitio f = ;I{fF , € portanto a solugao do problema,
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é calculada através da fungao de partigio 7 dada na expressio 3.3 através de

e - I\%EZIO[RLI—IH(Z)]. (4.7)
Dividindo o sistema em K camadas como em 3.1 podemos definir os elementos da matriz
de transferéncia T de acordo com 3.2. Para tomar o limite termodinamico da expressao
acima escrevemos N = K x IV , onde N é o nimero de sitios contidos em cada uma das K
camadas do sistema. No limite K — 0o, vimos em 3.13, a fungdo de particio do sistema
é dominada pelo maior autovalor de T, de modo que a energia livre de Helmholtz por
spin do sistema é dada por

, 1
f = =55 00) (4.8)

Finalmente, podemos usar o método de Monte Carlo apresentado no capitulo anterior,
em particular a férmula 3.27, para estimar o maior autovalor )y da matriz de trans-
feréncia que substituido na expressio acima fornecera toda a informacio termodinamica.
do sistema. Também podemos usar 4.2 para estimar diretamente a entropia do sistema
no ponto desejado do diagrama de fases do sistema.

A simulagéo de sistemas de spin é feita através do algoritmo de Metropolis et al. [1953],
onde em cada passo se tenta inverter o estado de um tnico sitio do sistema, or — —07,

de acordo com uma probabilidade dada pela fungéo de Glauber 2.34,

_l - ﬁAH __l i _ﬁJO’;ZaO’.,qg
Wopr—or = 5 [l tanh (—2 )] =5 [1 tanh ( —~2——)} ’ (4.9)

A escolha da dindmica de Glauber se justifica para a simulacio de sistemas antiferro-
magnéticos por estes apresentarem estados altamente degenerados. Nestes casos a fungao
4.9 apresenta uma maior simetria entre transi¢Ges de estados de mesma energia (AH = 0)
pois a probabilidade de mudanca de estado é igual & probabilidade de nele permanecer,

ao contrario da fungdo de Metropolis 2.33 onde esta transicio é sempre aceita.
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Durante a simulagao de Monte Carlo devemos calcular as médias 3.25 e 3.26 com as
quais determinamos o maior autovalor de T de acordo com a férmula 3.27. Vimos que
a segunda média é estimada pela freqiiéncia com que duas camadas se apresentam no
mesmo estado durante a simulagdo. Se imaginarmos um sistema antiferromagnético a
baixas temperaturas, onde duas sub-redes se orientam em diregoes opostas, a probabi-
lidade de encontrarmos duas camadas no mesmo estado serd muito baixa, prejudicando
a amostragem do método. Isto pode ser facilmente evitado se imaginarmos uma trans-
formagao sobre os estados de uma camada, oy — & = ((o}), que mantém o autovetor
dominante ¢o(ow), e conseqlientemente a probabilidade P(o}), invariante. A partir da

equagao 3.24 temos

Ploy,((o1)] = )\iOT[O'laC(Jl)]P(JI), (4.10)

da qual obtemos as médias de Monte Carlo

(o) = 32 (Tlon, (o)) (.11)

A média <5(,1 ,((01)> ¢ estimada pela freqiiéncia com que duas camadas vizinhas sio en-
contradas respectivamente nos estados oy e ((oy). A média (T'[oy,((0y)]) é calculada
substituindo oy e ((o1) em 3.25, portanto néo é obtida a partir dos elementos diagonais
da matriz T, mas continua sendo uma funcio de “uma camada”.

A cada transformagdo invariante corresponde uma equacgao 4.11, que pode ser usada
para se estimar Ag. Uma transformacdo til é dada pela imposiciao de condicdes periédi-
cas de contorno no sistema, pois deixam as rotagdes ao longo delas invariantes. Assim
podemos girar o sistema, de um ou mais pardmetros de rede, em cada direcio em que
as condigdes periddicas de contorno sdo adotadas. Por exemplo, no antiferromagneto de
Ising na rede quadrada, cada camada é formada por uma coluna de spins (ver Figura
3-1) que contém N sitios, de forma que é possivel executar N rotacdes que deixam o
sistema invariante, e portanto usar N equagdes 4.11 para calcular 9. O ordenamento

antiferromagnético do sistema a baixa temperatura que prejudicava a amostragem de
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(8a1,01) é compensado agora pela alta estatistica no cédlculo das médias (601,4(01)>, onde
os estados (o) correspondem a um nimero impar de rotagdes do estado ay .

Um outro problema que pode ser facilmente resolvido é dado pela saturacao das
variaveis numéricas usadas no calculo da média 3.25 quando estudamos o sistema a
baixas temperaturas. Neste caso, os elementos da matriz T coletados durante a simula-
¢do tendem ao infinito a medida que f — oco. Para evitar esta situagao, basta definir a
matriz T’

T = exp[BNu,]T, (4.12)

ou

T (01, 0141) = exp[—B(Hiip1 —Nuo)] [dela)

onde up € a energia do estado fundamental por sitio do sistema. Como Hj,p1 —Nug > 0
para todos os estados do sistema exceto o(s) estado(s) fundamental(ais) a matriz 1" possui
somente elementos finitos. Podemos usar o método para calcular seu maior autovalor Aj
que se relaciona diretamente com a entropia do sistema através de 4.2 e 4.8,

1

== 1) + B (v —w). (4.14)

Se o interesse for apenas a entropia residual, T' = 0, a matriz T' terd apenas elementos

nulos ou unitarios e a simulagdo sera ainda mais simples.
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4.3 Antiferromagneto de Ising na Rede Triangular

O antiferromagneto de Ising na rede triangular com interagoes entre primeiros vizinhos
¢ conhecido devido a seu estado fundamental altamente degenerado e por nao apresentar
transicao de fase a campo nulo [Wannier, 1950]. Este alto grau de degenerescéncia
¢ devido a frustragio do sistema imposto pela geometria da rede. Na Figura 4-1, vemos

que a rede triangular pode ser dividida em trés sub-redes, denominadas pelas letras A,

BeC.

Figura 4-1: Rede Triangular

(a) A rede triangular pode ser dividida em (b) Uma rede quadrada com intera¢des em
trés sub-redes A, B e C. Sitios pertencentes uma de suas diagonais é equivalente & rede
a uma sub-rede sé interagem com os sitios triangular e pode ser facilmente simulada em
das outras duas. computadores.

A frustragdo de uma rede indica a impossibilidade que esta tem de satisfazer todas
as suas ligagoes, isto é, que cada de ligagao contribua com a menor energia possivel. Em
sistemas antiferromagnéticos a menor energia de cada par isoladamente ocorre quando
seus spins se apresentam em estados opostos.

No sistema a campo nulo, vemos que se as ligacdes entre os sitios das sub-redes A
e B estiverem satisfeitas, as ligacbes da sub-rede C' com as sub-redes A e B jamais
serao simultaneamente satisfeitas. Logo o nimero minimo de degenerescéncia do estado
fundamental a campo nulo deve ser Q%N, pois envolve a arbitrariedade que temos em fixar
os estados dos N sitios de uma das sub-redes do sistema. Conseqiientemente o sistema
tem entropia residual, isto €, a entropia a temperatura nula é diferente de zero.

Na presenca de um campo magnético externo H, este sistema apresenta uma fase fer-

rimagnética a baixa temperatura contanto que o campo nao ultrapasse certo valor critico
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H.. Esta fase corresponde ao ordenamento de duas sub-redes na dire¢cio do campo
magnético externo, enquanto a terceira sub-rede procura satisfazer suas ligagoes antifer-
romagnéticas se orientando na direcao oposta. A temperatura nula, esta situagao produz
uma magnetizacao liquida de —I—% na direcao do campo. Naturalmente, se a intensidade
do campo superar o custo energético da frustracao das ligacoes entre as trés sub-redes
todos os spins do sistema se orientardo ao longo do campo formando uma fase param-
agnética. As fases ordenada ferrimagnética e a paramagnética sio separadas por uma
linha de transicao de segunda ordem [Metcalf, 1973], [Schick et al., 1977], [Chin and Lan-
dau, 1987]. O estado fundamental do sistema a campo critico H = H, = 6.J, também
¢ altamente degenerado apresentando entropia residual [Baazter, 1980]. Nesta caso a en-
ergia do acoplamento da terceira sub-rede com o campo é exatamente igual a energia de
seu ordenamento antiferromagnético com as outras duas sub-redes.

A hamiltoniana antiferromagnética de Ising 4.6 para a rede triangular, adotando

condigoes periddicas de contorno, é dada por

K N K N
H=JY > [oi(Cipre + oigsr + o) — H DD o (4.15)
k=1 i=1 k=1 1=1

O indice k percorre as K camadas de spins que formam a rede, representadas por colunas
na Figura 4-1, enquanto o indice ¢ percorre os N spins dentro de cada camada (coluna).
Definimos a hamiltoniana de acoplamento entre as camadas (colunas) k e k + 1 como

sendo a somatéria interna da expressao acima,

N N
Hi ka1 (Oky k1) = I D [0ik(Tigrk + i + Cipr o) — HY . oie (4.16)

=1 =1

Note que introduzimos as novas variaveis o = {01} que definem o estado de cada

camada, ou seja, indica as 2V possibilidades dos estados dos sitios internos & camada k.
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Os elementos da matriz de transferéncia 3.2 sdo dados por

N N
T(ok, Cry1) = €xp {E (=8I0 p(Cig1k + Tisksr + Cigr )] + BHD Jz’,k} . (4.17)
i=1 1=1

i | Resultados

Simulamos o antiferromagneto de Ising em redes de N x K sitios usando o algoritmo usual
de Glauber. Durante o processo estimamos as trés médias térmicas 3.26, 3.25 e 4.1. As
duas primeiras estimativas consistem no tnico acréscimo ao programa requerido pelo
nosso método de Monte Carlo e sdo usadas para a determinagao do autovalor dominante
da matriz de transferéncia através da formula 3.27, e portando da energia livre do sistema
4.8. Para o calculo destas médias usamos as transformacoes invariantes devido as condi-
¢oes periddicas de contorno 4.11, de modo que comparamos N possibilidades de camadas
iguais. Finalmente, usamos a terceira média térmica, a energia interna do sistema, para
estimar a entropia do sistema através da relagao termodinamica 4.2,

Usamos trés diferentes tamanhos de rede N x K = 9x 81, 18 x81, e 27x81. Para cada
uma fixamos um valor do campo magnético externo H com o qual realizamos simulagoes
desde altas temperaturas até a temperatura nula. Repetimos este procedimento para os
valores de campo H = 0, H./2 e H.. Na Figura 4-2 apresentamos o gréafico da entropia
por sitio s em fungao da temperatura com resultados obtidos nestas simulacoes.

As simulagoes geralmente foram realizadas com 10000 passos de Monte Carlo (PMC),
onde cada passo significa uma tentativa de mudanga de estado por sitio da rede, a partir de
um estado sorteado ao acaso. Somente préximo a alguma transicio de fases executamos
simulacoes duas ou trés vezes maiores.

Para os valores de campo H = 0 e H = Hg = 6J nido observamos transicao de fases,
sendo o sistema desordenado para todas as temperaturas. Como vemos no grafico da
Figura 4-2, estes casos apresentam entropia residual que estimamos em s/k = 0,3229(4)
para H =0 e s/k = 0,3333(1) para H = 6.J. Estes valores devem ser respectivamente
comparados aos resultados exatos de Wannier [1950,1973], 0,3230659..., ¢ Baxter [1980]
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053332 e
Ao longo de H = 3J, observamos na Figura 4-2 uma inflexdo na curva da entropia o
que indica uma transicdo de fase em torno da temperatura k7'/J = 1,35. O resfriamento

do sistema abaixo desta temperatura inicia o ordenamento ferrimagnético.

0.80 . . . :
o HAJ=3 (N=9)
m H/J=3 (N=18)
< HI=3 (N=27)
4 HAJ=0 (N=9)
0.60 | v H/J=6 (N=18) !
ﬁ 0.40
0.20
0.00
0.0

KTA

Figura 4-2: Entropia por sitio s em funcio da temperatura 7' para o modelo
de Ising antiferromagnético na rede triangular para varios valores de campo
externo H. Em destaque mostramos a entropia em fungio da temperatura

para o caso H = 3J em torno do ponto de transicio.
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4.4 Antiferromagneto de Ising na Rede FCC

O antiferromagneto de Ising na rede ciibica de face centrada (fcc) vem sendo intensiva-

mente estudado, em parte, gragas a sua relagao com o ordenamento de ligas bindrias com

as de cobre-ouro. Como sabemos [Thompson, 1981], o modelo de Ising também descreve

estes sistemas, neste caso, as variaveis de Ising o = 1 ou o7 = 1 correspondem ao tipo

de atomo que ocupa o sitio 7, se do elemento X ou Y. Nas ligas C'u — Au, existe uma

interacdo repulsiva entre os atomos da mesma espécie quimica de modo que o sistema

¢ mapeado no modelo de Ising antiferromagnético. Este sistema é altamente frustrado,

e na presenca de um campo magnético externo H exibe estados fundamentais multide-

generados que possuem entropia residual. Isto é conseqiiéncia da geometria da rede fec

que pode ser dividida em quatro sub-redes, A, B, C' e D (ver Figura 4-3).

Figura 4-3: Rede FCC

O

(a) A rede fce pode ser dividida em quatro
sub-redes, representadas acima em diferentes
tons de cinza. Sitios de uma sub-rede s6
interagem com sitios pertencentes as outras
trés. O tetraedro em trago grosso é o menor
conjunto de sitios acoplados que contém re-
presentantes das quatro sub-redes. Os tragos
finos nao ligam sitios interagentes e servem
apenas para a visualizacdo da geometria fcc.

(b) Usamos uma rede ciibica simples com a
adi¢do de inferagdes em trés direcdes diago-
nais para a simulagdo de uma rede fcc. Nesta
figura todas os tragos representam acopla-
mento entre sitios, aqui apenas destacamos
em tragos grossos o tetraedro equivalente da
rede fec original.

Um sitio pertencente a uma sub-rede interage com quatro sitios de cada uma das



outras trés sub-redes, totalizando doze vizinhos. Este arranjo impede que todas as liga-
¢oes antiferromagnéticas sejam simultaneamente satisfeitas.

Para um campo externo 0 < H < 4J, existe a possibilidade de ocorréncia de uma
fase ordenada CuAu em que duas sub-redes se alinham na dire¢ao do campo enquanto as
outras duas apontam na diregao oposta. A outra possibilidade de fase ordenada CusAu
¢ dada para um campo externo 4J < H < 12J na qual trés sub-redes se alinham na
direcao do campo e apenas uma na dire¢ao contraria. Dois pontos interessantes sio
encontrados para valores criticos de campo Hy = 4J e Hy = 12J. Em ambos os casos
vemos que o custo energético de inversdo dos estados de spin (ou da troca Au — Cu)
de uma sub-rede orientada na dire¢do oposta ao campo é exatamente compensado pela
energia fornecida pelo campo externo. Logo o estado fundamental para estes valores de
campo devem apresentar uma entropia residual minima por spin § = %ln(Q).

Apesar de nao terem sido rigorosamente provadas, a existéncia destas fases é uni-
versalmente aceita [Meirovitch, 1984], [Styer, 1985], [Lebowitz et al., 1985], [Finel and
Ducastelle, 1986]. Os resultados disponiveis indicam que as trés fases exibidas pelo sis-
tema sao separadas por trés linhas de transicao de primeira ordem que se encontram em
um ponto triplo, localizado a campo H = H;. A linha que separa a fase CuAu da fase
desordenada, parte deste ponto e termina no ponto critico H = 0 e temperatura 7. A
linha que separa a outra fase ordenada CusAu da fase desordenada termina a tempe-
ratura nula e campo critico H = Hj;. A terceira linha de transicdo de primeira ordem
separa as duas fases ordenadas, e une o ponto triplo ao ponto H = H; de temperatura
nula. Ha alguma controvérsia se esta dltima linha realmente existe ou nao. Isto é, se a
localizagdo do ponto triplo se dé a temperatura finita ou se a fase desordenada avanca
até o ponto H = Hy e T = 0 que separa as duas fases ordenadas.

Nos investigamos a entropia do sistema em funcio da temperatura para trés valores
de campo externo: os dois valores criticos H = H; e H = H,, onde se espera encontrar
entropia residual, e também o sistema a campo nulo.

A rede fcc pode ser mapeada em uma rede ciibica simples com a adigio de trés liga-
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¢oes diagonais conforme ilustrado na Figura 4-3(b) (os indices i e j a seguir identificam
os elementos das matrizes “paralelas ao papel” e o indice £ numera os planos “saindo do

papel”), de modo que a hamiltoniana antiferromagnética de Ising fica

K N1 N2

H=> 3> Hi (4.18)

k=1:=1 5=1

onde

Higr = Joiik(ijhrr + Oigark + Oirrik + Oirtjars + Tigrrhrr + Oivrgpiin) — Hopj.
(4.19)
onde usamos condigbes periddicas de contorno. A hamiltoniana “entre as camadas” k e

k41 é dada através das duas somas internas & expressio acima,

N1 Nj

M =D 0., Flihe (4.20)

=1 5=1

O nidmero de spins de cada camada é dado N = N; x N; e o sistema possui K camadas. Os .
elementos de matriz de transferéncia 3.2 entre os estados oy = {01} € opyy = {oijk+1}

sao dados por
N1 Nz

T(0n, 0k11) = exp(—B8 S Hin). (4.21)

t=1.3=1
4.4.1 Resultados

Simulamos o antiferromagneto de Ising na rede fcc em uma rede de 4 x 4 x 16 sftios em um
procedimento analogo ao executado para a rede triangular. A maior parte das simula-
¢oes deste caso também foram feitas com 10000 PMC, a partir de um estado escolhido
ao acaso. Para o célculo destas médias usamos as transformacoes invariantes devido As
condigdes periddicas de contorno 4.11, de modo que comparamos Ny x N, possibilidades
de camadas.

Calculamos a entropia em fungao da temperatura para os valores de campo magnético
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externo H = 12J e H = 4J e para campo nulo. Na Figura 4-4 apresentamos os graficos
da entropia por sitio s em fungio da temperatura obtidos nas simulacdes de Monte Carlo
destes trés casos. Para H = H, = 12J o sistema permanece desordenado para todas as
temperaturas e seu estado fundamental apresenta entropia residual. Para H < 12J o
sistema pode apresentar uma fase ordenada se a temperatura for suficientemente baixa.
As transi¢oes entre a fase desordenada e as fases ordenadas sao sempre de primeira ordem.
Para H = 4J , o sistema também possui entropia residual. Em H = 0 observamos que a
entropia se anula a medida que a temperatura decresce e que o sistema apresenta uma
transigdo de primeira ordem em torno de £7'/J = 1.7.

Na tabela 4.1 apresentamos nossas estimativas de Monte Carlo para as entropias
residuais apresentadas pelo sistema em H = 4J e H = 12J juntamente com valores

respectivos obtidos na literatura.

Tabela 4.1: Estimativas de entropias residuais para os valores de campo critico Hy; = 4.J,
s1, € Hy = 12J, sq, segundo diversos autores. Os métodos usados sdo: Monte Carlo
(MC), de algoritmos diretos e indiretos; variacional de cluster (CVM), em aproximagcoes
de tetraedro (T) e octaedro-tetraedro (TO); e campo médio (limite inferior).

Método Referéncia s1/k 89 /k

MC direto este trabalho 0,235(1) 0,2498(3)
MC direto [Meirovitch, 1984] 0,239(1) 0,24989(2)
MC indireto  [Binder, 1981] 0,2310  0,2310
Campo médio [Finel and Ducastelle, 1986] >0,1733 >0,1733
T-CVM [Finel and Ducastelle, 1986] 0,22735  0,2479
TO-CVM [Finel and Ducastelle, 1986] 0,23072 0,252
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Figura 4-4: Entropia por sitio s em fungio da temperatura 7' para o anti-
ferromagneto de Ising na rede cibica de face centrada para véarios valores de

campo externo H.
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Capitulo 5

Modelo de Heisenberg

As propriedades magnéticas de sélidos isolantes sdao descritas pelo modelo razoavelmente
simples proposto por Heisenberg. O modelo se aplica a qualquer material monocristalino
formado por atomos ou anions de apenas um elétron de valéncia, ou seja, um tinico
elétron além de suas camadas eletrénicas completas. Heisenberg e Dirac descobriram em
trabalhos independentes [Mattis, 1981] que o acoplamento entre os estados de spins de
elétrons localizados deve-se as forgas elétricas de Coulomb e ao principio da exclusio de
Pauli em um fenémeno essencialmente quantico, conhecido atualmente como “interacao
de troca” (“exchange coupling”, em inglés). Para entendermos como forcas puramente
elétricas condicionam os estados de spin dos elétrons devemos considerar que o principio
da exclusao de Pauli impde que a fungao de onda total dos elétrons, ou seja, o produto
de sua parte orbital por sua parte de spin, deve ser antissimétrica. Sejam ), e 1, as
autofungdes orbitais simétrica e antissimétrica de mais baixas energias de, F, e F,, isto
é, sdo solugoes da equagdo de Schrodinger da hamiltoniana de interacées puramente
eletrostaticas entre as cargas. O grau de liberdade remanescente do sistema, ou seja,
seu estado de spin estard determinado pelo estado orbital eletrostatico que tiver mais
baixa energia. Por exemplo, considerando inicialmente apenas o caso de dois elétrons

localizados em torno dos sitios ¢ e j, e utilizando os autovetores do operador 5* de cada
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sitio para representar seus estados de spin, temos as quatro possibilidades:

|++>? |+'")v l“+>: |__)' (51)

O simbolo |o;0;), onde o; = +1, indica que o sitio 7 e j estdo em estados de spin com
projecao z definidas de valores :I:%?‘wz-, respectivamente. A partir desta base construimos

os estados de spins de paridade definida. Ha um estado antissimétrico,

H(+-) - 1-+)), (52
e trés estados simétricos,
kb
=)= @

[
Estes estados formam uma base ortonormal descrita pelo operador de spin total do sis-
tema § = (5;+5;). Eles sio autoestados de seu médulo quadrado, 52 = (§f+§f+2§1§3),
com autovalores S(S + 1)h%, e de sua projecéo z, S*, com autovalores MA. O estado
antissimétrico, chamado singleto possui S = 0 e M = 0. Os estados simétricos formam
o tripleto de S =1, e M = 41,0 e —1, respectivamente. Se F, for a menor energia
entdo a funcdo de onda de spin devera ser simétrica, ou seja, a interacio elétrica fa-
vorecera a orientacdo dos spins na mesma dire¢do representados pelos estados tripletos,
logo o sistema exibird um comportamento ferromagnético. A outra possibilidade seria
um estado fundamental orbital simétrico, F; < F,, o que obrigaria o estado de spin a
ser antissimétrico, ou seja, os spins se orientariam antiparalelamente e o sistema teria

um comportamento antiferromagnético. Logo podemos substituir a interagao original
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eletrostatica pelo operador de spin,

—

1 1 -
1 Be +3E) = —(B, - B)S:- (5.4)

que tem a propriedade desejada de apresentar autovalor de energia F; para estado de spin
singleto, e £, para os estados de spin tripletos (o operador Gy 5'5, tem autovalor —%hz no
estado singleto e %hz no estado tripleto). Generalizando este argumento para um sistema
com N elétrons localizados nos sitios de uma rede, poderiamos pensar em substituir
a hamiltoniana original eletrostatica, por uma hamiltoniana de spin em que a intera-
cao eletrostatica entre cada par de sitios vizinhos ¢ e j seria substituida por operadores
analogos ao operador de spin acima. Esta aproximacio é valida para o caso em que os
N sitios da rede estdao préximos o bastante para quebrar a 2V-degenerescéncia de seus
estados de spin, mas suficientemente afastados para que a diferenca de energia entre seus
estados simétrico e antissimétrico mais baixos sejam menores que outras excitacdes do
sistema. O estudo desta quebra de degenerescéncia, que envolve, como vimos, a ordem
magnetica do sistema, pode ser obtida substituindo a hamiltoniana original eletrostatica,

pela hamiltoniana de Heisenberg bem mais simples dada por

H=J ¥ .58 (5.5)
<4,5>

A interagao JU,S_';- . gj ¢ denominada de “interacio de troca”. Aqui Jo é uma constante que
depende do pardmetro da rede cristalina. Como vimos acima ele deve ser proporcional
a diferenga de energia entre os estados simétrico e antissimétrico de mais baixa energia,
E,— s, da hamiltoniana original do sistema. Esta grandeza, evidentemente, depende das
distancias entre os sitios em torno dos quais os elétrons estdo localizados, decrescendo
rapidamente com o aumento destas [Ashcroft and Mermin, 1988), [Mattis, 1981]. Na
hamitoniana acima considera-se que somente interacées entre primeiros vizinhos sao rel-
evantes o que ¢ indicado pelo simbolo < i,j > sob a somatéria. Dependendo do sinal de

Jo o sistema exibird ou um comportamento ferromagnético, Jy < 0, ou antiferromagnético
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Jo > 0.
Um estado da rede, |o), é definido pelos estados de spin de cada um de seus sitios.
Usando os espinores de cada sitio |o;) , 0y = %1, representamos os estados do sistema

através de vetores N-dimensionais, obtidos pelo espaco produto destes espinores,

0) = | oion) = lo)@lon) o) low),
~ ~ (5.6)
N termos N termos

onde N é o numero de sitios da rede. A variavel o, sem sub-indice se refere ao estado do

sistema como um todo, portanto o conjunto de seus valores, {c}, possui 2V elementos.
O operador vetorial de spin S; atua como se fosse operador identidade I sobre todos

os sitios exceto o sitio ¢, onde atua como o operador usual de spin, ou seja, é definido

através do produto tensorial

S = IQI®I-- I 5eI---I1®IRI,

(5.7)
:—1 termos
em que o operador vetorial de spin S de uma particula é
S =8¢ + v + $%5. (5.8)

As componentes cartesianas, S*, SY e S*, sdo operadores que obedecem as relacdes de
comutagao,

(57, 8Y] = ihS*, [S%, 5% =ihSY, [SY,S$7] = ihS®. (5.9)

Para sistemas de spin—1 estes operadores sao dados pelas matrizes de Pauli
2

0 1 W0 =i 10
, Su=1t , §2=1 . (5.10)
1o i 0 0 -1

5" =

s
| ]

Imediatamente identificamos os autoespinores do operador 5% pelas matrizes colunas: °
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R = y == : (5.11)

Para facilitar a notagao futura iremos adotar unidades em que a constante de Planck
¢ unitaria, ou seja, faremos i = 1. Desenvolvendo o produto escalar na hamiltoniana de

Heisenberg, temos:

H=Jo Y (S7S?+ S7SY+ 5757) (5.12)

<1,i>
Cada termo da somatoéria da hamiltoniana de Heisenberg é um operador de “dois sitios”,
definido analogamente & 5.7, ou seja, através do produto tensorial de matrizes identidade
e de matrizes de Pauli 5.10, de forma que somente os espinores dos sitios ¢ e j , no
caso primeiros vizinhos, sao afetados de cada vez. Também é importante observar que
operadores atuantes em sitios diferentes sempre comutam, mas operadores atuantes no
mesmo sitio obedecem as relagées de comutacao introduzidas em 5.9. A hamiltoniana de
Heisenberg é isotrépica portanto deve comutar com o operador gerador de rotacoes em

seu espago, que é o operador spin total 5:1‘0:1‘ 4
Sror = > 3 (5:13)

As projecoes cartesianas do spin total do sistema obedecem entre si a relacoes de comuta-
¢do andlogas as relagdes 5.9, logo o médulo de Sror e uma de suas projecdes podem ser
usados como os “bons nimeros quanticos” que rotulario os autoestados da hamiltoniana

de Heisenberg

HYsr = EspUs i, (5.14)
g%OT\BS,M = S(S +1)¥su, (5.15)
StorVYsm = MUg . (5.16)
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Naturalmente a componente z do spin total do sistema, é dada por:
Stor = Z St (5.17)

e seus autovalores M = 0,+1,42,- - -, :l:%, variam, para cada valor de S , no intervalo
-5 <M < S (supondo que o nimero N de spins da rede seja par). Os vetores da base

5.6 sdo os autovetores do operador S7., ,
Stor|o) = M), (5.18)

ou seja cada vetor |o) da base adotada possui um valor M definido. Freqiientemente
omitiremos os sub-indices dos autoestados Vg s e de seus autovalores Eg pr, escrevendo
simplesmente ¥ e £ . Nestes casos devemos considera-los implicitos como o fazemos ao
representar um estado da rede por |o) ao invés de |opr).

Para melhor entendermos a a¢do da hamiltoniana de Heisenberg, vamos introduzir os

operadores de levantamento St e abaixamento S

St = 8% 448Y, S = 5% —igv. (5.19)

A agdo destes operadores sobre os autoespinores de S*% é facilmente verificada com uso
p

da notagao matricial 5.10 e 5.11, que se traduz nas seguintes regras:

S+|+)=03 ST |+):|_>a

5.20)
S 1-) =0, St|=)=14). (

Podemos construir operadores de levantamento e abaixamento que atuam somente no
estado de um sitio da rede, conforme a prescricio 5.7, para reescrever a hamiltoniana de

Heisenberg na forma

1
H=1Jo > [578; + 5(8?5; + 575 (5.21)

<i4,7>
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A acdo da hamiltoniana sob a base dos autoespinores de 5% é composta de dois termos.
O primeiro,

Ho=Jo Y 8757, (5.22)

<453
¢ diagonal nesta representacéo. A agdo de cada termo 57 57 sobre um estado da rede |o),
resulta em —14‘1 se os sitios vizinhos ¢ e § estao em estados de spin opostos e “—;ﬁ se estao
no mesmo estado. Definindo N,(¢) como o ndmero total de primeiros vizinhos do estado

|o) em estados de spin antiparalelos, temos
Jo
Holo) = [N, — 2N, (0)] 22 o), (5.23)

onde N, € o nimero de pares de sitios primeiros vizinhos da rede cristalina. Por exemplo,
a acao de Ho sobre o estado da cadeia de quatro spins abaixo em que adotamos condicdes

periédicas de contorno, ou seja, o primeiro e o 1ltimo sitio estio conectados, resulta em:
Jo
Mo |+ — +—) = (4_2'4)Z|+_+_)‘ (5.24)

Para analisar a acédo da parte nao secular da hamiltoniana,

_ b

Hy 5

(885 + 5755, (5.25)

<ij>

devemos observar que cada termo que compde a somatéria apenas troca os estados dos

54



pares de vizinhos que sdo antiparalelos. De acordo com as regras 5.20, temos:

++) = 0
=) = 3=+
(557 +575}) (5.26)
=+ = 3l+-)
) = o

A cada par de primeiros vizinhos antiparalelos, que denominaremos doravante par “an-
tiferro”, a parte ndo secular da hamiltoniana produz um estado que difere deste apenas

ela inversao dos estados deste par. Por exemplo, aplicando H; sobre o estado de uma
P p )

cadeia de quatro spins,
Jo
ity iR [ el sbilebeoiy [ = =it = = ) (5.27)

Logo os elementos nao diagonais de H conectam apenas estados & e o que diferem por

um unico par de primeiros vizinhos antiparalelos, ou seja:

%‘1, se 0 e o diferem por apenas um par “antiferro”,
(¢ |Hi| o) = (5.28)

0, de outro modo.

Portanto a parte nao secular da hamiltoniana também relaciona apenas termos de deter-
minado valor de M.

As expressdes 5.23 e 5.28 dividem o problema da solu¢io do modelo de Heisenberg em
problemas de autovalores dentro de sub-espagos de valor M definido sem impor condicéio
alguma sobre a isotropia do sistema. O mesmo valeria para o caso da hamiltoniana de

Heisenberg anisotrépica H, = H,+eHi, em que o pardmetro € introduz uma anisotropia
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rotacional que favorece a dire¢@o z em detrimento das outras. Neste caso, apenas o spin

total do sistema, .S, deixaria de ser um “bom niumero quantico”.

5.1 O Estado Fundamental

Agora devemos fazer a distingdo entre sistemas ferromagnéticos e antiferromagnéticos.
No primeiro caso, J, < 0, os estados de spins de todos os sitios tendem a se alinhar no
mesmo sentido. A identificacdo de seu estado fundamental é imediata e corresponde ao

caso em que todos os sitios da rede estao no mesmo estado:

‘DEERRO —_ |+ + _|_ =l + + +)’ ou lI;g‘ERRO = | _________ ) ) (5.29)
Estes dois estados sdo auto-estados da hamiltoniana de Heisenberg e possuem energia,
o S 4 P? 3

onde N, é o nimero de pares de sitios primeiros vizinhos da rede cristalina. O mo-
delo ferromagnético quantico de Heisenberg possui o mesmo estado fundamental de seu
equivalente semi-classico o modelo de Ising. O mesmo néo ocorre para sistemas antifer-
romagnéticos, em que Jy > 0. Neste caso spins vizinhos tendem a se orientar antiparale-

lamente, contudo o equivalente quéntico ao estado de Néel,
Ul =4 — - =+ =), ou W= |- 4y, (5.31)

nem sequer é um auto-estado da hamiltoniana de Heisenberg, como pode ser facilmente
observado em 5.26. Os estados ferromagnéticos 5.29, continuam sendo autoestados da
hamiltoniana de Heisenberg, porém agora sao os estados de méxima energia. Somente
para o caso unidimensional foi determinado, no limite termodindmico, o estado funda-

mental e a sua respectiva energia por Bethe e Hulthén [Caspers, 1989].
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Nesta secao mostraremos que propriedades exatas do estado fundamental antiferro-
magnético podem ser obtidas de caracteristicas gerais da rede cristalina do sistema. A
tnica suposigao serd a de tratarmos com sistemas nao frustrados, isto é, sistemas que
possam ser divididos em duas sub-redes nas quais os sitios pertencentes a uma sub-rede
estdo acoplados somente a sitios da outra. Finalmente é possivel mostrar que o estado
fundamental do sistema antiferromagnético de Heisenberg deve estar contido no bloco de
autofungoes de nimeros quanticos M =0e S = 0.

O ponto de partida desta demonstragio consiste em submeter a hamiltoniana de
Heisenberg a transformacao canodnica que produz uma rotagao de 180°, em torno do eixo
z, em apenas uma das sub-redes do sistema, digamos a sub-rede A. O operador que a

executa é o operador unitdrio:
. .\. = . z
A = "2 Sa earSA’ (532)
onde introduzimos o operador de spin da sub-rede A ,

$.=Y8, s5=Y 5= (5.33)

€A €A

A transformacdo canbnica da hamiltoniana de Heisenberg,
H = ATHA, (5.34)
executa as seguintes transformacoes:

b T Y v z z
fen —H =Gk Siea ~F ~Oeus Siea = Stear (5.35)

mantendo os operadores da sub-rede B inalterados. Esta transformacio apenas troca o

sinal da parte nao secular da hamiltoniana de Heisenberg, assim escrevemos a hamilto-
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niana H' em termos de 5.22 e 5.25 na forma:
H = Hp — Hy (5.36)

Facilmente verificamos que a hamiltoniana H' possui o mesmo espectro que a hamil-
toniana original de Heisenberg. Basta multiplicar a equagdo 5.14 pelo operador At e

introduzir convenientemente o operador identidade 7 = AAT,
(AMHA) AMY = BAMY, (5.37)
para se transformar na equagéo de autovalores para a hamiltoniana H’,
H= ED. (5.38)

Esta equagdo possui o mesmo espectro de energia F da hamiltoniana de Heisenberg. Os
seus autovetores ® se relacionam com os autovetores da hamiltoniana H pela transforma-
¢ao canodnica

® = AT, U= A0, (5.39)

O estado fundamental da hamiltoniana H' dentro do sub-espaco de autovalor M do

operador S%,p pode ser expandido usando a base 5.6,

d = Z Cx o) (5.40)
{o}m

A notagdo {o} indica a soma sobre todas as configuragdes da rede de valor M definido,
ou seja, que satisfazem a equagdo 5.18. Se reescrevermos a equacao secular 5.23 na forma

mais compacta

Holo) =€ |o), (5.41)

podemos usar a equagao de autovalores de H’ para obter uma equacao para os coeficientes
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G

— > (6|Hi] o) Cs + €,C» = EnC,. (5.42)
{7} m

Rearranjando os termos desta equagao e considerando seu médulo, temos

> (¢|Hilo)
o

Cs| = (es— B} |Cs 1, (5.43)

onde (¢, — Epr) = 0, pois de outra forma um dos estados |o) seria o préprio estado
fundamental.

Podemos buscar uma solugéo aproximada para o estado fundamental de H’ através do
método variacional. Usaremos uma fungao tentativa, ®', na qual os niimeros complexos

Cy de 5.40 sao substituidos por seus médulos |C,|,

o' = Z [eMl P (5.44)
{o}tm

A fungdo tentativa, que também é normalizada (® | ®) = (9 | ®'), deve apresentar uma

energia maior ou igual a energia do estado fundamental,
(' |H'| @) = E. (5.45)
Portanto os coeficientes |C;| devem satisfazer & condicio

— > (8| a) G| + € |Col = Enr|Col . (5.46)
{O'}M

Usando 5.43 para substituir o termo (¢, — Epr) |C;| na expressio acima, temos finalmente

Z (G |Hi| o) |Cs| <
{6}

Z (6 [Hi|o) Cs
{8 u

(5.47)

Em sistemas antiferromagnéticos, de acordo com 5.28, todos os elementos (& |H;|o)
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sao positivos, portanto esta expressdo tem a forma de uma desigualdade triangular que
s6 pode ser satisfeita se os coeficientes C, forem todos positivos (exceto por uma fase
comum irrelevante),

Cs 2 0, para qualquer o. (5.48)

Podemos impor uma condi¢do ainda mais forte sobre estes coeficientes. De acordo com
5.26, todos estados |o) dentro de cada sub-espago M podem ser obtidos através de su-
cessivas aplicacoes de H; sobre um estado em particular, portanto nio pode haver um
s6 coeficiente nulo, ou todos o seriam. Se por hipétese, o coeficiente (s, do estado par-
ticular |op) for nulo, a equagdo 5.43 para este estado serd Y5y (5 |Hi|o,) C5 = 0, em
que cada termo da somatoria é positivo. Conseqlientemente, os coeficientes de todos os
estados diferentes de |o,) por um par “antiferro” invertido, ou seja, todos os estados para
os quais (& |Hi|o,) # 0, também devem ser nulos. Repetindo sucessivamente este pro-
cedimento a partir dos novos estados de coeficientes nulos que somos for¢ados a admitir,
chegamos ao ponto absurdo no qual os coeficientes de todos os estados devem ser nulos.

Logo, a hipétese inicial néo é vélida, ou seja, os coeficientes sdo estritamente positivos,
C, >0, para qualquer o. (5.49)

Portanto o estado fundamental para cada valor de M da hamiltoniana de Heisenberg
nao ¢ degenerado, uma vez que nao pode haver dois estados ortogonais de coeficientes
estritamente positivos. A restrigao 5.49 nada mais é do que o critério de Marshall [1955]
para a forma do estado fundamental do modelo de Heisenberg antiferromagnético. Nor-
malmente ele é apresentado sobre os coeficientes da expansio do estado fundamental da

hamiltoniana H,

v = Z ag o) . (5.50)
{o}m

Para identificarmos as restrigdes sobre os coeficientes a, impostas por 5.49, basta substi-
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tuir as expansoes de ¥ e ® na expressao 5.39 , da qual obtemos:

Y arlo) = 3 Codi]o). (5.51)

{o}m {o}um
Os vetores |o) também sao autovetores do operador A, de acordo com 5.32 seus auto-
valores sio e ™4 onde M, é a magnetizacio de apenas uma das sub-redes, ou seja,
¢ autovalor do operador S%. Se considerarmos dois estados |o) e |&) que diferem por
um par “antiferro” invertido, entao a diferenca M4(c) — M4(G) = £1, logo, desprezando
novamente uma fase irrelevante, temos a condigao a,- a; < 0, ou seja, dois estados que
estejam conectados por H;, entram na expansao 5.50 com sinais opostos.

Dentro de cada sub-espago M existem autoestados da hamiltoniana de Heisenberg
de autovalores de spin total S = |M]|, |M| + 1,...,N/2. Para demonstrar que o estado
fundamental corresponde ao estado de S = |M| [Lieb and Mattis, 1962], definimos a
hamiltoniana especial,

Hgsp = g‘%OT o gfl S IS'_‘E} (5.52)

em que introduzimos o operador de spin da sub-rede B:
Sp = Z 5
i€B

Naturalmente, o operador de spin total do sistema 5.13, é dado pela soma dos operadores

de spin de cada sub-rede,

Sror = 4 + s, (5.53)

A hamiltoniana especial Hcs, comuta com os operadores S%or , Skor, S5 ¢ 5%, que es-
colhemos como conjunto de observaveis deste sistema, ou seja, usaremos seus autovalores

S, M, Sa e Sp para rotular os auto-estados ¢ = ds 5,5, da equacio

Hoss=[8(8+.1) —8ul8a + 1) — 8555 + 1]Jé. (5.54)
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O estado fundamental desta hamiltoniana dentro de cada sub-espaco M possui a pro-

priedade desejada S = |M|. Usando 5.53, reescrevemos a hamiltoniana H,,, na forma

— — 2 -, —, — —
Hesp = (SA + SB) - Si — S}% = D90 & i

(5.55)

ou em termos das projegdes cartesianas dos operadores de spin total de cada sub-rede

Hesp =2(S% - Sp+ 54 -S54+ 5% 5;).
Submetendo esta hamiltoniana & transformagao canodnica 5.34, temos
Hesp = AHep A = 2(—55 - S5 — S% - Sh+ 54 - S3),

que escrevemos na forma

! e
Hesp = HGSPO - HBSPH

em que dividimos no termo diagonal na base |7),
. 1 z
%ﬁsiﬂo == 2’5/1 ' SB?
e no termo nao diagonal,

Hespy = 2(5% - Sp + 54 - Sp).-

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

A hamiltoniana especial possui uma forma andloga & 5.36, em que a interacio entre pares

de vizinhos mais préximos é substituida pela interacio entre todos os sitios da sub-rede

A com todos os sitios da sub-rede B. A expressdo 5.28 pode ser generalizada para os ele-

mentos nao diagonais da hamiltoniana especial, basta considerar o par “antiferro” como

sendo formado por dois sitios pertencentes a sub-redes diferentes, nio necessariamente
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primeiros vizinhos,

1, se M(o)=M(6) e |Ma(o)— Ma(5)| =1,
(G [Hesps | ) = (5.61)

0, de outro modo.

Se repetirmos os passos 5.42 a 5.49 para a expansio do estado fundamental ¢ da hamilto-
niana especial na base |o) verificaremos que todos seus coeficientes devem ser estritamente
positivos. Como o estado fundamental ® da hamiltoniana H’ também possui coeficientes
positivos, segue que ¢ e ® nao podem ser ortogonais, portanto ® pertence ao bloco de
S = |M]|. Logo o préprio estado fundamental ¥ da hamiltoniana de Heisenberg H, dentro
de cada bloco M, possui spin total S = |M]|.

Devido a isotropia da hamiltoniana de Heisenberg, para um dado valor S, existem
25+1 estados degenerados, caracterizados pelos valores de M. Como dentro do sub-espa-
¢o M = 0 existem representantes de todos os valores de S, o auto-estado deste sub-espaco
de spin total S = M = 0 é o estado fundamental de todo sistema, ou seja, se estivermos
interessados nas propriedades do estado fundamental do modelo de Heisenberg basta

estudar o sub-espago M = 0.

5.2 A Matriz T

A demostragio do critério de Marshall [1955] e o fato do estado fundamental do anti-
ferromagneto de Heisenberg nédo ser degenerado, que vimos na secio anterior, é também
uma conseqiiéncia do teorema de Perron-Frobenius [Gantmacher, 1960], enunciado na
pagina 26.

Nés poderiamos identificar estas propriedades imediatamente apds a transformacéo
candnica da hamiltoniana de Heisenberg em 5.34, que levou a hamiltoniana H’, com a

qual iniciamos as demonstragoes. Bastaria relacionar algebricamente H' ao operador 7
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definido por

T = —2H' + i’-VZﬂ (5.62)
ou
' 1
T=2) (SES5+ SIS +2 Y (7 - SiS)), (5.63)
<6j> <4,j>

onde consideramos a constante de acoplamento J, = 1. Os autovalores I de H' (e de H)

e A de T estao relacionados por,

A N,
b= g

+ 1 (5.64)

de modo que o maior autovalor de 7 esta relacionado ao estado fundamental da hamil-
toniana de Heisenberg H. De acordo com 5.23 e 5.28, a matriz T correspondente a este

operador possui apenas elementos nao negativos dados por

N,(c) se o =¢,
T(oo)={¢|T]|o)=4 1 se o e ¢ diferem por apenas um par “antiferro”,

0 de outro modo.
(5.65)

Como era de se esperar a matriz T é bloco-diagonal sendo cada bloco rotulado pelo
niumero quantico M. Novamente observamos que apenas os elementos diagonais e os
termos que ligam estados diferentes por um tnico par de spins “antiferro” nao se an-
ulam. Como seus elementos sao todos positivos ou nulos pode-se aplicar o teorema de
Perron-Frobenius, dentro de cada bloco M da matriz T. Assim o autovetor dominante
desta matriz nao é degenerado e possui todas as suas componentes positivas. Como os
auto-estados de H' estdo relacionados aos autovetores de 7T, as propriedades do autovetor
dominante de 7 sdo iguais as propriedades do estado fundamental de H’, de modo que in-

diretamente demonstramos o teorema de Perron-Frobenius quando chegamos & expressao

9.49.
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Finalmente observamos que o método apresentado no capitulo 3 pode ser aplicado
para investigar o estado fundamental do antiferromagneto de Heisenberg usando a matriz

T dada em 5.65, pois esta satisfaz a condigao de possuir apenas elementos nio negativos.
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Capitulo 6

Estado Fundamental do

Antiferromagneto de Heisenberg na

Rede Quadrada

6.1 Introducao

Recentemente o modelo de Heisenberg antiferromagneto quéntico tem despertado inte-
resse devido as suas relagdes com a supercondutividade a alta temperatura [Menousakis,
1991], [Barnes, 1991]. A solugio exata para o estado fundamental do modelo de spin—1/2
em uma dimensao, através do “Ansatz de Bethe” [Caspers, 1989], mostra que este sistema
nao possui ordem de longo alcance. Entretanto, os resultados disponiveis do sistema na
rede quadrada indicam que o estado fundamental do modelo de spin—1/2 é ordenado
com uma magnetizacdo em torno de 60% do valor de seu correspondente clssico. As
flutuagdes quanticas diminuem a magnetizagio do sistema mas nao sio suficientes para
destruir a ordem de longo alcance.

As propriedades do estado fundamental do modelo de spin—1 /2 tém sido estudadas
por varias técnicas como ondas de spin, [Nishimori and Miyake, 1985], métodos de grupo

de renormalizagdo [Pan, 1989], diagonalizagdo exata [Oitmaa and Betts, 1978], [Tang
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and Hirsh, 1989], [Dagotto and Moreo, 1989], [Lin, 1990], ¢ métodos de Monte Carlo de
temperatura nula [Gross et al., 1989], [ Trivedi and Ceperley, 1989], [ Trivedi and Ceperley,
1990]. A diagonalizagao exata foi calculada para sistemas pequenos com até 32 sitios.
Métodos de Monte Carlo variacionais [Huse and Elser, 1988], [Liang and Anderson, 1988],
métodos de Monte Carlo usando integral de caminho de temperatura finita [Gross et al.,
1989], e simulagdes de Monte Carlo de temperatura nula foram utilizados no estudo de
sistemas grandes.

O método apresentado no capitulo 3 para calcular o autovalor dominante de uma
matriz de transferéncia de elementos nio negativos, pode ser usado na determinacao
das propriedades do estado fundamental do modelo de Heisenberg constituindo um novo
método de Monte Carlo de temperatura nula diferente daqueles j4 apresentados. Este
método ¢ uma versio estocistica do método da poténcia no qual o maior autovalor
¢ obtido através de repetidas multiplicagdes de matrizes. No método que apresentamos,
as propriedades do estado fundamental de um sistema de spins quanticos de dimensao
d sdo transformadas em propriedades mecanico-estatisticas de um sistema com (d+1)
dimensdes. O acréscimo desta dimensdo extra torna nosso método distinto dos outros
métodos de Monte Carlo de temperatura nula. Por exemplo, os métodos de Monte Carlo
que usam a funcéo de Green [Carlson, 1989], [Trivedi and Ceperley, 1989], sdo baseados
na iteragao da equagdo ¥ny1(s’) = 3, G(s', 8)1P,(s), onde G é uma funcio qualquer da
hamiltoniana que projeta o auto-estado. Para usar a simulacio de Monte Carlo é preciso
decompor G/(s', s) na forma do produto de uma probabilidade de transicio P(s',3) e uma
funcédo multiplicidade m(s’, s). Nosso método evita esta decomposigio com a introducao
da dimensdo extra. Além disso, nosso método dispensa o uso de uma funcao tentativa
como ocorre em outros métodos de Monte Carlo de temperatura nula.

Os resultados numéricos que obtivemos com nosso método estio em concordancia com
os resultados de solugbes de diagonalizacio exata e dos outros métodos de Monte Carlo
de temperatura nula. Esta é uma indicagio de que nosso método pode dar resultados

pelo menos tdo bons quanto os calculados pelos outros métodos de Monte Carlo de
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temperatura nula. Porém, como ocorre com os outros métodos, o nosso algoritmo s6 pode
ser aplicado em sistemas quénticos que nio contém o chamado “problema do sinal”, que
em nosso caso, ¢ traduzido pela restrigio de lidarmos apenas com matrizes de elementos

nao negativos.

6.2 O Algoritmo

Na segao 5.2 vimos que a determinacio das propriedades do estado fundamental do
antiferromagneto de Heisenberg pode ser colocada na forma da determinacio do maior
autovalor da matriz T cujos elementos sdo dados em 5.65. Para aplicar o método de
Monte Carlo apresentado no capitulo 3 devemos criar cépias do sistema bidimensional
original a fim definir a probabilidade dada em 3.5 com a qual poderemos realizar a
simulacao.

Vamos considerar um sistema com K camadas onde cada camada é uma rede quadrada
com N = L x L sitios. Podemos arranjar estas camadas na forma de uma rede ciibica
como ilustrado na Figura 3-2. O sistema total possui K x N sitios sendo o estado de
cada sitio definido pela varidvel de spin oy = +1, onde o indice k = 1,2,..., K refere-se
as camadas e o indice 7 indica a posicio de cada sitio dentro de sua respectiva camada.
O estado de cada camada é dado pela varidvel o}, = {oir}, que possui apenas o indice da
camada

Para que o produto em 3.5 néo se anule, devemos iniciar o processo em uma configura-
¢ao total da rede {o}} tal que (a) para cada camada k temos ¥, 05 = 2M e (b) duas
camadas consecutivas diferem no maximo por um par de primeiros vizinhos antiparalelos.
O algoritmo deve ser construido de forma que estas duas propriedades sejam mantidas a
cada passo da simulagdo.

A evolugio do sistema é feita modificando-se o estado de uma camada do sistema de
cada vez. A cada etapa devemos sortear uma camada k e tentar modificar sua configura-

¢ao de acordo com os seguintes casos (ver Figura 6-1).
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. A camada escolhida é idéntica & camada anterior e & camada posterior. Neste caso,
escolhemos ao acaso um dos N, (o) pares de sitios primeiros vizinhos antiparalelos
desta camada. A seguir, tentamos inverter os estados de spin deste par “antiferro”

com uma probabilidade 1/ N,(o%).

. A camada anterior (k — 1) é idéntica & camada posterior (k + 1) mas distinta da
camada escolhida (k) que difere de ambas por um tinico par de sitios primeiros vizi-
nhos antiparalelos. Neste caso, os spins do par “antiferro” diferente sio invertidos

de modo que a camada k fique idéntica & suas camadas vizinhas.

. A camada anterior (k—1) é idéntica & camada escolhida (k) mas distinta da camada
posterior (k+1). A camada k difere da camada posterior por apenas um par de sitios
primeiros vizinhos antiparalelos. Neste caso, tentamos inverter os spins deste par
“antiferro” com probabilidade min{1, N, (0kt1)/Na(0k-1)}, de modo que a camada

k fique igual & camada k + 1.

. A camada seguinte (k+1) é idéntica & camada escolhida (k) mas distinta da camada
anterior (k—1). A camada k difere da camada anterior por apenas um par de sitios
primeiros vizinhos antiparalelos. Neste caso, tentamos inverter os spins deste par
“antiferro” com probabilidade min{1, No(ok—1)/No(ok41)}, de modo que a camada

k fique igual & camada k — 1.

. As trés camadas (k — 1, k e k + 1) sdo diferentes entre si. A camada escolhida
difere da camada anterior e da camada posterior por dois pares distintos de sitios
primeiros vizinhos antiparalelos. Neste caso devemos considerar os seguintes sub-

Casos.

5.1 Os dois pares “antiferros” néo formam uma plaqueta de quatro spins, isto 6,
a posi¢ao dos quatro sitios ndo forma um quadrado. Neste caso invertemos
os spins dentro de cada par “antiferro” a menos que os dois pares “antiferro”

sejam formados por trés sitios alinhados.
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5.2 Os dois pares “antiferros” pertencem & mesma plaqueta, isto é, a posicio
p el 2
dos quatro spins dos dois pares “antiferro” formam um quadrado. Este caso

devemos dividir novamente nos seguintes sub-casos

5.2.1 Os dois pares “antiferros” estdo na mesma plaqueta e tém um sitio em
comum. Isto é, as ligacdes entre os sitios que formam os dois pares
“antiferros” sdo perpendiculares. Neste caso, se a soma dos quatro spins

\ rd 4 i 1
pertencentes a plaqueta for nula nés invertemos estes quatro spins. Caso
contrdrio, invertemos apenas o spin do sitio em comum e do seu sitio

diagonalmente oposto.

5.2.2 Os dois pares “antiferro” estdo na mesma plaqueta mas nao tém sitio
em comum. Isto é, as ligagdes entre os sitios que formam os dois pares

« 2 2 oz . . :
antiferro” sao paralelas. Neste caso, se os dois spins pertencentes a uma
das diagonais da plaqueta tém o mesmo sinal, invertemos os quatro spins
da plaqueta. Caso contrario, escolhemos ao acaso uma das diagonais da

plaqueta e invertemos somente os spins da diagonal escolhida.

As probabilidades de transicéo definidas acima obedecem ao principio do balancea-
mento detalhado, como pode ser facilmente verificado substituindo-as na expressio 3.7
Juntamente com as definigdes dos elementos da matriz T dada em 5.65. Portanto, a sim-

ulagéo de Monte Carlo ird gerar os estados o de acordo com a probabilidade estacionaria

3.5.
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Figura 6-1: Exemplos de mudanca de estado do sistema. Em cada grupo de
trés diagramas quadrados desta figura representamos trés camadas do sistema: a
camada central a qual se tenta inverter um par “antiferro” e suas camadas anterior
e posterior. As setas indicam mudancas de estado da camada central e os nimeros
referem-se as possibilidades de transi¢io descritas no texto. O par “antiferro” da
camada central distinto da camada anterior é destacado por um retangulo, enquanto

a elipse destaca o par “antiferro” distinto da camada posterior.
P P
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6.3 Resultados

Usando o algoritmo apresentado na se¢io anterior, calculamos o maior autovalor dentro
de cada um dos blocos M =0, 1 e 2, para tamanhos de rede L =4, 6, 8, 12 e 16 usando
a equagao 3.27. A magnetizagio “staggered” do sistema também é estimada para estes
valores de I além de L = 10 e L = 24. Consideramos redes com um nimero de camadas
K entre 2000 e 4000. A maior parte das simulacdes foram realizadas com 10° a 10°
passos de Monte Carlo (PMC) onde cada passo PMC significa uma tentativa de mudan-
ca de estado por camada do sistema. Desta forma, camadas maiores necessitam de um
maior nimero de PMC. O programa foi escrito em FORTRAN e seu cédigo encontra-se
no anexo I. Conferimos o nosso método para o caso [ = 4 através da comparacio com
os resultados de diagonalizacao exata de Tung and Hirsh [1989).

Na Tabela 6.1 apresentamos a energia do estado fundamental por sitio £ /L2, a
energia do primeiro estado excitado F,/L?, e a menor energia do bloco M = 2, ByfL2,

para valores de I = 4 a 16.

Tabela 6.1: Energia por sitio do estado fundamental Ey/L?, energia por sitio do primeiro
estado excitado Fy/L?, e a menor energia por sitio Fy/L? para os estados com M = 2,
calculadas pelo presente método de Monte Carlo

L Eo/L? By JL? %

4 -0,7018(3) -0,6652(3) -0,5943(2)
6 -0,6783(2) -0,6704(4) -0,6539(3)
8  -0,6715(3) -0,6703(6)  -0,6647(4)
12 -0,6699(3) -0,6692(4)  -0,6680(8)
16 -0,6700(6) -0,6681(10) -0,6677(12)
co -0,6690(2) -0,6690(2)  -0,6690(2)
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Na Figura 6-2 apresentamos os graficos de Fo/L?, Ey/L* e E3/L? em funcio de 1/L5.
Assumindo o comportamento
En i
7:€+CM§, (61)
onde M =0, 1 e 2. Através dos ajustes lineares sobre os pontos obtidos nas simulacoes
de Monte Carlo obtivemos o valor extrapolado para redes infinitas da energia do estado
fundamental por sitio ¢ e das declividades co, ¢; ¢ ¢; que apresentamos na Tabela 6.2

juntamente com os resultados disponiveis na literatura calculados por métodos de Monte

Carlo de temperatura nula distintos do nosso.

Tabela 6.2:
Referéncia € Co ¢ Ca
este trabalho -0,6690(2) -2,07(2)  -0,22(2) 3,18(7)
[Carlson, 1989] -0,66918(10) -2,086

[ Trivedi and Ceperley, 1990] -0,6692(2) -2,08(2)
[Barnes and Kovarik, 1990]  -0,66923(13) -2.083(8)
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Figura 6-2: Energia do estado fundamental por sitio Fy/L?, e as menores energias
por sitio By /L* e Ey/L? dos setores M = 1 e 2, respectivamente, em funcao de
1/L?. As retas sdo ajustes lineares sobre os pontos calculados nas simulagses de

Monte Carlo.
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O pardametro de ordem para este sistema é a magnetizagio “staggered” do estado

fundamental por sitio definida por

?:I_"LT—<\IJD

onde ; = 1 se o sitio ¢ pertence a uma sub-rede e ; = —1 se pertence & outra. Contudo

1 2
NZ%‘&

\Do> , (6.2)

como redes finitas ndo podem apresentar quebra esponténea de simetria, este pardmetro
de ordem deve se anular de modo que o substituimos pela raiz da magnetizacio “stag-

gered” quadrada média mt (“root-mean-squared staggered magnetization”)

il e [<q10 (%;ﬁ})g %>r (6.3)

Porém o método de Monte Carlo apresentado no capitulo 3 permite o acesso apenas 4 sua

m} = [<w0 (%;7i35)2 mpoﬂ (6.4)

No estado fundamental isotrépico de redes finitas esperamos que as trés componentes

projegao z, dada por

sejam iguais de modo que m' = v/3m!. Isto é realmente observado em simulacoes de
redes pequenas de L = 4, 6 e 8. Contudo para valores maiores de L, os resultados de
Monte Carlo obtidos a partir da configuragio inicial do sistema de magnetizacio “stag-
gered” maxima, mostram que a isotropia do sistema é quebrada e o sistema apresenta a
magnetizagao “staggered” na direcéo z. Esta caracteristica é identificada nas Figuras 6-3
e 6-4 onde apresentamos a distribuigdo de probabilidades Pp(x) da vériavel p definida
por

p= }IVZZ.:"’%” (6.5)

para valores de N = L? com L =4, 6, 8, 10, 12, 16 e 24.
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Figura 6-3: Distribuicdo de probabilidades da componente z da magnetizacao

“staggered” p para L = 4,6 e 8.
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Na Tabela 6.3 apresentamos os valores de m; = 3=, |u| P, (1) e m} = |E,u %Py (1)

para varios valores de L. Conforme as distribuigdes Pp, (1), para L = 10, 12, 16 e 24, a
magnetizagao “staggered” ¢ identificada com a sua componente z, mt = m!. Para I = 4,

6, e 8, o sistema é isotrépico e devemos fazer m! = \/gm:[

Tabela 6.3: A componente z da magnetizagao “staggered” m? e m! calculadas para varios
valores de L

L m ml

4 0,2587(6) 0,3036(5)
6 0,234(3) 0,274(3)
8 0,261(8) 0,288(6)
10 0,323(4) 0,333(3)
12 0,322(4) 0,328(3)
16 0,318(4) 0,323(4)
24 0,314(6) 0,317(6)
oo 0,307(6) 0,307(6)

Na Figura 6-5 apresentamos os graficos de m! e m? em fungdo de 1/L. Assumindo o
comportamento m! = m+a/L e m* = m+b/L a extrapolacio do valor da magnetizacao

“staggered” para redes infinitas é dada por m = 0.307(6).
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Capitulo 7

Estado Fundamental do
Antiferromagneto de Heisenberg na

Rede Cubica.

7.1 Introducgao

Materiais supercondutores como LasCuO, apresentam uma fase ordenada de Néel des-
crita pelo modelo de Heisenberg quéntico de spin-1/2. Geralmente sio usados modelos
bidimensionais, pois neste sistema os acoplamentos predominantes ocorrem dentro dos
planos CuQ;. Embora a interagdo interplanar seja muito inferior ao acoplamento in-
traplanar, este tltimo ndo é nulo [Chacravarty et al., 1989]. Outros materiais quase
bidimensionais, como o CuF,H,0, podem apresentar acoplamentos interplanares mais
intensos [de Jongh and Midiema, 1974]. Portanto é interessante investigar o efeito da
anisotropia espacial do sistema, notadamente seu efeito sobre o ordenamento do estado
fundamental dado pela magnetizacio “staggered”. Neste capitulo, estudamos o estado
fundamental do antiferromagneto de Heisenberg de spin—1 /2, definido em uma rede
ciibica espacialmente anisotrépica. Se o acoplamento entre os sitios da rede cristalina

depende da posicdo relativa entre dois sitios primeiros vizinhos, devemos reescrever a
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hamiltonina de Heisenberg dada em 5.5 na forma
H = Z (ng,? . §,:'+53 + Jyg,-r . ._’7-'+13. -+ JZS:T:" S';-,‘_I_,:) 5 (7.1)

onde 7 ¢ um vetor da rede cibica de base &, § , 2 e Sy seu respectivo operador de
spin—1/2, conforme definido em 5.7. Os pardmetros positivos J,, Jy e J, descrevem a

anisotropia do sistema que pode ser de dois tipos.

(a) Anisotropia planar: J, = J, = 1 e J, = «, onde a é chamado acoplamento
interplanar.

(b) Anisolropia azial: J, = J, = a e J, = 1, onde a é chamado acoplamento
interlinear.

Em ambos os casos o pardmetro o de acoplamento varia no intervalo 0 < o < 1 sendo
que recuperamos o sistema isotropico fazendo o = 1.

No capitulo anterior vimos que o estado fundamental do antiferromagneto de Heisen-
berg de spin—1/2 na rede quadrada apresenta ordem de Néel com uma magnetizacio
“staggered” em torno de 60% de seu valor saturado. No caso (a) o acoplamento entre os
planos deve favorecer ainda mais o ordenamento do sistema de modo que esperamos que a
magnetizacio “staggered” aumente com o pardmetro a. Uma situacio bastante diferente
¢ encontrada no caso (b), pois o estado fundamental do antiferromagneto de Heisenberg
de spin—1/2 unidimensional néo possui magnetizagio “staggered”. Além disso, como
nao ha barreira de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado, a
correlagdo do estado fundamental do sistema exibe decaimento algébrico [Luther and
Peschel, 1975], de modo que o sistema est4 sobre um ponto critico. Logo, esperamos que
o acoplamento entre as cadeias de spins leve o sistema a um estado ordenado de Néel.
Devemos ressaltar que este comportamento é diferente do caso do sistema de spin—1 no
qual o ordenamento depende da intensidade do acoplamento interlinear em relagao a bar-
reira de energia [Affleck, 1989], que é diferente de zero para sistemas de spins inteiros

[Haldane, 1983].
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O problema que tratamos neste capitulo foi recentemente abordado por Wang et al.
[1992] usando teoria de campo médio de Schwinger-boson. Em ambos os casos, estes
autores observam que a magnetizacio “staggered” do sistema aumenta com «, o que
esta de acordo com nossos resultados. Contudo, no caso (b), seus resultados mostram
que a magnetizagao “staggered” m! se anula para o < 0.112, enquanto nossos resultados
indicam que m' se anula somente para o = 0. Por outro lado, nossos resultados estao de
acordo com a estimativa de Sakay and Takahashi [1989] que obtém a. = 0 usando ondas
de spins na qual fazem aproximacio de campo médio no acoplamento interlinear.

As melhores estimativas para a magnetizagio “staggered” do sistema isotrépico foram
obtidas por teoria de ondas de spins [Nishimori and Miyake, 1985, [Oitmaa et al., 1994] e
expansoes em séries [Oitmaa et al., 1994], [Parrinello and Arai, 1974]. Até onde sabemos,
o presente trabalho faz as primeiras estimativas destas grandezas por método de Monte
Carlo. Nosso resultado para a magnetizacio “staggered” m! = 0,429 + 0,001, situa-se
pouco abaixo do resultado de Parrinello and Arai [1974], m' = 0,4321 ¢ pouco acima do
resultado m' = 0,424 £0,002 de Oitmaa et al. [1994]. A energia do estado fundamental
por sitio que calculamos ¢, = —0,899 + 0,001 estd um pouco abaixo dos resultados
€ = —0,9010 de Parrinello and Arai [1974] ¢, = —0,9021 + 0,0002 de Oitmaa et al.
[1994].

7.2 O algoritmo

O algoritmo desenvolvido no capitulo anterior para o modelo de Antiferromagneto de
Heisenberg de spin—1/2 isotrdpico na rede quadrada pode ser facilmente estendido para
o presente sistema se, além da dimensio adicional, discriminarmos o acoplamento entre
os spins do par “antiferro” segundo a direcdo de seus sitios constituintes.

O operador 7 correspondente & hamiltoniana de Heisenberg espacialmente anisotrdpica
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¢ construido de forma andloga ao isotrépico bidimensional dado em 5.62.
oo
T=-2H+; (o, + JyNy, + I.N,,) | (7.2)

onde H' é a hamiltoniana 7.1 submetida & transformagao dada em 5.34, ou seja, uma de
suas sub-redes ¢ girada de 180° em torno do eixo z. As constantes N,_, Ny, e Np, séo,
respectivamente, os nimeros de pares “antiferro” nas direcdes &, 7 e 2. Os autovalores E

de H' (e de H) e X de T estio relacionados por,
A1 .
B=-2+7 (SN, + Ty Ny, + TN, ) (7.3)

A matriz T do modelo tridimensional ¢ obtida através das expressdes 5.23 e 5.28, mas
agora devemos levar em conta a diregao do par “antiferro”, isto é, se a ligacéio entre os

spins estd na direcdo &, § ou z. Portanto os elementos de T sdo dados por

J:L:Na.m(o‘) =+ JyNay(J) + JZNQ,Z(O'), se o = 5’,
Ju, s€ 0 # & por um par “antiferro” na diregio &,
T(6,0) ={G|T|o) = J,,se o # & por um par “antiferro” na direcio 7, (7.4)

J., se 0 # & por um par “antiferro” na direcio %,

0, de outro modo.

Conforme fizemos no capitulo anterior, devemos construir cépias do sistema para que
possamos aplicar o método desenvolvido no capitulo 3. Vamos considerar um sistema, de
K camadas, onde cada camada é uma rede ciibica com N = [ x L x L sitios. O sistema
total possui K x N sitios, sendo que cada sitio é definido pela varidvel o;, = 1, onde
novamente o indice k = 1,2,..., K refere-se a camada e o indice i define a posicio do
sitio dentro da respectiva camada. Como vemos a estrutura do algoritmo é exatamente
igual & do sistema bidimensional, assim iniciamos o processo com uma configuracéo total
do sistema tal que, para cada camada k do sistema, temos (a) ¥; o3 = 2M e (b) duas

camadas consecutivas sao distintas por no méximo um par “antiferro”. O processo de
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evolugio da rede é feito tentando-se modificar o estado de uma camada por vez de
forma que estas duas condi¢des sejam sempre satisfeitas. As probabilidades de transi-
¢ao dos estados de uma camada para a rede cibica espacialmente anisotrépica pode ser
obtida com a generalizacdo do algoritmo visto no capitulo anterior. Porém agora devemos
considerar separadamente os tipos de pares “antiferro” envolvidos, se na diregio Z, 9 ou
Z. As probabilidades com que as novas configuracdes sio aceitas devem ser definidas
substituindo os valores de T'(,0) dados em 7.4 na equacio do balanceamento detalhado

dada em 3.7.

7.3 Resultados

Usando o algoritmo apresentado na segéo anterior calculamos a energia do estado fun-
damental do antiferromagneto de Heisenberg na rede ciibica espacialmente anisotrépica.
Também calculamos as grandezas relacionadas & magnetizacio “staggered” do sistema
m!, m! e pu que j& foram definidas no capitulo anterior pelas expressoes 6.3, 6.4 e 6.5, res-
pectivamente. Todas as simulagbes foram feitas dentro do bloco M = 0. Consideramos
sistemas com K = 2000 camadas e L = 4, 6 e 8 e as simulacoes foram feitas com 10¢ a
107 passos de Monte Carlo (PMC), onde cada PMC significa uma tentativa de mudanga

de estado por camada do sistema.

7.3.1 Sistema Isotrépico

Calculamos as propriedades do estado fundamental isotrépico (a = 1) para L = 4, 6,
e 8, iniciando a simulagdo com a configuragio de maxima magnetizagio “staggered”.
Os valores I = 6 e 8 séo suficientemente grandes para a quebra de simetria do estado
fundamental e o sistema apresenta uma magnetizagio “staggered” na direcio z, de modo
que m' = mi. Para I = 4, o estado fundamental do sistema & isotrépico de forma que
fazemos m! = /3m!. Estes dois comportamentos podem ser observados na Figura 7-1,

onde apresentamos a distribuigio de probabilidades Pr(u) da varidvel aleatéria p dada

84



em 6.5 para L. =4, 6 e 8.
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Figura 7-1: Distribuigio de Probabilidades da componente z da magnetizacao

“staggered” para rede ciibica isotrépica de lado L, para L =4, 6 e 8.
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Na Tabela 7.1 apresentamos os nossos resultados para a componente z da magnetiza-
¢ao “staggered” e a energia do estado fundamental por sitio ¢g = Ey/N para os valores

L=46¢8.

Tabela 7.1: Componente z da magnetizagao “staggered” e a energia do estado funda-
mental por sitio ¢g = Ey/N para os valores L =4, 6 ¢ 8

ml €p
0,290(2)  -0,9147(4)
0,4283(8)  -0,9021(4)
0,4292(5) -0,9002(7)
0429(1)  -0,899(1)

Q 00 > | b~

7.3.2 Anisotropia Planar

Neste caso o parametro « refere-se & intensidade do acoplamento entre os planos em
que temos a transi¢ao 3D — 2D de um sistema tridimensional a um sistema (quase)
bidimensional. Simulamos sistemas com L = 4, 6 e 8 iniciando o processo com a con-
figuragdo saturada de magnetizagdo “staggered”. Apresentamos na Figura 7-2 o gréfico
da magnetizacido “staggered” m' em funcio de o para L = 6 ¢ 8. O tamanho do sis-
tema ¢ suficientemente grande para dispensar corregdes de redes finitas se o pardmetro
a nao for tao pequeno. Como mostramos na Figura 7-2 estes resultados sio os mesmos,
considerados os desvios estatisticos, para a > 0,2. Nossos resultados numéricos po-
dem ser comparados com os resultados de teoria de Schwinger-boson obtidos por Wang
et al. [1992]. Para o > 0,2 nossos resultados diferem dos calculados por estes autores por
menos de 3%. Contudo, para acoplamentos interplanares pouco intensos as discrepancias

aumentam.
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Usando a notagio ml,, para a magnetizacio “staggered” do estado fundamental do
antiferromagneto de Heisenberg na rede quadrada e ml para o limite de m! quando
a — 0, poderiamos nos perguntar se mfﬂ_ possui o mesmo valor de ng. Antes de
relacionar estas grandezas devemos observar que a magnetizacio total de cada camada

do sistema é dada por

1
il = 5220%3,2,; (75)

P
onde Tyyr ¢ a posi¢do de um sitio da rede cibica de coordenadas z, y e z. Os [ planos
com acoplamento antiferromagnético intenso sao definidos pela cota z. O indice k apenas
indica que esta condigdo deve ser satisfeita pelas K camadas do sistema total. Quando
a = 0 a restricdo sobre a magnetizacdo do sistema M = 0 é imposta a cada um dos L
planos que formam a rede cibica, isto é 3, Oty = 0. No entanto para a > 0 esta
restri¢do ¢ imposta a toda rede cibica de modo que a magnetizagio dentro de cada plano
nao é mais conservada, logo a grandeza 2wy Oy, POde ter qualquer valor no intervalo
—L?e L2

Para I, = 4, 6 e 8, calculamos m} = 0,271(2), m} = 0,343(1) e m} = 0,361(1),
respectivamente, que podem ser comparados com mb, = 0,526(1), m}, = 0,474(5)
e mbp = 0,340(4) que obtivemos no capitulo anterior. Os valores de m) foram real-
mente calculados com um acoplamento interplanar pequeno dado por o = 0,01. Nossos
resultados indicam um crescimento de m! com L em contraste com o caso puramente
bidimensional em que sz decresce com L. Se o comportamento de mfﬁ_ persistir para
valores de I maiores, o valor da extrapolacdo de nossos resultados para redes infinitas
serd mjr{_ = 0,373(1) que é distinto de nosso resultado para a rede quadrada calculado no
capitulo anterior mb;, = 0,307(6).

Na Figura 7-3 apresentamos a energia do estado fundamental por sitio ¢y em fun-
ao de a. Os seus valores extrapolados para a — 0 sdo ¢ = —0,6713(6) (L = 6) e
€ = —0,6677(4) (L = 8). Estes dois valores sdo distintos dos valores correspondentes do
sistema bidimensional de mesmo L mas estdo bastante préximos do valor ¢y = —0, 6690(2)

da rede quadrada infinita, que estimamos no capitulo anterior. Este resultado é esperado,
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pois o sistema tridimensional possui muito mais sitios, para um dado L, que o sistema

bidimensional.
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Figura 7-3: Energia do estado fundamental por sitio ¢y em funcdo de a para o

caso de acoplamento interplanar correspondente & transicio 3D — 2D.
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7.3.3 Anisotropia Axial

Neste caso o parametro « refere-se & intensidade do acoplamento tridimensional entre
cadeias de spins, ou seja, temos a transicao 3D — 1D. Novamente simulamos sistemas
com L =4, 6 e 8, iniciando o processo no estado de maxima magnetizacio “staggered”.
Na Figura 7-4 apresentamos m! em funcio de a. Nossos resultados numéricos estio em
concordéncia, para acoplamentos « intensos, com os obtidos por Wang et al. [1992]. En-
tretanto para valores pequenos de a, estes autores obtém uma magnetizagio “staggered”
nula para « < 0,112, enquanto nossos resultados indicam que m' > 0 para o > 0 e que
mt = 0 apenas quando a = 0, ou seja, quando nio h4 mais o acoplamento interlinear.

A curva da magnetizacao “staggered”, mostrada na Figura 7-4, apresenta um decai-
mento & medida que « decresce e um ponto de inflexio para determinado valor de a. Os
pontos de inflexdo ocorrem em valores de o em torno de 0,3, 0,16 ¢ 0,08 para L = 4,
6 e 8, respectivamente. Portanto, esperamos que o ponto de inflexdo se desloque para a
esquerda a medida que L aumente. Este é um indicio de que no limite termodindmico
nao havera magnetizagio “staggered” nula, exceto no ponto a = 0. Desta forma, acred-
itamos que este sistema néo exibe transigao de fase para algum valor de a diferente de
zero.

Na Figura 7-5 apresentamos o gréafico da energia do estado fundamental por sftio ¢

em funcéo de a. A extrapolagdo o — 0, para curva de L = 8, resulta em ¢y = —0,444(1)
que deve ser comparado com o valor exato de cadeias infinitas ¢g = —1In(2) + 1/4 =
—0,443147... .
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staggered magnetization

Figura 7-4: Magnetizagio “staggered” em funcio de o para o caso de anisotropia

interlinear 3D — 1D.

91



energy per site

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7-5: Energia do estado fundamental por sitio ¢y em funcio de a para o

caso de anisotropia interlinear 3D — 1D
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Capitulo 8

Conclusao

Desenvolvemos um novo método de Monte Carlo para a estimativa do maior autovalor
de uma matriz de elementos ndo negativos. Este método pode ser visto como um novo
método de Monte Carlo de temperatura nula para sistemas quanticos e também como
um novo algoritmo para a estimativa direta da entropia de sistemas de spins cldssicos.

Calculamos as propriedades do estado fundamental do modelo de Heisenberg anti-
ferromagnético quantico de spin—1/2 na rede quadrada usando este novo método. As
energias do estado fundandamental por sitio €, e a magnetizacao “staggered ” m! foram
obtidas em redes de até 24 x 24 sitios. A extrapolagio de nossos resultados para o caso
de rede infinita g = —0,6690 £ 0,0002 e m! = 0,307 £ 0, 006 estio em boa concordancia
com os resultados obtidos através de outros métodos de Monte Carlo de temperatura
nula.

Os bons resultados obtidos em redes relativamente grandes estimularam a aplicacio
deste método no antiferromagneto de Heisenberg de spin—1/2 na rede ciibica espacial-
mente anisotropica. Até onde sabemos, este é o primeiro estudo usando métodos de
Monte Carlo deste sistema. Analisamos os casos de acoplamentos interplanares, transi-
¢ao 3D — 2D, e acoplamentos interlineares, transicio 3D — 1D. Em ambos os casos
observamos que a magnetizacio “staggered ” m! cresce com o pardmetro de anisotropia

a e que m' é diferente de zero exceto no caso estritamente unidimensional.
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Em outra aplicagido do método, estudamos a entropia dos antiferromagneto de Ising na
presenca de um campo magnético externo nas redes triangular e ciibica de face centrada.
A entropia destes sistemas foi calculada diretamente em cada simulacao de Monte Carlo
para valores de temperatura e campo externo fixos. Os resultados obtidos estio em
concordancia com os resultados exatos e com estimativas de outras simulacdes de Monte
Carlo.

O método que desenvolvemos possui caracteristicas gerais que permitem que seja
aplicado em qualquer sistema fisico que possa ser escrito na forma de uma equacao de
autovalores com matriz de elementos nido negativos. Essencialmente levamos a estes
problemas a capacidade de solugdes do tipo Monte Carlo, ou seja, a estimativa de suas
propriedades dominantes em sistemas finitos de muitos graus de liberdade. Em particular,
vimos que pode ser aplicado com sucesso em sistemas antiferromagnéticos quanticos em
redes bi-partidas e na determinagao direta da entropia de sistemas de spins de Ising
antiefrromagnéticos frustrados. Este trabalho de maneira alguma esgota o dominio de
aplicacio do método desenvolvido. Mesmo em sistemas quéinticos onde o nimero de
operadores de matrizes positivas é reduzido, temos outros problemas de interesse como
o préprio modelo de Heisenberg anisotrépico ou o caso correspondente de spin—1. As
possibilidades de aplicagao do método em sistemas de Ising sdo quase ilimitadas, pois séo

muitos os sistemas em que se pode definir a matriz de transferéncia.
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okokokokkokokokkokokokokokokkokokkololkkokprograma. heibid 13k sskkskok ks ko ook skotodotoftokkokok skokorot ok ok

* calculo da energia do estado fundamental do modelo de heisenberg
* utilizando a tecnica de determinacao do maior autovalor de uma

* matriz atraves do metodo de monte carlo.

*

*este programa trabalha ja’ em duas sub-redes,

*devemos trocar o sinal dos estados de spin de acordo com a regra:

* lat(i,j,k) --> -lat(i,j,k) se (i+j) for impar.

kKoK ok skok ok ok ok ok okokskokokoskoskkokok ok ok ok k VARATVETS  TNTERINAS #eskskook s sk sk sk o s sk ok ks sk sk s s sk ok s ok sk o o s ok o

*lat(i,j,k) = rede cubica total / cada camada do sistema e dada por k.

*nafi(k) = numero de pares antiferro na direcao i da camada k.

*nafj (k)

1}

numero de pares antiferro na direcao j da camada k.

*mz (k) = componente z da magnetizacao staggered da camada k

*ipoin(k) = coordenada i do par antiferro de k distinto de k+i.

*jpoin(k) coordenada j do par antiferro de k distinto de k+1.
* se ipoin(k) > 0 => par antiferro de k distinto de k+1 tem direcao i.

* se ipoin(k) < 0 => par antiferro de k distinto de k+1 tem direcao j.

sokskokokok sk ok ok ks kkokokokkokokkorrokokkParametros  de Entradaskssskskoksk sk sk skorok ok ok kok sk ok 5ok %ok k
*nlin e ncol = dao a dimensao de cada camada, redes quadrada => nlin=ncol.
*nniv = o numero de camadas.

*nt = numero de PMC jogados fora p/ equilibrio.

*ntom = numero de PMC usado em cada media de Monte Carlo.

*nmed = numero de medidas de Monte Carlo.

*issed = semente do gerador de numeros aleatorios.
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sokakckokskokskokkRokRoRR Rk kR Kok kx Saldas do Programakskkskskokokskokskokokokoskoksksk ok ks k ok ko ok ook ko
* As saidas sao escritas em dols arquivos nomel e nome2.

*

* nomel contem 6 colunas que apresentam respectivamente as medias de M.C.

* <t>, <delta>, <autovalor dominante da matriz T>=<lambda>,

¥ <|M|> e <M**2> e <energia do estado fundamental>.

* nomeZ apresenta histogramas de mz.

* Obs. Os ultimos valores escritos em ambos arquivos sao as medias de
* de todos os anteriores.

3k 3k 3k ok ok skok sk sk sk sk ook sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok skok sk ok sk sk ok sk ok ke sk ok sk ko ok R ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok ok 3k ok sk sk sk sk skesk ok sk sk sk ok ok ok sk ok ok ok k

implicit integerx4 (i-n)

dimension saida(7),ifreq(0:576),ifreq2(0:576)

character*50 fm

character*30 nomel

character*30 nome2

common/all/lat(22,22,2100) ,nafi(2100) ,nafj(2100) ,naft(2100),
+ mz(2100),1ia(22),ip(22),ipp(22),ja(22),jp(22),
+ jpp(22),ka(2100) ,kp(2100) ,ipoin(2100), jpoin(2100)

common/soma/soma(7) ,soma2(7)

* definicao de qi

ql=0
q2=(1.+q1)/2.

* definicao de formato de saida
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fm="(6(£f12.6,1x))’

write(*,*) ’entre com nome do arquivo das medidas °’
read(*,’(a)’) nomel
write(*,*) ’entre com nome do arquivo do histograma ’

read(*,’(a)?’) nome2

write(*,*) ’entre com nlin, ncol, nniv, nt, ntom, nmed, iseed’
read(*,*) nlin,ncol,nniv,nt,ntom,nmed,iseed

nf=nt+ntom*nmed

open{6,file=(nomel) ,status=’new’)
open(7,file=(nome2),status=’new’)
write(7,5)

5 format(43h - heibid13 (MAG=0) - 22 de marco de 1993 -,/)
write(7,10) nlin,ncol,nniv,nt,ntom,nmed,iseed
write(7,6)

6 format (39h - nmed(<v|Mz+|v>) - last data: media -, /)
write(6,5)
write(6,10) nlin,ncol,nniv,nt,ntom,nmed,iseed
10 format(36h nlin ncol nniv nt ntom nmed iseed: ,2(i2,1x),i4,1x,
+ 2(i6,1x),1i3,1x,19,/)
* aquecimento do gerador de numeros aleatorios
call heatrand(iseed)

* condicoes de contorno
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do i=1,nlin
ia(i)=1i-1
ip(i)=i+1

enddo

ia(1)=nlin

ip(nlin)=1

do i=1,nlin
ipp(i)=ip(ip(i))

enddo

do j=1,ncol
ja(jl=j-1
jp(jI=j+1
enddo
ja(1)=ncol
jp(ncol)=1

do j=1,ncol
Jpp(3)=ip(jp(i))
enddo

do k=1,nniv
ka(k)=k-1
kp(k)=k+1

enddo

ka(1)=nniv

kp(nniv)=1
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* inicializacao da rede

do k=1,nniv
do j=1,ncol
do i=1,nlin
lat(i,j,k)=1
enddo
enddo
nafi(k)=ncol*nlin
nafj(k)=ncol*nlin
naft(k)=2*ncol*nlin
mz (k)=ncol*nlin
ipoin(k)=0
jpoin(k)=0

enddo

* inicializando acumulador do histograma

do m=0,nlin*ncol

ifreq(m)=0

enddo

* inicializando acumuladores de cada medida

51=.0 !para medida de <t>

82=.0 !para medida de <delta(s’,s)>
s4=.0 !para medida de <v||mz||v>
§5=.0 !para medida de <v|mz**2|v>
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* inicializando acumulador do histograma parcial

do m=0,nlin*ncol
ifreq2(m)=0

enddo

icont=0

kmed=0

do mcont=1,nf

* algoritmo de metropolis para cada sitio

do lcont=1,nniv
k=int (nnivkrand())+1
if (ipoin(k).eq.0) then
if (ipoin(ka(k)).eq.0) then
prob=1./float(naft(k))
if (rand() .1t.prob) then
if (int(naft(k)*rand()).1t.nafi(k)) then
30 j=int(ncol*rand())+1
i=int(nlin*rand())+1
if(lat(i,j,k).ne.lat(ip(i),j,k)) go to 30
call fliplin(i,j,k) IFLIP +1
ipoin(k)=i

jpoin(k)=j
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40

ipoin(ka(k))=i
jpoin(ka(k))=j
else
j=int(ncol*rand())+1
i=int(nlin*rand())+1
if(lat(i,j,k) .ne.lat(i,jp(j),k)) go to 40
call flipcol(i,j,k)
ipoin(k)=-i
jpoin(k)=-j
ipoin(ka(k))=-i
jpoin(ka(k))=-j
endif
endif
else
prob=float(naft(ka(k)))/float(naft(kp(k)))
if(rand() .le.prob) then
i=ipoin(ka(k))
j=jpoin(ka(k))
if(i.gt.0) then
call fliplin(i,j,k)
ipoin(k)=i
jpoin(k)=j
ipoin(ka(k))=0
jpoin(ka(k))=0
else
call flipcol(-i,-j.k)
ipoin(k)=i
jpoin(k)=j
ipoin(ka(k))=0
jpoin(ka(k))=0
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endif
endif
endif
else
if (ipoin(ka(k)).eq.0) then
prob=float(naft(kp(k)))/float(naft(ka(k)))
if(rand() .le.prob) then
i=ipoin(k)
j=jpoin(k)
if(i.gt.0) then
call fliplin(i,j. k)
ipoin(k)=0
jpoin(k)=0
ipoin(ka(k))=i
jpoin(ka(k))=j
else
call flipcol(-i,-j,k)
ipoin(k)=0
jpoin(k)=0
ipoin(ka(k))=i
jpoin(ka(k))=j
endif
endif
else
if (ipoin(ka(k)).eq.ipoin(k) .and.
jpoin(ka(k)).eq.jpoin(k)) then
if (ipoin(k).gt.0) then
call fliplin(ipoin(k),jpoin(k),k)
ipoin(k)=0
jpoin(k)=0
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ipoin(ka(k))=0
jpoin(ka(k))=0
else
call flipcol(-ipoin(k),-jpoin(k),k) 'FLIP -2
ipoin(k)=0
jpoin(k)=0
ipoin(ka(k))=0
jpoin(ka(k))=0
endif
else
iu=ipoin(k)
ju=jpoin(k)
id=ipoin(ka(k))
jd=jpoin(ka(k))
if(iu.gt.0.and.id.gt.0) then
if(ju.eq.ja(jd) .and.iu.eq.id) then
if(lat(iu,ju,k).eq.lat(ip(iu),jp(ju) ,k)) then
call fliplin(iu,ju,k)
call fliplin(id,jd,k) 'FLIP +/-5
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=jd
else
prob=rand()
if (prob.1lt.ql) then
¢all fliplinfiu,ju,k) 'FLIP +/-5
call fliplin(id,jd,k)
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ju
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ipoin(k)=id
jpoin(k)=jd

elseif (prob.1lt.q2) then
call £lipdialliv,ju,Xk)
ipoin(ka(k))=-iu
jpoin(ka(k))=-ju
ipoin(k)=-ip(iu)
jpoin(k)=-ju

else
call flipdia2(iu,jp(ju),k)
ipoin(ka(k))=-ip{(iu)
jpoin(ka(k))=-ju
ipoin(k)=-iu
jpoin(k)=-ju

endif

endif

elseif(jd.eq.ja(ju).and.iu.eq.id) then

call £31iplin(iu,ju.k)
call fIiplin(id,jd.k)
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=jd

else

prob=rand()

if(prob.1t.q1) then
call £liplin(du,ju,k)
call fliplin(id,jd,k)

ipoin(ka(k))=iu

110

IFLIP 16

'FLIP 17

if(lat(id, jd,k).eq.lat(ip(id),jp(jd),k)) then

'FLIP +/-5

'FLIP +/-5



jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=jd
elseif(prob.lt.q2) then
gall Tlipdial(id,jd. k) 'FLIP 18
ipoin(ka(k))=-ip(id)
jpoin(ka(k))=-jd
ipoin(k)=-id
jpoin(k)=-jd
else
call flipdia2(id,jp(jd),k) 'FLIP 19
ipoin(k)=-ip(id)
jpoin(k)=-jd
ipoin(ka(k))=-id
jpoin(ka(k))=-jd
endif
endif
elseif (ju.ne.jd.or.
(iu.ne.ip(id).and.id.ne.ip(iu))) then
call £liplin{iu,ju,k)
call fliplin(id,jd,k) IFLIP +/-5
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=jd
endif
elseif(iu.1t.0.and.id.1t.0) then
if(-iu.eq.ia(-id).and.ju.eq.jd) then
if (lat(-iu,-ju,k).eq.lat(ip(-iu),jp(-ju),k)) then
gall flipeeli~ily-Ju.X)
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call flipcol(-id,-jd,k)

ipoin(ka(k))=iu

jpoin(ka(k))=ju

ipoin(k)=id

jpoin(k)=jd

else

prob=rand()

if(prob.1t.ql) then
call flipcol(~iu,-ju,k)
call flipcol(-id,-jd,k)
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=jd

elseif (prob.1t.q2) then
call flipdial(-iu,-ju,k)
ipoin(ka(k))=-iu
jpoin(ka(K))=-ju
ipoin(k)=-iu
jpoin(k)=jp(-ju)

else
call flipdia2(-iu,jp(-ju) k)
ipoin(ka(k))=-iu
jpoin(ka(K))=jp(-ju)
ipoin(k)=-iu
jpoin(k)=-ju

endif

endif

elseif(-id.eq.ia(-iu).and.ju.eq.jd) then

'FLIP +/-6

'FLIP +/-6

'FLIP -18

'FLIP -16

if (lat(-id,-jd,k) .eq.lat(ip(~-id),jp(-jd),k)) then
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call flipcol(-iu,-ju,k)
call flipcol(-id,-jd,k) IFLIP +/-6
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=jd
else
prob=rand()
if(prob.1t.q1) then
call flipcol(-iu,-ju,k) 'FLIP +/-6
call flipcol(~id,-jd,k}
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=jd
elseif (prob.1t.q2) then
call flipdial(-id,-jd, k) )\FLIP -17
ipoin(ka(k))=-id
jpoin(ka(K))=jp(-jd)
ipoin(k)=-id
jpoin(k)=-jd
else
call flipdia2(-id,jp(-jd),k) 'FLIP -19
ipoin(ka(k))=-id
jpoin(ka(K))=-jd
ipoin(k)=-id
jpoin(k)=jp(-jd)
endif
endif

elseif(iu.ne.id.or.
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(-ju.ne.jp(-jd) .and.-jd.ne.jp(-ju))) then
call flipcol(~iu,=ju,k)
call flipcol(~id,=jd,k) 'FLIP +/-6
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=jd
endif
else
if(iu.gt.0) then
if(.not.((-jd.eq.ja(ju).or.-jd.eq.ju) .and.
(-id.eq.iu.or.-id.eq.ip(iu)))) then
call fliplin(iu,ju,k)
call flipcol(-id,-jd,k) IFLIP +7
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=jd
else if(iu.eq.-id.and.ju.eq.-jd) then
if(lat(iu, ju,k).eq.lat(ip(iu),jp(ju) ,k)) then
call. £liplin(iu,ju,k)
call fliplin(iu,jp(ju),k) IFLIP +8
jpoin(k)=jp(ju)
ipoin(ka(k))=-ip(-id)
else
call flipdiail(iu,ju,k) 'FLIP +9
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=jp(ju)
ipoin(k)=-ip(-id)
jpoin(k)=jd
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endif
else if (ip(iu).eq.-id.and.ja(ju).eq.-jd) then
if (lat(ip(iuw),ju,k) .eq.lat(iu,ja(ju),k)) then
call fliplin(iu,ju,k)
call fliplin(iu,ja(ju),k) IFLIP -8
jpoin(k)=ja(ju)
ipoin(ka(k))=-ia(-id)
else
call flipdial(iu,ja(ju),k) IFLIP +10
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ja(ju)
ipoin(k)=-ia(-id)
jpoin(k)=jd
endif
else if(iu.eq.-id.and.ju.eq.jp(-jd)) then
if(lat(iu,ju,k).eq.lat(ip(iu),ja(ju),k)) then
call fliplin(iu,ju,k)
call fliplin(iu,ja(ju),k) IFLIP +11
ipoin(ka(k))=-ip(-id)
jpoin(k)=ja(ju)
else
call flipdia2(iu,ju,k) IFLIP +12
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ja(ju)
ipoin(k)=-ip(-id)
jpoin(k)=jd
endif
else if(ip(iu).eq.-id.and.ju.eq.-jd) then
if(lat(ip(iw),ju,k).eq.lat(iu,jp(ju) ,k)) then
call fliplin(iu,ju,k)
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call fliplin(iu,jp(ju),k)
ipoin(ka(k))=-ia(-id)
jpoin(k)=jp(juw)

else
call flipdia2(iu,jp(ju),k)
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=jp(ju)
ipoin(k)=-ia(-id)
jpoin(k)=jd

endif

endif

else

if(.net((jd:eq.ipl-ju).or.jd.eq.~ju) .and.

(id.eq.-iu.or.id.eq.ia(-iu)))) then

call fliplin(id,jd,k)
call flipcol(-iu,~-ju,k)
ipoin(ka(k))=iu
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id

jpoin(k)=jd

else if (-iu.eq.id.and.-ju.eq.jd) then

'FLIP -11

'FLIP +13

'FLIP -7

if (lat(id,jd,k).eq.lat(ip(id),jp(jd),k)) then

call fliplin(id,jd,k)
call fliplin(id,jp(jd).k)
jpoin(ka(k))=jp(jd)
ipoin(k)=-ip(-iu)

else
call flipdial(id,jd,k)
ipoin(ka(k))=-ip(-iu)
jpoin(ka(k))=ju

116

'FLIP +14

'FLIP -10



ipoin(k)=id
jpein(k)=jp(jd)

endif

else if (ip(id).eq.-iu.and.ja(jd).eq.-ju) then

if(lat(ip(id),jd,k).eq.lat(id,ja(jd),k)) then

call fliplin(id,jd,k)
call £liplin{id,jaljd). k)
jpoin(ka(k))=ja(jd)
ipoin(k)=-ia(-iu)

else
call flipdial(id,ja(jd),k)
ipoin(ka(k))=-ia(-iu)
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=ja(jd)

endif

else if(id.eq.-iu.and.jd.eq.jp(~ju)) then

'FLIP -14

'FLIP -9

if(lat(id, jd,k).eq.lat(ip(id),ja(jd),k)) then

call £1dplintid Jd, k)
call fliplin(id,ja(jd),k)
jpoin(ka(k))=ja(jd)
ipoin(k)=-ip(-iu)

else
call flipdia2(id,jd,k)
ipoin(ka(k))=-ip(-iu)
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=ja(jd)

endif

else if(ip(id).eq.-iu.and.jd.eq.-ju) then

LIE

'FLIP +15

'FLIP -13



if (lat(ip(id),jd,k).eq.lat(id,jp(jd),k)) then
eall £1liplintid,jd.k)
call fliplin(id,jp(jd).k) IFLIP -15
jpoin(ka(k))=jp(jd)
ipoin(k)=-ia(-iu)

else
call flipdia2(id,jp(jd),k) IFLIP -12
ipoin(ka(k))=-ia(-iu)
jpoin(ka(k))=ju
ipoin(k)=id
jpoin(k)=jp(jd)

endif

endif
endif
endif
endif
endif
endif

enddo

*/-/-/-/-/-/-/-/-/-/-medidas de m.c. apos termalizacao-/-/-/-/-/-/-/--//-/-/

if (mcont.gt.nt) then

icont=icont+1

x[[11117171111111111111//medidas sobre cada configuracao de m.c.////////////

* acumulacao sobre todos os niveis
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t=0
del=0
amz=
amz2=0

amx2=0

do k=1,nniv
t=t+naft (k)
ifreq2(iabs(mz(k)))=ifreq2(iabs(mz(k)))+1
amz=amz+iabs (mz (k))
amz2=amz2+mz (k) **2
if(ipoin(k).eq.0) del=del+1

enddo

* acumuladores para media de monte carlo das medias sobre os niveis
si=si+t/nniv
s2=s2+del/nniv

s4=g4+amz/nniv

sb5=s5+amz2/nniv

*ITTITTTTTI LTI T LT LI LTI i 121011 1000000101111010100111111111

¥+++++++++++++++++++4medias de monte carlo a cada ntom passosttttttttttttt++

if (icont.ge.ntom) then

kmed=kmed+1

* vetorizacao das saidas
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saida(1)=s1/(icont*nlin*ncol) 1<t/spin>

saida(2)=s2/icont 1<delta>
saida(3)=s1/(s2*nlin*ncol) lautovalor
saida(4)=s4/(icont*2.*nlin*ncol) 1<|Mz|/spin>

saida(5)=s5/(icont*4.*(nlin*ncol)**2) ! <Mzx*2/spink*2>

saida(6)=(1.-saida(3))/2 !<energia/spin>

* acumalacao pa calculo dos desvios e medias

call somat(kmed,saida)

write(6,fmt=fm) (saida(n),n=1,6)

kont=0

do m=0,nlin*ncol

if(ifreq2(m).ne.0) write(7,70) m,float(ifreq2(m))
kont=kont+ifreq2(m)
ifreq(m)=ifreq(m)+ifreq2(m)

enddo

write(7,70) -1,float(kont)

* zerando acumuladores de cada medida

icont=0
s1=.0
82=.0
s4=.0
856=.0

do m=0,nlin*ncol
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ifreq2(m)=0

enddo

endif
Kbttt bbb bbb bbb bbb bbb+ fim das medias de m.c. bbbttt bbb bbb bbb bbbt
endif
x=f-/-/-/-/-/-/-/-/-/fim das medidas apos termalizacao/-/-/-/-/-/-/-/-/-/-/-

enddo

¥ calculo dos desvios

do i=1,6
saida(i)=soma(i)/nmed
if (nmed.gt.1) then
soma2(i)=sqrt(abs((soma2(i)/nmed-saida(i)**2)/(nmed-1)))
else
soma2(i)=0.0
endif

enddo

write(6,*) °? )
write(6,15) ’<t>’,’<delta>’,’<lambda>’,’<|mz|>?,’ <mz**2>’,
+ ’energia’

15 format(6(al2,1x),/)
write(6,fmt=fm) (saida(i),i=1,6)

write(6,fmt=fm) (soma2(i),i=1,86)

write(6,%*) d
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do m=0,nlin*ncol
if(ifreq(m) .ne.0) write(7,70) m,float(ifreq(m))
akont=akont+ifreq(m)
enddo
70 format(1x,i7,3x,f11.0)

write(7,70) -1,akont

close(6)
close(7)
stop
end

Aok ook ok ok ok ok ok ok s e fe ek sk ok ok ok sk sk ok sk ok ok sk s sk sk sk skok ok sk sk ok sk sk skok sk sk stk skok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk i sk ok sk sk ok ok sk ok skokokokokok ok

* gerador de numeros aleatorios (M.J.0liveira)

subroutine HEATRAND(ISEED)
common/random/ir(97),ii,iy

parameter (im=134456,iia=8121,ic=28411,rm=1./im)

ii=iseed

ii=mod(ic+ii,im)

do jj=1,97
ii=mod(iia*ii+ic,im)
ir(jjl=ii

enddo

ii=mod(iiaxii+ic,im)

iy=ii

return

end

real function RAND()
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common/random/ir(97),ii,1iy

parameter (im=134456,iia=8121,ic=28411,rm=1./im)

ji=1+(97*iy)/im
iy=ir(jj)

a=iy*rm
ii=mod(iiaxii+ic,im)
ir(jj)=ii

rand=a

return

end

e 2k ok 2k ok ok ok ok ok ok ok ok oK 3k ok kol ok sk ok ok ek ok ek Sk sk sk ok sk sk ok s sk sk ok ok sk ok sk ke ok ok ok ok ko sk ke sk sfe sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok sk sk sk ok sk ok

stk sk ook ok ok ok ok sk ok o sk ok sk o ok o ok K SR KK oK K 35K oK K K ook sk ok ok sk ko sk ook sk ok sk sk sk ko ko sk ok sk ok sk ok ok ok
SUBROUTINE FLIPLIN(i,j,k)
common/all/lat(22,22,2100) ,nafi(2100) ,nafj(2100) ,naft(2100),
+ mz(2100) ,ia(22),ip(22),ipp(22),ja(22),jp(22),
+ jpp(22),ka(2100) ,kp(2100),ipoin(2100), jpoin(2100)

lat(i,j,k)=-lat(i,j,k)
lat(ip(i),j,k)=-lat(ip(i),j,k)
nafi(k)=nafi(k)

+ +lat(i,j,k)*lat(ia(i),j,k)+lat(ip(i),j,k)*lat(ipp(i),j.k)
nafj (k)=nafj (k)

+ +lat(i,j,k)*(lat(i,ja(j),k)+lat(i,jp(j),k))

+ +lat(ip(i),j,k)*(lat(ip(i),ja(j) k) +lat(ip(i),jp(j),k))
naft(k)=nafi(k)+nafj(k)
mz (k) =mz (k) +4*lat(i,j,k)

return
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end
SRR SR K3 K 3K 3K 3K SR K S K oK S K 3K KK 3 K KoK 3K S R SR KoK oK o K sk K ok o ok o ok o ok ok ok ok ok ok ko ko sk ok ok sk sk sk ks ok sk ok
SUBROUTINE FLIPCOL(i,j,k)
common/all/lat(22,22,2100),nafi(2100) ,nafj(2100),naft(2100),
# iz (2100) 1al22),1p (225, 1pp(22), ja(22) ; jpl22) ;
+ jpp(22) ,ka(2100) ,kp(2100),ipoin(2100), jpoin(2100)

lat(i,j,k)=-1lat(i,j,k)
lat(i,jp(j),k)=-1lat(i,jp(j) k)
nafj(k)=nafj(k)

+ +lat(i,j,k)*lat(i,ja(j) ,k)+lat(i,jp(j),k)*xlat(i,jpp(j), k)
nafi(k)=nafi(k)

+ +lat(i,j,k)*(lat(ia(i),j,k)+lat(ip(i),j,k))

" +1at(i,jp(3),K)*(lat(ia(i),ip(j), k) +lat(ip(i),ip(j),k))
naft(k)=nafi(k)+nafj (k)
mz (k) =mz (k) +4*lat(i,j,k)
return
end

3K R oK R oK o oK 3 K o o oK o oK oK SR KoK o K 3 K 3K o S R 3K R SR KoK 3 K 3K K 3 K 3ok o ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ko sk sk sk ok ok sk ok ok ok

SUBROUTINE FLIPDIA1(i,j,k)
common/all/lat(22,22,2100),nafi(2100) ,nafj(2100),naft(2100),

+ nz{2100),ia(22),4p(22) ,ipp(22) , jal22) ,jp(22} ,

+ jpp(22),ka(2100) ,kp(2100),ipoin(2100), jpoin(2100)

lat(i,j,k)=-lat(i,j,k)
lat(ip(i),jp(j),k)=-lat(ip(i),jp(j) k)
nafj (k)=nafj(k)+lat(i,j,k)*(lat(i,ja(j),k)+lat(i,ip(3),k))
+ +lat(ip(i),jp(j),k)*x(lat(ip(i),jpp(j),.k)+lat(ip(i),j,k))
nafi(k)=nafi(k)+lat(i,j,k)*(lat(ia(i),j,k)+lat(ip(i),j,k))
+ +lat(ip(1),jp(j) k) *(Qat(ipp(i),jp(j),k)+lat (i, jp(j),k))
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naft (k)=nafi(k)+nafj(k)
return

end

s sk ke ok s s ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok koK 3 ok Sk ok ok ok sk ok ok ok kK ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok koo ok ok sk kR ok sk sk sk ko ok ok ok sokok skok skok

SUBROUTINE FLIPDIA2(i,j,k)

common/all/lat(22,22,2100) ,nafi(2100) ,nafj(2100) ,naft(2100),
mz(2100),ia(22),ip(22),ipp(22),ja(22),jp(22),
jpp(22) ,ka(2100) ,kp(2100) ,ipoin(2100), jpoin(2100)

lat(i,j,k)=-lat(i,j.k)
lat(ip(i),ja(j) ,k)=-1lat(ip(i),ja(j) k)

nafj(k)=nafj(k)+lat(i,j,k)*(lat(i,jp(j),k)+lat(i,ja(j) k))
+lat(ip(i),ja(j),k)*(lat(ip(i),jalja(j)) k) +lat(ip(i),j,k))
nafi(k)=nafi(k)+lat(i,j,k)*(lat(ia(i),j,k)+lat(ip(i),j,k))
+lat(ip(i),ja(j),k)*(Lat(ipp(i),ja(j),k)+lat(i,jalj),k))
naft (k)=nafi(k)+nafj(k)
return

end

oK ok sk ok ok sk ok sk sk ok sk sk st sk sk sk sk sk ok sk sk ke sk sk sk sk ok Sk ok >k sk ok sk sk s sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok skok sk ok ok ok sk ok sk ok ok ok sk ok ok skt ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok

10

SUBROUTINE SOMAT(kmed,saida)
dimension saida(7)
common/soma/soma(7) ,soma2(7)
if (kmed.eq.1) then

do 10 i=1,7

soma(i)=0.0

soma2(i)=0.0
continue
endif

do 20 i=1,7
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soma(i)=soma(i)+saida(i)

soma2(i)=soma2(i)+saida(i)**2
20 continue

return

end

s s ok ok sk ok s sk sk sk ok sk sk ok ok sk ok sk koo sk ok sk sk sk ok ok ks sk sk ok skok sk sk sk sk sk ok kol ko sk ok sk sk sk sk sk kok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk kol ok ok sk ok kosk ok
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