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Neste trabalho_desenvolvemos o formalismo do Método
Celular Variacional para ser aplicado a estruturas cristali -
nas com varios atomos por célula unitaria.

0 método foi usado para determinar a estrutura ele-
tronica do silicio, com a célula unitdria dividida em gquatro
poliedros, sendo dois atdmicos e dois intersticiais. As célu
las intersticiais foram incluidas com o fim de melhorar a mé-
dia esferica do potencial cristalino.

Os resultados obtidos concordam muito bem com os ex
perimentais, mostrando gue, mesmo para estruturas periddicas
mais complexas, o metodo exige apenas um pegueno numero de fun

goes de base para a expansao das funcgdes de onda celulares.

-
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ABSTRACT

In this work we developed the Variational Cellular
Method formalism applied to three-dimensional periodic struc-
tures with an arbitrary number of atoms per unit cell.

The Method was used to determine the electronic
structure of silicon, with the unit cell partitional into four
space-filling polyhedra: two atomic polyhedra and two intersti-
cial polyhedra. The intersticial cells were included in order
tc improve the spherical cellular potentials.

The obtained results are in very good agreement with
the experimental results, showing that even for more complex
periodic structures the Method requires only a few number of

base functions.
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INTRODUCAQ

Dos diversos métodos existentes na literatura1 sobre cal

culos de niveis de energia em estruturas cristalinas, utilizamos u

- N 42,3
ma recente versao variacional

ner—Seitz-Slater4-6.

do antigo método celular de Wig-

No modelo proposto por Wigner—Seitz4'5, os autores divi-
diram o espag¢o cristalino em poliedros de formas e tamanhos iguais,
centrados em cada ponto da rede (células de Wigner-Seitz). O poten
cial médio sentido por um elétron no interior de cada poliedro foi
tomado como esfericamente simétrico em relacdo ao centro desse po-
liedro, de tal meodo gue a fungdo de onda eletrdnica pode ser expan
dida em harmonicas esféricas nessa regido. A equacdo radial de
Schroedinger para um elétron, com solucdo regular na origem, & re-
solvida dentro da célula e as condi¢Ges de contorno impostas fo-
ram: a continuidade da fun¢ao de onda e da componente normal de seu
gradiente na superficie de separacdo das células.

Porem, Wigner e Seitz consideraram que os poliedros atd-
micos nao diferiam muito de uma esfera, aproximando-os entdo, por
esferas de mesmo vclume que a célula unitdria. Com isso, a condi-

+
¢do de contorno tornou-se simplesmente —E%ﬁfl— =0 nas superfi
cies esfericas.

Pouco tempo depois, Slaterﬁ, estudando a estrutura ele-

)
trdnica do sodio metalico, nao faz a aproximacdo dos poliedros atd

micos por esferas, mas considera-os em sua forma coriginal. Os es-



tados eletronicos sdo estudados supondo campe central dentro des-
sas celulas com relagdo aos seus centros e impondo as condigdes de
contorno a serem satisfeitas pelas funcoes de onda e suas deriva -
das sobre as superficies desses poliedros.

Kimball7, em 1935, fez um estudce da estrutura eletrdnica
do diamante através do modelo celular de Wigner-Seitz-Slater, vi-
sando explicar as principais diferengas entre metais e ndo metais,

Como sabemos, a estrutura cristalina do diamante & cUbi-
ca de face centrada com dois atomos por célula unitaria. Desta for
ma, dividindo o espago cristalino em poliedros atdmicos, a .celula
de Wigner-Seitz para a estrutura do diamante e um soélido dé 16 la-
dos, conforme ilustrado na Figura 1. Como se tornou impraticavel
gatisfazer as condicdes de contorno scbre as 16 faces destas celu-
las, Kimball adaptou as autofuncdes de forma gue seus valores e
suas derivadas normais fossem continuas nos quatro pontos centrais
das faces hexagonais (ponfos de Kimball). 1Isto seria feito simul-

tancamente para as duas células de Wigner-Seitz do diamante.

FIGURA 1.
Celula de Wigner-Seditz para
a estrutuna 40 diamante.

=

As autofuncdes escolhidas para satisfazer as condigles



de contorno foram construidas de uma autofun¢do s e trés autofun
goes p para cada um dos dois atomos da célula unitaria.

Dentro deste esguema, Kimball obteve excelentes resulta-
dos qualitativos, embora fossem dificeis de serem obtidos quantita
tivamente.

Para verificar a validade dc método celular, Shockley8
argumenta que existe apenas um caso sollivel exatamente para o qual
o método celular poderia ser aplicado e testado. Este & o caso da
rede vazia, onde o potencial esférico-simétrico deve ser tomado
constante no interior de cada celula. A aplicacio do métedo celu-
lar para um cristal simulado, no qual o potencial & considerado
constante, deveria reproduzir exatamente o0s niveis cristalinos de
elétrons livres. Desta maneira seria possivel comparar as solugdes
obtidas através do método celular com sclugdes exatas e assim ob-—
ter uma estimativa da precisac do método.

No entanto, fazendo os cadlculos pertinentes a uma rede va
zia do tipo cubica de corpo centradeo (cec), Shockley encon£rou re-
sultados que diferiam em ate 30% do valor exato, © que pds ém davi
da a credibilidade do método celular. Ainda, da analise de seus
resultados, poderia se concluir que as discrepancias observadas nos
autovalores eram provenientes do pequeno numero de termos tomados
na expansao da funcao de onda életrﬁnica, sendo necessario utili -
zar uma base bem maior para se obter uma razoavel convergéncia dos
autovalores do método celular.

Ko?ng, em 1952, mostrou que o método celular podia ser
obtido por um principio variacional. © funcional propostd;xn:Kohn

10,11

foi utilizado por Jenkins e Pincherle em calculos dos niveis



de energia do silicio através do método celular. No entanto, obti
veram autovalores gue sO convergiram razoavelmente para harmdnicas
reais de ordem > 8 na expansao celular da fungdo de onda eletrdoni
ca.

Em cutro trabhalho sobre o método variacicnal aplicado a
potenciais periodicos, Leigh12 considera que a arbitrariedade no
principio variacionai leva a uma arbitrariedade no autovalor encon
trado, usando como fungdes tentativas um dado conjunte finito de
fungoes de base. Tais fun¢les, assim como suas derivadas normais
sao descontinuas na superficie da celula unitaria. Definiu, tam-
bém, um funcional basico ligeiramente diferente daquele proposto
por Kohn e observou que outras expressoes variacionais podiam ser
construidas, simplesmente adicionando-se a esse funcional termos
constituidos de integrais de superficie que se anulam, em primeira
ordem, para variag¢Oes de uma funcdo de onda suave. |

Os efeitos de déscontinuidade na funcao de onda e de seu
13

gradiente em superficies foram estudados por Schlosser e Marcus

14,15 retomaram o estu-—

Mais recentemente, Leite e outroeos
do da estrutura eletronica do diamante através do método celular.
Os calculos foram feitos com a célula unitaria dividida em dois e
em gquatro poliedros atOmicos. A dependéncia da estrutura dos ni-
veis de energia na escolha dos 'pontos scbre as faces e a base esco
lhida foi cuidadosamente examinada e ficou demonstrado gque pratica
mente todas as dificuldades encontradas nas aplicag¢bes anteriores
eram provenientes do uso de uma base ineficiente. Introduzinde um

: ,

numero elevado de componentes harmdnicas esféricas na expansao ce-

lular, a disposigdac dos pontos sobre as faces se torna irrelevante



e a mesma estrutura dos niveis de energia foi obtida para diversas
configuragdes dos pontos sobre as superficies das células.

Em 1978, Ferreira e Leitez’3

r Visando recuperar a prati-
cabilidade do metodo celular e ac mesmo tempo, preservar a sua for
ma simples e flexivel, sugeriram uma nova versdo variacional, to-
mando por base o trabalho de Schlosser e Marcus. Essa nova versdo
variacional foi aplicéda com €xito A& moléculas diatdémicas, revelan
do-se muito eficiente quanto a rapidez na convergéncia dos autova-
lores de energia.

Posteriormente, © meétodo celular variacional foi éxtendi
do & calculos de niveis eletrdnicos de cristais com um &tomo  por

ceélula l.1nite'1rir;116_19

. O teste da rede vazia proposto por éhockley
foi aplicado a estrutura cristalina de corpo centrado mostrando que
a formulagao variacional torna o método celular altamente competi-
tivo com outros métodos de determinacao de autovalores e autofun -
¢Bdes em sdlidos. Os calculos foram realizados para o sddio metali
co e para o litio mostrando gue o método € preciso e converge rapi
damente.

Desta forma, o principal objetivo, desde entdo, tem sido
o de implementar e aprimorar o método celular variacional para es-
truturas periddicas. Como os resultados obtidos comprovam a efica
cia de tal método, fomos encorajados a desenvolvé-lo para estrutu-
ras cristalinas mais complexas.

Assim, a principal finalidade deste trabalho & a.aplica-
gao do MCV para o calculo de niveis de energia de estruturas cris-

'

talinas com um nimero arbitrario de atomos por célula unitaria. Pa

ra isso, determinamos a estrutura eletronica do silicio com a célu



la unitaria dividida em qguatro poliedros atdmicos. A inclusdo das
duas células intersticiais foi feita com o intuito de melhorar a a
proximac¢aoc esfeérica do potencial15.

Desta forma, nosso estudo & de grande interesse pois, em
bora exista na literatura varios calculos de niveis de energia do
silicio, os melhores resultados ainda sdo obtidos através de méto-
dos de pseudo-potenciél semi—empiricoszo_32.

0 nosso objetivo €, portanto, mostrar gque através do MCV
podemos obter uma rapida convergencia nos autovalores dos niveis
de energia do silicio, incluindo harmdnicas tetraédricas somente a
té Rmax = 4 na expansao celular da funcado de onda eletrdnica.

A formulacgdo tedrica de nosso trabalho encontra-se no ca
pitulo II, o qual foi subdividido em duas partes. Na primeira par
te, fazemos uma breve descrigdo do método celular variacional para
cristais com um atomo por célula unitaria e na segunda parte desen
volveremos a formulagdo variacional do método celular para cris-
tais com um numero arbitrario de atomos por célula primitiva.

A aplicagdo do método para ¢ silicio com guatro atomos
por célula unitaria e os resultados obtidos encontram-se no capitu
lo III. As conclusoes de nosso trabalho sao apresentadas no capi-

tulo IV. Incluimos, também, trés apendices gque complementam o for

malismo tedrico de nosso trabalho.



METODO CELULAR VARIACIONAL

II-1. METODO CELULAR VARIACIONAL PARA CRISTAIS COM UM ATOMO POR CE
16,17

LULA UNITARIA

A formulacao basica do Método Celular Variacional desen-—

volvida por Ferreira e Leitez’3

e feita assumindo inicialmente a i
déia original do Método Celular. Divide-se o espago cristalino ou
molecular em celulas, "i", arbitrarias em principio. Geram-se den
tro de cada célula func¢des tentativas ¢i ; Supondo um campo cen-
tral esfericamente siméetrico para os elétrons, Usa-se, entao, es
sas fungoes numa expressao variacional para a energia ¢

chmwzwi e = )jjsmw; [—$2+v(i’)]wi +

i i

1 * *
+ T z ads (wl - I‘Uj){anwj - 3 lp) +

n’'1
Sij
1 * *
ij

onde a integral de volume & na ?élula "i" e as integrais de super

ficie sdo efetuadas sobre as superficies Sij entre as células "i"

Somam-se as contribuigdes dos volumes de todas as células

e "]
e as contribuicdes de todas as superficies de separacgao. V(Y) &
o potencial e’ 9 _%. e a derivada normal na superficie Sij da cé

lula "i", onde a normal & dirigida para fora da respectiva celula.



Antes de prosseguirmos com o desenvolvimento do método,

provemos que a expressao (1) & de fato variacional com & real.

Tomando basicamente o trabalho de Sholosser e Marcus13pg

demos escrever a seguinte expressdo variacional para a energia €

real sempre

[zjdﬂ w; ]‘Ui}e _ 'iZJdQ [WI-Wi sy, V(E) upi] +

1 * * * *
i 2l st (5 =3) (B s =3 00) + (9 =9,) (B vy -8 91) | (2)
i3

e com ¢ auxilio do teorema de Green

[dn [¢$2¢+%.%] = st $3, 9 (3)

a expressao (2} torna-se

[Estz vy wi]e - %J‘dg v [-$2+V(¥)] v,

1 * 2 *x
+ —Z—SX st (29,9 ¥, + wjanwj) +

* * * *
ds Ewi-wj)(anwj-anwi) N “”i“‘"’j”an"’j'an‘*’i’]

+
N|_.
S e |
—_—

Reagrupando os termos' de superficie desta expressdo, che
gamos a expressdc (1), implicando que esta & variacional com € real.
Para obtermos a equacao secular deste principio variacio
nal, considerﬁmos como fungdes tentativas aquelas dadas pelo méto-

do celular.



> -+
wi(r) = ; cik fil(r) (4a)
onde
£..(¥) = REO r.) Y™ (e
ik = Ry lxy) ¥,00,,94) {4b)
e ) representa o par de numeros quanticos (£,m); ;i = (ri,fi)
€ um raio vetor com origem no centro da célula "i", Yh(fi) sao as
. £
conhecidas harmonicas esféricas normalizadas; Rgol;i) 580 as so-

lucdes da equacgao radial de Schroedinger para o valor de energia
€5 © €4, sao coeficientes a serem determinados.
A Figqura 2 representa esquematicamente o poliedro atdmi-

co de um cristal com um atomo por célula unitaria. As equagdes que

jul i

lp——

FIGURA 2. v

0

Esquema do poliedro atomico
de um cristal com um atomo
por celula unitaria.

-l
=1

J—

T

expressam as condigoes de periodicidade do cristal (teorema de
Bloch39) apropriadas ao vetor de onda k podem ser escritas como:

wi(;-) - e Y, (T) (5a)

anwi(¥') = - e BT 3y, () (5b)

onde as derivadas normais, an , estdo dirigidas para fora da célu-
la considerada. Os pontos T e I {pontos conjugados) estaoc so
bre a superficie do poliedro "i" e sac separados por um vetor da

rede direta T . Essas equacdes garantem a continuidade da fungéo
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de onda cristalina e de sua derivada normal sobre a superficie do
poliedro.

Usando a representag¢ao celular da fun¢do de onda (Egs.4)
e o tecrema de Bloch (Egs.5), chegamos & equagdao secular para es-—
truturas cristalinas com um atomo por célula unitidria através da ex
pressao variacional {Eqg.1):

L <A | H[A>c = 0 (6)

A
onde H é uma matriz quadrada hermiteana, cujos elementos sao da-

dos por

=3
ik.T > x>, * >, >
dS% e fl(rd %1fl,(r )+ fl,(r ) %1fk(r)

(7)

A soma €& sobre todos o0s vetores da rede que ligam as fa-

ces paralelas do poliedro atOmico e as integrais sao realizadas SO

-

0] = : -+ - * -
bre as superficies definidas pelos vetores r . Os indices da célu

la "i" foram suprimidos por estarmos considerando apenas uma celu-

la.

As equacOes (6) e (7) sao basicas do método. Comc as fun
coes fA sdo parametrizadas em €, © determinante gque fq;nece a
solugdo nado trivial da equacgao (6) & parametrizado em €p - * Logo,

L}

ate anular o de-

os autovalores serao encontrados variando-se SO

terminante da matriz secular.
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ITI-2. METODO CELULAR VARIACIONAL PARA SOLIDOS COM N ATOMOS POR CE

LULA PRIMITIVA

]

Vamos considerar uma rede periddica tridimensional com-
posta de M células primitivas e com um namero arbitrario de ato-
mos por célula unitaria. Podemos adicionar a essa estrutura polie
dros intersticiais dé tal forma que também ai, o potencial seja es
férico-simetrico.

Para desenvolver o formalismo do MCV para ser aplicado a
solidos com N atomos por celula unitaria, devemos retomar a ex-
pressao variacional dada pela equagdo (1)

* * -

gjdﬂwiwi e = gjdn\ui [-§2+V(r):|wi +
A 1] J as (by = ¥y (O ¥ - 345

1 * *
+ 5 ; g J dS (wy + ¥5) (3 vy + Bwy) . (1)

M L1]

Agora, a integral de volume e feita no poliedro "i" e a

integral de superficie & sobre as superficies Sij entre os polie
dros llill e "jll

Para obter as condig¢ges de estado estacionario, fazemos
variacdes arbitrarias nas funcdes de onda, por exemplo, nas fungdes

do poliedro S, impondo de = 0. Assim

32 _ 1 *
g an Gws (=-V" + Vv e) Yy + 5 ) dssj 83, (¥
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1
+ S{ s

1}
o]

*
Gws (anwj + ans) + CcC
s3]

onde c¢c indica o complexo conjugado dos termos gue estdo entre
- *
chaves. Tratando as variacdes em ws e wS como se fossem inde -

pendentes, podemos omitir o termo cc e encontramos as condigdes

(~¥% + V) vy

= € Y (8a)
Ve = v, (8b)
3
SSj SSj
ans S - - anwj S . (8e)
s3 s3]

As equagdes acima implicam que as fungdes de uma particu
la devem satisfazer a equa¢do de Schroedinger e ser continuas com
derivadas normais continuas nas superficies dos poliedros.

Considerando que as autofunces wi satisfazem a equa-
gao de Schroedinger {8a), as integrais de volume da expressdo (1)

sao iguais e obtemos

* *
E § J dS (g = ¥y) (3,95 = 3, 9;) «

* *® 0
+ z Z das (lbl + w]) (3n'JJJ + 3n¢i) .
1]
]
Assim como na se¢do anterior, podemos deduzir a equagao
secular para estruturas cristalinas com um numero arbitrario de a-
tomos por célula unitaria, usando a representac¢do celular das fun-

t

coes de onda indicadas pelas equagdes (4), ou seja
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v () = § ey, £,,(F) ' (4a)
d £, (¥) = Reo T (8

Devido a periodicidade da rede cristalina, a expansao dos
coeficientes Ciy em diferentes células estao relacionados pelo
Teorema de Bloch. Vamos, entldo, considerar o par de células cor-
respondentes a {I,L). Estas podem ser células atdOmicas ou inters-
ticiais, ou uma célula atdmica e uma célula intersticial. Vamos as

3 > - r ] . -+ Y
sumir que ¢ ponto r esta sobre a superficie do poliedro I e r
sobre a superficie do poliedre L (pontos conjugados) e sao separa

dos por um vetor T da rede direta.

Desta forma, podemos reescrever a equacao (9) como

* *
* *
. § J aspy by - ¥y) (w5 - 3,9p) + § J dsys (3,05 + 3, 0p) (b +¥,) = 0

(10)

As equacoes que expressam as condigtes de periodicidade

do cristal (Teorema de Bloch) podem ser escritas como
+, _ -+
wL{r ) = e wL(r) {11a)

3, ¥y (T*) (11b)

Il
1
()
<
[
=

que associadas com as condic¢des de estado estacionario (8b) e (8c)
t

nos dao
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b ) =TTy @ (12a)
anwj(?) = e"ik'f wL(§') (12b)
ou ainda
- 'ﬁ % -+
v () = et Y (T) (13a)
B0y (E) = Ty (@) (13b)

Aplicando as condigdes (12a) e (12b) nas duas primeiras
somas de {(10) e as condigdes (13a) e (13b) nas duas somas restan -
tes, a soma E se reduz a uma soma scbre os vetores deslocamentos

J
} nas faces do poliedro, ou seja

+
T
.
- > 3
-ik.T ik.? * *
z asg [wI - e wLJ[e N 2
Ti
f -+ = = 5
-ik.T * ik.T _*
+ z ds% [e anL + aan][wI + e WL, +
T.
( b e = B
ik.T -ik.T
+ z asz [¢L -e wI](e d Wy = AW | o+
T-
[ > > > >
i * —1 x
+ 1| dsz [elk'T 8 ¥r + anwLJ[wL v e 1iK-T vyi = 0 (14)
—
T-

Desenvolvendo esta ultima expressao e levando em conta a

conservacao de carga ou densidade de corrente eletronica

* * * D 2 %
J ds (y 3 ¥ - Y3 v ) = J an [:p vey - vy ‘] = 0

t

obtemos
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f >
I | asy e*-T [wli?) 3,V (B1) + Wl (EN) o wlt?)]
F .
o 1| asy e7iKT [wL(?') 2,01 @ w @ e En | =0 as)
7 |

ou, usando a representacac celular da func¢do de onda indicada pela

expressao (4)

—ij{’.% +| * >
* _g e IdS$ |:Az, Car T (F7) 9, ; °ry fra(x) o+
7

1]
=
—
-
fu]
—

A Al

-

* * -
+ L oery (0 3, ] oy fLA"r'):l

Tomando variacgdOes independentes &y e Gw* de ¢ e vy

respectivamente, tal gque
v = § sc, fA(_f) (17)

- , o *
encontramos, apds agrupar as variacgdes em ¢ e Y,
]

ik. T *
.’\(r)B fm,(r )+ fm.(r )3 fn(r) 8 +

% AE' J dS% e

-ik. T f pa f £ (Y §c
e Lll(r )8 (r) + (r)a L}\'(r ) cLll CIA =
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7 | as KT e st @ 4 £ et (D) |t s
L, A ()3T, L)' nf1a L2 19C12

+, * * + *
+ e fLA'(r )anIA(r) + fIA(r)anfLA'(r E] S GCLA'

Como as variagdes saco independentes, cada lado da igual-
dade acima deve ser identicamente nulo e podemos tomar apenas um

deles, ficando com

F iK,% > f* -+, * >, £ >,
111 dse Eo (D)3, fry (") + £, (2 £, (") | e, +
G
r -ik.T > * o> * o> >,
+ E ; ds e Eoa )3 £, () + £, (D)3 £ (E')| ¢y, = O
T (18)
Podemos observar que se trocarmos a soma em T do segun
do terme por uma em (-%), teremos exatamente o primeiro termo, che

gamos a uma forma mais compacta

P
ik.T + * >, * >, -+ _
z ; [ dsy e {%Ik(r)anle'(r ) + £ (x )aanA(r{] cpy = O
T (19)
Assim, a equacao secular fica na forma

<LA' | H |Ix> ¢ = 0 (20)
5 IX,

para todo A' , onde cada elemento da matriz sera dado por:

— B
\ B L iK.T L x> >
<LA'Y| H |IA> = % J asy e |}:n(r)anfm.(r )+ £, (1 )anfn(r):l

{21)
A matriz secular & hermiteana, pois
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. -
dS% e-lk.T

* e +, > * >
fIl(r)anle,(r ) o+ fLA'(r )anIl[r)

H{ t~1

iK-_T’ * -> +| +| * -

(-T)

it

<IX| H |LA'>

A soma em T & sobre todos os vetores da rede que ligam
duas faces paralelas, sendo uma do poliedro I e outra do poliedro
L . As integrais de superficie sac realizadas sobre as superficies
definidas pelos vetores T da célula I.

E da mesma forma gque para o caso da formulacao variacio-

nal para so0lidos com um atomo por célula unitaria, a equagidoc secu-

- . . - o,

lar e parametrizada em Eo atraves de R2 (r) e os valores de
Eo ; gue tornam nulo o determinante associado as equagdes (20) e
{21), sdo os autovalores de energia do elétron no cristal.

O procedimento usual para se calcular esses autovalores
€ © seguinte: |

Determinamos, inicialmente, o potencial cristalino esfe-
rico-simétrico e, a seguir, dade um conjunto de valores de energia,
resolvemos a equagao radial:de Schroedinger para cada energia pelo

método de Numerov e utilizando a simetria do cristal construimos

as fungdes de onda de base para um zmax especificado. Para um de

!

& .
terminado vetor de onda Kk, montamcs a matriz secular e calcula-

mos o determinante para cada valor de energia. Quando ocorrer uma
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mudan¢ga de sinal do determinante, fazemos uma interpolacao nos va-
lcres de energia e determinamos o autovalor.

Assim, como uma complementacao do formalismo tedrico de
nosso trabalho, apresentamos no Apéndice A o procedimento adotado
para o calculo do potencial cristalino e no Apéndice B apresenta -
mos uma breve descricéo das harmdnicas esféricas reais e descreve-
mos © procedimento para a obtengéo de fungdes de onda simetrizadas.

As fungoes fil(;) e anil(;) gue aparecem na inte-
gral de superficie da equacdo (21) dependem de pontos tomados so-
bre as superficies poliédricas. Assim, precisamos considerar pon-
tos sobre essas superficies para realizar a integragdao. A escolha
desses pontos e o procedimento usado para realizar essas integrais

sao apresentadas com maiores detalhes no Apéndice C.
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- 111 ~
APLICACAO E RESULTADOS

Para a aplicagaoc do Metodo Celular Variacional para es-
truturas periddicas tridimensionais com um numero arbitrario de a-
tomos por ceélula primitiva, escolhemos o silicio como material de
interesse.

Como ja dissemos na introducao deste trabalho, este & um
estudo de grande interesse no desenvolvimento do MCV pois, o©os me-
lhores resultados existentes na literatura sobre a estrutura deste
elemento foram obtidos através de métodos de pseudo-potencial semi
-empiricos.

Incluindo duas vacancias intersticiais na célula primiti
va, calculamos os niveis de energia do silicio considerando-o como
uma estrutura periddica com quatro atomos por célula unitaria.

Assim, dividimos este capitulo em duas partes, para que,
antes da apresentag¢ac de nossos resultados, possamos fazer um estu

do da estrutura cristalina do modelo de gquatro atomos.

IIT-1. ESTRUTURA CRISTALINA DO MODELO DE QUATRO ATOMOS POR CELULA
UNITARIA

Assim como o diamante14'15

, © silicio apresenta uma es-
trutura cristalina cubica de face centrada com dois atomos por cé-
lula unitaria. Estes dois atomos da célula unitaria estao orienta

dos na diregao (1,1,1), sendo cada atomo coordenado com seus vizi-
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nhos segunde um tetraedro (Figura 3).

FIGURA 3. Ldigacoes ftetrnaedricas na esthutura de diamante.

A célula de Wigner-Seitz desta estrutura € um poliedro
de 16 lados, conforme mostra aFigura 1, sendo que os hexagonos cor
respondem as faces nas diregdes dos primeiros vizinhos.

Nesta representagao € dificil de se conseguir uma boa me
dia esférica para o potencial cristalino em regides exteriores ao
poliedro atdmico 1°.

Uma representagdo alternativa e tratar a estrutura do si
licio como um modelo de quatro atomos por célula unitéria15. Nes-
se caso, a célula unitaria tera dois atomos de silicio e duas va-
cancias localizadas ao longo da direcgao (1,1,1).

’

Ignorando a natureza das posicOes atOmicas e intersti-
ciais e tratando-as igualmeﬁte, temos uma rede cibica de corpo cen
trado, para a qual a celula de Wigner-Seitz € um poliedro de seis
faces quadradas e oito faces hexagonais conforme a Figura 4.

Assim, a estrutura 4o silicio & formada por um conjunto

de quatro destes poliedros alinhados ao longo da diagonal do cubo,
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FIGURA 4. Celula de Wigner-Seitz do modefo de 4 dtomos por célula.

gue contém os atomos de acordo com a Figura 5.

0 potencial dentro das células vazias € calculado .da mes
ma maneira que o calculamos para as celulas contendo silicio porém,
considerando apenas a contribuigao das camadas de atomos de sili-

¢io vizinhos mais proximos.

Assumindo as posig¢oes atdmicas em (0,0,0) e j}i (1,1,1)
e as posigoes intersticiais em j}i (2,2,2) e :?i (3,3,3) , temos
gque a distancia entre dois atomos vizinhos de silicio & [d] = —%—
da diagonal do cubo, onde d = :%L {1,1,1) e ap € o parametro da
rede.

Fazendo d = (a,a,a) , © centro da face hexagonal, que
liga dois poliedros contendo silicio, estara na coordenada B -
= ({%—,%;-,%?) . Na celula de Wigner-Seitz, os pontos centrais das

faces hexagonais sido denominados de "pontos de Kimball"7. Na Tabe
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FIGURA 5. Celufa unitaria da estrutuna do sildcic xrepresentado ponr
guatro cctaedros alinhados ao Longe da diagonaf do cubo. 08 dodis
infeniones sdo poliednos atomicos e o0s dois supeniones sdao polie -

drnos Anfensticiadls.
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la 1 apresentamos as coordenadas dos pontos de Kimball, em fungdo

de aL/8 ;, onde T sdo os vetores de translacdo da rede.

TABELA 1. Coordenadas dos pontos de Kimball das celufas de Wignen
-Seditz para o modelo de 4 atomos.

12 célula 22 gelula 3% celula 43 celula
Si Si ' ' A

T

(1,1,1) (1,3,7) (0,0,0)
(1,7,1) (1,1,7) (4,4,0)
(1,7,7) (1,1,1) (0,4,4)
(1,1,1) (1,1,1) (4,0,4)

) (0,0,0)
) (4,4,0)
/1) (0,4,4)
1) (4,0,4)

) (0,0,0)
) (4,4,0)
) {(0,4,4)
) {4,0,4)

) {(1,1,1) (0,0,0)
) 1,7,1) (4,4,0)
) (1,7,7) (0,4,4)
) 1,1, (4,0,4)

Na uniéoldas célﬁlas atraves dos vetores de translacéo
da rede, podemos ver que os pontos conjugados P, gque ligam estas
células vizinhas, s&o os pontos das faces opostas da célula que es
tamos considerando, porém no sistema de coordenadas da outra célu-

- ~ . - = .
la. Assim, as células sdo ligadas atraves de T e temos ainda
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ou T = P-P+4d (22)

Desta forma, os vetores de translagac que ligam as célu-

las vizinhas (silicio com silicio, silicio com vacdncia ou vacan-—
4y,
cia com vacincia) sao obtidos ao considerarmos d = = (1,1,1).
~ . . - - ~
Na ligagao da primeira celula com a quarta, os vetores T sao ob-
. . 3 = 3
tidos considerando e a7 {(1,1,1) .

As faces quadradas sO unem silicio com vacancia e vi-

'+ - X
ce-versa, portantc os vetores T sao obtides ao fazermos d =
a
= -—%L (2,2,2) . As coordenadas dos pontos centrais das faces qua-

dradas, em termos de aL/4 sao apresentadas na Tabela 2.

TABELA 7, Coordenadas dos pontos centradis das faces quadradas do
poliedro de Wignen-Seitz no modelo de 4 atomos por celu

La. .

18 célula 23 célula 38 célula 42 célula .
Si Si v v B
(1,0,0) (1,0,0) (0,2,2)
(0,1,0) {(0,7,0) (2,0,2)
(0,0,1) (0,0,7) (2,2,0)
(1,0,0) (1,0,0) (4,2,2)
(0,7,0) (0,1,0) (2,4,2)
(0,0,1) (0,0,1) (2,2,4)

(1,0,0) (7,0,0) (0,2,2)
{0,1,0) {0,7,0) (2,0,2)
(0,0,1) (0,0,7) (2,2,0)
) (7,0,0) (1,0,0) (4,2,2)
(0,7,0) (0,1,0) {2,4,2)
(0,0,7) (0,0,1) (2,2,4)
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ITT-2. CONVERGENCIA E NIVEIS DE ENERGIA DO SILICIO

Para o estudo da convergéncia e calculo dos niveis de e-
nergia do silicio através do Método Celular Variacional, wutiliza-
mos o modelo no qual a estrutura do silicio é tratada como duas re
des interpenetrantes do tipo do diamante, sendo que uma delas loca
liza as posig¢les atdmicas e a outra as posigdes intersticiais (Fi-
gura 5). Esperamos com isso, uma melhor apreoximacao esférica para
o potencial cristalino do gue na representacao usual do silicio15.

Para calcular os elementos da matriz secular (21} do MCV,
devemos realizar integragdes numéricas sobre as faces dos polie-
dros. O procedimento utilizado para o calculo de tais integrais
esta descrito no Apéndice C.

Adotamos como fungoOes de base na expansao celular as har
ménicas tetraedricas, gue sdo combinacdes lineares das harménicas
esféricas convencionais é se transformam de acordo com as represen
tagdes irredutiveis do grupo do vetor de onda, sendo seus coeficien
tes determinados segundo a tabela de Altmann e Cracknell40. Embora
diferentes numeros de harmdénicas esfericas possam ser intrbduzidas

!
nos poliedros atdmicos e intersticiais, achamos conveniente usar o
mesmo numero de harmonicas nos dois tipos de poliedros. Maiores de
talhes sobre a simetria e a eébolha das fungbes de base podem ser
encontrados no Apéndice B. '

O potencial cristalino foi determinado levando ém conta
a contribuiqéo de 10 camadas de atomos vizinhos e o termo de ex-

- . 4
change considerado em nossos calculos foi o propostO]gx‘&jrkShmn1.

0 procedimento usado para calcular a média esferica do potencial
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cristalino encontra-se no Apéndice A.
0 parametro da rede do silicio foi tomado com o valor de

5.431 A %4,

Nas Tabelas 3 e 4 apresentamos 0s resultados cbtidos no
estudo da convergencia dos niveis P1 e T,;, da zona de Bril -

louin, onde 2 .. significa o maximo valor do momente angular con
siderado na expansao celulaf e NPF o numero de pontos tomados em
cada face quadrada e hexagonal do poliedro atdémice para se calcu -
lar a integral de superficie. Esses resultados referem-se a calcu
los ndo autoconsistentes e os autovalores de energia sao dados em
unidades de Rydbergs (Ry).

Podemos observar ainda gque a convergéncia do autovalor
se da, tantc em relacdo ao numero de pontos tomados para se efetuar

a integracdo sobre as superficies poliedricas, quanto aos valores

de & considerados. Para um dado valor de £ r a solucgdo
“max max

-

converge ao se atingir um nimero de pontos adequados sobre as fa-
ces da célula de Wigner-Seitz. Uma vez determinado esse nimero de
pontos, a solucdo ndo & mais sensivel a quantidade e localizagao
dos pontos. Dal a total flexibilidade na escolha dos ponto§ para
a realizacdo da integral de superficie da expressao (21), eiiminag
do uma das dificuldades iniciais do método celular de Wigner-Seitz
-Slater. Este carater duplame;te variacional do métodc)cefular“tem
sido verificado por varios Besquisadores desde a sua formulacao va
riacional proposta por Ferreira e Leite2’3’16.

Qutroc ponto importante a salientar & gque obtemos resulta

dos completamente convergentes para uma expansao em harmonicas te-

traédricas ate a ordem 4 (gmax = 4) e para um conjunto de 7 pontos
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TABELA 3. Convengencia do nivel r, da zona de Brilloudin do 8424
edlo.
- ‘max 0 3 4 6
01 -1.482 -1.584 -1.558 —
02 -1.458 -1.550 -1.538 —
03 —-1.455 -1.549 -1.536 —
04 -1.397 -1.543 ~1.521 e
05 -1.398 -1.540 -1.521 e
06 ~-1.398 -1.527 -1.529 -1.517
07 -1.398 -1.531 -1.522 =-1.523
03 -1.398 -1.531 -1.520 ~1.522
TABELA 4. Convergincia do nivel T,,, da zona de Britlouin do s4
2icio.
“max 1 2 3 4 5
NPF

01 -0.704 -0.894 -0.772 e o
02 -0.652 -0.9207 -0.694 -0.817 —_—
03 ~-0.606 -0.816 -0.735 -0.781 -0.702
04 ~0.579 | -0.805 | -0.673 | -0.680 | -0.661
05 -0.553 -0.811 -0.677 -0.660 -0.653
a6 -0.609 -0.802 -0.679 -0.640 -0.656
07 -0.597 -0.798 -0.644 -0.640 -0.631
08 ’ ~-0.601 -0.800 -0.648 -0.651 -0.641
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por face. O nivel Iy, converge para -1.52 Ry e o nivel Togo
para -0.64 Ry com desviecs da ordem de 0.01 Ry.
Podemos notar ainda que, fixado um numero de pontos por

face, o autovalor de energia do nivel pode desaparecer ou mesmo di

vergir, quando aumentamos a ordem de imax . E o que ocorre guan-
do tomamos Rmax =6 e de 1 a 5 pontos por face no nivel - P1 e
gmax =5 e 1 e 2 pontos por face no nivel F25,. Isto se deve ao

fato do numero de pontos tomados ndo ser suficiente para descrever
corretamente a funcao de onda na superficie poliédrica.

Por estes resultados obtidos, consideramos entao que po-
diamos tomar o conjunto de 7 pontos por face com harmdnicas esferi
cas que incluiam ate zmax = 4 na expansao celular, para o calcu-
lo dos niveis eletrdnicos de energia de qualquer ponto do espacgo
X . Fixado esse conjunto fizemos todos os calculos pertinentes a
estrutura eletrdnica do silicio.

Os autovalores ée energia associados com a faixa de va-
léncia e a mais baixa banda de condugdo para pontos de alta sime-
tria da zona de Brillouin e ao longo das linhas de simetria A, A
e I sao mostradas na Figura 6.

Na Tabela 5 apresentamos os niveis de energia obtidos

com o Metodo Celular Variacional, para pontos de alta simetria da

’
zona de Brillouin T', X e L. Procuramos comparar nossos resul-

tados com agqueles obtidos ao se usar os diversos métodos31_34 de

cialculos de niveis cristalinos na literatura cientifica. Todos os
valores nesta tabela tém como referéncia o topo da faixa de valén-

cia F25,.
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L A ' A X K £ r

Estrutuna dos nivedls de enengia do silicio, baseado no
modelo de 4 atomos pon celula unitdria, caleulados pelo
MCU.
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TABELA 5. Autovafores de enengia em eV para alguns pontos da zo-
na de Bailfloudin. O ftopo da faixa de vakléncia fod esco-
Rhide como fendo energia zeno.
veM LcGo® LAPWP opwW® Pseudopot . 2

P1 -11.86 -12.20 -12.02 -12.04 -12.20

F25. 0 0 0 0 0

F15 3.63 2.66 2.49 2.33 2.48

P2. 4.94 3.05 3.18 3.31 2.50

X1 -7.61 -8.03 -7.84 -7.83 -8.02

X4 -2.77 -3.11 -2.82 -3.00 -2.93

X1 1.16 3.79 g.55 0.34 0.52

L2, -5.61 -9.86 -9%.64 -9.63 -5.92

L1 -5.28 -7.25 ~7.06 =-7.14 -7.21

L3l -1.37 -1.40 -1.16 -1.26 -1.26

L1 1.68 1. 46 1.40 1.39 1.39

L3 4.00 3.66 3.37 3.12 3.12

8Referéncia 33 CReferéncia 34

bReferéncia 31 dReferéncia 32

Embora nossos calculos através do MCV nao sejam autocon-—
sistentes, vemos por esta tabela gue ha uma concordancia muito boa
entre os nossos resultados e agqueles obtidos por outros métodos,
tais como LCGO, LAPW, OPW e Pseudopotencial, sendo todos estes mé-
todos autocopsistentes.

Na Tabela 6 comparamos os nivels de energia da faixa de

valéncia do silicio com aqueles obtidos através de medidas de foto



31

emisséo35_37.

Devemos observar gque a concordancia entre teoria e expe-

riéncia tambem € muito boca.

TABELA 6. Comparacdao dos modufos dos nivels de energia
da faixa de valencia do SL com 04 valores obtidos atra
ves de medidas de fotoemissdo. As incertezas experimen
tais, quando avaldiadas, estdo entre paréntesis. As enen
gias sao dadas em eV .

MCV Expt.
r, 11.86 12.4(6)2
L, 9.61 9.2P
6.4(4)2
L, 5.28 S
i min 4.30 4.7()®
X, 2.77 2.9
Ly, 1.37 1.2(2)P
fReferéncia 35
PRreferéncia 36
CRreferéncia 37
'
Atraves do MCV encontramos o valor de 3.63 eV para ©

gap direto (ng, - P?S) e o valor de 1.09 eV para o gap indire

to (T - a?)  com desvios da ordem de 10 e 3,5 por cento res-

38

v
25"

pectivamente 'aocs dados experimentais. Os valores experimentais

1
obtidos para esses gaps sao, respectivamente, 4,18 eV e 1.13 eV.
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Desta forma, verificamos a excelente concordincia dos valores obti
dos através do MCV e a experié€ncia. Convém notar que os resulta -
dos obtidos com outros metodos de calculos ddo, por exemplo, um gap

indireto muito menor situando-se na faixa de 0.3 até 0.7 ev.



33

O estudo da estrutura eletronica c¢ristalina se torna ca-
da vez mais dificil, quando aumentamos o numero de Atomos na célu-
la primitiva. Entretanto, gquando falamos do MCV, devido a sua enor
me simplicidade matematica, podemos modificar ligeiramente a sua
formulacao para torna-lo flexivel ao estudo de cristais mais com-
plexos. Por sua vez, a versatilidade de tal método ja foi demons-

trada em trabalhos anteriores”i_18

sobre niveis de energia de es-
truturas cristalinas compactas com um atomo por célula.

Agora, em nosso trabalho pudemos testa-lo e verificar a
sua aplicabilidade para estruturas abertas e que contenham mais de
um atomo por celula, como o silicio.

Incluindo duas vacdncias intersticiais na estrutura do si
licio, conseguimos obter uma melhor aproximacao esférica para o po
tencial cristalino e isto nos proporcionou melhores resultados do
gue aqueles obtidos atraves de outros métodos31_34. |

Além disso, os resultados apresentados mostram que, atra
veés do Método Celular Variacional, podemos usar uma expansao para
a funcdo de onda eletrdnica que contenha apenas fungdes s, p, d,
f e g'[Rmax = 4) em cada célula. Comparando esses resultados com

aqueles realizados com o antigo método celular de Wigner-Seitz-Sla

ter14,15

, concluimos gue a principal dificuldade na escolha dos pon
t
tos foi removida, sendo que os varios problemas de convergéncia tam

bém foram eliminados sem diminuir a flexibilidade da antiga teoria
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celular.

0 procedimento adotado para realizar as integrais de su-
perficie torna o método muito pratico, onde verificamos que somen-
te um conjunte de 7 pontos por face do poliedro de Wigner — Seitz
sao suficientes para garantir resultados precisos e convergentes.

Assim, como nosso estudo do MCV para estruturas cristalil
nas com quatro atomos por célula apresentou excelentes resultados,
& sugestivo agora que se faga a aplicagdo do Método em estruturas
cristalinas mais complexas, possivelmente utilizando a técnica de

"supercell"” para calculos de defeitos cristalinos em semiconduto -

res.
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- APENDICE A -
POTENCIAL CRISTALINO E MEDIA ESFERICA

Para se calcular ¢ potencial coulombiano e a densidade de
carga cristalina, con;ideramos que estes sdo, respectivamente, a so
ma dos potenciais e densidades de cargas esférico-simétricas atomi
cas devido a todos os atomos do cristal.

Assim, dentro de uma esfera de raio maior que omaior did
metro do pcliedro de Wigner-Seitz e contendo um atomo, devemos so-
mar ao potencial coulombiano e densidade de carga daquele atomo,
os potenciais e densidades dos atomos vizinhos pertencentes a es-
trutura cristalina. Finalmente, fazemos uma média esférica do po-
tencial e densidades cristalinas dentro dessa esfera.

Para deduzirmos uma expressao para o calculo exato dessa
contribuic¢ao, procedemos éa seguinte maneira.

Seja uma fungao f(£) esfericamente simétrica em E‘ e

centrada a uma distincia d da origem, conforme a figura abaixo.

4

Centro dg d
funcdo .

0 valor da media da funcao f numa casca esférica de

raio r em torno da origem & dado por

< f(|?-—§[) ﬁ&ﬁiaxnma = L 5 é f(£) r2 senb df d¢ =
esfera de raio r 4nr

1]

—;— ﬂg £(£) send do (A.1)
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Mas, €2 = r2 +a® - 2rd cos® ou £ dE = rdsend de

r

entao substituindo em (A.71) obtemos

|r+d|
< £UF-3D 35300 uma - 21d J £ £(2) dat (2.2)
esfera de raio r r

|r-d|
O potencial visto por um elétron do cristal deve ser a so

ma das médias obtidas para o potencial coulombiano e de exchange

cristalinos.

0 termo de exchange consideradc em nossos calculos foi o

proposto por Kohn—sham41

Xes = _%" Vex (A.3)
onde Vex = - 1:: [3112 p(r):l1/3
€ a aproximagdao para o termo de exchange proposto por Slater42, on

de plr) & a densidade de carga.

Como < I Vex > & Z<Véx > , devemos somar todas as densi-
dades p para o exchange, fazer a média esférica para (A.2) e ele

var o resultado a 1/3, pois

E(p) = <E p>
]
Assim
2,1/3 1/3
<L X, > = —-Q-“—)—-—-——[<Z p(r)>:| (A.4)
KS 27

Utilizamos de um programa computacional para determinar

o potencial cristalino {Vcr) e resclver a equacao radial de Schroe
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dinger no interior de uma esfera que contém o poliedro atdmico. To
mamos como dados de entrada deste programa, © numero e a distancia
dos atomos vizinhos a esfera atdmica considerada, com um nimero ma
ximo de camadas de atomos vizinhos a se considerar. S&do dados tam
bém o potencial coulombianc e a densidade de carga atdmica que fo-

. para calculos a

ram calculados pelo programa de Herman-Skillmann
tomicos, onde também usamos a aproxima¢do de Kohn-Sham para o ter-
mo de exchange. O numero de camadas de atomos vizinhos foi tomado

como 10, apesar de Leite14

ja ter concluido que acima de 6 camadas
nao ha mais alteracgao nos resultados dos autovalores quando do cal
culo atraves do método celular tradicional de Wigner-Seitz-Slater.

Obtemos, entao, com esses dados atOmicos, o potencial
cristalino esférico-simétrico de acordo com as expressdes citadas

anteriormente.

Finalmente, resolvemos a equacdo de Schroedinger dentro

-

l:-ﬁz + vcr] Vo= el ¥ (A.5)

em unidades atomicas.

da esfera

Como o potencial cristalino vcr & esférico-simetrico,
€ _
temos ¢ = RR {r) Y?(B,¢) com a condigao de contorno

p{r=0}) = r R(r) = 0

no interior de cada poliedro atdmico. ,

As energias e sdo variadas a fim de se cobrir as fai-

xas de energfa do cristal em estudc e assim, obtemos as soclugbes

E
O

R2 {(r) da equacao de onda para um dado valor de £max resolvendo

(A.5) pelo método de Numerov.
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- APENDICE B -
SIMETRIA

A ordem da matriz secular (6) & determinada pelo namero

de termos na expansao da fungdo de onda celular, ou seja, teremos

2

tantos termos no determinante a ser resclvide, quanto ﬂnr(%mnc+ 1)
Isto e valido para o caso de 1 atomo por célula. No nosso caso, co
mo estamos tratando de uma estrutura periddica com quatro atomos
por célula unitaria, a ordem da matriz secular (20) serd gquatro ve

zes majior, isto &, teremos 4(2max-+1)2 termos no determinante a
ser resolvido. Entretanto, podemos simplificar nosso problema se
considerarmos a simetria do cristal, pois para certos pontos k da
zona de Brillouin com determinadas simetrias espaciais, podemos es
tabelecer relagGes entre os coeficientes cﬂ’,m , de tal maneira a
reduzir o namero de termos independentes na expansao. Isto signi-
fica tomar como funcgdes de base combinac¢des apropriadas das harmo-
nicas esféricas Y?(B,¢}. Para isto fazemos uso da teoria de gru
pos.

Operagoes do Grupo Espacia145

Um operador do grupo'espacial € constituido por uma rota
cao o, gue tanto pode ser’ uma rotacao propria quanto uma rotagdo
impropria, e por uma parte translacicnal t . Esse operador & re-
presentado pelo simbolo { a/t} e corresponde a transformagdo de

.

coordenadas

A4

+ £ (B.1)
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-1 1

O inverso do operador {oa/t} serd {o ' /-a 't}.

O operador que representa uma translacdo da rede através
de ﬁi €& indicado por { E/ﬁi }, onde € & a operacao identida-
de. Desde gque a soma de dois vetores da rede, ﬁi e ﬁj p também
€ um vetor da rede e desde que { E/ﬁi } tem um inverso { e/-ﬁi 1,
€ evidente que as translag¢des da rede formam um grupo. O grupo das
transla¢des da rede & Abeliano e forma um subgrupo do grupo espa-
cial. Além disso esse subgrupo & invariante.

Os operadores {a/0}, que ndo envolvem qualquer parte
translacional, também formam um subgrupo do grupo espacial, conhe-
cido como grupo de ponto. O grupo de ponto contém todas as opera-
coes de simetria do cristal que podem ser realizadas como um ponto
fixo.

Quando o grupo espacial & formado pelo produto direto do
grupo de translacio com o grupo de ponto, ele & dito simdérfico. Se
no grupo espacial existirem operagdes { o/t } que ndo resultem do

produto direto desses subgrupos, como no caso de planos de desliza

mentos e eixos de parafusos, o grupo & dito assimdorfico.

Representagdes Irredutiveis e o Grupo do Vetor de Onda

De acordo com Wigner, a utilidade da teoria de grupos e
baseada sobre um principio geral da mecanica quantica: As funges
de onda para um sistema qugntico devem formar bases para as repre-—
sentagoes irredutiveis do grupo de operadores gue comutam com a ha
miltoniana do sistema.

Considerando apenas o grupo de translagoes, as fungdesde

onda eletrdnica em cristais devem transformar de acordo com as re—
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presentacdes irredutiveis deste grupo. Desde que o grupo de trans
lagGes é Abeliano, as representacgdes irredutiveis sdo unidimensio-
nais. 1Isto leva a um resultado de importancia fundamental para a

teoria de sdlidos, conhecido como teorema de Bloch,

W+ R = MR )

> . ) .
onde R e um vetor da rede de Bravais. Desta forma, podemos ver

da equacaoc acima que as representagdes irredutiveis do grupo de

> -
L - ] ik.R
translagoes sao descritos por e

.

Agora, vamos considerar as operagdes de simetria da rede

reciproca. Se o e « sd3o operagdes no grupo de ponto de uma da

- o> - - >
da rede, entac « R sera uma translagac da rede se R o for e
-1 > > + . . -
o R.gq = 2mn N, onde g & um vetor da rede reciproca e N e qual

-3 — - ~
guer inteiro, para todo g . Como o 1 ¢ uma transformacao ortogo

nal, temos gue

-

A relagao (B.2) deve ser valida para todas as operag¢des do dgrupo

- s - >

de ponto. Entao, og deve ser um vetor da rede reciproca, se q

o é&. Isto significa gue se uma rede e invariante com relagao as o

peragdes de um dado grupc de ponto, a rede reciproca também & inva
riante com rela¢dao ao mesmo grupo de ponto.

= .
Para certos valores de k, o grupo de ponto do cristal
- ~ == ]z .
contera operagoes gue levam K nele mesmo ou em outro edquiva-

lente. Seja

Bk = kK +49g (B.3)

uma tal operac¢ado. Os operadores {B8/0} formam um grupo, que é um



41

subgrupo do grupo espacial e & conhecido como grupo do vetor de on

da.

Operadores de Projecao e a Escolha de Nossa Base

Considerando um grupo Gk de operacbes R e dada uma re
presentacao irredutivel de matrizes TJ(R) , definimos o operador

de projegido

. 2. .
p37 - 3 74O gt g (B.4)
h R

onde x(j)(R) & o carater da representagao P(J)(R)
Ej € a dimensdo da representagdo irredutivel F(J)(R)
h € o nimero de elementos do grupo G .

O operador P(j) atuando sobre uma funcéoarbitréria(dg
nominada geradora), fornece-nos a parte dessa fungdo pertencente a
j-€sima representacao irredutivel.

No caso do método celular, as func¢des geradoras sao as

harmonicas esféricas reais, definidas como

erc - 1 ‘",III -=In

o,c _ o _

WR = YE(B,¢) m=0 (B.5)
whes o oA [Y’“(e,m - Y““(e.m] m < 0

2 /3 AR 2 :

Para obter as harmdonicas reais W?(G,¢) adaptadas a si-

metria da rede, usamos o operador de projecgao (B.4)
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L.

pi3) W?(9;¢) = _Tfh ) X(j) { e/t }* {e/t} «x
t
« 3 x {a/01* (a0} Whe,4) (B.§6)
o

A aplicacao de {a/0} nas harmonicas reais pode ser cal
culada facilmente se observarmos gque numa esfera todas as rotacoes
de um mesmo angulo e em torno de guaisquer eixos sao equivalentes.
Fixando entdo um eixo de rotagao, podemos calcular a soma sobre o
grupo de ponto em {(B.6) e obter as harmOnicas reais de ordem £ com

a simetria adaptada ao grupo.

40 ; - :
Altmann e Cracknell obtiveram essas harmonicas com si-

metria adaptadas aos grupos cubicos, tabelando os coeficientes das
harménicas reais, que utilizamos em nosso trabalho.
Como estamos estudando ¢ silicio, o grupo de todas as o-

peragdes gue o manteém invariante &€ o grupo Ty Cuja tabela de ca

-

racteres apresentamos a seguir,

TABELA BI. Tabela de caraciernes do grupo T

d -
Opera- I
Repre- cOes E 803 3c2 654 60d
sentagao '
r, 1 b 1 1 1
T, 1 1 1 -1 -1
. 2 -1 2 0 0
T15 3 0 -1 1 -1
T 3 0 -1 =1 1
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- APENDICE C -
CALCULO DAS INTEGRAIS DE SUPERFICIE

Na formulacgdao do MCV nenhuma suposigdo & feita a priori
acerca da forma das qélulas. Esta € uma caracteristica importante
do métedo, que o torna adequado para ser aplicado a uma grande va-
riedade de sistemas.

Para calcular os elementos da matriz secular, devemos rea
lizar integragtes numéricas sobre as faces hexagonais e quadradas
da célula de Wigner-Seitz. O procedimento usual para essas inte-
gragdes numéricas é& aproximar a integral de uma fungdo genérica
f(;) numa superficie S, pelo produto do valor da fungao num con
junto finito de pontos tomados sobre S por pesos apropriados, ou

seja

J £(¥) a8 = J W, £(T,) (C.1)
L 5 1 1

Para estruturas periodicas tridimensionais, dispomos de
faces planares que delimitam as ceélulas de Wigner-Seitz e podemos,
desta forma, dividir essas faces em regides, onde tomamos como pon
tos representativos o baricentro de cada regiado.

]

No nosso caso, tomamos conjuntos de pontos sobre as su-
perficies poliedricas que vériam de 1 a 8 pontos por face, confor-
me mostra a Figura 7.

Esse conjunto de pontos foi escolhido para ser usado em

nossos calculos devido ao fato dos pontos estarem melhores distri-



FACE FACE

HEXAGONAL PONTOS QUADRADA
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g 5 A
» . 6
2

FIGURA 7. Distnibuicao dos pontos sobre as supenficies hexagonais
¢ quadradas do peliedro de Wigner-Seditz do s4illcio com quatre ato-

mos porn celula unitardia.
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buidos sobre as superficies poliédricas e, principalmente, por ser
um conjunto mais representativo do que aguele usado em trabalhos

anteriore53'16_19.

Assim, atraves de {(C.1} podemos calcular a fung¢ao de on-

da e sua derivada em cada ponto e W, sera a area da regido consi

derada.

A partir disso a métriz secular variacional €& montada,
sendo seus elementos determinados pela expressdo (21}. O passo se
guinte & resolver o determinante dessa matriz.

Porem, em nossos calculos através do MCV aparecem raizes
adicionais, conhecidas como ralzes espireas, gque ndoc sao sblucées
fisicas do problema2'3'16'1?. Para remover tais raizes, usamos o
inverso do trago da matriz inversa (ITIM)3. As propriedades basi-
cas deste critério sao:

1. O inverso deo trago da matriz inversa vai & zero no autovalor.

2. 0 inverso do trag¢o da matriz inversa & uma fung¢éo decrescente

com a energia:
d
de

(ITIM) < O

As raizes esplUreas se d3ao quande ITIM & uma fungdo crescente
com a energia.

3. ITIM tem zeros simples, mesmg para autovalores degenerados com
a energia.

4. Se u! é a matriz secular inversa, a degenerescéncia "n" do

nivel é calculada por

H

2

(Tr (H-1) ]
Tr(H_1}2
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Assim, para cada valor de e, obtemos um valor para o

inverso do trag¢o da matriz inversa. Quando houver mudanga de si-
nal de ITIM e sua derivada for negativa, faz-se interpolacdo de

£ e determina-se o autovalor do estado.



9.
10.
11,
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

190

47

REFERENCIAS

F. HERMAN, R.L. KORTUM, C.D. RUGLIN and J.P. VAN DYKE,
"Methods in Computational Physics", vol. 8, Academic,
New York (1968).

L.G. FERREIRA and - J.R. LEITE, Phys. Rev. Lett. 40, 49 (1978).
L.G. FERREIRA and J.R. LEITE, Phys. Rev. A 18, 335 (1978).
E. WIGNER and F. SEITZ, Phys. Rev. 43, 804 (1933).

E. WIGNER and F. SEITZ, Phys. Rev. 46, 509 (1934).

J.C. SLATER, Phys. Rev. 45, 794 (1934).

G.E. KIMBALL, J. Chem. Phys. 3, 560 (1935).

W. SHOCKLEY, Phys. Rev. 52, 866 (1937).

W. KOHN, Phys. Rev. 87, 472 (1952).

D.P. JENKINS and L. PINCHERLE, Phil. Mog. 45, 93 (1954},
D.P. JENKINS, Proc. Phys. Soc. London A69, 548 (1956).

R.5. LEIGH, Proc. Phys. Soc. London 69, 388 (1958).

H. SCHLOSSER and P;M. MARCUS, Phys. Rev. 131, 2529 (1963).
J.R. LEITE, Tese de Livre-Docéncia, IFUSP (1974).

J.R. LEITE, B.I. BENNETT and F. HERMAN, Phys. Rev. B 12,
1466 (1975).

J.R. LEITE, A.C. FERRAZ and'L.G. FERREIRA, Int. J. Quantum
Chem. Symp. 13, 395 (197%2).

A.C, FERRAZ, Tese de Déutoramento, IFUSP (1979).

A.C. FERRAZ, E.K. TAKAHASHI and J.R. LEITE, Phys. Rev. B 26,
690 (1982). |

A.C. FERRAZ, E.K. TAKAHASHI and J.R. LEITE, ©Solid St. Comm.

44, 1569 (1982).



20,

21.

22.
23.

24.

25,

26.

2?.

28.

29.

30.
31.
32,
33.
34.

35.

36.

37.

48

F. SZMOLOWICZ, Phys. Rev. B 23, 1652 (1981).

D. BRUST, M.L. COHEN and J.C. PHILLIPS, Phys. Rev. Lett. 9,
389 (1962).

J.C. PHILLIPS, Phys. Rev. 112, 3, 685 (1958).

D. BRUST, Phys. Rev. 134, 5A, 1337 (1964).

M.L. CCHEN and T.K. BERGSTRESSER, Phys. Rev., 141, 2, 789
{1966} .

D. BRUST, Phys. Rev. B 4, 10, 3497 (1971).

A.K. HOCHBERG and C.R. WESTGATE, J. Phys. Chem. Solids 31,
2317 (1970).

F. BASSANI and D. BRUST, Phys. Rev, l_l, 4, 1524 (1963).
J.R. CHELIKOWSKY and M.L. COHEN, Phys. Rev. B 10, 12, 5095
(1974} .

J.R. CHELIKOWSKY and M.L. COHEN, Phys. Rev. B 14, 2, 556
(1976) .

D.J. CHADI, Phys. Re&. B 16, 8, 3572 (1977}.

D.R. HAMAN, Phys. Rev. Lett. 42, 3393 (1981).

A. ZUNGER and M.L. COHEN, Phys. Rev. B 20, 4082 (1979).
C.S. WANG and B.M. KLEIN, Phys. Rev. B 24, 3393 (1981}.
b.J. STUKEL and R.N. EUWEMA, Phys. Rev. B 1, 1635 (1970).
W.D. GROOBMAN and D;E, EASTMAN, Phys. Rev. Lett. 29, 1508
(1972). '

L. LEY, S. KOWALCZYK, R. POLLAK and D.A. SHIRLEY, Phys. Rev.
Lett. 29, 1088 (1972).

W.E. SPIGER and R.C. EDEN, Proceedinfs of Ninth International

Conference of the Physics of Semiconductors, Moscow (Nanka, Le

ningrad, 1968) vol. 1, p. 61.



38.

39’

40.

41.

42,

43,

44,

45,

W.A. HARRISON, "Electronic Structure and Properties of Solids™"

({Freman, San Francisco, 1980}.
J.M. ZIMAN, "Principles of the Theory of Solids", Cambridge
University Press (1972).

S.L. ALTMANN and A.P. CRACKNELL, Rev. Mod. Phys. 37, 19
(1965) .

W. KOHN and L.J. SHAM, Phys. Rev. A 140, 1133 (1964).
J.C. SLATER, Phys. Rev. 81, 385 (1951).

F. HERMAN and S. SKILLMAN, "“Atomic Structure Calculations”,
Prentice Hall, New Jersey (1963).

H. KIENDL, Z. Naturforsch 22a, 79 (1967).

J. CALLAWAY, "Quantum Theory of Solids", 2% ed., Academic

Press, Inc., New York (1974).



