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Resumo

Estudamos o comportamento de modelos para sistemas modulados mag-
néticos e estruturais. A primeira parte deste trabalho é dedicada ao mode-
lo de Ising com interagdes competitivas numa rede de Bethe, no limite de
coordenagao infinita, num campo magnético. Focalizamos nossa atencgao
no comportamento das fases comensuréveis na presenca de campo. Ob-
tivemos vdrios diagramas T' — H utilizando algoritmos numéricos muito
mais eficientes do que a simples iteracio do mapeamento associado ao
modelo. Na segunda parte estudamos o modelo de Frenkel-Kontorova,
com primeiro e segundo harménicos no potencial externo. Encontramos
e investigamos transigdes de segunda ordem no interior das fases comen-
surdveis de periodo impar. Essas transicdes, denominadas simétrica-
assimétricas, estdo associadas & quebra da simetria por reflexdo que ocorre
para potenciais suficientemente fortes.



Abstract

We studied the behavior of models for magnetically and structurally mod-
ulated systems. The first part of this work is dedicated to the study of
the Ising model with competing interactions on a Bethe lattice, in the
infinite coordination limit, in a magnetic field. We focused our attention
on the behavior of the commensurate phases in the presence of a field.
We obtained various T' — H phase diagrams using numerical methods
far more efficient than simple iteration of the mapping associated to the
model. In the second part we studied the Frenkel-Kontorova model with
first and second harmonics in the external potential. We found and in-
vestigated the second order transitions within the commensurate phases
of odd periodicity. These transitions, called symmetric-asymmetric tran-
sitions, are related to the breaking of reflection symmetry which occurs
at high potentials.
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Capitulo 1

Introducgao geral

Uma série de sistemas na natureza apresentam um tipo de ordem
que se afasta da nogdo mais familiar de ordem, associada a homogenei-
dade e uniformidade: o ordenamento modulado. No caso do magnetismo,
por exemplo, considera-se usualmente como ordenado um sistema ferro-
magnético, onde os momentos magnéticos atdmicos estio , em média,
alinhados numa mesma direcdo . A ordem modulada se realiza, no con-
texto magnético, quando os momentos magnéticos atdémicos oscilam em
torno de um valor médio ao longo de uma das diregoes do espago. A figura
1.1 mostra a variedade de formas pelas quais se realiza essa ordem, muitas
delas existentes em compostos de terras-raras e de manganés, conforme
relatado em Cooper (1968) e Izyumov (1984). A estrutura modulada,
pode ser caracterizada, grosso modo, pelo vetor de onda q do harmoénico
principal. Uma fase modulada ¢ classificada como comensurivel ou in-
comensuravel conforme a razio entre o comprimento de onda A = 27 /q
e 0 parametro da rede seja um nimero racional ou irracional, respectiva-
mente.

Sistemas magnéticos sdo apenas uma das classes de sistemas
que exibem esse comportamento modulado. Os artigos de revisdo de Bak
(1982), Yeomans (1988), Selke (1988) e Pynn (1979) trazem uma extensa
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Figura 1.1: Tipos de magnetizacio modulada: (a) helicoidal, (b) espiral ferromagnética,
(c) hélice inclinada, (d) onda de spin longitudinal, (e) onda de spin transversal, (f) leque.
H indica o campo magnético aplicado. (Izyumov, 1984).

fenomenologia de sistemas que possuem ordem modulada. O arranjo
dos dtomos num cristal, adsorcio de monocamadas em substratos, ligas
bindrias, ferroeletricidade e cristais liquidos sdo outros campos de estudo
em que se detecta a existéncia desse tipo de estrutura ordenada.

Atomos de gas nobre adsorvidos numa, superficie de grafite tam-
bém formam estruturas moduladas, como est4 representado na figura
1.2. A baixas temperaturas e baixas pressoes, os dtomos de criptonio
ocupam uma das subredes A, B ou C da rede planar do grafite, formando
a chamada fase v/3 da figura 1.2a . Com 0 aumento da pressio, a fase
pode vir a se tornar incomensurével (figura 1.2b).

Camadas de grafite podem ser intercaladas com camadas metali-
cas, numa extensao tridimensional de gases nobres adsorvidos em grafite.
A figura 1.3 mostra como é feita esta intercalagdo. Observa-se que a,
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Figura 1.2: Cripténio adsorvido em grafite. (a) estrutura comensuravel v/3 . Os 4tomos
de cripténio ocupam 1/3 das células hexagonais do grafite. (b) fase incomensuravel. (Bak,
1982).

baixas temperaturas os fons metélicos formam uma rede tridimensional
que pode ser comensuravel ou incomensurivel com a do grafite.

A modulag¢do pode assumir outro aspecto: ela pode ser uma
distor¢do periédica numa rede regular. Na figura 1.4 a distorgio refere-se
a posicdo dos 4tomos relativamente a uma outra rede cristalina. Esse
tipo de modulagao foi observada em isolantes como 0 NaNQO; (Yamada
et al., 1963) ou K,Se0, (lizumi, 1977) e também em metais como o
T'aSe, (Wilson et al., 1975) e TTF-TCNQ (Comes et al, 1975). No caso
dos metais, os elétrons de conducdo produzem uma onda de densidade
de carga elétrica que acompanha a distor¢do periédica.

Em geral, o niimero de onda varia conforme variam 0s campos
termodindmicos como temperatura, pressio, campo magnético, campo
elétrico, etc. Os comportamentos bisicos do nimero de onda conforme
um campo termodindmico x varia de z; a x2 estdo representados na figura
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Figura 1.3: Empilhamento de metal (M) entre bicamadas de grafite (A, B, C) formando
um composto de intercala¢io como o CsCy. A ordem intracamada pode ser comensurével
ou incomensuravel como mostrada na figura 1.2. (Bak, 1982).

(o) 68

(c)

Figura 1.4: Cadeias de 4tomos espacialmente moduladas. (a) cadeia uniforme (b) es-
trutura comensuravel “dimerizada” (c) modulagio incomensurdvel. As curvas sobre as

cadeias representam o deslocamento u dos dtomos em relagio i cadeia uniforme. (Bak,
1982).
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Figura 1.5: Variagio do ndimero de onda g em fungao de um campo termodinimico z.
(a) comportamento analitico, (b) “escada do diabo incompleta”, (c) “escada do diabo
completa”, (d) “escada inofensiva”. (Bak, 1982).

1.5. Ele pode variar de uma forma suave, analitica, como na figura 1.5a.
Essa situagao ocorre, por exemplo, em duas dimensées nas fases chamadas
“Autuantes”. Em geral, entretanto, a rede periédica na qual est4 inserida,
a modulagéo tende a travi-la numa estrutura comensuravel, de modo que
ela seja estdvel num intervalo de valores do pardmetro z. A figura 1.5b
procura representar um caso em que a modulacio apresenta travamento
para todos os nimeros racionais no intervalo (z1,x2), que se traduz nos
platds do grafico. Se existem fases incomensuriveis entre as fases comen-
suraveis e elas ocupam uma medida nio nula no intervalo (z1,22) a funcio
é chamada de “escada do diabo incompleta” (Aubry, 1978). A figura 1.5¢
procura representar uma “escada do diabo completa”, onde cada platod
estd associado a uma fase comensurivel e a, medida dos platds ¢ igual
a do intervalo. Portanto, as fases incomensuréveis tém medida nula., A
transigdo entre as fases comensuraveis é quase-continua, havendo entre
duas fases comensuriveis sempre uma terceira fase comensursvel. Final-
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mente a figura 1.5d representa uma “escada inofensiva” onde hi apenas
um nimero finito de fases comensuréveis, sendo as transigoes entre elas
de primeira ordem.

Outro tipo de transigdo de fases est4 relacionada a mudanca da
natureza de uma fase incomensurdvel, que pode se apresentar sob duas
formas: deslizante ou travada. Na forma deslizante, a grandeza fisica
modulada, por exemplo, a posicdo dos dtomos em relagdo a um substrato,
assume continuamente todos os valores reais num certo intervalo. Os
atomos podem ser deslizados continuamente sem acarretar nenhum custo
na energia. Na forma travada, os 4tomos nio podem mais ocupar 0s
maéximos da senéide da figura 1.6, que representa um potencial externo.
Neste caso, eles tendem a ocupar as posigdes mais préximas aos minimos,
porque custam menos energia. Aubry (1978) batizou esta transigio de
“transicdo por quebra de analiticidade”, que serd explicada com mais
detalhes no capitulo 7.

A causa do ordenamento modulado reside na competicdo entre
interagoes que, se atuassem isoladamente, resultariam num tipo de or-
dem uniforme ou, no méximo, numa ordem do tipo antiferromagnético
(oscilatério de periodo 2). Esse efeito é conhecido como frustragio, e é
também um ingrediente basico da ordem tipo vidro de spin (Toulouse,
1977). No caso dos compostos de terras raras e de manganés, por exem-
plo, a interagdo entre os momentos magnéticos atémicos é intermediada,
pelos elétrons de condugdo, a chamada interacdo de Ruderman-Kittel-
Kasuya-Yoshida ou RKKY (Ashcroft e Mermin, 1976). Esta interacdo
é oscilante no sinal e sua amplitude decai com o inverso do cubo da
distancia. Portanto, as interagoes podem ser tanto ferromagnéticas quan-
to antiferromagnéticas, dando origem 3 frustragao.

Os modelos mais populares para descrever os sistemas modula-
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Figura 1.6: Fases incomensuriveis deslizante (“sliding”) e travada (“locked”). O
parametro A representa a intensidade de um potencial externo. (Selke, 1992).

dos trazem esse ingrediente basico que é a frustragio. Sao eles o modelo
ANNNI, acrénimo de “Axial Next-Nearest-Neighbor Ising”, e 0 modelo
de Frenkel-Kontorova, que passaremos a chamar de modelo FK.

O modelo ANNNI na rede cibica simples serd discutido em
detalhe no capftulo 1, mas seu trago marcante é a competicio entre
a interacdo ferromagnética entre spins primeiros vizinhos e antiferro-
magnética entre spins segundos vizinhos, ao longo de uma direcdo es-
pacial. Ele foi proposto originalmente por Elliott (1961) para explicar a
ordem magnética modulada no érbio, mas seus aspectos mais relevantes
s6 foram revelados a partir da década de 70.

O modelo FK, proposto por Frenkel e Kontorova, (1938), consiste
basicamente em 4tomos ligados por molas interagindo com um potencial
externo senoidal. Este modelo pode ser interpretado como descreven-
do a adsor¢éo de 4tomos num substrato unidimensional. A frustragao,
neste modelo, surge devido & competi¢io entre o comprimento natural
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da mola e o periodo do potencial externo. Uma solu¢@o na aproximacao
continua foi obtida por Frank e van der Merwe em 1949, mas a riqueza
das transigdes a ele associadas s6 comegou a ser esclarecida a partir do
trabalho de Aubry (1978). Os aspectos mais especificos deste modelo
serao detalhados no capitulo 8.

Embora os modelos ANNNI e FK sejam muito diferentes, re-
presentando sistemas fisicos totalmente distintos, os seus comportamen-
tos podem ser analisados com base num mesmo paradigma da teoria dos
sistemas modulados. Este aspecto serd mais explorado ao longo deste
trabalho.

A parte I desta tese registra o estudo do comportamento de um
sistema de spins com interacdes competitivas, definidas numa &rvore de
Cayley, na presenga de um campo magnético externo. Este modelo pode
ser considerado como sendo um andlogo do modelo ANNNI numa &rvore.

A parte II trata de fases moduladas estruturais num modelo
unidimensional de 4tomos ligados por molas, na presencga de um potencial

senoidal com primeiro e segundo harménico. Este modelo é uma extensso
do modelo FK.



Parte 1

| MODELO DE ISING COM
INTERACOES COMPETITIVAS
NUMA REDE DE BETHE NA
PRESENCA DE UM CAMPO
MAGNETICO
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Capitulo 2

Introdugao a parte I

Para explicar a fase modulada do érbio, Elliott propds em 1961
um modelo que no seu hamiltoniano simulava a interacdo RKKY por meio
de competigdo entre spins primeiros e segundos vizinhos ao longo de uma
diregdo espacial, o ja citado modelo ANNNL Ele estd representado na
figura 2.1. Elliott também determinou a linha, de transi¢do entre a fase
paramagnética e as fases ordenadas.

O modelo ANNNI é composto por spins de Ising, que podem
assumir valores ¢ = =+1, dispostos numa rede ciibica, simples, com in-
teracOes descritas pelo hamiltoniano

H= = > [Jooijr(oit1x+ Oij+1,k) + J10i 5 k05 j k41
ok
+ J200k0i k42 + Ho; j4], (2.1)

onde os indices 7, j e k indicam as coordenadas do sitio ao longo dos eixos
Z, Y € z, respectivamente, Jy é a interacio entre spins primeiros vizinhos
no plano zy, J; é a interagdo entre spins primeiros vizinhos ao longo
da diregdo 2, J; é a interacio entre spins segundos vizinhos ao longo da
direcdo z, e H é a intensidade do campo magnético. O caso mais estudado

18
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Figura 2.1: O modelo ANNNI numa rede cibica simples. (Selke, 1992).

é quando os pardmetros Jo e Ji sdo iguais e ferromagnéticos, Jo=J; >0,
enquanto o parametro J, é antiferromagnético, J, < 0,

Fisher e Selke (1980 e 1981), que cunharam o nome ANNNI,
utilizando expansdes em série de baixas temperaturas, mostraram que
este modelo exibe uma infinidade de fases comensurgveis que se encon-
tram num ponto de multifases a temperatura e campo magnético nulos e
parametro de competicio p=—J/Jy =0,5 (figura 2.2),

Bak e von Boehm (1 980) determinaram o diagrama de fases 7—
@ campo nulo deste modelo na aproximagcao de campo médio. Jensen
e Bak (1983) propuseram olhar Para a solugdo de campo médio como
um mapeamento quadridimensional, embora esta, abordagem apresente
problemas porque as fases termodinamicamente est4veis s&0 instaveis ao
Iapeamento. O diagrama de fases por eles obtido est4, representado na
figura 2.3.
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Figura 2.2: Diagrama de fases esquematico do modelo ANNNI nas vizinhancas do ponto de
multifases. Aqui, o parimetro que mede a competigio entre as interagGes entre primeiros
e segundos vizinhos ¢ indicado por k = —J2/Jy (Fisher e Selke, 1980).

Selke e Duxbury (1984), partindo de uma outra abordagem da
aproximagéo de campo médio, determinaram um diagrama de fases se-
melhante ao de Jensen e Bak (1983). Interessa-nos ressaltar a diferenca,
de comportamento das fases moduladas entre a fase ferromagnética e a
fase (3), quando préximas da fronteira com a fase paramagnética. Este
topico serd retomado no capitulo 5.

Uma pequena explicagio sobre os rétulos das fases se faz neces-
saria: os rétulos 1/6 da figura 2.3 e (3) da figura 2.4 indicam a mesma
fase. (3) significa que trés planos com magnetizagdes orientadas para cima
sdo seguidos por trés planos com magnetizagbes orientadas para baixo e
assim por diante, de modo que corresponde a uma fase com nimero de
onda ¢/27 = 1/6:
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Figura 2.3: Diagrama de fases do modelo ANN

NI, na aproximacio de campo médio,
segundo Jensen e Bak (1983).

Figura 2.4: Diagrama de fases do modelo A

NNNI, na aproximagao de campo médio,
segundo Selke e Duxbury (1984).
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TN = fase (3) ou g/27 = 1/6

Analogamente, a fase (45) corresponde a uma fase com niimero de onda,
q/27 =1/9:

- TTITLLLITT -+ = fase (45) ou ¢/2r = 1/9

Um exemplo mais complicado é a fase (223) ou (2%3) que corresponde a
uma fase com nimero de onda ¢/27 = 3/14:

- TTLTILAT - = fase (223) ou ¢/27 = 3/14

Observamos que neste tltimo exemplo o comprimento de onda é )\ =
27 /q = 14/3, enquanto o perfodo é 14. A distingdo entre o comprimento
de onda e o periodo é importante. Numa, fase comensurivel P/Q,Qé a
distancia entre dois planos equivalentes na estrutura modulada, enquanto
P é o nimero de ondas, ou a metade do nimero de mudancas no sinal da
magnetizagao, presentes numa distancia, Q. Portanto Q define o periodo,
enquanto A = Q/P define o comprimento de onda médio da fase comen-
suravel. No caso ¢/2m = 3/14, o periodo é 14, pois a translacio de 14
planos deixa invariante a estrutura, modulada. J4 o comprimento de onda
€ 14/3 pois h4 3 ondas num periodo.

O ponto P na figura 2.3 ou o ponto L na figura 2.4 é um ponto
multicritico proposto em 1975 por Hornreich, Luban e Shtrikman, o ponto
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de Lifshitz. Ele é o encontro de uma linha critica para-ferromagnética,
uma linha de segunda ordem para-modulada e uma linha ferro-modulada,
de primeira ordem. O ponto de Lifshitz no modelo ANNNI foi investi-
gado por outras técnicas, como expansdes em série de altas temperaturas
(Redner e Stanley, 1977) e método de Monte Carlo (Selke, 1980).

Um outro aspecto do diagrama de fases do modelo ANNNI est4
relacionado & existéncia de fases incomensuraveis. A baixas temperatu-
ras, segundo o resultado de Fisher e Selke mostrado na figura 2.2, o gréfico
do nimero de onda q/27 versus p serd uma “escada inofensiva” onde sé h4
fases comensurdveis e a transigao entre elas é de primeira ordem, exceto na
fronteira com a fase (2) quando se torna “quase-continua”. A medida que
a temperatura sobe, surgem mais e mais fases comensuraveis, de modo
que podemos esperar que ela se torne uma “escada, do diabo” completa,
com um degrau para cada niimero racional no intervalo. Entretanto, para
temperaturas mais altas, as fases comensuraveis tornam-se cada vez mais
estreitas, de sorte que devem surgir fases incomensuriveis que, acima de
uma certo limite, estimado por Jensen e Bak (1983) como sendo a linha
pontilhada da figura 2.3, passam a ocupar maior por¢ao do diagrama de
fases e a “escada do diabo” se tornari incompleta.

Embora haja investigacdes detalhadas do modelo ANNNI na
auséncia do campo magnético, ndo existe ainda um estudo comparivel
na presenga de um campo. O trabalho de Yokoi, Coutinho-Filho e Salinas
(1981), utilizando a aproximagéo de campo médio, contém alguns diagra-
mas de fases, mas como eles trabalharam com nimero méximo de apenas
20 equagdes de campo médio, somente algumas fases foram detectadas.
Por outro lado, existem diversos estudos de expansdes de baixas tempera-
turas na presenca de um campo magnético (Pokrovsky e Uimin, 19823 e
1982b; Smith e Yeomans, 1982 e 1983; Uimin, 1984 e Szpilka, 1985). Ou-
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Figura 2.5: Diagrama H - T do CeSb, obtido por Rossat-Mignod et al. (1980).

tros aspectos da influéncia do campo magnético no modelo ANNNI foram
estudados por éttinger (1983). Falta, entretanto, determinar o diagrama
de fases global detalhado, como fizeram Selke e Duxbury (1984) a campo
nulo.

O comportamento de fases moduladas na presenca de campo ex-
terno também tem sido investigado experimentalmente. O CeSh (Rossat-
Mignod et al., 1980), por exemplo, exibe um rico diagrama H — ¥
mostrado na figura 2.5. Ferroelétricos também tém estruturas modu-
ladas que dependem do campo elétrico e da temperatura, como o NaN 0O,
(Yamada et al., 1963), cujo diagrama E — T est4 mostrado na figura 2.6.

Nosso objetivo, na, primeira parte deste trabalho, é o de levan-
tar diagramas de fase globais, na presenca de Ccampo magnético, para
um modelo de spins com interagdes competitivas definidas numa rede de
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Figura 2.6: Diagrama E — T do NaNO, , obtido por Yamada et al. (1963).

Bethe. A rede de Bethe é a regiao central de uma 4rvore de Cayley,
uma rede hierdrquica sem ciclos fechados (Baxter, 1982). Este modelo
€é andlogo ao modelo ANNNI numa drvore, que tem a vantagem de ser
mais simples de resolver que o modelo ANNNI numa, rede cibica e de
apresentar diagramas de fases bastante semelhantes. Entretanto, dev-
ido a isotropia da 4rvore, o modelo por nods considerado seja talvez mais
préximo ao modelo INNNI, acronimo de “Isotropic Next-Nearest Neigh-
bor Ising”, proposto por Upton e Yeomans (1989). As interagdes entre
spins de Ising sdo competitivas em todas as direcdes, o que permite a
ocorréncia de fases moduladas inclusive segundo as diregdes diagonais. O
modelo na rede de Bethe mais préximo ao modelo AN NNI talvez seja o
proposto por Moreira e Salinas (1987). Nele h4 interagdes competitivas
a0 longo dos ramos da rede, e no interior de cada camada, hé interacao fer-
romagnética entre todos os spins do tipo campo médio, tentando simular
a interacdo no interior dos planos do modelo ANNNL

A abordagem que seguiremos teve origem no trabalho pioneiro
de Vannimenus (1981). Ele estudou um modelo com interagdes compe-
titivas e isotrépicas na rede de Bethe de coordenagio trés, e obteve um
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diagrama de fases contendo fases moduladas comensurdveis e incomen-
surdveis, além de um ponto de Lifshitz a temperatura nula. Thompson
(1982) propos estudar modelos na rede de Bethe como mapeamentos nas
magnetizagGes locais. Além disto, mostrou que quando o nimero de co-
ordenacéo da rede tendia a infinito e a interagao entre os spins a zero,
recuperava-se a aproximagao de campo médio para ferromagnetos e an-
tiferromagnetos. Em 1983, Inawashiro, Thompson e Honda estudaram
o modelo de Vannimenus acrescido de interagdo entre os spins de uma
mesma geragao, encontrando resultados similares a Vannimenus. Yokoi,
de Oliveira e Salinas (1985) estudaram o limite de coordenacdo infinita
do modelo de Vannimenus, conforme a abordagem de Thompson (1982).
Além de um ponto de multifases, um ponto de Lifshitz a temperatura
finita e um grande ndmero de fases comensuraveis, eles encontraram
também fases cadticas.

O modelo de Inawashiro et al. (1983) foi estudado na presenca
de um campo magnético por Mariz, Tsallis e Albuquerque em 1985, mas
nenhum estudo detalhado do diagrama de fases foi apresentado. Um
outro modelo, definido na rede de Bethe, que exibe fases moduladas na
presenga de campo magnético foi estudado por Horiguchi e Morita (1983).
Embora o modelo deles guarde pouca relagdo com o nosso, os diagramas
de fases dos dois modelos apresentam certas semelhancas .



Capitulo 3

Descricao do modelo, relacoes de
recorréncia e atratores

3.1 Descricao do modelo

Inicialmente, definiremos o tipo de spin e a rede em que ele
estd distribuido para, num segundo momento, descrevermos as interagoes
entre os spins.

O sistema tratado é composto por spins de Ising, que podem
assumir valores ¢ = =+1, localizados em uma rede de Bethe. A rede de
Bethe corresponde a regiao central de uma 4rvore de Cayley num sentido
que precisaremos mais adiante (Baxter, 1982). O aspecto atraente de
se estudar um problema numa rede de Bethe, contrariamente as redes
cristalinas, é a inexisténcia de ciclos, 0 que permite sua solucao exata. A
solugéo exata numa rede de Bethe é de interesse pois equivale, ao menos
nos casos de interagdes restritas aos primeiros vizinhos, & aproximacao
de Bethe em redes cristalinas.

Uma &4rvore de Cayley, com nimero de coordenacio z e N
geragoes , estd ilustrada na figura 3.1 para z = 3 e N = 3. Ela pode ser
construida da seguinte forma: a) toma-se um sitio, doravante chamado de

sitio central, e a ele se conecta z sitios, que comporio a primeira geracio

27
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Figura 3.1: Arvore de Cayley com 2 =3 e N = 3,

da drvore; b) a cada um dos sitios da primeira geracio liga-se r = 2z — 1
sitios, que constituirdo a segunda geracdo (r é a razio de ramificagdo da
arvore), e assim sucessivamente, até completar N geracdes.

rd

E bem conhecido que, no contexto de Mecanica, Estatistica, s6
pode haver transicio de fases no limite termodindmico, quando uma
fun¢do termodinamica pode se tornar nio analitica (Stanley, 1971). Em
todos os sistemas reais, nesse limite, o niimero de elementos em sua su-
perficie é desprezivel em relagédo ao do volume por ela envolvido. Logo,
no calculo estatistico dos potenciais termodindmicos, ao se tomar o limite
termodindmico do sistema, os efeitos de superficie desaparecem. Vejamos
0 que ocorre na drvore de Cayley. Tomar o limite termodindmico, no caso
da drvore de Cayley, significa fazer N — 0o. O ntimero de sitios na su-
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perficie de uma drvore de Cayley de N geragoes e numero de coordenagio

z é

Ng = 2(z - 1)1, (3.1)

e 0 numero de sitios total é

N
¥ =
Np= 2EZ1) =2 (3.2)
z—2

Logo, no limite termodinadmico, a razdo entre eles é dada por

Tim NS Z—=2
1 =
N—oo Np z-1

(3.3)

sendo, portanto, diferente de zero. Devido ao fato do numero de sitios
na superficie ser comparivel ao do volume, o que se obtém sio compor-
tamentos ndo usuais para a 4rvore como um todo (Miiller-Hartmann e
Zittartz, 1974; Eggarter, 1974 e Matsuda, 1974). Mas isto ndo nos deve
levar a descartar a 4rvore de Cayley como se fora um sistema totalmente
desprovido de interesse. Runnels (1967) mostrou que sistemas com in-
teragoes entre primeiros vizinhos nesta rede apresentam comportamentos
locais , na regifio central da drvore, que sdo idénticos ao da aprorimacdo
de Bethe (Bethe, 1935). Thompson (1982) estendeu o resultado de Run-
nels e mostrou que se fizermos a soma sobre as configuracoes dos spins da
geracdo mais externa, isto resultard num campo efetivo que atuars nos
spins das geragbes que interagem com ela. E possivel assim obter uma
relacdo de recorréncia entre os campo efetivos ao longo das geracoes da
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arvore, da superficie em diregéo & regifo central. Esses campos efetivos
locais tornam-se, na regido central da arvore, equivalentes aos campos
efetivos da aproximagdo de Bethe. Assim, convencionou-se que, quando
falamos em rede de Bethe, estamos interessados nas propriedades locais
na regiao central de uma 4rvore de Cayley, e nio nas propriedades globais
da 4rvore. Essa distingéo entre rede de Bethe e drvore de Cayley foi pro-
posta por Chen et al. (1974).

Outro aspecto da rede de Bethe foi também apontado por Thom-
pson (1982). No caso do modelo de Ising com interagbes ferromagnéticas
ou antiferromagnéticas entre primeiros vizinhos, no limite de coordenacio
infinita 2 — oo com J — 0 de tal forma que zJ = constante, a aproxi-
magao de Bethe torna-se idéntica & aprozimacdo de campo médio (Bragg
e Williams, 1934). Observemos que, no limite de coordenagao infinita, a
razao entre Ng e Ny é 1, de modo que praticamente todos os sitios estio
na superficie. Nesta situacdo é claramente importante a distingdo entre
0 que ocorre na regido central da drvore (rede de Bethe) e o que ocorre
na rede como um todo (4rvore de Cayley).

As interagdes entre os spins do modelo definido numa arvore de
Cayley de coordenacio z e N geragoes sao descritas pelo hamiltoniano

H= —-Jl ZU,'O’J'—JQ z 0','0'3'-—HZO',', (3.4)
(i.9) ((6.4)) (i)
onde (¢,j) denota spins primeiros vizinhos separados de uma geragéo,
((¢,7)) denota spins segundos vizinhos separados de duas geragoes, e H
€ a intensidade do campo magnético, como ilustrado na, figura 3.2.
Na préxima se¢do resolveremos o modelo para um numero de

coordenagdo arbitriria z e depois particularizaremos para o limite de



3 - DESCRICAO DO MODELO, RELACOES DE . .. 31

Figura 3.2: Interagdes entre spins numa irvore de Cayley com N = 2 e z = 4. Spins
primeiros vizinhos de geragdes adjacentes interagem através da constante de troca Jj.
Spins segundos vizinhos separados de duas geragoes interagem através da constante de
troca J; .

coordenagédo infinita z — oo.

3.2 Relagbes de recorréncia

A solugdo do modelo sers obtida sob a forma, de relagbes de
recorréncia para os campos efetivos nas geragoes da drvore de Cayley,
como fizeram Inawashiro, Thompson e Honda (1983). Para simplificar as
discussdes convém reindexar as geragoes da 4rvore de Cayley em termos
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Figura 3.3: Representagio esquemdtica do processo de trago parcial sobre os spins da
geragao mais externa de uma 4rvore de Cayley.

de camadas de tal modo que a geracao g é equivalente & camada n =
N — g. Assim os spins da superficie que pertencem a geragdo g = N
correspondem & camada n = 0, os spins da geragao anterior g = N — 1
correspondem & camada n = 1, e assim sucessivamente, até atingir o spin
central da geragdo g = 0, que corresponde 3 camada n = N.

A estratégia que seguiremos consiste em efetuar tragos parciais
sucessivos sobre os spins comecando pelos spins da camada n = 0 e
progredindo em direc¢do ao centro da 4rvore. O efeito de se tomar o traco
sobre os spins da camada n = 0 é o de fazer aparecer campos efetivos
atuando sobre os spins das duas camadas seguintes n =1 e n = 2, bem
como interagoes efetivas entre spins dessas camadas, conforme represen-
tado na figura 3.3 para um ramo da 4rvore de Cayley. 0(1,,03,...,05
denotam os r spins da superficie, e 0; e o5 sdo os spins das camadas
n =1en = 2 nesse ramo. Efetuando-se o trago sobre os spins mais
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externos o, 0{,...,0} resulta

I ILREDD exp|[(K101 + K0y + B)(a(l, +0§+---+06)] =
oy of ag

Cexp(Waoy0,+ Uoy + Vo), (3.5)
onde
A _J _H
KI — 'ET, K? =g kT’ B = Ej—.‘s (36)

sendo k a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. Os coe-
ficientes U, V, W e C siao dados por

_ 1 [ FOLDF-L1) ]
U(B,Kl,KQ) = *4-111 _f(l,—l)f(—'l,'—l)J’ (37)
LR T TR
_ 1 [£(L1)f(-1,-1)
W(B,Kl,Kz) B Zln _f(l,—l)f(—l,l) . (39)

C(BaKla K2) e [f(l’ l)f(la' _1)f(-13 l)f(—la _1)]%3 (3°10)

onde

f(o,0") = [2cosh(K;0 + K0’ + B)]'. (3.11)

Definamos
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By
Ag

B,
B (3.12)

Il

Entédo, apds o trago sobre os spins da camada n = 0, o campo magnético
total agindo sobre os spins da camada n =1 é

Bl =B g V(BOaAO':K?)': (313)

enquanto o campo total sobre os spins da camada n = 2 é

By, =B + TU(Bo,Ag,Kg), (3.14)

onde o fator r vem do fato de que um spin da camada n = 2 est4 ligado a
7 spins da camada n = 1, sendo que cada spin contribui com um campo
efetivo U. Por outro lado, a interagdo efetiva entre os spins das camadas
n=1en=2¢édada por

Al == Kl = W(.B(],Ao, Kg) (315)

Claramente pode se continuar este processo sem dificuldades.
Apés o trago sobre os spins da camada n = 1, o campo total sobre os
spins da camada n = 2 ser3

Bg =B + TU(Bo,AO,Kz) + V(Bl,Al,Kz), (316)
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e 0 campo total sobre os spins da camada n = 3 serj

B3 = B+ TU(B],A},Kz), (317)

enquanto a interagéo efetiva entre os spins das camadas n — 2eh=3

serd dada por

Ay = K1 + W(By, Ay, Ky). (3.18)

Em geral, apés o trago sobre os spins das camadas n = 0 a n — L,
0 campo total B, sobre os spins da camada n e a interagdo A, entre os
spins das camadas n e n + 1 serdo dados por

Bu = B+V(But, An1,K2) + 1U(Bu g Au_, K),  (3.19)
A, = K1+W(Bn——laAn—laK2)-

Essas relagbes de recorréncia, simplificam-se consideravelmente
no limite de coordenacdo infinita z — 0o com Ji—=0e Jy, — 0, de tal
forma que

lim 2, = Jy, (3.20)
lim 227, = J,, (3.21)
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onde J; e J; sdo constantes ndo-nulas. E facil verificar que, neste limite,

a func¢do f(o,0') é dada, em ordem dominante, por

f(o,0') ~ [2cosh B]" exp[r(K10 + Ky0') tanh B, (322)

de forma que

U(B,A,K;) ~ rK,tanhB, (3.23)
V(B,A,K,;) =~ rK;tanh B, (3.24)
W(B, A, K,) ~ 0. (3.25)

Substituindo esses resultados nas relagdes de recorréncia (3.19) obtemos

no limite z — oo

B, = B+ K tanhB,_; + Kytanh B,_,, (3.26)
An = Kl, (327)
onde
N
2l W (3.28)
- J
K, = 2 (3.29)
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Observamos que, no limite de coordenacdo infinita, as interacdes entre
0s primeiros vizinhos de camadas sucessivas nio sio alteradas. Portanto,
nesse limite, ao invés das duas relagoes de recorréncia, (3.19), precisamos
considerar apenas a relagio de recorréncia (3.26). Isso simplifica bastante
a andalise matemaética do modelo sem, entretanto, introduzir modificacio
significativa do ponto de vista fisico.

A magnetizagdo por spin na n-ésima camada, resultante do
campo efetivo devido a todos os spins das camadas anteriores, é dada

por

M, = tanh B, (3.30)

Numericamente, é mais conveniente trabalhar com as varidveis M, que
sao limitadas (| M, |< 1), além de serem as varidveis que nos interessam
diretamente na identificacdo das fases moduladas. £ possivel, entdo, re-
escrever a relagéo de recorréncia (3.26) em termos das magnetizagoes nas
camadas sob a forma

1
M, = tanh T(M -1 —pM,_, + H), (3.31)

onde adotamos o sistema de unidades em que

Ji=1c¢e k=1, (3.32)

além de termos introduzido o parametro que mede a competicdo entre as
interacGes entre primeiro e segundos vizinhos,
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Jo
P 7 (3.33)
Definindo-se
I, = Mn—lg
Yn = My, (3.34)

a relagdo de recorréncia (3.31) pode ser reescrita sob a forma de um
mapeamento bidimensional:

xn-{-l = y‘n)
1
Yn+1 = tanh ;l—,(yn—p:cn+H) : (3.35)

A escolha do ponto inicial do mapeamento (z1,y;) é equivalente 3 escolha
das condigdes de contorno sobre as magnetizagGes da primeira e segunda
camadas na arvore. Podemos ainda escrever o mapeamento (3.35) sob a
forma matricial

Xoi = F(X,), (3.36)

onde

X, = ( “ ) (3.37)
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_ Yn
F(Xn) = ( tanh £ (y, — pz, + H) ) ' (3.38)

3.3 Atratores do mapeamento

Ap6s um nimero suficiente de iteragdes, os pontos do mapea-
mento convergem para as proximidades dos atratores do mapeamento.
Estes atratores representam as estruturas moduladas estdveis na rede de
Bethe, ou seja, no interior profundo da 4rvore de Cayley. Essas estruturas
moduladas serdo denominadas de fases, mas devemos observar que essa
denominagdo néo implica necessariamente que essas estruturas na rede
de Bethe apresentem as propriedades das fases no sentido termodinamico
usual aplicdvel a sistemas reais.

Uma caracterizagido importante dos atratores do mapeamento é
fornecida pelos expoentes de Lyapunov (Lichtenberg e Lieberman, 1983).
Os expoentes de Lyapunov medem a taxa de convergéncia ou divergéncia
das trajetérias dos pontos do mapeamento nas vizinhangas do atrator.
Os expoentes de Lyapunov sio definidos por

N=lim Sl A (i=1,2), (3.39)

onde A; (i = 1,2) sdo os autovalores da matriz L, produto das matrizes
jacobianas do mapeamento
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L=J(XN)J(Xno1) - J(X2)I(X,), (3.40)

onde as matrizes jacobianas sio dadas por

_ O(ZTni1,Yn41) " 0 1
T ) = = S ) “(—%(1—y£+1) %(1-yﬁ+1))' S

Por conveniéncia, ordenamos os expoentes de Lyapunov segundo
a magnitude

2, = B (3.42)

Verificamos, numericamente, que os seguintes tipos de atratores sio pos-
siveis para o mapeamento (3.35), em funcdo de diferentes valores dos
parametros p, T e H:

1. Pontos fizos: representam fases uniformemente ordenadas, que po-
dem ser tanto paramagnéticas quanto ferromagnéticas. Neste caso
A2 < A1 < 0, revelando a contragdo no espago de fases nas duas

direcdes.

2. Ciclos-Q: representam fases moduladas comensurdveis de periodo
Q. Também neste caso Ay < A1 <0.

3. Orbitas aperiddicas: representam fases moduladas incomensurgveis,
com A; =0 e Ay < 0. Neste caso, 0 mapeamento preserva o volume

no espago de fases numa das direcées e o contrai na outra.
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4. Atratores estranhos: representam fases moduladas cadticas. Neste
caso A\; > 0e Ay <O.

A regido de estabilidade de um dado atrator no espaco p—T — H
€ a regido onde a fase correspondente a este atrator é estivel. Pode acon-
tecer que, para certos valores dos parametros p, T e H, os pontos do
mapeamento convirjam para atratores diferentes dependendo da escolha
do ponto inicial. Fisicamente, isso significa que a fase que se realiza
no interior profundo da &rvore de Cayley depende das condigbes iniciais
impostas nas duas camadas mais externas da arvore de Cayley. A su-
perposi¢ido das regides de estabilidade dos atratores ocupa em geral um
volume no espago p — T — H, e dizemos que nessa regiao ha a coezxis-
téncia de fases correspondentes a esses atratores. Aparentemente isso
contradiz a regra de fase de Gibbs (Callen, 1985), segundo a qual sé
poderia haver coexisténcia de fases sobre uma regiao bidimensional (su-
perficies) no espago p—T—H. A contradigdo se resolve se lembrarmos que
estamos estudando as propriedades do sistema numa rede de Bethe, e que
portanto as consideragbes termodindmicas usuais vélidas para sistemas
reais ndo se aplicam.

O principal objetivo da primeira parte da tese é a determinacao
das regides de estabilidade dos atratores ou fases dos tipos (1) e (2),
e a construgao dos diagramas de fases no plano T — H para diferentes
valores do pardmetro de competico p. Também estudamos a ocorréncia,
e proprieda,des dos atratores dos tipos (3) e (4).



Capitulo 4

Métodos para determinacao das
fronteiras de fases comensuraveis

4.1 Introducao

A investigacdo do diagrama de fases de sistemas modulados é,
em geral, uma tarefa extremamente complexa e laboriosa. Isto é verdade
também nos modelos relativamente mais simples definidos em &rvores, de
modo que utilizamos um arsenal de métodos para essa tarefa, conforme
passamos a descrever.

Um aspecto atraente do estudo de sistemas definidos em 4rvores
€ que a iteragdo do mapeamento a ele associado fornece automaticamente
a fase que se realiza na rede de Bethe. E o processo geralmente empre-
gado na determinacio do diagrama de fases desse tipo de sistemas, e é
inegavelmente 1til no estudo exploratério do diagrama de fases, na deter-
minag¢ao do comportamento do ntimero de onda e no estudo de atratores
estranhos, entre outras tarefas. Entretanto muitas vezes a velocidade de
convergéncia do mapeamento torna-se proibitivamente lenta, tornando
invidvel um estudo detalhado do diagrama de fases. Isso ocorre, por e-
xemplo, na regido de altas temperaturas e também préximo & fronteira
de estabilidade das fases comensuriveis. Essa & uma limitacdo particu-

42
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larmente severa para os nossos propésitos, ja que estamos interessados
em levantar um grande nimero de diagramas de fases que contém largas
regioes em que a convergéncia do mapeamento é extremamente lenta.

Para superar o problema de lenta convergéncia do mapeamento
elaboramos um procedimento baseado no método de Newton que permite
a determinagdo da fronteira de uma fase comensurivel com muito maior
velocidade e precisdo. Esse método estd discutido detalhadamente na
se¢ao 4.2. O procedimento mencionado é aplicavel sempre que a largura
da fase comensurdvel nio seja desprezivel, dentro da precisio adotada nos
calculos numéricos. Entretanto, a largura das fases comensurdveis torna-
se muitas vezes extremamente delgada, especialmente para periodos lon-
gos € a temperaturas altas. Nestes casos, desenvolvemos um procedi-
mento baseado na minimizacéo de uma funcdo ¢, que apresenta também
vantagens de maior velocidade e precisio em relagdo a simples iteragdo do
mapeamento. Esse procedimento estd detalhado na secao 4.3. Todos os
calculos desta parte da tese foram feitos num PC 386/DX, sem nenhuma
dificuldade quanto ao tempo de convergéncia, o que pode dar uma nogao
da eficicia destes métodos.

No caso particular dos atratores serem pontos fixos do mapea-
mento, correspondendo portanto a fases para ou ferromagnéticas, as suas
fronteiras de estabilidade podem ser determinadas analiticamente, como

o faremos nos capitulos 5 (para campo nulo) e 6 (na presenca do campo).

4.2 Procedimento baseado no método de Newton

Um ciclo de periodo Q é caracterizado pelo fato de que apés Q
iteragdes retorna-se ao ponto inicial, ou seja,



4 - METODOS PARA DETERMINA CAO DAS FRONTEIRAS . .. 44
Xn+Q =Xn. (4.1)

Os pontos do ciclo sido portanto solugdes da equagao

X = F(F(-- (F(X))..) = FO(X). (42)

Qvezes

E claro que num ciclo-Q) existirdo @ solucgdes distintas desta equacao
correspondendo aos @ pontos distintos do ciclo. O sistema néo linear de
duas equagdes representado por (4.2) pode ser resolvido pelo método de
Newton. Seja X {()i) uma solugéo tentativa na proximidade de uma das

solucbes da equagdo (4.2), e definamos

x5 = xP +6x9. (4.3)

Substituindo X ((fﬂ) na equacdo (4.2), e expandindo-se em primeira or-
dem em 6 X ((]i), obtemos

X0 +6X0 = FOXY +6X0) ~ X9 + L6XP,  (4.4)

onde L é a matriz definida em (3.40). Portanto a corregao 6 X g) que
move X (()i) mais perto da solugdo da equagio (4.2) é dada por

X5 = (L - )X - x{). (4.5)
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Em geral, o processo iterativo representado pelas equagdes (4.3)
e (4.5) converge muito rapidamente para uma solugao desde que se esteja
no interior da regido de existéncia de um ciclo-Q, enquanto fora dessa

regido nao se observa nenhuma convergéncia, cujo critério adotado foi

max(| 6zg” |,| 6y |) < 107°. (4.6)

O ntimero méximo de iteragdes escolhido foi 20, ou seja, se o processo
nao convergisse dentro de 20 iteracdes considerava-se que se estava fora
da regido de existéncia de um ciclo-Q. Assim, partindo-se de um ponto
no interior da regido de existéncia de um ciclo-Q e um ponto fora, deter-
minamos a fronteira da fase por meio de um processo de bissecgdo (Press
et al., 1986).

Em certas regides do diagrama de fases o processo iterativo con-
verge para um repulsor do mapeamento. Este tipo de érbita nio pode
ser obtida por meio de iteragdo do mapeamento, vale dizer, ndo se realiza
na rede de Bethe, e portanto ndo tem interesse fisico. A distincao entre
atratores e repulsores pode ser feita sem dificuldades por meio do cédlculo
do expoente de Lyapunov. Esta distingdo serd importante na secao 6.6,
quando estudaremos as regides de instabilidade no interior de certas fases
comensuraveis.

E claro que a convergéncia do processo iterativo pode depen-
der do ponto inicial escolhido, e que a falta de convergéncia nio significa
necessariamente que a fase nio exista. Entretanto a experiéncia mostra
que essas fases probleméticas preenchem apenas pequenas regides do di-
agrama de fases, e que partindo-se de um conjunto abrangente de pontos
iniciais podemos obter resultados confiiveis.
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Um outro aspecto a considerar é que diferentes condigoes ini-
ciais podem convergir para diferentes ciclos-Q. Neste caso dizemos que
coexistem diferentes fases comensurdveis com um mesmo periodo. Esse

aspecto serd estudado em maior detalhe na segio 6.5.

4.3 Meétodo baseado na minimizagdo da funcio ¢

As regides de estabilidade de fases comensurdveis tornam-se
muito estreitas para periodos longos, e também nas regides de altas tem-
peraturas. Muitas vezes, a largura dessas fases torna-se menor que a pre-
cisdo numérica adotada nos cdlculos. O procedimento discutido na se¢ao
anterior, que dependia de se conhecer um ponto no interior da regiao de
existéncia da fase, torna-se claramente inaplicdvel nestas circunstincias.
Nestes casos, um procedimento alternativo revelou-se de extrema valia.

Definamos a funcéo

¢(T7 b, Ha Q) == mXin “XQ . X0”21 (47)

onde Xq = F9(Xo), e ||X|| = ||(z,9)]| = v&?+ ¢°. A funciio ¢ re-
presenta a menor “distancia ao quadrado” entre os pontos Xy e X ¢ =
F(Q)(X 0), € portanto tem a propriedade de se anular na regiao onde
existe um ciclo-Q . Para a minimizacio da funcio de duas varigveis
utilizamos a rotina DUMCGG do IMSL (1987), baseada no método do
gradiente conjugado. A figura 4.1 mostra um exemplo da funcao ¢ para
uma fase comensurével que apresenta uma largura aprecidvel, a fase 4/23.
Observamos que existe um intervalo onde a fungdo ¢ se anula, correspon-
dendo & regido onde existe o ciclo-Q. A fronteira de estabilidade pode
ser determinada pelo método da secante (Press et al., 1986) aplicado &
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1E-004
b 5E-0057
O+ 00 7 1.098 1.099 1.100 1.107 1.102

Do

Figura 4.1: Fungio #(p) para Q = 23, para H = 0, T = 0,25 e condigGes iniciais
(z1,91) = (1,1).

equagao ¢ = 0, partindo-se de dois pontos fora da fase comensuravel. A
figura 4.2 mostra um exemplo da, fungio ¢ para uma fase que nessa regiao
€ muito estreita, a fase 27/155, nio havendo uma largura detect4vel den-
tro da precisdo numérica adotada. A solugéo da equagdo ¢ = 0 localiza

a posi¢do dessa fase dentro da precisio numérica considerada.
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Figura 4.2: Fungio ¢(
(1:.1):

p) para Q = 155, H = 0, T = 0,6 e condigdes iniciais (z1,%1)
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Capitulo 5

Diagrama de fases a campo nulo

5.1 Introducao

O modelo de Ising com interagdes competitivas na rede de Bethe,
no limite de coordenagao infinita, foi estudado na auséncia de campo por
Yokoi, de Oliveira e Salinas (1985). A figura 5.1 mostra o diagrama de
fases global por eles determinado.

Além de resultados numéricos obtidos por iteracdo do mapea-
mento, eles também calcularam analiticamente as regides de estabilidade
das fases paramagnética e ferromagnética. Por uma questao de com-
pleteza, esses cdlculos serdo reproduzidos nas secoes 5.2 e 5.3. Na sec¢do
5.4 discutiremos algumas caracteristicas adicionais do diagrama de fases
que serao importantes na compreensio do modelo na, presenca do campo.

Na secdo 5.5 compararemos os atratores estranhos por nés obtidos com
o de Yokoi et al. (1985).

5.2 Limites de estabilidade da fase paramagnética a
campo nulo

A fase paramagnética a campo nulo corresponde ao ponto fixo

trivial * = y* = 0. A matriz do mapeamento linearizado L definida

49
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Figura 5.1: Diagrama de fases do modelo a campo nulo (Yokoi, de Oliveira e Salinas,
1985).

em (3.40) coincide, nesse caso, com a matriz jacobiana J calculada no
ponto fixo trivial. Da férmula (3.41) obtemos imediatamente que

L= (__0% }). (5.1)

T

Portanto os autovalores da matriz L sio dados por

2; } = —21—T(1 + /1 — 4pT). (5.2)

Vemos que os autovalores A; sdo reais 3 esquerda da curva 4pT = 1, en-
quanto sdo complexos & direita dessa curva. Essa curva corresponde &
chamada curva de desordem (Stephenson, 1970). A natureza real ou com-

plexa dos autovalores se reflete no modo como os pontos do mapeamento
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Figura 5.2: Convergéncia do mapeamento ao ponto fixo paramagnético, a campo nulo.
Estao representadas as primeiras 1.000 iteragdes . (a) p =0,1eT =1,1. (b)p=1e
Vi =3 A

se aproximam do ponto fixo. No caso em que eles sdo reais e positivos,
a aproximagéao se d4 de forma monétona, como mostrado na figura 5.2a.
No entanto, se eles sdo complexos a aproximagio se d4 em espiral, como
na figura 5.2b.

A fase paramagnética é estdvel desde que max{| A; |,| Az |} < 1.
Para p < 1/2 a fase paramagnética torna-se instavel ao longo da linha

T=1-p, (5.3)

sobre a qual os autovalores sdo reais e iguais a 1. J4 para p > 1/2, a fase

paramagnética torna-se instavel ao longo da linha

T'=py, (5.4)
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sobre a qual os autovalores sio nimeros complexos de médulo unitério,

dados por

A] } - e:tiqc, (5.5)

p . '

Portanto para p < 1/2 a fase paramagnética torna-se instavel frente 3 fase
ferromagnética, e para p > 1/2 frente & fase modulada. ¢, é o chamado
nimero de onda critico, que determina o nimero de onda da estrutura
modulada que se encontra imediatamente abaixo da linha de transicao
para a fase paramagnética.

O ponto de intersec¢io das linhas para-ferro e para-modulada,
de coordenadas (p,T) = (1/2,1/2), corresponde ao ponto de Lifshitz
(Hornreich, Luban e Shtrikman, 1975).

5.3 Limite de estabilidade da fase ferromagnética a
campo nulo

A fase ferromagnética corresponde ao ponto fixo da forma z* =

y* = M # 0. A matriz L é, neste caso,

0 1
2= (g0l aey jalam) =

onde M é a magnetizacio local dada por
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1 S
M = tanh (TPM) ; (5.8)
Os autovalores da matriz L sao

A 1 - M? J 4pT
e + - " ’
Az} o (1 =1 \8:2)

A condicéo de estabilidade da fase ferromagnética ¢ dada por max{| A; |,

| A2 |} < 1. Para p < 1/2, o limite de estabilidade da fase ferromagnética
coincide com o da fase paramagnética determinada na secdo anterior.

Para p > 1/2, o limite de estabilidade é demarcado pela curva

T = p(1 — M?), (5.10)

onde M ¢é determinada pela equagdo (5.8). Essa curva estd represen-
tada na figura 5.3. Observamos que existe uma regido onde a fase fer-
romagnética e as fases moduladas coexistem. Este fato ja tinha sido
observado por Yokoi et al. (1985). A figura 5.3 mostra que uma por¢ao
considerdvel da fase modulada 1/14 coexiste com a fase ferromagnética.
O limite de estabilidade das fases moduladas em relagao a fase

ferro nao pode ser calculado de forma simples, pois hd uma infinidade de
fases moduladas cujo periodo aumenta quanto mais préxima ela é da fase
ferromagnética. A alternativa adotada foi determinar numericamente este

| limite, iterando o mapeamento e observando até onde a fase modulada
penetra no interior da fase ferromagnética. A curva que representa o
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1.0

MODULADA

Figura 5.3: Fase 1/14 a campo nulo na regizo de coexisténcia com a fase ferromagnética.
A linha LM representa o limite de estabilidade das fases moduladas e a linha LF representa
o limite de estabilidade da fase ferromagnética.

limite de estabilidade da fase modulada também est4 representada na
figura 5.3.

5.4 Caracteristicas adicionais do diagrama de fases
a campo nulo

Trataremos nesta se¢io de alguns detalhes do diagrama de fases
do modelo a campo nulo. Eles nos interessam pois permitem uma me-
lhor compreensdo do comportamento do modelo na presenca de campo
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magnético.

Inicialmente, trataremos da forma das fronteiras de fases comen-
suraveis perto da fase 1/6. As figuras 5.4 e 5.5 exibem detalhes das fases
comensuraveis a esquerda da fase 1/6, para valores de p proximos de 1.
O mesmo detalhamento, para fases & direita da fase 1 /6, estd nas figu-
ras 5.6 e 5.7. De forma geral, podemos dizer que as fases comensuriveis
perto da fase 1/6 tendem a acompanhar a curvatura da fase 1 /6 a baixas
temperaturas, mas desta se afastam a altas temperaturas! . Isto significa
que, para um valor fixo de p, podemos encontrar uma mesma fase comen-
suravel para diferentes temperaturas. Por exemplo, como mostrado na
figura 5.5, aumentando-se a temperatura a partir de 0, para p = 0,9,
encontramos a fase 5/32 duas vezes, e a fase 12/77 trés vezes. Comporta-
mentos semelhantes sdo ilustrados na figura 5.7, para o valor de p=1.1,
quando encontramos as fases 4/23, 27/155 e 34/195 duas vezes, e a fase
7/40 trés vezes.

Outra forma de visualizar o que ocorre com as fases moduladas
nessa regiao é calcular o nimero de onda em funcdo da temperatura, para
um valor fixo de p. A determinagio do niimero de onda foi feita através do
método usual baseado na iteragio do mapeamento (Vannimenus, 1982),
partindo do fato de que

— =A1Tim — (5.11)

onde n é o nimero de vezes que a magnetizagdo muda de sinal ao longo de
N iteracdes do mapeamento (3.35). Na pratica, descartamos 10.000 ite-
ragoes iniciais e calculamos g baseados nas 10.000 iteragdes subseqiientes.

INeste detalhe, nossos resultados se aproximam mais dos de Selke e Duxbury (1984) do que dos de
Jensen e Bak (1983) para o modelo ANNNI, como podemos ver nas figuras 2.3 e 2.4.
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Figura 5.4: Detalhe do diagrama de fases global para p < 1.

1.0 0.60
PARA
0.8 4 6/37
7 0.50 1
5/32
0.6 T 1 MODULADA
T | r2yez 0401 MoDULADA
0.4 - (a) ] (b)
| 12/77
024 2/13 1/6 0.30
1 5/32
0.0 N i 0.20 r ; .
0.85 0.90 0.95 1.00 0.890 0.895 0.900 0.905 0.910
P P

Figura 5.5: Detalhes do diagrama anterior. Em (a) observamos a forma geral de algumas
fases préximas a fase 1/6. Em (b) registra-se as trés interseccdes da fase 12/77 com a reta
P=0,9 e a regiao de intersec¢ao da fase 5 /32 com a referida reta.
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Figura 5.6: Detalhe do diagrama de fases global para p > 1.

Os diagramas gversusT para p=209ep=1,1estdo mostrados na
figura 5.8. O aspecto mais notdvel é a auséncia de monotonicidade do
nimero de onda, relacionada ao retorno de uma, mesma fase comensurivel
para diferentes temperaturas. Um fendmeno andlogo também foi obser-
vado na teoria de campo médio do modelo ANNNI (Bak e von Boehm,
1980).

Yokoi et al. (1985) estudaram como varia o ntimero de onda q
em funcdo de p, para temperatura fixa. Eles determinaram a dimensio
fractal (Dr) associada as fases incomensur4veis e mostraram que a baixas
temperaturas predominam as fases comensuriveis (Dr < 1) e a altas
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Figura 5.7: Detalhes do diagrama anterior. Em (a)
préximas a fase 1/6. Em (b)
34/195 e a regiao de intersec
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mostra-se a forma geral das fases
observa-se as miiltiplas interseccdes das fases 7/40, 27/155,
gao da fase 4/23 com aretap =1,1.
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Figura 5.8: q/27 versus T para () p=0,9e(b)p=1,1.
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Figura 5.9: ¢/27 versusp para (a) T=0,1€(b) T =0,8.

temperaturas predominam as fases incomensuriveis (Dr = 1). As figu-
ras 5.9a e 5.9b mostram a diferenga de comportamento a baixas e altas
temperaturas.

As fases incomensurdveis sio qualitativamente diferentes a bai-
xas e altas temperaturas. A altas temperaturas elas sao representadas por
um atrator unidimensional, e correspondem a fases incomensurgveis desli-
zantes (figura 5.10a). A baixas temperaturas, a érbita adquire um aspecto
mais desconexo, havendo aparentemente regides que jamais sio visitadas.
Ela deve corresponder a uma fase incomensursvel travada (figura 5.10b).

Hé uma diferenga entre as fases comensurdveis de periodo par
e aquelas de periodo ifmpar. Nas fases de periodo impar coexistem dois
tipos de estruturas moduladas distintas, relacionadas entre si por uma,
inversdo global das magnetizagdes (figuras 5.11 e 5.12 ). Um caso trivial _
€ a fase ferromagnética, que pode ter magnetizacdo positiva ou negativa.
No caso das fases com perfodo par, por outro lado, esses dois tipos de
estruturas sdo idénticas (figura 5.13). Essa diferenca entre fases com
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Figura 5.10: Fases incomensuréveis a campo nulo: (a) deslizante, parap = 0,85 T = 0,8
e (b) travada, para p = 0,902328 e T = 0, 1.
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Figura 5.11: Configuragoes diferentes da fase 1 /7 a campo nulo, para p = 0,85, T = 0,25
e condigbes iniciais (a) (z1,31) = (1,1) e (b) (z1,31) = (1,-1) .
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Figura 5.12: Configuragdes diferentes da fase 2/9 a campo nulo, para p=1,5, T== 0,82
e condigdes iniciais (a) (z1,y;) = (1,~1) &(d) (=i ) = (1, 1)

periodos pares e impares tem importantes conseqiiéncias no diagrama de
fases na presenga do campo magnético, como veremos no capitulo 6.

5.5 Atratores estranhos a campo nulo

A regido de coexisténcia de fases ferro-modulada abriga estru-
turas moduladas caéticas, correspondendo a atratores estranhos. Eles
podem ser detectados pelo cilculo do maior expoente de Lyapunov do
mapeamento que, nestes casos, é positivo. Yokoi et al. (1985) encon-
traram o atrator estranho representado na seqiéncia de diagramas da
figura 5.14, que mostra a sua natureza auto-similar. Prado e Fiedler-
Ferrari (1989) calcularam a dimensio fractal do atrator, obtendo o valor
1,114 0,01. Neste caso, o valor nio concorda com aquele obtido através
da conjectura de Kaplan-Yorke, que é de 1,182 + 0,001.

A temperaturas mais baixas, podemos observar atratores estra-
nhos com estruturas ligeiramente diferentes, exibindo mais lacunas, como
na figura 5.15. Veremos, no capitulo 6, que comportamento semelhante
ocorre na presenca de campo magnético. Este tipo de atrator ji foi
observado por Curry e Yorke (1978), para o caso de um mapeamento que
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Figura 5.13: Configuragoes da fase 1/6 a campo nulo, para T = 0,3 e (a) p= 0,97,
(b) p=1¢e (c) p=1,03. Note-se que elas sio invariantes por uma inversao global das
magnetizagoes .

exibe 6rbitas unidimensionais que tornam-se atratores estranhos com a
variacao continua de um parametro.

Alguns autores atribuem a fase vidro de spins um aspecto cadtico
(MacKay, Berker e Kirkpatrick, 1982; Bray e Moore, 1987). Baseados
nesta hipétese, Carneiro e Wreszinski (1991) mostraram que os atratores
estranhos deste modelo sdo bons candidatos a representar este tipo de
ordem vitrea.
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Figura 5.14: Atrator estranho obtido por Yokoi et al. (1985) a campo nulo, para p =

0,69662, T = 0,2 e condigdes iniciais {Sisdn) =11,
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Figura 5.15: Atrator estranho com lacunas, a campo nulo, para p = 0,8158, T = 0,1
e condigdes iniciais (z1,%:) = (1,1). As primeiras 10.000 iteragdes foram descartadas, e

estao representadas as 50.000 seguintes. O maior expoente de Lyapunov associado a este
atrator é 0,06.



Capitulo 6

Diagramas de fases na presenca de
campo

6.1 Introducao

O comportamento das fases moduladas na presenca de campo
magnético externo é, neste modelo, extremamente complexo. Torna-se
necessario, portanto, restringir os aspectos a serem explorados, ja que nao
podemos ter a pretensio de esgotar esse assunto. Concentramos nossa
atengao no estudo do comportamento das fases comensuriveis, através
do levantamento de diagramas de fases em cortes no espacop—T — H
para diferentes valores de p.

Este capitulo est4 assim organizado. Na secdo 6.2, descreve-
mos o diagrama de fases do estado fundamental do modelo. Na secao
6.3 determinamos analiticamente o limite de estabilidade da fase para-
magnética. Na se¢do 6.4 serdo exibidos diagramas de fases globais nos
planos T' — H para diversos valores de p. A coexisténcia de fases comen-
surdveis com mesmo nimero de onda e estruturas diferentes serd objeto
da secdo 6.5. A segdo 6.6 tratard das regies de coexisténcia de fases
moduladas de niimeros de onda diferentes, que podem ser observadas
para diferentes valores do pardmetro de competigio . Na, secao 6.7, fases
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incomensuréveis na presenga de campo magnético serio mostradas e seu
comportamento discutido. A ocorréncia de atratores estranhos na pre-
senca de campo é o tema na secdo 6.8. Finalmente, a comparagao dos
resultados deste modelo com os do modelo ANNNI na presenga de campo

sera feita na segao 6.9.

6.2 Estado fundamental do modelo

No limite T — 0, a relagdo de recorréncia (3.31) toma a forma

M, = sign(M,_y — pM,_, + H), (6.1)

onde sign(z) é a fungio sinal de z ,

1 sex>0,
sign(z)=¢ 0 sezxz =0, (6.2)
-1 sex <0.

Néo é dificil determinar os atratores desse mapeamento. O re-
sultado estd mostrado na figura 6.1.

Na regido A, caracterizada por H < 1—-pe H > p— 1, os pontos
fixos (1,1) e (—1,—1) sdo estéveis e sdo atingidos através de condigdes
iniciais adequadas. Portanto nessa regifio coexistem as fases + e —. Na
regido B, caracterizada por H > 1 —-pe H > p — 1, somente o ponto
fixo (1,1) é estdvel, correspondendo 3 fase +. Inversamente, na regido
C, caracterizada por H < p—-1e H < 1 — D, somente o ponto fixo
(—1,—1) é estdvel, correspondendo & fase —. Finalmente, na regido D,
caracterizada por H < p—1e H > 1—p, o tinico atrator estdvel é um ciclo-
4 correspondendo a uma antifase (2,2) da forma -4+ 4+ — — 4 4 — — .. ..



6 - DIAGRAMA DE FASES NA PRESENCA DE CAMPO

2 N
B 0
o (+) xxc\ X
1_ \\\\ ,
\\ XQ/
\\++0:L"'0 X
+— ) ++-—) D
H o A|(+-) / ( )
//// \\ax N\
— 1 &
A e
/ G
e 0 7 2
P

Figura 6.1: Estado fundamental do modelo.
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Contrariamente ao modelo ANNNI (Yokoi et al., 1981), as linhas
H=p-1eH =1-p, para p > 1, nio constituem linhas onde o es-
tado fundamental é infinitamente degenerado, conhecidas como linhas de
multifases. Com efeito, exatamente sobre o ponto p=1e H = 0 o tnico
atrator € um ciclo-6, da forma --- 4+ 40— =04 40— —0-... Exatamente
sobre a linha H = p—1 ocorre o seguinte: para 1 < p < 2 o dnico atrator
estdavel € um ciclo-5 da forma ---++0——++0——- .. para p = 2 o tnico
atrator € um ciclo-5 da forma ---++0—-0+40-0-- -, e finalmente para
P > 2 o unico atrator é um ciclo-4 da forma -+ +0 — + 4+ 0 — - -.
Resultados idénticos, exceto por uma inversio global dos spins, repete-se
sobre a linha H = 1 — p. Embora néo haja degenerescéncia sobre essas
linhas, veremos que a temperaturas diferentes de zero muitas, possivel-
mente infinitas, fases tendem a convergir para essas linhas. E dentro
deste entendimento que iremos nos referir a essas linhas como sendo de
multifases.

Os diagramas de fases obtidos para temperaturas maiores que
zero mostram que o estado fundamental determina a fase modulada que
se encontra imediatamente acima dele. O comportamento é particular-
mente interessante sobre as linhas de multifases. Assim, no diagrama
de fases 6.12 vemos que imediatamente acima do ponto de multifases
em H = 0 a fase que se realiza é 1/6 e tem a estrutura mostrada na
figura 5.13b. J4 para 1 < p < 2, como no diagrama de fases da figura 6.20,
a fase que se realiza imediatamente acima do ponto de multifases H = 0,5
é a fase 1/5. Finalmente, para p > 2 a fase que se realiza imediatamente

acima do ponto de multifases ¢ a antifase (2,2), como no diagrama de
fases 6.23.
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6.3 Limite de estabilidade da fase paramagnética na
presenca de campo magnético

A determinagao do limite de estabilidade da fase paramagnética
do modelo na presenga de campo é andloga & determinacdo do limite de
estabilidade da fase ferromagnética a campo nulo. Na presenca de campo
magnético, o ponto fixo paramagnético tem a forma z* = y* = M # 0,

onde M é a magnetizagdo local dada pela solugao da equacio

M = tanh —[(1 - p)M + H] (6.3)

Os autovalores da matriz linearizada do mapeamento L, calculados no

ponto fixo, sdo dados por
Ay 1-M? J 4pT
A2}— 5T (1:!: 1_1—M2 ’ (6.4)

O limite de estabilidade é determinado pela condicio

max {| Ay |,| A2 |} =1, (6.5)

que fornece, como func¢do de T e p, a magnetizacio M, na fronteira de
estabilidade. O campo correspondente pode ser obtido invertendo-se a
equagao (6.3),

1
H,=(p-1)M,+ -2-Ttamh‘1 M,, (6.6)
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T0.4 -

0.2 4

Figura 6.2: Limite de estabilidade de fases paramagnéticas para p = 0,3. As setas
apontando para a direita (esquerda) representam magnetizagio positiva (negativa).

a qual determina a fronteira da regido de estabilidade no plano T" — H.

Para o caso p < 1/2, a equagdo (6.5) tem as solucdes

Y
i - —_——
M: ._:l:,ll = (6.7)

Substituindo essas solugdes na equacio (6.6) obtemos as curvas

Hf = H(M}) e H; = H(M). (6.8)

c

Essas curvas estdo mostradas na figura 6.2. Fora da regiao delimitada
por essas curvas hd somente um ponto fixo paramagnético estdvel, cor-
respondendo a uma magnetizagio paralela ao campo. J4 na regiao interna
coexistem dois pontos fixos correspondendo a magnetizagoes paralelas e
antiparalelas ao campo.
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Figura 6.3: Limite de estabilidade de fases paramagnéticas para p = 0, 7.

Para o caso p > 1/2 a equagéo (6.5) tem as solugdes

MZ* = :i:,‘l — —;l):. (6.9)

A figura 6.3 mostra as curvas HZ correspondentes as magnetizagoes dadas
pela equagdo (6.9) paraocaso1/2< p < 1. Na regiao na forma de bolha,
a fase paramagnética é instdvel, enquanto na regiao na forma de uma
tenda coexistem dois tipos de fases paramagnéticas com magnetizacoes
em sentidos opostos. Finalmente, a figura 6.4 mostra as curvas de esta-
bilidade para o caso p > 1. A fase paramagnética é instdvel no interior
da abdbada formada por estas curvas.

Os autovalores A; e Ay na fronteira de estabilidade sa0 com-
plexos para p > 1/2. O vetor de onda critico dc, que é também a fase das
exponenciais imagindrias correspondentes a estes autovalores, é dado por
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Figura 6.4: Limite de estabilidade de fases paramagnéticas para p = 1, 5.

1-M2 1

oS = 5T 2

(6.10)

g¢c € o vetor de onda da fase modulada na proximidade imediata da fron-
teira de estabilidade. E notavel que esse nimero de onda independe tanto
da temperatura T quanto do campo magnético H. Isto obviamente se
reflete no diagrama de fases, como teremos oportunidade de verificar na
préxima se¢do . Esta propriedade do nimero de onda critico é também
observada na teoria de campo médio do modelo ANNNI (Yokoi et al.,
1981).

6.4 Diagramas de fases do modelo na presencga de
campo magnético

Nesta se¢do apresentaremos os resultados dos diagramas de fases
T — H obtidos para diversos valores do parametro p. Ressaltamos que



6 - DIAGRAMA DE FASES NA PRESENCA DE CAMPO 73

foi essencial o emprego dos novos métodos descritos no capitulo 3 para o
levantamento desses diagramas de fases no grau de detalhamento apresen-
tado. Este trabalho teria sido totalmente invidvel se utilizdssemos apenas
o método baseado na iteragido simples do mapeamento. Em relagdo aos
diagramas de fases apresentados nesta se¢io convém observar que o fato
das fases comensuraveis de periodos mais longos serem representadas por
linhas, néo significa que elas tenham largura nula. Significa somente que
nao pudemos determinar sua largura e que, dentro da precisio numérica
adotada, ela é nula. O que pode ocorrer é que a largura destas fases seja
mais estreita ainda do que a espessura da linha que as representa.

A seqiiéncia de figuras 6.5—6.8 apresentam caracteristicas bas-
tante semelhantes, e representam os diagramas de fases T — H para os
seguintes valores do pardmetro p menores que 1: p = 0, 55, p = 0,6,
p=0,7e p=0,8, respectivamente.

Como caracteristica geral, observamos que todas as fases comen-
surdveis existentes a campo nulo sobrevivem na presenca de campo até
um valor mdximo, préximo & fronteira paramagnética-modulada. A par-
tir dai muitas delas dobram-se para baixo e tendem novamente a retornar
ao eixo H = 0, descrevendo um C invertido. Nesse retorno, elas adentram
uma regiao onde coexistem com a fase paramagnética, além de tenderem
a se sobrepor, num processo de extrema complexidade. Alguns aspectos
das fases comensurdveis nessa regido serdo discutidos na secao 6.6. O
término da regido de coexisténcia corresponde ao ponto tricritico, assi-
nalado por TCP nesses diagramas de fases.

Para determinar o limite de estabilidade das fases moduladas, o
mapeamento (3.35) foi iterado 50.000 vezes partindo de diferentes condi-
¢Oes iniciais para verificar a existéncia de fases moduladas. O limite de
estabilidade das fases moduladas est4 representado, nas figuras 6.5,6.6 ¢



6 - DIAGRAMA DE FASES NA PRESENCA DE CAMPO

74

0.60
8/117 p = 0.55
0.55 —
1/15
3/44
/
1/16
0.45 - _ = 1/18
7/7 o
_ . “P1/20
0.40 + —
PARA
1/25
0.35
0.000 0.0

Figura 6.5: Diagrama de fases T'— H
de estabilidade das fases moduladas.
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parap = 0,55. A linha tracejada representa o limite
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Figura 6.6: Diagrama de fases T — H
de estabilidade das fases moduladas.

parap = 0,6. A linha tracejada representa o limite
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Figura 6.7: Diagrama de fases T — H parap=0,7.



6 - DIAGRAMA DE FASES NA PRESENCA DE CAMPO 77

1.0
1 42/295 _
' 227156 p = 0.8
0.8 - j
0.6 - \
12/85
T - / ;
4/29 - 1/8
0.4 - / 7 4
2/15 A
: F~ TCP
0.2 7] ——— = 1/9
j PARA
1712
0.0 I I I I 1
0.00 0.05 0.170 0.15 0.20 0.25 0.30

H

Figura 6.8: Diagrama de fases T — H parap=0,8.
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6.7, através de uma linha tracejada. Nos outros diagramas, os resultados
que obtivemos para estas linhas eram pouco precisos, pois proximo ao
limite de estabilidade, a iteragio converge muito lentamente, tornando os
resultados insatisfatérios. Portanto achamos por bem nao representa-los
nas figuras 6.8 — 6.11.

O término da regido de coexisténcia corresponde ao ponto tri-
critico, assinalado por TCP nos diagramas de fases. Os pontos tricriticos
exibidos nas figuras 6.5-6.11 foram determinados através de dois métodos:
intersecgdo do limite de estabilidade da fase modulada com o limite de
estabilidade da fase paramagnética, e interseccdo das fases comensuraveis
de nimero de onda préximo mas menores que ¢. com o limite de estabili-
dade da fase paramagnética. Este tiltimo método baseia-se no fato de que
as fases comensurdveis cruzam com a linha de estabilidade da fase para-
magnética apds se dobrarem para baixo. Quanto maior o ntimero de onda,
maior é a temperatura em que se d4 esse cruzamento. Portanto, uma fase
modulada com nimero de onda préximo a g. deve interseccionar o limi-
te de estabilidade da fase paramagnética num ponto préximo ao ponto
tricritico. Em geral, estas fases sio muito estreitas, e foram determinadas
através do método de minimizagio da funcéo ¢. Quanto mais préximos
os nimeros de onda da fase comensurivel de dc, mais perto do ponto
tricritico se dard a intersec¢do dessa fase com o limite de estabilidade da
fase paramagnética. Para os valores de p»=0,55, 0,6 e 0,7, obtivemos
0s pontos tricriticos comparando os resultados dos dois métodos. No en-
tanto, para p = 0,8, 0,9 e 0,95, nio foi possivel utilizar este método
pois a determinagio das fases comensurdveis com ¢ préximo de g. para
temperaturas baixas torna-se muito dificil.

As fases comensuriveis apresentam estruturas diferentes antes e
depois da dobra, como exibidas na figura 6.9. A configuracio da fase 1 /9
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Figura 6.9: Configuragdes da fase 1/9 antes e depois da fase se dobrar: (a) H=10,095¢
T=0,43. (b) H=0,177Te T = 0,4.

antes da dobra possui camadas com magnetizagio negativa, enquanto a
da fase ap6s a dobra ndo as possui, tendo um aspecto de marolas sobre
uma superficie liquida.

Observamos também que algumas fases, como por exemplo a
fase 1/8 na figura 6.8, apresentam um visivel estrangulamento. Outras,
como a fase 1/9 na figura 6.7, evidenciam um alargamento, para campo
crescente. Esses efeitos estdo relacionados & coexisténcia de fases comen-
surdveis de mesmo periodo mas de estruturas distintas, como serd discu-
tido em maior detalhe na secédo 6.5.
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Outro aspecto destes diagramas é a existéncia de fases que se
encontram dentro da regido de coexisténcia, paramagnética-modulada em
praticamente toda a sua extensdo. Elas nio experimentam o dobramento
das fases acima referidas. Exemplo tipico delas é a fase 1 /20 na figura 6.6.
As fases 1/13 na figura 6.7 e 1/12 na figura 6.8 também tém este com-
portamento.

Os diagramas obtidos para p = 0,9 e 0, 95, nas figuras 6.10 e
6.11, mostram fases comensuriveis que exibem um comportamento mais
complexo. Por exemplo, a fase 5/32 no diagrama da figura 6.10, existe
tanto numa regido sob a forma de uma semi-bolha a baixas temperaturas
quanto sob a forma de um C invertido para temperaturas mais altas. Por
outro lado, a fase 12/77 existe tanto numa regiio anular a temperaturas
baixas, quanto sob a forma de um C invertido a altas temperaturas. O
comportamento peculiar dessas fases pode ser compreendido através do
exame do diagrama de fases a campo nulo da figura 5.5, onde vemos
que essas fases existem para temperaturas diferentes e mesmo valor de p.
Do mesmo modo, a forma de semi-bolha da fase 1 /6 figura 6.11 decorre
claramente da existéncia dessa fase ao longo de toda a linha que é a
intersecc¢do da reta p = 0,95 com a regiio da fase 1 /6, no diagrama de
fases a campo nulo.

A figura 6.12 mostra o diagrama de fases no plano T — H para
o valor de p exatamente igual a 1. Na auséncia do campo a unica fase
modulada é a fase 1/6. Na presenca de campo, embora a fase 1/6 ocupe
uma porgao considerdvel do diagrama de fases, subsistem muitas fases
moduladas de nidmeros de onda menores nas regides de campos mais
altos. Todas essas fases moduladas emanam do ponto de multifases em
(p,T,H) = (1,0,0) apresentando-se em forma, de camadas estratificadas,
com fases comensuréveis de nimeros de onda maiores envolvendo outras
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Figura 6.11: Diagrama de fases T — para p = 0, 95.
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fases com nimero de onda menores.

Observamos que, conforme o nimero de onda das camadas mais
externas tende a 27(1/6), como ilustrado pela fase 41/247 na figura 6.12,
elas tendem a encostar na fase 1/6 e na fronteira de estabilidade das fases
moduladas. Isso estd consistente com o fato de que o numero de onda
critico nesse caso ser igual a 27(1/6).

A regido de coexisténcia entre as fases modulada e paramagné-
tica aparentemente desaparece, mas ainda existem regioes de coexistén-
cia entre fases moduladas a baixa temperatura, como pode ser visto na
figura 6.12, onde é possivel observar a superposigao entre as fases 1/8 e
1/7.

A seqiiéncia de figuras 6.13 — 6.15 mostra o que ocorre com
os diagramas de fases quando aumentamos o valor de p para além de
p = 1. Em particular, elas mostram o destino da fase 1 /6. Observemos
a figura 6.13. A fase 1/6 j4 ndo tem a forma de uma simples bolha, mas
desenvolve dois apéndices, que se estendem até o ponto de multifases.
Ela separa a regido de fases moduladas em trés partes: (a) uma regido
por ela envolvida cuja forma das fases lembra camadas concéntricas de
uma cebola, (b) uma regido acima dela e (c) uma regiao que contém a
fase 1/5, no canto inferior esquerdo do diagrama. A regiao (a) contém
as fases com ¢/27 < 1/6, como mostrado no detalhe da figura 6.14. As
regides (b) e (c) contém as fases com a/2m > 1/6. Elas se distinguem
pelo fato das fases da regido (b) terem origem nas fases que, a campo
nulo, estdo acima da fase 1/6 e as fases da regido (c) terem origem nas
que, a campo nulo, estdo abaixo da fase 1/6. Observamos também que
a fronteira da fase 1/6 apresenta-se quebrada num ponto. Isto se deve &
coexisténcia de dois tipos de fases 1 /6 nessa regiio . Na figura 6.15 ob-
servamos um visivel estrangulamento da fase 1 /6, indicando a iminéncia,
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Figura 6.12: Diagrama de fases T — H parap=1.
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de seu desaparecimento a campo nulo.

As figuras 6.16 — 6.18 mostram o diagrama de fases H — T para
p = 1,1. Observamos que a fase 1/6 agora s6 existe na presenca de campo
sob a forma de uma camada de cebola, originando-se e terminando no
ponto de multifases. E interessante observar que diversas fases, como por
exemplo a fase 4/23 mostrada na figura 6.16, existem em duas regioes
desconexas, uma sob a forma de uma semi-bolha partindo da fase que
J4 existe a campo nulo, e outra de forma de uma camada, de cebolas
originando-se e terminando no ponto de multifases. Outro ponto a ser
destacado é que mesmo as fases tendo a mesma forma a campo nulo,
como as fases 34/195 e 27/155, elas tém formas diversas na presenca de
campo, como pode ser visto no detalhe da figura 6.17.

As figuras 6.19 e 6.20 mostram os diagramas de fases H — T
para valores de p maiores, respectivamente, p=1,2 e p = 1,5. Observa-
mos que os comportamentos qualitativos ndo mudam apreciavelmente. E
interessante observar que a fase 2/11 na figura 6.19 que é extremamente
delgada para campo nulo adquire uma regiao de estabilidade aprecigvel a
campos altos. O mesmo efeito é visivel para outras fases comensuraveis
de periodo fmpar, como a fase 1/5 nas figuras 6.19 e 6.20. De forma
geral podemos afirmar que o campo magnético tende a inibir as fases
com periodo par, e estimular fases com periodo impar. Isso decorre da
auséncia da simetria por inversio global dos spins nas fases com periodos
impares, como foi discutido na se¢do 4.4. O fenémeno de estreitamento da,
fase 3/14 e alargamento da fase 2/9 que pode ser observado na figura 6.20
estd relacionado & coexisténcia de fases comensurdveis de estruturas di-
ferentes e mesmo ¢, como discutiremos em maior detalhe na se¢do 6.5.

A partir das figuras 6.20—6.22 podemos apreciar o que ocorre
com a fase 1/5, conforme aumentamos o valor de p passando pelo valor
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Figura 6.13: Diagrama de fases T — H global para p = 1, 05.
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Figura 6.14: Detalhe do diagrama de fases T' — H para P =

citada no texto.
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= 1,05, mostrando a regiso (c)
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Figura 6.15: Diagrama de fases T — H para p = 1,08.
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Figura 6.16: Diagrama de fases global T — H para p =1,1.
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90

Figura 6.17: Detalhe do diagrama de fases T — K parap = 1,1. As fases 7/40, 17/97,
46/263 e 39/223 estio rotuladas para mostrar a existéncia delas a baixas temperaturas.
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Figura 6.18: Detalhe do diagrama de fases T'— H para P
tém formas semelhantes nesta regiao do diagrama de

temperaturas mais altas.
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=1,1. As fases 39/223 e 46/263
fases, ao contrario do que ocorre a
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1.5

77/424

Figura 6.19: Diagrama de fases T — H parap=1,2.
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Figura 6.20: Diagrama de fases T' — H parap=1,5.
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Pc = 1/2cos(¥) = 1,618033988749895. ... Para p < p,, a fase 1/5 existe
a campo nulo, e sob o efeito do campo ela torna-se mais estavel, alargando
a sua regido de estabilidade e terminando no ponto de multifases, como
mostrado na figura 6.20. Para p > p., entretanto, a fase 1 /5 nao existe a
campo nulo, e a sua ocorréncia na presenca de um campo estd limitada
a uma regiao com a forma de uma camada de cebola que se origina e
termina no ponto de multifases, como mostrado na figura 6.22. O caso
limite p = p, estd mostrado na figura 6.21.

A medida que aumenta o valor do pardmetro p, a fase 1/4 vai
aumentando sua regiao de estabilidade relativamente as outras fases mo-
duladas. Para mostrar isto, definiremos Tc(%) como a maior temperatura,
para H = 0, em que podemos encontrar a fase 1/4, e 7. como a tempe-

ratura critica da transigdo modulada-paramagnética a campo nulo. Por

exemplo, para p = 1,5 ela é estdvel até T.(}) = 0,239.... Logo, a
razéo T,(3)/T. é igual a 0,159.... J4 para p = 2, esta razio sobe para
0.2785.... Para valores de p maiores, aumenta ainda mais a participagao

relativa dessa fase na regido modulada. A figura 6.23 mostra ainda outra
caracteristica dos diagramas de fases para p > 1. Aparentemente desa-
pareceram todas as fases tipo camadas de cebola que emanam do ponto
de multifases. Na realidade, como mostrado na figura 6.24, elas ainda
existem, mas sdo estdveis numa regido muito pequena em relacdo a es-
cala global do diagrama de fases. No limite p — 0o, 0 modelo torna-se
duas redes de Bethe antiferromagnéticas desacopladas. Neste limite, a
fase 1/4 (que representa a fase antiferromagnética), deve ser a tinica fase
modulada remanescente.

A figura 6.25 mostra a fronteira de estabilidade da fase 1/4 para
valores crescentes de p na proximidade do ponto de multifases. Essa

seqiiéncia mostra a forma pela qual a fase 1/4 finalmente envolve as fases
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Figura 6.21: Diagrama de fases T' — I para p = p.(1/5) = 1.618033988749895.
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Figura 6.22: Diagrama de fases T — H para p = 2.



6 - DIAGRAMA DE FASES NA PRESENCA DE CAMPO

10

: r = 68
8 =
6 -
4 -
2 =

1/4

0 T T T T T T L |

0 2 4 H 6 8

Figura 6.23: Diagrama de fases global T — H para p = 8.
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Figura 6.24: Detalhe do diagrama de fases global T — H parap = 8. A pequena bolha na
fase 1/4 contém as fases com ¢ < cos™1(1/16).
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Figura 6.25: Envolvimento de fases moduladas pela fase 1/4 para p crescente.

moduladas com nimeros de onda menores que g, = cos‘l(ﬁ).

Para finalizar, tentaremos classificar as formas bésicas das fases
comensuraveis nos diagramas T'— H baseando-nos nos resultados obtidos
nesta secao .

Em geral, num diagrama T — H, uma fase comensuravel com
nimero de onda ¢ apresentard formas diferentes conforme g seja maior
ou menor que o comprimento de onda critico g.(p) = cos‘l(%) correspon-
dente ao valor de p do diagrama T — H.

Assim, para p < 1 mas nio muito proximo de 1, somente estio
presentes as fases com nimero de onda ¢ < gc(p). Essas fases partem do
eixo T e tendem a se dobrar para baixo para campos grandes, adquirindo
a forma de um C invertido. Algumas fases, entretanto, que penetram
bastante na regiio de estabilidade da fase paramagnética, deixam de ser
estdveis antes de se dobrarem, adquirindo a forma de uma lingua.
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Para p > 1 mas ndo muito préximo de 1, as fases com nidmero
de onda ¢ > g¢.(p) partem do eixo T e terminam no ponto de multi-
fases. J4 as fases com ndimero de onda g < ¢.(p) surgem e terminam no
ponto de multifases, formando uma sobreposi¢cdo em forma de camadas
de uma cebola, onde as camadas mais internas possuem nimeros de onda
menores.

Na proximidade de p = 1, o diagrama de fases T — H sofre
uma forte influéncia da fase 1/6. Assim, as fases com nimeros de onda
g/2m préximos a 1/6 tendem a estar presentes em varias temperaturas
diferentes a campo nulo. Isso faz com que, além dos comportamentos
discutidos até agora, surjam outras duas possibilidades. Se a fase estd
presente a campo nulo numa regido conexa, entio a fase adquirird a
forma de uma semi-bolha no plano T — H. Por outro lado, se a fase estd
presente em duas regioes desconexas a campo nulo, entdo ela assumirg
a forma anular na presen¢do do campo. Uma fase que existe para dife-
rentes temperaturas a campo nulo pode apresentar mais de um tipo de

comportamento dentre os acima descritos.

6.5 Coexisténcia de fases comensuriaveis de mesmo
numero de onda e estruturas diferentes

Analisando mais detidamente os diagramas T — H da, secao 6.4,
notamos que certas fases comensurdveis apresentam mudancas bruscas na,
forma de suas fronteiras de fases. Por exemplo, na figura 6.20 podemos
observar o nitido afunilamento da fase 3/14. Esse tipo de efeito est4 as-
sociado & coexisténcia de fases comensuraveis de mesmo niimero de onda,
mas de estruturas distintas. Um exemplo destas estruturas, observadas
no caso da fase 3/14, estd mostrado na figura 6.26. Estas estruturas
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Figura 6.26: Estruturas diferentes da fase 3/14, na presenga de campo magnético, para
p=1,5T =0,322, H = 0,25 e condigdes iniciais (a) (z1,31) = (1,1/2) e (b) (21,31) =
(1,1).
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DETALHE '
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i
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0.6 0.20 0.25 0.30 0.35

Figura 6.27: Localizagao da regido de coexisténcia na fase 3 /14. (a) diagrama global. (b)
detalhe.
correspondem a atratores distintos mas de nimero de onda q/2m = 3/14.

Ha toda uma regido do plano T — H em que coexistem estas
duas fases, e que estd mostrada na figura 6.27. Para obté-la, analisamos
o maior expoente de Lyapunov associado aos atratores da fase 3 /14, para
diferentes valores do campo magnético, conforme estd representado na
seqiiéncia de graficos da figura 6.28.

Este fendmeno de coexisténcia de fases representa uma, transicao
de fases de primeira ordem no interior da fase comensuravel. Uma analo-
gia com a transi¢do liquido-gds num fluido podera auxiliar no entendi-
mento do que estd ocorrendo nesse modelo. Em ambos os casos trata-se
de uma transigdo entre duas fases de mesma simetria. No diagrama de
fases pressdo-temperatura é possivel passar da fase liquida para gasosa
sem experimentar nenhuma transigio. Esta situacdo corresponde, neste
modelo, & figura 6.28a-b. Por outro lado, pode haver uma transicao
de segunda ordem no ponto critico, o que é analogo ao que acontece
nesse modelo na figura 6.28c e 6.28g. Nestas figuras, o ponto em que o
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Figura 6.28: Maior expoente de Lyapunov do mapeamento, em fungdo da temperatura,

para a fase 3/14, p = 1,5 e H igual a: (a) 0, (b) 0,15, (c) 0,22, (d) 0,25 , (e) 0,28 , (f)
0,30 , (g) 0,35 e (h) 0,40.
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REGIAO DE COEXISTENCIA
{5 A
0.8
0.1 .
00 -l T T T T \
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H
Figura 6.29: Localizacao da regido de coexisténcia na fase 2/9.

0 maior expoente de Lyapunov é zero e tem expoentes negativos a direita,
e a esquerda representa o ponto critico. Uma terceira possibilidade é a
existéncia de uma transicio de primeira ordem liquido-vapor, que cor-
responderia no nosso modelo as figuras 6.28d-f. Nelas observa-se uma
coexisténcia de fases, ou configuragoes diferentes com mesmo nimero de
onda.

A existéncia de regides de coexisténcia de fases no interior das
fases comensuriveis deve ser um fendmeno comum, embora muitas vezes
eles ndo sejam denunciadas pela forma da fronteira de fases. Um exemplo
desse tipo é a regifio de coexisténcia presente na fase 2/9 da figura 6.20.
Uma anilise cuidadosa revela que essa regiéo ocorre para campos magné-
ticos fracos, como pode ser confirmado pelo estudo do maior expoente de
Lyapunov dos ciclos de periodo 9, mostrados na figura 6.30. A figura 6.29
mostra a regiao de coexisténcia na fase 2/9. Podemos compreender a,
existéncia dessa regido como sendo uma, extensao, para campo nio nulo,
da coexisténcia entre estruturas diferentes Ja existentes a campo nulo
(figura 5.12).
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Figura 6.30: Maior expoente de Lyapunov do mapeamento, em fungao da temperatura,
para afase 2/9 e p = 1,5 e H igual a: (a) 0, (b) 0,02, (c) 0,15, (d) 0,17 e (e) 0,25.
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6.6 Coexisténcia de fases moduladas de diferentes
nimeros de onda

Em todos os diagramas de fases T'— H do modelo hd regides
onde coexistem diferentes fases moduladas ou fases moduladas e a fase
paramagnética. Essas regides, embora em geral de pequena extensio com-
parada a extensdo global dos diagramas, apresentam uma complexidade
formiddvel. Como no caso do modelo na auséncia do campo (Yokoi et
al., 1985), é também nessa regido que encontramos os atratores estranhos,
que correspondem a fases moduladas cadticas. Nesta secdo , descrevere-
mos alguns aspectos do comportamentos de fases comensuraveis nessas
regides , deixando a descri¢do dos atratores estranhos para a secao 6.8.

Para valores de p > 1, a coexisténcia de fases moduladas de
diferentes nimeros de onda ocorre, nos diagramas T — H , Nas regides em
que as fases moduladas se dobram como camadas de cebola, perto do
ponto de multifases. Um exemplo tipico dessa regido de coexisténcia de
fases ocorre no interior da fase 1/6 mostrada na figura 6.20. A regiao
de estabilidade da fase 1/6 estd mostrada na figura 6.31. Ressaltamos
que existem muitas outras, possivelmente infinitas, fases moduladas que
coexistem nessa regido, mas que escolhemos estudar a fase 1/6 por ser
a mais simples. O aspecto mais not4vel é a existéncia de uma lacuna,
no ramo inferior da regido de estabilidade da fase 1/6. O estudo do
maior expoente de Lyapunov nesta regido mostra que o ciclo-6 torna-se
um repulsor nesta lacuna, pois esse expoente assume valor positivo, como
mostrado na seqiiéncia de graficos da figura 6.32. Mais ainda, nessa regiao
torna-se estavel um ciclo-12 (figura 6.32b). Este processo de duplicacio
de periodo prossegue com a diminuicdo da temperatura, quando na regido
central de estabilidade do ciclo-12 este passa a ser instavel, tornando-se
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Figura 6.31: Regiao de instabilidade da fase 1/6 para p = 1.5.

estavel o ciclo-24 (figura 6.32c), e assim sucessivamente. Claramente esse
tipo de duplicagdo de periodo deve estar relacionado ao aparecimento
de atratores estranhos nessa regido segundo uma das rotas para o caos
(Feigenbaum, 1980).

Para valores de p < 1 existem regides onde coexistem as fases
paramagnética e modulada, conforme pode se observar, por exemplo, nas
figuras 6.5—6.8. Nio ¢é facil estudar o que ocorre com as fases moduladas
comensuraveis que adentram essa regio.

A figura 6.33 mostra o que ocorre com a fase 1/11 para p = 0, 7.
A complexidade decorre da existéncia de um grande nimero de diferen-
tes ciclos-11 que podem se tornar estdveis ou instiveis nessa regiao .
Para compreender a situacdo, foi importante construir graficos dos dois
expoentes de Lyapunov associados a cada um dos ciclos-11, como funcio
do campo magnético. Em certos intervalos de parametros os autovalores
A;eA; da matriz linearizada I tornam-se complexos, e nesses casos os
dois expoentes de Lyapunov coincidem.
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agao de periodo da fase 1/6 e p = 1, 5. (a) T =0,21. (b)
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Figura 6.33: Localizagio da fase 1 /11 no diagrama de fases para p =0, 7.

A figura 6.34a mostra o que ocorre para campos pequenos e
baixas temperaturas. Neste caso, existern dois ciclos-11, cujos expoentes
de Lyapunov associados estdo indicados pelos indices (1) e (2). O ciclo-11
(1) tem ambos os expoentes negativos, enquanto o ciclo-11 (2) tem um
expoente positivo e o outro negativo. Portanto nessa regiao apenas o
ciclo-11 (1) é estavel.

Este cendrio se modifica ligeiramente nas figuras 6.34b e c. Ne-
las, para temperaturas ligeiramente maiores, o ciclo-11 (1) apresenta re-
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Figura 6.34: Expoentes de Lyapunov da fase 1/11 em fungao do campo magnético, para
p=0,7eTiguala: (a) 0,23, (b) 0,235, (c) 0,24 , (d) 0,25, (e) 0,3, (f) 0,33 e (g) 0,34 .
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gides onde A é complexo, caracterizadas pelo colapso das curvas dos ex-
poentes numa Wnica curva. Na figura 6.34d observamos o surgimento de
mais dois ciclos-11, indicados por (3) e (4), que entretanto sao instaveis.
Estes ciclos-11 correspondem, na figura 6.33, ao ramo de baixo da fase
1/11, que ndo representa uma regido de estabilidade da fase 1 /11, mas
uma regiao onde existe ciclo-11 instdvel. A dificuldade em encontrar esses
ciclos é responsével pela forma das fronteiras da fase 1/11, apés a dobra.

Gradualmente, conforme aumentamos a temperatura, esses ci-
clos-11 tornam-se cada vez menos instdveis, e se aproximam dos ciclos-11
(1) e (2), conforme indicado nas figuras 6.34e e 6.34f. Finalmente, na
figura 6.34g observamos que o ciclo-11 (3) torna-se estével, com expoente
de Lyapunov negativo, indicando que existe uma regido de coexisténcia
entre os ciclos-11 (1) e (3). Portanto nem todo o ramo de baixo da fase
1/11 na figura 6.33 ¢ instdvel, mas ele se torna instével abaixo de uma

certa temperatura.

6.7 Fases incomensurdveis na presenca de campo

Diferentes tipos de atratores aperiédicos, correspondendo a fases
incomensuraveis, foram observados na presen¢a do campo magnético, e
estao mostrados nas figuras 6.35 e 6.36. A figura 6.35a mostra um exem-
plo tipico de atrator aperiédico observado para campo pequenos e tem-
peraturas altas. Ele corresponde a uma fase incomensurdvel deslizante.
Para obté-lo, descartamos as 100.000 iteracoes iniciais, partindo de condi-
¢Oes iniciais (z1,¥1) = (1,1) e os pontos plotados correspondem aos 25.000
pontos posteriores. A figura 6.35b mostra um atrator aperiédico obser-
vado a campos e temperaturas baixos. Observamos que, nesta situagao,

O atrator torna-se aparentemente desconexo, havendo regides que jamais
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Figura 6.35: Fases incomensuréaveis parap < 1. (a) deslizante, para p = 0,6, T =0,43855
e H = 0,02. (b) travada, para p = 0,95, T = 0,950051 e H = 0, 05.

sao visitadas. Esse tipo de atrator corresponderia a uma fase incomen-
surdvel travada. Neste caso, foram descartadas 60.000 iteracdes iniciais,
partindo de (z1,%1) = (1,1) e os pontos plotados correspondem aos 30.000
pontos posteriores.

A figura 6.36 mostra atratores aperiédicos observados na regiao
de campos altos. Observamos a concentragao dos atratores no canto su-
perior direito, decorrente do fato de que existe uma componente grande
de magnetizagao paralela ao campo aplicado. A figura 6.36a mostra uma,
6rbita aperiédica unidimensional, correspondendo a uma fase incomen-
surdvel do tipo deslizante. Ela foi obtida descartando-se as 70.000 itera-
¢Oes iniciais, partindo de (x1,1;) = (1,1) e os 10.000 pontos posteriores
estdo representados. J4 a figura 6.36b mostra um atrator aperiédico a
temperaturas mais baixas, onde se observa, regides nunca visitadas pelos
pontos do mapeamento. Esse tipo de érbita corresponde a uma fase in-
comensuravel travada. Descartou-se as 60.000 iteragdes iniciais, partindo

de (z1,%1) = (1,1) e os pontos representados correspondem aos 30.000
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Figura 6.36: Fases incomensuraveis para p > 1. (a) deslizante, para p = 2, T = 0,3 e
H =1,27. (b) travada, parap =2, T =0,219019 ¢ H = Lol

pontos posteriores.

6.8 Atratores estranhos na presenca de campo

A figura 6.37 mostra o maior expoente de Lyapunov calculado
pela iteragdo do mapeamento, conforme o método de Eckmann e Ru-
elle (1985) descrito no apéndice, para p=20,6eT = 0,35 num in-
tervalo de valores de H, na regido de coexisténcia das fases modulada
e paramagnética. O mapeamento foi iterado a partir do ponto inicial
(z1,91) = (1,1), descartaram-se 10.000 pontos iniciais e foram utilizados
10.000 pontos subseqiientes no computo do expoente.

A figura 6.38 mostra o atrator estranho encontrado no ponto
p = 0,6, H=0,0247 ¢ T = 0,35. O maior expoente de Lyapunov é
A1 = 0,049. Nestas figuras sempre se partiu do ponto inicial (z1,11) =
(1,1) e descartou-se 10.000 pontos iniciais. A seqiiéncia dessas figuras
mostra os detalhes do atrator em graus crescentes de magnificagdo , onde
se percebe claramente a sua natureza fractal. As figuras 6.40a, b, c e d
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Figura 6.37: Maior expoente de Lyapunov em fungdo do campo magnético, obtido pelo
método de Eckmann e Ruelle (1985) para p = 0,6 ¢ T = 0,35. Observe-se duas regices
povoadas de atratores estranhos perto de H = 0,025.

contém, respectivamente, 15.000, 12.000, 2.500 e 730 pontos do mapea-
mento, correspondendo a um total de 15.000, 50.000, 200.000 e 1.000.000
de iteracgdes.

A figura 6.39 mostra o maior expoente de Lyapunov, calculado
também pelo método de Eckmann e Ruelle (1985), parap =1, T = 0,15
e num intervalo de valores de H que inclui a regido de coexisténcia de
fases moduladas. Também nesse caso partiu-se do ponto inicial (z1,y;) =
(1,1), descartou-se 10.000 iteragdes iniciais e foram utilizados as 10.000
iteragOes seguintes para o célculo do expoente.

A figura 6.40 mostra o atrator estranho encontrado parap=1,
H =0,235e T =0,15. O maior expoente de Lyapunov é A\; = 0,12. Na
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Figura 6.38: Atrator estranho obtido para valores de p = 0,6, H
varias ampliagoes, que evidenciam sua auto-similaridade.

= 0,35, T = 0,0247, e
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Figura 6.39: Maior expoente de Lyapunov em fungio do campo magnético, obtido pelo
método de Eckmann e Ruelle (1985) para p = 1 e T = 0,15. Observe-se uma regiao
povoada de atratores estranhos perto de H = 0,235.

sequéncia de figuras em magnificacio crescente podemos observar a sua
estrutura fractal. Na obten¢io dos pontos dessas figuras sempre se partiu
do ponto inicial (z1,31) = (1,1) e descartou-se 10.000 pontos iniciais. As
figuras 6.40a, b, c e d, contém, respectivamente, 45.000, 14.000, 8.000 e
2.500 pontos do mapeamento, e correspondem, respectivamente, a 45.000,
900.000, 1.000.000 e 10.000.0000 de iteragGes do mapeamento.

As figuras 6.41 e 6.42 mostram mais dois exemplos de atratores
estranhos encontrados na presenca do campo magnético. Neste caso,
eles foram detectados para p = 1,5, o que nos leva a concluir que esses
atratores estranhos devem existir para todos os valores do parametro
de competi¢io maiores do que 1/2. Estes atratores, particularmente,
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Figura 6.40: Atrator estranho obtido para valores de p = 1, T = 0,15, H = 0,235, e
véarias ampliagSes, que evidenciam sua auto-similaridade.
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Figura 6.41: Atrator estranho “conexo” obtido para valores de p = 1,5, T = 0,16
H =0, 7287 e vérias ampliagdes, que evidenciam sua auto-similaridade.
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foram encontrados a campos relativamente mais elevados e encontram-se
mais concentrados no canto direito superior, indicando a presenca de uma
magnetizagao considerdvel no sentido do campo magnético. Podemos
também observar que o atrator encontrado a temperaturas mais altas,
figura 6.41, é mais conexo que o atrator encontrado a temperaturas mais
baixas, figura 6.42, um fenémeno que Ja ocorre a campo nulo.

Nao foi nosso propdsito empreender estudo detalhado desses
atratores estranhos no molde dos trabalhos de Prado e Fiedler-Ferrari
(1989) e Carneiro e Wreszinski (1991), mas apenas verificar a existéncia
deles na presen¢a de campo magnético. Como no caso do campo nulo,
pudemos confirmar a ocorréncia deles nas regioes de coexisténcia de fases

moduladas.

6.9 Comparagao com o diagrama de fases do modelo
ANNNI na presenca de um campo magnético

Como mencionamos anteriormente, o modelo investigado nesta
parte da tese é uma contrapartida na srvore de Cayley do modelo ANNNI
numa rede cristalina. De fato, foi essa a principal motivagio para em-
preendermos esse estudo, j4 que o modelo numa drvore & mais simples
de ser estudado e permite uma exploragdo muito mais detalhada do dia-
grama de fases, que poderia ser ttil na elaboracdo do diagrama de fases
detalhado do modelo ANNNI na presenca de um campo. Neste sentido, é
interessante compararmos os resultados desse capitulo com os diagramas
de fases do modelo ANNNI na presenca de campo obtidos, na aproxima-
¢do de campo médio, por Yokoi, Coutinho-Filho e Salinas (1981).

Os diagramas de fases desses autores foram obtidos consideran-

do-se apenas fases de periodos menores que 20, e portanto devem ser
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Figura 6.43: Diagrama de fases do modelo ANNNI na presenga de campo, obtido por
Yokoi et al. (1981), para p = 0,4. A linha mais espessa representa uma transigio de
segunda ordem e a mais fina uma transicdo de primeira ordem, e se encontram num
ponto tricritico (T'CP).

considerados bastante aproximados e incompletos. Na comparacio dos
dois modelos é importante ter em mente que o ponto de multifases, a
campo nulo, no modelo ANNNI, ocorre para p = —Jy/J1 =1/2, enquanto
no modelo na 4rvore de Cayley ocorre para p = 1.

A figura 6.43 de Yokoi et al. (1981) mostra o diagrama de fases
T — H tipico para p < 1/2, que deve ser comparado, por exemplo, com
o diagrama 6.8 deste capitulo. Existe uma grande semelhanca na forma
geral desses diagramas, principalmente o fato das fases moduladas existi-
rem numa regido em forma de uma semi-bolha. As fases 1 /8€2/15 podem
ser vistas nos dois diagramas de fases, mas ¢ dificil uma comparac¢ao mais
detalhada pelo fato do diagrama de Yokoi et al. incluir apenas fases
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Figura 6.44: Diagrama de fases do modelo ANNNI na presenca de campo, obtido por
Yokoi et al. (1981), para p = 0,6. A linha mais espessa representa uma transigio de
segunda ordem e a mais fina uma transicdo de primeira ordem, que se encontram num
ponto tricritico (TCP).

comensuraveis de periodos curtos. Por exemplo, é bastante improvével
que a fase (43) domine quase a totalidade da regiao modulada como na
figura 6.43, sendo mais provavel que existam muitas fases comensuraveis
de periodos maiores, além de fases incomensuraveis, como na, figura 6.8,
Uma diferenga entre os dois modelos refere-se 3 localizagdo do ponto
tricritico, que ocorre no lado superior da semi-bolha, no caso do modelo
ANNNI, enquanto no modelo na 4rvore ocorre no lado inferior.

A figura 6.44 mostra um diagrama de fases T — H tipico do mo-
delo ANNNI para p > 1/2, que deve ser comparado, por exemplo, com
o diagrama de fases 6.20 deste capitulo. A forma geral dos dois diagra-
mas é bastante parecida, exceto que as fases parecem sair verticalmente
do ponto de multifases no modelo ANNNI e obliquamente no caso do
modelo na 4rvore de Cayley. Podemos observar nos dois diagramas que
as fases 1/4 e 1/5 ocupam porgdes considersveis do diagrama de fases.
Por outro lado, fases do tipo 1/6, 2/11 e 3/16 na figura 6.20 que formam
camadas sobrepostas nio sio observadas no modelo ANNNI, e ¢ possivel
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Figura 6.45: Diagrama de fases do modelo ANNNI na presenga de campo magnético para
p = 4, obtido por Yokoi et al. (1981). O retangulo é uma ampliacio do diagrama global
onde se observa a ocorréncia de um ponto critico terminal (CE) e de um ponto critico
terminal duplo (DCE).

que sejam uma peculiaridade do diagrama do modelo na 4rvore de Cay-
ley. Observamos também que no modelo ANNNI ainda existe o ponto
tricritico, que desaparece no modelo na drvore de Cayley.

Para valores grandes de p, o modelo ANNNI apresenta um dia-
grama T — H que tipicamente tem a forma mostrada na figura 6.45.
Este diagrama de fases deve ser comparado ao o diagrama da figura 6.23
desse capitulo. Nos dois casos, observamos a predominancia da fase 1 /4.
Isto ocorre porque para valores de p muito grandes o modelo ANNNI
decompde-se em duas subredes metamagnéticas, enquanto o modelo na
arvore de Cayley decompde-se em duas sub-arvores antiferromagnéticas.

Em resumo, podemos dizer que os diagramas de fases do modelo
na arvore de Cayley, embora apresentando certas diferengas em relacéo
ao diagrama de fases do modelo ANNNI, sio suficientemente semelhantes
para constituir um guia til numa investigacio mais detalhada do dia-

grama de fases do modelo ANNNI na presenca de um campo magnético.
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Capitulo 7

Introducao a parte II

Na primeira parte da tese estudamos um modelo que apresenta
fases moduladas magnéticas. Nesta parte estudaremos um modelo que
apresenta fases moduladas estruturais, e que constitui uma extensdo do
modelo FK (Frenkel e Kontorova, 1938).

O modelo FK é um sistema unidimensional cldssico de parti-
culas, também chamadas de dtomos, que interagem com seus vizinhos
através de um potencial parabélico (como se estivessem ligadas por mo-
las), e que estdo sujeitas a um potencial que varia senoidalmente no espaco
(figura 7.1). Tratando-se de um modelo unidimensional com interacoes
de curto alcance, ele nio apresenta fases ordenadas a temperatura finita
(Landau e Lifshitz, 1969). A maior parte dos estudos se concentra, por-
tanto, nas propriedades do modelo no zero absoluto da, temperatura, onde
ele apresenta fases ordenadas moduladas.

Em 1949, Frank e van der Merwe resolveram o modelo FK
na “aproximagdo continua”, vilida para potencial externo fraco. Eles
mostraram que esse modelo pode apresentar uma transicao da fase comen-
surdvel, onde todos os 4tomos estio no fundo do potencial, para uma fase
incomensuravel caracterizada pela existéncia de defeitos regularmente
espagados.

124
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Figura 7.1: Representacio do modelo FK. As molas representam as interacdes entre
os dtomos e a linha ondulada o potencial periédico. (a) fase comensurdvel. (b) fase
incomensurével. (c) estrutura caética.

O primeiro diagrama de fases para o modelo FK foi proposto
por Ying (1971) e estd mostrado na figura 7.2. Nesse diagrama nota-
se a predominancia da fase em que todos os 4tomos estdo nos minimos
do potencial externo, rotulada por (I). As fases (II), (III), (IV) e (V)
sao fases moduladas com periodicidades 2,3,4 e 5, respectivamente. Nas
zonas sombreadas deve se encontrar fases comensuriveis com periodici-
dade maior e fases incomensuraveis. A transi¢ao entre as fases (I)-(II) e
(II)-(III) foi proposta como de primeira ordem.

Em 1978, Aubry mostrou que o problema de encontrar o es-
tado fundamental do modelo FK tem relagdo com problemas de sistemas
dindmicos. Isto se d4 porque a condi¢do de extremo da energia para o
modelo FK gera o mapa padrio (Chirikov, 1979 e Greene, 1979). Neste
mesmo artigo, Aubry mostra a existéncia de uma transicao experimen-
tada pelas fases incomensurdveis, a chamada, transi¢do por “quebra de
analiticidade”, conforme J4 mencionamos na Introdugio Geral. Ainda no
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Figura 7.2: Diagrama de fases do modelo FK proposto por Ying (1971). A abscissa
representa a discrepancia entre as periodicidades do potencial externo e o comprimento
de repouso das molas e a ordenada representa a amplitude do potencial externo.

artigo de 1978, Aubry propds um modelo semelhante ao FK que, em vez
do potencial ter forma senoidal ele é uma série de parabolas repetidas,
tendo encontrado sua solucio exata. O diagrama de fases desse modelo
estd mostrado na figura 7.3. Os rétulos das fases sio chamados de niimero
de rotacdo, onde o denominador representa o periodo de repeticio da
configuragido. A definicio de nimero de rotagdo serd dada no préximo
capitulo. Aubry (1983b) demonstrou que o modelo antiferromagnético
de longo alcance de Bak e Bruinsma (1982, 1983), que apresenta “escada
do diabo completa”, na verdade pode ser reduzido a esse modelo.
Aubry e Le Daeron (1983) e Aubry (1983a, b, ¢), obtiveram
uma série de resultados rigorosos para o modelo FK e para um classe de
modelos FK generalizados, onde a interagdo entre os dtomos é sempre
uma fun¢do convexa. Entre os resultados, esti a demonstracdo de que
ndo pode haver transicoes de fase de primeira ordem no modelo FK,
quando a discrepancia entre o periodo do potencial e o comprimento de
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Figura 7.3: Diagrama de fases do modelo de Aubry (1978).

repouso das molas é aumentada. Isso significa que, nas figuras 7.2 e 7.3,
para abscissas crescentes, as fases mudam continuamente. N este sentido,
foi apontada a existéncia de incorregdes no diagrama de fases de Ying.
Demostraram também que néo pode haver estado fundamental caético,
uma possibilidade sugerida por Bak (1982). Os resultados de Aubry nio
excluem, entretanto, a possibilidade de fases cadticas em redes de Bethe.

Li e Bak (1986), estudando a transi¢io por “quebra de analitici-
dade”, verificaram que as posic¢des dos dtomos do modelo FK numa fase
travada do modelo FK constitui um conjunto de Cantor (Mandelbrot,
1983) de dimenséo fractal zero.

Em 1986, Griffiths e Chou propuseram um novo método para o
estudo de diagramas de fases de modelos unidimensionais. O chamado
“método dos potenciais efetivos” permitiu a determinacio do diagrama
de fases do modelo FK, além de uma larga classe de modelos, inclusive
aqueles cujas interagdes interatdmicas nio sio convexas. Exemplos disso
sdo um modelo magneto-eldstico (Marchand, Hood e Caillé 1987) e o
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Figura 7.4: Diagrama de fases global do modelo magneto-elastico, obtido através do
método dos potenciais efetivos por Marchand, Hood e Caillé ( 1987).

modelo XY quiral na presenca de campo (Yokoi, Tang e Chou, 1988).
Os diagramas de fases desses modelos estio mostrados nas figuras 7.4 e
7.5. Esses modelos exibem transicées de primeira ordem, as mesmas que
Aubry provara nio existirem para interagdes interatémicas convexas.

Nesta parte da tese, iremos estudar os diagramas de fases do
modelo FK em que o potencial externo contém primeiro e segundo har-
monicos. Entre outras caracteristicas desse modelo, interessa-nos relatar
a descoberta de fases sem simetria de reflexio por nds encontradas (Trag-
tenberg e Yokoi, 1989), independentemente de Sasaki e Floria (1989).
No capitulo 9 ficar4 evidente a diferenca entre os mecanismos produ-
tores deste tipo de fases em cada um dos modelos estudados. Em 1990,
Braiman, Baumgarten, Jortner e Klafer mostraram a existéncia de fases
assimétricas em cadeias finitas do tipo FK.

A Parte II deste trabalho est4 assim estruturada: no capitulo
8, descrevemos o modelo FK , mostramos sua soluc¢do na aproximacio
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Figura 7.5: Diagrama de fases global do estado fundamental do modelo XY quiral na
presenga de campo, obtido através do método dos potenciais efetivos por Yokoi, Tang e

Chou (1988).

continua e discutimos a ocorréncia de “escadas do diabo”. Além disto,

descrevemos sucintamente o método dos potenciais efetivos e os modelos

FK estendidos em que ele foi aplicado. No capitulo 9 mostramos novos

resultados para um modelo FK estendido, como a ocorréncia de transigoes

de segunda ordem entre configuragdes simétricas e assimétricas dentro de

uma mesma fase.



Capitulo 8

O modelo FK e suas extensoes

8.1 Descricao do modelo FK

Como ja dissemos, o modelo FK (Frenkel e Kontorova, 1938)
é uma cadeia unidimensional infinita de particulas, também chamadas
atomos, ligadas entre si por molas perfeitas, e sujeitas a um potencial
externo senoidal, como ilustrado na figura 7.1. A energia do modelo é
dada pela expressao

B= % [2w-a —af' + V(za)|, (8.1)

n=—oo

onde

Viz)= on)? [l—cos(zzx)]. (8.2)

Nestas expressoes , k é a constante da mola, z,, é a coordenada do n-ésimo
atomo, a é o comprimento natural das molas, b é o periodo do potencial
e K ¢é a amplitude do potencial. E conveniente adotar o sistema de
unidades tal que

kh=1e b=1. (8.3)

130



8 - O MODELO FK E SUAS EXTENSOES 131

Ao invés das coordenadas x,, é mais interessante trabalhar com as varig-

veis

Up =Ty — T, (8.4)

que medem a distancia entre o n-ésimo 4tomo e o n-ésimo minimo do
potencial externo. A expressdo para a energia fica entio

= Tl

E= % |50 - un— 1)+ V), (8.5)

n=-00 2

onde

Yy=a-1 (8.6)

mede a discrepancia entre o comprimento de onda do potencial e o com-
primento natural das molas.
O problema bésico consiste em encontrar as configuragdes { u,}

do sistema que minimizam a energia para dados parimetros K e A

8.2 Solugao na “aproximacgio continua”

A solucédo exata para este modelo ainda nio foi encontrada, mas
varios métodos podem ser empregados no sentido de compreender seu
comportamento, ainda que parcialmente. Discutiremos nesta, secao a
“aproximagdo continua” do modelo.
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A configuragdo de 4tomos que minimiza a energia deve satisfazer
a condicao

OE
——=0. (8.7)

Substituindo-se a expressio da energia (8.5) nesta condigdo obtemos

K
2un = Up41 — Up-1 + '2—‘7-(- sin(27run) = 0. (88)

Em 1949, Frank e van der Merwe estudaram essa equagao sob
a hipdtese de que os valores de wu, variavam pouco para valores de n
sucessivos. Como veremos, esta hipétese é v4lida quando a amplitude
do potencial K é pequena. Pode-se, neste caso, tomar n como sendo
uma varidvel continua, e a equacio de diferenca (8.8) torna-se uma
equagao diferencial, chamada de equagio de “seno-Gordon” independente

do tempo:
du K
— = —sin(?2 ; A
e sin(27u) (8.9)

Esta é matematicamente idéntica & equagao de um péndulo simples e
pode ser integrada exatamente. A solucdo geral é
vK

?

Mm=1+§m{77m-m)

- (8.10)

onde am é a amplitude da funcgao eliptica e k e ng sio as constantes de
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I
—1y

N

nr
Figura 8.1: “Rede” de defeitos igualmente espagados de I4. (Selke, 1992).

integracéo !. A forma geral da funcéo est4 mostrada na figura 8.1. Ela se
caracteriza por apresentar regides onde a fung¢do varia rapidamente sepa-
rados por platos onde a fungdo praticamente se mantém constante. Na
regido dos platds, os d4tomos estdo praticamente nos fundos do potencial,
enquanto na regido de répida variagdo os dtomos avancam no sentido
de sobrepor o maximo de potencial. Estas regides constituem defeitos
(também chamados de paredes, descomensuragdes , “kinks” ou sélitons)
onde falta um 4tomo em relacdo ao ndmero de minimos de potencial. A
separacao [; entre esses defeitos é dada pela férmula

g = et ) (8.11)

\/E )

onde K (k) é a funcdo eliptica completa de primeira espécie. Portanto o
deslocamento médio dos &tomos sucessivos é dado por

1A mesma expressio , como o argumento de am com sinal oposto é também solucdo , que entretanto
néo iremos considerar por nao ser relevante para y > 0.
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du(n)
1~

Figura 8.2: Configuragio de um defeito isolado. Na parte superior da figura, estd re-
presentada a variagao das posigdes dos 4tomos em relagio aos minimos do potencial. Na
parte inferior, estao representados os 4tomos em relagao ao potencial de substrato. (Selke,
1992).

1
W = (Un — Up_1) = o (8.12)

denominado de nimero de rotacdo . Uma estrutura serd chamada comen-
surdvel ou incomensurével conforme w seja um ntimero racional ou irra-
cional, respectivamente.

No caso k = 1 a expressdo (8.10) reduz-se a

o = %arctan exp[VE (n - ny)] (8.13)

e representa um tnico defeito na fase comensurivel U, = 0 em que todos
os dtomos estdo nos fundos do potencial, como mostrado na figura 8.2.
A largura desse defeito, definida a partir da inclinacdo da fun¢do para
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n = ny, como indicado na figura 8.2, é dada por

(8.14)

Isso mostra a validade da aproximagdo continua para potenciais baixos,
pois quanto menor a amplitude do potencial, mais suavemente variard
i

Conforme aumentamos o pardmetro 4, para uma amplitude do
potencial K fixa, a configuracdo de 4tomos que minimiza a energia passa
da estrutura comensurével travada, com todos os 4tomos nos minimos
do potencial, para estruturas incomensuraveis, com defeitos igualmente
espagados. O gréfico do nimero de rotagio w = 1/ly como funcao de
7 tem a forma da figura 8.3. A transi¢io entre as fases comensurivel e
incomensurével, ou transi¢ao CI, é continua e ocorre para

2

P = 71'_10 (8.15)

Para v = 9, surge um dnico defeito, como ilustrado na figura 8.2, e para
7 maiores surgem defeitos igualmente espacados como na figura 8.1.

Uma interpretagéo fenomenolégica do que ocorre pode ser obtida
a partir da expressdo aproximada para a energia do defeito, na proximi-
dade da transigdo CI. O excesso de energia por defeito em relacdo a fase
comensurdavel é dado por

e exp(—VKly). (8.16)

8
Uz(76*7)+ 2
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11/

Y

Figura 8.3: Transigao comensuravel-incomensurével, representada pelo grafico w versus
Y. A esquerda do ponto da transicio (2/7,0), a fase é travada. A sua direita ela é
incomensuravel.

O primeiro termo pode ser interpretado como sendo a energia de criacao
do defeito, que se torna favoravel para v > Ye- A densidade de defeitos é

controlada pelo segundo termo, positivo, que representa a repulsio entre
os defeitos.

8.3 Meétodo dos potenciais efetivos

Os estudos do estado fundamental do modelo FK e suas ex-
tensGes partem, muitas vezes, das equagdes de extremizacdo de ener-
gia (8.8). A desvantagem desse procedimento é que essas equacgdes ad-
mitem em geral um grande ntimero de solugdes , das quais devemos esco-
lher apenas uma, aquela de menor energia. Portanto sempre acompanha
uma certa inseguranca nesse método, a de ter omitido certas estruturas
importantes na anjlise e, portanto, nao ter determinado o verdadeiro es-
tado fundamental. O “método dos potenciais efetivos”, introduzido por
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Griffiths e Chou (1986), aborda o problema da determinagio do estado
fundamental de uma forma totalmente distinta, e permite, a0 menos em
principio, determinar com absoluta certeza o verdadeiro estado funda-
mental do sistema.

O método do pontencial efetivo se aplica a uma classe de sis-
temas mais geral que o modelo FK, inclusive para os casos em que o
potencial de interagdo entre particulas é nio-convexo. A forma geral da
energia potencial para uma cadeia unidimensional infinita de particulas,
também chamadas dtomos, interagindo entre si por um potencial W e

sujeitas a um potencial externo periédico V é dada por

E= 3 [W(tnn - un) +V(u), (8.17)

n=-=00

onde u, denota o deslocamento de n-ésimo 4tomo em relacdo ao n-ésimo
minimo do potencial. Suporemos que V(u) é uma funcdo periédica de

periodo 1,

V(u+1)=V(u). (8.18)

No caso particular do modelo FK, W e V sio dados por

W (Au) %(Au — (8.19)

Vi) = (2—1;3 [1= o8 2] (8.20)

A equagdo bésica do método do potencial efetivo é
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R(u) + A = V(u) + min[W(u — u') + R(u')], (8.21)

chamada de “equagdo de autovalor aditivo” ou “equacdo de autovalor
por minimizag¢éo ” (Griffiths, 1990), pela sua semelhanga com a equagao
de autovalores da élgebra linear. Pode ser demonstrado que, para V e
W satisfazendo condigoes apropriadas, a equagio (8.21) tem solugao com
um unico autovalor A e uma autofun¢do continua R (Griffiths, 1990). A

fungéo R deve ser periédica com o mesmo periodo do potencial V,

R(1+u) = R(u). (8.22)

Pode-se mostrar que A é a energia por particula do estado fundamental.

Para se determinar o estado fundamental considera-se o mapeamento

'r(u) e u', (8.23)

onde para cada u associa-se o valor de u' onde é atingido o minimo na
equagdo de autovalor aditivo (8.21). Entdo qualquer configuragdo de

particulas {u,} com a propriedade

() = Un1 (8.24)

€ um estado fundamental. Na prética, partindo-se de um valor inicial u,
a iteragdo do mapeamento (8.23) converge sempre para um atrator que
corresponde ao estado fundamental do sistema.
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H4 vérias formas de se justificar heuristicamente a equagao de
autovalor aditivo (8.21) (Griffiths, 1990). Uma das formas é obté-la como
o limite de temperatura zero do método do operador de transferéncia.
Um outro método, mais direto, é considerar uma cadeia finita de atomos.
Seja Ry(u) a energia minima de uma cadeia de N atomos, uy, us, -, uy,
com o vinculo de que uy = u; ou seja, o N-ésimo 4tomo é mantido numa
posi¢ao fixa, mas os outros dtomos sdo livres para se rearranjarem de

modo a minimizar a energia. Entdo

Ri(u) = V(u), (8.25)

Ry(u) = V(u)+ n}&i,n[W(U —u') + Ry(u')], (8.26)

R3(u) = V(u)+ n}ii,n[W(u —u') + Ry(u')], (8.27)
e, em geral,

Ry41(u) =V(u) + II}LI'D[W(H —u') + Ry('))]. (8.28)

Se agora supomos que para N grande, Ry(u) tende a uma funcio R(u)

mais uma constante proporcional a N,

Ry(u) ~ R(u) + N, (8.29)

entao , no limite N — oo, a equagéo (8.28) torna-se idéntica & equacao de
autovalor aditivo (8.21). Além disso, esta deduc¢do mostra o significado
intuitivo de R(u): é o potencial efetivo relacionado & forga sobre o 4tomos
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mais & direita numa cadeia semi-infinita. Mais ainda, esta dedugéo su-
gere porque a iteragdo do mapeamento 7, equagdo (8.23), fornece uma
série de pontos que convergem para o estado fundamental. Se o &tomo
mais a direita, numa cadeia semi-infinita, est4 na posi¢ao u, o atomo
imediatamente & sua esquerda estd na posigdo 7(u), e 0 4tomo & esquerda
deste em 7(7(u)), e assim sucessivamente. Assim, iterando-se um nimero
suficiente de vezes determinamos as posicdes dos dtomos que estdo bem
afastados da fronteira direita da cadeia, e portanto menos perturbados
pela presenca desta borda.

Analogamente, podemos definir um potencial efetivo 3 esquerda,
L(u) para a semi-cadeia & direita do 4tomo na posigdo u', que deve obe-

decer & equagao

L(u') + A = V(u') + min[W (u — ') + L(u))]. (8.30)

O autovalor A é o mesmo para as equagdes (8.21) e (8.30), mas as funcoes
R(u) e L(u) sdo em geral diferentes. Existe uma no-unicidade trivial das
funcgdes R e L que decorre do fato de que adicionando-se uma constante
obtém-se uma, outra autofungéo . Por isso é conveniente “normalizs-las”
de tal forma que

min[R(u)] = min[L(u)] = 0, (8.31)

para fixar essa constante aditiva. Algumas vezes observa-se uma, multi-
plicidade ndo-trivial das autofuncdes . Isso ocorre quando hj coexisténcia
de estados fundamentais distintos (Sasaki e Floria, 1989 e Schellnhuber,
Urbschat e Willbrink, 1990).
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Podemos também definir o potencial efetivo total F(u) segundo

F(u) = R(u) + L(u) = V(u), (8.32)

onde V(u) foi subtraido para néo ser contado duplamente. F(u) repre-
senta o potencial efetivo sentido por um 4tomo no centro de uma cadeia
infinita (nos dois sentidos), que ocupa a posi¢do u, enquanto todos os
outros dtomos séo livres para ocupar a configuracio de menor energia.
Portanto a funcdo F(u) apresenta a propriedade de que ela toma valores
minimos nos pontos correspondendo ao estado fundamental.
Discutiremos agora um dos procedimentos numéricos (Griffiths
e Chou, 1986; Chou e Griffiths, 1986) para resolver a equagao de au-
tovalor aditivo (8.21), e que foi 0 método por nés utilizado nesta tese.
Inicialmente discretiza-se o intervalo [0,1) em N pontos uniformemente
espagados. O valor de N é tipicamente da ordem de 10? ~ 10%. O poten-

cial efetivo R(u) é calculado iterativamente segundo a férmula

R™ = % [R®D 4+ KR(-D] -, (8.33)

onde K denota o operador

KR(u) = V(u) + min[W(u — u') + R(u')], (8.34)

e A, € uma constante determinada de tal forma que a fungao R(™ satisfaca
a condigdo (8.31). A funcéo inicial R pode ser qualquer. Tipicamente
escolhemos R(® = V. Continua-se a iteracio na forma acima descrita,
até que
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Figura 8.4: Potenciais efetivos calculados para o modelo FK com 7=0,36e K =3. (a)
R(u). (b) F(u).

max | R™(u) — R" () |< 6, (8.35)

onde 6 € a tolerancia admitida no célculo, que tipicamente é da ordem de
107* ~ 1078. R™ e ), sio entdo considerados como sendo aproximagoes
adequadas para a autofun¢do e autovalor, respectivamente. O estado
fundamental é obtido pela iteracio do mapeamento 7.

Os potenciais efetivos R e F para o modelo de Frenkel-Kon-
torova, calculados através do método exposto, estdao representados na
figura 8.4. A figura 8.5 mostra a fungio 7 do mapeamento (8.23).

A figura 8.6 mostra o diagrama de fases global do modelo FK
obtido por Griffiths e Chou (1986), pela aplica¢do do método dos poten-
ciais efetivos. Apenas poucas fases comensurgveis estio representadas.
A figura 8.7 mostra as configuragdes dos 4tomos nas fases comensuriveis
com nimeros de rotagdo 1/3 e 2/5.
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Figura 8.5: Mapeamento 7u), obtido para o modelo FK com v=0,36e K = 3.

Figura 8.6: Diagrama de fases do modelo

FK, obtido por Griffiths e Chou (1986), usando
o método dos potenciais efetivos.
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Figura 8.7: Configuragdes tipicas dos 4tomos do modelo FK, nas fases: (a)w=1/3¢e(b)
w=2/5.

8.4 “Escadas do diabo” no modelo FK

O nimero de rotagdo w depende de v e K. Se fixarmos K ;
podemos estudar como w varia com . Na aproximagao continua vimos
que a variagdo € suave, como mostra a figura 8.3. Observamos que nessa
aproximagao as fases comensuriveis nio sio travadas, situacao que cor-
responde ao caso da figura 1.5a na classificagdo vista na, introducgéo geral.
Entretanto a aproximacio continua, ao substituir a equagao de diferencas
(8.8) pela equagdo diferencial (8.9), simplesmente despreza a natureza
discreta das posigdes atémicas. Segundo Aubry (1978), entretanto, cada,
fase comensurdvel deve-se travar devido ao potencial subjacente e se ap-
resentar no grafico de w versus 4 como um platd, formando assim uma,
“escada do diabo”. As figuras 8.8 e 8.9 mostram o as “escadas do diabo”
para amplitudes de potencial iguaisa K = 0,5 ¢ K = 1,5, respectivante,
juntamente com as curvas da aproximagcio continua.

Comparando os graficos das figuras 8.8 e 8.9, vemos que os platos

sd0 muito menores para valores de K menores que para K maiores. Se-
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Figura 8.8: Niimero de rotagao em fungao de v, para K = 0,5.
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Figura 8.9: Nimero de rotagao em fungio de v, para K = 1, 5.
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gundo Aubry (1978), a medida das fases incomensuraveis no eixo v deve
passar de nao-zero para zero, ou seja, a “escada do diabo” deve passar de
incompleta para completa com o aumento de K. Estes casos correspon-
dem, respectivamente, as figuras 1.5b e ¢ da introdugao geral.

Esses resultados de Aubry (1978) baseiam-se na relacio entre o
modelo FK e a teoria dos sistemas dinamicos. Introduzindo-se o “mo-
mento” p, com “tempo” discreto n segundo p, = u, — U,_1, a relagdo
de recorréncia (8.8) pode ser escrita sob a forma de um mapeamento

bidimensional

K
Do+l = Pn+ g Sen 27U,

Untl = Up + Pryl, (8-36)

que é chamada de mapeamento padrio na teoria dos sistemas dindmicos
(Lichtenberg e Lieberman, 1983). As trajetérias (%n,Pn) DO espacgo de
fases desse mapeamento foi estudado extensivamente no contexto de sis-
temas dindmicos. Em particular, para valores de K pequenos a existéncia
de orbitas unidimensionais é garantida pelo teorema de Kolmogorov-
Arnold-Moser ou KAM, mas para potenciais suficientemente fortes as
trajetérias no espago de fases passam a ocupar um conjunto de Cantor,
o chamado “cantorus” (Greene, 1979). Esses dois tipos de trajetérias
correspondem, segundo Aubry (1978), a fases incomensursveis deslizante
e travada, respectivamente. Em ambos os casos as posigoes dos atomos
podem ser escritas sob a forma

Un = f(nw + @) =n +a + g(nw + a), (8.37)
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onde g € uma fungéo periédica com o periodo do potencial e a é um fator
de fase arbitrdrio. Para potenciais fracos a funcdo f e a fungdo periddica
g sao analiticas, enquanto para potenciais suficientemente fortes elas se
tornam descontinuas, como mostrado na figura 8.10. No primeiro caso
a fase incomensurivel é dita deslizante, e no segundo travada. No caso
de uma fase incomensurdvel deslizante, para valores pequenos de K, o
conjunto {u, mod 1} das posigdes dos 4tomos preenche totalmente o in-
tervalo [0,1). Assim, ao puxarmos a cadeia unidimensional para qualquer
lado, nenhuma energia é gasta. No entanto, quando K se torna maior
que um certo valor K.(w), que depende do nimero de rotagao w da fase
incomensurdvel, as particulas nio mais poderdo se localizar perto dos
méximos do potencial externo, pois isto passaria a custar muita energia.
Nestas condigdes , {u, mod 1} passa a ser um conjunto de Cantor (Man-
delbrot, 1983). Li e Bak (1986) mostraram que a dimensio fractal deste
conjunto é zero. Esta fase é dita travada. A figura 1.6 procura ilustrar
a diferenca entre as fases deslizante e travada. A transicao entre estes
dois tipos de ordenamento foi chamada por Aubry (1978) de transigao
por “quebra de analiticidade”, pois a funcdo f que descreve a estrutura
incomensuravel passa de analitica a nio-analitica nessa, transicao .

8.5 Extensoes do modelo de Frenkel-Kontorova

A expressdo para a energia do modelo FK, equagdo (8.5), pode
ser gereralizada para um potencial interatémico W e externo V arbitrarios
sob a forma

E= Y [W(tn —un) + V(u)]. (8.38)

n=-—00
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Figura 8.10: Fases incomensurdveis no modelo FK, representadas a partir da funcgio f
para valores tipicos da amplitude do potencial. (a) deslizante. (b) travada. ) representa
K/(2r)2.

No caso do modelo FK,

1

Wu-u) = E(u —u' — )2, (8.39)
V() = (2‘:)2 {1 —scos2ni), (8.40)

Podemos, portanto, modificar o modelo FK alterando-se a. interacdo in-
teratomica W ou o potencial externo V, ou ambos simultaneamente.
Uma possibilidade consiste em estudar o efeito da modificagio
do potencial interatémico W. Em particular, é interessante estudar o
efeito de potenciais W nao-convexos, ndo cobertos pelos teoremas de
Aubry (1978, 1983a, b e c), e que sdo mais realistas por permitirem a
relaxagdo da mola apds uma certa distancia. Nesta linha est4 o trabalho
de Marchand, Hood e Caillé (1987, 1988), que estudaram um modelo
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com potencial de interagdo que apresenta dois minimos. O diagrama de
fases por eles obtido estd reproduzido na figura 7.4. Nesta linha estd
também o trabalho de Yokoi, Tang e Chou (1988), que estudaram o
modelo XY quiral na presenga de campo. Neste caso o potencial W é
dado por uma fungdo cosseno. O diagrama de fases obtido por eles esta
mostrado na figura 7.5. Em ambos os modelos o potencial de interacao
W é nédo-convexo, e o efeito disso se manifesta no diagrama de fases, por
exemplo, através de transi¢oes de fases de primeira ordem como funcao
do pardmetro v ou A, o que seria proibido pelo teorema de Aubry se o
potencial de interagdo fosse convexo.

Uma outra vertente procura estudar o efeito da modificacdo do
potencial externo V sobre o diagrama de fases. Esse estudo foi iniciado
por Chou e Griffiths (1986), que acrescentaram ao potencial externo um

termo de segundo harmoénico:

V(u) = {1 — cos(27u) + €[1 — cos(4mu)]} . (8.41)

K
(27)?

Chamaremos o modelo FK com este novo termo no potencial de modelo de
Frenkel-Kontorova duplo, ou FKD 2. A forma do potencial V(z) depende
criticamente do pardmetro €, que mede a intensidade relativa entre o
primeiro e o segundo harmonico. Para valores de ¢ positivos, o potencial
tem a forma da figura 8.11.

Griffiths e Chou (1986) estudaram o caso € = 0,1 e obtiveram
o diagrama de fases da figura 8.12. Observamos que o diagrama de fases
muda qualitativamente em relacio ao diagrama de fases do modelo FK

mesmo pela presenca de um segundo harménico com apenas um décimo

2Esse nome foi sugerido pelo fato de que, na aproximagio continua, o modelo é descrito por uma
“double sine-Gordon equation” (Campbell, Peyrard e Sodano, 1986).
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Figura 8.11: Potencial externo do modelo FKD para ¢ iguala-1/4,0,1/4,1/2 ¢ 1.
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Figura 8.12: Diagrama de fases do modelo FKD para ¢ = 0,1, determinado por Griffiths
e Chou (1986).
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da amplitude do harménico principal. Neste caso, as fases moduladas
podem se apresentar em dois tipos de configuracdes : com &tomos no
topo do potencial (tipo B) ou sem nenhum &tomo no topo (tipo A),
como ilustradas na figura 8.16. A transigéo entre estes dois tipos de con-
figuragdes ¢ de primeira ordem, e est4 representada na figura 8.12 sob a
forma de platos no interior das fases comensuraveis. Observamos que isso
nao viola o teorema de Aubry, pois a transicio de primeira ordem se d4
como fungéo da amplitude K e nido como funcdo de v. No caso do modelo
FK ocorrem somente as configuracdes do tipo A. As linhas de primeira
ordem tendem a um ponto de acumulacdo na fronteira das fases comen-
surdveis, que estdo representados por circulos cheios na figura 8.12. Por
exemplo, o primeiro ponto de acumulagio na fase 0A se localiza préximo
ao ponto v = 0,31 e K = 2,2. Estes pontos de acumulacdo revelam as-
pectos novos da transicdo comensurdvel-incomensurivel. Esta transicao
se dd como vimos na secdo 8.2, quando a energia para criacdo de de-
feitos torna-se zero. Esses defeitos estio travados pelo potencial subja-
cente. Sobre os pontos de acumulagio ocorre uma mudancga na simetria
dos defeitos que governam a transicio comensuravel-incomensurével. Na
figura 8.13 estdo representados defeitos relativos & fase 0A com simetrias
diferentes.

Prosseguindo no caminho de Griffiths e Chou, Sasaki e Floria
(1989) estudaram o modelo em que o potencial contém trés harménicos:

K 3

V(x) = -(—511-_)-5 ké:lék[l = cos(21rku)]. (842)

A forma desse potencial para ¢; = 1, ¢, = 1 /4 e €3 = 1/6 est4 mostrada
na figura 8.14. O diagrama de fases correspondente por eles obtido, pelo
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(o) 1,

"0

Figura 8.13: Defeitos da fase 0A com simetrias diferentes, no modelo DFK. (a) Ib possui
um 4tomo no topo do potencial e (b) IIb néio o possui. (Yokoi, 1988).

método do potencial efetivo, estd mostrado na figura 8.15.

O fato novo por eles descoberto foi a existéncia de estados fun-
damentais sem simetria de reflexdo especular (tipo C), como ilustrado
na figura 8.16. Isso apesar do potencial V(u) ser simétrico. A forma do
potencial é determinante neste comportamento, como evidenciado pela
depressdo de V(u) na figura 8.14, que é um est4gio intermedidrio entre a
posicao do topo e do vale. O diagrama de fases 8.15 mostra a ocorréncia
de transi¢bes de primeira e segunda ordem entre as fases dos tipos A,
B e C. A forma que Sasaki e Florfa propuseram para determinar a or-
dem da transicéo foi através da definicio de um parametro de ordem que
distingue as configuragdes A, B e C, definido por

T
T=—= 3 Upy—wn, (8.43)
Q ,‘=_.92-_1

para Q impar, e
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f viu)
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o 1

Figura 8.14: Potencial externo para o modelo FK estendido estudado por Sasaki e Floria
(1989). a

! ! ' .1-. {
f‘\ | 'éA
3 0OA
K 2}
1k 1
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0 ! '

0.3 0.4 0.5

14
Figura 8.15: Diagrama de fases do modelo de Sasaki e Floria (1989).
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Figura 8.16: Fases dos tipos A, B e C, com w = 1/3. (Sasaki e Floria, 1989).

2
Q.

Q
2
x = Y. Unti —wn, (8.44)
!
2

+1

para Q par, onde Q é o periodo da fase comensurivel e w é o nimero
de rotagdo. Assim, z = 0 ( mod 1/Q) na fase tipo A e z = 1/2Q (mod
1/Q) na fase tipo B, e tem valor diferente destes na, fase C. A ordem das
transigbes A-C e B-C varia dependendo dos parametros €; e €3 conforme
indicado na figura 8.17.

Eles encontram, nesse mesmo trabalho, uma série de pontos
de acumulagéo (ver figura 8.15), mas agora de dois tipos. Um tem as
mesmas caracteristicas do modelo FKD j4 mencionadas, revelando uma
mudancga brusca na simetria do defeito que governa a transi¢do comen-
surdvel-incomensur4vel. Este é representado por circulos cheios. O outro,

representado por um circulo oco, também é um ponto de mudanca , mas
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€3

10.2

1 T | \ )
-0.4 LA -0.2 0 0.2

Figura 8.17: Ordem das transi¢es na fase 1 /2 para virios valores de ¢, e ¢3. TCL sio
linhas de pontos tricriticos. O sfmbolo [A,C.B] representa uma transigao de segunda
ordem entre uma fase A e C, e outra de primeira ordem entre fases C e B, 4 medida em
que K aumenta.

neste caso ela é continua.



Capitulo 9

Novos resultados para o modelo

FKD

9.1 Diagrama de fases do modelo FKD

Griffiths e Chou (1986) e Chou e Griffiths (1986) estudaram
o modelo FKD apenas para valores positivos do pardmetro €. Nesses
casos os diagramas de fases tém sempre a forma geral da figura 8.12.
Neste capitulo apresentaremos resultados obtidos quando se considera
valores negativos de e¢. Esse caso é de particular interesse pois, para
€ < —1/4, descreve um sistema que apresenta dois minimos do potencial
num periodo, como fica claro pelo grifico da fun¢io potencial mostrado
na figura 9.1.

Para valores de € no intervalo (0,-1/4] o diagrama de fases do
modelo FKD ndo muda qualitativamente em relacdo ao caso € = 0,
mostrado na figura 8.6. A figura 9.2 mostra o diagrama de fases do
modelo FKD para € = —0,1 obtido pelo método dos potenciais efetivos.
Observa-se simplesmente um maior alargamento das fases comensuraveis
em relacao ao caso € = 0.

A situagdo muda de forma qualitativa para ¢ < —1/4 devido
ao fato do minimo global de V(u) em u = 0 (mod 1) se transformar em

156
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2
- 0
-1/4
Viu) o
=1/2
o =
-7
—'2 T T T T |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 7.0

u

Figura 9.1: V(u) do modelo FKD para € igual a 0, -1/4,-1/2 ¢ -1 .

3-0 T | T T T T T

2.5 G

2.0} 0

T
QI |=
N |=2

1.0 4

0.5 =

L ! 1 l 1 1
°'%.o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Y
Figura 9.2: Diagrama de fases do modelo FKD para € = —0, 1.
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DU

(VAVEREvavC B VoY NS VAV g vaY, S
) 1 2 3 + 5 1 2 3 4
u u

Figura 9.3: Configuragdes da fase 2/5 no modelo FKD, para € = —0,5. (a) simétrica,
para v = 0,363, K = 1 e (b) assimétrica para v = 0,325, K = 3.

um maximo local, com o conseqiiente surgimento de dois minimos globais
por periodo, como se pode observar na, figura 9.1. Observamos que, para
€ < —1/4, podem surgir transicdes de fases nos interiores das fases comen-
suraveis, entre configuragdes simétricas (tipo A) e assimétricas (tipo C)
dos dtomos, conforme a classificacio da figura 8.16. A figura 9.3 mostra
as configuragdes simétrica e assimétrica da fase w = 2 /5 observadas para
€ = -0,5.

Descobrimos as fases assimétricas neste modelo através do es-
tudo do mapa 7. Verificamos a existéncia de dois atratores assimétricos,
sendo que um era a reflexiio especular do outro. A funcdo F(u) obtida
segundo o algoritmo da segdo 8.3, mostrava a existéncia de 6 minimos
para a fase 1/3, localizados nos pontos pertencentes as configuragoes as-
simétricas. Isto se explica da seguinte forma: o algoritmo utilizado calcula
a minimizagdo dum potencial efetivo. Na realidade, como existem duas
fases assimétricas, a cada uma delas pode ser associado um potencial efe-
tivo R;(u), (i = 1,2). O que estava sendo calculado, efetivamente, era
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0.15 0.10
(a) (b)

F(w)

0.10

R(u) 0.05 -
0.05
0.00 \ T T , T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2:0 0'0%.00 0.50 1.00 1.50 2.00

Figura 9.4: Potenciais efetivos no modelo FKD, com ¢ = —0.5 e 7v=0,3e K =1,8. (a)
R(u). (b) F(u).

um potencial R(u) tal que

R(u) = miin{R,-(u)}. (9.1)

Portanto, a fun¢éo F(u) era também dada por

F(u) = min{F,(u)}, (9:2)

sendo Fi(u), (i¢=1,2) os potenciais efetivos associados is configuragdes
assimétricas. Os potenciais efetivos R e F e 0 mapa T estio nas figuras 9.4
e 9.5.

As fases assimétricas sdo observadas apenas para fases comen-
surdveis w = P/Q de periodo Q #mpar. Intuitivamente isto pode ser
compreendido da seguinte forma: para perfodos impares e potencial fraco
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2.0
1.5 4
T 1.0 A
0.5 4
/
0.00‘0 < 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 9.5: 7(u) para o modelo FKD, com ¢ = —0.5 e 7v=0,3e K =1,8.

ha sempre um dtomo por perfodo que se localiza no topo dos maximos
locais do potencial. Conforme aumentamos o potencial os dtomos que
estdo no topo dos méximos locais tendem a se deslocar para um dos
lados. Visto que existe apenas um dtomo deste tipo por periodo, a con-
figuragdo resultante é necessariamente assimétrica. Como os 4tomos po-
dem se deslocar para a direita ou para a esquerda, a fase assimétrica,
apresenta uma dupla degenerescéncia, que podemos designar por C; e C,
conforme a classificago da figura 8.16. De acordo com esse argumento as
fases assimétricas podem ocorrem apenas para potenciais relativamente
intensos.

A figura 9.6 mostra o diagrama de fases do modelo para € =
—0, 5 obtido pelo método dos potenciais efetivos, usando uma discretiza-
¢ao de 512 pontos. Neste diagrama estio também indicadas as fronteiras
entre as fases simétrica (tipo A) e assimétrica (tipo C) para algumas
das fases comensurgveis, através de barras horizontais tracejadas. Os

circulos ocos tém o mesmo significado daquele no diagrama de Sasaki e
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Figura 9.6: Diagrama de fases para o modelo FKD, com ¢ = -0,5.

Floria, qual seja, representam a variagio continua no defeito que governa
a transicdo comensurdvel-incomensurivel. No entanto, pudemos obter
uma série deles pois sdo também pontos de acumulacdo das transicoes
simétrica-assimétrica nas fases de periodo impar.

9.2 Estudo das transigoes simétrica-assimétrica

O método dos potenciais efetivos pode ser empregado para in-
vestigar a natureza da transi¢do simétrica-assimétrica. Os resultados
numeéricos indicam que a transi¢io é de segunda ordem, com uma mu-
danga continua da configuracio dos stomos do tipo A para o tipo C
conforme a amplitude do potencial K é aumentado. A determinagio pre-

cisa da transi¢do pode ser feita pelo estudo do comprimento de correlagio
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(Johannesson, Schaub e Suhl, 1988), que mede a influéncia que a variagao
da posi¢do de um dtomo tem na mudanca da posi¢io de outro atomo, a
uma certa distancia dele.

Consideremos um estado fundamental do modelo e dois 4tomos
rotulados por k e m. Seja du; um deslocamento infinitesimal da, posicao
de equilibrio ux. O dtomo em u,, se deslocars de u,,. Portanto, podemos
definir o comprimento de correlagio ¢ através da relagao

Im—kl)_

Oum ~ buy, exp(— (9.3)

§ pode ser determinado utilizando a condigio de extremizagao da energia.
No estado fundamental as coordenadas dos 4tomos {u,} devem obedecer

a esta condicao, de forma que

OF
ou,

= 2Up — Up_1 — Uny1 + V'(u,) =0, (9.4)

onde E é dada pela equagdo (8.5). Introduzindo-se a varivel Pn = Uy —
un—1 podemos reescrever a relagio de recorréncia acima sob a forma de
um mapeamento bidimensional

Prny1 = pnp+ V’(un):
Untl = Up + Pp4. (95)

Linearizando-se o mapeamento resulta,
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() = (1 14 ooy ) () = Tatomsn) (20, 0

Consideremos uma, fase comensurdvel de periodo Q. Para dtomos a uma

distancia @ um do outro,

(220 i T g Ty( 522, 9.7)

dUntQ bu,

Como as matrizes J, tém determinante 1, a matriz produto

Q-1

L= 'I—Io Jn+@-1-i(Di, u;) (9-8)

também terd determinante 1. Portanto, os autovalores de I serio dados
simplesmente por

trL trL\2
Ai_—2—:l:\J(—2—) s (9.9)
onde tr denota o trago. Esses autovalores satisfazem AJAL =1. O

comportamento dominante de uma érbita, em principio, é governado pelo
maior autovalor A,. No entanto, no caso de uma perturbagao do estado
fundamental, Aubry (1981) mostrou que o vetor (6px, dux) é proporcional
ao autovetor da matriz L com menor autovalor. Neste caso, o autovalor
que nos interessa é A_. Portanto,
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(5””0) ~ A,(ép" I (9.10)

OUnto ou,

Comparando a equagdo (9.3) com a equagéo (9.10), concluimos que

_Q
InA_"

€= (9.11)

Para uma fase comensurdvel de periodo Q é possivel determinar
com grande precisdo a configuragdo dos 4tomos em equilibrio resolvendo-
se numericamente o sistema de equagdes (9.4) utilizando, por exemplo,
o método de Newton. Partimos de configuracdes tentativa, para K = 0,
dadas por

Up =nw, (n=0,...,Q-1), (9.12)

que sao as posigoes de dtomos igualmente espagados de w. Para K pe-
queno, espera-se a ocorréncia de fases simétricas (tipo A). Aumentando
K com passos convenientemente pequenos, continuamos obtendo solugdes
do tipo A. Os autovalores A das solugbes simétricas sio reais com A_ <1
e Ay > 1 para amplitudes do potencial K pequenas. Entretanto os au-
tovalores se aproximam gradualmente de 1 quando K se aproxima de
K.. Portanto o comprimento de correlagao £ diverge para K = K,.. A
divergéncia do comprimento de correlagio indica que a solugido simétrica
torna-se instdvel em K = K, assinalando a transicao para a fase as-
simétrica. Para valores de K maiores que K os autovalores A da solucio
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Figura 9.7: Autovalores correspondentes configuragao simétrica da fase w = 1 /3, no
modelo FKD com ¢ = -0, 5.

simétrica tornam-se complexos. Para valores de K maiores ainda, os au-
tovalores se tornam novamente reais, embora negativos, mostrando que
a solucdo simétrica torna-se um minimo local de energia. Este cenirio
estd representado na figura 9.7. Ela representa a parte real e a parte
imagindria dos autovalores A, da fase w = 1 /3, para o modelo FKD com
€ = —0,5. Os autovalores na situacio (1) correspondem a K < K,. O
ponto (2) no eixo real positivo representa K = K., o locus da transi¢io
simétrica-assimétrica. Os pontos caracterizados por (3) representam con-
figuragdes simétricas para K > K,. Nota-se que, para K pouco maior
do que K., os autovalores sio complexos, mas se tornam reais negativos
para K suficientemente grande. O sentido das setas representa o aumento
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de K. Comparamos configuragdes e valores de K, calculados por este
método e pelo método dos potenciais efetivos, e verificamos concordancia
entre eles, dentro da precisao numérica. O estudo do comprimento de
correlagdo £ permite, portanto, localizar precisamente o valor critico da
amplitude K..

A divergéncia do comprimento de correlacio se d4 na forma

§~ A(K.- K)™, (9.13)

sendo A uma constante. O expoente v = 1 /2, para w = 1 /3, com € =
—0,5, conforme podemos ver na figura 9.8. Este valor foi obtido para
outras fases, como 2/5 e 1/5. Um argumento na direcdo de generali-
zar este resultado para todas as fases com esta transicdo é o seguinte:
considere-se o produto das matrizes jacobianas da equagdo (9.8). O traco

desta matriz produto, perto da transicdo, é dado assintoticamente por

tr(L) ~ 2 + BSK, (9.14)

onde K = K.—K e B é uma constante. Isto deve ocorrer porque a matriz
L é o produto de matrizes cujos elementos sio polindmios de ordem Q
em K. Logo, os autovalores de L sio0, em primeira ordem, proporcionais
a 0K, para K — K.~. Entéo, pela equacio (9.11), o expoente v deve
ser 1/2.

Outro expoente estd associado & transigéo simétrica-assimétrica.
Para € = -0, 25, este tipo de transicio ndo ocorre. Isto significa que h4
um “crossover” neste valor de e. Estudando o que ocorre nas vizinhancas

deste ponto, determinamos o expoente de “crossover”, definido por



9 - NOVOS RESULTADOS PARA O MODELO FKD 167

16 | | | | |
r W= 1/3 .o°.. i
12? e =-1/2 .....0 -‘

BN ..o"
£ 8- ..,.0' —
- ...'. —
- o ]
4 [ r ‘.o' ]
@
obe*** | | 1 | |

0 S 0 1 20 25 30

Figura 9.8: Comprimento de correlagio em fungao da amplitude do potencial externo na
fase w = 1/3 do modelo FKD, para € = -0, 5.

K.=Cle+1/4]|*, (9.15)

onde C' é uma constante. Para o caso w = 1/3, obtivemos o valor do
expoente de crossover ¢ = 1, como est4 representado na figura 9.9.

As amplitudes criticas K, nas transigbes simétrica-assimétrica,
para diferentes valores de w = P/Q estdo representadas na figura 9.10.
As figuras 9.10-9.13 mostram a estrutura aproximadamente auto-similar
desse gréfico.

A auto-similaridade aproximada, reflete o fato de que os platds
tém a mesma estrutura: tem uma cispide virada para baixo, sendo que o
menor valor de K. no interior de cada plat6 é dado pela fase com nidmero
de rotagao da forma
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Figura 9.9: K. versus e na fase 1/3.
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Figura 9.10: Diagrama K, versus w para o modelo FKD, com € = —0, 5.
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Figura 9.11: Detalhe do diagrama K, versus w nas proximidades das fase 1/3.
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Figura 9.12: Detalhes do diagrama K, versus w nas proximidades das fases (a) 2/5 e (b)
8/25.
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Figura 9.13: Detalhe do diagrama K. versus w nas proximidades da fase 1/5.

w=—= (9.16)

sendo @ um nimero fmpar. Cada um dos platos se estende ao longo do

intervalo

<w< ——0, (9.17)

A forma geral dos platds das figuras 9.10 e 9.13 pode ser compreendida
intuitivamente da seguinte maneira: tome-se, por exemplo, o platd com
1/4 <w < 1/2. A fase 1/3 simétrica é a fase menos estavel entre todas as
fases simétricas deste intervalo, pois nela a transicao simétrica-assimétrica
se d4 para menor valor de K. Todas as fases de denominador impar neste
platd sdo fases “compostas” através de uma combinag¢do da fase 1/3 com
a fase 1/2 ou com a fase 1/4. Por exemplo: a fase 8/25 é “composta”
de 7 fases 1/3 com uma fase 1/4, pois os valores dos { u. } dos 4tomos
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se repetem apOs 8 periodos do potencial, sendo que em 7 deles h4 trés
atomos e no restante ha 4 dtomos. Olhando-se para a matriz J, nota-se
que a instabilidade da configuragdo simétrica é dada pelo termo V" (u),
que é devido a existéncia de 4tomos nos méximos locais de potencial de
substrato. Nota-se que a fase 1/3 é a menos estdvel, neste sentido, do
que as fases 1/2 e 1/4. Portanto, como todas as fases comensuraveis sio
“compostas”, no sentido definido acima, pelas fases 1/3 e 1/2 ou 1/4, elas
serdo mais estdveis do que a fase 1/3 e, portanto, a fase 1/3 tem que ser

0 ponto mais agudo da cispide do platé.



Comnsideracoes finais

A descrigdo e andlise de modelos para sistemas modulados mag-
néticos e estruturais, ao longo desta tese, envolveu uma revisio do as-
sunto, para que ficassem claros os novos resultados por nés obtidos. Neste
capitulo, faremos uma sintese destes resultados a titulo de consideragdes
finais.

Na primeira parte do trabalho, estudamos um modelo com in-
teragGes competitivas na rede de Bethe, na presenca de campo, anélogo
ao modelo ANNNI. Nosso objetivo foi o de determinar diagramas de fase
globais, onde se observasse o comportamento das fases moduladas na,
presenca de campo.

Nestes diagramas de fases T'— H foi possivel obter uma miriade
de comportamentos diferentes das fases moduladas, dependendo do para-
metro de competigdo p. O comportamento dependia, entre outras coisas,
da forma da fase modulada a campo nulo no diagrama T — p. Conforme
o numero de intersec¢bes das retas p = constante com a fronteira da fase
em questdo, esta fase poderia ter formas diferentes, ou até apresentar
regioes desconexas, no diagrama T — H.

A obtenc¢do dos diagramas de fases globais tornou-se tarefa mui-

to mais simples devido aos novos métodos de determinacdo de fronteiras

172
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de fases, descritos no capitulo 4. Para fases com largura relativamente
grande, o procedimento baseado no método de Newton, aplicado ao ma-
peamento (3.35) é o mais adequado. Para fases estreitas, é mais 1til o
método baseado na minimizagao da funcéo ¢.

Através destes métodos também pudemos investigar aspectos
detalhados dos diagramas T — H. Nestes aspectos inscrevem-se as regioes
de coexisténcia de fases com ndimeros de onda diferentes, e as regioes de
coexisténcia de fases comensuréveis distintas com o mesmo nimero de
onda.

O primeiro tipo de regido se caracteriza pela coexisténcia de
atratores do mapeamento (3.35) com nimeros de onda diferentes, obti-
dos a partir de diferentes condi¢des iniciais. Para 1 /2 < p < 1, esta
regiao se inicia a campo nulo e termina num ponto tricritico, na presenca
de campo. Para p > 1, esta regido se transfere para o interior das fases
moduladas, e tem aspecto mais complexo, pois se relaciona com o envolvi-
mento sucessivo de fases moduladas dobradas uma sobre as outras como
camadas de uma cebola. Nestas regides foram encontrados atratores es-
tranhos com aspecto diferente dos encontrados anteriormente neste tipo
de modelo. Particularmente, encontramos atratores “desconexos” que
podem estar relacionados a outro tipo de rota para o caos, talvez a de
Curry e Yorke (1978).

O segundo tipo de regido é definido pela coexisténcia de con-
figuragbes com um mesmo nimero de onda, que observamos para cam-
pos pequenos nas fases com periodo impar, e para campos maiores nas de
periodo par. Esta regido de coexisténcia tanto pode ser um artificio do
modelo numa, 4rvore, como pode ser um guia para a busca de transigoes
de primeira ordem no interior de fases moduladas na presenga de campo

em modelos para redes reais.
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De forma geral, os resultados obtidos para o comportamento
de fases moduladas na presenca de campo, no modelo magnético numa,
arvore por nés estudado, pode fornecer algumas pistas sobre o compor-
tamento destas fases em modelos reais.

Na segunda parte do trabalho, relatamos nosso estudo de uma
transi¢do simétrica-assimétrica dentro de fases moduladas estruturais a-
través de um mecanismo ainda néo explorado na literatura. O mecanismo
é a existéncia de um mdaximo local no potencial externo de um modelo
FK estendido. As fases assimétricas desta forma produzidas nio sio fases
intermedidrias entre fases simétricas, como no modelo de Sasaki-Floria.
Elas sao fases que persistem para altos valores da amplitude do potencial
externo. Encontramos também uma série de pontos de acumulagio destas
transigOes, que origina um diagrama K, versus w com aspecto fractal.

Os expoentes criticos relacionados a esta transicao, que é de
segunda ordem e s6 ocorre nas fases de perfodo impar, séo 1 /2, para o
expoente v (que mede a divergéncia do comprimento de correlagdo) e 1
para o expoente ¢ (que mede o “crossover” entre a situacdo com esta

transicdo para a situacdo sem esta transicio).



Apéndice : Método de
Eckmann-Ruelle para o cilculo dos
expoentes de Lyapunov

Como vimos na segao 3.3, os expoentes de Lyapunov do mapea-

mento
X i1 = F(X,), (11.1)
onde
T
g 7= " 11.2
(&) (11.2)
e
F(X,)= in . (11.3)
tanh 1 (y, — px, + H)

sao definidos por
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0. & .
Ai = J&I_I.%oﬁln (&) di= 1.2, (11.4)

onde A; (¢ = 1,2) sdo os autovalores da matriz L, produto das matrizes

jacobianas do mapeamento

L=J(XN)J(Xy-1) - J(X2)T(X1). (11.5)

As matrizes jacobianas sdo dadas por

_ 8(33n+ ayn+1) — 0 1
) S a(mrlwyn) - (_%(1 ~ Yni1) ';15(1 o y§+1)) « LG

No caso do célculo dos expoentes de Lyapunov de ciclos-Q é su-
ficiente considerar os @ pontos do ciclo no produto (11.5) , e os expoentes
de Lyapunov sdo dados por X; = gl | A;| (i =1,2). Foi dessa forma
que calculamos os expoentes de Lyapunov de fases comensuraveis.

Entretanto, no caso das érbitas aperiédicas ou atratores estra-
nhos é necessdrio considerar um valor de N muito grande, da ordem
de 10% a 107, de modo que o produto (11.5) pode acarretar problemas
de “overflow” nos computadores. Esse problema ocorre particularmente
quando se trata de atratores estranhos em que um dos expoentes é posi-
tivo. Nesses casos calculamos os expoentes de Lyapunov através de um
método proposto por Eckmann e Ruelle (1985). A estratégia consiste
em triangularizar sucessivamente a matriz jacobiana no produto (11.5) .
Comecemos pela matriz J(X;). Procuramos, inicialmente, uma matriz

O; de forma a obter uma matriz triangular T,
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T = 0,J(X,). (11.7)

Entdo, escrevendo J(X;) = O'T, a matriz L fica

L=J(XN)J(Xn-1) - J(X2)O07'T. (11.8)

Podemos agora triangularizar a matriz J(X;)O7! através de outra trans-

formagdo O,, de forma a obter uma matriz triangular T,

T, = 0,J(X,)07. (11.9)

Entao podemos escrever a matriz L sob a forma

L=JXnN)J(Xn-1) - O5T,T,. (11.10)

Continuando este processo até a matriz J(X y), no final ficaremos com

L=OyTNTN-1+ ToTy ~ TnTn_y1---ToT}. (11.11)

Na iltima passagem utilizamos o fato de que, para valores de N grandes,
a matriz O}\}l pode ser desprezada quando comparada ao produto das
matrizes triangulares T;. O fato das matrizes T'; serem triangulares faz
com que os elementos da diagonal principal da matriz produto sejam o

produto dos elementos da diagonal principal das matrizes T;. Mais ainda,
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os autovalores de L serdo os préprios elementos da diagonal principal.
Assim,

A= T1(TDs G = 1,2). (11.12)
k=1

Portanto, os expoentes de Lyapunov podem ser calculados através da

férmula

% ln | (Tk),',' l (Z e 1,2). (11.13)

A vantagem desta férmula é ébvia, pois substituindo o produto de ma-
trizes por uma soma de logaritmos de elementos das matrizes elimina-se
por completo o problema de “overflow”, exceto, é claro, nas circunstincias
em que 0s proprios elementos da matriz T' apresentam tais problemas, o
que pode ocorrer a temperaturas muito baixas.
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