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RESUMO

Neste trabalho, estuda-se o comportamento éritico
de spins de Ising colocados em trés tiﬁos dé rede elastica: uma
rede rigida de volume varidvel (L1); uma rede cuias nosic¢des dos
ions podem variar, sem tensdo de cisalhamento (L2 ); uma rede do
tipo "colchdo de molas", com acoplamento eldstico entre prim=iros
e segundos vizinhos ( L3 ). Verificamos que o acoplameato spin-re
de pod= ser simulado por uma interagdo efetiva de longo alcance
entre pares de spins, em varios casos. Nas hamiltonianas corres-
pondentes, a integral de troca dos spins é éonsiderada linearmen
te dependente da distdncia inter-idnica e a interagdo eldstica é
considerada apenas na aproximagdo harmdnica. Mostramos que o coefici
ente do termo de guatro spins, que represenfa a interagido magneto
eldastica na hamiltoniana efetiva de spins, tem sinal diferente pa
ra as flutuacgdes eldsticas microscdpizas (na posigdo dos ions) e
macroscopicas (de volum2). O efeito dessa interacgdo efetiva é al

terar os expoentes criticos da tansigd> magnética no primeiro ca
so, renormalizando-os, e transformar a transigdo continua em uma
transigd8o de primeira ordem, no segundo caso. Em um sistema real,
ambos o3 tipos de flutuagdo estdo presentes e os dois efeitos com
petem entre si para determinar a ordem da transigéo. No modelo
(L3), o mais "realista" entre o3 trés estudados, os efeitos de vo
lume predominam. Entretanto, ndo € possival fazer pre&isées para
outros modelos especificos, pois os dois efeitos s&d> da mesma or
dem de grandeza. Estudamos, ainda, o efeito sobre a hamiltoniana
efetiva de spins de se alterar as condigdes de contorno, assim co
mo de se alterar o valor do spin, no caso do segundo modelo ( L2 ).
Para prever a ordem da transigdo, as hamiltonianas efetivas de
spin sdo analisadas no contexto de camnpo médio, de grupo d= renor

malizagd@o e de uma solugdo exata em duas dimensdes.
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ABSTRACT

We study th= critical behaviour of Ising S = 1

2
spins on three compressible lattices: a compressible but rigid

lattice (L1); an elastic lattice without shegring forces (L2) and
a "spring mattress", with elastic couplings between nearest and
next-nzarest neighbours (L3). The corresponding hamiltonians
contain an exchange interaction linearly dependent on the inter-
ionic distance and an elastic interaction considered in the
harmonic approximation. We show that both pure macroscopic
(volume) and pure microscopic (ion position) fluctuations lead to
a pair-pair interaction term in the effective spin hamiltonian.
However, the coefficient of this additional term is negative in
the first casé) which turns the transition first order, and
positive in the second cas2, which renormalizes the critical
exponents. In a real system, both kinds of fluctuation are present
and the two effects will compete. Model (L3), the closest to the
above condition, has the volume effect as predominant. The
delicate balance between the competing effects of the same order
of magnitude forbid a prediction for other Wodels. We also show
that different effective spin Hamiltonians may be arrived at
according to the choice of boundary condition of or ensemble. In
one case (L2), we also consider spin 8§ = 1. We use mean-field, an
exact solution for dimensionalty two and momentum space

renormalization group to predict the order of the transitions.
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I. INTRODUCAO

Modelos de Ising compressiveis ja foram bastante

(1=-15)  &n 1956, Domb(1) mostrou, através

(2)

discutidos na Literatura
de um argumento termodindmico desenvol§iaovbor Rice , que se ‘a
possibilidade de variagdo de volume fos$se introduzida na rede ri
gida de Ising atraveés de uma integral de troca dependente do volu
me global do sistema, a divergéncia da suscetibilidade na transi
gdo magnética levaria a uma compressibilidade negativa para o sis
tema e portanto a uma instabilidade mecénica, a qual seria evita
da passando o sistema por uma transicdo descontinua. Assim, a tran
sicdo magnética seria de primeira ordem, o que estaria de acordo
com as transig¢des ordem-desordem em alguhs materiais. As solugdes
de campo médio para o modelo correspondehte:(constante de troca
dependente do volume) foram obtidas por Bean e Rodbe11(3) e Mattis

(4)

e Schultz , prevendo-se a possibilidade de comportamento tricri

tico para um acoplamento magnetomecdnico suficientemente forte.
Por outro lado, as discrepdncias entre os valores

tedricos e experimentais dos expoentes criticos das transigdes de

fase, levaram Fisher a conclusdes opostas. Em um trabalho de

(16)

1968 , o0 autor define como ideais os expoentes criticos do mo

delo de Ising rigido e considera o efeito de vinculos (volume cons
tante, numero de impurezas constante, etc.) sobre o comportamento
termodin@mico do modelo, na transigdo. Fisher postula que o compor
mento critico de&eria permanecer ideal, se o sistema fosse obser
vado sob a agdo de um campo termodindmico (forga ou pressdo) cons
tante. Nesse caso, argumentos termodindmicos, aliados a hipdtese
de analiticidade, conduziam a previsdo de que, na situagdo de vo

lume constante, o sistema apresentaria uma transigdo de segunda

ordem, porém com expoentes criticos "renormalizados" (o calor es



pecifico deixaria de apresentar divergéncia e a divergéncia na
suscetibilidade, por exemplo, seria mais "fraca").

O passo seguinte consistiu na inclusdo de flutua
¢des microscopicas no modelo de Ising, owqué foi feito por Baker

(5)

e Essam em 1970. O modelo proposto por esses autores é mecani

camente instdvel, devido a auséncia de forgés de cisalhamento,
mas é tambhém o uUnico modelo exatamente sold?el gue permite flutua
gbes microscdpicas nas posigdes dos jons. Na verdade, .0 modelo ha
via sido de certa forma sugerido no trabalho de Fisher(16), e con
firmou suas previsdes: transigdo ideal para;o sistema sob forga
fixa, transigdo de segunda ordem, com expoentes renormalizados, pa

ra o sistema de volume fixo.

Diante das previsdes contraditdrias descritas aci
(6)

ma, vadrios autores tentaram tratamentos aproximados de modelos

com propriedades fisicas mais razodveis, isto €, modelos em que
as forgas de cisalhamento estavam presentes. Embora estes traba
lhos fossem inconclusivos do ponto de vista de estabelecer a or

dem da transigdo, eles introduziram a possibilidade de discutir o

modelo magneto-eldstico em termos de uma hamiltoniana efetiva de
spins, na gual, além da interagdo de Ising, :com a constante detro

ca parametrizada, estavam presentes termos de quatro spins (in~-

cluindo interagdes de longo e de curto alcance). A natureza desse

termo de guatro spins € dificil de estabelecer. Esse fato levou

alguns autores (Aharony(7) (8)

e Salinas ) a éonsiderar (em um tra

tamento de grupo de renormalizagdo no espago de momentos) o mode

lo de Ising na presenga de uma interagdo adicional entre quatro

spins. (No espago de momentos, essa interagdo estaria representa
B

sa interagdo adicional poderia levar o sistema de Ising a apresen

da na hamiltoniana por um termo do tipo Zo§o§,o+ 'O;ﬁ_ﬁi_iu)- Es
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tar, para certos valores do coefic¢ciente do acoplamento, uma tran-

sigdo de primeira ordem. Outros autores (Rudnick et al(g) Oitmaa

(10)

e Barber ) consideraram uma interagdo deilongo alcance entre

pares de spins (representada na hamiltoniana por um termo biqua-
J -
i 4
dratico, -— ( I 0.0.)2
. 1 j
(13)
do coeficiente da interagdo. Rudnick e colaboradores consideraram

), mas sem justificar a escolha do sinal

J4 2 0 e, através de um cdlculo de grupo de renormalizacgdo, pre
disseram a possibilidade de transigdo de primeira ordem, no primei
ro caso, e segunda ordem, no segundo caso. Oitmaa e Barber consi
deraram apenas O caso J4 > 0, e, através de um cdlculo exato,
previram para seu modelo apenas transicdes de primeira ordem.
Paralelamente ao estudo de modelos compressiveis mi
. . e (11) (12)
croscoplcos, outros autores (Larkin e Pikin Bruno e Sak ,

(13)

Wegner , Bergman e Halperin(14)) consideraram um modelo de Ising,

na formulagdo de Landau-Guinsburg, linearmente acoplado a um meio

eldstico continuo. O estudo de grupo de renormalizagdo destes sis
temas(12—14) mostrava que um modelo compressivel de Ising, isotrd

pico do ponto de vista eldstico, apresentaria uma transigdo de

primeira ordem tanto a pressdo constante(12_14)

(14)

, quanto a volume

constante . Os expoentes criticos apresentariam a renormaliza-

gdo de Fisher apenas na condigdo particular em que os atomos da

superficie estivessem Eixos(14). Destes trabalhos, apenas o de Bru

k(12)

no e Sa trata com uma hamiltoniana efetiva de spins, no espa

go de momentos, em que aparecem tanto um térmo comum de quatro
spins (ZO?O*'Gﬁ"G—ﬁ—i'—i")’ quanto um termo bigquadrdtico
((%cic—i)z)' O trabalho de Bruno e Sak espabelece claramente o
papel predominante da interagdo entre pares de spins, no sentido
de induzir uma transigdo de primeira ordem (para Jg > 0). (A pre

senga da interagdo de quatro spins é, nesse caso, irrelevante). A

solugdo de grupo de renormalizagdo mostra a impossibilidade de um
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cruzamento entre a regido de transigdo de segunda ordem (para um
coeficiente positivo da interagdo biquadratica) e a de transicgéao
de primeira ordem (para um coeficiente negaﬁivo da interagdo bi
quadrdtica). Na abordagem dos autores esse éoeficiente era sempre
negativo, e protanto a transicgédo magnetoéeléstica apresentava-se
de primeira ordem.

Enquanto desenvolviam-se os éstudos do modelo de
Ising acoplado a um meio continuo, Salinas(?7) notou que os mode
los microscdpicos de Domb e de Baker-Essam bodiam, em qualquer
ensemble (das intensidades ou das densidades), ser reduzidos & ha

miltoniana efetiva de spins:

Hoe= -T2 o, — T4 (3 a--,r-)l“
i) 7 ~ !

com J4 > 0 para o modelo de Domb no ensemple das pressodes, J4<0
nara o modelo de Baker-Essam no ensemble d&s volumes e J4 = 0 nos
casos restantes. Por outro lado, eram conhecidos os fatos, ja men
cionados, de que o modelo de Domb apresenta transigdo de primeira
ordem e o modelo de Baker-Essam, transigéoide segunda ordem. Como
no modelo de Domb sdo desprezadas as flutuagdes de posigdo, ao pas
so que no modelo de Baker-Essam essas flutuagdes sdo consideradas
em excesso (ndo hd inibigdo através de forgas de cisalhamento),
surgiu a idéia de qua um modelo microscépiéo simples, mas mecani
camente estdvel e com volume varidvel, pudesse apresentar um com
portamento intermedidrio (com a possibilidéde de exibir ponto tri
critico no diagrama de fases pressdo vs temperatura). O modelo de
veria ser tratado além de campo médio, pois era conhecida a con
tradigdo entre as previsdes de campo médio e de grupo de renorma
(12)

lizagdo no caso de meios continuos . Inspirado nesta idéia, es

te trabalho nos mostrou que o estudo cuidadoso dos modelos de Domb
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e de Baker-Essam podiam esclarecer alguns aspectos dos modelos

comrpessiveis em geral, isto é, que:

(i) a interagdo efetiva de longo alcance entre pares de spins

(ii)

(iii)

tem sido associada a flutuagdes de posigdo (Wagner(13) Bru

no e Sak(12), Oitmaa e Barber(10) (18)

,' Chen e Kardar ). Veri
ficamos que, na verdade, uma interagéé desse tipo surge tan
to a partir das flutuagdes microscépicas, quanto das flutua
¢des de superficie, mas com coeficientes de sinais opostos.

A natureza de primeira ordem da transiqéo € portanto uma’
consequéncia do fato de que, nos modelos e aproximagdes con
sideradas na literatura, o acoplamentb efetivo de pares de

spins devido as flutuagdes de superficie é constante (inde

pendente da pressdo) e maior do que o acoplamento associado

as flutuacgdes microscdpicas.

o modelo de Domb tem sido interpretado (Chen e Kardar(18))
como a aproximagdo de ordem mais baixa que apresenta as ca
racteristicas essenciais do sistema de Ising compressivel.
Isto é verdade, em relagdo a ordem da%transiqéo, apenas se
as flutuagdes de volume predominam. Entretanto, as flutua
goes de volume e de posigdo correspondem a termos da mesma
ordem de grandeza, na hamiltoniana modelo, ndo havendo Jjus

tificativa para desprezar as segundas.

a expansdo de Landau do modelo de campo médio permite anali
sar os coeficientes da expansdo em termos de pardmetros mi
crosclpicos. Verifica-se gque o ponto tricritco da solugédo é
acessivel a partir destes pardmetros, em contradicdo, de fa

to, com a solugdo de grupo de renormalizagdo para © mesmo

modelo.

Além disso, estabelecemos ao longo do trabalho os



seguintes pontos:

(i) condigdes de contorno diferentes, no ensemble das densida
des, no caso do modelo de BakerfEssam) conduzem a hamiltoni

anas efetivas diferentes; .
|
(ii) o tratamento do modelo no ensemble de campos mostra que es

colhas arbitrdrias da varidvel de campo conjugada levam a

comportamentos criticos diferentes para o mesmo modelo;

(iii) o modelo de Ising no colchdo de molas cubico apresenta

transigdo de primeira ordem, ao contrdrio da expectativa i

nicial;
(iv) um modelo de Baker-Essam de s = |1 aﬁresenta uma hamiltoni
ana efetiva de spins com um termo adicional (35)012Gj2' Es

sa interagdo, entretanto, ndo altera o comportamento criti

co do sistema.

O presente trabalho estd construido da seguinte ma
neira. No capitulo II, obtemos hamiltonianas efetivas de spins pa
ra (i) modelos de Domb, (ii) o modelo de Baker-Essam a "volume cons
tante", (iii) o modelo de Baker-Essam para comprimento das linhas
constantes, (iv) o modelo de Baker-Essam a volume varidvel e com
primento das linhas variavel, (v) o modelo de Ising no colchdo de
molas. No capitulo III, (a) discutimos a solugdo de campo médio,
em ensembles diferentes, do modelo de Domb, (b) apresentamos uma
solugdo exata para as hamiltonianas dos modelos (i)-(iv) acima e
(c) apresentamos uma solugdo de grupo de reﬁormalizagéo para as
hamiltonianas dos modelos (i)-(v) acima. No‘capitulo IV, obtemos
uma hamiltoniana efetiva para o modelo de Béker—Essam de spin s=1
e discutimos a solugdo de grupo de renormalizagéo para o modelo.

Finalmente, no capitulo V, apresentamos algumas conclusdes.
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II. MODELOS - HAMILTONIANAS EFETIVAS

Vamos considerar um modelo de Ising de spins s=1/2
compressivel, em que a elasticidade do sistema é considerada atra
vés das interagdes eldticas entre os ions. Assim, consideramos a

seguinte hamiltoniana:

d’-.
U = — 2 J(M,A-I)E-A;- £ 2,

] =
1y Yu (151) (11-1)
(HJ) (LJ)

1)

na gual

- o primeiro termoc descreve uma interacgdo de Ising ferromagnética

. . . . . -
entre primeiros vizinhos, com uma integral de <troca J(|rij|)
- . A~ ' . . A . > - - ->
dependente da distancia inter-idnica rij-z r, - rj, onde r, 3
N ’

descreve a posigdo do fon 1i,7;

- o0 segundo termo corresponde a energia elastica do sistema, des
crita em termos de uma soma de interagdes eldsticas entre pares

de ions, primeiros e segundos vizinhos.

A compressibilidade do sistema, decorrente da pos
sipbilidade de movimento dos ions, conduz a aois efeitos simulté
neos. Consideremos a interagdo eldstica guadrdtica nos deslocamen
tos, entdo as variagdes de volume a presséo.constante estardo as
sociadas apenas a presenga da interacdo maghética. Supondo, por
outro lado, a integral de troca linear em i?ij}’ e crescente com
a aproximagdo de ions*, teremos a seguinte situagéo: (i) dentro de
um dominio, a tendéncia a uma peguena aproximagéo dos ions e (ii)

nas paredes entre dominios, uma tendé&ncia ao afastamento. Na nedi

* - . ~ . . - . .
Para J(|r..[) decrescente com a aproximagdo dos ions todos o3 efeitos se in
vertem e hiauma tendéncia a expansdo do volume, para baixas temperaturas.
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da em gie os dominios crescem, para temperaturas baixas, este e

feito leva a uma contragdo do sistema. Temos entdo um efeito 1lo

cal de competigdo entre a interagéo magneto;eléstica, gue tende a

aproximar ou afastar os ions, e a interagdo eldstica, gue tende a

manté-los a uma determinada distdncia, e um efeito global de va
riagdo de volume, associada ao ordenamento magnético.

Para um sistema com compressibilidade suficiente

mante pequena (constantes eldsticas "grande%"), podemos supor que

tanto as variagdes de volum=, quanto as oscilagées dos ions em

torno de suas posigées de equilibrio serdo "pequenas". Nesse ca

so, podemos fazer duas expansdes da hamiltoniana (II-1):

- uma expaisdo da hamiltoniana em torna da energia de equilibrio
+ v I3 - - . [ [}
H ({R}), onde os vetores {R} descrevem as posicdes de equilibrio

dos ions na rede regular de volume V, e

- uma expansdo da energia de equilibrio da rede regular de volume
V em torno do volume "natural" do sistema) Vo. Na auséncia de
termos anarmdnicos na energi§ eléstica, o volume "natural" -cor
responde ao volume do sistema na ausénciajde pressdo e a tempe
raturas suficientemente altas, isto €, na auséncia de ordenamen
to magnético e, portanto, de contragdo.

A primeira expansdn leva a seguinte expressdo para

a hamiltoniana

- o -
Hoe— ZdT0a o ))) 3 Uk @y)l) o o o
" uj% { d i) x 2 Dy J ) Yo
+ Z"f’oﬁ? (/@L’a---)/) 5 3 2R URy a)l) (s gk
(i) 4 o 52 v J J
- q (II-2)

vl o) .
S5 0 fZQ(JZQ'Qm“}h) & o A
2 8 ey BBy
<f R IR f (=4t 7 )+ }

= L RN ) e o
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t

€ o espagamento da rede regular e o, = x,y... A se

A

onde a,.
1]

gunda expansdo, da energia de quilibrio ‘“i{ﬁij}) da rede con

traida, leva a

N - ” _ N x? ‘0- . d:—— mj_?. '? o ) .° r~
%({ﬂylj) - 3‘))"{ [J—(,/Lg(ag )I) et __%‘dzﬁd_)_’) C-(.nal -Cl,d-> 1‘-"3\)“'6";-
K

- . 2y Lo e
+ 2 R U (any i)+ 4 APy Lo 1), -a,‘f’)?}.-} (11-3)
(ig ) / 2 Tt ¢

<@

para uma rede de N spins de volume Nad, cujo volume "natural"” é
Naod.

A hamiltoniana decorrente da primeira expansdo con
tém informagdo sobre as flutuagdes de poéigéo dos ions e a segun
da expansdo contém informag3do sobre as oscilagdes de volume.

A formulagao geral permite perceber que ambas as
flutnagdes devem ser da mesma ordem de gfanéeza, uma vez dque Ge

pendem essencialmente das mesmas constantes eldsticas (ver Apéndi

ce A). No entanto, os modelos mais simples discutidos na literatu

ra correspondem exatamente a esses dois limites: o modelo de
DombLUS), que despreza as flutuagdes de posigdo dos ions, e o mo
delo de Baker-Essam (versdo original(° )), gque despreza as flutua

¢o62s de volume do sistema (além de desprezar as tensdes de cisa-

lhamento). Propondo-nos inicialmente o estudo de um modelo mais
geral, que incluisse os dois tipos de Elutuégéo, como também as
forgcas de cisalhamento, verificamos gue o estudo comparativo das
hamiltonianas efetivas de spin aos dois modelos era esclarecedor
com relagdo a controvérsia sobre a ordem da transigdo. Assim nes
te capitulo obtemos as hamiltonianas efetivas de spin dos seguin

tes modelos:
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(1)

1. MODELO DE DOMB - modelo de Ising com ions rigidos numa re

de de volume variavel,

2. MODELO DE BAKER-ESSAM (versédo original( b)) - modelo de 1Ising

com ions livres para oscilar, sem cisalhamento, numa rede de

i
volume constante. ‘

3. MODELO DE BAKER-ESSAM (versdo de Bergman, Imery e Guntherub))—

modelo de Ising com ions livres para oscilar, sem cisalhamen-

to, numa rede de volume varidvel.

4. MODELO DE ISING NO COLCHAO DE MOLAS - ions livres para osci-

lar, com cisalhamento, numa rede de volume variavel.

1. Modelo de Domb

O modelo de Domb consiste em um modelo de Ising cu
ja integral de troca depende do volume global do sistema. Isso cor
responde a tomar na expressdo (II-2) apenas a energia de equili
brio ({

( )}), desprezando-se as flutuagdes nas posicdes

..o la; .
RlJ 1]
dos ions. Na situagdo mais simples possivel, corresponde a supor
a integral de troca linearmente dependente do espagamento da rede
e a energia eldstica quadrdtica nesse espagamento. Obtemos, para

uma rede cubica simples (aij = a),

"RD({Rg} :¢l> =

(I1-4)
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onde definimos

\fg/Q (ao) = 0

/

Jo = T(ac)

/

7, = - _o(r(ao) ’
Aa,

o 3¢ (ao)
da?

K = (II-5)
i

Se o sistema é impedido de ter variagdes de volume, o modelo em

questdo € obviamente idéntico ao modelo de ising, pois o efeito

gue se quer observar, compressdo produzindo ordenamento magnético

ou ordenamentd magnético produzindo contragdo, estard ausente.

Na auséncia desse vinculo (volume constante), a e
nergia livre do sistema pode ser obtida tanto no ensemble das den
sidades, ¢uanto no ensemble das pressdes. O tratamento no ensemble
das pressdes permite discutir o comportamento critico do modelo
em termos apenas das varidveis magnéticas, pois na hamiltoniana e
fetiva de spins apenas essas varidveis podem apresentar comporta-
mento ndo analitico. O estudo da energia livre no ensemble candni
co exige gue levemos em conta o fato de que a densidade volumétri
ca torna-se critica na transigdo magnética, devido ao acoplamento
entre as varidveis eldsticas e de spin.

No ensewmble das pressdes, a fungdo de partigcdo pa

ra a hamiltoniana de Domb é dada por

YL'--,-. r) = fdv‘ 2xp2 (—ﬁ/ov) .l_?r'_, Ry o ['ﬁ’“o (a) ] , (11-6)
J
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onde B = (kBT)—1' kB € a constante de Boltzmann e T, a temperatu

ra.

Para fazer a integral, expandimos o volume em tor

no de Vo,
V= Nad [ 1+ 3(a-ao)fas + dta-asd)fas) I (11-7)
para uma rede de dimensionalidade d = 3.

Supomos pequenas as flutuagdes de volume e conside
ramos apenas a contribuigdo de primeira ordem. Nesse caso, a inte
gral em (II-6) no volume é uma integral Gaussiana simples. Ao com
pletarmos o guadrado no argumento da exponencial surgem acoplamen
tos entre pares de spins através de um termo de guatro spins. A
fungdo de partigdo Y(T,p) fica escrita em termos de uma hamilto

niana efetiva de spins, isto &,

. ~ ?,# . ‘
Yir,p) = 2 2xp L‘ﬁ”o (p, 455) (11-8)
dg " 7
onde
af?' - ; 2'0 . 2
Moy (p) = Ho = T2(p)20:6, — J‘c,(,Err,-Jl‘-) (II-9)
('l;d) ~N (‘\!‘))
com
T2 (p) = To + pass I (1I-10)
K
7 I1-11
\Tq = J1Z (11 )



I1-7

2
e Hy, = pve — 3’\;(;7;403..

Caso consideremos o termo de s=gunda ordem na ex

pansdo do volume (II-7), o coeficiente do termo de guatro spins,

J4, torna-se dependente da pressdo, segundo a expressio

Isso significa gue o acoplamento de pares de spins
decresce com a pressdo mas ndo pode mudar de sinal, para pressdes
positivas.

Temos entdo que o modelo de Domb pode ser analisa
do, no ensemble das pressdes, em termos de uma hamiltoniana efeti
va de spins, que corresponde a um modelo de Ising cuja 1integral
de troca cresce com a pressdo, com um acoplamento adicional, de

longo alcance, entr§ todos os pares de spins do sistema, cujo coe

J
ficiente -J, = - € sempre negativo.
Y osk
O papel da interagdo entre pares de spins nio ¢é

dbvio, mas tentamos interpretd-lo da seguinte maneira. Observamos
gue essa interagdo favorece, do ponto de vista energético, as con
figuragdes de pares de spin (44)-(4%4) e (+4)-(44), com relagdo
as configuragdes (tt)-(+¢). S&o inibidas, portanto, as flutua
gdes de spin no interior dos dominios (considerados tanto as inte
ragdes entre dois pares de spins den-ro de um dominio, guanto as
interagdes entre dois pares de spins de dominiosldiferentes). [Ob
serve-se que as configuragdes (+4¢)-(++) sdo igualmsnte favora-
veis; no entanto, para inverter spins de pares den:iro de um domi

nio ou de spins de pares de dominios diferentes, paga-se duas ve
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zes o prego energético da interacgdo de Ising]. Essa inibigdo das
flutuagdes no modelo efetivo de spins, corresponderia a situagdo
discutida na sessdo anterior, de que a formagdo de dominios produ
ziria uma contragdo do sistema, levando a um aum2nto do acoplamen

to magnético de Ising.

2. Modelo de Baker-Essam (de "volume" constante)

O modelo de Baker-Essam, em sua versdo original,
consiste em tratar o modelo de Ising com uma integral de troca de
>endente da separagdo inter-idnica local; na presenga de uma inte
ragdo eldstica guadrdtica na projecgao do deslocamento da posigdo
e equilibrio ao longo da diregdo da ligagdo. Isso equivale a le
var em conta, na hamiltoniana geral (II-2) a energia elastica até
segunda oraem ém (r-R) , consideradas apenas as interagdes e

ldsticas entre primeiros vizinhos. Nesse caso, a hamiltoniana

(II-2), para uma rede cubica simples, é dada por
1 —’E' =
1 ({ry, a)
= 2 {-LJ“.;-J?(G-&D) + 73 (nn: _}2‘~°<>]g“‘.6~.
Gig) x 7 d d
{

« (2D 4
+ K (a-uo')zf ch)g (/\d ~=Q;(';'() 1-“2(3 pr (/7,:3;. - E'; )(ﬁz}:)- /2,06)+ }

2 )

(I11-12)

com ¢ o(ac), Jo, J; € K dados pelas equagdes (II-5). Além dis

V‘é

SO,
(1) A
) 7, = .f. = -~ T2 (1+ o)) ,
da
. {(11I-13)
£~ ot = K(a-ac) r o(da")

287 / a 83~ )



] YA - . II‘_9
Km = AL S Kz),((é dey -+ olaa)

2. yp. |
; ak.d(‘

Aa. = a-a,

conform2 mostramos no Apéndice A. Considerando as constantes de a

coplamento até a ordem apropriada obtemos a hamiltoniana de Baker-

Essam:

v 7

. , ) e
Hye (0], 4) = 2 {~ [7o - Ta-ae) = 7, Z (A7 - R5) [ o ;;

cl“{d')
k (n. L : 2 S
+ z (a ao) + K—(,a—ao)fg (n‘d ’lf.d )
NS L RE N2
+ 5 g (ﬁ'd < ) [ (II-14)

A auséncia de cisalhamento decorre de gue, para prim2iros vizinhos
2 2

3
"elasticos" , a7elr) _ 0 para o # 8 e dglr ) | 0 ( ta ), pa
o B a B do —

or or oY 9r

ra o # B # yv. A unidimensionalidade das interagdss eldsticas fi

ca evidente se reescrevemos a hamiltoniana da seguinte maneira

Ho (s, ) = 7 %

A P PN S AN
= % {-L{;l :7;‘"[_'{ G; 6-["1 * I‘<:—-I &P Cx‘. B ')("_, ) 9 (11_15)
com
_ L
:Tc‘/’:ﬂ = Jo - s (xl'e - Ko ‘d")
R o (1I-16)
P (%t - *I-Ct ) = £ & (gt - xi"c' -as) y

onde xie corresponde a projegdo do vetor posigdo do spin i na

linha & na direcgdo da linha £ e No3 € o numero de spins da
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rede. Dessa maneira, as varidveis eldsticas {x,2} se acoplam a
penas dentro da linha &.

No caso deste modelo (BE), uma hamiltoniana efeti

. 1{, B E - . -t . . P N .

va de spins, eff(a), diferente da hamiltoniana de Ising, e obti

da mesmo no ensemble "candnico", ao integrarmos as varidveis elds

ticas locais. A fungdo de partigdo candnica é

— 2 2 * .
Zira) =0 [de . fdx, Tn 2xp {_p - (Y a)
) L ' " sy ! {/3 y }

.7-3
- %7;,; exp {-_ﬁ#q (»{crj,a)} (I11-17)

Temos, entdao,

BE .
Nep (49,2 = - é— Lo T (7)) ) (II-18)

{
2 Ny -0

, L{
L . . _ _
Ir ({f)> = 1 Ie (‘{0-5 ) = i {fc E}x{e__./d)("f l"P["ﬂfL(({x,e“U".” J}
£

(I1-19)

onde consideramos o primeiro spin de cada linha fixo na posigdo
2 . . .
Xo = 0. Ll € o comprimento de linha &.
Podemos considerar densidades fixas com pelo menos

duas condigdes de contorno diferentes: (i) fixando o "volume" do
<G

sistema, isto €, fixando a soma do comprimento das linhas e (ii)
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fixando o comprimento de cada linha ou impondo condigdes perioddi

cas de contorno.

2.1 Comprimento das linhas fixo

Vamos fixar o comprimento das linhas L = Nea in

troduzindo uma fungdo delta G(XN - Noa) para cada linha nas 1in
o n

tegrais sobre as varidveis eldsticas locais. Vamos usar uma repre

sentagdo da fungdo delta

&(x) = jh_f e A - (11-20)

entdo temos para cada linha uma integral

L iw(x,,f-Naa\ » _pHe (dnty oty
Iﬁ‘: - f e j N (II—21)
n
R
Com a mudagdo de variaveais
{)‘Q R . (11-22)
podemos reescrever o argumento da fungdo delta
¢ 5
S5 . . _

Xpo = N, & = ;:/FL — N, a : (I1-23)
porque Xol = 0. Entdo a integral Il fica

g.lw'\h/\- Nu L 2
I, 02(‘ fdw e {/ J’/’L Lxp [/S(J}VMC(‘ ‘“a) —-/7:( ,0 )

(IT-24)

+iwpit ] }
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S . . L = .
Fazemos inicialmente a integral gaussiana em e, + © que ndo in

troduz novos acoplamentos de spin, porquzs (Oioi—1)2 = 1 para

s = 1/2. Até aqguinosso procedimesnto € inteiramente andlogo ao de

Baker e Essam ($ ), em seu artigo original. Esses autores fazem

em seguida a integral em w, utilizando o método do ponto d= se

la num espago de varidveis de numero igual ao numero de linhas.
Entretanto, para utilizar esse método, € necessdrio primeiro so

mar sobre as varidveis de spin, e é por isso que se obtém, dessa

maneira, uma hamiltoniana de Ising cujo coeficiente da integragédo

de troca, Jef’ depende da temperatura através da correlagdo de
. G . -(51'\
spin, <67 = T e PN
The-PH
Jef (0, T) = To +Tia - O La6pS (II-25)
K /

em termos das varidveis deste trabalho. Observawmos gue o aumento

na correlagdo dos spins produz uma redugdo do cozficiente da inte

ragao de troca.

Em ncsso caso, fazemos a integragdo gaussiana nas

variaveis w,, antes de fazer o traco sobre as varidveis de spin.
Obtemos
zc (T,’ “) = »{ij 24P (,"ﬁﬂtl— (LzN'/sa)> (II-26)
onde

NT3 N3 ~

46, Lawba) =t -3 ) 22 680 o3 33 alel), (mm-2m
. iz nN73 L =4 -
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com
7)) = & - 5la-as) | (11-28)
L Tt
TSz S (11-29)
L 2 — 1
e A (a) T 3 la-au)” 4 2 (1I-30)

Deve ser observado, com relagdo a essa hamiltonia

na efetiva, que:

(i) os termos de acoplamento de longo alcance de quatro - spins

sé aparecem ao longo das linhas,

(ii) o coeficiente do termo de guatro spins € sempre positivo,
situacdo oposta a do modelo de Domb,

(iii) o coeficiente J42 = J12/2K é independente do sinal de J1,

como no caso do modelo de Domb.
2.2 "Volume fixo
A condigdo "volume" fixo corresponde a tornar fixa
a soma dos comprimentos das linhas, uma vez que o sistema € unidi
mensional sob o ponto de vista eldstico. Isso é feito introduzin
do-se uma unica fungdo delta, G(E(xgo—xol) - 3Na), no integran
do da fungdo de partigdo (II-17), ao invés de uma fungdo delta pa

ra cada linha. O procedimento é idéntico ao do item anterior, e
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obtemos

Zira) = 2 axploprg i-renia) ]

(I1-31)
onde
H, (46 V:n/A/ayz 'ﬂv(q) - -Tzv(_o\)z (]"-0"-j + Ju LI d‘.p]z
grafy, v : apy o TR Loyl -2
com
*H:(a) = %’.K(a_aof-_f Kt ) (II-33)
K
Tzvtc«) = Jo - J,(q-—ao) ) (II-34)
JL} = \Tq?'/ék" , (IZI-35)

Nesse caso, o acoplamento de gquatro spins ocorre entre todos os

pares de spin do sistema, e n&o apenas ao longo da linha. As ou

tras caracteristicas do acoplamento de quatro spins sdo andlogas

as do modelo com comprimento de linha fixo.

2.3 Condigdes periddicas de contorno

L L ‘ .
Vamos tomar Xo = XN para cada linha £ e rees
o s

. s . . ~ -

crever as variaveis de posigdo r em termos dos deslocamentos
e . v . - . .

das posigdes de equilibrio u, 1isto é

Rs = R + X9 . (II-36)



Nesse caso, as projegdes das posigdes ao longo das linhas nas ex-

pressdées (I1-15) e (II-16) ficam”

et = = )
(6812 -ae) = (Ui ez - w2 ) + (a-ao) (11-37)
onde o = X,y,z indica diregdo da linha. A hamiltoniana (II-14)

fica

Ho= #H (fud Aclh)y + #(46), a) ,

(II-38)
onde
o .,o( ;X %
n ULLS, ‘)6‘9)\.-_. R.Z,;gﬂ(“/i’—raé:c -“E'\ffi’(’_}i’-raa( -t-%’_ w,{‘-raé‘,‘_“p:’) },

' (11-39)

M40y a) = % [ -7 +ma-ao) T 0 hpi00, ~ %(a-ao)"} '

K,

(I1-40)

e os termos lineares desaparecem sob as condigdes periddicas de

contorno.

Utilizamos uma transformada de Fourier dos {u}, de

finida por

o = e (IT-41)
2 S Y
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com Ga =3 ﬁ§ = 0, para fixar o centro de massa do sistema. Ob
R N
temos
. ® oK T w a5
sy = 2 2 VU U o - " (11-42)
H({u), 478) _3 5o {A(cb Jug Wy - BLY) Ug %
v
com
AT = kN (1- @ (4ea)
g (7{& 9.
B(UP ) = 7, 2) 12 (e -|> 3 vae, o

Para fazer a integral gaussiana em {u}, wutilizamos a transforma

. géao

(11-44)

com a 2 + a 2 = 0.

1 2

exponencial em (II-19),

Ao completarmos o guadrado do argumento da

obtemos o seguinte termo de quatro spins:

at <203 [- Bcz?'ifif-‘i'-‘]
! s0 4404

°
i F O

Opoe Car (II-45)

+aé,

L -
= - I 22:[2 ot Jﬂr

2, P:’-f'd é\o(

Para a = ¥, temos
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g, )
Hi (R-R ) 2/s ‘
Z 14 = Nde‘:p\-n - N ‘Py’y' ’IZ’}‘ , (11—46)
7eo |
?A#o

ip r q., oo
2n13 { x &/ (,X,‘/,}> (.11“4;\/, 2) (y‘/ Y, ?—) (x4 “, Y, 2)
Y, &

/

termos andlogos em Y,Y' e %2,2'} . (11-47)

Obtemos, portanto, de (1I-38-40) e (II-47)

a se
guinte hamiltoniana efetiva completa
, L . ¢ . L ¢ \2
'H-Lf_ ("(0‘5,"\\, = —J, (CR)ZZ V,'QG',“-, + __JI'L Z(Zﬁ‘leﬂ‘_f
£ NEZE 2
+ 3NA (a-aa)a + Cte
2. : ‘
(I1-48)
com
ba
J:ZL(a) = Jo- Nla-a0) k JZrL = 9 (I1-49)



I1-18

Temos um acoplamento de pares de spins ao longo de cada linha, co

mo na condigdo de contorno comprimento da linha fixo, com os nmes
mos coeficientes de acoplamento. Apesar disso, as condigdes de
contorno pariddicas sdo importantes, pois nos casos de hamiltonia
nas eldsticas menos triviais temos necessariamente que utilizar a
transformagdo de Fourier para desacoplar as linhas (gue apenas no
caso desse modelo estdo desacopladas).

Dois resultados sdo significativos, com relagdo

aos modelos de "volume" fixo:

(i) as hamiltonianas efetivas de spin apresentam acoplamentos en
tre pares de spins de sinal oposto aos acoplamentos entre pa

res de spins no modelo de spins rigidos na rede de volume va

riavel.

(ii) os acoplamentos entre pares de spins se dd8o entre pares de
toda rede ou apenas entre pares de uma mesma linha, dependen

do da forma como se fixa o “voclume".

Com relagdo ao primeiro item, a andlise proposta
para o modelo de Domb sugere que o acoplam=nto de pares com sinal
positivo favoreceria as flutuagbes de spin na transigdo. Em ter
mos da hamiltoniana modelo original, poderiamos pensar que a pos
sibilidade dos ions se afastarem ou aproximarem favoreceria do

ponto de vista energético, inversdes de spin.

3. Modelo de Baker-Essam ITI (de "volume" variavel)

O efeito simultlneo de flutuacdes de posicdo e de
volume pode ser analisado no caso do modelo de Baker-Essam descri
to na segdo anterior, relaxada a condigdo de "volume" constante.
Podemos permitir a variagdo do "volume" dagu=les modelos das se

guintes maneiras:
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- fixando as varidveis intensivas {2} conjugadas dos comprimen
tos das linhas {L&}, no caso das condigdes de contorno 2.1 ou

2.3.

- fixando a varidvel intensiva f conjugada ao comprimento glo

bal das linhas, no caso das condigdes de contorno 2.2

3.1 Comprimento varidvel das linhas
Uma vez que as linhas de spins sdo completamente
independentes, do ponto de vista elastico, no modelo de Baker-Es-

sam com comprimentos de linha L fixos, s .€ possivel considerar

como varidvel intensiva conjugada a forcga XQ aplicada a extremi
dade da linha &. No ensemble das "forgas" A&, a funcgdo de parti
gdo fica

Y(T,ﬂh’;) - E /0( U\!Du\t) 2Ap (—/l?\LN',O!LI)Z(T, 6“-&9) > (I1I-50)
com

Er, MMB) = ";?7;'1 ex [_pm/. (4¢), {ael )] , (II-51)
onde

N
Weﬁie -

N -t

Hoy (4e) friael) = 2 {—-[To-ﬂ(az-ao)‘

(II-52)

N, :
A ! Al
T atn) - 8 G a)
2

é a generalizagdo imediata da hamiltcniana (II-27)
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As integrais gaussianas em {Nal} em (II-50), con

siderada a expressdo guadratica em (al - a,) em (II-52), condu

zem a acoplamentos adicionais entre pares de spin. Esse acoplamen

to tem exatamente o mesmo coeficiente, mas o sinal oposto a» da

expressdo (II-52), cancelando o mesmo. No caso em gue todas as ii

nhas estdo sob a agdo da mesma forcga AQ = A, a fungdo de parti
cdo no ensemble {Az} fica

Y(r,2) = £ tp f*ﬁ“cf(.wéz,ﬂ% .

I1-5
beY ( 3)
em termos de uma hamiltoniana efetiva de spins
ey UI3 3 = = () (?L_;r.'q + e (3) (II-54)
: ‘3

onde

jz()\ - 5 or LA (I1-55)

[

e

o (M) = 3N A
2k

2

Esse modelo comporta-se entdo como um modelo de Ising cujo coefi
ciente da interacdo de troca cresce com a "forga" exercida sobre

as linhas.

3.2 Variando o comprimento global das linhas
O comprimento médio global das linhas é considera

do conjugado a uma variavel intensiva f e a fungdo de partigéo
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fica

_ r 273 - 3,41','5 Pl Y A
YT, f\ = ] d(3~ M) 2R p (=-/1 4) Z(r,"v"), (11-56)
z moonyrn 4 = _ 2/3 . . ’
onde (T7,"V") e dado pela expressdo (II-31) e 3N € O nume
ro de linhas da rede. Nesse caso também ocorre o cancelamento do

termo de acoplamento de pares, resultando uma hamiltoniana efeti

va de spins

A(455 f) =~ (f) T o0« H(F) (11-57)
U,J)
com
L) = To o+ Tk,
1

em total analogia com o caso anteriof, isto é, reobtém-se a hamil
toniana de Ising, porém com um acoplamento dependente da forga a
plicada sobre as linhas de spins.

A andlise deste modelo (flutuagdas unidimensionais
de posigdo + flﬁtuaqées de "volume") em termos de hamiltonianas e
fetivas de spin ilustra com muita evidéncia o fato de que as flu
tuagd=s de posigdo e as flutuagdes de volume tem efeitos opostos
sobre as interagdes entre o3 spins: as primeiras geram um acopla
mento entre pares de spin com uma determinada intensidade e as se
gundas geram o mesmo acoplamento "invertido". Nesse caso, em par
ticular, os dois efeitos se cancelam, e o sistema de 1Ising com
pressivel tem o comportamento do proprio modelo de Ising, com uma
integral de troca a mais "ingénua" possivel, isto é, uma integral

de troca linearmente crescente com a forga sobre o sistema.
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4. Modelo de Ising no "colchdo de molas"

O modelo mais simples possivel gue garanta a esta
bilidade mecdnica e ao mesmo tempo considere simultaneamente as
flutuagdes eldsticas microscodpicas e macroscopicas do sistema é o
modelo de Ising no colchdo de molas, isto &, um modelo de Ising
com interagdes eldsticas entre primeziros e segundos vizinhos. Es
se modelo deriva da hamiltoniana geral (II-2), incluidos o3 ter
mos até ordem u2 e Aa2, se consideramos as condigdes menciona
Gas, sendo gue as interagdes de segundos vizinhos € qu= garanten
a estabilidade mecénica, através do cisalhamento. Alternativamen-
te, podemos fazer uma expansdo do potencial eldstico em torno das

distldncias "naturais" entre os ions, a;j-

“(a,t o AN TY Tk I1-58

e, em seqguida, expandir os mddulos {1? |} nos deslocamentos da

1]
P v s s - - . .

posigdo de equilibrio {uij} da rede contraida. Essas duas expan

sdes sdo equivalentes as expansdes (II-2) e (II-3) e a identifica

gdo dos coeficientes correspondentes € imediata.

Vamos considerar separadamente as contribuigdes e

ldsticas e magneto-eldsticas, escrevendo:

’A = l’l(,a -+ i‘t;y\_a_g. (,Q . (IT-59)

4.1 Interagdo elastica

No apéndice B utilizamos a expansdo (II-58) para u

- -~ . > ->
ma rede ortorrombica (a_ # a_ # a_). Escrevemos T,-r.+ rx> P 2
X Y z 1 R+a0ea R
para os pares de primeiros vizinhos e T,-T T T
.~ . = ~ A =T
P PLAR ' i 75 §+aaea+aBeBrR pa

ra os pares de segundos vizinhos, com a = y,y,z. Obtemos a seguin
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te hamiltoniana eldstica (eq. B-9):

+
87t
o ol . 9
23K uplan —uB) e
I S
v K ‘5 - <X N R °<)1 °<,- N oK N\
+ /5"7‘* .é’- [_‘:,[5« ((U;g”qq‘exto\{se,, - u‘k) - (Uﬁ\'jaﬁ < F datg — U )
6 B \2 ¢ %
*9“(‘((0”71“«*@1%} “ug ) (”Z’zaké’@aﬁ?ﬁ”“ﬂﬁ \
x B é
% i g 8
A oL -
- (uﬁ]iﬁ,Lé\uTa(ng ~Qﬁ\ku{2'ia\¢e&+%ﬁ’(; Lg ]]j ,
(II-60)
onde
2
Guaff = Ad + ap ,
Z
@ = —
J*P Ps A2 ’
acz
¢
(IT-61)
20; aﬁ
b“f’ = { .
a;z.fapl

A expressdo (II-60) € equivalente a (II-2), com Os seguintes coe-
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ficientes, calculados em primeira ordem:

L% = 2 \

\ =

P A
K2 3*(” = ?‘P(;’L) \ '
ME R B ap iy
) (I1I-62)
b .
‘éiﬁ bup = L 9 l
bﬁ‘x)ﬁ'ﬁ /{‘ = Uw é‘x ‘t'J\(;?’(}
Outros cceficientes, por exemplo iﬂ% N ' ndo apare
8rY r = aaea+a8eB

cem na energia eldstica porque sdo de ordem Aa. Observamos ain

da qgue para uma rede cubica simples (aa = a), os coeficientes

se simplificam, isto é,

(I1-63)

Nesse estudo, obteremos a hamiltoniana efetiva para o caso desta
rede (cubica simples), especificamante. Entretanto, as expres-
sdes para a rede ortorrdmbica permitirdo indicar as dificuldades

de resolugdo do problema para casos mais gerais.

4.2 Interag¢do magneto-eldstica
A interagdo magneto-eldstica € considerada até pri

meira ordem nos deslocanentos, como nos modelos anteriores. Obte
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mos:
ﬂm-j—e = - 2:7,;( Cota,) -3 (uE'm,(a —aﬂi)]\s;z—w,—a-»w“& . (I1-64)
com
Tlat) 2 7,* -7 (Gu-as), o (11-65)

e, nos termos da expansdo (II-2),

-y —_— g

J&” = J(4a¢ > ,

T s - A5 .
; Fpy

4.3 Variaveis elasticas "micro" e "macro"

T !
Vamos agora reunir * e ¥

L ey, Lmag—el’ De (II-60) e

(II-63) obtemos uma expressdo para

1‘(.‘:‘_ ﬂd.“_ﬂka‘j'cb

gque reescrevemos como

2 Hano (14¢)) + Hmers ({uld) (11-66)
com
Huaiwo ({ﬂxﬁ) = - 3; VTQL) T TP an

(II-67)
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e
. Z 7»( % . %
7’{”“‘(,90 (’{MS ) = R—) 1 (U/Z'-r Ut €0 - L(EI ) 6/'\’--1 '5-/5’1’ Ao t”\»«
.
o« ol w 5
M 112'_—4 % (u‘l_)-ra«e'; (’{/i‘l >
: Py £ (A)
S K, o B 2
" %ﬁ:f« — 178+ (gt ) U”fa’ﬂ«&taﬂ &G ~ e )
x(B) A(BYy\z -
+ (aﬂ-,’"—a,xé;( :dﬂzﬁ _ U_R—; ) ‘J

_ IR ) w« \; [ 8
+ b [ (Ufzact, Tos s UL ) (U@sa b rapty = U >

x ) (5 (3
— (Ur et s apty — 4 ) (U aclironty ~42)
(II-68)

e as constantes definidas pelas equagdes (II-61) e (II-64).

4.4 Tratamento das variaveis micro

Na hamiltoniana eldstica ({u}) os desloca-

iLmicro
mzntos relativos (u%+g - u%) estdo acoplados através da intera-
gdo entre segundos vizinhos e componentes ortogonais destes desig
camentos estdo acoplados através do termo de cisalhamento de coe
ficiente bae‘ Para poder integrar sobre esses deslocamentos na
fungdo de partigdo candnica é preciso fazer uma transformagdo de

Fourier dessas vairdveis e diagonalizar a hamiltoniana.
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Utilizamos uma transformagdo de Fourier definida
por

- 7 11—’ —) —-7

- L _

QE = N %3 2. u?# (I1-69)
com ua = 0 para fixar o centro de massa do sistema. Com essa
transformazdo (I1I-68) fica:

) t 3 : ~ > | o bBal - X i
y = f ) ~y
'/\‘Y\M‘W.‘, (’5 U4 ) = N __)l { z. F(% ,K) ui:‘f + < A‘B ?, ) b(i’*’ U. z] %
1*0 > ,
(I1-70)

onde

. _ 0
th’.",x) = T4 (e —y) /% [GQ_, 0D o i, @ R ]

e
Dui = ﬁZ;.M &;() 96 [1- uv(%&x)én C7ﬁ6\(3)J + k:( (4—1,47!_:5“4(,())
A*P = K;ﬁ b,q% Al Lir‘o,.,) m(?,,a(v\)
«7p

. - . -> ->
Para separar as variavels q e -g

transformagdo

X . oL
= a‘ (_d‘?’ -+ f")\-?jdj}

us
/

e obtemos

utilizamos

(II-71)

(I11-72)

a

(I1-73)
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’ﬁ.-m{(,\_o ("U\,‘j) = M-’ ; '{C(, g [.‘:[lﬂ,d).«- / F{-i‘/&>':] 1}*{.‘:
Z.%o

@ (11-74)

. - o
--Mz,'a{‘ 2 Du([j L?’.))V‘?? U,- \/ .
« [ . B 4 J

I

Em seguida diagonalizamos o termo guadrdtico através da transfor-

magdao

D=c¢"DdDc (II-75)
em termos dos autovalores da matriz DaB (I1-72) e

oA - N (S

;TR F

e termos dos seus autovetores. Substituindo em (II-74), obtemos

) -1 . . * .’\;‘,( 2 ) '
Hopoo (Jud )= N ?_77#__0 2 {frtf,&)(u?f-’) + B« w{ 9 (11-77)

com

A(%:',K) = .z,iall b‘:d («’f’) | (11-78)

5(7:"\> = “,/i:cﬂx [F(@ﬂ,_ﬁ)+ r‘P(’—'z,",/s)j , (11-79)
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Como veremos adiante, ndo serd necessdrio obter explicitamente as

matrizes D e C.

A hamiltoniana (II-77) estd pronta para ser inte-

grada nas varidveis eldsticas V%. Reescrevendo (II-77) na forma

N §
Howo (0)y =82 3 acga) [ vy - B
alLe g i,):?'d ” A-(‘f,f(>

(II-80)

W33 [‘____32‘“7'“] ,
%?o B A—(?ﬂx)

verificamos gque a integragdo em {Vq} gera um termo de guatro

spins através do termo em B2 (ver II-79 e II-71).

4.5 Hamiltoniana efetiva (ﬂnmlcro) na fungdo de partigio do ensemble

candnico

A fungdo de partigdo candnica do sistema em estudo

é dada por

| e T - p (g} 4sh)
Z(rday) = o [dRlp [ |
~ fptimaans (1acY, §5}) o s ({0
= (k) Tn € /Zjd;.;ﬂ e 0 33
{‘Il‘} 7/ /
(II-81)
com #hacro dado por (II-64) e H dado por (IIfSO). A inte

micro

gragé&o em {Va} permite reescrever Z(T,{aa} em termos de uma

hamiltoniana efetiva de spins da seguinte maneira:
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P i (A A e 1 ()]
Z(r facy) = () Ta % & ™ | e , (11-82)

Tl

onde definimos

(II-83)

AZY ey = =N 2 2[5%W>].
1 / o<
jre A (F <)

Como vimos para os modelos anteriores, o coeficiente do termo de
. micro . . .

quatro spins, +t4 , € fundamental para determinar o efeito

global das flutuagdes meclnicas. Vamos, portanto, efetuar uma and

lise cuidadosa da expressd@o (II-83), levando em conta a restrigéo

- s

g # 0 na somatdria.

Substituindo (II-78), (II-79) e (II-71) em (II-83),

optemos:

~u u . oy
RS Uryy = N T2 A () gus (§490) (11-84)
’ ?T,To '“")
ond= definimos
y - Coix Cy i
Amy = g R (I1~-85)
on(
e
Mg ¢
j-"h) = '}' J; J: /2?"_,, Yy /4)4-4#6’,14 J‘/E” q-p.’-r-a,»é\’,
~// -« =) — B
ig' (R R.) -+ r - L,-(Q_f) -+ -
) { e ’ {Ao T r fﬂo
(II-86)
N - N ” .
u?ﬂ (—-ﬂ.’+/i”) ¢ ~iq -(,,Qjﬁ-Q' > —_ -

+ {e #;? - fm# .7
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com

/F,L:-;- = (’CL?M‘(A—I'> (e "“;.]a‘) - )

, (I1-87)
+- R ;o =~199ay .
ay = (et (o7 -l>.
e expressdes andlogas para 57 e £,
BV pv
Na espressdo de gpv temos o acoplamento de pares de spins, com
uma estrutura complicada. N&o podemos expandir esse co=ficiente

e -> . . < ~ .
em g, porque g e o vetor de onda associado as flutuagdes elas
ticas gue, em principio, n3o se tornam criticas na transigao.

Vamos fazer uma transformagdo de Fourier das varia

veis de spin. Definindo

LA
Qp = N_lz_ox,e kiR (I1-88)
=)
e aplicando a transformagdo na expiressdo de gpv (I1-86), obte-
mos, para {{4m1cro ({c}) (11-84):
VBN -3 0 Pl A
‘ng \vSo” J = N - — ! ! (g I x

(I1-89)



Vamos utilizar o fato de que, de (11-87),

bt ) = i (o)

(II-90)
- <) _-r —’
ﬁuv L% > = Tuy (—; >
e, do apéndice C,
hus (§) = Auv (=), | (11-91)
para escrever, finalmente,
;o o -3 < 3 . ‘ Ay -
W (hey) e =N 3 {12 grgre (i)
4 KK Jro MY (II-92)

*Auy (‘[7)'{}1:’-(.‘{/\)>]Fk7 ] [?ﬁ-/{-") 6‘}_4‘ 5 } .
ilos modelos discutidos nas sessdes anteriores, as vibragdes mi-
croscopicas dos ions produziam® um acoplamento de pares de spins
através de um termo do tipo (§c§o§+3)2 na hamiltoniana efetiva.
Em termos da transformada d§ Fourier esse termo escreve-se
(%oio_ﬁ)z. Um termo desse tipo estd excluido da hamiltoniana efe
tiva que obtivemos, através da restrigdo a # 0. Nosso objetivo

final € analisar o comportamento critico do modelo. Na transigdo,

a contribuigdo importante vem dos grandes comprimentos de onda:

-vamos fazer uma expansdo em torno de §1 =0 e iz = 0 para ob
ter o termo esperado. Expandimos entéo
¢ ~ I-fl(!ﬂm-o-’;.!g;)-é‘('ém#)‘)h))l‘*-' (II-93)

para obter
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() ]

’H‘fmu«(",rsw__l—zl [ZZ
! 4N g R §topd
A (4 rol(h? Bl 4 8,)) bt Gy %, A7 (I11-94)
Definindo
L(f) = L 57 Ay >/4'f (57) (I1-95)
A, N .

e fazendo a troca de varidveis

=
'kj — ?ﬂ__ él,
obtemos
PN
i L{c) -1 .
5) 41 [N %07{’6-7:]
9 /d
_ ! : (K +4; ) [1+ ol -5 13 )] ¢ N
73/2%: 0 /la+¢3 [+ ot ) f”> ’["’ @36'5-1’1‘@& ;
(I1I-96)

Como mostramos no apéndi

tiver um limite bem definido.
na fase desordenada,

se L(o)
ce C, para redes de simetria cubica
(11-97)

_ A qE
- )

‘ ]
/Qm L (g )
t[;-—% K., 12K,
portanto podemos obter a seguinte hamiltoniana efetiva, no ensemble

canonico:
- 2
[~ erﬂ _ﬁ] .

ﬂ((,("“«;, '5“'_&;)
/Z)

2
{ 4q Yy ot N
L&+ Zkz)’\j

= ,I/‘Mﬁcco (
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N I - - ;
—~ HTNTS L%+ hy) (,fw(b.,’;_.)/ Oy s S €y oy
-I_‘/"‘ Ao =) 2:, = k\g -fl, -iz ._-fgs
k’!Q),QB

Pode-se observar, com rela3;82 a essa hamiltoniana

efetiva que

- hd um termo de acoplamento de pares de coeficiente positivo, co

mo no caso do modelo de Baker-Essam;

- hd um termo adicional de quatro spins.

4.6 Hamiltoniana efetiva (+gmacro) na fungdo de partigdo do

ensemble das pressdes

A fungdo de partigdo no ensemble das pressdes es

creve—-se

Y(T, 4 pal ) = IJMA 24> 5 *_/3 [t (40y 514,?5) + é.b—’o.' 5/)& AL\’(J’}I} (I1I-99)

onde p, é a forga por unidade de drea na diregdo o e da, = Q{aaﬂ

no caso em que as forgas inciden:es sobre o sistema de simetria

cibica tem diregdes apenas perpendiculares as superficies do mes
1
mo( q).

Para efetuar as integrais nos {aa} vamos expan-

. i © o1I-
dir a g, na expressdo de " . ({aj}) (eq. 1I-67), em torno

de Aaa. Obtemos:

— Y — . .
; (a.,(ﬁ - 519([5) o~ b((),ﬁ Ra(/& (4 t O(ét\) > Ol Aa_p (II-100)
pos

onde



I1-35

= K2z y -
Ryp = o2 (1+3ap ), (II-101)

e

para uma rede de simetria cubica na fase desordenada.

vanos agora reescrever (II-99):

Y(r $pay) = Ta @ ‘”‘“‘%prfz,wn
/ ’E.’fs /

(II-102)

onde, de (II-67)

T ( {ps }, 40‘}) = —.7;% Gﬂ‘){i’m@ Tﬁ:-u(»{r” + 24, irh) ) (I1-103)

A
com
bp (-6 UpL L] = T [dag exp f-pn (dach Aeh) ) =

o . ol - . o 2
= dacanp [0 L3 700 fpea 8y v N2 00

<~

. , % » v N2 (I1-104)
-+ Nﬁ%). kZ/‘;(ﬂ,(p’ao(/S) -+ \ZQU::; P,,‘ éa(} .
Uitlizando (II-100) na definiga» de ‘HJ({aa},{G}), optemos
'/-L’Hq,\ﬁ’(r” = ;Z £ g +~w§6r¢<ﬂ dac 4 (IT-105)
|
com
= K, cf : -

Mﬂﬁ = Kﬂﬁ + 5 wp (II-106)

e
- « - — A
F = Z_f_) 027 T o e ;o P (1I-107)
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Como no caso da segdo anterior, temos que diagonalizar o termo
quadrdtico e eliminar o termo linear. Utilizando exatamente o mes

mo procedimento, obtemos, em (II-104):

’WHF’\')),‘IF” = -+ 2 F/s"} [‘Z “./f;‘_“{;’iﬁ{ | (II-108)
N B x ~
‘ Mo -
onde Maa é a matriz de auto-valores de MaB e a matriz U é
definida por
-f fa
U Ml = Mo (11-109)

Da expresséo de Fa acima (II-107), vemos gue a hamiltoniana efe
tiva no ensemble das pressdes conterda um termo de acoplamento de
pares de spins de coeficiente negativo (como nos modelos anterio-
res) e uma contribuigdo dependente da pressds> para o termo de
exchange (também como nos modelos anteriores). Utilizaado o resul
tado do apéndice C para o cdlculo dc colchete na expressdo (II-
108), e a transformada de Fourier para as varidveis de spin (II-

88), obtemos:

a
l/ \ ‘:.-J__'f__ ql - Cko 6‘_‘0/‘£7 _11
H({p) 403) =-3 44 o Pphpr o n Z 7 (IT-110)
4 _ o
—‘TP’ Fﬁ]’!'af‘ér + Ay (“ﬂp\ljl’\M} ,
com
2
mbces 35t ,_ 2.
—ﬂ‘f- ('(PN!T)'{(E) = - L [N 1r0(-’>)6;/__,(,:/?] ‘

RN Kt 4K, (I1-111)
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O termo de acoplamento de pares neste ensemble &

composto de duas contribuigdss (egs. II-96,97 e II-111) e é dado

por:
#Z{/\ﬂ«) - ﬂq’muvc B 4{4 hicL e
. 2
— — :T,,L IT} ( 5' 0'"~, 0"')\
— | — . }:_) . -4 /
Nagl brga)(rr22) (I1-112)
com
2= Rz
Ky

A hamiltoniana efetiva completa é obtida a partir

de (II-103), substituindo-se as expressdes (1I1I-110) e (II-112):

Ay (p, 46)) = -—N’)g’j(‘}:,;’;) o €

-3 ¥
—_— N P & 4~ -y
e R AL T v A
(II-113)
com
D
~f \ - —— 3 z j i '
J({Z ) = [\)o + 3:77f‘20 ] d:{ (II-114)
] 309% !
Vg = ol . ) ] (II-115)
£ /(l-o 4K,



IT1-38

g = L Lo (11-116)

Com relagdo a este resultado deve-s2 observar gue:

o termo de acoplamento de pares tem coeficiente de sinal nagati

vo;

o termo da interagdo de troca é modificado pela existéncia de

pressao;

surge um termo adicional de guatro spins (como nos trabalhos em

(12,149)
que as oscilagdes mecanicas s3o tratadas para um meio continuo).

sob pressdo uniforme,

Notamos ainda que (i)' a hamiltoniana efetiva (II-113) reduz-se &

hamiltoniana efetiva utilizada por Bruno e Sak(iz) para um meio e

ldstico continuo e isotrdpico no caso em gue K. = K, e (ii) Gue

1

foi possivel obter a hamiltoniana efetiva a press&do constante pa

ra um meio eldstico de simetria cubica, ao con:rdrio do gue afir

mam Bergman e Halperin

(14) para um meio eldstico continuo.
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III. ORDEM DA TRANSICAO MAGNETICA - TRES TRATAMENTOS

Vamos considerar trés tratamentos para os modelos
compressiveis apresentados no capitulo anterior. Vamos discutir
~ £ a1 . . 20
as solugdes de campo medio de Curle—Welss( ) para o modelo de
Domb, nos ensembles candnico e das pressdes; e as solugdes "exa-
v (10) . : 5 cae21)
ta e de grupo de renormalizagdo no espago de momenios pa

ra as hamiltonianas efetivas de spin (II-9), (II-27) e (II-32).

1. Solugdo de campo médio - modelo de Domb

Vamos analisar o comportamento do modelo de Domb
em dols ensembles diferentes, No ensemble candnico consideraremos
a fungdo de partigdo Z(T,v,h) dada por

o =B 45), v

Zro, ) = Tn
g
= Ta Lx/ofﬂﬂoq 7 5 g - K a-a 1sh 300 (111-1)
Yy =
e no ensemble das pressdes a fungdo de partigdo Y(T,p,h), que é
dada por
. ApV
Vir, 0 ) = fdve o7 ZLrv, f)
= TR 4xp Lﬁll 2 g0 +/§f§(2}‘€ Yo 16 J .
/\/ i

o ey, - B2 (IT(-2)
2K
onde

T(a) = Tp - 1A (ILI-3)
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T, T T NP, (I10-4)
A
o o _
\72’. = \TL , (I[I"S)
2K
com Av =2 v - v,.

1.1 Cdlculo da fungdo de partigdo no ensemble candnino

O modelo de Curie-Weiss consiste em considerar as
interagdas ae spin de longo alcance. Para manter finita a energia
por spin € nacessdrio dividir o coeficiente da interagdn de troca

por N. A hamiltoniana fiD em (III-1) fica

oW, F(s) - 2 : 2 ’
RSN (DN ET) LRI S S (111-6)
~N 2. ’

A transformagdo gaussiana
-a
/2. _il2

4 = (27) /ﬂ/xp (" %Lw-ﬂwt)”(x (I11-7)

€ utilizada para reescrevernos a fungdo de partigdo. Obtemos, rea

lizada a soma sobre configuragdes,
L e\ of2 : -
(_ J [‘ = N9 — (5J z
Z’/,J, ) <:é%_) ./dg Zxp { Ngi Yy "
+ NI L2eots (BIy )] - 35};"" da* } (I11-8)

com
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N

([LTYZ X = pTy. (I11-9)

No limite N + « utilizamos uma solugdo do tipo ponto de sela pa

ra obter

247

Zon U 2) = (MY o [t

ot re (B3 +34)] - 3px sa®] } |

(ITI1-10)

onde vy maximiza o expoente em (III-8) e é dado por
gz . (/3.75+/aJ2\). . (IITI-11)

A varidvel y pode ser identificada com a magnetizagd» por i{on

do modelo, verificando-se gue

m (T 4, u-) = - _‘1[‘ Cﬁ*\-UW ) (II1-12)

20\ -
onde €£(T,v,h) = - ﬁ? ¢n z(T,v,h), que € a energia livre do sis
tema a campo magnético fixo, obedece a equagdo (III-11). A ener

gia livre para magnetizacdo fixa € a transformada de Legandre de

f(T,v,h) com relagdo a h,

ﬁtr,«r,m = 42—,0 [j—tr,u;d)rm-/%j , (IT1-13)

obtendo-se
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firv,m) = L2 = T@) e o Los -m)
] ] (2; g .?ﬁ

(I1(-14)

Para comparagdo com resultados da segdo seguinte,

queremos ainda obter a energia livre do modelo para pressdao e mag

netizagdo fixos g(T,p,m). A pressdo p = -aﬁi%ﬁ¥Lml é
p=—I mt_ roa | (IIT-15)
3
Substituindo a expressio de p em
9(7) ¥, rv\\) = 4:}79 [J‘(E‘T:M) +,b‘u-‘_1 , temos
a (T, ',,,‘).:,_J.-QM.Z- E.h-é-"u“o
¢ T ~ 2K »
"7 J; L VERN
_219_—»._11’]»1 — 9 m
2 2 & FK
1 A J-m? A Lo Itm . .
¢2ﬁﬁﬁ "')+25M w I (ITI-16)

1.2 Calculo da fungdo de partigdo no ensemble das pressdes

Nesse caso, a transformagdo gaussiana (III-7) e o
método do ponto de sela s&o utilizados para reescrevermos a fun
gdo de partigdo Y(T,p.,h), dada por (III-2), da seguinte'maneira:

Y, p. b)) — tap {—N[ﬁ 3,5, E(3) -+ Nipvs - 5&2>9 / (rrI-n\

N 2p ~~
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onde X deve obedecer a equagdo

—28%F 1 L %

H«‘%ztfﬂlg =0 (I11-18)

ZI(X) é a fungdo de partigds do modelo de Ising com constante de

acoplamento J(X dada por

Kx) ZpT(0) = BT, +280,x. . (I11-19)

Podemos agora adotar a solugd> de Curie-Weiss para obter ZI(X)
Basta substituir BJ(v) por BJ(x) na expressdo (III-8) e igno

rar os termos dependentes do volume. Temos

od I

2= (_N/u.x) )”l{h,, [- mlj’ s N[t (k)T +p)1] 7, (111-20)
onde

?‘—.— Fodo (ka:\;gwr[M\\, , (III-21)

Da condigdo de ponto de sela (III-18), no limite N -+ «, obtemos

% = .3&_(‘)(" (III-22)

entdo

/ L\
g(r,p_fﬂ s ot 30, mYe brda 2l [gGam + Ty >n%+*513j}

+ pUs - P2 (III-23)
: 2K



e a magnetizagdo é
MU H) = Lo b [ﬂ(@m-ﬁfqmz‘-@ﬁ)j (I11-24)

pois y € novamente identificado com a magnetizacdo do modelo.
Para analisarmos o comportam=nto critico do modelc
no contexto da teoria de Landau, precisamos da energia livre a

magnetizacgao fixa:

9((’, P M) = QZ{A C?(.Fl]),fx) + M‘Aj .v

(I11I-25)
De (ITIi-23) e (III-24), obtemos
2. Yy 2
T+ m Lo x| P U, ﬁ-
2/ o 24 (III-26)
Essa expressdo para g(7T,p,m) € idéntica a expressdo obtida na

segdn anterior se substituirmos J, e J, pelas expressdes cor

respondentes dadas pelas equagdes (III-4) e (III-5).

1.3 Transigdo magnética - expansdo de Landau
. (22,23) -

Segundo a teoria de Landau 7% as condigdes termo
dindmicas para o comportamento critico ou tricritico de um siste
ma podem ser obtidas a partir da expansdo de sua energia livre no
pardmetro de ordem. Assim, para um sistema cuja energia livre ¢é

dada pela funcgédo ¢(T,Y,¢) das varidveis termodindmicas (T,v) e

do par@mestro de ordem ¢, temos:

V(T,6,8) ~A(Tr0) +htTr0) ¢% 4 Ayl 50) ¢ + old*) (ITL-27)
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no caso em gue a energia livre é Eungéo par do pardmetro de ordem
e em gque o campo n conjugado ao paradmetro de ordem € nulo. Para
a andlise da transigdo de fase é necessdrio distinguir duas situa
gées: (i) y € um campo termodindmico (pressdo, potencial quimi
co, etc.) e (ii) y € uma densidade (densidade volumétrica, con

centragdo, etc.).

(i) vy € um campo termodindmico . Essa é a situajdo nabitual

nas expansdes de Landau para transigdes nagmﬂjcasuq).C)campo
X é o mesmo em duas fases que coexistem e a anadlise do com
portamento do modelo na transigdo € muito mais simples. A 1i
nha critica (transigcdo de segunda ordem) no diagrama de fa

ses (T,A) ¢é dada pela condigdo

by (1.,0.) =0 frp (T2 M) 70 (II1-23)

?

e um ponto tricritico é definido por

Ag (T Ad) = Ay (e, Ac) =0 , AL (T Ac ) 70, (ITI-23)

Nas proximidades do ponto tricritico, a linha de coexistén

cia pode ser obtida a partir da condigao
2
Ay (T, NG ) = 3 A0 Aed) - A (g, A (I11-3D)

e a descontinuidade no pardmetro de ordem ao longo desta 1li

nha é dada por

X Tew, Mex
( ’3¢\, <o A (I10-31)
R Ay, ( Tex, A'—*)

™
>



(ii)
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As duas Ultimas condig¢des sdo obtidas impondo-se a solugédo
de equilibrio para ¢ e igualando as energias 1livres das

duas fases que coexistem.

Yy ¢é uma densidade p. Neste caso,”a densidade ndo é a mes
ma para duas fases que coexistem, o gue é evidente se escre
vemos p = p(T,A,$). A linha de coexisténcia do diagrama
(T,A) transforma-se numa regido de coexisténcia no diagrama
(T,p). A regido de coexisténcia € limitada por duas linhés
DI(T;¢=0) e pII(T;¢#0), gue se encontram com a linha cri

tica no ponto tricritico. A linha critica no diagrama de fa
ses (T,p) ainda é definida pela forma analitica do termo
quadratico da expansdo (III-27), isto &,

]

Az (., pe) =0 » (II1-32)

condigdo que corresponde ao surgimento de uma solugdo ndo nu

la para o pardmetro de ordem no equilibrio termodindmico, da

\ _
da por %% = 0. Entretanto, um coeficiente positivo para o
termo quartico, A4(Tc,pc) > 0, ndo garante a inexisténcia
de ponto tricritico(zs).

Para determinar o término da linha critica e o ini
cio das linhas pI(T,O) e pII(T,¢) € necessdrio verificar
a possibilidade de solugdes Py # Pr1- Isto € feito conside

rando-se simultaneama2nte trés condigdes:

Y| o
281§ (IIT-33)

que impde o eguilibrio termodindmico,
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.Yr(r/[)f;") - fr Yelnpeio) v, (7 pe, ) = fz oY rpz, @) (110-34)

Ox D <

que corresponde a igualar as energias livres de Gibbs

Yol ai0) = Yo (ha, &) . pos Y)Y =eat f?‘(_f‘/)-ﬁ./oj ,

oXelrpr)  _ o¥p (rpw)

« (I[['3I-))
9/1‘ 2ﬂy_‘[

que corresponde a igualar os campos A sobre a linha de cog
xisténcia. A partir destas trés condicgdes obtém-se pIHhOh
pII(T;¢) e 6¢ = ¢(pII). Na auséncia de solugdes P # Pry
as condigdes (III-34) e (III-35). s&o automaticamente satis-
feitas e a primeira condigdo determina a linha «critica, na

forma da equagado (III-32).

Vamos entdo considerar as expansdes de Landau das
energias livres g(T,p;m) (eq. III-16) e £(T,v;m) (eqg. III-13),

utilizaado os critérios expostos acima.

Expansds de g(T,p;m)

A expansdo da energia livre do modelo de Domb em
fungdo da pressdo, g(T,p,m), equagd»n (III-16) (ou III-26), na

magnetizagas, da

alrp, ™)~ glipe) + Fal (1- Lymt b7 /4o 304 ) mY

(III-36)
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Verifica-se, entdo, a existéncia de uma linha critica para

— < o ' ] - _
ig_ Lo=1 = T, + 31 . /18 rY 3%, = 33 (IIc-37)
K

e de um ponto tricritico para

ol - -
ign = 3-\11_ ' 731:_ - K,[f’.glt - ““? ] )
’ 2K T, T - (III-38)
Podemos determinar a linha de coexisténcia, p_ (T _ ), nas proxi

cX CX
midades do ponto tricritico, utilizando a condigdo (III-30):

1= B (T + % Bee ) = 5_3 (1- 38, @)7’, (I10-39)

A descontinuidade da magn=tiza$do ao longo dessa linha, segundo a

egquagdn (III-31), é dada por:

Im*= = — f: (4~ 3. J@). (II(-40)

Expansdn de f(T,v;m)

A expansdo emn m da energia livre dependente do

volums, f(T,v;m), da equagd» (III-14), da:

fervim) = funve) o T (- 32 Y

tor

[

(I10-41)
+gT m Y L Rl 0 L ‘

/2 . 30



ITC0-11

Deve~-se notar que nesta expansdo o coeficiente do termo quartico

em m & sempre positivo, e, no entaato, como vimos acima, o sis
tema pode apresentar transigdo de primeira ordem.

Vamos utilizar as condigdes (I1I-33)-(III-35) para

determinar o diagrama de fases no plano T-v. A solugaon ferromag

-,

nética para a equagdn (III-33) da

- 1 v
4-/53‘u .f./bu',, doagp + M7 . MmMT 9 (LIC-42)

! 3 &
para AaII Z a-a., na fase ferromagnética. As condigdes (III-34)

e (III-35) levam, respectivamente, as eguagdes:

2 G
ar — { 4= J - J., Ao M T m + ‘}7”}- } -
" A 3&(5 [1-p2, - p37 e ] T T (110-43)

e

bay - 8dgp = T4 m2 (I11-44)

6K

Resolvendo o sistema de trés equagdes (II1I-42 a 44), para
A = ar-arr (que é identificado com a descontinuidade do volume

sobre a linha de coexistencia), obtemos as seguintes solugdes

4=¢ , bdg = ddg = “Z}I - ?.3_ . poan PeT 2y , (ITI-45)
1 1
e
A: - 5_{1 (’7"/55:,!) . prta kg 7T < Ty, (I11I-46)
24

A solugdo (III-45) corresponde a linha critica no diagrama (T,v).

Pode-se verificar que é a solugdo correspondente da linha critica
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no diagrama (T,p), substituindo-se a equagdo (III-15) na eq.
(III-37). Obtemos ainda o ponto tricritico para kBTt = J4, como
antes. A equagdo (III46) da a descontinuidade do volume na linha
de coexisténcia pcx(Tcx)’ como -tampém -a descontinuidade da mag
netizagdo, se utilizarmos a eg. II1I-44, que é §m? —%(1—BJ4) ,

como na eq. I1II-40. Podem ainda ser obtidas as linhas aI(T;O) e

aII(T;m) a partir da eguagao (III-46) e da equagao

_ )“ﬁJ-o — s — A ~ AT
bor = - 3—(>(4 ﬂﬂ,) ] (I11-47)

>

Todos estes resultados estd» ilustrados, qualitativamente, nas fi

guras abaixo.

T T
PAAA i PARA
i T-t A
p
T} /—% Feeeo
/
’ Ferro
’;-t P o ) 1 A::) - taal
1.4 Instabilidade mecanica
No trabalho original de Dornb(i ), o autor mostra,

através de relagdes termodinamicas, que um modelo de 1Ising cuja
constante de troca J(v) dependesse genericamente do volume, a-
presentaria uma instabilidade mecénica através de uma compressibi

lidade negativa, caso sua suscetibilidade divergisse.
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No caso do modelo em discussdo podemos analisar a
compressibilidade do modelo a partir das expressdes (I1I-15) para
a pressd@» e m = tanh{BJ(v)m] (de III-11 e III-12), para a magne

tizagd3o a campo nulo. Obtemos:

o (IT[-48)
= ATta)(1-m")

(32-) = - 14 (ﬂﬂl/KJ\7"1(f-nﬂ?>
T

A compressibilidade é constante acima da temperatura critica e va
ria com a temperatura abaixo da temperatura critica. Para verifi

car a possibilidade ds uma compressibilidade negativa (ap > 0)

av !

vamos analisar o segundo termo da expressdo acima, assintoticamen
~ TC—T

te proximo da transigdn, isto é, para A = T << 1. Nessa re

gido, podemos escrever para a magnetizagd»

.77]). o 362

LB5(a)] :

. (III-49)

Substituindo (III-49) na expressdo (II11-48), obtemos como condi

¢80 para uma compressibilidade negativa,

385" : 5 4
K a3\ [=pa) +3 ]

Mas BCJ(V) = 1, portanto devemos ter:
prd L
it‘, E < ‘)\j; )
2K

SERVICO DE
BIBLIOTECA E

SfoRNACAO
a.
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que € precisamente a condigdo discutida na segdo anterior para o
surgimento de um ponto tricritico no diagrama de fases da transi
gdo magnética.

Com relagdo aos resultados de campo médio, cabe ob

servar que

(i) A existéncia de um ponto tricritico para o modelo de Domb,
na aproximagdo de campo médio, € um resultado conhecido(il).
Ressalte-se, entretanto, que a transigdo de primeira ordem e
o ponto tricritico sé existirdo para uma constante de acopla

mento fortemente dependente da distancia, isto é,

To <« 1,

J; :

! 2

33,
pois, de (III-37) devemos ter —g~ > Jo. Por outro lado,
nosso modelo € vdlido para pequenas variagdes de volume Av.
J
De (ITII-15), isso requer 5% << 1, donde segue que %ﬁ << 1 .
1 ]
Para %ﬂ > 1, portanto, coerente com a expansdo linear de
1

J(r), haverda apenas a linha critica.

(ii) O estudo da expansdo de Landau nos dois ensembles, do campo
p e da dansidade a, permitiu.ver;ficar a equivaléncia dos
dois ensembles e auxiliou a compreehder o papel das hamilto
nianas efetivas de spin no ensemble das densidades. Além dis
so, a andlise da expansdo de Landaufcom coeficientes depen-
dentes de uma densidade é dis@ensével no caso dos sistemas
em estudo, pois na situagdoc fisica real o pardmetro a ser fi
xado é o campo (no caso, a pressdo). Entretanto, essa Eorma
da expansdo pode ser Util em situagdes em que o pardmetro fi

sico fixo € uma densidade, como, por exemplo, a concentragdo.
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III.2 Solugdo exata em d = 2 para as hamiltonianas efetivas

2.1 Hamiltonianas efetivas

Vamos considerar uma solugdo exata em duas-dimen

sdes para os modelos com as seguintes hamiltonianas efetivas:

N = — V2 2 <f.~Fd' — (2 c,c-)z I P (III-50)
L(',d') N (‘ra') /
com interagdes entre pares de spins de toda rede, nas duas situa-

¢oes, J4 >0 e J4 < 0, e

- N .
My = =% 2 0.6, = &3 (3ede ) 4 g (tr1-51")
“y) nae e o

com interagdes entre pares de spins ao longo das linhas e Ja > 0.
A solugdo que vamos utilizar foi proposta por Oitmaa e Barber(lo)
e utilizada por eles para analisar a hamiltoniana 5 com J4 > 0.
O surgimento de um acoplamento_de longo alcance entre pares de
spins jd era conhecido, para sistemas magneto-eldsticos com cisa
lhamento, mas havia dificuldades em obter uma expressdo exata pa
ra o coeficiente da interagdo. Os autores propdem-se entdo a estu
dar o comporcamento do modelo com um coeficiente constante para ég
sa interac¢do, sem no entantc ‘dustificar a esecclha Jdo sinal  de

JA(J >0,

4

Discutiremos nosteriormente a relagdo entre o com
portamento critico destas hamiltonianas modele e o comportamentoe

critico dos moedelos discutifns no capitulo IT.

2.2 A solugdo exata em d = 2 para

a

A solugdo de Oitmaa e Rarher ccnsiste basicamente

em utilizar a transformagdo Gaussiana (III-7), o métodc do ponto
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de sela e a solucdo exata para o modelo de Ising em dnas dimen
soes.

Para maior clareza, mencionamos algumas etapas de
cdlculo 1jd discutidasem detalhe nas_seg@gﬁmlli.1.1 e ITT.1.2. A
transformagdo gaussiana |

2

a -ilqg o Z !
2> = (amr) f__,ﬁ L p [" }2 v ax) dx (IT1-52)

pode ser utilizada para “separar" os pares na hamiltoniana

a
escolhendo-se a real para Jy > 0 e a=1ib, b - real para J4§0.
Entdo a funcdo de particgao

. 2
p { Y . . s <) -
R A { Ky 206 + Ky (&V) - /M‘ 2 M’B
4y AU ‘
(ITI~53)

fica, apds a integracdo pelo método do ponto de sela

i) fxaKky \' NLG) _

Zy  —> A < (3, 20 )

N--n L."()\) ’ ’

(IT1-54)

com as definigdes
Ko = poy ' (ITI-55)
L)z = Kyst + Y (Kx)) (TIT-56)

K(k) = k, +2 (’1‘> Ky x (ITI-57)
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e a seguinte eqguagdo para o ponto de sela

< - <;)7’z (KL7)) . (II1-58)

A fungédo wI(K(x)) e proporcional é_gngfgia livre de Gibbs do mo

delo de Ising na presenga de um campo e é definida por

. NYo¢.
2, (,I() = ¢ ‘*‘“ﬂk) (ITII-59)
"%
onde ZIsing(K) € a funcgdo de particgdo do modelo de 1Ising com
constante de troca K = 8J.

2.3 A ordem da transicgdo

- A ordem da transicgdo do modelo pode ser discutida

a partir da condigdo de ponto de sela (III-58) cue reescremos, Uu
tilizando (III-57), da seguinte maneira

1(/5 ) AN

— [ = -1 = (k) (II1-60)

29 Uk, ;
onde definimos K = K(x) e

gz Ko
Ky

Vamos utilizar a solugdo exata do modelo de Ising numa rede qua-
drada para analisar graficamente essa equagdo. E preciso notar
que (i) a fungéo wi(K) é proporcional & energia interna por spin
do modelo de Ising a campo nulo com constante de acoplamento K,

pois
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i 2 {ﬂu?; (K)S =Y (K) (III-61)
T No2K
e (ii) a magnetizagdo do sistema € dada pela mesma fungdo que des
creve a magnetizacgdo do modelo de Ising mI(K=RJ), com o argumen

to B8J substituido pela solugdo K da equagdo (III-60), isto &,

M = — 53?‘ [- Lo &, ]&70‘——— mr (K) (III-62)

onde K ¢é uma funcgdo complicada da temperatura. Destes dois argu

mentos segue que a temperatura critica do modelo, se existente,

corresponde ao ponto de inflexdo na curva de wi(K) da figura 1,
- uma vez gue € neste ponto que
¥ (kY _
0 calor especifico do modelo
I S 3 I M,
7 : de Ising, dado por
—t _ ""K
K(_L[Sm'z\, , ' .
¢y = ~ kP oklT) _ k ?;(K)
2K
figuna 1 (ITI-63)
diverge. Entédo,
m (K<k )= o 2 m (kYK ) vyo, (I1I-64)

Vamos agora analisar graficamente a solugdo para K
da equagdo (III-60). Para completeza, apresentamos a solugdo de

Qitmaa e Barber para o caso K4 > 0.

Ko >0

Como mostraram Oitmaa e Barber, hd trés so-
lugdes na regido intermedidria de temperaturas, como ilus

tra a figura 2. Das trés solugdes, apenas uma maximiza a



T

T, T STy

&

J‘)‘j uao 2
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fungdo L(K(x)) (eq.III~-

56). E facil perceber que

i

ha uma descontinuidade

. na solugdo para K, e por

" tanto uma descontinuida-

de na magentizagdo, defi
nida pela equacgao (III-62)

e condigdo (II1I-64). Is

so significa que a transigdo é, nesse caso, de primeira ordem.

K

_._4<0

Jy

A solugdo grafica da fi
gura 3 mostra gue nesse
caso s6 ha uma solucédo,
a qualquer temperatura

Ndo ha descontinuidade
na solugdo para K e a

transicdo € de segunda’

ordem.

Observe-se, porém, como ilustra a figura 4, que

L

1

ndo hd transicdo para g = — suficientemente grande (——-iLﬁ(KC)L

I

Ut (k)

el . ..

e

4

k,_([.\i‘u?\

{1‘50\!‘!—'\ Y

29
pois as solugdes para K

limitam-se - a regiac

K < KC e portanto a mag

" netizagdo m = m_(K) se

I -

rd nula a qualquer tempe
ratura. Pode-se wverifi
car este fato também a

partir da equacgdo (III-60).

Uma vez que a temperatura critica do modelo é definida pelo cruza

mento entre a reta e o ponto singular da curva wI(K), podemos es
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crever

' Tt ) - W
i (-.4.- )= (k)

ﬁ\dg /
ou
ﬁ:Tﬂ < Ja —_ ’ ‘ - }
O ity (T )
_‘- - )
Obviamente a temperatura critica do modelo ° torna-se nula para
1
g 2

Zwi(KC(Ising))

2.4 Renormalizagdo de Fisher

O modelo de Baker-Essam com comprimento das linhas
fixo apresenta renormalizagdo de Fisher(lb), isto é, os expoen
tes criticos do modelo sdo diferentes dos expoentes criticos do

modelo de Ising. Por exemplo, o calor especifico apresenta um ex

poente a = - aT/(1—aI), onde ¢ € o expoente critico para o éi

lor especifico do modelo de Ising. Vamos verificar Hue o mesmo o
corre para o modelo de spins descritos pela hamiltoniana a (eqg.
I1I1I-50)

O calor especifico por spin, péde ser escrito em

fungdo do calor especifico do modelo de Ising (eq. III-63). Obser

vamos que a energia livre por ion do modelo é, de (II11I-54),

'é: - [é‘ L(E(_z)) ) (III-65)

com L(K) dado por (III-56). Utilizando ainda a equac&do (III-57) ,

obtemos para o calor especifico por spin



X, T ! -
. = @% = -(5L 0 (EZ{\ - K ’%; (K ) \
o ; ;-
’w"w -2k, %" (K)
Escrevendo w"I(K) ~ (AK) ,
com AK = K - RC , ohtemos
f ~\Xr
S o~ o+ o~ (4K
2Ky Lﬂ(,_f' ( )

Lembrando, de (III-57) e (III-58), que

K = kl 'f\ 2 K'.f +,r_/ (/(Q)
obtemos
AK ~ (4B)1*

Substituindo em (IITI-67), temos

(-2 7]

“r

¢~ (AIZ\)%

ITI-21

(ITI-66)

(ITI~-67)

(ITI-68)

(ITI-69)

(ITI-70)

isto é, obtemos para o calor especifico o expoente critico renor

malizado

- op

(I11-71)
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2.5 Solugdo exata em 4 = 2 para *Lb
Vamos reescrever a hamiltoniana *Lb como uma soma

sobre linhas 2:

N 2 N
fy -2 4 ndeted A (o

£ hE= = ’_30:_-16 )Z 1] ’

)

(ITII-72)

Podemos entdo aplicar a transformagdo gaussiana dada por (III-52)

para cada linha de spin, para obtermos a seguinte fungdo de parti

fo-To)
() AN o Ny,
sz = (N/K«;’)/IT> 2 z/dge”"/ﬂ{"‘/“(#[ﬁt - K (%,67 T _1[
4y
(III-73)
com
Ky = Ky v 43¢ Ik, . (III-74)

Nesse caso, o método de ponto de sela deve ser aplicado i integral

d-1

multipla da fungdo de AdN varidveis

dN'A"

~og . 2 . )
Pl - da) = 2§ - NR e (e )]

2=/ ' (III-75)
onde

> S ¥t
) = J ' NG j :

’”/(K,,K;, /] = - L 4"5!‘) L‘V-!} [j_ k‘e = y
Teremos de—1 equagbes para o ponto de sela, definido por (E],
z
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—v,qu'\je, + ?i = 0. (II1-76)

Utilizando a relagdo (III-74) verificamos gque

7, = 0 o<t (f(.\_f L ) (I11-77)

2R Toig (K, Kyyoon)
onde (agcl > = = € a correlagdo de spins do mode
S i%i-11sing (R LRy L) eae P =

1

Lo da Ising com constantes de acoplamento ( 1’K2"")' ' Como © as

w2lugses g8o idénticas, a fungdo de partigdo fica

A <a{m’"i C}Kq,!é_g + ’Y’UZ) ] 9 ) (II1-78)

w {

L Al _ K
: (l" K > = VY (X)) 9 = K, f (I11-79)

como no caso da hamiltoniana 'Hh(K4 < 0) (vide equagbes III-54,
III-56 e III-60). Podemos, a partir deste resultado, atribuir ao
modelo de hamiltoniana 1¢b o0 mesmo comportamento termodindmico
o owedelo da harniltoniana 1{a(K4 < 0), discutidos nas duas segdes

anteriores: transigdo de segunda ordem e renormalizagdo dos ex=

reentes criticos.
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I11.3 Solugdes de grupo de renormalizagao

Vamos considerar um tratamento de grupo de renorma
(1)

lizagao no espago dos momentos para as hamiltonianas modelo
H.a e 4ib da secgdo III.2.

A idéia do grupo de renormalizacgdo consiste basicg
mente em integrar, na fungdo de partigdo, os graus de liberdaae
associados com flutuagdes de "curtas" disténcias, dentro de um blo
co de volume v, digamos, e assim obter uma hamiltoniana efetiva
que incorpora menos graus de liberdade. Na criticalidade, o com
primento de correlagdo entre spins é infinito e a hamiltoniana ‘e
fetiva é a mesma, qualquer que seja o tamanho do bloco de spins.
Assim, integrando o bloco de spins obtemos a mesma interagdo e a
mesma hamiltoniana efetiva. Isso‘correspénde a um ponto fixo das
relagdes de recorréncia que definem a transformagido (bhloco de vo
lume v) + (bloco de volume 2v). Assim, o‘célculo de grupo de re
normalizagdo consiste em obter as relagdes de recorréncia, a par
tir da renormalizagdo da hamiltoniana na fungdo de partigdo e es
tudar os pontos fixos da transformagdo.

O grupo de renormalizagdo foi desenvolvido para es
tudar o comportamento critico e as transigdes de segunda ordem.
Numa transigdo de primeira ordem, o comprimento de correlagdc ndo
€ infinito e portanto o argumento do grupo de renormalizacgdo néo
se aplica, isto é, ndo deve haver ponto fixo na transigdo. Entrg
tanto, pode-se identificar uma transigdo de primeira ordem(ZS) a
través de uma situagdo "runaway" no diagrama de fluxos no espago
de pardmetros que representa graficamenté as relagdes de recorrén
cia. '

Neste trabalho, (i) verificamos que as transforma
¢des preparatdrias para a aplicagdo do gfupo de renormalizagdo no

espago de momentos da hamiltoniana fta conduzem a uma hamiltonia
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na efetiva ja estudada por Rudnick et al(q ) e por Sak(12) e Bru

)

12 . . .
no e Sak( . No primeiro trabalho, os autores consideraram um mo

delo de Ising com uma constante de acoplamento dependente de um
pardmetro A, com o vinculo NX/(ZS(E)S(—E)> = 0, sem justifica-

q :
tiva para a existéncia do vinculo. No caso dos dois outros traba

lhos, os autores consideram um modelo de Ising vinculado a um meio
eldstico isotrdpico, com superficies livres.

(ii) Obtemos uma hamiltoniana efetiva para o caso

b diferente de hamiltonianas efetivas conhecidas por nds. Obte

mos as relagdes de recorréncia para esta hamiltoniana que verifi-

camos ser as mesmas do caso 4¢a. Assim, as duas hamiltonianas

modelo conduzem ao mesmo comportamento critico.

3.1 Estudo de +La

Vamos reescrever a hamiltoniana 1% (eq. III-50)

na forma

~ — ' . 2
b = —92 0 D S5 — Ju [ TL S-Sy .-»)' (IT1-79)
’/L«, - fi’ 62‘ % ) _/T (2_) 5_, K "R +§ 3 ;
onde ¥ indica a posigdo relativa de spins vizinhos. Segundo o
esquema de grupo de renormalizagdo de Wflson(ZI), os spins s&o
considerados como varidveis continuas e 'a soma sobre configura-

gdes, na fungdo de partigdo, substituida por uma integral, atribu

indo-se uma fungdo distribuigdo para os spins p(S) dada por

h(S) = oxp [~ %_ ST _ QsY) (III-80)
com 4 e F arbitrdrios. (No limite 0+ ®» e f + -, com

¥ = - 40, reobtém-se os spins de Ising, S

I}
-+
Z
e}

entanto,
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proximo do ponto fixo supomos gue a transformagdo de grupo de re

normalizagdo conduz a hamiltoniana critica a valores pequenos de
2
al#h)y,

Alternativamente, podemos fazer a transformagédo

das varidveis de spin para varidveis continuas utilizando sucessi

vamente a transformacdo gaussiana (III-52) e a sua generaliza

géo(ze)’
-NL 5 . A"/)' Y 2N
4.70 (l. Zv" A- Y- > - 7) / /24&/9 ZX, - ‘J; %, ( ]'d‘ f d/alali
“y i (II1~-81)
Obtemos, para a fungdo de partigédo
-t )/ 2,
2 o= sy ]
Ta I/XW ’S"yl" é‘ 2 Xt'l" 2— XK (-A';‘L)l:/)' Q_'J ’5 ' (ITI-82)
653 . 'U. .
com
if -
Fazendo a soma sobre configuragdes, obtemos
~(N+l)/,L
=(.9.¢r) ['? thl :]Atg exp [- ;(g fx;} ]
(III-84)

fdl_ld_ !1‘ 2, >.— z L5 72{ [Ju)l ]
N X % - \ J
@™ J(o?. ' P5 72 o‘ § o

com

T (A") | (111-85)

S
H



IT1I-26

Vamos expandir o integrando em torno do ponto de sela, que € dado

pela solugdo das equagdes

"

Py az ki (%}) Fonk, [3,0y) ] (II1-86)
K o i C :
9 _ Kk Ag{}- (,?)x{ Lapnln [;)J‘(?)j’ (III-87)

2hly) 4. ¢

Expandimos o funcional definido pela eq. (III-84) em torno da so

lugdo paramagnética X, = 0, y =0 para obter

’[-(';’,{L&) = _31 _ ZZL_I ,11,?_ _+ 2 f_’k A(}‘k (3:07 WV"Z.k N

J‘,P\ d d\ ~—
) — . !/)’ 14X ify 1
-_— L2 C IA}o (o) Ap, o)Ay (o) A (o) ]"c,"(k X KXot -
12 Jatm (III-88)
Integramos em Yy, para obhter, finalmente
N P
Z o~ 0 Y —_ 1L S, L Ko A X
Z K fﬁhd 124/',{ 5 s ALy = /‘Z_\ (ARt
J:I “’6\/

Ky S Ko A 2
v & (E Ry )

- L 2 [‘_Z”g"/:'“)AET(O)AZ%lO)A;&COHﬁ-xniezmw---}.

(III-89)

A transformagdo de grupo de renormalizagdo serd aplicada no espa

-> ~ .
Go g, portanto tomamos as transformagdes de Fourier dos X de
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finidas por:

(\?_), —)
x = N7 Z; Ziﬂ € ' (ITI-90)
)4
e o limite de § continuo
- 457 -4 J . jf
> - &, = () v /«4 9 = V o/ (I11-91)
,,}—'\ éZpT/L)J 7’

para obter

4
Z -~ JA)?L?,—) LxXp {’— ng[/" [1_/1_('5(;)732"7? D(__;—) N

3 .
— & r e g Dy 21N ATy b A A
[ L A AR A )

com

2 . (ITI-93)
&

Na criticalidade, a contribuigdo fundamental vem dos modos com

. . - -
comprimento de onda grandes, e podemos expandir A(qg) em g, to
mando apenas as contribuigdes em ordem mais baixa. Fazendo esta

expansdo para uma rede hiper-cubica e renormalizando os spins de
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forma que o coeficiente de q2 no primeiro termo seja a unidade,

obtemos, em termos das variaveis o2 E(K2a2fd)]/2xg

’

ﬁ;(r)

Z'v(Kza“J)”M”"/ [ds Je (IT1- %)
com

o) = = 4 Ly Gopteetgn) o
‘ : - 2
r 2 Ul teogn) gp g T -

—)’/+

— ﬂyl ‘/,{-), _/‘/;’—M [1+ 0(1,2>> fz") (J-,_.z,-)/ '53-)/; g‘_z—,_i—)/__‘z,

= o (")
(ITI1-95)
com
1= 24K, 2y o4t 4=
. I .
kZaZfd 3
Como mencionamos na introdugdo a essa segdo, a hamiltonina -

’ 4 ‘ q‘z - —-—

€ a mesma considerada por alguns autores(- ). As relagbes de re
corréncia e os pontos fixos sdo portanto os mesmos e ndo vamos re
obté=los aqui. Vamos utilizar seus resultados para analisar a or

dem da transigdo nos modelos com hamiltoniana %%.

3.2 Comportamento critico dos modelos descritos poriié

O diagrama de fluxos no espago t - u no plano
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Y =Y . . ilustra
ﬁ~I¢ critico

perfeitamente o compor
tamento critico dos mo
delos descritos pela ha -
miltoniana 'Hé. Um coe
ficiente positivo no
e termo de acoplamento de
pares de spin (t>0) le
va a uma situagdo de
"runaway", gue pode ser

associada a uma transi

¢cdo de primeira ordem.

Um coeficiente negativo

(1) pombk Fxe §awssiawo

(z)pwh foxe A Ising (t < 0) leva a um ponto
(3) penks fine fanisiono Pas. £#o . fixo, portanto uma tran

(«) porte Fro de Lng om /L:z»wfma.(,(;jacl,\?
Ao Bohen

sigdo de segunda ordem,

com expoentes criticos
que apresentam a renor
malizagdo de Fisher. Ndo ha possibilidade de cruzamento entre as

regides t > 0 e t < 0.

3.3 Tratamento da hamiltoniana 4(b

Neste caso, utilizaremos a fungdo peso de Wilson,
definida por (III-80), para poder tratar as varidveis de spin co

mo varidveis continuas. Definimos ﬁb por

g6y
£ = Tr e‘-/mb ~ f[dff)e ’ (II1I-97)

ir)

e utilizando as transformagdes III-90, III-91 e o "reescalonamen
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d+2)1/2

to" dos spins (Sa ~+ (K2a

Ga). obtemos

= - z j‘ﬂ:_) [n 11,%, b (,3‘,"’) ] 0‘7" f_?j’

A

:.;, 5 17“,91, 92y, 7 ;3 (Zaxr’i; R T P ?zrm )

[ , (I11-98)
Tk alrfng Joz T 62 Gy @7%71%5;5’
com
(r - 2d K,) /a2
— ' -2
i% = JL / J2 (ITI-99)
e
~ d-Y
u = 4a
K,*

Agora podemos iniciar a transformagdo de grupo de
renormalizagdo. No espago de momentos, essa operagido consiste em
obter hamiltonianas efetivas integrando-se os momentos "grandes".

Mais precisamente, a fungdo de partigdo (III-97) é fatorada em

= ( f<[ido"] ]/[,,J_Q—j 2 wa), (III-100)
onde a segunda integral se refere ésivariéveis de spin oa cujos
vetores de onda a estdo na camada extérna da zona de Brillouin
(isto é, % < |a| < ¥, com b < 1). (Restringimos a integracgdo
a uma zona de Brillouin de raio unitdrio, o que ndo deve influir
no comportamento critico, pois este depende dos valores de g pro

ximos a origem). Assim, definimos a hamiltoniana efetiva por
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axp (H) =j7£0l-!'j€'q . (I11-101)

« [% H/ :
g=C[ [urle™, | (I111-102)
Transformagdes sucessivas desse tipo levam ao ponto fixo, isto é,
e _ - ‘
ep (A*) = |7 LdeJ axp CF) (I11-103)

Na formulagdo de Wilson, supde-se que apds algumas

transformagdes, surjam novos acoplamentos de spins, entédo

|

o= - L fuz(@") e - j%,_, /T'Jf'/i' u, &4 )t? o e

+ termos de 6 spins + ... (II1-104)

que vamos escrever

. _ —_—

o= 4, + H — Ao + . + N (III-105)

onde ﬁ242 é o termo de acoplamento‘de‘pares. Na criticalidade

supbde~se que u, - 0(e), t ~0(€), onde € << 1 e expande-se a

exponencial, resultando

7 n — - -
ﬂﬁoH’~ j ijﬁlﬁ p{1(Mf1fﬁi-rﬁéT“ >+“ B _
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N g
. -~ - . — - *
”%71..;:: wtgt ) [ L] e g ZRErEE
7 v
R R T
=} AT — 7/" > Y 51 C?(T’C’?’ 2 + ¢ i
B G d fo 73{ /“ (ITI-106)

As integrais nos produtos'de spin podem ser efetua
das, utilizando-se a propriedade da hamiltoniana quadrdtica

Jtade™ e oy = %e) 2 ;_'_w g ff;_f )m,j'u,;>)..5(7,;:_,+7,p) ,
Par MM 2t g

™

(ITI-107)
onde
276) = [ s ]e o (III-108)
Reescrevemos (III-106) na forma

i 7 | |
e Loe™ 27e) {4+ niluy 1 Bl 4Ty (Ue)
- I_:q (qub) -+ I(CUq[-o) -+ IL(£0L> + .. 3 ¢
(III-109)

A relagdo (III-107) mostra que integrais de guatro spins vao gg‘
rar integrais de dois spins e novas integrais de quatro spins, e
assim analogamente para cada termo da expressdo acima. Cada inte
gral contribui com um numero muito grande de termos, por isso a

contagem € feita diagramaticamente. a contagem de diagramas esta

apresentada no apéndice, mas vale a pena mencionar o que ocorre
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com os termos do tipo to/N1 .

. 1/d
vamos reescrever o termo de coeficiente to/N /

em (III-98) da seguinte maneira:

=

ﬁ&l

-

b jﬁf Wi en) Hos o) Ay mang vty ) Oy 9232505 7o)

- T G oo £
Y9, Yy Ga3 494
(III-110)
Observe gue ha dois deltas para as componentes dy Ao aplicar

mos a propriedade (III-107) para resolver a integral, teremos al
gumas solugdes em que "sobra" um G(qx) o qual contribui, por
sua vez, com um fator N1/d. Assim sendo, essa integral tera

- duas contribuig¢des do tipo tooao-a
- e quatro contribuig¢des do tipo —%%a an—a .
N
Devido ao fator N-]/d, somente as primeiras contribuig¢des geram

"novas" integrais de dois spins. Consideradas as outras integrais,

verificamos que as integrais de coeficiente em t, geram as se

guintes contribuigdes, na representagdo diagramdtica (v. Apéndice

D):
- A
b A /S ’ , :
termo r: Ao (N ’L'%% OCX —f:4fﬁb“z XX
termo u: ndo hd contribuigédo ‘ , (ITI-111)

2
termo to: 37%_ XN+ Y b, )2 G

Utilizando este resultado e os resultados para as outras integrais

do apéndice, obtemos as seguintes relagdes de recorréncia
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= bz(/l‘f RA L~ 4’4‘4/6'0\

v

12

b (u - 364, u*)

(I11-112)
Fox b (f = 4B bu + & A ’5°1>
com
Aq = J‘z) Loz (47) T ’
Lucgn]™
= — U =) ’
A, f? LUz (g) (III-113)

Estas relacdes de recorréncia sdo exatamente as mesmas apresenta
das pela hamiltoniana modelo +%, substituindo~se t por to. O
diagrama de pontos fixos e fluxos seré o mesmo e portanto a dis
cussdo que fizemos na segdo 3.2 se aplica a este caso: para to

negativo a transigdo é de segunda ordem com expoentes renormaliza

dos.
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I11.4 Discussdo das solugdes exata e de grupo de renormalizagao

As solucgdes exata e de grupo de renormalizagdo a
presentam os mesmos resultados, com relagdo ao comportamento mag
nético das hamiltonianas efetivas 4{a e 1ib, os quais podem ser

resumidos da seguinte maneira:

- um acoplamento entre pares de spins -J,( Z oioj)2 de coefi-
(i)

ciente J4 > 0 1induz uma transigdo magnética de primeira ordemn.

(esse resultado j& havia sido obtido através da solugdo exata,

por Oitmaa e Barbar(10), e através da solugdo de grupo de renor

malizagdo por Rudnick et al(9 . nossa contribuigdo, nesse ca

so, limitou-se a obtengdc da hamiltoniana reduzida através da

(26)

transformagdo gaussiana , que, no entanto, ndo ¢é diferente

da hamiltoniana efetiva gque se obtém introduzindo-se arbitraria

(21)

mente a fungdo peso de Wilson ):

- um acoplamento entre pares de spins_dé‘coeficiente J4 >0, se
ja em toda a rede (A), seija ao longo das linhas (B), induz uma
transigdo de segunda ordem com os egpoentes de Ising renormali
zados (resultado verificado por nds no caso da solugdo exata. &o

caso do grupo de renormalizagdo, estendemos o resultados conhe

cido para (A) e ao caso (B))).

Podemos utilizar estes resultados para analisar o
comportamento critico das hamiltonianas efetivas discutidas no ca

pitulo II. Antes disso, porém, € necessdrio ressaltar que o com

portamento critico das hamiltonianas efetivas de spin -ﬂﬁ e HTV
com acoplamentos constantes, corresponde ao comportamento critico

dos modelos que tém a mesma hamiltoniana nos ensembles das pres-

sdes. Quanto aos ensembles candnicos, essa correspondéncia - sé e
xiste no caso em que a transigdo no ensembhle de campos € de segun

da ordem. E fdcil verificar, no casc da solugdo exata, para hamil
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tonianas do tipo

Alv, fed) = MK (ar)’- T T e~ Tu (3 V?-c(‘j-f’ (III-114)

que

a) a compressibilidade pode tornar—se:negativa para um acoplamen

b)

to eldstico K suficientemente pequeno com relagdo & constan
te de acoplamento ]J4]/J12. Neste caso, parte das solugdes

4

veis termodinamicamente, e fica~se limitado a solugdes a es

gréficas discutidas para J, < 0 (segdo 2.3) tornam-se instd

querda e a direita do grdfico da figura 3, correspondendb, ré§
pectivamente, a m(T,0) = 0 e m(T,0) > 0, 1isto é, obtém-se
uma descontinuidade da magnetizagdo na transigdo (vale lembrar

gue neste caso K = Ko—KiAV,_ e a descontinuidade em K cor

responde a uma descontinuidade no volume);

se a compressibilidade € sempre positiva, as flutuagdes de vo

lume ndo modificam a solugdo encontrada.

Levando em conta estas considerag¢gdes, podemos con

cluir que:

o modelo de Baker—Essam( > ) apresenta transigdo de segunda ordem
com expoentes de Ising renormalizados no ensemble das densida-

des e expoentes ideais no ensemble de campos. Nos termos da ha

miltonianas (III-114), a constante elastica K, associada as
flutuagdes de volume, ndo é suficientemente pequena, com rela
¢gdo ao acoplamento J4, gerado pelas flutuagdes (exageradas)

nas posigdes dos ions, e portanto a compressibilidade do siste
ma € sempre positiva. (A renormalizagdo dos expoentes criticos
deste modelo ja era conhecida. Nosso trabalho consistiu em exa

minar o modelo a luz das hamiltonianas efetivas e a analisar a
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escolha do ensemble de campos, refutando a possibilicdade de ex

. . = 15
poentes criticos renormalizados a presséo constante( )

).

o modelo de Domb(1 ) tem sempre transigdo de primeira ordem: ja

conhecido, esse resultado foi obtido para a hamiltoniana efeti

va de spins, no ensemble das pressodes.

\Cubico, sob pressdo hidrostatica (inclusive p=0),,

o modelo de Ising no colchdo de molasVapresenta sempre transi

gdo de primeira ordem. Embora ao modelé corresponda uma hamilto
niana modelo com acoplamento Iy positivo, no ensemble candni
co, situagdo andloga a do modelo de Baker—Essam, a solugédo no
ensemble das pressdes determina a transigdo como de primeira or
dem. No contexto da hamiltoniana (III-114), o acoplamento elds
tico é pequeno o suficiente para provocar uma compressibilidade
negativa, aplicando-se a discussdo que fizemos no item (a) aéi

ma.

com relagdo ao tratamento de grupo de renormalizagdo, a solugédo
para o ensemble efetivo no ensemble candnico, tanto para o modg
lo de Domb, guanto para o modelo de Isﬁng no colchdo de molas,
teria gue levar em conta, de alguma maneira, na transformagdo,

as flutuacgdes de volume.
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IV.1 Modelo de Baker-Essam (comprimento das linhas p. Iv-1

varidvel) de s = 1 - hamiltoniana efetiva

i

IV.2 Tratamento de campo médio

p. Iv-2
2.1 Energia livre
2.2 Expansdo de Landau
IV.3 Tratamento de grupo de renormalizagéo p. IV-6

3.1 Transformagdo para varidveis de spin continuas !

3.2 Resultados de grupo de renormalizagdo e comportamento cri’

tico
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O modelo de Baker-Essam com spins S > % apresen

ta uma hamiltoniana efetiva de spins com-um acoplamento adicional
: , 2 2 ' o
entre spins do tipo - I o4 oj . Esse termo aparece na hamilto
(1i,3) .
niana efetiva na integragdo das varidveis eldsticas 1locais, mas
. : 1
representa uma energia constante no caso de s = 5 Um acoplamen
to desse tipo aparentemente inibe as flutuagdes de spin, pois fa

'
i

vorece as configuragdées (+1,+1) no intérior dos dominios e as

configuragdes (+1,-1) entre dominios. Poderia, em principio, in
duzir uma mudanga na ordem da transigao,!ou um ponto tricritico.

Neste trabalho, considéramos uma hamiltoniana de

Ising com este acoplamento adicional,jo éue corresponde ao modelo

de Baker e Essam com comprimento varidvel das linhas de spin. Efe

tuamos um estudo do comportamento critico da hamiltoniana modelo
‘ ‘ |

sob os pontos de vista de campo médio e de grupo de renormaliza

¢do. No caso deste modelo, o tratamento de campo médio correto ig

dica a permanéncia da transigao de segunﬁa ordem. No tratémento

!
de grupo de renormalizagdo, a utilizagdo da fungdo peso de

(21)

Wilson indicaria a existéncia de um ponto tricritico. Entre-

tanto, uma transformagdo gaussiana das varidveis de spin para va

(26)

ridveis continuas permite estabelecer gue o ponto tricritico

é inacessivel a partir do espago de pardmetros do modelo.

IV.1 Modelo de Baker—-Essam (comprimento das linhas. variadvel) de

S =1
O modelo de Baker-Essam corresponde & hamiltoniana
dada pela eguagdo (II-12). Para obter a hamiltoniana efetiva que

queremos (comprimento das linhas variavel), temos que:
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(i) integrar as varidveis elasticas microscépicas. Podemos utili
zar todos o3 resultados da secgdo II.2 (egs. II-14 a II-19)

e, da segdo II.2.1, as eguagdes (II;ZO a I1-30), para obtér
a seguinte hamiltoniana efetiva,_noéensemble das linhas de .

compr imento fixo, o

71ef(£> = ﬂo(t) —_ xTz.(L)z—- 2 S S;Q-,

T (1v-1)

Para S = ' o dltimo termo € uma constante. Neste caso,

N —

J
My (L) = %ﬁi (a-0.)

e JZ(L) e J4 sd> dados pelas'expressées (I1-28) e (II-29).

(ii) integrar as flutuacgdes de comprimento das linhas. Para isso, .
podemos utilizar o procedimento descrito na segds II.3.1,
substituindo a ibef(L) da eqg.(11-52) pela eq.(IV-1), pafa

obter, no ensemble das forgas,

4LL[, (”{33,?\) = —52()) 2 S«S! — ‘Z?_L (".Z
(«‘,/“\ f(, L

-t ﬂo (A) ’ (Iv._2)

com J,(%) e Ao()) dados por (II-55).

IV.2 Tratamento de campo médio

Vamos considerar o comportamento critico da hamil
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]
(9N

toniana

) ) ' «yy J (Iv-3)

2.1 Energia livre
A expressdo de campo médio para a energia livre de
Gibbs por spin, g(T,h), pode ser obtida a partir da desigualda

de de Bogoliubov(zq)

Ng < Go + <U-2%:7 = (IV-4)
onde Go = - BT A, ({!] 2% Js C"ﬂ)fﬁn)) , .(IV—S)

Mo € uma hamiltoniana de tentativa e as médias (...), s&do efe
tuadas com relagzdos a H,. Consideramos duas hamiltonianas de ten

tativa distintas:

Hc == 7‘ZSL

(IV-6)

) ! (IV-7)

onde 1, n, € n, sdo paréametros variacionais com relagdo aos
gquais devemos minimizar & para obter a energia livre de %Gibbs,
na aproximajzdo de cawmpo médio.

A primeira hamiltoniana de tentativa leva a ‘uma e

nergia livre que apresenta uma linha critica gue terwmina num pon
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¢
>

to tricritico dado por

da T 4 p= T4y =3. (1v-8)

A segunda hamiltoniana de' tentativa, com dois para

. . . . 2
metros variacionals, associados a S. e S.

i i ‘respectivamente,

é sugerida pelos cdlculos de grupo de renormalizagds da secgdo se

guinte. Obtemos

: , o Ymy (T4
?cr,&) :—fz,jr/zu{z‘mzmz\'/g Zifvzmcr,ﬁ)M’\?em ’jf

—+ Z% [m1¢r,&)]2+-d-' ﬁmlér,ﬁx)jz

Zﬁ /
' (IvV-9)
onde
L24ende Lp (@Lamy (1, A) +01) ‘
w7, ) = . £igam: ) L. IV-10
. 2 ( )
-Fm, Cr, 4 .
¢ -.Lozwgw[[b(}fzm;tw) )]
e
~Emulr ) . ,
) (7/’6‘) = {’f + i € Aehn L/G [@J}_)mﬂ_ﬁ'&)-ﬁ&)j zj (IV-11)
com

o= pe

A fungao ml(T,h) pode ser identificada com a magnetizag&o do mo

delo, através da relagdo termodindmica m = -

Q

:{L?f
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2.2 EBExpansdo de Landau
Para analisar a expansdo de Landau € preciso obter
a transformada de Legendre de g(T,h),
plrm) = ’{Z—f Z;l('r,&\ +Am ] (1V-12)
O comportamento critico a campo nulo podé sey obtido a partir da
expansd@» de f(T,m) na magnetizagdo ko parametro de ordem), isto
é, em w, . E portanto necessdrio obter QmZ(T,m1) e h(T,mn), a
partir de (Iv-10) e (IV-11). Como nado é possiJel fazer isso anaiiticg
mente, e estamos interessados na regiéo. m, 2 0, expandimos es-
tas eqguagdes em m,. Desta maneira, obtémos para a energiaglivre

de Landau, no caso da segunda hamiltoniana de tentativa,

1

Az = @5'(@“.~ﬁ¢n) o (17-13)
2 - ' ‘
com
Ay = by —+26-2¢9(1-0) (1v-14)

YO3 - ¥ (1-6)

e 0 ¢é a solugdo da eguagdo

r

6 = 2 (1-0) exp G ). (IV-15)

Temos uma linha critica no espago T vs p, dada

pela condigado
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o(p) '/67%_ =1 . (IV-16)

A condigdo para um ponto tricritico,

— 20 P . L | |
Ay lhy=0) = Py _ He T - P - 3 =0 (IV=17)
oL Y (va-_i,_)z(e”-rfz--,;:)

nds pode ser satisfeita para valores reais de p.

Assim, na solugdo de cémp¢ médio com a hamiltonia
na de tentativa (IV-18), o sistema ndo tém ponto tricritico. ©

mesmo resultado é obtido para a versado Curie-Weiss do modelo, co

mo no trabalho de Tanaka e Mannari(la).

A fungdo enevrgia livre

gque obtivemos é também idéntica a obtida pro Lajzerowicz e Sivar-
(29) S

diére em um calculo de campo médio no' esquema de Bragg-Williams.

'
. !

IV.3 Tratamento de grupo de renormalizacgdo

3.1 Transformagdo para variaveis de spin%continuas

O tratamento de grupo @e renormalizagdo requer uma
transformagdo dos spins para variéveié céntinuas, como degcreQE
mos na segdn 3.1. Isto pode ser feito at}ibuindn-se arbitrariamég
te uma fungdo distribuicgdo para os spins; Entretanto, em uma tréqg
formagd» deste tipo, com coeficientes arbitrdrios no argumenio aa
funcdo peso, ndo € possiva2l verificar quais os pontos fikos do
diagrama Ge fluxos, na solugdo do grupo de renormalizagdo, 2
cessiveis a partir do espago de paréﬁetros inicial. Como veremos

mais adiante, essa andlise serda fundamental para determinar os

possiveis comportamentos criticos da hamiltoniana (1IV-3).
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Alternativamente, pode-se utilizar uma transforma
gd> gaussiana, conhecida como transformagdo de Hubbard-Stratono

0
vitch(3 ):

(IV-19)
Para a maioria dos sistemas de spin, entretanto, Kii =0 e a
traisformagdo ndo € bem definida (pois T ~ K = 0, o gu2 leva 'a
autovalores negativos ou nulos para a,maﬁriz K). Para s = % '
Si2 = 1, ent&do podemos adicionar a Kijz um elemento de matriz
constante arbitrdrio, Csij' o que qbenas adiciona uma constante,
CN, a energia total do sistema. Para S - gualguer (S # %),5temos
gu= recorrer a uma outra vefséo da fdérmula gaussiana(zb),
ep [ 4 5 Kiy Sy } |
QIV—Zb)
N ) 5 e
:k{( AI\(b_ {KP [ I YL‘ -_— 7 )(L k—i.'d. S-J. j
=y { N . {
NG ) ") |
a gual vale para qualquey matriz simétrica 'Kij' onde :Kij]/z
satisfaz a equacgdo
t/ if ]

- 2 il

) K- = J ' -

2 ’\'J i3 Koy | (Iv-21)

/
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A fungdo de particd» associada & hamiltoniana (IV-3)

é dada por

A2 il 2 Ky sesj w4 & Ly sitsyt 9 (1v-22)
6395 . ,’a .«.d | . .
onde

~v

k‘g' = (5 Sa (.;3 = [3 3.

K-—:‘-— L“'ao

nos outros cascs. Utilizando a transformagas (IV-20), obtemos

; ) , .
7z = Z\ o f a X AV o, [—i.zy;‘_i Z Y.t
. _— — . ‘ - Ry - <
{3 2 Yo Topy TP 1 2 2 0 ¢
= ¢ 0 N ; / (IV-23)
(3 l) :

com

e 2
ki‘ = (3~2
g
(Iv-24)
',{L L '//-. :
L\\' = [4 3:
¢ - *
Notamos gue as variaveis continuas X, e Y, ficam associadas

1 1

. C e 2 .
as variaveils S.1 e Si , respesctivamante. Efetuando a soma sobre

configuragoes, obtemos
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: : : ~W
Pl —_/A)xi}\/ bxgo{—ﬁ T =LYt e lirze ot 2] L (IV-25)
onde
we= 2Lt vz Tox Kl (19-23
L= 5 J at ) ¢« =y d )¢ E ‘ 5)

"

—_—

, N | |
facx,z)y_ﬂgr/ Xt AYe

‘ ilr ' (Iv-27)
A (-?.1,'7) /r (uZﬁ)/L . ‘ |

Agora expaadimos o integrando de (IV-25) em torno do ponto de se

la, gue deve obedecer as eqguagdes

—w),

= e d 4@1J\f 7\'_() e
(e 20 ckny | (17-28)

L

- X ﬁ'zz'
¢

- 0. (IV-29)

y. 5 &e-wan%.xJ [‘a
' Jd 1+ dﬂ—hv'Chélxv. J

As expressdes (IV-28) e (IV-29) tornam-se idénticas as expressdes
de cawpo médio para a magnetizagdo - h](T,h) (eq. IV-10) e
m2(T,h) = (oi2> (egq. IV-11), se tomamos X, e Y, independentg
mente das posigées (m1 - X/(qBJz)V2 e m, = Y/(qBJ4)1/2). Po

deriamos, alternativamente a desigualdade de Bogoliubov da segédo

2.1, ter utilizado o funcional (IV-25) como ponto de partida para
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a solugdn de campo médio e a expansdo de Lanadau.
Identificamos, portanto, uma solugd»o trivial, para

magnética, dada por Xi =0 e Y, = Yo, onde Y, deve obedecer

a equagan

L 2.
o :
Yo = : (IV-30)
o
{0+ 4o b
L
e Lo1/Z =z Lij1/2 € a transforinada de. Fourier de Lij1/2 para
3 ‘
momento zero. A expansdo em torno da solugdo paramagnética leva &
equagan
E = &x'/) (, H_o ) fpf) XYY Lx'oa CH~3 , (Iv-31)
onde
N ;2 | : AN
B s B et Lt W) ]
e a namiltoniana reduzida, até.termos‘defquarta ordem em Xi e
§Y. = Y.-Y,, ¢é dada por
i i
g - — —L ?-‘ X“L — A'&x_ ?" Xl' Kl". X ;‘ __ -'— Z JYCL 4
2 l.,‘}' d o 4 ¢

Y A ‘;_‘ )
Ay TG T Ay 25 DGR e ) k)

ey 2. Lo LJ:‘Q,) (5re L4 AL Le?) +
“Wk{

— A’Am&x ,Zé . '(\ X‘f KOC‘L:L> (.Xh kﬁ‘.,zl ) / X¢ )QZL> (X;“ /<W\!ll > —
gret, n
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il L, o s s
~ Ayxyy © (¥, Keo ) (g ke ) (B Ye Lo )(gyM Lo >
«,/‘,/z(f,m |
> \ // ’/{\ 7y y
= Ay S UTH U (3% Lo ) (3 1)
(I1v=-33)
com Wo = YoLo1/2 e
? wo 2 W
‘ Yo o Y‘ e yo e. 9
_ == \/0 = -} A - -
A’Kﬁ o—z’L_O';/L ! b4 4 (Lo‘/l >2_ / X*Y 4 (Lotlz )2 /

W, "
y°36 (o’{—({ )

e ozL{(Loulz )3 ’

A V2 (peRe”_ e?%)
XRAx — .
9 (LOI(Z)_-}

A 9,3 2™ (a-e")
ryy =~ — ’
1 (_LON“Z).)
, e s
C Yete ™ (pe ™l g - )
AYYy'y =

192 (ta')

(IV-34)
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Introduzindo as transformadas de Fourier d-dimen

sionais

Xpz2e X VezZe o sy (1v-35)

onde 1 indica a posicdo do sitio na rede, obtemos
H - _— L Z xXax 4 Ay Sy -
<. _f + At % K(‘fi >Xk X_fn —_

N ook
20 g ~ 2

-L 3 Yp Y 4 A:/g %} L([’);)’,,j i —

Yo , 4= ey . ;i — .
KB Ixp KB Xy LPHCESE )Y g a -

2 e ) |

T '.4_"11 )_— L'/L <£/—’> y/{,’ 'L"‘Z (Z,> yfz’ LI/)‘(-Z-%;’_’) )’_ﬁ_—')‘ /z;) ,_
YL AN S f |

— A 20 KUK xp KR xg KM g -
INER S AR

i‘; - ")
NS G R A A 5 X -5 fy -
B Ax%yv g‘_ KIQ{ 1;‘1-/—-\) Y{,’ K”L(:é‘:;’)sz? [_'/Z ({é}\ Y'fz;’ <
N3 z—: éil’ 'é_;) : .

vy <
«/ (‘/2, - él‘é&) y_[’?_ﬁ—z\ -é}) __{L
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— Ayyyy ;7

ER Y Y
N ~ty u@

L6y v L) vy L 06)) Y7 -

1/2 | =) )] .
L ( fel—fél ""AJ)Xt;)_ :-¢;) ,
(Iv-36)
onde
~) : 4
K(r)y = 22 T cohke |
-ﬁsr « =1
A (Iv-37)
LIE) = R 5 ,ah o |
46']- i=y
e a € o espagamento da rede hipercubica. A notagdo vetorial e

de transformadas de Fourier foi suprimida na equagdo (IV-36), pa
ra simplificar. Como as flutuagdes de spin relevantes ocorrem prd
ximo a k = 0, expandimos os coeficientes quadrdticos para peque

nos momen-os. Obtemos entédo

{

2
z

A S T, & L ‘
/-—iﬁﬂkik) = 1~ T4 + _;'Z_AX_{’:.&-‘ 1, . (IV-38a)

T ;‘6 T

- — 2 .
{ —cZA”,L(év = -7z Lhyy Jya” Ar.

(IV-38Db)
T Fu T ) ’
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onde T( = “t Axs J2d 2 T, = L,Ay"\TL' D{ .
’fig /&8

Nos coeficientes dos termos cibicos e quartico mantenos apenas o

termo em ordem mais baixa da expansd@o em momentos. Definindo

. - dl g T i
X k. = a :,_h_...,_e._._ﬁ..._..._z 0’-,1' ;'l\
<A b33 :7;2&1 .
- (IV-39)
~d/s — My '
Y.g =z QA h& ! ] ‘5‘2 n ,
LAyy Joat
obtemos, finalmeante, ‘
P+ 3 i - 2 0T dfn k) fos e -
| D) , : :
o 72 ;;‘ éz(w’ O:f' kl f1lﬁl 0‘zl -é/-ﬁ'z - wz" oﬂz/ ,"'l 6\2/ 22- C’f - le _/Q:L\ —.
1, ) . '
_ 1 (y o @ ’
’_,5 S I 1, le 14 ’Z)_ 0-1, }Lj Oy /l,—ﬂ.e’ -fL_; -+
éW‘QL, t.’:

~+ gy T1, %, 1 8, 52,/‘25 G - hy -ty
[}

-t uLI 52//2’ fz’le 0‘2, P‘L; ff‘zl -lz,_éz-%.g )/

(1V-40)

onde
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2 o
/’Lf:b-g(‘l‘—'ﬂ)/‘.?.‘).x Jo A , N2 = ég (_T’—T})/,ZA),-Y anl/

3/ Jo
wy = a Axx)’ a4 ‘ /AX" A')"Y

/

p)
_ z 3/2 3/z
w, = «a Ayyy 4 /AYV

’

d- 4 , (IV-41)
(;(” = & A d,_ /AAXL

XX A X v

A-+ L
a AWYXY dl//AYY

T
C
]

¥ , o
-2,'4(,{ = 4a = /:'r):x)/Y A /A-)(x A)I/ : A ¢l

|
<

, i

3.2 Grupo de renormalizagdo e comportémento critico
A hamiltoniana reduzida da eqguagdo (IV-40) corres-
ponde a hamiltoniana reduzida obtida por Nelson e Fisher(bj) para

o meta-magnzto de Ising na auséncia de campo alternado (ver eq.

(3.3) do trabalho desses autores, para r]2 = Wy =W

mas diferengas, tais como o sinal de Wo estds associadas a va

4 = 0). Algu

ridveis irrelevantes, que desaparecem depois de algumas iteragdes.
A andlise de grupo de renormalizagdo é pbrtanto inteiramente abé
loga a de Nelson e Fisher, e utilizainos seus resultados pafa dé§
crever o comportamento critico do modelo em queétéo.

Definindo

, , (IV-42)
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os pontos fixos do modelo s&o dados por

* *
(1) Uyq = 0, x =0 (gaussiano)
* g * o
(2) Usq = 3¢ x =0 (Ising)
- - -
(3) Uiy =g x =g (Ising)
* € * € '
(4) Upq = %. X = % (gaussiano),

representados no diagrama de fluxos da figura. O diagrama mostra
gie o sistema pode apresentar uma transigdo de segunda ordém corm
>xpoentes de Ising (x = 0 ou x < 2U11), um ponto tricritico
com expoentes gaussianos para x = 2U

11+ € uma transigédo de pri

meira ordem para x > 2U1F

-

o® - E preciso verificar se to
L) das as regides do diagrama
, .
/ = .o
;/,/ : s&o acessiveis no caso do
| v : ‘
/ . ‘
4/// . modelo compressivel em es
\ 7 / S
tudo. '

ponto tricritico. A condi

cdo para a xisténcia de.

um ponto tricritico é que’
o coeficiente g do termo

qudrtico no campo critico

| 0, se anule apdés a inte

gragdo dos campos ndo cri

ticos. E fdcil mostrar que

g = U, - &, | (Iv-43)
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Utilizando as expressdes para Os acoplamentos, egs. (IV-41), obte

mos
d- 2 . '
2 gt Avxy AIq
? = ‘“*'i“" Axxxx — E— 7;
Ax Be (T-T2) °
A-u .
_ o A (14 2e ¥ )(QCP.~?~D12 )
- - ’ (Iv-44)
— 1/2 ~ . = : : ~
.onde p = - Yo, Lo . Ndo ha solugédn real para a egquagad»n g = 0

) ’
indicando gue o ponto tricritico encontra-se fora do espaco de pa

!

rdmetros fisicos acessiveis do sistema.

Concluimos entdo que o modelo de Baker-Essam com
comprimento varidvel das linhas apresenta apenas transigdo de
Ising, com expoentes ideais, no ensemble A.

Deve-se acrescentar que o tratamento acima aplica-

se integralmente ao modelo de Blume—Emery—Griffiths(32) cuja ha

miltoniana inclui, além dos termos de (IV-3), um termo do tipo
DZciz. Basta fazer w, = z Yiji1/2 + D em (IV-26) e p=—Yd¢1/2—D
nos expoentes de expressdo (IV-44). Neste caso, o ponto tricriti

. . n ' . 1
co é acessivel ao espago de parametros do modelo e obtém-se com

pleta analogia com o modelo de Ising para o metamagneto de Ising,

na criticalidade(31).



V. CONCLUSOES

Neste trabhalho, mostrémoé, com hase em doi§ mode
los muito simples, que ambos os tipos dé flutuagdo mecénica, de
posicdo dos ions e de volume, 1évam é"iatéfaqées efetivas ae lon
go alcance de quatro spins, (-J ((ii_)%ioj)z). Além disso, o coe
ficiente (-J,) desse termo, na hamé%doniana efetiva, é hegativo
para flutuagdes de volume e positivo péra flutuagdes de éosiqéo,

0 que associamos a inibicdo das flutuacgdes de spin, no primeiro

caso, e ao favorecimento das flutuagdes de spin, no segundo caso.

Nas situagdes fisicamente plausiveis, émbos os tipos de fiutuaqéo
mecdnica (volume e posicdo) estdo preséntes. O sinal resultante
de J4res [J4res = J,(volume) - J4(poéigéo)] dependerad de Qual
dos dois efeitos competitivos é preaominante. Nos modelos conside
rados na literatura, como nos trabalhoé de Bruno e Sak(12? e Berg
(14)

man e Halperin , o efeito das flutuagdes de volume & ipredom_i_

nante (J4 > 0). Esse é o caso também do modelo de Ising:no ‘col
chdo de molas, discutido no presente trabalho. Apesar disso, pen

res

samos que © sinal de J pode mudar em decorréncia de particu

laridades de cada modelo e gue, portanto, esse resultado ndo pode
ser generalizado (por exemplo, para pressdo uniaxial), nem tampou

1

{
co considerado como confirmagdo da hipdtese termodindmica, como

no trabalho de Chen e Kardar(18).

No caso do modelo dé Béker—Essam, mostramos qﬁe di
ferentes condigdes de contorno, no\en%emble das densidades, podem
levar a diferentes hamiltonianas e%etivas de spin. Além disso, ve
rificamos que o comportamento critico dos modelos depende cr@cial
mente da escolha apropriada das varidveis de campo. O efetio das
condigbdes de contorno estd presente em modelos mais "realistas",

pois € necessdrio utilizar uma transformag3o de Fourier para sepa



rar as variaveis elasticas.
Ainda para o modelo de Baker-Essam, analisamos seu

comportamento critico para spin s = 1. Verificamos que o acopla

mento adicional Z cizcjz ndo modifica o cardter de Ising da
(i,3)

transigdo. Como subproduto ainda deste trabalho, mostramos a equi

valéncia, sob o ponto de vista do grupo de renormalizagdo no espa
go de momentos, das hamiltonianas reduzidas do metamagneto de

Ising € do modelo de Blume, Emery e Griffiths(32).



APENDICE A

Comparagdo entre os coeficientes eldsticos associados as flutua-

¢des de volume e de posicgdao dos ions

Na expansdo (II-2) e II—3) da hamiltoniana (II-1),
na aproximagdo quadrdtica, hd um termo para as flutuagdes de volu

me, de coeficiente

MA (o

, 2, (11,
KT = p(ar) = AU ]
5 2 —) ‘
A Ry tay)

,

. (A"1)

e um termo para as flutuagdes nas posigdes dos ions, de coeficien

te
' ) '
kip o E ey (ag) = 2%fu (173)) . (A-2)
mT 9 ﬂ,\(} — .
d / Riy (ay)
E simples mostrar gque
KT KT (4 olaw)) |, (M= a-ac). (A-3)
Podemos  escrever, para (A-2)
2 « A |
0 =ytay s g, 220 (a-4)
anan® ne nt : nx



Expandimos agora ¢'(a) e ¢"(a) em torno de a = a°, lembran
do que ¢'(a®°) = 0, e obtemos:

Pl ) 2 P a)dn + 0 (8a2) : B (A=~5)
e

Tlay 2 P (ac) + 74 () ba + b (4at) - (A-6)

Substituindo (A-5) e (A-6) em (A-4), obtemos

& Wl ooy n¥ B
-jfﬁ = (4 )(’fﬁ + o(ba), (a-7)
nean: 2

/T o

que € a verificagdo de (A-3).

Para uma rede cubica simples, por exemplo, temos:

(i) para primeiros vizinhos, de (a-4),

bz'? [ < /
2”(_)/1‘5 . = ‘f((q)Jde{sJ -r“?%) [(5,/3~fp<3—5k,)':’ ;
ﬂ;‘d‘:ﬁgd.
portanto

Ae(aby = Pa)a P7(a.) + 0(8a)
Yyy (GEx) = hF'(?‘:._) ~ o {4a)

\fxy (Qé‘,‘) = “f‘é (42\,(.) =0 ,



A-3

Observe-se que os termos de cisalhamento sdo da ordem de Aa.

(ii) para segundos vizinhos, temos:

2+ = P'via /(2" 7
vl = ’24) + J/a) u(z 24)T0(Aa)
X ﬂ‘ = ()EX +0 P 2 R - =2,

9 J :
Oﬁl(f \'ou (-Z’Iiﬂ\> f/(.z"l) .
ol P A R D BT LTS RO
9"3; /z‘} = &8yt & Y = o232 4 5 T
)M } - o
ox 29 = d& + 4‘53 |
kS
o 2

= 7 ( Zﬁ ) ~ 0(04>

43* }R":) = A8, --rae"g ey



APIEDICE B

ENERGIA ELASTICA PARA UMA REDE DE MOLAS DE POTENCIAL HARMONICO
COM LIGAGOES DE PRIMEIROS E SEGUNDOS VIZINHOS (Rede Ortorrdmbica)

Vamos considerar uma rédeicristalina ortorrémbicé,
com paradmetros de rede a, #* ay #* a,. Shpomos também que os vizi
nhos ao longo das arestas s&»n ligados po& um potencial harménico
de constante eldstica k], e que os Vizinhos ao longo das diago

nais das fases sdo ligados por um potencial associado a uma cons

tante elastica k2. Nesse caso, a energia eldstica do sistema é

dada por

. o P - ) - _'." (A / : "). “7" N ~ _ f\ A
Hey = f;T LRGN P ) - 157 ) jj:» 18RI Al =181 (-1

19 i nhc> 2 0ginhees

onde ?ﬁ e ?§+5 sd0 0s vetores posigéo dos ions cujas posigdes
de equilibrio na rede comprimida sdo dadas por kR e R+3, res-
pectivamente, e |§]|° & a distdncia entre as posigdes de equili
brio destes ions, na auséncia de compresééo. Vamos agora expandir
os médulos |?§+g—r§| nos deslocamentos dos fons de suas poél

¢Oes de equilibrio, até segunda ordem nesses deslocamentos.

(i) Interacdo entre primeiros vizinhos

& Gx —7)}_(

’ : s - ->
» A figura ilustra os deslocamentos u, e u

‘ 1 2
das posigoes de equilibrio dos spins 1 e 2,
. -~ -> - , .
% o - com vetores posigan r, e r,, respectiva-
y ) ‘
L /.

' 7 mente. B fdcil obter

I-Q?'/17} = ‘{("\y -rALLx)ZT‘OU.yT’.f. Aué?. } ’-‘(,‘



e, portanto,

- 2 . \2 Y 0 -a,® .
(-7 =g x )" = (@a=box ) + 2 (Ax-bon) bty + suyt 4 Ax=do (4 0y 4 MS’—\ +
‘ - s

o (bu?)

a o
Au_ = - e = XY.
com Uy Us=uy o Xy

Esse resultado, vdlido para o par de spins 1-2 (na diregdo X&) po
de ser generalizado, isto €, para um par de spins na diregado @&,

temos

—] ~ . . i
(s s —Re | = a2 ) 2 (a-48)" = 2(a-ad) (upr, o 8 - u;—‘a)

« - 0 5 3 2
—+ (L(Rﬂ_+6ké:’< _(,(/,_1())2.,. 2‘,(4~a—d>(“[4/q‘é< .,L{/f'> +o(Au3)' (B-2)
F,dv& A

(i1) Interagdo entre segundos vizinhos

3 . o4 A figura ilustra a situagdo do
spin 1 e seus quatro vizinhos
an
); . . no plano x-y. Utilizando defi
S I, SO £ o
- Lo “"”E nigdes analogas as do item an
| : .
terior para AU, obtemos, pa
IA-!.) ! ws. ‘
- , ‘ ra o par 1-4:
= - ) 2 _ )
[7g -1 = o (ax+ buy) ’r(Q;1'4uy>LT bu,? i
o la L Lay 2 Z 2
x4y, { t+ & osu + Qe AU\.,}’ 4 B A AT R Ay
T
J )‘" axvz' oL ftxg

- ﬂi bu, Auv

-t [ 5
a,; o (bu )}



2 2
com a Z a + a

Enté&o,

" 2 A . ‘ . ° . o
(lnl,-fﬂl--a,-g) ~ (413“‘\)&3) + Mx[”-“_’ié)ﬂu-» +°4“(7(1-“:,t1)zsu.g+

;a"a, fua
. 9 2z - 0
-+ (4_ Chg CLE AU\.L + (4_. "U‘. Lly)’ ALLAJL
axg G

L

ay_y ; a}k\a3 ' ; [

¢

(B-3)

Vamos ainda consid=2rar o par 1-5, para verificar

guais os termos da expansdo se modificam. Obtemos

ne-4' | = { (a wmz + (-a +b“y)2' + é)u;jL j '

; 2
ayl GL()(L + axLAUJ 2-/-(1.)4:4 OUI} 2

S - I [

-+

‘\)‘a a.)\a?— 1.7 : O'Z“\g

F%Auvdd} -,_(;\(Au5) }
ﬂ}[y )

o 2. R R 2
—+ (4— Iy 4y’ )Auﬁ + [1=4g TN puT 4
(xm 4x§ 3



— oi(6u3
axa ':; P )

(B-4)

Comparando (B-3) e (B-4), vemos que ao tragar o ion do sitio

(R + a}\eX + ayey) pelo 1on do sitio (R + ae, - ayey), inver-

tem-se os sinais dos termos lineares em =Auy. E possivel entdo
escrever, para os guatro pares do plano x-y, a seguinte expressdo:
(IR, =A-a,. ) a o\t [T «
[hey =1 ' - ¢ ) AR (ax‘\j - de> + | 2ax [T —lﬁ Auy
(4‘ (.ﬂ | — Ax
3 3
: o | J

¢

+ o ' LR )
+ :)iaj(f—“;i)d-x?f {'f~ Yoy dy* Au.,f+(4 dam 27‘,,
B 4:‘;} ’ ax(; “ﬁy
-+ (1- ﬁl ) AU% -+ - :Z_a\_g A J;_ du, U -4 © (4‘15 ) '
axj ) _: 6{,(7 (7

(B-5)

Vamos simplificar a expreéséo (B-5) fazendo duas
consideragdes:
(i) sob condicgdes periddicas de contérné os termos lineares desa
parecem.
(ii) no tratamento utilizacdo nesse trabalho consideramos apenas

os termos guadrdticos em Au e Aad = ag"ao,- Como as flu
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tuagcdes em Au e Aa devem ser da mesma ordem de grandeza,
a2 -

desprezamos os termos em ordem Aalu Podemos reescrever o0s

coeficientes

) 2. ! , |
1= 4 = L ofla )
dry /+2;LL -+ @J_’L |
A a:
;2’_ ) x 4 -+ O(Aq) .
4)&«3 6(',;24-4;7”

Com essas consideracgdes, a expressdo (B-5) fica:

o Wi . 2 : 1
( ,p‘qﬂ‘,i"’ - /\I l - a‘ﬂ'fhil',(.l) = ﬂf (‘(;\9 — a!(l; )

P P ( oA+ 240 Aau®

! gt au, + —7—_—232——- 4“‘}, - _4—"49_,-, e By At(ﬂ_‘r
= + A < + a{)& + “oL v
> 41°L J

—+ 0(6143, 06'&6(1'1') . (B-6)

A generalizacgdo de (B-6) para os ions nos planos y-z e x-z é ime
diata. Podemos escrever para a hamiltoniana eldstica (B-1), utili
zando (B-2) (reescrita & luz das consideragdes (i) e (ii) acima)

e a generalizagdo de (B-6), a seguinte expressdo:

116(_ > EZ :{I"'- { (,qu( —(:'p\"‘ ))’ -+ Z(’{ﬂ‘l_’_ 4‘(9’( - (AA&/‘) }

’

L <b ) |
j K o . .
~ 7 /2%« g—»c '5% {‘f (aep '"“»(_/)5_) -+ 7%:? [(L(’i'i&-z(’xtc‘w@ ~ u}) ;

oL | /5 - A\~
-+ (uff"f“*a:aﬁ?g — Uy )1 ] + b [(aﬂ"ia.(t¢ia,;?ﬂ ~ Uz ) -



b 5 5
+ (“rz’ia‘t: 'T-C({s?g — U )" -

. el
o -y - o AN - Wj" . .
+ b [(u’l’f Guloc Teigog —UAg” (U/g\)_a.uii”%r:}; -tm) —

‘ e LBy
- ((’(ﬂf)t‘fk@ Zci'/sf% "!’{f.f> ("’{ﬂ): de € Iaﬁ (,’\/5 - Mﬂ") j +

+o(4u?, oc'u)ul) o (B-7)

onde
_ 2 - g G apﬁ " ‘.
3&@ = — ) b«ﬂ = ——:z——~?2* / (B-8)
I"q_"_ 4,{ ~+ ap i
a{sﬂ- :

1 : ~ N © L
e o fator > ho termo de interagdes de segundos vizinhos foi in

troduzido para ndo contarmos duas vezes a mesma interagdo.
Vamos ainda separar os termos de flutuagdo de volume dos termos

de flutuagdo de posigdo. Obtemos finalmente:

C o o)L > '“/5 | < z
Hy ~ N Talac-ar)t + v Z K (ap -ag ) +
L 0w B

. , oL 2
k= - ja
N /ZZ'& { 2 g — 40D =

—+

5

2’ K:ﬁ [ ((u"’( - ’\. d\>l : ( 0( - ) s
fo= Fa ?{3* PGty T Gsty Y ) (e ra €< 2 Uslp = U

)

)

——

&

) f { ‘4 .
# 940 ((Uplatieanty ~u2) + (Uidairopns — )" )+



a

~L ~ [} 3
+°Lb“(5 ( lugrzace. zases — Y’ ) (“/f’za‘&ta/?;s Uz

)

. 2 ol A
— (Ut g, 2y s ~4e ) ( Upta.tx tapdy - "{r/aé' >)] J
. (B-9)

Vale a pena observar que na expressdo de energia e
ldstica obtida, os termos de flutuagdo de volume, Ada e os ter
mos de flutuagdo de posigdo, Au, estdo associados aos mesmos co

eficientes, e por isso podem ser considerados efeitos da mesma or

dem de grandeza.



APHNDICE C

Cdlculo do coeficiente do termo de acoplamento de pares no modelo

de Ising no colchdo de molas

O coeficiente do termo de acoplamento de pares, no
modelo de Ising no colchdo de molas, € dado pelo limite para a+0'

de L(a), definido pela eguagdo (I11-95):

L) = 2,057 A (§) 4 ) (c-1)

onde, de (I1II-85),

A/‘” = % CM« CVUL , (C=2)
Dot
sendo Bua e C definidos pela transformagdo linear VTDV =

1 1

= viec 'pee™'v = YDV E DE (11-87),

’&Ay’- (77“) = (C'ﬂi"a‘k—!) (€~ ,"7,.’411_"\) ) (C—3):

C1. Cdlculo da matriz A

uv
Utilizaremos as seguintes propriedades das matri‘

zes € e D para o cdlculo de A:

—~

bup = BL*EQﬁ (C-4)



CD = »pc¢ (C-5)

e
ce’ = 1. (C-6)

Escrevendo (C-5) em termos dos elementos das matrizes e utilizaﬂ
do (C-4), temos

2. Dxn € - 3 Cuy D, = Cxp Di

: = A A[ﬁ -~ ¥ = op < (")(; ¢
portanto .

2 D«n C)ﬁ
Cxp = (C=7)
Pes

Substituindo (C-7) em (C-6), escrita em fungdo dos elementos de
matriz, temos

. i -~ > Q<AC)Y .

T CyCay = 2 2200 Cuy

- Cofpr T % » s

Dyy
A } - )\ [5 - D(ﬁ /
isto é,
DL = T, (C-9)



C2. Estudo do limite 2im L(Q)
a0
A matriz D para uma rede ortorrdmbica é dada pela

equagdo (II-72):

D"K = K,:Ll:{—w("i‘a‘)] "'/,)Z K:b(dp'( L{—m‘(ﬂr‘aa{)(.(‘)(_b)(yﬁ‘\/g>3 ’
F &

(C-10)
e = kP b i Ufase) s2m (g -
x4 .
Fazendo 4,8, * 94+ Dpara simplificar'a notagdo, e expandindo pa
ra g < 1, temos
Duw ¥ L ( Aqd - R Yp« $‘13 i
K~ oL ;L(}(\( ﬂ-‘F"‘ !6 ﬁ ;o |
(C-11)
b @ Mg G048
com
= K'L 2 KK(Z) & |
A = i re Lz 9{'5 )
rap = KL gup |
(C-12)
=0

=
b

>
1]
r_?<
o

3

Devido & simetria na forma dos elementos, para ve

rificar a analiticidade do limite a -+ 0, basta olhar para o 1i

mite efetuado de uma maneira particular, por exemplo qx+0, qy+0
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e q, > 0 e, por analogia, teremos os limites efetuados de outras

maneiras, por exemplo, q, - 0, q, * 0 e qy - 0. Para obter o

primeiro limite, basta obtermos os termos de L(a) que ndo con

tém termos "cruzados" (qxqz, etc.). Temos
—} PR L 2 . +a& p
L) =25 Jo A 2 7 Juqp Axp (C-13)
Ibdo( :_ ;
Para obter o limite q, - 0, qy + 0, precisamos apenas do terﬁo
2 :
qZ Azz. De (C"‘9)r
Ayy = = D (C-14)
At D
De (C-11),
of
by o Aty g s o (3 )

an’ 9‘ s /on«\,a (-l"k T )
ey Py o T (C-15)

3 2 ‘
Ao L) = 2070 (C-16)
ﬁ'-"
Qg—)o é
Mas



¥ Y ~ *3 o% b3y o2
- c«}f (KJL}-f./g,_-))a}a + K, Ax 4 Kk, “9__

t
(a5% « ai®) (a3™ w a5 ™)

Obviamente, o limite ¢ - 0 sé & bem definido para o caso de si

metria cubica na fase desordenada (ax° = ay° = az°). com ka\=
—_— a —
= K1 + 2K2 e J1 = J1, portanto
by
. ~) - °2~71
i LL4 ) = 1 . (C=17)

7)90 K, + 2f<'z_



APTNDICE D

Contagem diagramatica das integrais da solugdo de grupo de renor-

malizagdo

As integrais nos produtos de spin I1(u4), I2(tod:
etc., definidas pelas equagdes (III-106) e (III-109) sdo calcula

das utilizando-s= a propriedade (III-107). As integrais I](u4) .

I3(u6) e I4(u42) sdo as mesmas que aparecem no modelo de Rﬂnghq
e ndo vamos reobté-las aqui. Vamos entdo calcular as 1integrais

—z(to), IS(U4to) e I6(t02), definidas por:

I.Zu")) = %3& f &7 {4¢ -+)x) 0C3x f-‘+x) 5(14+2y+3 g+49>
(D-1)

| e &
'6(4,3*2;*35*#3)..‘/ [Jlfje 0 0 030y

I (Ui‘?ﬂl) = %__/ / 5(1,(,.&)6'(4912?*31&1‘4'3\

7

F(F 46" #43) f [Mf}e “r, .. 0y

(D-2)

{*i) - .,WM f f()'n»»z;()JBxWx)d’(n%x 5 +2x)

Lty royrays 4y ) F(Sy+6g+ry 1y ) oo,
—>
j7£dij'eHlﬁ--' 53 !

(D-3)



onde utilizamos a notacgdo 61 - T, A1 1x, etc. mantivemos a
dependéncia em N nos coeficientes, pois ela sera importante na
contagam dos graficos. Lembrando gque as integrais .(f> [do]) sé&o
efetuadas apenas sobre as varidveis de spin de vetor de onda na
camada externa da zona de Brillouin (f>), verificamos que a ig
tegral Iz(to), por exemplo, resultard em novas integrais de dois

e de quatro spins. Essa integral € representada pelos diagramas‘

A ‘
4 —-lx)l(é\lé'.. f
A ‘ - contribuigdo de qua
3 "57&,u1<§-24‘g-5\}’-(572é- 35_' i

N tro spins

(T:>><:: - contribuigdo de dois
N .

spins

- contribuicdo onde to
das as variaveis de
spin foram integra

das.

Nas ligagdes devemos levar em conta a "conservagdo de momento" ad

vinda das integrais

- 7
7 H?_l _ D - { . ' ('T‘f'z : J(ﬁ -4 .
j (M—.}C G ... 6p = F lo )/)LZIM U_LTF‘) (1) d ) )

(D-4)
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No caso desta hamiltoniana modelo, devemos levar em conta ainda o
fato de que em algumas ligagdes as restrigdes sobre os vetores de
momanto geram fungdes delta do tipo §(T-1). para a rede de condi

goes periddicas de contorno, utilizamos-o fato de que

J s e b = vy

(D-5)
YA fx, 0
para escrever
A g 2 s ¢
Q(O) = J(zx°Zx> =V Oh’?x =V Z A . (D-6)

Procedemos a contagem diagramatica das integrais.

Contribuigdes da Integral Iz(to/Nl/d)

-~~~

"‘7\,23;23.--

{‘b/N'/iL

oy

— 3%, — I.L{»}-—‘Zla—.z.% , - ié’23~33, -

' ﬁixlz"})l‘}l“
Y - -
>

-1

?:‘1 f)() -(q?‘z?-‘f(é'
7 -Ix,2y, 2
K 1 1 'R
, hie3
—_ — §p 6.7
- 3-\:-;‘4 _37‘,‘!!3-7'3'33,.,-

= 1x ! “‘1'3 -‘3? 1



—_— ‘j:r' 6" {‘)

T _
N N [,7;(1\

2%

—> /\}’ 5 &y

g‘p/ _.3;(,—‘)1—-7.1 -b’é:-?

Temos entdo as contribuigdes

ke Jo o €

4 to

N A

’F’ J-,:" _,7',") i
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Devido a»n fator N_Vd apenas as primeiras contribuem para os a

coplamantos gquadrdticos da hamiltoniana renormalizada, isto é, o

1/4d

termo to/N contribui com dois diagramas para o termo r.

Contribuigdes da integral Isigoz/Nz/d)

Como esse termo tem coeficiente de ordem N—z/d

’

somante as integrais que apresantam [GX(O)]Ze [Gx(o)] contri-

buem, respsctivamente, para os termos r e u, e tc,/NVd da

’

hamiltoniana renormalizada. Consideramos os diagramas de quatro e

dois spins:

Escrevendo os dois vértices na forma

-
—0%) 2y Ly, 1 -5y, &3'651”
oty v =) .
= 3% —ige 1y 3 ERAVART AL AT
verificamos que:
(1) enttre os diagramas apenas aqueles que unem duias '"per-
nas" superiores com outras duas superiores ou inferiores

7~ . , )
(¥X e Q{} ), e vice-versa, contribuem, pois apresentam um

fator g(O). Sdo oito os diagramas desse tipo, que contribuem

para o termo em to/N1/d;

(ii) os diagramas 0x ndo existem;
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(iii) para calcular a contribuigd> dos diagramas C{){ , utiliza-

mos o resultado (i), isto € gue cada diagrama (N]/d X ),

pode gerar dois diagramas (Nz/dOCX ), portanto s&o 15 con
tribuigodes t02 para o termo-em r;

(iv) os diagrmas x"X) nan existam.

Concluindo, temos

toL . 7 Y UZ S 2 s o
v [4—; 57-' J,%j\] _— %L [7'13',‘}1(7,,1)] + 164 ‘/1_,07 _7)

(D-2)

Contribuigdes da integral IS(uto/Nl/d)
Nesse cas®, somenie as integrais que apresentam um

fator GX(O) contribuem para os termos em r e u.

vamos considerar os diagramas

~ 1% 24,23, 4 g b
’ {—O/M‘/‘L LL »
/’/ - -) ] i
“3&‘W'W‘@r( 3 —-5~( -3

Verifica-se que:



(1)

(ii)

(iii)

mos o

os diagramas &KX , XX e X nas exitem;

entre os diagramas, XX , as ligagées do tipo XX =X pres
cindem do fator Q(O) e as ligagdes do tipo XX = X apare

cem em 24 integrais.

os diagramas @C}l que coniém um fator GX(O) sdo todos a

queles que derivam dos diagramas XX que, no item (ii), con

tribuem para o termo em to/N1/d. Como cada um daqueles dia
gramas pode ser ligado de duas maneiras difer=ntes, temos
48 contribuigdas de tou/N1/d para o termo r.

Reunindo as conitribuig¢des das trés integrais, obte

resultado (III-11).
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