






nEsut'to

Fazenos lnlclalmente uma breve exposlçåo sobre os funda¡nentos da

Termodlnâmlca Clásslca Holotróplca, desenvolvlda pon N. Bernardes.

Esta conslste en formular o problema da Tenmodlnâmlca to¡nando cono

grandeza fr¡¡rda¡rental a entnopla de um unlvenso ( - slstema

lsolado); no caso de r¡n rurlvenso clásslco composto esta é tgual a
soma das entroplas de suas partes. Postulamos un prlncfplo dlnâmlco

sr¡flclente para a valldade da segunda lel da Termodlnâmlca, o qual

lnpllca que os mâxlmos dessa soma såo estados estaclonárlos
estávels do unlvenso. Sonos levados natural¡nente a perguntar o que

acontece se a entnopla do unlverso possulr nals do gue r¡m má¡<lmo; a

resposta a lsso é o tratanento que daremos ao fenô¡neno de translção
de fase.

Anallsa¡nos em detalhe o unlverso composto por um corpo p'equeno

(cuJa entropla é pon hlpótese analltlca) e neservatórlos de calor e

trabalho. Para que a entropla do unlverso possua nals gue r¡m máximo

a entropla do corpo pequeno não pode ser côncava e¡n todo seu

donfnlo; assumlndo uma forna partlcular para ela (deslocamento de

Bernardes) a¡rallsaremos o egullfbrlo entre duas fases e o

com¡rortamento en torno do pont,o onde a curva de coexlstêncla
termlna (ponto crltlco lsolado). Com lsto será possfvel dar uma

vlsåo clara e bastante lntultlva do fenômeno de translçäo de fase

dlto "de prlmelra orden". Tendo em nente o elgnlflcado ffslco das

tra¡rsformadas de Legendne da entropla do corpo pequeno

(transparente na fornulação holotróptca) compreendenemos o sentldo

das descontlnuldades de prlmelra e segunda ordem que afetam as

funções ternodlnâ¡rlcas que descreven o equllfbrlo do unlverso, com

o que não venemos razâo alguma para classlflcar a"s translções de

fase da ¡ranelra que asslm fez Ehrenfest. Veremos também, e lsto é

nulto lmportante, que a Ter¡¡odlnâm1ca Clásslca não consegue

expllcar a slngularldade no calon especfflco que se verlflca
experlnentalmente num ponto cnftlco, sendo que esta falha é

lntnfnseca ou à Termodlnâmlca Clásslca ou à hlpótese da entropla
do corpo pequeno ser contfnua e dlferenclável.



ABSTNIIN

We nake Inltlally a short exposltlon about the fundaments of
Holotnoplc classlcal rhermod¡rnamlcs, developed by N. Bernardes. Thls
ls the fonmulatlon of the thernodynamtc problen taklng the entropy
of a unlvense (: lsolated systen) as the fundamental varlable; ln a

classlcal composlte unlverse lt ls the sum of the entroptes of lts
parts. l.le postulate a dynamlc prlnclple sufflclent for the valtdtty
of the second law of Thernodynamlcs, whlch lmplles that the maxlna

of that su¡n are stable statlonary states of the r¡nlverse. l{e arnlve
at the questlon about what occr¡rs nhen the entropy of the unlverse
posseses more tha¡r one mæ<lnum; the answer ls the treatment r¿e wlll
glve to the phenonenum of phase tra¡rsttlon.

lJe analyse ln detall the t¡nlverse composed by a small body
(whose entropy ls analytlcal by htpothesls) a¡rd heat a¡rd work

reservolrs. The entropy of the small body must be not concave ln
aII of lts domlnlu¡n for the entropy of unlverse to have mone than
one no<lnum; we make a partlcular cholce for tt (Bernardes

displacement) ln order to analyse equlllbrlun between trvo phases

a¡d the behavlour around the polnt where the coexlstence curve
termlnates (lsolated crltlcal potnt). tltth thts tt wlll be posstble
to have a clear and lntuitlve grasp of the phenomenum called "flrst
order" phase transltlon. Keeplng ln nlnd the phystcal meanlng of
the Legendre tra¡rsforms of the entnopy of the snall body we wlll
undensta¡rd the mea¡lng of the flnst a¡rd second order
discontlnultles that affect the thermod¡rnamlc functlons whlch
descnibe the equllibrlum state of the univense; üE wlll see no

reason to classlfy phase tra¡¡sltlons the nay Elrrenfest dld. tle wlll
see also, and this ls a very tmpontant thlng, that classlcal
Thernod¡rnamlcs cannot explaln the slngularrty that occurs in
speclfic heat at a crltlcal polnt. Thts fallure ts intnlnslc to
classlcal rhermodynamlcs or to the hlpothesls that the small body

entropy ls a contlnuous and dlfferentlable functlon.
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I rìrTRoDrrçAo

A teoria das transições de fase, como de resto toda a teoria
Termodinâmica, representa uma parte da Física que a maioria dos

seus pnaticantes poderla, honestamente, confessar não entender

direito. Iþ fato, não é nada fáclI para quem aprende ou mesmo

trabalha con a Termodinåmica formar uma imagem clara da teoria, no

sentido em que esta apele ao que chama¡nos de intuição. No caso dos

fenômenos relacionados às tralslções de fase esta situação é

particularmente nais grave, como podenos ver en uma questão que

costuna perturbar o raciocinio do fisico: qual o significado das

descontinuidades nas funções termodinânicas que descrevem o

comportamento de um sistema numa transição de fase? como uma função

descontínua pode representar um sistema físlco? como o sistema

"sabe', que deve passar de un rano ao outro da função que o

descreve?

A tentativa de comPreensão do "¡nistério" das tra¡sições de

fase através dos resultados da l.lecânlca Estatística ê pouco

frutifera. EIa já se defronta, como tarefa principal' com enormes

dificuldades ¡natemáticas; a solução henó1ca destes problemas,

locaLizados em modelos especificos, não nos permite obten mals luz
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soore as quesLoe:j quç tJr¿slll t sÞlÆ¡ vv Ygv

termodlnâmicos tem de unlversal. Esta tarefa pertence, de fato, à

Termodlnåmica.

Se exlste nos dias de hoJe tantos malentendldos a respelto das

translções de fase, lsto multo se deve à maneira canhestra com a

qual se aprende e se trabalha com a Termodlnåmica. Esta naneira,

que chamamos de fornulação merotróplca energétlca, prlvllegla a

enerqla de un slstema, suJeito a agentes externos' como a varlável
+

dependente do problena termodinâmico' Com isto o raclocínio

termodinâmlco se torna um tanto tortuoso, sendo dlffcll a

compreensão do lugar dos princípios fundamentals nas equações com

a.s quals o estudante e o tnabalhador da Termodlnâmlca deven lldar'

A lnportância da fonmulação Holotrópica foi reconheclda pon N.

Bernandes, guê the deu este nome e a desenvolveu. EIa é, pode-se

com certeza afirmar, a maneira natural de se tratar a

Termodinâmica. Na fonmulação HoIotnópica prlvileglanos a entropia

como a variáveI dependente, descrevendo a. Termodinâmica de um

universo composto (por definlção um slstema isolado formado Por

partes que possuem existência individual) pela sua entroPia Su (no

caso da Termodinâmica Clássica esta é igual à sona das entropias

de suas partes). Isto nos permite expressar a Termodinâmica de uma

naneira que faz forte apelo à lntuição, colocando os problemas numa

forma muito simples de serem enunciados e assim resolvidos.

Reproduzimos na página oposta notas de aula elabonadas por N.

+'t 
Sem dúvida podemos falar num Predomfnlo do modo de pensar das

Mecånicas sobne o da Termodinâmica na coletividade dos físicos, ao

que podemos atribuir a ma¡reira como em geral esta rlltima é tratada

e, pon exemplo, a interpretação mais usuat da Mecânica Estatistica
que a vê como a expllcação da Termodlnâmica a partin dos

"princlpios fundamentais" da Mecânica'
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semestre de 1989) que esclarecem, com mais detalhe, a terminologia
que adotamos aqui.

Espenamos com esta dlssertação dar um bom exemplo da

facllldade que a formulação Holotrópica traz ao trato dos problemas

ter¡nodlnâmlcos. Escolhemos o fenômeno conhecldo como transição de

fase de prlmeira ordem (e o ponto crltlco associado a ela) como uma

lnstâ¡cla onde todos podem ganhar, mesmo que seJa um pouco mals de

clan-eza, conhecendo a versão da Termodinâmlca Holotrópica.
Poderemos - ou nelhor, deveremos - assumlr sem susto que a

entnopla de um r¡niverso é una função sem concavldade definlda e com

lsto senenos capazes de expllcar de uma manelra clara as

descontinuidades nas fr.urções termodinâmicas do equl l lbrio,
mostrando que elas não tem o sentido fisico de variações

infinitamente bruscas. Explorando as propniedades das transformadas

de Legendre e seu significado fÍsico (num universo tipico
constltuído por um corpo de prova e reservatórlos de calor e

tnabalho) veremos como a entropia do corpo de prova acaba sendo

substituída, e¡n quase todos os casos, pela sua envoltória côncava.

Chegamos, finalmente, ao motivo de tanta importância que se dá à
concavidade das funções do equilíbrio: os universos tipicos da

Termodinâmica experimental se comportam assi¡n. Sem considerá-Ia
como uma imposição teórica conseguimos, contudo, nos Iivrar da
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sensação lncômoda lntnoduzlda pelas descontlnuldades t

ta¡nbém compreender o fenômeno da metaestabllldade e

transições de fase pnoprlanente ditas (o passar de

outra) como processos ffsicos, reverslvels ou lrrevensivels, que

oconrem num laboratório.
Analisaremos o comportamento de un universo nas vizinhanças de

um ponto crftlco isolado, com o que obteremos os mesnos nesultados
que Já se convenclona channar "clásslcos", os dos modelos mecânlco

estatisticos de campo médio e os da teoria de Landau. Isto é

exatannente o gue seria de se espera¡ Já que, conìo poderemos ver,
todas estas teorias acabann por corresponder exatamente à teonia
Tenmodinâmica CIásslca, independentemente do modelo especiflco
desenvolvldo. A teoria fracassa, portanto, em descrever a

singularidade no calor especifico que se verifica experimental¡nente

no ponto crÍtico na maioria das transições. Isto é próprio da

Termodlnå¡nica Clássica (e não de um ¡nodelo em particular),
resultado da aplicação de uma regra aditiva de composição da

entropia do unlverso sobre as entropias das partes, tomadas por

hipótese como funções analiticas.

' É importante notar que à confusão sobre a problemática

concavidade./descontinuidades é um mal noderno, fruto do olvido dos

grandes clássicos da Termodinâmica, seus fundadores. Esta confusão

assolou o autor desta dissertação (que só consegui desfazer da

maneira que estou me esforçando por expor, aqui, clara) e com

certeza incomoda ao pensannento de muitos outros, lnicla¡rtes ou

vetera¡ros da Termodinâmica; não era este o caso, entreta¡tto de

Glbbs(1) e Maxwell(z) que tnatam deste tena de uma maneira muito

semelhante à que faremos aqui. Em particular, não lmpõe de saida

que a entropia tenha concavidade definlda em todo seu doninlo, como

fazem por exemplo Huang(3) . Tisza(a).

. Sená fácll
descrever as

uma fase a

4



I I- TERI'IODINAI.TICA CLÀSSICA HOLOTROPICA.

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar os aspectos mais

importantes da Termodinâmica Clássica na formulação Holotrópica.

Buscaremos, a partir dos principios fundamentais da Termodinâmica,

definir a entropia clâssica de um universo e com isso descrever seu

compontamento, em partlcular seu estado de equilíbrio. A partir da

postulação de um principio dinâmico discutiremos a. existência de

estados estacionários, estáveis ou instáveis, e exploranemos a

relação que existe entre a convexidade da entropia do universo e a
não unlcidade do estado de equilibrio, intlmamente ligada aos

fenômenos conhecidos por "transição de fase".

Concluiremos este capitulo definindo a regra de composição da

entropia clássica de um universo em equilíbrio. Co¡n o que

discutlmos aqui Pretendemos ter erigido uma base Para a discussão

do capitulo seguinte, ao mesmo tempo em que teremos exposto os

funda¡nentos da Termodinâmica Clásslca Holotrópica de uma manelra,

ainda que superficial' autocontida'
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)

a) Os prlncipios ideologlcos da Terupdinamica Holotropica.

A Termodlnâ.mica se basela, como toda ciêncla, numa plataforma

ideológica. Talvez mais do que em qualquer outno ramo da físlca é

fundamental a discussão desta plataforma para que se tenha um bom

entendlmento da Termodlnâmlca e das contnadlções que ela t-raz ao

espirito do fisico muito mals conforme, em geral, ao Pensamento das

Mecånicas.

Não teremos condlções aqui de tratar este assr¡¡¡to com toda a
profundtdade que ¡nerece, mas ta¡nbém não podenfamos nos furtar a

discutl-lo mesmo que de ì,Ina ¡naneira rápida e talvez deficlente.

Vamos, segundo o tnabalho de N. Bernardes(S), explicitar os

principios ideológicos da Tenmodinâmica como sendo

i ) Principio do lsolamento perfeito: ê ideológicamente possivel

considerar tudo que intervén num fenômeno como isolado de todo o

resto. Este principio é ancilar a toda a ciência pois permite

delimlta¡ o objeto, distinguindo-o do cosmos e da¡rdo-lhe autonomia.

A este objeto isolado chamaremos de universo (U). O principio do

isolamento perfeito é ainda condição necessária ao postular dos

principlos de conservação num r¡niverso ( energia, massa' etc. ).

ii) Dogma da descrição completável: um universo é descrito pelo

conjunto de seus estados. Finito ou infinito, este conjunto deve

ser enumeráve]; os estados distinguem-se uns dos outros Por

propriedades diferentes. Caso dois estados possuissem as nesmas

propriedades não seriann estados diferentes. Tudo que pode ser dito

de um unlverso num instante é dito pelas propriedades do estado do

universo neste instante.

iii) Princfpio da fragmentação: todo objeto fisico pode ser

fragnentado. Se estes fragmentos possuem existência autônoma (podem

ser estudados independentemente uns dos outros) e se a operação

fnagmentação/recomposiçäo for reversivel (se não "matalmos" o

objeto U com esta dissecção), então o conjunto dos estados do

6



unlverso será o produto dlreto dos conJuntos dos estados das

partes. Quando o estado de un U num lnstante t for descrlto como a

supenposlção dos estados das partes neste mesmo lnstante dlnemos

entåo que este U possue u¡na negra de conposlção con.luntlva (näo é

este o caso na Mecânlca Quântlca, por exemplo).

Estes princfpios, mais do que aflrmarem algo sobre a ffslca dos

objetos da Natureza, o que îazem é deflnlr a natureza dos obJetos

da Flslca. Com certeza a Flslca não aborda todos os fenômenos, nem

poderlamos conslderar que os que ela aborda seJan mals

"fundamentats"; são, apenas' nals slnples.

Podemos encarar també¡n desta fonma os dols prlnclplos

ideológicos que dlstlnguem os obJetos da Ter¡nodinâmlca dos do resto

da Ffslca (as mecâ¡icas Hamiltonla¡las e/ou Lagrangeanas como a

clássica, a relativistlca, a quântica e as teoria de campo):

iv) Principio da evolução: um processo num universo

termodinâmico é uma sequência ordenada de estados. Espontaneanente

(o que é redundância fala¡ sobre um U) um universo jamals necorre a

um estado pelo qual já haja passado.

v) principio da Joulea¡¡idade: um universo termodinåmico tende,

com o passar do tempo, a um estado de equilibrio no qual cessam

todas as tra¡rsfonmações (todos os Processos) que ocorrem. Este

estado final depende aPenas da energia total e dos vfnculos

grandezas conservadas e configuração fixa - a que o u esteja

submetido; send,o assim é possivel deterninar o estado de equilibrio

a partir de uma propriedade física expressa Por uma função

matemática. Esta função ê chamada "entropia" e depende apenas da

energia, das grandezas extensivas e da configuração do universo'

Muita po).êmica pode ser levantada sobre o "status" destes

principios ldeológlcos. Será a Termodinâmica uma I'lecârrica grossa'

imperfeita, "macroscópica", ou será a reverslbilidade intninseca

aos objetos do nesto da Fisica aPenas una aProximação ldealizada ao

comportannento dos objetos fisicos reais? o gue dizer ' por

exemplo,da "explicação" da lnrevensibtltdade PeIa tmposslbllidade

neal do isolamento de qualquer objeto fisico (alnda ¡nais se

7



estlvermos efetuando ¡nedldas sobre ele) ?

Esta polênica pode sen multo sadia à Clência, se estlver claro
aos polemistas seu caráter ldeológlco. Mostrar este caráter é, sem

dúvlda, um dos malores méritos dos trabalhos e enslnamentos de N.

Bernardes. Não vamos aqul extender mals esta dlscussão; vanos, como

Já dlssemos, tomar estes principios cono definidores dos obJetos

dos quais a Ternodlnâmlca se ocupará.

Estes prlncfplos que dlscutlmos, só de passagem, são os que

estão por trâs das "leis da Tenmodinåmica", formuladas usualmente

como:

- Lei zero : existe o estado de equillbnio num unlverso.

- Pnlmelra lel : a energia de un unlverso se 
"on=.trr"t

- Segunda lei : a entropia de un unlvenso nunca dlminue no

decorrer de um processo temporal.
(não nos interesa aqui discutir a terceina Iei, a "lei de Nernst".)

Note-se que as leis da Termodinâmica são expressas nu¡na maneira

que torna natural a formulação holotrópica, formulação esta gue

exptlcitarenos a seguir. A Termodinâ¡nlca nada pode afirmar sobre as

partes de um universo sem levar em conta o que acontece a todo o

resto. Em uma situação particular, como a que analisamos no Cap. III
e que corresponde ao grosso das situações experimentais, é possivel

estudan o compontamento de um universo focallza¡rdo nossa atenção em

apenas uma das partes; mesmo neste caso a formulação hoLotrópica é

mais adequada por permitir melhor a compreensão "intuitiva" dos

problemas da Termodinâmica e esclarecer, como venemos nesta

dissertação, questões meio nebulosas ligadas às transições de fase.

A formulação holotrópica da Termodinâmica consiste no enfoque

f Ur" forma mais sofisticada desta lel, nais próxlma ao prlncipio

da Jouleanidade é a afirmaçáo "a energia lnterna é uma variável de

estado".

I



nas transformações ( "tropos" ) que se processan na entropla de um

universo ("holos"). EIa revela uma série de pnoblemas lnteressantes
nos casos onde não se pode passar à fonmulação nerotrópica
(transfornações que sofne a parte),e nesmo também quando lsto é

possivel. É, por outro lado, de fundamental lmportåncIa para a

conpreensão da nelaçäo entre a Termodinânlca e a Mecâr¡ica

Estat istica (Bernarde=t"' ) .

PeIo pnincipio da fragnentação deve ser possivel descrever o

estado ter¡nodinâmico de um universo composto em termos dos estados

de suas partes. A Termodinfunica Clássica, conju¡rtlva, define ì,rna

função entropia instantânea (em geral fora do equillbrlo) cono

sendo

s (r) ( r r-1 )
U

(onde i é um indice que designa as partes do universo). Esta é a

regra de composição de entropia mais sinrpì.es possivel. Ê, contudo,

capaz de dar conta satisfatoriannente da maioria dos problena-s que a

Termodinfunica te¡n levantado. Um ponto onde talvez eIa falhe
éjustamente em prever a divergência no calor específico associada a

pontos criticos.
lÞvemos dizer que não é um ponto pacífico a deflnição de una

entropia fora de equillbrio, sendo, considerada por alguns cono

desprovida de sentido físico. Isto certa¡nente não pode ser levado

à-s úLtimas consequências sob pena de descartar a possibilidade de

descrição de processsos dinâmicos. O que faremos a seguir

conseguirá de uma certa maneira conciliar os dois pontos de vista,
já que definiremos a entropia fora de equil.ibrio de um universo no

qual as partes estão en equilibrio interno (o que pernite definir
sem dificuldades a-s entropias Sr(t) ). Não será um arnoubo multo

grande, portanto, escrever a expnessäo (II-1).

T S (t)
t

I

I



t
b) Entnopla classlca de u¡D rr¡lverso couposto pon partes eB

equllibrlo interno.

Façannos uma hipótese de trabalho que nos penmitirá escnever de

uma ma¡reina bastante sinples a entropla clásslca, expnessão (II-1).
Suponhamos que todas as partes do U esteJam em equilfbrlo lnterno;
isto significa que não nos lnteressa fragmentar estas partes em

partes alnda menores Já que provavelmente nada ganharemos com isto
(e, de fato, na Termodlnâmica Clássica nada ganhamos). Nestas

condlções a entnopia de cada parte i sená

sr (t ) = sïo(s, (r), {€, (r)} ) (rr-2)

É ae fundamental inportåncia que os processos que oconrem com as

partes sejam sr:ficientemente lentos - quaslestátlcos - pa¡a que

esta hipótese seja realista. PeIo principio da Jouleanidade, que

cada parte lndividualrnente deve obedecer, a entropia =r"o só

depende dos valores de Er,{€r} (energia e um conjunto de grandezas

extensivas) e de vinculos tipo configr:ração.
Vamos por simplicidade tonar um universo U composto por duas

partes, A e B (simbolicannente, U=A+B). Consideremos que as partes
trocam apenas energia (E) e uma grandeza extensiva (X). Não nos

interessará aqui discutir o caso quando a configunação (do u e,/ou

das partes) é deixada variar e trataremos então o volume como uma

gnandeza extensiva (o volune seria, mais propriamente, uma gnandeza

de configuração; nã.o podemos defini-Io como un operador quântico
assim como é possível para as graldezas extensivas como núnero de

partículas, magnetizaçáo, momento, etc. ). Jâ, que nenhuma outra
grarrdeza extensiva é deixada variar neste universo, a entnopia su

poderá ser escrita como

S=
U

siq {ro,x^) + siq {rr,xr) = su(Eo,x^,Er,xr)

10
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(a pantlr de agona omitlremos o supenescrlto
referirnos à entropia das pantes).

Neste unlverso valem as leis de conservação

(rr-3)
"eq" quando nos

E
U

E
B AB

=f, + +V = cte
( r r-4)

x
U

=fi +
A

X
B

= cte.

Vamos fazer agora outra hipótese que slmpllflcará nosso trabalho e

alnda asslm permltlrá descrever sltuações bastante genals.

Suponhamos que A e B lnteragem multo fnacanente, ou seJa, que o

potenclal da interaÇão V^" é sr¡flclentemente p"qr.rot en relação a

E e E_ para gue possamos escreverAB

E =E +E
UAB s cte ( r r-s)

A entropia Su se escreverá agora

s S(E + SB(E'- EA,Xu- Xo) = Su(Eu,Xu;Eo,Xo)

No estado de equilíbrio a entropia não pode,

depender de Eo,Xo. Teremos então

(rr-6)
pela Jouleanidade,

t A consideração dos casos onde a intenação não pode ser
desprezada é muito interessarrte mas não a desenvolvenemos aqui

nesta dissertação. É possível, por exenplo, Justificar o

deslocamento de Bernardes (discutido no item III-c) pela aplicação
da regna de composição (II-24) a universos onde a lnteração é

signif icat iva (Lima(7) ) .

X
AAU

II



a
tuto = sutq{Er,xu) = su(Eu,xuiE^ ,x^-) =

= s^(E^t, x ) + ss(Eu- Er .x-.U
t t t

x
A

(rr-7)
^

onde Ei = EltEu,Xu) e xi = xltuu,Xu) caracterizann o estado

termodlnåmlco da parte A (e por decorrêncla da parte B) guando o

rl¡rlverso está em equlllbrlo (va-mos a partlr de então omltlr també¡n

o superescrlto "eq" en sfqlur,xr) ).

L2



t^
c) Princlplo dinamlco:

t
estaclonarios.

lei das forças ê doe flr¡<os. Estados

A segunda lei da Termodinâ¡nlca pode ser expressa como

(rr-8)

dS
(e e + A ( rr-s)

A dt

onde

( r r-10)
X E

(i = A,B)

são definidas como as intensidades dos estados fragmentos. Deve ser
feita a ressalva que os fluxos dE^/dt e dx^ldt sejam

suficientemente pequenos para que o processo possa ser considerado
quasiestát ico.

As Ieis da Termodinâmica devem ser suplementadas por um

principio dinâmico que nos permita descrever as tæ<as de variação
temponal das grandezas extensivas das partes. No caso da

Termodinâmica Clássica este é representado pela Lei que associa os

fluxos às difenenças entre as intensidades das partes:

0
dS

U

ar

PeIo que obtivemos no item anterior isto deve ser escrito co¡no

dX
( II^- IIB)

dE
Aa'B

U

dt

ôSì

*lTf
I

ee
asl

"l

e

dE
A

dt

dX
A

dt

= f (Â9, ÂII)

= g(Âe, AIf)

(rr-11)

valendo

13



dXdE
A

Ar
A

dr =Q é=+ A0=Â|J=0 (rr-t2)

razoâveL Jâ, que para valen a

ser pequenos) poderemos então

Para Âe e ÂII

expressão ( II-2)
escrever:

pequenos ( lsto é

os fluxos deven

.,4 = L Âg + L AIfoE 11 12

dE

dX
A

e (rr-13)

dt L À9+L ÂIf2t 22

L..^ez+ (L.^ + L^-)ÂeÂTf + L^^AIf haverá de ser uma fonma posttlva11 L2 2r- 22

deflnida para que valha a expressão (II-1).
Os estados estacionários do univenso, definidos como sendo

aqueles para os quais todas as taxas de variação são nulas, são

portanto todos os estados para os quais se tenha

o(E.X)=o(E-E.X-X)AA-ABUA'UA
e ( rr-14)

II (E X)=Tf(E-E.X-X)ABUA-UAA

Esta lei pode ser justificada cono una generalizaçâo da

observação empirica de que diferenças entre lntensidades engendram

fluxos espontâneos (diferença de tenperatura engendra fluxo de

caLor, etc. ) que, por definiçáo, aunentam a entropi. Su.

Na superficie Su(Eu,XutEo,X^) = S^(E^,X^) + SB(E'-EA,X'-XA)

os estados estacionários correspondem a extremos (máximos ou

minimos), pontos de sela ou de inflexão, já que neste pontos são

nulas as derivadas

A
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=o-eAB

(rr-1s)

= II-
A

I
B

A exlstência de mals de um estado estaclonárlo e a establlldade
destes estados estacloná¡los está relaclonada à convexldade de Su.

Aflur de podernos prossegulr deveremos abnlr um parênteses para

deflnlr en bases firmes os conceltos que necessltare¡nos de função

convexa, funçäo côncava e de convexidade de una função nuna reglão.

É lsto o que será felto no ltem segulnte.

8Sì
UI

4
ôSìul

*J

E .X .Xu'u'A

E .X .Eu'u'A
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d) Concavidade de funçoes de uma e duas varlavels.

Pedimos Iicença para contraniar a tnadlção de se falar em

"convexidade" (que chega ao extreno de alguns autores preferlrem

fala¡ em "convexa para baixo" ao lnvés de 'rcôncava" ) e no lugar
falarmos em "concavidade" de una função. A razâo mals forte para

isto é que lldanos, na Termodlnâmica Holotrópica, com funções que

são ou côncavas (em todo seu domínio) ou predonlnantemente

côncavas. Já que vamos aqui unifor¡nizan una linguagem que usaremos

ao longo de toda a dissertação, preferlnos fazê-lo desta ma¡telna.

Dizemos que uma função de utna variável y(x) tem concavldade

definida quando, qualsquer que sejam *, " *,

(rr-16)

v(i) > i
onde

i = (l-a)x, * 
^*.

i=(l-a)V(xr)+ay(x"),
com0=as1.

Nestes casos y(x) é dita, respectivamente, convexa ou côncava.

Na fig. II-1 representamos uma função côncava definida. Como se

Vê, se y é côncava então -y é convexa e vice-versa.

De maneira semelhante dizemos que uma função de duas variáveis

y(x,z) é côncava ou convexa definida conforme, respectivannente,

v(i,¿) > i
ou (rr-17)

v(i,2)
onde

i = (1-a-b)xr+ axr+ bx",

= (l-a-b)zt+ az2+ bz3

v(i) < i
ou

.i

z
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Fig. ll 2rr

%(.)

0 4- *t4
æ,

Fi9- II-'?e. 9(x! função cÔncåve exceto num interveto'

A funç3o 9(x) é convexå ¡ro intervalo entre x. ê xx e côncava

dele. Em x = *- ot¡ xx a furç3o rrSo posgui concavidede deflnidå

derlvade segunda se anula netteE Pontosl'

for¡
( su¡



$ 
(')

Fis, ll- 1

Fig. lI-1. 9(x) furrçgo c6ncävà de uma vår,iÅvel.

0
0
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4P(* )

Fis ll ll,

lPn

.t?^

0 4- q-

Fig. II-?b. P(x) derivada de umà função çêncava exceto nr¡m

i ntervel('.

A derivada de g(x) (Fis. II-?¡) ó crescpnte no intervalo entre x- e

x- e decrescente for¡ dele. P- ê P, são extremos locais de p(x).

0



i = tl-a-b)Vr* "yr* bV. ,

com 0 s a = 1, 0 s b = 1 e 0. a+b = 1.

Se isto não valer para qualquer terno (xr,zr), (xr,zr) e (xr, za)

então y não possui concavidade definlda.
Esta definição é equivalente a dlzer gue una função côncava é

ta1 que sua curva (supenficie) está senpne abalxo de uma reta
(pIano) que a tangencie. Em outras palavnas, num deslocamento

ir¡finlteslmal ôx (ðx e ðz) sobre qualquer ponto x (x e z),

ô*v < v'ôx
(II-18)

(o*,rt a V* 5x + Yr'ôz)
onde

y' = dyldx lVx =- ôy/ôx " 
y, = ôy/ôz). Se isto não valer em

todos os pontos então y não tem concavidade definida (se va]er, y

é côncava neste caso, convexa se a desigualdade acima for
invertida). Esta úItima definiçáo de concavidade nos será mais útiI
por permitir tratar a concavidade como pnopriedade da função num

ponto e nã.o desta como um todo: diremos que una funçáo tem

concavidade definida num dominio se em todos os pontos deste

doninio a função tem a mesma concavidade'

Numa função de uma va¡iáve1 só é possivel que a concavidade náo

seja definida em pontos isolados. En outras palavras, uma função de

uma variável é sempne côncava ou convexa por intenvalos, intervalos

estes separados Por pontos onde a concavidade não é definida.

Mostramos na fig. II-2 uma função côncava-convexa-côncava como

exemplo do tipo de funções com as quais nos defronta¡-emos no

decorrer desta dissertação. Uma função de duas variáveis, PoP outro

lado, pode não ter concavidade definida em regiões ou mesmo em todo

seu domínio. Teremos em geral

ðy-y'ôx-y'ôz
r ô2vl__t
z axz)

2
Xô + ^¿Òzx

( r r-20)
z
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ti9, ll-J,

NÀo 'coÈ¿CÂv^

D

coñcÀvÄ

o
t)

Fig. II-3. sobre e posslvel ocOrrÔncia em diferentes Pontos dog

mesmos veloreE. dås derivades de uma fur¡ç3o de duas v¡riåveis

9(xrz).

A função g(x¡i) rÊo é côncava na região hachuriada' As derivedas 9'

e g: podem asçu¡nir o9 meslnos valores nos Pontos A e C ou A e D. l€o
podemr contudo¡ em A e B jå que estes Pont¡¡g eçt5o eonect¡dos P¡¡ l'l¡

segmento de rs.t¡ lnteiramente contido numa região dc cor¡cåvidåde

definida.

c

A

B



Para que y(x,z) seJa côncava ou convexa definida nuna região esta
forma quadrática deverá ser necessarlamente, nespectlvamente,

negatlva definida ou posltiva definlda nesta reglão; caso contránlo
seu sinal dependená da relação entre os deslocamentos ôx e ô2. A

condlçäo necessá¡ia e suficlente para que (II-2O) tenha sinal
deflnldo é (ref.8)

a2vì_t
u*') zd̂z

^2dy

]"
>0 (rr-27)

o que lmpllca que

(rr-22)

devem ter o ¡nesno sinal pa¡a que y tenha concavidade definida. A

condição (II-21) pode não ser satisfeita em regiões finitas do

plano x,z mesmo quando as derivadas "puras" (fI-22) tem o mesmo

sinal (ou seja, nesmo quando y tem a mesma concavidade em x pa;-a z

mantido fixo e em z para x mantido fixo).
Uma decorrência importante do fato de uma função analitica y ter

concavidade definida numa região do seu domínio é a monotonicidade

de suas derivadas, decrescente se y é côncava ou crescente se

convexa. Como resultado suas derivadas V" a V, náo poderão assumir

os mesmos valores em pontos diferentes ligados por un segmento de

reta totalmente contido numa região de concavidade definida (fig.
II-3). O argumento é como segue:

Definimos a derlvada total de y na direção da reta que liga os

dois pontos,

¿

e

år="# ôy
ôz

+b (rr-23)

18



lþntro de uma reglão de concavldade deflnlda dyldt é nonotônlca, Já,

que (II-21) tem al slnal deflntdo. Sendo asslm dy.zdt não poderá

assu¡nlr o nesno valor em pontos dlferentes sltuados sobre u¡n

segmento de reta contldo intelna¡rente nesta reglão. Ora, que dyldt
seJa igual nos dols pontos é condlção necessárla para gue Vi " VL

seJan iguais neste dols pontos, o que prova o que querfamos.
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Fiu. ll-4

4
J*

Fi9, ¡l-q. Estabilidade dos estados estacioné'rios'

As setåE, indicam a direçgo da evoluçEo esPontAnea do universo e

partir de condições inici¡is próximas eos estados est¡ciorÉrios

1r?r3 e 4. I e 4 Sgo estadoe estaciorrårig5 e5tâveis¡ Por ser nlior¡

I é o estado de equillbrio é 4 um estedo ¡¡s¡¡s5tÁvel' ? e 3 sto

estados estasiorrårios ¡¡stáveisi ?, u'n Ponto de inflexãor 
'b

insÈavel em relaçEo a Perturbações ó.la negetiveÉ c e¡stÁvel gtr

rel¡çEo À¡ do gln¡l opostor ¡ngu¡nto 3r utr nlnlmor ó lr¡¡tlvel r¡t

relaç3o ¡ PerturbåçEles de quelquer sinal'

0
¡Lt0



e) Instabllldade, npteestabtlldade e equlllbrlo ent.re fases

A entnopia Su(t) só pode crescer ou ficar estaclonárla no

decorrer de um processo temporal. Quando o univenso atlnge um

estado no qual a entropia seJa máxima não exlste estado nenhum nas

suas vizinhanças imediatas papa o qual ele possa se deslocar sem

diminuir sua entropla. Como lsto é pnoibldo pela segunda lei da

Tenmodinâ¡nica, o unlverso terá de permanecer neste estado de máxl¡ro

de entropla. Os máximos de Su são portanto estados estacloná¡los

estávels do u¡riverso. PeIo gue vlmos no ltem anterlor para que a

superficie Su(Eu,Xu;Eo,Xo) possua mais que un máxlmo é necessário

que exlstam regiões no plano E^,Xo onde ela não tenha uma

concavidade definida, ou bem seja convexa.

Por outro lado os estados estacionários que não correspondem a

máximos da entropia (minimos, pontos de sela ou de lnflexão) são

estados lnstáveis já que o universo pode se deslocar a outros

estados sem diminuir a entropia. Na fig. II-4 representamos

graficamente a discussão sobre a estabiLidade de máximos, minimos e

pontos de inflexão como exemplo do que queremos afirn¡ar. Note-se

que un deslocamento sobre um estado estacionário instável, poderá

engendrar fluxos que tendenáo a afastar o universo deste estado, a

depender da direçáo deste deslocamento (sobre um estado de minimo

da entropia gualguer deslocamento)'

Dentre os máximos de Su o maior deles ( o supremo de

Su(Eu, Xu; Eo, Xo) ) e tomado como o estado de equilibnio

ternodinâmico ao Passo que os outros são chamados de "estados

metaestáveis". Enquanto é possível imaginar um Processo

termodinâmico que leve o univenso de un destes estados metaestáveis

ao estado de equitibrio, o inverso é proibido (processo

irneverslvel ) .

Pa¡a certos valores de E-,X-- pode acontecer que dois (ou mals)U.U.
máxlmos tenham a. mesma altura, sendo ambos iguais ao supreno de
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Su(Eu,Xu;E^,X^) e, pontanto, estados de equllfbrlo. Falarenos neste

caso que ocorre equllfbrlo entre duas (ou mals) fases, sendo cada

fase u¡n destes estados de equllfbrio ter¡nodinâmlco. Ê, possfvel
portanto lnaginar ìlm processo peverslvel que leve o unlvenso de u¡r

destes estados aos outnos estados de equlIlbrlo.
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^tf) A segunda lel da Termdlnamlca Claeslce com rlna regna de

courposiçaã da entnopia de equlliu.fo.

Se abdlcarmos da descrlção dlnâmica de um unlvenso, nos

pneocupando apenas com seu estado de equllfbrlo, poderemos

expressar a segunda lei da Ter¡nodlnârnlca como uma negna de

composlção da entropla de equllbnlo de u¡n universo composto. De

fato, na Termodinånlca Cláss1ca,

s'e= s (E.x) = sup { s(e,x) + s(E- E,x- x)lu u-u'u- r^,1^' A-A'A' B'u A' U A!

(rr-24)
onde a regra de composição é expressa como um funcional (sup) da

soma das entropias das partes, soma esta suJelta aos vinculos

E
U

=f, +
A

E=cte. e X =[BUA
+ x

B
= cte.

( interação fnaca, por hipótese). Esta regra satisfaz
simultaneamente, como deveria, ao principio de Jouleanidade, à

maximização da entropia do universo e à aditividade (a escolha

CIássica).
É preciso reconhecer que essa regra de composição é uma escolha

particular entre outnas regras possÍveis que definissem teorias

isomorfas à Ternodinâmica Clássica. A fonmulação da Termodlnâmica a

partir de uma regra de composição geral e o estudo das propriedades

necessár1as para que essa regra possa geral una Termodlnâmlca

isomorfa à clássica ê o gue ê chamado por N. Bern.r'des(6)

"Termodinâmica Generalizada". A fornulação holotrópica é

indispensável ao colocar mesmo desta questão e, assim, à pencepção

da intima relação existente entre a Ter¡nodinâmica Clásslca e a

Mecânica Estatistica de Gibbs, por exemplo.

AIgo deve ser dito ainda a respeito da justiça da fonmulação da

segunda tel da Termodinâmica através dessa regra de composição. Se

22



tomamos a lel das forças e fluxos como exata surge o pnoblena da

não Jouleanidade do unlverso nos caso onde exlstem mals que um

estados estaclonárlos estávels, pols então o estado flnal do

unlverso dependená do estado lnlclal (nesmo asslm esta dependêncla

não será multo forte). Não poderfamos portanto definir a entnopia
de equlllbrio como o supremo da soma das entnoplas das partes.

Exlste, entretanto, Jâ uma tradlção na Termodtnâmlca e na

Mecânlca Estatistlca de tratar a evoluçáo temporal de um unlverso
como um processo estocástlco gue afeta a uma distrlbulçã.o de

probabllidades (nepresentante, na lfecânlca Estatfstlca, de um

universo termodlnåmlco). Na Termodinâmlca lsto stgniftca consideran

a lel das forças e flu<os como vállda, mas ao mesmo tenpo com o

universo suJeito a flutuações (nas grandezas extensivas das partes)
que podem afastá-Io de um estado netaestável, a ponto dele acaban

indo parar num estado estáveL de entropia maior que a inlcial.
Neste contexto esta regra de composição da entropia de equillbrio
se torna plenamente justificada.
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III
t- TRT,NSIçÃo or FASE Ntlr uNrvEnso collposro FoR REsERvAToRros DE

CALOR (R), TRABALHO (!f) E Ul,Í CORPO PEQIIENO (cr) (U=a+R+!l)

Este capftulo tem um papel central nesta dlssertação.
Desenvolveremos aqui as ldélas apnesentadas no capitulo anterlor,
aplicando-as ao tlpo de universo de malor importâncla na teorla e

na experiência ternodinâmicas e, em partlcular, nas dos fenômenos

de transição de fase. É este o universo composto por uma "estrela"
q. e reservatórios de calor e trabalho, no qual explonarenos o

significado físico das transformadas de Legendre da entropia de u

como a. entropia de equilibrio deste universo; a formulação

holotrópica deixa transparente este fato.É suficiente que S* não

seja côncava em todo seu dominio, para descrevermos totalmente o

fenômeno conhecido como "transição de fase de primeina ondem".

Neste contexto denonstraremos a regra de Gibbs, que dá o número de

fases que poden coexistir em equilibrlo num universo, e a equação

de Clapgyron, que relaciona a inclinaçäo da curva de coexistência
entre duas fases à distâ.ncia entre os estados de equilíbrio
representados por estas diferentes fases.

Afi¡n de discutir em toda sua extensão a problemática nelacionada

às transicões de fase iremos adotar uma forma particular (mesmo

assim ainda bastante geral) para a forma de So, não côncava em uma

centa região do seu dominio. Esta forma abrange os exemplos mais

famosos de equilibrio entne duas fases, os nodelos do fluido de van

der lJaals e do magneto de Curie-lleiss. Sua grande importância está

em exibirem o que se chama ponto crítico, assunto que será tratado

no capitulo seguinte. Discutiremos aqul os significados fisicos da

não analiticidade das funções termodinâmicas que descrevem o estado

de equilibrlo do universo e da chanada construção de l,faxwell De

posse disto poderenos discutlr, finalmente, como devem se dar as

proprlanente ditas "transições de fase" em universos reals,
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e

a) Entnopla do unlvenso e es tnansfonnadas de Legendre da entnopla
do corpo pequeno.

Consideremos o universo composto por um corpo pequeno (r, um

neservatórlo de calor R e um reservatórlo de trabalho - que

tomarenos como un mecanismo ldeal - Mt Por reservatórios queremos

dizen que R e M são tão grandes en nelaçäo a c, que a interação
entre eles não chega a. alterar significatlvanente suas

intensidades. Valem as lels de conservação

E +E +E =f, =cte.ARüU
(III-1)

X +X =[ =cte.d. l{u

A entropia de um reservatório de calor pode ser escrita cono

função apenas da sua energia, Já que ele não troca outras grandezas

além desta:

S =S(E)RRR (III-2)

Pa¡a un mecanismo ideal valem as nelações

t Os resultados que

u=o*RQ,* (neservatório

um U=a,+R+M onde Xu

pseudo-ter¡nodinâmi ca"

eIétrlca, etc. ), que

unificada.

vanos obter tanbém sáo váIidos para um

de calor e da grandeza extensiva X) e para

não ê una grandeza conservada (una "variável
(4)de Tisza'-', como nagnetização,polarlzação

poden assim ser tnatados de uma maneira
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e

E =E(X)xHË

S = cte.
H

dE
R

(III-3)

(III-4)

A entropia deste universo sená escrita como

Su = S*(Eu,Xu) + S,r(Eo,Xo) - t*(Eo + 9rXo) (III-5)
onde

SR(E', Xu) = SR(E'- Ex(xu) ) , (III-6)

dS
(III-7)e=

R E=E-E(X)RUIIU
e

9t=
dE

x (III-8)
dXll

X=Xt{u

Esta e>çressão é obtida retendo-se ternos en até prineira orde¡n en

E/Eu e Xo/Xu nas expansões de Taylor da energia do meca¡rlsmo E" e

da entropia do reservatório S*:

Eü(xH) = Er(xu - Xo) = Ex(xu) * 9rX' (III-9)

SR(ER) = SR(E'- Ex(xu) - 9"xo- Eo) = sR(Eu- E,r(xu) ) - oR(Ec+ 9"Xr)
(rrr-10)

Denotaremos 0"9" Por trn.

No equilibrio a entropia deste r¡¡riverso será dada por

S(E.X)=U- U' U I sc[(Ecr,Xr) - o"Eo - tr"xo | + S^(Eu,*u) =sup
E .X

d.' d.

= so(El,x"l - e*u.. IIxRC[
+ sR(Eu,xu) (III-11)

Esta é, a nenos da consta¡rte aditiva s"(Eu,xu), a definição de uma

tra¡rsfor¡nada de Legendre da entropia So ,

x

rt
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f(e .il ) =R'R -oE -Trx I
R(I R(t, I

sup
E .Xq.' c(

{stE.x)rcd--a"

llt

= sup
X

transformada esta que troca as variávels Eo,X,. respectivamente por

eoL= ASa./AEe " ilo= ASa/AXú, lguais a O* " [* Jâ, que estamos nos

referindo ao estado de equillbrlo. Esta função é lgual à enengia

Iivne de Gibbs dlvldtda pelo negatlvo da tenperatura absoluta:

{ r{ e", il"; Er, x,r) I f (OR,If"; E,r, Xrr) (rrr-12)
E uu

f(e .II ) = -R-R
( r r r-13)

Este é un aspecto muito importante da formulação holotnópica da

Termodinâmica CIássica : os potenclais termodinâmicos (que na

representação entrópica sáo as funções de Massieu, transfonmadas de

Legendre da entropia de a) representann fislcamente a entropia de

equilibrio de um universo composto pelo a e por reservatórios

adequados.

O estado de equilibrio depende apenas de O*,II* que, PoI sua vez'

dependem apenas de Eu e Xu, garantindo a Jouleanidade do universo

no caso do estado de equilíbrio ser único. EIe é caracterizado

pelos valores

G(TR, gü)

T
R

r*E =E(O.If)q.uR'R =- ôrl
-t
ôe lIIR/R

( r r r-14)
*
&

ll
Xx

&
(e.II)

R-R

para os quais Su assume o valor supremo e pode ser determinado como

o ponto onde um plano da famíIIa C * g"E, * ["Xo oscula a

superficie S (E , X ). Se isto ocorrer e¡n nais de um ponto o estado
a c[' a"

de equilibrio não será único e falaremos então em equilfbrio entre
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fases.

deS:
g.

onde

o(0 x
R, ct

= Sup
x

ct

Pana conclulr vamos deflnir alnda outra transfornada de Legendre

sup
x

d.

{ so{Eo,xd) - eREa | =

.l o{e*, xo; Eo) I O(eR, Xo; Ul) (rrr-1s)

lgual, a nenos de una constante aditlva, à entropla Su de un

universo U= c + Remequillbrlo. Estaé escnltaadltlvamente como

I ttO(g-,X)=S(E-,XR-AUU ) = lÞ(9",Xo;E*) (III-16)-sER6[

l, r*, Xr) = *aJ 
"_

aoì
-t
ôxlur

q.

(rrr-17)

é a energia da "estrela" cr no estado de equilibrio deste univenso.

É facil verificar, assim como às expressões (III-14) e (III-17),
que

E =f,
t
a

TT ( r r r-18)
R

Sua relação com o potencial termodinâmico na forma engotrópica é

F(T x)
d.

o(oR, xa) (rrr-ls)
R

onde F(T x ) e a energia llvre de Helmholtz.
Rt g

(
e

xa
t
&

E
ct
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b) Regna de Gibbs do equilibrio entre fases. Eguaçao de Clape¡'ron.

O estado de equilíbrio num Lta+R+M é dado pelas coordenadas

g',Xl do ponto onde um plano da familia C + e-E- + II-X-. oscula a-s.'-'ü. R c R q,

superficie S Se S- não for côncava em certas negiões do seu
u

domínio isto poderá acontecer em 7,2 ou 3 pontos difenentes (em

casos nuito particulares 4 pontos ou mals), conforme os valores de

e_ e II_. Nestas condições diremos que o universo exibe 1,2 ou 3
RR

fases em equilibrio.
O equilÍbrio entre duas fases ocore ao longo de una curva

II_(e_) determináve1 a partir do sistema de equações
TR

+
E

1

+
E

7

rt

1

) = l(0",II*;

l}lII(E.X)s.3-3

E:,

tt
= II (E.X )s.2-2

e
lfo (E .X )cr,' 3- 3

t
g

If

X

r¡

x
1

=O( X )=oa 2
)

diferentes
A equação

( IiI-20a)

( r r r-20b)

E Xe
1 1

(III-20c)

&

a.

R

( il
R

f(eR,["iEr,X,
lt

E
2
,ri) = f(eR,IfR) (III-2oc)r¡t

trt

Para isto é necessário que existam soluções
*li

E-,X- para as equações (III-2Oa) e (III-2Ob)'
2'2'

fornecerá então uma condiçáo sobre o par O",[*.

No caso do equlíbrio entre 3 fases teremos adicionalmente

( I I I-21a)
R

TT
R

( r r r-21b)

f(eR,[*) = f(eR,n";U],Xll (III-21c)

Se existirem entáo 3 soluções distintas (chamamos a tercelra destas

ae f], Xll a igualdade da entropia Su para estas 3 soluções imporá

duas condições sobre o par O^,[*.Teremos, asim, o equilibrio entre
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3 fases ocorrendo apenas

Vemos também que em geral

entre 4 ou mals fases Já

sobredeterminado.

Isto que acabamos de

coexistência entre fases,

pana un deternlnado valor
não tenemos solução para

que o slstema de equações

do pan 0r, [a

o equl I ibrlo
estará então

ver é o que se chama regra de Gibbs da

faci Inente general izáveI quando Su

depende de un número de grandezas extensivas de a diferente de 2.

Se considerarmos que a é um slstena extenslvo cuja entropla

depende só de Eo, Xo " No , onde No é o número de moles de q.

mantldo constante nas trocas entre c,, R e M - então da relação de

EuIen

S(E.X.N)=OE +IIX +iH
d- d-'d_'d. d.a q.a ua

(rrr-22)

resulta que

(rrr-23)

(onde ,r. é o potencial quimico) é o mesno para as fases em
'd_

equlibrio. Isto significa que frações da substância de a em fases

correspondentes aos diferentes estados de equilibrio podem

coexistir sem que haja troca de substância entre elas.

Vamos agora deduzir a inPor tante equação de Clapeyron que

relaciona a inclinação da curva de coexistência às diferenças entre

os valores das grandezas extensivas de a em cada uma das fases em

equilibrio. Façamos em (III-2Oc) deslocamentos ô0" e ôTI" de maneira

gue 9_ e II_ correspondam sempre ao equilibnio entre duas fases, ou.RR
seja, ao longo da curva Itr(9R). Quer estejamos sobre a fase 1 ou

sobre a fase 2, como elas Possuem semPre (pela definição de fases

em equilíbrio) a mesma entropia, as variações ôf, e ðF, serão

i guai s:

pu
ASì

(t, l

-t
aNlg.r

=-8 u
ü'd,,XaE

",= *Jn*u'" . in]r*on"

d.

ôf
Tt 

ðo" *
R

ôII
R01

arì1l

-I
ael

R/

ôrl1l

-t
aill

R/ R
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Usando que

e

(i = 1 ou 2), chegaremos finalmente a

arìrl
-t
aol

R,,

R

dII
T

æ-
R

s(RT
*-e (E

R2

d(09)RT
d0

R

=t +e
T

+
E )-e

e =-X
R

t

=t T
T

xl-xil.ts

( r r r-24)

( r r r-2s)

(rtr-27 )

(rrr-28)

(rrr-2e)

(rrr-30)

t ônlrl
ôIIl

R¿.

t
EIf

R

E
1 (rrr-26)

ll rt
x

Esta é a equação de Clapeyron na forma entrópica. Na forma
ergotnópica (representação em energia) teríamos

dïf
T

d0
R

(E
2

t

12
x

dg
T

n ãe-
R

dg
T

dT
R

Por outro lado, como

)SFf

)

Igualando as expressões (III-27) e (III-29) vem

poderemos escrever, substituindo e¡n (III-26),

1¿ 1

rF t

2 1

It
S

1

I

1
x

S

+
x

2
T

g
dIt

Tr
R

rt

*
x

1
X

2

*T(
R

dg
T

d0
R

2

t
S -S

2
t

I

que é a equação de Clapeyron na forma engotnópica.
ttT-(S- - S- ) é definido como o calor latente da transição,R2 1
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signlflcando a quantldade de calor que o neservatórlo deve ceder a

cr para que o unlvenso vá nevenslvel¡nente da fase 1 à fase 2.
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c) Escolha de ur¡a fonma parttcular pana So que exibe coexlstlncia
entre duas fases: o deslocaupnto de Bernardes.

Para que o U=a+R+M exiba uma transição de fase, Sc(Ea,Xq) não

pode ser côncava em todo seu domlnlo. Tomaremos a pantir de agora
para nossa anáIise um caso particular entne os que exlbem a
coexistêncla de duas fases, aguele no qual So é côncava en relação
a Eo, qualquer que seJa o valor de Xo, mas não é côncava, em certas
regiões Iimitadas, êtr nelação a varlações simultâneas em Eo e

xa
Com esta escolha nåo perderemos multo em genenalldade nas

ganharemos na simplicidade do tratamento: trabalharemos com a.

entropia do universo (a ser maximizada no estado de equilibr'io)
como função apenas de uma grandeza extenslva de a (Xo), empnegando

o potencial O que teremos certeza ser continuo e diferenciável em
+e .xR' (x,

Por outro lado, os exemplos mais significativos de equiliibrio
entre duas fases, pelo menos para o iniciante no estudo das

transições de fase, são as transições líquido-vapor num fluido de

Van der lJaals e ferronagneto-paramagneto num nagneto de Curie-l.leiss
que possuem exatamente esta forma:

relação a Eo,

diferenciável.

<0,

por hipótese é continua,

sua transformada O(Oc,

dlferenciável e

x

(rIr-31)

concava em

contfnua e

t Já oue S

d.
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qualsquen que seJam E e x
aa

<0 ( rrr-32)

em certas negiões. Ê necessárlo que So seJa predoninantemente

côncava (ou seja, que So só seJa não-côncava em certas reglões)
para que possanos falar em equllibrlo termodlnâmlco neste unlverso.
A condiçäo (III-31) nepresenta a establlldade tér¡ntca do corpo c,,

satisfeita aparentemente por todos corpos neals.

Quadro III-1. Entropias deslocadas.

sa(E, v, N) = Nk. In{ (r+a¡¡zzv)""(v-Nb)Nt'z} + s

sa(E, M, N) = s(E+¡rt'tzzN, N) - fr"t f 1+m) 
1*n( 

1-m) 
1-')

m=WNp¿

Fl.uido de
van der Waals

Magneto de
Curie-Weiss

No quadro ( III-1) escrevemos a entropia Sa(Ea, Xc) destes
modelos.É uma caracteristica deLes, assim como em geral de todos os

modelos de cannpo médio da mecânica estatística, a entnopia so poder

ser obtida de uma entropia "ideal" (côncava em todo seu domlnio)
por um deslocamento de Benna"des(11) que afete, de una nanelra
dependente apenas de Xo, a enengia:

azs ì
(I, l

-t
aE 2l

&J

azsl (a l'asì ì2
*" ã-1'J,- 

- 
[C|,-J*"J,"

s(E.x)=st(E-v(x).x)a a'a & g, (t'a' (rrr-33)

(no caso do fluido de van der Waals, X*= Vo também é deslocado - de

um valor constante).

Afora sua importâncla histórica, âS equações de estado de

curie-lJeiss e de van der waals são multo signlficatlvas por
exlbinem o que se chama "ponto crltlco" - a curva de coexlstência
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termlna num determlnado ponto. No capltulo IV fanemos um tnatamento

detalhado do conportamento do unlverso nas proxlmldades do ponto

cnÍtico; será lnteressa¡rte agopa, entretanto, mostnar que um conpo

cuja entropla tenha a fonma de (III-33) exlbe um ponto cnftlco de

taL for¡na que à regiäo onde podem coexlstln duas fases em

equilibnio cornesponde a uma tenperatura menor que a da região onde

só exlste una fase. Para lsto vanos ar¡allsa¡ a concavldade de

(III-33). Um pequeno exerclclo de cálculo dlferencial nos pennltlrá
escnever:

s*s** - (sEx)2 = rlrri* - fslrlz

( r r r-34)

onde definimos

,r , dzv
EE 

dx2a

x
g.

SI

Et=E-V(Xaas.t

xx

côncava).

se torna

(sr)2>o
EX

(rrr-3s)

(rrr-37)

para

esta

EE

etc., com

e (rrr-36)

a

Para gue (III-33) possua uma regiã.o não côncava é necessário que

XX
g.

sls
EE

,rrdzv,EE dxz
ct,

(iá que sl
temperaturas

por hipótese é

altas (T = e-1)

É fáciI ver que

dificil satisfazer
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condlção, a ponto de - se as segundas derlvadas forem flnltas
isto se tornan lmpossivel. Isto expllca o fato de, a altas
tempenaturas, só exlstlr uma fase
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d) Equillbnio nun U=cr+R.

Com uma "estrela" ü do ttpo escolhldo no item antenlor a

entropla de equilfbrio de um IÈc¿+R será dada por

tuto = iD(eR,Xa) + 5(o) - supE { sa(Ed,Xa)- oREc } * s(o)
a

(rrr-38)

(rrr-3s)

(rrr-40)

t t
+ S

(o)
E Xq

t
onde E é determinado a partln da equaçãoa

0 E x )=e
R

S )-eER(l
(

cü&

t

&q.q.

Como g-.(E^.,X^.) é uma função monótona decnescente da energia, fixadoa. a- d.

Xo, esta equação possui no máximo una solução. A tnansfornada de

Legendre de So , Õ(eR,Xc), é obtida então pela simples aplicação da

regra:

i ) invertemos a dependência funcional entre 0 e Ea a

o(E.x)åE(o.x)au'q,aa'a

tii ) substituimos E

calculado em 0
R

a em (III-39) pelo valor desta funçäo deE
d.

O(0R, Xo) = S(Ec¿(eR, X,,), ) - eREc(e",xo) (III-41)x
ü.

Co¡no resultado, Q é uma função convexa (contínua e diferenctável)
em O*, já que a transformada de Legendre de uma função côncava é

uma função convexa (vide apêndice).

Anallsemos a concavidade de lD en relação a Xo:
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t rU, llr-Z

[.(o*,f.ìX.

0

.[(=lfr1

1f.. (îc<T-

T¡ = 1f,

1Ç <rr,, <tf.

llr= ïrr

xf x-ì x,í xi x*

Fie. III-?. EnÈropia fora do equillhrio de unlYergos U-4+R+ll ¡
diferenter n¡ (em furçss de X.).

A entropia fore do 
"q¡¡tlìrr-lo 

de um U=a+R+fl (igual ¡ menc's de u¡å

constante À furr?ão I'(ê.rf,.iXo) ) Possui dois ¡¡êximos se f,-( nr< nr.

S. f,r) fl, o est.rdo de eqrrllbrio Ó o rAximo m¡is ¡ esquerd¡r ¡erÊo Ó

o olutro. P¿ra f,¡- fI, ambos os ¡Éxi¡los 4o iguàlmente estados de

equi llbr io do urriverso.



Fig. lll-11,r

ìf.(o^,X.)

f"

ï

x- XH

Fis. IIl-lb. "Pressão" de umå "estrela" .r nun u=úr+R em equillbrio
(em fur¡çSo de X..).

A deriv¡de de ! em relaçSo a X.rr f,o(r"rXa), é srescente entre X-

X Þ decrescente fora degte intervålg.x

0
0

x*

e

I

I



Þ(ó",x.)

Fi{. lll- 1o

0 K. X-

Fig. tIt-ta, EntroPia de equillbrio de um U=q+R en furção de Xo'

A ft¡r¡9ão l(9rrXo)r igual ð menos de u¡n¡ constante à entropie de

çq¡¡ltlbrio num U=:or+Rr Ó convexa em relaçEo a Xc¡ no intervalo entre

X- e X- e c$nc¡va for¡ dele.

0

x*



E"(o^,X.)

Fiu, lll-1c

x- x,,,

Fig. IIl-lc. Energia de urnå -estrela" q fìum uã+R efn eguillbrio
(em funçÈo de lot.

o

o
x4



+

RcrR

afll

-;

aIIlq.l_t
axl

gJ

arf ì
crl_t

aEl
uJ

e
u

(rrr-42)

(rrr-43)

= to) e, portanto,

e E X

Mas

ôEìcl_t

axl
ü.r

AEì
crl_t

acl
R.,

ael
RI_t

ôxlar

rtl

e x E

(onde usamos o fato de que no, equillbrio, e

ficamos assim com

d.uR

R

-1

(rrr-44)

Supuzenos la2s-./aE^.2)- < o. ora, a condição para que S sejac o -Xo 
cr,

côncava definida é, além desta, que o discrininante (III-32) seja
positivo. Como, pela hipótese, So não é côncava definida numa certa
região, então

>0 ( rrr-4s)

X

a2s ì
(t, l

'*)
*"3,"-É[,?J,,"],"]

q.

ou seja, Õ é convexa em Xo nesta região.

É importante perceber que mesmo no caso em que So seja côncava

em relacão a E e X separadanente (mas ainda assim sem concavidadeg-a
definida em relação a variações arbitrárias numa determinada regiäo

do plano E,X ) existirá um intervalo e¡n X^. (correspondente a esta
' q.' a.' a

regiáo) onde O será convexa em relação a X,, Na fig. III-1
mostramos gráficos tipicos O(eR,Xc), IIa(oR,X.,) e Eo(or,Xo) vs. X*

para o caso que estamos analisando (são "parecidos" com os do

f tuido de van den Waals; os do magneto de Curie-l'Ieiss são
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simétnlcos em relação ao eixo Xo).

Se fizenmos uma experlêncla sobre este unlvenso, vanlando X, "
9- constante e ¡nedlndo I[-.(O-,X^.), deveremos ser capazes de traçar aRc,R'q
reeião onde (ôII 

L/AXa)g> O, Ìdais adla¡¡te veremos que, para slstenaso"
reais como os que compa¡ecem ao

pode vir a ser dificiL
laboratónlo de termodlnânlca, lsto
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e)Equiltbnlo num [l=s+f,+l{.

Tomemos o univenso do ltem a¡tterlor e adlclonemos un

neservatón1o de trabalho M. Flxado O, lsto signlflca 9uê, nu¡na

experiência sobre este universo, mediremos Xo - Iivre pana va¡la¡ -
em função de Tf-. O estado de equllfbrlo será entäo dado pelo valor,R

t
de X- = X, tal quecc

f (on,It"; xo*) = iD(o^, - If_x_* = süp { o(eR,xcr)RCt x 
!

IIxRct

(rrr-46)

o que determina, já que conhecemos O,

x I
t

ct

a

t

A condição necessária Para que

equilfbrio é que

II( o )= tr"X
q.

Conforme

diferentes

t rl (rrr-47))=E a
(e

Rt
xq.

(eR, IIR) )

corresponda a um estado de

+lE =f, (e.as.R- X
ct,

x
a.

(rrr-48)
Rd.

o valor de
t

[" esta equação tem 7,2 ou 3 soluções

se II* < IIn(eR)

se II* = I[.(o")

ou TI >II(e)
R}IR

ou If* = Ifr(9*)

una solução;

duas soluções;

t D.=d" q,r", é óbvio, 0* seja tal que O(9*,Xo) possua uma região

convexa em Xa
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SE II(e)
NR

If
R

fin(sR) três soluções

II (0 ) e II (0 ) são os valores danRXR
respectlvamente, XD(eR) e Xx(eR), llmites

denivada

lnfenion e

de O €R,

superlor do

intervalo onde Þ é convexa em X* (fig. III-1).
Chamemos estas soluções, ordenando-as numa sequêncla crescente,

nespectivamente de Xr,Xo. Xa.Xo corresponde sempre a um estado
estacionárlo lnstáveI, nlnlno de F(O",IIr;Xo).

Na fïg.III-2 mostramos diagramas de f(OR,II";Xo) vs. X' para

diferentes valores de IIa. O valor Xt , corespondente ao estado de

equi 1f brio (sup F) , sená igual a X, (0*, II*) ou Xr(O*, II") confonme o

valor de If se.ja malor ou menor, respectlvannente, que If_(e_) (oR - 1-- --T'-R

valor de TI" para o qual este universo possui dois estados distintos
de equilibrio) Vamos resumir isto:

a única solução

a única solução

a solução maior
(existe ainda mais uma
solução, X, = Xo)

a solução malon
(exlstem alnda mals duas
soluções, Xl * Xo)

ambas as soluções
estáveis são estados

de equilibrio

a solução menor
(existem ainda mais duas
soluções , Xz * Xo )

a soluçáo menor
(existe ainda mais una
solução, X" = Xo)

X
I

q.
x (o .rf )2R'R

*
X x(e.Tf)2R'Ra

x
rt

d.
x2 ( eR, IfR)

-; ={
x (e . Tr^)2R'K

xl(9R, rfR)

*l = 
"r(oR,IIR)

x
*
a"

x(e.rf)1 R' R

+
x

ct,
x ( o I )

1 R R
II >II(e)

RI{R

rf <II(e)RurR

II =TI(0)RrnR

If (e ) <
mR II <II(o)R T- R-

II =II(0)RTR

II ( o ) TI <II(e
R l,l

)
T R R

II =II(0)RI{R
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Fìe. lll-3b

xi(o-n)

xj

x,'

o
0 T.

'lfR

Fie. II¡-3b. to no estado de eguillbrio de um U=q+R+l't que exibe
ume tr¡nsição entre fasagr rr¡ furrçIo de n.

Ilat.rnn )r iguåt ao rterrativo da derivada de t- em relæão å Dr t é

6.rge¡tlnua eß [l= nr(e¡ ).



r¡lo^If.)

Fig. lll-3o

0

Fig.IIl-3¡.E-ntroPiadeeguillbriodeu¡¡U_e+R+|,|emfunç=odetrr.

Aentropi¡deequilrbriodeuc!|a+R+Ftqueexiber¡m¡trån5içgo
entre fasesr igual ¡ menos de uma constente À furção f(ertnr)¡não

ó ¡nall tic¡ e¡¡ fl.- Il, (O. l.

o
'Irr

Îfr.







Tfr(eR) é a solução da equação em II,

o(0R, xl(9R, IfR) ) - tr"X' (t",[*) = o(eR, x2(eR, rR) ) - IfRxz(oR, rfR )

( rrr-4s)
e pode ser determinada graficamente como a lncllnaçåo da reta que

tangencia a curva Õ(eR, Xo¿) em dols pontos. Levantemos os gnáflcos

r(oR,IIR), Xr'{e^,II^) e Er,t{0",II*) vs. [R, fig (III-3). Eles
exibinão singularldades em II* = Ifr(O") Já que neste ponto Xrt pode

possuir dois valores e que, aquén e além dele, é dado por soluções
diferentes da eq. (III-48).

Podemos nepnesentar o estado de equllÍbrlo deste unlverso por un

diasranna de fases no plano g*,il" (fig.III-4). A curva IIr(gR) é

chamada "curva de coexistência de fases". Na negiäo entne as curvas
Ilr(eR) e Ifn(gR) existen, além do estado de equl l f brio, outros
estados estacionários, um metaestável e um instável. Fora desta
negião só existe um estado estacionárlo e , sobre âq curvas gue a
deli¡nitam, os estados metaestável e instável se confunden.
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,
f) Intenpretação fisica das descontlnuldades

tenmodinamicas. A construcão de ltaxr¡etl.

A firnção f (eR, TIR), que descneve o

equi I f br 1o, não é anaL i t l ca em II" II (e ).TR

nas gnandezas

!f=6¡+ft+|'t no estado

Suas derivadas Xt e
a.

de
t

E
a

não são definidas neste ponto Já que assumem valores dlferentes
conforme II II - ou IIRTR II *. Isto não deve causar o desconforto

T

intelectual tipico de esta¡mos descrevendo un slstema fisico
através de uma função descontinua; as descontinuldades em X] e fld. q.

não correspondem a variações infinitamente bruscas de gnandezas

fisicas. Co¡no veremos em detalhe no item seguinte, é necessário de

alguma maneira "forçar" o corpo a a nuda¡ de um estado de

equilibrio ao outro, quando viermos vaniando II, até atingir ff, e

quisermos ir alén , sobre o estado de equilíbrio e não sobre o

estado ¡netaestável. Falaremos então de uma transição reversivel

entne as fases; só desta manelra estará a função F descrevendo o

universo considerado.

A singularidade em X-* e E^.* possui um signif icado de-&a
inacessibilidade, maior do que o da descontinuidade, de proibição

de determinados estados como possiveis estados de equilibrio deste
il

universo. De fato, a principio, nenhum valor X.* < X- <
1C, x

2

E- < E-. < E^- poderia janais corresponder a um estado
LA2

equilibrio já que estados estacionários nesta região só podem

instáveis ou netaestáveis.

Definamos

o( 0 X)=inf { r{e*, Tf*) + n"X" I (rrr-s0)
If

R

transformada de Legendre

transformações de Legendre,

exceto nu¡n lntervalo será

de f. Como é propriedade das

a transformada de uma função côncava

uma funçäo convexa. A transformada

e

de

ser

c¿R
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l-iy. lll iir

X<(0.,ï.{ )

0 xl l.xz

X...

Fls. III-5Þ. A consÈruç3o de Flaxrel I t iÍote. rÏo).




























































































































