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RESUMO

Fazemos iniclalmente uma breve exposigfo sobre os fundamentos da
TermodinAmica Cléassica Holotrépica, desenvolvida por N. Bernardes.
Esta consiste em formular o problema da Termodin&mica tomando como
grandeza fundamental a entropla de um wuniverso ( = sistema
isolado); no caso de um universo classico composto esta & igual a
soma das entroplas de suas partes. Postulamos um principio dinémico
suficliente para a validade da segunda lel da Termodinamica, o qual
implica que os méximos dessa soma s8o estados estacionarios
estdvels do unlverso. Somos levados naturalmente a perguntar o que
acontece se a entropla do universo possuir mais do que um méximo; a
resposta a isso é o tratamento que daremos ao fendémeno de transigéo
de fase.

Analisamos em detalhe o universo composto por um corpo pequeno
(cuja entropia é por hipéttese analitica) e reservatérios de calor e
trabalho. Para que a entropia do universo possua mais que um maximo
a entropia do corpo pequeno nd3o pode ser cbncava em todo seu
dominio; assumindo uma forma particular para ela (deslocamento de
Bernardes) analisaremos o equilibrio entre duas fases e o
comportamento em torno do ponto onde a curva de coexisténcia
termina (ponto critico isolado). Com isto serad possivel dar uma
visfio clara e bastante intuitiva do fenbmeno de transigiéo de fase
dito "de primeira ordem". Tendo em mente o significado fisico das
transformadas de Legendre da entropla do corpo pequeno
(transparente na formulagio holotrépica) compreenderemos o sentido
das descontinuidades de primeira e segunda ordem que afetam as
fungdes termodinAmicas que descrevem o equilibrio do universo, com
0 que néo veremos razédo alguma para classificar as transigdes de
fase da maneira que assim fez Ehrenfest. Veremos também, e isto é
muito 1importante, que a Termodin&mica Cléssica n&o consegue
explicar a singularidade no calor especifico que se verifica
experimentalmente num ponto critico, sendo que esta falha ¢é
intrinseca ou & Termodin&mica Classica ou a hilpbétese da entropia

do corpo pequeno ser continua e diferencléavel.



ABSTRACT

We make initlally a short exposition about the fundaments of
Holotroplc Classical Thermodynamics, developed by N.Bernardes. This
is the formulation of the thermodynamic problem taking the entropy
of a universe (= isolated system) as the fundamental varlable: in a
classical composite universe it is the sum of the entropies of its
parts. We postulate a dynamic principle sufficient for the validity
of the second law of Thermodynamics, which implies that the maxima
of that sum are stable stationary states of the universe. We arrive
at the question about what occurs when the entropy of the universe
posseses more than one maximum; the answer is the treatment we will
give to the phenomenum of phase transition.

We analyse In detail the universe composed by a small body
(whose entropy 1is analytical by hipothesis) and heat and work
reservoirs. The entropy of the small body must be not concave in
all of its dominium for the entropy of universe to have more than
one maximum; we make a particular choice for it (Bernardes
displacement) in order to analyse equilibrium between two phases
and the behaviour around the point where the coexistence curve
terminates (isolated critical point). With this it will be possible
to have a clear and intuitive grasp of the phenomenum called "first
order" phase transition. Keeping in mind the physical meaning of
the Legendre transforms of the entropy of the small body we will
understand the meaning of the first and second order
discontinuities that affect the thermodynamic functions which
describe the equilibrium state of the universe; we will see no
reason to classify phase transitions the way Ehrenfest did. We will
see also, and this is a very important thing, that Classical
Thermodynamics cannot explain the singularity that occurs in
specific heat at a critical point. This fallure is intrinsic to
Classical Thermodynamics or to the hipothesis that the small body

entropy is a continuous and differentiable function.
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1  INTRODUGAO

A teoria das transicdes de fase, como de resto toda a teoria
Termodinamica, representa uma parte da Fisica que a maioria dos
seus praticantes poderia, honestamente, confessar nZo entender
direito. De fato, nfio é nada facil para quem aprende ou mesmo
trabalha com a Termodinamica formar uma imagem clara da teoria, no
sentido em que esta apele ao que chamamos de intuig@o. No caso dos
fenémenos relacionados as transigcdes de fase esta situagio ¢é
particularmente mais grave, como podemos ver em uma quest@o que
costuma perturbar o raciocinio do fisico: qual o significado das
descontinuidades nas fungdes termodinamicas que descrevem o
comportamento de um sistema numa transicfio de fase? como uma fungéo
descontinua pode representar um sistema fisico? como o sistema
“sabe" que deve passar de um ramo ao outro da fungdo que o
descreve?

A tentativa de compreensiio do "mistério" das transigBes de
fase através dos resultados da Mecanica Estatistica ¢é pouco
frutifera. Ela j4 se defronta, como tarefa principal, com enormes
dificuldades matematicas; a solugo herbéica destes problemas,

localizados em modelos especificos, nZo nos permite obter mais luz



. NOTAS DE AULA

FormuLAcRo HoLoTRAPICA DA TOC

- 0 contsudo ideoldgico da TOC e gbscurecido pela formu-
lagBo tredicional da TD a partir das nogocs intuitives e empi-
ricas de gstado inteneivo de uma estrelzs TD, dessnvolvidas na
soculo XIX pelos pioneiross

No antanto, como ficou explicado, ® possivel formuler
sm termos modarhos umse teoria equivalenta (na verdads, meis a-
brangant-) a teoris tradicionsl da TDC, diferindo desta, porem,
am dois aspectos guento sos seus Prlnclplon. Esse diferenca re-

side em dois pontoss

19 escolhe-se descrever o estado de ume estrela TD exclusive-
mente pelos valores de variaveis extensives;

29 as proposicoes fundementais, i.e. 08 Princépios da TD, se
referem & um universo, sistema isplado U, ® nao & ums estralao(,
parte integrante de um sistsme TD mais amplo.

Aliadas as vantagens de uma formulageo da TD em_termos
de estados extensivos (como ja fizers Gibbe), a formulegec holo-
trapices da TD apresenta as seguintes veantagens adicionaiss

1) deixa clara a oposigan ideoliogica entre Termodinémica @ Mecanices

2) livanta quusEEes ideoldgicas recleventes o outros dominias da
Fisica.

3) permite ao'principianta ums melhor compraensiu dos problemaa'
de TDC, atraves de uma metodalogia uniforme;

2 NOTAS DE AULA

4) inclus, no ssu bojo, os Princi{pios da TD merotropica

aplicando os Principios universmis da TD holotropica ao caso
particular de um U caomnosto por uma unica aestrela TD isolada
e finalmente, !

a) forma 'orgotrépica“ da TDC, na qual & enorqgi
r a gia de uma estrel
TD @ ancarada como "Pungec® do egstadn TD de estrsla, ootndor:':-
imaginade cnmo descrito por varisveis "independantes®, entre as

quais a entropis da estrels a 3 E* = £ (5%,X%,..);

b) forma "entrépica”
e imaginada como "ve
trala, que juntament e:-
fornacem a entropia os

a) "orgotrépico' tem 8 intencao de resealtar que se trata ds
un ponto de viste que selienta as 'tranufor-aqsas de energia”
ennuanto que ’

b) "sntropico” tem a intengao ds ressaltar gue se trate de um
ponto de vista que anlienta as "trensformacoes de antropia™. In-
fgllzmnntc Clausius, que em 1865 introduziu o termo "entropia”
nan_dalxou rggistrnda a motivacao pars a eua escolha dasss fnr:
sagan stimoldgica (en + tropos = 7 ¢ tropos). .

Esclarecidos esaes pontos i{ntrodutorios acerca das

possivais formulagoes diversas de ucoa veremos que
parafraseanda Marx (ou Engels?) e dislétice de Hag;l
podnmos dizar que a TDC, alem de em eendo crgatré-'
pice (herenge de visao "em anergi IX), este de cabege
pere baixo, & que sgara podesas C re seus péa, atra-
ves de ums forma entropica da for trooicae. '

€m principio sao poss{veis oito modos de apresentacaoc de TDCj

a = formulegBo b = varigveis de estado c = forma
1 n:nuggdvtcn (a) INTENSTVAS (o) :ncomdn (o]}
2 HOLOTRAPICA (@) EXTENSIVAS (e) ENTRAFICA

(1,1,1) Joule (18a2), ] ;
Callen (1960 (1 ):f;.,:‘iufiﬁ’i;.‘hf‘ 21,1),15;({'51'— ,11.3))?‘!(’;’.2(.{‘)"3)'

Finalmente (2,2,2) que e a formulagoa holotropica adotadz neste Cureo.



sSopre as guesiLoes Juo  uwilgstin 1 TopTivey =Y
termodinamicos tem de universal. Esta tarefa pertence, de fato, a
Termodinémica.

Se existe nos dias de hoje tantos malentendidos a respeito das
transicdes de fase, isto muito se deve 4 maneira canhestra com a
qual se aprende e se trabalha com a Termodinidmica. Esta maneira,
que chamamos de formulagao merotrépica energética, privilegia a
energia de um sistema, sujeito a agentes externos, como a variavel
dependente do problema termodinamico* . Com isto o raciocinio
termodinamico se torna um tanto tortuoso, sendo dificil a
compreensdo do lugar dos principios fundamentais nas equagdes com
as quais o estudante e o trabalhador da Termodinamica devem lidar.

A importéancia da formulagéio Holotroépica foi reconhecida por N.
Bernardes, que lhe deu este nome e a desenvolveu. Ela é, pode-se
com certeza afirmar, a maneira natural de se tratar a
Termodin&mica. Na formulagiio Holotrépica privilegiamos a entropia
como a variavel dependente, descrevendo a Termodinadmica de um
universo composto (por definigiio um sistema isolado formado por
partes que possuem existéncia individual) pela sua entropia SU (no
caso da Termodinimica Classica esta & igual a soma das entropias
de suas partes). Isto nos permite expressar a Termodinémica de uma
maneira que faz forte apelo a intuigfo, colocando os problemas numa
forma muito simples de serem enunciados e assim resolvidos.

Reproduzimos na pagina oposta notas de aula elaboradas por N.

+ X
Sem duvida podemos falar num predominio do modo de pensar das

Mecénicas sobre o da Termodinamica na coletividade dos fisicos, ao
que podemos atribuir a maneira como em geral esta ultima é tratada
e, por exemplo, a interpretagfio mais usual da Mecénica Estatistica
que a vé como a explicagdo da Termodin&mica a partir dos

"principios fundamentais" da Mecénica.
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semestre de 1883) que esclarecem, com mais detalhe, a terminologia
que adotamos aqui.

Esperamos com esta dissertagioc dar um bom exemplo da
facilidade que a formulacgio Holotrépica traz ao trato dos problemas
termodinémicos. Escolhemos o fenémeno conhecido como transigéo de
fase de primeira ordem (e o ponto critico associado a ela) como uma
instancia onde todos podem ganhar, mesmo que seja um pouco mais de
clareza, conhecendo a verséo da Termodin&mica Holotrépica.

Poderemos - ou melhor, deveremos - assumir sem susto que a
entropia de um universo & uma fungido sem concavidade definida e com
isto seremos capazes de explicar de uma maneira clara as
descontinuidades nas fungdes termodinimicas do equilibrio,
mostrando que elas ndo tem o sentido fisico de variagdes
infinitamente bruscas. Explorando as propriedades das transformadas
de Legendre e seu significado fisico {(num wuniverso tipico
constituido por um corpo de prova e reservatérios de calor e
trabalho) veremos como a entropia do corpo de prova acaba sendo
substituida, em quase todos os casos, pela sua envoltéria cédncava.
Chegamos, finalmente, ao motivo de tanta importé&ncia que se da a
concavidade das fungdes do equilibrio: os universos tipicos da
Termodinamica experimental se comportam assim. Sem considera-la

como uma imposigdo teérica conseguimos, contudo, nos livrar da
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sensag8o incébmoda introduzida pelas descontinuidades* . Sera féacil
também compreender o fendmeno da metaestabilidade e descrever as
transigdes de fase propriamente ditas (o passar de uma fase a
outra) como processos fisicos, reversiveis ou irreversiveis, que
ocorrem num laboratério.

Analisaremos o comportamento de um universo nas vizinhangas de
um ponto critico isolado, com o que obteremos os mesmos resultados
que J& se convenciona chamar "cléassicos", os dos modelos mec&nico
estatisticos de campo médio e os da teoria de Landau. Isto é
exatamente o que seria de se esperar j4 que, como poderemos ver,
todas estas teorias acabam por corresponder exatamente a teoria
Termodinamica Classica, independentemente do modelo especifico
desenvolvido. A teoria fracassa, portanto, em descrever a
singularidade no calor especifico que se verifica experimentalmente
no ponto critico na maioria das transigbes. Isto é préprio da
Termodinamica Cléassica (e nfo de um modelo em particular),
resultado da aplicagdo de uma regra aditiva de composigdo da
entropia do universo sobre as entropias das partes, tomadas por

hipétese como fungdes analiticas.

¥ E importante notar que a confusiio sobre a problematica
concavidade/descontinuidades ¢ um mal moderno, fruto do olvido dos
grandes classicos da Termodinémica, seus fundadores. Esta confuséo
assolou o autor desta dissertagio (que sé consegui desfazer da
maneira que estou me esforgando por expor, aqui, clara) e com
certeza incomoda ao pensamento de muitos outros, iniciantes ou
veteranos da Termodinédmica; nfo era este o caso, entretanto de
Gibbs'? e Maxwell(Z) que tratam deste tema de uma maneira muito
semelhante & que faremos aqui. Em particular, ndo impde de saida
que a entropia tenha concavidade definida em todo seu dominio, como

3 : 4
fazem por exemplo Huang( ) e Tlsza( ).



II- TERMODINAMICA CLASSICA HOLOTROPICA.

Nosso objetivo neste capitulo ¢é apresentar os aspectos mais
importantes da Termodinamica Cléassica na formulagdo Holotrépica.
Buscaremos, a partir dos principios fundamentais da Termodin&mica,
definir a entropia classica de um universo e com isso descrever seu
comportamento, em particular seu estado de equilibrio. A partir da
postulacio de um principio din&mico discutiremos a existéncia de
estados estacionarios, estaveis ou instaveis, e exploraremos a
relagéio que existe entre a convexidade da entropia do universo e a
ndo unicidade do estado de equilibrio, intimamente 1ligada aos
fenémenos conhecidos por "transigdo de fase".

Concluiremos este capitulo definindo a regra de composigdo da
entropia classica de um universo em equilibrio. Com o que
discutimos aqui pretendemos ter erigido uma base para a discusséo
do capitulo seguinte, ao mesmo tempo em que teremos exposto os
fundamentos da Termodinamica Classica Holotrépica de uma maneira,

ainda que superficial, autocontida.



a) Os principios ideologicos da Termodinamica Holotropica.

A Termodinémica se baseia, como toda ciéncia, numa plataforma
ideolégica.Talvez mais do que em qualquer outro ramo da fisica é
fundamental a discussfio desta plataforma para que se tenha um bom
entendimento da Termodin&mica e das contradigdes que ela traz ao
espirito do fisico muito mais conforme, em geral, ao pensamento das
Mecéanicas.

Nio teremos condigdes aqui de tratar este assunto com toda a
profundidade que merece, mas também nio poderiamos nos furtar a
discuti-lo mesmo que de uma maneira rapida e talvez deficiente.

(5), explicitar os

Vamos, segundo o trabalho de N. Bernardes
principios ideolégicos da Termodinémica como sendo

i) Principio do isolamento perfeito: & ideolégicamente possivel
considerar tudo que intervém num fendémeno como isclado de todo o
resto. Este principio é ancilar a toda a ciéncia pois permite
delimitar o objeto, distinguindo-o do cosmos e dando-lhe autonomia.
A este objeto isolado chamaremos de universo (U). O principio do
isolamento perfeito é ainda condigdo necessaria ao postular dos
principios de conservagio num universo ( energia, massa, etc. ).

ii) Dogma da descrigio completével: um universo é descrito pelo
conjunto de seus estados. Finito ou infinito, este conjunto deve
ser enumeravel; os estados distinguem-se uns dos outros por
propriedades diferentes. Caso dois estados possuissem as mesmas
propriedades n&o seriam estados diferentes. Tudo que pode ser dito
de um universo num instante & dito pelas propriedades do estado do
universo neste instante.

iii) Principio da fragmentagdo: todo objeto fisico pode ser
fragmentado. Se estes fragmentos possuem existéncia auténoma (podem
ser estudados independentemente uns dos outros) e se a operagado
fragmentacdo/recomposigdo for reversivel (se nido "matarmos" o

objeto U com esta dissecgdo), entfio o conjunto dos estados do



universo sera o produto direto dos conjuntos dos estados das
partes. Quando o estado de um U num instante t for descrito como a
superposigfio dos estados das partes neste mesmo Iinstante diremos
entdo que este U possue uma regra de composig@o conjuntiva (ndo é
este o caso na Mec&nica Quantica, por exemplo).

Estes principios, mais do que afirmarem algo sobre a fisica dos
objetos da Natureza, o que fazem é definir a natureza dos objetos
da Fisica. Com certeza a Fisica ndo aborda todos os fenbmenos, nem
poderiamos considerar que os que ela aborda sejam mais
"fundamentais"; sdo, apenas, mals simples.

Podemos encarar também desta forma os dois principios
ideolégicos que distinguem os objetos da Termodin&mica dos do resto
da. Fisica (as mecénicas Hamiltonianas e/ou Lagrangeanas como a
classica, a relativistica, a quantica e as teoria de campo):

iv) Principio da evolugéo: um  processo numn universo
termodinamico & uma sequéncia ordenada de estados. Espontaneamente
(o que é redundancia falar sobre um U) um universo Jjamais recorre a
um estado pelo qual ja haja passado.

v) Principio da Jouleanidade: um universo termodinamico tende,
com o passar do tempo, a um estado de equilibrio no qual cessam
todas as transformagdes (todos os processos) que ocorrem. Este
estado final depende apenas da energia total e dos vinculos -
grandezas conservadas e configuragdo fixa - a que o U esteja
submetido; sendo assim & possivel determinar o estado de equilibrio
a partir de uma propriedade fisica expressa por uma funcéao
matematica. Esta funcio & chamada "entropia" e depende apenas da
energia, das grandezas extensivas e da configuragéo do universo.

Muita polémica pode ser levantada sobre o “status" destes
principios ideolégicos. Sera a Termodinamica uma Mecénica grossa,
imperfeita, "macroscépica", ou sera a reversibilidade intrinseca
aos objetos do resto da Fisica apenas uma aproximagido idealizada ao
comportamento dos objetos fisicos reais? O que dizer , por
exemplo,da "explicagédo" da irreversibilidade pela impossibilidade

real do isolamento de qualquer objeto fisico (ainda mais se



estivermos efetuando medidas sobre ele) ?

Esta polémica pode ser muito sadia a Ciéncia, se estiver claro
aos polemistas seu carater ideolégico. Mostrar este carater €&, sem
davida, um dos maiores méritos dos trabalhos e ensinamentos de N.
Bernardes. N3o vamos aqui extender mals esta discussfo; vamos, como
J4 dissemos, tomar estes principios como definidores dos objetos
dos quais a Termodinamica se ocupara.

Estes principios que discutimos, sé de passagem, s&o os que
estf@o por tras das "leis da Termodinamica", formuladas usualmente
como:

- Lei zero : existe o estado de equilibrio num universo.

- Primeira lei : a energia de um universo se conserva.r

- Segunda lei : a entropia de um universo nunca diminue no
decorrer de um processo temporal.

(nfo nos interesa aqui discutir a terceira lei, a "lei de Nernst".)

Note-se que as leis da Termodin&mica s&o expressas numa maneira
que torna natural a formulagio holotrépica, formulagio esta que
explicitaremos a seguir. A Termodinamica nada pode afirmar sobre as
partes de um universo sem levar em conta o que acontece a todo o
resto. Em uma situacgio particular, como a que analisamos no Cap.III
e que corresponde ao grosso das situagdes experimentais, é possivel
estudar o comportamento de um universo focalizando nossa ateng&o em
apenas uma das partes; mesmo neste caso a formulagéo holotrépica é
mais adequada por permitir melhor a compreensdo "intuitiva" dos
problemas da Termodin&mica e esclarecer, como Veremos nesta
dissertacdo, questdes meio nebulosas ligadas as transigdes de fase.

A formulacgéo holotrépica da Termodin&mica consiste no enfoque

¥ Uma forma mais sofisticada desta lei, mais préxima ao principio

da Jouleanidade é a afirmaciio "a energia interna & uma variavel de

estado".



nas transformagdes ("tropos") que se processam na entropia de um
universo ("holos"). Ela revela uma série de problemas interessantes
nos casos onde naoc se pode passar & formulagdo merotrépica
(transformagdes que sofre a parte),e mesmo também quando isto &
possivel. E, por outro lado, de fundamental importancia para a
compreensido da relagdo entre a Termodinémica e a Mecénica

(8)
).

Pelo principio da fragmentagdo deve ser possivel descrever o

Estatistica (Bernardes

estado termodiné&mico de um universo composto em termos dos estados
de suas partes. A Termodin&mica Cléssica, conjuntiva, define uma
fungdo entropia instanténea (em geral fora do equilibrio) como

sendo

SU(t) ? Si(t) (I1-1)

(onde i ¢ um indice que designa as partes do universo). Esta é a
regra de composiciio de entropia mais simples possivel. E, contudo,
capaz de dar conta satisfatoriamente da maioria dos problemas que a
Termodinadmica tem levantado. Um ponto onde talvez ela falhe
éjustamente em prever a divergéncia no calor especifico associada a
pontos criticos.

Devemos dizer que n3o ¢ um ponto pacifico a definigdo de uma
entropia fora de equilibrio, sendo, considerada por alguns como
desprovida de sentido fisico. Isto certamente nf@o pode ser levado
as ultimas consequéncias sob pena de descartar a possibilidade de
descrigdo de processsos dinémicos. O que faremos a seguir
conseguira de uma certa maneira conciliar os dois pontos de vista,
J4& que definiremos a entropia fora de equilibrio de um universo no
qual as partes est@o em equilibrio interno (o que permite definir
sem dificuldades as entropias Si(t) ). N3o serd um arroubo muito

grande, portanto, escrever a expressdo (II-1).



b) Entropia classica de um universo composto por partes em

equilibrio interno.

Fagamos uma hipétese de trabalho que nos permitirad escrever de
uma maneira bastante simples a entropia classica, expressio (II-1).
Suponhamos que todas as partes do U estejam em equilibrio interno;
isto significa que nfo nos interessa fragmentar estas partes em
partes ainda menores j4& que provavelmente nada ganharemos com isto
(e, de fato, na Termodinamica Cléssica nada ganhamos). Nestas

condigdes a entropia de cada parte i sera
s, (t) = STU(E, (£),{& (£)}) (11-2)

E de fundamental importéncia que 0S processos que ocorrem com as
partes sejam suficientemente lentos - quasiestaticos =~ para que
esta hipétese seja realista. Pelo principio da Jouleanidade, que
cada parte individualmente deve obedecer, a entropia Sieq sé
depende dos valores de El,{Ei} (energia e um conjunto de grandezas
extensivas) e de vinculos tipo configuracéo.

Vamos por simplicidade tomar um universo U composto por duas
partes, A e B (simbolicamente, U=A+B). Consideremos que as partes
trocam apenas energia (E) e uma grandeza extensiva (X). N&o nos
interessard aqui discutir o caso quando a configuracéo (do U e/ou
das partes) é deixada variar e trataremos entfioc o volume como uma
grandeza extensiva (o volume seria, mais propriamente, uma grandeza
de configurago; n#o podemos defini-lo como um operador quantico
assim como € possivel para as grandezas extensivas como numero de
particulas, magnetizagdo, momento, etc.). J4 que nenhuma outra
grandeza extensiva é deixada variar neste universo, a entropia SU
podera ser escrita como

s =s"T(E,X) + S (E,X)=S(E,X,E,X)
U A A A B B B U A A B B
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(I1-3)

(a partir de agora omitiremos o superescrito "eq" quando nos
referirmos a entropia das partes).
Neste universo valem as leis de conservagéo
E =E +E +V_=cte
U B AB
e (II-4)
X =X + X = cte.
u A B

Vamos fazer agora outra hipétese que simplificara nosso trabalho e
ainda assim permitird descrever situages bastante gerais.
Suponhamos que A e B interagem muito fracamente, ou seja, que o
potencial da interagéo VAB € suficientemente pequeno* em relacédo a

EA e EB para que possamos escrever

E =E + E_ = cte (II-5)
A B

A entropia SU se escreveréi agora

S =S(E X +S(E-E ,X-X)=S(E,X;E, ,X)
u A A B U AU A U U U A A
(I1-8)
No estado de equilibrio a entropia nio pode, pela Jouleanidade,

depender de EA,XA. Teremos entéo

¥ . ~ = «
A consideragdo dos casos onde a interagdo n3io pode ser

desprezada ¢ muito interessante mas nfo a desenvolveremos aqui
nesta dissertacgdo. E possivel, por exemplo, Justificar o
deslocamento de Bernardes (discutido no item III-¢) pela aplicacio
da regra de composigdo (II-24) a universos onde a interacfio é

significativa (Lima(7)).
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eq _ eq = . . N =
S = SU (EU'XU) S (E ,X ;E 'XA )

U U U U A
=S(E X)) +S(E-EX-X)
R S S B U A’'‘U A (11-7)
de E = E(E,X) X = X (E,X) teri tad
onae A = A U' U e A = A U, U caracterilizam O estaqao

termodinamico da parte A (e por decorréncia da parte B) quando o

universo estad em equilibrio (vamos a partir de entéo omitir também
o superescrito "eq" em S;q(EU,XU) ).

12



¢) Principio dinamico: 1lei das forcas e dos fluxos. Estados

estacionarios.

A segunda lei da Termodin&mica pode ser expressa como

ds

U
T = 0 (I1-8)

Pelo que obtivemos no item anterior isto deve ser escrito como

dSU dEA dXA
a - (eA 95 at * (“A— IIB)dt (11-9)
onde
asi asi
2] — e 1'[l — (I11-10)
8E X X |E
1 1
(i = A,B)

s8o definidas como as intensidades dos estados fragmentos. Deve ser

feita a ressalva que os fluxos dEA/dt e dXA/dt sejam
suficientemente pequenos para que o processo possa ser considerado
quasiestatico.

As leis da Termodin&dmica devem ser suplementadas por um
principio din&mico que nos permita descrever as taxas de variacio
temporal das grandezas extensivas das partes. No <caso da
Termodin&mica Cléssica este é representado pela lei que associa os

fluxos as diferengas entre as intensidades das partes:

dEA
at = (A8, All)
e (I1-11)
dXA
dat = g(Ae8, All)

valendo

13



dEA v:lXA
I d_t_=0 e A6 =ATl=0 (I1-12)

Para A6 e Al pequenos (isto é razoadvel Jja que para valer a

expressdo (II-2) os fluxos devem ser pequenos) poderemos entéo

escrever:
dE
(T = L11A9 + L12A"
e (11-13)
dXA
F = L21A9 + LZZAH

L11A92+ (L12 + LZI)ABAII + L22AI'I2 haverad de ser uma forma positiva
definida para que valha a expressdo (II-1).

Os estados estacionarios do universo, definidos como sendo
aqueles para os quals todas as taxas de variagdo sfo nulas, sdo

portanto todos os estados para os quais se tenha

e (E X)) 6 (E-E X-X)
ATA A B U Au Ta
e (I1-14)
m((E X) N(E-E X-X)
A A A B U A7u “a

Esta 1lei pode ser Jjustificada como uma generalizagio da
observagédo empirica de que diferencas entre intensidades engendram
fluxos esponténeos (diferenca de temperatura engendra fluxo de
calor, etc.) que, por definig@o, aumentam a entropia Su'

Na superficie S (E ,X;E ,X) =S (E,X) + S(E-E ,X-X)

U U U AT A ATTA A B U AU A
os estados estacionarios correspondem a extremos (maximos ou
minimos), pontos de sela ou de inflex3o, JjaA que neste pontos s#o

nulas as derivadas
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8s,]
. =9-6
8E |E ,X ,X =

A U U A

(I11-15)

asUW
I = '"- n
8X |E X ,E A B

A U A

A existéncia de mais de um estado estacionério e a estabilidade
destes estados estacionarios estéd relacionada a convexidade de Su'
Afim de podermos prosseguir deveremos abrir um parénteses para
definir em bases firmes os conceitos que necessitaremos de fungéo
convexa, funcdo céncava e de convexidade de uma fungio numa regifo.

E isto o que sera feito no item seguinte.
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d) Concavidade de fungoes de uma e duas variaveis.

Pedimos licenga para contrariar a tradigéo de se falar em
"convexidade" (que chega ao extremo de alguns autores preferirem
falar em "convexa para baixo" ao invés de "céncava") e no lugar
falarmos em "concavidade" de uma fungfo. A razéo mais forte para
isto & que lidamos, na Termodinamica Holotrépica, com fungdes que
s8o ou céncavas (em todo seu dominio) ou predominantemente
céncavas. Ja& que vamos aqui uniformizar uma linguagem que usaremos
ao longo de toda a dissertagfio, preferimos fazé-lo desta maneira.

Dizemos que uma fungZo de uma variavel y(x) tem concavidade

definida quando, quaisquer que sejam x, € x2

y(x) <y

ou (I1-16)
y(x) >y

onde

x = (1-a)x + ax
1 2

<

= (1—a)y(x1) + ay(xz),
com 0 = a = 1.

Nestes casos y(x) é dita, respectivamente, convexa ou cdncava.
Na fig. II-1 representamos uma fungéo cdncava definida. Como se
vé, se y & cdncava entdo -y é convexa e vice-versa.

De maneira semelhante dizemos que uma fungdo de duas variaveis

y(x,z) é céncava ou convexa definida conforme, respectivamente,

<

y(x,2z) >
ou (11-17)
y(x,2) <y
onde
X = (1-a—b)x1+ ax_+ bxa,

Z = (l—a-b)21+ a22+ bz3 e
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)

)

Fig. II-2a. u4(x) funs®o cdncava excpto num intervalo.

A funs2o y(x) & convexa no intervalo entre x ex, e céncava fora

dele. Em x = x ou x  a furcSo0 nZo possui concavidade definida (sua
derivada segunda se anula nestes pontos).



Fig. -1

Fig. 11-1. y(x) funso céncava de uma variavel.



Fig 2L

pix)

B

0
- - x

Fig. I1-2b. p(x) derivada de uma funs¢fo c®ncava exceto num

intervalo.

A derivada de y(x) (Fig. II-2a) ¢ crescente no intervalo entre x e

x, e decrescente fora dele. p_ e p, s&o extremos locais de p(x).



Yy (1-a-b)y + ay_+ by, ,
comO0O=a=<1, 0=sb=1e0=ath=1.
Se isto nfo valer para qualquer terno (xl,z1), (x2,22) e (xa,za)
entdo y nido possui concavidade definida.

Esta definigdo & equivalente a dizer que uma fungc céncava é
tal que sua curva (superficie) est4 sempre abaixo de uma reta

(plano) que a tangencie. Em outras palavras, num deslocamento

infinitesimal 8x (8x e 8z) sobre qualquer ponto x (x e z),

Sxy < y'éx
(I1-18)
(6x’zy < yx’ax + yz'az)

onde
y' = dy/dx (yx’ = Jy/8x e yz’ = 8y/8z). Se isto ndo valer em
todos os pontos entfo y ndo tem concavidade definida (se valer, y
¢ cébnecava neste caso, convexa se a desigualdade acima for
invertida). Esta ultima definicfio de concavidade nos sera mais util
por permitir tratar a concavidade como propriedade da fungado num
ponto e ndo desta como um todo: diremos que wuma fungéo tem
concavidade definida num dominio se em todos os pontos deste
dominio a funcio tem a mesma concavidade.

Numa funciio de uma variavel s6 é possivel que a concavidade né&o
seja definida em pontos isolados. Em outras palavras, uma fungao de
uma variavel & sempre céncava ou convexa por intervalos, intervalos
estes separados por pontos onde a concavidade n&o é definida.
Mostramos na fig.II-2 wuma fungdo céncava-convexa-codncava COmoO
exemplo do tipo de fungdes com as quails nos defrontaremos no
decorrer desta dissertacio. Uma fung&io de duas variaveis, por outro
lado, pode n3o ter concavidade definida em regides ou mesmo em todo

seu dominio. Teremos em geral

b - » o —_ 2 2
Sy —y'éx - y'dz = = zax + xaz

(I1-20)
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Fig. lI-3.

NAO - CONCAVA

~
CONCAVA

L

Fig. I1I-3. Sobre a possivel ocorréncia em diferentes pontos dos
mesmos valoree das derivadas de uma fung3o de duas variiveis

yix,2)a

A func2o ylxyz) o ¢ c®ncava na regiXo hachuriada. As derivadas g;
e g; podem assumir os mesmos valores nos pontos A e C ou A e D. N=Xo
podem, contudo, em A ¢ B j& que estes pontos estXo conectados pr um
segmento de reta inteiramente contido numa regi¥o de concavidade

definida.



Para que y(x,z) seja cbncava ou convexa definida numa regifio esta
forma quadratica deverd ser necessariamente, respectivamente,
negativa definida ou positiva definida nesta regido; caso contrario
seu sinal dependerd da relacfo entre os deslocamentos éx e 8z. A
condic&o necessaria e suficiente para que (II-20) tenha sinal
definido é (ref.8)

62y 62y

- >0 (I1-21)
8x2 zaz2 *

o que implica que

e (11-22)

devem ter o mesmo sinal para que y tenha concavidade definida. A
condigiio (II-21) pode nfdo ser satisfeita em regides finitas do
plano x,z mesmo quando as derivadas "puras" (II-22) tem o mesmo
sinal (ou seja, mesmo quando y tem a mesma concavidade em X para z
mantido fixo e em z para x mantido fixo).

Uma decorréncia importante do fato de uma fungdo analitica y ter

concavidade definida numa regifio do seu dominio é a monotonicidade

de suas derivadas, decrescente se y €& cbéncava ou crescente se
convexa. Como resultado suas derivadas y; e y; nao poderdo assumir
os mesmos valores em pontos diferentes ligados por um segmento de
reta totalmente contido numa regifio de concavidade definida (fig.
1I1-3). O argumento é como segue:

Definimos a derivada total de y na diregéo da reta que liga os

dois pontos,

dy _ .0y , p % (11-23)
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Dentro de uma regisio de concavidade definida dy/dt é monoténica, Ja
que (II-21) tem ai sinal definido. Sendo assim dy/dt nfio podera
assumir o mesmo valor em pontos diferentes situados sobre um
segmento de reta contido inteiramente nesta regifio. Ora, que dy/dt
seja igual nos dois pontos é condigéo necessaria para que y; e y;

sejam iguais neste dois pontos, o que prova o que queriamos.
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Fig. I1-4. Estabilidade dos estados estacionérios.

Ac cetas indicam a dires¥o da evolusEo esponténea do universo a
partir de condis8es iniciais préximas aos estados estaciondrios
1,2,3 e 4. 1 @ 4 s¥o0 estados estacionirios estiveis; por ser maior,
1 ¢ o0 estado de equillbrio e 4 um estado metaestével. 2 e 3 s&o
ectados estaciondrios instaveis; 2, um ponto de inflexXo, &
instavel em relasfo a perturbagBes &I negativas e estavel em
relas¥o &s do sinal oposto, enguanto 3, um minimo, ¢ instével em

relasZo a perturbasBes de qualquer sinal.



e) Instabilidade, metaestabilidade e equilibrio entre fases

A entropia SU(t) s6 pode crescer ou ficar estacionaria no
decorrer de um processo temporal. Quando o universo atinge um
estado no qual a entropia seja maxima nido existe estado nenhum nas
suas vizinhangas imediatas para o qual ele possa se deslocar sem
diminuir sua entropia. Como isto é proibido pela segunda lei da
Termodin&mica, o universo tera de permanecer neste estado de maximo
de entropia. Os maximos de SU s8o portanto estados estacionarios
estavels do universo. Pelo que vimos no item anterior para que a
superficie SU(EU,XU;EA,XA) possua mais que um mé&ximo & necessario
que existam regides no plano EA,XA onde ela ndo tenha uma
concavidade definida, ou bem seja convexa.

Por outro lado os estados estacionirios que n2o correspondem a
maximos da entropia (minimos, pontos de sela ou de inflexdo) sé&o
estados instaveis Jj4 que o universo pode se deslocar a outros
estados sem diminuir a entropia. Na fig. II-4 representamos
graficamente a discusséo sobre a estabilidade de mé&ximos, minimos e
pontos de inflexfio como exemplo do que queremos afirmar. Note-se
que um deslocamento sobre um estado estacionario instavel, podera
engendrar fluxos que tenderso a afastar o universo deste estado, a
depender da diregio deste deslocamento (sobre um estado de minimo
da entropia qualquer deslocamento).

Dentre os maximos de SU o maior deles ( o supremo de
SU(EU,XU;EA,XA) ) & tomado <como o estado de equilibrio
termodinamico ao passo que os outros sfo chamados de “"estados
metaestaveis"”. Enquanto ¢é  possivel imaginar um  processo
termodinamico que leve o universo de um destes estados metaestaveis
ao estado de equilibrio, o 1inverso ¢é proibido (processo
irreversivel).

Para certos valores de EU,XU pode acontecer que dois (ou mais)

méximos tenham a mesma altura, sendo ambos iguais ao supremo de
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SU(EU.XU;E‘,XA) e, portanto, estados de equilibrio. Falaremos neste
caso que ocorre equilibrio entre duas (ou mais) fases, sendo cada
fase um destes estados de equilibrio termodinamico. E possivel
portanto imaginar um processo reversivel que leve o universo de um

destes estados aos outros estados de equilibrio.
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f) A segunda lei da Termodinamica Classica como uma regra de

composicag da entropia de equilibrio.

Se abdicarmos da descrigio dinamica de wum universo, nos
preocupando apenas com seu estado de equilibrio, poderemos
expressar a segunda lei da Termodinamica como uma regra de
composicdo da entropia de equlibrio de um universo composto. De

fato, na Termodinamica Cléassica,

eq _ = - -
S, = S,(E,X) Esui {S,(E,X) + S (E~-E,X~- X)}
A’TA
(II-24)
onde a regra de composigio é expressa como um funcional (sup) da

soma das entropias das partes, soma esta sujeita aos vinculos
E =E + E = cte. e X =X + X = cte.
A B B

{interagéo fraca, por hip6tese). Esta regra satisfaz
simultaneamente, como deveria, ao principio de Jouleanidade, a
maximizacio da entropia do universo e a aditividade (a escolha
Cléassica).

E preciso reconhecer que essa regra de composigio é uma escolha
particular entre outras regras possiveis que definissem teorias
jsomorfas & Termodinamica Cléassica. A formulagiio da Termodin&mica a
partir de uma regra de composigéo geral e o estudo das propriedades
necessarias para que essa regra possa gerar uma Termodinamica
isomorfa & Classica ¢ o que ¢é chamado por N. Bernardes(s)
"Termodinamica Generalizada". A formulagéo holotrépica é
indispensavel ao colocar mesmo desta quest&o e, assim, 2 percepgao
da intima relagio existente entre a Termodinémica Classica e a
Mecanica Estatistica de Gibbs, por exemplo.

Algo deve ser dito ainda a respeito da justiga da formulagéo da

segunda lei da Termodinamica através dessa regra de composigédo. Se
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tomamos a lel das forgas e fluxos como exata surge o problema da
ndo Jjouleanidade do universo nos caso onde existem mais que um
estados estacionarios estéavels, pois ent@o o estado final do
universo dependerd do estado iniclial (mesmo assim esta dependéncia
ndo seréd muito forte). Ndo poderiamos portanto definir a entropia
de equilibrio como o supremo da soma das entropias das partes.
Existe, entretanto, J4& uma tradicoc na Termodinimica e na
Mecanica Estatistica de tratar a evolug@o temporal de um universo
como um processo estocastico que afeta a uma distribuigido de
probabilidades (representante, na Mecanica Estatistica, de um
universo termodin&mico). Na Termodinimica isto significa considerar
a lei das forgas e fluxos como valida, mas ao mesmo tempo com o
universo sujeito a flutuacdes (nas grandezas extensivas das partes)
que podem afastéa-lo de um estado metaestavel, a ponto dele acabar
indo parar num estado estavel de entropia maior que a inicial.
Neste contexto esta regra de composicédo da entropia de equilibrio

se torna plenamente justificada.
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III - TRANSICAO DE FASE NUM UNIVERSO COMPOSTO POR RESERVATORIOS DE
CALOR (R), TRABALHO (M) E UM CORPO PEQUENO (a) (U=a+R+M)

Este capitulo tem um papel central nesta dissertacgio.
Desenvolveremos aqui as idéias apresentadas no capitulo anterior,
aplicando-as ao tipo de universo de maior importancia na teoria e
na experiéncia termodinémicas e, em particular, nas dos fendmenos
de transigdio de fase. E este o universo composto por uma "estrela"
o e reservatérios de calor e trabalho, no qual exploraremos o
significado fisico das transformadas de Legendre da entropia de «
como a entropia de equilibrio deste wuniverso; a formulacgfo
holotrépica deixa transparente este fato.E suficiente que Sa nao
seja concava em todo seu dominio, para descrevermos totalmente o
fendémeno conhecido como "transicio de fase de primeira ordem".
Neste contexto demonstraremos a regra de Gibbs, que dA4 o nuUmero de
fases que podem coexistir em equilibrio num universo, e a equagio
de Clapeyron, que relaciona a inclinagfo da curva de coexisténcia
entre duas fases a distancia entre os estados de equilibrio
representados por estas diferentes fases.

Afim de discutir em toda sua extensio a problemética relacionada
as transicBes de fase iremos adotar uma forma particular (mesmo
assim ainda bastante geral) para a forma de Sa, ndo céncava em uma
certa regifdo do seu dominio. Esta forma abrange os exemplos mais
famosos de equilibrio entre duas fases, os modelos do fluido de van
der Waals e do magneto de Curie-Weiss. Sua grande importéancia esta
em exibirem o que se chama ponto critico, assunto que sera tratado
no capitulo seguinte. Discutiremos aqui os significados fisicos da
ndo analiticidade das fungbes termodin&micas que descrevem o estado
de equilibrio do universo e da chamada construgido de Maxwell. De
posse disto poderemos discutir, finalmente, como devem se dar as

propriamente ditas "transigBes de fase" em universos reais.
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a) Entropia do universo e as transformadas de Legendre da entropia

do corpo pequeno.

Consideremos o universo composto por um corpo pequeno o, um
reservatério de calor R e um reservatério de trabalho - que
tomaremos como um mecanismo ideal - M* . Por reservatérios queremos
dizer que R e M sfo t8o grandes em relagio a o que a interacéo
entre eles ndo chega a alterar significativamente suas

intensidades. Valem as leis de conservagéo

E +E +E =E = cte.
o R M U
e (I11-1)

A entropia de um reservatério de calor pode ser escrita como
fungdo apenas da sua energia, j& que ele ndo troca outras grandezas

além desta:
SR = SR(ER) (I11-2)

Para um mecanismo ideal valem as relagbes

Os resultados que vamos obter também sao validos para um
U=oc+Rox (reservatério de calor e da grandeza extensiva X) e para

um U=a+R+M onde XU ndo ¢ uma grandeza conservada (uma "variavel
pseudo-termodinamica"” de Tisza(Q), como magnetizacdo, polarizagso
elétrica, etc.), que podem assim ser tratados de uma maneira

unificada.
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E = EH(XH) (I1II1-3)
SH = cte. (I11-4)

A entropia deste universo sera escrita como

SU = SR(EU.XU) + Sa(Ea’xa) - en(Ea + 9HXa) (III-5)
onde
Sn(Eu’xu) = SR(EU— Eu(xu)) R (I11-6)
ds
GR = (II11I-7)
dE E=E - E (X))
R R U MU
e
dEu
?H = (1I1I-8)
dX X =X
M MU

Esta expressido é obtida retendo-se termos em até primeira ordem em
Ea/Eu e Xa/xu nas expansdes de Taylor da energia do mecanismo En e

da entropia do reservatério SR:

EH(X“) = En(xu - Xa) = EH(XU) + 9HXa (I1I-9)

R

SR(ER) E SR(EU— EH(XU) - 9HXa- Ea) SR(EU— En(xu)) - GR(Ea+ ?HXa)
(I11-10)
Denotaremos BR?H por HR.

No equilibrio a entropia deste universo sera dada por

SU(EU’XU) - Esu§ { Sa(Ea’xa) - GREa - nhxa } * SR(EU’XU) =
o o

=s (E.X) -8 E IX +SI(E,X). (I11-11)
oa o o R & R & R U U

Esta &, a menos da constante aditiva SR(EU’XU)' a definigdo de uma

transformada de Legendre da entropia Sa ,
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F(GR,HR) = Esu§ { Sa(Ea'Xa) - GREa - ana b
o T

= sup { (e, M;E X )}  T(O,T;E X) (111-12)
o o

transformada esta que troca as variaveis Ea'xa respectivamente por
eaE BSa/aEa e HaE asa/axa, iguais a eR e Hh j& que estamos nos
referindo ao estado de equilibrio. Esta fungéo é igual A energia

livre de Gibbs dividida pelo negativo da temperatura absoluta:

G(TR’ yH)

T
R

F(GR,HR) = - (IT1-13)

Este é um aspecto muito importante da formulagdo holotroépica da
Termodinamica Classica : os potenciais termodinamicos (que na
representacgfo entrépica sfo as fungbes de Massieu, transformadas de
Legendre da entropia de «) representam fisicamente a entropia de
equilibrio de um universo composto pelo « e por reservatérios
adequados.

O estado de equilibrio depende apenas de eR,HR que, por sua vez,
dependem apenas de EU e XU, garantindo a Jjouleanidade do universo
no caso do estado de equilibrio ser tunico. Ele ¢ caracterizado

pelos valores

m
|

. ar

(III-14)

>
I

“(e ,1)
= X (8T

para os quais SU assume o valor supremo e pode ser determinado como
o ponto onde um plano da familia C + eREa + URXa oscula a
superficie Sa(Ea’Xa)' Se isto ocorrer em mais de um ponto o estado

de equilibrio nfio sera unico e falaremos entao em equilibrio entre
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fases.

Para concluir vamos definir ainda outra transformada de Legendre
de S :
o

¢(9R,Xa s;p { Sa(Ea’Xa) - GREa b=
[+ 4
= sup { 8(0,X;E) } Q(eR,Xa;E;) (I1I-15)
X
44

igual, a menos de uma constante aditiva, a entropia SU de um

universo U = « + R em equilibrio. Esta é escrita aditivamente como
®(6_,X) =S (E,X)-6E. =&6_X ;E) (I
R e’ "o o e pra - PO R By 11-16)
onde

l_t __3@ _
Ea = Ea(en’xa) = EE;JX (I1I-17)
¢ a energia da "estrela" a no estado de equilibrio deste universo.
E facil verificar, assim como as expressdes (III-14) e (III-17),
que

(I11-18)

» ad
Ua(Ea Xa 52_]9
o’ R

Sua relagdo com o potencial termodinémico na forma ergotrépica é

F(T Xa)
®(e_,X ) (III-19)
R« R

onde F(TR’Xa) ¢ a energia livre de Helmholtz.
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b) Regra de Gibbs do equilibrio entre fases. Equacao de Clapeyron.

O estado de equilibrio num U=a+R+M é dado pelas coordenadas
E;,X; do ponto onde um plano da familia C + OREa + Hth oscula a
superficie Sa' Se Sa ndo for céncava em certas regides do seu
dominio isto poderad acontecer em 1,2 ou 3 pontos diferentes (em
casos muito particulares 4 pontos ou mais), conforme os valores de
GR e HR. Nestas condigdes diremos que o universo exibe 1,2 ou 3
fases em equilibrio.

0 equilibrio entre duas fases ocorre ao longo de uma curva

HT(GR) determinavel a partir do sistema de equacgdes

E' x") _ (E’ *
ea R Ga 2,X2) = BR (111-20a)
* * * *»
N(E X =0(E,X)=1 (III-20Db)
o 11 a 2 72 R
r(e ,M;E,X) =T ,M;E,X) =T
R) R’ 1, 1 = R, R' 2) 2) - (BR, HR) . (III-ZOC)

Para isto ¢ necessario que existam solugdes diferentes E: X: e
E;,X; para as equagbes (III-20a) e (III-20b). A equagdo (III-20c)
fornecera entfo uma condigéo sobre o par GR,HR.

No caso do equlibrio entre 3 fases teremos adicionalmente

* *
0(E,X) 6 (111-21a)
» *
m(E.,X) =1 (111-21b)
a 3 3 R
(6 ,M) = I'(e_,T;E. X.) (I11-21c)
Tep, M) = T lgi b0 A5 ¢

Se existirem entfio 3 solugdes distintas (chamamos a terceira destas
de E;,X;) a igualdade da entropia SU para estas 3 solugdes impora

duas condigdes sobre o par 9R,HR. Teremos, asim, o equilibrio entre

29



3 fases ocorrendo apenas para um determinado valor do par GR,HR
Vemos também que em geral ndo teremos solug@o para o equilibrio
entre 4 ou mals fases Jja4 que o sistema de equagbes estara entéo
sobredeterminado.

Isto que acabamos de ver é o que se chama regra de Gibbs da
coexisténcia entre fases, facilmente generalizavel quando SU
depende de um numero de grandezas extensivas de a diferente de 2.

Se considerarmos que « ¢ um sistema extensivo cuja entropia
depende sé de Ea’ X

o
mantido constante nas trocas entre a, R e M - entdo da relagdo de

e Na , onde Na é¢ o numero de moles de «a -

Euler
S(E,X,N)=6E +10IX +puN (I111-22)
a o o o o o o o o o

resulta que

. 85,
T (I11-23)
o o o

(onde Hy ¢ o potencial quimico) é o mesmo para as fases em
equlibrio. Isto significa que fragdes da substéancia de o em fases
correspondentes aos diferentes estados de equilibrio podem
coexistir sem que haja troca de substéncia entre elas.

Vamos agora deduzir a importante equagfo de Clapeyron gque
relaciona a inclinagdo da curva de coexisténcia as diferengas entre
os valores das grandezas extensivas de o em cada uma das fases em
equilibrio. Fagamos em (III-20c) deslocamentos SBR e 6HR de maneira
que GR e HR correspondam sempre ao equilibrio entre duas fases, ou
seja, ao longo da curva H&(BR). Quer estejamos sobre a fase 1 ou
sobre a fase 2, como elas possuem sempre (pela definigdo de fases
em equilibrio) a mesma entropia, as variagdes 6F1 e 6F2 seréo

iguais:
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(I11-24)
Usando que

ar ar
= £ =X (I1I-25)
3e_|m_ - ¢ &mle T
R’ R R’ R
(i =1 ou 2), chegaremos finalmente a
L *
dIIT (E2 E1
(I1I-26)
ey X x
2 1

Esta é a equagdo de Clapeyron na forma entrépica. Na forma

ergotrépica (representagdo em energia) teriamos

dHT d(eR?T) d?T d?T
a6~ de =% t% e "% Thar (111-27)
R R R R
Por outro lado, como
» L4 * * * *
r r =-6(E -E)-0%(X -X)+ (S S.)
2 1 R 2 1 RT 2 1 2 1
(I11-28)
poderemos escrever, substituindo em (III-26),
dIl T (S S))
_T g R (111-29)
® T x %
2
Igualando as expressdes (III-27) e (III-29) vem
* *
d?T 52 - S1
40 X' X* (III-30)
2 1
que ¢ a equag@o de Clapeyron na forma ergotrépica.
TR(S; - S:) é definido como o calor latente da transigdo,
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significando a quantldade de calor que o reservatério deve ceder a

o para que o universo va reversivelmente da fase 1 & fase 2.
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¢) Escolha de uma forma particular para Sa que exibe coexistencia

entre duas fases: o deslocamento de Bernardes.

Para que o U=a+R+M exiba uma transigéo de fase, Sa(Ea’xa) nao
pode ser cébncava em todo seu dominio. Tomaremos a partir de agora
para nossa analise um caso particular entre os que exibem a
coexisténcia de duas fases, aquele no qual Sa é céncava em relagéo
a Ea’ qualquer que seja o valor de Xa, mas ndo é céncava, em certas
regides limitadas, em relagdo a variagbes simultldneas em Ea e
Xa'

Com esta escolha nfo perderemos muito em generalidade mas
ganharemos na simplicidade do tratamento: trabalharemos com a
entropia do universo (a ser maximizada no estado de equilibrio)
como fungio apenas de uma grandeza extensiva de o (Xa)’ empregando
o potencial ¢ que teremos certeza ser continuo e diferenciavel em
OR,Xa* .

Por outro lado, os exemplos mais significativos de equiliibrio
entre duas fases, pelo menos para o iniciante no estudo das
transigdes de fase, sZo as transicdes liquido-vapor num fluido de
Van der Waals e ferromagneto-paramagneto num magneto de Curie-Weiss

que possuem exatamente esta forma:

<0, (IT1I-31)

¥ Ja que Sa por hipétese é continua, diferenciavel e cdéncava em

relagédo a Ea’ sua transformada @(ea,xa) também serad continua e

diferenciavel.
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quaisquer que sejam Ea e Xa

oE

azsa azsa o (oS, 2
— - == < 0 (111-32)
X E
[0 4 [+ 4

2 8X ax |8E |x |E
o [»4 o’ o a

em certas regides. E necessario que Sa seja predominantemente
concava (ou seja, que Sa s6é6 seja nfo-cbncava em certas regides)
para que possamos falar em equilibrio termodin&mico neste universo.
A condigdo (III-31) representa a estabilidade térmica do corpo «,

satisfeita aparentemente por todos corpos reais.

Quadro III-1. Entropias deslocadas.

Fluldo de 5 (E,V,N) = Nk.1n{(E+aN?/V)% 2 (V-ND)N*/?} + s
van der Waals o o

Magneto de _ 2 _1 1+m ., ,1-m
Curie-Weiss Sa(E,M,N) = S(E+AM /N,N) 21n{(1+m) (1-m)" 7}

m = M/Np

No quadro (III-1) escrevemos a entropia Sa(Ea’Xa) destes
modelos.E uma caracteristica deles, assim como em geral de todos os
modelos de campo médio da mecénica estatistica, a entropia Sa poder
ser obtida de uma entropia "ideal" (céncava em todo seu dominio)

por um deslocamento de Bernardes(li) que afete, de uma maneira

dependente apenas de Xa’ a energia:
-— i - -—
Sa(Ea’Xa) = Sa (Ea V(Xa),Xa) (II11I-33)

(no caso do fluido de van der Waals, XaE Va também é deslocado - de
um valor constante).

Afora sua importancia histérica, as equagdes de estado de
Curie-Weiss e de van der Waals sZo muito significativas por

exibirem o que se chama "ponto critico" - a curva de coexisténcia
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termina num determinado ponto. No capitulo IV faremos um tratamento
detalhado do comportamento do universo nas proximidades do ponto
critico; serad interessante agora, entretanto, mostrar que um corpo
cuja entropia tenha a forma de (III-33) exibe um ponto critico de
tal forma que a regido onde podem coexistir duas fases em
equilibrio corresponde a uma temperatura menor que a da regifo onde
s6 existe uma fase. Para isto vamos analisar a concavidade de

(III-33). Um pequeno exercicio de calculo diferencial nos permitira

escrever:

2 1.1 1,2 1 d2V
S S _=-(s.) S_ S (s’.) S 6 ——
EE XX EX EE XX EX 2
dX
o
(I11I-34)
onde definimos
X
«
(III-35)
i
EE
etc., com
E' = E - V(X
o « o)
e (III1-36)
X X
o o

Para que (III-33) possua uma regifio nfio céncava é necessario que

2

1 dv 1 1,2
SEEe ;;E > SEESXX (Ssx) >0 (I11-37)
o

(j& que S; por hipétese ¢é coéncava). E facil ver que para

temperaturas altas (T = 9-1) se torna dificil satisfazer esta
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condicdo, a ponto de - se as segundas derivadas forem finitas -
isto se tornar impossivel. Isto explica o fato de, a altas

temperaturas, sé existir uma fase.

36



d) Equilibrio num U=a+R.

Com uma ‘"estrela" a do tipo escolhido no item anterior a

entropia de equilibrio de um U=a+R serd dada por

eq _ (0 _ _ 0)
S = Q(GR,Xa) + S = supEa{ Sa(Ea’Xa) enEa } + S

u
S(E " X)-6E" +5? (I111-38)
@ o T« R a
onde Ea' é determinado a partir da equacéo
*»
6 E X)=28 (IT1-39)
a o o R

Como ea(Ea’Xa) ¢ uma fungio monétona decrescente da energia, fixado
Xa’ esta equagBo possui no méximo uma solugio. A transformada de
Legendre de Sa , ¢(9R,Xa), é obtida entfo pela simples aplicacio da

regra:

i) invertemos a dependéncia funcional entre Ba e Ea

ea(Ea, xa) -> Ea(ea,xa) (I11-40)

ii) substituimos E; em (III-39) pelo valor desta funcio de Ea

calculado em eR

@(GR,Xa) = S(Ea(en’xa)’xa) - enEa(eR’Xa) . (II1-41)

Como resultado, ¢ ¢ uma fungio convexa (continua e diferenciavel)
em OR, J4 que a transformada de Legendre de uma fungio céncava é
uma fungio convexa (vide apéndice).

Analisemos a concavidade de & em relagéo a Xa:
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Fig. -2

T(O Tt X,

x* %

Fig. 111-2. Entroria fora do equillbrio de universos U=a+R+M a

diferentes nn (em fursTo de Xa).

A entropia fora do equlilirio de um U=c+R+M (igual a menos de umsa
constante & furm¥o F(E_,M_35X ) ) possui dois maximos se n < ﬂ.< l'l_.
Se ﬂﬁ) n,l_ 0 estado de equllbric ¢ o mximo mais a esquerda, seriho ¢
o outro. Para I, = N ambos os mximos %o igualmente estados de
equilibrio do universo.



Fig. =10

Xu

Fig. I1I-1b. “PressZo" de uma “estrela” o num U=o+R em equilibrio

(em funsXo de Xa).

A derivada de ¥ em relas2o a Xa, ﬂa(Ql,xa), & crescente entre Xm e
X" e decrescente fora deste intervalo.



Fiy. fi-1o

B, x)

0 X, X1
X

Fig. 11I1-1a. Entropia de equilibrio de um U=c+R em fung®o de Xa.

A funsEo i(e_,xa>. igual a menos de uma constante & entropia de
equillbrio num U=c+R, ¢ convexa em relaglio a X, no intervalo entre

X e X, e c®ncava fora dele.
™ [~ 3



Fiy, Mi-1¢

E-( (QK \ X-()

0 XI'\ XVI
>§*

Fig. III-ic. Energia de uma "estrela” o pum U=o+R em equilibrio

(em funsio de Xu).




X |e X |E 8E |X 6
o’ R a o« R
(II1-42)
Mas
8E 8E oe
_« = _* _= = -
axX |e 86 )X ax |E
o’ R R« o Ta
(II1-43)
{(onde usamos o fato de que no, equilibrio, eR = Ga) e, portanto,
ficamos assim com
3°s 17! [ 8°%s 8%s 8 (8s 2
o o o _ I
8E 2|x | 8E ®|x ax ?|E 8x |6E |x_|E
o /T a0 a4 ab Tod ol Ta
(111-44)
Supuzemos (6zsa/aEa2)X < 0. Ora, a condigao para que Sa seja
o

cébncava definida é, além desta, que o discriminante (III-32) seja
positivo. Como, pela hipdtese, Sa ndo é coéncava definida numa certa

regido, entéo

>0 (ITI-45)

ou seja, ® é convexa em Xa nesta regido.

E importante perceber que mesmo no caso em que Sa seja cdncava
em relagéo a E“ e X“ separadamente (mas ainda assim sem concavidade
definida em relacfo a variagdes arbitrérias numa determinada regifo
do plano Ea’xa) existird um intervalo em Xa (correspondente a esta
regifio) onde & serd convexa em relagéo a Xa Na fig. III-1
mostramos graficos tipicos Q(GR,Xa), Ha(eR’Xa) e Ea(eR’Xa) vs. Xa
para o caso que estamos analisando (s&@o "parecidos" com os do

fluido de van der Waals; os do magneto de Curie-Weiss sé&o
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simétricos em relagéo ao eixo Xa)'
Se fizermos uma experiénclia sobre este universo, variando Xa a
BR constante e medindo Ha(BR,Xa), deveremos ser capazes de tracgar a

regiso onde (8Ha/8Xa)e > 0. Mais adiante veremos que, para sistemas
R
reais como os que comparecem ao laboratério de termodinamica, isto

pode vir a ser dificil.
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e)Equilibrio num U=a+R+M.

Tomemos o universo do item anterior e adicionemos um
reservatério de trabalho M. Fixado GR isto significa que, numa
experiéncia sobre este universo, mediremos Xa - livre para variar -

en funcido de HR. O estado de equilibrio seréd entéo dado pelo valor
de X =X * tal que
o o

* L -
r(e ,m;X ) =&(6,X - WX =sup {ee,X) WX }

X
o

(I11-46)
o que determina, jA4 que conhecemos &,
E"=E"6,x") =E"(,X (6,1)) (I11I-47)
¢« o R’ Ta Ra O g

A condigdo necessaria para que Xa corresponda a um estado de

equilibrio é que

Mm(e X)= 1 (I1I-48)
a R « R

Conforme o valor de HR esta equacio tem 1,2 ou 3 solugdes

diferentes*

se HR < HQ(BR) ou HR > “n(en) uma. solugéo;

se nﬁ = Hm(en) ou nh = Hn(en) duas solugdes;

¥ Desde que, €& 6bvio, GR seja tal que Q(BR,Xa) possua uma regido

convexa em Xa'
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se nm(en) < HR HH(BR) trés solugdes

Hm(OR) e HH(BR) sédo os valores da derivada de ¢ enm,
respectivamente, Xm(eR) e XM(BR), limites inferior e superior do
intervalo onde ® é convexa em Xa (fig.I1I-1).

Chamemos estas solugdes, ordenando-as numa sequéncia crescente,
respectivamente de X1,X0 e Xz' Xo corresponde sempre a um estado
estacionario instéavel, minimo de F(GR,HR;Xa).

Na fig.III-2 mostramos diagramas de F(OR,HR;Xa) VS. Xa para

.
diferentes valores de HR. O valor Xa , correspondente ao estado de
equilibrio (sup I'), sera igual a XI(BR’HR) ou Xz(en’nn) conforme o
valor de IIR seja maior ou menor, respectivamente, que HT(GR) (o
valor de Hh para o qual este universo possui dois estados distintos

de equilibrio) Vamos resumir isto:

m <1(e) X X (e_,1T) a Unica solucgéo
n R 2 "R’ R

a solugido maior
X (e ,II) (existe ainda mais uma
2 R ~
solucéo, X1 = Xo)

=
1]

Hm(BR) X

a solugdo maior
Xz(GR’HR) (existem ainda mais duas

mm (OR) <H < HT(GR)
" solucgdes, X1 # Xo)

>S
|

Xz(eR’HR) ambas as solucgdes
H&(BR) X = estaveis sfo estados
X1(9R’HR) de equilibrio

=
]

a solugio menor

M) <mT <m(e) X =X (6_,M.) (existem ainda mais duas
T R R M R a 1 R -
solugbes, X = X))
2 0
. a solugédo menor
M =T1n(e) X =X (e_,1) (existe ainda mais uma
R M R o 1 R ~
solugdo, X = X))
2 )
T > 1 (6) X X (6 ,M) a tnica solugio
R M R o 1 R'R
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Fiy. W-3bL

X:(O,\ :Tru)

x‘

T

Fig. II1I-3b. X, no estado de equilibrio de um U=o+R+M que exibe

uma transicEo entre fases, em func¥o de 1.

L J
XG(Q‘,H‘). igual ao negyativo da derivada de " em relxo a n.! &

descontinua em I'l.= l‘l_l_ (9. ).



Fig. -3

Mo,

A

T
Fig. 111-3a. Entroria de equilibrio de um U=a+R+M em fungZo de ﬂl.
A entropia de equilibrio de um U=a4+R+M que exibe uma transicXo

entre fases, igual a menos de uma constante & fungdo F(O..ﬂ-),nﬁo
& analitica em ﬂ_s n'(a_).









HT(GR) é a solugdo da equacéo em HR

(0, X, (6 M) = X (6., M) = &6, X (6., M) - WX (6,1 )

(II11-49)
e pode ser determinada graficamente como a inclinagio da reta que
tangencia a iPrva ¢(OR,Xa) fm dois pontos. Levantemos os graficoes
F(GR,HR), Xa (BR,HR) e Ea (BR,HR) vs. Hﬁ, fig (III-3).. Eles
exibirdo singularidades em HR = H&(GR) J& que neste ponto Xa pode
possuir dois valores e que, aquém e além dele, é dado por solucgdes
diferentes da eq. (III-48).

Podemos representar o estado de equilibrio deste universo por um
diagrama de fases no plano GR,HR (fig.I1II-4). A curva HT(GR) é
chamada "curva de coexisténcia de fases". Na regifo entre as curvas
n;(en) e HQ(GR) existem, além do estado de equilibrio, outros
estados estacionérios, um metaestavel e um instével. Fora desta
regido s6 existe um estado estacionario e , sobre as curvas que a

delimitam, os estados metaestavel e instavel se confundem.
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f) Interpr‘etacgo fisica das descontinuidades nas grandezas

termodinamicas. A construcgo de Maxwell.

A fungado I‘(BR,TIR), que descreve o U=a+R+tM no estado de
equilibrio, ndo é analitica em TIR = IIT(GR). Suas derivadas X; e E;
ndo séo definidas neste ponto J4 que assumem valores diferentes
conforme TIR HT_ ou TIR ITT+. Isto ndo deve causar o desconforto
intelectual tipico de estarmos descrevendo um sistema fisico
através de uma fungfo descontinua; as descontinuidades em X; e E;
ndo correspondem a variagdes infinitamente bruscas de grandezas
fisicas. Como veremos em detalhe no item seguinte, é necesséario de
alguma maneira "forgar" o corpo « a mudar de um estado de
equilibrio ao outro, quando viermos variando IIR até atingir HT e
quisermos ir além , sobre o estado de equilibrio e ndo sobre o
estado metaestavel. Falaremos entfio de uma transigéo reversivel
entre as fases; s6 desta maneira estard a fungdo I' descrevendo o
universo considerado.

A singularidade em Xa' e Eo: possui um significado de
inacessibilidade, maior do que o da descontinuidade, de proibigio
de determinados estados como possiveis estados de equilibrio deste
universo. De fato, a principio, nenhum valor X; < Xa< Xz' e

* .

E1 < Eoc < E2 poderia Jjamais corresponder a um estado de
equilibrio j4 que estados estacionarios nesta regifo sé podem ser

instaveis ou metaestaveis.

Def inamos
®(6 X ) = 131" {Te,m) + X } (I11-50)
R
transformada de Legendre de T. Como ¢é propriedade das

transformagdes de Legendre, a transformada de uma fungado cbncava

exceto num intervalo sera uma fungdo convexa. A transformada
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inversa desta fungf&o convexa sera uma fungfo céncava em todo seu
dominio, diferentemente da fung@o original que ndo era toda
cébncava. De fato, ¢ é a envoltéria céncava da fungédo @, obtida
substituindo-se a porgdo entre Xl. e Xz' pela reta de inclinagéo HT
(vide apéndice). Esta transformacfio matematica sobre a forma de & é

o que se chama "construgfo de Maxwell" (fig.III-5). Teremos

— * *
(6 _,X ) ,5¢ X > X ou< X
R « 2 1
Q(BR,X ) = (I11-51)
@ » » » L] — L
o + (e -9) ,se X <X <X
1 2 1 1 o 2
. » L ]
E (6 X) ,se X >X ou< X
@ R o o 2 1
E (6,X) = (I11-52)
@ R « » * & * —_— *
E + ] (E E) ,se X < X <X
1 2 1 1 « 2
—_— * L
M X)) ,se X > X ou<iX
_ _ a R« o 2 1
Ha(eR’ a) = . _ (IIE-SB)
T .(e.) ,8e X <X <X
T R 1 o 2

onde X = X'(B LML) e £ o= f(e ,X‘), i=1o0u?2.
i 1 R R 1 R 1

0 efeito disto é, por enquanto, sem significado fisico: ¢ - que
representa um U=a+R - foi transformada, num U=a+R+M, numa fungéo
sempre céncava através da construgdo de Maxwell, definida mesmo no
intervalo proibido (proibido como estados de equilibrio do
U=a+R+M). Veremos a seguir que para a maioria dos sistemas
termodinamicos, entretanto, a construgdo de Maxwell virad a ter um
importante significado.

A maior parte dos objetos sobre os quais se experimenta num
laboratério - fluidos, magnetos, cristais, etc. - , sendfio todos,
podem ser fragmentados. Queremos dizer com isso que eles, compostos
por moléculas e que tais, podem se separar em partes menores em
diferentes estados termodin&micos. Para os sistemas que chamamos de

extensivos a interagio entre estes fragmentos, imaginarios ou
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reais, & muito pequena em relagBo a energia de cada bloco (listo
certamente depende do tamanho destes blocos!) e o sistema pode ser
descrito como fragmentos a grosso modo independentes.

E razoavel portanto supor que a subst&ncia de uma "estrela" a
extenslva possa ser encontrada como uma mistura de fases em
equilibrio no U=a+R+M. Pela hipétese da extenslvidade (valida para
fragmentos nfo multo pequenos) a entropla desta mlstura sera

escrita como

* * L] ]
Sa(Ea'xa’N1'Nz) = n1S(E1’x1'Na) + nzs(Ez’Xz'Na)
(I11-54)
onde
N =N + N
o 1 2
n = N/N
1 1 o
n = N/N
2 2 «a

com N1 e N2 representando, respectivamente, o numero de particulas
ou de moles nas fases de equilibrio 1 e 2. Nestas condigdes
definimos

_— * *»

X =nX +nX (I11-55)

o 11 22

E
o

* *
nE + nkE (I11-58)
11 2 2

valores totais das grandezas extensivas de «, a soma das parcelas
em cada fase. Estas definigdes s#o equivalentes as expressoes
(I11-51) a (III-53), representando o que se chama a "regra da
alavanca" que d4 a fragio da substéancia de o em cada fase como uma
fungdo de ia'

Neste caso, se N1 pode passar continuamente de Na a zero
(enquanto, obviamente, N2 passa de zero a Na - ou vice-versa),
quando HR = H&(GR), a construcio de Maxwell representara as
propriedades do equilibrio termodinamico deste universo. E

importante notar que neste caso somente a fung&o $(Bn.ia) fornecera
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toda a informacgéo termodin&mica ja que F(BR,HR) nada pode dizer
sobre a quantidade da substéncia de « em cada uma das fases.

Devemos notar as descontinuidades gque afetam as derivadas
segundas de @(OR,Xa). Estas sfio de uma espécie diferente das que ja
analisamos nas derivadas primeiras de F(OR,HR), embora estejam
intimamente relacionadas. Neste uUltimo casc as descontinuidades
significam que o universo devera fazer a transigfo reversivel entre
as fases (em geral dividindo-se em fragdes em estados diferentes)
para poder passar de um ramo ac outro de I'. As descontinuidades nas
derivadas segundas de $, por outro lado, marcam o comego e o fim do
processo de fragmentagéo nos casos onde isto ocorre.

Nos interessa explorar a descontinuidade em azé/aei pela
utilidade que isto tera nos capitulos seguintes. Derivando (I11-51)

Jjudiciosamente obteremos

* *
se X >X o< X
o 2 1

6Ea
= 1-57
36 |x (11 )
R « * » » * *
A+ A A) ,se X <X <X
1 2 1 1 o 2
onde
*, L]
. 6Ei Xm anl
A =z x * |@ ] X Je (111-58)
R R o/ R
Esta fungdo ¢é descontinua em ia = X;ou X; o salto é facilmente

calulado como sendo igual a

ax; 2 o,
) 5o (111-59)

o’ R

*
Como 6Hi/8Xa é negativa (ja que Xi ¢ um estado estacionario

estavel) isto correspondera a um salto positivo no calor especifico
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=]

(II11-60)

ao se passar da regiZo onde s6 existe uma fase para a regifo onde

fragmentos da substancia de a coexistem nas duas fases.
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~ 1]
g) Transigoes reversiveis e irreversiveis entre fases.

Existem basicamente duas maneiras pelas quais podemos forgar um
universo a passar de uma fase a outra, a temperatura constante. Na
primeira variamos HR e medimos a variag@o resultante em X; ; esta é
a experiéncia tipica realizada num U=a+R+M. De wuma maneira
alternativa podemos variar Xa, mantendo HR=HT(6R) constante ; em
geral o resultado de uma variagido deste tipo num U=a+R+M é o
surgimento de fluxos que fazem o universo retornar ao estado de
equilibrio. Entretanto, como veremos em detalhe a seguir, em certas
condicdes isto ndo ocorrerda e o universo espontaneamente
permanecer4d neste novo estado de equilibrio. Nestas mesmas
condigdes existira um processo totalmente equivalente a este, do
ponto de vista dos resultados, realizavel num U=a+R (no qual
variamos X e medimos T (6_,X ) ).

o a R«

O resultado de cada uma destas experiéncias sobre o universo
considerado depender4 fundamentalmente da capacidade que « tenha
de se fragmentar, e da capacidade destes fragmentos passarem de uma
fase a outra. Podemos associar estas capacidades & pureza da
substéncia de «, considerando assim dois casos limite:

i) Transicio de fase numa substéncia idealmente pura. Por
absolutamente pura queremos dizer que n&o existem fragdes da
substancia em fases diferentes, nem impurezas que pudessem agir
como catalizadores da transic8o entre as fases em fracbes da
substancia. Queremos dizer ainda, num sentido mais amplo, que o
principio din&mico das forgas e fluxos (item II-c) & tomado como
exato; ou seja, ndoc admitiremos (aqui nesta nossa analise, bem
entendido) a existéncia de flutuagdes que teriam o mesmo efeito de
fragmentar a substancia de o em fases diferentes.

Suponhamos que o universo esteja em equilibrio a BR e n&(eR) na,
digamos, fase 1. Sendo assim a entropia do wuniverso seria na

situag8o inicial
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. . .
SU = Sa(El,Xi,Na) GREI Hﬁxl + cte (ITI-61)

Uma variagao 6Xa tiraria o universo do estado de equilibrio, o que
teria o efeito de engendrar fluxos espont@neos que o reconduziriam
ao estado inicial.

Uma variagéo 6HR, por outro lado, acarretaria fluxos que
conduziriam o universo a um novo estado estacionario, estado este
que seria metaestéavel se 6UR < 0 (j& que o estado de equilibrio é a
fase 2 fe Hh < HT). Prosseguindo na diminuigdo de Hh* levariamos
Xa de X1 a Xm sempre sobre um estado metaestével do U.

Atingido este ponto, o que ocorre quando HR = Hm, o estado
metaestavel deixa de existir, passando a ser um estado instével em
relacdo a deslocamentos &8X positivos (vide fig.III-2). Poderemos
dizer entfio que o U sofre uma transigio de fase catastréfica em

R= Hm (ou, se alternativamente viéssemos aumentando HR, em Hﬁ): o)
aumento de X°£ provoca nesta situagdo o aumento de Ha que por sua
vez provoca a "expansdo" de Xa, contrariando o principio de Le
Chatélier. Nestas condigdes sé existe uma maneira, através de um
processo irreversivel, de fazermos com que a substéncia de « passe
de uma fase a outra; é esta transicfio que representamos na fig.
I1I-6, nos dois sentidos em que pode ocorrer.

ii) TransicBo de fase numa mistura das duas fases. Vamos supor
que a substéncia de o esteja, em H&, fragmentada nas duas fases,
uma delas presente talvez apenas como impureza. Isto é equivalente
a considerar a existéncia de um catalizador ou de flutuagdes que

resultem na transicio em fragdes da substéncia. Neste caso a

Este processo pode ser considerado como reversivel imaginando
que pomos o U=a+R em contato sucessivamente com uma infinidade de

mecanismos a 9H diferentes por uma quantidade S?H infinitesimal
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entropia do universo sera escrita como

* E ] L » » =
S =nS +nS 8 (nE + nkE) N(nX +nX + cte.
171 272 R 11 2 2 R 11 22

U
(I1I-82)

Se efetuarmos a variagéo GHR < 0 o estado de equilibrio passara a
ser a fase 2, unicamente. A fase 1 corresponderda entféo a um estado

metaestavel, com o que teremos, sendo valida a forma de Euler

g, >0 (I11-63)

Isto acarretaréd um fluxo de substé&ncia entre as fragdes 1 e 2 que
sé poderéa se extinguir, a rigor, quando toda substéncia de a passar
da fase 1 a fase 2 (ja que ﬁ é uma grandeza intensiva que ndo se
altera com uma troca de substancia entre as fases). Se fizermos Snﬁ
suficientemente pequeno este processo podera ser encarado como
reversivel; nesta situacZo ideal bastaria uma pequenissima variagéo
anﬁ para que o U realizasse uma transicio (quase) reversivel entre
as fases.

Existe, por outro lado, um processo mais genuinamente reversivel
que pode levar o universo de uma fase a outra. Imaginemos que as
fragdes troquem substéncia numa variagédo 6n1= - 6n2. Esta variagéo
devera ser acompanhada, consistentemente, por trocas entre a e os

reservatérios
SE (E E)S (I11I-64)
o 1 2 %%
X = (X X)a (I1II-65)
a 2’
A entropia ndo variara neste processo:
(s s & 6 (E E)S m(x XxX)é
BSU 1 2 °0y R 1 2’01y R 1 2’ %y
H

, H)én =0 (111-66)
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pois o potencial quimico das duas fases em equilibrio é igual.

Mantendo HR= HT, constante, e variando Xa quasiestaticamente
iremos induzir uma transig@o reversivel no universo onde fracgdes de
o passardo de uma fase a outra ou, equivalentemente, a fragdo em
uma fase cederad substéncia a fragdo na outra fase. A curva
experimental Ha vs. Xa sobre estados de equilibrio do U é dada
entdo pela construgéio de Maxwell (fig.III-5).

E importante perceber que este processo pode ser realizado tanto
num U=a+R como num U=a+R+M. No primeiro caso Xa é um vinculo do
universo; SXa deve ser imposta desde o exterior num processo no
qual este vinculo ¢é, n3o relaxado, mas sim variado através da
realizagio de trabalho externo sobre o wuniverso, de um valor
inicial mantido fixo (por uma trava, por exemplo, que prenda um
pist&o que encerre um gas num cilindro) a outro valor final que
entédo também sera mantido fixo. Se o realizarmos com suficiente
culdado seremos capazes de fazé-lo de tal forma que ﬂ& seja sempre
igual a HT. No segundo caso, que ¢é em todos os resultados
equivalente ao primeire (embora mais facil de ser realizado na
pratica* ) Xa estd livre para variar e HR ¢ mantida constante em
todo processo. Impondo a variagédo SXa (n8o realizamos agora
“trabalho externo" j4 que incluimos o mecanismo no universo, mas
ainda assim precisaremos impor externamente a variagdo Jja que ela
ndo pode ocorrer espontaneamente sobre um estado de equilibrio)
forgaremos a troca de substancia entre as duas fases.

Uma transig@o de fase num universo real deve ser algo entre

estes dois casos extremos. Note-se que em certas condigdes pode ser

¥ Isto €, quando o primeiro for realizavel. Por exemplo, quando Xa

representa a magnetizagido, ndo existe maneira de se fixéa-la como se

faz com o volume.
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muito dificil a transicdo de um estado metaestavel ao de equlibrio,
dificuldade esta que estd em geral associada a distancia e a
diferenga na altura dos méximos. Por outro lado, podemos ter uma
transigdo reversivel mesmo num U=a+R: se a ¢é facilmente
fragmentavel e est4d num estado no qual Xa esteja num intervalo
metaestavel do U=a+R+M ent@o fracdes da substancia de o podem

passar, numa variagio &X desta fase a outra. O efeito disto seria

‘)
tornar impossivel tragarmos experimentalmente Ha num intervalo

* L
situado entre X " e X 5 mais ainda entre X e Xn'
m
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1V- TERMODINAMICA HOLOTROPICA NAS VIZINHANCAS DE UM PONTO CRITICO
ISOLADO.

Um dos aspectos mais importantes de uma transic@o de fases de
primeira ordem acontece quando a curva de transicdo termina num
ponto, ponto este chamado critico. O estudo do comportamento de um
universo nas vizinhangas de um ponto deste tipo é um dos esforgos
principais da Mecénica Estatistica dos dias atuais. Faremos aqui o
tratamento termodin&mico cléssico da criticalidade (na formulacéo
Holotrépica, mais transparente) expandindo a entropia de um U=a+R+M
(representada por F(BR,HA;Xa)) numa série de poténcias em torno do
ponto critico, e maximizando-a afim de determinar o estado de
equilibrio e a curva de coexisténcia. O tratamento & bastante geral
e aplica-se evidentemente a qualquer universo termodinamico do tipo
escolhido no capitulo anterior; a expansio em série de poténcias
(que poderdo ser truncadas em ordens baixas) nos proporciona
relagdes explicitas entre as grandezas termodin&micas, dependentes
do tipo especifico de U apenas através dos coeficientes da
expansdo, o que permite revelar de maneira clara a universalidade
dos fenbmenos criticos. Cuidaremos disto calculando os expoentes
criticos cléssicos (no sentido em que dizem respeito a
Termodinamica Cléssica), idénticos aos da teoria de Landau e aos
dos modelos mecénico-estatisticos de campo médio (chamados também

de "cléassicos" mas por outros motivos).
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»
a) Defini¢ao de ponto critico isolado.

Um ponto critico isolado é definido, no diagrama de fases
I%x GR, como o ponto onde termina uma curva de coexisténcia de
fases. Ao longo da curva de coexisténcia, aproximando-nos do ponto
critico, a diferenga entre as fases (X:- X;) vai progressivamente
diminuindo. No ponto critico é como se as duas fases fossenm
jdénticas; além dele, sé6 existe um estado estacionario e portanto
s6 uma fase em equilibrio.

A ocorréncia de pontos criticos ¢é bastante universal, com
diversos tipos de substéncias, com propriedades t&o diversas como
volume, magnetizagdo, etc., o exibindo. As caracteristicas gerais
deste fendémeno sfo também universais, como alids o deveriam ser
para serem objetos da Termodinémica. Uma destas caracteristicas é o
fato de existirem as duas fases para temperaturas menores que a
temperatura critica (6 > ec) e apenas uma para temperaturas
maiores, nunca o contrario. Isto é costumeiramente explicado pelo
apelo a Mecanica Estatistica e aos conceitos de ordem (relacionada
a baixas temperaturas) e desordem (altas temperaturas), como o faz
a teoria de Landau. Como vimos no capitulo III isto pode ser
explicado pelo recurso exclusivo a Termodinamica Classica, no
contexto do deslocamento de Bernardes.

Para que um U=a+R+M possua um ponto critico é necessario que a
concavidade de @(GR,Xa) em relagido a Xa dependa de GR da seguinte
forma:
se 6_>6_, ® deve ser convexa entre Xm(GR) e Xn(en) e cdncava
fora deste intervalo;

e, se GR < ec , ® deve ser cdncava para todo Xa

Em X n(en)’ pontos onde a concavidade de & muda, deveremos ter
m,

ax%|e
o

-0 (Iv-1)

R
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Para en" Gc* teremos Xm-> XC e XH-) Xc' Assim sendo, é necessario que
(azéc/axaz)e =0. Por outro lado XC deve ser um estado de equilibrio
R

de um universo a BC,HC e, portanto, a derivada de ordem mais baixa
ndo nula deve ser negativa e de ordem par. Vejamos isto: Jja que um
estado de equilibrio & um estado estacionério estavel deveremos ter

d3r=6®-n0Ts8X <0 (1v-2)
X X cC o

numa variagfo virtual sobre Xa Xc' Esta pode ser escrita como

)
b
R
)
e

(ja& que Ha(ec’xc) = Hc)

onde k é a ordem da derivada de mais baixa ordem nio nula (k>2). Se
k for impar o sinal de GXF dependerd do sinal de SXa e portanto
XC(BC,HC) nio poderia ser um estado de equilibrio (nfio é estéavel).

Por outro lado, para que BXF seja negativo, deveremos ter:

a*e
X |e
o’ R

Nos exemplos como os com os quais estamos lidando, o fluido de
van der Waals e o magneto de Curie-Weiss, teremos @(GR,Xa) tal que
em 6 ,X

c’'¢c
8%® /axX =0
c o

8% /3% 3=0
Cc o

a*s sax %<0
C o
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Isto implica que Xc é um ponto de inflex&o de na(ec.xa).

Afora o ponto critico isolado associado a coexisténcia entre
duas fases que estamos discutindo aqui, o mais simples de todos,
existem ainda outros tipos de pontos criticos. Suas propriedades
est8o relacionadas & ordem das n-ésimas derivadas nulas de ¢ em
relagéo a Xa nestes pontos criticos. Nao nos propomos aqui a

discuti-los, remetendo o leitor as excelentes obras de Landau(g),

(10) (11)

Tisza e Pippard
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AT,

Fig. IV-1b.

Fy. Iv-1b

0
ax
Xe

leotermas An°l E Axa no fluido de Van der Waals.



AT,

Fig.

I1Vv-1a.

My, V=14

0

isotermas Aﬂa » Axa

AD=0
AKX

no magneto de Curie-Weiss.



b) Expansgo da entropia do universo em torno do ponto critico.

Estivemos trabalhando ao longo deste trabalho sempre com a
hipétese de & ser continua e diferenciavel. Podemos portanto
expandir as fungdes termodin&micas em torno do ponto critico como

uma série de poténcias em

AX = X -X

a C
A = GR-GC (IV-5)
Al = T -

R C

Em virtude das propriedades caracteristicas de ¢ no ponto critico

teremos

1 3nach n,m n
#(6_,X ) T o A6"AX" = LA A6 AX"

n,m ae“axm n,m
R «

IR

~ ® +TAX - EA0 + A_AGAX + A_AGAX® + A AGAX" + A AX'
c C C 11 12 13 04
(IV-6)
onde

Ec = -(BQC/BBR)X

R «

e desconsideramos termos de ordem maior ou igual a AOZ,AGAX4 e AXS.
Somos obrigados a reter termos até quarta ordem em AX afim de
podermos representar a existéncia de wuma regifo convexa em
¢(BR> ec'xa)' Por outro lado, como veremos no dque segue, é
suficiente considerar termos até primeira ordem em A6 para que esta
regido exista, ou ndo, conforme o sinal de A@. Seja como for, sera

necessario verificar, mais tarde, a consisténcia dos nossos
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resultados com o truncamento na expanséo de ¢.
Vamos trabalhar com as diferengas das grandezas termodin&micas

em relagiio aos seus valores no ponto critico:

A® = AD(A6,AX) = &(6_,X ) - & =
R« c

& TAX - EA6 + A_ABAX + A_AGAX® + A_AGAXC + A_AX'
c c 11 12 13 04
(IV-7)

Al = AT'(A6,AT;AX) =T(e_,I ;X ) - T =
R R a c

= — X Al -ATIAX - E A6 + A _ABAX + A A6AX% + A__ABAX® + A ax*
Cc Cc 11 12 13 04

(1v-8)

AT = AT (86,AX) = T (6,,X) - M=

= A A +2A AGAX + 3A AGAXS + 4A AXC
11 12 13 04

(1vV-9)

AE_ = AE_(86,AX) = E (6,,X ) - E_ &

- A AX - A A - A AX
11 12 13

(IV-10)

Daqui em diante omitiremos o subescrito "a" em AEa; manteremo-lo,

entretanto, em Aﬂa para nao o confundirmos com All = Hh - “c'
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¢) Equlibrio termodinamico. Diagrama de fases.

Analisemos a concavidade de A®:

8AT 8°ad
_«

58X |ae  8ax®|ae

= 2A AG + BA ABAX + 12A AX®
12 13 04

(IvV-11)

Este é um polinémio do segundo grau em AX. Se ele possuir raizes
reais (AXm,AXH) a concavidade de & sera diferente dentro e fora do
intervalo entre estas raizes.

2 A8 1/2

AX 12

A AB 172
i3

= - * (1v-12)
4|A°4|

Para que isto ocorra é necesséario que

A12A9
> & (I1v-13)
04
Com A8 - 0 esta condigdo se resume a
< 0 (IvV-14)

Como, por hipbtese, Ao4 < 0 , deveremos ter A&er > 0 e, portanto,
A12 > 0 para que a regifio convexa exista para A6 > O (TR<TC) -
fig. Iv-2.

Vamos aproveitar a expressfio (IV-12) para determinar AH; "
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Com A6 » O a dependéncia em ordem mais baixa além da linear em A6

sera dada por

2A12 A12 e 372
= + -
Al = A 46t — STA ] A6 (IV-15)

Vamos agora determinar o estado de equilibrio deste universo.

Ele sera dado por um valor AX’ que satisfaz a

BAT .
— = AN (46,8X) - ANl = O (IV-16)
84X 46, AX

*»
AX sera, entre as solugdes desta equagéo, a que torna ATl supremo

Para que (IV-16) tenha mals que uma solugéo real é necessario que

i) (BAHa/BAX)AG = 0 tenha duas solucgdes reais. Isto, como
vimos, ocorre se e somente se A8 > 0.
ii) Al = ANl = ATl
m M
O estado de equilibrio sera, se A8 > 0, de acordo com o valor de
AT,

- a unica solug8o de AHa = AIl, se All < Aﬂm ou Al > Al'[H

- a solucdo maior (>AX)), se Aﬂm = All = AHT

N »

N

- a solugdo menor (<AX ), se ATIH = ATl 2 Al'[T

- ambas solucdes Ax: e Ax; , se Al = AT

*
A curva de coexisténcia AH&(AB) e os valores de AX12 que

’
caracterizam os dois estados de equilibrio na coexisténcia podem
ser calculados a partir das seguintes relacdes, validas para duas

fases em equilibrio:

A’ = AT (A8, ATl ;AX* AT _ = Ar(Ae, ATl ;AX‘ ) (IV-17)
1 T 1 2 T 2
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AT = AT (A0, AX") = A = AT (A®,AX.) = ANl =
1 [+4 1 2 o 2 T

~ A AG +2A AGAX. + 3A ABAX 2 + 4A AX (IV-18)
11 12 i 13 i 04 i

(onde 1=1 ou 2).

Substituindo esta ultima na expressfo (IV-17) ficamos com

* * *2 2 *3 *3
oA AB(AX -AX ) + 3A _AB(AX ° -AX “) + 4A_(AX ™ -AX ") =0
12 2 1 13 2 1 oa 2 1
(Iv-18)

A 26(AX"Z —AX"®) + 2A_A0(AX"0 -AX"%) + 3A_(AX* -AX*) = 0
12 2 1 13 2 1 04 2 1
(1V-20)

* »
Dividindo ambas expressdes por (AX2 - AX1 ) # 0 - somos autorizados
a fazer isto j& que nido nos interessa a solugiio onde as duas fases

sdo a mesma - obtemos

- * . L) » -
2A A6 + 3A _AB(AX + AX ) + 4A_ {(AX + AX ) AX_ AX }=0
12 13 2 1 04 2 1 2 1
(1Iv-21)

A RB(AXT + AXT) + 2A Ae{(AX. + AX)? KX
+
12Ae 2 1 13 2 1

s 38 (AX + AXO(AX" + AX)Z - 28X AX} =0 (IV-22)
04 2 1 2 1 2

E razoavel supor que AX; g - AX: quando A6 > 0. Se assim o

fizermos obteremos de (IV-21)

AX AX F1210 (1V-23)
12 2A
04
e, substituindo este resultado em (1v-22},
X'+ AX = P18 (1V-24)
A 1 2 2A04

Com isso chegamos facilmente a
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Fiyg. V-3
J AX (49)
£X.. (26)
0.0
AX_ (A9)
Al
A% (a9)
D.0

48
®0

Fig. IV-3. Diagrama de fases &X x A9 de um fluido de van der Waals

nas vizinhangas do ponto critico.

Na regiZo entre as curvas AXM(AQD e Axu(AG) & & convexa; um estado
ectacionario estadvel s6 pode existir ai se a substincia de o
estiver fragmentada nas duas fases. Neste caso, & deve ser
substiulda na regi¥o entre as curvas Ax: ) Ax: pela construwwio de

Maxwell.



. A12 e 1/2 A13
AX

= ¥ . A6 —— A6 (Iv-25)
1,2 2|A04| 4A04

Finalmente, determinamos a partir disto a relagdo entre AIl e

AB 20 longo da curva de coexisténcia:
AT = A A6 + 0(6°) (IV-28)

Nao podemos, por conta do truncamento efetuado de saida em A®
(item b) determinar o coeficiente de AUT em A6°. O truncamento é,
entretanto, aceitavel para descrever o universo em equilibrio perto
da criticalidade ja4 que a imprecisfio em nossos resultados esta
restrita a termos em A6 de ordem igual ou superior a 2, isto é,
temos certeza de nossos resultados até a ordem 3/2.

Com os resultados obtidos até agora podemos tragar o diagrama de
fases M-8, fig IV-2. Representamos l4 a curva de coexisténcia, o
ponto critico e a regido na qual existe, além do estado de
equilibrio, um estado metaestédvel. Sintetizando nossos resultados
levantamos também o diagrama de fases X-6 (fig IV-3) que mostra as
curvas AXI e Ax; e a regido na qual ¢ é convexa'em Xa' .

Un ponto na regido entre as curvas AX1 e AX2 sé pode
corresponder a um estado de equilibrio do U=a+R+M se a substéncia
de o estiver fragmentada nas duas fases. Neste caso o universo sera

descrito pela fungfio AP transformada pela construcéo de Maxwell:

E * » * *
AP nAd +nAd = Ad +n AD  A® (IV-27)
1 1 2 2 2 1 1 2
onde
A@I = M;: (A8) = A@(Ae,Ax: (26, AT (86))) (IV-28)

en en, sdo as fragdes da substancia em cada fase (n1+n2=1).

Como temos ainda

. . » » *
AX = nAX + nAX = AX + n_(AX AX ) (Iv-29)
i1 2 2 2 1 1 2
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podemos, portanto, escrever

L . (AX] - AX) (8% - A9)) . .
A% = AB(86,A%) = A + 5 . = -(8X, - AT+ A%,
(AX. - AX)
1 2
(1V-30)
e, aproveitando,
_ (X - AX)(AE, - AE)
AE = AE(A6,AX) = - - + AEz =
(AX - AX)
2 1
dm
= (M; - AR). T+ AE; (1V-31)
de

(onde usamos a equagio de Clapeyron, expressio (III-26)).
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d) Os expoentes criticos classicos*

O comportamento termodin&mico das substancias nas vizinhangas da
criticalidade é convencionalmente descrito por um conjunto de
expoentes criticos. Vamos aqui definir e calcular os expoentes
criticos classicos, referentes a Termodinamica Cléssica segundo a
estamos expondo.

Estamos interessados em saber como variam as grandezas
termodinamicas quando nos aproximamos do ponto critico, fazendo A8,
Al e AX tenderem a zero. A grandeza em quest&o e a maneira de
aproximar do ponto critico caracterizam um expoente critico A

definido como

1n f(e)

A= 1lim In € (IV-32a)
€»0

¢ representa uma variavel que vai a zero no ponto critico e f(g) a
grandeza termodinamica considerada. O valor de A é facilmente
obtido de dados experimentais como a inclinag&o da reta para a qual
tende o grafico 1ln f(e) x ln &. Com o tratamento que estamos
fazendo, expandindo as funcdes termodinémicas em séries de

poténcias, teremos a definicéo equivalente

lim f(g) = ceA (IV-32b)
€20
¥ Os livros de Reichlua) e Thompson“A) fornecem uma boa

referéncia sobre os expoentes criticos classicos, em particular

sobre os referentes aos modelos de van der Waals e Curie-Weiss.
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a) Calor especifico.

Os expoentes « e o’ s@oc definidos por

1n C (A8, AX=0)
. X
a= lim

4640 In|s8|

e (1V-33)
iIn CX(AG,AXEO)
o'= lim
A990+ 1n A6
2
8E) _ ,28°%

onde Cx ET}X =0 552]X
Enquanto, para A6 < 0 , AX =0 pode corresponder a um estado de

equilibrio (o & para o U=a+R+M a A8 e AH=AHa(A9,0)), o unico estado

estacionario por sinal, o mesmo nao ocorre para A6 > 0 : AX

o
estarsd neste caso dentro da regido onde & é& convexa e s6 poderé
corresponder a um estado estacionario instavel (fig. IV-3). E
evidente que ndo faz sentido uma experiéncia que meca a grandeza
termodinamica que seja ao longo de AX = O com A6 > 0, a ndo ser que
a substancia de a esteja fragmentada nas duas fases de equilibrio.
Neste caso o U seréd descrito por A% e o calor especifico Cx devera
ser medido ao longo da curva de coexisténcia All = AH&(AG).

Na determinagdo de «, por outro lado, €& exatamente equivalente a
medida do calor especifico ao longo da curva AH=AHa(Ae,0) -
variando A8 e AIl concomitantemente de modo que AX, mesmo livre, néo
varie - ou, duma maneira mais simples, variando A@ e mantendo AX
fixo igual a zero.

E muito importante notarmos que as grandezas fisicas que medimos
acima e abaixo de ec sao, nestas condigdes, descritas
matematicamente por fungdes diferentes A® e A% ; algo deve ocorrer
em BC para que sejamos obrigados a passar de uma descrigdo a outra,

e isto é a fragmentagiio nas duas fases de equilibrio.
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Dito isto, vamos partir para a determinag@o dos expoentes a e

a'. A determinacfico de a é feita diretamente derivando a expressfo
(IV-10), a qual adicionamos a dependéncia em primeira ordem em A6

(o que d& conta do termo constante na expansfio de Taylor de
8°8/86°)

AE (A8 < 0,AX = 0) = -2A_ b6 (1V-34)
com o que obtemos
2
C = 8°A (1v-35)
X c 20
resultando
oa=20 (1V-36)

A determinagsio de «’,por outro lado, se dara a partir de (IV-31)
(adicionada, também, do termo em primeira ordem em AB) na qual

substituimos AX = 0:

AE" = AE(A6 > 0,A% = 0) =
L *2 "3 * dr['r
= - A AX - A AX “- A _AX " - 2A_AB + AX ———
11 2 12 2 13 2 20 2 deR
(1V-37)
Substituindo os resultados que obtivemos nas expressdes (IvV-25) e

(IV-28) chegamos finalmente a

e dai a

o =0 (IV-39)
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Mg, V-4
9 a6

AX

Fig. IV-4, Isotermas AE x AX : a descontinuidade no calor

especifico.

A furmdo que representa a energia da “estrela” o« ¢ diferente
conforme A8 > O ou < 0. A sua derivada da um salto em oc.xc.



Como se vé& de (IV-35) e (IV-38) o calor especifico sofre um
salto igual a A12/2|A04| em 9R= Bc. Este salto ¢é positivo,
significando que o calor especifico é maior na regido BR> ec onde
as duas fases podem coexistir em equilibrio. Na fig. IV-4 mostramos
um grafico AE(Ae,AX) acima e abaixo do ponto critico, revelando a
origem da descontinuidade de sua derivada. A magnitude deste salto
também poderia ser calculada diretamente a partir de (III-57) com o

que obteriamos, evidentemente, o mesmo resultado.
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B) Parametro de ordem.

O parametro de ordem é definido como a diferenga dos valores da

L

grandeza extensiva Xa no equilibrio entre as duas fases, X;- Xi. 0

expoente critico B ¢ dado por

1n(AX -AX")
n 2 1

Tn(26) (Iv-40)

B = 1lim
AB50

Obviamente B ndo é definido para A6 > 0, regifio na qual s6 existe
uma fase. Dos resultados obtidos no item anterior, expressio

(IV-25), isto é facilmente calculado:

AX - AX = 2[ A1z ]1/2 pe'/? (IV-41)
2 1 2|A04|
o que resulta
B =1/2 (1v-42)
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y) Compressibilidade isotérmica

1n K

y = lim T (1V-43)
2620 1n|ae]|
i1n KT

¥’ = lim (1V-44)

A6-0" 1n A®

KT, a compressibilidade isotérmica, é definida como

[s1}
>

- _ 1 _ _ 638X _
Kr =7 x zﬁ]T =% an]e (1v-45)

0 expoente critico 7 é determinado sobre a curva
ATI(AB < 0) = Aﬂa(Ae,AX = 0) (1v-48)

onde o estado de equilibrio do universo, dnico, sera dado por

AX' = 0. ', por outro lado, € definido sobre a curva
ATI{(AB > Q) = Aﬂ&(AB) (1V-47)

com o universo em uma das fases, pura (fig. IV-5). Ora, de (1v-9)

temos

aAHa
VG = 2A12AO (IV-48)
quando AX = 0, o que nos da
ec -1
KT = - A—T Ae (IV-49)
12'¢C

e, portanto,

69






7= -1 (IV-SO)
Por outro lado, derivando
AT (48) = AnT(Ae,Ax:) (IV-51)

em relagdo a AXI (i= 1 ou 2) obtemos, J4 substituindo (IV-8) e
(Iv-25),

ATl

— = -4A_A8 + 0(80”%) (1V-52)
8AX
o que nos da para y’ o mesmo resultado que para 7,
y =-1 (1v-53)

O coeficiente correspondente a estes expoentes, acima e abaixo do
ponto critico, é, entretanto, diferente (¢’ = c/2).

Como vemos, a compressibilidade isotérmica diverge no ponto
critico. Esta divergéncia possui um significado diferente da que
ocorre ao cruzarmos a linha de coexisténcia, Jja que la a
descontinuidade em X; representa o fato da substéncia de « se
fragmentar, com fragdes dela passando de uma fase a outra; ela tem
a ver aqui, na verdade, com o fato de ana/axa ir a zero nos pontos
onde a concavidade de ¢ muda (e no ponto critico, onde quase muda),
fig IV-5.

70



8) Grau da isoterma critica.

) (IvV-54)

Da expressfo (IV-9) obtem-se facilmente

— 3 -
Aﬂa(A6=0,AX) 4Ab4AX (IV-55)

o que nos da

§ 3 (IV-56)

E um fato marcante que as substéncias sejam, em sua grande
maioria, caracterizadas experimentalmente por expoentes criticos
muito semelhantes, todos porém diferentes dos previstos pela
Termodinamica Classica; poder-se-ia dizer que sdo mais semelhantes
entre si que em relagio aos expoentes classicos. Por outro lado os
modelos aproximados chamados "de campo médio" na Mecénica
Estatistica fornecem exatamente o mesmo conjunto de expoentes
criticos que obtivemos aqui, sejam la quais forem estes modelos
(representando quer fluidos quer magnetos). Este ponto sera
discutido no capitulo seguinte; agora, por completeza, vamos
comparar nossos resultados teéricos com os experimentais tipicos

(segundo Thompson(14)).
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resultado teérico

expoente classico resultado experimental
o 0 (desc.) >0 (log) e < 0,2
o 0 (desc.) >0 (log) e < 0,2
B 172 1/3
' -1 -1,3
7’ -1 -1,1 (+)
3

Nao se dispde de dados para a determinagdo de ¥’ para sistemas

magnéticos.
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V - DISCUSSAO.

a) Os resultados classicos.

A identidade entre os expoentes criticos cléssicos podera ser
compreendida se verificarmos que tanto a teoria de Landau como os
modelos de campo médio s&0 equivalentes a formulag@o holotrépica
classica que fizemos aqui. A universalidade do fendmeno das
transicdes de fase também nZ&o nos espantard, ja que veremos, ao
invés das diferencas entre os diversos modelos, a identidade comum
de objetos termodinémicos.

A teoria de Landau é reconhecidamente o tratamento termodinémico

da criticalidade. Embora apele acessoriamente a conceitos da

Mecanica Estatistica, como "ordem" e "desordem", trata-se
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fundalmentalmente da expansfio da "energia livre de Gibbs"'l
F(BR,HR;Xa)

e
R

G(TR.?H Xa = - (v-1)
em torno do ponto critico e sua minimizagdo afim de determinar o
estado de equilibrio. Isto é exatamente equivalente ao que fizemos;
em universos do tipo U=a+R’s é perfeitamente possivel passar de uma
formulagdo holotrépica entrépica (SU como a grandeza fundamental)
para uma merotropica ergotrépica (onde Ea desempenha este papel)
através das transformadas de Legendre.

Para Landau Xa ndo precisa ser uma grandeza extensiva (incluindo
(4)), dando aliés

mais importéancia ao caso onde Xa representa o propriamente dito

ai as "variaveis pseudo-termodin&micas" de Tisza

"parametro de ordem", medida da simetria de «. Isso se encaixa no
nosso esquema com 9HE 0 (o que significa que n&o existe troca de
trabalho associada a wuma variagdo em Xa)' Note-se que a
magnetizagdo, por exemplo, pode ser encarada a campo nulo das duas
maneiras.

Devemos fazer uma discuss@o um pouco mais aprofundada para
reconhecermos a equivaléncia entre os modelos mecénico-estatisticos
de campo médio e a teoria termodinamica cléassica, em particular dos
seus resultados com os do deslocamento de Bernardes. Vejamos: 2a

funcdo de partigédo que representa um U=a+R+M € dada por

z(e , M) = z exp { 6E WX } (V-2)

onde a soma se extende sobre todos os estados a de a (compativeis

1 A razio das aspas € dque a energia livre de Gibbs €,

propriamente, o minimo de (v-1).
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com algum vinculo, se for caso), e pode ser escrita como

z(e , 1) = ] L( exp {S,(E X)) - 8.E, X} (V-3)
a' o

onde exp {Sa(Ea Xa)} é a degenerescéncia* Ora, temos no limite em

que o numero de moles ou particulas de a vai a infinito

lim 1n Z(6,M) sup {S (E,X)-6E TX}
Na')w R R Ea:xa o o o R & R &

(v-4)

com o que no limite termodinamico a Mecénica Estatistica e a
Termodinamica Cléassica sé&o equivalentes. Isto ndo é novidade e ndo
vamos nos preocupar e€m demonstra-lo. Nio podemos deixar de
observar, contudo, que ha de se tomar cuidado no quando tomar o
limite termodinamico.

A degenerescéncia € facilmente calculada quando a € composta por
fragmentos nao interagentes. No caso dos modelos de campo médio a
interacéo entre os fragmentos de o € representada por um potencial
que depende apenas de Xa* e a funcdo de partigdo pode ainda ser

escrita na forma de (V-3)

+ . : cs o . .
Sa’ um numero real, difere da definigao convencional de entropia

estatistica pela constante de Boltzmann. Uma definigdo adimensional
para a entropia parece ser mais convenienta ao trabalho teérico,

seja na Termodinamica Cléassica ou na Mec&nica Estatistica.

* Se Xa representar volume ©o tratamento nio pode ser tao simples

como agqui, mas 0S resultados continuam valendo.
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2(e,M) = ] zx exp {S (E ,X ) - 8.E - TX - 6V(X)}
o o

(V-5)

Notando que exp (Sa(Ea,Xa)} ¢ a degenerescécia ideal (a sem

auto-interagio) e definindo

(r)
4

E =E + V(X)) (v-6)
[+ 4 o

teremos no limite termodinamico

In Z(BR,HR) = Esu§ {Sa Ea Xa) - BREa - ﬂth GRV Xa)} =

o o
_ (r)_ _ (r)_ _
= sup {Sa(Ea V(Xa)’xa) GREa Hkxa } (v-7)
E X

o T
o que é idéntica em forma a entropia de um U=a+R+M onde o a possui
entropia como a de (III-33) (deslocamento de Bernardes). Como
resultado todos os céalculos que se fagam, depois de tomado o limite
termodinamico, neste modelo - seja ele qual for - reproduzirio os

da Termodinamica Classica.



b) As descontinuidades nas funcses termodinamicas do equilibrio.

O tratamento que fizemos do estado de equilibrio de um U=a+R+M
cuja entropia n3o é céncava em relagfo as grandezas extensivas de «
conseguiu explicar a origem das descontinuidades que exlistem nas
fungdes que descrevem seu estado de equllibrio. Recapitulando,
vimos que num U do tipo escolhido em (III-c) existem valores de
BR,HR para o quais ha dois estados de equilibrio; nestes pontos a

s =

fung@o que descreve a posigao (Ea,X“) do estado de equilibrio
sofre uma mudanca brusca. Como a altura dos méximos que representam
a entropia nos dois estados de equilibrio € a mesma, a fung&o
F(BR,HR) é co?tinua :ﬂn HT. A descontinuidade afeta suas derivadas
primeiras - Ea e - Xa’ o que implica que formalmente suas derivadas
segundas divergem em H&(GRL Esta divergéncia n&o tem contudo o
significado de uma variagéo infinitamenta brusca ja que o que temos
de fato é falta de informagiio sobre o universo quando ele esta em
equilibrio a GR e n&(eR). Para o U poder passar de um estado de
equilibrio ao outro ¢ necessario que ele sofra algum tipo de
processo fisico que ndo pode ser descrito po T.

Interpretamos a construgdo de Maxwell (geradora da fungao
E(GR,Xa), envoltéria céncava de Q(BR,Xa)) como proporcionadora
desta informacdo faltante. Para sistemas que tenham facilidade
absoluta em se fragmentar, 5(9R,Xa) fornece toda a informagdo sobre
o U=a+R+M, descrevendo a fragédo da substéncia de o em cada uma das
fases. Ela também ndo é uma fungdo analitica; as descontinuidades
afetam contudo suas derivadas segundas. Isto vimos com certo
detalhe no item III-e. As derivadas terceifas di 3(9R,Xa) portanto
também possuem divergéncias formais em X1 e Xz’ sem significado
fisico como as outfas jﬁ}que Q(GR,Xa) representa, dentro e fora do
intervalo entre X1 e X2, situacdes fisicas bastante diferentes.
Também aqui & necesséario que algo acontega para que o U possa ir de

uma das situacdes a outra.
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As unicas divergéncias com sentido fisico experimental previstas
pela Termodin&mica Cléassica sfio as que ocorrem nas derivadas
segundas de F(GR,IIR) em ec'“c' Vamos analisar este ponto
expressando as derivadas segundas de I' em termos das derivadas

segundas de Q(GR,Xa):

a°r 3% 17!
—| =-|— (V-8)
a1- |o ax°le
R R o’ R
8°r 3% 8% 1%(5%) 17!
—_— —_ —_ (v-9)
selm  a8e%|x |ax se | |ax?]e
R R R [+ o R o’ R
a°r
(V-10)
8T 86
R R

As derivadas segundas de ¢ sfio bem comportadas, sendo na pior das

hipéteses descontinuas no ponto critico;

5%9 am
—| = = (V-11)
ax%le_ 8x

o’ R o
entretanto, vai a zero no ponto critico e portanto todas as
derivadas segundas de I' divergem neste ponto.

A interpretagdo fisica das naoc-analiticidades de T ou ¢ ¢
basicamente a mesma, nio havendo necessidade de insistir na
classificacio delas como de "primeira ordem" ou de "segunda ordem",
como se se tratassem de tipos diferentes de transigdo de fase. Este
tipo de transigdo que analisamos aqui é o que se chama de transigdo

de "primeira ordem" pois envolve descontinuidades na posig3o do
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estado de equilibrio* Num ponto critico, como as duas fases de
equilibrio se tornam idénticas, a descontinuldade de primeira ordem
(nas derivadas primeiras de TI) ¢é nula. Nesse caso temos uma
“"transigdo de segunda ordem" desacompanhada de uma "transic@io de
primeira ordem", mas isto é t&o somente um caso particular da
estrelta associagfo entre os dois fenémenos.

Acontece que o calor especifico das substéncias diverge
experimentalmente nos pontos criticos associados & maioria das
transig6es* , em desacordo com a previsiio da Termodin&mica Cléssica
de um salto finito. N&o apenas a classificagfio de Ehrenfest cal por
terra (por n8o conseguir lidar com uma descontinuidade
indeterminada), mas a prépria Teoria Termodin&mica Cléassica como a
desenvolvemos aqui se mostra insuficiente para descrever o fato
experimental.

Ndo vamos tentar resolver aqui esse problema, mas podemos fazer
ainda um ultimo comentario. E possivel pensar em duas razdes para
esse fracasso, a primeira delas termos assumido que a entropia Sa
era uma funcgiio analitica; a segunda, provavelmente mais importante,
seria uma deficiéncia intrinseca & regra de composigio aditiva
(I1-24), incapaz de lidar com as flutuagdes (entendidas como
desvios esponténeos do estado de equilibrio) muito significativas

nas vizinhangas de um ponto critico. A Mecanica Estatistica estaria

¥ Em geral define-se assim as transicdes que tem calor latente, ou

seja as nas quais a entropia de equilibrio do a, S;, é descontinua.
Nés, por outro lado, estamos definindo desta maneira o caso mais
geral onde a posigio do estado de equilibrio & descontinua, ou seja
onde X; ou E; s&o descontinuos.

%

Aparentemente a transig@io supercondutora é a unica na qual o

calor especifico d4 um salto finito no ponto critico (Pippard(IZ)L
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entfo nesse caso numa posiclo superior em relaglio & Termodina&mica

Cléassica.
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VI CONCLUSAO

Expusemos os principios fundamentais da Termodinamica Classica
na formulacdo Holotrépica de N. Bernardes. Aplicando-os a um
universo composto por uma ‘"estrela" « e reservatérios pudemos
perceber que a entropia de equilibrio deste universo é 1igual, a
menos de uma constante aditiva, a uma transformada de Legendre da
entropia de «. Esta é a chave para a passagem da formulagéo
Holotrépica a formulagio merotrépica tradicional (trabalhada, em
geral, na representagdo em energia através do uso das '"energias
livres"}.

Postulamos uma forma para a entropia fora do equilibrio de um
universo composto por partes em equilibrio interno, e um principio
dinamico compativel com a segunda lel da Termodinamica. Neste
contexto foi possivel demonstrar que os pontos onde a entropia €
méxima sdo estados estacionarios estaveis da evolugdo temporal do
universo; em cima disso estabelecemos uma disting&o entre os
vestados metaestaveis" e o "estado de equilibrio” do universo (o
maior dos maximos).

E evidente que, se a entropia SU (como fungéo do estado de a:
SU=SU(EU’XU;Ea’Xa)) possui mais que um méximo, ela n3o pode ser
céncava em todo o dominio de variagio de Ea'xa' Num U=a+R’s como o
considerado isto implica que Sa(Ea’xa) ndo pode ser cdncava em todo
seu dominio. N&o relutamos em aceitar este fato, como €

tradicional, mas pelo contrario mostramos como a partir disto
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obtem-se a entropia de equilibrio (representada pela fungéo
F(BR,HR) nio analitica em certos pontos (as derivadas primeiras sio
descontinuas nos pontos GR,HT(GR) onde ocorre © que se chama
“transicBo de fase de primeira ordem”). Continuando, tomamos a
transformada de Legendre de I' e obtivemos como resultado a
"construcdo de Maxwell", interpretada como fornecedora da
informagdo sobre a quantidade de substé&ncia de o em cada uma das
fases de equilibrio (quando « é fragmentavel). Com isto somos
levados a concluir que, para sistemas idealmente fragmentavels, a
entropia da "estrela" Sa acaba sendo substituida por sua envoltéria
céncava, sem contudo excluir a existéncia de sistemas reais que se
aproximem mais do 1ideal oposto (para os quais a transicio
propriamente dita é irreversivel). Nosso tratamento &, pelo menos,
mais favoravel a intuicéo.

A escolha de uma forma particular para a entropia Sa atendeu a
dois interesses, a) tratar o problema dentro de um contexto
exclusivamente Termodinamico Classico e b) discutir o ponto critico
associado ao final de uma curva de coexisténcia entre as fases. O
deslocamento de Bernardes nos forneceu uma forma bastante adequada
a isso, englobando num mesmo caso as equagdes de van der Waals e de
Curie-Weiss e conseguindo explicar o fato de a curva de
coexisténcia estar localizada na regido onde GR > ec e ndo ao
contrario. A importéancia do deslocamento de Bernardes ressalta mais
ainda quando verificamos sua equivaléncia aos modelos mecénico
estatisticos de campo médio.

Discutimos o comportamento de um U=a+R+M nas vizinhangas do
ponto critico e obtivemos o conjunto "classico" de expoentes
criticos termodinamicos. Aqui a teoria falha em prever os
resultados experimentais, em particular a singularidade no calor
especifico Cx no ponto critico. Como os resultados de experiéncias
realizadas sobre sistemas muito diferentes entre si exibem grande
concordancia somos levados a pensar que a prépria Termodinamica
Classica seja inadequada a descrever esse fendmeno; ainda assim

deve ser possivel descrevé-lo de uma forma tao ou mais geral que a



feita aqui, onde o que ele possue de universal nfio se perca de
vista em modelos muito particulares.

O formalismo apresentado aqui pode ser facilmente generalizado
para o caso onde as partes do universo trocam mais do que duas
grandezas extensivas e mesmo para o caso onde Sa depende de
grandezas n&o conservadas, como em particular para varliaveis de
simetria como o parametro de ordem 7 de Landau(ex Consideramos
cumprido nosso obJjetivo de fazer um tratamento sistematico das
transigdes de fase de primeira ordem na formulagdo Holotrépica,
mostrando que ela ¢é mais adequada a introdugdo ao estudo da
Termodinamica Classica do que a formulagdo merotrépica energética
(a0 menos enquanto n3o estiverem explicitas as razdes da
equivaléncia entre as duas formulagdes). Esperamos ter feito isso
nesta dissertagcdo de uma forma clara, com o que ela podera ter

utilidade didatica.
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APENDICE: TRANSFORMADAS DE LEGENDRE.

a) Extremos de uma fungao g(p;x) = y(x)-px

Sera suficiente, para nossos objetivos, considerar apenas

funcdes de uma variavel, y(x). Seja uma fungéo g(p;x) definida como
glp;x) = y(x) px (A-1)

*
Esta funcio possuira extremos em pontos x tals que

_— . = p (A-Z)

Estes extremos serio maximos ou minimos conforme x' pertenca a
uma regido céncava ou convexa (se neste ponto y(x) ndo tem
concavidade definida entsio trata-se de um ponto de inflex&o e nao
de um extremo). Se y possuir a mesma concavidade em todo seu
dominio entdo sé poderda existir um extremo, se existir. Caso
contrario podera possuir, a depender do valor de p, varios maximos
e minimos intercalados.

Sem perda de generalidade suponhamos que y(x) seja definida para
0 = x = w. Como y por hipétese € uma fungéo analitica, dy/8x assume

todos os valores entre y'(0) e y’ (w), ao menos uma vez. Do mesmo
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modo assume, num intervalo de concavidade definida, todos os
valores entre os valores da derivada y’ nos limites deste
intervalo. Sendo assim a condigfo necesséaria e suficiente para que

g(p;x) exiba um extremo num intervalo de concavidade definida é:
y (xa) >p>y (xb) (A-3)

se no intervalo entre x e X, (x < xb) y for céncava
a a

y (xa) <p<y (xb) (A-4)
no caso contrario.
No caso que estamos usando como exemplo (fig.II-2) glp, x)
exibird os seguintes extremos conforme o valor de p:

y’'(0) > p> y'(xn) um maximo na regifdo céncava I.

um maximo na regifio céncava I e um ponto de

p = y’(xn) inflex3o no limite entre as regides II e III
(Xn)
y’(xu) >p >y (x) dois maximos, um em cada regido céncava I e
m
III.

um méximo na regifio céncava I e um ponto de

p=y (x) inflexdo no limite entre as regides I e II
m
(x)
m
y'(x)>p>y (=) um maximo na regifo céncava III.
m
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b) Definicao de uma transformada de Legendre*

Feita esta apreciacgfio vamos definir a transformada de Legendre
de uma funcfo, transformagio matematica que cria uma funglo nova de

uma variavel nova g(p) que expressa guase toda a informagdo da

funcdo velha da variavel velha y(x)

Ay = g(p) = sup g(p;x) = sup {y(x) - px} (A-5)
X X

no caso de y ser uma fungfo predominantemente céncava, ou

Ay = g(p) = inf g(p;x) = inf {y(x) - px} (A-8)
X X

no caso de y ser predominantemente convexa. Como Jja vimos no item

anterior, num extremo de g(p,x)

dy

dx x‘(p) =P (A=T)
A partir disto verificamos que

dg .

- -x (p) (A-8)

Se y(x) possue a mesma concavidade em todo seu dominio a

transformada de Legendre serd dada por

g(p) = y(x(p)) - px(p) (A-9)
¥ A definicdo que daremos aqui é a da também chamada "transformada
de Legendre-Fenchel" (Ellis(ls)). E importante ressaltar,

entretanto, que a estenderemos ao caso onde y(x) ndo possuil

concavidade definida.
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onde x(p) & o valor de x para o qual

& = p (A"IO)

Neste caso existe somente uma solugiio para a equagio (A-10) (a ndo
ser que p > y' (0) ou p < y'(») quando obviamente ndo existira
nenhuma solucio) e esta poderda ser Iinvertida sem problemas,
fornecendo a funcido x(p). g(p) expressara entdo toda a informagéo
de y(x): isto significa que poderemos reobter y(x) a partir da

transformada de g(p), a inversa da que obtém g(p) a partir de y(x).

Ag = y(x) = inf y(x;p) = inf {g(p) + xp} (A-11)
P p

No exemplo que estamos considerando, y(x) céncava exceto num

intervalo, a regra (A-7) funciona sem problemas se p é tal que
y'(0) > p > y’(xH) ou y’(xm) >p > y (o) (A-12)

Para estes valores, como vimos, a equagio (A-10) sé possui uma

solugdo. Se p é tal que
» > > ’ —
y (xH) p>y (xm), (A-13)
entretanto, existirio trés solugdes, duas delas correspondentes a
maximos e uma a um minimo. Precisaremos escolher, entre os dois

mdximos, © que corresponde ao maior valor de g, chamando-o de

x‘(p).Ficaremos assim com
glp) = y(x') px' (A-14)
Existe um valor de p para o qual a altura dos dois méximos é

» *»
igual. Chamemos a posigdo destes méximos de x1 e X, em ordem

crescente, e este valor de p de pf
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L L L [ ]
g(pT) = y(xi) - PX = y(xa) - PX, (A-15)
com

dy dy
s = — @ p (A-16)

dx x dx x
1 2
Se p > P, > x correspondera a solugio menor de (A-10) (x. < x:) e
caso contrario a solugéo maior (x> x;L

A fungdo g(p) é continua em P ndo é analitica, entretanto,

pois sua derivada ndo é continua neste ponto

dg N

— - =X A-17

dp P P, 2 ( :

dg .

-d—ﬁ p p; = 'X1 (A‘18)
Observemos ainda que g’= -x’ ndo assume, em ponto algum, valores

» *
entre x e x..

Vamo; verificar que g(p) ndo é capaz de fornecer, neste caso em
que y(x) n3ioc é coébncava em todo seu dominio, toda a informac&o que
y(x) fornece. Em primeiro lugar notemos que se y(x) ¢é
predominantemente cdncava ent&do g(p) ¢ uma fungio convexa em todo

seu dominio. Escrevamos, inicialmente,

2 *
dg dx
o (A-19)
dp dp
* dy
lembrando que x (p) é tal que < =P Assim,
d2g
<0 = . 0 (A-20)
dp
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pols por hipétese y ¢é cbébncava em x.. Equivalentemente, a
transformada de Legendre de uma fungfio convexa ¢é uma fungéo
cbncava.

Ora, se definirmos

y(x) = Ag(p) = inf y(x;p) inf {g(p) + xp} (A-21)
p P

veremos que y(x), sendo céncava em todo seu dominio (por ser a
transformada de uma fungio convexa), ndco pode ser igual a fungdo
original y(x) por hip6tese convexa num intervalo. Com efeito, y(x)

¢ a envoltéria cdncava de y(x):

* -—_— »
se x < X, » O minimo de y(x;p) ocorre num valor p > P
* *
se X > x2 , ocorre em p < pT ;

* »
e, se X < x < x2 , hdo existe valor nenhum de p para o qual

_ = =X (A_22)

Neste ultimo caso o minimo de y(x;p) ocorreré em p = pT e seu valor

seréa dado por
y(x) = g(pT) + Xp_ (A-23)

equacdo de uma reta de inclinagéo P Esta discussdo mostra que ndo
poderemos, tomando a transformada inversa Ag, reproduzir a fungéo
*
o
O gque temos aqui sera suficiente para cobrir nossas

»
original y(x) no trecho convexo entre X ex

necessidades. Uma discussfio aprofundada das transformadas de
Legendre e do seu aspecto de transformagles candnicas pode ser

encontrado em Arnold(isx
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ACERCA DE DIVERGENCIAS

Apts mals de um ano, & contar da sess8o de defesa de tese, o
resto da banca em sua NOTA DE ADVERTENCIA se concentra no aspecto
concavidade versus ndo concavidade da merotropia.

Juero, no entanto, sallentar que da referéncia biblografica
vitada 2. A5, %Wiehtman na sus introducioc ac liveo de RB. Israel,
pag. K>, o resto da banca na sua Nota de Adverténcia no fim de seu
item 3, reproduziu somente uma parte daguilo gue & se acha escrito,

oeg me fa

Gibbs intepretation of metastability is one of the few results
tn his work on thermodvnomics which is in doubd gs a result of more

recent work,

Ouando =e & o pardgrafo complete & facil verificar que &

Wightman diz na integra, onde o grifo da Gltima sentenca € meuw:

Gibbys interpretation of metastability is one of the few resulis
wr s work on thermodvnamics which is in doubit as a result of more
recent work. It i currently believed that there may be manifolds of
eguilibrium stotes which have coexistence regions like that shown in
Figure &, but the swface of pure liguid and pure gas phases may have
ao patuwral continuation bevond L or G, respectively, The matter is

#till wnwler stuody,

Ho gque wme refere aso liveo de Callen., referéncia 1, o resto da
banca se distral ac se apolar sobre um capituleo, cap. B, denominado
"Ghablility of Thermodvnamic Svstems” onde se discutem as condicBes
para gque um sistema termodinamico seia estavel, ou seja para o gual
Lronsicles de fase nSo ocorram. case oposto ac assunto abordadoe na
Jdlssertaciio,

Na verdade ¢ justamente o capitulo 9 do livro de Callen.
denominado  "First-Order Transitions” gue ¢ relevante., La & partic da
pagina 281 se encontra a discussBo acerca de sistemas que ndo
satisfazem o8 criterios de equilibric do capitule B, le. sistemas gue

s fragmentam em mais de uma Tase.



Ouerce dJde resto sallentar ogue o ponto de vista assumide pelo
vandidato na sua tese =se¢ basela no conceito de holobtropia (sistema
termedinamico  isclado. Incluinde & amostra e suas vizinhancas> e n#o
ey concelito de merolropla d(sistema termodindmico ndoe isolado. por
exclusio das vizinhancas) corresponde a adocdco de um sistema de
wrposicBo da Termodinédmica Classica. diferente daguilo que o resto da

X

banca denomina termodingdmica tradicional como exposta noe Hvro
de Callen ¢ na monografia de Wightman”, de minbha asutoria ¢ gus somente
v el esforce mostrard a sua convendéncia tanto para a Termodinamica
vome para bodas a Fislos,

Mo todo Diooe com BEclesiastes 7-16:
Nao gueiras ser excessivaments Jusio.

nem demasiado 2&bio:;
pardg gue arvuingr-te®

S5&0 Paulo, 12 de junbo de 1994

Wit oA

Hewton Bernardes

Fresidente da ComissSo Julgadora
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NOTA DE ADVERTENCIA

Na qualidade de membros da banca examinadora da dissertagao
"Termodindmica Cldssica das Transi¢des de Fase na Formulacdo Holotrépica" do
Sr. Niels Fontes Lima, julgamo-nos no dever de anexar as versoes oficiais desta tese
as consideragdes que seguem com a finalidade de alertar os leitores para os
aspectos da tese que mais conflit m com os pontos de vista consagrados sobre a
Termodinimica e em particular com a teoria das transi¢oes de fase e fenémenos

criticos.

1) Nao concordamos com a motivagio béasica do trabalho: consideramos a
termodindmica tradicional, como exposta por exemplo no livro de Callen! e na

monografia de Wightman®, plenamente capaz de descrever as transi¢oes de fase e

$ .2

fenémenes criticos de equilibrio. Nao existe dificuldade conceitual alguma a ser

resolvida nesse contexto do ponto de vista da termodinimica tradiciona!l de

equilibrio.
2) A hipétese de uma fungio entropia ndo cdncava é inadmissivel por violar a
nao concava violaria a segunda lei da termodinimica como observado por

Wightman (op. cit., pdg xvi): "... so that the concavity of entropy is not only necessary

but also sufficient in order that the laws of thermodynamics hold for this fluid",



3) Os célculos aproximados realizados em Mecénica Estatistica, como nas
aproximagdes de campo médio, podem resultar em fungbes entropia ndo cdncavas.
Entretanto, os resultados recentes demonstram rigorosamente para uma ampla
classe de sistemas que a entropia deve ser uma fungéo C@HCEiVaB, e que a ndo
concavidade nao passa de um artificio das aproximagdes. No passado, na auséncia
dsses resultados rigorosos, muitos pesquisadores, incluindo Gibbs, chegaram a
conjecturar que determinados trechos de uma fungio entropia ndo cdncava
poderiam descrever estados metaestdveis. Entretanto, como afirma Wightman (op.
cit., pag. xix): "Gibbs interpretation of metastability is one of the few results in his

work on thermodynamics which is in doubt as a result of more recent work."

4) Nio é surpreendente que os expoentes criticos calculados na tese sejam 0S
expoentes classicos, isto €, expoentes de campo médio, j& que a funcio entropia
usada nos célculos equivale aquela que decorre das aproximagdes de campo médio
na Mecanica FEstatistica. Carecem de fundamento e devem ser ignoradas as
discusses contidas ne tese a respeito da discrepancia dos expoentes obtidos com
aqueles medidos experimentalemente. Essas  discussbes evidenciam uma
compreensio bastante limitada dos grandes progressos realizados nos Gltimos trinfa

anos no estudo de fendémenos criticos4.

5) A intengdo pedagégica se frustra devido as graves falhas acima expostas, e
1ambém pela apresentagéo ndo objetiva. Nao concordamos com a afirmagao de que
o tratamento apresentado na dissertagdo ".. faz forte apelo & intuigéo, colocando os
problemas numa forma muito simples de serem enunciados e assim resolvidos”,
Pelo contrario, somos da opinido de que a formulagio de Gibbs da termodinamica

através dos potenciais termodinimicos é de uma simplicidade e elegancia

dificilmente superéveis. Ndo podemos deixar de concordar com Callen (op. cit., pag.



158) quando ele afirma: "Perhaps of even greater conceptual value is the fact that
Helmbholtz representation permits us to focus our thought process exclusively on the

subsystem of interest, relegating the reservoir only to an implicit role”.

Levando-se em considera¢io o peso relativo de uma tese no processo
global de mestrado, decidimos declarar a presente monografia como um exercicio
aceit4vel como parte dos requisitos & obtengio do grau de mestre junto ao IFUSP.
Enfatizamos entretanto que isso ndo significa que endossamos o contetido da tese,
como fica claro pelas restrigdes mencionadas acima. Apreciamos o esfor¢o feito
pelo candidato quanto 2 tentativa de compatibilizar suas opinides com os pontos de
vista antagdnicos destes membros da banca. Verificou-se, porém, que esse seria um
processo demasiadamente demorado tendente a criar uma solugéo de compromisso

inaceitavel no dmbito do trabalho cientifico.

Sio Paule, 12 de junho de 1.991.

~Prof. José Femaﬁ\d@}’/érez
~ \

Prof. Carlos Seihiti Orii Yokol
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