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Resumo

Utilizando a representacao funcional de Schrodinger e um Ansaiz
Gaussiano simples, obtemos um conjunto de equacoes finitas para a
matéria e gravitagao em espacos homogéneos e inomogéneos.



Abstract

Using the formalism of functional Schrodinger representation and a
simple Ansatz, we obtain a set of finite equations to the matter and
gravitation in homogeneous and inhomogeneous spaces.
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Introducao

Um dos campos mais ricos e instigantes da fisica, sem divida nenhuma,
é o estudo do universo primordial, pois este é capaz de unir fortemente
dois outros ramos da fisica aparentemente pouco relacionados: a Fisica
de Particulas e Campos e a Gravitagdo. Segundo o modelo cosmolégico
padrao (Big Bang), o universo primordial encontrava-se em um estado
de elevada temperatura sendo que para a descricao da matéria nesta
condicao é necessaria a Fisica de Particulas. O significado disto é que a
evolugao do universo nos instantes iniciais dependera, de alguma maneira,
do conteudo da fisica de particulas e suas interacdes. Em particular, a
dindmica de campos escalares pode ocasionar o surgimento de uma era
inflacionarial!!, que ocorreu durante a evolucio temporal destes campos
durante e/ou apds as diversas transicdes de fase que o universo experi-
mentou.

- Em geral o estudo destes cendrios inflacionérios ¢ feito considerando-se
apenas alguns aspectos da dinamica de campo escalar, responsavel pela
existéncia de uma fase inflaciondria. Encontramos na literatura traba-
lhos que investigam efeitos de inomogeneidades no campo em espagos
inomogéneos!?, porém levando em conta apenas aspectos classicos da
dindmica. Outros trabalhos consideram efeitos quanticos na teorial’!
mas nao analisam as consequéncias da introdugao de inomogeneidades
no campo escalar ou se consideram, o fazem em espagos homogéneos!¥, o
que € inconsistente.

Nosso objetivo neste trabalho é estudar a evolugao temporal do uni-
verso primordial levando em conta efeitos quanticos e também de ino-
-mogeneidades no campo escalar. Consideramos, para tanto, espagos in-



omogéneos, de forma a tornar nossa andlise consistente. Além disso,
fazemos uso da representacgio funcional de Schrodinger!® e as razodes desta
escolha sao as seguintes: esta representagao é adequada para descrever
sistemas em que a condigdo inicial é um dado essencial para a analise
e consiste da especificacao de um estado puro ou de mistura. Outra
razao para o uso desta representacao vem do fato que ela nos permite
usar a intuicao e as ferramentas matematicas desenvolvidas no estudo da
Mecanica Quantica.

Uma vez que a resolucao exata da evolugao temporal de sistemas in-
teragentes é impossivel, ja que estes sao altamente nao lineares, utilizare-
mos principios variacionais® considerando estados Gaussianos simples,
0s quais proporcionam equacoes trataveis analiticamente. Apesar de tra-
balharmos apenas com esta classe restrita de estados, o uso de principios
variacionais permite-nos levar em conta alguns efeitos nao-perturbativos
que aparecem nas equagoes de auto-consisténcia.

Como sabemos da Teoria Quantica de Campos, modelos escalares ap-
resentam divergéncias em consequéncia dos infinitos graus de liberdade
do campo. Serd necessirio, entao, isolar e remover estes infinitos através
da redefinicido das constantes da teoria. Com todos esses procedimentos,
obtemos um conjunto de equacgdes finitas para a matéria mais gravitagao,
considerando efeitos de inomogeneidades, tanto nos campos escalares
quanto na meétrica que descreve o espaco.

Este trabalho encontra-se dividido da seguinte forma. No primeiro
capitulo fazemos uma revisdo sobre o modelo cosmolégico padrao, seus
problemas e possiveis solugoes através dos modelos inflacionarios. A
fungdo deste capitulo é servir de motivacao para nossa analise posterior.

Em seguida, no capitulo 2, introduzimos o formalismo basico da re-
presentacao funcional de Schrodinger para campos bosonicos. Aplicamos
esta representacao na quantizagao de um campo escalar livre no espaco-
tempo com uma métrica do tipo Robertson-Walker, além de apresentar
outros exemplos.

O capitulo 3 é dedicado aos principios variacionais, através dos quais
obtemos as equagoes de movimento para o sistema. Mostramos, também,



a dedugao da expressao da acao efetiva através da aplicagdo destes
principios. .

O capitulo 4 apresenta a aproximagao Gaussiana por noés utilizada e a
renormalizagao do potencial efetivo nesta aproximacao, para um modelo
A®*. Através dos principios variacionais, obtemos as equagoes de movi-
mento e mostramos que a mesma prescricao de renormalizagao do caso
estatico torna as equacoes dinamicas finitas, considerando espagos de
Minkowski e Robertson-Walker. Em seguida procedemos a renormali-
zacao do tensor energia-momento com o intuito de obter a equagao de
Einstein semicldssica escrita de uma forma coerente. Da mesma forma
que no caso estatico, a prescricao de renormalizagao adotada é suficiente
para remover os infinitos existentes no tensor energia-momento e fornecer
uma expressao renormalizada do mesmo.

No ultimo capitulo aplicamos o formalismo desenvolvido no capitulo
anterior em espagos curvos, porém considerando inomogeneidades no
campo escalar e na métrica de fundo. Da mesma forma que no capitulo
4, obtemos equacoes finitas para a matéria mais gravitacao.



Capitulo 1

Introducao a Cosmologia
Inflacionaria

1.1 O Modelo Cosmolégico Padrao

O modelo cosmolégico padriol”, também conhecido como teoria do Big
Bang, originou-se da tentativa de explicar os dados experimentais obtidos
por Hubblel®, no fim da década de 20, dados esses que mostram que as
galaxias afastam-se umas das outras e que a velocidade de afastamento,

ou velocidade de recessao, é diretamente proporcional & distancia entre
elas, ou seja,

Vrec, = Hd ’

onde H é a constante de Hubble (H, = 40 — 100 Km/seg. Mpc - o
-indice zero denota valores atuais das grandezas). Tal modelo, além de
explicar os dados experimentais, previa a existéncia de uma radiagao com
temperatura em torno de 2,7 K, preenchendo todo universo. Em 1965,
Arno Penzias e Robert Wilson®! encontram tal radiacao de fundo, fazendo
com que o modelo padrao ganhasse posicao de destaque.

O ponto de partida deste modelo é a hipitese de que o universo é
homogéneo e isotrépico sendo que dados observacionais confirmam esta
hipétese em grande escala. A meétrica que descreve o espago com este
alto grau de simetria é a métrica de Robertson-Walker1,



2
ds? = —.dt2 + R%(t) 1—% + 7% (d0? +sin’8dg?)| ,  (1.1)
onde k ¢ o indice de curvatura e determina se o universo é aberto (k =
—1), fechado (k = +1) ou plano (flat) (k = 0). Para compreendermos
melhor o universo descrito pela métrica de Robertson-Walker, podemos
fazer a seguinte analogia: consideremos a superficie de um balao de gas.
A medida que o baldo infla, seu raio R(t) aumenta e a distancia r dos
objetos na superficie do balao cresce junto com o raio.
As equagdes de Einstein relacionam o comportamento de R(t) com
o tensor energia-momento, o qual, pelas hipoteses de homogeneidade e
isotropia que fizemos anteriormente, deve ter a forma Ag*” + Bu*u”, onde
u* = (1,0,0,0) é um vetor unitario apenas com a componente temporal.
Consideremos a matéria que preenche o universo como sendo um gas ideal

de particulas, podendo o tensor energia-momento ser escrito na forma de
um fluido perfeito,

T* = pg" + (p + g)utu” . (1.2)
Em um referencial co-movente localmente inercial, (1.2) reduz-se a T# =
(—p,p,p,p). Identificamos p como sendo a densidade de energia, p como

sendo a pressao e u* como a 4-velocidade do fluido.
Usando-se as equagdes de Einstein,

1
R’“/ - '2_gﬂ,y.R = SWGT#V 3 (1-3)
obtemos as equagdes de movimento para R(t):
.- 4
R=-ZG(p+3p)R , (1.4)
R 8 k
| =H*=—Gp—- — . 1.

Combinando (1.4) e (1.5), temos a relagao para a conservagao de energia,
escrita na forma



d d
2 (R = —p 2 (&) (16)

Nosso objetivo é analisar a evolucao temporal de R e para que te-
nhamos sucesso, necessitamos de uma relacao entre p e p, como podemos
observar pelas equagoes (1.4) e (1.5). Em outras palavras, devemos encon-
trar uma equacao de estado, p = p(p), e para obté-la devemos conhecer a
densidade de energia p. Neste ponto fazemos a conexao entre a cosmolo-
gia e a fisica de particulas elementares, pois esta é capaz de especificar
p, j4 que nos primeiros instantes (da ordem de 10™**seg.) da histéria do
universo, a temperatura (da ordem de 10'°GeV) e a densidade de matéria
eram extremamente elevadas. |

Podemos obter uma relagido entre o raio do universo (R) e sua tem-
peratura (T') através de uma outra hipitese do modelo padrao, que con-
sidera a expansao do universo adiabatica, com uma densidade de energia

(p) dominada, nos primérdios, pela radiagao térmica de particulas rela-
tivisticas de massa nula:

w2 7

4
= SNf) T . (1.7)
Aqui N é o n? de graus de liberdade de spin de particulas bosénicas
de massa nula (por exemplo, fétons contribuem com 2 graus) e Ny € o
n? de graus de liberdade de spin de particulas fermionicas de massa nula

(elétrons e pésitrons juntos contribuem com 4 graus). A densidade de
entropia é dada por

p= (Nb +

272

s=—= (N,,+ N,«) T . | (1.8)

Uma vez que o universo expande-se adiabaticamente, a entropia por vo-
lume co-movente (S’ = sR3) é conservada. Isto é expresso por

jt (sR*) =0 . (1.9)

Utiltizando (1.8) temos a relagdo
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RxT! (1.10)

e através de (1.7) encontra-se, quando o universo era dominado pela ra-
diagao,

p x R*, (1.11)

a qual pode ser substituida em (1.5). Para o universo primordial R é bas-

tante pequeno, o que nos permite ignorar o termo de curvatura, —k/R?,
produzindo a solugio

R x vt . (1.12)

Portanto, H(t) = 1/2t e as equagdes (1.5) e (1.7) podem ser usadas
para encontrar temperatura desta época,

45 Mp
2 — 1.13
T Jﬂ'3 (Nb+7Nf/8) 4t ( )

onde Mp = 1/4/G = 1.2 x 107'°GeV é a massa de Planck.

O maijor sucesso do modelo padrao nao é a lei de Hubble, nem a
radiacao de fundo de 2.7 K. Podemos encarar estes fatos como con-
sequéncias triviais do Big Bang. Sua maior realizagao é a previsao da
abundancia de hélio e nicleos leves produzidos cosmologicamente '),

Apesar de todo sucesso, 0 modelo padrao apresenta problemas, como
veremos a seguir.

1.2 Problemas do Modelo Padrao

Todas as conquistas do modelo padrdo ndo sao capazes de avalid-lo
quando nos dirigimos a instantes muito préximos do tempo zero (sin-
gularidade) e é exatamente neste ponto que a teoria apresenta falhas!'?,
impedindo-nos de construir um cendrio coerente da evolugao do universo.
Dentre os varios problemas apresentados pelo modelo padrao, alguns de-
les tornam-se muito evidentes quanto mais nos aproximamos dos instantes

10



iniciais, tais como o problema do flatness e o problema do horizonte.
Outros problemas que analisaremos no contexto do modelo padrao sao o

problema da constante cosmoldgica e a assimetria entre matéria e anti-
matéria.

1.2.1 O Problema do Flatness

Uma das caracteristicas mais importantes a respeito do universo que de-
vemos conhecer ¢ se ele é aberto, fechado ou plano e para isso necessita-
mos determinar seu indice de curvatura k. Quando consideramos o caso

em que o universo é plano (k = 0), podemos encontrar a densidade de
matéria através de (1.5),

pe = S%GIP =1,8x 107*g/cm® , (1.14)
onde p. ¢ denominado “densidade critica”, pois conhecendo-se a densi-
dade de matéria atual do universo (py) conseguimos determinar se ele é
aberto (py < p.), fechado (py > p.) ou plano (py = p.)-

A relacao entre a densidade atual de matéria e a densidade critica

(po/pc) é denominada € e seu valor atual é estimado na seguinte faixa:

0.1<0Q <10 . (1.15)

Sao exatamente estes valores para {2y, tdo préximos da unidade, que
definem o chamado problema do flatness!!3). Isto porque o valor Q =1
é um ponto de equilibrio instavel na evolucdo do modelo padrao, como
Veremos a Seguir.

A partir da equagao de movimento para R(t), (1.5), e da definicao de
pec, (1.14), podemos obter a seguinte relacéo:

Q-1 3k
Q  8wGpR?

O raio do universo pode ser eliminado da equagao acima pois S = sR?, o
que nos leva a

(1.16)
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2/3
Q-1 Sk (1.17)

Q 8w GpS?/3
Esta equacao é bastante util pois todas as quantidades envolvidas sao
facilmente calculadas: p e s sdo expressos em termos da temperatura
pelas equagées (1.7) e (1.8), sendo S constante a medida que o universo

evolui. Para calcular S, podemos escrever, a partir de (1.5) e (1.14), a
relacao

k

2 _
R CH(Q-1)

(1.18)

e, portanto,

S = [EZ(KI;——l)] . (1.19)

Para o presente tempo temos Hy ~ (101°a,nos)_1, | -1|<les=
2,8 x 103/cm®, o que nos da

S > 1087 | (1.20)

o que é um nimero extremamente elevado. O fato de S ser de uma ordem
de grandeza tao alta representa um enfoque alternativo para o problema
do flatness. No contexto do modelo padrao, S é um parametro cujo valor
é fixado pelas condicoes iniciais. Se S é constante, podemos calcular €2
quando a temperatura era da ordem de 1 MeV, quando o processo de
nucleosintese do Big Bang estava comegando (em torno de 1 seg. apos o
Big Bang). Através da equagao (1.17), encontramos o valor

Q=1+£10"" . (1.21)

Na época da transicio de fase das teorias grande unificadas (GUT),

quando a temperatura era da ordem de 10'*GeV (em torno de 10~*seg.),
tem-se

Q=14+£10"% ., (1.22)
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O problema do flatness é entender que processo fisico ocorreu no universo
primordial que ajustou {2 tdo proximo da unidade. Este ajuste fino é

assumido como condigao inicial no modelo padrao, o que é extremamente
incomodo.

1.2.2 O Problema do Horizonte

Outra questdo que o modelo padrao nao responde é conhecida como o
problema do horizontel'¥. Este problema envolve fatos como a uniformi-
dade e a isotropia da radiagdo de fundo e o conceito de causalidade.

Dados observacionais indicam que a radiacao de fundo é bastante
isotropica com relagao a temperatura,

%T x 107* , (1.23)
(descontado o movimento da Terra), mesmo quando as fontes de radiagao
no universo estao diametralmente opostas. A radiacdo de fundo hoje
observada foi emitida na época da recombinagao, quando a temperatura
era da ordem de 4.000K (em torno de 100.000 anos apés o Big Bang).

Tal uniformidade pode ser entendida de maneira natural para regioes
que eram causalmente conexas na época da emissao da radiacao. Resta
sabermos se regides diametralmente opostas nessa época se incluem nesta
condigao, ou seja, eram causalmente conexas.

Um sinal de luz viajando desde o inicio dos tempos (t = 0) tera per-
corrido, por um tempo ¢, a distancia

h(t) = R(t) [ RT'(t)dt , (1.24)

onde h(t) é conhecido como horizonte de uma particula, pois é a distancia
maxima que ela poderia viajar desde o principio do universo. Devemos
comparar o horizonte de uma particula com o tamanho L do universo em
um tempo t, que evolui para o universo hoje () observado:

R(t)
R(to)

L(t) = L(ty) . (1.25)
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Sendo R o< T7!, (1.10), teremos
L(t) — T(tU)L(tO)
T(t)

Para um universo dominado pela radiagio, sabemos que R o t'/2, (1.12).
Entdo, de (1.24) obtemos

(1.26)

h(t) =2t . (1.27)

Assim, se compararmos o tamanho do universo L, e o horizonte de uma
particula h, em um tempo ¢, podemos escrever,
L) _ . L(t)
T _
h(t) 2t T'(t)
Na época em que a radiagao de fundo foi emitida, T'(tem.) =~ 4.000K,
tem. = 10°anos e nos dias de hoje, L () ~ 10%anos, T (¢,) =~ 2,7 K.
Assim,

(1.28)

L (tem.) ~
h(tem)
O problema do horizonte é entender como duas regides separadas por
80 horizontes podem estar em equilibio térmico na época da emissao
da radiacao. Este problema fica cada vez mais critico quanto mais nos

aproximamos dos instantes iniciais. Novamente temos um problema de
ajuste fino nas condigdes iniciais.

80 . (1.29)

1.2.3 O Problema da Constante Cosmolégica

Quando analisamos a equagio de Einstein, (1.3), devemos compreender
o que ¢é o lado direito desta equagdo, ou seja, necessitamos definir o ten-
sor energia-momento que descreve a matéria. Tal tensor é definido pela
teoria quantica de campos. Sendo | ¢) o estado quantico do sistema, as

densidades de energia e momento sao dadas pelo valor esperado do tensor
energia-momentol%),

14



(Tw) = (¥ | Tw | ¥) = diag.[-p,p,p, 7] . (1.30)
Porém, a expressao acima descreve a energia das flutuagoes mas nao
leva em conta a densidade de energia de ponto zero, constante, associada

ao estado | ¥). Assim, o valor esperado do tensor energia-momento deve
ser

(Tp.v> = d-ia'g'[_papap’p] + PoGuv (131)

onde py é a densidade de energia constante do estado | ¥). O segundo
termo altera a equagdo de movimento (1.5), que passa a ser dada por

81 k
2= - 1.32
Definindo a constante cosmologica A, como sendo
871G
podemos calcula-la conhecendo a constante de Hubble (H =R / R) eo
pardmetro de desaceleragdo gy (go = —k/R?H?). Incertezas observa-

cionais impdem-nos um limite superior para gy (| go |< 5), 0 que nos
leva a ter um limite superior para A:

'—2—| =G |A|<1072 = | A|< 107%(GeV)?
mp
= po < 107%(GeV)* ~ 10"%g/cm® (1.34)

Para modelos de particulas, que descrevem a matéria a altissimas tem-
peraturas, esperamos um valor para py incompativel com (1.34). Por ex-
emplo, o modelo de Glashow-Weinberg-Salam, que descreve as interagoes
eletrofracas, prevé um valor para p, da ordem de (250 GeV)%. O prob-
lema da constante cosmoldgica é a incompatibilidade entre o limite su-
perior atual de py (po < 10 %g/ cm3) e o valor de p; calculado na época
da quebra de simetria das interagoes eletrofracas. E preciso encontrar

15



um mecanismo que cancele as contribuigées para A, oriundas das varias
quebras de simetria pelas quais o universo passou.

Embora nao conhegamos tal mecanismo capaz de anular a constante
cosmologica hoje, o que fazemos é simplesmente subtrair essa densidade
de energia p, da agao efetiva, satisfazendo, dessa forma, os dados observa-
cionais obtidos com relagao a constante cosmoldgica. Tal procedimento
leva-nos a concluir que antes da quebra de simetria, a fase simétrica
(¢ = 0) possuia uma densidade de energia p, (ou seja, uma constante
cosmolégica) diferente de zero. O chamado universo inflaciondrio impdoe
o mecanismo que anula A, como veremos posteriormente.

1.2.4 Assimetria Matéria e Antimatéria

O problema da assimetria entre matéria e antimatérial'® consiste em com-
preender porque o universo é feito, na sua quase totalidade, de matéria,
nao havendo quantidades apreciaveis de antimatéria. Ou ainda, se sabe-
mos que a fisica que descreve o universo primordial é a fisica de altas
energias, devemos entender o processo que fez com que houvesse um ex-
cesso de barions sobre antibarions.

Tal processo fisico deve ser capaz de violar as simetrias de carga (C) e
de carga-paridade (CP) pois, caso contririo, as reagbes que geram as an-
tiparticulas ocorreriam na mesma Proporcao que as reagoes que geram as
particulas, eliminando o excesso de matéria. E para que estas antireagoes
Dao ocorram com a mesma probabilidade, as interagoes que dominam
tais processos devem ocorrer fora do equilibrio térmico, pois o excesso
de barions origina-se, principalmente, do decaimento de particulas su-
perpesadas quando estas saem de equilibrio térmico. Esta condicao &
satisfeita quando a taxa de ocorréncia deste processo for menor que a
taxa de expansao do universo. Veremos que o cenario inflacionario pode
nos garantir esta condigao.

Resta-nos, entdo, encontrar teorias que satisfacam a violagao das sime-
trias C e CP. De fato, teorias de grande unificagdo, como no caso do
modelo de Georgi-Glashow (SU(5)), satisfazem este requisito.

A maioria dos problemas apresentados pelo modelo padrao seriam solu-
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cionados se encontrassemos um modelo que fizesse, de forma coerente, a
transicdo da fase das teorias grande unificadas (origem do universo) até
a fase em que o modelo padrao é valido. Esse é o objetivo dos cenarios
inflacionarios, que passaremos a analisar de agora em diante.

1.3 Introducao ao Universo Inflacionario

1.3.1 O Espaco de de Sitter

O espago de de Sitter!!”) é uma das solugbes das equagdes de movimento

para R(t), considerando o universo plano (k = 0) e vazio (p = py). Entao,
de (1.5) temos

.\ 2
R 87
—| =— . 1.35
( R) 3 Gpo ( )
Integrando a expressao acima, obtemos a evolugao temporal para R(t),
R(t) =%, (1.36)
onde x é dado por
_ %“Gpo . (1.37)

A solugdo (1.36) nos diz que o fator de escala R(t) cresce exponen-
cialmente com o tempo. Os modelos de universo inflaciondrio utilizam
esta caracteristica da solugao para resolver alguns dos problemas cruciais
apresentados pelo modelo padrao.

Podemos ainda observar que este tipo de solugao é coerente com a
historia do universo nos instantes iniciais. Podemos desprezar o termo
de curvatura k/R?, da equagdo (1.5) pois, como j& dissemos, o termo
dominante é a densidade de energia, p. Portanto, o universo nos ins-
tantes iniciais pode ser considerado um espago de de Sitter, se a maior
contribuigao para p provém de p,
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1.4 Solugoes para Problemas do Modelo Padrao
através do Universo Inflacionario

Nesta secao mostraremos como a existéncia de uma fase em que o fator
de escala cresce exponencialmente (fase de de Sitter) soluciona alguns
dos problemas do modelo padrao, tais como os problemas do flatness e
do horizonte.

Nos modelos inflacionarios considera-se que o universo passou até o
presente instante por trés fases distintas:

1. Na primeira fase, que vai da origem em ¢ = 0 até um determinado
instante que chamaremos de #;, o universo encontra-se em algum
estado quantico que é desconhecido;

2. A partir do instante ¢;, algum mecanismo faz o universo ser descrito
pelo espaco de de Sitter até um outro instante que denominamos ty;

3. A partir do instante tf, o universo passa a ser descrito pelo modelo
cosmoldgico padrao.

A descrigio acima da evolugdo do universo permite-nos conservar os
sucessos alcangados pelo modelo padrao, se o estado do universo no fim
da segunda fase é“adequadamente” escolhido. Como veremos adiante, o
fim desta segunda fase sera fundamental para determinar a validade dos
cenarios inflacionarios.

A partir deste ponto mostraremos como o universo descrito pelo espago
de de Sitter soluciona dois dos principais problemas do modelo padrdo:
os problemas do flatness e do horizonte.

1.4.1 O Problema do Flatness

Da equacdo (1.5), podemos escrever a seguinte relagio:

Q(t) = ”l(:) =1+ m . (1.38)
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Assim teremos

Qty) -1  R*(t;) H*(t:)

Q)1 Ry B (ty) 1:39)
Considerando a fase de de Sitter,
Rt)y=e ; t;<t<t;,
podemos ainda, verificar que
H(t,') = H(tf) =X . (140)
Finalmente, através de (1.36), (1.39) e (1.40) concluimos que
Qty) —1=[Q &) - 1]e 2t (1.41)

Como ji dissemos, | 2 (t;) — 1 |= 10~*® para temperaturas da ordem de
10*GeV:

[Q(t;) — 1]e” x4 = 107, (1.42)

Escolhemos a temperatura da ordem de 10*GeV no final da fase de
de Sitter para que possamos preservar os sucessos do modelo cosmoldgico

padrdao. Consideremos ainda que €2 (¢;) — 1 seja da ordem da unidade.
Isto nos leva a

x (ty —t;) ~ 56 . (1.43)
Solucionar o problema do flatness é encontrar o processo fisico que ajustou
Q tal que @ = 1+ 10*. O cenario inflaciondrio mostra-se capaz de

proporcionar tal ajuste fino nas condicoes iniciais, bastando para isso
termos X (ty — t;) ~ 56.

1.4.2 O Problema do Horizonte

O problema do horizonte consiste em entender como regides do universo
causalmente desconexas encontravam-se em equilibrio térmico na época

19



da recombinacao. Nesta época, o raio do universo era de aproximada-
mente 6 cm, enquanto que o tamanho do horizonte era da ordem de
1072 cm, pelo modelo padrao. O mecanismo fisico que colocou o uni-
verso inteiro em equilibrio térmico deve ser capaz de tornar o tamanho
do horizonte maior que o raio do universo.

Consideremos uma regiao do universo causalmente conexa no inicio
da segunda fase (no instante ¢;) com o tamanho do horizonte da ordem
de x71, (X'l ~ 107 cm). Calculando o horizonte do universo no fim do
periodo inflaciondrio através de (1.24), obtemos

eX(tf"'ti)

onde eX('~%) « 1. Se o tamanho do horizonte no fim do periodo infla-
cionario for maior que o raio do universo, teremos colocado o universo
inteiro dentro do mesmo cone de luz, resolvendo o problema do hori-
zonte. Portanto, para satisfazer este vinculo (h (tf) ~ 6 cm), devemos ter
x(tf —t;) > 57. Podemos notar que a quantidade de inflagdo necessaria
para solucionar os dois problemas é praticamente a mesma.

1.5 O Universo Inflacionario Original

O modelo de universo inflaciondrio foi primeiramente proposto por
Guth'™ e apesar do préprio autor demonstrar sua inviabilidade, tal mo-
delo mostrou-se fundamental pois nos indica o caminho a ser seguido para
solucionar os problemas apresentados pelo modelo cosmoldgico padrao.
As hipéteses basicas necessérias para a realizacao de tal cenario sao a
existéncia de transigoes de fase de primeira ordem para teorias de grande
unificacao e a solugdo ad hoc para o problema da constante cosmolégica,
citado anteriormente. Vamos, agora, descrever este cendrio inflacionario:

e Para temperaturas maiores que uma determinada temperatura
critica (T,), o universo encontra-se em uma fase conhecida como

vacuo simétrico (¢ = 0), que é um minimo global do potencial efe-
tivo;
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e Quando T' = T, temos outro minimo global degenerado com o estado

¢ =0;

e Para T' < T, o vacuo simétrico passa a ser um minimo local, tor-
nando o estado ¢ = 0 metaestavel. A transicdo de fase do vacuo
simétrico para o novo minimo global (¢ # 0) ocorre por efeito de
tunelamento, ja que a transicao é de primeira ordem. O modelo in-
flacionario supde que a transicio de fase nao ocorreu rapidamente,

ou seja, o campo ¢ permanece no estado metaestédvel (¢ = 0) por
um longo tempo;

e Apoés este longo periodo, o universo evolui para a fase de simetria
quebrada, através da nucleagao de bolhas da nova fase. A colisao
entre as paredes das bolhas liberaria energia, reaquecendo o universo.

O cenario descrito acima é coerente com as duas hipdteses feitas an-
teriormente. Se a fase metaestivel é suficientemente longa, haverda um
instante na evolugao do universo a partir do qual a constante cosmolégica
associada a este estado passa a ser, pela hipdtese feita, a principal con-
tribuicao para a densidade de energia do universo. Com a transigao de
fase, o universo passa para o estado de simetria quebrada, onde a cons-
tante cosmologica é desprezivel.

1.6 Problemas do Cenario Inflacionario Original

Embora o cendrio original da inflagdo seja uma solugio extremamente ele-
gante para os problemas do modelo padrao, ele mesmo apresenta falhas,
mostradas pelo préoprio Guth, quando da sua implementacdo. O principal
problema estd relacionado com a formacao de bolhas da nova fase. No
modelo de Guth, a hipétese fundamental era que a transicao do estado
metaestavel (falso vacuo) para o viacuo verdadeiro era uma transicdo de
primeira ordem (descontinua), ocorrida por tunelamento do campo ¢.
Mas para que haja o periodo inflaciondrio é necessario que essa transicao

possua uma longa vida. As consequéncias da escolha desta hipdtese sao
as seguintes:
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e Se a razao entre a taxa de nucleagao de bolhas por unidade de vo-
lume, € = I'/x* for menor que 10~ teremos a formacao de agrupa-
mentos (clusters) de bolhas da nova fase. Tais agrupamentos seriam
finitos e de diferentes tamanhos, tornando o universo altamente ino-
mogéneo, o que nao ¢ observado hoje. A razao fisica para este fato
€ que enquanto o universo expande-se exponencialmente, as bolhas
da nova fase crescem apenas com a poténcia de ¢.

® Se € é maior que 0.24, existe a possibilidade dos varios agrupamentos
unirem-se para formar uma regiao infinita. Este processo é conhecido
como percola¢cdo. Porém, neste caso, a inflagao ocorrida nao teria
sido suficiente para resolver os problemas do modelo padrao.

e Se € é da ordem de 4 x 107%, a temperatura atingida pelo uni-
verso apds o seu reaquecimento seria muito baixa (muito menor que

1028K), impossibilitando a explicagao da assimetria entre matéria e
antimatéria.

A formulagao original do modelo inflacionario entra em conflito com os
modelos existentes de fisica de particulas em consequéncia dos problemas
citados. No artigo original, Guth questiona a viabilidade de seu cenario
e diz que este deve ser modificado. Em seguida, é proposto um novo

cenario que evita os problemas do modelo original, e que passou a ser
conhecido como novo universo tnflaciondrio.

1.7 O Novo Universo Inflacionario

A principal caracteristica deste cenario, apresentado por Linde 18, Al-
brecht e Steinhardt!® é propor uma outra transicio de fase para o uni-
verso, com propriedades totalmente diferentes da transicao existente no
modelo original. Neste modelo ela ocorre ndo por tunelamento do campo
de Higgs, mas por flutuagoes deste campo quando ele encontra-se na fase
metaestavel. Além disso, a transicdo se d4 de forma gradual (transigao
de segunda ordem), com um longo tempo de vida, gerando o periodo
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inflaciondrio. Para combinar tais caracteristicas (transigio suave por um
longo tempo), o potencial efetivo para o campo de Higgs deve ter pro-
priedades bem definidas. A principal delas é que o potencial deve ser
quase plano, préximo a regido ¢ = 0 (fig.1).

0 Y1 3QP1 G ¢

Fig. 1 - Potencial Coleman-Weinberg

Durante a transi¢ao, a evolugdo do campo escalar em direcao a fase
simétrica é lenta. Esta fase é conhecida como “slow rollover”. Um po-

tencial que possui esta propriedade é o do tipo Coleman-Weinberg, para
a quebra de simetria SU(5) — SU(3) x SU(2) x U(1):

18T\ roo 2 12
Vest.(6,T) = (lif )/{; dz :czln{l—exp [— <m2+ 258?[‘2(1) )]

* (55122675294> [¢4ln (%) - %4 + %%H , (1.45)

onde ¢y ~ 10 — 10°GeV e g? ~ 1/3 é o gauge da constante de acopla-
mento. Passamos, entdo, a analisar como seria a evolug¢ao do universo
segundo o novo cenario.
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Da mesma forma que no modelo original da inflacdo, inicialmente o
campo de Higgs encontra-se na fase simétrica ¢ = 0. Apds o universo
esfriar até uma temperatura T' < T, o campo de Higgs fica preso ao es-
tado metaestavel ¢ = 0 (falso vacuo). Passado algum tempo, ocorre uma
flutuagdo no campo (o que corresponde ao aparecimento de uma bolha)
fazendo com que este saia do falso vacuo e assuma um determinado valor
¢', préximo de ¢ = 0. A escolha do potencial tipo Coleman-Weinberg
faz com que o campo de Higgs evolua lentamente do valor ¢' em direcao
ao vacuo de simetria quebrada o (vdcuo verdadeiro), pois o potencial é
extremamente chato perto de ¢ = 0. Esta lenta evolugao ja citada an-
teriormente, corresponde ao slow rollover e pode implicar em um tempo
maior que 57x ! para que o campo assuma o valor o, ocasionando in-
flacao durante este periodo e resolvendo problemas cruciais do modelo
padrao. Podemos, ainda, questionar como o novo universo inflacionario
resolve o problema de formacao de bolhas da nova fase. Como ja foi dito,
a existéncia de uma flutuagdo do campo corresponde ao aparecimento de
uma bolha da nova fase, na qual o universo que hoje observamos evoluiu,
ou seja, dentro de uma 1nica bolha. Este fato resolve o problema de um
universo altamente inomogéneo em consequéncia dos diferentes tamanhos
das bolhas que aparecem no cendrio original.

O campo de Higgs, durante a fase slow rollover, tem sua evolucao
temporal governada pela equagao semiclassica,

OVerr.

8¢
Vamos interpretar fisicamente a equagao acima. O termo 3x¢ representa
o red-shift em consequéncia da expansdo do universo. Ji o termo I'¢ é
uma descri¢io fenomenoldgica® da interacio do campo de Higgs com
outras particulas. Ele descreve a criagao de particulas no universo pri-
mordial. Quando o campo de Higgs atinge o vacuo verdadeiro, ele oscila
rapidamente em torno do valor ¢ = o. Entéo, o termo de interagao faz
com que o Higgs decaia em outras particulas, reaquecendo o universo e
amortecendo a propria oscilagao. Os termos T'¢ e 3x$ devem assumir

¢+ 3xh+Th+ 0. (1.46)
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valores tais que respeitem o vinculo de que a temperatura de reaqueci-
mento do universo seja da ordem de 10'*GeV, para que conservemos os
sucessos do modelo cosmoldgico padrao desde a bariogénese.

Entao com este novo cenario conseguimos resolver os problemas da im-
plementacgao do cenario inflacionario? A resposta é nao. Podemos encarar
o fato de necessitarmos de um potencial efetivo com caracteristicas espe-
ciais (Coleman-Weinberg) como um novo ajuste fino, o que é indesejavel.
Além disso, no modelo SU(5) com potencial efetivo do tipo Coleman-
Weinberg, o campo de Higgs tende a evoluir para uma fase de simetria
quebrada no grupo SU(4) x U(1), ficando preso a esta fasel?!l. Neces-
sitamos, entao, de mais uma quebra de simetria em direcao ao grupo
SU(3) x SU(2) x U(1). O problema é que essa nova transigao ocorre
através da nucleacdo de bolhas da nova fase, tornando, novamente, o
universo altamente inomogéneo.

Para tentar solucionar o problema da necessidade de um potencial
com caracteristicas especiais como condigao inicial, é proposto um novo
cenario, conhecido como inflagao cadtica, como veremos a seguir.

1.8 A Inflagao Cadtica

O cendario cadtico foi apresentado por Linde®?! em 1983 e propoe que
o universo inicialmente evoluiu de um estado onde o campo de Higgs
assumiria, em principio, qualquer valor tal que ¢ > Mp, diferentemente
do novo universo inflacionario, que tem como condigao inicial um estado
metaestavel com ¢ = 0. Comparando os dois modelos, é facil observar
que o cenario caotico tem condicoes iniciais mais gerais, como queremos.
Além disso, o potencial escalar que descreve o modelo é do tipo A¢*

(fig.2), sem a necessidade de caracteristicas especiais, como no caso do
potencial tipo Coleman-Weinberg.
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A evolugao do universo ocorre, segundo o cendrio cadtico, da seguinte
forma. Inicialmente o universo encontra-se em algum estado quintico
caotico. Uma descrigao classica ou semiclassica s6 é possivel apds a era
de Planck (t ~tp~Mp 1), quando a densidade de energia torna-se menor
que M}. Neste estado caético, o campo de Higgs encontra-se em alguma
regido onde ¢ > Mp, passando a evoluir em diregao ao viacuo (nao existe
falso vdcuo).

De que forma, entao, o universo experimenta uma fase de crescimento
exponencial (inflagdo) dentro deste cenario? Vimos que o periodo infla-
cionario esta relacionado com o tempo que o campo de Higgs leva para
atingir o vacuo. No caso do cenario cadtico, esta fase é longa pois o
campo ¢ possui, inicialmente, um valor muito alto (¢ > Mp), o que faz
com que ele demore a atingir o minimo global do potencial.

Embora o cenario cadtico possua condigoes iniciais mais gerais que o
novo cenario inflacionério, ainda sim ele possui o vinculo ¢ > Mp. Ou-
tros cenarios inflaciondrios que apareceram posteriormente (inflagao nat-
ural, inflacdo soft, etc)[23] procuram, como o novo universo inflacionario,
um potencial ideal, que apresente todos os requisitos para a geragao de
inflagdo. Dessa forma esbarram sempre no mesmo problema: o de ne-
cessitarem de um potencial com condigboes especiais. Por este motivo
optamos por trabalhar com o cenario caético, na medida em que anali-
saremos a dinamica de campo escalar com um potencial tipo A¢?, como
veremos nos capitulos que se seguem.

'

¥ o -of---

0 M, XM, "¢

Fig. 2 - Inflogdo Caética
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Capitulo 2

Representacao Funcional de
Schrodinger

Neste capitulo vamos introduzir a representagao funcional de Schrodinger
para teoria quantica de campos (TQC). A formulagao usual da TQC con-
siste no emprego da representacao de Heisenberg e das fungoes de Green
causais. Este método é muito 1til para a andlise de divergéncias, bem
como para o desenvolvimento de métodos perturbativos. Contudo, esta
formulacao nao é adequada para o tratamento de problemas com condigao
inicial. Para estes casos, é mais conveniente utilizar a representagao fun-
cional de Schrodinger. Outro motivo para o uso desta representagao
vem do fato de que ela nos permite usar a intuicdo e as ferramentas
matematicas desenvolvidas para problemas de Mecanica Quantica em
aplicagoes da TQC.

O uso da representagdo de Schrodinger em TQC nao é tao difundido
quanto o da representacao de Heisenberg pois esta possibilita-nos isolar
e renormalizar os infinitos com maior facilidade. Contudo, a renorma-
lizabilidade da representagido funcional de Schrédinger para problemas
estaticos foi demonstrada por Symanzik®!l e o tratamento de infinitos
dependentes do tempo foi desenvolvido pelos autores da ref. [25].
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2.1 Generalidades

Na representagdo funcional de Schrédinger para teorias contendo somente
campos bosonicos, estados sdo descritos por funcionais de onda ¥(yp)
de configuragbes de campos classicos(c-numbers) ¢(r). Para compreen-
dermos isto, podemos comparar com a Mecanica Quéintica ordinaria de
muitos corpos . O campo ®(r) pode ser visto como uma colegio de
variaveis mecanicas @; (¢ = 1, ..., N) para N graus de liberdade, no limite
em que N torna-se continuamente infinito: @Q; - ®, i —» r

T(p) = (p|¥) . (2.1)

O produto interno de dois estados é definido através da seguinte inte-
gral funcional:

(,[%) = [ Dy Ti(p)Ta(p) - (2.2)

Operadores sao representados por kernels funcionais O(y, @)

0| ¥)=> [ D O(p,9)¥($) . (2.3)
Na representacao de Schrodinger, os operadores sao calculados no

mesmo instante de tempo, sendo a relagdo de comutagao fundamental
dada por:

[®(x), O(x')] = i6(x — 1') . (2.4)

A representacgao escolhida é tal que o kernel associado ao operador de
campo ®(r) é diagonal

B(r) <= (r)o(¢ - §) - (2.5)

O kernel associado ao momento canonicamente conjugado II(r) apresenta
uma derivada funcional,

) = 3800~ 9) - (2.6)
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Concluimos que a agao do operador ® nos funcionais de onda é a mul-
tiplicagao destes por ¢, ao passo que a acao de II é derivar funcionalmente

o estado ¥(p) com respeito a ¢. A representagio de qualquer operador
construido através de ® e II é dada por

O(IL, 3) | ¥;t)e=0 (% 6

55 <P) T(ps5t) . (2.7)
A equagao dindmica fundamental nesta representagao é a equacao fun-
cional de Schrédinger para um estado dependente do tempo

| ¥;t)=T(p;t). Esta equagdo fica determinada uma vez que a Hamilto-
niana H(II, ®) do sistema é conhecida

0 16

—V(p;t) =H |-— U(p;t) . 2.8

i Vet = H (5 5,¢) et (23)
Para sistemas com Hamiltonianas independentes do tempo é possivel

separar as variaveis, resultando em uma equacao funcional de autovalores:

U(p;t) = e Tp(p) ,
(2.9)
H (%%,80) ¥p(p) = E¥E(p) .

Como na Mecanica Quantica, esta equacao funcional de autovalores
tem solucgdo analitica apenas para alguns casos especiais. Como exemplo,

consideremos um sistema cuja a dindmica é governada pela Hamiltoniana
quadratica:

H= % LI (x) + (2h2)(x)] (2.10)

onde h é um kernel real e simétrico. Em todo texto, [, representa
a integral sobre todo espaco d-dimensional f, = fd%k. Também uti-
lizaremos a seguinte notagdo matricial: (AB)(x,y) = J; A(x,z)B(z,y).
Para que o modelo seja invariante por Poincaré, h deve assumir a forma
h(x,y) = (—V? + m?)6(x — y). De forma mais explicita, a equagéo fun-
cional de autovalores é dada por:
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/ (‘55; + SO’W) r(p) = E¥r(p) . (2.11)

O estado fundamental desta equagdo é dado por um funcional de onda
Gaussiano

1 fw 1
¥o(p) = det? (Z)exp |3 [ pbuteyle)| (212
onde a covariancia w satisfaz
SC=h (2.13)
e o autovalor correspondente é
1
-EO — —2-1.'.1' w . (214)

A analogia com a Mecanica Quantica é clara: o estado fundamental
de uma teoria com a Hamiltoniana quadratica nos graus de liberdade do
sistema € uma exponencial de uma forma quadratica nestes. E possivel
observar, também, a existéncia de infinitos em TQC devido aos infinitos
graus de liberdade. Para vermos isto, consideremos sistemas invariantes

por Poincaré. Neste caso, a covaridncia w é invariante por translagoes
espaciais e dada por

w(x,y) = w(x—y) = [ (k) , (2.15)

onde a integral no espago dos momentos representa f; = [ (%. A forma
(2.15) acarreta que a normalizagdo do funcional de onda (2.12)

det (%):exp[%trln(;)]=exp{ /m( K+ m )} (2.16)

é divergente tanto no ultravioleta (por causa da integragdo sobre os mo-

mentos) como no infravermelho (por causa do aparecimento do volume
espacial V).
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A seguir usaremos a representacdo funcional de Schrédinger para TQC
para discutir o problema da quantizagao do campo bosonico livre em um
espaco de Robertson-Walker. Discutiremos o funcional de onda do vacuo
e definiremos o vacuo adiabatico.

2.2 Quantizacao do campo escalar em um espaco de
Robertson-Walker

Consideremos um campo escalar livre propagando-se em um espago de
Robertson-Walker plano cujo sistema de coordenadas é tal que

ds® = g, dztdz” = dt* — a*(t)dz® (2.17)

onde a(t) é o fator de escala. A dindmica do campo escalar é regida pela
agao classica

I= /d"a:L = /d"a:\/—g Eg“”@,@@,@ — %(p2 +ER)®?| , (2.18)

onde p é a massa do campo escalar e £ é o acoplamento entre o campo
e o escalar de Ricci. Apesar de estarmos interessados no espago fisico,
onde n=3+1, consideraremos n=d-+1 como a dimensao do espago-tempo.
Esta continuacao analitica na dimensao espacial sera usada mais tarde
para regularizar a teoria.

O momento canonicamente conjugado ao campo é dado por

oL .
I=_x=qa% ) 2.19
| % (2.19)
e a Hamiltonlana do sistema é
H = [(0$-L)
1
=3 /x a0 + a7 3(VO)? + (W + ER)®?] . (2.20)

31



Utilizando-se a Hamiltoniana acima, obtemos a equacao de Schrodinger
dependente do tempo, que rege a dindmica deste modelo:

6‘1’ _ 1 d  _—o2d 62 -9 2 2 2
> _E/xa {—a W+a Vo))" + (p° + ER)p"“(x) 1 ¥ .
(2.21)
Como mostraremos, o funcional de onda do vacuo (¥,) é uma solugao de

(2.21), a qual é Gaussiana, e é aniquilado por uma combinacéao linear de
® e II, que € o operador de aniquilagao:

1 =
¥o = N(t) exp |5 [ p(x)Ex)0()] | (2.22)
onde N(t) é um fator de normalizacio dependente do tempo e = ¢é a

covariancia da Gaussiana, a qual pode ser separada em suas partes real
e imaginaria

Q' - 2% . (2.23)

DN | =

Para entendermos melhor o significado dos parametros deste funcional
Gaussiano é conveniente considerarmos alguns valores esperados neste
estado. Médias lineares anulam-se, ou seja, (®) = (II) = 0, enquanto
médias de bilineares dos operadores Il e & produzem

(2(x)2(y)) = Qx,¥) ,
M) = ;07 %) +4E0)(xy) ,  (224)

(@(O)TI(y)) = 5 +2(5)(x,) -

Uma vez que a dindmica é invariante por translagao e o vacuo tem
esta propriedade, é conveniente usar a transformada de Fourier (TF), ja

que os kernels =, 2 e ¥ devem ser diagonais no espago dos momentos.
Definimos a TF de ¢(x) através de
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o(x) = [ e**p(k) (2.25)
onde ¢(—k) = ¢*(k). Desta definigdo obtemos

.6 kx| 6
_zégo(x) = _/l;ek [—z(Zvr)d&p(_k)} , (2.26)

e para os operadores temos a seguinte realizacao

o(k) <= p(k)b(¢ - ¢) ,

(2.27)
)
(k) <= —i(2m)* §(p— @) .
(k) (27) 5 (k) (p— )
As relacdes de comutagdo para as TF de ®(x) e II(x) sdo:
[®(k,t), (K, t)] = [TI(k, t), I(k', )] = O,
(2.28)
| [®(k, ), TI(K', 8)] = i(27) 6" (k + k') .
As TF de Z, e X sao
E(x,y,t) =E(x-y,t)= Aeik-(x—y)E(k,t) )
Qx,y,t) = Ux—y,t) = Aeik'(x’y)ﬂ(k,t) , (2.29)

X(x,y,t) =2(x —y,t) = Ae*k'(x—y)ﬁ(k, t) .

Utilizando-se as TF, a equagao de Schrodinger funcional (2.21) transfor-
ma-se em

2 62
at - 3he [ e e
+ (K™ + p? + ER)p(k)p(-k)| ¥ . (2-30)
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O funcional de onda ¥y, o qual pode ser escrito como

¥y = N(t)exp [—;12- L p(0)Z(k, t)p(-k)| (2.31)

é a solucdo da equacdo de Schrodinger, caso a covariancia satisfaca a
equagao

%% =a"%2? — a*(k%a"? + p? + €R) (2.32)

ou seja, caso as partes real e imaginaria satisfacam
Q = 4a%Q% (2.33)

1

= ga_dQ_2 — 2a79%2% — %ad(kza_2 + pu? 4+ ER) . (2.34)

A partir destas dltimas equacoes, podemos obter uma equacao de segunda |
ordem para (2 quando eliminamos ¥ de (2.34) usando (2.33),

0= %G-MQ—I + %9-102 —dHOQ - 2(k%a 2+ p2 +ER)Q . (2.35)

As equacoes (2.32) e (2.35) sao dificeis de serem resolvidas diretamente.

Todavia, a equagao de Ricatti (2.32) pode ser linearizada pela seguinte
transformacao:

== —iad% In F* (2.36)

o que implica que F satisfaz a equagao de movimento do campo,

F+dHF + (k% 2+ p? + (ER)F =0 . (2.37)

As solugdes complexas desta equagdo podem ser normalizadas utilizando-
se

FF* — FF* =ia® . (2.38)
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Esta relagao nada mais ¢ do que o Wronskiano associado a equagao (2.37).
Dada uma solugdo normalizada F de (2.37), podemos obter =:

- 1 . 40
:=§|F|21—zadE|F|2 : (2.39)

e, conseqiientemente, a solucao de (2.35) é dada por

Q=|F| . (2.40)

Uma solugao particular x de (2.37) define um funcional de onda do

vacuo através de (2.31) e (2.39). Esta solucao pode ser obtida a partir de

solugbes particulares de (2.37) x1(2)(k,t) e duas fungdes dy(z)(k), as quais
sao independentes do tempo,

x(k, ) = dy (k)1 (K, £) + da(K)xa K, 1) - (2.41)

Esta arbitrariedade na escolha da solucao x é inerente a quantizagao
em espagos curvos. Quando quantizamos um sistema no espago de
Minkowski, existe uma escolha natural para X, ja que este espago possui
um vetor de Killing 0/0t, ortogonal as hipersuperficies de t constante.
Logo, é natural escolhermos as autofungées de 0/0t com autovalores —iw
com w > 0. Porém, espacos curvos, em geral, podem nao exibir ne-
nhum vetor de Killing com respeito ao qual podemos definir os modos
de frequéncia positiva. Este fato estd intimamente relacionado com o
espirito da relatividade geral, o qual afirma que sistemas de coordenadas
sao fisicamente irrelevantes. Além disso, os espagos de Fock gerados
por diferentes escolhas para x nao sao equivalentes e com isso é dificil
considerar-se o vacuo como o estado sem quantas ou mesmo definir o
conceito de particulal?®,

Podemos expressar os operadores de campo em termos de operadores
de criagao e aniquilacao, onde estes sao definidos através de

bk) = —ia’x"®(k) +ix (k)

&~ By — ) + (X g ble = 9) (242
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os quais satifazem as seguintes relagoes de comutagao:
[b(k), b(k)] = [b(k), 6T (k)] = 0 ,
(2.43)
[b(k), BT (1)] = (27)8%(k ~ k) .
Apesar destas relagoes de comutacao serem verdadeiras para qualquer
instante de tempo, b(k) e bT(k) nao podem ser interpretados como ope-
radores de criacao e destruicao de um estado de uma particula, por causa
de sua complicada dependéncia temporal. Para mostrarmos 1sto, vamos
escrever os operadores ®(k, t) e II(k,t) em termos de b(k) e bt (k) através
da eq.(2.42) e seu complexo conjugado, o que nos leva a
B(k,t) = b(k)x + b (-k)x"
(2.44)
TI(k, ) = a’{b(k)i + BT (~k)X'] -

O préximo passo é escrever a Hamiltoniana (2.20) na representacao dos
momentos, através da TF dos operadores ® e II:

H= % /k a%a”PI(K)II(—k) + (kK%a™2 + p® + ER)B(k)®(-k)] . (2.45)

Substituindo (2.44) em (2.45), temos

Ho= ) f a? {b(—k)b(k)[x? + (K%a~2 + p? + ER)X*]
+ b(- k)b“(—kmxlz ( -2+u2+sR>|x121
+ bl (k)b(K)[| % [2 +(Ka +€R) | x 7
+ T IBT (k)2 + (a2 + 2 +ERXY) . (2.46)

Pela equagao acima, vemos que ndo é possivel expressar a Hamiltoniana

do sistema como uma soma em k de b(k)b1L (k) + bT(k)b(k).
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Podemos facilmente verificar que estes operadores b(k) anulam-se
quando aplicados ao funcional de onda ¥y, dado por (2.31). Portanto, o
estado ¥, pode ser interpretado como o vacuo de Fock do espago gerado
por b(k) e bl (k).

A escolha de uma solugao particular x pode ser feita através de im-
posicao de uma condigao inicial (ou final) a ser satisfeita pela equagao
de Schrodinger dependente do tempo. Em um espaco de Robertson-
Walker € natural requerer que a solucdo y comporte-se como um modo
de frequéncia positiva, onde a taxa de expansao é muito menor que a

frequéncia efetiva da teoria, o que geralmente ocorre em um dos limites
t— —ocoout— +oo

H = Z- << wy = k?a24p? . (2.47)

Neste limite, a variacao da frequéncia é muito lenta (adiabatica)

— ~O(H) << wy (2.48)

e para um £k fixo, o espaco-tempo pode ser considerado quase
Minkowskiano. A maioria dos modelos cosmologicos enquadram-se nesta
classe de espagos. Para discutir a forma assintética da solugao no limite
H << w? é conveniente utilizar o tempo conforme 7:

ds? = dt* — a®(t)dx* = c(n)(dn* — dx?) , (2.49)

onde 7 é definido pela relagao dn/dt = 1/a(t) e ¢(n) = a*(t). Utilizando-se
as variaveis conformes

F(k,t) = 9 F (k,7) ,

(2.50)
Q(k, t) = =H2Q,(k, n)
as equagoes de movimento (2.35) e (2.37) tornam-se
' (B + el + (€ — a) R)F. = 0 | (2.51)
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Q; = %9:1 + %92 ¢ —2(k +ep' + (€ - )RR =0,  (2.52)

onde oy = (d — 1)/4d e a linha significa diferenciagdo com respeito ao
tempo conforme 7. A condi¢cao de normalizacao (2.38) implica que F.
deve ser normalizado segundo

F.F - FF: =1, (2.53)
e para uma solugdo propriamente normalizada F. de (2.51), temos que

Q. =| F. |? é uma solugao de (2.52). A solugdo de (2.51), que desempenha
o papel de modo de frequéncia positiva no limite k — +oo, é

X IH—°>°—1 e~ kn
‘ V2k

Para um k fixo, podemos obter uma expansao assintotica de x. uti-
lizando uma solugao formal do tipo WKB

(2.54)

1

_ " ' '
xc—mexp[ i ["Wn)dn| | (2-55)
onde a funcdo W(n) satisfaz
1 WII 3wl2
2 _ 1.2 2 _ = -1 . 2.5
W= i+ (€ - 0B - 3 (T - S (2.56)

Com o Ansatz (2.55) temos que 2, = (2W)~!. No limite das variacées
adiabaticas do fator de escala (H << w)), W pode ser determinado iter-
ativamente partindo-se da seguinte solugao de ordem zero para (2.56):

WO = (k2 + c[p? + (€ — aqR])? . (2.57)
Utilizando-se (2.56) podemos obter a solugao de i-ésima ordem
. . (i-1) 3 [W,(,-_l)]z
62 — oz _ L)W 8 2
[W ] [W ] 21 wi-1) 9 [W(,-_l)]2 ’ ( '58)
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As corregoes para a solugao de ordem zero podem ser expressas em
termos de parimetros pequenos, tais como H/w) e suas derivadas tem-
porais. Iteracoes de ordem mais alta contém derivadas de ordem mais
elevada do fator de escala. Termos que exibem até a mn-ésima derivada
temporal do fator de escala sao chamados termos adiabaticos de ordem
n.

A condigao de contorno para 2. é dada para algum valor assintético
de 7, onde H << w). Neste limite a solugio possui um comportamento
semelhante a solugao para um espago de Minkowski. A condigao de con-
torno a ser adotada é que o comportamento assintotico de . deve ser

1
RECETE

Xc e_ifﬂ(k2+c“2)1/2d77’ , (2.59)

1
Qe ~ —ee—— .
2v/k? + cu?

Neste limite, a covaridncia = é bem aproximada por sua parte real,

E= %Q‘l — %Y ~ a®y/k2a2 4 p2. (2.61)

A solugdo de (2.51) que satisfaz (2.59) e (2.60) define o vacuo adiabatico.
Vamos, agora, mostrar que a Hamiltoniana dada por (2.46), pode ser
escrita da mesma forma que a Hamiltoniana no espago plano, ou seja,
interpretando b e 5t como operadores de criagao e destruigao respectiva-
mente neste limite. No limite assintético (H << w}), termos que contém
R podem ser desprezados

(2.60)

R=d2H+ (d+1)H) = R << w} , (2.62)

Com isso, podemos eliminar os termos com o escalar de Ricci em (2.46)
e escrever

Ho= 3 f ot (MBI + ()
+ b(-k)bT (k)| % > +(wD)? | x [7
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+ BT(R)BK)| % 2 +(wd)? | x 2
+ ()BT (—k) [ + ()X} - (2.63)

Assumindo o comportamento assintético de x. e escrevendo esta solugao
nao mais em funcao das varidveis conformes, pode-se mostrar que a
Hamiltoniana do sistema, neste limite, tem a formal®!

HN% [lb(—)bT (k) + b )p(k)] | (2.64)

e conseqiientemente, podemos interpretar b e b1 como sendo operadores
de destruigao e criagao de estados de uma particula na regido onde a
aproximacao adiabatica é valida.

2.3 Outras Aplicagoes da Representagao Funcional
de Schrodinger

Como uma aplicacdo da representacido funcional de Schrodinger, estu-
daremos a evolugao temporal de um sistema em um potencial instavel.

A caracteristica do novo cendrio inflaciondrio, como ja dissemos, é uma
transicao de fase chamada slow rollover, na qual um campo escalar, que
tem o papel de parametro de ordem, evolui suavemente pelo declive no
seu diagrama de energia potencial (fig.3).

Usando a representacido funcional de Schrodinger, estudaremos dois
sistemas simples idealizados[® e mostraremos que na implementagio do
novo cenario inflaciondrio, o comportamento do campo escalar durante a
fase slow rollover é classico. Este fato é importante pois permite-nos cal-

cular densidades de flutuacées, as quais sdo necessirias para a formacgao
de galdxias.

2.3.1 Mecanica Quantica de um Oscilador Upside-Down

Como um exemplo da aplicacido da representacao de Schrédinger, vamos
analisar um problema de mecanica quantica unidimensional, o qual pos-

40



sui muitas caracteristicas similares com o sistema em teoria quintica de

campos que iremos estudar posteriormente. Consideremos uma particula,
sob a acao do potencial

V(z) = —%k:cz E>0 . (2.65)

Em ¢ = 0, a particula é descrita por uma fungao de onda centrada em
z = 0. Para simplificar o problema, trabalharemos com a fungao de onda
sendo uma Gaussiana.

A evolucdo temporal da particula é governada pela equagdo de
Schrodinger,

.0 1 0% 1

— — —kz?y . 2.66
"ot 2m Oz? 2k:c ¥ (2.66)

A equagao acima é satisfeita pela Gaussiana,
$(z,t) = Alt)e 20 (2.67)

o que nos da as seguintes equacoes diferenciais para os pardmetros A(t)

e B(t),

ia=AB , (2.68)
m
2
iB=1kt+ 22 (2.69)
2 m

Na solugao de (2.68) e (2.69) é util definir alguns parametros:

Lo

1
Vmk
(2.70)

&
Il
3=
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O parametro [y descreve uma escala natural na mecanica quantica como
o raio de Bohr do dtomo de hidrogénio. O sistema comporta-se classica-
mente para grandes escalas, quando comparadas com [y. A solugao para
a equacao em B, em termos destes parametros, é dada por

1
B = —t —1
20 an(¢ — iwt)
1 sin(2¢) — i sinh(2wt)

212 cos(2¢) + cosh(2wt) |

(2.71)

onde ¢ é uma constante de integracdo real que estd relacionada com
o comprimento do pacote de onda em ¢t = 0. A equagdo diferencial
para o parametro B é satisfeita para valores complexos de ¢. Porém,
absorvemos a parte imaginaria de ¢ na redefinicao da origem de ¢t. Dessa
forma o pacote tem um comprimento minimo em t = 0. Para uma funcao

de onda apropriadamente normalizada, a solugdo da equagao diferencial
para o parametro 4 é

1

4= (2m)1/4,/bcos(p — iwt) (2.72)
onde
b= s (2.73)

Estamos interessados no comportamento de v¥(z,t) para grandes in-
tervalos de tempo, o qual é dado por

o 9 1/4 l(upsi % 2 in
bz, 1) = (W) e~ HtHid) o (—e 2 tﬁ%‘zg’) . (274)

A distribuicdo de probabilidades para z é gaussiana, com
2 L2 2wt

42



O objetivo deste exemplo é mostrar que as funcoes de onda da
mecanica quantica para grandes intervalos de tempo sio descritas pela
fisica classica. Para tanto, vamos calcular o comutador de = e p, onde

p=10/0z:

o= p¥+0 (™

= Vmkzy + O (72 (2.76)
zpp = Vmkz?*y + O (e7®Y) (2.77)
pzyp = Vmka®y — i + O (e7*) . (2.78)

O termo —i1 sera desprezivel quando comparado ao outro termo se
1 << v/mka? ou, de forma equivalente, se I? << z?. Para grandes
intervalos de tempo, na regido I2 << z%, o comutador [z, p] torna-se de-
sprezivel, possibilitando a descrigao classica do sistema. A regra é que se
a distdncia sobre a qual a fase da funcao de onda muda por 27 (ou seja,
o comprimento de onda de de Broglie) é muito menor que qualquer outro
comprimento relevante, entao a fisica cassica é aplicavel.

Podemos observar que a funcdo de onda néo possui um pico em torno
de uma trajetéria classica particular. Portanto, o comportamento do
sistema deve ser descrito ndo por uma trajetéria classica, mas por dis-
tribuigao classica de probabilidade:

f(=z,p:t) = |$(a,t) [P 6 (p— Vmke)
= \!Wzbze_“" exp (—26_2“”:—:) 6 (p - m:c) . (2.79)

Para mostrar que (2.79) descreve classicamente o sistema para grandes
intervalos de tempo, pode-se verificar o seguinte:
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e f(z,p,t) descreve a fisica cldssica, ou seja, ela obedece as equagoes
classicas de movimento:

0

e Para qualquer varidvel dinadmica (por exemplo, Q(z, p,t)), o valor es-
perado pode ser calculado através da fungao de onda ¥ da Mecanica

Quantica ou usando a distribui¢do cldssica de probabilidades f.
Pode-se mostrar que

(@ =(Q)y[1+0(e®)] . (2.81)

A distribuigao de probabilidades descreve trajetorias classicas as quais
evoluem através do potencial, partindo do seu pico e do repouso. Estas
trajetorias classicas podem ser representadas pela parametrizacao

z(t) = Ce** , (2.82)
onde a parametrizagdo mantém o vinculo entre p e = através da funcao

delta em (2.79). A distribui¢do da probabilidades para a constante C é
dada por

d 21 o2
P(C):P(m)—c%:J;ze 2C%/b y (283)

Dessa forma, para grandes intervalos de tempo, z(t) é determinado por
uma constante multiplicativa randémica, a qual obedece uma distribuigao
de probabilidades Gaussiana.

A interpretagao fisica de C pode ser obtida definindo

C=de™ (2.84)

de modo que
() = £be’*7) | (2.85)
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O parametro 7 representa o tempo de decaimento da solugao classica. A
distribuicao de probabilidades para 7 é dada por

P(r) = 2P(C’)ccll—f = 2\J>%we“‘”' exp (—2e%7) | (2.86)
onde o fator dois representa os dois valores de C (C e —C), correspon-
dendo a cada valor de 7. Portanto, a particula obedece uma trajetoéria
classica para intervalos de tempo grandes, descrita por uma distribuicio
classica de probabilidades. Porém, o tempo em que a particula comeca a

evoluir pelo declive do diagrama da energia potencial é determinado por
processos quanticos.

2.3.2 Dinamica Escalar no Novo Universo Inflacionario

Até este ponto analisamos o comportamento de um oscilador harménico
upside-down. Este sistema possui muitas semelhancas com o problema
da inflagao. O resultado obtido com este estudo nos mostra que a repre-
sentagao de Schrodinger nos proporciona uma descrigao clara da evolugao
temporal do sistema.

Nosso objetivo agora é estudar um sistema idealizado em teoria
quantica de campos no novo universo inflacionario. O modelo é livre
e, portanto, exatamente solivel. Embora nao seja realistico, qualitativa-
mente o sistema pode descrever a fisica correta.

Consideremos um 1nico campo escalar minimamente acoplado (£ =0

em (2.18)) com uma massa dependente do tempo, em um espago de de
Sitter com a métrica

ds? = dt? — e?dx? | (2.87)

A agao que descreve o sistema é

I= f d*z\/—g [%g,wa"@a"@ - V(®)| , (2.88)
onde o potencial V(®) é dado por
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1
V(®) = —§,u2 (1 - cze_zxt) ¢ sptct>0. (2.89)

Este potencial tem um minimo em ® = ( e é estdvel para os instantes

iniciais (t < ty onde c’e™?X = 1), mas torna-se instavel para grandes
intervalos de tempo.

A equagao funcional de Schrédinger para o sistema ¢, de (2.30),

LY I
ot /k[ ) S o ()60(—K)

(8 )™ ] (k)| ¥ (2.90)

onde v = p?c? > 0. Para instantes assintoticamente iniciais, (2.48) é
satisfeita e os modos comportam-se como no espago de Minkowski:

Jim H=x << VB2 + 7% = w(t) - (2.91)

Neste limite, o potencial dado por (2.89) é estdvel. Isto nos permite
definir um vacuo adiabatico que satisfaz as condigoes de contorno (2.61).
Podemos encontrar o funcional de onda gaussiano da forma dada por
(2.42), resolvendo a equagio clissica de movimento (2.37):

F43xF+[k+7)+p2]F=0. (2.92)
As solugdes de (2.92) sao dadas por
F(k,t) o e/ [Jp(2) + Np(2)] (2.93)
onde
_ |9 ¢
p= 4 + X2 ’
(2.94)



e Jp(2) e Np(z) sdo fungdes de Bessel de primeira e segunda espécie respec-
tivamente. Aqui A € o comprimento de onda efetivo. Quando t — —oo0,
onde (2.91) é satisfeita, esperamos que as solugoes para a equagao dife-
rencial (2.92) comportem-se sinusoidalmente, exceto para as frequéncias
que mudam suavemente. As funcoes de Hankel,

HO(2) = J,(2) +iNy(2)

(2.95)
H)(2) = Jp(2) — iNy(z)

tornam-se exponenciais complexas. Do comportamento das funcoes de
Hankel para z assintoticamente grande obtem-sel?”:

HY e~ Wi(to)(t—t0) (2.96)

expandindo z(t) em torno de t = t; para algum valor primordial de %,
(2 (t9)) << 1. Esta expansao é vilida desde que | x (t — o) |>> 1.
Usando a seguinte propriedade das funcoes de Hankel,

dH| (2) dH( )

HO ()P (2) - x

() = -
() EPE) =
nos obtemos as fungées normalizadas F'(k,t) de modo de frequéncia po-
sitiva, as quais, através de (2.36) ou (2.38) , definem o véacuo funcional

adiabatico para o campo escalar no espago de de Sitter, conhecido como
vacuo de Bunch- Dav1es[28]

¥ x exp [~ [ p(K)E(k, p(-K)| (2.97)
=(k,t) = —z'esxt—g—lnF*(k t)
= 3 |;_1 7 [1 — zesxt ] F |2] (2.98)
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F(k,t) = %\Ee-WﬂHy)(z) : (2.99)

O comportamento de ¥, para t — —oo ¢, de (2.96),

To 28 exp {—% [ (k) [l (t)] <p(—k)} . (2.100)

A fung@o covaridncia da Gaussiana é dominada pela frequéncia efetiva
real para cada modo.

Na descricao da representagao de Schrodinger podemos mostrar ex-
plicitamente que o comportamento do sistema é classico para grandes
intervalos do tempo quando o potencial (2.89) é instdvel, como no exem-
plo de mecanica quantica unidimensional. Da propriedade das fungoes de
Hankel®! para z << 1, obtém-se o comportamento da fungio covaridncia
da Gaussiana para grandes intervalos de tempo,

T B orx [(B24+7%) _,.]1° i
—zesxtalnF = eax‘{rz(;) [( 4X27 )e 2”] —5(2p—3)X+0(z2)

(2.101)

O termo dominante é puramente imagindrio, o que nos leva a

Ty =% exp {—% [ (k) [—-;—z'eaxt(Zp _3)x+0 (zZ)] ¢(—k)} . (2.102)

Atuando o operador do momento canénico sobre ¥, para grandes inter-
valos de tempo tem-se

— i% = %(21; — 3)xe*™p(k)¥, [1 + O (2%)] . (2.103)

O primeiro fator é o momento cldssico
I(k,t) = e™ ¢(k,t) ,
(2.104)
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b(k,8) = 5(20 — 3)xp(k, 1) |

o qual é a solucao classica da equagdo de movimento para grandes in-
tervalos de tempo. De (2.93), grandes intervalos de tempo sao definidos
por z << 1, que é o tempo para o qual o comprimento de onda efetivo
torna-se maior que o horizonte y~! = H~!,

Portanto, este modelo de teoria de campos comporta-se classicamente
para grandes intervalos de tempo. Aqui, como no exemplo anterior, o
sistema é descrito ndo por uma trajetéria, mas por uma distribuigao
classica de probabilidades[. |

Até agora trabalhamos com campos bosomicos livres. Ao intro-
duzirmos interagbes para estes campos, introduziremos, também, nao-
linearidades em nossas equagoes o que nos impede de obter solucoes exa-
tas. Para contornar esta dificuldade, implementaremos principios varia-
cionais para podermos obter informacoes nao perturbativas do sistema,
como faremos no capitulo que se segue.
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Capitulo 3

Principio Variacional Dependente
do Tempo e a Acao Efetiva

A equagao de Schrodinger dependente do tempo nao pode ser resolvida
exatamente, exceto para problemas descritos por uma Hamiltoniana
quadratica. Para obter informagées sobre a dinamica de um sistema
nao-linear (interagente), usamos uma aproximacao variacional na qual o
principio variacional de Dirac é implementado.

3.1 Principios Variacionais

Principios variacionais sao uma ferramenta muito util em quase todas as
areas da Fisica. Na Mecanica Classica, os métodos variacionais fornecem
as equagoes de movimento de um sistema quer em situagoes estaticas,
quer em processos dependentes do tempo. Solugoes estaticas sao aque-
las que deixam a Hamiltoniana do sistema estacionaria. Isto pode ser
observado analisando-se as equacoes de Hamilton:

. 8H(p,q)
q=0—# ; (3.1)
—z’»=0_aH£z’q) (3.2)

As equagoes dinamicas do sistema podem ser obtidas considerando-se o
principio variacional de Hamilton, o qual requer que a agao classica I
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seja estaciondria com respeito a variagdes da variavel dinamica g(t)
I;= / dtL |

(3.3)
61a(q) _
bq(t)
E sempre bom ressaltar que o principio variacional estatico nao requer
condicoes de contorno. No caso dindmico, todavia, este deve ser com-
plementado com a condigdao de que as variagoes devem anular-se nos ex-
tremos da integragao sobre o tempo que define a acao.

Da mesma forma, encontramos dois principios variacionais na
Mecédnica Quantica: um estdtico e outro dependente do tempo. O
primeiro principio diz-nos que o valor esperado da Hamiltoniana € esta-
cionario, conduzindo a equacao de Schrodinger independente do tempo

(¢ |H|¥) = 0 com (¥ |¥)=1
- HU=FEU . (3.4)

O segundo, embora pouco conhecido, é devido a Dirac e resulta na
equagao de Schrodinger dependente do tempo. Esta pode ser obtida

considerando estados dependentes do tempo | ¥;t) e requerendo que o
elemento de matriz,

[dt (®;t|id, - H | ¥;1) (3.5)
seja estaciondrio sob variacées independentes de | ¥;t) e (¥;t |. Este
procedimento variacional representa o analogo quantico ao principio de
Hamilton da minima agao.

Estes principios variacionais, aplicados a TQC, além de produzirem
as equacgdes de Schrodinger funcionais, também fornecem valiosas in-
formacoes sobre os funcionais geradores da teoria, desde que a imple-
mentacao das variagoes seja feita em duas etapas. Na primeira, consider-

amos variagoes sujeitas a um vinculo, o qual é removido posteriormente
para obter-se a teoria fisica.
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Para o caso estatico, definimos a energia efetiva E(¢) como sendo o
valor esperado estacionario da Hamiltoniana do sistema, em um estado
normalizado | ¥), sujeito ao vinculo de que o valor esperado do operador
de campo ®(r) é dado pela funcio ¢(r)

E(¢) = (¥ | H [ ¥) | racionssio (3:6)
onde
(T | 2(r) | ) = o(r) , (3.7)
(T |T)=1 . (3.8)
O vinculo (3.7) é removido impondo-se que
SE(¢) _
So(r) 0 (3.9)

e a solugdo desta equagao fornece a teoria fisica do sistema em estudo.
Impondo que o campo ¢ seja independente de r, obtemos o potencial
efetivo multiplicado pelo volume do espacgo,

E(¢) = Vegly) [d'= . (3.10)

Mais ainda, pode-se mostrar que a energia efetiva é o funcional gerador
das funcoes de Green 1PI a energia zero, enquanto que o potencial efetivo
€ o funcional gerador das fungoes de Green 1PI a momento e energia nulos.
Para estudarmos processos dindmicos, € mnecessario introduzir o
principio variacional de Dirac sujeito a vinculos que definiremos a seguir.

Definimos a a¢do efetiva I' como sendo o valor estacionario da agao do
principio variacional de Dirac,

T(¢) = [dt (3 5t |i0 - H|¥y51)| , (3.11)

stacionario

onde impomos os seguintes vinculos:

(B_st| ®(r) | Oyst) = &(r,t)
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(3.12)
(T_5t | T5t) =1 .

Para que o principio variacional dependente do tempo seja introduzido,
necessitamos impor condicoes de contorno. Neste caso, impomos que os
estados | ¥+;t) tendam ao estado fundamental | 0) da Hamiltoniana H:

lim | @) =|0) . (3.13)

t—Foo

Podemos recuperar toda a teoria fisica removendo os vinculos no final do
problema:

6T (9)

b¢(r, t)

A partir das defini¢oes acima é possivel mostrar®!!, como faremos a seguir,

que I' é o funcional gerador das fun¢des de Green 1PI com momento e
energia arbitrarios.

A agao efetiva I'(¢) € usualmente obtida através da transformada de

Legendre de W{(J), onde W{(J) é o gerador funcional para funcoes de
n-pontos conexas,

~0 . (3.14)

™) = (0| Texpli [(dz)J(2)®(x)] | 0). (3.15)
De W(J), um campo classico é definido:
SW(J) _
—57 =& (3.16)
e I'(4),
I(¢) = W(J) - [(dz)J ¢, (3-17)

onde J é eliminado em favor de ¢ através de (3.16).

Mostraremos, agora, que agao efetiva, dada por (3.17), pode ser obtida
por meio do principio variacional dependente do tempo (3.11), com os
vinculos (3.12). Portanto, vamos obter explicitamente | ¥;t). Uma vez
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que a variagao deve satisfazer estes vinculos, multiplicadores de Lagrange
sao introduzidos. Para satisfazer (3.12), adicionamos em (3.11)

[(de)J (8, %)(T_;t | B(x) | Tyst) (3.18)
- " w(E)(T_;t | Uyit) (3.19)

0 que nos leva a
D(¢)= [ dt (T ;t|ib— H+ [dx J®—w(t) | Ty5t) . (3.20)

Variando os estados | ¥_;t) e | ¥,;t) independentemente em (3.20),
obtemos duas equagoes:

(16— H + [ dxJ®) | 0,5t) = w(t) | Tist) (3.21)

(60— H+ [dxJ®) | ®_5t) = w'(t) | ¥51) (3.22)

onde uma integragao por partes foi feita no termo i0;, antes de variarmos
o estado | ¥;t). O termo de superficie desaparece em virtude de (3.13).
Podemos redefinir as funcées de onda | ¥, ;t) da seguinte forma:

| +:1) = e dtvl) | g ;1) (3.23)

| —5t) = el | w sy (3.24)
as quais satisfazem a equacgao de Schrédinger dependente do tempo com
uma fonte,

(6~ H + [dxJ®) | 5t) =0 . (3.25)

As condigbes de contorno sobre | &;t) sdo determinadas por (3.13):

Lm |+;¢) =|0) . (3.26)

t—Foo
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O produto interno pode ser calculado a partir das definigdes (3.23) e
(3.24) e dos vinculos (3.12):

(=3t | +3t) =€V, (3.27)
onde

W= dtuw(t) . (3.28)

Pela defini¢ao (3.15), podemos ver que W é gerador funcional para fungoes
de n-pontos conexas. A expressao final para W é obtida de (3.21) e (3.28),

W(J)=[" dt (¥ ;t|id - H+ [dxJ® | Ts51) . (3.29)

Derivando W com relacao a fonte J, temos que

oW

© . 8 , _
— = o+ [ dt (\Il_;t|}26t—H+/de<I>|\I'+,t)

+ [ dt (W_5t]i0 - H+/de<1> {1 et} . (3.30)

Usando (3.21), (3.22) e integrando por partes o iltimo termo em (3.30),
obtemos

oW :
57 = ¢+i¥ | 7 1 ¥5t) %o
6
+ [ dtw(t ()55 (\I!_;t|\I'+;t)} . (3.31)
O dltimo termo torna-se nulo em virtude de (3.12). Logo,
SW(J
T i@t o | ) 2 (3.32)

O segundo termo do lado direito da equagao desaparece quando tomamos
o limite inferior, pois | ¥,;t) torna-se | 0) e, portanto, independente de
J. No limite superior, podemos escrever o termo da seguinte forma:
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) O((T_st )

= (P A pa S St A VAN I, IS )
26.] (‘I’ 7t“]’:’+7t>] t 5T | +7t> (333)

O primeiro termo ¢ nulo em virtude, novamente, de (3.12), enquanto que

o segundo desaparece em t = oo uma vez que (¥_;t | torna-se (0 | e,
novamente, independente de J. Logo,

sW(J) _
57 =% (3.34)

Como dissemos anteriormente, I'(¢) é a transformada de Legendre de
W(J) e, assim, o funcional gerador das funcdes de Green 1PI:

I(¢) = W(J) - [(dz)J¢
/_°:° dt(¥_;t |i0, — H | ¥i;t) . (3.35)

3.2 Calculo Ilustrativo

Para exemplificar a teoria geral em uma aplicagdo concreta e indicar um
possivel método de aproximagao, analisaremos o oscilador harménico, ou
seja, TQC livre em (0+1) dimensdes. O que faremos é encontrar solugdes
de (3.21) e (3.22) e calcular as varias médias existentes no elemento de
matriz (3.35). Para a Hamiltoniana

1 1 1
§P2 -+ §w2Q2 — EUJh y (336)

solugbes de (3.21) e (3.22), com condigdes de contorno apropriadas, po-
dem ser dadas explicitamente:

_H:

w

1/4 . . .
23t) = (3] exp -2 @0+ 2@ )+ pa]

(3.37)

w

@ st= (2) exp 2@ - 02 - 2(@-) - op]
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onde,

w(t)=Jgq ,

W) = [~ dtw() = -+ [7 ETEITCH

90 27 k2 — w2 + e

J(k)= [ dt e*J(t) .

Assim, com os estados dados por (3.37), teremos

(¥t Q| ¥y5t)=q ,

(T_;t|P|¥st)=p,

: |
(¥_jt|ihd; | ¥ist) = o(pd — Pg) -

Para a Hamiltoniana do oscilador harmonico,

Portanto,

1, 1
(Ot | H | ¥58) =5p° +50'd”

[ dt (@t | ik, — H | ¥.;t)

?

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

oo 1 . . oo
[t 5(Pd—pg—p' —w'¢’) = [ dt L), (342)

57



a qual é, na verdade, a agao efetiva correta. Neste exemplo ela coincide
com a acao classica. No entanto, s6 obtivémos uma solucio exata para o
calculo acima porque as equagoes dependentes do tempo, (3.21) e (3.22),

podem ser explicitamente resolvidas para este problema especifico. Para
o caso geral,

H=P4+V(Q), (3.43)

nao conseguimos encontrar uma solugao, mas podemos obter um método
aproximativo usando o exemplo acima. Ao invés de tentar uma solugao e-
xata, definos funcionais de onda tentativa | ¥ ;t)y, as quais dependem de
parametros. Dessa forma, substituimos a equacao de Schrodinger exata
por uma equagao variacional, obedecendo ao vinculo que uma aproxi-
magao variacional de I,

w .
Ty = [ dt v(Z_;t|id— H| Ls5t)y (3.44)
deve ser estacionaria quando variamos os parametros.
Os estados que devemos usar sdo os mesmos que os dados por (3.37),
porém com p e g nao mais satisfazendo (3.38), mas sendo quantidades
arbitrarias. Além disso pode-se considerar w como sendo um parametro

variacional dependente do tempo. Essas condigoes sao satisfeitas se con-
sideramos os estados

| O sty = (271'77,G)'1/4 exp{—ilﬁ(Q —q)? (%G'l - ZiH) + %P(Q - ‘1)} )

v{Z_;t |= (2rhG)™/* exp {—51,;(62 —q)° (%G‘l + ZiH) — %p(Q - q)} ,
(3.45)

G e 11 sao fungoes do tempo t e generalizam w. O significado de G pode
ser obtido calculando-se o elemento de matriz de Q%

v(T_;t| Q% | Tty = ¢* + hG (3.46)

v{(®_;t | ihd, | By;3t)y = pg — KIIG . (3.47)
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Os elementos de matriz de P e Q continuam sendo dados por (3.40).
A agao efetiva aproximada é

w2 [* dee™'V (g + (20G)/z)} (3.48)

Até O(h), a expressdo acima é dada por

00 . 1
FV = -/oo dt {pq + hHG — %pz - gG—l — ZhGHZ

% o1 L1,
Iy ~ Lmdt{pq— §p2 — V(q) + RIIG — §G !
— 2hGII? - %hGV(Z)(q)} : (3.49)

Variando I'v com relagdo a p e II e igualando a zero, teremos os momen-
tos em funcao de ¢ e G. Entao, variando com relagao a g e G, obtemos
as equagoes de movimento para estas quantidades. Estas equacoes foram

obtidas para um potencial com um termo quartico e solucionadas numeri-
camente por Cooper et al®2

Vo0 g=p,
op m
?_g —0 - G =4GII ,
FL=0- h=-vi(g - 31GVOq) |
?—C‘;’ =0 - II= %G‘z —oI% — %V(z)(q) — % vi(g)@ . (3.50)

Comparando as solugdes obtidas classicamente e na aproximagao com
a solugao exata (figuras 3 e 4), é facil ver que o método variacional pro-
porciona 6timos resultados para a fase inicial da evolugdo do sistema.
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Nesta aproximacao, recuperamos a mecanica cldssica tomando o limite
l — 0, enquanto que uma descricao semicldssica pode ser obtida quando
termos de O(h) sao mantidos. ,_

Este método pode ser aplicado a TQC, proporcionando resultados
similares quando tratamos de sistemas com infinitos graus de liberdade.

VIQ)= 5305 2%
A=384: X=006
_ ° exato
A ® aproximagac
6 f% ] 0\ voriogionol
v <Qz> i~ ‘I’ L 7 ,_.i Tloo
4r j \o : 7 o r° |
AT A
§ 3 h;, NAA
Ty A g oy
- 8 %3, <xwi x
S35 20 30 a0 50
t

V(Q)=2%((Q2-52)2

Fig. 3 - Comparagao do resultado exato com a

aproximagdo variacional para N=384;

N=384: X =006

. 8 o exato
N=006. i * aproximagao
<L ﬁ I&OL\ c|:::ico
V@ b oe "ﬁ Py d
4 [‘j e\ l° \ °/
sRWAY,
. \
25131 °o° p
)
0 10 2.0 . o
t

Fig. 4 — Comparagao do resuftado exato com a
aproximagdo cldssica para A= 3.84;

N=0.06.

60



Capitulo 4

Aproximacao Gaussiana
Dependente do Tempo e sua
Renormalizacao

Neste capitulo utilizamos o método variacional com um Ansatz Gaussiano
para obter as equagdes de movimento renormalizadas do modelo A®* em
espagos homogéneos e isotrépicos. Por consisténcia, o valor esperado do
campo deve ser homogéneo e a métrica adequada para a descricao desse
sistema é a métrica de Robertson- Walker, (2.17). Para analisarmos a
renormalizacao deste modelo, inicialmente estudamos o potencial efetivo
e removemos as divergéncias nele existentes. Generalizamos este procedi-
mento para a agao efetiva, isto é, para o caso dependente do tempo, de
modo a nao acrescentar novas divergéncias além daquelas contidas no caso
estatico. Desta forma, podemos adotar a mesma prescricio de renorma-
lizacdo do potencial efetivo. Aplicando novamente o método variacional
na agao efetiva renormalizada, obtemos as equagoes de movimento finitas
para o modelo A®*. Em seguida, utilizando o procedimento acima des-

crito, renormalizamos o tensor energia-momento que aparece na equagao
semiclassica de Einstein

G,w = —87TGN(T”,V)R .

Desta forma, teremos um conjunto de equagdes (equagdes de movi-
mento mais equagao semicldssica) que nos permite estudar a dindmica de
campo escalar para o acoplamento entre matéria e gravitagao.
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4.1 Acao Efetiva e Equacoes de Movimento para
Campo Homogéneo

A equacdo funcional de Schrodinger, a qual nos diz como um dado estado

inicial evolui com o tempo, pode ser obtida considerando a acao efetiva
(3.11),

T = [dt (¥;t]i0,— H|¥;1) . (4.1)
Estudemos um campo escalar auto-interagente em um espago de

Robertson -Walker descrito pela métrica (2.17), cuja dinamica é dada
pela seguinte Hamiltoniana H,

M= ad{%[a_z‘lﬂz +a(VE)] + U(<I>)} | (4.2)
sendo o potencial U(®) dado por

U®) = V(&) + 353@2 ,

1 1
V(®) = E,ﬁqﬂ + EA@‘* . (4.3)

A constante £, em U(®), representa o acoplamento entre o campo ® e o
escalar de Ricci, como ja dissemos.

Nossa analise é feita utlizando o método variacional no qual um Ansatz
Gaussiano é tomado para o funcional de onda,

U(git) = N(2)exp{i [ #(x,)[6(x) - o(x,1)]}

x exp{= [ 166x) - olx,0)] |07 (x,3,8) — iT(x,,1)
X [o(y) — oy, )]} -
(4.4)

Os parametros variacionais neste funcional sdo ¢, 7, e ¥ e a sua in-

terpretacao fisica pode ser vista através dos valores esperados calculados
abaixo:



(@(x)2(y)) = p(x,t)0(y,t) + Ux,¥,t) ,

(ME)T(y)) = #0x,87(7,1) + 507063, + 4(ZO)(x,3,)

(I(x)2(3)) = #(x, 1) (y,2) + 58(x ~ ¥) + AT (x,3,1)

(i6) = [ 7 0)p(x 0 + [ S0y, 00xy,1) - (45)

Das relagoes acima, identificamos ¥ como um funcional de onda Gaus-
siano centrado em ¢ com a largura dada por vQ. Através do valor
esperado "(i(?t), interpretamos 7 como sendo o momento conjugado de
¢ e podemos, da mesma forma, dizer que ¥ faz o papel de momento
conjugado de €.

A partir das equagdes (4.2) e (4.3) e dos valores esperados (4.5), obte-
mos a agio efetiva (4.1)%!

L(p,#,0,%)

[t [ {[#9 - a? (5672 + 3072V + U (o))
+ h [(EQ)(x,x, t) — %a"dﬂ_l(x,x, t) — 2a7%(2QT)(x, x, t)

- 8- VIRE 3, ) by +UD ()0, x, 1)
2 |
SOt x, 0000 | (4.5)
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onde UM = d"U/dyp"™. Através da equagdo (4.6), observamos que os ter-
mos colocados no primeiro colchete correspondem aos termos existentes
na agao classica, enquanto que o segundo colchete contém as corregoes
quanticas de O(%). O iltimo termo da agdo efetiva corresponde a uma
parte das correcoes quanticas de O(%?). Neste ponto, devemos ressaltar
o fato de que a expansao em termos de % é apenas formal, pois o kernel
Q2 contém todas as ordens de #i. Somente em (4.6) nio fizemos i = 1. As
equacoOes variacionais sao, entao, dadas por

6T . i
6<p(x, t) =0= 7l'(x, t) =a So(x, t) ’
o __ 0= # =al [a"ZVZ — U (p) - lU(?')(go)ﬂ(x x,t)| ¢ ,
o7(x,t) x 2 ’
6T

By = 0= Myt = 2Dy, 1) + (B (xy,1)]

T : = o#{Lag et
6Q(x,y, 1) =0 = X(x,y,t)=a {8‘1 07 (x,y,t) — 20775, 3, ¢)
- 5|+ U + ST )00, )
x 8x-y)} . 0

4.2 Potencial Efetivo e sua Renormalizacao

Como exemplo de aplicagdo da aproximagio Gaussiana e da forma de
sua renormalizacao, calcularemos o potencial efetivo renormalizado nesta
aproximacao. Para isto, consideremos a agao efetiva em uma situacao

estatica no espago de Minkowski, o que nos permite obter o potencial
efetivo Vg através da equagio (3.10),

I‘(QO, ﬁ-’ 2’ Q) |.esta’.tico = _Veﬁ'/x * (4'8)
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Eliminando os termos que possuem derivadas temporais em (4.6) e
fazendo a(t)=1, temos que

1, 1 1
Vet = 57 + 510"+ 52¢"
+ %Q"l(x,x) +2(ZQ2)(x,x) — %ViQ(X, Y) |x=y
1 1 1
+ 3 (;1,2 + 5)\902) Q(x,x) + g)\Q(x, x)Q(x,x) , (4.9)

onde ¢ é tomado como sendo homogéneo (independente de x). Mini-
mizando Vg com relagdo aos parametros variacionais, obtemos:

OVeofr 9 1, ;1
— - Z A0 —
5o 0= p'p+ 2d¢” + SApl(x,x) =0,
Vel _ g i=0,
o
OVefr
—=&ll = Q0 =0 4.10
Sy — 0= (R)Ey) + B xy) =0, (4.10)
oV, 1
eff _ . TO-2 _on?
_ 1 2 2, 1y 2 1
= 3 —Vi+p +2/\c,o +2/\Q(x,x)

O

x &x—-y) . (4.11)

As equagoes para a TF de X e () sdo:

Q(k)S(k) = 0 (4.12)

1—2 2 _1 2 2 _1_ 2 l ]
S k) — 227(k) = 2 K+ 4 S0 +2A/kﬂ(k) . (4.13)
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cujas solucoes sao dadas por

S(k)=0, (4.14)

1
Q(k) = :
(k) 2Vk2 + p? + I + 1A fio Q(K')
onde (4.15) é uma equagao de auto-consisténcia para (k). Utilizando as

equacoes (4.10) e (4.11), a expressdo para o potencial efetivo na aproxi-
magao Gaussiana torna-se

(4.15)

1 1 1 1
Vest(¢, Q) = 5#2902 + ENP‘l + -S-Q‘l(x, X) — EViQ(x,y) =y
+ % (,ﬁ + %)\cpz) Q(x, x) + %/\Q(x,x)ﬂ(x,x) . (4.16)

Substituindo em (4.16) a TF de 2, obtemos

1 1 1 _
Vett(p, ) = 5#2902 + E)“P‘l T3 /k Q7 (k)
1 2, 2 1y 2
+§/k(k 2+ SAp )Q(k)
1
+ 3 R - (4.17)
Neste ponto, reescrevemos (4.15) como

1

Q(k)zz\/—ma

(4.18)

onde

1 1
N R WY S T
a=p+ 2)\90 + 2A/};Q(k) : (4.19)
Substituindo (4.18) em (4.17), obtemos
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Vegtlp) = ‘;‘ﬂ?‘@z + :11—!/\«24 + % /k VE? +
1 1 1
* Z/k<k2+“2+§'\¢2) Vi fa
1 N 1 1
32 k¥ k2 +aVEk? +a
Todas as integrais em (4.20) sao divergentes. Devemos, entao, utlizar um
método de regularizagao para que possamos remové-las. O método uti-
lizado é o método de regularizagao dimensionall®® para tornar as integrais
em (4.20) finitas. Desta forma, podemos isolar e remover as divergéncias
contidas em Veg(p). O fato de estarmos considerando um espago com d
dimensoes permite-nos aplicar a regularizagao dimensional diretamente,
justificando a observacdo feita quando estudamos quantizagdo de um
campo escalar livre em um espago de Robertson-Walker. Resolvendo
as integrais em (4.20), temos que

+

(4.20)

‘ 1,, 1., 1 a\@-9/2_ /34
Vefilv) = ¢ T g2+ my@ra =g (P) 11(—2—)

202 1
X {(1+d) —att (“2+§’\“’2) *

1 da? (@32 _3_4d
+ (4w)(@+1)/2(1 — d) 2 (_A_Z) F( 2 )} ’ (4.21)

onde A é uma escala de massa, tradicionalmente introduzida quando uti-
lizamos o método de regularizacao dimensional.

Para estudarmos a forma de renormalizacdo de Vg(y), devemos
ressaltar que a aproximacdo Gaussiana é muito semelhanted aproximacao
1/N, onde funcoes de n-pontos sio expressas em termos de fungoes de 1

e 2-pontos somentel®. As quantidades renormalizadas (indicadas com
subescrito R) sao definidas por

&V, g
—el =yuh, (4.22)
do? omo
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d*Vog

——= = Ar , (4.23)
d(,04 =0
o que nos leva a seguinte prescricao de renormalizagao:

K _ Hh

A Ar
1 1 2 1
== ) 4.24
X" e @@ DE = d) (4:24)

Prosseguindo com a renormalizagao de x e A no limite d — 3, podemos
reescrever a expressao para A da seguinte maneira:

lim ) = ~167%(3 ~ d) {1 + 167r2/(\3 —4) + O[(3 - d)2]} ;AR # 0 , (4.25)
—3 R

e utilizar a expansao

(%) (d_s)/zr(i;l) N -(3 E . I (%) +0(d-3), (4.26)

onde v é a constante de Euler. Substituindo as expansoes (4.25) e (4.26)
em (4.21) e desprezando termos de O(d—3) em (4.25), obtemos a seguinte

expressao para Veg(y) em termos das quantidades renormalizadas up e
AR, no limite d — 3:

1 1

VE(p) = 2 a 2 4 a2ln(—a—)+”—%—la—2 (4.27)
ef\?) = 9% T aam2 ™ Toam® T\A2) T X T 20 T
Escolhendo a escala de massa A para ser

A? = ple~ 012 (4.28)

a expressio final para VZ(y) é dada por®
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1 1 o 1] (a—p%)? i
VE _ 2 2 oy 1 R R (4
offl?) = 3 64n?" [ln (ug) 2] e T oag o 4

Minimizando V ((,0) com respeito ao parametro «, temos a equacao para
este, renormallzada

oV ()

oc =O=;>a=p2

32 (uR) 430

que é a expressao renormalizada de (4.19), o que mostra a coeréncia do
procedimento por nds adotado.

4.3 Renormalizacao da Agao Efetiva na Métrica de
Minkowski

Vamos analisar, a partir deste ponto, as divergéncias existentes em (4.6)
quando a(t) = 1. Com esta consideracao, a acao efetiva é escrita como

' = /dt/ {7r<p——7r —E(Vgo)2 2u ©? — 4')\90
+ (ZQ)(x,y,t) — —Q 1(x,x,t) — 2(ZQ2)(x,x, t)
- 3 [Viﬂ(x,y,t) ey + (17 + 536%) 02,%,)
— %z\((p)ﬂ'(x,-x, H)Q(x, x, t)} : (4.31)
o que nos leva as equagdes variacionais (4.7), com a(t) = 1.

Para renormalizar a acao efetiva, adotaremos o mesmo procedimento

utilizado por nés na renormalizagdo do potencial efetivo e introduzindo
a TF de (4.31):
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T = /dt/[vrgo——vr ;#2902 LMD‘*
+ [ 20,0000 - 2 [ 26,000k )3 [07(k,)
~ ok (# et o
- %,\ /. ’k,Q(k,t)Q(k’,t)] : (4.32)

E ficil verificar que, no caso dinamico, a dependéncia em k do kernel
Q(k,t) nao pode ser obtida da TF das equagdes para 2 e £. Neste ponto
restringimos nosso ansatz fazendo Q(k, t) ter a mesma forma que a obtida

no caso estatico, (4.18), com o parametro variacional o dependente do
tempo, a = a(t):

Q(k, t) (4.33)

1
2k +

A TF para a equagéb de Q em (4.7), sugere que a forma do kernel 2(k, t)
é dada por

B

Y(k,t) = -—m , (4.34)
onde 8 = &. E importante, neste ponto, observar que estamos
trocando os parametros variacionais {2 e X por a e 3, de forma a
tornar nossa analise tratavel. Qualquer outra forma mais complexa
para () e ¥ a tornaria extremamente dificil. Com esta escolha, os trés
iltimos termos em (4.32) representam o potencial efetivo renormalizado.
Assim, substituindo (4.33) e (4.34) em (4.32), obtemos

I'= fdt/ [w—gvr + 5,026 - ﬂ)fkm—ve%(@
(4.35)
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A integral acima é finita,

/ r 1 (4.36)
k(k2+a)¥?  6mla '

Assim, temos a acao efetiva renormalizada quando consideramos o espaco
descrito pela métrica plana de Minkowski:

1 (.. 1., 1
/dt/{mp——r +1927r2a (aﬁ 2'6)_5(180

1 Q 1 (@ — %)’ k2
o |ln|l— | —= — . 4.37
647‘(‘2 |: (/‘%{) 2:| + 2AR 2AR ( )
Através da variagao de I'g em relagao aos parametros ¢, 7, a, 3, obtemos
as equagoes de movimento variacionais:

f=—ap ;
(P=7’i-1
a=/0;
1 1 a) (a-p})] B
— 192 2 _ In{— | ->—"" : 4.38
g T | =5~ 3 (;@2) ‘e | 2 (4.38)

onde podemos observar que 3 faz o papel de “momento conjugado”
parametro a.

Até este ponto analisamos o comportamento do campo escalar sob
condicoes especiais, ou seja, considerando os casos estatico e dinamico em
uma meétrica de fundo do tipo Minkowski. Devemos, entao, generalizar a
analise desta dinamica escalar, quando o espago € descrito pela métrica

de Robertson-Walker.

4.4 Renormalizacao da Acgao Efetiva na Métrica de
Robertson-Walker

Nosso proximo passo serd estudar a renormalizacao da acdo efetiva (4.6)
na métrica de Robertson-Walker e , posteriormente, aplicar os principios
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variacionais e obter as equacoes de movimento como em (4.38), porém,
ja renormalizadas. Mas por agora, nosso objetivo é generalizar o pro-
cedimento adotado na secdo anterior para uma situagdo dependente do
tempo sem incluir nenhuma divergéncia além das contidas no potencial
efetivo. Para que isto seja feito, escrevemos os seguintes Ansdtze:

al—d
Q(k,t) = 2R T e (4.39)
S(k,t) = —— 2P (4.40)

8(k? + a?a(t)|™ ’
onde n é uma poténcia a ser escolhidas para nao adicionarmos novos
infinitos a agao efetiva e o e 3 sao parametros variacionais.
Mais uma vez, escrevemos (4.6) em fungao da TF dos kernels X e Q:

T = /dt/{'mp [ 2"’vr2+;( 2+€R)soz+%>\so4]
+ [ T(k, 1)k, t) - 5a ‘[ (kza‘2+#2+€R+ %Asoz) Q(k, )
B %a‘d J 97 ) — 207 | 22 (k,1)0(k, 1)

_ %,\ Ly Q(k,t)n(k',t)} . (4.41)

E interessante notar que fazendo a = 1, recuperamos o caso anterior,
quando calculamos a acao efetiva na métrica plana de Minkowski. Su-
bstituindo (4.39) e (4.40) em (4.41), teremos

1 1
' = /dt/ {7r<p [ o272 4 2( p? 4+ ER)? + :1—!)\(,04
1
_ _ m—d+1
16(1 d) H/B/ kz +a2a)n+1/2

1 m—d+3 1
+ 37 B(2Ha + a)./;c (k2 + a2a)™+3/2
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1

1
_ = . m—d+3 72
64 B /1; (k% + a2a)n+1/2

1 ¢ 1 1
- 30 /k\/k +a2a+zaaﬁ—_—,—_k2+a2a
1 (, 1., 1
_ Za(u +§R+§,\<,o)/k—__k2+a2a

1 1 1
— a2 } . 4.42
t 32 . /;t,k’ VE? + a2a vVE? + a2« ( )

Podemos observar pela equagao acima que, se impusermos n > 1, nao
acrescentaremos infinitos a acao efetiva, além daqueles contidos em Vg
e nem a agao efetiva no espago de Minkowski, pois naquele caso n = 1.
Separando (4.42) em funcgio das integrais divergentes mais termos finitos,
obtemos

R A AL

a0 +5R+‘*“’)/\/k2+—az

1 1
—a 2—-d
T 32 /k ¥ k2 + ala \/El2 + ala
+ termos finitos . (4.43)

Novamente as integrais em (4.43) podem ser regularizadas dimensional-
mente: |

_ ad o\ (d-3)/2
= [a] (4m)@D2(1 — d) (F)

% [(1— )a2+( 2+£R+%)\<,02)a

(1+d)
N 1 o?) ( o )(d-3)/2r (3 — d)
(4w)[d+1)/2(1 —d) 2 \A? -2
+ termos finitos , (4.44)
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onde introduzimos a escala de massa A, como fizemos na secdo ante-
rior. Para prosseguirmos com a renormalizacio da agio efetiva, devemos
acrescentar mais uma quantidade renormalizada, £z, em consequéncia do
acoplamento entre o campo escalar e o campo gravitacional

£ _&r

X g (4.45)
pois estamos considerando espagos curvos e, para isto, temos que renor-
malizar mais uma constante de acoplamento. A eq. (4.45) é coerente
com a forma de renormalizacdo que utilizamos para as constantes u e A.
Procedendo da mesma maneira que no potencial efetivo, isto é, usando
a mesma prescricdo de renormalizagdo (4.24), acrescida de (4.45), e a

mesma expansao (4.26), obtemos a agao efetiva renormalizada,

1
IFp = /dt/{ <p——a a2 4 = a”‘ ZHBI,,_H/Z

8
1 1 _
+ 32 a"B(2Ha + a)In+3/2 - aa 2m 5,3212n+1/2
£R ) 1 2 (81 1
— n{—1 ==
[(,\RR+ 29 )T a2 (M \z) T2
(o — uR)® | ph
— 4.46
Pe < 2alf (4.46)

onde I; é definido por

L 1 _ Ly @22l —d/2)
Ij= /k (k2 + a2a)i 24792 (a°a)'™ TG (4.47)

Como dissemos anteriormente, com n > 1, todas as integrais restantes
sao finitas. As equagbes de movimento renormalizadas sao dadas, entao,
aplicando-se os principios variacionais
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=0=¢p=0a3%,

o7
_ﬁ =0=>a=a™ 1:—&3/2( m_sﬂI2n+1/2—4am—2HIn+1/2—ZamHaIn+3/2) 3

6T'p

. e 1 oo 1
6—a = O=;>,B=a n_&s/z{z 2 3182 (2n+2)I2n+3/2

3; 1 a)  (a-—u})
- S [ARRW‘” +3—2_1n(u—) Y ]}
— (m+4n)HES .
(4.48)

Podemos notar que se fizermos a(#)=1 na equagao para &, os termos que
contém a constante de Hubble H tornam-se nulos. Desta forma, & €
proporcional a (3,

= f(a)ﬁ )

e interpretamos (8 como o “momento conjugado” de «, como fizemos
anteriormente.

Obtivémos, assim, um conjunto de equagoes simples e finitas para a
matéria. Passemos, agora, 4 anélise do tensor energia-momento.

4.5 Renormalizacao do Tensor Energia-Momento

Nosso objetivo, a partir deste ponto, é construimos um tensor energia-
momento renormalizado na aproximacdo Gaussiana, utilizando a re-
presentacao funcional de Schrodinger para um campo escalar. Com
este resultado, podemos dar sentido a equagao de Einstein semiclassica
G, = —8rG N( T,)r que, juntamente com as equagoes de movimento
para a matéria obtidas na se¢ao anterior, proporcionam-nos um conjunto

75



de equacgoes acopladas e finitas para a dinadmica do campo de matéria mais
gravitacao. Podemos, assim, fazer uma analise detalhada das condigoes
iniciais do universo primordial que favorecem o aparecimento de um
periodo inflacionario.

O tensor energia-momento para um campo escalar é obtido variando
a acao

I=[dzy=g [29“%9 39, - 1(u +ER)® -%,\qf* , (4.49)

com respeito a g*, resultando em

p o_ 2 8
SNV TI
1 1
= 0,96,% — g, (%gaﬂa@aﬂ«b — §p2<1>2 - F\«b’*)
~ &G — gwg™DoDg + D,D,)®* , (4.50)

onde G, = R, — %g,wR é o tensor de Einstein e a notagao D, denota
a derivada covariante com respeito ao indice do espago-tempo u. Na
representagao funcional de Schrédinger, expressamos o tensor energia-
momento em termos do operador de campo [®(x) < @(x)6(¢ — ¢')] e
seu momento canonicamente conjugado [II(x) & —i(6/6¢(x))6(¢ — ¢')] e
calculamos o valor esperado em um dado estado.

Na métrica de Robertson-Walker (2.17), o valor esperado de T}, no
estado Gaussiano invariante por translacdo (4.4), tem a forma

1
(Tu) = sa 2%+ MZ‘P2+ '\‘P — §(Guy® — 20~ dH o)

2¢
1
+ o g-Q-1 (x,x,t) + 2a-ddH(292)(x,x, )
+ ’]2; _a—ZVi + MZ T+ %A‘PZ T+ %AQ(X,X, t) Q(x’y’ t) Ix:y

— E[Guf(x,x,t) — 4dHa‘d(EQ)(x,x, t)]
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_ %Aﬂ(x,x,t)ﬂ(x,x, 5 (4.51)

1 1 1
) = g26.: 4 =g~ 2432 4
(Ti;) = a6; {2a 2u 0’ T
1
— a7 58" Gamp + 2074(d — 1) Hypit + stozl
+ -;—a—zdﬂ_l(x, x, t) + 20~ %(205)(x, x, t)
2
— % |:_ (1 — -&) a—2Vi + [1,2 + %)\302 + %Aﬂ(x,x,t)] Q(xay,t) |x=y
—~2d o
- ¢ [‘—zd—é"’"Gmﬂ(x, X, t) + 4a”%(d — 1) H(2Q)(x, x,t) + Q(x, X, t)}
+ %Aﬂ(x,x, $)Q(x, x, t)} , (4.52)

(T;) =0 . (4.53)
Ao considerarmos a métrica de Robertson-Walker em nosso estudo, as-
sumimos a homogeneidade e isotropia do espago. Por este motivo, em
(4.51) e (4.52), ¢ e 7 sdo homogéneos, isto é, independentes de x mas
dependentes apenas do tempo.

Procederemos, em primeiro lugar, a renormalizagio da componente
temporal do tensor energia-momento. Isto sera feito da mesma forma que
na renormalizacao da agao efetiva, ou seja, esta componente do tensor sera
regularizada dimensionalmente e expressa em fungao do pélo no limite

d — 3. Para tanto, escrevemos (4.51) na representagao dos momentos,
através da TF dos kernels 2 e T:

2d7l'2 + ;u2(p2 + = A(p4 _ &(Gttﬂoz _ ZG_ddHQO’/"\I')

1

2

1

2 —-(d+1)/ Q k t) 64 2m—3d+11321'2n+1/2
1,4 1 .

19 [ 0k,8) + 701 [ (,ﬂ+§,\¢p2) Q(k, 1)
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_ §[%a1"dGu /k Q(k,t) + }ldﬂam-“*‘ﬂ /kﬂ(k,t)]

1 _ .
+ ﬁ,\az(1 9) o U QK ) (4.54)

Substituindo os Ansdtze (4.39) e (4.40) em (4.54), temos que

(Twe)

+

1
A <G e
1 @) [ VET +a%d + 48" B b
2
1 gl-d 1 1 1-d ( 2 1 2) L
—_— - —A JEZ + a2cr
1" a/ k2+a2a+4a -/k Al k? + o’
1, 1 1 —2d+1 1 )
ﬁ( tfk k2+a2a+4 : ﬁ'/k K + ol
1 ! L |
1, g 4.55
32°Y Ik VRt a2a VR? + dla e

As integrais em (4.55) sdo regularizadas dimensionalmente. Desta forma,
obtemos a seguinte expressao:

(Twe)

+

X

2"

£(Gue?® — 20 dHph) + —

a 2972 4 2ﬂ2902+ ,\(p

64 g2m—3d+1 3? i1z

8 Gtt « (d-3)/2 3—-d m~2d+1
laen—g () D7)+ e

1 (a)(d‘s)/zr(3—d) 2 2
(4m)@2(1 — d) \A? IAETN

(-

1 o’
(47)@+1/2(1 — d) 2

+ %1\902) o+

(@) )

Substituindo a prescricdo de renormalizagao, (4.24) e (4.45), além da
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expansao (4.26), podemos verificar que o coeficiente associado ao pélo
em d — 3 torna-se nulo, removendo os infinitos existentes em (T}):

1 .. 1 5. 1
(Ttt)R = Ea 872 + aaz 8)3212u+1/2 + E‘Pza
| 1, a\ 1] (a-pk)® | %
T lln (,TZR) B E] T2 2hg
- Z%Gua ’ (457)

O mesmo procedimento pode ser usado para calcularmos a componente
espacial do tensor momento-energia, o que nos leva a

1 . 1 e
(Tijr = az5ij{§a_67rz+aaz 6% I3011/2
1, 1 o (e 1], (@—pp)’ ki
_ oo — 2l (&) 22 _
2¥ %" 5amz” [ (,BR) 2] T T 2z
-2cnm
R

E interessante notar que os resultados obtidos para o tensor energia-
momento sao finitos, isto é, nao é necessaria nenhuma subtragao para

tornar o tensor energia-momento renormalizado, sendo suficiente redefinir
as constantes u?, £ e A como

w_rr £ _fr

A AR X Ag ]

1 1 2 1

X g (@m@2(d-1)(3-d) °

Isto permite-nos obter, diretamente, a equagao de Einstein semiclassica

G = —81Gx (Tw)r - (4.59)
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Capitulo 5

Dinamica Escalar em Espaco
Inomogéneo

Nosso objetivo neste capitulo é analisar o comportamento de campos es-
calares em um espago no qual a hip6tese de homogeneidade em uma das
dimensoes espaciais ¢ abandonada. O procedimento utilizado é o mesmo
quando do estudo da dinamica escalar com as métricas de Minkowski e
Robertson-Walker: calculamos o valor esperado da agao efetiva e do ten-
sor energia-momento em um espago descrito pela métrica de Centrella
- Wilson, propria para descrever a situacao fisica acima. Em seguida, uti-
lizando ansdtze simplificados, conseguimos isolar e remover os infinitos
existentes na agao e no tensor energia-momento para espago inomogéneo
através da mesma prescrigido de renormalizacio usada nas situagoes an-
teriores (estdtica e homogénea).

5.1 O Modelo

Sabemos que a métrica de Robertson-Walker é a métrica adequada para
descrever o espago quando levamos en conta as hipéteses de homogenei-
dade e isotropia. Se queremos abandonar estas hipéteses, devemos con-
siderar uma métrica de fundo capaz de descrever o espago. No nosso
modelo consideramos o espago como sendo inomogéneo apenas em uma

direcdo (direcdo z). Esta situagdo é descrita por um tensor métrico do
tipo Centrella-Wilson!?],
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_02+A2522+A2ﬂz2 A25z 0 Azﬂz

A?3° A? 0 0
Guv = 0 0 A2l2 0 .' ’ (5'1)
A?f? 0 0 A%

onde todas as quantidades presentes no tensor sao funcoes da coordenada
z e do tempo. Além disso, ./—g = o1/€ = c A3l.
No nosso modelo, agao classica ! é descrita por

1
I=[dzL= /d":c\/_ 9" 0,20, + 2 (4’ + ER)®® + 4,,\@4 :
(5.2)
sendo que o momento canonicamente conjugado ao campo P é
0L g ti
= %= —v=g(¢"® + g"6:;®) . (5.3)

Desta forma, podemos calcular a Hamiltoniana do sistema:

H(II,®) = / {;;_ +o g’tﬂa ® + 7 ( ¥ azg"tgjt) 0;$0,;®
L [flreme s e} (5.4)

Neste modelo, além da representagao funcional de Schrodinger, utilizamos
o método variacional descrito no cap. 3 para obtermos a acao efetiva e as
equacoes de movimento variacionais. Para tanto, introduzimos um ansatz
Gaussiano simplificado como em (4.4), mas com €2 e ¥ dados por

1
2 (k2 4 [-2k2 + k2 ’
2,f€ [A=2 (k2 +1-2k2 + k2) + o]
1Consideramos a agao cldssica (5.2) trocando o sinal do termo cinético g,,8,%$8,®, pois a assinatura

da métrica de (5.1) é (-,+,+,+), enquanto que a assinatura da métrica (2.17) é (+,-,-,-). Assim, teremos
a Hamiltoniana do sistema definida positivamente.

Q(k, t) = (5.5)
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Como no caso homogéneo, (5.5) e (5.6) sdo escritos em termos dos

parametros variacionais « e 3, com o objetivo de tornar nossa analise
tratavel.

5.2 Calculo da Acgao Efetiva

Da mesma forma que no caso homogéneo, a agio efetiva é obtida através
do elemento de matriz (4.1) na representagio funcional de Schrodinger,
onde | 9;t) é o funcional de onda (4.4). Porém, com a escolha da métrica

(5.1) novos termos aparecem na Hamiltoniana do sistema. Seus valores
esperados sao dados por

((BJQ) H) = —7?6]'(,0 + 22 (G6,Q) (x, X, t) ;
([18;8) = —78;0p — i876%(x — ¥) |xy +2i (GO;Q) (x,%,1)

(0:88;8) = (Bip) (8j¢0) — OO Q% ¥, 1) |xey (5.7)

onde

1 .
G(x,y,t) = 297 (x, ¥, 1) + 4iZ(x,, 1) - (5.8)

A partir deste ponto conhecemos os valores esperados de todos os

termos do elemento de matriz (4.1), o que nos permite escrever a agao
efetiva I', onde consideramos ¢ = ¢(z,t):

+ i [a(*)a"(x y) Ix—y— ({37, )+4z'z(x,y,t>}ai*m(y,x,t)]
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+ B [6(’°)6d(x Y) |x=y —/{ (x,y, )+4i2(x,y,t)}6§")9(y,x, t)]

7
Vva
2 2

n 2A20\/_ ({6(") +1729() 6(x)2} Qx,¥,t) [x=y

— UD(p)Q(x,x,t))] - %U(4)(<p)a\/z Q(x, x, t)Q(x,x,t)}

+ h[(EQ)(x,x,t)— {—%Q'l(x,x,t)+2(292)(x,x,t)}

Como no caso homogéneo, s6 nao fizemos # = 1 em (5.9). Da mesma
forma que em (4.6), a agdo efetiva para espaco inomogéneo possui
correcoes quanticas até O (hz) Nosso proximo passo, seguindo o pro-
cedimento utilizado nos casos estatico e homogéneo, é renormalizar a
agao efetiva. Para tanto, devemos verificar se os novos termos em (5.9)
nao introduzem divergéncias, além das ja conhecidas dos casos anteri-
ores. Também mostraremos que a prescrigao de renormalizacao
(4.24) e (4.45) é suficiente para remover os infinitos presentes na
acao efetiva e , como veremos mais adiante, no tensor energia-
momento.

5.3 Renormalizacao da Acgao Efetiva na Métrica de
Centrella-Wilson

Concentremo-nos, inicialmente, apenas nos termos potencialmente diver-
gentes da acao efetiva:

_ le
D, = —8\/_9 (x,x,t) + 2A2

1
- gove (i +ER+ 507 A0x,x,1)
1

ao/e [0 + 172000 + 8] Q(x,¥,1) |amy

— ga\/E AQ(x,x,t)Q(x, x,t) . (5.10)

Escrevendo a expressao (5.10) no espago dos momentos, teremos
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1o -1 1 2, 7-21.2 2
D, = ‘gﬁfkﬂ (k,t)—2—Aza\/E/k[k,+l k2 + k2] Q(k, ¢)
1 2 1 2
_ 50—\/2@ +£R+§A<p)/kﬂ(k,t)
1
_ ga\/EA/k,k,Q(k,t)Q(k’,t) : (5.11)

Substituindo (5.5) e (5.6) em (5.11), obtem-se

D = —gof [ A (+ R+ ) e

1 [ (k2 +172K2 + K2)
AP JA2 (k2 4+ 1222+ B2) +

1
+ (#2 + &R+ 5)\502)

1
A YA (R + 1722+ B2) +
) L

BVelkk 42 (k2 +1-2k2 + 2) +

X L : (5.12)
VA (R + 12K + KF) + o

Contudo, estamos utilizando coordenadas co-moventes para descrever

nosso ansatz Q(k,1). E conveniente aplicar a transformagio que nos faz
voltar as coordenadas do espago fisico real,

pz = kz/A ’
py = ky/Al
p. =k, /A . (5.13)

o que nos leva a
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D, = _aﬁ{lfmif—?;ﬁ
+;11-( +ER+ ,\cp)/m

1 1
-—/\ — . 5.14
+ 32 /;,p’ \/p2+a\/p’2+a} (5-14)

Da mesma forma que nos casos estatico e homogéneo, as integrais em
(5.14) sdo regularizadas dimensionalmente, produzindo

1 3—-d
_ (d—3)/2
D, (47r)(d+1)/2(1 — d)a € T ( 5 )

207 1
X {—(13@”2(“”5“‘”2)“
1 Aa d—3 /2 3 d
T @m)@E2(1 = d) 2 ol F( 2 ) - (B19)

Devemos, entdo, substituir as constantes u?, £ e A em (5.15) por suas
quantidades renormalizadas p%, £r € Ag, através de (4.24) e (4.45), e
utilizar as expansoes (4.25) e (4.26), no limite d — 3. Este procedimento
remove os polos existentes em (5.15), tornando a acdo efetiva finita:

rR_ _]( lz) ! o) !
br = {(,\RR“LZ“’ T eam® [h(ug) 2

(5.16)

Existem outros termos na agao efetiva que devemos verificar se sao di-
vergentes ou nao:

D; = if® [06%x ~ ) ey - [ {%Q‘l(x,y,t)+4i2(x,y,t)}6§y)9(y,x, t)]
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+ iB* [6(")6"’ X—Y) |x=y — /{ Q- (x,y,t) + 42(x,y, )}65")9(}',

—2$(292)xxt + (= )xxt

Escrevendo D, no espago dos momentos, teremos

D, = [ {ﬂ’k, [z -3~ iZ(k,t)Q(k,t)] + B, [z -5 z'Z(k,t)Q(k,t)]
- T2, 0000k, + 2(k, t)Q(k,t)} . (5.18)

Substituindo (5.5) e (5.6) em (5.18) e aplicando a transformagao (5.13),
teremos

z .1 ’ ﬂ
D, = \/E/p {Aﬂ Pz [’L - 5 - 16 e» (pz + a)n+1/2]

1 oB? 1

8 g2n+1 (pz + a)2n+1/2
1

(P + o

o | ' B
+Aﬂ P: [2_5_16€n(p2+a)n+1/2]_
B .

.1
-1 -1

)n—-l/2
- a{247d+ 5 (L+2) Ave+ a7l

1
X (p2+a)"+1/2} s (5.19)

onde temos calculado Q(x,x,t) no espago dos momentos:

Qx,x,t) = _/kQ(k,t)
—_ l -1 4 l -1
— 46{[244 A+3(1+21 l)A\/El/p\/p2+a
~ a [2A-1A + % (1+2071) Av/e+ a-la]
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1
x /pﬁ} . (5.20)

Integrais do tipo J,p* sdo nulas®¥, enquanto as duas iltimas integrais
sao finitas se escolhermos n > 2 para X, de forma a nao introduzir di-

vergéncias em (5.19). As integrais que restam sao calculadas através do
seguinte resultadof®:

(+2p-P—-M?%)*  (27)iT(a)(—P? — M2)*""/?
R

No nosso caso, P = 0, o que nos leva a

/ Py 1 i/
p

Pi
=0. 5.22
,/;, (p2 + a)n+1/2 ( )

Portanto, (5.19) ndo possui divergéncias com n > 2. Entao, podemos
escrever no limite d — 3,

finito __ o3
D2m ° = _6471'3 €2n+1/212"+1/2
B

.1 o
-1 -1
+ 2567r3€n+1/2{[2A A+§(1+2l l)A\/E]I,,_l/2

— a [2A-1A + % (14 217%) Ave + a_lo'z] Iy /2} . (5.23)

Aqui, como no caso homogéneo, temos definido

1
L= — . 5.24
P (p?+a) (5.24)

Finalmente, através de (5.16) e (5.23), temos a acao efetiva (5.9) renor-
malizada:
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I'r = /dt/ {'irgb — %a'frz + B*70,p —

2A2
aﬂ2 B Gy, 1 _
o 6473 €211,+1/2I2""'*'1/2 + 25673 ent1/2 {2A A+ 3 (1 + 21 ll) A\/_}
1

— a{2A“1A+ 3 (1+17NAVE) + d} nt1/2 ( R+ 2<p

2
1 a 1 (a - ﬂ%z) ih
T ot {1“ (,RR) 2} T o 2

Variando-se (5.25) em relacdo aos parametros 7,¢,3 e a obtemos as
equagoes variacionais renormalizadas,

O

=O=>'fr=—a\/Ea<p .
)%

6Cp L 2 1 .

6T
6_;:0:@ = "“/Z{PA 1A+3(1+2l ll)A\/_]

Pl (a In+1/2 — In_1/2) —80 € I2n+1/2} )

6T g o A .
o = 0= 6= (04 5) B (e Edunra + élus)

1
+ 4f%0 € (Zn + 2) Iyni32 + By ( 5) Iony1/2
. _ 1 1.
+ al& (1 -« 1) In+1/2 — (n + 5) Qa (7 + « la) In+3/2

— o +fe —R+5 +#am(%)—(—‘)‘%@” . (5.26)
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onde v ¢é definido por
.1 )
7 =247 A+ (1+27N) Ave
5.4 Renormalizacao do Tensor Energia-Momento
em Espago Inomogéneo

O tensor energia-momento ¢ obtido pela variagdo da agao (5.2) em relagao
a g, o que nos da

1 1 1
T, = 0,80, —g,, [Egaﬂaa@aﬂ@ + 5;&@2 + F\@"* |
+ &(Gw — 9wy DuDg+ D,D,) @ . (5.27)

Inicialmente nao analisaremos os termos associados ao acoplamento con-
forme. A razao disto é o fato de que o valor esperado dos termos em
¢ sao dados pelo valor esperado de ®2, possuindo um pélo simples no
limite d — 3. Portanto, a renormalizagao da constante de acoplamento
conforme, £, serd suficiente para eliminar os pdlos que aparecem em con-
sequéncia de ($2), o que nao é o caso de ($*), que possui um pélo duplo
no termo Q(x,x,t)Q(x,x,t). Como primeiro passo, calcularemos o valor

esperado das componentes diagonais de T},, e procederemos a sua renor-
malizacao.

5.4.1 Renormalizacao das Componentes Diagonais do Tensor
Energia-Momento

O valor esperado de T,,, quando p = v, no estado Gaussiano (4.4), é
escrito na forma

[

. 20 .
(Ty) = =#%+ B2 (azso)2+§€ﬂ 8,0
1

1 1 1
2 2 qz2 2722 a2 2 2,2 4
(a+Aﬂ +Aﬁ)(2€7r +2(82g0)+2u(p +4!)\tp)

(9]
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1
= —A? {——7?2 + =07 (B:0)" +

+
o

o

T6° [i6096%(x = ¥) ooy +41 (GB:0) (x,3%, )

o

T8 (008 (x — y) ooy +4i (G0,2) (x,%,)

1
2A2

1 1
—01 R (Y -z Q b }
869 (x,x,1) 5 (u + zz\cp ) Q(x,x,t) 8)\Q(:x,x, )Q(x, x,t)

(_0_ + A2ﬁ22+A2IBzZ){ [a(x)z +l_26§x)2 +a£x)2] Q(x,y,t) |x=y

1
82000" + 200" + 26730096 Q(x, ¥, ) ey +7.0°07H(x,%,1)

g(o_z.+A2ﬁ22+A2ﬂzz) (2QX)(x,x,t)

ftermos em) ; (5.28)

1 1
5¢" T 5a2t: Tah' e e

2A2
(u + EA(,O ) Q(x,x,t) + gz\ﬂ(x, x,t)Q(x, x,t)

_ [3(::)2 n l‘23(’°)2 + 9 ] Q(X,¥,) |x=y +8 O (x,x,t)

o B

- 2(E0R)(xx,0)} - 89°0x,5,) [y

termos em £ ) ; (5.29)

1

1
= —(Al)2 (oo 5 0u0) + 50 + et

2 2A2 2

_ [3(::)2 n ,_23(x)2 + W) ] X, ¥,t) lxey +_Q—1(x x,t)

2A2
1

+ - (u + Ez\cp ) Q(x,x,t) + g/\ﬂ(x, x, t)Q(x, x, t)

2

B %(EQE)(X,x, t)} - rzaz(;x)zn(xayat) |x=y
+ (termosem¢ ) ; (5.30)
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1 1
Tzz — _AZ{_ A2_ 2 , 2,2
(Tz) 2™ —wﬂ (0:0)" + 470" + 4,Aso
1

- 03 [3(::)2 +l—26(x)2 n 6(::)2] Q(x, y, 1) Ix:y +8_Q_1(x’x’ )
€
( 2 4 5A4p2> Q(x,x,t) + %/\Q(x,x, t)Q(x, x,t)

(ZQX)(x, x, t)} — 3%Q(x, y, t) |x=y
termos em £ ) . (5.31)

/\mlmwl'—‘l\?

+

Os termos divergentes que sdo comuns as quatro componentes diagonais
sao dados por

2 2 —
D, = gm,{zA2 [6(") + 17 26(") + 8%) ]Q(x Vit) |x=y ——Q 1(x,x,t)
- %(u +—2-A<p)Q(x,x,t)—gAQ(x,x,t)Q(x,x,t)} C (5.32)

onde nao-existe soma no indice p. Escrevendo (5.32) no espago dos mo-
mentos, temos

1 _ 1,
D, = g;m{ﬂ/k[ki+l 22 4 k7] Q(k,t)—afkﬂ I(k, t)
Lf,, 1,4 1 '
- 5(# +§/\go)/kQ(k,t)—g}\/k’klﬂ(k,t)ﬂ(k,t)} . (5.33)

Substituindo o ansatz (5.5) e aplicando a transformagao que nos faz voltar
ao espago fisico real, (5.13), podemos escrever

1 1
Dy, = g;m{za ( 2 5 )
1

iy m}/;»m' (5:34)
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Utilizando, mais uma vez, o método de regularizacao dimensional para
explicitar o podlo no limite d — 3, teremos a seguinte expressao:

1 3—d 1
_ od-3)/2 2 [,2 4 2.2
D = =g o T (50 [ (14 )

1 Aa? 3-d
ald-3)/2 : 35
@m) @A —d) 2 r(*5" )} (5.35)

Neste ponto expandimos a fungdo gama através de (4.26), no limite d — 3:

Duw = 32171'2 I [(3 E gt (AZ) FOld- 3)}

1 1 2
2 _ (24 2y 2) o2
8 {a (“+ )T |3y !

- () +0(-3)} - (5.36)

A prescricao de renormalizacio das constantes u? e A é dada por (4.24).
Substituindo esta prescricio e lembrando que a escala, A, é dada por
(4.28), os tnicos termos que sobrevivem no limite d — 3 sao

Dy = — oo 1 s (B L), 16«—3}
me = 3oz I (34 Ar 27 AR
(5.37)
Porém, existem outras divergéncias em (5.28), (5.29), (5.30) e (5.31).
Devemos verificar se cancelam com o pélo existente em (5.37). No caso
de (T};), os termos divergentes sao

- [B720" + 20| Q(x, ¥, 1) laey +4i€029‘1(x,x,t) . (5.38)

Vamos calcular o primeiro termo em (5.38):
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D; = — [ﬁ”@gx)z + B”agx)z] Q(x,¥,1t) |x=y |
= 7 [ 2Q(k,t) + 87 [ K2Q(k,1) . (5.39)

Ja conhecemos a sequéncia de passos para calcular as integrais acima:
substituimos o ansatz (5.5) e aplicamos a transformacao (5.13), o que
nos leva a escrever a expressao

D,

342 [ [572 + 671) o (5.40)

Por simetria, as integrais em (5.40) podem ser escritas em uma s6 forma:

/m d/\/m (5.41)

O resultado desta integral em funcao do pdlo no limite d — 3 € dado por

Ly L o
dipVpP+a = (4m)@dD/2(1 — d)(1 + d)

[ata-la(5)-2l) - oo

Voltando a (5.40) e tomando o limite d — 3, teremos

32171'2 (6 + 8) o {(3 - 3 % [111 (ﬁ%) - %]} . (5.43)

Vamos, agora, calcular o segundo termo em (5.38):

2

D; =

1 1
Dy = —o2Q1 =—g? [ Q7! 44
4 460 (x,x,t) 460 k (k,t) ) (5 )

0 que nos leva a
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D, = %asz\/zﬂ_f&
- ﬁlﬂ_—z(aa)z{(a—ids—% [111 (%R) _%” . (5.45)

Somando (5.37), (5.43) e (5.45), podemos observar que os coeficientes do
polo no limite d — 3 se cancelam, quando yu = v = t:

1
Dtt+D3+D4 — (_02+A2ﬂz2+A2ﬂz2) {_§¢2a

1 lln (ﬁ) _ l] L) u }(5.46)

6am2” | \p%) 2 IR 2R
Com relagao aos outros termos, jd vimos, através do célculo de (5.17),
que

— 06 (x — y) |xey + (46G8;) Ux, %, 1) , (5.47)

produzem integrais nulas no espago dos momentos. Da mesma forma, o
termo (XQX)(x,x,t) é finito se adotarmos n > 2 em (5.28):

ﬂz
(ZQE)(X,X, t) = WIz,H_l/z . (548)

Resta-nos apenas o termo

— 26°6820X0MO(x, ¥, 1) |x=y - (5.49)

Escrevendo (5.49) no espago dos momentos,

2B 00N, , ) ey = ~2 [ ek Q(k,t)
zQz PzP:
= — 5.50
g B (50)

A integral acima pode ser calculada através da seguinte integrall®®l:
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PuPy 1 in™/2 { ( _ g)
‘/; (p? + 2p.P — M?)* (2m)e () (- P2 — ]\42)0!—71/2 P.RT @ 2
+ %g,w(_J.D2 — MHT (a —1- %)} . (5.51)

De novo, P = 0 e na métrica (5.1), g;; = 0 se i # j. Assim,

PeP:
/p i (5.52)

Finalmente, podemos escrever (Ty;) em funcdo das constantes renorma-
lizadas p% e Ag:

_ 1»\2 z2 2 20 z
(T) = 67" + B**(0.) +\/Eﬁ 0,p
o (_02+A2ﬂ12+A2ﬂ22) {—%'ﬁz‘{’%(aﬂp)z
2
1, 1, a 1] (a-p%) pwh
TPt e []n (,@Q) T 2] 2z 2ig
B 2 | A27322 | A2Q22
+ W(a + A8 + A’B%) Lni1ps
+ (termosem¢ ) . (5.53)

As divergéncias presentes nas componentes espaciais de (T),,), quando
i = 7 podem ser escritas como

D;; — giiaz(X)zQ(xayat) |x=y ) (5'54)

nao existindo soma no indice i. Ja calculamos D;; em fungao do pdlo

no limite d — 3. O segundo termo, no espago dos momentos, produz a
integral

9508 %, ¥,1) xmy= — (5.55)

2
— g [
2d “"Jp PP+ a ’
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cujo resultado é dado por (5.42) no limite d — 3:

1 ¥ 1 1 1 a 1
2% b /7 Ta = 329 {(3—d> 2lh(rz)‘5]} - (559)

Assim, os polos existentes em (5.54) se cancelam:

(5.57)

As componentes diagonais espaciais, em funcao das constantes renorma-
lizadas u2 e Ag, sdo dadas por

1., 1 , 1 1 2
(Toa) = —A? {‘%Wz + ﬁﬂf (B20)" + 5#2902 + 51\904 - 64171-—362"_‘T12"+1/2
| 2
1, 1, a\ 1] (a-pd) ph
- —— lhlE) -2 - _
T YT e [ (;;2,2) 2] Dz 2)r
+ (termosem¢) . (5.58)
1,, 1 1 1 p?
(Ty) = —(Al)* {‘5‘7"2 T oaz 2(0:0)" + §ﬂ2902 + Zi)\904 - W{IZWH/Z
2
1 2 1 2 o 1] (- k) Br
- n{—=)—-2|— _
TRt aam® (;BR) 2] D 2Ag

+ (termosem ) .

1 1 82
2 2 2 2 4

B2 (8,0) + —p2p? + ~Ap* — ———— I,

2¢ 2A27% (0:¢) 2 i 4! 6471'362"_112 +1/2

e
T
l
[
>
[~
——
|
b |
|
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4 1 1 z[h(_ﬁ)_ll_(a—#ﬁz)z_#ﬁz}

+ ( termos em E ). (5.60)

5.4.2 Renormalizacao das Componentes Nao-Diagonais do
- Tensor Energia-Momento

Primeiramnente vamos analisar os elementos nao-diagonais de (T}, ),
quando um de seus indices é dado pelo tempo t. No estado Gaussiano
(4.4), estes valores esperados sdo dados por

__lAz 22[__1_ 2 lzz l 4]
(Tot) = o T A 542 (B:00)" + G P+ 4
- 2’;(Ga Q) (x, %, £) + A2ﬂ={ (ZO5)(x, x, ) — lQ—l(x,x, £
+ 3 A2 [69° +1720(" + 6%” — 24%°090%)| Q(x, ¥, 1) lxey
- % (/L + 5/\902) Q(x,x,t) - gz\Q(x,x, t)Q(x, x, t)}
— ﬂzaﬁ")zﬂ(x,y,t) |x=y +{ termos em £ ) ; (5.61)
(Typ) = —ZZTZ(GByQ)(x, x,t) — [8°8098(Y) + 780V 8%)] Q(x, ¥, 1) x=y
+ (termosem¢) ; (5.62)

v, 1, 11 1 1
(Ta) = 77r6,<,o -5+ A [—ﬁ (B:)" + op*0" + E\SO"]

_ 2’;(03 Q)(x,x,2) + Azﬂ’{ 2 £(208)(x,x,1) - 071 (x,%,1)
+ 3 A2 [0 +172609° + 89" — 2426°68)] (%, ¥, ) |x=y
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1 1
- 2 (,ﬂ + 5,\4;;2) Q(x, %, t) — %/\Q(x,x, £)Q(x, x, t)}
— ﬁzaﬁx)zﬂ(x,y,t) |x=y +( termos em & ) ; (5.63)

Em consequéncia dos valores esperados dados por (5.7), (Ti;) pode ser
escrito como

(Ti) = 2008 (x = 3) by +(T) (5:64)
Analisando (5.61), (5.62) e (5.63), sabemos que termos do tipo

(G8;9)(x,%,t) ; 88WQ(X,¥,t) ey 5 O6H % —¥) |xzy , (5.65)
produzem integrais nulas no espaco dos momentos, mantendo a simetria

de (5.64). As divergéncias em (5.61) e (5.63) sao dadas por

x)2
Dij - gijaz( ) Q(x,y9 t) |x=y ’ (566)

para ¢ # j (mais uma vez, ndo existe soma em i), as quais ji temos
calculado em (5.57), o que nos dd

CET u‘%z} | (5.67)

Escrevendo (5.61) e (5.63) em funcdo das constantes renormalizadas u%
e Ag, obtemos

1 2z 1 152
(Ter) = (Tia) = "26 + A { 942 ( zSO) +szn+1/2
1, 1 L (e) 1] (e—pd) uh
2¥ %~ Gam” [111 (,@,,) 2] Mz 2)r
+ (termosemé§) ; (5.68)
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o . 1, 2 1 B
(Ta) = (Ti) = ﬁfzrazgo — %71'2 + A8 {—m (3,90)2 + sznﬂ/z

1, 1 o 1 (a—ﬂ%f BR
T 2¥ YT fam” [ln (;@z) 2] 22z 2)r
+ (termosem¢ ) , (5.69)

enquanto que (Ty;) produz simplesmente

(Tyt) = (termos em £ ) . (5.70)

As componentes espaciais dos elementos nao-diagonais de (T},,) sdo facil-
mente calculadas:

(T;) = (Ty) = 0§x)6§-y)ﬂ(x,y,t) |x=y +( termos em £ ) . (5.71)

Desta forma, (T;;) é escrito como (5.70):
(Ti;) = (termos em £ ) . (5.72)

5.5 O Acoplamento Conforme

Os termos que envolvem o acoplamento conforme, £, sao dados por (5.27):

¢ (G — 9wy DoDg + D,D,) 8* . (5.73)

Portanto, o valor esperado dos termos em £ sao dados pelo valor esperado

de &2:

(®%) = ©* + Q(x,x,t) . (5.74)
Os termos em ¢? sao nulos pois nao possuem pélos no limite d — 3.
Devemos nos preocupar com os termos em 2(x,x,t). O primeiro termo,

£G,,(®?%), em fungio da constante de acoplamento conforme renorma-
lizada, £r, como em (4.57), nos da
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£G (32 |n=2 %Gwa . (5.75)

No segundo termo, £ g"ﬁDaDﬁ(@z), devemos calcular as derivadas covari-
antes de Q(x,x,t), em relagdo aos indices « e S:

£ g°°DoDp(®?) = €072 {-Q(x,x,t)+ [07'6 + 70, (4 + B°)

— _A—2 (at +[3’3,)A+ 20—2‘42’32 (1 +,Bz) azﬂz

— A8, - B8,)A—171 (8, — 5°8,)1

— 0718%0,0 — 02 ABP (14 B%) (8, — §°6,) A

+ AT'B,A - 02AYB* (14 B7) 8.8° — 5°8,5°

— o?4%9,4] Q(x,3x,t)} . (5.76)

Em relagao ao termo {D,D,(®?), as componentes diagonais sao dadas
por

£D;:D;(8%) = £{Q(x,x,t) — 07 [0 (8, + B°8,) o + A (7% + B*%)
x (8 — B?0;) A — A B°B79,5° — A*B*20,57)

x Qx,x,t)} ; (5.77)
¢D,D,(®?) = —£072A(B,A — B°0,A) Q(x, X, 1) ; (5.78)

¢D,D,(®%) = —Eo2AL[l(8,+ B%8,) A
+ A8+ 878, Q(x,x,1) ; (5.79)

¢D,D,(®*) = 072 A[(8, — §°0,) A — A8, Q(x,x,1) ;

As componentes ndo-diagonais produzem
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£D,D,(®%) = ¢€D,D,(®%) = Lo ?[AB" (8, — 370.) A
_ %Azﬂza,m Ax,x,t) ;  (5.81)

¢D,D;(3?) = ¢€D,D,(®*) =0 ; (5.82)

¢D,D,(®%) = ¢D,D,(®? -
= —fo 2 [00.0 + AB? (8, — B%0,) A

- %Azﬂ“’a,ﬂ’ 260,87 O(x,x,8) ;  (5.83)

¢D,D,(®*) = £DyD,(®*) =0 ; (5.84)

¢D,D,(9%) = ¢D,D, (3% = %EU‘ZAzazﬂ’Q(i,x, t) ; (5.85)
¢D,D,(®%) = ¢D,Dy (%) =0 . (5.86)

Todas as componentes do termo ¢D,D,(®?) dependem de (x,x,t) e
fl(x, X, t). Devemos, entdo, escrever estas duas quantidades em funcao
do pdlo no limite d — 3 e mostrar que a renormalizacao da constante
¢ é suficiente para torna-las finitas. Sabemos que Q(x,x, t) é dado por
(5.20). Resolvendo as integrais I/, e I_/; e substituindo a prescrigao de
renormalizagao (4.46), obtemos

X 1.
£ Qx,x,t)r=~ € g—R (x1 — 4x2) , (5.87)
4 AR
onde temos definido
xi = 2474+ % (14 2171) AU (5.88)
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X2 = a(xi+ala) . (5.89)
Calculando Q(x,x, t), tem-se

) 1 1
Qx,x,t) = ﬁ\/zAz{(Xﬁ-ng 8\/_A € a Xs X7)I1/2

1 1 :
+ IX4—CYX3—§01X5—W€(2A2€01X6X7—01X6)]I1/2

| .2
8\/_A é x6 X7 I-3/2 — 863/2e(aa—ee)I3/2} , (5.90)

e também temos definido

1 [, iy f. 3 €
Xs =~ {A 2¢ (1 - 2471 A) (e—im)
— é[2472€(472A% - A714)
+ A7 (1-24'4) (e+é+ ATTA)]} (5.91)
1 [ (., 3¢ e
X4 =~ [ea(e—§ﬁ>—e(ea+ea)] ; (5.92)

1 9 13 3 €
463/2{4‘1 €(1+2l l) (G—Em)

X5

+ é[247%e (U +17D)

+ (14270 (24734 e+ A%

— A% (1-247'4) 1+ 270} ; (5.93)
xe=1—24"14 — % (1+2074) ; (5.94)
x1 =1+ 24714 — % (1 + 2[”11.) . (5.95)

102



Escrevendo £€2(x,x,t) em fungio do pélo no limite d — 3 e substituindo
a prescricao de renormalizacao (4.45), encontramos

1 1 1 _
EQ(x,x,t)p = 5 x/EAz% {Sa2 (Xs +3% 3 \/EAz é a xs x7)

1 1 .
+ 160\X4—0X3—§0X5—mﬁ(zAzﬁath)ﬁ—aXs)l
1 ER 2. 3 8 . . .2
+ 4\/2:\;44 € a” X X7 —me(aa—ee) : (5.96)

Desta forma, todas as divergéncias presentes em (5.73) sao removidas,
tornando os termos associados ao acoplamento conforme, £, finitos. As-
sim, temos calculado todas as componentes do valor esperado do tensor
enegia-momento, o que nos permite, como no caso homogéneo, obter a
equacao semiclassica de Einstein,

G,w = —SWGN(Tm,)R .
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Conclusao

Neste trabalho aplicamos a representagao funcional de Schrodinger para
um campo escalar com o objetivo de estudar sua evolugao temporal, ja
que esta representagao € adequada para o tratamento de problemas com
condicao inicial.
No capitulo 4 estudamos a renormalizagio de um modelo tipo A®*, uti-
lizando aproximacgao Gaussiana. Como uma primeira etapa, renorma-
lizamos o potencial efetivo nesta aproximacao. Generalizando este proce-
dimento para situagoes dindmicas, utilizamos a mesma prescricao de
renormalizacao adotada no caso estatico e mostramos que esta é suficiente
para remover os infinitos existentes na acgdo efetiva, bem como o ten-
sor energia-momento, para espacos descritos pela métrica de Robertson-
Walker.

O capitulo 5 foi dedicado ao estudo da renormalizacao da acao efetiva
e do tensor momento-energia para o campo escalar em espagos curvos,
levando em conta efeitos de inomogeneidades no valor esperado do campo
e na métrica de fundo. Adotando o mesmo procedimento do capitulo
4, mostramos que a expressao para o tensor é finita utilizando a mesma
prescricao de renormalizacdo do caso estatico. Devemos ressaltar que nao
foi necessario subtrair infinitos na renormalizagao do tensor pois a propria
expressao obtida é finita. Com isto, podemos escrever diretamente a
equacao de Einstein semicléssica,

Gﬂ" = —87I'GN <T”,,>R

Portanto, obtivémos um conjunto de equagoes coerentes para a matéria
mais gravitagao considerando efeitos de inomogeneidades.
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