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RESUMO

Sao vistos os modelos O(N) x O(N) e Thirring da Teoria Quantica de
Campos na expansao 1/N.

No modelo O(N) x O(N) construimos o potencial efetivo e determi-
namos o estado fundamental em duas e quatro dimensdes. Ainda em quatro

dimensGes avaliamos os efeitos da temperatura sobre o modelo.

Tratamos o modelo de Thirring em (2 + 1) dimensdes nos aspectos
concernentes & geracao dinamica do termo de Chern-Simons, espectro de
particula, solugao da equacdo de Schwinger-Dyson para a auto—energia dos

férmions e simetrias discretas e continuas.



ABSTRACT

We study the models O(N) x O(N) and Thirring of the Quantum Field
Theory in the context of the 1/N expansion.

In the O(N) x O(N) model we construct the effective potential and
obtain the ground state in two and four dimensions. Also in four dimensions

we study the temperature effects on the model.

We analyse the Thirring model in (2 + 1) dimensions in the aspects
that concerns to dynamic generation of the Chern-Simons term, particle
spectrum, solutions of the Schwinger-Dyson equation for the fermions self-

energy and discret and continous symmetries.



INDICE

INTRODUGAO ...t eee e eee e eeee e e e e eres e es e, 1
CRAPITTEEG T st o— 3
MODELO O(N) x O(N)

I1-IntrodUGAO ..c..cueiiiiiiiee e e et e et e e e e e e e e e e e e ans 4
I2—0 Modelo O(N) X O(IN) ceeeoeereeeeieie ittt 7
I3—O Potencial Efetivo .......cccoouuiiiiniiiiiiiiiiiiiiee e aenn. 13

I3.1-Derivacao via Integral Funcional do Potencial Efetivo................ 14

a) Notagoes € DefiniGoes........ceveiueuneeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeseeennnns 14

b) O Potencial Efetivo na Ordem Dominante em 1/N .................. 16
I4—Quebra Espontianea de Simetria..............ccooovvmeeveieevnieennnnnan. 21
[4.1-Em Duas Dimenstes.....ceuuuniuneeen e eeetee et ee e eeeeeeesaeaeaseaens 21
I4.2-Em Quatro Dimensoes e Temperatura Finita ............cccceveven.... 25
I5—ConCIUSOES ... ccimeiiiiiiiiii et e e e 46
. x5 St el 47
Bibliografia .........coouiiuiiiiiiiiii e 49
CAPITULO IL....oooiiiiiiiicieceeceee e 52

O MODELO DE THIRRING EM 3D

IT1-INETOdUGAO ...eivviiiiice et e e et eeeeee e 53
II2—0 MOdElO....cccooiiiiiiiiee e et e e e e e e e e e e e e ee e 35
II3—A Acao Efetiva......cccoooviiiiiiiiiiiee oo 60
IT4—A Massa dos FErmions ...........ccuuuuuueeeeeeeeeemieeeeeeeeeeeeeeeeeenn, 75
II5—Simetrias, Correntes € Anomalias ...........cccoeevveeeeeeeeeeeeeeennnnnnn, 81
II6—COnNCIUSOES .......evnieiiiiiiiiee e e ee e 89

BIBHOETATIA cussssussssmiiinmsusmmmsmmmmmenesmmmesssesomvmsmsiosses sty s s 90



INTRODUCAOQO

Nesta tese estudamos dois modelos em Teoria Quéantica de Campos
(TQC). O modelo O(N) x O(N) e o modelo de Thirring em trés dimensdes.
Estudamos estes modelos em seus préprios contextos, sem nos importar com

os aspectos “utilitarios”—a associag@o deles a modelos fenomenolégicos.

No modelo O(N) x O(N) estudamos aspectos relacionados com a deter-
minacao do estado fundamental, em duas e quatro dimensaes, e a restauracao
de simetrias por conta da temperatura, investigando o comportamento do
potencial efetivo. Isto, usando a expansdo 1/N. Os principais resultados
deste trabalho ja foram apresentados por Mendes (1988), na sua tese de
mestrado. Resolvemos reproduzi-los aqui por dois motivos. O primeiro, foi
a forma pedagdgica que encontramos para fornecer ao leitor, sumariamente,
a metodologia da expansao 1/N em TQC, dando os fundamentos para o en-
tendimento da segunda parte desta tese. Segundo, foi que alguns detalhes,

como por exemplo, o modelo em 2D, nao foram tratados por Mendes.

Na sequéncia do trabalho de Gomes, da Silva e Rivelles (1990)*, onde é
discutido o modelo com interagdo de quatro férmions, (Ez,b)z, no que tange
a quebra de paridade, estudamos o modelo de Thirring—modelo com in-
teracdo corrente-corrente (¢ y*1))?—considerando spinores de duas e quatro
componentes. Estudamos os aspectos ligados ao conteido de particula do
campo auxiliar A, introduzido pelo método da expansiao 1/N. Estudamos a
auto-energia dos férmions, a geragdo do termo topolégico de Chern-Simons

e a conservacao de varias correntes presentes no modelo.

* Phys. Rev. D41, 1363(1990).
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A tese é portanto composta de duas partes, fechadas, aqui designadas
pelos capitulos I e II, tendo como substrato comum a expansido 1/N. Ado-

tamos o sistema de unidades natural A = ¢c = 1.



CAPITULO I
MODELO O(N) x O(N)



CAPITULO I
MODELO O(N) x O(N)

I1-INTRODUCAO

Desde os trabalhos pioneiros de Weinberg (1974), Bernard (1974) e
Dolan e Jackiw (1974), o comportamento de modelos em Teoria Quantica
de Campos a Temperatura Finita (TQCTF) tem sido estudado e uma vasta,
literatura foi produzida sobre o tema. Hoje dispoe-se de varias formulagées

para a TQCTF agrupadas em duas linhas gerais.

A Formulagao de Tempo Imagindrio. Desenvolvida a partir do trabalho
de Matsubara (1955), presente nos trabalhos citados acima, consiste basi-
camente em tratar a teoria de campos no espago euclidiano com a variavel
“temporal” integrada no intervalo [0, 3 = 1/kT)]. Esta formulagao é bastante
apropriada para que, entre outras coisas, transicao de fases e restauracgoes
de simetrias em TQC sejam estudadas a partir da obtencdo do potencial
efetivo a temperatura finita. Para o leitor interessado em detalhes, recomen-
damos as teses de doutoramento de Eboli (1985) e Bazeia (1985) e o artigo
de revisao de Brandenberg (1985).

A Formulagao de Tempo Real. Distingue-se da anterior por manter
tanto o tempo, quanto a temperatura presentes. Este formalismo foi desen-
volvido na mecénica estatistica quantica por Bogoliubov e Tyablikov (1959)
e Zubarev (1960). E brevemente tratado nos textos classicos de teorias de
muitos corpos de Abrikosov, Gorkov e Dzialoshinisqui e de Fetter e Waleka.
Em TQC deve-se a Schwinger (1961), Craig (1968), Keldysh (1965) uma das
primeiras formulagoes. Recentemente Umezawa e varios outros autores tém

desenvolvido a “Thermo Field Dynamics” (TFD) como uma outra proposta
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para a TQCTF no formalismo de tempo real. Estas formulagoes objetivam
estudar sistemas fora do equilibrio térmico, sistemas no equilibrio térmico
mas que tenham uma dinamica a ser levada em conta—como, por exemplo,
o espalhamento de neutrons térmicos em um liquido—sistemas para os quais

a dindmica ndo é invariante por inversdo temporal (Schwinger ,1961).

Os métodos computacionais adotados em TQCTF sao, na maioria das
vezes, a expansao em “loop” melhorado como no trabalho de Weinberg
(1974), o método varacional e a expansdo em 1/N. Esta dltima revista
por Coleman (1981).

Aqui, para estudarmos o modelo O(N) x O(N) a temperatura finita,

usamos a formulagdo de tempo imagindrio e a expansdo em 1/N.

A expansdo em 1/N revela, em mais profundidade, o cariter nao linear

dos modelos tratados do que os outros métodos referidos. Exemplificamos:

a) O modelo CPN~! ¢ uma TQC renormalizivel em duas dimensdes que
exibe quebra espontianea de simetria quando estudado perturbativa-
mente—expansao na constante de acoplamento. Ja estudando-o em
1/N, verifica-se que ndo hé quebra espontanea de simetria. A expansao
1/N confirma um resultado fundamental—o teorema de Coleman-
Mermin-Wagner—em duas dimensées ndao pode haver quebra espon-

tanea de uma simetria associada a uma corrente local conservada.

b) O modelo de Thirring em trés dimensoes nao é renormalizavel se tratado

perturbativamente. Ao estuda-lo em 1/N verifica-se a sua renormali-
zabilidade.

Em TQCTF, uma outra vantagem da expansido em 1/N é, justamente,
que, no reordenamento da série perturbativa, introduzido pelo método, sele-
cionam-se, de uma mesma ordem na constante de acoplamento, os graficos
mais relevantes para as andlises dos efeitos térmicos. As margaridas e as
supermargaridas (da Silva (1987), Fendley (1988), Fujimoto et al. (1987)).



Exemplificamos com o cilculo da massa no modelo A¢* — O(N).

&
hol

Os gréficos demarcados no desenho sdo os que contribuem para a ordem
dominante em 1/N e sio os mais importantes para os efeitos térmicos em

cada ordem na constante de acoplamento (da Silva (1987)).

A expansdo em 1/N é apropriada, como veremos, para tratar mode-
los com simetrias continuas do tipo GL(C, N), quando podemos tomar N
qualquer, desde que fagamos uma redefinicao conveniente dos parametros do

modelo.

Este capitulo estd dividido da seguinte forma: na secao I2 apresentamos
o modelo O(N) x O(N) e as razoes de porque o estudamos. Na secao I3
construiremos o potencial efetivo na ordem dominante em 1/N e obteremos
as equagoes (de “gap”) para as massas das particulas envolvidas. Na secao
I4 estudaremos as questoes referentes & quebra espontanea de simetria em
duas e quatro dimensoes. Finalmente, na secao I5, resumiremos os nossos

resultados.



12-0 MODELO O(N) x O(N)

O modelo O(N) x O(N) é definido, classicamente, no espago euclidiano

pela lagrangiana
L= 50,8°0,8° + 50.0°0,4° + Vg, 0] 12.1
onde
Vig®,¢°] = %mi¢2 + %mfpd)z + 26(07)% + Ay (¥%)? — 2244 (67) (¥7)

N N
¢2=Z¢a¢a ¢2:Z¢awa
a=1

a=1

As constantes de acoplamento A4 e Ay sdo positivas e escolhidas tais que

\//\¢/\¢ > /\¢¢, 12.2

de modo a garantir que o potencial cldssico seja limitado inferiormente.

Como podemos ver, o modelo O(N) x O(N) consiste, fundamental-
mente, de dois modelos A¢* — O(N) acoplados através da constante Apy.
Por conseguinte é natural que recorramos, ao modelo A¢* — O(NN) ao longo
desse capitulo, como referéncia. Em particular aos trabalhos de Coleman,
Jackiw e Politzer (1974), Kobayashi e Kugo (1975), Abbott, Kang e Schnitzer
(1976) e da Silva (1989).

Fomos motivados a estudar o modelo O(N) x O(N) devido a vdrios
trabalhos nao conclusivos existentes sobre o assunto. No primeiro deles
(Weinberg, 1974), é mostrado que, partindo-se de uma fase com simetria
O(N) x O(N) a temperatura zero e aumentando-se a temperatura, ocorre
uma quebra espontanea de simetria indo para uma fase O(NN) x O(N —

1). Isto é contrario ao comumente encontrado em TQCTF onde um efeito
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relevante produzido pela temperatura é a restauragao de simetria. Num
segundo trabalho (Manesis e Sakakibara (1985)), usa-se o método do grupo
de renormalizacao a temperatura finita e obtem-se que, a partir de uma dada
temperatura, ocorre a restauracao de simetria; ou seja, ha duas transigoes
de fase por conta da temperatura; na primeira, ocorre a quebra de simetria
e na segunda, a restauragdo. Por ultimo, Fujimoto e Sakakibara (1985)
afirmam que este modelo nao apresenta quebra de simetria a partir de uma

temperatura suficientemente alta.

No nosso trabalho as equagoes de massa (“gap”) que obtivemos sdo mais
completas que as obtidas nos trabalhos citados, portanto, mais realistas.
Mostramos que o minimo do potencial efetivo sempre ocorrera para valores
esperados dos campos ¢® e ¥® nulos, em 2D e 4D, mesmo a temperatura

nula.

Para tratar o modelo na expansao 1/N devemos fazer algumas modi-
ficagoes na lagrangiana I2.1. Vejamos porque. Tomando-se alguns gréaficos

da fungao de quatro pontos dos campos ¢*, como por exemplo:

>< N \q >O< S Np N Kp N
o e & " % o, ™ &
a) b) c)

Verificamos que o 1dltimo deles nao faz sentido no limite N — oo (o fator N
advém da soma em ¢, existem N graficos iguais). Entretanto é um processo
fisico compativel com a teoria. Aparentemente o que estd acontecendo é que
ao modificarmos a teoria Ag¢* introduzindo a simetria O(NN) esquecemos
de redefinir, de forma conveniente, os parametros da teoria inicial. Talvez
seja mais facil compreender o que se passa, partindo de uma teoria com N

campos e tentar transforma-la numa teoria com um tnico campo.



De inicio temos
8 = ($) +()P +-+ (8V)?
Admitindo que todas as componentes sejam equivalentes, temos
$2> =N (915")2 ¢t ¢é um dos indices

de maneira que a teoria passa a ser representada por

L
N

§ =L = 50608 4 GmB () + AN () 4

124

I2.5

Reescalonando a constante de acoplamento A, para gs/N, que permanece

constante no limite N — oo, a teoria £, para uma tunica componente ¢,

passa a ser
i1 ig 4ig 1 2.2 122
L= '2‘5u¢ 0,9" + §m¢(¢) + 94 ((6°)°)" + -
Reconstruimos a teoria original, usando 12.4. Assim

1 1
L= §au¢aau¢a 3 51’)’52((252) F gﬁ(‘ﬁz)z gkl

12.6

P27

Com esta modificagdo, os gréaficos mostrados anteriormente exibem outra

dependéncia em N

oC

o & o = oL oL f

Mo O~ XX

o & & b & @ b
a) | b) )

C

ES
9
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Agora os graficos a) e ¢) tem a mesma ordem em 1/N como é de se esperar.

Uma segunda modificacao é imposta por conta da dificuldade de de-
monstrarmos que, numa teoria como a representada em I2.7, nao ha graficos
proporcionais a poténcias positivas de N—¢ um desafio de andlise com-
binatéria. Esta dificuldade é superada, entretanto, eliminando os termos
quérticos pela introdugdo na lagrangiana de campos auxiliares que nao mu-
dem a dindmica do sistema, mas que reduzam as possibilidades combi-

natdrias entre as pegas basicas—propagadores e vértices—do modelo.

No modelo A\¢* — O(N) este procedimento é o seguinte: partimos da

lagrangiana classica
_ 1 as e g Lo S o 96 ;22
L= 23,;(;5 0,0 + 2m¢(¢ )+ 8N(¢ ) 12.8

e introduzimos um campo auxiliar ¢ tal que

1 " 1N 1 129
—— a a ity | . ey g2 - 2
= 50u0u¢" + zmd,(qb )= 55,7 T3°(®)
A equagao de movimento para o campo ¢
_9¢ (2
ZN(c;b ) I12.10

é uma equagao de vinculo que nos permite reobter a teoria original substi-
tuindo 0 = o(¢?) solugao de I2.10 em I2.9. Quanticamente a equacio de

vinculo é obtida a partir da agao efetiva

I2.11

6I' _ 6Acéo Cldssica Correcoes | 0
bo bo Radiativas [ ~

e reconstruimos a teoria original ao resolvermos X = (?) como funcao de

¢ = (@ e substituirmos nas grandezas de interesse.
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Para o modelo O(N) x O(N) este procedimento é mais laborioso
(Mendes, 1988), com muitas manipulagoes algébricas, mas sem outras di-

ficuldades conceituais. Obtemos para este modelo a lagrangiana

L=CLo+Lp 12.12
1 1
£0 — ‘z“a,ugbaa,uqsa + §au¢’aau¢a

S 1 2, P
Lr=-N|+— -2 X—2NX(¢')+h2

h1 d
12 2
- _ 2 m
2dp 2N (¢)+2h + 7 12.13
onde
1 _1 Ay 20 _ 1 mghy +mihey
hi 4N Aphy — Aid) d 4N )\¢A¢ /\M,
ha 4N Ay — A%, d 4N /\¢)\¢, - M, ‘
hiz 4N ApAy — )\fw d 4N ApAy — Aw

sao as novas constantes do modelo. E com a lagrangiana acima que o quan-
tizaremos. Observamos que a condigao classica para os dois O(N)’s se de-

sacoplarem é 1/hi2 = 0; e as constantes 1/h; € 1/hy sdo positivas.

As equagoes de vinculos classicas sao

2 2 2 1
Zx+—p="H4 g

hi” ' b d BN e
2 2 2z 1 ‘
Zx+—p=2 g

hi2 ho d 2N
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E reobtemos a teoria original substituindo X = X(¢, %) e p = p(¢, ¥) solugdes
de I12.15 em I2.12. Mais uma vez, a exemplo do A¢* — O(N), as equagdes
quanticas de vinculo sao

8T _ 6Agdo Cléssica £ {Corre(;ées } —0

5% 6X Radiativas | — 1916
o' _ 8Agao Classica {Corregées } —0 .
bp ép Radiativas [

e reconstruimos a teoria quantica em termos dos campos originais—que € o
que importa—ao resolvermos X = (X), p= (ﬁ) como funcao de ¢ = (@ e

Y= (@ e substituirmos nas grandezas de interesse.
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I3-O POTENCIAL EFETIVO

Para TQC com campos escalares, a agao efetiva é definida como a trans-
formagao de Legendre funcional do gerador das fungoes de Green conexas
W[Je,...]. E o gerador funcional dos gréaficos irredutiveis-de-uma-particula
(1PI) (Iliopopoulos, Itzykson e Martin (1975), Ramond (1983)). O poten-
cial efetivo, Vgs[¢?,...], é a agdo efetiva para uma configuragiao de campos

constantes i

Volume

VEsld§] = Acdo Efetiva p/ ¢° = ¢§ I13.1

é o gerador funcional dos graficos 1PI com momento externo nulo e em

muitos aspectos é o andlogo quantico do potencial classico.

O potencial efetivo tem sido largamente usado na anélise do comporta-
mento de modelos em TQC no que tange & quebra espontanea de simetria.
Foi introduzido neste contexto por Goldstone, Salan e Weinberg (1962) entre
outros autores. As propriedades gerais (convexidade, realidade, etc.) do po-
tencial efetivo foram estudadas, por exemplo, por Fukuda (1976), Fujimoto,
O’Raifeartaigh e Parravicini (1983). E na literatura existem varios métodos
bem estabelecidos para a sua determinagdo: pelo cilculo da série infinita
de graficos de Feynman 1PI a momento zero como proposto por Coleman
e Weinberg (1973), pelo método do “tadpole”, como usado por Goldman
(1985) e Baseia (1985), e o método funcional (“steepest descent”), desen-
volvido a partir do trabalho de Jackiw (1974). Este ultimo, mais apropriado
para o calculo das ordens superiores em “loops” ou ordens subdominantes

em 1/N, serd adotado aqui.
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13.1-DERIVACAO VIA INTEGRAL FUNCIONAL
DO POTENCIAL EFETIVO

a) Notacoes e Definigoes

Algumas notacgoes e definigoes preliminares sao necessdrias. Salvo onde
explicitarmos, estaremos sempre trabalhando no espago euclidiano. Reesca-
lonaremos os campos ¢° e %*, do modelo original, por VN¢® e VN2, de
modo que

_~

£=—N{ ¢aaﬂ¢a+ a ¢a8“¢a__+2ulx+ ]-X((ba(ba)

d

2 2 2

P Ha a.a P m
e = 2— - — I13.2

h2+2d p(¢¢) hes d} 3
L=-NC 13.3
Representaremos por &

=08, 5, B 50 s s O 1 s w0 ) I3.4

o multipleto de todos os campos presentes no modelo.

A agao cléssica da teoria descrita pela lagrangiana Lé
A[®] = f d’z L[®] I3.5
o funcional gerador das fun¢ées de Green do modelo é
Z[J) =N / [d®] e~V J &= (£le]-J.e%) 13.6
ou em termos do gerador das fungées de Green conexas W|[J,]

Z[J,] = e~ VWl 13.7
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O fator IV colocado como em 3.6 e I3.7 é bastante conveniente para identi-
ficar a expansdo em % (“loops”) usual no célculo de Z[J,] ou da acao efetiva

com a expansdo em 1/N (1/N faz o papel de F).

As equagoes de movimento advindas da acdo cldssica modificada pela

presenca das fontes externas sao

6A[2] _ oL _, or

6@e ~ 9%e “5(8,89) =Je a8

E é evidente, a partir de 3.8, que J, = J,[®¢] onde ®¢ sdo os conjuntos de

campos que satisfazem 13.8.

A possibilidade de solucionar 3.8 nos leva & possibilidade de construir
o funcional Z[J,] como um funcional de ®¢—os campos basicos da teoria.
Portanto, numa forma mais apropriada para obter-se as quantidades fisicas
relevantes. Esta construcdo é feita a partir da transformada de Legendre
funcional para W{[J,]. Para isso definimos um funcional I'[®¢] tal que

ST([®2] = f &z ‘SP[‘I’ OT126] g I3.80
SW(J,] = / d’z 6T}J]6J 13.8b
impomos que
6r[®5]
533 — 13.9a
Wil .
57, = —P; 13.9b

entao
${r@5] - Wi}y = [ s (5,698 + 3561,

I[®g] = W[J.] + / &z J, 8 13.10



16

A imposicao 13.9, quando confrontada com as equacdes de movimento,
identifica I'[®§] como uma acéo efetiva para a teoria tratada (Ramond, 1983)

e, a partir dela, usando I3.1, determinamos o potencial efetivo.

E interessante notar que para @ =0

r[0] = W[J ] 13.11

que sao os graficos de vacuo conexos e 1PI.

b) O Potencial Efetivo na Ordem Dominante em 1/N

Vamos calcular o potencial efetivo a partir da definigdo 3.6 para Z[J,],

pelo método do “steepest descent” funcional.

De antemao supomos que exista uma solugio ®, para as equacoes de
movimento cldssicas. Substituindo em 13.6 ®° por ¢ + ®¢, como a medida
da integracao funcional é invariante por translacio, temos

2N+2

Z[J]—-N/ H d3e e~ V{4195 +l- [ a7 Ji00 } 13.12

Expandindo a agio em série de Taylor funcional em torno de ®§ temos

2N+42

Z[J =N f H dd® exP—N{A[@0]+ / 6‘25&]

%+
Q=97

82 A[@]

+ f TrEYY) e ayoany) Tw+

gt
®°=q

+ A;[D5; 7] — fd”a: Jo®F — /d”mJa@“} 13.13
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usando o fato que
SA[D]

=, 13.14
oPa i

de=0g

a expressao 13.13 se tornara

2N+2

27, = eV {4ieil-[ 2= .07} f I] d2° x
a=1

X e“%fd"’v' d”y ®°(z) D} [®o;2,3] ©°(v) Z,|J] 13.15

onde
82 A[9]
i [ = = 13,16
Dy (@02, ] 6@ (x)6P%(y) | o2 =a¢
oP=0}
e
f H2N+2d@a e (f d”zd"y & 9%(z) D7, [®o;2,] q’b(y)-l'A][‘I)o;‘I’])
Zald,] = =l I3.17

[TIN+2dge e [ dvzdvy ®(2) DL} (@052, @2 ()

Z5[J,) depende de J, através de ®. E o funcional gerador das funcdes de

Green de uma teoria cuja acao é
Ao[®o; 8] = % ] &’z d"y 8°(z) D= [®o; 7,y B (y) + A1 [Bo; 3] I3.18

E uma teoria com vértices ndo-locais, pois dependem de ®y(z) em pontos

distintos e o propagador nao ¢ invariante por translacio.

Fazendo a integracao funcional indicada em I3.15 e usando a definicio
I3.7 de W[J,], temos

WJ.] = A[®e] — / &z J, 88 + %m (det(D)) — —J%r—ln Z,  I3.19
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O célculo de 1/2N In (det(D},')) (Apéndice IA) mostra que a contribuigdo
dominante em 1/N advém deste termo.

Efetuando a transformacao de Legendre 13.10 a partir de 13.19 temos

que a agao efetiva na ordem dominante em 1/N serd

r[#] = A[8§] + 5 In (det(D7[85; 2,4]) 13.20
Para o cédlculo do potencial efetivo vamos escolher a configuragio de

campos constantes

By = (X, p, $,9,0,...,0) 13.21

Esta escolha nao leva a uma perda de generalidade. Implica, simplesmente,
em que estamos escolhendo de antemao as diregoes no espago O(N) x O(N)

onde possa Vvir a ocorrer uma quebra espontanea de simetria. Por outro lado

simplifica bastante os calculos. Assim

Ves =VEf[X; p, ¢, %b]

1 2 d’k X
VEf——h—IX-l- dX+X¢ /(21&')"111(1_’_];_2)—
g 2 2.0 d’k p
2
+ — T2
h12

A expressao 13.22, para o potencial efetivo, é apenas formal, pois contém
para v > 1 divergéncias ultra-violetas que precisam ser tratadas. No entanto,
ainda neste topico—construcdo do potencial efetivo e equacoes de massa

(“gap” )—prosseguimos, mesmo que, apenas formalmente.

As equagoes de vinculos quénticas sao



§T[®)]

X o
5T[@]

6p o=>0,

2, 2
Tk d
d’k 1 2
(27) k2 + X hlgp
2, k5
" h d
d’k 1 2

B (211’)” k2 4 P B hi2

X
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I13.23a

13.23b

Estas sao dificeis de serem invertidas para obtermos X = X(¢,%) e p =

p(#,%) e assim obtermos o potencial efetivo Vgs [X[@,¥], p[®, %], ¢,%] em
termos dos campos basicos do modelo.

O estado fundamental da teoria é determinado pelo minimo de

VEf[¢a d}]

VE#[X, p, @,%]. Ou seja, das solucoes do sistema de equacoes

Vs _
ox
Vg f
9p
OVE f
Kz
OVEs
&

poZy Md_[Ak 12
hl d (27(’)” k2+X h12

o2 w3 [dk 1 2
h2 d (27!')” k2+p h12

X¢=0

pyY =0

Buscamos este ponto a partir dos pontos estaciondrios de

13.24a

13.24b

13.24c

13.24d

J& que nao conseguimos construir Vgs[¢,1], construimos Vg¢[X, pl,
substituindo 73.23 em I3.22, obtendo
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1, k1 dvk
R 1
VEs[X, p] +h1x x/(%)u X /(2 ¥ ( - )+

1, &k 1 &k
1. 1
T’ ”/(gw)v k2+p+](27r) In (14 57) -

2 13.25

De novo, se nos reportarmos aos trabalhos ji citados sobre o modelo
— O(N), verificaremos os dois O(N)’s acoplados. O acoplamento de-

saparece se fizermos 1/hj2 =0

Eo quadro das possiveis solugoes do sistema de equacgoes 13.24 que nos

dird sobre possiveis quebras espontaneas de simetria.

Simetria Inicial Simetria Quebrada Solugao de 13.24

O(N)xO(N) O(N-1)xO(N) X=0, p#0, ¢#0, ¥=0
O(N)xO(N—1) X#£0, p=0, ¢=0, 0

Simetria Preservada

O(N)xO(N) O(N)xO(N) X0, p#0, =0, $=0

Tabela I1-Possiveis solugoes de 13.24.

Estas solugoes sao indicativas. Para caracterizé-las precisamos verificar se
sao pontos de minimos estaveis do potencial efetivo. E ai, a exemplo do que
foi feito para o modelo A¢* — O(N), a expressdo I3.25 para Vg[X, p] serve

como balizamento nesta verificagao.



I4-QUEBRA ESPONTANEA DE SIMETRIA
Solucoes das Equacoes de Massa (“Gap”)

21

Dispondo das expressoes formais do potencial efetivo e das equagoes

de “gap”, passamos a analisar o modelo no que tange a quebra espontanea

de simetria. ¢2 > 0 e 92 > 0 é uma restricio sempre presente nas nossas

consideragoes.

I4.1-EM DUAS DIMENSOES

As expressoes formais contém divergéncias ultra-violetas que precisam

ser canceladas. Efetuamos estes cancelamentos, renormalizando os parame-

tros nus, até agora presentes nas expressoes 13.22, 13.23 e 13.24, da seguinte

forma

243
d
|

hiz

onde M é o ponto de renormalizagao.

1
Renmil:
_ 24
Ren  d
1
Ren_-};z—
_ 243
Ren_T
1
Ren  hia

*f(
*f(

d’k 1

27)2 k2 + M2

d2k 1

27)2 K2 + M2

I4.1a

I4.1b

I4.1c

I14.1d

I4.1e

Em termos dos parametros renormalizados—vamos escrevé-los sem o

subscrito “Ren” para nao carregar a notagao—o potencial efetivo sera
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- ——¥2_ 2 2 p2_
VEs mX T am o(M) X he
p P 2 2
— —1In + =+ X 14.2
4 po(M) v Riz
onde
2
Xo(M) =M? exp (—1 _ 8mh ) I4.3a
d |Ren
2 83
po(M) =M*exp | -1 — 7 |n I4.3b

Para evitar que o potencial efetivo desenvolva uma parte imaginaria, des-
necessaria na determinacao do estado fundamental, impomos que X > 0 e
p20.

Em termos dos parametros renormalizados, o sistema de equacoes 4.1

sera
2 2 1 ex
B Sy B —1 I4.4
QB hlx h12p+ 47 nXo(M) @
2 2 1 ep
Yp2=—p——X+—In I4.4b
h2 p h12 47 Po (M)
X¢=0 I4.4c
P =0 I4.4d
E o potencial efetivo como funcgao de X e p é
1 1 1 1 2
V = X2 4 — —pf e —p— — .
Ef[X’p] hl A + 47TX * h2 P + 47Tp h12 Xp I4 5

E facilmente verificsvel que VEg¢[X, p] é uma funcdo convexa cujo valor mini-
mo na regiao delimitada por X > 0e p > 0 ocorre em X =0 e p = 0 e entao
VE£[0,0] = 0.



23

Da tabela I1 das possiveis solugdes para o sistema de equacdes I4.4, veri-
ficamos que nenhuma das possibilidades que implique em quebra espontanea
da simetria continua O(NN) x O(N) satisfaz I4.4. Por exemplo a solugao
X=0,p#0,¢#0,% =0leva a que > = —0o0 e isto contradiz a imposigao
inicial de que ¢? > 0 e Y2 > 0. Este resultado é concordante com o teorema

de Coleman-Mermin-Wagner.

Temos, no entanto, de mostrar que a solugao X # 0, p # 0, ¢ = 0,
1 = 0, para I4.4, existe e corresponde ao minimo do potencial efetivo. Para

facilitar esta tarefa consideraremos o modelo O(N) x O(N) com a simetria

discreta
p—Y e YP—g
e portanto
=g XalM) = (M) = ao(M)
b hy R 0 = g = ey
Assim, as equagoes 4.4 serao reduzidas a
2 2 1 ex
EX“' h—lzp i a0 (M) == {J 14.6a
2 2 1 ep
—p— — —1In = I14.6b
hp h12X+4‘K ag(M) 6

Reescalonando X — ap(M)Xx/e e p — ap(M)p/e temos

a(M)X-b(M)p+Inx=0 I4.7a
a(M)p—bM)X+Inp=0 I4.7b

Subtraindo 14.7b de I4.7a, temos
(a(M)+bM)) (X —p) =Inp/x I4.8

Esta equacao indica que a solugao para o sistema I4.7 estd na reta X = p,

pois se X > p ou X < p os dois lados de I4.8 sao incompativeis.

Esbocamos na figura I1 a solucao grafica do sistema de equagoes 14.7.
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Figura I1-Solucao gréfica do sistema de equacgoes 14.7.

A condigao imposta por I4.8 implica em que sempre havera uma unica
solucio para I4.7. E na regiao hachurada, inclusive a fronteira, que temos
$? > 0 e/ou ¥? > 0 (é a regido de validade do modelo). Como o menor valor
do potencial ocorre no ponto mais préoximo da origem, entdo, na regiao de
validade, o minimo do potencial ocorre no ponto A onde ¢? = 0 e ¥? = 0.
Concluimos portanto que ndo ha quebra espontanea de simetria. Como ji

era esperado.
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14.2-EM QUATRO DIMENSOES A TEMPERATURA FINITA

Como ja foi demonstrado, por varios autores, o procedimento para
renormalizar uma TQCTF é o mesmo adotado para renormalizar a referida
teoria a temperatura zero. As divergéncias ultra-violetas independem da
temperatura. Assim eliminamos as divergéncias presentes nas expressoes

formais 13.22, I3.23 e 13.24, renormalizando os parametros nus da seguinte

maneira
A 54
hil Ren hil + % ((21;)64 K2 (k2 i M?) desn
2 2 A g4
% o = % +/ ((217:;4 %2- 14.9b
A g4
_1; Ren hi2 it ';' (gwi;‘i 2 (k2 :- M) I4.9¢
2 2 A 4
z_gz BEd, 25_2 (%r])g_‘* 7:3 14.9d
-}5—2 e = him I4.9¢

onde M? é um pardmetro de escala associado ao ponto de renormalizacio e

A o “cut off” ultravioleta usado na regularizacao das integrais.

E interessante observar que nao ha nescessidade de subtrair infinitos
do pardmetro de acoplamento mituo 1/h;s. Ele ja é finito. E, apesar de
estarmos tratando o modelo numa ordem superior a um “loop”, o fator de

renormalizacdo da fungdo de onda é 1 (um).

O fato de usarmos as expressoes 4.9 para renormalizar o modelo nos
permite, de imediato, descrevé-lo em termos de pardmetros invariantes por

mudancas no ponto de renormalizacio. E evidente que

2 2 1 1
£ == [N, I 14.10

d |Ren 8 d |Ren h12 Ren - h12
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(o mesmo para

ndo dependem de M2. Por outro lado, para 1/hq|,_

1/hs| . ) observamos que

1 1 1 M\ ?
—- - e 5
mOD (M)~ 320 ( M ) I

Entao definimos
32 -n‘

— 2% 2 L ha(M)
Xo = M~ eh1(M) po-—Mez() 14.12

estes sdo parametros positivos, independentes do ponto de renormalizacao

M?2. S3o escalas naturais de massa com os quais redefinimos os campos

X — XoX  p— pop 14.13

Em termos destes novos parametros o potencial efetivo passa a ser

_ X X 2 4 XoX
Ves =+ 3oz 1o 75 + XoX(¢" - 1t T 1-2(F)]+
2 2
per’ . P 2 sy (POP\] _
t 3opz 1B 5 T Popl¥ ¢°)+45T [1 ( )]
2
— EXOPOXP I4.14

e as equagoes de vinculo serao

T2 2
¢° = ¢p — XOX = X = —F (XOX) —pPop I4.15a
h
pop Z__ pop\ , 2
Y=y - ohp- 12F(T2 ) + SXox 14.15b
X =0 I4.15¢

pp =0 14.15d
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onde 45 [
ey e y2+x2
B@)=- | dyyln(l e~V )
472 d
F(z) = 15 2z E®)

sao resultados, bastante conhecidos, dos cdlculos do modelo A¢* — O(N) a

temperatura finita.

Substituindo I4.15a e b em I4.14, obtemos o potencial efetivo
VEs[X, p, #(X, p), ¥(X, p)] como funcio dos campos de X e p

2

Vs, ol = = % 1n yex - XoXTF(?f)“—QTﬂI—E(*’?—f)]—
B - e p (30)+ -5 (32)]+
¢ 5 %XOPOXP la-{0

Da tabela I1 das possiveis solugoes para o sistema de equagoes 14.15, ve-
rificamos que todas as possibilidades sao factiveis a depender dos paradmetros
$3, Xo, Y3, po € 1/h. Por exemplo, a solucio X =0, p =10, ¢ # 0, ¥ # 0,
com quebra da simetria O(IN) x O(N), indo para O(N —1) x O(N —1), leva
o sistema I4.15 para

¢ =47 — T°/12

¥* =¢§ — T?/12
Este, evidentemente tem solugio real se ¢ > T2/12 e ¢ > T?/12. E
interessante observar, ja aqui, que a temperatura poder4 restaurar a simetria
levando O(N — 1) x O(N — 1) para O(N) x O(N — 1) ou O(N) x O(N).
Na situagao particular em que tenhamos ¢2 = 2, haverd uma temperatura
critica T, = 1/12¢%, que restaurara a simetria O(N) x O(N).

I4.17

Do conjunto de solugbes de I4.15 devemos extrair a que corresponda
ao minimo do potencial efetivo—o estado fundamental—e dai verificar a

existéncia ou ndo de quebra espontinea de simetria.
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Para a determinacdo do estado fundamental a temperatura finita, nos
guiaremos pelo comportamento do modelo a temperatura zero, avaliando
em cada passo os efeitos térmicos. Como o sistema de I4.15a e b nao pode
ser resolvido analiticamente, para X e p, analisamos o comportamento do
potencial, como funcdo de ¢ e ¥, Ugs[¢?,¢?;T], indiretamente através de
VeslX, p, 9%, ¢% T, VEs|X, p; T, %[X, p; T] e ¥?[X, p; T]. Este procedimento
indireto ja foi adotado para se estudar o modelo A¢* — O(N) e o modelo de
Higgs abeliano.

Abrir Paréntesis: Relembremos o modelo \¢* — O(N)

Neste ponto vamos fazer uma pequena pausa na andlise do modelo
O(N) x O(N) para relembrarmos aqueles aspectos do modelo A¢* — O(N)

que achamos relevantes para o proseguimento do nosso estudo.

Um tratamento bastante detalhado deste modelo foi feito por da Silva
na sua tese de livre-docéncia. Aqui faremos, simplesmente, uma releitura
deste trabalho.

A oportunidade disto se deve ao fato de que o modelo O(NN) x O(N) se
reduz a um A¢* —O(N) nos planos de corte X = 0 e p = 0. Poderemos, entéo,
mais adiante, “compor” o modelo O(N) x O(N) a partir de suas “projegoes”

sobre os planos X =0e p=0 e Xp.

As expressoes basicas para a determinagao do estado fundamental do

modelo A¢* — O(N) sdo: a expressao do potencial efetivo como fungéo de X

e ¢?

dor o K XeX(# - 43) + 1 [1 - (XLX)] 1418

V, 2T =
BfX 65 T] = 3502 Je 45 T?

as equagoes de vinculos entre X e ¢
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X¢=0 14.19a
xox T? | (XoX
$? = ¢2 — - EF( = ) 14.19a
e o potencial efetivo como fungé,o de X
e T xox T g M
14.20

Todas elas obtidas a partir das suas correspondente 14.15 e 14.16, tomando
p = 0 (projetando sobre o plano p = 0).

Além das expressoes acima, dois outros dados serao considerados: pri-
meiro, suporemos uma temperatura suficientemente alta para que possamos
tomar F(~ 0) =1 e E(~ 0) = 1; segundo, nos restrigiremos a apenas valores
reais para o potencial efetivo. Isto nos impde valores de X reais nao negativos
(X > 0) por conta do termo X?InX em I4.18 e I4.20 e introduz limites ao

valor maximo de ¢?[X;T]. Estas restri¢des néo sao feitas por da Silva.

O comportamento de ¢?[X;T] é representado na figura 12 para ¢Z > 0

e algumas temperaturas tipicas

O modelo A¢* —O(NN) é definido para ¢? > 0 real. Isto em conjunto com
a imposicao de que X > 0 estabelecem o valor méximo de ¢? como sendo
2 Xo 1

161r2

e a consequente relagao entre os parametros Xp e d)o e a temperatura

qua:c = ¢0

16 T? 1
il (qbo ) > = (de ¢hrer 20) 14.21

Ha, também, um limite maximo para a temperatura, T,

472 e
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SRR [, fp
|

hY
\
%
o

— . — —

Figura I2-Esbogos de gréficos de ¢?[x;T] para algumas tempe-
raturas tipicas. 2 >0e T, > T > T*.

acima da qual o modelo nédo faz sentido, pois ¢? torna-se negativo.

Como podemos ver dos graficos da figura 12 , a um mesmo valor de
#? > 0 correspondem dois valores de X—X; < 1 /e e Xrr > 1/e—a nao ser
para ¢%,,. onde X; = Xy = 1/e. Usando a expressdo [4.18, percebemos
que o potencial efetivo em termos do campo basico, ¢, do modelo

Ugsl¢* T = Vs [X[¢7], 6% T}

é uma funcdo bivalente (com dois ramos) de ¢?; sendo ¢2,,_ o ponto de

bifurcacao.

Nao dispomos de uma expressdo analitica para Ugs[¢?; T], pois 14.19b

(lembre-se F(0) = 1) néo é inversivel—nao podemos construir X = X[¢#?]—no
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entanto podemos inferir muito a cerca de Ug;[¢?; T}, a partir de que

dUgs[¢% T) = dViy [x[4%], 6% T
_ [3VE §dXx = OVgg
T | Ox d¢? = 0¢?

|«

Usando a equagao de movimento para o campo X e a expressao [4.18, temos

8VEf _ 3VEf _ 9
ax -0 e EYE = XoX[¢']
portanto
dUEgs(¢*; 7]
Froa XoX[¢?] > 0 14.22

O potencial Ug f[¢?; T] é uma fungao crescente de ¢ pelos dois ramos—
X1[¢?] ou Xrr[$?]—independentemente da temperatura. Tem seu valor m4-
ximo em ¢3,,. e seu valor no ramo II é sempre menor que o correspondente

no ramo I. De fato, a partir de 14.22

2

Ursl¢%5 ] = Usslohrasi T1 - [ a6 xoxts’

como o intervalo de integragdo e o integrando sdo positivos e Xr[¢?] >
X1[#?], temos

Ups(6310s: T) > Ug[6°: T) > Ugs[o®; T 14.23

Os pontos estaciondrios do potencial efetivo—os vacuos do modelo—

entre os quais deve se encontrar o estado fundamental sao obtidos de

dUgs[¢*T] _
6 =0 = X¢=0
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e da relacao de vinculo entre ¢ e X

T_2 _ XoX
12 1672

BVEJ'[X: ¢’2;T] =)

1
X nx

= = -

sao, portanto, as solugdes do sistema de equagdes de vinculo I4.19a e b. Os
vacuos sio de duas naturezas: com quebra espontdnea de simetria (QES)
X =0, ¢* # 0 e sem quebra espontinea de simetria (SQS) X # 0, ¢> = 0.
Na figura I2 vemos que para temperaturas e parametros compativeis
com a condigdo I4.21 sempre ocorre um vacuo SQS no ramo II. Ja no
ramo I tanto pode ocorrer vacuo com QES quanto SQS. Como no ramo I1
o potencial efetivo é menor que no ramo I (14.23), o estado fundamental do

modelo é o vacuo SQS do ramo II.

Estes foram argumentos extraidos dos trabalhos citados. Noés usamos
um outro argumento para determinar o minimo do potencial efetivo—o es-
tado fundamental do modelo. Superpondo em um mesmo grifico ¢?[x;T] e
VEe¢[X; T), verificamos, pela simples inspe¢do, que o menor valor do poten-
cial ocorre exatamente para aquele valor de X no ramo IT que torna ¢? = 0.
Portanto, o estado fundamental é o vacuo SQS do ramo II. Na figura I3,
temos este procedimento exemplificado para 7' = 0. E evidente que 0 menor
valor do potencial ocorre para X4 onde ¢? = 0. Vgs[X; T] é representado na

figura I4 para algumas temperaturas.

Uma 1ltima observacgao: foi provado, analisando-se o comportamento
da funcdo de vértice de dois pontos (em da Silva, por exemplo), que o vacuo
SQS do ramo I é estavel e que o vacuo SQS que eventualmente ocorre no

ramo I é instdvel—é um vacuo falso.

Fechar Paréntesis



Figura I3-Curva 1 representa ¢?[X;0] para ¢3 > 0. Vg¢[X;0] é
descrito na curva 2 para ¢3,,, > X3/64r%e® e na curva 3 para

2 ae < X3/647%e?; em qualquer caso, as raizes e os pontos
criticos de Vg¢[X; 0] sdo sempre os mesmos.

Figura 14-VEgs[X;T] para algumas temperaturas. A tempera-
tura deforma Vgs[X;T], no entanto, ndo muda o ponto X4 onde
ocorre o seu menor valor.

33
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Com o que foi dito acerca do modelo A¢* — O(N) em mente voltemos &
determinagao do estado fundamental do modelo O(NN) x O(N).

Nas nossas analises, levaremos em conta que a temperatura é suficien-
temente elevada para que possamos tomar F(~ 0) =1 e E(~ 0) = 1. As

expressoes basicas se tornarao: o potencial efetivo

xox2

VeslX, p, 9%, % T) = + XoX(9® — #3)+

7
+‘°°" \p[+pop(¢2 ¥3)—

gX X
h 0POAXP,

as equagoes de vinculos entre os campos

T2
XoX 2
¢ = (gbo 12) T Inx + 7 Pop I4.24a
T2
2 2 L7}  pop 2
P* = (d)o 12) 6.2 Inp+ thX 14.24b
Yi=0 14.24c
pY =0 14.24d

e o potencial efetivo como fungao dos campos auxiliares X e p

0X2 e
VX, 9T = 32 In/ex — 73 XoX+
_ P T?
1 —
~ 3oz mVer— Topopt
2
+ 3 XopoXp 14.25

Observamos, nas equacgoes [4.24a e b, que a temperatura tem a funcio de
modificar os valores dos parametros ¢3 e 2.
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Um tratamento algébrico do problema é impraticvel. E impossivel in-
verter o sistema de equages I4.24a e b e obter X[¢?,4?;T] e p[¢?,¥?;T) e
assim construir o potencial efetivo em termos dos campos bésicos, ¢ e ¥, a
partir do qual encontramos o estado fundamental. Nos resta, entdao, a pos-
sibilidade de um tratamento qualitativo que faremos, analisando o compor-
tamento de ¢?[X, p; T, ¥2[X, p; T] e VE¢[X, p; T] no plano Xp. Relembramos
que o estado fundamental do modelo é a solugao do sistema de equagoes de

vinculos (equagées I4.24) que minimiza o potencial efetivo.

Vejamos algumas propriedades do potencial efetivo e das expressoes de
&*[X, p; T] e ¥2[X, p; T] que nos serdo tteis para a determinacao do estado

fundamental do modelo.

Por conta do termo X In X presente na expressio de ¢?[X, p; T], dois valo-
res distintos de X—X1 < 1/e e X5 > 1/e—fixado p podem fornecer o mesmo
valor de ¢?[X, p; T]. Para 9?[X, p;T] é o termo pln p que gera esta situagao;
criando as regioes pr < 1/e e pyr > 1/e. Isto implicard em que o potencial
efetivo, em termos dos campos bésicos, ¢ e 1, seja uma funcao multi-valente

com uma estrutura de folhas bastante complexa (use a expressao 14.23).

Ainda devido aos termos logaritmicos, o potencial efetivo pode desen-
volver uma parte imagindria inconveniente para as nossas analises. Dese-
jamos evitar instabilidades associadas & criagdo e destruigao de particulas.
Isto nos obriga a que X > 0 e p > 0. Esta condicido de realidade para o
potencial, em conjunto com o fato de que o modelo O(N) x O(N) é definido
para ¢? > 0 e ¢ > 0, nos levam a estabelecer o que chamaremos de regido de
validade do modelo no plano Xp. Regido onde ¢? > 0, ¥? > 0 e o potencial

efetivo é real, simultaneamente.

O comportamento de ¢?[x,p;T] é descrito, graficamente, nas figuras
I5a~-I5d seguintes.

O comportamento de 3?[X, p; T] é semelhante ao de ¢2[x, p;T] . Para

descreveé-lo, basta trocarmos nas figuras I5a a I5d X por p e, evidentemente,
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Figura I5a-Esbogo da superficie ¢?[X, p;T] para 1/h > 0. Na
reta X = 1/e estdo os mdximos para cada corte p = const..

i &

Figura I5b-Gréfico do corte ¢?[x, p;T] para p = const.. Em

cada um destes planos ¢? comporta-se como no modelo
A¢* — O(N). O ¢3,,, ocorre em X = 1/e.
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Figura I5c-Corte ¢?[X, p;T] no plano X = const.. E uma reta
cuja declividade é proporcional a 1/h. Para 1/h < 0 a “calha”
da figura I5a se volta para a esquerda.

38g* o

Figura I5d-Esboco da curva de nivel ¢*[X,p;T] = const.. O

vértice estd sempre na reta X = 1/e quaisquer que sejam os va-
lores dos parametros e da temperatura. A seta indica como a
curva se desloca com o aumento da temperatura. Na regiao I

@[, p; T] > const..
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Xo pOT po € @2 por 2. Observe que o eixo das curvas ¥*[X, p; T] = const. é
areta p=1/e.

As curvas ¢2[X,p;T] = 0 e ¢?*[x,p;T] = 0 dividem o plano Xp em
vérias regides (figuras 16). Na regido I (inclusive fronteiras) $% > 0 e/ou
2 > 0 para X e p reais nio-negativos. Esta é, portanto, a regiao de vali-
dade do modelo. Fora da regido I ¢?[X, p;T] e ¥?[X, p; T] s6 serao positivos
simultaneamente se um dos campos X ou p ou os dois forem complexos. Isto
introduzird uma parte imaginaria no potencial efetivo que, como ja dissemos,

pretendemos evitar.

Como podemos ver, nas figuras 16, a regido de validade assume vérias
formas a depender dos parimetros e da temperatura. Pode até colapsar;
nao existir. Estabelecem-se, assim, limites para os valores dos parametros
e temperaturas fora dos quais o modelo nao faz sentido, isso €, nao se tem
#2[x, p;T] > 0 e ¥?[x, p; T] > 0 simultaneamente. Diferentemente do caso

do modelo A¢* — O(NN), aqui ndo conseguimos determinar estes limites.
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x

Figura I6a-Exemplos de regices de validade do modelo para
diferentes valores de ¢% e/ou T, com 1/h > 0.

s +~ ~
]
/

Figura I6b-Outros exemplos de regides de validade do modelo
para 1/h > 0.
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Figura I16d-Outros exemplos de regides de validade do modelo

para 1/h < 0. As setas indicam como as curvas se deslocam
com o aumento da temperatura.
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Os pontos de intercegao das curvas ¢2[X, p;T] = 0 e ¥2[x, p;T] = 0 entre
si e com os eixos X e p sao as solugoes do sistema de equagoes de vinculos
(equagoes 14.24). Sao os pontos estacionarios do potencial efetivo. Na tabela

12, descrevemos as simetrias destas solugoes para os casos exemplificados nas

figuras I6.
O(N)xXO(N) O(N—1)xXO(N) O(N)xO(N-1) O(N—-1)xO(N—1)

a A D

A" D'
b A B C D

A D B’ c!
¢ A B cC D

A B '

d A D

A" D

Tabela I12-Simetrias dos pontos assinalados nas figuras I6.

Observamos ainda, nas figuras I6 (ou equacdes 14.24 se o leitor preferir),
que, dado um conjunto de pardmetros @3, ¥3, Xo, po € 1/h e uma temper-
atura T, para os quais o modelo faz sentido—a regido de validade contém
pelo menos um ponto—sempre ocorrera uma solugao SQS. Notamos também
que o aumento da temperatura desloca as superficies ¢%[X, p; T] e ¥?[X, p; T
nos sentidos indicados pelas setas, podendo desacopld-las completamente.
O aumento ilimitado da temperatura torna o modelo sem sentido. Numa
situagao nao tao drastica o aumento, digamos, razoivel da temperatura leva

o modelo para uma fase simétrica (figuras I6a e d).

Sobre o potencial Vg¢[X, p; T] observamos que para T = 0 e 1/h = 0
VEs[X, p;T) tem dois pontos estaciondrios. Um minimo em (0,0) e um
méximo em (1/e,1/e). Ao ligarmos o acoplamento miituo, 1/h # 0, o
maximo ocorrerd em (X > 1/e,p > 1/e)se 1/h > 0ouem (X < 1/e,p < 1/e)
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se1/h < 0. A temperatura desloca 0 maximo e o minimo na diregao do ponto
(1/e2,1/e?) e, a exemplo do que ocorre com o modelo A¢* — O(N), pode de-

formar o potencial Vgs[X, p; T] a ponto de suprimir os pontos estacionarios.

O comportamento de Vg¢[X, p; T] ao longo de qualquer plano vertical
(ao plano Xp) que passe pela origem é, qualitativamente, dado por

VeslX,p;T] ~ —ax*In(bX) - T?cx  (faa p = aX)

Ou seja, reduz-se ao potencial do modelo A\¢* — O(N). Portanto, o menor
valor de VEf[X,aX;T], na regido de validade do modelo, ocorrerd para o

ponto mais afastado da origem.

Composto o quadro sobre ¢*[X, p; T, ¥2[X, p; T] e Vg¢[X, p; T] passamos
a tratar do potencial efetivo descrito em termos dos campos bésicos, ¢ e 1, do
modelo. Apesar de nao dispormos da expressdo analitica para Ugs[¢?, ¥?; T

sabemos que

Uesl6®,¢% T = Viy [X[6%, ¥7], p[#%, 7], 6%, % T] 14.26

Expressao que esclarece a multivaléncia do potencial Ugs[¢?,¢?; T]. Ve-
jamos como. Dado um par (¢?,%?) havera, na regido de validade do modelo,
até quatro pontos—(Xry, pr), (X1, prr), (X11,p1) € (X11, p11)—que fornecem
este par (por exemplo na figura I6a os pontos A e D fornecem ¢? = 3% = 0).

Com isso, Ug f[¢2, ¥?; T] poderé assumir até quatro valores.

Ainda da expressao [4.26, temos que

dUgs = dVg;
_ [8VEf ox BVEf dp L BVEf-
T L Ox 8¢ 8p 8¢ 8¢2? |

OVEy OX OVgy Op 3VEf-
+ | e gt ol 5y? |

do>+
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Mas das equagoes de movimento para os campos auxiliares X e p e das

expressoes [4.24, temos

Vg f Vg f Vg f dVE f
- — = = > — >0 14.27
logo
dUgs = XoX[4?,4°]dé* + pop[d”, ¢°|dy? I14.28

A solugao de GUEf[qb?, ¥?;T] = 0, ou seja, de
X[¢*, 4] =0 e  p[¢*¥°]=0

é o ponto (¢4 = @5 — T?/12,¢% = o2 — T?/12). Observamos que para
¢ = ¢%4 e Y? = 1% as equagdes [4.24a e b serao

2
0= — Xod 111X+ T Pop
_ pop 2 '
ST Rl e

Com, evidentemente, duas solugdes: uma (X4 = 0,p4 = 0) e outra (X, >
1/e,ply > 1/e).

O potencial Ugf[¢%, ¢%; T é bivalente. Para X4 = 0e ps = 0 (¢%,%3%)
é um ponto estaciondrio de Ugs[¢?,¢?;T], alids é um vécuo com QES e
Ugs[¢4,¥%; T = 0. Para Xy > 1/e e p’y > 1/e Ugs[¢%,v%; T] # 0. Infeliz-
mente, diferente do modelo A¢* — O(N), aqui ndo temos como comparar os
dois valores do potencial. Afora o ponto (¢%,%%) o potencial Ug ¢[¢?,%?; T
é uma funcao crescente de ¢? e ¥? sem méximos ou minimos locais. A
existéncia de um destes pontos implicaria no gradiente de Ugs[¢?,v?; T
ter componentes negativas em pontos proximos do maximo ou minimo, mas

isto contradiz [4.27. Portanto, o maximo de Ug f[¢2,¢2;T] deve estar o
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mais afastado da origem, enquanto o minimo deve estar o mais préximo ou

mesmo coincidir com a origem do plano ¢?¢2.

Pelo que dissemos sobre Vg¢[X, p; T'] (pdgina 44) e sobre Ug¢[¢?, ¥?; T,
somos levados a concluir que o menor valor do potencial efetivo—o es-
tado fundamental do modelo—ocorre para uma solugdo SQS do sistema de
equagoes 14.24. O ponto mais afastado da origem do plano Xp, na regiao de
validade do modelo, é sempre uma solugao SQS (figuras 16). A origem do
plano ¢?+? é uma solugiao SQS.

A determinacdo do estado fundamental do modelo O(N) x O(N) na
situacao mais geral, como fizemos, nao é muito precisa. Entretanto, quando
particularizamos os parametros, fazendo ¢3 = ¥2 e Xo = po, este problema

é resolvido completamente.

Neste caso, além da simetria O(IN) x O(N) temos a simetria discreta
¢ = 1 ou em termos dos campos auxiliares 0 modelo é simétrico na troca
de X por p. Por conta desta simetria o maximo de Vg ¢[X, p; T], obrigatoria-
mente, ocorrera no plano X = p. Também estd neste plano a solugao SQS
(representada pelos pontos A e A’ nas figuras 16). Diante destas peculiari-

dades, basta estudarmos o modelo ao longo deste plano.

No plano X = p o modelo O(N) x O(N) reduz-se a um modelo A\¢* —
O(N) descrito pelas equacoes

X5x>
Veslx, ¢%T) = Tgfﬁ In (e"(327r2 Jh+1/2) x) + 2Xox(¢* — ¢2) I4.30
T XoX _
¢* = (¢g - —15) ~ e g Cactlrd I4.31a
Xo=1 I4.31b
b . o T2
Ver[X;T] = - 1g1r2 In (e—(32w2/h_1/2) x) — —6—X0X 14.32

Na figura I7 esbogamos, numa escala conveniente, os graficos de ¢?[x;T] e
Ves[X;T] paraT =0
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Figura I7-Gréficos de ¢?[X, p; T] e Ves[X, p; T] a0 longo do plano
X=pparaT = 0.

Como podemos ver, todos os “pontos notdveis” (pontos estaciondrios e
raizes) das fungoes tem suas posigoes dependentes de uma unica forma da
constante de acoplamento mutuo 1/h. Uma variacdo em 1/h muda a posigao

dos “pontos notaveis” concomitantemente.

Ja tinhamos demonstrado que o estado fundamental do modelo
Ag* — O(N) é a solugdao SQS representada pelo ponto A na figura I7. Por-
tanto, este é também o estado fundamental do modelo O(N) x O(N). Esta
conclusao estd de acordo com a encontrada, independentemente, por Kli-
menko (1989), que demonstrou que a solugdo SQS do modelo O(N) x O(N)

¢ a Unica nao taquidénica—representando um vacuo estavel.
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I5-CONCLUSOES

Determinamos o estado fundamental do modelo O(N) x O(N), anali-
sando, indiretamente, o comportamento do potencial efetivo em termos dos
campos bésicos, ¢ e 1, a partir de ¢2[X, p; T], ¥2[X, p;T] € VEs[X,p; T] em
duas e quatro dimensdes. Levamos em conta a simetria discreta ¢ = 1.

Em duas dimensées o modelo tem um tnico vacuo. Este é sem quebra
de simetria e é o estado fundamental do modelo, confirmando o teorema de

Coleman- Mermin-Wagner.

Em quatro dimensoes, para um conjunto de parametros e temperatura
para os quais o modelo faz sentido, poderdao ocorrer vacuos com QES e
sempre ocorrerd um vacuo sem QES. Este ultimo é o estado fundamental.
Portanto na regido de validade do modelo nao ha possibilidade de que a

simetria possa ser espontaneamente quebrada.

Ainda em 4-D o aumento razoavel da temperatura leva o modelo para
uma fase onde todos os vacuos tem simetria O(N) x O(N). Isto confirma os
resultados de Fujimoto e Sakakibara (1985) e Manesis e Sakakibara (1985).
No entanto, aqui observamos que o aumento ilimitado da temperatura torna

o modelo sem sentido.
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APENDICE IA

Célculo de det D! para a Teoria
representada em 12.12

Para o cdlculo de D~! vamos admitir que apenas ¢! e ! possam vir a
ter solugoes classicas nao nulas. Isto ndo implica em perda de generalidade
mas, simplesmente, estamos estabelecendo de antemao as diregoes do espaco

de O(N) x O(N) onde possa vir ocorrer quebra de simetria. Assim, a partir
de 13.15

iD= 1 IA.1
ab 545&(-’5)6451)(31) ¢a=¢acléasico ’

¢b=¢§)l&asico

temos

iDyy = 2N/h iD;! = 2N/h,
iD3! = 2N/hiz
D}, = (—0,0" — X)bab iD,}, = (=8,0" — p)éas

IA2
o T | _
1Dy, =
iDy; = —VN¢ba iD>J =0
=1 -—-1
iDyy =0 iD= —VNtpba1

A partir destas expressoes, a matriz {D~! ser4 representada a seguir

com
Ay =(-0,0" — X)
Ay =(~0,0" - p)

IA.3
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2N/hy 2N/hi; —VN¢ 0 0 0 0 0
2N/hi; 2N/hy 0 —vVNy 0 0 0 0
—vVN¢ 0 Ag 0 0 0 0 0
0 —V/Nvy 0 Ay 0 0 0 0
0 0 0 0 Ay 0 0 0
0 0 0 0 0 Ay O 0
0 0 0 0 0 0 Ay 0
0 0 0 0 0 0 0 Ay
=iD™'  TA4
Portanto o terceiro termo da expressao 13.19 sera
1 —~3
—2—"1\7 1]1 (det(Dab ) =
_ 1 o NAN[ 2 oa-1 2 9.1 2 2A-1a-1, 1
- 2N{N Bp Ay [_h2¢ = hl‘/’ By +OY 8 Ay 4d}}
1 1 1
_1_ __2_ 2A-1 _2__ 2 A -1 2,12 A—1A—1 _}_
+2N1n[ hzd) B h1¢ By TV A Ay +4d]

Desprezando as ordens subdominantes em 1/N temos

| " 1 1
ﬁln (det(Dabl ) = 5111 A¢+ 5111A¢,
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CAPITULO II
MODELO DE THIRRING EM 3D

IT1-INTRODUCAO

Teorias quanticas de campos em trés dimensées tém se mostrado promis-
soras na explicagio do efeito Hall quantico (Girvin e MacDonald (1987)) e da
supercondutividade a altas temperaturas (Wiegman (1988)). H4 ainda teo-
rias que em trés dimensdes exibem aspectos interessantes como estatisticas
exéticas, spin fraciondrio (Wilczek e Zee (1983)) e campos de “gauge” com
massa (Schonfeld (1981), Deser, Jackiw e Templeton (1982)). Estas foram
algumas das razoes que nos motivaram a estudar o modelo de Thirring em
3D. No entanto, aqui neste trabalho nos ativemos ao contexto do préprio
modelo—uma TQC.

O modelo de Thirring U(N) é uma teoria de campos fermiénicos com
um acoplamento corrente-corrente, (1)y*1)2, onde os férmions sio N -pletos
de U(N). As exigéncias de renormalizabilidade, em 3D, nos obriga a trat4-
lo na expansao 1/N. Isto faz com que apareca um campo auxiliar vetorial
massivo. O modelo assume a face de uma eletrodindmica de Stuelckberg e
muitos dos nossos resultados assemelham-se aos da QED e de outras teorias

de “gauge”, tratadas em trés dimensdes.

Em tés dimensdes ha duas representacoes inequivalentes das matrizes de
Dirac. Em uma, as matrizes sdo 2X 2 e na outra 4 x 4. Isto nos permite tratar
o modelo considerando as possibilidades de termos férmions de duas ou de
quatro componentes. As diferengas entre estas duas abordagens tornam-se
relevantes quando as questoes ligadas as simetrias do modelo sao analisadas.

Neste particular, temos a geracao dindmica do termo de Chern-Simons que
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ocorre apenas para férmions de duas componentes. J4 para férmions de
quatro componentes, gracas a riqueza da algebra das matrizes de Dirac nesta

representagao, podemos construir duas outras correntes além das usuais:

corrente vetorial, ¥ y*1, e corrente “chiral”, 1y5y*4.

Assim, levando em conta estas duas possibilidades de representar os
férmions, estabelecemos, na se¢io 112, o modelo. Na secao II3, procedemos a
quantizacao do modelo e analisamos o conteiido de particula do campo auxi-
liar. Na segao II4, determinamos a auto-energia dos férmions, solucionando,
aproximadamente, o sistema de equagoes de Schwinger-Dyson do modelo. Na
secao II5, estudamos as simetrias do modelo. Na 1ltima secao, procuramos

resumir nossas conclusoes e apontar algum desdobramento deste trabalho.
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I12-O MODELO

O modelo de Thirring massivo é descrito usualmente pela lagrangiana
= g ,— 2
L= Lb(zﬁ—M);b—E(d;'yuz,b) IE2.1
O indice de divergéncia do vértice é
d(¥v,%)? = dimensio do espago-tempo — 2,

indicando que é renormalizavel apenas em duas dimensoes se for tratado
perturbativamente. Alids, em duas dimensées demonstrou-se, no final dos
anos setenta, que este modelo é exatamente solivel. Para isto, foi de grande
importancia o trabalho de Coleman (1975) estabelecendo a equivaléncia entre
o modelo de Thirring massivo e o modelo de seno-Gordon: um campo escalar

que satisfaz a equagao de movimento

o

D¢+ﬂ

sen B¢ =0

com os parametros o e 3 relacionados com g e com a massa dos férmions.
Referéncias podem ser encontradas na tese de doutoramento de da Silva
(1979).

Mais recentemente, ainda em duas dimensées, Gomes e da Silva (1986)
estabeleceram a equivaléncia entre o modelo de Thirring e um modelo com
campos fermidnicos interagindo via acoplamento derivativo com dois campos
bosoénicos. Yokota (1987) usou estes resultados para tratar o modelo a tem-
peratura e densidade finitas. Por iltimo Kovner e Popescu (1989) provaram
a equivaléncia, classica e quantica, com uma teoria de “gauge” U(1), con-
tendo o fermion de Thirring, o escalar de seno-Gordon e um campo vetorial

como graus de liberdade fundamentais.
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Em trés dimensoes do espago-tempo ha duas representacdes inequiva-
lentes da algebra de Dirac; uma para spinores de duas componentes e outra

para spinores de quatro componentes.

Com as matrizes de Pauli

T . 2 _ (0 =i T i O
o —(1 0) o —(z' 0) o -—(0 _1) 1122

construimos a representagao das matrizes de Dirac para spinores de duas

componentes como sendo
A0 =03 ! = ig! 72 = io? 112.3

Algumas propriedades destas matrizes relevantes para os cdlculos futuros.

Satisfazem a dlgebra de Dirac
(¥ 7r=20" (" =-g"=-9¢"=1) 112.4

fecham uma algebra dada por
[*,7"] = —2iet" Py, (e"”?  simbolo de Levi-Civita) 125

e mais
tref =11

tryty” = 2¢""
112.6
tr ytyVyP = —2ieH¥P

teyla e = 2(g g — 920 + 4 6"%)
Para spinores de quatro componentes adotaremos uma representagao

das matrizes de Dirac na qual os férmions serdo compostos por dois spinores

de Pauli com massas de sinais opostos. Assim

0 _ 0'3 0 i ’(':0'1 0
L TEVN0 -t

o2
)2 = (’g _2,2) 12.7
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Além destas matrizes temos trés outras
s_ (0 ¢ 0,123 _ (0 1
oo12_(1 0

independentes das primeiras. Estas seis matrizes satisfazem as seguintes

relacoes algébricas

{v*,7"} = 2¢* p,v=0,1,2
{v*,v'}=0 p=0,1,2 =35

112.9
[v*,9°] =0 p=0,1,2

[, 7] = 2iei* Ak i,j,k=3,56 ciclico

Particularmente se definirmos
D'=y/2  LP=+j2 L=/
verificamos que L', L? e L? sdo geradores de SU(2); fecham a 4lgebra
[L*, D7) = ée¥*L*

As matrizes 7%, ¥, ¥? e 43, que nada mais si3o do que uma representacio
das matrizes de Dirac em quatro dimensdes, satisfazem as regras usuais
destas matrizes. Em particular, o trago do produto de um nimero fmpar

delas é nulo.

Como veremos no desenvolver deste capitulo, o modelo é renormalizavel

em trés dimensoes se tratado na expansio 1/N.

A construcao da expansao 1/N para este modelo segue as mesmas eta-

pas ja& adotadas no capitulo anterior. Inicialmente, ajustamos a constante
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de acoplamento ao fato do campo fermidnico ser um multipleto de U (N).
A massa nua dos férmions contorna qualquer problema com divergéncias in-
fravermelhas que venha a surgir nos cdlculos subsequentes. Desta maneira,

a lagrangiana do modelo passa a ser
— .. g = 2
L=9GEd — M) — T (V7u¥) I112.10
onde g ¢ fixo (ndo depende de N) e o campo v tem cada componente re-

presentada por yg—a é o indice de U(N) (a = 1,2,...,N) e a é o indice

spinorial (o = 1,2 ou o = 1,2, 3,4 a depender da representacio adotada).
=P YT e Py = Poytsus
com soma sobre os indices repetidos. Em seguida, introduzimos um campo

auxiliar, vetorial, A,, de modo a eliminar a interacdo qudrtica em ITJ 2.10,

mas nao modificar o conteido fisico do modelo. Assim

1 g — 2
e O )

L=’«Z(iﬁ-M——\/%A)w+%A2

I12.11

onde a equagao de movimento para o campo auxiliar A, se reduz a equagao

de vinculo

A.u = *\/"%Z’nﬂb

Um tltimo ajuste na lagrangiana I12.3 se faz necessério por conta do
comportamento ultra-violeta do propagador do campo A,. Como podemos

ver,
i
B, = gl
T 1g
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ou melhor

1 PuPv 1 PuPy
D,=—/|g* -
T 1/g (g p? )+ 1/g p?

A parte longitudinal comporta-se como uma constante para p — oo.
Isto faz com que a teoria ndo seja renormalizdvel. Melhoramos o comporta-
mento ultra-violeta de D,,,, introduzindo na lagrangiana I712.11 um termo
de fixagdo de “gauge”, \(9-A4)2%, e postulamos que as quantidades fisicas sdo
independentes de A.

Com este novo termo a lagrangiana a partir da qual estudaremos o

modelo é
£-E(z’ﬁ—M——]L——A)z/;+—1~A2-é(6-A)2 I112.12
- VN 2g 2 '

Lembra uma eletrodindmica onde o campo vetorial 4, é massivo e estd

acoplado a uma corrente fermi6nica cuja carga “elétrica” é 1/v'N.

Para o leitor interessado as regras de Feynman, no espaco de Minkowski,

da teoria representada por I712.12 sio

o & _ 3 6ab
p’ - M

1 v 1 v  PuDv 1 PuPv
BAVAAVAVVAY Y =—-(# - )_ 112.13

N 1/ \° p? Ap? —1/g p?
i M — —-’i—i-'yu

vial
@

O propagador do campo A, tem a parte longitudinal comportando-se com
1/p? no limite ultravioleta. Evidentemente a teoria original é recuperada

para A = 0.

A partir da lagrangiana I12.12 estabeleceremos, no préximo tépico deste
capitulo, a expansdo 1/N do modelo de Thirring, e discutiremos aspectos da

renormalizabilidade do modelo em trés dimensoes.
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II3-A ACAO EFETIVA

Ha, pelo menos, duas maneiras equivalentes de proceder a quantizacao
do modelo e gerar a expansao 1/N. Somando a subsérie, na ordem dominante
em 1/N, de gréficos construidos a partir das regras de Feynman 112.13. Ou
integrando, funcionalmente, os férmions. Preferimos o segundo método para

manter o procedimento formal do capitulo anterior.

O funcional gerador das fungoes de Green é definido por

. N N . .
Z[¢ce, ¢, d,) =17/Hd1/}“ [[d%" da, exp{ifd3x [ws;1¢+
a=1 a=1
+1/2A*A A, + (Y + P(+ JA] } II13.1

—=a . . - . —a
onde (% e ( sao varidveis grassmanianas, fontes para os campos ¥ e °

respectivamente. J, é a fonte para o campo A4, e
-1 1 uy
Auy = P 29,0, 113.2a

(Sp))* = (z'a - M- %f;r) 5o 113.2b

Integrando nos férmions, obtemos
z[¢e, ¢ T =1 /dA” exp{Ntrln Sy +i/d3:r [1/2 AFATC A+
+C°5%¢t 4+ JA] } 173.3

onde tr O significa tr [ d*z (z|O|z); ou seja, o trago do operador O no espaco

das configuracbes e o traco devido ao “loop” fermidnico e

Spt = (iff - M - 1/VNA)
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A integragao nos férmions nos leva a uma teoria efetiva descrita pela

acao
SEr[Au) = %/d% A*ALLAY —iNtrln S3'

Formalmente,

InS;! =In [(id — M) (1— = ! A’)

F VNig - M
=ln(zé’—M)—§:-1-( ! . ! A)n
2 \/NF-M

portanto,

oo

1 v, 1/ 1 1 "
SEF[Ap]=§/d3a;A‘”A”3A +2Ntrzﬁ(\/ﬁia—M‘A’) _

n=1

—iNtrln(i@ — M) 1134

Esta teoria possui infinitos vértices. A ordem em 1/N de cada vértice é

N1=7/2_ onde n é o nimero de pernas externas de A, do vértice.

Nao sabemos como efetuar a integragao funcional em A,. O que nos
resta, portanto, de agora em diante é tratar o modelo “perturbativamente”

em 1/N, usando as regras de Feynman obtidas em I13.4.

Vamos apresentar e comentar algumas destas regras que achamos rele-

vantes para a compreensao do modelo aqui tratado.

O propagador nu

B = L (g;w _ PuPu) i PuPy

P ) JIp—1/g p?

é de ordem zero em 1/N.
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O vértice monolinear

. - , ek 1
e = MWW =iVNtr ey i =" 1135

A integral é nula, portanto este vértice nao contribui para a teoria. Ressalta-

mos este resultado porque o valor esperado no vacuo do campo A,, dado

(Au) = MW“+ mef;} + W%+

ORDEM S N VN 4 /& S YAVING

por

¢ nulo na ordem dominante em 1/N. Isto é mais um dado a caracterizar A,

como um campo vetorial.

O vértice bilinear

M ¥ 15N ( : v
=
A3k 1 1

== T ,M)=z'tr~/(2ﬂ_)3 }(—MT#}(—}—}J—M’Y
113.6

€ o tensor de polarizagao. Tem a mesma ordem em 1/N que o propagador nu

v

(ordem zero). E, entéo, a contribui¢do dominante em 1/N para o propagador

+ MMWweam 4 W‘{::?\MN 4 soe
N° N

completo do campo A,

?

ORDEWN. =N N N
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Este vértice é fundamental para a determinacao de propriedades do campo
A,. Lembramos que o pdlo do propagador nos da a massa da particula e o

residuo nos diz se é uma particula ou um fantasma.

Calculando os tracos dos produtos de matrizes  presentes na expressao
I113.6, obtemos

Hnv — pov d3k 1
5, M) = (4= DIMpe | 55 ot
-I-z'D/ @k k(k+p)” + K (k+p)* — k(k+p)gt + M2
(2) (k2 — M2?)[(k + p)? — M?]

I113.7

onde D é o numero de componentes dos férmions considerados.

A primeira parcela de II*¥(p, M) que ocorre apenas para férmions de
duas componentes é o termo de Chern-Simons. E relevante para a fisica de
longas distancias, causando a transmutagao do spin do campo fermidnico.
Em teorias de “gauge” ele quebra a paridade. Como é proporcional a M, ele

mostra que a origem destas mudancgas estd na massa dos férmions (Deser,
Jackiw e Templeton (1982), Niemi e Semenoff (1983)).

O termo de Chern—Simons no modelo aqui tratado é gerado dinamica-
mente. E um contratermo originalmente ausente da lagrangiana (ou acio)
cldssica, no entanto, por ser finito ndo compromete a renormalizabilidade
da teoria. As consequéncias da presenga deste termo para as simetrias do

modelo serao consideradas mais adiante.

A expressao formal para II#*¥(p, M) é linearmente divergente no ultravi-
oleta. Ao eliminarmos esta divergéncia, verificaremos se a teoria é renor-
malizdvel. Vamos fazer isto mais adiante ao calcularmos explicitamente
I1#¥(p, M). Por enquanto, continuamos os comentarios sobre as parcelas

da agao efetiva Sgp[A,].
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O vértice trilinear

g s
2 d3k 1 1 i ! A
VN J @rP f-M K+p-M' f-—4-M
I13.8

é subdominante em 1/N (ordem N~!/2) e logaritmicamente divergente no

ultravioleta. Se no calculo das quantidades fisicas nos ativermos & ordem
dominante em 1/N, a divergéncia deste vértice nao trard problemas. Mas
a prova da renormalizabilidade da teoria serd incompleta se nao tratarmos
deste grafico. Adiantamos que a exigéncia de simetria do modelo por con-
jugacao de carga cancela todas as contribuigées com ntimero impar de pernas

externas de A, na acao efetiva.

A partir do vértice quadrilinear, as contribui¢des serao cada vez mais

subdominantes em 1/N. E todos os vértices sao finitos no ultravioleta.

Restringindo-nos & ordem dominante em 1/N, a acdo efetiva (para as
configuragoes de campos no espago dos momentos) serd
1 d3p

Serl&) = 5 [ 55 A /99" — 3ps" + 10 (o, M) (=) 1139

E uma expressao formal. Construimos a acio efetiva renormalizada, proce-
dendo a regularizagio de IT*¥(p, M), alternativamente, via “cut off”, Pauli—
Villars e dimensional. A semelhanca do que ocorre em teorias de “gauge”, a
comparagao destes trés métodos facilita a compreensio da geragao dinamica

do termo de Chern-Simons no modelo de Thirring.

Assim:
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a) Via “cut off”

Regularizando as integrais divergentes presentes na expressio de
I1*¥(p, M), 113.6, com um “cut off” ultravioleta A, obtemos

D .(4 — D)
pv e AN e pv pav
N (p M:A) = 62 Agt” +1 87r M F(p, M)poe*** +
D (4M? + p?) Puis
— — F py _ S I13.10
+81r [M 7 (p,M)| | g e
onde
. 1
F(p,M 2/ dz I13.11

Este método de regularizacdo, apesar de inconveniente para teorias de
“gauge”, quebra a transversalidade de IT*¥(p, M) ou, em outras palavras,
o termo de massa ~ Agt” quebra a simetria de “gauge”, aqui nio causa
problemas. Absorvemos o infinito, definindo a constante de Thirring renor-

malizada 1

91Ren
Isto torna a acdo efetiva finita.

= é—- -6?313 © 41842

Tratando-se de uma teoria com massa nua para os férmion, M, nula,
M F(p,M) = 0. O método de regularizacio nio induz o termo de Chern—

Simons.

b) Pauli—Villars

Este método preserva a transversalidade de II#*(p, M). A exemplo do
que foi feito por Redlich (1984) para teorias de “gauge”, introduzimos um
campo regulador de Pauli-Villars, com massa m, na teoria que estamos
tratando. A agdo efetiva renormalizada é construida com o tensor de polar-
1zagao renormalizado

IIn', (p, M;m) = 11*"(p, M;A) — lim II**(p,m;A) 113.13

Ren ol
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E assim, obtemos

g = z'(4 _ﬂ_D) [M F(p, M) — sinal(m)] poe**¥ +

Ren — 8
D[, (4M?+p?)
8w 4

[M F(p, M)] (g’“’ - ’3;‘%) 113.14
Este procedimento nao impde mudangas nos pardmetros originalmente
presentes na agao. Podemos, entdo, considerd-los finitos. Mesmo se M for
nula, hd a geragdo do termo de Chern-Simons por conta do processo de
renormalizagao. No entanto, para férmions massivos (M > 0), ocorre uma
situagao ambigua: no limite p — 0 M F(p, M) = sinal(M) = 1, a existéncia
do termo topolégico fica na dependéncia do sinal da massa reguladora m.

c) Dimensional

Este método de regularizacdo também preserva a transversalidade de
I1*¥(p, M). Em trés dimensdes é um método muito forte: todas as integrais
em I13.7 se tornam finitas. Ou seja, o0 método de regularizacio dimensional
de fato renormaliza a acdo efetiva, pelo menos até a ordem em 1 /N que
estamos tratando, sem que haja necessidade de renormalizar os parametros

originais do modelo. Com isto,

" (4—-D o
Hf{en(p’ M) = z( 5 )MF(p, M)poe#e¥ +
D (4M? + p?) PuP
— | M — F uy _ TRV .
+87r [ " (p,M)] (g p ) I13.15

Como podemos ver, para a massa nua, M, nula, nio h4 geragio do

termo topoldgico. No entanto, se M # 0, no limite p — 0,

g (4-D) . o
Hf{en(p’ M) = z( = )smal(M)pae“ +
D (4M2 +p2) rv pupu



67

Os trés métodos de regularizagio adotados aqui nos permitem concluir
que: primeiro, o modelo de Thirring em trés dimensées, quando tratado na
expansao 1/N, é renormalizével; segundo, a presenca do termo de Chern—
Simons, para férmions de duas componentes, pode ocorrer por conta do
procedimento de renormalizacio (Pauli-Villars). Partindo-se de uma teoria
com férmions massivos, como fizemos, ocorrera a geracio dindmica do termo

de Chern-Simons, se procedermos a regularizacio dimensional.

A partir da acdo efetiva renormalizada, via regularizagio dimensional,

o propagador do campo A, no espaco de Minkowski,

=
Du(p, M) =i [1 /9 Guv — Apupy + TIRED(, M)] I13.17
sera
8n(4 — D)M F(p, M o
Dyy(p, M) = ( ~ M @, M) P €par+
(5 +06(.0)" - (4 - DparzgzEe, )
87 ( 8 + D G(p, M)
+ ( 92 ) (g,uy _ p;f:/)
(5 +066.0)" - (4= D2y, )
_ i PuPv
T 113.18
onde
4M2 2
Gp, M) = M- B HP) b 113.19

=

Na sua construgdo consideramos p? positivo e abaixo do limiar de producao

(0 < p? < 4M?). E conveniente, nos calculos, usar o adimensional z2 =
p?/4M?2.
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Para algumas situagoes é conveniente dispormos do propagador de A,

na regiao euclidiana.

i87(4 — D)M F(py, M)
2
%+ D G(pz, M)) + (4—D)2M2p2 F*(p, M)

Dy (pe, M) = [(

]pEaeuau"‘

8w
+ 87T (? + DG(pE’M)) (6;1.1/ _ _pif”)
2
) PeuPEey
113
+)\p32 -1/g ps? -
onde
Glpe, M) = M — (4M )F(pm M) I13.21

Observamos ainda que, se tivessemos iniciado com o modelo de Thirring

sem massa (M = 0 na lagrangiana I12.10), o propagador do campo A . seria

= i132/D Puby i DuDv
e - pr __EEEE ) B 113.22
v (P) = iv/p? + 21 ( p2 ) Ap2 —1/g p2

As expressoes I13.18, 20 e 22 nos permitem investigar a natureza do
campo auxiliar A,—o seu contetdo de particula—para diferentes regimes do

momento, da constante de Thirring e nas duas representagoes dos férmions.

Trataremos, inicialmente, dos férmions de quatro componentes. Neste

caso, os pélos do propagador do campo A, sio as solugdes de

2—; +G(p,M) =0 | 113.23
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Supondo 0 < p? < 4M?, temos

2 o arctgh z s P
=2 = e = 113.24
Mg +1=(1+4+2°) . (:f: 3

cuja solugao esbogcamos na figura II1.

t i (f+ %) ARCEa X
A

I

|

| %.?O
T 2

I KETN‘D ﬁ.+i

i } M%_

T - - - - = ‘f‘ - j<o

1 >

I

Figura II1-Solucao gréafica da equagao 113.24. Pélos do propa-
gador do campo A, para férmions de 4 componentes na regiao
0 < p? < 4M2.

Como podemos ver, para g > 0 sempre haverd uma solucao para 1713.24
e a andlise do residuo do propagador, nesta situago, revela que o campo A,
estd associado a uma particula. Representa um estado ligado. J4 para g < 0

nao ha solugdo para I13.24 no regime de momentos considerado.

Considerando a regido de momentos p? < 0, temos de 113.23

o _ o\ arctg ||
i 1= =25 (a:.—ZM I113.25

cuja solugao esbocamos na figura II2.
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4
¥ [
<
4+ — — — — TSy - — — — - 8,(0
3 rx
(\_x-a.) AR %(%X

Figura II2-Solucao grafica da equagao I13.25. Pdlos do propa-

gador do campo A, para férmions de 4 componentes na regiao
2

p° <O0.

Agora o pélo do propagador do campo A, ocorre apenas para g < 0,

indicando a existéncia de tdquions nesta fase do modelo.

Resumindo. Para férmions de quatro componentes, na fase g < 0, o
espectro do modelo contém um tdquiom. J4 na fase g > 0, observamos um
estado ligado. Alids, este estado ligado também ocorre quando o modelo de

Thirring é tratado em duas dimensdes.

Passamos a investigar a natureza do campo A,, supondo férmions de

duas componentes.

A partir de I13.18, verificamos que os pélos do propagador do campo

A, sao os pdlos de

8 (& +2G(p, M) .

2
(& +26(, M) - 402p2F2(p, )
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Ou seja, sao as solugoes das duas equagoes abaixo

8?“ +2G(p, M) £ 2M+/p?>F(p, M) =0 113.27

Na regiao 0 < p? < 4M? temos de 113.27

4 9 arctghz 5 P )
et = = —— 113.28
g T1= (e F2R)— (‘” e

As solucoes destas equagoes sdo esbogadas na figura II3.

Figura I13-Solucao grafica da equagéo 113.28. Pélos do propa-
gador do campo A, para férmions de 2 componentes na regido
0 < p® < 4M?2.

Os resultados mostrados na figura II3 e a analise do residuo da expressao
I13.26 indicam a existéncia de estados ligados. Um para g > 0 e outro para
0>g>—4n/M.
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J4 na regiao p? < 0, temos, a partir de I13.27, as equagdes

47 ” . \arctgx |
R — — - .2
Mg +1=(1-2°7F2iz) - (:1: i I713.29

Estas nao tem solugées reais.

Em resumo. Com férmions de duas componentes, o modelo exibe es-
tados ligados tanto para a fase g > 0 quanto para a fase g < 0, desde que
g > —4n /M. Diferentemente dos férmions de quatro componentes, aqui nio
ocorrem tdquions. No entanto, a equacao I13.28 tem solugio na fase g < 0

se o momento, p, for complexo.

Uma sintese do que observamos sobre o conteiido de particula do campo
A,, pode ser feita nos seguintes termos. Na fase g > 0, o espectro do mo-
delo apresenta, além dos férmions, um estado ligado, ndo importando se
estamos considerando férmions de quatro ou duas componentes. J4 na fase
g < 0, o quadro é bastante complexo. Ora o modelo apresenta tiquions
(para férmions de 4 componentes), ora “particulas” de massas complexas
(para férmions de duas componentes). Estas sdo situacdes cujo tratamento
detalhado foge ao objetivo deste nosso trabalho. Portanto, de agora em
diante vamos nos ater apenas a fase g > 0, na qual o campo A, est4 associado

a uma particula—representa um estado ligado.

Evidentemente, é a presenca do termo de Chern—Simons na acio efetiva
que modifica a natureza do campo A,, quando passamos da representacio
com férmions de quatro componentes para a de duas. Isto nos leva a inda-
gar o que ocorreria se essa transigdo fosse continua. Dizendo melhor: se
a presenca do termo de Chern-Simons dependesse de um parametro que
pudéssemos arbitrar, o que ocorreria com o modelo no que tange & existéncia
de estados ligados?

Responder esta questdo é tentar trazer alguma informacio adicional

sobre as possiveis conexdes entre as duas situagdes fisicas extremas: férmions
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de quatro e de duas componentes. Para tal, vamos sintetizar as equacdes

113.24 e 113.28 numa unica expressao. A saber

_ 5 arctgh 2 p?
onde c(g) é uma constante para cada valor de g e @ é o parimetro que
controla a influéncia do termo de Chern-Simons no propagador de A,. «

varia entre 0 e 2.

Mostramos, na figura I14 e II5, solucGes das equagdes I13.30 para alguns

valores de «. Sempre comparando-as com a solugao de I73.30 para a = 0.

As solugoes graficas de 173.30, na fase g > 0, mostram que, na medida
em que « varia de 0 a 2, o pdlo do propagador de A, que é inico para o = 0,
se quebra em dois. Um a direita e outro & esquerda do original. Isto aguca
a nossa imaginacao. A idéia que nos ocorre: o termo de Chern-Simons
levanta uma “degenerescéncia”, cuja origem nao sabemos a que atribuir,
do modelo quando tratado com férmions de quatro componentes. E um
espago aberto para especulacdes. Finalmente, toda a investigagiao sobre a
natureza do campo A,—existéncia ou néo de estados ligados no modelo—foi
feita supondo férmions massivos. Isto nos remete ao préximo tépico deste
capitulo, que é verificar se hd ou ndo geragio dindmica de massa para os

férmions e as consequéncias que isto trara para o modelo.
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Figura I4b

Figuras II4a e b-Solucoes das equagoes I13.30 para alguns va-
lores de a. Os indices + e — distinguem as duas curvas do lado
direito de 113.30 que podem ser construidas para cada o # 0.
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I14-A MASSA DOS FERMIONS

A geracao dinamica de massa para os férmions e suas implicagoes nas
simetrias da teoria, notadamente simetria “chiral” e paridade, tem sido am-
plamente estudada no contexto da QED em trés dimensoes, na QCD e em
outras teorias. Nas analises que procederemos aqui, tomamos por base: Pis-
arski (1984) que estudou a quebra de simetria “chiral” na QED3; Appelquist
et al. (1985 aeb, 1986 a e b, 1988 a e b), que nesta série de trabalhos estu-
daram a quebra da simetria “chiral” e da paridade na QEDj3; Bhattacharyya
(1987), que estudou o propagador do campo vetorial na ordem dominante em
1/N, da QEDg3; Almeida e Natale (1989), que estudaram a geragao dinamica
de massa para os férmions na QED3, a partir do potencial efetivo para o op-
erador composto 11 e Nash (1989), que estudou correcoes de ordem superior
(a dominante em 1/N) & equagdo de “gap” na QEDj.

O procedimento corrente para a determinacao da massa dos férmions
consiste em resolver, numa aproximagao conveniente, o sistema de equagdes

de Schwinger-Dyson do modelo.

Usando as regras de Feynman convencionais, com as linhas duplas repre-
sentando propagadores completos, simbolicamente, as equagdes de
Schwinger—Dyson, do modelo de Thirring, representado pela lagran-
giana I12.11, sao
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Na aproximacao que iremos adotar, alids, a mesma adotada pelos au-
tores citados anteriormente, o vértice I'(p) se reduz ao vértice nu, por-
tanto, da ordem 1/ v/N. Além disto, como estamos interessados na geragao
dinamica de massa, vamos considerar a massa dos férmions nua, M, nula.

Assim, o sistema de equagbes de Schwinger—Dyson serd

Fiﬁ(p) = —'72—.&"72,6 I14.2a

D,.(p,%X(p)) = dado pela eq. I13.18 I174.2b
_ 1 [ @k [y"7°97"ka(1 + A(K)) — vV E(R)]

PAO) =200 =57 [ G s s A S A

XDy,(p—k,E(p—k)) I14.2¢

onde A(p) é a renormalizagiao da funcio de onda dos férmions e Z(p) a

auto-energia que pretendemos determinar.

A segunda etapa, corrente na literatura, das sucessivas aproximacoes
que faremos para solucionar 174.2c consiste em tomarmos A(p) = 0 e £(p) <

p- A validade deste procedimento, no modelo que estamos tratando, foi
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analisada em Gomes et al. (1990). Na realidade A(p) é da ordem 1/N e
Z(p) é nulo no limite N — oco. Isto indica a existéncia de um N critico
abaixo do qual X(p) # 0, no entanto, A(p) também ¢é diferente de zero, o
que dificulta enormemente a solugao de II4.2c. E uma situacao idéntica
a encontrada pelos autores ja citados na QED3. Prosseguimos entdo com
a aproximacao e, tomando o trago da equacdo I14.2¢, obtemos, no espaco

euclidiano,

1 [ &  T(k) [ 2 1

I174.3
E(p) = N (27)3 K2 + 22(k) +D D,k + Np— FE+ %j|

Efetuando a integragao angular, temos

S0)= pwy | P H -

k2 + X2(k
+32 n([p-—k|+32/Dg)]_
D lp + k| + 32/Dg
g 1 [ EX(k) 1 ((p-—-k)2+1/)\g
— - T — 114.4
87?%\7])/4 dka—}-Ez(k)/\gln (p+k)2+1/Ag

Para g = 0, a equagao 114.4 nos fornece (p,0,\) = 0. E evidente. Com
g = 0 a teoria ¢é livre, nao h4 auto-interacio, logo, ndo h4 como gerar massa
para os férmions. Isto fica mais claro se fizermos em I12.11 A, — JgA,.
Este resultado é um indicador da consisténcia das aproximacdes feitas até

agora.

Dando proseguimento no célculo de ¥(p) tomamos A = 0. Eliminamos
o termo fixador de “gauge” que foi introduzido artificialmente no modelo.
Deste modo

16 L = k3(k) lp— k| + «
E — - _ —|n— -
(®) w?DN{pfo dkk2+22<k)['p+k' I k'+“ln(|p+kl+a +

k2 (k
f dk k2+22(k)} (o = 32/ Dg) I14.5
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Ainda assim a equagdo integral I74.5 é muito dificil de ser tratada. Faze-
mos mais uma simplificacdo. Introduzimos ¢ como parametro de escala e

consideramos apenas a regido onde p < o. Entdo

16 P oK2B(K) 1
Ep) = 7r2DN{/0 AR T 2 (k) pta

“ L 2PS(k) 11 (% R2%(k)
— [ dk :
+f,, dkk2+22(k)k+a+a/0 d e 1146

Em substituigao a equacio integral 1714.6, tentaremos resolver o proble-

ma equivalente constituido pela equagio diferencial

d 2d%(p)\ _ 32 p’¥(p)
- ((p+a) 7 -_—7r2NDp2+22(p) I114.7
(obtida derivando duas vezes IT 4.6) e pelas condicoes de contorno: infraver-
melha
0<E(p) <
e ultravioleta .
P=c pP=«

Este procedimento é constante na literatura e a equagao I114.7 assemelha-se
a obtida por Appelquist e colaboradores nos trabalhos Ja citados.

Se impusermos o > ¥(p) haverd uma regiao p > ¥(p) do intervalo
0 < p < a na qual a equacio I74.7 pode ser linearizada. Nestas condigoes

d 2d2(p)\ 32
i ((p+a) e Ry 22 () IT4.8

A solugao desta equacio é

2(p) = ar(p+ )~ 3 +a_(p+a)~ 3" 114.9



{9

onde

128 |
w-\/l-—szD I174.10

A compatibilizacdo desta solucdo geral com as condigdes de contorno

nos leva a analisar duas situagdes distintas. A primeira,

128
I<wkl ou N>N,= )
a solugao
ap(p+a)= %" I14.11

é compativel com a condigiao de contorno infravermelha. No entanto, nao
satisfaz a condicdo ultravioleta, a ndo ser a solugio trivial ¥(p) = 0. Na

segunda situagao,

128
2D

w éimagindrioou N < N, =

A equagao diferencial tem uma solugao oscilatéria dada por

_a (2n+ D)n
Ip)= s sen {—~—~—+

1 Nc P+ o
A/ —1lhn|—— = 12
+2 N 11( %% )} n=0,41,+2, 114

Esta solugao satisfaz as condicoes de contorno. Da condicao infravermelha

Y(a) < « estabelecemos que
—(20)%/? < 2a < (2a)372

onde estd incluida a solugdo trivial £(p) = 0.

O resultado expresso pela equagio 174.12 j4 é suficiente para o que pre-

tendiamos: a constatagao da geragio dindmica de massa para os férmions.
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Entretanto, devemos fazer algumas ressalvas. Ao estabelecermos a equacio
integral de Schwinger-Dyson para a autoenergia, ¥(p), consideramos ape-
nas a ordem dominante em 1/N. Aproximacio vélida para N grande.
No entanto, devido as sucessivas aproximagées a solugdo ndo trivial para
¥(p) ocorre para N < 3 (N < 6) (para férmions de quatro (duas) compo-
nentes). Surge a questdo: serd que as ordens subdominantes nao alterarao
este quadro? No caso da QEDj3 a resposta é ndo. Aqui no modelo de Thirring
acreditamos, dada a semelhanca dos célculos envolvidos com os da QEDj,

que a resposta seja a mesma. De qualquer forma o problema est4 posto.

Como ocorre a geragao dindmica de massa para os férmions, a nossa
preocupagao passa a ser quais os efeitos que este termo de massa 1) trara
sobre as simetrias do modelo. Este é o assunto do préximo tépico deste

capitulo.
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II5-SIMETRIAS, CORRENTES E ANOMALIAS

O modelo que estamos estudando descrito originalmente pela lagrangia-
na
= Dlid — (I e T
L=93f - M)y — 5= ($7"¥)

’

nao é, evidentemente, uma teoria de “gauge”. E simétrico por transfor-
magoes globais unitdrias e pelas transformagoes discretas de paridade, con-
jugacdo de carga e inversao temporal. Estas tem realizagbes tanto para
férmions de duas componentes, quanto para férmions de quatro compo-
nentes. O modelo é bastante modificado pelas correcoes quanticas. Surge um
campo vetorial massivo, os férmions adquirem massa e é gerado um termo
de Chern-Simons. Estas mudancas nos levam a descreve-lo, formalmente,

pela lagrangiana efetiva

2
Ler=1(Gd —Z —ed) - %AQ + (D —4)ae" ¥ A, 0, A, + -+ II5.1

onde os parametros a, ¥ (associado a solugao da equagao de Schwinger—
Dyson), e e p? sdo indicadores da presenga de cada um dos termos corre-
spondentes na teoria quantizada. Os efeitos destas modificagoes sobre as

simetrias do modelo serao tratados em seguida.

A teoria descrita pela lagrangiana 175.1 assume a feigao de uma eletrodi-
namica massiva em trés dimensoes. Continua nao sendo uma teoria de
“gauge”, a presenca do termo u2A? quebra esta simetria. No que tange as
outras simetrias vamos tratar, separadamente, cada componente do
“isospinor” de U(INV) supondo que elas sejam férmions de duas ou de quatro

componentes.

a) Férmions de Duas Componentes

Nesta situacao nao ha como construir uma outra matriz 2 X 2 que anti-

comute com as matrizes de Dirac dadas em I72.3 — uma matriz v°. Nao h3,
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portanto, nada para gerar uma transformagdo quiral, uma simetria quiral

que possa ser quebrada pelo termo de massa M 1y gerado dinamicamente.

Com relagdo as simetrias discretas temos o seguinte quadro. A trans-
formacio por PARIDADE ¢ a inversdo de apenas um eixo espacial, desde
que a inversdo dos dois eixos corresponde a uma rotagao de 7 (¢ uma trans-

formacdo continua). Sob a transformacao de paridade

(xo,ml,mz) - (:L'O,:Cl,xz)P — (m{), —.7,'1,3:2)
¥(z) — »F (2F) = a'y(z”) I15.2
(AO,AI’A2)($) - (AO,A11A2)P($P) = (AO:_AI,A2)("EP)

Por conseguinte a massa do férmion e a parcela da massa do campo A,

associada ao termo de Chern-Simons quebram a paridade.

A transformacio por INVERSAO TEMPORAL é implementada toman-
do

(:co,xl,azz) " (:L‘O,.’Bl,:rz)T — (—:I:O,.’L‘l,xz)
P(z) — T (2T) = o%¢(zT) I15.3
(4%, AL, A%)(z) — (4% A1, 4%)T(zT) = (4°,-4",-4%)(zT)

Novamente, a massa do férmion e o termo de Chern-Simons quebram esta

simetria.

Pela transformacio de CONJUGACAO DE CARGA, definida por

P(z) = ¥vC(z) = o2y (t = transposto)
(A% A, A%)(z) — (4°, 4", 4%)%(z) = — (A%, A%, A%)(2)

1154

a teorla é invariante.

Em sintese, observamos para o modelo de Thirring aqui tratado, uma

quebra dindmica das simetrias de paridade e de inversao temporal por conta
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da geragao dinamica de massa para férmions e/ou do termo de Chern—Simons
(massa para o campo auxiliar A,). Nao ocorre quebra das simetrias PT e

CPT.

b) Férmions de Quatro Componentes

Como veremos esta é uma situagao bem distinta da anterior. Primeiro:
nio ha geracio do termo de Chern-Simons. Segundo: ao construirmos o
spinor de quatro componentes fazemos de tal forma que ele é composto por
dois spinores de duas componentes. Um com massa M e o outro —M. Como
podemos definir as transformagoes por paridade e por inversdo temporal de
modo a intercambiar estes dois spinores, obtemos assim um sistema invari-
ante por estas transformagoes. Nao hi quebra dindmica de paridade ou
inversao temporal. Por tltimo, agora dispomos de trés outras matrizes—y°,
~® e 7% (eq. II2.8)—além das matrizes de Dirac 70 vl e 42 (eq. II2.7),

com as quais construimos as transformagoes globais
iay® iBy® iA~y®
p ey, PPy e P Y

A teoria com campos fermidnicos sem massa (M = 0) ¢é invariante por
estas transformagdes. Cada spinor de quatro componentes tem, portanto,

uma simetria U(2) gerada pelas correntes

JE =Pty TR =Y, TR =P e JH =99
I15.5
A simetria total do “isospinor” serd U(2N). A presenca do termo de massa
M1 quebra esta simetria; a teoria massiva nao é invariante pelas trans-

formagdes geradas por J#3 e J#°.

Por conta da lagrangiana usar apenas trés matrizes de Dirac, sobram
matrizes com as quais podemos construir representagoes inequivalentes dos
operadores associados as transformacgoes discretas. O que é uma situagao

bem peculiar.
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A transformagao por PARIDADE é implementada por

0 o
P.= (eal 0 ) com |e]>=1 I15.6

Temos, portanto, infinitas representages inequivalentes rotuladas por e. Em

particular para e = -1 e e = 1.

0.1
) =—iy'y

= (2
(8 9)-

1+e€ 1—¢
P,
g 1t

Entao

P = P_,4 II5.7
A transformacao por CONJUGACAO DE CARGA definida como

P — ¢ =C,%  (t = transposto)

é implementada por

. 2
C’nz(w .02) com |n®>=1 115.8

0 ino

Mais uma vez, temos infinitas representagées inequivalentes rotuladas por n.

Em particular paran=-1en=1
iO’z 0 2 2.0'2 0 0.1
C‘“l_(o —z'az)_7 Cl‘(o z‘az)“_”"
Entao ) i
Ga==T" . ", I15.9
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Por tltimo, a transformagdo por INVERSAO TEMPORAL também
pode ser implementada por infinitas representacoes inequivalentes. Estas

sao definidas como

2
Ty = (,\22 “0 ) com [AZ=1 115.10

Em particular para A=-1e A =1

o 0
O 02 _ 2 5
T = (0.2 0 ) s
Portanto
1 _
T, = ;ATI + Lzu-)icr_1 I15.11

Para a discussdo das simetrias do modelo que estamos estudando é con-
veniente sabermos como os bilineares que podemos construir com os campos
fermionicos se comportam frente as transformagoes discretas. Este é um
ponto delicado. Alguns bilineares néo se transformam como escalares, pseu-

doescalares, vetores ou pseudovetores se considerarmos as representagoes
gerais de P, C,, e T). Poe exemplo, por PARIDADE,

VY — —1p (60 2) Yo

O que significa que 1 y%1) é um escalar se € = —1 ou pseudoescalar se € = 1.

J4 para outros valores de € nao é clara a natureza de 3.

Um quadro geral do comportamento dos bilineares frente as trans-

formacoes discretas é apresentado a seguir.
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Paridade Conj. Carga Inv. Temporal

P. P, P, G, C_i Gy P Ty T
Py + + + + + + + + +
Pyt V V V V V V V V V
b7’y ? o+ - T+ - 7+ -
Pyry3P ? V PV ? V PV ? V PV
Y7 ? -+ F = & 7 4
PYyrySeP ? PV V ? PV V ? PV V
Py - - - + + + - - -
»y*y%y | PV PV PV PV PV PV PV PV PV

Tabela II1-V indica que o bilinear se transforma com A,, PV
que se transforma como A, e muda de sinal, 4 o bilinear é par
pela transformacao, — é impar e ? nao é clara a natureza do

bilinear.

Dispondo do comportamento dos bilineares frente as transformagoes

discretas, passamos a abordar a questdo da conservagdo das correntes defi-
nidas em II5.5

Usando as equagoes de movimento cldssicas obtemos, a partir de I15.1,
para D = 4, que
OuJ* =0 8;1']“3 =i2ME73¢'
. 115.12
8, J# = 0 BT = i2M G~
Portanto, no limite M = 0, todas as correntes sao conservadas. Ao nivel
quantico , como iremos ver, este resultado permanece valido. Ou seja, nao

ha anomalias na lei de conservacao das correntes. Alids, este resultado ja foi
citado por Pisarski (1985) quando estudou a QED3.

A questao posta agora é, entao,

0,.(0](¥1# ) (2)[0) =*
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onde v indica qualquer corrente.

Como sabemos, a anomalia de Adler-Bell-Jackiw estd intimamente rela-
cionada com as divergéncias ultra—violetas da teoria. O modelo que estamos
tratando nao é uma teoria de “gauge” e os férmions sao massivos. Estes
dois aspectos nos deixam a vontade para usarmos o método de BPHZ na
subtracao das divergéncias ultra-violetas presentes nas equagoes de movi-
mento das correntes. Seguindo Lowenstein (1971, 1972) e Gomes (1990), as
correntes sao quantizadas com um produto normal N,. Assim, sendo X um

produto de campos basicos do modelo

X = [T Au(e) [T 9(5) [T w(ze)
=1 Jj=1 k=1

temos

8, (01T (579) (2)X[0) = 3" [6(z — 35) — & — 2 OITX o)

J=1

N
Ou(O|TNz (¥71°%) ()X |0) = D [}, 6(z — v5) - I15.13
~(7°)'é(z - 2;)){0|TX|0)

As duas correntes, J# e J#8, sdo conservadas quanticamente.

Com um pouco mais de detalhes, para as outras correntes, temos
Ou{O|TN; ($7*7¢) (2)X|0) =(0|TNs (9. (¥7*7¥) (2)) X 0)

N
= 2iM(0|T N3 ($7¥) (2)X[0) + > 7,,8(z — y;)-

=1

—(7)%,6(z — 2;)[{0|TX |0) II5.14

N
= 2iM(O|T N, (Y 79) (2)X|0) + ) [1y;6(z — y;)—

j=1

—(7)%,6(z — z;)){0|TX|0) + 2z'M(O|T (N3 — N2) (¥y¢) (2)X|0) II5.15
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Onde 7 representa 73 e 7°. A anomalia é o termo que contém a diferenca

entre os produtos normais N3 e Na.

Agora, os produtos normais estdo relacionados através das identidades
de Zimmermann. E a anomalia deve ter os mesmos niimeros quénticos dos
termos j4 presentes na lei de conservacao cldssica. Isto impoe severas re-
stricdes a novos termos que possam surgir na equacao quantica. Por ex-
emplo, A, transforma-se por PARIDADE, CONJUGACAO DE CARGA
e INVERSAO TEMPORAL independentemente dos parametros €, n e A
segue-se daf que a anomalia ndo contém termos apenas em A,. Um outro
dado: a dimensao candnica de 9, Yyt é 3, portanto a anomalia deve ser
um polinémio de dimensio candnica 3. Como bilineares contendo um campo
A, nédo tém os mesmos nimeros quinticos que a corrente nao podem estar
presentes na equagio quantica. Restando, portanto, apenas bilineares dos
campos fermidnicos. Para construi-los com dimensao canénica 3 devemos

introduzir uma derivada. Assim da Tabela II1 verificamos que

(N3 — No) [$7¢] = aNs [0, (b7* 7)) 115.16

onde a é determinado pelas condigoes de renormalizagao.

Usando I15.16 e IT5.15 verificamos que a provavel anomalia é de fato
absorvida na renormalizacao da corrente. Portanto, as correntes yry

também sao conservadas.
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I1I6-CONCLUSOES

Apresentamos, agora, um resumo de nossas observagdes sobre o modelo

de Thirring na expansdo 1/N.

A introducdo do campo auxiliar, vetorial, A,, por conta do método
computacional—expansao 1/N—d4 ao modelo as feigées de uma eletrodina-
mica massiva. No entanto, A, nao é um campo de “gauge”. De fato, ele
representa um estado ligado com carater bosénico. Este estado ligado ocorre
para férmions de quatro componentes se a constante de acoplamento, g, for

positiva e para férmions de duas componentes se g > —4m /M.

Esta distincdo, entre férmions de duas e quatro componentes, esta lig-
ada a presenca do termo topoldégico de Chern-Simons (TCS), na acao efe-
tiva, quando supomos férmions de duas componentes. Como é sabido, a
geracdo dinidmica do TCS estd ligada ao método de regularizagao do “loop”
fermidnico e existéncia de massa para os férmions. Isto nos levou a solu-
cionar, na ordem dominante em 1/N, a equacao de Schwinger—Dyson para

a auto-energia dos férmions e constatamos uma solugao nao trivial.

Com isto a teoria passou a ser representada pela lagrangiana efetiva

_ 2
Lpr=0(f -5 —ed)v— %Az + (D — 4)ae" A 00 Ay + - -

E constatamos a quebra das simetrias discretas de paridade e inversao tempo-
ral para férmions de duas componentes. J& para férmions de quatro compo-
nentes as simetrias discretas sao preservadas e mais ainda a simetria continua

U(2N) é preservada no limite ¥ — 0.

Um comentario final. Uma continuacao natural deste trabalho seria
analisar o potencial efetivo, em termos dos campos bésicos do modelo (o
operador composto 11); outra é tratar o modelo a temperatura finita bus-

cando a dependéncia de ¥ com a temperatura.



90

BIBLIOGRAFIA

Almeida, L. e Natale, A. (1989) — Chiral Symmetry Breaking in QED in
Three-dimensions: Bifurcation of the Fermionic Selfenergy, Fur. Phys. Lett.
9, 321.

Appelquist, T. et al. (1985a) — Chiral-symmetry Breaking in 2+ 1 Dimen-
sions, Phys. Rev. Lett. 55, 1715.

Appelquist, T. et al. (1985b) — Chiral Symmetry Breaking in Quantum
Field Theory , Prog. Theor. Phys.Supp. 85, 244.

Appelquist, T. et al. (1986a) — Spontaneous chiral-symmetry breaking in
three-dimensional QED, Phys. Rev. D33, 3704.

Appelquist, T. et al. (1986b) — Spontaneous breaking of Parity in (2 +1)-
dimensional QED, Phys. Rev. D33, 1774.

Appelquist, T., Nasha, D. e Wijewardhana, L. (1988a) — Critical Behavior
in (2 4+ 1)-Dimensional QED, Phys. Rev. Lett. 60, 2575.

Appelquist, T. et al. (1988b) — Numerical Studies of Enhanced Chiral
Condensates, Phys. Rev. Lett. 60, 1114.

Bhattacharyya, J. S. (1987) — Large-N expansion in massless three-dimen-
sional QED, Phys. Rev. D35, 2049.

Coleman, S. (1975) — Quantum sine-Gordon equation as the massive
Thirring model, Phys. Rev. D11, 2088.

da Silva, A. J. (1979) — Perturbagdo na massa no modelo de Thirring, Tese
de Doutoramento, IFUSP/USP, Sao Paulo.

Deser, S., Jackiw, R. e Templeton, S. (1982) — Topological Massive Gauge



(}

- T—

OesQesdase e

E;
=

@

e & 8 @

g &

2

P o e

D

A

91

Theories, Ann. Phys. 140, 372.

Girvin, S. M. e MacDonald, A. N. (1987) — Off-diagonal long-range order,
oblique confinament and fractional Hall effect, Phys. Rev. Lett. 58, 1252.

Gomes, M. e da Silva, A. J. (1986) — Equivalence between the Thirring
model and a derivative coupling model, Phys. Rev. D34, 3916.

Gomes, M. et al. (1990) — Gauge Structure, Anomalies and Mass Genera-
tion in a Three Dimensional Thirring Model, preprint IFUSP/P-842.

Kovner, A. e Popescu, S. (1989) — Equivalence of the massive Thirring
model with a U(1) gauge theory, Phys. Rev. D39, 3766.

Lowenstein, J. H. (1971) — Normal-Product Quantization of Currents in
Lagrangian Field Theory, Phys. Rev. D4, 2281.

Lowenstein, J. H. (1972) — Normal Product Methods in Renormalized Per-
turbation Theory, Thec. Rep. 73-068, University of Pittsburgh, Pittsburgh.

Nash, D. (1989) — Higher order corrections in (2 + 1)-dimensional QED,
Phys. Rev. Lett. 60, 2775.

Niemi, A. e Semenoff, G. (1983) — Axial-Anomaly-Induced Fermion Frac-
tionization and Effective Gauge-Theory Action in Odd—Dimensional Space—
Times, Phys. Rev. Lett. 51, 2077.

Pisarski, R. (1984) — Chiral-symmetry breaking in three-dimensional elec-
trodynamics, Phys. Rev. D29, 2423.

Redlich, A. N. (1984) — Parity violation and gauge noninvariance of the
effective gauge field action in three dimensions, Phys. Rev. D29, 2366.

Schonfeld, J. F. (1981) — A mass term for three-dimensional gauge fields,
Nucl. Phys. B185, 157.

Wiegman, P. B. (1988) — Superconductivity in strongly correlated eletronic



92

systems and confinement versus deconfinement phenomenon, Phys. Rev.
Lett. 60, 821.

Wilczek, F. e Zee, A. (1983) — Linking Numbers, Spins and Statistic of
Solitons, Phys. Rev. Lett. 51, 2250.

Yokota, H. (1987) — The Thirring model at finite temperature and density:
analysis based on a derivative-coupling model, Prog. Theor. Phys. 77, 1450.



