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Resumo

Estudamos o comportamento critico e transicoes de fase em modelos es-
tocdsticos irreversiveis, através de simulagbes numéricas, andlise de campo
médio e séries perturbativas. Na primeira parte do trabalho, analisamos
o comportamento critico de autématos celulares irreversiveis, cujas regras
dindmicas sao invariantes sob as operagdes de simetria do grupo Cj,. Es-
tudamos as transicoes de fase dindmicas que ocorrem nos modelos e obte-
mos, através de simulagoes de Monte Carlo, expoentes criticos estaticos e
dinamicos. Nossos resultados indicam que os modelos pertencem a mesma
classe de universalidade do modelo de Potts de trés estados. Essa conjectura
também foi desenvolvida considerando expansoes andlogas aquelas utilizadas
na teoria de Landau de transigoes de fase. Na segunda parte do trabalho uti-
lizamos o formalismo de operadores como uma forma de abordar problemas
de sistemas de nao-equilibrio. Aplicamos o formalismo para construir séries
perturbativas para modelos irreversiveis de dois estados.



Abstract

We study the critical behavior and phase transitions that take place in
irreversible stochastic models through numerical simulations, mean field ana-
lysis and perturbative series. In the first part of this work we analyze the
critical behavior of irreversible cellular automata whose dynamic rules are
invariant under the symmetry operations of the point group Cj,. We study
the dynamical phase transitions that occur in the models and we obtain the
static and dynamic critical exponents by the use of Monte Carlo simulations.
Our results indicate that these models are in the same universality class as
the three-state Potts model. This conjecture is also developed by conside-
ring expansions that are similar to those used in the Landau theory of phase
transitions. In the second part of this work we use the operator formalism
as a way to approach non-equilibrium systems. We apply this formalism in
order to build perturbative series for two-state irreversible models.
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Capitulo 1

Introducao

A nrreversibilidade esta presente em intumeros fenémenos observados na natu-
reza. Bm contrapartida, as forgas fisicas fundamentais que atuam no nivel das
interagoes microscopicas sao caracterizadas pela reversibilidade. Com base
nesse fato, poderiamos a priori tentar descrever fendmenos macroscépicos
irreversiveis através de interacdes microscopicas irreversiveis. Tal nivel de
descrigio envolveria um conhecimento detalhado de todas as interagdes mi-
croscopicas resultantes de cada forca atuante num determinado sistema. Cer-
tamente jamals teriamos acesso a todos os passos necessarios para a des-
crigao de um sistema. Resta-nos entao determinar o nivel de descrigao no
qual devemos estabelecer a andlise dos fendmenos irreversiveis. Para essa
finalidade, podemos centralizar a andlise num patamar superior ao patamar
microscépico fundamental, que podemos denominar patamar mesoscépico,
onde seja possivel uma descricio microscépica que contenha em si mesma
a irreversibilidade. Em outras palavras, no nivel mesoscépico podemos ve-
rificar explicitamente se a condicio de balanceamento detalhado é ou nio
obedecida.

Estabelecido o ponto de vista sob o qual trabalharemos, temos como
principais objetivos a descrigdo e fundamentagao dos processos irreversiveis,
bem como a correta disposi¢io das ferramentas fornecidas pela mecanica
estatistica de nao-equilibrio. Dentro desse formalismo, atentamo-nos & cons-
trugao de dinamicas estocasticas irreversiveis definidas em espacos de con-
figuracoes microscépicas, onde a irreversibilidade pode ser explicitamente
introduzida e verificada. Na pratica, definimos sistemas de particulas in-
teragentes residindo em redes, cuja evolugao temporal di-se segundo uma
dinamica estocdstica irreversivel aplicada localmente [1]. Dentre os modelos
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utilizados nesse contexto destacamos modelos cujo tratamento pode ser efe-
tuado segundo uma matematica simples mas rica na descrigao microscépica
de um sistema, como modelos estocasticos de gas de rede e autématos celu-
lares. Uma vez escolhido o modelo apropriado para o estudo de um sistema,
um importante ponto a ser estabelecido é a caracterizagio das transicoes de
fase cinéticas que ocorrem entre estados estacionarios de nao-equilibrio.

Nesse ponto, ¢ interessante tragarmos um rapido panorama referente a
mecanica estatistica de equilibrio, para que possamos ter uma melhor visua-
lizagao dos métodos empregados na mecanica estatistica de nao-equilibrio.
Na mecanica estatistica de equilibrio ja estdo fundamentadas diversas ferra-
mentas para o estudo e compreensao de sistemas em equilibrio. Ressaltamos
que, dentro desse formalismo, os sistemas sido descritos por hamiltonianas
que englobam todas as suas simetrias. Assim, as probabilidades de transicio
entre estados obedecem o balanceamento detalhado e, para tempos suficien-
temente longos, o sistema é descrito por uma distribuicao (de equilibrio)
de Gibbs correspondente a hamiltoniana fundamental. Nas transicoes de
fase que ocorrem entre esses estados estaciondarios de equilibrio, o compor-
tamento critico é classificado de acordo com a simetria da hamiltoniana, a
dimensionalidade do sistema (ou da rede onde estd definido) e o niimero
de componentes do parametro de ordem. Assim, a classe de universalidade
de um determinado modelo é caracterizada por um conjunto de expoentes
criticos que caracterizam a transi¢ao. A base tedrica para o estabelecimento
das diferentes classes de universalidade é estabelecida pela teoria de escala e
pela teoria do grupo de renormalizagao (2, 3].

Quando tratamos de um problema de nao-equilibrio, o primeiro ponto
que devemos considerar é a nao existéncia de uma hamiltoniana, ou seja, de-
vemos encontrar uma alternativa para a implementacio da simetria. Tanto
para modelos de gas de rede como para autématos celulares, a construcgao
da dindmica deve englobar praticamente toda informagao necessaria para a
definicio do modelo. E justamente na dindamica que a simetria do modelo
deve ser explicitada. Segundo a dindmica, o sistema evolui no tempo e, para
tempos suficientemente longos, atinge estados estacionarios de nao-equilibrio,
cuja distribui¢do nao é conhecida a priori. No entanto, também nesse caso
podemos determinar os expoentes criticos que caracterizam as transicoes en-
tre os estados estacionarios de nao-equilibrio.

Embora modelos reversiveis e irreversiveis sejam completamente distin-
tos tanto na defini¢io como na abordagem, algumas conjecturas tém sido
propostas considerando a classe de universalidade de modelos de rede defi-
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nidos por dindmicas irreversiveis. Uma dessas conjecturas foi proposta por
Grinstein et al [4], a qual estabelece que transigoes ferromagnéticas continuas
que ocorrem em automatos celulares probabilisticos com simetria up — down
e dinamica caracterizada por regras irreversiveis, estio na mesma classe de
universalidade dos modelos de Ising cinéticos. Uma outra conjectura impor-
tante é a conjectura de Janssen [5] e Grassberger [6], na qual estabelece-se
que se um modelo de uma tnica componente exibe uma transicio de fase
continua para um tunico estado absorvente, esta pertence a classe de uni-
versalidade da percolagao direcionada. Calculos numeéricos tém corroborado
essas conjecturas.

Nossa proposta de trabalho, descrita na primeira parte desta tese, tem
como objetivo fundamental a extensio da conjectura de Grinstein et al para
modelos que contenham as mesmas simetrias do modelo de Potts de trés
estados bidimensional [7]. Visando esse objetivo, estabelecemos uma meto-
dologia de estudo e tratamento de sistemas irreversiveis. Assim, em cada
capitulo fazemos uma pequena revisao contendo os principais pontos de inte-
resse mesmo que estes ja tenham sido descritos, de uma forma mais genérica,
nessa introdugao.

Na segunda parte desta tese também estudamos modelos irreversiveis,
mas nosso objetivo esta focalizado no formalismo de operadores associado &
equagao mestra e a expansio em séries perturbativas.

No capitulo 2 descrevemos o grupo Cs,, que contém as operagoes de
simetria do modelo de Potts de trés estados. Definimos, consequentemente,
o modelo de Potts. e construimos termos invariantes sob o grupo. Através
dos invariantes definimos grandezas fisicas de interesse.

No capitulo 3 introduzimos o conceito de autématos celulares, que utili-
zamos para a construgao de nossos modelos, também descritos nesse capitulo.
Apresentamos ainda a aproximagio de campo médio no contexto de autéomatos
celulares.

No capitulo 4 descrevemos as metodologias empregadas no estudo numérico
(simulagao) dos modelos, onde incluimos a determinacio dos expoentes criticos
estaticos dos mesmos. Os resultados obtidos estao no capitulo 5.

No capitulo 6, analisamos os modelos propostos sob a abordagem da
dinamica de tempos curtos, que nos permite o calculo dos expoentes criticos
dinamicos dos modelos propostos.

No capitulo 7 apresentamos a conjectura proposta para modelos irre-
versiveis com simetria de Potts.

No capitulo 8 apresentamos o formalismo de operadores como um método
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alternativo utilizado no estudo de sistemas de nao-equilibrio. Aplicamos o
método para modelos de dois estados.



Capitulo 2

Grupo de Simetria (3, e
Modelo de Potts de 3 Estados

2.1 Grupo de Simetria Cs,

Analisemos a figura (2.1) onde um tridingulo equildtero com extremidades 123
estd fixo e sobre ele um tridngulo congruente a3y pode realizar rotacdes ca-
racterizadas pelo angulo ¢. Denominamos essa operagao R(¢). Procuremos
agora as posigoes onde os dois tridngulos se superpdem exatamente. A pri-
meira delas caracteriza-se por R(27/3), ou seja, corresponde & uma simetria
do grupo Cj (8, 9] (2.1(a)).

Outra opgao consiste em tomarmos ¢ = 47/3, o que leva &

4
B (;) , (2.1)
conforme a figura (2.1(b)). O efeito da operagio acima também pode ser
obtido por uma rotagao de ¢ = —27/3, e podemos entio escrever
2
C?=R (—?'”) =053 . (2.2)

Incrementando ¢ de 27 /3, partindo da segunda posigao (figura (2.1(b)) ob-
temos

C2 = R(2r) = R(0) (2.3)

ou seja,

13
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(a) {b) e)

Figura 2.1: Efeitos das rotagoes (a) C3, (b) C3 e (c) C§ no triangulo afr.

3 72

®) 3

{c)
Figura 2.2: Efeitos das reflexdes (a) oy, (b) 02 € (c) o3 no tridngulo afy.
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G- 0F =i =1, (2.4)

onde I é a operagao identidade (figura 2.1(c)).
Incluindo a operagao identidade I = R(0), temos o conjunto das operagoes
do grupo C5 dado por

o= L B8 "%

Se considerarmos a multiplicagao como significando sucessivas operacoes, te-
mos um conjunto fechado contendo o elemento unidade /, o elemento gerador
Cs e seu elemento inverso Cj .

Um triangulo equildtero tem outro tipo de simetria. Considere na figura
(2.2 a) o plano espelho vertical ¢; através da linha O1. Uma reflexdo nesse
espelho superpoe o tridngulo af7y ao triangulo 123. Temos ainda mais duas
reflex6es desse tipo dadas por o, e o3 (figuras (2.2 b) e (2.2 ¢). Assim, se
acrescentarmos essas operagoes ao grupo Cj descrito acima caracterizaremos
o grupo Cy,:

-1
CS'«: £ {1103103 101302703} 3
consistindo também um conjunto fechado, onde o produto de cada duas

dessas operagOes pertence ao conjunto. Na tabela abaixo temos todas as
operagoes possiveis descritas.

Gf I C3 Cgl (o8] (o) a3 |

7

I I Cg C3_1 aJq T2 o3
Cg 03 C3_1 ' g3 J1 0o
C;l 03_1 ] Cg (o) a3 (o] i
(on] J1 do 03 I C3 C3_
o o o o1 g I Cs
O3 03 01 09 Cs 03_1 I

Partimos agora para uma abordagem analitica das operagdes do grupo
C3,. Consideremos a transformagio de coordenadas cartesianas z e y por 0.
Nesse caso, um ponto P(z,y) é transformado em P(z',y') onde
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i
— X 5

!

y = -y.

Essa transformacao pode ser escrita na forma matricial

(7)=0 %))

ou seja, o1 pode ser representado pela matriz

alz(é _01) | (2.5)

Em coordenadas polares podemos reescrever z e y como

T = rcosa,

Yy = rsing.
Dessa forma, as coordenadas transformadas z' e ¢’ passam a ser escritas como

= rcos(a+ @),
y = rsin(a+ ¢).

e, na forma matricial teremos

onde
- [ cos¢ —sing
h(¢) = ( sing cos¢ ) ‘ (2:5)

Todas as operagoes do grupo Cj, podem ser escritas na forma matricial
conforme mostramos abaixo:
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~ 1 0 ” sl o3
I:( ) bl 3:(\/3? 2)
AT £ -
’ -1 & 1 0
_1_ ~
@=(25 %) a=(5 5)
1 _v3 _1 B
n=(5 7)) a-(47)
2 2 2 2

Os subgrupos préprios de Cy, sdo {I,01}, {1,025}, {I,03} e {I,C3,C5'}.

2.2 Modelo de Potts de Equilibrio

O modelo de Potts foi introduzido em 1952 por R. B. Potts (7], como uma
generalizagao do modelo de Ising. Uma revisao bastante completa do modelo
pode ser encontrada em [10].

O modelo de Potts é definido como um sistema de N spins dispostos numa
rede de forma que cada spin pode assumir g valores ou estados. Os vizinhos
mais proximos na rede tém uma energia de interagio —.J se os spins estio
no mesmo estado e energia nula caso estejam em estados diferentes. Assim,
a hamiltoniana do modelo é dada pela forma

H=-=J > 6(i05), (2.7)
<ej>
onde 0, = 1,2,...,q e a soma é realizada sobre todos os pares de vizinhos

mais proximos na rede e §(o;, 0;) é o delta de Kronecker.

O modelo de Potts tem ¢ estados fundamentais equivalentes onde todos
os spins da rede estdo em um mesmo estado g. Conforme a temperatura
aumenta, existe uma transi¢ao para uma fase paramagnética. A ordem da
transicao depende do nimero de estados ¢ e da dimensionalidade d e nesse
fato reside um dos maiores interesses no estudo do modelo. Diversas aborda-
gens foram empregadas a fim de estabelecer relagoes entre ¢, d e a ordem da
transicao. Descreveremos algumas delas como exemplo. A teoria de Landau
[11] prevé que a transicio é de primeira ordem para ¢ > 3 independentemente
da dimensao. Técnicas de grupo de renormalizacio através de expansoes enl
€ [12, 13] confirmam a previsio de campo médio desde que a dimensao seja
maior que a dimensao critica superior. Para ¢ < 4 e d = 2 é conhecido
[14] que a transigdo é de segunda ordem. Outras abordagens envolvendo
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expansoes em séries de altas temperaturas, métodos de renormalizacio e si-
mulagao de Monte Carlo podem ser encontradas na literatura [15, 16, 17].

O modelo de Potts também ¢ aplicado no estudo de sistemas fisicos expe-
rimentais *. Destacamos o processo de adsorgio de cripténio pelo grafite que
pode ser mapeado pelo modelo de Potts de trés estados em duas dimensoes
(18).

O parametro de ordem do modelo de Potts de ¢ estados é dado comumente
pela expressao

y = 15 8(0s 1) — 1
g—1
onde 6(o;, 1) é o delta de Kronecker.

Faremos a seguir algumas consideragdes sobre a simetria do modelo de
trés estados (¢ = 3) explicando o porqué desta pertencer ao grupo Cj,,. Inter-
pretamos a simetria de um modelo de equilibrio como operagdes pertencentes
a determinado grupo que podem ser aplicadas mantendo o hamiltoniano in-
variante. Como existe a fungao delta no hamiltoniano de Potts, vemos que
operagoes de reflexao e rotacao entre estados de fato o mantém inalterado.
No modelo de trés estados podemos escrever o; = 1, 2 ou 3. Aplicando, por
exemplo, a operagao de reflexdo 1 = 2 em todos os sitios da rede, mantendo
aqueles no estado 3 inalterados, vemos que o hamiltoniano nao se altera. O
mesmo ocorre para a operagao de rotagao 1 — 2 — 3 — 1. Podemos ge-
neralizar os exemplos acima para todas as operagoes de reflexdao e rotacao
possivels entre os estados. Essas simetrias sao exatamente aquelas perten-
centes ao grupo Cj,, descrito na segao anterior.

: (2.8)

2.3 Calculo de Invariantes

Dada a simetria de um modelo, é interessante construirmos termos natu-
ralmente invariantes pelas simetrias do grupo. A partir desses invariantes
definimos entao as grandezas observdveis, como magnetizagio , susceptibi-
lidade, cumulante, etc., que se aplicam a todos os modelos pertencentes ao
grupo de simetria.

No caso de um modelo de trés estados em duas dimensoes, seja ele de
equilibrio ou nao, uma dada configuragio é caracterizada por sitios numa

'Vide [10] e referéncias citadas
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rede que por sua vez podem assumir os estados 1, 2 ou 3. Denominamos N,
o nimero de sitios no estado ¢ e N o nimero total de sitios na rede. Uma
grandeza prontamente introduzida é a densidade p;, definida como a média
da razao N;/N. Assim, podemos associar um estado totalmente ordenado
ao conjunto de valores {p1,p2,p3} = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e o estado
desordenado ao conjunto {p1,p2,p3} = {(1/3,1/3,1/3)}. Esse conjunto de
estados pode ser representado num plano conforme vemos na figura (2.3).

Y

R

Figura 2.3: Representacao no plano da transformagio de coordenadas.

No plano XY tracamos um tridngulo equilitero em cujo centro estd a
origem de um outro sistema de coordenadas zy. Na tabela abaixo associamos
os pontos A, B, C e O aos valores correspondentes de configuragdes de p; e
ao ponto correspondente no plano XY

ponto | p1 p2 p3 | X Y
A 1 0 0110 0
2
B 0 1 0 m\(-ﬁ 0
C 0 0 1 7 1
0 i 4 4| X z
3 3 3 V3 3

Obtemos, consequentemente, as relacoes
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2 1
X = —=ps+—=p3, 2.9
ﬁpZ \/3-.03 ( )
¥ = pi, (2.10)
€
X -2 (2.11)
T — -_——, .
V3
= Y- L (2.12)
Y ch :
Chegamos entao a
V3 1
= 1-—X--Y 2.
P 5 X il (2.13)
V3 1
= —X-=Y .
o= Y (2.15)
Finalmente,
1 V3 1
o= 3T, (2.16)
1 /3 1
= -4+ —z—- 2.1
P2 = e s (2.17)
1
p3 = g-l-y. (2.18)

Obtivemos assim um mapeamento (p1, p2, p3) = (z,y). As varidveis (z,y)
sao ortogonais entre si e, através delas, os invariantes podem ser construidos.

Para cada ordemy, o invariante deve ser primeiramente construido da
forma mais geral possivel e, entdo, aplicamos as operagdes de simetria do
grupo para determinarmos que termos sio mantidos. Ressaltamos aqui que,
na figura (2.2 (a)), a reflexao no plano o corresponde, num plano ortogonal
Ty, as operagbes ¢ = z e y = —y. Essa é a definicao usual advinda da teo-
ria de grupos. Na nossa construgao, essa mesma operagao de reflexio (vide
figura (2.3)) é dada por z = —z e y = y. Dessa forma, utilizamos, em vez
de &1 a matriz que denominamos & dada por
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ot =1 B
A= 6 4

Construimos, assim, os invariantes de ordem n, representados por I,,(z, y).
Como exemplo escrevemos

L(z,y) = %(m2+y2), (2.19)
Iy(z,y) = %y(xg—%y'z) ; (2.20)
Lwy) = (bey)=;(+9) (2.21)
Is(z,y) = I(z,y)- Li(z,y) = é (2% + %) (mgy— % y3> . (2.22)

Para cada ordem n existe um tnico invariante [,. A partir dos inva-
riantes podemos definir grandezas fisicas que serao utilizadas na andalise das
transigoes de fase. O parametro de ordem é m definido por

m = <\/I_2> , (2.23)

a susceptibilidade x é dada por

x =N {< I, > —m?}, (2.24)
e o cumulante de quarta ordem reduzido por

< Iy >

U=1—-———7—.
3 < Iy >

(2.25)



Capitulo 3

Modelos Irreversiveis

Na primeira parte deste trabalho estudaremos modelos com dinamicas es-
tocasticas irreversiveis que contenham as mesmas simetrias do modelo de
Potts de trés estados, construindo dessa forma, os modelos mais genéricos
possiveis compativeis com as simetrias do grupo Cs,. Antes de descrever-
mos os modelos propostos, destacaremos algumas se¢des que serio tteis na
concepgao e desenvolvimento dos modelos.

3.1 Automatos Celulares

Autdomatos celulares sio modelos matematicos utilizados no estudo de uma
grande variedade de sistemas caracterizados por interacdes locais, com aplica-
¢Oes nas dreas de fisica, guimica e biologia entre outras. Podemos definir um
automato celular como um conjunto de varidveis discretas dispostas sobre
sitios de uma rede, caracterizando assim um espaco também discreto. A
evolugao temporal de um autémato da-se através de uma dinamica imposta,
que atua sobre cada varidvel da rede levando em conta apenas a vizinhanca
mais proxima do sitio no qual estd localizada essa varidvel. A dinimica pode
ser dada por regras locais probabilisiticas ou deterministicas. Todos os sitios
da rede sdo atualizados simultaneamente, e cada atualizagio corresponde a
um passo de tempo. Assim, o tempo também é definido de forma discreta.

Uma importante aplicacao de autématos celulares estd no estudo de sis-
temas fisicos de nao-equilibrio, porque podemos implementar uma dinamica
nao restrita a condicao de balanceamento detalhado, que explicaremos na
proxima segao .

22
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3.1.1 Formulacao Analitica

Consideremos uma rede composta por N sitios, onde a cada sitio associamos
uma variavel dinamica o,;. O sub-indice 7 denota a posi¢ao do sitio na rede.
Podemos caracterizar uma configura¢ao de variaveis na rede através de um
conjunto o = (01,09, ...,0x).

Definimos a probabilidade de uma certa configuracio ¢ de um sistema
num instante de tempo ({ + 1) de acordo com

Pin(0) =3 W(a | o')Pi(0) . (3.1)

onde ¢’ ¢ o estado do sistema no instante de tempo anterior [ e W(c | 0') a
probabilidade de transigcao de ¢’ para ¢. Sendo W (o | ¢') uma probabilidade
condicional (em o), deve obedecer os vinculos

W(ld)>20 e Y W(|o)=1. (3.2)

Num autémato celular os sitios sio atualizados simultaneamente, e por-
tanto podemos escrever

N
Wi(o | o) =] wioi|o'), (3:3)

i=1
onde w; € a probabilidade de transi¢ao para cada sitio e tem a propriedade

> wi(oi| o) =1. (3.4)

Dessa forma, reescrevemos (3.1) como

N

B (i )= Z Hw.,-(a.,- | )| Pi(o') . (8.5)

ol Li=1

As probabilidades de transi¢ao w,(o; | ¢'), juntamente com a condi¢io de
atualizagao sincrona, englobam toda a dinidmica do sistema em estudo, uma
vez que a cada sitio é fornecida a regra de evolugio temporal e todos evoluem
juntos a cada unidade de tempo.

Temos, assim, uma equagio iterativa no tempo, cuja evolucio pode levar
a um regime estacionario. Os chamados estados estacionérios sio descritos
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por uma distribuigao de probabilidades também estacionaria P, (o). Assim,
nesse regime,

P.ile) = Z W(o | ¢')P.u(c’) . (3.6)

Como o lado esquerdo da equagao acima depende somente de ¢, podemos
multiplicé-lo por

que ¢ igual a 1 como vimos na equagao (3.2). Assim, (3.6) pode ser reescrita
como

Z W(OJIU)PH.”(O') = Z MZ(O'IU’)P(H{(OJ) . (3.7)
O estado estaciondrio atingido é um estado de equilibrio se a condigio

Poa(o)W (o' | 0) = Pog(c" YW (o | 0') (3.8)

é verificada. No formalismo de sistemas estocasticos, (3.8) ¢ a condicdo de
balanceamento detalhado, que caracteriza sistemas com dinamicas reversiveis.

3.1.2 Aproximacao de Campo Médio Simples

Como num autdmato celular podemos associar probabilidades de transi¢io a
cada sitio individualmente, € interessante analisarmos a chamada correlagio
de um sitio, dada pela forma

Piy(oy) = Xwi(af | o') Pi(a’) (3.9)
= {w(o; | "), . (3.10)

Consideremos o caso em que as regras locais incluem sé interacdes entre
primeiros vizinhos na rede. Se tomarmos uma rede quadrada regular e nu-
merarmos um dado sitio central e seus vizinhos de 0 a 4, podemos representar
uma dada configuragao ¢’ da seguinte forma
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Dessa forma, procedemos analisando apenas o sitio i = 0, reescrevendo
(3.5) como

op o’
Piii(ow) =D w,|oo| oy oy of |P| o) o o |, (3.11)
a’ 0':4 G‘i

sendo que na soma em o' estao implicitas as somas em oy, 0}, 04, 0% e g}.
Na chamada aproximacao de campo médio simples, a probabilidade de
um dado aglomerado é dada pelo produto das probabilidades de cada sitio,
ou seja,
g
Pl o o) o | = Peh)P)P(e)Poh)P(d}) . (3.12)
o
Nessa aproximacgao sao desprezadas todas as correlacoes entre os sitios
da rede. Embora essa aproximacao nao seja satisfatéria sob o ponto de vista
quantitativo, qualitativamente pode oferecer resultados nao muito distintos
de resultados esperados, uma vez que a aproximagao é feita diretamente na

probabilidade de transi¢dao permitindo que a simetria do modelo seja incor-
porada.

3.2 Modelos

Modelos utilizados para descrever fendmenos fora do equilibrio nao possuem
uma hamiltoniana associada. Assim, a simetria do modelo nio mais é im-
plementada como operagoes que mantém a hamiltoniana invariante e sim
aplicada diretamente nas regras dindmicas de transi¢io. Veremos a seguir
como ¢ realizada essa aplicagao.

Denominamos S o conjunto de operacdes de simetria pertencentes ao
grupo C3,, 0 uma configuragao genérica de estados e W(c|o') a probabilidade
de transicao de uma configuragio ¢’ para uma configuragio o. Seguindo o
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Q

G S

Figura 3.1: Esquema das operagdes representadas por S atuando em confi-
guragoes representadas por o

diagrama representativo da figura (3.1), vemos que a aplicacio de S em ¢’ e
em o gera, respectivamente, novas configuragoes ¢’ e 7.
As regras de transigdo sao invariantes pela simetria S se a condigio

W(olo') = W(5]5") (3.13)

¢ obedecida.

3.3 Modelo Simétrico

No primeiro modelo proposto [19], denotado no que segue por modelo simétrico,
definimos um autémato celular probabilistico numa rede quadrada, nos mol-
des da secao anterior, associando a cada sitio na rede uma varidvel aleatéria
0, que pode assumir os valores 1, 2 ou 3. As possiveis transices entre os
estados podem ser vizualizadas na figura (3.2).

A probabilidade de transigao, por sitio, de um determinado estado para
outro é dada por um parametro p, onde, de forma analoga aos modelos de
votante majoritario [20], leva-se em conta o estado em que estd a maioria
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Figura 3.2: Transi¢oes possiveis no modelo simétrico.

dos vizinhos do sitio escolhido. Assim, o estado do sitio escolhido serd o
mesmo da maioria de seus vizinhos com probabilidade p ou sera qualquer
um dos outros estados com probabilidade (1 — p)/2. Caso haja empate nos
estados dos sitios vizinhos, o estado do sitio escolhido sera qualquer um dos
trés estados com probabilidade 1/3. Assim, para p = 1/3 os trés estados sao
igualmente favorecidos.

Na figura (3.3) destacamos um exemplo onde a configuracio ¢’ é trans-
formada na configuracao o quando o sitio central (destacado) tem seu estado
alterado de 1 para 3.

Seguindo as regras de transicao definidas acima, vemos que a probabi-
lidade para essa tramsicao é w(olo') = (1 — p)/2. Se aplicamos agora uma
das operagoes de S, por exemplo a reflexao entre estados 1 <« 2 nas confi-
guragoes ¢’ e o, obtemos as novas configuragdes ¢’ e ¢. Naturalmente vemos
que w(&|6') = (1 — p)/2, correspondente a probabilidade do sitio central de
&', que esta no estado 2, passar a ocupar o estado 3, que caracteriza a confi-
guragao d. Vemos que de fato a probabilidade de transicao se mantém inalte-
rada. Podemos generalizar esse calculo a todas as configuragoes e transigdes
possiveis. Se representarmos agora a probabilidade de transi¢ao de um dado
sitio oy por w(og|oy, 02, 03,04), onde estao explicitados também os primeiros
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3
(¢) (e]
1 2 3 1 2 3
ez 3
2 < S 2 3
w =(1-p)/2
2 1 1 2 1 1
S 2. 01 S W2 ol )
] e)
2 i 3 2 i 3
N
——
w = (1l-p)/2
1 2 2 1 2 2

Figura 3.3: Exemplo de transices e aplicacio da simetria S(2 < 1) numa
rede, para a dinimica do modelo simétrico.
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vizinhos 01, 0q, 03 € 04 temos

w(l[1111) = w(1]1112) = w(1|1113) = w(1[1123) =p, (3.14)

w(1]1222) = w(1]1223) = w(1]1233) = w(1|1333) (3.15)
= w(1]2222) = w(1|3333) = 3;—}9 ,
w(1[1122) = w(1[1133):w(1|2233):%. (3.16)

As permutagoes entre os sitios vizinhos mantém a regra inalterada, assim
como as operagoes de reflexao e rotaciao entre estados, caracterizando dessa
forma as simetrias do grupo Cj, aplicadas diretamente nas regras de transicao.
Ressaltamos que as operagdes devem ser aplicadas a todos os sitios, inclusive
ao sitio central escolhido.

Da forma como foi construida a dinimica do modelo, esperamos que para
p = 1/3 exista um estado desordenado caracterizado por uma igual densi-
dade de sitios nos estados 1, 2 e 3. A medida que aumentamos o valor de
p, favorecemos cada sitio a assumir o estado da maioria de vizinhos, ou seja,
para valores altos de p esperamos um ordenamento dos sitios onde a maio-
ra esteja num determinado estado. Conjecturamos, entio, a existéncia de
uma transi¢ao de fase que serd confirmada através de simulacdes. Na figura
abaixo representamos uma configuragio correspondente a p = 1/3 sofrendo
uma transigao para uma configuragao correspondente a p = 1, conforme
p aumenta. Podemos tragar um paralelo entre o parametro p do modelo
simétrico e a temperatura no modelo de Potts, onde p = 1/3 corresponde a
temperatura infinita e p = 1 corresponde a temperatura zero.

aumento de p
=

_— D B WO
= = R RO
— D = W W
B L2 W = B
LW — — W
o =
— = = e
— = = =
e e
e e

3
[
L=

S
I
p—
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3.4 Modelo de Quatro Estados

O segundo modelo, denominado modelo de quatro estados [21)], associa a
cada sitio da rede a varidvel dinamica o; que pode assumir agora os valores
0, 1, 2 ou 3. No entanto, o estado 0 ndo se encontra no mesmo status que
os outros trés, equivalentes entre si. As transigdes para esse modelo estio
representadas na figura (3.4).

Figura 3.4: Transigbes possiveis para o modelo de quatro estados.

A dinamica, nesse caso, foi implementada da seguinte maneira: se um
sitio estiver no estado 1, 2 ou 3, com probabilidade g ele passa a ser 0, inde-
pendentemente da vizinhanga, caracterizando entao um processo espontineo.
Caso o sitio esteja no estado 0, vale a regra da maioria de vizinhos e carac-
terizamos um processo catalitico. Representaremos entao a probabilidade de
transigao por w(og|oy, 01, 09,03,04) € destacamos

w(0loeo) = g, (3.17)
wlleeo) = 1—gq, (3.18)
w2lo000) = w@Blooo)=0, (3.19)
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onde o simbolo @ foi introduzido para representar a independéncia da pro-
babilidade com relagao aos vizinhos. Outras probabilidades sao

w(0[00000) = 1—p, (3.20)
w(1]00000) = g, (3.21)
w(2]00000) = ?;-, (3.22)
w(3[00000) = £ 3.23)

) (3.24)

As demais probabilidades para o sitio central igual a 0 seguem a regra da
maioria, onde definimos

w

001111) = w(0]01112) = w(0]01123) = 1—p, (
1)01111) = w(1]01112) = w(1|01123) (
0[00012) = w(0[01122) =1 — (3.27
1100012) = w(1|01122)—w(2|00012)—'w(2|01122) ?2’ (

w

w

—~ T~

w

Mais uma vez as regras sao invariantes para permutacoes 1 = 2, 1 = 3 e
2 = 3 e permutagoes ciclicas entre vizinhos, além de ser a mesma quando da
aplicagao das simetrias do grupo. Podemos novamente expor um exemplo
(figura(3.5)) onde w(o|e’) = p quando o estado do sitio central sofre uma
transicao 0 — 2. Se aplicarmos a simetria de reflexdo 2 « 3 as configuracdes
o' e o obtemos as novas configuragdes ¢’ e &, onde w(&|5') = p, correspon-
dendo a uma transigao 0 — 3 do estado do sitio central. Mais uma vez vemos
que a regra se mantém inalterada apés a aplicacido da simetria, propriedade
valida para todas as configuragdes e operagdes possiveis.

Nesse caso, para um determinado valor de p, vemos que o aumento do
parametro g favorece o estado 0. Dessa forma, esperamos uma transicio de
fase de um estado ordenado (baixos valores de g¢), onde existe uma maioria
de sitios no estado 1, 2 ou 3, para um estado desordenado composto por uma
maioria de sitios no estado 0 (altos valores de ¢). Conforme demonstraremos
na proxima segao, existe uma expressao exata relacionando a distribuicio
estaciondria de sitios no estado 0 com a distribui¢ao estaciondria de sitios nos
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bl
o) (o)
0 3 2 0 3 2
0 [N .
1 2 > 1 2
w =P
0 2 1 0 2 1
5 (24 w3 ) S U2 81 )
o (¢
0 2 3 0 p 3
O [P
—_—p
w=p
0 3 1 0 3 1

Figura 3.5: Exemplo de transigbes e aplicacao da simetria S(2 < 3) numa
rede, para a dinamica do modelo de quatro estados.
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estados 1, 2 e 3. Teriamos entdo, para cada valor de p, um valor critico de ¢
caracterizando a transicao. Também essa conjectura poderd ser confirmada
com as simulagoes .

O modelo de quatro estados é uma generalizagio do modelo TD [22, 23]
introduzido para descrever uma parte do sistema imunolégico [24]. Nesse
modelo, estados 1 e 2 correspondem a um sitio da rede sendo ocupado por
uma célula Tyl ou T2 e o estado 0 a um sitio sendo ocupado por uma
célula TH0. Se for possivel fazer uma correspondéncia entre o modelo de
quatro estados e respostas imunolégicas, o estado 3 poderia corresponder a
um sitio sendo ocupado por um outro tipo de célula.

Propusemos dois modelos distintos com simetria Cj, cujas analises pro-
cederao com abordagem de campo médio (préxima segao) e simulagao com-
putacional (capitulos 4 e 5).

3.5 Aproximacao de Campo Médio - Aplicacao

Na primeira abordagem dos modelos propostos, fizemos uma anélise de campo
médio simples, conforme explicado na se¢ao (2.1.2 ). Essa abordagem permite-
nos encontrar uma expressao analitica para a equagao de evolugao de Pj(a;),
densidade de sitios no estado o; ( ou correlagao de um sitio), dada na equagio
(3.9) e encontrar o valor estacionario dessa grandeza.

3.5.1 Modelo Simétrico

No modelo simétrico, definido na segdao (2.2.1), temos 0; = 1, 2 ou 3. As-
sim, devemos encontrar as expressdes para Fiy1(1), Piy1(2) e Pr;1(3) como
fungoes de F(1), Pi(2), P,(3) e do pardmetro p. Na pratica, consideramos um
dado sitio e escrevemos todas as configuracdes possiveis dos seus primeiros
vizinhos, uma vez que a probabilidade de transigao independe do sitio a ser
atualizado e, para cada uma, consideramos o niimero de permutacdes entre
os sitios e a probabilidade do sitio central assumir, no instante de tempo
posterior, os valores 1, 2 ou 3, segundo as regras impostas. Se, por exemplo,
tomamos a configuragao de vizinhos
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vemos que existem 12 configuragoes equivalentes e, segundo a dindmica, te-
mos ainda

1 —
Pl+1(1) = _2—2 )
1w
PLi(2) = _22 ;
Pa(3) = p.

Se essa fosse a tnica configuracao existente, terfamos, na aproximacao de
campo médio simples.

Paa(l) = 1225 RQ) ) RGP,

Pi(2) = 12—1—%—‘3 P(1) B(2) P(3)*,

Pi:1(3) = 12p B(1) P(2) P(3)*.

Assim, considerando todas as configuragdes e utilizando a notagio simplifi-
cada

‘Pi(3) = I,
Rl = ys;
P,v(z) = i,

encontramos as expressoes

)
<

1 5
e = pla} +4ziy + 4adz + 1227y2) + 5(63?12?«’1“ + 67y} + 6y;27)

+1 ;p(élml:f’ + 122128y + 122922 + 4z + o + 4tz + 4y + 21
v = p(L2zyiz + 4wy +y) + dypz) + %(63/?:4? + 6}y} + 627 z7)

- - ;p($}4 + dziy + 4z} 2 + 1220,z + 4212} + 12228 + dyizd + 21)
an = pldmz + 120z + 4yiz + 7)) + %(Gw?z?' + 697z + 6z7y7)

—l—l ;p(m}" + 4m;°’z; Hs 4mf’y1 + 12z7y2 + 12xy7 2 + 42,20 + yi + 4y,3z1) .
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Estudamos entao os estados estaciondrios desse modelo tomando ;.1 = z;, =
T, Y41 = Y1 =Yy € 2141 = 2; = z. Encontramos um estado estaciondrio trivial
dado por z = y = z = 1/3, caracterizando o estado estacionario desordenado.
Para encontrarmos a outra solugao estaciondria fazemos a hipétese y = z e
escrevemos o parametro de ordem como

m = P(3)— P(1)
rT—y, (3.29)

Il

com o vinculo

r+yt+z=z+2y=1. (3.30)

Reescrevemos x e y como fungao de m,

(1+2m),

(1—-m), (3.31)

1
3
1
v =3
3

de forma a mantermos o vinculo (3.30). Assim, encontramos uma expressio
para myy; em funcao de my,

v 1 o >
My = (—§ + 2}'3) my + (—g +P> mp + (g = QP) m;  (3.32)
1 p
+(-5+5)m

A partir da prépria expressao (3.32), vemos que m;,; tem uma dependéncia
quadrdtica em 7, evidenciando a existéncia de uma transiciao de primeira
ordem, caracteristica da aproximagido de campo médio para o modelo de
Potts de trés estados. Se construirmos um grafico do parametro de ordem
estaciondrio m em fungao da probabilidade p (figura (3.6)) vemos claramente
essa transicao , jd que para uma determinada regiio de valores de p, existe
mais de uma solu¢ao para a magnetizagio , caracterizando uma coexisténcia
de fases.

A fase desordenada, m = 0, fica instdvel para p = 0.833. Esse valor é

obtido através do coeficiente do termo linear em m da expressio (3.32) no
estado estaciondrio.
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1.0 v

m o5t 4

0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
Y2

Figura 3.6: m X p para o modelo simétrico.

No presente caso, apesar da aproximacao de campo médio simples prever
a transigao de fase, nao prevé corretamente a ordem da transicio. A apro-
ximacao de campo médio simples é muito rudimentar pois despreza todas
as correlacoes. Poderiamos proceder com uma aproximacao de ordem supe-
rior, levando em conta correlagbes de pares, mas estas sempre irdo prever
transigoes de primeira ordem, devido aos termos quadraticos.

3.5.2 Modelo de Quatro Estados

No modelo de quatro estados, existe um ponto interessante que consiste em
podermos encontrar, para a probabilidade estaciondria P(0), densidade de
sitios no estado 0, uma expressido exata. Isso ocorre porque, recordando a
dinamica desse modelo, a probabilidade de um sitio no estado 0 continuar
sendo 0 é (1 — p) e se o sitio estiver em alguns dos estados 1, 2 ou 3, a
probabilidade de tornar-se 0 é sempre g. Assim se denominarmos P;(0) a
probabilidade de um estado ser igual a 0 no instante { ¢ F;,1(0) a probabili-
dade dele ser 0 no instante [ + 1, podemos escrever

P]_H(O) = (1 = p) P;(O) -+ q (Pj’(l) -+ P;(?) —+ PI(S))
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= (1-p) P(0)+q(1 - P(0)),

I

onde utilizamos a condigao de normalizagio P(0) + Pi(1) + P(2) + Pi(3)
1. A solugao estacionaria é dada por Piyi(a) = P(a) = P(a), para a =
0,1,2,3, resultando em

P(0) = ;%q : (3.33)

Esse resultado é exato. Na aproximagao de campo médio simples, mais

uma vez utilizamos para o pardmetro de ordem m = P(3) — P(1) e encon-
tramos, para a solucao estacionaria,

14 mp'q 16 mp®y’ mp*¢* L 4_mP" L1 m*p’q
9 (P +q)* 3 (p+qgf (p+g*t (p+9* 3(p+g)
4m’p’” 4 mp’q 8 mipg® 4 mipg (3.34)

3p+qP 3(p+q¢? 3(p+9)? 9(p+g)

o= [

A linha de transigao para essa solugio estd no diagrama de fases da figura
(3.7), onde novamente temos transigao de primeira ordem devido ao termo
quadratico em m (equagdo (3.34)). O ponto p = ¢ = 0 nao estd definido.
Vemos que para p > 0,75 a fase é sempre ordenada independentemente do
valor de g.
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Fase Ordenada

P oos;

Fase Desordenada

0.0 ! ‘
0.0 05 1.0

Figura 3.7: Linha critica para o modelo de quatro estados (campo médio).



Capitulo 4

Analise Numérica

4.1 'Transicoes de fase cinéticas

Estados estacionarios de nao-equilibrio emergem e sao mantidos como con-
sequéncia da evolugao temporal de um sistema desde que sejam mantidos
os vinculos externos de nao-equilibrio que controlam o sistema [25, 26, 27)
Conforme esses vinculos sao variados, ocorrem transicdes de fase fora do
equilibrio, ou seja, transigdes de fase cinéticas, entre estados estaciondrios de
nao-equilibrio caracterizados por parametros de ordem bem definidos.

As transicoes de fase cinéticas também estd associado, no ponto critico,
um comportamento universal caracterizado por expoentes criticos caracteris-
ticos. No entanto, diferentemente de modelos de equilibrio, onde o compor-
tamento critico esta diretamente associado as simetrias das hamiltonianas
(além da dimensao do sistema e do pardmetro de ordem), o comportamento
critico associado a estados estaciondrios de nao-equilibrio deve ser analisado
sob nova abordagem.

Nas préximas segoes deste capitulo descreveremos alguns métodos e for-
malismos da mecanica estatistica de nao-equilibrio.

4.2 Teoria de Escala Finita

A teoria de escala finita foi introduzida em [28] e fornece uma andlise do
comportamento de escala para transigbes continuas em modelos de tama-
nho finito em equilibrio termodinamico, reversiveis microscopicamente. Uma
revisao bastante completa pode ser encontrada em [29]. Simulagdes efetua-

39
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das em sistemas de diferentes tamanhos permitem, a partir da teoria de
escala finita, a obtencao de resultados para sistemas infinitos, ou seja, no
limite termodinamico. Recordemos que a teoria de escala finita descreve as
propriedades volumétricas de um sistema finito de dimensao linear I com
condigoes de contorno periédicas em termos do tamanho relativo entre o
comprimento de correlagao £ e L. Nas proximidades da temperatura critica,
T., & ~ |T. = T|7". Consequentemente, efeitos de tamanho finito aparecem
quando £ ~ L.

No presente trabalho, tratamos sistemas microscopicamente irreversiveis
e assumimos que uma analise de escala finita possa ser empregada no estudo
de propriedades criticas desses modelos. Este procedimento, analogo ao uti-
lizado para modelos de equilibrio, tem sido aplicado com sucesso a modelos
de nao-equilibrio [19, 20, 30, 31, 32].

Como numa transicao de segunda ordem regular, assumimos que a transigao
em nosso sistema apresenta uma escala de comprimento caracteristico ¢ que,
no sistema infinito, diverge de acordo com

é 2 Ipr: _pl_y ’ (4'1)

sendo v o expoente critico do comprimento de correlagao. Esperamos entio
que efeitos relativos ao tamanho finito do sistema devam aparecer quando &
for da ordem do comprimento linear da rede, L. Como L tem a mesma forma
de escala que ¢, podemos considerar uma fungio genérica Q1 (p), relacionada
ao sistema finito, como uma funcao homogénea de L e &,

Qilp) = L* Q(z), (4.2)
onde
_(L
- (%)

sendo () uma fungio universal. Para z — co temos

Qz) ~z7v .

Consequentemente, nesse limite,
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Qoo(p) ~ |p(: - p|—6' g (43)
Podemos escrever a expressao (4.2) da forma alternativa
B o e
Qulp) = L* Q (L*[p. —p]) . (4.4)
Assim, para p = p,.
Qr(pe) ~ Lv .

Notamos que, na criticalidade, a fungao Qr(p.) exibe um comportamento
de lei de poténcia, como fungdo de L, determinado exclusivamente pelos
expoentes criticos do sistema infinito.

Para o parametro de ordem m, esperamos que, no sistema infinito e nas
proximidades de p,., 0o comportamento seja

m ~ |p. = p|” . (4.5)

Utilizando a fungao generalizada @ r(p), tomamos 6§ = —f3, o que nos permite
escrever, para o parametro de ordem da rede finita,

my(p) = L7 m (L?i‘pf -7l) . (4.6)
sendo m uma fung¢ao universal.

A susceptibilidade por particula é definida como a variancia do parametro
de ordem m, ou seja.

Xm = N - (<m2> - (|ml)2) g (47)

sendo N o numero de sitios da rede (N = L x L). Num sistema infinito, a
susceptibilidade no ponto critico diverge com

X~ |p.—p[™7. (4.8)

No sistema finito, em vez de divergir, a susceptibilidade no ponto critico
apresenta picos cujas forma e posi¢io variam com o tamanho linear da rede.
Escrevemos, para yr(p) a forma de escala (tomamos 6 = 5 na expressio

(4.4))
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e g
xe(p) = L¥ % (L¥|p. —pl) (4.9)
onde novamente y é uma funcio universal.

O cumulante de quarta ordem nio apresenta uma forma de escala com
L, ou seja, podemos escrever para essa grandeza a forma geral

Uw(p) = L°U (L*|p. — pl) - (4.10)

No ponto critico, o cumulante atinge um valor universal, independentemente
do tamanho do sistema.

Definimos ainda uma probabilidade efetiva de transi¢ao para cada ta-

manho de rede, cuja relagao com a probabilidade critica p. da rede infinita
é

p(L) = p.+ KLV, (4.11)

sendo kK uma constante.

4.3 Método de Monte Carlo

A fisica estatistica lida com sistemas com muitos graus de liberdade, e dentro
dessa abordagem um problema usual consiste na estimativa de médias de
fungoes de estado F'(c) dadas através de somas do tipo

< F(0) >= S F(0)P(0) , (4.12)

onde o representa todos os estados acessiveis ao sistema dentro do espaco de
fases e P(co) ¢ uma distribuicao de probabilidades definida a priori com as
propriedades

Y Pla)=1 (4.13)

Pla) 9 . (4.14)

O método de Monte Carlo [33, 34] reduz os estados necessirios para o
cdlculo de (4.12) a uma amostra com um ndmero finito M de estados o;



4.3 Método de Monte Carlo 43

(¢ = 1,2,...,M), cada um gerado com uma probabilidade P(o;), de forma
que a estimativa de < F'(o) > passa a ser dada pela média aritmética

1 M
M;F(Ji) . (4.15)

Assim, o principal ponto do método de Monte Carlo estd na elaboracao
de um algoritmo que gere estados com probabilidades definidas a priori a
partir de niimeros aleatérios distribuidos uniformemente entre 0 e 1.

4.3.1 Cadeias de Markov

A descri¢ao do método de Monte Carlo tem como pré-requisito a introdugao
do conceito de cadeias de Markov. Uma cadeia de Markov é definida por
uma matriz estocdstica M, onde cada elemento da matriz, que denotaremos
M(a,0'), representa a probabilidade de transiio de uma configuracio (es-
tado) ¢’ para uma configuragao o. Por ser uma probabilidade, devemos ter
necessarianente

M(o,0') > 0. (4.16)
Além disso, se considerarmos todos as configuracdes o possiveis, temos
> M(o.d')=1. (4.17)

A probabilidade Fi(c) de um determinado estado o, num instante de
tempo [, evolui de acordo com

Piii(o) = Z M(o,0")Pi(c') . (4.18)

A evolugao temporal di-se até que seja atingida uma solugao estaciondria
P(o) caracterizada pela equagao

P(o) =3 M(o,d")P(c") . (4.19)
Utilizando a propriedade (4.16), reescrevemos a equagio (4.19) como

ZM(U,J’)P(J') = ZM(U',U)P(J) : (4.20)
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A condigao de balanceamento detalhado (ou reversibilidade microscépica)
é verificada se a condicao

M(d',0)P(0) = M(o,0")P(d') (4.21)

é satisfeita. I importante notar que se a condigao de balanceamento deta-
lhado € satisfeita entdo as equagdes (4.20) e (4.19) ficam automaticamente
satisfeitas.

4.3.2 Modelos de Equilibrio

Em modelos de equilibrio existe uma hamiltoniana #(c), de forma que os
estados estacionarios atingidos obedecem & distribuicao de Gibbs
e*ﬂ'H[rr)

Z bl
onde f = 1/kpT e Z é uma constante de normalizacio. Utilizando essa
distribuicao , reescrevemos a equagio (4.21) como

P(o) = (4.22)

M(a,0")e M) = M(a,0")e M) (4.23)

O préximo passo a ser seguido consiste em encontrarmos uma forma para
a matriz M que satisfaga (4.23). Um dos algoritmos mais utilizados para
esse fim é o conhecido algoritmo de Metropolis [35], onde

1 se E(0') < E(0)

e—ff(E[rr’)—E(ﬂ')) se E(O_I) > E(O‘) ‘ (4.24)

M(d',e) = {
sendo E(co) (E(0')) a energia da configuragio o (o').
Uma vez que estamos tratando de um modelo de equilibrio, é interessante
ressaltarmos que, de fato, a condigao de balanceamento detalhado

M(o', a)e PE@) = M(o,o’)e‘“E(”'] (4.25)

¢ verificada.

Notemos ainda que existe uma probabilidade nio nula de que confi-
guragoes de energia mais alta sejam aceitas, ou seja, simulamos flutuacdes
térmicas evitando que o sistema va para o estado fundamental.



4.3 Método de Monte Carlo 45

Para simularmos o modelo de Potts de trés estados numa rede quadrada
utilizando o algoritmo de Metropolis, tomamos uma configuracio inicial ¢
na rede, cuja energia € dada por

E(G’) =—J Z 5(0'1',0'3,') 5 (426)
<4 >
onde a soma ¢ realizada sobre os vizinhos mais préximos do sitio (i,7)eo; e
o, podem assumir os valores 1, 2 e 3.

Partimos de uma configuragao inicial ordenada (dada, por exemplo, por
todos os sitios no estado 0; = 1) para evitarmos a formagio de dominios que
aumentam consideravelmente o tempo de relaxagio do sistema, e seguimos
as seguintes etapas

e Tomamos um sitio aleatoriamente.

e Calculamos o valor da energia da configuragiao composta por este sitio e
seus vizinhos mais préximos (utilizamos condi¢oes de contorno periddicas).

o Geramos um numero aleatério n distribuido uniformemente entre 0 e 1.
Se 7 < 1/2, o sftio muda para um dos dois estados que nio seja aquele
em que ele se encontra. Se, por exemplo, ao sitio escolhido estiver as-
sociada a varidavel aleatdria o, = 1 e o nimero sorteado for menor que
1/2, ele assume a variavel o, = 2, caso contrario assume o= 3,

e Escolhido o novo valor, calculamos a energia da nova configuragio (com
o sitio central alterado).

¢ Calculamos a probabilidade de transicio e #2F, onde AE = E(¢') —
E(o).

¢ Sorteamos um novo nimero aleatério n’ também com distribuigao uni-
forme entre 0 e 1.
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o Sen < FAE

o original.

aceitamos o novo valor do sitio, caso contrario mantemos

Repetimos um nimero suficiente de vezes essas etapas para termos uma
boa estatistica, pois, de acordo com a equagio (4.15), as médias serio mais
precisas quanto maior for o nimero de estados escolhidos (passos de Monte
Carlo).

As médias sao obtidas tomando-se valores cada vez que percorremos a
rede. Se usassemos os valores cada vez que tentdssemos alterar um sitio,
as configuragoes obtidas estariam bastante correlacionadas, ja que difiririam
apenas por esse sitio. Assim, um passo de Monte Carlo corresponde a uma
varredura da rede.

4.3.3 Modelos de Nao-Equilibrio

Os modelos de nao-equilibrio que nos referimos nessa tese sio modelos es-
tocasticos definidos em reticulados. Estes podem ter atualizacio sequencial,
os chamados modelos de gis de rede [27] ou possuir uma dinimica onde a
atualizagao ¢é sincrona, os chamados autématos celulares. Em particular,
nessa primeira parte da tese, sé consideramos autématos celulares.

Para os modelos de nao-equilibrio, nio temos uma hamiltoniana a partir
da qual podemos construir uma dinamica. Temos, entretanto, em vez disso,
um conjunto de regras locais que regem a atualizacao simultinea de sitios
caracterizando um autémato celular. No entanto, cremos que também nesse
caso podemos falar em simulagdo de Monte Carlo uma vez que a estocasti-
cidade também é empregada, embora de uma forma diferente, imposta de
acordo com a dinamica irreversivel proposta.

Descreveremos a seguir o procedimento adotado para os dois modelos
propostos, sendo que nos dois utilizaremos a notagio 7 para um ntmero
aleatério uniformemente distribuido entre 0 e 1.

e Modelo simétrico

— Associamos um valor ao parametro p.
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— No caso de existir uma maioria de estados vizinhos em um deter-
minado estado a e 7 < p, o estado do sitio central sera também
«. Se, no entanto, 7 > p, sorteamos um outro nimero aleatério 7
e 0 comparamos com 1/2 para determinarmos em qual dos outros
dois estados possiveis o sitio central estara.

— Se houver empate entre os vizinhos, ou seja, se dois vizinhos es-
tiverem no estado a e dois no estado 8 e n < 1/3 o sitio central
assume o estado a. Se 1/3 <71 < 2/3 o sitio assume o estado 3 e
se 17 > 2/3 o sitio assume o terceiro valor 7.

— Varremos toda a rede aplicando essas regras e atualizamos todos
os sitios simultaneamente.

e Modelo de quatro estados

— Associamos valores aos pardmetros p e ¢ (definidos na segio (2.2)).

— Se o sftio central estiver no estado @ (@ = 1,2 0u 3) e 7 > g ele as-
sume o estado 0. Caso contrério ele mantém-se no estado original.

— Se o sitio central estiver no estado 0 e seus vizinhos constituirem
os conjuntos de valores {0,0,0,0} ou {0,1,2,3} em qualquer or-
dem, e 1 > p ele assume o valor 0. Se 1 < p sorteamos um novo
numero 7' e definimos so o sitio central assume os estados 1, 2 ou
3 de acordo com os intervalos ' < 1/3,1/3 <7’ <2/3en > 2/3.

— Se o sitio central estiver no estado 0, seus vizinhos constitui-
rem os conjuntos de valores {0,0,0,a}, {0,0,a,a}, {0,a, a,al
ou {a, o, ¢, a} (@=1, 2 ou 3) e n < p, o sitio central assume o
estado a. Se n > p ele mantém-se no estado 0.

— Se o sitio central estiver no estado 0, os vizinhos em um conjunto
de valores do tipo {0,0,a,8}, {a,0,8,6} (a,f =1,2,3, a # 3)
e 77 < p ele mantém-se no estado 0. Se n > p sorteamos um novo
nimero 7' e o comparamos com 1/2 para definir se o sitio assume
o estado a ou o estado /3.
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— Se o sitio central estiver no estado 0, os vizinhos em um conjunto
de valores do tipo {a,a,a,8} ou {a,a, 8,7} (o, 8,7 = 1,2,3,
a# [ # ) en < p, ositio central assume o estado a. Se n > p
ele mantém-se no estado 0.



Capitulo 5

Analise numeérica - Resultados

5.1 Modelo Simétrico

Para o modelo simétrico utilizamos redes quadradas regulares de lados I =
10, 20 e 40, condigoes de contorno periédicas e configuragio inicial orde-
nada, com todos os sitios no estado 0; = 1. Apés descartarmos as primeiras
configuragoes geradas, as médias foram estimadas para 10° passos de Monte
Carlo.

Uma maneira conveniente de analisarmos o modelo envolve o uso das
variaveis

T, = %:Zl (é(a,j,a) - %) . (5.1)

para a=1, 2 e 3. Essas varidveis tém a propriedade

1 +zo+23=0,

de forma que apenas duas delas sao independentes. Em termos dessas no-
vas variaveis, podemos reescrever os invariantes de segunda e quarta ordemn,
respectivamente, como

In(zi, 25, 23) = (:J:f + 2 + mg) (5.2)

W

49



5.1 Modelo Simétrico 50

1
Is(z1, 22, 23) = 3 (‘B‘i + 5 + :c‘é) - (5.3)

Assim, as grandezas de interesse medidas sio o parimetro de ordem m,
a susceptibilidade x e o cumulante de quarta ordem reduzido U; definidos
respectivamente nas equagdes (2.23), (2.24) e (2.25).

Os dados sao analisados sob o referencial da teoria de escala finita. O
cumulante Up(p), definido na equagao (2.25), atinge um valor universal no
ponto critico, independente do tamanho da rede. Dessa forma, se tragarmos
as curvas de U em fungao de p, para L=10, 20 e 40. elas se cruzam no valor
correspondente a p,., conforme podemos ver na figura (5.1).

0.6

G—OL=10 " :
| L—AL=20 / /g" ¥

| G—EL=40 / i
5 / / i
0.4 F # 4
| /)
i |
v | ,/ 7
i ) /
/ A ,e/’/%)
J/ o :
| /9/5/43 1
7 s
o v |
//6*/ K o |
. i
1
: i |
0.0 *
0.86 0.88 0.90 0.92

Figura 5.1: Cumulantes U, X p para redes quadradas de lados L = 10, . = 20
el == 41,

Estimamos, entao .

pe = 0,888+ 0,002 . (5.4)

Relembrando as formas de escala de my(p) e xz(p) introduzidas nas
equagoes (4.6) e (4.9), vemos que se tragarmos em graficos log-log mr(p.)
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e x1(p.) como fungdes de L, podemos extrair as razdes entre os expoentes
criticos estaticos §/v e /v através dos coeficientes angulares das retas. Es-

ses graficos podem ser visualizados nas figuras (5.2) e (5.3) e fornecem as
razoes

B/v = 0.135+0.002, (5.5)
v/v = 1.74+0.03, (5.6)

que estao em boa concordancia com o modelo de Potts de trés estados de
equilibrio.

\\

N

Inm(p,)
i

4

3.0 3.5 4.0
InL

Figura 5.2: In my(p.) x In L para redes quadradas de lados L = 10, L = 20
e L= 41,
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Figura 5.3: In xz(p.) x In L para redes quadradas de lados L = 10, L = 20
e L = 40.

5.2 Modelo de Quatro Estados

Para a andlise numérica do modelo de quatro estados, utilizamos mais uma
vez redes quadradas de lados L = 10, 20 e 40 com condigdes de contorno
periddicas. Escolhemos configurages iniciais geradas aleatoriamente, uma
vez que, contrariamente ao que ocorre no modelo anterior, o sistema passa
de ordenado para desordenado conforme aumentamos o valor do parametro
g. Em todos os modelos escolhemos configuragdes iniciais que evitassem a
formagao de dominios que levassem a um aumento consideravel do tempo
de relaxagao. Baseamos essa escolha verificando se, no modelo em estudo,
a transi¢cao da-se de um estado desordenado para um estado ordenado ou
se ocorre o comportamento oposto. Assim, evitamos configuragdes iniciais
que correspondam a configuragbes finais esperadas conforme variamos os
parametros externos e consequentemente diminufmos o tempo que o sistema
leva para relaxar.

Lembramos que no modelo de quatro estados a distribuicio de probabili-
dades para o nlimero de contagens, NN, de sitios tipo 0, apresenta uma forma
exata (3.33). Assim. se tomarmos, por exemplo, p = 0,1 e uma rede 10 x 10
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(N = 100), observamos a presenca de picos nas posicdes correspondentes a
Ngq/(q + p) para diversos valores de g (figura (5.4)).

1
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Figura 5.4: Distribuigio de probabilidades de N, para rede de aresta L = 10.

Prosseguimos a simulagao calculando as grandezas Uy (q), my(q) e xz(q)
fixando o valor de p e variando ¢, também baseados nos invariantes do modelo
que exibem a mesma forma definida em (5.2) e (5.3), mas com a definicio

i &

=%
A'i:l

i ((5(0’.5,0:) - £5(@,0) - 1) y (5.7)
3 3
para. gg= 1, 2 ou 3.

Através do método dos cumulantes obtemos um conjunto de pontos )
que nos permite construir o diagrama de fases p x g (figura(5.5)). Notamos
que agora o diagrama apresenta uma forma curva e consiste em uma linha
transicao continua.

Para cada par (p., q.) podemos encontrar as razoes 3/v e v/v da mesma
forma que foi empregada no modelo simétrico. Explicitaremos o célculo para
p = 0,9. Na figura (5.6) estd o cumulante U(gq) como fungio de ¢, de
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1.0

0.8 Fase Ordenada

Fase Desordenada

=l

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.5: Diagrama de fase p x g .

onde extraimos g. = 0,832 £ 0,005. Extraimos entio mz(q.) € xr(g.) como

fungdes de L, cujos graficos em escala log-log podem ser vistos nas figuras
(5.7) e (5.8).

Encontramos, consequentemente,

B/v = 0,131+0,003, (5.8)
v/v = 1,7340,03, (5.9)

que também estao em boa concordancia com o modelo de Potts de trés es-
tados de equilibrio.
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Figura 5.6: Cumulantes Uy, x g para redes de lados L = 10, 20 e 40 e p=20,9.
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Capitulo 6

Analise de Tempos Curtos

6.1 Introducao

Recordemos que para um sistema estatistico em equilibrio, o comprimento de
correlagao na criticalidade é divergente e portanto detalhes microscépicos do
sistema nao sao importantes. Consequentemente, o sistema exibe um com-
portamento universal com uma forma de escala caracterizada por expoentes
criticos estdticos. Modelos numa mesma classe de universalidade possuem
os mesmos valores de expoentes criticos. O estudo desses sistemas envolve a
determinagao dos expoentes criticos bem como das fungdes de escala para os
observaveis fisicos. seja de forma analitica ou numérica [12, 33].

Para um sistema critico dinamico no regime de tempos longos, também
€ conhecido que existe uma forma de escala dindmica universal. Isso ocorre
basicamente devido ao fato do comprimento de correlagio temporal ser di-
vergente e o comprimento de correlagao espacial ainda ser bastante grande
no regime de tempos longos. A forma de escala dinimica para um observavel

O [36] ¢

O(t,7,L) = b0 (b7t,bv1,571L) , (6.1)

onde t é a varidvel dinamica de tempo, 7 = (T — T.)/T. é a temperatura
reduzida, L o tamanho linear do sistema, b um fator de escala, z e v sao
expoentes estdticos e 2z o0 expoente dinamico. Notemos que a forma de escala
dinamica independe das condicoes iniciais do sistema, ou seja, o sistema perde
a memoria referente a seu estado inicial.

Restringiremo-nos nesse trabalho a sistemas dinimicos representados por

57
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algoritmos de Monte Carlo.

Consideremos a auto correlagao para um sistema finito na temperatura
critica definida como

At t) = 43 (Solt)ote+2) (62)

onde o; € uma varidvel de spin. Para tempos suficientemente longos, A(t,t')
decai exponencialmente sob a forma

At 1) ~ et (6.3)

Esse decaimento nao depende de t'. Utilizando relagao de escala dinimica
(6.1), vemos que o comprimento de correlagao temporal &, escala com

&L (6.4)

Nesse cendrio, a relaxagao temporal da magnetizagio é caracterizada pela
forma

M(t) ~ t=PIv= (6.5)

Para a maioria dos algoritmos de Monte Carlo, z &= 2, 0 que mostra que o
comprimento de correlagao cresce rapidamente com o tamanho da rede L.
Consequentemente, em simulagbes de Monte Carlo a geracio de uma nova
configuragao independente é bastante dificil. Esse efeito é conhecido como
desaceleracao critica [18].

A desaceleragao critica afeta nao apenas medidas no equilibrio, mas também
medidas de observdveis dinamicos. Em particular, o valor do expoente z é
extremamente dificil de ser determinado.

No trabalho realizado por Janssen et al [37], foi demonstrado que existe
um outro regime com comportamento universal, onde a existéncia de uma
magnetizagao inicial mq > 0 introduz uma nova escala de tempo t, que se
comporta como

to ~ [m“]—zm. ) (6.6)

para grandes escalas, onde ), a dimensdo de escala de mg, é um novo ex-
poente critico. Dessa maneira, para uma magnetizagao inicial pequena e uma
temperatura reduzida nula, temos t,,;. << t;5 << t,, onde t, é o tempo de
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relaxagdo do sistema infinito. Consequentemente, existe um regime tempo-
ral caracterizado pelo intervalo t,,;. << t < to que dita uma dependéncia
universal da magnetizagao nas condigdes iniciais. Esse estagio universal é
caracterizado por um crescimento da magnetizagio sob a forma

M(t) ~mgt?, (6.7)

onde 6 > 0. Esse fenémeno pode ser compreendido através de uma analise
da dependéncia da magnetizacio nas condigdes iniciais e do seu comporta-
mento sob transformagoes do grupo de renormalizagao. A razao fundamental
baseia-se no argumento de que mg tem uma dimensio de escala independente
conhecida como dimensiao anémala, zg, que difere bastante da dimensio de
escala do pardmetro de ordem em equilibrio térmico (com a qual a mag-
netizagao escala em tempos longos) dada por B/v. Nesse ponto, podemos
fazer uma analogia entre o fenémeno que ocorre no regime de tempos curtos
com fendémenos criticos em superficies [38]. A singularidade de tempos cur-
tos (M(t) ~ t?) é andloga & singularidade de curtas distincias do parametro
de ordem préximo a superficie de um sistema semi-infinito, onde as densi-
dades de magnetizagiao na superficie e longe dela tém dimensées de escala
diferentes.

Para uma melhor compreensio do comportamento universal da dinimica
de tempos curtos, devemos ressaltar a distingao entre duas escalas de tempo
diferentes a serem consideradas, a escala de tempo macroscopica e a escala
de tempo microscépica. Somente apos um tempo i, suficientemente longo
em termos microscépicos aparece o comportamento universal. Em [39, 40] as
simulagoes numeéricas mostram que t,,;. é realmente pequeno quando com-
parado com a escala macroscépica. Se isso nio ocorresse de fato nio haveria
sentido algum falarmos em dinidmica e universalidade de tempos curtos.

O comportamento universal para tempos curtos foi verificado em modelos
de Ising cinéticos [39, 41, 42, 43, 44, 45] e modelos de Potts cinéticos (39, 46,
47].

Na figura (6.1) [37] mostramos o que seria o comportamento qualitativo
genérico da evolugao temporal da magnetizagao, partindo de um estado com
uma magnetizagao inicial nio nula e 7= T,

Vemos que nos primeiros passos da evolugao, para t > t,,., a magne-
tizagao sofre um crescimento M(t) ~ t* seguido de um “crossover” para
t~"/** vilido em tempos longos.

Uma questao a ser formulada é o porqué do crescimento inicial da mag-
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M (t)

M (0)

Figura 6.1: Comportamento qualitativo da evolugdo temporal da magne-
tizagao partindo de um valor nio nulo na criticalidade.

netizagao. Segundo [48], o crescimento acontece devido ao pequeno compri-
mento de correlagio espacial. Para tempos ¢ > t,,,. existe no sistema uma
competicao entre o crescimento de dominios e a flutuacao. O tamanho de
dominio médio representa o comprimento de correlagao inicial. No estagio
inicial da evolugao temporal, o tamanho do dominio & pequeno e ira crescer,
enquanto que o efeito da flutuagao é pequeno. Uma magnetizagao inicial
nula nao altera essa situacio, mas uma magnetizacao inicial nao nula faz
com que existam mais sementes para dominios de determinado tipo de spin.
Como resultado, esses dominios crescem mais rapidamente originando entio o
crescimento inicial da magnetizagao. Depois de algum tempo, esses dominios
saturam e as flutuagoes tornam-se mais fortes. Assim, a magnetizagao atinge
seu maximo e comeca a decrescer.

6.2 Formalismo

Em [49] encontramos uma abordagem da universalidade de tempos curtos
para sistemas finitos. onde o k-ésimo momento do parametro de ordem de
um sistema finito, na criticalidade, tem a forma de escala
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Mi(t, 7, Lomg) = ™% Mi(b™*t, b= 7,bL, b™my) , (6.8)

onde 7 = (T'=T.)/T., b é o fator de escala espacial, z; é a dimensio anémala
da magnetizagao inicial my e 2 é o expoente dindmico. Tomando 7 = 0 e
b=t'%, temos, para a magnetizacio ,

M(t, L,mg) ~ 15*3‘;-7./\/! (i, i) (6.9)
tr to

onde t;, ~ L* é o tempo de relaxagao do sistema finito, #, ~ iy e g

M(z,y) é uma fungdo universal. Ainda na referéncia [49) é demonstrado que

o crescimento inicial do parimetro de ordem descrito em (6.7) é vdlido para

sistemas finitos desde que ¢,¢),t; e my sejam pequenos. A relacio entre 6 e

z, é dada por

g — (5«"(_1— 'f,—’) .

-~
~

(6.10)

Andlises de escala [50] mostram ainda que a auto correlagio A(t) (6.2)
para um sistema finito. na temperatura critica, decai segundo a lei de poténcia

d
wslap
At) ~ it 17 (6.11)
Vemos, entiao. que o expoente dinimico # também entra na auto correlagao.
Como o comprimento de correlagio espacial no inicio da evolugao tempo-

ral é pequeno, para o sistema finito, M(t, L) ~ L™ Das relacdes de escala
finita deduzimos o crescimento sob a forma de lei de poténcia

(.1—2-‘3

My(t) ~t—= . (6.12)
Utilizando relacdes de escala para os momentos da magnetizagao apro-
priados, vemos que o cumulante de Binder dependente do tempo [33]
< My >
3< My >2°

medido em dois tamanhos de rede diferentes I, e L', obedece a relacao

Ult,r,L)=1- (6.13)

U(t,0,L') = U(b™*t,0,L) , (6.14)
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lembrando que b = L'/L. Se rescalarmos o tempo por um fator b™*, as curvas
referentes aos cumulantes de diferentes tamanhos de rede devem colapsar.
Assim, uma outra maneira de determinarmos o expoente z é através do
colapso das curvas dos cumulantes.

Os trabalhos referentes 4 dinimica de tempos curtos citados até o mo-
mento caracterizam-se por modelos que evoluem para estados estacionirios
que obedecem a condigao de balanceamento detalhado. No entanto, em [51], a
dindmica de tempos curtos foi aplicada a modelos cujos estados estaciondrios
nao apresentam balanceamento detalhado contendo as mesmas simetrias do
modelo de Ising cinético. Os expoentes dinamicos encontrados estio em
otima concordancia com aqueles referentes a classe de universalidade do mo-
delo de Ising cinético. Assim, a conjectura proposta por Grinstein et al [4]
pode ser extendida para o caso da universalidade de tempos curtos. Tendo
como objetivo a generalizacao desse resultado para modelos microscopica-
mente irreversiveis com outras simetrias, aplicamos a dinamica de tempos
curtos ao modelo simétrico e ao modelo de quatro estados como veremos nas
segoes a seguir.

6.3 Aplicacao - Modelo simétrico

Em [39], o expoente dinimico 6 foi medido pelo crescimento, em forma de
lei de poténcia, da magnetizacio , onde o estado inicial era preparado com
uma magnetizagao bastante pequena mas nio nula my. Dessa forma, os
valores de ¢ eram encontrados para diferentes valores de ™My e extrapolados
para my = 0. Para evitarmos essa preparagio do estado inicial, empregamos
aqui uma metodologia diferente, apresentada em [52] e estudamos a evolugio
temporal (uma unidade de tempo corresponde a um passo de Monte Carlo)
da seguinte fungao de correlagio temporal

Q(t) = (z1(t)z1(0)) , (6.15)
onde
N
T = %; (5(04,, 1) - %) : (6.16)

como ja utilizado em (5.1).
A fungao Q(t) também obedece o crescimento em forma de lei de poténcia
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Q(t) ~ 1%, (6.17)

onde o estado inicial é uma configuragio gerada aleatoriamente com compri-
mento de correlagao nulo e o valor médio de my, calculado sobre diferentes
configuragoes , ¢é igual a zero.

Assim, no presente trabalho, o cdlculo de 6 é realizado a partir do estudo
da evolugao temporal da grandeza Q(t).

Para a determinacao do expoente 8, utilizamos 160000 configuragoes ini-
ciais independentes para redes de lado L = 9 e 320000 configuragoes para
redes de lados L = 18, 36 e 72, procedendo entdo 4 andlise temporal da quan-
tidade Q(¢) definida em (6.15). O algoritmo computacional foi implementado
da seguinte maneira:

e Para cada tamanho de rede fixamos o valor de p no valor critico, p,. =
0,888, e geramos uma configuracao inicial aleatéria, sorteando para
cada sitio os estados 1, 2 e 3 com igual probabilidade (1/3).

e Calculamos e guardamos o valor de z;(0) e, para cada passo de Monte
Carlo (correspondente a atualizacio dos sitios da rede), calculamos

z1(0)zy(2).

¢ Calculamos a grandeza Q(t) tomando a média, sobre o total de confi-
guragoes geradas, de z1(0)z,(t) para cada passo de Monte Carlo. Uti-
lizamos no total 500 passos de Monte Carlo.

A figura (6.2) mostra o grafico de Q(t)/Q(0) x t em uma escala log-log
para L =9, 18, 36 e 72. Notamos que o comportamento de lei de poténcia da
magnetizagao pode ser visto desde o inicio da evolugio mesmo para as redes
menores. Concluimos que, para a medida de 8, efeitos de tamanho finito nio
sao importantes. Para determinarmos o valor de ¢, demarcamos uma regiao
no grafico 20 < t < 55 e calculamos os coeficientes das retas pertencentes a
regiao . O valor de 6 ¢ estimado entdo pela média entre os valores de 0(L) e
é dado por

¢ =0,093+0,004. (6.18)
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Figura 6.2: Q(t)/Q(0) X t em escala log-log para o modelo simétrico.

Utilizando o invariante de segunda ordem definido em (5.2), o segundo
momento do parametro de ordem, M, é definido como

MQ:42<IQ> . (6.19)

O célculo de M, ¢é implementado no algoritmo descrito acima através da
média de [, = (27 + 23 + z?) tomada, a cada passo de Monte Carlo, sobre
todas as configuragoes .

Conforme vimos na secao anterior, esperamos, no ponto critico, M(t) ~

Ty para
g:l( _2—’@) | (6.20)

Z v

e podemos ver na figura (6.3) Ma(t)/My(0) X t em escala log-log para L =
9..18,36 e T2

Vemos que nesse caso existe um comportamento nao universal nos primei-
ros passos da evolugao , mas se descartarmos esses pontos e considerarmos o
mtervalo 10 <t < 55, vemos que My(t) apresenta um comportamento de lei
de poténcia, sendo que a média entre os coeficientes angulares das linhas retas
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Figura 6.3: My(t)/M>(0) x t em escala log-log para o modelo simétrico.

ajustadas para cada tamanho de rede fornece o expoente ¢ = 0,76 + 0,01,
Utilizando o valor de /v obtido em (5.5), o expoente z pode ser obtido
atraves da relagao z = (d — 20/v)/( e vale

2 =2,28+0,04. (6.21)

6.4 Aplicacao - Modelo de Quatro Estados

O procedimento adotado na analise de tempos curtos para o modelo de quatro
estados € andlogo ao empregado no modelo simétrico, sendo a grandeza Q)(t)
dada por

Q(t) = (z1(t)z1(0)) , (6.22)

onde z;(t) é agora definido, conforme a equagao (5.7), como
1= 3 (800 1) + 2601,0) 3 6.23
T = N o, 3 (o, 3) (6.23)
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Novamente utilizamos 320000 configuragdes iniciais independentes para
L =18,36,72 e 160000 para L = 9.

O mesmo procedimento descrito para o modelo simétrico foi usado para
a realizagao da simulagao e avaliagdo das grandezas Q(t) e M(t). Nesse
caso, os parametros p e ¢ foram fixos nos seus valores criticos 0,9 e 0,832
respectivamente.

Na figura (6.4) vemos o grifico de Q(¢)/Q(0) x ¢ em escala log-log para
redes quadradas de lados L = 9,18, 36 e 72.

0.9

In Qer)/Qi0)

Figura 6.4: Q(t)/Q(0) x t em escala log-log para o modelo de quatro estados,

Notamos que para todos os tamanhos de rede existe uma flutuagao inicial
em Q(t) e que, logo apds essa flutuagio, podemos verificar o comportamento
de lei de poténcia. Selecionamos nesse caso a regiio 15 < t < 30 onde sio
calculados os coeficientes angulares das retas (L) cuja média fornece

§ = 0,108 £ 0,001 . (6.24)

A evolugao temporal de My(t)/M(0) pode ser vista na figura (6.5) em
escala log-log para os quatro tamanhos de rede.
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Figura 6.5: Ma(t)/M2(0) x t em escala log-log para o modelo de quatro
estados.

Novamente notamos a existéncia de uma flutuagio inicial seguida pelo
comportamento de lei de poténcia. Na regiio 15 < ¢t < 25 encontramos o

coeficiente angular { = 0,73 & 0,01 dado como a média dos valores ((L).
Consequentemente, utilizando o valor de B/v dado em (5.8) obtemos

2=2,38+0,03. (6.25)

Em [39] os valores encontrados para o expoente # do modelo de Potts de
equil ibrio foram determinados através de duas metodologias diferentes. A
primeira delas emprega o algoritmo de banho térmico e fornece 8 = 0,075 %
0,003. A segunda utiliza o algoritmo de Metrépolis e, por sua vez, fornece
0 = 0,070 + 0,002. Esses resultados foram obtidos para uma rede de lado
L = 72, sendo que o valor de 6 foi calculado para diferentes valores de
magnetizagao inicial e extrapolado para my = 0. Vemos que nossos resultados
diferem um pouco dos encontrados em [39], uma vez que em nosso trabalho,
os valores dos parametros criticos externos (P no modelo simétrico e p, e g- no
modelo de quatro estados) sao determinados numericamente, diferentemente
do modelo de equilibrio onde a temperatura critica é conhecida exatamente.
Dessa forma, temos uma fonte de erro maior que dificulta a obtengio de
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resultados melhores e mais precisos.

Os valores encontrados para z (equagdes (6.21) e (6.25)) nesse trabalho
corroboram com aqueles existentes na literatura, obtidos através de diferentes
andlises numéricas [47, 53, 54, 55| e distribuidos entre 2,17 e 2,7.



Capitulo 7

Conjectura

Os resultados obtidos até agora mostram que modelos irreversiveis definidos
por dinamicas que possuam as simetrias do grupo Cj, estio na mesma classe
de universalidade do modelo de Potts de trés estados. Tal indicacao é origi-
nada pela boa concordancia entre expoentes criticos obtidos para os modelos
propostos e aqueles do modelo de equilibrio. Neste capitulo fazemos uma
analise do modelo simétrico baseada em abordagem semelhante a usada na
teoria de Landau. A partir dessa anélise apresentamos argumentos a favor
dos resultados obtidos por simula¢io numérica.

7.1 Equacgoes de movimento

No capitulo 1 introduzimos as varidveis (z,y) como ferramentas bdsicas na
construgao dos invariantes. Dessa forma, podemos escrever as equagoes de
campo médio do modelo simétrico com relacio a essas varidveis. Utilizando
as equagoes (2.16)-(2.18) escrevemos a evolugio temporal das variaveis z e y
como

ox _ 1 8,02 8p1

% = ﬁ(at E")’ L)
Oy _ Op1  0Ops

a et ot et

Chegamos, entao, a

69
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oz 1 3 2
el —x—i—?(p—g)a:—(Bp—l)my— 2(Z’»;Lra—l)zy
3 9 9
—5(8p— 1)z - 73p— Dy + (8P — Day’? (7.3)
Ay 1) 1 g o 1 9
2 . i g || s ol e e a2
o Y+ 2 (p 3) Y 2(310 )z* + 2(3113' 1)y
3 , 3 . b7 8
~5(3p - Lz y — 5(3p = 1)y 3 (3p — 1)z%y
9 .9 )
= —(3p— 1)y* . .
+Bp —1)z" + 16(3;D )y (7.4)

Quando escrevemos as equagdes em termos de (z,y) estabelecemos uma
consisténcia nas equagoes de campo médio e na verificacio da condigao de
balanceamento detalhado.

As varidveis = e y obedecem equagdes do tipo

oz
E = f(xay),
Ay
"ét— = g(z,y) .

Se aplicarmos as simetrias representadas pelo grupo C3, as varidveis (z,y)

obtemos variaveis transformadas (z',9') que por sua vez devem obedecer as
formas andlogas

oz’ y
T = k) s
oy’ i
_5_{ = g(:ciay) g

O desenvolvimento desse tépico serd feito na préxima segao .

7.2 Expansao no parametro de ordem

Desenvolveremos nesta secao uma abordagem semelhante 4 utilizada na Teo-
ria de Landau, na qual identifica-se o pardmetro de ordem da transicao e
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expande-se a energia livre apropriada em uma série de Taylor neste parimetro.
No nosso caso, a expansao sera realizada nas equacoes de movimento para
as variavelis z e y, uma vez que nao temos um andlogo i energia livre.

A seguir escrevemos, para cada ordem da expansio, a forma mais geral
possivel para as equacoes de movimento de z e y. Aplicamos entio as sime-
trias do grupo Cj, obtendo as equagdes para z’ e y'. Uma vez que devemos
obter formas consistentes para as equagbes em (z,y) e (z',v'), é trivial a
obtencao da forma final de cada termo da expansao .

Iniciamos com o termo de primeira ordem, onde a forma mais geral para
as equagoes de movimento de x e y ¢

%% = ar+by, (7.5)
% = czx+dy, (7.6)

onde a, b, c e d sao constantes. Apds a aplicagao das simetrias representadas
pelas matrizes C'3 e ¢} (definidas no capitulo 1), chegamos & forma

0

h@% = W, (7.7)
oy

5 = W (7.8)

onde constatamos que a condigao de balanceamento detalhado

0 dcr 00
e S (7.9)
dy ot Oz Ot
pode ser verificada para qualquer valor de a. Sem perda de generalidade
tomamos a = —1 e vemos que as formas de 0z/0t e dy/Ot sio geradas a

partir do invariante de segunda ordem I5(z,y) (equagio (2.19)) através das
relagoes

br ol

= = (7.10)
a1,

oy _ 0k (7.11)

ot Ay



7.2 Expansao no paridmetro de ordem 72

Utilizando o mesmo raciocinio exposto acima, encontramos para os termos
de segunda ordem na expansio as equagdes

Oz
o = 9, (7.12)
oy . B G4

onde novamente a condi¢do de balanceamento detalhado é verificada. Se
tomarmos agora a = 1. vemos que as formas de 0z /8t e Oy/dt sio geradas
pelo invariante de terceira ordem (2.20).

Para os termos de terceira ordem na expansio encontramos

oz

3 2
— = az” +azy”, 7.14
50 Y (7.14)
0
Yoo axlytad. (7.15)
ot
Mais uma vez temos balanceamento detalhado e as equagoes de movimento,
para a = —1 geradas pelo invariante de quarta ordem (2.21).

Para os termos de quarta ordem na expansio faremos uma anilise mais
detalhada. Os termos gerais da expansio, aplicando a simetria o, podem
ser escritos como

oz

a
8_:? = cxt+ dy* + em2y2 : (7.17)

onde a, b, ¢, d e e sdo constantes quaisquer. Aplicando agora a simetria

representada por Cj, chegamos & condigdes sobre os coeficientes dadas pelo
conjunto de equagdes

—a—3b—c—9d—-3e = 0
—-3a+3b—9c—9d+e = 0
da+b—-9c—-d—3¢ = 0,
20a—c+3d—e = 0

26 —3c+d+e = 0
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cujas solugdes possiveis sao dadas pelas relacdes

e e
==2d+-, b=-2d-2, ¢c=—-d— =
a +3 e 3

A solugao geral compativel com as duas simetrias ¢

Oz e

— = (-2d+-=-)2° —2d — 3

5 ( d—+ 3) vy + ( e)zy” , (7.18)
6?:’ €\ 4 4 2 92

= o edie dy* + ex®y” .

5 ( 3) ° 4+ dy* + ex”y (7.19)

Temos, para as equagdes acima, duas solugdes independentes. A primeira é
dada pela condigio e = 0 e exibe a forma

oz

= = —2dz’y - 2day’ (7.20)
dy

= = _{ 4 4 . :

= 2 + dy (7.21)

e a segunda, dada pela condigao ¢ = 0, é escrita como

(j;; = erdy— gmy3 , (7.22)
Oy &4 3.2
5 — 3 tery (728

Cada solugao independente € irreversivel, ou seja, nio obedece a condicao
de balanceamento detalhado. Podemos ver explicitamente que, para a pri-
meira solugao

o o
Gy e = ~2de’ = 6dey’ (724)
(=
o
Fe g = 44 (7.:25)

€, para a segunda,
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0 0z o 9
'a_ya— = ex exry” , (726)
e
15} ay . 2

Podemos, no entanto, construir uma combinagio linear das duas solugdes
multiplicando a primeira por uma constante o« e somando com a segunda
multiplicada por uma constante 4. Impondo a condigao de reversibilidade a
essa solugao combinada, encontramos a = —B3/2, o que nos pernite escrever
a forma geral reversivel dos termos de quarta ordem como

Oz 28

— = 28 —zy? "/

i Bz y + 2 TV (7.28)

31/ ,6 4 5ﬁ 4 2

—_— = = —_— P 2

5 58~ Y + Bzy (7.29)
Podemos tomar f = —1. Assim, os termos de quarta ordem reversiveis sio

gerados pelo invariante de quinta ordem (2.22). A soluciio irreversivel nio
tem um invariante associado, em analogia & mecanica cldssica onde termos
de forga dissipativos nao t&m um potencial associado.

7.3 Expansao de Landau do modelo de Potts
de trés estados

Reproduzimos nesta segio a expansio de Landau para o modelo de Potts de
trés estados, obtida em [56).

Definindo n, (¢ = 1,2,3) como a fragao de sitios da rede no estado 1, a
energia livre A(ny,ns,ny, T) é expandida ao redor do eixo de simetria, ny =
n2 = ng = 1/3. Os desvios

(7.30)

que obedecem o vinculo

mi1+me+mg =10 (731)
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sao introduzidos. Sendo a energia livre A simétrica com relagao as per-
mutagoes m; « my, sua expansao, até quarta ordem, deve ter a forma

A e AU(T)+T2m?+vm1m2m3+u(sz)2 i (732)

Quaisquer outros termos ciibicos sio proporcionais a mymomg devido ao
vinculo (7.31). Os coeficientes 7, v e u sdo funcdes analiticas da temperatura

i

Para a andlise de (7.32), é conveniente a introducio das varidveis

1 1 5
M=cV3m, Q=3(me—ms), v'=2.3%. (7.33)

Com essas novas definigdes, a energia livre passa a ser escrita como

A=Aotr (M +Q%) —o'M (M - 3Q%) +u (M*+ Q)" | (7.34)

onde M e @ sao varidveis ortogonais independentes.
A partir da expressao (7.34), encontramos as seguintes equagoes

g_ﬂi = 2rM + 3V M? — 30'Q? — 4uM® — 4uMQ? (7.35)

0A :
5 = —2rQ + 6V MQ — 4uM?*Q — 4uQ® . (7.36)
Se reescrevermos as equagodes obtidas em nossa expansao, até terceira
ordem, através das formas gerais

0
“(% = @7+ asxy + agry’ + azz® (7.37)
a
a‘? = ay+ %’“—xz - %yg + a3zy + agy® (7.38)

notamos uma analogia entre as equagdes (7.35) e (7.38) e as equacdes (7.36)
e (737

. Vemos que, de fato, até terceira ordem nosso modelo reproduz o modelo
de Potts de equilibrio e concluimos que as caracteristicas irreversiveis de
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modelos com simetria C3, que nao obedecem a condicao de balanceamento
detalhado s6 se manifestardo a partir dos termos de quarta ordem.

Como a criticalidade se obtém com base nos primeiros termos da ex-
pansao, concluimos que os dois modelos devem ter o mesmo comportamento
critico.
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Formalismo de Operadores

Uma das principais dificuldades relativas ao estudo de estados estacionarios
de nao equilibrio reside no desconhecimento da distribuigio estaciondaria
de probabilidades. Dentre os métodos para o estudo de sistemas de nio
equilibrio destaca-se o formalismo de operadores [57, 58, 59, 60], onde uma vez
encontrada a expressao para a equagao mestra em termos de um operador de
evolugio, podemos obter, por exemplo, séries perturbativas para grandezas
que descrevem os estados estaciondrios do sistema em estudo. Apresentamos
em seguida a base do formalismo.

Consideremos uma rede com N sitios aos quais estio associadas variaveis
dinamicas 7,. Por simplicidade assumimos 7; = 0,1. Definimos o estado do
sistema no instante de tempo t como

() >= 2 P(n.t) In>, (8.1)

onde P(n,t) é a distribuicao temporal de probabilidades para as respectivas
configuragoes microscépicas | >. Observemos que |n > esta associada a um
vetor no espago de configuragoes,

n>=|mne ..miemiv > . (8.2)

Nesse mesmo espaco, definimos os operadores A e Al que, aplicados ao
-ésimo sitio, fornecem

Ailn> = nilmm..1—niay >,
AI |T] > = (1 e T].,') |771 T2 o | — ..My > . (83)

i
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Chamamos de operador niimero o operador A; = Al A;, uma vez que

Niln>=mi|n>, (8.4)

e definimos ainda o operador “spin-flip” F; = Al + 4;, de forma que

Filn>=Immn .1 -ni.qgy> . (8.5)
Notemos que

AlA; + A A =1 (8.6)

A equag ao mestra pode ser escrita como

%P(n,t) = Z {Wn,n') P(f,t) = W(r',n,) P(n,t)} , (8.7)

onde W(n,n') é a probabilidade de transi¢io da configuragio 7' para a con-
figuracao 7. Partindo de (8.1), escrevemos

S0 > = 3P0 >
= = (5P00) > (5.38)

Introduzindo a forma acima na equagio mestra chegamos a

%|@(t)> = 22 AW,n,) P(7,t) =W(n',n,) P(n,t)} In >

/Y

= L2 WO\ m)Pm){ln > ~n>} . (8.9)

T,

Definido o operador de evolugao
Sin>=3 AW, n)(ln' > —|n >)} (8.10)
7

temos
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[¥(t) > = > P(n,1)S |n>
7
= S P(n,t)ln >
= 5 I\lI'(t) - (8.11)
Dessa forma, escrevemos a equacio mestra como
d
= |P(t) >= 5 |P(t) > . (8.12)
Notemos que |7; > e |n; > estao relacionados através de

i >=11-1n; >, (8.13)

0 que nos permite fazer uso do operador F para modelos evoluindo por regras
que s6 compreendem operagio de um “spin- flip”, como descrito em (8. 5) e
reescrever a equagao (8.9) como

dz‘ ZZP n, twi(m)[Fi = 1]In >, (8.14)

onde w;(n) € a probabilidade de transigao por sitio. Definimos ainda um
outro operador W;, que englobe a dinamica do processo,

Wiln >= wi(n)|n >, (8.15)

e que, introduzido em (8.14) fornece

% [Tt} = = ZZP(?}J)[}'} — 1Wiln >
= Z[j:f_l]wizp(n,t)|n>

= Z[}‘ 1]w;qf (t) > (8.16)

onde identificamos
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5= Z[}} —1w; . (8.17)

Obtivemos entdo uma forma para a equagao mestra para modelos com
regras que compreendem a opragao de “spin-flip” dentro do formalismo de
operadores. Neste, o valor esperado de um observivel @ & dado por

<O >3=<o|O|T > | (8.18)
onde

<el=3) <7, (8.19)
7

onde a soma é realizada sobre todas as configuragdes possiveis. Propriedades
interessantes do vetor < e| sio

<eS=0,
< O"I] >=1. (820)

A solugio estaciondria ¢ aquela que satisfaz

S|¥ >=0, (8.21)

ou seja, € identificada com o auto estado de S associado a um auto valor
nulo. Denominaremos esse estado de |®, >.

Podemos separar o operador S em duas partes, uma contendo apenas
termos livres, que denominaremos S’ e outra contendo as interages que
denominaremos V.

S=8"4+AV. (8.22)

Denominando |®, > os auto-estados & direita de S e < ®,| os auto-
estados a esquerda de SY, com auto valores A, temos

S, >=A|®, > e < 8,80 = A, < T, (8.23)

Escolhemos Ay = 0 de modo que S%®, >= 0. Os auto valores A, sdo
tais que A, < 0. Também temos

LBy [Py, = B « (8.24)
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Expandimos a solugao estaciondria numa série perturbativa no parametro

A,

@6 >= |8 > +2|2 > 4220 > +...

Aplicando o operador S = S 4+ AV na expansio acima e lembrando que
S|®y >= 0, temos que as contribuicdes em todas as ordens em )\ devem
anular-se. Assim,

sUey > = 0, (8.25)
508 > + v|gl¥ >=0, (8.26)
Y8 > + viel >=o0, (8.27)

e assim por diante, de maneira que escrevemos a forma genérica

e >= —v|el > (8.28)

Multiplicando a equagéo acima por < @,,|,

< 8,|8%8)) >= — < @,|V|BIY > | (8.29)
e lembrando que < ¢,|5° =< @,|A,,, chegamos a

< @, |V]BY >

< ®,|00 >= - 3 , (8.30)
e, finalmente,
& B TEEE ™Y s
3 >=3" 1%, > |_|A : (8.31)
'H?éU 7.

O operador S” pode ser escrito em termos de sua decomposigao espectral

= Z |(I),,, > A-n. < (11”,[ . (832)

Definimos ainda [S"]7!, o “operador inverso de S°”, através da forma

8= Y [8u s — ,\ ®,|, (8.33)
n(#0)
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notando a relacao

SNt = 1 =By e Bl -

Assim, a partir de (8.31) escrevemos

@y > = —[sviel! >
= (=[8"]7'V)|% > . (8.34)

Com esse formalismo, os observiveis de interesse podem ser escritos como
uma expansao perturbativa em torno do parimetro relevante, possibilitando
o estudo dos estados estaciondrios e do comportamento critico de modelos
estocasticos definidos em reticulados.

8.1 Aplicacao: Votante Majoritario

Para implementarmos a segao anterior, vamos aplicar o formalismo de ope-
radores a0 modelo do Votante Majoritirio em duas dimensdes [20]. Neste

modelo, 7;; = £1 e a probabilidade de transi¢ao por sitio é dada pela ex-
pressao

wyn) = & [1 — (1 - 2q)ns8 (zn)] , (8.35)
b
onde a somatéria é sobre os primeiros vizinhos do sitio 5 e 025 mij4s) €
uma fungao que assume o valor 1 (-1) se Y4745 for maior (menor) do
que zero e o valor 0 se 3 4 m;j+s for nula. Desse modo, se um determinado
sitio 77 € escolhido e se sua vizinhanga for na maioria constituida por spins
cujas variaveis dindmicas assumem o valor +1, entdo, no instante de tempo
posterior, a varidvel dinamica associada ao spin 77 assumird o valor +1 com
probabilidade p = 1 — ¢ e o valor -1 com probabilidade g.
Lembrando que

S = Y [F;— 1wy, (8.36)

1j
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e que ainda

S=8%V, (8.37)

podemos identificar

SU s Z

1y

1
V = Z 5 ‘j = 1 1 — 2q 7}‘,3 (E T]-’j+h) . (839)
1y

(Fij — 1), (8.38)

N =

Aqui, o parametro da expansao j4 estd incluido em V. A solucao estacionaria
para SV é obtida através de S'|®, >= 0, ou seja, devemos tomar como o auto
vetor |®, > aquele correspondente ao auto valor nulo de SU. Para um dnico
sitio, vemos que esse auto vetor é

1
O0>= —(|+ > +|—->), 8.40
0>= = (I+ > +1- >) (5.40)
onde |+ > (|- >) representa o estado 7;; = +1 (1;; = —1). Assim, podemos

escrever para o estado |®; > a forma compacta

|
|®U >= —}\7|0 i [ — D, (841)
V2

onde no vetor estio representados N sitios. Utilizando as propriedades des-
critas em (8.20) obtemos ainda

<o =v2" <00..0]. (8.42)

Calculamos, como exemplo, a susceptibilidade v, definida como

1
X=% <Z (%)2> - (8.43)
ij
Definimos o operador B;; tal que

Bijlnij >= mijlmi; > . (8.44)
Em ordem 0, escrevemos, entio,

Xo =Y <|B}|®> . (8.45)

is
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Aplicando B;; em |® >, temos
Byjo> = 1, (8.46)

-Bij|1> = |0> . (847)

De posse desses resultados chegamos facilmente a

xo=1. (8.48)

Os termos de ordem ! sdo dados por

xi =y (—1)' < o| BL([S"]"'V)|®g >, (8.49)
]
portanto,
x =1+ (1) < o|BZ([S]7'V)!|®g > . (8.50)
=1

Calculemos inicialmente x;. Devemos agora encontrar para V uma ex-
pressao em termos de operadores. Comegamos por escrever a forma de opera-
dores para a dindmica, que consiste na determinagao do operador W;; descrito
anteriormente. Apds alguma manipulagio algébrica pudemos chegar

iy 4-8
W, == [1-—=4

5 _S—ijgij(3 ~ Pl (8.51)

onde definimos os operadores

Sij = Bic1j + Biy1j + Bij-1+ Biju (8.52)
Piy= Bii;% Big14Bigy - Bija (8.53)

Podemos inserir na expressao para y; o termo

Sle>< ¢, (8.54)
€0

que vale 1 para um conjunto completo de vetores da base |¢ >, resultando
em
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x1 o= =33 <e|BE[S e >< gV > (8.55)
ij E#£0
= =2 D < e|BlE > — <€V >, (8.56)
ij €50 Ag

onde usamos

i
(=i _ L
[S7] J§>—A£|E>-

Obtemos, finalmente

= 2(1 — 5. (8.57)

Prosseguindo o cilculo, obtemos os coeficientes da expansio analitica-
mente até terceira ordem, o que nos permite escrever, para a susceptibilidade,
a expressao

X1

"

X:1+3(1—2q) 2‘(1—2(])2—}-111—9(1*297)3. (8.58)
2 64

O prosseguimento desse célculo é bastante trabalhoso e extenso e o mesmo

OCOITE para um programa computacional, uma vez que conforme avangamos

na ordem de perturbagao encontramos configuragdes com aglomerados cada

vez maiores que devem ser tratados um a um. Este problema estd ainda

sendo considerado por nés.

8.2 Aplicacao: Modelo de Glauber linear

8.2.1 Introducao ao modelo

O processo estocdstico introduzido por Glauber [61] consiste em um processo
de um “spin-flip” associado ao modelo de Ising cinético em uma dimensio.
O processo considera uma dinidmica governada por uma equagao mestra cuja
solugao estacionaria é dada pela distribuigio de probabilidades de Gibbs as-
soclada & hamiltoniana de Ising. Em geral, a probabilidade de transigao de
um “spin-flip”, w;, associada ao -ésimo sitio de uma rede regular, pode ser
escrita como [62} i(0) = a+ 0ig(0) onde o denota as varidveis de spin de
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Ising, a é uma constante e g(0) é uma funcio linear das variiveis de spin
de Ising. Devido a linearidade da taxa de um “spin-flip”, as propriedades
dinamicas do modelo de Glauber podem ser calculadas exatamente. Para
dimensoes maiores que um, o modelo de Glauber linear nio possui balancea-
mento detalhado e portanto a probabilidade estacionaria nio é conhecida, a
priori.

A denominagao processo de Glauber passou a ser utilizada para qualquer
processo estocdstico de um “spin-flip” em qualquer dimensio, e utilizaremos a
denominacao modelo de Glauber linear no texto que segue, embora o processo
unidimensional seja o tnico linear de fato.

Numa rede hipercibica d-dimensional, a probabilidade de um “spin-flip”
para o modelo de Glauber linear ¢ dada por

i) = é— {1 - 2—%0.,. ;JTH} , (8.59)

onde z ¢ um pardmetro no intervalo 0 < z < 1 e a soma é realizada sobre os
2d vizinhos mais préximos do sitio r.
8.2.2 Caso unidimensional

Em uma dimensio, a dindmica que compreende a operacao de um “spin-flip”
é representada pela probabilidade de transigao wi(c) associada ao [-ésimo
sitio, obtida a partir de (8.59) para d = 1,

wi(o) = % {1 - -g—crg Z O'H,;,'} . (8.60)

Em termos de operadores, a dinimica é dada por

1 a
VV{ = 5 l:l - EBIS[] § (861)
onde
St = Bi_1+ By, (8.62)

onde o efeito dos operadores B, é anédlogo ao do modelo do Votante descrito
na secao (7.1). Para o potencial identificamos a forma

Vi=—2(Fi-1)=B 8, (8.63)
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onde novamente F; é o operador “spin-flip”.

Desenvolvemos um programa computacional para a obtengio dos coe-
ficlentes da expansao perturbativa da susceptibilidade ¥. Obtivemos, até
ordem 40, a série

xi=y az, (8.64)
1

onde os coeficientes a; sdo dados na tabela abaixo (os coeficientes a; e arq1
sao idénticos, portanto escreveremos apenas os coeficientes correspondentes
al par):

[ ap

0 1

2 0,5
4 | 0,375
6 | 0,3125
8 | 0,2734
10 | 0,2461
12 | 0,2256
14 | 0,2095
16 | 0,1964
18 | 0,1855
20 | 0,1762
22| 0,1682
24 | 0,1612
26 | 0,1550
28 | 0,1494
30 | 0,1445
32 10,1399
34 10,1358
36 | 0,1321
38 | 0,1286
40 | 0,1254

A série obtida corresponde exatamente a série esperada teoricamente [62],

14+ =z :
- (22 559
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8.2.3 Caso bidimensional

No caso de duas dimensdes, a dinamica que compreende a operagao de um
“spin-flip” é implementada pela probabilidade de transicio w;;(0) associada
ao sitio 17, obtida de (8.59) para d = 2,

1 T
’LU.,'J'(O') = -é- {1 - Z(Tt'j Zaiﬁﬁ} y (866)
h

A dinamica em termos de operadores ¢ dada por

€T
W, = [1—23,-jsﬁ], (8.67)

bO | =

onde

Sij = Bi—1j+ Biz1;+ Bijo1+ Biji1 . (8.68)

Notemos que na dinamica deste modelo nio existe mais o termo de produto
entre os operadores By;, como ocorre no modelo do Votante, o que simplifica
muito o problema.

Identificamos para o potencial a forma

M
Vii=—g(F=1)B;j - S . (8.69)
Tendo em maos a série para a susceptibilidade, resta-nos saber se ela
exibe o comportamento esperado. No caso bidimensional, o comportamento
da susceptibilidade exibe a forma [62)

(1—-=)"
A ?

In(1 - z)
onde a corregao logaritmica é necessiria uma vez que a dimensio critica

superior do modelo é igual a 2. Temos, portanto, para o inverso da suscep-
tibilidade, o comportamento

X (8.70)

1 |
;N(l—w)ln(l——a:), (8.71)

consistindo de uma série de facil expansio e analise. Expandindo 1/y temos
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1
—~—z+y Az, (8.72)
X 1>1

onde os coeficientes A; tém a forma fechada

1

Assim, podemos encontrar também uma forma fechada para a razio 7; entre
coeficientes consecutivos, o que é interessante ji que nao precisamos nos

preocupar com eventuals constantes multiplicativas na forma exata de 1 g,
Temos, assim,

A
Ay’

T =

= 1--. (8.74)
l

Se fizermos um grafico de r; x 2/l, encontramos uma linha reta com coeficiente

linear igual a 1. Assim, temos o comportamento assintético esperado para

1/x e verificaremos a seguir se a série obtida apresenta um comportamento

semelhante.

O programa desenvolvido fornece os coeficientes de v, que pode ser escrita
como

x=Y bz, (8.75)
1

Os coeficientes b;, até ordem 40, sio dados na tabela abaixo (novamente

temos b; = b1, e portanto escrevemos apenas os coeficientes relacionados a
[ par):
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l b,

0 1

2 | 0,75
4 10,6719
6 | 0,6289
8 10,6003
10 | 0,5792
12 10,5628
14 | 0,5495
16 | 0,5383
18 | 0,5287
20 | 0,5204
22 | 0,5131
24 | 0,5065
26 | 0,5006
28 | 0,4952
30 | 0,4903
32 | 0,4858
34 | 0,4816
36 | 0,4777
38 | 0,4741
40 | 0,4707

Construimos um algoritmo para inverter a série obtida. Na figura (8.1)
esta o grafico de r; X 2/l para a série invertida calculada.

Vemos que seu comportamento é andlogo ao esperado teoricamente, Jja
que se extrapolarmos a reta obtida teremos o coeficiente linear igual a 1.
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05 |

0.0

2/

0.5

Figura 8.1: r; x 2/l para modelo com dindmica tipo Glauber linear em duas

dimensoes.
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Conclusao

Na primeira parte do trabalho, investigamos o comportamento critico de
dois automatos celulares probabilisticos que nao possuem reversibilidade mi-
croscopica e sao definidos por dinamicas invariantes sob as operagdes do
grupo de simetria C,. Introduzimos um conjunto de fungdes homogéneas in-
variantes pelas operagoes de simetria do grupo Cj, e, através dessas fungdes,
definimos grandezas fisicas como o parametro de ordem, susceptibilidade e
cumulante de quarta ordem, ou seja, obtivemos grandezas-padrio que po-
dem ser aplicadas a qualquer modelo com simetria Cj,, reversivel ou nio.
Estabelecemos, dessa forma, uma consisténcia nas definigées que ainda nao
havia sido encontrada na literatura.

Através do método de Monte Carlo e da utilizacio da teoria de escala
finita determinamos, para ambos os modelos, os expoentes criticos estaticos
referentes a transigbes de segunda ordem que ocorrem entre estados esta-
cionarios quando os pardmetros externos sio variados. Aplicamos também
a dinamica de tempos curtos para a determinacao dos expoentes criticos
dinamicos. Os valores encontrados para os expoentes criticos estaticos e
dinamicos nos dois modelos sao consistentes com os expoentes do modelo de
Potts de trés estados.

Os resultados numéricos confirmam que modelos irreversiveis definidos em
redes regulares, cujas dinamicas sio invariantes sob as operagoes do grupo
de simetria Cy,,, estao na mesma classe de universalidade do modelo de Potts
de trés estados definido em redes equivalentes. Essa conjectura foi também
desenvolvida com a utilizagao de expansdes analogas as expansdes da teoria
de Landau das transicoes de fase. Concluimos que a irreversibilidade local
tem um papel irrelevante, no nivel macroscépico, no comportamento critico

92
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e nao ¢ uma propriedade que deva alterar a classe de universalidade de um
modelo. Técnicas de grupo de renormalizagio podem ser empregadas na
demonstragao desse principio geral.

Na segunda parte do trabalho, descrevemos e aplicamos em dois modelos
distintos o formalismo de operadores como um método de abordagem de
sistemas de nao-equilibrio. Esse formalismo é bastante interessante uma
vez que possibilita a obtengao de séries perturbativas para grandezas que
descrevem os estados estacionarios de nao-equilibrio, que nio sio conhecidos

a priori, a partir de uma equagiao mestra que contém toda a dinimica do
modelo.
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