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HESUMO

Investigamos a existéncia de uma fase de Kosterlitz-Thouless no estado fun-
damental de um sistema de rotores quanticos em wma dimensio. Provamos
que o modelo nio exibe uma transiclo de primeira ordem, ja que a estimativa
de McBryan-Spencer é vilida para os rotores. Obtemaos a fungiic de particdo
da modelo nas representagbes de Lis-Trotter, de sine-Gordon, e na represen-
tacio das cargas. Nessa dltima, provamos um limite inferior para 2 fungdo
de correlagio enire cargas externas.

Ainda na representagiio das cargas, damos uma nova prova de decaimen-
to polinomial do lmite superior para a funcio de correlacio de um gds de
dipolos (carego duro) na presenga de cargas externas.

ABSTRACT

We investigate the existence of & Kosterlitz-Thouless phase in the ground
state of a one-dimensional array of quantum rotaters. We prove that this
model does not exhibit a first-order phase transition since a McBryan-Spencer
bound holds for it. We obtain the partition function of the rotators in the
Lie~Trotter, sine-Gordon, and charge representations. In this latter repre-
sentation, we give a new proof of the upper bound polynomial decay on the
external charges correlation function of a dipole gas with hardeore.
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APRESENTACAO

Nesta tese estudamos mm sistema de rotores quanticos em uma rede unidi-
mensional com vistas a demonstrar a existéncia de wina fase de Kosterlitz-
Thouless para o estado fundamental desse modelo no limite termodindmico
de vohumne infinito.

(O sistema de rotores que estudames é deserito pelo Hamiltoniang

o Zz: ﬁé(»?- - J gsz}sfé(.ﬁ} Bz -+ 13} {0.1)

T € Z, com acoplamento ferromagnético, J > 0, ¢ onde #{z}e|—n, 7] é 2 co-
ordenats angular do rotor, e plz) = ¢ o momenio angular conjugado
& varidvel 8{z}.

A idéia de demonstrar a transicio de Kosterlity-Thouless para esse modelo
parece natural se lembrarmos que alguns modelos cldssicos bidimensionais na
rede como o rotor plane, o gds de Villain, e o gds de carogo duro apresentam
uma fase de Kosterlitz-Thouless abaixo de certo valor critico da temperatura,
no qual a funcio de correlagio tem apenas decaimento polinomial, com um
expoente que depends da temperatura.

Os rotores guinticos wnidimensionads podem ser mapeados, por meio da
representacio de Lie-Trotter, num sistema cldssico bidimensional. O ma-
peamento produz um gds de Villain semelhante ao cldssico com interagao
eoulombiana em duas dimensdes.

A diferenca ostd @ que vo sistema cldssico bidimensional em que o modelo
guantico € mapeado, a segunda dirveglo € uma dire¢do lemporal na qual o es-
pacamento depende de win pardmetro discreto n que no fim dever ser tomado
no limite n -+ 2o, Como o valor do espacamento é n™7, no limite n — oo
obtemes um continuo nessa diregao .

A idéia bésica da tese ¢ aplicar o mesmo método de prova da transigdo
Kosterlitz-Thouless que fol usado com sucesso nos modelos cldssicos citados
acima para o gas de Villain na rede anisotrdpica, com obtengio de resultados
no limite do continue na diregiio ternporal extra.

Vale lembrar ainda que gases de Coulemb no continne também exibem uma

&
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fase de Kosterlitz-Thouless, a qual pode ser provada usando essencialimente
o mesmo procedimento empregado na rede.

Logo, o modelo de rotores, que leva a um gas na rede com espagamento discre-
to em uma direcdo , continue na outra, ndo deve - em principic — apresentar
comportamento muito diferente do correspondenie gds na rade discrefa ou
no contfnne. O problema é fazer o discrelo tender a0 eondinuo corretamente.
Provar & transicio de Kosterlitz-Thouless significe mostrar que a funcdo de
correlacdo do modslo tem dois comportamentos distintos em fungdo da tem-
peratura, Especificamente, a transigio de Kosterlitz-Thouless € a passagem
de umma fase de alta temperatura em que ¢ decaimento da correlagio € expo-
nencial a wm fase de baixa temperatura em que o decaimento da correlaggo
¢ polinoraial.

Nos rotores, ¢ acoplamento J substitui a temperatura {on temperatura in-
versa ) como parametro de determinacio das fases do modelo. A idéia é
mostrar que ordem de longoe alcance existe para valores suficientemente gran-
des de J. Além digso, nossas estimativas devem ser uniformes em n, ou seja,
independentes desse parfmetro no limite do cont{nuo.

No entanto, encontramos dificuldades técnicas na execugiio desse roteiro, o
que nos tern impedido de concluir a prova. Conseguimos escrever a fungio de
partigio gas de Villain resulfante do mapeamente dos rotores a semelhanga
de um gds de Villain clissico na rede bidimensicnal. Desenvolvemos todos
o8 elementos da teoria da transigio de Kosterlitz—Thouless de gases eldssices
para © nosso gas de Villain, como representagio de sine-Gordon, operador de
desordem, espago dual; obtemos estimativas de correlaclo | como a estima-
tiva de MeBryvan-Spencer e de Jensen. A referéncia bdsica aqui ainda é [24],
{251,

No entanto, ¢ método de prova da transicio aplivado & fung¢io de particio do
gas de Villain obtido 3 partir dos rotores nao se mostron adequado para lidar
com o parimetro discreto do eixo temporal. No caso de gases clissicos, a
prova segue por inducdo sobre escalas de blocos construfdos na rede em que,
em cada escala, 0 balanco energia-entropia nos blocos dever ser favordvel, no
sentido de que a energia ganha da entropia. Estamos convencidos de que para
o gis de Villain que obtivemos esse balango & favordvel a partir de uma esca-
la grande, s qual os blocos tEm lados ~digamos — maecrosedpicos, qualguer
enisa independente de n. O problema € que para se chegar atd essa sscala
por indugdo | ¢ preciso acertar o balango energia-entropia em alguma escala
inicial menor, em que o espacamento de rede desequilibria aquele balango em

7



favor da entropia.

E frbnico encontrarmos dificuldade com os robores, uma vez que esse sistema
tém servido de base para s explicagio heuritica da transi¢do de Kosterlitz-
Thouless |20}

(s resultados de correlagio a gue aludimos acima mostram que os rotores
0do possuem transicdo de primeira ordem, mas nada nos dizem acerca de
transictes de ordens mais altas, como ¢ a de Kosterlitz-Thouless.

Esta tese ¢ essencialmente urn trabalho de desenvolvimento de métodos para
obtengio de estimativas de correlaglie tanto para gases clissicos como para
gases obtidos por mapeamento do sistema quintico.

Ja desde o inicio da tese nos propusemos a verificar como certas estimaii-
vas de correlagdo | mesmo em modelos cldssicos para os quais 2 transicio
de Kosterlitz-Thouless j& havia sido provada, podia ser feita diretamente na
representagdo das carges. Como se verd adiante, a chamada representagéo de
sine-Gordon € o instremento de preferéncia para a realizacio de tais provas,
{3 método de obter estimativas de correlagBo que apresentamos em conexdo
com a representacio das cargas consiste em sserever a funcgdo de correlagio
e expansio de cluster. As dificuldades com essas expanSoes ¢ko geralmente
muito grandes. Todavia, no case da correlagdo |, a expansao de cluster, com-
binada com a desigualdade eletrostatica, traz grande simplificidade,

() elemento de relevincia agul é gue muitos modelos nio possuen wna trans-
formagio de sine-Gordon diponivel, e entdo ndo hd como dispensar a repre-
sentacio das cargas para efetuar as estimativas.

Sumarizamos nossos resultados abaixo, juntamente com a descriciio da tese,

{3 Capitulo 1 é dedicado & uma introduclo bastante geral 3 teoria das tran-
siges de fase, comecando pelas transictes de fase mals simples ¢ conhecidas,
que sio as da Agua aoe passar de um estado fisico a ocutro. Apresentamos
% idéia de ordemi-desordem e de pardmetro de ordem ainda no dmbito das
transicBes de primeira ordem.

A seguir, discutimos brevemente alguns resultados relacionadoes com fran-
sigles de segunda ordem para entrarmos no tema principal da transicio de
Kosterlitz-Thouless em sistemas bidimensionais.

No Capitulo 2 fazemos uma revisio de gases de Unulomb 2 enunciamos os

resultados agerca da transicio de Kosterlitz-Thouless nesses sistemas. Fx-
plicamoes o que & a representacio de sine-Gordon, e como esses resultados

8



si0 conseguidos nessa representaco . Para isso, definimos a funglo de cor-
relacio e o operador de desordem para os gases de Coulomb. Discutimos
come a cbtengdo de um limite infertor para a fungéo de correlagio |, através
da desigualdade de Jensen, € o primeiro passo para provar a existéncia da
transicao de Kosterlitz-Thouless. O passo seguinte é encontrar um limite su~
perior para a funciio de correlagio {(ou, o que é equivalente, um Hmite inferior
para o operador de desordermn).

Esses limites — e, em particular, o limite superior para 2 fungio de corw
relacdo — sdo usualmente obtidos na representacio de sine-Gordon. Para
gases de dipolos e de Coulomb o limite superior para a correlacdo fol provado
por Frohlich-Spencer [22] nessa representagfio .

Nao conhecemos nenhuma prova alternativa desses resultados que tenha sido
feita diretamente na representacio das cargas. Os proprios autores dessas
provas comentam {24}

I one attempts to obtain such results {estimativas de correlagio ] dirertly in
the g representation the required estimates appear to be far more complica.
ted.

O leitor poderd ver no Capitulo 3 como pudemos obter limites superio-
res para a funcao de correlagio de um gas de dipolos de orientagio discreta
qua ndo se sobrepdem, sem usar a representacio de sine-Gordon. Fizemos
isso primetramente para o caso mais simples de um gas de dipolos de com.
primentos iguais, e depols generalizamos para o caso om os dipolos possuem
dois comprimentos diferentes. Conseguimos escrever uma expansio de clus.
ter para a fun¢lo de correlacio facil de trabalhar, (s termos mais dificels
sBo postos numa forma convendente para derivar o resultado gue desejamos.
Pelas perspectivas que abire de poder ser empregado para sistema que ndo
possuem uma transformacio de sine-Gordon disponivel, achamos que esse
método é a principal contribuicio da tese. Provamos entdo:

Teorema 1. A fungéo de correlagio de um gds de dipolos com earogo dure
& Hmitada superiormente por

Glx, y) < Cpe—mWrle-vl



e -

comCp < o0 e
= ﬁ ~ffiy-t
™= 2%(1 + {1+ €}Bze™77%)

para gualquer ¢ > 0, onde 7 € a temperatura inversa, ¢ z ¢ & atividade,
Estimativa semethante vale para dipolos de comprimentos diferentes.
Convém citar que uima representecdo das carges associada com modelos de
percolagio fol usada em [34].

Come tratames somente de dipolos no capitulo anterior, achamos por bem
apresentar o método jd bem conhecido de obtengio de limites superiores para
a fungdo de correlacio usando a representagio de sine-Gordon. Isso é feito
o Capftulo 4, para ¢ gds de Villain. Procuramos simplificar a0 méximo a
prova, sem nes preocupar com a otimizagdo das estimativas. Convém lem-
brar, no entanto, que todos os elementos dessa prova — que é muito mais
elaborada do que para os dipolos - jd estio contidos no tratamento dos di-
polos {comprimentos diferentes) do capitulo anterior. Esperamos que ¢ uso
combinado desses dois capitulos ~ ainda que empregando métodos diferentes
- possa levar a um entendimento dos detalthes mais dificels do transicdo de
Kosterlite-Thouless,

No Capftulo 5 estudamos os rotores quinticos {2.1). Definimos nosso mo-
delo de rotores de modo bem geral ¢ emipregamos a farmula de Trotter para
obter g fungdo de particiio do modelo elédssico bidimensional no qual o8 roto-
res foram mapeados. O mapeamento levou a

2= L "L or(Bla,t) — 8zt + 1)) 5(8(z, 1) — 8(z + 1,2)) dB(x, 8)

L

I

or{f(z, 8 — Oz, e+ 1)) = > exp{—%{&{m, ) — Bz, 1+ g) + 2z (x, 1)]°}

g
BJ

vy (B(x,2) — Bz +1,8)) = exp{—? cos(0{z, t) — 6(z + 1,1))} {0.2)

Nessa representacio deduzimos uma estimativa de McBryan-Spencer para

a funglo de correlaglio dos rotores quinticos na chamada aproximacio de
Villain para o potenctal da forma co-seno dada acima. Tal aproximagiio

16



consisie em substituir ¢ potencial em (0.2} por wima gaussiana periodizada.
Assim, em vez do co-sene, 8 pova interaciic @ dada por

50
Z e—(z,"2}(5‘,’ —85-+2mm)?

0

A estimativa de MeBryan-Spencer é uma garantia da néo exisyénela de tran-
gigio de primeira ordem, embora nada se possa afirmar acerca de transictes
de ordens mais aliss,

Temos

Teorema 2. Seja Gy ~ ¥'.s — 5} a fungio de correlagdo entre dois sitios
(vs), {¥',8") na rede bidimensional no limite termodindmico de 5,n ~» o0o.
Temos a seguinte estimativa

Ty YT
g{?ngf}gmg’}gg ;‘:ff*\a"'{y 1 Y b (I 52"

No Capitulo 6, escrevemos a funcio de particiio do sistema na representacio
de sine-Gordon. Iszo ¢ feito por meio de uma transformacgado de dualidade
- que € o efetuar a transformada de Fourier na varidvel # do integrando da
fungao de particdo obtida acima.

Nessa representaciio a fungio de partigde dos rotores se escreve

Zo=[TI0+2 T cos2nplz thels, t))djum(e) (0.3)

HEdEZ

onde
ditn(d) = 8“?5;; e [ B —plm LR (S A} Btk 1 r )Y

é a gaussiana discreta.

A partir daqui, a prova da transicdo de Kosterlitz-Thouless seguiria — em
principio — pelas expansdes de multi-escala do gds obtide como foi feito para
o gds de Coulomb em [30)].

Como dissemos, temos encontrado dificuldades téonicas para a realizacdo

desse programa. No final do Capftulo £ tecemos comentarios sobre 0 método
de vonstrucdo de blocos e extraglo da auto-energia desses blocos com o qual
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se reprime a atividade do gds e se obtém estimativas vilidas quando a ati-
vidade ¢ pequena. Em nossa rede de espagamentos desiguais, no limite do
continuo do espagamento em uma tnica diregdo | o balango entre agrupamen-
to de blocos e extraciio da auto-energia mostra-se desfavordvel a gque facamos
a atividade pequena e impede a oblencio de estimativas de correlacio .

Da representacio de sine-Gordon, passamos 4 representago das cargas, &
ai estabelecemos um limite inferior para a funcdo de correlagdo entre cargas
externas do gds de Villain resultante:

Teorema 3. Seja a tungiio de correlagio de cargas externas

) = 2 / B“Uﬁ)(%*‘ﬂ[&;t}r‘ﬁ'”’f@‘:\+9(!ir¢)})Hd,\q(y, t)
it

onde 2 ¢ a funclio de particio na ausdncia de cargas externas, € p,, & 4
distribuico das carges externas fraciondrias colocadas 5o sistema, uma +8,
situada na origem, outra, —£, situada em 2 Temos

bl

~£% f =
G (z) > Cee 5
com 0 < Oy < oo

No Apéndice A mostramos como a desigualdade eletrostdtica, que & um
instrumento bdsico de aplicage nos capitulos 3,4 e 6, como um exercicio
simples de completar quadrados no peso de Gibbs da medida do gds.

Ne Apéndice B schamos por bem derivar explicitamente o comportamento
assintético da funcdo de Green do gds bidimensional obtido pelo mapeamento
dos rotores, j& que nossos resultados (Teoremas 2,3} se baselam na dife-
renga Cz,t) — C{0,0}. Partindo da fungfo de Green na rede finita com
espagamentos desiguais, mostramos como obter sua expressdo no limite de
volume infinito, espagamento zero em uma diregdo , & posterior limite ter-
modinamico de temperatura zero.

12



Capitulo 1

Introducao a Transicao de
Kosterlitz-Thouless

As transi¢bes de fase mais familiares s80 as transigSes entre gelo e dgua e
dgua e vapor. BEssas transigfes envolvem uma reestruiuragio microscdpica
¢la substineia ac passar de uma fase & ounfra, e s8o chamadas transi¢des de
primeira ordem. No diagrama de fase de um Houido simples -~ por exemply,
no plano pressde X femperefurg, como na figura acima - as linhas separa-
ram oy diferentes estados em gue o Hquido pode se apresentar. Cada linha,
por sua vez, indica regides de cosxisténcia de fases. As fases stlida e gasosa
estdo em equilibrio ac longo da curva de sublimegdo ; a curva de fusdo ¢ a
de equilibrio enire as fases sélida e Hguaida; as fases liquida e gasosa sstdo
em equilibrio ac longo da curva de pressdo de vaper. Essa iiliima curva, em
particular, termina em um ponto chamado ponto crético, no qual o liquido
pode ser convertido em gds continuamente.

As transigbes de primeira ordem ocorrem guando cruzarmos as linhas de uma
regifio & outra, ou de um estado a outro. Se observarmos o comportamento
de nma grandeza do sistema — por exemplo a densidade ~ notaremos que seu
valer d4 um salto quando cruzamos as linhas que distinguem as fases.

Em contraste, hi transigbes na qual, a0 cruzarmos as linhas de fase, a den-
sidade (nosso exemple de nove) permanece continua. As grandezas que se
alteram descontinuamente estdo relacionadas com as derivadas primeiras de
algum potencial termodindmice, que seriio descontinuas para valores de Pe
I na curva, Essas transicdes ndo s8o de primeirs ordem. Vamos chamar toda
transicdo que ndo for de primeira ordem de transicdo de segunda ordem.
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Figura 1.1: Diagrama de fase da dgua no plano pT mostrando o ponto critico
em ¢

A idéia fundamental no estudo de transicdes de fase é a de que a transicdo
pade ser deserita por um pardmetro de ordem. Jd no Ambito das transicdes
de primeira ordem, é possivel introdugir um pardmetro de ordem associado
com urn grupo de simetriz, seja ele finito, discreto ou continuo. O pardmetro
de ordem é mma medida do tipo de ordem existente nas vizinhangas de um
ponto critico. Por exemplo,

{11 num cristal ferromagnético, com um eixo de magnetizagio ao longo da
direcdo 2, wm par@metre de ordem conveniente € a média estatistica da com-
ponente z da magnelizacio em determinado ponto da rede. O velor mag-
netizagdo ndo tem mddulo determinado guando o campo aplicado é nulo,
podendo com isso apontar em diregdes diferentes. Essas oscolhas de orien-
tagio ndo sdo mais possivels, porém, quando a temperatura & malor que uma
temperatura criticachamada temperatura de Curle;

(i} no modelo de Ising, como parimetro conveniente considera-se o valor
esperado da interaglo spin-spin {o:0;) entre spins situados em ¢ ¢ 4 Essas
corvelagdes de longo alcance entre spins estdo associadas com a ordem de
longo alcance na qual a rede possul magnetizagio , mesmo na auséneia de
urm campo magnético, Tais transicdes magnétices sho andlogas d transi¢do
liquido-gds;

(i11) na transigdo liquido-gds, o parametro de ordem & dado pela diferenga
pr - pe entre as densidades das fases coexistentes, ou seja, no estado liquido
e gasoso. Aqui também ha uma oscilacdo do valores da densidade quando
a termperatura esta abaixo da temperatura critica. Tomando como exernplo
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Figura 1.2: Diagrama do comportamento dos parametros de ordemn em fungéo
da temperatura

a dgua, a T = 376K, p = 1 aim, a densidade ndo tem valor fixo, mas ha
uma escolha entre um valor mais alto, correspondente a densidade do estado
liquido, e um valor mais baixo, correspondente ao vapor. Acima do ponto
critico, ndao ha mais escolhas.

Nos exemplos (ii) e (iii) o grafico que ilustra a relacdo entre o parametro
de ordem e a temperatura é uma func¢io decrescente de T que se anula em
T.. O ponto T é o ponto final de uma linha de transigbes de primeira or-
dem. Em duas dimensbes, proximo de T, o comportamento das variaveis
(magnetizagdo /densidade) com T é de lei de poténcia

|M| = (T, — T)'/8

oL — pa = (T — T)'P

para T < T..

A existéncia de um quantidade que é diferente de zero abaixo de uma tem-
peratura critica, ¢ é zere acima dela é uma caracteristica comum associada
aos pontos criticos de grande quantidade de sistema fisicos.

Que transicoes de fase sio manifestagdes da interacdo entre particulas pode
ser bem compreendida pela andlise novamente do modelo de Ising, que, como
vimos, apresenta transigao do tipo ordem-desordem. No caso unidimensional,
as energias de excitagio para levar o sistema de um estado ordenado para
um de estades nao ordenados sio de ordem de grandeza muito menor do
que a entropia correspondente, impossibilitando que o sistema se estabilize
em qualquer dos estados possiveis. J4 em duas e trés dimensdes, a diferenga
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de energia entre o estado ordenado e um estado desordenado qualguer tem
a mesma ovdem de grandeza da entropia ~ ambos cresee com o volume do
sistema ~, possibilitando entdo a estabilizacdo do estado ordenado {1].

Como transi¢des de fase sdo fendmenos de sistemas de volumes infinitos, pa-
ra considerar fodos os infinitos graus de liberdade de tais sistemas no ponto
critien, usamos o procedimento do grupo de renormalizacio . Por esse pro-
cedimento, lmaginamos que a rede estd dividida em blocos ou células. Se
as interagGes entre o8 blocos fossem nulas, ndo haveria correlagho a grandes
distiincias {maior do que & dimenséio tipica de um bloco) entre o8 blocus.
Como essa 580 as correlagles que produzem divergéncia nas derivadas de
fungles termodindmicas, conclulimos que ag interagbes importantes para o
fendmeno de transi¢Bo de fase s80 aquelas entre blocos. O método que leva
em consideracdo futuacdes em grandes comprimentos de escala € conhecido
come Teoria do Grupe de Renvrmalizacio 1. O primeiro conceito de BG éo
explicado acima de retirar uma fragdo finita dos graus de Lberdade do siste-
ma, efetuando s média sobre gles. O sepundo conceito € o de obtencio de leig
de recorrdncia com as quais se determina a dependéncia do comportamento
das grandezas fisicas {fun¢des de partigdo ) com as escalas dos blocos.

1.1 Transicoes de Segunda Ordem

A questdo primeira no estudo de sistemas de spins, em uma rede ciibica com
interaches quadraticas de curto alcance enfre vizinhos mais proximos, € 2 de
se determinar se tals sistemas t8m ordem de longo alcance em baixas tem-
peraturas no limite termodinfimice. Comeo vimos, estas sfio as transicies de
primeira ordem no campoe magnético.

Entre os modelos do tipe de Heisenberg (i} os modelos cléssicos, isotropicos
¢ anisotropicos, ferromagnéticos ¢ antiferromagéticos, em dimensio » > §
t8m transicdo de primeira ordem [13); (i) o modelo quéntico isetrdpico an-
tiferromagnético tarabém exibe transicio de fase em dimensio » > 3 pars
spins § 2 1 [16]; quanto a0 modelo quantico ferromaguétice, nade se sabeg;
{iil}) os racdelos classicos, fervomagnéticos e antiferromagnéticos, em ¥ = 2
dimensdes, tém transigio de primeira ordem para todas as anisotropias [18};
{iv] o modelo guéntico antiferromagnético de Helsenberg com anisotropia
arbitréria apresenta ordem de longe alcance guando o médule do valor do

*Eeee midtodo foi originalmente elaborade para estudar transighes de segonda ordem
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spin, dependenie da anisotropia, é suficientemente grande [17}; (v} 0 modslo
de Ising em v = 2 dimensdes tem estados de eguilibrio com ordem de longo
aleance em baixas temperaturas {0 modelo isetrdpico de Heisenberg — forro-
magnético ou antiferromagnéiico -, incluindo ¢ rofor, nio tem).

Em 1966 Mermin e Wagner (4] provaram que o modelo isotrépico de Helsen-
berg em duas dimensdes com interacdes de curto alcance nio pode ser ferro-
magnétice nem antiferromagnético, on seja, nio hd magnetizacio esponténea,
Stanley e Kaplan [5] apresentaram evidéncia numérica, baseads em expanstes
de altas temperaturas da susceptibilidade, indicando a existéncia de uma
transicio de fase no modelo isoirdpico de Heisenberg em duas dimensdes,
com interacdes ferromagnéticas de viginhos mais prdximos, nfo acompanha-
das por ordem de longo alcance. Esse resultado gquestionava, de um lado, o
anulamento da magnetizagio espontinea — como previsto pelo argumento de
ondas de gping ~ e, de outro lado, a implicacin de que a auséncia de ordem
de longe alcance seria wma consequéneia do anulamento da magnetizacdo
espontines.

Pardmetros de ordem nunca se anclam abaixo de 1), embora possam se anniar
acima de T,. Como o pardmetso de ordem pode tender a zero continuamente
quando T -+ 7. por baixo, essa continuidade garante que a fransigio ndo
seja de primeira ordem {8]. Notamos aqui que quando a transigio envolve
uma guebra de simetria, o parAmetro de ordem fica bem definido. Por isso
podemos também dizer que o pardmetro de ordem denota wima varidvel de
flutuacdo cujo valor médio € nma medida da ordem ou simetria quebrada no
sisterna.

1.2 A Transicao de Kosterlitz-Thouless

Tendo em vista o5 concsitos acima, parece ji possivel entender a definicio
formal de transi¢do de Kosterlitz-Thouless, conforme geralmente & encontra-
mos.

A transicio de Kosterlitz-Thouless ocorre em uma classe de sistemas bidi-
mensionais, de uma fase de alta temperatura para uma fase de baixa tempe-
ratura, caracterizada por o decaimento da correlacdo obedecer a uma let de
poténcia. Mo hd ordem convencional em ambas as fases, no sentido de que
néo ha pardmetro de ordem local, mas a razfo de decaimento muda de um
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decaimento polinomial abaixo da temperatura critica a um decaimento ex-
ponencial acima da temperatura critica. Assim, € o comportamento distinto
da correlacio em alta ¢ baixa temperaturas que distingue as duas fases.
Wegner [9] foi o primeiro a salientar a importdneia da fungio de correlagio co-
mo forma de distinguir as duas fases de determinado modelo. Se um modelo
sofre transicdo de fase sem apresentar magnetizagao espontdnea, ¢ necessério
encontrar um pardmetro do problema que reconheca suas diferentes fases. A
funcio de correlacio funciona como tal pardmetro,

Os sistemas bidimensionais que nos interessam mais de perto quando discu-
timos a transigdo de Kosterlitz-Thouless s80 gases de particulas carregadas.
A Tunciio de correlagiio , nesse caso, se relaciona com a interagdo das cargas
do gds com cargas externas inseridas no sistema.

Para esse modelos, o fendmeno fisico que gera o comportamento distintivo
da funcio de correlagéio estd relacionado ¢com uma mudanga da forma de
agrupamento das cargas no gds. Em certo caso limite do gds, quando a tem-
peratura for suficientemente pequena, todas as particulas estardo agrupadas
ags pares, Em um estreito intervalo de temperatura, a partiy de uma fem-
peraturs critica, ocorre um pProcesso no qual as cargas, que formavam pares
neutros, se desemparelham, ¢ uma transifio de fase termodinamica acontece -
a transicao de Kosterlitz-Thouless -, a qual tem inicio naquela temperatura
crftica do gds. Essa transigdo foi primeiramente observada por Berezinski,
e Kosterlitz e Thouless [11], em sistemas do tipo X-Y nos quais a ordem de
longo eleance é destruida por vértices,

Kosterlitz-Thouless [11] explicaram o mecanismo desse tipe de transi¢io de
fase, Fles mostraram que em varidveis angulares, o espago de configuragdes
pode ser visto como uma superposicio de duas configuragies independentes
§ w 8, -+ 8,. Correspondeniemente, duas contribuicdes a fungdo de partigao
tém de ser levadas em conta: uma sfo as excitagfes de ondas de spin, que
SA0 campos sem massa. Apenas essas excitacfes nao sao capazes de gerar
uma transicio de fase porque est@o relacionadas com a energia cinética, e
séo responsdvels por destruir a ordem de longo alcance convencional. Outra
contribniicfio sdo as excitaches de vértices que interagem como cargas atra-
vés de um potencial bidimensional, e desordenam o funcio de correlacio de
spin-spin. A representacdo ‘vdrtice-ondas de spin’ de sistemas bidimensio-
nais aparece porque as varidvels na rede siio dngulos. A pericdicidade nessa
varidvel angular da origem a configuracdes singulares de spins que destroem
a ordem da fungdo de correlagio a altas temperaturas. Em trés dimensdes
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a representacdo andloga derivada da teoria de geuge na rede é uma repre-
sentacio de 'monopolo-fdton’; em quairo dimensdes o represeniacdo 6 a de
‘corrente de monopolo-féton’ [14].

1.3 A Transicao em Gases de Coulomb

Frohlich e Spencer [25] foram capazes de provar a existéncia da transigio de
Kosterlitz-Thouless para virios sistemas bidimensionals na rede, como o gas
de Coulomb, o rotor plano, o gds de Villain, o gds de esfevas rigidas (hard
core), e os modelos Zy, (N 3 1). Todos esses sistemas podem ser expressos,
por uma tranformacdo de dualidade, como gases de particulas interagentes
através de forgas de Coulomb,

Kadanoff [3] fol o primeiro a2 mostrar que mutitos problemas em Mecénica
Estatistica podiam ser resseritos como problemas de gds de Coulomb. Essa
associacho € possivel, a despelio da natureza de longo alcance do potencial
coulombiano, por eausa da ocorréncia de blindagem {screening).

Blindagem € um fendmeno da regifo de altas temperaturas de sistemas glo-
balmente neutros que causa uma cancelamento do cardcter de longo alcance
da forga, deixando um potencial efetivo que decai exponencialmente agindo
entre grupos de particulas. A for¢a entre a maloria dos pares de particulas
distantes é quase inteiramente cancelada pelas forgas das particulas restantes
na configuracio mals provavel.

Nesses termos, podemos dizer que a fase de Kosterlitz-Thouless 4 caracteri-
zada pela existénela de uma temperatura critica 2, tal que, para 8 < &,
¢ sistema apresenta blindagem de Debye das cargas externas fraciondrias, e,
para 8 > ., nenhuma blindagem ocorve.

Se observarmos o disgrama de fase de estados de squilitnio de um gés de
Counlomb — vamos exemplificar com o diagrama do gés de carogo duro -, cu-
jos parAmetros relevantes 8o a atividade z do gis ¢ a temperatura inversa
4, notamos que a regifio delimitada por (3,z) = (0,0} ¢ (8,%) = {c0,e¥),
¢ < 1/16, apresenta dois comportamentos diferentes para o gds. Para altas
temperaturas e baixas densidades — o dominio de Debye-Huckel — a correlagio
truncada decai exponencialmente

G52, £) < Ofexp(-m(B)lz))  m(B) >0,
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uniformetnente no volume para todo € € (0,1}, Para essa fase plasmaética do
gas de Coulomb esse resultado foi provado por Brydges e Federbush [21] e
Yang {291

Qiuando F cresce, umna fage dipolar aparece. Essa & a regifio da fase de
Kosterlitz-Thouless para a qual a correlagio Ga{x, ) satisfaz

a(l + o)™ < Gp(z,8) < b1+~

para constantes a, be ¢ > 0,

Hé sinda um terceiro dominio, o de baixas temperaturas para 2 » €, ca-
racterizado pela existdncia de pelo menos dois estados ordenados nos quais
as cargas do gés se dispdem em formagdo cristalina andloga 2 estrutura do
NaCl 22].

O gés de Coulomb na rede em duas dimengbes ndo sofre blindegem se a
temperatura e a densidade sio suficientemente pequenas. Frohlich e Spencer
predisseram, por argumentos de entropia-energia, que, para 8 > 87, o gds se
comportaria como um gas diluido de dipolos em que grandes dipolos seriam
improviveis. A funciio de correlagio sntre duas cargas fraciondrias opos-
tas feria decaimento polinomial. Esse resuliado fol provado por Marcheiti e
Kiein[32] usando o mesmo argumento de energla-entropia numa forma con-
veniente A prova rigorosa da transicio em temperatura inversa 7 > 8w.
Conforme a temperatura sumenta, deixa de fazer sentido 0 pensar as cargas
como estando ligadas aos pares para a formagiio de dipolos, ¢ tem-se de tratar
cowl wn niimero igual de partfculas livres de sinais epostos que nio sofreram
blindagern.

Resultados semelhantes aos citados aclma para sistemas na rede valem para
o caso continuo. Em particular, para o gis <e Coulomb no continuoe, citamos
a referéncia 31].
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Capitulo 2

Revisao do Gas de Coulomb e
Alguns Resultados

Como mencionamos no primeirs capitulo, gases de Coulomb na rede em
duas dimensdes exibem g transigie de fase de Kosterlitz—Thouless, a qual é
caracterizada pela existéncla de uma temperatura critica, 5, tal que, para
3 < B., a correlacdo truncada decal exponencialmente, e, para § » f,, a
correlacdo decal polinomialmente.

Neste capitulo fazemos uma revisio de sistemas coulombianos que exibem a
transicdo de fase de Kosteritz—Thouless. Damos definigbes e citamos alguns
resultados para fungées de correlacio . O resultado principal — prova de limite
inferior para o operador de desordem ~ aparece no Capdtulo £ para o gds de
Villain. A razfo da escolha desse gds é que nosso sistema quantico de rotores
serd mapeado em wn gis de Villoin, para o qual a prova deve valer, ainda no
£as0 em que o espagamento de rede em uma diregdo seja continue. © limite
inferior para a fungao de correlaclo — que, juntamente com a estimativa para
o operador de desordem mencionada acima, completa a prova da transicio
de Kosterlitz—Thouless para o gds de Villain — serd derivado no Capitulo §
para o gds obtide do mapeamento deo rotores.

2.1 Gases de Coulomb

Consideramos um sistema de particulas clissicas com cargas elétricas intei
ras interagindo através de um potencial coulombiano de cargas estdticas em
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alguma regido finita A C Z%2. A cada sitio z € A associamos uma carga
elétrica total g(z) concentrada em z.
Uma configuragao do sistema é dada pela fungdo

gp:Ao Z,zeA-oglz)e Z

A energia eletrostdtica de uma configuragdo g, é

1
E(gy) = 5 22 a(=)e()Clz,v)
R T
1 -1
'é‘(Qm (~A)"qa),
C(z,y) é a fungao de Green do laplaciano de diferenca finita A com condigdes
de contorno de Dirichilet em A.
Vamos nos restringir a configuracoes neutras Unicas cujas energias permane-
cem finitas quando A 1 Z2.
O fator de Boltzmann de uma configuragao g €

e—'ﬁE{fL\)} 8=1T,

€ O peso a4 priori

[T AMat=))

ZeA
cujas medidas satisfazem, para cada q € Z, as propriedade de uma distri-
buicdo chamada tipica:
a) Alg) = A(=q);
b) |A(g)| < e*", para algum v
O estado de equilibrio do sistema é definido pela medida de Gibbs
dpa{ar) = Zx' e PP TT Ag(s))

TeA

onde ,
Za= 3 e~ zan(=2)""an) TT Ma(z)).
ga={a(z)}zeaA zEA
¢ a funcio de particdo .
Em duas dimensées a fun¢do de Green é dada por

1 = - etE-:i:'
Cla,y) = (27)? /_- k1 ./—;1' dk24 —2cosky — 2cos ks,
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Note gue essa fungio é sempre positiva, mas ndo é finita em (&, ko) = (0,0).
No entanto, impondo a condi¢do de neutralidade! a fungio de Green fica
bem definida em tode seu dominio. Isso pode ser visto da seguinte forma:
decompormos a fun¢do de Green em duas partes

Cla,y) = C'(z,y) + C(0,0)

onde €7 & finita no limite infravermelho

e;-i;"'f -1

. 1 # i
C(m‘,y}m W}[wdk} Wwdkgémzc

o5&y — 2008 ko

. _ l i it 1
C{{}z i}} - (2 ];g dky it {ﬁgzé —Zeosk, — 2co8 ks

Substituindo as expressdes acima na funcdo de partigio obtemos explicita-
menty

EAEEED Y 3w%cie,e}{2,%{xzﬁem«?{q&zw&f}ﬂ%}H Ag(z)).
a={glzleen zEA

onde A’ é o laplaciano para o qual & funglo de Green correspondente ¢ .
Dessa forma vemos que a exponencial seleciona automaticamente as confign-
racBes neutras (80, galz) = 0},

Os seguintes modelos especials 127] podem ser tratados simultaneamente:

1} O gds de esferas rigidas

No gés de esferas rigidas, uma dnics particula, independentemente de sua
varga, pode ccupar wmn sitio da rede, de modo que a repulsdo entre duas
particulas posicionadas no sisterma € infinita, A cada particula da rede estd
associads ume atividade z, independentemente da carga. A funglo de distri-
buigio das cargas a priors é dada por

dMg) = 80 + 2{84 1 + g 1)

onde § ¢ a funciio de Dirac.
2) O gas standard

1 Densidade média de carga é zero
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{0 gés stendard € aquele em que qualguer nimero de particulas pode ser
inserido em cada ponto ¥ da rede. Cada particula, independentemente de
sua carga, tem 2ssociada a st uma atividade 2z e uma carga 4. A funglo de
distribuicio das cargas e priori é dada por

_ {2z}
}‘(‘?} - IQ(?’Z}

pare ¢ = 0,51,£2, ..,

onde z é a atividade que controla a densidade do sistema, f; denota a fungio
de Bessel modificada de ardem g, ou seja, ¢ coeficiente g da transformada de
Fourier de exp z cos ¢;

3} O gds de Vitlain
Ma) =1 para g = 0,1, 42, ... {2.1)

2.2 A Representaciao de sine-Gordon do Gés
de Coulomb

Na representaciio de sine-Gordon (ou Slegert}, a funcdo de particiio do sis-
tema coulombiano € escrita como wma média sobre um funcional de fungles
aleatérias gaussianas, A média é o funcional gerador de uma teoria de sine-
Gordon. Essa representacdo é especialmente conveniente para descrever as
propriedades do estado de equilibrio como, por exemplo, a blindagem de De-
bye.

Seja ¢ £2Y — R o campo ganssiano em Z° com distribuigao

dpeg(8) = N T] dobls) exp [5-5 (6, A8)]
J

onde

(B, 8¢) =~ 37 (6(8) — 9(7))*

fimm et

N om &ei{wé«%}"w

& o fator de rengrmalizacao .
O funcional caracteristico da medida gaussiana com média § e covaridncia
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B(—A)~! é dado por
[ 6 (g) = oo 2

A densidade p(z) ¢ a varidvel conjugada ao campo escalar ¢ em R? - é uma

fonte —, e ¢(p) = L é(z)p(x), com p(z) = ; ¢;6(x — z;).
A substitui¢ao da expressao (2.2) acima na fungdo de parti¢do fornece

Z= f dus(6) S 9@ T[ dMa(=))

ZEA

Perfazendo a transformada de Fourier da medida de Gibbs com respeito as
varidveis de carga {g(z)} obtemos uma representagio equivalente do gas de
Coulomb como uma sine-Gordon da teoria quantica euclidiana de campos

Zy= [ TTA@ (= )dus(s)

onde

Mg(z)) = > e [ dx(g(z))

z€A
1) Para o gds de esferas rigidas

A(@) =1+ zcos¢

2) Para o gds standard .
A;(Qb) — e::cos¢

3) Para o gds de Villain (com { = 1 em (2.1))

A(0) =D 6(2mn — ¢)
onde usamos a formula de soma de Poisson:

i 6(@5—11): i e—z?ﬁk¢

R=—00 k=—0o0

para obter a transformada de Fourier da unidade.
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2.3 A Funcao de Correlagao

A funcdo
(€N, (8, ) = Z3! /e“’”“"‘”’ IT dMg())

reh
mede a correlacdo entre cargas externas f(z), localizadas em sitios diferen-
tes de A, que foram inseridas de fora no sistema. Assim, consideramos a
distribuicdo de equilibrio para uma situacdo em que uma carga fracioniria
£ esta fixada na origem, e verificamos o que ocorre quando outra carga de
intensidade oposta aquela é inserida no sistema no ponto x > 0. A situacio é
descrita pela fungdo de correlacao de cargas externas, analoga a dada acima:
Zi(z)

Gi(z) = =

o (2.3)

onde
Z5(z) = f e~ Blan+e=3) TT d(q(5)

j€A
e f(j) = &(6j0 — 8;2), onde £ : A = R ¢é a distribuigdo de cargas externas.
Como se sabe, o comportamento da funcio de correlagio reflete as proprie-
dades de blindagem do gids de Coulomb.
A fun¢do de correlagdo também pode ser escrita na representagio de sine-

Gordon como X
i) = 23" [ dus(9)e® TT A(¢()
zEA

Resultado 2.3.1 (Frohlich-Spencer) Para o gds de Coulomb de esferas rigi-

das,
G#(0,%) < const.(1 + |z]) =940

para algum 6(B3,€) > 0, para todo 3 > B(€, z).

2.4 Limite Inferior da Funcao de Correlacao

O primeiro passo para provar a existéncia da transigao de Kosterlitz-Thouless
consiste em encontrar um limite inferior para a fungéao de correlacao . Isso é
feito por meio da desigualdade de Jensen aplicada & variavel de carga. Como
esse resultado é de mesma natureza daquele demonstrado para os rotores
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quanticos no Capitule 6, aqui apenas o citamos sem provas.
Temos que
Gz} 2 [xlmﬁ'f?“

para z < e, A » B, para algum ¢ > 0.
Se blindagem de Debve ocorre,

Gy = C >0

expouencialmente rdpido quando jz| - oo

2.5 A Funcao de Particao de Cargas Externas

Na representaciio de stne-Gordon a fungio de particBo na presenca de cargas
externas fica

Zg(:z} e g"%ﬁz{m"{wé}d‘}/fgﬁﬁ{@ 2 gﬂsl%ﬁ{q;sm}gz{ém} H }i(q{}}}
aneuiglztleaa JgA
onde introduzimos
o (7} = A

e a funclo F* ¢ definida por

¥ S L S 1: xgzg}ig’zi }2*3;
P ) = {ﬁ) otherwise. (24)
onde 8, == 1,2 & » derivads de diferenga finita na direcdo o, definida por
(&:rf}(a?) = f{j + 5&) - .f[ﬁ') (2"5}

onde e,(tr = 1,2) ¢ o vetor unitdrio na direcdo o
Alternativamente

2§(z) = e 4NN [ au(0)5.(0)

mas agora X
M) = ™ e HHIa )\ ()
q
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2.6 O Operador de Desordem

Estabelecer um limite inferior para o valor esperade do operador de desordem
[8] pode ser usado em substitui¢do a caleular um limite superior - este mais
dificil — para a funcido de correlaglo . Na representacio do gds chamamos
operador de desordem ac operador

‘{}gx (g) = & Sleal §§{n’1 A=a)~tey)
onde
oald} = (=)&) (2.6)

para £ € {§,1).
O valor esperado € entio

(Df,) = 27* 50 e PR B (gs) TT dMglz))

4a 2EA
Usande (2.2} podemos escrever, na representacio de sine-Gordon,
(D5} = Z5e SO [ 1] 3p(a) + Eonle))eisld)  (27)
ZEA

Hepare que ,
Glz) = e~ Slor{=8)""a1)

é a contribuiciic das ondas de spin ao valor esperado do operador de desor-
dem.

Resultado 2.6.1 {Frohlich-Spencer) Se A € o peso a priori do distribuicdo
de um gds de Coulomd gerel salisfazende a condicdo de crescimento

Mg < const. e5=¥B £ 217186,
enido existe elgum B()) finito tal que pare gualguer § » B(A)

i—{)éx)(gg }i) > const. 6“'§§r]n{1+ixi’}

pure algum Ce2n?, para algum § = F(3,7) > 0.
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Resultado 2.8.2 (Frihlich-Spencer) Para o maodelo de Villein, para ceda
0 < & < 1 existe algum Bol&) finilo tol gue para 8> FlE)

(DEMB) < const {1+ &) 57
parg aggﬁm ?gﬁigigﬁ 23’ fre g{ﬁz ‘g} b LR gga%ég a i O3, ?Qf expazzgﬁeg {ie

altas temperaturas

(DAY 2 const, » 0

uniformemente em [z} guande # € suficientemente poquenc.
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Capitulo 3

Estimativas de Correlacao na
Representacao das Cargas

3.1 Introducgao

Antes de prosseguir com 0s gases de Coulomb fazemos ume pausa para dis-
cutir a obtengdo de estimativas de correlagiio em gases de dipolos, H4 alguns
motivos para isso. Em primeiro lugar, é interessante observar que apesar
da interpretacdo correta fornecida por Kosterlitz & Thouless em 1973 da
existéneia de una transicdo de fase no estado fundamental do rotor plano ~
ou o modelo XY -, até 1981 nenhuma prova matemadtica havia dessa tran-
si¢io .

A téenica de prova da transicBo de Kosterlitz~Thouless, que visa a obter
os comportamentos da funcgdo de correlagie deseritos no capitule anterior,
foi primeiramente desenvolvida e aplicada a gases de dipolos por Prohlich e
Spencer {24].

Embora oz préprios gases de dipolos nfo apresentem a trapsigio de Koster-
fitz-Thouless, cles constituem um ponto de partida natural para o estudo
dessa transico em gases de Coulomb porque cargas em tals gases tendem 2
formar pares com cargas opostas, 3 semelhanca de dipolos, em baixas tem-
peraturas ¢ peguenas atividades.

Aprimorada para poder ser aplicada a gases de Coulomb em geral, essa
téenica permitiv a prova da existéncia da transicde de Kosterlitz-Thouless
para ¢ gds de carogo dure, o gés de Villain, os rotores, os modelos Zy.
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0 principal ingrediente <a téenica consiste na aplicagdo da transformacio de
sine-Gordon, Bq. {2.2), & funcéo de particio dos gases. B isso o que faremos
noe proximo capitulo para o gds de Villain,

Neste capftulo, porém, digpensamos a transformagio de sine-Gordon, e tra-
balkamos diretamente na representagio das cargas do gds de dipolos.

Como se sabe, diferentemente do comportamento da correlacac em sistemas
conlombianos, correlagies de carga em gases de dipolos tem limite inferior e
superior ¢que decaem polinomialmente. O limite inferior € consequéncia da
desigualdade de Jensen aplicada As varidvels de carga. Jé vimos no Cepitulo
2 a que resultados essa designaldade leva para a correlagio de gases de Cou-
lomb. Voltaremos a aplicd-la aos rotores quanticos no Capitulo 6, depois de
maped-los em um sistema classico bidimensional.

E da obtencio do limite superior para a funciio de correlagdo que trata-
mos aqui. Esperamos que os pormenores da prova que daremos no proximo
capitule para o gas de Villain possam ser mais facilmente entendidos a partir
da andlise do gds de dipoles.

E um resultado bem conhecido da teoria de campo médie que a correlagio
dipolar € proporcional & energia de interagdo de um par de dipolos, com fator
de proporcionalidade dado pelo inverse da constante dielétrica d(z, 8). Esta,
por sua vez, & dada pela séria

g ] z e 5,

vl

onde z & a atividade, ¢ § a temperatura inversa.

(s coeficientes a,,, 580 derivados por teoria de perturbac8o . Nosso resultado
fornece o termo de primeira ordem em 28, com ag; = {1 + €}, para qualquer
€ 4.

Primeiramente considerames ¢ nais simples gés de dipolos de comprimento
fixo, com orientagdo disereta, gue ndo se sobrepbem. Em seguida generaliza~
mos para dipolos de dois comprimentos diferentes. Vamos sempre supor que
as cargas externas interagentes com o g3s estardo hem afastadas da regido
pnde os dipolos se encontram. Tails simplificagbes visam a reduzir o método
de obtencéo de estimativas para a correlagdo ao essencial da transiagio de
cargas, ¢ enfatizar a utilizacio diveta da expanséo de cluster na representiagio
das cargas.

Deixaremos para o proximo capitulo, o problema completo da transigéo de
Kosterlitz-Thouless em gases de Coulomb, mas 14 estaremos de volta i re-
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presentagdo de sins-Gordon.

3.2 A Funcao de Particao de Gases de Dipo-
los

Um dipolo de rede é wm par de cargas elétricas de mesma intensidade mas
singis opostos situadas em sitios vizinhes da rede.

Consideramos um gés de dipolos com ocrientagho discreta em uwms regido
quadrada finita A. Seja L = 4rZ? uma sub-rede de A de espacamento 4r,
contida em uma caixa A deniro de A e concéntricn com ela.

Uma configuragdo dos dipolos é deserita pela fungdo f, = {f{j)}, onde
AUy = {13(7), #2{3}) ¢ o momento de dipolo total no sitio j € L da rede.

A funcdo de partigho ¢ dada por

2= 5 e ] A (3.1)
frmiftfiye b} JEL
onde
Bli) = 357 () (KW (G, ) (3.2)
FYCN

O potencial dipolar é dade por
Warld, &) = 8.0,C{5, &) (3.3}

onde &, foi definida em {2.3).

Vamos noz restringiv 2 classe de gases de dipolos goulombianos com carogo
duro para o qual C(7, &) é a funcio de Green de um potencial de Coulomb na
rede bidimensional, dado pela solugdo fundamental da equagio de Laplace
na rede:

C L3
Gl =(-270) = E‘g%‘é‘ f}r d%? Xﬂ{}gm €08 () (34)

Q) peso a priori da distribuigao é dado por

i) = (1) + 26(1° ~ 1)
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onde z é a atividade ou fugacidade.

N#o havers sobreposicao de dipolos se sen comprimento for fixo & igual & »
Por simplicidade tomaremos r = 1.

A correlagio de duas cargas externas colocadas no sistema, uma em +£,
situada em %, outra —£ em g, € dada por (2.3)

=5
Glo,y) = L) (3.5)
Zs,
onde a fungic de particdo na presenca dessas cargas exbernas €
lay)= ¥ e O T AGG)), (3.6)
dr={fyiel} IEL

com & = E{8(f — =z} — 8(7 — ¥}

Vamos sempre supor que z ¢ ¥ ndo pertencam a A

3.3 A Desigualdade Eletrostatica

( primeiro passo para encontrar um limite superior para a fungdo de cor-
relagio consiste em reprimir a atividade dos dipolos, de modo a obter esti-
mativas vilidas para valores pequenocs de 2z lsso ¢ feito pela designaldade
eletrostitica {Apéndice 4 ). Para aplicd-la, é mais conveniente efetuar a soma.
sobre os momentos de dipolo em (3.1}, o que d4

Z = 3 o 5B H PRC)
Ja

(g1 (N2 (G)gel}

onde za{j) o Z(J}'I‘ﬂ“('ﬂl
Se definirmos a densidade de carga do gas de dipolos por

p(j) = E Sattnl])

onde g, (o = 1,2} é o vetor unitdric de rede na diregho o, a energia ele-
trogtdticn pode ser escrita como

E(fL) = Blp) = (p,.-A™'p)
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Substituimos a densidade de carga p, cujo suporte esta em A, por uma den-
sidade de carga 4, cujo suporte situa-se em A, de tal mode que a energia
de interac@o enfre as duas densidades de carga rencrmalizadas nio se altere,
mas a auto-energia de 5 seja menor do que a anto-energia de p. Usamos a
diferenca entre as auto-energias para renormalizar as atlvidades.

A densidade de carga rencormalizada é dada por

- Ja
com o propdsito de renormalizar a atividade dos dipolos, escrevemos [22]
Z = Y e 2ER) g HER- 50D T] 2,(5) (3.8)
£ o
A diferenga em auto-energia € calculada como segue:
2 i .
il
1
=T s
TN {p: )
Obtemos .
Z=Y e e 2] 505 (3.9)
A Jio
com a estimativa p
5 (5} < 207 exp { e 0% (j 1

Como as atividades tém todas o mesmo valor, as atividades renormalizadas
podem ser limitadas por {fazendo {{Al] = §)

8
RGBS ziexp{—ig}, {3.11)
a qual pode ser feita arbitrariamente pequensa para # suficientemante grande.

3.4 As Cargas Externas

Aplicames ¢ raciocinio acima & fungdo de partigic na presenca de cargas
exvternas, & obiemos

2(zy) =T O 20)
é j
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Nesse caso, no entanto, precisaremos renormalizar as cargas externas tam-
bém. lsso ¢ feito pela translacao

f=£+ g{mw)

onde v depende de 8 de um modo ainda & ser determinado, e

a(f} = C(j, 2} - Cl7,m (3.12)
A fungdo a(j) satisfaz, para lo — 3] grande e para |j — §'| = 1, o seguinte
1 1
)~ a{§}| < const|— - 3.13
) - )] < ot 4 T (319
fa(f) - (7] < const 2 (3.14)

Hi
Essas estimativas podem ser deduzidas das propriedades correspondentes da
fun¢io de Green para [ — »| grande, como dado em [26].
Da definiciio do operador laplaciano e {3.12), temos também que

3 [e(i) — o) < (a,—Ae) = alz) — aly) (3.15}
-7 =1
Para |z — ¥} grande, o operador de covaridncia é bem aproximade pelo pro-
pagador continuo sem massa em duas dimensGes [2]. Assim

a(z) ~ afy) = 2[C(0,0) -~ Clz,v)]
i
N log jx — yl. {3.16)
Depois da translagio obtemos, da mesma maneira que em (3.8},

Filry) = ebldaedz,

_ @i 1
onde usamos que a{j) = [(—A {7} de modo que {4, £) = {a, ~Aa), e
Zi -— Z @Wéﬁ(ﬁ‘l‘f} Hﬁa{jJe‘T{] () (3)}8)
A ie
com |
Yald) = Vito (J)aa&(}} (3.18}

g, como em (3.7},
Ed

a(j) = a(j) + md(i)
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3.5 A Expansac de Cluster

Até aqui, vimos aplicando o método de translagdes reais para renormalizar
as atividades de carga. Esse método ¢ equivalente ac método das translagoes
complexas introduzido em [24] usando 2 representac@o de sine-Gordon.
Agora precisamos de um novo procedimento para derivar um limite superior
para a fungio de correlagio . Comegamos por expandir’ []; , exp{v.(j}} em
cluster [28)

Tt + (=% — 1] = [](1 + Se + Pa) {3.20)
o &
onde
S z Z Da{ji}‘ . A I:jmn} (321]
gl Hpnfeme
GO

Do(j:) = coshva(4) — 1 (3.22)

A soma {3.21) corre sobre todas as subsequéncias de {J;, ...fm, }; Ma = 1.
Temos também que

P, = 3" [](cosh ¥a{5)) (sinh 7o (7)) ™) (3.23)
o

onde 7, = {7,(s) = 0,1 para todo j}, e a soma ¢ efetuada sobre todos
os cenjuntos de valores de 7, ndo identicamente 1, visto que esse termo ja
aparece em &,.

Fazendo a multiplicacio sobre o em {3.20) e substituindo o resultado em 73,
obtemes

2 =3 O L)1+ S+ P+ 5P+ 5P)  (324)
# dwn

0{1&93«%«& ~%§2+5’35’26me1 “‘I‘“pg‘i“})gpz.

Nesse ponto convém fevar a cabo explicitamente o céleulo dos termos envol-

vidos na expansdo de cluster. N3o 8 dificil ver gue a soma de termos em
{3.24) fornece

Z= 5 5 O] 5008 + 52+ 5:5: + R)
2 ‘

242

iSeresaos demasiadaments gerals aqui, Isso sz justifica, no entanto, porque queremos
desenvolver wm médtods, & tambdm porque (omos om mente a aplicagfo da expansio de
cluster em situacdes mals complexas do gue simples gases de dipolos,
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onde Z ¢ a fungao de particde dada em (3.8}, &

R = [leosh v {5} + sinh v (7)) — T{cosh w1

Fax e
3.6 O Limite Superior

Temuos a estimativa Shyia entdo

Z < E4+ Y e A 20U + S+ 515) + e TEOIR,  (3.25)
& Fo% &

onde
Ry = [1(Za{7) coshpa(§) + Za(d) sinh 7, (4)) (3.26)
X
A Pungio v, {7} depende de 5,8{4). Todavia, note que
Oat{f} = &{j) — alj + &) = a(j) — alj +¢) {3.27)
quando j + z,y, pols
g X 1 . :
(1) — alj) = mifk&}{ﬁ} = { {3.28)

para 3 #£ T,y

De acordo com a definicdo (3.19) de v, ¢ as estimativas {3.13),(3.14) para
|a (7} —al5’}|, o argumento de cosh(-} & pequeno para |f ~z| > vy and |[j—y| >
v. Entio podemos escrever

cosh7a(j) ~ 1 € 501+ hylali) - o) (3.29)

pera algum ¢ > 0.

Para |7 — 2| £ O}, 1§ — w| < O(y), de novo por (3.19) e (3.13),{3.14), esti-
mamaes cosh{-) — 1 por uma constante dependente de +.

Em ambos os casos, cada fator em {3.26) pode ser limitado pela unidade
para z suficientemente pequeno, e consequentemente, |R;| = 1. Além dis-
50, podemos sempre fazer § tio grande que 3, exp »»%E(fi) < 1. Nessas
circunstincias, podemos eliminar o Wtimo termo em (3.25):

Zy X Ky {E 4 Z ﬁ‘w%g{a) H ;’z“a(j)(Sl A+ Gy S}Sg)} (3.30)

de
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para alguma constante K.
Podemos distribuir as atividades nos produtos de 8,. Isso did

AR Y {Z o Ze»§5{51{32 + 83 4 &;82)} (3.31}

onde § = 8 + & + 5182 & como em {3.21),

By W Z Z Z 708 - Falina ) Dalim.)

e al jl\l""‘jm&

Vamos entdo que £, admite o Hmite superior
2y X KgZ(L 4 8y + 85 -+ 5187) {3.32)

Agul os termos s tomam seus valores maximos, os quals ocorrem quando
#a{j} =1 para todo j, e, & usamos que 2 > L

A equacho (3.32) tem o mesmo padrio da equaciio (3.20) expandida, exceto
gue agul inserimos as atividades em 5. Se re-somarmaes a expansdo de cluster
em sua forma original, vem

Z, € K2 TT(1 + Zali) Dald)) (3.33)

Jw

com fe(j) == 1 para todo j, o.
Substituindo (3.33) em (3.17) ¢ usando (3.11) ¢ (3.15), obtemos

¢ .
Zi(z,y) < Ky £ lFpriti+ont=rHe-aq (3.34)
Finalmente, derivando ¢ coeficients
5

1 2
2ﬁ+2{1+6jz'}' —y

com relagio a -y obtemos a escolha Stima de
y= A1+ {1428y
a qual fornece, usando (3.14) e {3.15),

Gz.y) € f{ge“%wzegiwyi
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3.7 Dipolos de Comprimentos Diferentes

Para estudar o caso mais geral de dipolos que térm comprimentos diferentes,
stmulamos a situacio em gue ba duas espécies de dipoles definindo o modelo
em duas redes diferentes:

Li=dZ?nA e Ly= [fzz:z%{gfe)m A

Note que ndlo haverd sobreposicio se d > 2L + 2,
O Limite superior para a fungio de correlagBo | nesse caso am que o gas possul
dipoles de comprimento unitarie, como antes, € comprimento L, 8 dado por

Gla,y) € oo

onde Oy o0 ¢

o ﬁ 2y + 2a i
mmg?{(i%ﬁ 5 const. }

ende 2,y s80 os sthios doas cargos exlernas, Xy, L gy atividedes efetivas.
E malhor escrever » interacio dipelar (3.2) na forma mais geral

Vi) = ZZ(% ViV (R)CG )

it };

where C{4,£) ¢ dada em (3.4}, ¢ o momento de dipolo no sitio 7 passa a ser

o) = ({5}, me(d)), MU = L, A =L

O potencial efetivo das cargas fraciondrias € o mesmo dado em {3.5) com

Zy) = 3 O TIGG) [T MR (3.35)

ne=={i, 053} Je&L; FEly

correspondendo a (3.6), onde Z = Z(x,y) para £ = 0 ¢ £(j) = £(J;, — §;,).
Dipolos de mesmo comprimento tem a mesma atividade distnbulgao

Ay) = 808 + 28— 1)
A(ﬁg) s 6(?%) 4 ZQ&(I?“I:QIQ - L)

Agora temos duas densidades de carga

Zn,ua }} J. Jﬂ*}"{a“c,@) ;u: £ = 1: 21

34



e podemos gscrever a fungdo de correlaglo como

Glay= 5 eV I z.0) [ 2a0)

su={es{ila=12} fad by Jaohe

novamente 2,,{7) = z, (7)™ U, 1 = 1,2 {Compare com (3.9)).

3.8 Renormalizacao em L e Lo

A renormalizac@o dos dipolos em L, é idéntica & anterior {3.7), com a ativi-
dade satisfazendo as estimativas {3.10} e {3.11}, mesmo quando d > 1.
Obtemos

Zz,y)= Y e HOtortea @t t) T 2,3) ] 20ld)

#1072 Jrﬁel‘l jiaGLg

J4 a renormalizacdo dos diplos em L, requer mais cuidade. B conveniente
noste ponto denotar por Ly e Ly a coleciio de quadrados B, (f) ¢ By(j) cen-
trados nos sitios das respectivas rede L) e Ly de lados de comprimentos d e
di: respectivamente,

Para cada j € Lo, fazemos a translagio

&9 zﬁg“}“&fj

ode

$lk)glk) for ke L
Filk) = {

Glhgll), k-2 forkel,
com (k) =L, k)~ CG+Lek) e

[1 if |5 - k] < 3L

Glk) = |
(l 0 if|j—kl>2L
tendo wmn decalmento snave
const
[V (k) < 7 0 < ¢Glk) <1,



A funclo ({4} permite deslocar a carga dos dipolos em L, sem afetar os
dipolos em L;, j4 que funcdes fora da faixa {{k] > 2L}, a partir de um ponto
em Ls, ngo se alteram, e o dipolo mais préximo a § estéd a uma distdacia
maior gue 2L + 2,

Depuois da translacio escrevemos

) -4~z . - - .
Zlz, gy =Y e 2@ 6270 TT 2.0 1] Zald)
& X123 7Y FoEle

onde & = &, + Fg + €.
Agora
2alf) € &~ $lon )35

Temos as estimativas

{Qv%f}"} S f:( } f}(.? + Lﬁea)

< log L
- 22‘%;

(5 -0f5) < 5B

onde o lade dirsito em cada nm das estimativas acima pode ser verificado
para ¢ caso particular em gue j =0,

3.9 Translacao
Falta-nos transladar as cargas externas:

pe= a“i-g (Aa)(7),

8

onde agora a(F} = g{j,z) — g{j, ¥}, e v & uma nova fungio de S para este
caso.
A fungdio de particdo muda para {Compare com (3.20))

i
Elz,y) = edpte—dal-3{6a) 7, {z,9) {3.36)

onde, como em {3.18},

Zilz,y) = Ze""{p‘{ ~ &)t a I 2 (j)enat I Fao(f)eM U} (3.37)
Fagls Jia€la
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'Tlck(j) = nla(j)aiaa (.?) 720(.?.) = n?a(j)62&a(j)
sdo andlogas a (3.19).

3.10 Expansoes de Cluster

As expansdes de cluster feitas aqui sao idénticas a da segdo 3.5, exceto que
temos de trabalhar um pouco mais antes de aplici-las.
Para derivar um limite superior para a fungdo de parti¢io (3.37) escrevemos

H Za(f)em= ) = Hz ) cosh 0 () + R,

onde
Ry = [[{240(5) cosh vua(5)+ Za(5) sinh yua (7 Hzm ) cosh y,0(5) (3.38)
Je
para g =1,2.

Assim (3.37) fica
Z o= 2E(p) H Zo(5) cosh y,q (7 H Zo(7) cosh Yua (7)) + Hi Ry

+ Rl]:[za cosh'ym +R2Hz(, ) cosh ¥4 (7)) (3.39)

ia ha

Pelas mesmas consideragdes de (3.27), {3.28) e 3.29), os termos em R de
(3.39) podem ser desprezados:

Z, <KBZe $8(0) [ Zie()coshma(3) JI Zea(s) coshyaa(i) (3.40)

Jacly €Ly

com alguma constante positiva K.
Agora desenvolvemos uma expansao de cluster para JJ; , cosh v, (7} = 1,2
da seguinte forma

TT(1 + (cosh 1 (5) — 1)] = J](1 + Spa) (3.41)
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onde {veja {3.20}}
Sus = 7 Z Bioli) - Dualdmahs (3.42)

m(mxzi Fu “\J'm”a

com
Duald;) = coshy (4 — 1, (3.43}
Expandindo (3.41) obtemos
T+ (cosh vua(F) — 1] = 1+ St + Sue + 1Sz (3.44)
Fx

Inserindo {3.44) na funcgio de particio {3.40), obtemos

2 € Kp 56550 T] 2,0(5)(1 + S + Sz + SuiSp). (3.45)
# Aae
Agora esCrevemos
7y < K {:e: + 5 e 88O I 2GS + S + Sy sz)} {3.46)
& Fappex

‘Vhere Sp e 1l '+“ gpfa '+" Sp]_ 12 it = 1, 2.
Claramente (3.46} admite a estimativa

Zi < Ks {z+ze"’%8{&3 II za(3) (s Mwslsg)} (3.47)
4 ddt0n

onde s, = 8, -+ Sz + 84154, €, como em (342},

By = 2 z Eﬂa{ji}ggxa(ji}" - *gzsaijmya3z§y<*(§m;,«}‘

Mans i Feednge
Temos

Zl ﬁ 1{33(1 -+ 8] -+ Sp -+ 5132)
S KpZ(L4 s+ s +susiz){l + 82 + 80 + Snszz)  (3.48)

onde tomamos 0s termos em s em {3.48) com n,,(f) = 1forall j pea, e
usamos que £ > 1.
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De vovo desfazemos a expansio de cluster {3.48) de acordo com as férmulas
{3.41), (342} para obter

Zy £ KpZ J] 0+ 20010600 T O+ Z2ali}Dea(i))  (349)
hoth; Jaxi oy

com nua{f) = 1 para todo 7, ¢ o
Assim, substitnindo a expressdo para Z; em {3.38}, obtemos

Gla.y) < C, £ elir=$Hosabialz) (3.50)

ande

w2 w2
ply} = &{l+ 6})”‘%‘“ Y (Be{)) + 501+ €2) 5 > {Gaa(f)?
i i
As constantes ¢, ¢; vém de (3.29).
Ambos as somas acima podem ser estimadas pelo mesmo fator

AR s const 081E =¥
;[&,‘a(j)[ s eonst —

O woeficiente da exponencial em (3.50) é

y? 2 const.

813 "}*/2~i~{2(1+61)31+?§“(1+ 2)} 7

o qual toma o valor dtimo para

COnst
d*

Qﬁ‘?wl e 1 ot ‘1}3 {{1 4*61)31 afe (1 “}“’62) }

Eutio obtemos

Ol y) < Cpe~ EIHBI0FQIEAH) RS tog ey
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Capitulo 4
O Modelo de Villain

Neste capitulo provamos que a fase dipolar do gés de Villain é caracterizada

por

para algum 8,(8,&, z).
Reproduzimos o resultado de {25] quanto ¥s estimativas, mas usamos o

método de multi-escala como em {30]
A idéia da prova consiste sm escrever 8 fungdo de porticdo ns representacioc
de sine-Gorden {ver 2.7}

Flog) = / 1 A + e2}{w)dua(a)

=HA

onde o
Mo+ o2)(a) = 1423 Mg} cos(d(2) + o(z) (=) (4.1)

gl

como combinagio convexa de funcdes de particio de gases de multipolos neu-
LFOS.

Cada passo do processo congiste em construir ensembles esparsos, o que sig-
nifica diminuir a densidade do gds. Sabemos que uma alteragio na densidade
provoca uma mudanca na atividade do gds, No caso, estaremoes aumentando
a atividade. Esse é o custo entrépico do processo. Por outre lado, para que a
medida de probabilidade na varidvel ¢ seja positiva — ou equivalentemente -
a soma em (4.1} conviria, a atividade do gds ndo poderd ser maior do que 1.
Logo deveremos compensar o custo entrdpico pela extragio da auto-energia

45


http:oonve.xa

das cargas de cada ensemble, a qual terd de superar o aumento de entropia
resultante do agrupamento de cargas em blocos esparsos.

4.1 Combinacoes Convexas

Aqui comecamos a aplicar as técnicas de renormalizacdo para escrever a
fungdo de parti¢io como combinacdes convexas de fungdes de partigdo re-
gulares. Como em [25], escolhemos uma sequéncia {{o()}oir=: de nimeros
positivos, cuja dependéncia com ¢(z) ha de ser posteriormente estabelecida,
satisfazendo a condicao

o0
Z Cq[r) =1, (42)
q(z)=1
g €5Crevenos

HA ¢ + £os)(z ZC aA H[l + 2(q(x)) cos((¢(z) + oa(z))g(2))]

onde

o = ng(,_) e qn={g(z)=1,2,3,.. ;z € A}. (4.3)

zeA

e 2{q(z)) = 2M(q{(z})/Cota)-

A sequéncia {, pode ser escolhida arbitrariamente, contanto que
16,7 < conste”’

com 0 < ¢ < co.

Note que o(z) = £(—A)~18, f* nao sera afetado pela renormalizagdo de car-
gas, e sera pequeno se p for neutro e tiver suporte longe de 0 ou z.

Temos que Z(o3) serd combinagdo convexa de fungdes da forma

2(0) = S ¢lan) [ T [1 + 2 005 (8(2) + 0a(2)a(@)lduald)  (4.4)
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4.2 A Construgao dos Blocos

A segnir, fixamos 8 geometria do problema. Dividimos a rede em bloces.
Denctamos por Blx, L} o quadrade em Z° de lado L com centro em x

Bz, Ly={y & 2Z°:|z—y|l < L2}

tal que
A= |J Boly, L) A=A n 32%
yed
Fixado ga
[TO + 2tz costala)d’ &Ny = 1] IT ( + 2{g(u)) cos{alu)e (u)))
rEA peA w6 Holy)

onde ¢' = ¢ + 0.

Seguindo {30} reapresentamos o [Lemma 2.1], com o qual o produto acima
¢ escrito como combinagio convexa de fatores similares correspondentes a
multipolos de dimensio varidvel

Lema 4.18¢jaz2;, > 0, ¢, ¢ R, i = 1,2, ..., ¥, Expandimos o produto acima
era soma de produtos per meio da identidade’

N

JJ(1+ zicosgd’s) = 3 er(l+ 2 cos ¢'(7))

fml TEGN
onde .f}?‘{?- : 1)&*“:% ¥ {}21,-——'}}7 = {}}é éf(?) = waz ’f?‘t'f 0 < &,
z:?‘eg;s; e=1¢
N
7z = [[{bwan)t
jmzi

Note-se que a magnitude do coeficiente ¢, néc é importante; mas sim seu
sinal, ¢, > 0. A varidvel de bloco by depende unicamente do nidmero N de
elementos do conjunto 7, com a tnica condigio de que

. 1 el .
Ca=(z) =t

"Usames 2 identidade: [, cosg’; = (3/2)¥ Zoird wsiZfL; iy com o1y = 214 =
1,2, N
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Essa condiciio determina unicamente a constante by visto gue

1 sInlsl ¥ 14N
ST L S WO B LY
25, 25 by
ou "
by = (27 1)t g =
biar

{Jisso resulta a estimativa

2y < H (9 2)‘(91;(“))\

wé Byly) 10g2 Cﬂy(“} )

{Em nosso caso, |By{y)| = 9.) i
Esse lema é aplicado em cada ¥ € A para escrever {4.3] como combinacio
convexa de fungoes do tipo

ST 11+ 2y cosl6(py) + oa{on)ldua(e) (45)

#EA

Aqui
#lo)= 3. olu)p(u)

ug Boly)

4.3 Reprimindo a Atividade

Para § suficientemente grande, o gds de Coulomb comportar-se-d como gés
de multipolos em que grandes multipolos serdo Improvaveis se a atividade
efetiva em fun¢do de 3 for pequena. Visando a reprimir a atividade 2z,
das cargas do hloco Hyly), gostariamos de extralr o termo de auto-energia
de E{g,) mediante a seguinte desigualdade eletrostética. Isso é feito pela
translacio complexa ¢ -+ ¢+ 1,4 € R, usando ¢ seguinte lema.

Lema 4.2 Seja p: Z% - R com suporte compacto, e seja G(p) um funcional
independente de (%) : © € suppp. Entdo

[ €00y = e dema0) [ et gy
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A renormalizacdo da densidade de carga se faz como em (3.7):
= p+ o
S T i

O laplaciano, porém, deslocaliza as cargas efetivas do bloco original, podendo
com i880 ocorrer em § uma superposicdo de cargas inicialmente em blocos
distintos, Evitamos esse efeito observande que a desigualdade eletrosidtica
¢ valida ainda quando a transformagio de cargas seja efetuada apenas num
subeconjunto de ¢s — cuja escolha serd especificada em conformidade com a
construgio de blocos que impusermos. Com isso, formamos blacos maiores
que contenham alguns Bs{y) e selecionamos — a selecdo ndc ¢ dnica - em
cada mm desses blocos um ponto para ¢ qual seja licito aplicar a desigualdade
eletrostatica sem deslocar as cargas escolhidas para fora da fronteira comum.
O ponto selecionado, w,, é aguele em que

1
Rzt ¥ .
%€ Byfy

(s blocos agrupados definem uma equivaléncia segundo o critério
Y o~ Y [uy—zzy?imz;
£ 0 agrupamento, a classe de equivaléneia Y

By(Vy= 1] Byl

ye¥

Cumpre observar que hd guatro formas possivels para cada Y, conforme
Y| = 1,2,3 ou 4. Esse procedimento vai garantir que, em cada bloce, o
gés seja suficientemente diluto & fim de ser possivel extrair a porgdo local
da auto-energia eletrostitica expleenstfE(q)] das cargas w,. Em termos dos
novos blocos

H (1+ Ty 08 é)}(py)) = H H {1+ 2,008 éz(py))

yeA Y paY

A repeticio da transformacio do produto dos termos de Bolyl,y € Y em
soma convexa sobre wm conjunto 7 cujos elementos sio fungbes constantes
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nos blocos constituintes de Y, com valores possiveis em cada um deles iguais

a0,+1, conduz a _
Z o= Z Cn,\ Z Cr Z sznmr,w
iy T Wt

agora,
Layrw = H{l + zy cos g (pv}))
}3’

correspondentemente Y possui a distribuigio de cargas compativel com a dos
blocos inferpos:

py{u} = wypy(u), u & By(Y).

Q) bloco Y que maximiza a atividade é o de [¥] = 4 com kwy(u)] = 1 para
todos 0s quatro pontos v interncs, resuliande na estimativa:

0z «:(4)4 I [%9 : J
Y o> wiuy] -
log 2 e BalY) log 2

Neste ponto, aplicamos a desigualdade eletrostitica restrita ao conjunto de
pontos Uy = {u,, ¥ € Y} cujas cargas efetivas sdo fy com o o de reprimir
a atividade zy do bloce Y pelo fator de auto-energia das cargas em Uy

. 3
By = 2y gxp{_i_ﬁ: 3T )

yeElly
Pelo critério de sele¢iio dos pontos selecionados daquele conjunto, segue a

ostimativa 8
- 2
S pPu)]
144 € Y

Para qualquer Y, as atividades siio limitadas pels funcio de 8

i 4 4 iR }‘*{‘?}
< R ey i
2v < Kolf) (zggz) oz qifé,%w{ A

2y & ay exp{—

4.4 Um Passo Intermediario

O inconvenignie com os blocos Y sao suas diferentes formas. A maneira de
recuperarmos s blocos quadrados € passarmos a uma escala superior que
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agrupe todas as quatros formas possiveis de cada Y, mediante o seguinie
procedimente:

1} Definimos nma colegiic de densidades de carga cujos suportes sio mutua-
rmente disjuntos;

2) As édreas de densidades de carga sdo quadrados AM) = AN L,2? de lado
Ly = 3™ {n; 2 3, inteire), necessdrios para cobrir o suporte dessas densida-
des;

8} O critério de localizaglo das densidades de cargaem By, £y} ¢

4 n
supp p C Bly, gﬂz) = By, Li).

Na escala assim definida, temos a seguinte igualdade para cada par (p, 2{g))
de densidade de carga e da respectiva atividade localizado ne guadrado
B’(y, L} ] :2

[ T1 0+ 2y costéay) + oa(n,dusle) (45)
PRt
onde AW = ANZL;Z% com Ly = 3™, e n; > 3 ¢ um inteiro. Agora a
densidade de carga estd localizada em By{y) = B{y, L), com

9 2XMpy{u))
Xpy) < G ueli;lm [log?? Cloyln)) ]

e Oy = {1/1log 2)%(64/9L,)% O valor de 2, depende das formas dos blocos
constitninies das classes de equivaléneia. O mdximo valor ocorre quando
esses blocos sdo todos iguais e tém Y] = 1, de¢ modo que temos somente um
1, em cada Y, perfazendo o ndmero fotal

174 3
(= )
9 (3 !
de pontos em cada A, Correspondentemente temos a estimativa:
4.\ Ka(B)

2 < ( gz,l) s = KL ).

INote que em todas as transformagBes efetuadas a fungho sigma nao 4 afetada pela
sransiacdo de carga.



Ao conclulrmos essa sequéncia de transformagbes |, a fungio de particdo de
um gas de Coulomb bidimensional esta escrita como combinagio convexa de
fungtes de partigdo de um gds de multipolos da forma (4.5). Essas sdo as
condigdes inicials para a realizacio de um processo indutivo sobre a funcio de
partigiio na auséncia de cargas externas apenas. Tanto ¢ numerador quanto
o denominador podem ser tratados da mesma maneira.

4.5 O Procedimento Indutivo para a Funcao
de Particao

Aqui rontinuamos ¢ processo de renormalizagdo de densidades de cargas ¢
atividades cujo objetive € escrever a fungio de partigio como combinacio
convexa de fungdes de particdo regulares, que serdo definidas era seguida,
nas exealas de o

Dado ny, 2 3, e construida a primeira escala de lado L; = 39, a fungio
de partigio do gds de Counlomb estd eserita como combinagho convexa de
expressoes da forma (4.5)

[ T 00+ 2(py) cos (8(3,) + ox(p,)))duals)
EAl}

com atividade K {5, 5 < 1.

Para & = 1, 2,3, ..., vamos construir funcdes , chamadas funcbes de parti¢do
regulares, gue obedecem a uma relacdo de recorréncia entre as escalas, Serd
possivel, entdo, identificar a funcdo de particio do gis como combinacio
convexa, em cada escala, de funcdes de partigdo regulares, a partir de sua
identificaciio com com as fungtes regulares da primeira escala. Com isso,
poderemos propagar as estimativas das atividades extraindo os termoes de
auto-energia dos elementos carregados em cada escala pela aplicacio da de-
sigualdade eletrostitica a eles.

As escalas usadas sdo da forma Ly, = Lf, com « > 1. Fixando uma delas,
queremos que na rede B(yp, Ly} = Brly), formada por bloces de lado Ly, &
fungdo de partico do gis seja escrita como combinacdo convexa de fungdes
indexadas peles pardmetros {k,7), chamadas fungdes de parti¢do regulares,



e definidas por

Zry = [ FNip 2 @) TL [1+ 2(py) cos(@(7y) + oa(oy))]

yeAk)

As densidades de carga p, localizadas em By(y) para todo y € A% com
supp p, C B(y, L) satisfazendo z(p,) < Ly, sdo chamadas densidades
admissiveis de carga (k,y,r).

Seguindo a notagdo de [30], temos

i) gy esté localizada em B(y, 3Li)

ii} p, estd localizada em B(y, L;)

12

iii) 2(py) < Li'e~CP
O fator F(My ) € dado por

FNpwri®) = [ TT [1+2(p) cos(9(3) + o2 dpa(9)

p,.ﬁEN;,-,y..-

onde {Niyr, Py By, 2y} ¢ uma colegio de cargas, e p = (p, 5, 2(p)} é uma
densidade de carga admissivel {k,y,¢).

Nessa expansdo, todo p em N, , é neutro e separado de outros.

Esse fator estabelece um vinculo com as escalas anteriores pois depende das
colegdes de densidades de carga N, nelas contidas. Essas cole¢des reinem
as cargas das escalas até k — 1 iterativamente por

Ny = U Nugy | U e}
v €B(y',Lk)
a partir da primeira escala onde NMy=1,) = 0. A carga p estd localizada em

Bi(y') para algum ¥ € B,E.ﬁ_}l (y) cuja atividade é z(p,) < (%)d L.

Em face dessas propriedades, a funcao de particao do gas da primeira escala
é identificada com a fungio de particio regular (k = 1,7 + 2(a — 1)), para a
qual a admissibilidade de seus parametros se realiza pela estimativa

K\(Ly, 8) < L=l
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4.6 A Hipotese Indutiva

A hipdtese indutiva ¢ a de que, dada a condigde inicial Nz 5y = 0, qualquer
fungio de particido regular (X + 1,7) pode ser obtida das funcdes de particio
regulares (k) para k= 1,2,3, .., Dpyr = 3% @ npyy = [oemy].

De fato, se & funcfo de particiio regular na sscala £ é

Zopy = T1 FNuoen) [ TT (1420 cos(6(3,) + oalp,)dnal#) (47)
yEALR: pEAIRS

¢ possivel passar & escala &+ 1 usando o Lerna 4.1 para transformar os dois
termos do lade direito de {4.6).

O produto
T 1+ zlp,) cos{8lpy) -+ oalpy)))
3{5’35{&)

se transforma o combinagho convexa de funcGes de particio na rede de
centros em pontos u € AKTD

I @+ 2z cos{@(B]) + o{gl )N
ag A

O termo F por sua vez se transforma em

H F{N’{k,y*r)} = H H {1+ z{p) {-Qsié{ﬁy) + ﬁ?(ﬁy}))dﬂ*ﬁi‘é})

ALY yE ALY s8N L

= I 1T O+ 2 cos(ala) + o2())))dpa(4)

AL PEN s g 0

Inr {ﬁfémm,r}) ;

uEAF

H

ande )
Negwren = U Mpgn:

& 3:’:,;«1(1*]

e *
o= 5 mp, epim S T,
veBil (v veBE (W


http:F(.N(k.Yo

onde BE (w) = Bu{w) M LgnZ% et € Gy = {r: [ = 0,1,~1}.

O par {p*{u), 27} é da forma p*(u) = 7,p,{u) para algum 7 € 6{1’;%22(&)),

A estimativa para a atividade fica

o & 1 (Lk+1)2 1 2y Il
T logz L L:;.«?.{awi] )

Substituindo Lgg; = L,® resulta

E iryl
i 1 ¥

* < — .
#lu) £ (icg? 3.:;,.’)

Todo p em N é neutro, exceto p = p* que é carregado.

4.7 Extracao da Energia de Cargas Isoladas

Em alguns casos serd preciso generalizar o procedimento de extrair a an-
to-energia eletrostdtica dos constituintes carregados das densidades de varga
{Nxa1 0L, 2 hueate sy como acima definidas, nas escalas de p.

Isso € feito generalizando o Lema 4.2 de deslocamento de cargas para aco-
modar uma translagiio das cargas pelo laplaciano de uma fungio f; em cada
escala, 4 semelhanca do que fizemos para os dipolos.

Da rede A%} onde os conjuntos {Mr, (8%, 25) haeaen de densidades de
carga se localizam , vamos supor que em uin de seus blocos, por exemplo, no
de centro up, exista um ponio y tal que P ™ Bior ©

By, %fzm} N supp oy, = 0
para todo u € AFT) 4 of gy,
Admitiremos, por simplicidade, que p} = pj estd localizado em B (0). A
condigio de validade da hipStese acima é supp g}, 1 B{0, 3 Lyq1) = @ para
todo = € A¥HY, 4 o 0. Queremos aplicar a desigualdade eletrostdtica
apenas & g5, 0 que exigird uma melhor demarcagiio da regido B(D, § 4]
onde estd o suporte da carga.

Imaginamos, entiio, que cada funcio p, € Nygao. estd localizada numa
caixa By (v}, onde n, = infin€ N:supp p, C B (u)}-
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Com isso, podemos definir no bloce 8., (0}, que contém as caixas, as classes
de equivaléncin distintas ¥7, ..., ¥, pela regra

v~y o Bow [} B, v)=0.

A reunifio das densidades de carga contidas numa mesma classe de sgui-
valéncia forma os conjuntos

B{¥} = {jgzﬁ'ﬁgﬁg {?}’}a

t=1,.,p
Tomamoes entdo em B, (0) a funcdo fi{J) definida por

g% para il < &
filgy= ¢ log%: para %giljilﬁ%ﬁ
0 para il » %

& introduzimos
a= 3. ol
yé 8 ()
A transformagéo das cargas é efetuada através da trauslagio

Pa = pp b kg fi

onde % é um parfimetro a ser escollido posteriormente, e a fungio fi(7) &
definida em termos de fi{7) como segue

fk(?) - { fk(.?) se j& Ufmaﬁ(i’i)

fk(gl) se JQB(Y;): iml,..‘,p,

para algum ponto §, em B(Y;).

Da definicio de fi.(j) b

3
(px; fr) = log =,
Ly
e, se conseguirmos o linite superior

31)
{f»’}‘szfk) < 510@ Ei“*y
%
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para alguma constante & < oo, teremos extraido o fator de decaimento

({J_kﬁ)mﬁ&qz 7 < (Lk“)—ﬁxqz{l_x;‘%}
3Ly - — N 3L, '

De fato, aquele limite de (Af, fi) existe. A estimativa 67 = § + G{L82)
¢ obtida como em MKPS0].

Assim, sendo wp arbitrdrio, se o > 3/2, para qualquer & > 0, a fun¢do
de particio , anteriormente obtida como produto de termos sobre todos os
pontos u da rede A¥TY, agora terd o termo relativo ao ponto 1, substituido
pelo fator de decaimento Y1,

Assim, para algam 7, & A% mantendo p* inalterado, obtemos

[eematn st T F(fprane) [ [1+2icos(@()+ou(pi)dus(@)

zg AR+ ugAlE+1)

mY(k} _}r 6‘I¢{ﬁ;03+dg{p;°)) H F(Jﬁ:{k—i-l,s,r);ﬁ)

BEARHD)
II [+ zecos(d(p") + o2(pl)))dps(9)
uE Al
nude
¢=Qe)l= > o)
EJEB(“%LJ:}
e 571 = 8 4 0(L]"*") é independente de «, ¢ 7, ¢ a densidade de carga

localizada er B(yo, jlust) tal que Q(B5) = Qloy,)-
Note-se que a transformagfo das cargas penhuma alteragfio acarrets em

?(ﬂfbﬂ,x,r}‘
O progesso descrito acima € levado até a escala ¥ Para completar o pro-
cesso, comstrufmos um proximo bloco tal que Ly, = oo, de modo que

y=Ni o 0. Assim, a contribuicic de todes os termos contendo fatores
2, cos 9{p*} com QH{g] } # 0 se anula.

A andlise deve acomodar ainda agueles situagtes em que ndo valha a con-
digio Blyp, $Lxs} Nsupp pl, = B, Para isso remetemos o lejtor a [30].
Terminamos assin o tratamento da funclo de partigdo do gds na ausénela
de cargas externas, baseando nossa analise na obtencio de combinacdes con-
vexas da fungdo de partigio ¢ na construgdo de condigBes apropriadas para
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aplicar a desigualdade eletrostitica de modo que reproduzissemos os resul-
tados da referéncia acima.

Para 3/2 < o < 2, 20y — 1}/(2 — o) < v < B8/2 — 2ix, & fungio de particgo
estd escrita como combinagio convexa de funcdes de particio regulares, com
os parAmetros acima, para qualquer & = 1,2,... se L, for suficientemente
grande.

4.8 A Funcao de Correlagao das Cargas Ex-
ternas

A expansdo acima ¢ feita até que todas as cargas p sejam neutras, ou seja,
até que a contribuicio de todos os termos contendo um fator zcos ¢{p) com
2{p} % 0 se cancele. Seja & a colecio de cargas neutras resultantes do pro-
cedimenio acima, e Zy{oy) a fungdo de partigio regular para aquela eolegio
de cargas na escala N Temos

Zxlos) = [ TLI1 + 2(p) cos((p) + oale)ldpis()

BEN
com E = Zy{oy = 0).
O limite inferior para a expressfo acima pode ¢ obtido fatorando a de-
pendéncia de oy na fungio de particao , como em [25].
Definimos
x = z{p)esd(p)  y = z(p) cos(¢(p) + oalp)) — =
£ eSCrevemos
0 < 1+ 2{p)eos{$(B) + oalp)) = expln{l + 2 + ¢}

Expandindo o logaritmo em torno de y = 0, usando o teorema de Taylor conn
resto até segunda ordem em y, vem

1 + z{p) cos(¢{p) + 02(p)) = (1 + ) exp { 1 f« T é{l + zr“+ By) }

para algum 6 € {0,1).
A aplicagiio da férmula acima gera

Zxlem) = [ dng(6) IL(]. + z{p) cos @) )e 5P
o
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¥

Y
{142+ 8y

oxp (22003 9(P) 05 ) = 1)

1
1+ z(p)cosd(p) 2

}

onde (p) sin $(7) sin a{)
o . “lplsin o g s aalp
S = B cos 6(7)

Temos estes limites inferiores

z(p) cos ${ 5} (cos{o2(p}} ~ 1) z(p]
T+ s@osaln) 2 H- e
g
y’ #(p)

R ke —(1 “**’ff)m[o‘?(ﬁ}gﬁ

onde fizemos a aproximacio 1 —cosk < £%/2, ¢
(o) = 22 - =

zl(ﬂ) - 1 wﬁ(ﬁ} 22{;0}“{}‘4”%)(1_‘48(‘9)}3
Assim
Zivlon) > &7 H B KON [ Y] ¢S+ 2(p) o5 $(7)] diap(9)

aEN

Como a fungdo J(p.¢) & impar em $, 3 desigualdade de Jensen naquela
varidvel da

En(on} 2 3 cppp s 5ol f T] {1 + 2(a) cos ¢(B)] disslh)
pEAN AEN

Uma vez que

S{p,¢) < C Z& z{p)|e(p}} mod 2x]?
pEN

para alguma constant C, contanto que 5 seja tdo grande que z(p) < 1,
obtemos

Zylaw) > e‘%Z,,w{z:@%zg(&))[w(ﬂ)i& [ H [1 + z(ﬁ) msgﬁ(;‘})] dﬂﬁ(f\é} {4.8)
PEN

B possivel encontrar um limite superior para
(21(p} + z2(p})0n)i

by



usando linearidade de o;{z) nas cargas o nentralidade de p.
Pela neutralidade, podenos denotamos por p, e n, sftios contidos no suporte
de p, tais que

pu€{j:plf) > 0h nu€{:p() >0}

& E8Crevemaes

oa{g = 3 loolp) — oalnl]

#
onde a soma em g contém § 5, o(7) termos. Lembrando que ¢ sempre possivel
representar uma densidade arbitrdria de cargs come ¢ divergente de um cam-
po vetorial &, escrevemos

T3(py) ~ og{r,) = }:{52 (53210903} + e }hoa(3)}

onde e = 0,31, sup e € D{p}, para k = 1,2, com
2 e + lleelid} < 2d(0)
F

Da definigdo de oa(p) vem

EY D)y, Ja) = BlCU, J2) — Clir — . 7))

EHBo2) Gr, Jo) = ~ (1, Jo) + B [C U, Jo) = CUit — %, 72))]
Logo, temos wn limite superior da forma
(21(0) + z{p)}oals, € 2(d{p) og d(0))*E%| Ay

onde d(p) é o didmetro do suporte de p, 0 qual em nosso caso é (4/3Ly)%.
Conforme as renormalizagdes das atividades do gds, vimos que, para £ sufi-
cientemente grande, hd sempre uma constante ¢ tal que

z < exp(~tlog Ly} exp(~Cglpf?)
Substituindo esses valores em (4.8) obtemos, para |z| < 1/4,
(D58, N)) < O UL R S ORI G
< o€/ ogliil)

para § < 1, o que completa o argumento.
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Capitulo 5

Rotores Quanticos

Para esta apresentacfio procuramos ser 0 mais geral possivel quanio 4 esco
tha do sistema de rotores gue escotheremos. O Gnico requerimento imposio
a0 Hamiltoniane dos rotores é que ssu potencial sejs periddico. A andlise
do modelo tem duas partes. Primeiro, usamos umas representaciio de espaco
de faze — por meio da fGrmulz de Trotter — para mapear o sistema guintico
unidimensional em um sistema cldssico bidimensional. Como exemplo, esore.
vemos a funcdo de particio de rotores cujo Hamiltoniane tem parte cinética
quadrdtica no momento angular ¢ inferagio da forma co-senocidal.

Em seguida, por meio de uma transformacio de dualidade aplicada ao siste-
ma classico, obtemos a funciio de partigao do gds no espago dual {A trans-
formacéo de dualidade € tema do préximo capitulo). Dessa representagio
passamos & representacdo das cargas, na qual a fungio de partigio obtida
¢ aguela de um gds interagente através de um potencial geral em duas di-
mensdes, dependente das fungdes que definem o Hamiltoniano os rotores.

51 A Funcao de Particao

Seja A um subconjunto finito de Z. A cada ponte z € 7 estd associada nma
N 4y i CO | o '9

varigvel #{z} ¢ [~x, 7|, a coordenada angular do rotor. Seja’ p{x) = ~4 sy O
momante angular conjugado 2 varidvel #(z]). Vamos definir ¢ Hamilionano
de um sistema de N rotores em termos de fungdes arbitrdrias tanto para a
parie cindtica quanto para a parte da interagio do Hamiltoniano. Assim,

Lo }
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para esses rotores em A = Z N [-N, N] definimos

N N
H= 3, Hple)) - 3 V() -8z +1))
== e N
Periodicidade em & é a tinica condigio que impomos & interagdo . O opera-
dor p(z) ¢ tomado com condigbes periddicas de contorno, de modo que sen
espectro € disereto {k;, & € 2}, e satisfaz as relagdes de comutagio :

&3(2}2 g(?)} = miéz?i

O sistema ¢ tomado com condigbes periddicas de contorns, #{N +1} = (—N).
() Hamiltonisno age no espago de Hilbert L2{[—», +#]"™), ou seja, o espaco
de N = |A| particulas movendo-se em circulo.

Lema 5.1 A funcio de particdo do modelo de rotores quénticos em d=1
dimensdc pode ser escrita como uma funcdo de partigdo de um gas cldssico
em d=2 dimensbes, cuja medida do estado de equilibrio ¢ dado por
2 [ d0(z.t) 3 Faltle,t+ ) — Bz, ))e $0=0-0119)
2t m{zt}

onde -
Fu{8, my(x)) = / dpt(m)e”":“mﬂ et (02}~ 0a (a4 rmme ()

e my{x} s8o nimeros inteiros.
Para mostrar esse resultado, partimes da definigio da funciio de partigio do
madalo:

Z = Trlexp —3{#Hs + V)] (5.1}

onde usamos & notagao

N
Ho= 3 [flp(z))

e e BN

e v
V= 3 ¥(l(z)-o(z+ 1)}
d‘lw-«vﬁf'
Para calenlar (3.1} adotamos a base que diagonaliza V, que é
N
8= 1 i#ad
Zee N
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e com a qual podemos efetuar o cdleulo explicito do trago acima:
N
2w : DE) exp ~ B{Hy -+ V3|8,
it

onde
N
pe=T] f ()
it

Para reduzir o problems de tratar com operadores que ndo comutam a um
problema somethante a0 problema cléssico am uma dimenséo malor, Iazemos
uso da Srmula de Trotter.

Lema 5.2 Para oporadores 4, B limitados inferiormente
ﬁé%ﬁ' P (Q,fi!aég;’z;}n
Fhod OG
Prova. {Ver [10]) Escrevemos, entio

e HHV) o Gy (¢ g Eyn (5.2}
Hod JKG

Yamos supor que Fn seja inteiro.?
Ao efetuar o cdleulo acima inserimos a decomposicdo da unidade

[ ooy

entre cada um dos nf ~ 1 pares de fatores do produto de exponenciais que
forma e™.
Chegamos & representacdo

N frel s £if  Vists
T [ da@aie e 5 o,

Por B2 R

com a condigio de periodicidade Oy == 84, 2
Jd que V é diagonal na base escolhida, temos

I /W 8, (x){8, (SI:)|3“W|19z»;~1(31))e“”g?=£{0‘(“”“3’{$}
' St

*Isso é 50 umna conveniéncia agqui. Adiante faremos 3 qualquer,
A partir dagui quando se escrever o produtorio de x e ¢ entenda-se praduto em — N <
z< N, e0<t<fn~1.
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O caleulo de cada {Bi{z}| expl— £221p,{z)} ¢ idéntico aquele do valor espe-
rade, na representacdo das coordenadas, de uma funciio do momenic de uma
particula movendo-se em circulo. Efetuamo-lo assim

Bl Ry = 3 R O ) (pal) 10, (x)
mi{n}Ed

Substituindo o valor esperade
i .
B lx)pla)} = m.é..?;gzm(::}&z{x;

vem
Z &ww e;ﬁg{x}ffﬁ fary s {2}

mixd

A Brmula de Poisson nos garante que ¢ licito integrar nes varidveis p, como
se continuas fossem, contanto que alteremos o argumento em @ do gue esta

o () ~ 8,{x} + Zrmyizx)

com m,{x) inteiro, 8 acrescenternos uma soma externy sobre my (e}

S [ dpy(z)e P ROtz
(e

Seja Fn(8, my(x)) é a transformada de Fourier de da parte cinética do Ha-
miltoniano:

‘9 '-mt /d}()t(x tp:(z){@;(x) Oe{ay 4 2nrag(z))
A fungdo de particio fica

z= / DOT] 55 Falfi(z) = B,(a))e < @la=tonl)  (5.3)

xt mixd)

com condigdes periddicas de contorno fy(z) = Bgu{z}.

U passo para a simplificacas dessa formula consiste em descrever cada

iRstamos eliminamas consiantes desnecessdrias
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possivel conjunto de valores de 8,{2} como um campo bidimensional, intro-
duzindo uma nova varidvel na direco “temporal’

3{(:{:} N— 8(3:2 ‘{}
Simultancamente, fazemos um resscalonamento da varidvel £ da forma

B8

F i o e o

n 2

de modo a termoes uma estrutura de teoria no continuo. Correspondentemen-
te temos
Z

f={f{z,t),zeAl€— rz[m» «]}

Assim se completa a correspondéncia entre o modelo gquiatico unidimensional
g 0 modelo cldssico bidimensional.

5.2 Exemplos de Rotores Planos

O potencial do rotor plano é descrito pela interagio

= J Z cos{(z) — 8(x + 1))

M N

com acoplamento ferromagético, J > 0.
Dois exemplos de formas admissiveis para o termo cindtico sio

1. O Médulo. Seja

Z i?{ﬁ“

-t
onde 1 é 0 momento de inéroda de cada rotor da rede.
A funcio de particae é dada por®

Z = [” Hvz(ﬁ*(:r, 1)~ 8, t+ %}} wi{{z, t) — 6{x + 1,13) d¥2,8) (B4}
T zi

5§Otﬁ qzzeﬁ devido a0 resscalonamento na varlivel 4 o produtdric correom —N <2 <
e -5 K< 5.
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(i

. i _ *»(l/f?l)
us(B{x, 1) ~ Bz, t+ =) = mzo (1/2Fn) + [B(z, 1) — 8(z, t + &) + 2rmelz, O

L5

0 (0(z,2) — 0z + 1,)) = exp{-—% cos((z, £) ~ Bz +1,2))}

onde m = {m{z,t),z € A, 1€ En(-{, 4}

2 Fn,cés Qar aticas Sefa

Ho= 3 392{;}

gV

Nesse caso a fungio de particdo ainda toma a forma (5.4}, com
1 in 1 2
iz, t) — Oz, b+ =)} = > exp{——=[0{z,1) — Bz, £ + =) + Zrmp{z, )]°}
7 e 253 7

onde m = {m{z, 8,z € At € En[-£ 4}

Klein e Perez [33] tém resultados de localizagao do estado fundamental desses
rotores com monentos de inéreia aleatorios.

5.3 A Aproximacgao de Villain

A interagio de Villain é obtida pela substituicio da forma de co-seno da
interagio por uma gaussiana periodizada. Note que na fungiio de partigdo do
rotor plano dada na seclo anterior, a forma de Villain foi tomada na direcéo
temporal. Neste ponto, gostarfamos de adotar o potencial de Villain também
na diregdo espacial. Villain determiniou as condicdes para que a fungéo

ezcose

pudesse ser aproximada por

Z eu*y{z}(a—i-?ﬁm}g

mEg
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onde, em nosso €aso, z = ﬂ-, e 7(z} é uma constante a ser determinada.
O resultado é a identificagao [12], [19].

7(z) = { A

lo,

—3-) paraz — o0
para z — 0

-
m I—‘H
n

Em nosso caso z = J/n é pequeno. No entanto, vamos desconsiderar isso,
e adotar a aproximacio para z >» 1 assim mesmo. Em esséncia estamos
mudando nosso sistema inicial. O efeito disso serd trocar a dependéncia
de v(z) de 1/logn para 1/n. Esta tltima forma é mais adequada para a
realizagdo de transformacgdes de dualidade que faremos no Capitulo 6
Assim, em vez do co-seno, a nova interagdo serda dada por

o0
) o~/ 2)(6:=0;+23m)?

m=—o0

Repetindo o raciocinio para cada para da interagdo , vem

exp———==[] > e —%[9(56) — 0(z + 1) + 2rm(z)]?

com m(z) inteiro.

Note que essa transformacdo preserva a simetria do problema, no sentido de
que em baixas temperaturas os dois modelos tem o mesmo comportamento.
O novo potencial possui a simetria abeliana global na variable 8.

Nessa aproximac¢do a fun¢ao de particio pode ser escrita como

zZ= f_ " T or(6(z ) — 0z, + :—1)) vs(B(z,t) — 0z + 1, 1)) db(z,t) (5.5)

om

(00 8) = 0+ 1) = S expl =5 1006, ) =0+ 1)+ 2mmole, )

my

UJ(B(R:: t) - 9(:1: + 11t)) = Zexp{—%[ﬁ(:r:, t) - 8(3: + 11t) + 2?Tm($, 1")]2]'
onde m = {m(z,t),z € A,t € Zn[-£ 8]}
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Observagdo . Ha uma formulagéo alternativa do problema que consiste em
preservar a temperatura inversa 8 como pardmetro explicito na férmula de
Trotter. Seguindo esse caminho, em vez de {5.2), obtemos

8H 8y
e~ AHotV) = \im (e‘_ncl e~ )"

n-—+oo

Com isso a fungao de partigao (5.3) fica

Z= /_ﬁ DOT] 3 Fu(6i(z) — 6,(x), mu(a))e™ = *@-0nted  (56)

.t m(z,t)

com
Fa8,mu(2)) = [ dpu(z)e” 5 en@0D-0@ (@) (57)

onde a variavel { assume valores de 0 a n. Aqui também cabe introduzir uma
nova varidvel na direcio temporal pelo reescalonamento de £, agora da forma

g, B
t—>;t—§

A funcao de particao passa a ser dada por
z=[ T ox0(z,1) — Oz, ¢ + g)) o0z, 1) — 0z +1,2)) d8(z,8) (5.8)
com |
vi(8(z,t) — 0(z,t + g) = mzu exp{—é—z[ﬂ(:::, t) — 0z, t + g) + 2nmp(z, )]}
e
v7{(0(z,t) — 8(z + 1,1)) = ; exp{—%[ﬂ(x, t) — 6(z + 1,t) + 2rm(z, 1))}
Correspondentemente temos

B2 iy
g = {6(x,t AMte —nN|-=, 7
{ (m’ ),3} e ? e n [ 2 2]}
De agora em diante vamos trabalhar nessa rede de espagamento unitario na
dire¢ao z, e espacamento § = §/n na diregdo temporal.
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5.4 A Estimativa de McBryan-Spencer

Essa estimativa é uma garantia de que ndo ha transicdo de primeira ordem,
embora nada se possa afirmar acerca de transicdes de ordens mais altas. Os
ingredientes da prova sao periodicidade e analiticidade. Nosso resultado é de
mesma natureza daquele obtido em (33], exceto que aqueles autores consi-
deraram a forma do co-seno do potencial, sem aproximacgdes . No entanto a
translacao complexa por eles efetuada é fungio do tempo apenas. Em nosso
caso, podemos realizar uma translagao arbitraria.

Teorema 5.3 Seja
GRH(@, ), (o, ) = (IO

onde ()5\“?3 é o valor esperado com relagao a medida dada em (5.8).
Seja G{(y, 8), (¢/',5")) o limite de Gf{%((y, s), (¢, ¢')) quando A, 8,n — cc.

Entao
-/ = ln (D s—52
G((y, S), (‘y"j S")) S e A2 \/(y ¥R+ )

Prova. Seja a(z,t) uma funcdo quadraticamente integrivel. Fazemos a
translacdo complexa [33]

6(z,t) — 8(z,t) +2a(z, 1)

nas varidveis de integragio na expressio da fungido de correlagio . Aqui a é
real e serd escolhido logo adiante. Substituindo a translagio acima na fungao
de correlacao , obtemos a estimativa

(OWD~0)y < olaln-aly' )= 5 Lo (almti-alae+B/n))

8
AL 3. ez 0-a(z ) (5.9)

onde os termos complexos foram estimados pelo médulo, |e¥*} = 1, e a fungio
de partigao no denominador foi cancelada.
O lado direito de (5.9) pode ser escrito como forma quadraitica

{0(y,$)—0(.s") —(aly,8)—a(y' ")) ,— £ (a,~Ba)
{e Y<e e
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onde definimos o produto escalar por

{f,a1= Zf 3:9 {x!

e A & o Laplaciano de diferenga finita em duas dimensdes, dado por
A= J0 + 1630,
onde J* é o operador adjunto definido em {2.5)

O f(z,t) = fle+1,8) - f(=z, 1)

() = flz, t+ 5; — Flz, )
Desse modo temos que
—Af(z, ) = 2f(z,y}~ flz+ L1) - flz ~1,1)
A+ 8 (2f (e, 8) — flw, b+ 8) — Fla, bt~ 8)) (5.10)

Escolhemos
ala, ) =Clz —y,t =~ 8}~ Cl{z ~yf,t -5

onde U{z, £} é a fun¢éo de Green do operador 4, dada por

11 exp(p(x — y) +q(t = 5))
— i P —%) - )
Clz—y,t-s) IN 4173 g I=12 — 2eos p} -+ 16732 — 2e0s96) 1)
Lo D
— P < N
P oN Tl =
£ 9 i
T 1.
g == “Em?s M“é“ S g g g
Entdo



Obtemos
(52(9&#;5} -3 »5’}} gw{ﬁ[yes}wﬂ{y*ﬁ }ei AT B ECS )]

e~ 2 alzay-aly )

IA A

Agora
a(y, s) — oy, 8) = 2(C0,0) - Cly~ v/, 5 — )

O comportamento assintético da diferenca C{0,0) — Oy — ¥/, 8 — &'} quando
1 -+ o é caloulado no Apéndice B pars o caso especial em que s ~ & = 0.
( resultado geral, no entanto, pode ser faciimente deduzido da exposicio que
damos 18, A conclusio é que para ly — ¢}, |8 — &' suficientemente grandes
(0,0~ Cly—v/, s— ¢}, é bem aproximado pelo prepagador escalar continno
sem massa em duas dimensdes {20]. Logo,

{g=f3{y=ﬁ}—9{y’ﬁ’}} < A Cly—y 5"~ C 000

o oV ENETERT (5.12)
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Capitulo 6

A Transformacao de Dualidade

Por transformacio de dualidade entendemos o estudo de medelos duais ao
Villain, os quais sio obtides por transformaces de Fourier nas varidveis
angulares da funcio de particdo (5.8}

Zo [ DOT] 3 Falilz) - 8,(a))e S Oa-tcatad

- .t miz.g

onde F,(#) é dado em (5.7), e V ¢ ainda da forma co-seno.

A rede dual é construida pelo deslocamento dos sitics da rede original por
metade do espacamento de rede em todas as diregdes simultaneamente.
Consideramos o modelo em uma caixa retangnlar A com condicdes livres
de contorno em A. A cada par de vizinhos mais préximos {{z,#){z’,t)}
associamos fungdes com periodo 27,

6.1 Transformada de Fourier

Partimos da fungfio de partigdo como obtida no capitule anterior, ¢ repre-
sentamos tanto F,{8) quanto o potencial pelas respectivas transformadas de
Fourier.

Os coeficientes da transformada de Fourier de F,.{#) tém a forma original de,
parte cinética da interagfo , a dnica alteragdo é que a varidvel agora néo é
mais p, mas vm bond {pares de vizinhos mais proximos) &, o

Bt 5

Folko) =e % {6.1)
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Ja para o potencial admitireinos a seguinte expansao

(e—ﬁif(g))lfn — Z gn(Ir,t)elfr"(a(z‘t)_a{z+l’£)} (62)
l:,:€Z

kz . e Iz sdo varidveis orientadas de bond direcionados de (x,t) a (x,t+1}, e
de (x,t) a (x+1,t) respectivamente.! Em teoria de gauge na rede, as varidveis
fundamentais sao definidas sobre bonds.

Substituimos a expressdo acima na fungao de partigao (5.6), resulta

2, = /rr d@H Z e_mgn(lzt)e;[k:.,{ﬂ{z,t)—ﬂ{::-i—l,t))+l';_¢{0(z,t)—ﬂ(z,t+1))]

.l k.:.hl:,l

A integral em & gera fungdes deltas:

f " [ d8(x, t)et=D@skerrdie) = T] §(8,k + ,1)
T ot z,t

Agora, estabelecemos uma correspondéncia entre as varidveis de bond e vari-
aveis inteiras definidas no centro de uma curva fechada formada por quatro
bonds (plaquetas). Isso vai nos permitir eliminar a restricio da soma sobre
valores das varidveis de bond que aparece devido a condig¢do de divergéncia
Zero.

Usamos a versao na rede do lema de Poincaré

#¥d*xu=0—u==x*xJo

onde u é um campo vetorial (1 — form) na rede, e ¢ é um (v — 2) — form,
ou um campo escalar em v = 2.
Temos

du=0, u=0m

com m um 2-form. Entdo, fazendo m = ¢,
u=0m=0%*¢=x0¢

Estabelecemos a correspondéncia nesse novo conjunto de varidveis definidas
no centro dos sitios da rede dual A* = A+ (1/2,1/2)

Lppr = ", 8") — 92"+ 1,1)
kz',t' = (f)(:]':‘, t‘) - ¢'($‘5t’ + 1) (63)

LPara evitar confusio e salientar o cardcter de varidvel de bond, deverfamos escrever
k(:‘f)(zlh}.]) e I(z,l‘.)(:-{—l,t) A notacgdo ficaria ruim, no entanto.
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As restrigdes sdo satisfeitas automaticamente nessas novas varidveis e, subs-
tituindo as expressbes (6.3) na fungilo de parti¢io acima, obtemos®

Zy= 3 [déx e 5 g, (08) (6.4)

P z.{,nn x4

onde a soma ¢é irrestrita sobre as varidveis da rede dual.”
Para escrever a fungfo de partigiio na forma integral, impotnos a condigio
de integrabilidade em ¢ através de fungbes deltas:

Zi= [TH T 86z, 8) - miz, )} diuss(6) (6.5)

ot omist)

onde ste0, 58
disgo() = [l delz, he™ ™7 ga{0d)
zd

A funcio delta periodizada pode ser expandida em série de Fourler. Isso da’

S 8s(a,t) ~ miz, )} = ¥ &0 (6.6)

R RENS A

onde

{$,q) = 3 dlz, t)glz, )

% 4

De forma que

Zn= [T S ™9 }dus,(6) (6.7)

=4 gin )
o1

Ty = ] [Ta+2 5 cos2wdlz, thalz, )iy () (6.8)

o yle)eZ

Yoltamos a usar ¢ ¢ £ para representar os sftios da rede dusl.

3ima prova alternativa é esta: Suia Wyt = (Lyp, :;kxi;) cajo divergente é nalo. Cons-
trofmos, a partie de i, o vetor S, = (—1ky L), cuje rotacional & zero. E
sempre possivel escolher & como o gradiente de wm campo escalar M, de modo que
b = n{M{2, 1) ~ M{z + 1,0) ¢ kze = n{M{z,8) ~ M{z.t +1)). Come M € 2, com
o € Z, temos (6.4) de novo.

1Quando diiv,r ¢ uma medida gavssiana com média [ 2 covaridnela » a substituigio da
série de Fourier pela soma sobire m na fungio de partigio | perfazendo a integragio em 9,
dd & representagio de Blanks do gds de Coulomb {14}: 2 = T, e!l0:Demdawa),
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Essa formula é uma prescricdo para obter a fungdo de parti¢gdo dado o Ha-
miltoniano. A parte cinética se reproduz na fungdo de parti¢do — apenas seu
argumento muda de p(z) para 9.(z,t). Quanto ao potencial, toma-se a sua
transformada de Fourier — alterando-lhe o argumento de & para Oi{x, ).

O potencial original é de fato uma fungio da derivada espacial de 8 na rede
de espacamento unitdrio. Apds a transformacio de dualidade essa fungédo
passou a depender da derivada da nova varidvel na direcao extra que surgiu
como decorréncia da aplicacao da férmula de Trotter. Isso ocorre porque a
transformacao de dualidade troca bonds horizontais e verticais.

6.2 O Modelo Dual de Villain e a Represen-
tacao das Cargas

Vamos nos restringir ao segundo modelo dado na secao 5.2 - cuja parte
cinética sao fungoes quadriticas do momento angular —, com a aproximagio
de Villain para o potencial. Para esse modelo, a fungdo de particido é dada
em (5.8). A transformacio de dualidade que leva a (6.8) fornece aqui

St —
Zo(z) = [TI{ 3 emn@@)e 609 (69
ot {g(=t)}

onde o indice v indica a medida de Villain

Qi () = €T Lee OO0t ERASREEENN By (g 1)

com D¢ =1, ,dé(x,t).

Estamos usando a notagao de produto escalar da se¢ao 5.4, com laplaciano
dado por

1 1
—A = 010 + 5050, (6.11)

Efetuando a integral Gaussiana (6.10), obtemos a fun¢do de partigdo na
representagdo das cargas. Usamos a identidade

/e‘“"‘”dﬂn(cﬁ) = /e“%(q'(~&l“q)HdA(q(x, £)) (6.12)
x,t
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onde
dA(g) = ¥ 8(g — 2m)dg

WmE

Na represeniacio das cargas a funcao de particdo é
2= [ &0~ 3T D TT dlglz, 1)) (6.13)
T

(O problema estd entdo mapeado em um problema de cargas interagentes -
comn neutralidade elétrical geral- através de um potencial de Coulomb.

6.3 Estimativa da Correlacdo entre Cargas

Externas
O resultado desta seqiio € de mesma natureza daquele apresentado sem provas
na sec¢ho 3.3 para a correlagio de gases classicos, mas claro que levando em
conta o9 limites a serem tomados.
Dado o gds de Villain euja funcéio de partigio & {6.13)}, colocamos no sistema

duas cargas fraciondrias, uma £, situada na origem, outra, —&, situada em
z. Na presenga dessas cargas externas a fungio de particio passa a ser

wi

onde
# (y? t} = 5(53}9 - 5yz}'§4.ﬂ
A Rungfio de correlagio é dada por

G’fg{:z:} o /8-'»{%}231'3{@&@{%3}} H xgly, 1)
y A

onde
E(‘?A + p(y'r t)) i (1/2){‘3!\ -+ P('y: t)? “‘&Ml(q"\ + p(y, t))}

Podemos escrever a fungio de correlagiio como

GS(z) = / BB+ Bl gy ()
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onde

(iA’(gﬁ) = Ztem(LR) 8 aa) H dM(g{y, £))
wich

Aplicamos a desigualdade de Jensen na varidvel g para ohier

{;f\‘ {27} = ﬁ“{ /2 f[g{%%#{y,i})—;ﬁ(%ﬁd}f (ga}

Expandindo ¢ expoente E{gx + ply, 1)} — E(ga), obtemas

{;2 (z) > a2 Fad taaditoa (- Ay oty i+ oy {= ) ey 1)

Como a nova medida dA'{gs) é simétrica e normalizada, obtemos simples-

ments
Gilz) > e~/ O-2)pl5.0)

Temos
{ﬁ{'g? 'g)! [“”{}‘}WE to(yz i)) = 2‘52{0([)! {}} - C(Z‘, ﬁ}}

No Apéndice B calculamos exatamente a diferenga entre as fungbes de
Green acima, obtendo

C(0,0) ~ C(x, 0) ~ % I |z

Entéo
et fad
G (z) 2 Cee™* V#z

com 0 < Ce < o0, 2.

6.4 O Operador de Desordem

Na segao 6.1 a transformacio de dualidade foi aplicada & fungdo de particio
da forma vy
§(8) = Fa()e™

onde Fr{f) ¢ dada por (5.7), e V{6) foi definida implicitamente por (8.2},
Passamos, entfo, & representagfo da funcac de particio no espago dual (8.5},
Npte que € também possivel obter a funcio de correlagio no espago dual
realizando a transformagdo de dualidade a uma fungio convenientoments
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escothida,
Seja w uma trajetdria qualquer de 0 a x. Se definirmos a fungdo

fz,y(o) = f(a)exp["%yﬁa]

onde Yq, = 1 se (z,y) é um par de vizinhos mals préximos contidos em w,
arientado de acordo com w, e x», = 0, caso contrdrio, ¢ a ela aplicarmos a
transformacio de dualidade, vamos obter a funcio de correlagio {e%l%0%)}
na representacio de sime-Gordon.
A transformacio de dualidade nos leva &s varidveis duais correspondentes a
©4)°

Loy + Exay = Pz, 1) — é){x + 1, 5)

kx_,é + ‘fXxy = é{zs é:‘ - (?(,??,fx + 3‘}
A funclo de correlagio (5.9) entre os pontos (y,38) = (0,0} e {7, &) = (N, 0)
no espago dual ¢ entdo dada por

File gt Einyd -
(-t = 3 T[e ™ gu(0i + EXy) (6.14)
g’)w{q_‘l{x,ﬂ} zd

onde Xay, = 1 quando (z,¥) ¢ um par ordenado de vizinhos mais préximos
em A*, dual ae wm bond na trajetdria w, e X, = 0 nos outros casos.
Tomando a trajetdria « entre os pontos 0 ¢ N ao longo do eixo 2, o valor
esperado da correlacdo para o modele de Villain pode ser posto em funcio
do valor esperado do operador de desordem:

{8:5{3@—33;}) = {}:}%N}

onde D%y € ¢ operador de desordern, aqui dado por

- _ o{dd+ €)
Lom £ Sir fiegdiz t4diyn
() = =37 Lo HEEFEADY (6.15)

“Deixamos de usar ¢ asterisco para indicar as varidveis do espage dual.
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e £{x,8) = £f¥(x,) onde ¥ é definida por

1, fi<z< N, t=10

N oy
oz t)= {0, otherwise. (6.16)

de maneira andloga a (2.4), exceto que agora estamos levando em conta o
espagamento § na diregho temporal.
Desenvolvendo (6.15), temos

D5, (9) = ¢~ BN g L e 0-ote—0)
O valor esperado do operador de desordem &

Dy = [T+ 2o, 8) cos(@m(z, Dalz, )] D5 (0)dnu(d)

.é

= e B [T][1 + 2(2,2) cos(2ma(a, Do, D)]eS %V 9)

o 4

onde gsamos que

(6,87 = 3 $2 )2 D)

==l

Efetuamos a translago real ¢ — ¢ + o, onde o{z,1) = {218,V (z,1).
0O motivo dessa escolha vai ficar 8bvie adiante.
Com a mudanga de varifvel, 2 medida gaussiana muda para

duld+0) = dp,(g)e~ e ilrma0),

fnquanto que
(ﬁf’ + 7, a‘a’fN) = (¢1 a?fN)(G: a?fN)

Com a translacio escolhida, o termo —{¢, —Acr) da medida cancelasse a
exponencial de ¢ no integrando do valor esperado:

~(#,~00) + 5(8,81%) =0

{Juanto ao termo que sobra na medida gaussiana:
é §§ T
~5(0,~A0) = = (0, 85™)
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Combinado com o fator da exponencial obiemos

(D) = e~ €W B0 [ 11142z, 0) coslon(g(z, o, Dol )]s (6)

Mas
&
o) = »§ 5 ote, (6.
_ Z o{z, wé) z{z,0) (6.17)
Tamos
olz,t) = % S Ol —ut — s Y, 5)
&
£1 &
= :}“g Z(C(:ﬁ g b b (S) s C{.’Z} - Uy ﬁ)}
y=I1
Laogo,
1. .
o{z, =3} — o{2, 0 —532 (2C(x = y,0) =~ Clz =~ y,8) ~ Clx ~ y, —0))

Substituinde a diferenga acima em {6.17), obtemos

B
27 (U! 82f

552 N ‘ .
z (52 (2C(x ) c(mwys”“é)”(:(ﬂ:wy,é))

::yl

Usando que {6.11), podemos escrever

8L . .
gj{a,ﬁng) = :’""”{Jﬁ’
N

Y A(Clr -y + L,0) - 2C(z ~ y,0) + Clz — y — L,0)}}

Tyl

* 7

A soma acima se reduz & diferenca entre os dois pontos z - 1, V.

3¢ oy B8 oy o ;
55(0.8:f") = 55 {IN = 23(C(0,0) - O, 0))}
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Finalmente, i
(D) = XM 2(0)

onde G(N) é a contribui¢io de ondas de spin ao valor esperado do operador
de desordem:
ae?

G(N) = -7

(C(0,0) - C(,0))

2(0) = [ TI1 + stz 1) cos(2m((z, ) + o, (e, Ddpn()  (639)

6.4.1 Comentarios

Partindo da férmula (6.18), gostariamos de derivar uma expressiao para a
funcdo de parti¢do como combinagdo convexa de estados que descrevem gases
diluidos de multipolos neutros, com a qual poderiamos estimar o valor espe-
rado do operador de desordem. Como vimos no Capitulo 4, cada passo do
processo consiste em construir ensembles esparsos, o que significa diminuir
a densidade do gias. Sabemos que uma alteracdo na densidade provoca uma
mudanga na atividade do gas. No caso, estaremos aumentando a atividade.
Esse ¢ o custo entropico do processo. Por outro lado, para que a medida
de probabilidade na varidvel ¢ seja positiva, a atividade do gds ndo poderd
ser maior do que 1. Logo o custo entrépico é compensado pela extracdo da
auto-energia das cargas de cada ensemble, a qual tem de superar o aumento
de entropia resultante do agrupamento de cargas em blocos esparsos.

E justamente aqui que o processo falha para o gds de Villain obtido acima.
Uma translagio complexa ¢ — ¢ + a na varidvel de integragio em Z(o)
altera a medida para

dii (¢ + 10) = dyy ()e™ 7@ Ba) o= flamte)

¢a exponencial para.
ei(¢+h?] —_ e:(‘pﬁ)_(alq)

Assim

Z(0) = e [ T][1 + 2(z,) cos(2ma(z, D{(@(x, ) + oz, 1))]dse(9)
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andse

Blo) = ~(a,) + || l(a,a)

A maximizagio de B{e) em relagio a 2 leva ao valor 6timo desse pardmetro

pe P
= Bant

pars o gqual 87
B(a) = 5= (0,0)

onde fizemos ||A]] = f;{%)?
No caso gaussiano o fator de decaimento € exatamente a fungio de Green do
laplacianc caleulada em (0,0}, A dependéncia em n é

naff 48
C{0,0) = ]; g

Esse fator ndo gera nenlmim decaimento.
J& 0 custo entrépico de formacio de blocos cresce com n Isse provém do
céleulo do nidmero de pontos em um bloco de lado L em um plano cujo
gspagamento ¢ unitdrio na dire¢do horizontal ¢ vale 3/n na divegio vertical.
0O miimero de pontos no interior do bloco é simplesmente

2

3
Logo, para que o método empregado no capitulo 4 seja funcional, é ne-
cessdrio que a competiglo energia-entropia se realize favoravelmente da se-
guinte forma

%L%”‘%(q’q} <]

para algum J suficientemente grande, porém independente de n, o que nio
acantece aqui.

82



6.5 Conclusao

Vale aqui um cometdrio sobre a utilizagdo da expansido de cluster para obter
estimativas de correlacdo e provar a transicao de fase de Kosterlitz-Thouless
em outros modelos além do gds de dipolos.

Primeiramente nos parece razodvel repetir os resultados e'xistentes para os
gases de Coulomb, a fim de nos assegurarmos do método. E claro que nesses
gases também chegaremos a uma expressao do tipo (3.20) para a func¢io que
deverd ser expandida. No capitulo 3 essa fungdo envolvia o termo real v,(7).
Nos gases de Coulomb podemos ter fungdes reais ou imagindrias, dependendo
da escolha da prépria funcao de particdo ou do operador de desordem para
o cadlculo do valor esperado da correlagao .

A maior diferenca, porém, estd relacionada com as cargas dos gases de Cou-
lomb, especialmente as do gds de Villain, que podem assumir qualquer valor.
Isso afetard as estimativas (3.13), (3.14) que nos dipolos sdo bem simples
por envolver a diferenca entre as fungdes de Green calculadas em dois pontos
apenas = e t + L, onde L é o comprimento do dipolo. Nos gases de Coulomb
teremos a interacio entre todos os pontos da rede.

Quanto 4 busca de novos resultados, ainda recentemente ficamos sabendo da
proposta de T. Spencer de provar a transi¢do de fase de Kosterlitz-Thouless
em uma versdo dos modelos s-0-s. A transicfio de fase no modelo s-o0-s foi pro-
vada pelo proprio Spencer com os métodos expostos nesta tese. Nessa versio
do modelo a funcdo de particdo na representaciio de sine-Gordon a medida
é funcdo de ¢, mas essa varidvel é restrita de modo a s6 poder dar salfos
unitérios entre sitios. Achamos que a utilizacdo da representagdo das cargas
pode ser proveitosa aqui, visto que na sine-Gordon, nem mesmo Spencer tem
uma pista de como proceder.
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Apéndice A

A Desigualdade Eletrostatica

Obter a designaldade eletrostatica & uin simples exercicio de completar qua-
drados no peso de Gibbs. Vamos demonstrd-la para o caso restrito de trans-
formacdo de cargas. Assim, seja I um subconjunto de cargas do gés a que
aplicaremos a deslocamento

i
Ga = ga + ‘g-‘ﬁ(?{nfi’:\:’
onde

_flsewels
X2 =1 0seuel

Por substifuigdo direta
(-8R = o+ gAxan (-A) 0 + zA%ua)
= {ga, (—A) 7 ga) + %{Xa?m ~Xuga)
+ é(&xm, (—AY " xuga) + é%(é}{nqm Xutin)-
Agrupando os termos iguais

- . 1 1 1
{{{ﬁz (W'&) l{f&} = {‘?Aﬁ (m&) l{fz'i} -+ E(XBqﬁi ""Xﬁq:'&) - g‘z{f}»%a*’}’m XHQA)'

A desigualdade surge quando aproximamos o Laplaciano aplicado & carga
pela propria cargs, usando que || = 8

i 1
((fei; (""“&}HIQJ\) 2 (f?‘}? (m‘ﬁ*)—lg':‘\) + g{XyQAs ""th{f&} - (XuQAsX:zq,‘\]-

~6-4~8
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Da substituicao no peso de Gibbs resulta

exp{ —fg{fzm (A aal} S exp{mg{fz:a, (=AY ) - «j’%lﬁxuqa, ~XuGa)}

obtendo o fator de aute-energia

- 4
e 2y E&)p{mig 3 pi{u)}.

Pt
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Apéndice B
A Funcao de Green

A funcao de Green (5.11) para os rotores, obtida na se¢do 5.4, com todos os
pardmetros (V,n, §} explicitos, foi

eilpztqt)
Clz,t) = 2N+ lﬂ Z 2= 2c05p + 2= 31(:;_:5:36 (B.1)
comd = f3/n e
2T
p—2N+1m1, —NSmISN

¢ 2
m n n
= — —_ < < =

Para obter a funcdo de Green no limite do continuo, devemos fazer N — oo,
depois n — 0, e por fim tomar 3 — oo, A ordem dos dois dltimos limites é
consequéncia da formula de Trotter.

Quando N — oo, (B.1} se torna

= dp /8 et(pr+at)
ﬁ — 2‘.71'

Clz,t) = (B.2)

2-2cosp + 2-2cosqé °
q=—=fb I J&2

Em seguida, ao fazermos n — 00, 0 que corresponde a § =+ 0, e C(z, t) passa
a ser dada pela integral

dj‘? o0 e:(p:c+q£)
Clz,t) = T Bcwp L
ﬁ e
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onde fizemos a aproximagio 2 — 2 cos g6 = 6.
Finalmente fazemos 8~ oo. Chegamos a

e'priat)

Ot =g [0 [ iy

Nossos resultados dependem da diferenga C{z, ¢} — C(0,0). Vamos calculd-la
para o case particular em qgue ¢ = (. Nesse caso 1 integral em g pode ser facil-

mente calenlada pela substituicdo de varidvel g = ‘/ (J/1)(2 — 2cosp}tan

i i s 1
[nw dq?««“«"m?-}‘_"?-ﬁ o %3 =7 ”{J«,,fﬁ - 50{}3;7

Temas entdo

1 = P .. ]
C(ﬁ?} 0) - C{{},{}} e z;;ij Mggﬁm-
E mais conveniente escrever
cos P —
Cl2,0) = C(0,0) = \/ [ dp W\/W (B.3)

onde usamos que 2cosx = 5 + %,
Para caleular o integral (B.3), dividimos o intervalo de integragio em duas
partes

1 .l COS Y cospr ~ 1
C(z.0) = C(0,0) = 5-VIJ [ dp \;’?f?—co'é" 5=VIT [T o

A segunda integral pode ser estimada por uma constante independente de 2.
Quanto & primeira integral, no intervalo {0, 1] podemos aproximar 2~2cosp =

pt. Logo, 1 ,
i £OS P~
Cle,0) = G(0,0) ~ =TT /ﬁ dp——

A mudanga de varidvel € = pz, leva a {para z > 0}

Cla,0) = C(0,0) ~ 5= L VT7 / ég“’sé
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No intervalo [0,1) expandimos cos€ — 1 22 —(1/2)¢%. A contribuicio dessa
regifiv se infegra para uma constante. No intervalo {1, z] usamos integracio
por partes:

x cosf—1 sinf~&, gr o sing—£
[ldf, F T T §,~+~fif£‘€ e

I ficil ver que o valor assintdtico &

Clz, 0~ C{0,0) ~ «-«\/«égia %]

mesmoe guando z < L
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