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RESUMO 


Investigamos a existência de uma fase de Kosterlitz-Thouless no estado fun­

damentai de um sistema de rotores quânticos em uma dimensão. Provamos 

que o modelo não exibe uma transição de primeira ordem1 já. que a estimativa 

de McBryan-Spencer é válida. para os rotores. Obtemos a função de partição 

do modelo nas representações de Lie.-Trotter, de sine-Gordon, e na represen­

tação das cargas. Nessa última1 provamos um limite inferior para â função 

de correlação entre cargas externas. 

Ainda na representação das cargas: damos uma nova prova do decaimen­

to polinomial do limite superior para a função de correlação de um gás de 

dipolos (caroço duro) na presença de cargas externas, 


ABSTRACT 

V/e inycstigate the existence af a Kosterlitz-Thoules..1l phase in the ground 
state of a one~dimensional array of quantum rotatorB. \;Ve prove that this 
mode} does not exhibit a first~order phase transition since a McBryan-Spencer 
bound holds for it. VI/e obtain the partition funcHon of the rotators in the 
Lie~Trotter I sine-Gordon, and charge representations. In this laUer repn3­
sentation, we give a Jl€W proof Df the upper bound polynomial decay on the 
externai charges corre1ation function of a dipole gas with hardcore. 
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APRESENTAÇAO 


Nesta tese estudamos um sistema de rotOres quãnticos em uma rede unidi­
mensional com vistas a demonstrar a existência de uma fase de Kosterlitz­
Thouless para o estado fundamental desse modelo no limite termodinâmico 
de volume infinito. 

o sistema de rotares que estudamos é descrito pelo Hamiltoniano 

1i = L p'(x) - J L C08(0(X)- O(x + 1» (0.1) 
~ 21 x 

x E Z! com acoplamento ferromagnético, J> O, e onde O(.r) ej-1f, n] é a co­
ordenada angular do rotor, e p(x) = -2ao~x) é o momento angular conjugado 
à variável O(z). 
A idéia de demonstrar a transição de Kosterlitz-Thouless para esse modelo 
parece natural se lembrarmos que alguns modelos dássícos bidimensíonais na 
rede corno o rotor plano, o gás de ViIlain, e o gtlS de caroço duro apresentam 
uma fase de Kosterlitz-Thouless abaixo de certo valor crítico da temperatura, 
no qual <\ função de correlação tem apenas decaimento polinomial, com um 
expoente que depende da temperatura. 
Os rotútes quânticos unidimensiona.is podem ser mapeados, por meio da 
representação de Lie-Trotter, num sistema clás..<;lco bidimcnsionaL O ma­
peamento produz um gás de ViUain semelhante ao clássico com interação 
Cúulombinna em duas dimensões. 
A diferença nstâ em que llO sistema clássico bidimensiona] em que o modelo 
quântico fi mapeado, a segunda direção é uma direção temporal na qual o es­
paçamento depende de um parâmetro discreto n que no fim dever ser tomado 
no limite n -+ 00. Como o valor do espaçamento cn-1

) no limite n ---t 00 

obtemos um coutínuo nessa direção. 
A idéia básica da tese ê aplicar o mesmo método de prova da transição 
Kosterlitz-Thouless que foi usado com Sucesso noS modelos clássicos citados 
acima para o gás de Villain na rede anisotrópica, com obtenção de resultados 
no limite do contínuo na direção temporal e..xtra, 
Vale lembrar ainda que gases de Coulomb no contínuo também exibem uma 
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fa.se de Kostcrlitz-Thouless, a qual pode ser provada usando essencialmente 
o mesmo procedimento empregado na rede. 
Logo! o modelo de rotores, que leva a um gás na rede com espaçamento discre­
to em uma direção 1 contínuo na outra, não deve .- em princípio - apresentar 
comportamento muito diferente do correspondente gás na rede discreta ou 
no contínuo. O problema é fazer o discreto tender ao contt"nuo corretamente. 
Provar a transição de Kosterlitz-Thouless significa mostrar que a função de 
correlação do modelo tem dois comportamentos distintos em função da tem­
peratura. Especificamente, a transição de KosterHtz-Thouless é a passagem 
de uma fase de alta temperatura em que o decaimento da correlação é expo­
ncndal a um fase de baixa temperatura em que o decaimento da correlação 
é polinomial. 
Nos rotores, {) acoplamento J substitui a temperatura (ou temperatura in­
versa {:J) como parâmetro de determinação das fases do modelo. A idéia é 
mostrar que ordem de longo alcance existe para valores suficientemente gran­
des de J. Além disso, nossas estimativas devem ser uniformes em nt ou seja t 

independentes desse parâmetro no limite do contínuo, 
No entanto1 encontramos dificuldades técnicas na execução desse roteiro: o 
que nos tem impedido de concluir a prova. Conseguimos escrever a função de 
partição gás de ViUain resultante do mapeamento dos fotores à semelhança 
de um gás de ViUain clássico na rede bidirnensional. Des:envolvemos todos 
os elementos da teoria da transição de KosterJitz~Tbouless de gases clássicos 
para o nosso gás de VillainJ como representação de sine-Gordon, operador de 
desordem, espaço dual; obtemos estimativas de correlação, como a estima­
tiva de McBryan-Spencer e de .Iensen. A reFerência básica aqui ainda é [24L 
[25]. 
No entanto, o método de prova da transição aplicado à função de partição do 
gás de Víllaín obtido a partir dos rotores não se mostrou adequado para lidar 
com o parâmetro discreto do eixo temporal. No caso de gases clássicos, a 
prova segue por indução sobre escalas de blocos construídos na rede em que, 
em cada escala, Q balanço energia-entropia nos blocos dever ser favorável, no 
sentido de que a energia ganha da entropia. Estamos convencidos de que para 
o gás de ViIlain que obtivemos esse balanço é favorável a partir de uma esca­
la grande, na qual os blocos têm lados -digamos macroscópicos1 qualquer 
coisa independente de n. O problema é que para se chegar até essa escala 
por indução, é preciso acertar o balanço energia-entropia em alguma escala 
inicial menor) em que Q espaçamento de rede desequiJibria aquele balanço em 
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favor da entropia, 

É irônico encontrarnlOS dificuldade com os fatores, urna vez que esse sistema 

têm servido de base para a explicação heurítica da transição de Kosterlitz­

Thouless [201. 

Os resultados de correlação a que aludimos acima mostram que os rotores 

não possuem transição de primeira ordem, mas nada nos dizem acerca. de 

transições de ordens mais altas, como é a de Kosterlitz-Thouless. 

Esta tese é essencialmente um trabalho de desenvolvimento de métodos para 

obtenção de estimativas de correlação tanto para gases clássicos como para 

gases obtidos por mapeamento do sistema quântico. 

Já desde o início da tese nos propusemos a verificar como certas estimati­

vas de correlação mesmo em modelos clássicos para os quais a transição 
1 

de Kostcrlitz-Thouless já havia sido provada, podia ser feita diretamente na 
representação das cargas. Como se verá adiante, a chamada representação de 
sine.-Gordon é o instrumento de preferência para a realização de tais provas, 
O método de obter estimativa.,<;. de correlação que apresentamos em conexão 
com a representação das cargas consiste em escrever a função de correlação 
em expansão de cluster. As dificuldades com essas expanroes são geralmente 
muito grandes, Todavia, no caso da correlação) a expansão de cluster, com­
binada com a desigualdade eletrostática, traz grande simplifiddade, 
O elemento de relevância aqui é que muitos modelos não possuem uma trans~ 
formação de sine-Gordon diponível, e então não há como dispensar a repre· 
sentação das cargas para efetuar as estimativas, 
Sumarizamos nossos resultados abaixo) juntamente com a descrição da tese, 

o Capítulo 1 é dedicado a uma introdução bastante geral à teoria das tran~ 


sições de fase) começando pelas transições de fase mais simples e conhecidas, 

que são as da água ao passar de um estado f'lSlcO a outro. Apresentam05 

a idéia de ordem-desordem e de parâmetro de ordem ainda no âmbito das 

transições de primeira ordem, 

A seguir! discutimos brevemente alguns resultados relacionados com tran­

sições de segunda ordem para entrannos no tema principal da transição de 

Kostcrlítz-Thouless em sistemas bídimensionais. 


:';0 Capítulo 2 fazemos uma revísão de gases de Coulomb e enunciamos os 
resultados açerca da transição de Kosterlitz-Thouless nesses sistemas. Ex­
plicamos o que é a representação de sine~Gordonl e como esses resultados 
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'I 	 são conseguidos nessa representação. Para isso, definimos a função de cor~ 
relação e o operador de desordem para os gases de Coulomb, Discutimos 
como a obtenção de um limite inferior para a função de correlação) através 
da desigualdade de Jensen, é o primeiro passo para provar a existência da 
transição de Kosterlitz-Thouless. O passo seguinte é encontrar um limite su­
perior para a função de correlação (ou, o que é equivalente, um limite inferior 
para o operador de desordem). 

Esses limites - e, em particular, o limíte superior para a função de cor­
relação ~ são usualmente obtidos na representação de sine-Gordon. Para 
gases de dípolos e de Coulomb o limite superior para a correlação foi provado 
por Frohlich-Spencer [22] nessa representação. 

Não conhecemos nenhuma prova alternativa desses resultados que tenha sido 

feita diretamente na representação das cargas. Os próprios autores dessas 

provas comentam 124]: 


li one attempts to obtain sucb results (estimativas de correlação) directJy in 
tne q representatioll the required estimates appear ta be far more c(}mplica~ 
tod. 

o leitor poderá ver no Capítulo 3 como pudemos obter limites superio­
res para a função de correlação de um gás de dipolos de orientação discreta 
que não se sobrepõem! sem usar a representação de sine-Gordon. Fizemos 
isso primeiramente para o caso mais simples de um gás de dipolos de com~ 
primentos iguais, e depois generalizamos para o caso em os dipolos possuem 
dois comprimentos diferentes. Conseguimos escrever uma expansão de c1u&o 
ter para a função de correlação fácii de trabalhar. Os termos mais difíceis 
são postos numa forma conveniente para derivar o resultado que desejamos. 
Pelas perspectivas que abre de poder ser empregado para sistema que não 
possuem uma transformação de síne-Gordon disponível! achamos que esse 
método é a principal contribuição da tese. Provamos então: 

Teorema 1. A função de correlação de um gás de dípolos com caroço duro 
é limitada superiormente por 

G(x, y) ~ Cfie-mlo,!r-.! 
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com OfJ < 00 e 

m = ~(1 + (1 + <)pze-P/ l6r' 
2" 

para qualquer é > 0, onde {} é a temperatura inversa j e z é a atividade, 
Estimativa semelhante 'vale para dipotos de comprimentos diferentes. 
Convém citar que uma representação das CàrgM associada com modelos de 
pereolação foi usada em [34]. 
Como tratamos somente de dipoios no capítulo anterior, achamos por bem 
apresentar o método já bem conhecido de obtenção de limites superiores para 
a função de correlação usando a representação de sine-Gordon, Isso ê feito 
no Capítulo 4) püt'a o gás de Villain. Procuramos simplificar ao máximo a 
prova, sem nos preocupar com a otimização das estimativas. Convém lem­
brar1 no entanto, que todos os elementos dessa prova - que é muito mais 
elaborada do que para os dipolos - já estão contidos no tratamento dos: di~ 
polos (comprimentos diferentes) do capítulo anterior, Esperamos que o uso 
combinado desses dois capítulos - ainda que empregando métodos diferentes 
~ possa levar a um entendimento dos detalhes mais difíceis da transição de 
Kosterlitz-Thouless. 

No Capítu]o 5 estudamos os rotores quântícos (O.l). Definimos nosso mo~ 
delo de rotores de modo bem geral e empregamos a fórmula de Trotter para 
obter a função de partição do modelo clássico bidimensional no qual os roto~ 
ros foram mapeados. O mapeamento levou a 

z = !~Hv,(O(x, t) - 0(;1;, t + 1)) vJ(O(x, t) - O(x + 1, t)) dO(x, t) 

com 

In 13
v,(O(x, t) - O(x, t + 1)) = L exp{ --13[0(;1;, t) - O(x, t + --) + 2r.mo(x, t)f} 

~ 2 n 

e 

fiJ 
ovJ(B(x, t) - 8(x + 1, t)) = exp{ __ cos(O(x, t) - O(x + I, t))) (0.2) 
n 

Nessa representação deduzimos uma estimativa de McBryan~Spencer para 
a função de correlação dos rotores quânticos na chamada aproximação de 
Villaín para o potencial da ronna co-senO dada acima. Tal aproxjmação 
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consiste em substituir o potenda1 em (0.2) por uma gaussiana pedodizada. 
Assim; em vez do co.-seno, a nova interação é dada por 

00L e-(z/2}(O;-Ój+21'1'm}2 

m=-oo 

A estimativa de McBryanwSpencer é uma garantia da não exisyência de tran­

sição de primeira ordem, embora nada se possa afirmar acerca de transições 

de ordens mais alta.li. 

Temos 


Teorema 2. Seja G(y - y': S - Si) a função de correlação entre dois sítios 

(y)s), (y',s') na rede bidimensionat no limite termodinâmico de fJln -+ 00. 


Temos a seguinte estimativa 


G(J'-ll1 $ _ s') :5 e-ffjln ';(~-=iI)'i+(J/i){;=;'p 

No Capítulo 6, escrevemos a função de partição do sistema na representação 
de .sine-Gordon. Isso é feito por meio de uma transformação de dualidade 
- que é o efetuar a transformada de Fourier na variável () do integrando da 
função de partição obtida acima. 
Nessa representação a função de partição dos l'Otores se escreve 

z" = In(l +2 L cos2,,,p(x,t)q(x,t»d}ln(ç;) (0.3) 
:r,i q(g,t)EZ 

onde 
df.tn (<p) = e-;k E.r){(>(;;:,t)-<J!{;;:+l,t):l:+n'(ó(:r,t)-<J!(:r,t+ l/n))'] 

é a gaussiana discreta, 
A partir daqui) a prova da transição de I<osterlitz-Thouless seguiria ~ em 
princípio - pelas expansões de multi-escala do gás obtido corno foi feito para 
o gás de Coulomb em [301· 

Como dissemos, temos encontrado dificuldades técnicas para a realização 
desse programa. No final do Capitulo 6 tecemos comentários sobre o método 
de construção de blocos e extração da auto.-cnergía desses blocos tom o qual 
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se reprime a atividade do gás e se obtém estimativas válidas quando a ati­
vidade ê pequena, Em nossa rede de espaçamentos desiguais, no limite do 
contínuo do espaçamento em uma única direção) o balanço entre agrupamen­
to de blocos e axtração da auto-energia mostra-se desfavorável a que façamos 
a atividade pequena e impede a obtenção de estimativas de correlação. 

Da representação de sine-Gordon, passamos à representação das cargas) e 
aí estabelecemos um limite ínferior para a função de correlação entre cargas 
externas do gás de ViHain resultante: 

Teorema 3. Seja a função de correlação de cargas externas 

Z'(x) = Z-1 f e-11 / 2){"+ply,tj,.·"-'I.,,+pl,,I))) II d>.q(y, t) 
y,l 

onde Z é a função de partição na ausência de cargas externas, e Pcu; é a 
distribuiçào das cargas externas fracionárias colocadas no sistema, uma +~, 
situada na origem) outra, -(1 situada em $. Temos 

G~.(x) ~ C~e~efJln!zj 

com O< Ce < 00, 

No Apêndice A mostramos como a desigualdade eletrostática, que é um 
instrumento básico de: aplicação nos capítulos 3,4 e 6, como um exercído 
simples de completar quadrados no peso de Gibbs da medida do gás. 

No Apêndice B achamos por bem derivar explicitamente o comportamento 
assintótico da função de Grecn do gás bidimenslonal obtido pelo mapeamento 
dos rotores, já que nossos resultados (Teoremas 2,3) se baseiam na dife­
rença C(x, t) - C(O, O). Partindo da função de Grecn na rede finita com 
espaçamentos desiguais, mostramos como obter sua expressão no limite de 
\'olurne infinito, espaçamento zero em uma direção, e posterior limite ter~ 
modinâmico de temperatura zero. 
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Capítulo 1 

Introdução à Transição de 
Kosterlitz-Thouless 

As transições de fase mais familiares são as transições entre gelo e água e 
água e vapor. Essas translções envolvem uma reestruturação microscópica 
da substância ao passar de uma fase à outra: e são chamadas transições de 
primeira ordem. No diagrama de fase de um líquido simples - por exemplol 
no plano pressão X temperatura, como na figura acima - as línhas separa­
ram os diferentes estados em que o Hquido pode se apresentar. Cada linha, 
por sua vez, indica regiões de coe.'Xistência de fases. As fases sólida e gasosa 
estão em equilíbrio ao longo da curva de sublimação; a curva de fusão é a 
de equilíbrio entre as fases sólida é liquida; as fases líquida e gasosa estão 
em equiHbrio ao longo da curva de pressão de vapor. Essa última curvá: em 
particular, termina em um ponto chamado ponto critico, no qual o líquido 
pode ser convertido em gás continuamente. 
As transições de primeira ordem Ocorrem quando cruzamos as linhas de uma 
região à outra, ou de um estado a outro. Se observarmos o comportamento 
de uma grandeza do sistema - por exemplo a densidade - notaremos que seu 
valor dá um salto quando cruzamos as linhas que distinguem as fases. 
Em contraste, há transições na qual! ao cruzarmo..'l as linhas de fase, a den­
sidade (nosso exemplo de novo) permanece contínua. As grandezas que se 
alteram descontinuamente estão re)acionadas com as derivadas primeiras de 
algum potencial termodinâmico, que serão descontínua!) para valores de P e 
T na curva. Essa.. transições não são de primeira ordem. Vamos chamar toda 
transição que não for de primeira ordem de transição de segunda ordem. 

13 
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Figura 1.1: Diagrama de fase da água no plano pTmostrando O ponto crítico 
em c 

A idéia fundamental no estudo de transições de fase é a de que a transição 
pode ser descrita por um parâmetro de ordem, .Já no âmbito das transições 
de primeira ordem, é possível introduúr um parâmetro de ordem associado 
com um grupo de simetria) seja ele finito, discreto ou continuo, O parâmetro 
de ordem é uma medida do tipo de ordem existente nas vizinhanças de um 
ponto crítico, Por exemplo, 
(i) num cristal ferromagnético, com um eixo de magnetização ao longo da. 
direção Z, um parâmetro de ordem conveniente é a média estatística da com­
ponente z da magnetização em determinado ponto da rede. O vetor mag­
netização não tem módulo determinado quando o campo aplicado é nulo) 
podendo com isso apontar em direções diferentes. Essas cscoJhas de orien­
tação não são mais possíveis, porem, quando a temperatura é maior que uma 
temperatura crítica,çhamada temperatura de eude; 
(H) no modelo de lsjng, çomo parâmetro conveniente considera-se o valor 
esperado da interação -spin-spin (O'iO'j) entre spins situados em i e j. Essas 
correlações de longo alcance entre spins estão associadas com a ordem de 
longo alcance na qual a rede possui magnetização! mesmo na ausência de 
um campo magnético, Tais transições magnéticas sâo análogas à. transição 
Iíquido-gás; 
(iH) na transição líquido-gás, o parâmetro de ordem é dado pela. diferença 
PL - PG entre as densidades das fases coexistentes, ou seja, no estado líquido 
e gasoso, Aqui também há uma oscilação dQ valores da densidade quando 
a temperatura está abaixo da temperatura crítica. Tomando como exemplo 
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Figura 1.2: Diagrama do comportamento dos parâmetros de ordem em função 
da temperatura 

a água, a T = 376I< 1 P = 1 atm, a densidade não tem valor fixo, mas há 
uma escolha entre um valor mais alto, correspondente a densidade do estado 
líquido, e um valor mais baixo, correspondente ao vapor. Acima do ponto 
crítico, não há mais escolhas. 
Nos exemplos (ii) e (iii) o gráfico que ilustra a relação entre o parâmetro 
de ordem e a temperatura é uma função decrescente de T que se anula em 
Te. O ponto Te é O ponto final de uma linha de transições de primeira or­
dem. Em duas dimensões, próximo de Te O comportamento das variáveis 
(magnetização fdensidade) com T é de lei de potência 

IMI '" (To - T)'/8 

PL - pc '" (To - T)'/3 

para T ~ Te. 
A existência de um quantidade que é diferente de ZC1'O abaixo de uma tem­
peratura crítica, e é zel·O acima dela é uma característica comum associada 
aos pontos críticos de grande quantidade de sistema físicos. 
Que transições de fase são manifestações da interação entre partículas pode 
ser bem compreendida pela análise novamente do modelo de Ising, que, como 
vimos, apresenta transição do tipo ordem-desordem. No caso unidimensional, 
as energias de excitação para levar o sistema de um estado ordenado para 
um de estados não ordenados são de ordem de grandeza muito menor do 
que a entropia correspondente, impossibilitando que o sistema se estabilize 
em qualquer dos estados possíveis. Já em duas e três dimensões, a diferença 
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de energia entre o estado ordenado e um estado desordenado qualquer tem 
a mesma ordem de grandeza da entropia - ambos cresce com .o volume do 
sistema ~I possibilitando então a estabilização do estado ordenado [1]. 
Como transições de fase sào fenômenos de sIstemas de volumes infinitos, pa­
ra considerar todos os infinitos graus de liberdade de taÍs sistemas no ponto 
crítico, usamos o procedimento do grupo de renormalização , Por esse pro­
cedimento, imaginamos que a rede está dividida em blocos ou células. Se 
as interações entre os blocos fossem nulas, não haveria correlação a grandes 
distâncías (maior do que a dimensão típica de um bloco) entre os blocos. 
Como essa são as correlações que produzem divergência nas derivadas de 
funções termodinâmicas, concluímos que as interações importantes para o 
fenômeno de transição de fase são aquelas entre blocos. O método que leva 
em consideração flutuações em grandes comprimentos de escala é conhecido 
como Teoria do Grupo de RenormaJizaçiio 1. O primeiro conceito de RG é o 
explicado acima de retirar uma fração finita dos graus de liberdade do siste­
ma, efetuando a média sobre eles. O segundo conceito é o de obtenção de leis 
de recorrência com as quais se determina a dependência do comportamento 
das grandezas físicas (funções de partição) com as escalas dos blocos. 

1.1 Transições de Segunda Ordem 

A questão primeira no estudo de sistemas de spins, em uma rede cúbica com 
int.erações quadráticas de curto alcance entre vizinhos mais próximos, é a de 
se determinar se tais sistemas têm ordem de longo alcance em baixas tem­
peraturas no limite termodinâmico. Como vimos, estas são as transições de 
primeira ordem no campo magnético. 
Entre os modelos do tipo de Heisenberg (í) os modelo.."l clássicos, isotrôpicos 
e anisotrópicos, ferromagnéticos e antifcrromagéticos, em dimensão 1/ 2: 3 
têm transição de primeira ordem [13]; (li) o modelo quântíco i'IDtrôpico an­
tiferromagnético também exibe transição de fase em dimensão ti 2: 3 para 
spins S ~ 1 [16]; quanto ao modelo qllântíco ferromagnético, nada se sabcj 
(iH) os modelos clássicos, ferrornagnéttcos e antiferromagnéticos, em 11 = 2 
dimensões, têm transição de primeira ordem para todas as anisotropías [IS]; 
(iv) o modelo qllântico antiferromagnético de Heisenberg com anisotropia 
arbitrária apresenta ordem de longo alcance quando o módulo do valor do 

! Esse método foi originalmente elaborado para estudar transições de segunda ordem 
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spin, dependente da anisotropia;. é suficientemente grande [17]; (v) o modelo 
de Ising em v = 2 dimensões tem estados de equilíbrio com ordem de tongo 
alcance em baixas temperaturas (o modelo isotrópico de Heisenberg - ferro­
magnético ou antíferromagnético -l incluindo o rotor, não tem). 
Em 1966 Mermin e "Vaguer 14] provaram que o modelo isotrópico de Heísen­
berg em duas dimensões com interações de curto alcance não pode ser ferro­
magnético nem antiferromagnético) ou seja, não há magnetização espontânea. 
StanJcye Kaplan (5] apresentaram evidência numérica) baseada em expansões 
de altas temperaturas da susceptibilidade, indicando a existência cle uma 
transição de fase no modelo isotrópico de Heisenberg em duas dimensões, 
com interações ferromagnéticas de vizinhos mais próximos: não acompanha­
das por ordem de longo alcance. Esse resultado questionava, de um lado, o 
anuJamento da magnetização espontânea como previsto pelo argumento de 
ondas de spins - e, de outro lado) a implicação de que a ausência de ordem 
de longo alcance seria uma consequência do anulamento da magnetização 
espontânea. 
Parâmetros de ordem nunca se anulam abaíxo de Tm embora possam se anular 
acima de TI;;' Como o parâmetro de ordem pode tender a zero continuamente 
quando T ~ Te por baixo, essa continuidade garante que fi transição não 
seja de primeira ordem (8]. Notamos aqui que quando a transição envolve 
uma quebra de simetria., o parâmetro de ordem fica. bem definido. Por isso 
podemos também dizer que o parâmetro de ordem denota uma. variável de 
flutuação cujo valor médio é uma medida da ordem ou simetria quebrada no 
sistema. 

1.2 A Transição de Kosterlitz-Thouless 

Tendo em vísta 05 conceitos acima, parece já possível entender a definição 

formal de transição de Kosterlitz-Thouless, conforme geralmente li encontra­

mos. 

A transição de Kosterlitz-Thoule.ss ocorre em uma classe de sistemas bídi­

mcnsionais, de uma fase de alta temperatura para uma fase de baixa tempe­

ratura, caracterizada por o decaimento da correlação obedecer a uma lei de 
potência. Não há ordem convencional em ambas as fases, no sentido de que 
não há parâmetro de ordem local) mas a razão de decaimento muda de um 
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decaimento polinomial abaixo da temperatura crítica a um decaimento ex­
ponencial acima da temperatura crítica. Assim, é o comportamento distinto 
da correlação em alta e baixa temperaturas que distingue as duas fases. 
Wegner [9] foi o primeiro a salientar a importância da função de correlação co­
mo forma de distinguir as duas fases de determinado modelo. Se um modelo 
sofre transição de fase sem apresentar magnetização espontânea, é necessário 
encontrar um parâmetro do problema que reconheça suas diferentes fases. A 
função de correlação funciona corno tal parâmetro. 
Os sistemas bídimenslonais Que nos interessam mais de perto quando discu­
timos a transição de Kosterlitz-Thou)css são gases de partículas carregadas. 
A função de correlação I nesse caso) se relaciona com a interação das cargas 
do gás com cargas externas inseridas no sistema. 
Para esse modelos! o fenômeno físico que gera o comportamento distintivo 
da função de correlação está relacionado com uma mudança da forma de 
agrupamento das cargas no gás. Em certo caso limite do gás, quando a tem­
perat.ura for suficientemente pequena, todas as partículas estarão agrupadas 
aoS pares. Em um estreito inten'a]o de temperatura, a partir de uma tem­
peratura crítica, ocorre um processo no qual as cargas, que formavam pares 
neutros, se desemparelham, c uma transião de fase termodinâmica acontece ­
a transição de Kost.erlitz-Thouless -, a qual tem inicio naquela temperatura 
crítica do gás, Essa transição foi primeiramente observada por Berezinski, 
e Kosterlitz e Thouless [11], em sistemas do tipo X-Y nos quais a ordem de 
longo alcance é de.<;truída por vórtices, 
I(osterlitz-Thouless [111 explicaram o mecanismo desse t,ipo de transição de 
fase. Eles mostraram que em variáveis angulares) Q espaço de configurações 
pode ser visto como urna superposição de duas configurações independentes 
fi = 0$11.1 + f}~_ Correspondentemente) duas contribuições à função de partição 
têm de ser levadas em conta: uma são as excitações de ondas de .spin1 que 
são campos sem massa. Apenas essas excitações nâo são capazes de gerar 
urna transição de fase porque estão relacionadas com a energia cinética, e 
são responsáveis por destruir a ordem de longo alcance convencional. Outra 
contribuição são as axcitaçõcs de vórtices que ínteragem corno cargas atra­
vés de um potencial bidimensíonal, e desordenam a função de correlação de 
spin-spin. A representação lvórtice-olldas de spin' de sistemas bidimensio­
nais aparece porque as variáveis na rede são ângulos, A periodicidade nessa 
variável angular dá origem a configurações singulares de spi7is que destroem 
a ordem da função de correlação a altas temperaturas. Em três dimensões 
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a representação análoga derivada da teoria de gauge na rede é uma repre­
sentação de 'monopolo • .fóton '; em quatro dimensões a representação é a de 
'corrente de monopolo-f6ton' [14[, 

1.3 A Transição em Gases de Coulomb 

Frohlich e Spencer [25] foram capazes de provar a existência da transição de 
Kosteditz-Thouless para vários sistemas bidimensionais na rede, como O gás 
de Coulomb, o retor plano, o gás de VilIain, o gás de esferas rígidas (hard 
core), e os modelos ZN, (N)> 1). Todos esses sistemas podem ser expressos, 
por uma tranformação de dualidade, como gases de partículas interagentes 
através de forças de Coulomb, 
Kadanoff [3] foi o primeiro a mostrar que muitos problemas em Mecânica 
Estatística podiam ser reescritos como problemas de gás de Coulomb. Essa 
associação é possível, a despeito da natureza de longo alcance do potencial 
coulombiano, por causa da ocorrência de blindagem (screening). 
Blindagem é um fenõmeno da região de altas temperaturas de sistemas glo­
balmente neutros que causa uma cancelamento do carâcter de longo alcance 
da força, deixando um potencial efetivo que decaí exponencialmente agindo 
entre grupos de partículas. A força entre a maioria dos pares de partículas 
distantes é quase inteiramente cancelada pelas forças das partículas restantes 
na configuração mais provável. 
Nesses termos, podemos dizer que a fase de Kosterlitz.. Thouless é caracteri­
zada pela existência de uma temperatura crítica Pc. tal que, para !3 < ,Bc, 
o sistema apresenta blindagem de Debye das cargas externas fracionárias, e, 
para fJ > /3;;, nenhuma blindagem ocorre. 
Se obsen'armos o díagrama de fase de estados de equilíbrio de um gás de 
Coulomb - vamos e:xemplificar com o diagrama do gá,~ de caroço duro ~, cu­
jos parâmetros relevantes são a atividade z do gás e a temperatura Ínversa 
{3, notamos que a região delimitada por (fi,z) = (0,0) e ({3,z) = (oo,e'P), 
E < 1/1(), apresenta dois comportamentos diferentes para o gás. Para altas 
temperaturas e bai."tas densidades ~ o domínio de Débye-Huckcl ~ a correlação 
truncada decai exponencialmente 

G~(x,{):s: O(e'(p(-m(f!)lx[)) m({3) > O, 
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uniformemente no volume para todo ç E (0,1). Para essa fase plAsmática do 
gás de Coulomb esse resultado foi provado por Brydges e Federbush [21] e 
Yang [29J­
Quando tJ cresce, uma fase dipolar aparece. Essa é a região da fase de 
KosterHtz-Thouless para a qual a correlação GjJ(x, {} satisfaz 

a(1 + I"!l-P! s Gp(x,O s b(1 + Ixl)-< 

para constantes a, b e c > 0, 
Há ainda um terceiro domínio! o de baixas temperaturas para;: > eE-/3, ca­
racterizado pela existência de pelo menos dois estados ordenados nos quais 
a.-; cargas do gás se dispõem em formação cristalina análoga a estrutura do 
NaCI [221_ 
O gás de Goulomb na rede em duas dimensões não sofre blindagem se a 
temperatura e a densidade são suficientemente pequenas. Frohlich e Spencer 
predisseram, por argumentos de entropia-energia, que, para {l > 8IT1 o gás se 
comportaria comO um gás diluído de dipolos em que grandes dipolos seriam 
improváveis. A função de correlação entre duas cargas fracionárias opos~ 
tas teria decaimento polínomia1. Esse resultado foi provado por Marchetti e 
Klein[32j usando o mesmo argumento de energia-entropia numa forma con­
veniente à prova rigorosa da transição em temperatura inversa {J :2: 8Í!. 
Conforme a temperatura aumenta, deixa de fazer sentido O pensar as cargas 
como estando ligadas aos pares para a formação de dipolos, e tem-se de tratar 
com um número igual de partículas livres de sinais opostos que não sofreram 
blindagem_ 
Resultados semelhantes aos citados acima para sístemas na rede valem para 
O caso contínuo. Em particular, para ú gás de Coulomb no continuo, citamos 
a referência ~31]. 

-I 
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Capítulo 2 

Revisão do Gás de Coulomb e 
Alguns Resultados 

Como mencionamos no primeiro capítulo, gases de Coulomb na rede em 
duas dímensões exibem a transição de fase de KosterJítz-Thouless j a qual é 
caracterízada pela existência de uma temperatura crítica~ {Jf:1 tal que, para 
f3 < ,Bc, a correlação truncada decai exponencialmente, e l para (3 > f3C! a 
correlação de<:ai polinomialrnentc. 
Neste capítulo fazemos uma revisão de sistemas çoulombianos que exibem a 
transição de fase de Kosterlitz~Thouless. Damos definições e citamos nIglllls 
resultados para funçôes de correlação. O resultado principal- prova de limite 
inferior para o operador de desordem ~ aparece no Capítulo 4 para o gás de 
Villain. A razão da escolha desse gás é que nosso sistema quântico de rotores 

., será mapeado em um gás de ViIlaiu, para o qual a prova deve valer j ainda no , 
caso em que o espaçamento de rede em uma direção seja contínuo. O limite 
inferior para a função de correlação ~ que) juntamente com a estimativa para 
o operador de desordem mencionada acima, completa a prova da transição 
de Kosterlitz-Thouless para o gás de Villain - será derivado no Capítulo 6 
para o gás obtido do mapeamento do rotores, 

2.1 Gases de Coulomb 

Consideramos um sistema de partículas clássicas com cargas elétrkÃ.l.S inteí~ 
ras interagindo através de LHn potencial coulombiano de cargas estáticas em 
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alguma região finita A C Z2. A cada sítio x E A associamos uma carga 
elétrica total q(x) concentrada em x. 
U ma configuração do sistema é dada pela função 

qA : A --> Z, x E A --> q(x) E Z. 

A energia eletrostática de uma configuração qA é 

E(qA) = :2
1 
X~\ q(x)q(y)C(x, y) 

1 _,=:2(qA, (-I':.) qA), 

C(x, y) é a função de Green do laplaciano de diferença finita i:::J. com condições 

de contorno de Dirichilet em A. 

Vamos nos restringir a configurações neutras únicas cujas energias permane­

cem finitas quando A t Z2. 

O fator de Boltzmann de uma configuração qA é 


e~fJE(q,d , (3 = 1fT, 

e o peso a priori 
TI À(q(x)) 
x<A 

cujas medidas satisfazem, para cada q E Z, as propriedade de uma distri­

buição chamada típica: 

a) À(q) = À( -q); 

b) IÀ(q)l:S e"q', para algum v. 

O estado de equilíbrio do sistema é definido pela medida de Gibbs 


dP.A(qA) = Z,,'e-PE1q,,1 TI À(q(x)) 
:I:(A 

onde 
ZA = L e-%lq",I-úl-',,1 TI À(q(x)). 

qA={q(X)}"'EA xEA 

é a função de partição . 

Em duas dimensões a função de Green é dada por 


1 jX dk jX dk ~_e,:-,k.X---:;----;-­
C(x, y) = (2-7r-)' -x ", -x "'4 - 2cos k, - 2cos k, 
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Note que essa função é sempre positiva, mas não é finita em (kI, k2) = (0,0). 
No entanto) impondo a condição de neutralidade1 a função de Green fica 
bem definida em todo seu domínio, Isso pode ser visto da seguinte forma: 
decompomos a função de Green em duas partes 

C("" y) = C'(x, y) + C(O, O) 

onde C' ê finita no limite infravermelho 

I j' j' e,k,. - 1C'(x, y) = -~ dk, dk2-:--;:-~;----::--'-
(21i)2 4-2coskt -2cosk2_tr _Jf 

e 

C(O,O) = -I-j' dk, j' dk2 -:--,,--,-1
(211"» _, _, 4-2cosk,-2cosk, 

Substituindo as expressões acima na função de partição obtemos explicita­
mente 

ZA = L: e-~C(O,O)(E"A(X))' e-~('A,(-"')-'qA) II A(q(x)), 
iW={q(xU"'EA zEA 

onde 6,' é o lapladano para o qual a função de Green correspondente é Cf. 

Des.<>a forma vemos que a exponendal seleciona automaticamente as configu­

rações neutras (E.9A(X) = O), 

Os seguintes modelos especiais !27] podem ser tratados simultaneamente: 


1} O 91Ú; de esferas rigjdM 

No gás de esferas rígidas, uma única partícula; independentemente de sua 
carga) pode ocupar um sítio da rede, de modo que a repulsão entre duas 
partículas posicionadas no sistema é infinita, A cada partícula da rede está 
associada uma atividade 21 independentemente da carga. A função de distri­
buição das cargas a priori é dada por 

d.\(q) = Oq,O + z("q" + "q,_,) 

onde ó é a função de Dirac. 

2) O gás standam 

I Densidade média de carga ê zero 
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o gás standard é aquele em que qualquer número de partículas pode ser 
inserido em cada ponto x da rede. Cada partículal independentemente de 
sua carga, tem a.",sociada a si uma atividade z e uma carga q. A função de 
distribuição das cargas a priori é dada por 

Iq{2z) 	 .
À(q) = I,(2z) para q = O, =1, ±2, ... , 

onde z é a atividade que controla a densidade do sistema, I q denota a função 
de Bessel modificada de ordem qy ou seja l o coeficiente q da transformada de 
Fourier de exp z cos (j>j 

3) O gás 	de Villain 

'\(q) = 1 	para q = O, ±1, ±2, ... (2.1) 

2.2 	 A Representação de síne-Gordon do Gás 
de Coulomb 

Na representação de sinc-Gordon (ou Siegert) I a função de partição do sÍS­

tenla coulombiano é escrita como uma média sobre um funcional de funções 

aleatórias gaussianas, A média ê o funcional gerador de uma teoria de sine­

Gordon. Essa representação é especialmente conveniente para descrever as 

propriedades do estado de equilíbrio corno, por exemplo, a blindagem de De­

bye. 

Seja cp ; zv -t R o campo gaussiano em ZV com distribuição 


1 
dfLP(q,) = N-I ~ d;,(j) exp [2P(,p, "9)] 

onde 
(,p, ",p) = - E (,p(i) - <P(j))' 

li-il:::l 

e 
.ó. -1/2

IV = det( - 21rp) 

ó o fator de renormalização , 

O funcional característico da medida gaussiana com média O e covariânda 
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11(-6.)-1 é dado por 

f e,(·,p)d,"~(q,) = e-~(p,(-")-'p) (2.2) 

A densidade p(x) é a variável conjugada ao campo escalar tP em R2 - é uma 
fonte -, e q,(p) = 2: q,(x)p(x), com p(x) = 2:j qj 8(x - Xj). 

A substituição da expressão (2.2) acima na função de partição fornece 

z = f d,"~(rjJ) Le"(') II dÀ(q(x)) 
q" xEA 

Perfazendo a transformada de Fourier da medida de Gibbs com respeito às 
variáveis de carga {q(x)} obtemos uma representação equivalente do gás de 
Coulomb como uma sine-Gordon da teoria quântica euclidiana de campos 

ZA = f II Â(q,(x, t))d,"~(q,) 
x,t 

onde 
Â(q,(x)) = Le"(') II dÀ(q(x)) 

qA xEA 

1) Para o gás de esferas rígidas 

Â,(q,) = 1 + zcosq, 

2) Para o gás standam 
Â,(q,) = e"'" 

3) Para o gás de Villain (com (= 1 em (2.1)) 

Â,(q,) = L8(211'n - q,) .. 
onde usamos a fórmula de soma de Poisson: 

00 00 

L 8(q, - n) = L e-'2"'. 
n=-oo k=-oo 

para obter a transformada de Fourier da unidade. 
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2.3 A Função de Correlação 


A função 

(e'9I!1)"(jl,,x) = Z;:I / e-PE(OA+/I II d,x(q(x)) 
xEA 

mede a correlação entre cargas externas f(x), localizadas em sítios diferen­
tes de A, que foram inseridas de fora no sistema. Assim, consideramos a 
distribuição de equilíbrio para uma situação em que uma carga fracionária 
ç está fixada na origem, e verificamos o que ocorre quando outra carga de 
intensidade oposta àquela é inserida no sistema no ponto x > O. A situação é 
descrita pela função de correlação de cargas externas, análoga à dada acima: 

GÃ(x) = Z,~(x) (2.3)
ZA 

onde 
Z~(x) = / e-E (,,+(,,-,.)) II d,x(q(j)) 

j €A 

e fU) = {(c5jo - ój:z:), onde ç : A -+ R é a distribuição de cargas externas. 

Corno se sabe, o comportamento da função de correlação reflete as proprie­

dades de blindagem do gás de Coulomb. 

A função de correlação também pode ser escrita na representação de sine­

Gordon como 


GÃ(x) = Z;:' / df1.~(r/»e'«,<I>1 II ~(<p(x)) 
XEA 

Resultado 2.3.1 (Frohlich-Spencer) Para o gás de Coulomb de esferas rígi­
das, 

G«O,x) < const.(1 + IxlJ-'(M 
para algum 6(jl,E,l > O, para tada jl > jl(t;, z). 

2.4 Limite Inferior da Função de Correlação 

o primeiro passo para provar a existência da transição de Kosterlitz-Thouless 
consiste em encontrar um limite inferior para a função de correlação. Isso é 
feito por meio da desigualdade de Jensen aplicada à variável de carga. Como 
esse resultado é de mesma natureza daquele demonstrado para os rotores 
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quânticos no Capítulo 6, aqui apenas o citamos sem provas. 
Temos que 

G.,(x) 2: lxi-P/'. 
para z $ edi , f3 > Pc para algum c > O. 
Se blindagem de Debye ocorre, 

o;,(x) -+ C > O 

exponencialmente rápido quando Ixl -+ 00. 

2.5 A Função de Partição de Cargas Externas 

Na representação de sine-Gordon a runção de partição na presença de cargas 
externas fica 

4(x) = e-f"(c,,(-A)q,) Jdp,p(p) .E e-P«,,,<;Je,(·,,,) TI A(q(j» 
/fA""{q(X))"E!A jEA 

onde introduzimos 
"l(j) = (-Ll)-' (íl,jX)(j) 

e a função JX é definida por 

I, jr 1 '" j, '" x, 12 = O; (2.4)r(J"h) = { 0, otherwise. 

onde an a = 1; 2 ê a derivada de diferença finita na direção 0:, definida por 

(íl.J)(j) = l(j + co) - l(j) (2.5) 

onde cn:(O: = 1) 2} ~ o vetor unitário na direção (t. 

Alternativamente 

ZÃ(x) = e-~,,(q"(-"I") JdP,o(<I»).r(4» 

mas agora 
'\r( 'iÍ) = .E e'''+O('"A(q), 
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2.6 O Operador de Desordem 

Estabelecer um limite inferior para o va.lor esperado do operador de desordem 
[8) pode ser usado em substituição a calcular um límite superior - este maís 
difícil - para fi. função de correlação. Na representação do gás chamamos 
operador de desordem ao operador 

'! el{(q,<1Z)-~{(l"l,(-.:l)-IC'l)'DUX(qi\) = 

onde 
",(j) = (-f!.)-IFM")(j) (2.6) 

para ç E (0,1). 
O valor esperado é então 

(Uo,) = 2,1:Z:: e-"E(,,) D!x(qA) TI dÀ(q(x» 
:tEA'A 

Usando (2.2) podemos escrever, na representação de .sine-Gordon, 

(Dá,) = z,le-&(O',(-,W'.,) f TI 5.(<I>(x) + ça,(x»dI-'Q(4» (2.7) 
xEA 

Repare que 
G(x) = e-"{<1 I ,(-ü)-lul) 

é a contribuição das ondas de spin ao \'alor esperado do operador de desor­
dem. 
Resultado 2,6,1 (Prohlich-Spencer) Se À é a peso a priori da distribuição 
de um gá,$ de Coulomb geral satisfazendQ a condição de crescimento 

IA(q)1 s consto e(··''')'', << 1/16, 

então existe rugum f3(À) finito tal que para qualquer f3 > f3(A) 

- ( -~ ln(l-+.jx')(Do,)(f3, A) 2: const. e" '. 

para algum ç<21rZ, para algum f3' = P(f3, À) > O. 
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Resultado 2.6.2 (Friihlích-Spencer) Para o modelo de VíUaín, para roda 
0< ç < 1 existe algum Po(ç) finito tal que para /3 > /3o(ç) 

(DÕz)(!3l < const.(1 + Ixl)-e 
, 
p 
, 

pam algum pasitivo {Í = {f (P, ç) -> 00 quando /3 -> 00. Por expansões de 
altas ternpératuras 

(DÕ,)(tl) coost. > O 

uniformemente em Ixl quando /J é suficientemente pequeno. 
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Capítulo 3 

Estimativas de Correlação na 
Representação das Cargas 

3.1 Introdução 

Antes de prosseguir com os gases de Coulornb fazemos uma pausa para dis­
cutir a obtenção de estimativas de correlação em gases de dipolos, Há alguns 
motivos para isso. Em primeiro lugar l é interessante observar que apesar 
da interpretação correta fornecida por Kosterlitz e Thouless em 1973 da 
existência de uma transição de fase no estado fundamental do rotor plano 
ou o modelo XV -1 até 1981 nenhuma prova matemática havia dessa tran­
sição. 
A técnica de prova da transição de Kosterlitz-Thouless1 que visa a obter 
os comportamentos da função de correlação descritos no capítulo anterior, 
foi primeiramente desenvolvida e aplicada a gases de dipolos por Ftohlich e 
Spencer [241. 
Embora os próprios gases de dípolos não apresentem a transíção de Koster­
Iitz~Thoutess, eJéS constítuem um ponto de partida natural pata o estudo 
dessa tranSIção cm gases de Coulomb porque cargas em tais gas:es tendem a 
formar pares com cargas opúStast à semelhança de dípo)os! em baixas tem­
peraturas e pequenas atividadús. 
Aprimorada para poder ser apJicada a gases de C01l1omb em geral) essa 
técnica permitiu a prova da existência da transição de KosterHtz-·Thouless 
para o gás de caroço duro, o gás de Villain, os rotores, 0.,<; modelos ZN. 
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o principal ingrediente da técnica consiste na aplicação da transformação de 
sine-Gordon, Eq, (2,2), à função de partição dos gases. É isso o que faremos 
no próximo capítulo para o gás de Víllain. 
Neste capítulo1 porém, dispensamos a transformação de sine-Gordon, e tra­
balhamos diretamente na representação das cargas do gás de dipolos. 
Como se sabe, diferentemente do comportamento da correlação em sistemas 
coulombianos1 correlações de carga em gases de dipolos tem limite inferior e 
superior que decaem polinomíalmente, O limite ínferior é consequência da 
desígualdade de Jensen aplicada às variáveis de carga, Já vimos no Capítulo 
2 a que resultados essa desigualdade leva para a correlação de gases de Cou­
10mb. Voltaremos a aplicá-la aos rotores quânticos no Capítulo 6, depois de 
mapeá-los em um sistema clássico bidimensional. 
É da obtenção do limite superior para a função de correlação que trata­
mos aqui. Esperamos que os pormenores da prova que daremos no próximo 
capitulo para o gás de Villain possam ser mais facilmente entendidos a partir 
da análise do gás de dipolos. 
É um resultado bem conhecido da teoria de campo médio que a correlação 
dipolar é proporcional à energia de interação de um par de dipolos, com fator 
de proporcionalidade dado pelo inverso da constante dielétrica d(z,P). Est.a) 
por sua vez~ é dada pela série 

d= 1+ L amnznpm, 
m+n>O 

onde z é a atividade) e fi a temperatura ínversa. 
Os coeficientes a rnn são derivados por teoria de perturbação. Nosso resultado 
fornece o termo de primeira ordem em zf3, com all = (1 + f), para qualquer 
e> O. 
Primeiramente consideramos O mais simples gás de dipolos de comprimento 
fixo1 com orientação discreta, que não se sobrepôem. Em seguida generaliza­
mos para dipolos de dois comprimentos diferentes. Vamos sempre supor que 
as cargas externas interagentes com o gás estarão bem afastadas da região 
onde os dípolos se encontram. Tais simplificações visam a reduzir o método 
de obtenção de estimativas para a correlação ao essencial da translação de 
cargas, e enfatizar a utilização direta da expansão de cluster na representação 
das carga.'i. 
Deixaremos para o próximo capítulo! o problema completo da transição de 
Kosterlitz···ThQuless em gases de Coulomb, mas lá estaremos de volta à re­
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1 

presentação de sine-Gordon. 

3.2 	 A Função de Partição de Gases de Dipo­
los 

Um dipolo de rede é um par de cargas elétricas de mesma intensidade mas 

sinais opostos situadas em sítios vizinhos da rede. 

Consideramos um gás de dipolos com Ol'ientação discreta em uma região 

quadrada finita A. Seja L = 4rZ2 uma sub-rede de A de espaçamento 4r, 

contida em uma caixa Â dentro de A e concêntrica com ela. 

Uma configuração dos dipo!os é descrita pela função ih = {j1(j)}, onde 

J1(j) = (1',0), 1l2(j)) é o momento de dipolo total no sítio j E L da rede. 

A função de partição é dada por 


Z = L dE(PL) rr dÀ(il(j)· (3.1) 
iil.=(p(j)jEL} j€L 

onde 
E(jlJ.) = L2:>n(j)I',(k)Wa7(j,k) (3.2) 

j,k 0.,1' 

o potencial dípolar é dado por 

WaT(j, k) =âoâ.P(j, k) 	 (3.3) 

onde âo foi definida em (2.5). 
Vamos nos restringir à classe de gases de dipolos coulombianos com caroço 
duro para o qual C(j, k) é a função de Green de um potencial de Coulomb na 
rede bidimensional) dado pela solução fundamental da equação de Laplace 
na rede: 

1 1)7 e1(.j
CU) ~ 	(_il)-l(j) ~ (2 )' d'C __ ,_ (3.4)

7T -. Ir 

o peso 	a priori da distribuição é dado por 

.\(/1) = Ii(ji) + z6(1/112 
- 1) 
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onde z é a atividade ou fugacidade. 

:-.rão haverá sobreposição de dípolos se seu comprimento for fixo .e igual a r. 

Por simplicidade tomaremos r = 1. 

A correlação de duas cargas e,.-xternas colocadas no sistema) uma em +e, 

situada em X, outra -ç em y, é dada por (2.3) 


=ziex,y)
G( ) (3.5)X1Y ZL 

onde a função de partição na presença dessas carga..., externas é 

Z'(x, y) = :E e-~E(PLH) II ;(;1(j)), (3.6) 
ih;:o;{itíj}jCL} ;E/.. 

com ç = ç(ó(i - x) -li(j - y)). 

Vamos sempre supor que x e y não pertençam a A. 


3.3 A Desigualdade Eletrostática 

o primeiro passo para encontrar um limite superior para a função de cor~ 
relação consiste em reprimir a atividade dos dipolos, de modo a obter eBti~ 
matívas válidas para valores pequenos de z. lsso é feito pela desigualdade 
eletrostática (Apêndice AJ. Para. aplicá-la) é mais conveniente efetuar a soma 
sobre os momentos de dipolo em (3.1), o que dá 

Z = :E e-~EU1r.) II .o(j) 
{I..\l(j),P-2(}).}EI.} j,o 

onue zo(j) = z(j):"·(;)). 

Se definirmos a densidade de carga do gás de dipolos por 


p(j) = :E "al'o(j) 
fi 

onde Co (a = 1; 2) é o vetor unitário de rede na direção 0:) a energia ele­
trostática pode ser escrita como 

E(jld = E(p) = (p, -li.-!p) 
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I 
·1 	 Suh."itituimos a densidade de carga Pl cujo suporte esta em Â, por uma den~ 

sidade de carga p, cujo suporte situa-se em A, de tal modo que a energia ! 	 de interação entre as duas densidades de carga renormaHzadas não se altere, 
mas a auto-energia de p seja menor -do que a auto-energia de p. Usamos a 
diferença entre as auto.-cnergias para renormalizar as atividades. 
A densidade de carga renormalizada é dada por 

_ np 
p = p + Ilnll 	 (3.7) 

com o propósito de renormalizar a atividade dos dípolos, escrevemos [22] 

Z = E e-*B(P)e·~(E(P)-E(P)) II zo(j) 	 (3.8), 	 j,o 

A diferença em auto~energia é calculada como segue: 

2 1
E(p) - E(p) IInll(P,P) -lInW(P,-C,p) 

> 1IIC,II (I', p) 

Obtemos 
Z =L e~~{p,-,:..-l.õ) fI Zn(j) (3.9) 

fi j,o 

com a estimativa 

Zo(j) .,; z,{j) exp {-21~1IP'(j)} (3.10) 

Como as atividades têm todas o mesmo valor l as atividades renormalizadas 
podem ser limitadas por (fazendo IIC,II = 8) 

B 
z,(j) .,; li = z exp{ - i6}' 	 (3.H) 

,, 


! , 
a qual pode ser feita arbitrariamente pequena para fJ suficientemente grande. 


3.4 As Cargas Externas 

Aplicamos o raciocínio acima à função de partição na presença de cargas 
a~tcrnas, e obtemos 

Z'(x, y) =E e-~E(p+!l II ZaU) 
fJ j,a 
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Nesse caso, no entanto, precisaremos renormaJizar as cargas externas tam­
bém, Isso é feito pela translação 

~ = {+ ~(ua)U) 
onde "I depende de /3 de um modo ainda a ser determinado) e 

aU) =CU,x) - CU, y) (3,12) 

A função a(j) satisfaz, para Ix - yl grande e para Jj - /1 = 1, o seguinte 

la(j) - aU'lI :::; constl, 1 + --,--2,._ (3,13)
IJ -x+11 IJ -y+ 11 

,. Ix-yl
la(J) - a(J')1 :::; const lil' (3,14) 

Essas estimativas podem ser deduzidas das propriedades correspondentes da 
função de Green para Ix - yl grande: como dado em (26]. 
Da definição do operador lapladano e (3.12), temos também que 

L [a(j) - ar}')]' :::; (a, -ua) =a(x) - a(y) (3,15) 
Li-j'I=1 

Para Jx - !lJ grande: o operador de covariância é bem aproximado pelo pro.­
pagador contínuo sem massa em duas dimensões [2]. Assim 

a(x) - a(y) = 2[C(0, O) - C(x, y)] 
1 

'" -Iog Ix - vi, (3,16)

" 
Depois da translação obtemos, da mesma. maneIra que em (3.8)J 
, 

Z«x, y) = .lii(o'-"')-7(O,l<)Z, 
, 

e:{2i~,)(a.-tla) Zl (3,17) 

onde usamos quo a(j) = [(-u",j ){](j) de modo que (a, ç) ~ (a, ....ua) , e 

Z, = L e-qr;(;H{) TI zn(j)e"o(j) (3,18) 
p j.,a 

com 
1.U) = "II'.(j)Joã(j) .. (3,19) 

c, como em (3,7), 

ã(j) = a(j) + 11~lIa(j) 
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3.5 A Expansão de Cluster 

Até aqui j vimos aplicando o método de translações reais para renormaliZàr 
as atividades de carga, Esse método é equivalente ao método das translações 
complexas introduzido em [24] usando a representação de sine-Gordon. 
Agora precisamos de um novo procedimento para derivar um limite superior 
para a função de correlação. Começamos por ex;pandir1 TIj,a exp{:,:.(j)} em 
cluster [281 

ITll + (e,·(j) - I)] = IW + So + p.) (3.20) 
j,o • 

onde 
S.= L L D.(j.) . ..Do(jm.) (3.21) 

m,,;'::l jt,... ,jm", 

com 
D.{j;) = cosn-r.(j;) - ! (3.22) 

A sorna (3.21) corre sobre todas as subsequências de {jl, ...jmoL ma 2: L 
Temos também que 

p. = L' ll(cosh -r.(j»,.I;)(sinh 1'.(jW··'·!i) (3.23) 
T", j 

onde To. = {To(j) = 0,1 para todo j}, e a soma é efetuada sobre todos 
os conjuntos de valores de Tu não identicamente 1, visto que esse termo já 
aparece em 8(1" 
Fazendo a multiplicação sohre a: em (3.20) e substituindo o resultado em Zb 
obtemos 

Z, = L e-fEl') II in(i}(! + S + P + SIP, + S,Ptl (3.24) 
ir j,<o 

oo.S=~ ~+~~eP=~+~+~~ 
Nesse ponto convém ie\'ar a cabo explicitamente o cá1culo dos tennos efi'it1Jl­
vidos na expansão de cIuster. Não é díficíl ver que a soma de termos em 
(3.24) fornece 

ZI = Z L c-~EI') II Zn(j)(SI + S, + S,S2 + R) 
li j,c> 

'Seremos demasiada.mente gerais aqui, Isso se jllstifica, no entanto, porque queremos 
desenvolver um método, e também porque temos ~m mente a aplícação da expansão de 
cluster em situações mais complexas do que simples gases de dípolos. 
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onde Z é a função de partição dada em (3.9), e 

R = II(eosh 1'o{j) + sinh 1'00)) II(cosh "f.(j))· 
j,rt j,u 

3.6 O Limite Superior 

Temos a estimativa óbvia ent.ão 

Z, :5 Z +L e-·~E(.) II Zo (j) (Si + S, + SiS,) + L e-is(,) Ri (3.25) 
<f j,n 8' 

onde 
R, = II(zo(j) cosh 1'. (j) + z.(j) sinh 1'o(j)) (3.26) 

j,o: 

A função 1'.(j) depende de 6.ii(j). Todavia, note que 

6.ã(j) = ã(j) - a(j + e) = o(j) - oU + e) (3.27) 

quando j -:f X, y, pois 

ã(j) -a(j) = 1I!11(f;o)(j) =0 (3.28) 

para j f x, y. 

De acordo com a definição (3.19) de 1'. e as estimativas (3.13),(3.14) para 

la(j)-a(j')I, o argumento de 005h(·) é pequeno para li -xl ::l> I' and li-yl » 

7. Então podemos escrever 

cosh "(nU) - 1 :5 ~(1 + e)-y'[a(j) - n!i')j' (3.29) 

para algum f > O. 

Para li - xl :5 0('1), Ij - yl ::; 0("1), de novo por (3.19) e (3.13),(3.14), esti­

mamos coshO - 1 por uma constante dependente de "(, 

Em ambos os casos, cada fator em (3.26) pode ser limitado pela unidade 

para z suficientemente pequeno, e consequentementc) IRd ::;; L Além dis­

so) podemos sempre fazer fi tão grande que Lu exp -~E(ã) < 1. Nessas 

circunstâncias, podemos eliminar o último termo em (3,25): 


Z, ~ J(a {Z +L e-~E(') II Z.(j)(S, + Sz -;- SIS"} (3.30) 
" 1,U 
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para alguma constante 1(p. 


Podemos distribuir as atividades nos produtos de Só' Isso dá 


Z, :5 K~ {Z + ; e-~E(&)(81 + 8, + S'$')} (3,31) 

onde S := SI + 82 + 81S2 e) como em (3.21), 

5u= E E zoU,lDuU.J" .zoUm.lDuUm.l 
m,,:::1 jt",•.;i",,, 

Vemos então que Zl admite o limite superior 

z, :5 KnZ(1 + Si + $, + 8,S,) (3.32) 

Aqui os termos s tomam seus valores má.",imos, os quais ocorrem quando 
'i Jl.u(j) = 1 para toda j, a, e usamos que Z > L 

A equação (3.32) tem o mesmo padrão da equação (3.20) expandida, exceto 
que aqui inserimos as atividades em S. Se re-somarmos a expansão de duster 
em sua fonna original, vem 

Z, :5 [(pZfl(1 + zu(j)Da(j)) (3,33) 
j,ó 

com /la(j) = 1 para todo j, a. 

Substituindo (:3.33) em (3.17) e usando (3.11) e (3.15), obtemos 


z~ (x, y) ~ J(a Z e{~+4(!+()z1''l-'Y}(a,-Áa) (3,34) 

Finalmente, derivando o coeficiente 

'(' 1 2
2íl + 2(1 + <)Z1' - 'Y 

com relação a "I obtúrnos a escolha ótima de "r 

l' = P(l + (1 + ,)iílW' 

a qual fornece, usando (3.14) e (3,15), 

O(x, y) ~ J(/JfF ~~ I+P-k)f<! !<lglx-YI 
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3.7 Dipolos de Comprimentos Diferentes 

Para estudar o caso mais geral de clipolos que têm comprimentos diferentes, 
simulamos a situação em que há duas espécies de dipolos definindo o modelo 
em duas redes diferentes: 

D, = dZ' n A e Ir, = [dDZ' + (~,O)l nA. 

Note que não haverá sobreposição se d > 2L + 2. 
O limite superior para a função de correlação l nesse caso em que o gás possui 
dipolos de comprimento unitârio, como antes, e comprjmento L, é dado por 

G(x, y) ::; Cne-m,•• lx-yl 

onde Cf) < 00 e 
fi 21 + Z., 

m = 8". (! + fi "" -const. )-' 

onde x,y sito ()$ sítios das OOrgM externas, 211 ~ as atividades efetivas. 
É melhor escrever a interação dípolar (3,2) na forma mais geral 

V(n) = I:Dil.(j)\7.(j»)(ilv(k)\\(k))C(j, k) 
/1,11 j,!. 

\Vh.r. C(j, k) é dada em (3.4), e o momento de dipolo no sítio j passa a ser 
il.(j) = (n.,(j), n.2(j», i!IU) = 1, iP,(j) = L 
O potencial efetivo das cargas fracionárias é o mesmo dado em (3,5) com 

E(x, y) = I: e-%V(n+() II A(n, (j)) II Á(i!,(j)). (3.35) 
n={iip(j}} jELI jeL2 

correspondendo a (3.6), onde Z = Z(x, y) para { = O e {(j) = {(Oi,. - Oi.,). 
Dipolos de mesmo comprimento tem a mesma atividade e distribuição 

À(iltl = 6(ill ) + zlo(liltl' -1) 

À(ii,) = 6(i!,) + z,o{lfi,I' - L) 

Agora temos duas densidades de carga 

""U) = L 7lp.(j)(Si,1 - Sj,k+L",,) !1,n = 1,2, 
I,. 
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e podemos escrever a função de correlaçâo como 

G(x,y) = E e-~V(u,+",+O II Zl.(j) II Z2.(j) 
u~={u~(j)Jt=1,2} j,aELl j,ocL'J. 

novamente Zpo{j) = za(j)lnn.(j)I, f1 = 1,2 (Compare com (3.9)). 

3.8 Renormalização em LI e L2 

A renorrnalização dos dipolos em LI é idêntica à anterior (3,7), com a ativi­
dade satisfazendo as estimativa. (3.10) e (:1.11), mesmo quando d> L 
Obtemos 

2(x, Y) = L e-~{&,+u2H,-C.-'(q!+0'2+m li ZlQ(j) TI Z20(j) 
ilj,(J2 j,oELl j,<tEL2 

Já a renormalização dos dipIos em L 2 requer mais cuidado. É conveniente 
neste ponto denotar por L, e L" a coleção de quadrados B, (j) e B2(j) cen­
trados nos sítios das respectivas rede Li e L2 de lados de comprimentos de 
dL respectivamente, 
Para cada j E L"2, fazemos a translação 

ã2 = (j2 + t::..J; 

oude 
(j(k)g(k) for k E L, 

fj(k) = 
{ (Al)g(l), Ik -11 ::; 2 for k E L, 

com g(k) = CU, k) - C(j + Le, k) e 

r 1 if li - kl ::; IL 
(j(k) = 1o 

ir li - kl ::: 2L 

tendo um decaimento suave 

IVÇAk)1 ::; co~st O::; (j(k) ::; L 
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A função (j(k) permite deslocar a carga dos dipolos em Lz sem afetar os 
clipolos em LI> já que funções fora da faixa {lkl > 2L}, a parti, de um ponto 
em L2, não se alteram, e o dipolo mais próximo a j está a uma distância 
maior que 2L + 2. 
Depois da translação escrevemos 

Z(x,y) = Le-~(&+('-"'-'('+()} II f,oU) TI z",U) 
ft j,oELl j,exEl-? 

onde (j = Ô'l + (12 + ç. 
Agora 

Zzo.(j) S e-~(2((12,1))-(fi,-L!.Jj)) 

Temos as estimativas 

(<12, h) :5 !tU) -!;(j + L,c.) 
1< -logL

2" 
e 

1 logL
(f · -/::"j.) < --­

J1 j - 21f ál ' 

onde o lado direito em cada um das estirnati 'las acima pode ser verificado 
para o caso particular em que j = O. 

3.9 Translação 

Falta-nos transladar as cargas externas: 

p = ir + ;~(6a)(j), 

onde agora aU) = gU,x) - g(j,y), e I é uma nova função de {3 pnra este 

caso. 

A função de partição muda para (Compare COm (3,20) 


, 
Z(x, y) = e",(,,-"")-')«,") z, (.r, y) (3.36) 

onde) como em (3.18)j 

Z,(x,y) = Le-~(p,(-,,)-'P) II z'o(J)e,,·(j) TI z2u(j)e,,,,(j) (3.37) 
P ~.L, ~.~ 

41 



e 

,IO(j) = nlo(j)olão(j) ,Zo(j) = nZo(j)ozao(j) 

são análogas a (3.19). 

3.10 Expansões de Cluster 

As expansões de cluster feitas aqui são idênticas à da seção 3.5, exceto que 
temos de trabalhar um pouco mais antes de aplicá-las. 
Para derivar um limite superior para a função de partição (3.37) escrevemos 

TI Zo (j)e"olj) = TI "o(j) cosh '"O (j) + R" 
j,o j,o 

onde 

R" = TI(z"o(j) cosh ,"o(j)+Zo(j) sinll"("o (j)) - TI ""O (j) cosh '"o(j) (3.38) 
j,o. j,a 

para J..L = 1,2. 
Assim (3.37) fica 

ZI = L::e-~Elp) TI "o(j) cosh '"O (j) TI Zo (j) cosh '"O (j) + RIRz 
p j,a j,o. 

+ RI TI zo(j) cosh'"o(j) + Rz TI "o(j) cosh'"o(j)) (3.39) 
j,a j,a 

Pelas mesmas considerações de (3.27), (3.28) e 3.29), os termos em R de 
(3.39) podem ser desprezados: 

ZI S J(QL>-~EIP) TI zlo(j)cosh"o(j) TI zZo(j)cosh,zo(j) (3.40) 
P j,aELI j,aEL2 

com alguma constante positiva K{3. 
Agora desenvolvemos uma expansão de cluster para TIj,a cosh filO (j) J.L = 1,2 
da seguinte forma 

III1 + (cosh',m(j) -1)1 = TI(I + 8"0) (3.41 ) 
j,a O 
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onde (veja (3.29)) 

sp.= L L D",,(jtl·· ,D#.(jm,,~), (3.12) 
ml'u~ljt" .. ,.im"", 

com 
Dp.Ui) = cosh-I#.(ii) - 1, (3.43) 

Expandindo (3.11) obtemos 

II[! + (cosh 'Y#.(j) - 1)1 = 1 + S"I +S#, + S#,S., (3.44) 
j,a 

Inserindo (3.44) na função de partição (3.40), obtemos 

Z, :5 [(p L e-~E(p) II 'pa(j)(l + Spl + S#z + S#,S",), (3.45) 
P j,ji,O 

Agora escrevemos 

Z, :5 l(p {Z + Le-~Elú) II Z#,a(j)(S, + S, + S,S2)} (3.46) 
(1 ],lJll 

where SIl = S/tI + Sp2 + S/J.lSj1.2l P = 1,2. 
Claramente (3.46) admite a estimativa 

Z,:5 I<D {Z + :z::e-~Eí') n i.U)(s, +" + S'S,)} (3.47) 
q J.lI,o. 

onde sp. = Sp.l sp.2, + 8 111Sp2, e, como em (3.42), 

8111); = L: L z#oUI)D#.(il).. ,i#.(jm".lDp"Um"J. 
rn"",;::l j), ... ,j",,,,, 

Temos 

Z, 	 :5 I<pZ(l + 8, + s, + s,s,) 

:5 KpZ(1 + S" +8" + s,,8,,)(1 + 821 + Sz> + S218,,) (3.48) 

onde tomamos os termos em s ém (3.48) com nfl(r(j) = 1 for all j, f-1 e fi, e 
usamos que Z > 1, 

43 

http:S/J.lSj1.2l


De novo desfazemos a expansão de cJuster (3.48) de acordo COm as fórmulas 
(3.41), (3.42) para obter 

Z, :s KpZ TI (1 + z'a(j)D'o(J» TI (1+ í1a(j)D'a(j)) (3.49) 
j,OELj j,oELz 

com n.oU) = 1 para todo j, /L e a. 

Assim) substituindo a expressão para Zt em (3.36), obtemos 


, 
C(x, V) :s C> Z efi!ii-j,)I"-,,,)+pI7) (3.50) 

onde 

per) = 2,(1 +,,)';' 2:::<6,e(j))' +.,(1 +,,) ~' 2:::<6,a(j))' 
J J 

As constantes ',," vêm do (3.29), 

Ambos as somas acima podem ser estimadas pelo mesmo fator 


E 16.a(j) I' = const log Ix - ui 
j r.<P 

o coeficiente da exponencial em (3,50) é 

{12r' "(2 } const - - 7/2 + -(1 + ,,)2, + -(I + ,,)2, - ­
8f3 2 2 á' 

o qual toma o valor ótimo para 

COnst 
2f37~' = 1 + 4f3 {(I + ,,)2,+ (1 +<,)i,}~, 

Então obtemos 

G(x, y) ~ Coe -:p';(lH8[(I.+<1}f: +(t+l:l)i:lJ~~'!t)-llog Ix-y! 
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Capítulo 4 

o Modelo de Villain 

Neste ca.pítulo provamos que a fase dipolar do gás de VílIain é caracterizada 
por 

(e"I.(O)-.lr»(p, z) 'f const(l + Ixl)-{'M2' 

para algum P,(P,I;, z). 

Reproduzimos o resultado de [25] quanto às estimativas, mas usamos o 

método de multi-escala como em (30), 

A idéia da prova consiste em escrever a função de partição na representação 

de síne-Gordon (ver 2,7) 


Z(uz) = JII À(,p + u,)(x)d/Ip(,p) 
xEA 

onde 
00 

),(,p +u,)(x) = 1 + 2 L:>"(q) cos(,p(x) + ",(x))q(x)) (4.1) 
q,;;:l 

çomo combinação oonve.xa de funções de partição de gases de multipolos neu­
tros. 
Cada passo do processo consiste em construir ensembles esparsos, o que sig­
nifica diminuir a densidade do gás. Sabemos que uma alteração na densidade 
pro\'oca uma mudança na atividade do gás. No caso, estaremos aumentando 
a atividade. Esse é o custo entrópico do processo, Por outro lado) para que a 
medida de probabilidade na variável tP seja positiva - ou equivalentemente ~_. 

a soma em (4.1) convirja, a atividade do gás não poderá ser maior do que L 
Logo deveremos compensar o custo entrópico pela extração da auto-energia 
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das cargas de cada ensemble, a qual terá de superar o aumento de entropia 
resultante do agrupamento de cargas em blocos esparsos. 

4.1 Combinações Convexas 

Aqui começamos a aplicar as técnicas de renormalização para escrever a 
função de partição como combinações convexas de funções de partição re­
gulares. Como em [25], escolhemos uma sequência {(q(:t:)}:;(X)=l de números 
positivos, cuja dependência com q(x) há de ser posteriormente estabelecida, 
satisfazendo a condição 

L
00 

(q(x) = 1, (4.2) 
q(x)=l 

e escrevemos 

II ~(4) H<1,) (x) = L ((qA) II11 + z(q(x)) cos( (.p(x) + <1,(x))q(x))] 
x qA x 

onde 

Cq" = II (q(x) e qA = {q(x) = 1,2,3, __ . ;X E A}. (4.3) 
xcA 

e z(q(x)) = 2À(q(x))/(q(x)' 

A sequência (q pode ser escolhida arbitrariamente, contanto que 

I(ql-l :::; constecq2 

comO<c<oo. 

Note que a(x) = {( -.6.)-1821X não será afetado pela renormalização de car­

gas, e será pequeno se p for neutro e tiver suporte longe de O ou x. 

Temos que Z(a2) será combinação convexa de funções da forma 


Z(<12) = L((qA) JII [1 + Zx cos (.p(x) + <12(x))q(x)]dJLp(.p) (4.4)
qA x 
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4.2 A Construção dos Blocos 


A seguir, fixamos a geometria do problema. Dividimos a rede em blocos. 
Denotamos por B(x, L} o quadrado em Z2 de lado L com centro em x 

B(x,L) = {y E Z': Ix- yl < L/2} 

tal que , ,
A = U Bo(y,L) A=.I\ n 3Z, 

yE.\ 

Fixado qA 

II (1 + z(q(x)) cos(q(x)q\'(x))) = II II (1+ z(q(u)) cos(q(u)<J>'(u))) 
xEA IJEÂ llEBo(y) 

onde 1/ = .p + ", 

Seguindo l30] reapresentarnos o [Lemma 2.1L com o qual o produto acima 

é escrito como çombinaçâo convexa de fatores similares correspondentes a. 

multipolos de dimensão variável. 

Lema 4.1 Seja z{ > 0,4>1; E R, i = 1,21 ,,,) N. Expandimos o produto. acima 
em SOma de produtos por meio da ídentidade' 

N 

II(1+z,cosq\',) = 2: c,(l+z~cosq\'(T) 
1=1 TE!}N 

onde g..{ T : I} 2, ''') N -t O,l,-l)T = O}j (Ó'('T) = l:t:.ltP'{Til O < Cr, 

ETE!1N ~ = 1, e 
N 

, . 
z, = II (bNZ,)!r.l 

i=l 

Note-se que a magnitude do coeficiente Cr não é importante; mas sim seu 
sinal, Ct > O. A variável de bloco bN depende unicamente do número N de 
elementos do conjunto Ty ) com a única condição de que 

~ ( 1 ) !r,(li)!2:: c, =2: ~ =1. 
"y y TV 2bN 

~~~~~~~~ 

1 Usamos a identidade: Il~l cos t/J' i "" {lj2)N L{T} cas (E!-l 1;4l,) com r, "" ±l, i = 

1,2, ... ,lV 
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Essa condição determina unicamente a constante b,v visto que 

1 ) (T,(U), fi I ( 1 ) N 
1 = 2: ( - = 2: ----... = 1 + - - I, 

'r. 2bN n""J bN bN 

ou! 

(21/N N 
bN = - 1)-1 S b ' 

N 

Disso resulta a e..<:;timatlva 

Zy s TI ( 9 2A(p,(u»)i 
uEB,(,) log 2 (",(u) ) 

(Em nosso caso, IB,(y)( = 9.) 
Esse lema é aplicado em cada y E Apara escrever (4.3) como com.binação 
convexa de funções do tipo 

f n; [I +zycos(;;(p,) +0"2(p.))]dllp(;;) (4.5) 
yEA 

Aqui 
r/I(p) = 2: </J(U)p(u) 

u€Bo{y) 

4.3 Reprimindo a Atividade 

Para {J suficientemente grande) o gás de Coulomb comportar-se-á como gás 
de multipolos em que grandes m.ultipolos serão improváveis se a atividade 
efetiva em função de {J for pequena. Visando a reprimir a atividade ZiT 

ll 

das cargas do bloco Bo{y), gostaríamos de extraír o termo de auto-energia 
de E(qA) mediante a seguinte desigualdade eletrostática. Isso é feito pela 
translação complexa 1J -+ 4J + W, a E R, usando o seguinte lema. 

Lema 4.2 Seja p : Z2 "M.> R com suporte compacto, e seja G(p) um funcional 
independente de <p(i) : i E 8Uppp. Então 

f e'·lp)C(4))dl'fi = e-P((p,a)-!Ia.-';a») f e'';lpMaIG(if;)dl'p 
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A renormalização da densidade de carga se faz como em (3,7): 

_ 1 
p ~ p + 11 C:. 11 C:.p 

o laplaciano, porém, deslocaliza as cargas efetivas do bloco oríginal t podendo 
com isso ocorrer em liA uma superposição de cargas inicialmente em blocos 
distintos. Evitamos esse efeito observando que a desigualdade eletrostática 
é valida ainda quando a transformação de cargas seja efetuada apenas num 
subconjunto de qA - cuja escolha será especificada em conformidade com a 
construção de blocos que impusermos. Com isso: formamos blocos maiores 
que contenham alguns Bo{y) e selecionamos - a seleção não é única - em 
cada um desses blocos um ponto para o qual seja lícito aplicar a desigualdade 
eletrostática sem deslocar as cargas escolhidas para fora da fronteira comum. 
O ponto selecionado, 1ty , é aquele em que 

l.(u,) 2: ~ L p;(u). 
«€Bq(y) 

08 blocos agrupados definem uma equivalência segundo o critério 

y ~ Y'HluY-'vl~l; 

e o agrupamento, a classe de equivalência Y: 

Bo(Y) = U Bo(y)· 
y E \' 

Cumpre observar que há quatro formas possíveis para cada Y1 conforme 
!YI = 1) 2, 3 ou 4. Esse procedimento vai garantir que, em cada bloco) o 
gás seja suficientemente diluto a fim de ser póssível extrair a porção local 
da auto-energia eletrostática exp[const,6E(q)] das: cargas Uv. Em termos dos 
novos blocos 

II (1 + Zy cos ifI(pyl) = II II (1 + z, cos tJ>'(py» 
ur.ü y y€Y 

A repetição da transformação do produto dos termos de Bo(Y») 11 E Y em 
soma convexa sobre um conjunto T cujos elementos são funções constantes 
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nos blocos constituintes de Y, com valores possíveis em cada um deles iguais 
a O, ±1, conduz a 

Z = I: (n., I: c,. I: c.Zn,.r.w 
n., r w 

agora: 
Zn",T,w = IIU + ZYCOS;;'(py)) 

Y 

oorrespondcntemeute Y possui a distribuição de cargas oompatível com a dos 
blocos Internos: 

p,-{u) = WUpy(u), Y E Bo(Y). 

o bloco Y que maximizo a atividade é o de IYI = 4 com Iwy(u)l = 1 para 
todos os quatro pontos y internos, resultando na estimativa: 

0< Zy ~ (I \)" II [I 92ZW(U)]' 
og..., uE8u(Y) og 

r-;t"$te ponto, aplicamos a desigualdade eletrostática restrita ao conjunto de 
pontos Uy = {Uy, Y E Y} cujas cargas efetivas são py com o fito de reprimir 
a atividade Zy do bloco Y pelo fator de auto-energia das cargas em Uy : 

z\· ~ Zy exp{- ~ I: P;(uuJ}.
1 1J€Uy 

Pelo critério de seleção dos pontos selecionados daquele conjunto, segue a 
estimativa 

(j
Zy ~ .\, e:cp{ --'- I: p'(u)). 

144 ItERo(\') 

Para qualquer Y! as atividades são limitadas pela função de ,6 

Zy ~ Ko(fl) = (_4_)" ~ sup [.\(q) e-&"'j.
log2 log2 ,~1,2,3.... (, 

4.4 Um Passo Intermediário 

o inconveniente com os blocos Y são suas diferentes formas, A maneira de 
recuperarmos os blocos quadrados é passarmos a uma escata superior que 
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agrupe toda... as quatros formas possíveis de cada Y l mediante o seguinte 

procedimente: 

1) Definimos uma coleção de densidades de carga cujos suportes são mutua­

mente disjuntos; 

2) As áreas de densidades de carga são quadrados A[!) = A n LIZ' de lado 

LI = 3n, (n] 2:' 3, inteiro). necessários para cobrir o suporte dessas densida­

des; 

3) O critério de localização das densidades de carga em 8(y, Ld é 


4 ­
8"1'1' P C B(y, 3LI) = B(y, LI) 

Na escala assim definida, temos a seguinte ígualdade para cada par (p, z(p) 
de densidade de carga e da respectiva atividade localizado no quadrado 
B(y, L,):' 

J II [I + Zy cos(q,(p,) + <7,(py))ldl'p(q,) (4.6) 
lIEA(ll 

3Rtonde A(1) = AnL j Z2, com Ll = , e 1J., >:1 é um inteiro. Agora a 
densidade de carga está localizada em Bt(Y) = 8(y! LI}, com 

z(p ) < C, II [_9_2À(Py(tt))] 
,- "EB,[,) log2 (p,(tt)) 

e C I = (1/log2)S(64j9L,)'. O valor de Zd depende das formas dos blocos 
constituintes das classes de equivalência, O máximo valor ocorre quando 
esses blocos são todos iguais e têm IYI = 11 de modo que temos somente um 
14;; em cada Y) perfazendo o número total 

~ (~L,)' 

de pontos em cada A(I). Gorrespondentemente temos a estimativa: 

4 )' Ko{í3) _
Zd:$ ( 9L, log 2 = [(,(L",1). 

2Note qne em todas as transformações efetuadas a função sigma não é afetada pela 
translação de carg-d. 
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Ao concluirmos essa sequência de transformações: a função de partição de 
um gás de Coulomb bidimensional está escrita como combinação convexa de 
funções de partíção de um gás de multipolos da forma (4,5). Essas são as 
condições iniciais para a realização de um processo indutivo sobre a função de 
partição na ausência de cargas externas apenas. Tanto o numerador quanto 
o denominador podem ser tratados da mesma maneira. 

4.5 	 O Procedimento Indutivo para a Função 
de Partição 

Aqui continuamos o processo de renormalização de densídades de cargas e 
atividades cujo objetivo é escrever a função de partição como combinação 
convexa de funções de partição regulares, que serão definidas em seguida: 
nas escalas de p. 
Dado nl ~ 3, e construída a primeira escala de lado LI = 3>!1, a função 
de partição do gás de CouJomb está escrita como combinação convexa de 
expressões d. forma (4.5) 

f n (1 + z(P.) cos (,p(py) + O",(p,)))dp.(,p) 
y€A{1) 

com atividade J(,(L,,/J) < 1. 
Para k = 1,2,3) .", vamos construir funções: chamadas funções de partição 
regulares l que obedecem a uma relação de recorrência entre as escalas, Será 
possível; então, identificar a função de partição do gás como combinação 
convexa1 em cada estala, de funções de partição regulares, a partir de sua 
identificação com com as funções regulares da primeira escala. Com isso, 
poderemos propagar as estimativas das atividades extraindo os termos de 
auto~energia dos elementos carregados em cada escala pela aplicação da de­
sigualdade eletrostática a eles, 
As escalas usadas são da forma Lk+l = Lk, com (} > 1, FixãtIdo uma delas, 
queremos que na rede B(y, L,) = B.(y), formada por blocos de lado L" a 
função de partic;ão do gás seja escrita como combinação COnvexa. dt'! funções 
indexadas pelos parâmetros (k, r), chamadas funções de partição regulares: 
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e definidas por 

Z(k,,) = f F(!Vck"y,,); q,) II [1 + z(py) cos(q,(Py) + 0"2(Py))] 
yEA(k) 

As densidades de carga Py localizadas em Bk(Y) para todo Y E Mk) com 
supp Py C B(y, Lk) satisfazendo z(Py) :s; Lk-r, são chamadas densidades 
admissíveis de carga (k,y,r). 
Seguindo a notação de [30], temos 

i) py está localizada em B(y, ~Lk) 

ii) py está localizada em B(y, Lk ) 

iii) z(Py) ~ L,'e-Cjpl' 

o fator F(!Vck,y,,)) é dado por 

F(!Vck"y,,); q,) = f II [1 + z(p)cos(q,(p) + 0"2(p))]d!l~(q\) 
p,jiEJ\h.!I ... 

onde {Nk,y,r, Py, py, Zy} é uma coleção de cargas, e P = (p, p, z(p)) é uma 
densidade de carga admissível (k, y, t). 
Nessa expansão, todo p em Nk,y,r é neutro e separado de outros. 
Esse fator estabelece um vínculo com as escalas anteriores pois depende das 
coleções de densidades de carga N(k,y) nelas contidas. Essas coleções reúnem 
as cargas das escalas até k - 1 iterativamente por 

!Vck,y) = [ U !Vck,y') 1u {p}, 
y' EB(y' ,LIo) 

a partir da primeira escala onde N(k~l,y) = 0. A carga p está localizada em 

Bk(Y') para algum y' E B~~l (y) cuja atividade é z(py) :s; CO!2r L"kr. 
Em face dessas propriedades, a função de partição do gás da primeira escala 
é identificada com a função de partição regular (k = 1, r + 2(a -1)), para a 
qual a admissibilidade de seus parâmetros se realiza pela estimativa 

J( (L (3) < L -[,+2[0-1)11 t. _ 1 • 
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4.6 A Hipótese Indutiva 

A hipótese indutiva é a de que, dada a condição inicial JJ(k=l,y) = 0, qualquer 
função de partição regnlar (k + I, r) pode ser obtida das funções de partição 
regulares (k)r) para k = 11 2,3, "') Lk+1 = 3l'iI<H e n;"+l = [ank]' 
De fato, se a função de partição regular na escala k é 

Z(k.') = TI F(.N(k.Yo')} f TI (I + Z(P.) cos(qí(py} + a,(py)))dl,.(qí} (4.i) 
yEAfk) !tEM1.) 

é possível passar à escala k +1 usando o Lema 4.1 para transformar os dois 
termos do lado direito de (4.6). 
O produto 

TI (I + z(P.)cos(qí(py) + a,(py))) 
yEMk) 

se transforma em combinação convexa de funções de partição na rede de 
centros em pontos u E A(k+l) 

TI (I z: cos(qí(p;) +11,(p;})) 
uEMkH) 

o termO F por sua vez se transforma em 

TI F(.N(k.y.'I) = TI TI (I + z(p,,) cos(qí(py) + a,(py)))dI'6(qí) 
yEi\{I<) VEA(kl pENO',y,~l 

TI TI (I + z: cos(qí(p;) + IY,(p;))}dl'p(q,} 
t<€AfHli pENik+l ..... ; 

= TI F (lÍÍ(k+I .•.'I)'
uEN,+t 

onde 
N(k+t,u,r) = U i/r,k,v,r)' 

yE S t+l(u) 

e 
P: = L Typy, e p~:= L Typy 

(li)
YEBII+1{u) Yi::Bikl (,'I~ ~+l 
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onde Bl~, (u) = B.(u) n Lk+'Z" eT E g(I) = {T : 1-> 0,1, --I}. 

O par (p'(u),z:l é da forma p'(,,) = Typ,(n) para algum T E g(Al,~,(U»). 
A estimativa para a atividade fica 

1 (L )' 1 ]L:,I"I~ < k+! 
Zu - [ log2 Lk Lr.+2{o.-11 

Substituindo Lk+1 = Li;o resulta 

z'(u) S ( 1 ~)L:,IT,I
log2L{ 

Todo p em fi é neutro, exceto p = p. que ê carregado. 

4.7 Extração da Energia de Cargas Isoladas 

Em alguns casos será preciso generalizar o procedimento de extrair fi au­
to-energia eletrostática dos constituintes carregados das densldades de carga 
{Nk+1, (p~, z:) }UEAUtH) como acima definírla.(j, nas escalas de {J. 

Isso é feito generalizando o Lema 4.2 de deslocamento de carga.<>; para aco­
modar uma translação das cargas pelo laplaciano de uma função fk em cada 
escala, à semelhança do que fi7..emos para os dipolos. 
Da rede J\Ck+l}, onde os conjuntos {.JVk+t, (P~l Z;)}UEA(k+ll d€ densidades de 
carga se localizam> vamos supor que em um de seus blocos) por exemplot no 
de centro Uo, exista um ponto Yo tal que P: = P~l en 

B(y" ~Lk+1) nsupp P:, = 0 

para todo u E Nk+!\ U =f:. uo. 

Admitiremos, por simplicidade, que p~o = Pô está localizado em Bk{O). A 

condíção de validade da hipótese acima é su.pp p~ n B{O, !Lk+l) = 0 para 

todo u E A(k+l}l ti i: O. Queremos aplicar a desígualdade eletrostática 

apenas à PÔl o que exigirá uma melhor demarcação da região 8(01 ~Lk+l) 

onde está o suporte da carga. 

lmaginamos, então, que cada função Pu E JV(k+l,O,l') está localizada numa 

caíxa B.,(Y), onde nu = inf(n E N; supp Pu C B,,(y)}. 
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Com isso) podemos definir no bloco B1<+1(O), que contém as caixas! as dasses 
de equivalência distintas }í) ',., }p pela regra 

y ~ y' ;-; Eu,(y) n Eu,, (y') = 0, 

A reunião das densidades de carga contidas numa mesma classe de equi­
valência fonua os conjuntos 

B(Y;) = U,Ey,Ên,(y}, 

t = 1, .. ,)p. 

Tomamos então em Bk+! (O) a fnnção f.(j) definida por 


log t para lIill::::!f; 
A(i) = log ~ para !f; S Ilill :> ';

{ 
O para 11111 > '; 

e introduzimos 
q = I: Pô(y) 

yEltl«O) 

A transformação das cargas é efetuada através da translação 

liA = PÁ + Kqt!.fk 

onde", é um parâmetro a ser escolhido posteriormente: e fi fu.nção !k(j} é 
definida em termos de Jk(j) como segue 

j E Ur=,B(Í'í) Jk(i) = {fk(j) se 
!k(fi,) se j E B(Yi), t = 1, ""p, 

para algum ponto 'V, em B(Yi), 
Da definição de 1.(i) 

3D 

(PA,M = log Lk' 

e, se conseguirmos o limite superior 

3D 
(t!./k,!k)sJlog- ,

Lk 
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para alguma constante S < 00, teremos extraído o fator de decaimento 

(L )~~KQ' (L )~PKq'(l~<I")
k+l < y{k) < ~ , 

SL, - - 3L, 

De fato, aquele limite de (Ai,,!.) existe. A estimativa á~l = 8 + O(L:~··) 
é obtida corno em [MKP90j. 
Assim l sendo Yo arbitrário, se (k > 3/2) para qualquer li > O, a função 
de partição, anteriormente obtida como produto de termos sobre todos os 
pontos u da rede A{k+1)) agora terá o termo relativo ao ponto tto substituído 
pelo fator de decaimento y(k). 

Assim, para algum jj:o E A (k+l) I mantendo p. inalterado, obtemos 

I e'I.I>:,)+.,lp;,11 II F('V('+1,,<,;j;0) II [1+z: cosI<i>(p')+u.(p:lJldJia(<P) 
u€,\(,,+1) uEA(~-rl) 

= y(') f e,l.tp;.)+q,(p:.» II F(Jii(k+l,u•• );0) 

uEAP,+l) 

II [1 + Zu cos(",(p') + a,(p:»)]dJia(q;) 
W,,::A(lH-l) 

onde 
q = Q(p:l = L p:(y) 

:!.'€B(u,!L,,) 

e 6- 1 = 8 + O(Lr-20 
) é independente de 1\., e ft: é a densidade de cargao 

localizada em E(ya. íLk+l) tal que Q(p:.l = Q(p:,l· 

Note-se que a transformação das cargas nenhuma alteração acarreta em 

:F(Nk+J,u.,)' 
O processo descrito acima é levado até a escala N. Para completar o pro­

cesso, construímos um próximo bloco tal que LN+l = :x>, de modo que 

y"(k'"óN f t) = O. Assim) a contribuição de todos os termo..'i contendo fatores 

z, cos ",(p') com Q(p:,l '" O se anula. 

A análise deve acomodar ainda aquelas situações em que não valha a con­

dição B(1}o) iLk+l) n supp P:o = 0. Para isso remetemos o leitor a [30]. 

Thrminamos assim o tratamento da função de partíção do gá..:; na ausência 

de cargas externas) baseando nossa análise na obtenção de combinações con­

vexas: da função de partição e na construção de condições aproprIadas para 
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aplicar a desigualdade eletrostática de modo que reproduzíssemos os resul~ 
tados da referência acima, 
Para 3/2 < " < 2, 2",(" -1)/(2 - ,,) < r < (36/2 - 2",_ a função de partíção 
está escrita como combinação convexa de funções de partição regulares, com 
os parâmetros adma, para qualquer k = 1,2: ... se Li for suficientemente 

i 	 grande., 

4.8 	 A Função de Correlação das Cargas Ex­
ternas 

I 
A expansão acima é feita até que todas as cargas p sejam neutras, ou seja) 

i até que a contribuição de todos os termos contendo um fator zcosfj1(p) com 
Q(I') -I O se cancele. Seja N a coleção de carga. neutras resultantes do pro­
cedimento acima l e Z,N'(O"z) a função de partição regular para aquela coleção 
de cargas na escala N, Temos 

2,,,("') = f TI [1 + z(p) cos(q\(p) + (l,(pll)d!,p("I) 
p€N 

com 2 = Z,,(<T, = O). 

O limite inferior para a expressão acima pode é obtido fatorando a de­

pendência de (72 na função de partição, como em [25}, 

Definimos 


x = z(p)cos(b(p) y = z(p) C05("I(p) + ",(p» - x 

e escrevemos 'i 

, , 	 0< 1 + z(p)cos("I{p) + "2(1')) = expln(l + x + y) 

Expandindo O logaritmo em torno de y = 0\ usando o teorema de Taylor com 
resto até segunda ordem em y, vem 

y 1 y' }l+z(p)cos(.p(p)+<7,(p))=(l+zJexp ----2{l n){ 1 +x +x+uy 

para algum OE (0,1). 

A aplicação da f6rmula acima gera 


2N (<1,) = f dp.p(t/J) TI (1 + z(p) cos "I(p) )e~S(p,.) 
pEN 
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I 
, I 
, 

z(p) cos ,p(p)(COSO", (p) - 1) 1 y' 
exp{ 1+z(p)cos,p(p) -Z(l+X+Oy)'} 

onde 
S( 4» = z(p) sín ';(1') sin O",(p) 

p, 1 + z(p) C05 ,;(p) 

Ternos estes limites inferiores 

z(p) cos,;(p)(cos(a2(p)) - 1) > z(p) 
2(1- z(p)) [a(p)]i. 1 + z(p) cos ",(p) ­

e 
y' z'(p) 2 

(1 +x+8y)' > -(1 +1r)(l_4z(p)),[cJ,(P)I'n 

onde fizemos a aproximação 1 - cos k ~ k2 /2, e 

z(p) z'(p) 
zdp) = I _ z(p) z,(p) = (1 +1r) (I _ 4z(p))' 

As,';jim 

Z:d<T,) 2: e-i E"",("(Pl+,,(p))[a,(p)ll, J	rr e-S(P··)[1 + z(p) cos",(p)] dp.~(</» 
pEN 

Como a função S(P: tf;) é ímpar em <PI a desigualdade de .T<>nsen naquela 
variável dá 

ZN(<T,) 2: I: cNe-[m~.S(M)l Jrr [1 + z(p) cos qi(p)1 dp.p("'l 
p€N 	 PEN' 

Urna vez que 
, 	 S(p, <Pl :o; C I: z(p)[iT,(p)1 mod 2"]', 

fiE.V 
!, para alguma constant- C, contanto que (J seja tão grande que z(p) < i, 

obtemos 
.,. ZN(a,) 2: e-l E".,(,,(p)+,,(p»[u,(pHI, Jrr {1 + z(p) cos ",(p)1 d!'p(<P) (4.8) 

'EN 

É possível encontrar um limite superior pata 

(z,(p) + ",,(p»)[a,];, 
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i 

usando linearidade de (J'l(p) nas cargas e neutralidade de p. 
Pela neutra1idade~ podemos denotamos por p# e np sítios contidos no suporte 
de Pl tais que 

Pp E (j: p(j) > O}, np E (j : p(J) > O} 

e escrevemos 
a,(p) = I:[ll,(pp) - u,(n.)] ,. 

onde a soma em J1 contém ~ Lj p(j) termos, Lembrando que é sempre possível 
representar uma densidade arbitrária de carga como o divergente de um cam­
po vetorial ej escrevemos 

",(P,.) - ",(n,.) = I:{€,(j)i!t<1,(:i) + €,(:i)Ôzu,(j)} 
j 

onde 'k = 0, ±1, SUl' 'k C D(p), para k = 1,2, com 

I:{lI'IU)11 + 1I',UJIIJ:5 2d(p) 
j 

Da definição de O",(p) vem 

C ' (8,u,)(j"h) = â,[C(j"i,) - C(i! - x,i,)] 

• 
Ç-'(8,O",)(j"h) = - rUI,h) + 8dC(j"j,) - CU! - x,i,)] 

Logo) temos um limite superior da forma 

(z,(p) + z,(p))[O",li. :5 z(d(p) logd(p))'el"",I' 

onde d(p) é o diâmetro do suporte de p, o qual em nosso caso é (4/3L.)'. 
Conforme as renol'malizações das atividades do gás, vimos que, para (3 sufi­
cientemen.te grande, há sempre uma constante t tal que 

z :5 cxp(-t log Lk ) expC-Calpl') 

Substituindo esses valores em (4.8) obtemos, para Izl < 1/4, 

(D3x(j3, À) :5 cG(x)e~('I')Ll'-') e~a~'(',(a(o)~c(x)i 

:::; e-{f'i2f;J)I<>g(H!xl) 

para ó < 1, o que completa o argumento. 
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Capítulo 5 

Rotores Quânticos 

Para esta apresentação procuramos ser O mais geral possível quanto à esco­
lha do sistema de rotores que escolheremos. O único requerimento imposto 
ao Hamiltoniano dos roLOres é que seu potencial seja periódico, A anáJÍse 
do modelo tem duas partes. Primeir01 usamos uma representação de espaço 
de fase - por meio da fórmula de Trotter - para mapear o sistema quântico 
unidimensional em um sistema clássico bidimensional. Como exemplo: escre~ 
vemos a função de partição de rotores cujo Hamiltoniano tem parte cinétjca 
quadrática no momento angular e interação da fonua co~senoidaL 
Em seguida, por meio de uma transformação de dualidade aplicada ao siste­
ma clássico: obtemos a função de partição do gás no espaço dual (A trans­
formação de dualidade é tema do próximo capítulo), Dessa representação 
passamos à representação das cargas) na qual a função de partição obtida 
é aquela de um gás interagente a.través de um potencial geral em duas di­
mensões, dependente das funções que definem o Hamiltoniano os rotores, 

5.1 A Função de Partição 

Seja A um subconjunto finito de Z. A cada ponto x E Z está associada urna 
variável O(x) t: [-11') 17], a coordenada angular do rotor. Seja1p(x) = -~8(J~X) o 
momento angular conjugado à variável 8(x). Vamos definir O Hamiltoniano 
de um sistema de N rotores em termos de funções arbItrárias tanto para a 
parte cinética quanto para a parte da interaçâo do Hamiltoniano, Assim, 

1h = 1 
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para esses rotor"" em A = Z n [-N, N] definimos 

N N 
1l = I: f(p(x)) - I: V(O(x) - O(x + 1)) 

x=-N x=-N 

Periodicidade em Oé a única condição que impomos à interação" O opera­
dor p(x} é tomado com condições periódicas de contorno, de modo que seu 
espectro é discreto {kX1 k,; E Z}. e satisfaz as relações de comutação: 

(P(x),O(y)] = -Ú;"1/ 

o sÍstema é tomado comcondiçõcs periódicas de contemo, O(N+l) = B(-N). 
O HamUtoniano age no espaço de Hílbert L"2([-1í,+rrJlAI): ou seja, o espaço 
de N = IAI partículas movendo-se em círculo. 

Lema 5.1 A função de partição do modelo de rotores quânticos em d=l 
dimensão pode ser escrita corno uma. função de partição de um gás clássico 
em d=2 dimensões, cuja medida do estado de equílíbrio é dado por 

Z;;;' IId8(x, t) I: Frt(8(x, t + ~,) - O(x, 1))0-1;'(,(:.1)-8(:+1.1)) 

:t:,t m{x,t) n 

onde 

f 
 1lIuJ;ill
Fn{8) mlx-)} = dpt(x)e"- " elpJ(x)(O,{z)-O~($)+2rrml(1l)) 

e m!{x) são números inteiros. 
Para mostrar esse resultado, partimos da definição da função de partição do 
modelo: 

Z = l'r[exp -fJ(1lo + V)] (5.1) 

onde usamos a notação 
N 

1l. = I: f(p(x» 
ll=-N 

e 
N 

V = I: V(O(x} - O(x + 1». 
:r.=-N 

Para calcular (;;i. I} adotamos a base que djagonaliza V, que fi 

N 

10) = II ia(x» 
x=-N 
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e com a qual podemos efetuar o cálculo explícito do traço acima: 

N 
Z = ( DO(OI exp -j3(1i. + V)IB),

JI-",~J 
onde 

DO = J],N JN 
'N dII(x) 

Para reduzir o problema de tratar com operadores que não comutam a um 
problema semelhante ao problema clássico em uma dimensão maior, fazemos 
uso da fórmula de Trotter, 

Lema 5.2 Para operadores AI B limitados inferiormente 

eA+B = Um (eA/&eB!n)"'" 
n~oo 

Prova. (Ver [10]) Escrevemos, então 

-P(1i,+V) I' (,,1!A e-*)Pne =lmc" (5,2) 
n~oo 

Vamos supor que {in seja inteiro,? 

Ao efetuar o cálculo acima inserimos a decomposição da unidade 


1-: dIIdO,)(Otl 

entre cada um dos n/J - 1 pares de fatores do produto de exponenciais que 
forma e'H.. 
Chegamos à representação 

N (}1I-1 J:1' Ll.e.Wl ~II II dO,(x)(B,(x)le-" e- " 10t+l(X» 
1:=1 (=0 -li' 

CQm a condição de periodicidade Ou = 08w3 

Já que V é diagonal na base escolhida1 temos 

nJ.: det(x)(O,(x)le~~ let+l(x)e-~(O,("J-O,(") 
2lsso é so uma conveniência aqui. Adiante faremos i3 qualquer. 
J A partir daqui quando se escrever o produtórío de x e t entenda-se produto em -N S 

x:$ N, e05 t:::;; {3n- L 
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o cálculo de cada (Ot(x)1 exp[-~1I0,(x» é idôntÍéo àquele do valor espo­
rado, na representação das coordenadas) de uma função do momento de uma 
partícula movendo-se em círculo, Efetuamo--lo assjm 

(e,le~ "'1.'''10,) = :E e- "'h"" (O,(x)lpt(x»(Pt(xlIOAx» 
PI(Z)€Z 

Substituindo o valor esperado 

1 tPtÍl')O,(;r)(9,(x)lpt(x» = /2ife 

vem L e-t.r.e.;;Wl e1Pt{X){/)j (l.'}-b. (x)} 

PI{X) 

A fórmula de Poisson nos garante que ê lícito integrar nas variáveis p, como 
se contínuas fossem, contanto que alteremos o argumento em Odo que está 
para 

Ot(X) - 0,(",) + 21f17l,(x) 

com mt{x) inteiro, e acrescentemos uma soma externa sobre mt(x)4; 

L f dpt(x)e-~elPl(X)(qdX)-O"(X)+2r.mf(X)) 
ml(x)€Z 

Seja Fn(O, my(x») ê a transformada de Fourier de da parte cinética do Ha­
miltoniano: 

Fn(B, 1nt(x}) = f dPt(x)c-~e'P,(x)(OI(x)-O~(X}+2"tnt(1:)) 
A função de partição fica 

z = rDO TI :E }~(Ot(X) - O,(x»e-lfro,(x)-o,+,(x)) (5.3) 
-rr x,t m{x,t) 

com condições periódicas de contorno Ou(x) = 0pll{X), 

Um passo para a simplificação dessa fórmula consiste em descrever cada 

~EstaPlOS eliminnrnos consta.ntes desnecessárias 
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possível conjunto de valores de Bt{x) como um campo bidirnensíonal, intro­
duúndo uma nova variável na direção 'temporal' 

8,(0;) -> 0(>:, t) 

Simultaneamente) fazemos um reescalonamento da variável t da forma 

t f)
t -t­

n 2 

de modo a termos uma estrutura de teoria no contínuo. Corre:spondentemen­
te temos 

Z f) fJ e= {O("" t),x E A,t E ;;- n 1-2, '21} 

Assim se completa a correspondência entre o mode10 quântico unidimensional 
e o modelo clássico bidimensionaL 

5.2 Exemplos de Rotores Planos 

o potencial do rotor plano é descrito pela interação 

N 

V =.J I: cos(O(",) .-. O(x + 1)) 
x=-N 

com acoplamento ferromagético) J > O. 

Dois exemplos de formas admissíveis para o termo cinético são 


1. O Módulo_ Seja 

11. = f. Ip(x) I 
0 

x=-i'i 21 

onde I é o momento de inércia de cada rotor da rede. 
A função de partição é dada por" 

I" 1
Z = TI v/(O(x,t) - 8(x,t + -» VJ(O(x,t) - e(z + 1,t» dO(x,t) (5.'1) 

-;r x,t n 

"Note que devido ao reesçalonarnento na vadá\'el t. () produtório corre em -N ::5 x ~ IV 
e _ft < t < !!.

2 - -2 
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com 

1 -(I;In) 
v/(O(x, t) -- O(x, t +;;ll = ~ (I;Ú;')' + [O(x, t) O(x, t +~) + 21fm.(x, t)JZ 

e 

Vj(O(x, t) - 0(", + 1, t» = exp(--
J 

eos(8(x, t) - O(x + 1, t»))
n 

onde m = {m(I, t),x E A, t E ~ n [-~, m­
2 Fn, ces Qar aticas Seja 

N p'(x)
tio= I: ­

x=-N 21 

Nesse caso a função de partição ainda toma a forma (5A), com 

1 In 1
V[(8(I, t) - 8(x, t + -» = I:exp{ --(l[O(I, t) - O(x, t + -) + 21Tmo(x, t)]'}

n m{j 2 n 

onde m = (m(x,t),x E A,t E ~n [-~, m-
Klein e Perez [33] têm resultados de localização do estado fundamental desses 
rotores com momentos de inércia aleatórios, 

5.3 A Aproximação de Villain 

A interação de Villain é obtida pela substituição da forma de co-seno da 
interação por uma gaussiana periodizada. Note que na função de partição do 
rotor plano dada na seção anterior, a forma de ViUain foi tomada na direção 
temporaL Neste ponto) gostaríamos de adotar o potencial de Villain também 
na direção espaciaL ViUain determiniou as condições para que a função 

e,l'cos9 

pudesse ser aproximada por 

L e-1{z}(O+2n:mf 
ffl;'::Z 
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onde, em nosso caso, Z = *, e ')'(z) é uma constante a ser determinada. 
O resultado é a identificação [12], [19]. 

_{ ~(1-21z) paraz--)ooo 
,(z) -.".l..". para z -+ O 

4Jog ~ 

Em nosso caso z = J/n é pequeno. No entanto, vamos desconsiderar isso, 
e adotar a aproximação para z ~ I assim mesmo. Em essência estamos 
mudando nosso sistema inicial. O efeito disso será trocar a dependência 
de ')'(z) de l/Iogn para l/no Esta última forma é mais adequada para a 
realização de transformações de dualidade que faremos no Capítulo 6 
Assim, em vez do co-seno, a nova interação será dada por 

00L e-(z/2)(O,-Oj+2:rm)2 

m=-oo 

Repetindo o raciocínio para cada para da interação, vem 

V(8) J 
exp -- = II L00 

exp --2 [8(x) - 8(x + I) + 21rm(x)]'
n n 

x m(x)=-oo 

com m(x) inteiro. 

Note que essa transformação preserva a simetria do problema, no sentido de 

que em baixas temperaturas os dois modelos tem o mesmo comportamento. 

O novo potencial possui a simetria abeliana global na variable 8. 

Nessa aproximação a função de partição pode ser escrita corno 


' I
Z = 

/ 
_, ri 

, 
v[(8(x, t) - 8(x, t + ;;:)) vJ(8(x, t) - 8(x + I, t)) d8(x, t) (5.5) 

com 

I In I ,
v[(8(x, t) - 8(x, t + -) = L exp{ --[8(x, t) - 8(x, t + -) + 2?rmo(x, t)] } 

n mo 2 n 

e 

J 
vJ(8(x, t) - 8(x + I, t)) = L exp{ --[e(x, t) - 8(x + I, t) + 21rm(x, t)]'} 

m 2n 

onde m = {m(x, t),x E A, t E ~ n [-~, ~]}. 
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Observação. Há uma formulação alternativa do problema que consiste em 
preservar a temperatura inversa (3 como parâmetro explícito na fórmula de 
Trotter. Seguindo esse caminho, em vez de (5.2), obtemos 

e-P("1iu+V) = lim (e-~ e-~Yt 
n~oo 

Com isso a função de partição (5.3) fica 

'vZ = f' DoII L Fn(O,(x) - O,(x),m,(x))e--;;-IO,lx)-o,+dx)) (5.6) 
-1f :r,t m(:r,t) 

com 
Fn(fJ, mt(x)) = ! dpt(x)e fjJ(p~(,,)) e 'P1 (:r)(Od:r)-o.(:r)+21fm l (:r)) (5.7) 

onde a variável t assume valores de Oa n. Aqui também cabe introduzir uma 
nova variável na direção temporal pelo reescalonamento de t, agora da forma 

t --> I!. t - I!. 
n 2 

A função de partição passa a ser dada por 

(JZ = f_, 
' TI VI(O(X, t) - O(x, t + ;;:)) VJ(O(x, t) - O(x + 1, t)) dO(x, t) (5.8) 

com 

(J In (J
VI(O(X, t) - O(x, t + -) = L exp{ --[O(x, t) - O(x, t + -) + 21rmo(x, t)]'} 

n 2{3 nmu 

e 

J(J
VJ(O(x, t) - O(x + 1, t)) = L exp{ --[O(x, t) - O(x + 1, t) + 21fm(x, t)]'} 

m 2n 

Correspondentemente temos 

(JZ (J (J
0= {O(x,t),x E A,t E - n [--,-]}

n 2 2 

De agora em diante vamos trabalhar nessa rede de espaçamento unitário na 
direção x, e espaçamento ó = f3/n na direção temporal. 
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5.4 A Estimativa de McBryan-Spencer 

Essa estimativa é uma garantia de que não há transição de primeira ordem, 
embora nada se possa afirmar acerca de transicões de ordens mais altas. Os 
ingredientes da prova são periodicidade e analiticidade. Nosso resultado é de 
mesma natureza daquele obtido em [33], exceto que aqueles autores consi­
deraram a forma do co-senQ do potencial, sem aproximações. No entanto a 
translação complexa por eles efetuada é função do tempo apenas. Em nosso 
caso, podemos realizar uma translação arbitrária. 

Teorema 5.3 Seja 

G~~~((y, s), (y/, s')) = (el(O(y,s)-O(yt,sl»)À~1 

onde oÀ~1 é o valor esperado com relação à medida dada em (5.8). 

Seja G((y, s), (y', s')) o limite de Gtb( (y, s), (y', s')) quando A, {3, n -+ 00. 

Então 
G( (y, s), (y', s')) ::; e-.ffJr In V(Y-Y')2+(J/I)(s-S/)2 

Prova. Seja a(x, t) urna função quadraticamente integrável. Fazemos a 
translação complexa [33] 

O(x, t) -+ O(x, t) + w(x, t) 

nas variáveis de integração na expressão da função de correlação. Aqui a é 
real e será escolhido logo adiante. Substituindo a translação acima na função 
de correlação, obtemos a estimativa 

(el(O(y,s)-O(y' ,s'» < e -(a(y,s)-a(y' ,s')e - ~; Ez.t (a(x,!)-a(x,t+i1/,,»2 

e;~ E"ja{x+t,t)-a(x,t))2 (5.9) 

onde os termos complexos foram estimados pelo módulo, ie1Xj = 1, e a função 
de partição no denominador foi cancelada. 
O lado direito de (5.9) pode ser escrito como forma quadrática 

(e1(O(y,s)-O(y' ,s')} :S e -(a(y,s)-a(y' ,s'))e- :1'n (a,-6a) 
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onde definimos o produto escalar por 

(f,g) = I: f(x, tlg(x, t) 
.,1 

e .6. é o Laplacíano de diferença finita em duas dimensões, dado por 

-/l = JlfiÔI + If!;iJ, 

onde fr é o operador adjunto definido em (2.5) 

ad(x, t) = f(x + 1, t) - J(:n, t) 

e 
a,J(x, t) = f(x, t + 6) - f(x, t) 

g 

Desse modo temos que 

-/lf(x, t) = 2f(x, y) - f(x + 1, t) - f(x - 1, t) 
+ 8-'(2f(x, t) - f(x, t + ó) - f(x, t - ól) (5.10) 

Escolhemos 

aCx, t) = C(x - y, t - $) - C(x - 11, t - .') 

onde C(x~ t) é a função de Grcem do operador ~I dada por 

c X-I, t-a = 1 ~ exp(!p(x - y) + q(t - s)) (5.11)
( y ) 2N+liJf.: I '(2 2C05]»+J-16-2(2 2cosqó) 

com 

,, -N<ml<N p= 2N 
2" 
+ 1 

m 
- ­

e 
2" n n -- < =. <­q = 7fm2 1 2 - .. _< - 2 

Então 
(a, -/la) = a(y, 5) - a(y', s') 
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Obtemos 

{el(O(y,s)-O{y' ,S')} < e-(a(y,s}-a{y' ,tljél/2}{«(y,s}-a{!I ,$/)) 

< e-{1/2)(n(y,s)-l:lhl,s'}) 

Agora 
a(y, s) - a(y',s') = 2(C(0, O) - C(y - 11, s - s'» 

O comportamento assiotótico da diferença C(O, O) - C(y -11, s - s') quando 
n -+ 00 é calculado no Apêndice B para o caso especial em que s - S = O. 
O resultado geral, no entanto. pode ser facilmente dt»duzjdo da exposição que 
damos lá. A conclusão é que para Iy - y'I.ls - sll suficientemente grandes 
C(O, O)-C(y-y',s-s'), é bem aproximado pelo propagador escalar contínuo 
sem massa em duas dimensões í20]. Logú, 

(e l(O(y,5)-O(y' ,s')} S e2(C(y-y',s-.s')-C(o.on 

- tg In J(y-y')>t+(JII)(s-s'P< e V;'1 (5.12) 

o 
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Capítulo 6 

A Transformação de Dualidade 

Por transformação de dualidade entendemos o estudo de modelos duais ao 
ViIlain, os quais são obtidos por transformações de Fourier nas variáveis 
angulares da função de partição (5,6): 

Z = f" DOrr L Fn(O,(x) - O,(x))e-,!!,(O,(xl-O/+,j>ll 
--;; x,t m{x,t) 

onde Fn(O) é dado em (5,7), e V é aiuda da forma co-seno, 
A rede dual é construída pelo deslocamento dos sítios da rede original por 
metade do espaçamento de rede em todas as direções simultaneamente. 
Consideramos o modelo em uma caixa retangular A com condições livres 
de contorno em fiA. A cada par de vizinhos mais próximos {(Xl t)(x'! t')} 
associamos funções com período 2r., 

6.1 Transformada de Fourier 

Partimos da função de partição como obtida no capítulo anterior, e reprc~ 


sentamOS tanto F'(I(O) quanto o potencial pelas respectivas transformadas de 

Fourier. 

Os coeficientes da transformada de Fourier dc Fn(O) têm a forma original da 

parte cinética da interação, a única altcração é que a variável agora não é 

mais Pl mas um bom! (pares de vizinhos mais próximos) k~,t: 


Fn(k""t) = e_flf(~...:) (6.1) 
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Já para o potencial admitiremos a seguinte expansão 

(e-.B\'(Ol)l/n = L 9n(lx,de11r ,t(O(x,tl -O(x+l,t)) (6.2) 
Ir,tEZ 

kx,t e Ix,1 são variáveis orientadas de bond direcionados de (x,t) a (x,t+l), e 
de (x,t) a (x+l,t) respectivamente. 1 Em teoria de gauge na rede, as variáveis 
fundamentais são definidas sobre bonds. 
Substituimos a expressão acima na função de partição (5.6), resulta 

j 
ir fjf(k:r. t)

ZA = -ir de TI L e--"-·-9n(Ix,l)e'[k:r.,t(O(x,tl-O(X+l,tl)+I:r.,t(O(x,tl-O(x,l+l)l) 

x,L k:r.,t,I:z:,t 

A integral em 8 gera funções deltas: I: gd8(x, t)eIO(x,t)(8:r.k:r.,t+8tl:r.,tl = TI ó(8 k + 8t i)x 

Agora, estabelecemos uma correspondência entre as variáveis de bond e vari­
áveis inteiras definidas no centro de uma curva fechada formada por quatro 
bonds (plaquetas). Isso vai nos permitir eliminar a restrição da soma sobre 
valores das variáveis de bond que aparece devido à condição de divergência 
zero. 
Usamos a versão na rede do lema de Poincaré 

.8.u=0-+u=.8r1> 

onde u é um campo vetorial (1 - form) na rede, e 1J é um (11 - 2) - form, 
ou um campo escalar em 11 = 2. 
Temos 

8u = O, u=8m 

com m um 2-fonn. Então, fazendo m = *1J, 

u = 8m = 8. ri> = .8q, 

Estabelecemos a correspondência nesse novo conjunto de variáveis definidas 
no centro dos sítios da rede dual A' = A + (1/2, 1/2) 

Ix·,,· = q,(x', t') - q,(x' + 1, t') 

kx ·,,· q,(x', t') - q,(x', t' + 1) (6.3) 
~~~--~~~~ 

1Para evitar confusão e salientar o carácter de variável de bond, deveríamos escrever 
k(Z,/)(Z,'+I) e 1(%,1)(%+1,1) A notação ficaria ruim, no entanto. 
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As restrições são satisfeitas automaticamente nessas novas variáveis e, subs­
tit.uindo as expressõcs (6.3) na função de partição acima, obtemos2 

"TI 8118,;)Z A = L... dr/>(x, t)e- " 9n(8,r/» (6.4) 
iPEZ"O" $,e 

onde a sorna é irrestrita sobre as variáveis da rede dual.3 

Para escrever a. função de partição na forma integrai, impomos a condição 
de intcgrabilidade em 4> através de funções deltas: 

z" = j TI{ 2: ó(rf>(x, t) - m(x, t)))dl'f,,(rf» (6.5) 
;r.,i m(x,t} 

onde 
tJf(8;r$r

dl'f,,(<fJl ~ TI dr!>(x, t)e- " 9n(8,rf»
.,' 

A função delta periodizada pode ser expandida em série de Fourier. Isso dá4 

TI{ 2: 8(9(X,I) - m(x,t»)} = 2:<"7>(+,,) (6.6) 
z,t m{:.t,t) qEZ 

oode 
(<fJ,q) = 2: <fJ(l', t)q(x, I) 

.,t 

De forma que 
ZA = j TI{ 2: e,Zr.(,p,Q)}dl'f,,(9) (6.7) 

x,! q(:,t) 

ou 
ZA = jTI(1+2 2: c052lrrf>(x,t)q(x,t»d,uf,'(q,) (6.8) 

x,t q(z,I}€Z 

2Voltamos a usar x e t para representar os sítios da rade dual. 
3Uma prova alternativa é esta: Seja ll:d =: ((lt,h ~k>:,l) clljo divergente ê nulo. Cons­

truímos, a partir de ü::;,t. o vetor v$.i -= (-~k.]f,t,l,,,,/), cujo rotacional é zero. É 
Sémpre possível escolher i! como o gradiente de um campo esc,!\<If M, de modo que 
lll'./ :::::: n(M(x,t) - AI(z + l,t)) e k,r.f ;;;; n(!"f(x,t) - M(x,t + I}}. Como M E ~, com 
<P E Z, temos (6.4) de novo, 

,jQuando d}J.I',J ê uma medida gaussíana com média f e covariânda 11 a substituição da 
sórie de Fourier pela soma sobre m na função de partição, perfazendo a integração em t/J, 
dá a representação de B1anks do gás de Coulomb [14J; Z ;;;; EqEz c,(qJ)e- Hq.ltq). 
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Essa fórmula é uma prescrição para obter a função de partição dado o Ha­
miltoniano. A parte cinética se reproduz na função de partição - apenas seu 
argumento muda de p(x) para 8Ax, t). Quanto ao potencial, toma-se a sua 
transformada de Fourier - alterando-Ihe o argumento de 8 para 8t (x, t). 
O potencial original é de fato uma função da derivada espacial de 8 na rede 
de espaçamento unitário. Após a transformação de dualidade essa função 
passou a depender da derivada da nova variável na direção extra que surgiu 
como decorrência da aplicação da fórmula de Trotter. Isso ocorre porque a 
transformação de dualidade troca bonds horizontais e verticais. 

6.2 	 O Modelo Dual de Villain e a Represen­
tação das Cargas 

Vamos nos restringir ao segundo modelo dado na seção 5.2 - cuja parte 
cinética são funções quadráticas do momento angular -, com a aproximação 
de Villain para o potencial. Para esse modelo, a função de partição é dada 
em (5.8). A transformação de dualidade que leva a (6.8) fornece aqui 

ZA(X) = 	jrH L e'2ITc.,q)}e-iC.,-"'.) (6.9) 
x,t {q(x,t)} 

onde o índice v indica a medida de Villain 

~) -'" (.!.(<J!(xt)_.Cx+ll»2+.!.COC".I) o(r.I+t1(n»,}
flu 'fi = 	e 2 L..:r.1 I' 'J Nn D~d (	 (6.10) 

com Dr/> = I1x,t dr/>(x, t). 

Estamos usando a notação de produto escalar da seção 5.4, com laplaciano 
dado por 

-Ll = ~a;at + ~a;a, 	 (6.11) 

Efetuando a integral Gaussiana (6.10), obtemos a função de partição na 
representação das cargas. Usamos a identidade 

j e'C<!>,q)dp."(t/J) = j e-!Cq,C-"')-'q) II d),(q(x, t)) (6.12) 
x,t 
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onde 
d>.(q) = I: ó(q - 2trm)dq 

mE 

Na representação das cargas a função de partjcão é 

Z = f e-H.,-"'-") TI d>.(q(x, t)) 	 (6.13) 
x,t 

o problema está então mapeado em um problema de cargas interagentes ­
com neutralidade elétrica} geral- através de um potencial de Coulomb, 

6.3 	 Estimativa da Correlação entre Cargas 
Externas 

o resultado desta seção é de mc.lima natureza daquele apresentado sem prova..<; 
na seção 3.3 para a correlação de gases clássicos) mas claro que levando em 
conta os limites a serem tomados. 
Dado o gás de Villain cuja função de partição ê (6.13») colocamos no sistema 
duas carga.:; fracionárias, uma +;;, situada na origem, outra, -ç, situada em 
x. Na presença dessas cargas externas a função de partição passa a ser 

Z'(x) = f e-(IIZ){,,+p{y,tj,-"'-'('A+p(y,I)) TI dÀq(y, t) 
y,1 

onde 
p(y, t) = ç(OyO - .,x)o" 

A função de correlação ê dada por 

c;; (x) = Z-1 f e-(112)6(,,,+p(••I)) TI d>.(q(y, t)) 
y,tl6A 

onde 
E(qA + p(y, t)) = (1/2)(qA + p(y, t), _/1-1 (qA + p(y, t))) 

Podemos escrever a função de correlação COmO 

C;;(x) = f e-(l/'l)IE('A+P(y,1)l-"{Q,\»)d>.'(QA) 
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onde 
dÃ' (qA) = Z- l e-(112JE(q,,j TI dÃ(q(y, t)) 

.!I,tE,',. 

Aplicamos a. desigualdade de Jensen na varíável q para obter 

G1 (x) 2: e-(L/2) J{E{q,t+p(y,t))-E(qA)jd>.' íq,t} 

Expandindo o expoente E(gA + p(y, t)) - E(gA), obtemos 

G},(:c) ~ e-n !2} J;/.\'(qAH{qA,(-.:~,ylp{y,t}}+{p{y,t),(-ll)-lp{y,tm 

Como a nova medida d>" (qA) é simétrica e normalizada j obtemos simples­
mente 

~(x) :2: e-{1/2){P(y,t),(-Ar'p(,.t)) 

Temos 
(p(y, t), (_Ll)-l p(y, t)) = 2('(C(Q, O) - C(x, O)) 

No Apêndice B calculamos exatamente a diferença entre as funções de 
Green acima, obtendo 

[T.i
C(O, O) - C(x, O) - V4,;210 Ixl 

Então 

G~(:c)?: C~e-eV+hlnlxl 

com O< C, < 00. 2 , 

6.4 O Operador de Desordem 

Na seção 6.1 a transformação de dualidade foi aplicada à função de partição 
da forma 

_ V(Q} 

J(8) = F.(O)e " 

onde Fn(O) edada por (5.7), e V(O) foi definida implicitamente por (6.2). 
Passamos, então, à representação da funcao de partição no espaço dual (6.5). 
Note que é também possível obter a função de correlação no espaço dual 
realizando fi transformação de dualidade a uma função convenientemente: 
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escolhida, 

Seja w uma trajetória qualquer de O a x. Se definirmos a função 


fr,,(O) = f(8)exp[-'Xx,ç8] 

onde XXQ = 1 se (Xl y) é um par de vizinhos mais próximos contidos em w, 

orientado de acordo com w, e XXII = O, caso contrário, e a ela aplicarmos a 

transformação de dualidade) vamos obter a função de correlação {ete(Oo--o..,)} 

na representação de sine-Gordon. 

A transformação de dualidade nos )eva às variávejs duais correspondentes a 

(6.4)' 


I", + ÇXxy = <I>(x, t) - <I>(x + 1, t) 

e 
k:., + (Xx, = <I>(x, t) - <I>(x, t + 1) 

A função de correlação (5,9) entre os pontos (11,8) = (0,0) e (11,8') = (iV,O) 
no espaço dual é então dada por 

(e',I'o-Ou» = I: TI e- ,<",;""tg.(Ii,1/'> +{Xxv) (6,14) 
,p:::::{,p(x,t)J x,! 

onde XXII = 1 quando (x, y) é um par ordenado de vizinhos mais próximos 
em A~, dual ao um bond na trajetória w, e Xx,v ;:;:;:; O nos outros casos. 
Tomando a trajetóría w entre os pontos O € N ao longo do eixo XI o valor 
esperado da correlação para o modelo de Villain pode ser posto em função 
do valor esperado do operador de desordem: 

(e'«o,,-o.v) = (DÕN) 

onde D~,\' é o operador de desordem, aqui dado por 

biN(<I» = v(8;,H Ç) 
v(8;,<I» 

com 
v(Ii,") _ e-"1~ ~ 1,,{or,1l ';'(or,I+";)O_'f' _ Ú~,I J - (6.15) 

SDeil\amQs de usar o asteris:(o para indicar as variávEis do espaço dual. 
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e {(x, t) = f,r (x, t) onde f" é definida por 

t = O;f" (x t) = {I, ir 1:'S: x :'S: N, (6.16) 
, O, otherwlse" 

de maneira análoga a (2.4), exceto que agora estamos levando em conta o 
espaçamento § na direção temporal. 
Desenvolvendo (6.15), temos 

bâN(tfo) = e- fieN e-1 L:~I{~(:c,Ol-Q(x,-,j}) 

o valor esperado do operador de desordem é 

(D'(ON ) = in11 ",z(x, t) cos(2Jr\Ó(x, t)q(x, tll]D.x(<b)dl"(\Ó) 
r,I 

= .-;',"INI i 1II1 + z(x, t) c05(211'<I>(x, t)q(", tll]e§{(MdN1dl',(q) 
x,I 

onde usamos que 

(<I>, {J,fN) = LN 
\Ó(x, -<I) - <1>(",,0) 

:1:=1 J 

Efetuamos a translação real rp -+ q)+<T, onde O'(x,t) = 5(-n-' )1l,fN(x,t). 

O motivo dessa escolha vai ficar óbvio adiante. 

Com a mudança de variável, a medida gaussiana muda para 


dl'(<I> +u) = dl',(<I>)e-'IO,-"'"I-H"-"'"\ 

enquanto que 
(q, + u,1l,fN) = (,p,02f'')(I1,O,r) 

Com a translação escolhida, o termo -(f/J, -6.a) da medida cancelasse a 
exponencial de <t> no integrando do valor esperado: 

-(.p,-na) + ~('ÍJ,1l,f") = O 

Quanto ao termo que sobra na medida gaussiana: 

<I( ) JE, ( N-2 f7, -na = - 2J u,ihf ) 
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Combinado com o fator da exponencial obtemos 

(D5N) = e-beINI+J;«,8,jNJ / II{l+z(x, t) cos[2,,(I/>(x, t)+a(x, t))q(x, t)]}dJl.(tI» 
x,t 

Mas 

6{
2J(u,Ô,jN) 

Ji;
2J:E "(:l:, t)(Ôzr)(x, t) 

x,L 

óç~u(x,-Ó)-(T(X,O)
-,t..., /j
2J x'.."l 

(6.11) 

Temos 

O'(x, t) = ~:EC(x ­ 11, t ­ s)(ô,dN)(y, s) 
v" 

ÇlN
J1, :E(C(x ­ y, t +<5) - C(x ­ 11, ti) 

)FI 

Logo: 

,,(x, -6) - u(x, O) = ; ~ I:(2C(x - 11, O) - C(a; - y,J) - C(X - y, -6» 
y:::::.l 

Substituindo a diferença acima em (6.17), obtemos 

~;(", 8,JN) = ~;: I: ;, (2C(", - y, O) - C(x - y, -6) - C(x - y, 6» 
%,y:::;l 

Usando que (6.11). podemos escrever 

M. 61;'2/a,Ôzr) - "2"j,{JN 
J N 

+ T:E (C (x - 11 + 1,0) - 2C(x - y,O) + C(X -11- 1,0))\ 
;r,y=l 

A soma acima se reduz à diferença entre os dois pontos x-I; N: 

:;(a,Ôz!"J = ~~ (JN - 2;(C(0,0) - CtN, O)J} 
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Finalmente, 
(DÕN) = eG(NIZ(,,) 

onde G(N) é a contribuição de ondas de spin ao valor esperado do operador 
de desordem: 

G(N) = - ~~ (C(O, O) - C(N, O)) 

e 

Z(,,) = J11[1 + z(x, t) cos(21f(q)(x, t) + ,,(x, t»q(x, t))]dll.(q)) (6.18) 
x,t 

6.4.1 Comentários 

Partindo da fórmula (6.18), gostaríamos de derivar uma expressão para a 
função de partição como combinação convexa de estados que descrevem gáses 
diluídos de multipolos neutros, com a qual poderíamos estimar o valor espe­
rado do operador de desordem. Como vimos no Capítulo 4, cada passo do 
processo consiste em construir ensembles esparsos, o que significa diminuir 
a densidade do gás. Sabemos que uma alteração na densidade provoca uma 
mudança na atividade do gás. No caso, estaremos aumentando a atividade. 
Esse é o custo entrópico do processo. Por outro lado, para que a medida 
de probabilidade na variável cP seja positiva, a atividade do gás não poderá 
ser maior do que 1. Logo o custo entrópico é compensado pela extração da 
auto-energia das cargas de cada ensemble, a qual tem de superar o aumento 
de entropia resultante do agrupamento de cargas em blocos esparsos. 
É justamente aqui que o processo falha para o gás de Villain obtido acima. 
Uma translação complexa cP -7 cP + za na variável de integração em Z(a) 
altera a medida para 

d/lv(cP + za) = d/lv(cP)e-,~(~,-lla)e-%(a,-L\a) 

e a exponencial para 
el(<i'>+I,q) = el(<i'>,q)-(a,qj 

Assim 

Z(,,) = e-E(ol JIII1 + z(x, t) cos(21rq(x, t)(q)(x, t) + ,,(x, t»)]dll.(q) 
x,t 
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onde 

E(a) = -(a, q) + ! 1It.II(a, al· 

A ma.ximização de E(a) em relação a a leva ao valor ótimo desse parâmetro 

a= nPIlt.1I q, 

para o qual 
pJ

E(a) = 2n (q,q) 

onde fizemos IIÁII = :H*)'.
)J"o caso gaussiano o fator de decaimento é exatamente a função de Green do 
laplacíano calculada em (O, O), A dependência em n é 

f",l~ I ~ fi. 
0(0, O) = -n'l~ ti' + q' ~ fi 

Esse fator não gera nenhum decaimento. 
Já o custo entrôpico de formação de blocos cresce com n, Isso provêm do 
cálculo do número de ponto..ll em um bloco de lado L em um plano cujo 
espaçamento é ullitário na direção horizontal e vale /J/n na direção vertical. 
O número de pontos no interior do bloco é simplesmente 

n_L' 
P 

Logo, para que o método empregado no capítulo 4 seja funcional, é ne­
cessário que a competição cnergia~entropia se realize favoravelmente da se­
guinte forma 

~L'e-~I',') < I 

para algum J suficientemente grande) porém independente de n j o que não 
acontece aqui. 

82 




6.5 Conclusão 

Vale aqui um cometário sobre a utilização da expansão de cluster para obter 
estimativas de correlação e provar a transição de fase de Kosterlitz-Thouless 
em outros modelos além do gás de dipolos. 
Primeiramente nos parece razoável repetir os resultados existentes para os 
gases de Coulomb, a fim de nos assegurarmos do método. É claro que nesses 
gases também chegaremos a uma expressão do tipo (3.20) para a função que 
deverá ser expandida. No capítulo 3 essa função envolvia o termo real 'Yn(j). 
Nos gases de Coulomb podemos ter funções reais ou imaginárias, dependendo 
da escolha da própria função de partição ou do operador de desordem para 
o cálculo do valor esperado da correlação. 
A maior diferença, porém, está relacionada com as cargas dos gases de Cou­
10mb, especialmente as do gás de Villain, que podem assumir qualquer valor. 
Isso afetará as estimativas (3.13), (3.14) que nos dipolos são bem simples 
por envolver a diferença entre as funções de Green calculadas em dois pontos 
apenas x e x + L, onde L é o comprimento do dipolo. Nos gases de Coulomb 
teremos a interação entre todos os pontos da rede. 
Quanto à busca de novos resultados, ainda recentemente ficamos sabendo da 
proposta de T. Spencer de provar a transição de fase de Kosterlitz-Thouless 
em uma versão dos modelos s-o-s. A transição de fase no modelo s-o-s foi pro­
vada pelo próprio Spencer com os métodos expostos nesta tese. Nessa versão 
do modelo a função de partição na representação de sine-Gordon a medida 
é função de cP, mas essa variável é restrita de modo a só poder dar saltos 
uni~ários entre sítios. Achamos que a utilização da representação das cargas 
pode ser proveitosa aqui, visto que na sine-Gordon, nem mesmo Spencer tem 
uma pista de como proceder. 
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Apêndice A 

A Desigualdade Eletrostática 

Obter a desigualdade eletrostática é um simples exercício de completar qua­
drados no peso de Gibbs. Vamos demonstrá-la para o ca..~ restrito de trans­
formação de cargas. Assim, seja U um subconjunto de cargas do gás a que 
aplicaremos a deslocamento 

1 
'lA = qA + iiil(XuIJA) 

onde 
lseUEU 

XIl= { OsettEU 

Por substituição direta 
1 1

(q:.,(-il)-'qA) = (qA + iiilXuIJA' (-.6.)-lqA + iiilXuqA) 

(qA, (-.6.)-'QA) + ã<XUqA' -XuqA) 

+ ã(.6.XuQA' (-.6.)-lXuQA) + :4 (.6.XuQA, XuqA). 

Agrupando os termos iguais 

1 1 
(ÇA, (-.6.t 1g,,) = (q~\, (_.6.)-1 q~,) + 4(Xuq", -X.qA) - G4 (.6.XuQA, XuqA). 

A desigualdade surge quando aproximamos o Laplaciano aplicado à carga 
pela própria carga, usando que JA I = 8 

1 1 
(q", (-il)-lqA ) 2 (q'A, (-il)-Iq~,) + 4(XuQA, -XuqA) - 64 8(XuQA, XuQA). 
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Apêndice B 

A Função de Green 

A função de Green (5.11) para os fatores, obtida na seção 5.4, com todos os 
parâmetros (N, n, (J) explicitos, foi 

1 1 el(px+qt) 

C(x, t) = 1 -{3 L 2 2cosp + 2 2c~sqó (B.1)n l\r , 

p,q I J6 2 

com Ó={3/n e 
211" 

2N + 1mJ, -N ::; mr S; NP = 

211" n n -- < m, <­q = 73m2' 2 - - 2 

Para obter a função de Green no limite do contínuo, devemos fazer N ---* co, 

depois n --t 00, e por fim tomar fi --t 00. A ordem dos dois últimos limites é 

consequência da fórmula de Trotter. 

Quando N -+ 00, (B.1) se torna 


- d ~rr/6 el(pz+qt) 

C(x, t) = -11" -2P L 2 2cosp + 2 2c?sq6 . (B.2)
f3 -Ir 1[' q=-rrjó I Jó2 

Em seguida, ao fazermos n --t 00, o que corresponde a Ó --t O, e C(x, t) passa 
a ser dada pela integral 

1 rr dp 00 e,(px+qt) 

C(x, t) = -{3 r_-2 L 2 ''"'F + ,:.J- n Ti q=-oo 1 J 

86 



onde fizemos a aproximação 2 - 2 tOS qc5 ~ q262 . 

Finalmente fazemos f3 -+ 00. Chegamos a 

1 f!' 00 el(p.&+qt)_ 

C(", t) = -, f dpf dq '-2m,. + !C 
I 21f -1t -OI;} I J 

Nossos resultados dependem da diferença C(x, t) - C(O, O). Vamos calculá-Ia 
para o caso particular em que t = Q. Nesse caso a integral em q pode ser facil­
mente calculada pelá substituição de variável q = ({li1)(2 - Úosp) tan O: 

f"" 1 1
dq 2 :2 ("W " ,,2 = 1f.,ff] r;;---f;

-00 __~ + "- " no 

f J 

Temos então 

1 f'" elPll 
- 1cc:>:, O) - C(O, O) = -4m dp ";2 2 .­

'ir -r, - tOS P 

É mais conveniente escrever 

CC:>:, O) _ C(O, O) = !...m r dp cospx -1 (8.3)
21f 10 ";2 2co:, p' 

onde usamos que 2cosx = eX + c-x. 
Para calcular a integral (B.3)) dividimos o intervalo de integração em duas 
partes 

C(x O) _ C(O O) = 2-..;n (' dp cospx - 1 +- !...m/," dp Cúspx - 1 
1 I 21f 10 .J2 2cosp 2r. t J2 2tosp 

A segunda integral pode ser estimada por urna constante independente de x. 
Quanto à primeira íntegral, no intervalo IO~ 1] podemos aproximar 2-2 cos p ~ 
p

., 
_ Logo, 

C(x,O) - C(O,O) ~ !...m t dpcospx - I 
2'iT Ju p 

A mudança de variável e:;;:::; 1)X: leva a (para x> O) 

C(x, O) _ C(O,O) ~.}-m r d{cos Ç -1 
2" lo ç 
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No intervalo [0,1) expandimos cosç -1., -(1/2)('. A contribuição dessa 
região se Íntegra para uma constante. No intexvalo il~ xl usamos integração 
por partes: 

" d(cosç-l = sin{-<I"+/," dçSj~Ç-ç
/,1 ç ç 1 1 Ç2 

É fácil ver que o valor assintótico é 

J 
C(x, O) - C(O, O) '" - [g-, In Ixl

47. 

mesmo quando x < O. 
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