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Eles sempre vém em pares!

(Poltergeist, 1982)
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Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudoi des campos tensoriais antissimétri-
cos em geral e, em particular, do campo tensorial antissimétrico de ordem
dois. Utilizando o método de quantizagao BRST-BFV para teorias re-
dutiveis no formalismo hamiltoniano, mostramos a equivaléncia quantica
do campo tensorial antissimétrico de ordem dois ndo-massivo ao campo
escalar em 4 dimensdes e ao campo vetorial no gauge de Lorentz em 5 di-
mensSes. Também é mostrada a equivaléncia entre as formulagoes de 1°
e 2% ordem do campo tensorial antissimétrico de ordem dois. Por fim, é
efetuada a quantizagdo BRST-BFV de um modelo de particula relativistica
com spin com duas supersimetrias acrescido de um termo de Chern-Simons,
mostrando que a amplitude de transigio obtida equivale & amplitude de
transicdo do “rotacional” de um campo tensorial antissimétrico de ordem
qualquer. O caso massivo também é tratado brevemente.




Abstract

i

In this work, we make a study os ant®¥¥ymmetric tensor fields in general,
and, in particular, of the antisymmetric tensor field of order two. Using the
BRST-BFV quantization method for reducible theories in the Hamiltonian
formalism, we show the quantum equivalence of the massless antisymmet-
ric tensor field of order two to the scalar field in 4 dimensions, and to the
vector field in the Lorentz gauge in 5 dimensions. It is also shown the
quantum equivalence between the 1% and 2" order formulations for the
antisymmetric tensor field of order two. Finally, it is made the BRST-BFV
quantization of a model of relativistic spinning particle with two supersym-
metries with a Chern-Simons term, showing that the transition amplitude
obtained is equivalent to the transition amplitude for the field strentgh of
an antisymmetric tensor field of any order. The massive case is also treated
in brief.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

A fisica contemporanea vive em compasso de espera. Apds ter tido duas
de suas maiores revolugdes no inicio do século: a relatividade geral e a
mecénica quantica, ela vem esperando por uma outra, que unifique essas
duas teorias. Mas o caminho para ela mostrou-se nao ser facil.

A relatividade geral trata do enorme, das grandes massas, descrevendo-
as em termos de curvaturas do espago-tempo. Sua linguagem é a dos ten-
sores € da geometria. A mecanica quéntica trata do microscépico, das
particulas, descrevendo-as como campos no espago. Sua linguagem ¢ a dos
espagos vetoriais e da dlgebra. Como, entao, unifica-las?

Este final de século tem assistido a muitas tentativas. Procura-se es-
crever os campos em termos de curvaturas de espago-tempos de dimensdes
maiores, ou entio tenta-se aplicar os métodos da teoria quantica de campos,
vitoriosa na eletrodinamica e na teoria da forga fraca, a gravitagao. Outras
teorias utilizam ferramentas matematicas mais pesadas como a geometria
diferencial e outras, como as de supercordas, generalizam o conceito de
particula.

Pois bem, a eletrodinamica, a mais bem sucedida das teorias que se tem
hoje, é baseada em um potencial cujo rotacional é um tensor antissimétrico.
As teorias de supercordas e de gravitagio estendida fazem uso de um tensor




antissimétrico de ordem dois, o estudo da constante cosmolégica sob o ponto
de vista da fisica de particulas utiliza um tensor antissimétrico de ordem
trés e a geometria diferencial, a arma matematica da fisica moderna, é
baseada nas formas, que sdao objetos antissimétricos.

O propdsito desta dissertagdo é fazer um estudo dos campos tensori-
ais antissimétricos, sobretudo do campo tensorial antissimétrico de ordem
dois, pesquisando a sua equivaléncia a outros campos e a sua quantizagao
através da integral de trajetéria. Por ser uma teoria que apresenta vinculos,
e por essses vinculos ndo serem linearmente independentes, sua integragao
funcional nos faz recorrer a formalismos recentes, como o é o formalismo
BRST-BFV para sistemas redutiveis. Também é estudado um modelo de
particula proposto recentemente que se revela equivalente a campos tenso-
riais antissimétricos de ordem qualquer.

Comegaremos fazendo uma revisao do formalismo cléssico para teorias
que apresentam vinculos (capitulo 2), pgiészindo depois para o formalismo
qué ntico para essas teorias via integral de trajetéria (capitulo 3). E também
mostrado o método BRST-BFV para o formalismo hamiltoniano de sis-
temas irredutiveis e redutiveis (capitulo 4).

Apés essa revisdo, passa-se ao estudo do campo tensorial antissimétrico
de ordem dois, de sua quantizagao via integral de trajetéria e de sua
equivaléncia ao campo escalar e ao campo vetorial néo-massivos? (capitulo
5). Também é mostrada (capitulo 6) a equivaléncia entre duas formulagoes
para o tensor antissimétrico. No capitulo 7, é introduzido o modelo de
particula para campos tensoriais antissimétricos e é mostrada a equivaléncia
entre as duas teorias usando a integral de trajetérial4l,

Cada capitulo contém uma breve introdugéao onde estdo indicados os
topicos de que ele trata e referéncias.




Capitulo 2

DINAMICA CLASS;[CA DE
SISTEMAS COM VINCULOS

ol

Neste capitulo, fazemos uma exposi¢do da mecanica classica de sistemas
que apresentam vinculos , que foi desenvolvida em trabalhos de Dirac,
Bergmann, Anderson e outros autores!). Na primeira parte, tratamos
brevemente do caso de sistemas com um ntimero finito de graus de liberdade
(particulas), passando, logo em seguida, & descrigéo de sistemas com infini-
tos graus de liberdade (campos), onde introduzimos a idéia de vinculos e
sua classificagdo segundo Dirac. Também apresentamos o procedimento de
Dirac para a eliminagéo dos vinculos de 2° classe e 0 método da introdugio
de vinculos extras como fixadores das transformagdes de gauge geradas
pelos vinculos de 1% classe. Na parte trés, desenvolvemos uma mecanica
cldssica para varidveis de Grassmannl®, com a intenc¢io de generalizar al-
guns conceitos vistos na sessdo anterior. Exposigbes mais detalhadas podem
ser encontradas nas rcferéncias listadas em [3].




2.1 Particulas

Vamos considerar um sistema com um ndmero finito de graus de liberdade
cuja dindmica pode ser deduzida da acdo

t2 .
S = / dt L(¢', ', 1) (2.1)
131
onde L é uma fung¢ido chamada lagrangiana que depende das coordenadas
generalizadas ¢' (i=1,...,n), das velocidades generalizadas dadas por
g @
q dt 3&.’21 5

e do tempo t. Todas essas varidveis comutam entre si (¢'¢’ = ¢’¢*).
Efetuando a primeira variagio da acgdo com relagdo as varidveis acima,
obtemos:

t
oL doL\ _ , OL_.

t2
. dt - — ——— 1 6¢" + =0
A (3(]‘ dt 6q’> T8¢
De acordo com o principio de minima agéo, as trajetorias classicas sao
pontos estacionarios da agdo. Portanto, para as trajetorias classicas, de-

ty

vemos ter §S = 0. Fazendo isso e mantendo os extremos fixos, isto é,
considerando 8¢'(t;) = 6¢'(t;) = 0, obtemos as chamadas equagbes de
Euler-Lagrange:
0L dOoL _ (2.2)
O¢t  dtd§ '
Tomando a diferencial da lagrangiana L, temos
oL oL . OL,6, OL oL | oL . [ OL
dL = —dt+ —=dq'+ —=d¢' = - dt -dq' +-d ¢ -qd'd| 7| =
5t T gt T gt T g M g e (aqtq) e (aq-)
oL oL oL .. ., (OL
—=d|==¢-L)|=—-—Fdt — —=d¢'+¢'d| =] . 2.3
(G0 -) =G g via(5) - e




Vamos definir os momentos canonicamente conjugados a ¢'

oL
= 2.4
Pi= 50 (2.4)
e a hamiltoniana canoénica, dada por
Ho=pg -L . (2.5)
Fazendo as substituigdes em (2.3)
oL oL , ;. .
dH = ——dt — -—dq' + ¢'dp;
i o q + qap;

Da equagdo acima, vemos que, pard que a hamiltoniana nao tenha de-
pendéncia nas velocidades ¢, é necessérid ‘quc essas velocidades possam ser
expressas em termos das coordenadas ¢' e dos momentos p;.

Derivando (2.4) em relagdo as velocidades, obtemos

Op;
¢’

=W , (2-6)

onde W;; sao os elementos da matriz nxn ||W;;||, que chamamos de hessiano
e que sao dados por
0L
5 og0q
Da relagio (2.6), podemos ver que sé haverd uma relagiao tnica entre
cada par (¢, p') se a matriz ||W;;]|| for invertivel, ou seja

2.7)

det [[Wi;]| #0 . (2.8)

Caso a condi¢do acima seja obedecida, o sistema é chamado regular.
No entanto, caso tenhamos det |[|W;;|| = 0, temos um sistema chamado
singular, onde existird um nimero m de velocidades ¢* que néo podem ser
expressas em termos das coordenadas e dos momentos.

Antes de continuarmos esta exposigio sobre sistemas singulares, pas-
saremos para a discussao do caso dos campos, onde poderemos tratar o
problema de uma forma mais geral.




| 2.2 Campos

Definimos, agora, a a¢ido como o funcional dado por

S = Sled = [ dt Liga 0 | (2.9)

onde L é a lagrangiana, que é uma fun¢éo das fung¢des do espago-tempo
¢i(z,), que chamaremos de campos e de suas derivadas 9,¢(z,). Na nossa
notagao,

Op; :
aﬂ‘pi:a:‘ ; ﬂ':]ﬂ'aD ; t=L...,n,
onde D é o ntmero de dimensdes do épacgo-tempo em questdo e n é o
nimero de campos da teoria. E importante salientar que podemos ter
campos com outros {ndices de Lorentz (exs. ¢, A,, B,,), para os quais os
resultados aqui obtidos se aplicam de marneira semelhante.

Definimos, agora, a densidade lagrangiana por

L= /dD-lx c, (2.10)

onde estamos integrando somente sobre as dimensoes espaciais.
Podemos, entdo, escrever (2.9) como

S = / dPz L .
Fazendo a primeira variagio da ag8o, chegamos a

. [oc  oc -
§S = /d [ +a(au¢)5(a"“°‘)]“

- [ = (57 gy | Bt [ 42 Ed

Utilizando o teorema de Gauss, podemos escrever o scgundo termo da
equagdo acima como

oL
Jode Gaiem

10




onde a integragédo é sobre uma superficie que envolva o volume de integragio
e que pode ser posta no infinito. Considerando campos cujas variagdes se
anulam nessa superficie (¢;|s = 0), temos, entdo,

oc oL
D _ :
6S = /d kp la% 6“6(3,‘905) dp; .

Novamente, o principio de minima agao implica em

oc oc

6S=0=>%;—6

—_— =0 2.11
"B (211
que sdo as equagoes de Euler-Lagrange generalizadas para campos.
Também aqui podemos definir os momentos canonicamente conjugados
a0s campos @; como

7l'u' = ’a??{u ' (2.12)
e a densidade hamiltoniana canénica por
Ho=7'pi — L . (2.13)

A hamiltoniana candnica sera, entéo,
H, = / dPle H, . (2.14)

Escrevendo a acao em termos da densidade hamiltoniana candnica e
variando em relagao a ¢' e ;, temos

S = [dPz (w'pi = M) = [dPa (—ipi—He) |

onde as integrais acima diferem apenas por termos de superficie.
A variagio da agdo fica, agora,

. OH. ; . OH :
55:/(1% i 22 ) o 4 (i - 222 ) bt
' ort
Pelo principio de minima agéo , as trajetorias classicas sao pontos esta-
cionarios da agao e devemos ter 6S = 0, o que nos leva as equagdes de

Hamilton
. OH. ) OH,

Y = 67!" y Ty = a‘Pl. (2.15)

11




Vamos, agora, estudar o desenvolvimento no tempo de uma fungéo qual-
quer dos campos, dos momentos e do tempo (chamaremos, daqui em diante,
essas variaveis de varidveis do espago de fase)

PR d 0A 0A
A(‘P,ﬂ'i,)_aA-i--g“ +'é“";7r

Utilizando as equagoes de Hamilton, temos

0A OAOH. OAOH.

A=_5t—+5tp_.-67r‘ on; Oyt

Os parénteses de Poisson siao dados por

0A OB O0A OB
- D-1!
{A((P;,ﬂ' t), B(QO,,W t)} = /d (359' 371'. 371', a‘P ) ; (2.164a)

onde os campos devem encontrar-se no mesmo instante de tempo.
Para o caso de particulas, os parénteses de Poisson sdo definidos como

: , of 99 0 3

Em termos dos parénteses de Poisson, a evolugdo temporal de uma
fungéo do espago de fase pode ser expressa por

A= %é +{A,H} . (2.17)

As equagdes de Hamilton ficam

wYi = {‘Pi’Hc} ) 7.1',' = {Wich} .
Também no caso dos campos, podemos generalizar o conceito de Hes-

0L
WE = . — 2.18
! 3(6“30')3(6,,90-7) ( )

Particularmente, para p =v =10

62L 671‘
00 L

siano

12




g,

Vemos que s6 se pode escrever as “velocidades” ¢' em termos dos mo-
mentos m; se tivermos

det |[W)| #0 . (2.20)

Caso a equagio acima seja obedecida, teremos um sistema regular em
que todas as velocidades ¢* podem ser expressas em termos dos campos ¢*
e dos momentos ;. Caso isso nio ocorra, teremos m (m < n) velocidades
¢! que nio podem ser expressas em termos dos campos e dos momentos.

Para um sistema em que det |[[W°|| = 0, podemos escalonar a matriz
||W||, obtendo algumas linhas inteiramente compostas por zeros. O efeito
desse escalonamento é que, no lado direito de (2.19), néo temos mais as
derivadas dos momentos em relagdo as velocidades, mas sim as derivadas
de uma combinagio linear dos campos, momentos, das velocidades e das
derivadas espaciais dessas varidveis que chamaremos de

gk = g(¢', ', mi, i, 05, B5m)

onde i,k =1,...,n (n é o nimero de campos) e j =1,...,(D—1) (D éo
nimero de dimensoes do espago-tempo).

Caso escrevamos todas as velocidades que podem ser expressas apenas
em termos dos campos, dos momentos e suas derivadas espaciais em termos
dessas varidveis, teremos uma fun¢do do tipo

fr = fu(¢', 1y @', 05", 057, 8;¢")

ondel=1,...,m.
A eq. (2.19) fica, entdo,

0 500
CERLE

=500, )
onde |[W;|| ¢ a matriz escalonada.
Para sistemas com vinculos, existirdo m linhas nulas

0
5;;f1=0

Vemos, da equagdo acima, que as fungdes f; ndo dependem das veloci-
dades e, portanto, sio fungdes apenas dos campos, dos momentos e de suas
derivadas espaciais

fi = fil', i, 85°,0;m;)

13




Isolando os momentos relativos as linhas ! em func¢do das outras varia-
veis, temos

™ = hi(*, i, Op', 05m;)

e definimos . ‘
¢ = m — hi(', 7, 05", 057;) .

Chamamos as funcées ¢; de vinculos de 1* ordem, pois elas estabelecem
relagdes entre alguns momentos e outras varidveis, definindo um subespago
', no espago de fase I' onde os vinculos sdao nulos. Podemos, entao, esta-
belecer a notagéo (introduzida por Dirac) de sinal de igualdade fraca “~”.
Esse sinal indica que as grandezas relacionadas por ele s6 sdo iguais no
subespago I', do espaco de fase. Podemos, entao, escrever

b0 (2.21)

gl

indicando que os vinculos sdo nulos no subespaco I',, mas que fora dele séao

consideradas variaveis ndo nulas utilizando o sinal de igualdade fraca.
Como os vinculos sdo nulos no espago de fase fisico, a hamiltoniana

candnica fica determinada a menos de fatores que dependem dos vinculos

HI :Hc+tl¢l ’

onde t; sdo quaisquer fungdes do tipo #(¢*, m;, 8%, 8;m;).

As equagdes de Hamilton podem ser deduzidas mediante a condigao de
que =0, I=1,...,m.

A fim de eliminar essa condigdo, vamos introduzir novas variaveis cha-
madas multiplicadores de Lagrange (A;) que devem depender apenas das
coordenadas do espago-tempo. A agdo com o espago de fase extendido fica

S = / P (n'gi — He — Noy)
A condigio de que S seja estaciondria implica nas seguintes equagoes
' = {p", M} + Mg, &1}
iy = {mi, He} + A {mi, &1}

¢1=0

14




Portanto, as condigdes de vinculo sédo obtidas do principio variacional

nessa formulagao.
Definindo a densidade hamiltoniana canénica primaria como

Hy, = Ho+ Noi (2.22)

temos que

Sbi = {‘Pi’HP} , W= {7!',',7'(,,} 2 (2'23)

Uma exigéncia que se impde sobre os vinculos é a de que eles per-
manecam ao menos fracamente nulos com o decorrer do tempo. Essa
condi¢io (chamada de condigio de consisténcia dos vinculos ) implica em
que

$i 0= {¢, H,} ~0=> {1, He} + M {d1, 4} = 0

A equagio acima tem trés tipos de sofiigio: a) {¢i, H,} = 0, b) solugdes
que envolvem os A\* ou c) solugdes que néo envolvem os Ak, Vamos a uma
breve discussiao dessas solugoes.

Tipo a: essas solugdes ndo impdem nenhuma relagéo entre as varidveis
do espago de fase.

Tipo b: essas solugdes impdem relagdes que definem alguns dos multi-
plicadores de Lagrange. Estes devem ser substituidos na densidade hamil-
toniana primdria para assegurar a consisténcia dos vinculos de 17 ordem.

Tipo c: esse tipo de solugdo estabelece relagdes extras entre as varidveis
do espago de fase que chamaremos de vinculos de 2% ordem, que serdo
representados por

¢ =0, (2.24)

r=1,...,(n% de vinculos de 2" ordem).

A fim de preservar as equagoes de movimento, devemos introduzir novos
multiplicadores de Lagrange para esses vinculos . Seguindo o procedimento
usado com os vinculos de 1? ordem, introduzimos a densidade hamiltoniana
secundaria

H, =H, + N +a"¢ |

A evolucéo temporal de uma fungéo A qualquer do espago de fase ficara,
entao,

. OA
A=E+Mmy
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Aplicando a condigdo de consisténcia para os vinculos de 2% ordem,
poderemos ainda obter mais relagbes que determinem mais multiplicadores
de Lagrange ou que exijam mais vinculos. Esse procedimento tem que ser
repetido até que todas as solugdes sejam do tipo a.

De agora em diante, ndo faremos mais distin¢éo entre vinculos de g Tp"
2% 3% ou n-ésima ordem. A densidade hamiltoniana obtida no final desse
processo é chamada de densidade hamiltoniana estendida

H, = H, + N¢s (2.25a)

onde s =1,...,v (v é o nimero total de vinculos).
Alguns autores preferem trabalhar com a densidade hamiltoniana total,
que s6 contém os vinculos de 1* ordem

My = Mo+ Ny, (2.25b)

onde !l = 1,... ,(ntimero total de vinculos de 1% ordem).

Existem obje¢oes [ quanto ao uso da hamiltoniana estendida, baseadas
no fato de que as equagdes de movimento obtidas a partir de H, ndo sao es-
tritamente equivalentes as equagdes de Euler-Lagrange. Advoga-se, entao,
o uso da hamiltoniana total, que fornece as equagdes de movimento dese-
jadas. No entanto, ndo vamos nos aprofundar nessa discusséo, pois tanto a
hamiltoniana estendida quanto a total fornecem a mesma evolugao tempo-
ral para uma funcio do espago de fase quando consideramos as condigoes
de vinculo 17

{AvHC} ~ {AaHt} ~ {AaHe} )

A evolucao temporal de uma fungao qualquer do espago de fase em
termos da densidade hamiltoniana estendida ¢ dada por
. 0A .
A= ‘a? + {A, Hc} i A {A7 ¢s} : (226)
Séo chamados de vinculos de 1% classe os vinculos que tém parénteses de
Poisson fracamente nulos com todos os outros vinculos da teoria e vinculos
de 2% classe, os vinculos que nio gozam dessa propriedade.
Passaremos, agora, a representar os ¢ vinculos de 2% classe de uma teoria,
que tem n vinculos como xx (k = 1,...,t), sendo que os vinculos de 1°
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classe continuardo a ser representados por ¢; (¢ = 1,...,v —t). Temos,
entao

{¢i, i} = {di xx} = 0 (2.27a)
{xexi}#0 . (2.27b)

~ . ’ a
Vamos representar os parénteses de Poisson dos vinculos de 2+ classe
como uma matriz ¢ X ¢ cujos elementos sdo dados por

{xmxi} =My , klI=1,...,t (2.28)

det |[My|| #0 .

Se o determinante da matriz || My|| for nulo, entdo teremos combinagoes
. ’ a ~ ’ a
lineares de vinculos de 2% classe que serdo vinculos de 1° classe. Isso pode
. . e
ser visto facilmente escalonando a matriz ||Myl|, obtendo
P

{Gk,Gl} = —-M_kl )

onde ||MHI| é a matriz escalonada e os Gj sdo combinagoes lineares dos
vinculos de 2% classe e de suas derivadas espaciais.

Se det ||M;;|| = 0, entao existirdo linhas nulas na matriz |[My]]. Tere-
mos, entdo, para os valores de k cujas linhas sdo nulas

{G.,G} =0 , r=1,...,(n% delinhas nulas) .

Pela definigao de vinculos de 1% e 2% classe, vemos que as combinagdes
lineares de vinculos de 2% classc dadas pelos G, sao vinculos de 1% classe.
Isso pode ocorrer em algumas teorias. Nesse caso, deve-se tomar os G,
como vinculos de 1° classe. Por isso, devemos introduzir na definigao de
vinculos de 2% classe que nenhuma combinagao linear destes podera ser um
vinculo de 17 classe.

Vamos, agora, mostrar que o nimero de multiplicadores de Lagrange
que podem ser determinados usando as condigdes de consisténcia dos vin-
culos é igual ao niimero dv vinculos de 2% classe. A densidade hamiltoniana
estendida pode ser escrita como

H, =H.+Ngi+afxx , i=1,...,0—-t e k=1,...,t , (2.29)

’ ’ ” ’ a
onde v é o ntimero total de vinculos e t é o niimero de vinculos de 2+ classe.
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o o~ . -~ . a 2 . .
A condigao de consisténcia para vinculos de 1- e 2 classe implica em

¢ =0= {¢;,H} 0= {$i, Hc} = 0

X'k =0= {Xk,He} ~0= {Xka Hc} + aj{XkaXJ'} ~ 0=
= {x0, He} + &’ My; = 0 = aj & —M3 {x", Mo} . (2.30)

Portanto, os multiplicadores de Lagrange que podem ser determinados
por meio da condi¢do de consisténcia dos vinculos sio somente aqueles
relativos aos vinculos de 2° classe (note a condigio det || My;|| # 0 imposta
pela existéncia da inversa da matriz ||Mj;||). Separando os vinculos de 1-
e 2% classe, temos para a eq. (2.26) a forma

. OA )
A= S0 AR+ N4, 8) + o {4, 0} (2.31)
Substituindo os multiplicadores de Lagrange o*
An I L LAHY + N4, 6 — {A X IME 0 H 2.32
Nat+{ ) C}+ {,¢|}_{’X} kj{Xa c}' ( )

Podemos, agora, introduzir os parénteses de Dirac, definidos por
{A,B}p = {4, B} — {A, ' }M;! {x*,B} , (2.33)
em termos dos quais a eq. (2.32) fica

. O0A .
Ar N +{A,H:}p + N{A4, ¢} . (2.34)
Os parénteses de Dirac de uma fun¢io qualquer do espago de fase com
vinculos de 2° classe sdo dados por

{A, Xk}D = {A’Xk} - {A7XT}A4r:1{XS7Xk} =0 .

Portanto, vemos que os parénteses de Dirac de qualquer fung¢ao do
espago de fase com vinculos de 2° classe sdo fortemente iguais a zero, isto
é, sao zero em todo o espago de fase. Isso nos torna possivel igualar os
vinculos de 2% classe a zero antes mesmo de computar os parénteses de
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Dirac, eliminando, assim, t varidveis da teoria (t é o nimero de vinculos de
a -~ 3
2% classe). Podemos, entao, escrever (2.34) na forma de igualdade forte

|04
T ot

De acordo com a eq. (2.35), a evolugao temporal de uma fungao de-
pende de termos nao determinados (os multiplicadores de Lagrange dos
vinculos de 1% classe). E razoavel imaginar que um observavel fisico nao
deva depender desses termos indeterminados. Isso implica em que, para
um observavel fisico O,

+ {Aa HC}D + Ai{A, ¢g} . (235)

{0,¢i}p=0 .

Vemos, entao, que os observiveis sdo invariantes por uma mudanga
de multiplicadores de Lagrange. Isso pode ser interpretado como uma in-
variancia dos observaveis por transformacdes geradas pelos vinculos, que
pode ser relacionada as transformagdes de gauge em teorias de campos.
Esse assunto ¢ discutido na Apéndice A (sessdo A.1), onde também sao
fornecidas referéncias.

Para fixar um valor para esses multiplicadores de Lagrange introduzimos
na teoria mais vinculos (tantos quantos forem os vinculos de 17 classe) com
seus respectivos multiplicadores de Lagrange. A intengdo é impor condigoes
extras sobre a teoria que fixem os valores dos multiplicadores de Lagrange
associados aos vinculos de 1° classe. Do ponto de vista das teorias de gauge,
esses vinculos adicionais fazem o papel das condicdes fixadoras de gauge.

Temos, entao, uma densidade hamiltoniana (que chamaremos de densi-

dade hamiltoniana fisica) dada por
%f:Hc+)\i¢i+pi'¢)i ’ i:]-a"-av—t )

onde os 1; sdo chamados de vinculos fixadores de gauge e os p' sao 0s

seus respectivos multiplicadores de Lagrange. Aplicando a condigdo de
. ~ . ’ « e o a

consisténcia para os vinculos iniciais de 1- classe, temos

bi 0 0 = {¢i, He}p + P {6, %i}p ~ 0

Definimos, agora, a matriz cujos elementos sao dados por
Ni; = {¢i ¥5}p = — {5 ¢ilp
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e exigimos que det ||N;;|| # 0.
Podemos, entdao, determinar os multiplicadores de Lagrange associados
aos novos vinculos ¥;

p; = —NJ;I {¢"v HC}D

Aplicando, agora, a condigiao de consisténcia para os vinculos fixadores
de gauge, podemos também determinar os multiplicadores de Lagrange dos
vinculos iniciais

i = 0 => {1, Help + N {%i, 65} p + P {¥i,%;}p % 0 =
- /\J ~ -—Nﬁl{zﬁich}D + NJTEINIZI{(bk’HC}D{"/)""/)I}D *

A evolugdo temporal de uma fungéiqﬂqu_alquer do espago de fase fica,
agora, 4

. OA . ,
Am ZE—{4,6)NG (W, Moot

+{4, $:}p NG N (¢, 9"} p{¢", Help — {4, 4"} NG {¢', Help - (2:36)

Podemos, ent&o, definir novos parénteses de Dirac
{A,B}p = {A,B}p — {4, ¢'}pN;'{¢’, B}p+

+{A4,6'}oN5 N (¢, 4"} p{¢*, Blp — {4, 4 }pN;'{¢', B}p , (2.37)

em termos dos quais a eq. (2.36) fica

. 0A
A=—+{AH})p .
Isso indica que ao adicionarmos vinculos fixadores de gauge sujeitos a
condigdo

det [|{¢:, ¥;}pl| #0 , (2.38)

transformamos os vinculos de 1% classe ¢; em vinculos de 2° classe, que
podem ser eliminados da teoria por meio de parénteses de Dirac adequados.

Com esse procedimento, nés reduzimos o niimero de varidveis fisicas do
espago de fase a 2(n — v), onde n é o nimero inicial de campos e v é o
nimero total de vinculos de 1* classe.
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Algo que n#o chegamos a discutir é o caso em que os vinculos de 1% classe
nio sio linearmente independentes, o que indica que existem relagdes entre
eles que possibilitam escrever alguns desses vinculos em termos dos outros.
Portanto, o niimero real de vinculos da teoria serd um nimero v' < v, e
a dimensdo do espaco de fase fisico é, nesse caso, 2(n — v'). Teorias que
apresentam essa caracteristica sao chamados sistemas redutiveis, e serao
discutidas no capitulo 4.

ol
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2.3 Variaveis de Grassmann

Variaveis de Grassmann sdo variaveis que anticomutam, ou seja,
09’ = -66" . (2.39)

Elas sio muito tteis na descrigio clissica de particulas com spinf? e,
como serao utilizadas mais tarde, merecerdo uma breve descrigdo de seu
formalismo a nivel classico. N&o trataremos aqui do problema de cam-
pos anticomutantes, mas os resultados aqui obtidos podem ser facilmente
extendidos para o caso de campos. f

Para fazer o tratamento do caso de pérticulas, consideramos uma agéo
Sr que depende exclusivamente de varidveis de Grassmann e de suas deriva-
das no tempo. O caso mais geral de uma agao dependendo tanto de variaveis
reais quanto de Grassmann é facilmente tratdavel utilizando o formalismo
que descreveremos aqui em conjunto com o formalismo descrito nas sessoes
anteriores.

Escrevemos a a¢do Sg como

S it Lp(0,6
F—/i;tF(,)’

onde L é a lagrangiana.
Efetuando a variagdo da agdo, obtemos

L 2 aLF ¢ aLF e -_
55F_/n dt (69‘. i+ 59) =

t2

3!

6
Fazendo 8§ Sr = 0 para as trajetérias classicas e mantendo os extremos
fixos [68'(t,) = 86'(t,) = 0], obtemos as equagoes de Euler-Lagrange

o6 ~dioi )0t a5

131

ta .
. (8LF daLp) 591 4 OLF

dLr dOLp
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que séo idénticas as obtidas no caso de varidveis reais. As diferengas
aparecem quando fazemos a mudanga para o formalismo hamiltoniano. De
maneira andloga ao caso das varidveis reais, tomamos a diferencial da la-
grangiana

OLp OLp OLp
dLp = i
F=—7 dt + 36 deé' + % =X d6 =
OLp OLp OLp OLr
—Ldt + ——df — g
a 't e d(ag.a —d{ 25 |0 =
OLp, . OLr ,, OLp 0L
d|——=0'—Lg| = - dt — dé' —6' d .
= ( 96 ) R
A fim de que possamos definir a hamiltoniana canénica da maneira usual
Hc == 7r'.9.,- )_%-/F y
temos que definir os momentos canonicamente conjugados as varigveis 6°
como oL
= (2.40)
o6

Essa definicio difere por um sinal da defini¢gdo para o caso de variaveis
reais.
Efetuando a variagao da agao em termos da hamiltoniana, obtemos

i2 L. t2 -
Sp:/tl dt(m 9,-—Hc)=/h di(6'pi, — H.) |

55F:/t dt[( 7 %I;)&e*+ (é . %Ii?) 51‘]

A condigao 6SF = 0 implica nas seguintes equagbes de Hamilton

. _0H.  , OH.
hio=e s F=g (2.41)

que ndo tém exatamente a mesma forma que as obtidas no caso de variaveis

reais.
O desenvolvimento no tempo de uma fungéo qualquer das varidaveis de
Grassmann sera dado por

g _OA OA. DA
A m) =57 + 550 + gt
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Utilizando as equagbes de Hamilton para varidveis de Grassmann, obte-
mos

A6, 7)) = %A +{AH} (2.42)

onde {A, H.} sdo os parénteses de Poisson para varidveis de Grassmann,
que sdo dados por

AO_6.T TO_0.T
AT} = 6o T 267 o

(2.43)

onde 0_, indica derivacdo pela esquerda e 0. , derivagdo pela direita (a
ordem em que os termos sdo derivados torna-se importante para variaveis
de Grassmann).

Essa diferencga entre os parénteses qe Poisson para variaveis reais e de
Grassmann nos leva & definigdo dos parépfeses de Poisson generalizados

Aa“ a"_B _ (__1)PAPB&6_'A
9¢' Opi d¢'  Opi
onde P4, Pg sao as paridades de Grassmann de A e B (Px = 0 se X for
real e Px =1 se X for de Grassmann). As varidveis ¢', p; podem ser reais
ou de Grassmann.

Da mesma forma, a condicio de consisténcia de um vinculo de 27 classe
grassmaniano é dada por (o caso de varidveis reais é dado. pela eq. 2.30)

{A,B} = , (2.44)

Xk =0= {XhHe} 0= {X‘HHC} . aj{xkan} ~ 0
= {xt, H.} — &’ My; % 0 = a; = {x*, HIMj! = M {x*,H.} ,

onde devemos notar que a paridade de Grassmann da matriz M,gl de dois
vinculos grassmanianos é sempre par ( Py = 0).

A evolugdo temporal de uma fungéo do espago de fase (real ou grass-
maniana) serd dada por

| A= 004 C1PaA, 80 + (-1)PRa (A )

Substituindo os valores dos multiplicadores de Lagrange a*, obtemos

. 0A
A~ 5

+ (_I)PA’\I{Aa¢1} - {A’ Xk}Mk_jl{vaHc} .
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Definimos, entao, os parénteses de Dirac para varidveis de Grassmann
como sendo

{4, B}p = {4, B} — {4, x*}M;'{x’, B} .

Vé-se que a definicio acima é idéntica a defini¢io para o caso real.
Portanto, a forma geral para os parénteses de Dirac é dada pela eq. (2.33).
Os parénteses de Dirac generalizados tém as seguintes propriedades

{A,B}p = (-1)P+Pe*1{B A}p (2.45a)

{A,BC}p = {A,B}pC + (-1)"*P#B{A,C}p (2.45b)
{{4,B}p,C}p + (-1 (B, C}p, A}p+

+(=1)PePatPe) ({4}, B)p (2.45¢)

onde chamamos (2.45¢) de identidade de Jacobi generalizada.

Com isso, encerramos nossa discussao sobre a mecanica classica para
variaveis de Grassmann, tendo generalizado as defini¢oes dos parénteses de
Poisson e de Dirac para cobrir tanto variaveis reais quanto de Grassmann.
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Capitulo 3
QUANTIZACAO BRST-BFV

Este capitulo é dedicado & introdugdo néo rigorosa dos conceitos de integral
de trajetéria para sistemas sem vinculos e com vinculos e da simetria de
BRST. Procuramos fazer a exposigao de forma a enfocar os aspectos fisicos
desses conceitos.
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3.1 Integral de Trajetdria para Sistemas com
Vinculos

Nesta se¢éo , vamos introduzir o conceito de integrais de trajetoria, intro-
duzido por Feynmanl®l e basecado em algumas idéias de Diracl®. Come-
caremos indicando o procedimento de quantizagdo para sistemas com um
ntimero finito de graus de liberdade (particulas) que nao possuem vincu-
los. Passaremos, depois, para uma breve exposicio da integral funcional
no caso de campos, passando depois para o caso da integragéo funcional de

sistemas que apresentam vinculos .

Y P
e 4

3.1.1 Sistemas sem vinculos

Introduziremos, agora, o conceito de integral de trajetéria para sistemas
que ndo apresentam vinculos. A “deducdo” da integral de trajetoria que
serd mostrada nesta sessao nio tem o intuito de ser rigorosa. Ela nao tem
alcance geral e procura somente introduzir a idéia da integral de trajetéria
e mostrar as diferencas entre a integragdo de teorias com e sem vinculos.

Partimos do processo de quantizagao canonica, quando postulamos que
a quantizagdo de um sistema se faz escrevendo as grandezas fisicas como
operadores e transformando os parénteses de Poisson em comutadores (no
caso de sistemas que apresentam vinculos , devemos utilizar os parénteses de
Dirac). O comutador de dois operadores (os operadores serdo identificados
pelo acento circunflexo) é dado pela expressao

(A.B]= AB - BA . (3.1)
A passagem da mecénica cldssica para a quéntica serd dada pelas rela-
¢oes
[éi,dj] = lh{anJ} =0
[pi, ;] = ih{pi,p;} =0 (3.2)
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[d:, ;] = ih{qi, p;} = iRé;;
onde ki é a constante de Planck dividida por 2.
Os operadores §; e p; atuam em autovetores (que representam estados

fisicos), resultando em grandezas que chamaremos de autovalores desses
operadores. Na representacao das coordenadas, temos

dilge >= qibiklar >= qilgi > . (3.3)

Os autovetores obedecem as relagoes
< qlg; >=6(qi — q;)

/dq.- |q.' ><'q,~| =1. (3.4)

I T
De agora em diante, vamos considerar os operadores e autovalores sem
os indices, a fim de simplificar a notagéao.
Aplicando o comutador de § com p em um autovetor de §, podemos
obter uma representagao do operador p em termos das coordenadas

(36 — Pg)lg >=ihlq >= —pqlq >=ih|qg >=
= plg > 'h—a| > (3.5)
= -3 . O
plq Bq q

Fazendo um “sanduiche” do operador p com um autovetor de § e um
autovetor de p, obtemos

. ., 0 ;
< qlplp >=<¢q| - lha—qp >=< glp >= g(p)e'™/*
Utilizando a condi¢io de normalizacao dos autovetores, temos

<plp>=46(p —p)=>

= /dq < p'lg >< qlp >=2x|g(p)|*6(p' — p) = 6(p' — p) =

1
= g(p) = \/%—he ’

onde a é uma fase qualquer.
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Como estamos interessados somente no modulo dessa expressdo, pode-
mos escolher @ = 0, obtendo a expressao

e/t (3.6)

< >=
qlp ot

Definiremos, agora, o operador de evolugdo temporal. Sendo |¢(t) >
o autovetor de um estado fisico no instante de tempo ¢, o operador de
evolugdo temporal U(¢,t) é definido como o operador que leva o autovetor
no instante de tempo ¢ para o autovetor no instante de tempo #'

(") >= U, )lp(t) > (3.7)

Devido a sua defini¢do , o operador de evolugido temporal deve ter as
seguintes propriedades

U(t,t) =1 (i sendo o o;l)er;ador identidade) e (3.8a)
<P (H) >=<p()p(2) >=
= Ut =00t =1 (U é unitério) . (3.8b)

Formulando a equagao de Scrédinger em termos do operador hamilto-
niano H e usando e eq. (3.7), obtemos a seguinte equagio para o operador

U(t,t) i
ih— |$(t') >= HE)p(t') >=
d ~ ’ _ i“ INTT( 4!
= 20t 8) == HE)0(t,1) - (3.9)

Considerando que o operador 0(t',t) esteja agindo sobre uma mudanga
infinitesimal no tempo, podemos considerar que a hamiltoniana nao de-
penda explicitamente do tempo nesse pequeno intervalo. Podemos, entao,
escrever a solugdo de (3.9) sujeita a condigéo inicial (3.8a) como

O(t't) = exp [—%(t’ LR (3.10)

Vamos, agora. considerar o operador de evolugao temporal agindo sobre
autovetores do operador §. Define-se o propagador K(¢',t',¢,t) como

K(¢\t q,t) =< gl t)lg> , (3.11)
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ou seja, o propagador é a amplitude de probabilidade de que uma particula
esteja no autoestado ¢’ do operador §, tendo estado inicialmente no autoes-
tado q.

Consideremos o propagador de um sistema que vai de (g,t) até (¢',t’)
em diversos estgios infinitesimais. Tomaremos um nimero n de estagios,

sendo que t, = t' e tg = t e exigindo que os instantes de tempo sejam
ordenados (t, > t,—1 > ... > t; > t5). Tomaremos o limite de n — oo e
méx{t,- - t,'_l} =6t — 0.

K(d\t',q,t) =< ¢|U (', t)|g >=

lim < inﬁ(tn,tn—l)(j(tn—l,tn—2) . U(t1,t0)lgo >=

5t—0

— li_{];lo /dqn—ldqn—2 ‘R d‘]l 'ﬁl'uanU(tn, tn—l)lqn—-l >

6t—0

< Qn—llﬁ(tn—lvtn—2)IQn—2 >...< Q1|ﬁ(t1,t0)|‘10 >

Introduzindo um conjunto completo de autovetores intermediarios do
momento, temos

K(d,t,q,t) =

= 111’1; /dQn—l - dq1dpndp1 < anU(tn)tn—l)|pn >< pn'qn—l >

< gno1|U(tamt,tac2)lpnor > ..o < @lU(t, to)lpr >< pilgo > . (3.12)

Para intervalos infinitesimais, podemos fazer a expansao
N N 7 A
Utiytici) =1 — ‘h‘(ti —ti-1)H

onde desprezamos os termos de ordens iguais ou superiores a (6t)2.
Podemos, entdo, escrever para cada intervalo infinitesimal de tempo

(tiati—l) ]
0 1 ~
< Ut ticq)|pi >=< qi|1 - EHIP;' B

:
= [1 — E(ti —tic)H (g, pi)| < @ilpi >

onde H(g;,p;) é o autovalor do operador hamiltoniana aplicado em |p; >.
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Utilizando a eq.(3.6), temos
< @lU (i, tima)lpi >< pilgi-a >=

1 ) 1
N orp, &P [—E(t.‘ - ti—l)H(QiaPi)] exp [ﬁp.‘(q; - q:’-l)]

Substituindo esses fatores na eq. (3.12), temos

: 1
K(q,, tla q, t) = ,1“2,

d
6‘_;0 (27!'h)" / dn-1 d‘h dpn dpl

exp {% [Pn(gn = Gna) + - .+ Pr(qr — qo)]}

exp {-ﬁ (6 = i) B (g i) st (1 = to) Han, )]}

Tomando o limite, obtemos a seguinte expressao
-
K(d\t,q,t) ~ N’/Dqu exp [%/ (pd — H)dt"] , (3.13)
t

onde Dq = [T, dg(t) e Dp = [, dp(t) sdo como que “produtérias continu-
as” do tempo e N’ é um fator de normalizagdo adequado. Se considerarmos
esta expressao como correta, chegamos a defini¢do de integral de trajetoria
para sistemas que néo apresentam vinculos

Lot
K(g,t2,q1,t1) = N/Dq'Dp exp <%[2dt L)

Podemos notar que a expressao acima fornece o limite classico correto
pois, por ki ser muito pequeno, mesmo variagdoes muito pequenas na agao
acarretam amplitudes de oscilagio muito fortes, que geram interferéncia
destrutiva. No limite cldssico (B — 0), a inica amplitude remanescente é a
que tem 6S = 0, que é justamente o que define a agdo classica. Daqui em
diante, vamos utilizar somente unidades naturais, em que h = 1. Por isso,
vamos redefinir a integral de trajetéria (aproveitando para generalizd-la
para o caso de varias coordenadas e momentos)

K(az to,q1,t1) = N / Dg:Dp; expliS) | (3.14)
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onde S é a agdo .

O método de dedugao da integral de trajetdria aqui utilizado, embora
seja melhor no sentido de se entender a fisica do problema, apresenta o
inconveniente da necessidade de discretizar o tempo. Formulagdes mais |
rigorosas da integral de trajetéria (utilizando uma matematica mais sofisti-
cada) podem ser encontradas em [7].

3.1.2 A integral de trajetéria para campos

O caso dos campos(® pode ser tomado como um caso limite em que dividi-
mos o espago em infinitos blocos de volume infinitesimal. Podemos consid-
erar as variaveis ¢; (1 = 1,...,n) da intégral funcional (3.14) como repre-
sentando a fungdo (campo) ¢;(¢;) naquele determinado ponto do espago.
Levando ao limite de n — oo e volumes tendendo a zero, temos a equiva-
léncia ao caso dos campos.

Portanto, definiremos a integral de trajetéria (que chamaremos agora
de fungéo de parti¢do ) para campos como sendo dada por

R —

Z = /’Dgo,-'Dm exp (i/dDm Lﬁ) , (3.15)

onde Dy; = [l,;dpi(z;,t) , Dm = [l;; mi(z;,t) e n é uma constante de
normalizagao .

A integragdo funcional acima é feita sobre todo o volume do espago-
tempo, e representa a amplitude de transi¢gdo que vai do estado do vacuo
em t = —oo para o estado do vacuo em t := +-00. Essa amplitude nao re-
presenta o propagador de um campo. Para que possamos calcular o propa- '
gador, é necessario adicionar uma fonte na integral funcional, resultando f

na amplitude de propagagao vacuo-vacuo na presenga de fontes 1
Z(J) = N/D(p,-'DW,- exp [z /dD:v(ﬁ + J'lp,-)] . (3.16) |

|

A expressdo (3.15) torna-se, entdo, um caso particular em que J = 0. £

Podemos, agora, tratar desse problema utilizando teoria de perturbagao .
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onde Mj,’ = {‘I)j,q’.'}p, det ”MJ,” 7& 0.
A passagem para a mecanica quantica sera, agora, dada por (lembre-se
que estamos considerando h = 1)

(G, 451 = i{gi, a5} = —1{qi» @™ }pMn{®", ¢i}p (3.224)
[5i, 5] = {pi, i} = —i{pi, @™ }p M2 {®", Pi}D (3.22b)
[, ;] = i{gi,pj}pr = i6;; — i{gi, @™} DM {®", pi}D , (3.22¢)

com: as condigoes
det || Mun|| = det |[{®m, Ba}pl| #0 e &il(q,p,t) >0 . (3.22d)

Aplicando, como antes, o comutador de § e p (sem indices) em um
autovetor de §, obtemos a equagdo para p

o™ - 9"

DG = —ilg > — . 3.2
pilg >= —ilg i M, lg > (3.23)

Como podemos ver, a solugao para p é bastante complicada. Vamos,
ento, considerar uma solugdo para a integral de trajetoria e, depois, mos-
trar que ela equivale a solugéo fisica do problema. Vamos, primeiro, explicar
o que chamamos de “solugdo fisica”. Os vinculos de 1% classe ¢; e os
vinculos fixadores de gauge 1; definem um subespago I'; do espago de fase
2-n dimensional I' (n é o nimero de coordenadas) cuja dimenséo é 2(n—m).
Esses 2m graus de liberdade séo retirados devido as relagdes entre alguns
dos momentos e coordenadas impostas pelos vinculos acima (ja estamos
considerando o espaco de fase I' como sendo o espago de fase em que os
vinculos de 2% classe sdo fortemente obedecidos). Portanto, teremos (n —
m) coordenadas e (n — m) momentos independentes. Chamaremos essas
varigveis do subespago I'; de coordenadas fisicas ¢; e momentos fisicos p;,
comi=1,...,(n—m).

Devido & arbitrariedade na escolha dos vinculos fixadores de gauge e a
condigio (3.19), é sempre possivel escolher um conjunto desses vinculos de
tal forma que eles correspondam as m coordenadas néo fisicas do espago
de fase

G=Wng) » i=l.n j=m+l.,n . (3249
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Isso se faz expandindo Z(J*) em termos dos J*, obtendo

Z(J%) = Z%/ dP21dPz; ... d 2, J{T5 . WG™(L,2,.. ), (3.17)
n=0 """

onde Ji = Ji(zx) e G((1,2,...,n) = G (zy,23,...,T,).
Os coeficientes da expansio sao as fungdes de Green, dadas por

19 9 d
ndJioJs aJ;;Z(J) -

¢™(1,2,...,n) = (3.18)
No espaco dos momentos, essas fungdes de Green representam ampli-
tudes de transi¢ao .

3.1.3 Sistemas com vinculos

Vamos tratar, agora, de sistemas que apresentam vinculos e que, por isso,
obedecem a outras relacoes regidas pelos parénteses de Dirac. Nosso pro-
cedimento basear-se-a na formulagao proposta por Fradkin e Vilkovisky!®.
Por simplicidade (e para manter as férmulas legiveis), vamos considerar sis-
temas onde os vinculos de 2% classe foram extintos via parénteses de Dirac
e onde introduzimos vinculos fixadores de gauge ; que, além da exigéncia

(2.38)
det [[{i, ¥;}pll #0 ,

tém ainda a nova exigéncia de que
{vi,¥;}p=0 . (3.19)
Podemos, entao, definir os vetores de vinculos
05.’)
d; = i (3.20
('l)-' :

em termos dos quais os novos parénteses de Dirac (2.37) podem ser escritos
como

{A,B}p = {A,B}p — {A,®}pM;'{®’,B}p , (3.21)
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Vamos, entéo, escrever os momentos do espago de fase em funcao dos
momentos fisicos e dos momentos nao-fisicos p;, que sdo os momentos ca-
nonicamente conjugados aos vinculos ¥,

pi = (p,p;) - (3.25)
Em termos dessas variaveis, a eq. (2.38) fica
O¢x
det||55||7eo L kil=1,...,m , (3.26)

de modo que os vinculos dependerfo dos momentos fisicos p;. Usando a
equagao
‘ a~
¢k(q'pi) =0,
podemos resolvé-la em termos dos momeptos nao-fisicos p;, o que, mediante
a condi¢do ¥, = 0, resulta em

» = pi(g;,p;) - (3.27)

Portanto, a mesma fisica descrita pelo espago de fase com as equagoes
de vinculos pode ser descrita em termos das varidveis fisicas. Chegamos,
entdo, a conclusio de que a integral de trajetéria escrita em termos das
variaveis fisicas deve ser dada por uma expressio semelhante a expressao

final (3.14)

L2 . )
Z2=N [Dv5; exp i "ty - H'GNN| . (329)
t=1,...,(n—m).

A expressao em termos das varidveis do espago de fase deve ter embutida
as equagdes para os vinculos . Isso se consegue mediante a introdugao de
fungées delta na integral de trajetoria. Devemos, também, ter a condigao
(3.26), que resultard na eq. (3.27).

Consideremos, entao uma solugédo do tipo

Z=N / Dy;Dp; [] 8(81)6(1) det ||{¢;, ¥}
i,

exp {i /: dt[p'q; — H(qi,p;)]} , (3.29)
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i=1,...,n ; 5,kiI=1,...,m.

Note que nos escrevemos a condigao do determinante em termos dos pa-
rénteses de Poisson, em virtude da presenga de vinculos de 1? classe, pois
estes tém parénteses de Poisson nulos com todos os vinculos de 2% classe,
nao havendo, assim, diferenga entre os parénteses de Dirac e de Poisson

nesse caso.
Podemos mostrar a equivaléncia da expresséo (3.29) com (3.28) sepa-

rando em (3.29) as varidveis fisicas das néo-fisicas

Z =N [ DaDpDg;Dp; [T 6(80)6(1) det [1{4, i}
t,l

t2 . ;
exp {/ dt[p”q; +PI¢II o H(q",p}, ql, PI)]} .

121
Escolhendo os vinculos fixadores de”gauge da maneira mostrada em
(3.24), temos

7 = N/Dq,Dp,Dq;Dp;g5(¢l)6(¢1)det || Z—Zi H

12 : 3
exp {z/ dt[p"q}‘ +pll11 - H(q",p;,ql,pz)]} =

131

=N / DqDp/Dq;Dp; [] 6(a)élpi — pi(q™ .p}))
tl

t2 . .
exp {z/t dt[p™g; + p'di — H(q"’,p;,q',p:)]}
1

Integrando em ¢; e em p;, chegamos & expressido (3.28). Mostramos,
entdo, que a integral de trajetoria para sistemas com vinculos é dada pela
expressio (3.29).

Exponenciando os deltas e o determinante, podemos escrever (3.29)
em termos das varidveis ¢, p;, dos multiplicadores de Lagrange A, p; e de
variaveis anticomutativas 7, 7;, que sdo chamadas de fantasmas de Fadeev-
Popovit®

Z=N / Dq‘ Dp; DN Dp/Dn; Diis

exp i [ dt(o'ds - Ho = Noi— s =i {85, h)] . (3:30)

4
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A equivaléncia & expressio (3.29) pode ser mostrada integrando-se nos
multiplicadores de Lagrange, obtendo-se, assim, as fun¢des delta dos vin-
culos e efetuando as integragdes nos fantasmas, obtendo, assim, o determi-

nante.

1 (T
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3.2 Invariancia por Osp(1,1]|2) e Quantiza-
cao BRST-BFV

Notamos na expressdo (3.30) a presenga dos multiplicadores de Lagrange A,
e p; dos vinculos iniciais ¢; e dos vinculos fixadores de gauge ;. Poderiamos
ficar tentados a promover esses multiplicadores de Lagrange a varidveis do
espago de fase fazendo com que uns sejam os momentos canonicamente
conjugados aos outros, de forma que os parénteses de Dirac entre os dois
sejam

{Aipitp =6 . (3.31)

Essa promogdo tem que vir acompanhada da condi¢do de que os mo-
mentos se anulem fracamente, isto €, devem ser considerados nulos a fim
de obter as equagbes de movimento

p~0 . (3.32)

Sendo n o nimero de coordenadas iniciais do espago de fase e m o
nimero de vinculos de 1% classe, essa promocio dos multiplicadores de
Lagrange a varidveis do espago de fase nos custou um aumento no nimero
de dimensées deste. A dimensdo do espago de fase inicial I' era 2n, e a
do novo espago de fase aumentado I', é 2(n + m). No entanto, vimos
na se¢ao anterior que o numero de dimensées do espaco de fase fisico I'y
é 2(n — m). Isso nos mostra que estamos com 4m = 2m + 2m dimensbes
sobrando. Temos, entdo, que adicionar ao nosso espago de fase um conjunto
de 2m varidveis (e seus respectivos momentos canonicamente conjugados)
que tenham o efeito de “dimensdes negativas”.

Um sistema com essas caracteristicas nos é fornecido a partir do me-
canismo de Parisi-Sourlas'!l, que foi inicialmente utilizado em quantizagao
estocdstica, tendo sido depois adaptado para sistemas que apresentam vin-
culos por Aratyn, Ingermanson e Niemil's, Consideramos um superespaco
¥ de (D +2) dimensdes com coordenadas y* = (z*, 6, 8), sendo que z* sdo
D coordenadas reais e 8, 8, varigveis de Grassmann. Vamos definir a norma
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|ly|? do vetor y* como sendo

a ¢ 4 N
Wl = ¥"Yo = gapy*y” = 2"z, + 06, (3.33)

onde A é um parametro qualquer. Da defini¢do acima, devemos ter o tensor
métrico na forma

Guv = NMuv

2
968 = —Jgs = _Z (3-34)

9u6 = 9,5 =908 = 9gozg =0 ,
sendo 7,, a métrica de um espago de Minkowski com D dimensdes.
Vamos definir o grupo Osp(D|2) cofn% o grupo de rotagbes que deixa a
norma (3.33) invariante. Esse grupo é chamado de grupo ortossimplético
e contém o grupo de rotagoes O(D) que deixam z*z, invariante e o grupo
simplético Sp(2), que deixa 86 invariante. Além disso, esse grupo também
gera transformagdes de supersimetria da forma

* — ™ =" + %—a“(EG + Be)
0 >0 =0—vVAdz,e (3.35)

9——>9_'=§—\/A§a”:c,,e_ )

onde os a* sdo D numeros bosonicos e €, € sao nimeros fermiénicos. A
superalgebra de Lie dos geradores do grupo Osp(D|2) é deduzida das in-
varidncias da norma e é dada por

(R, R} = —g® R 4. (—1)PaPsgov RSP | (—1)PaPsghs pra_
—(=1)fePr (1) g R (3.36)
onde [, } é o comutador generalizado dado por
[A,B} = AB — (-1)P+P# B4 . (3.37)
Da expressao (3.34), podemos verificar que todos os geradores do tipo

Q" =R +iR”® ou Q" =R® +iR"® |, pu#v , (3.38)
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sao nilpotentes, isto é,
@, Q*}=0 . (3.39)
Vamos, em analogia com o grupo de rotagoes comuns, tomar a seguinte
representacdo para os elementos do grupo Osp(D|2)

RoP = (=1)P=Poy29f — yPda (3.40)

onde
O = (8,,09,0;) € 8y = gagd® . (3.41)
Se efetuarmos a integragio de uma fungio F(z*, 6, ) que depende ape-
nas da norma |y|?, isto é, é invariante por transformagoes Osp(D|2), de
acordo com as defini¢ées sobre integragdo em variaveis fermidnicas, ob-
temos('?

/dD:z:dgdG F(ly|*) = /dDmd§d0 F (:1:2 + %ée) =

_ ﬁ [ &P7%a F(?) ~ F(oo) . (3.42)

Tomando F(co0) = 0, chegamos ao resultado de que as variaveis antico-
mutantes 6,8 tém o efeito de reduzir a dimensdo de integragio , como se
tivessem dimensoes negativas. Is o é justamente o que estdvamos procu-
rando para resolver o nosso problema de dimensdo do espago de fase para
sistemas com vinculos !

Antes de compararmos a invarancia por super-rotagoes com sistemas
que apresentam vinculos, vamos considerar um problema que aparece na
integral (3.42) quando consideramos as transformacgoes de supersimetria
(3.35) escolhendo € = 0 € € e a* de tal forma que

ot — ' = ¢+ %77‘“’9
0o 0 =
§ — 0 = 0+x5%2,

onde ¥ é uma fungao fermionica arbitraria e N é uma constante bosoénica.
Essas transformagdes podem ser expressas como as transformagoes ge-
radas por um operador nilpotente R

gt - 2™ = ¥+ [a* R}
0o~ =0
8 — 6 = 6+[6,R°}x
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Considerando a nilpoténcia de R*®
[¥,R"*},R*} =0 , (3.44)

o jacobiano dessa mudanga de coordenadas é dado por
1 vé
J=1- N[\I/,R } (3.45)

o que indica que a medida em (3.42) ndo é invariante pela transformagao

(3.43)
/ dPzdfdo F(|y|?) — / dPzdfdé(1 — [T, RCVF(|y|?) .

Efetuando essa transformag¢do um nymero N de vezes, o jacobiano
torna-se

1 N
ik = (1 - SO’ })
Se tomarmos o limite de N — oo, temos, entdo, o jacobiano

J =exp(—[¥, R*%}) . (3.46)

Substituindo na integral (3.42), temos, entéo, que
/ dPzd6df F(|y|?) = / dPzdfdoc VR F(Jyl?) | (3.47)

o que mostra que a integral da direita ndo depende da fun¢éo arbitraria .

Apds esses resultados gerais, vamos tentar estabelecer uma analogia
entre os elementos do superespago definido em (3.33) e as varidveis do
espago de fase de sistemas que apresentam vinculos. Vamos comegar par-
ticularizando o superespaco ¥ para quando tivermos D = 2 e utilizando
como coordenadas bosonicas as coordenadas do cone de luz z4 e z_. Nesse
caso, e escolhendo A = 2, a métrica é dada por

010 O
1 00 O

gap = 00 0 -1 (348)
0 01 O
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Temos, entao, um superespago cujos elementos sdo dados por y!, =
= (z4,7-,0,6). A esses elementos, nés podemos adicionar os momentos
canonicamente conjugados p{ = (p_,p4+,7, 7). Note que introduzimos um
indice extra 7, que nos sera util mais tarde. Essas variaveis satisfazem a
relacdo de comutagao

{97 pig} = &5 (3.49)
Em termos dessas coordenadas, a representagiao dos geradores da élge-
bra de Lie do grupo Osp(2|2) fica

RY? = yflpy — (—1)=oyipl . (@:50)

i

Em termos das componentes, os geradores ficam

Rt = R~ = 0 .

R~ = -R* = z._py—a4p-
Rf® = R = 6p, —a,r
R = —Rf+ = Opy — .7
R*® = —Rl" = 6p_—a_7
R,-_g = R?‘ fp. —x_7
R = 26x

R® = 207

R? = R¥® = 70+406r

Quatro desses geradores (R;?, R7%, R}?, Rt’) sdo nilpotentes, e as trans-
formagdes geradas por eles dao origem a invariancia descrita pela eq. (3.47).

Vamos, agora, supor que os vinculos de 17 classe do nosso sistema
obedegam & seguinte algebra

{¢ia¢j}D =0 . (352)

Isso ndo é sempre verdade, mesmo para vinculos de 1% classe, pois
os parénteses de Dirac podem resultar em combinagbes lineares de outros
vinculos de 17 classe, que sdo fracamente nulas (ver apéndice A, sessdao
A.2).

Também vamos supor que estamos escolhendo vinculos fixadores de
gauge v; de forma que

{¥i,%;}p =0
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{¢:,¢;}p = &j (3.53)

det [[{#, ¥;}pll #0 .

Notamos que os vinculos de 1° classe funcionam como momentos cano-
nicamente conjugados aos vinculos fixadores de gauge.

Podemos, entio, relacionar os vinculos e seus multiplicadores de La-
grange com as coordenadas reais do superespago ¥. As coordenadas grass-
manianas, nds vamos associar varidveis fantasmas (7;, P;) e seus respectivos
momentos canonicamente conjugados (P*,7'). Temos, entdo,

e = (z4,2_,6,0) = (i, —mi, i, i)
= (p-, 4, i, 7)) = (65, M, Piy i) (3.54)

Substituindo essas varidveis nas representagoes dos geradores da algebra
do grupo Osp(2|2), obtemos as seguintes expressoes

Rft = R~ =0

R;-*-_ = -Ri_+ = d)lﬁbt TiA;
R,-+0 . R9+ == | 1 Pi¢i
RY = —RI* = X+ P
R’ = —Re_ = mi¢; + Pim;
R’ = Rf_ = flipi — Pimi
RM = 20,P;

R,M = Q'ﬁgﬁ,’

R® = RF = 5Pi+Pm

Para o caso de mais de um vinculo, devemos efetuar a somatdria sobre
os indices, de forma que vamos definir

R®=5"R* | (3.56)

1=1

onde m é o nimero de vinculos de 1° classe da teoria.

Um dos quatro geradores nilpotentes, R~%, pode ser identificado com a
carga de BRST, introduzida por Becchi, Rouet, Storal'¥ e, independente-
mente, por Tyutin!'4.,

Se considerarmos, agora, uma integral de trajetoria contendo uma agao
efetiva invariante por transformagdes Osp(2|2) (ou apenas transformagoes
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geradas pelas cargas de BRST), temos , de acordo com a eq. (3.47), que a
integral de trajetéria pode ter a forma da integral do lado direito da equa-
¢ao, sendo, entéo, independente de uma funcao V¥ fermidnica qualquer.

Vamos escrever a integral de trajetéria para um sistema com m vinculos
de 1* classe ¢; como sendo dada por

Z=N / Dg;Dr; DX, Dp; Dn; DP;DP;Dii; exp(iSes) (3.57)

onde S,y é chamada de agéo efetiva, que é dada por
t2 . . _ . ..
Ses = /t dt(p'¢i + 7' X + Pl + 7 P; — He — {9, Q}p)
1

sendo ¥ uma fungao fermiénica qualquer.

Essa agdo efetiva tem que ser invarinte por transformacdes geradas
pela carga de BRST, a fim de que ela seja independente da fungéo ¥ (que
serd chamada de funcio fixadora de gauge). Essa invariancia é conhecida
por Teorema de Fradkin e Vilkovisky!?.

Para simplificar a notagdo , vamos definir a lagrangiana efetiva como
sendo dada por

t
S.y = /2 dt L., (3.58)
t1

e a lagrangiana efetiva cinética
LY = p'gi + md; + Pl + 7P; . (3.59)

A equivaléncia dessa formulagao & que foi considerada na se¢ao anterior
se faz mostrando que se pode escolher uma fungéo fixadora de gauge ¥ de
forma que cheguemos & forma da integral (3.29).

Para isso, vamos escolher a seguinte fun¢go fixadora de gaugel®

" 1. .-
=i+ AP

onde € é uma constante arbitraria.
Temos, entao, que

{\IJ’Q}D = 77£{¢i,'/’j}DT_Ij + 7""‘/)1' it %/\i¢i + 'z—'ﬁilpi ’

44




e a integral (3.57) fica, agora,

_ t2 . L.
Z=N / Dg;Dr;DA;Dp,; Dy DP;DP; Dij; exp{ / dt [p'q.- + i+
13}

= el T . 1. . B
+P’ (77:' - E'Pj) HP -l — XN - H, - 7T’{¢j,¢k}onk]} :
Fazemos, entao, uma transformacgao de coordenadas

/\J‘ — 6/\]'
'PJ' — C'PJ‘ ’

cujo jacobiano € igual a um (J = 1). Depois, fazemos ¢ — 0 (como a

integral ndo depende da fungao ¥, ela pode ser divergente), obtendo

_ t2 .
Z = N [ D4DriDADp; D DP;DP; i exp{ I a [p'q',-+
i

+P(1); — P;) = N ¢; — nip; — Ho — {4, 1/)k}D77k] }
Integrando em P;, obtemos

Z=N / Dg;Dr; DX, Dp;Dn; DP;DP;Dii; 6(1i; — P;)

exp [ [ dt (5 = Ms = w'; = He = {4, wu) )|

Podemos, agora, integrar em P;, obtendo, a integral (3.30). Estd mos-
trada, entdo, a consisténcia de (3.57) como a integral de trajetéria para
sistemas com vinculos.

Resta-nos, agora, construir os geradores de transformagdes Osp(2|2) (e,
particularmente, de transformag¢oes BRST) para o caso em que, ao invés
da 4lgebra (3.52), os vinculos de 1% classe obedecem & algebra mais geral

{¢id;}p =Ugk . (3.60)

Para isso, vamos supor que existam certas varidveis G; que obedecam a
dlgebra (3.52)
{G,’,'Gj} =0 (3.61)
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e vamos fazer as suposi¢des de que os fatores U,';j sao constantes (o que
caracteriza uma algebra de Lie) e de que ¢; difere de G; apenas infinitesi-
malmente

¢i = Gi +&; G . (3.62)
i

Para qualquer teoria cujos vinculos formam uma 4lgebra nao-abeliana,
é sempre possivell’® escolher um gerador de transformagoes candnicas que
relaciona essa teoria a uma teoria em que os vinculos formam uma algebra
abeliana.

Podemos escrever todos os geradores da 4lgebra Osp(2|2) considerando
G; no lugar onde estava ¢;

Rf* = R~ =0

R?'_ = —R,'_+ = —-’l,[).'G,' - 7r,-/\,-
R’ = —R* = nX-Puh
Rf® = —RI* = X+ P
R,_? = —Rf— = G + Pim;
R’ = Rl 7:Gi — Pim;
Rfa = 21],"P.

RY = 2P

Rfé = R?o = ﬁg'P; + ’pﬂ],‘ .

Considerando, agora, uma transformagao candénica unitéria gerada por
¢ = —1'ei;P’ + PleyiT +p'eN + 0P G e} (3.63)
até a primeira ordem em 5{ , alguns dos geradores tornam-se

— ¢ ¥R%? =R+ {R™,0}p = 1'¢; + P'Pi + JUkn'nPs
— 7' — PN+ JUETF P + Ukiin' Py — Ukt Ny

RY — 7P+ Py
— 20'Pi = Ukn'n’ py
— 2P+ USTipe

Portanto, a carga de BRST, de uma forma mais geral, é dada por

: : 1 L
Q = 7"¢" +p‘P.' + EU"';'T]'WJ’P]: . (364)
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Podemos também associar outros dos geradores da dlgebra Osp(2|2) a
operadores que sdo utilizados em teorias de gauge, como a carga de anti-
BRST, dada pelo gerador R~? e o operador niimero fantasma R%,

No capitulo seguinte introduziremos definigdes mais rigorosas (genera-
lizando para o caso de vinculos fermiénicos) da teoria BRST-BFV, intro-
duzindo também o método de quantizagio para sistemas redutiveis.
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Capitulo 4

SISTEMAS REDUTIVEIS

O método de quantizagio BRST-BFV para sistemas redutiveis foi desen-
volvido recentemente por Batalin, Fradkin e Vilkovisky®®” no formalismo
lagrangiano e adaptado para o formalismo hamiltoniano por Henneaux'®l,
Esse desenvolvimento se deu como uma resposta as diavidas langadas por
diversos artigosl?!l (entre os quais se destacam os que tratam do tensor
antissimétrico) sobre a contagem correta de fantasmas dos fantasmas.

Comegaremos este capitulo expondo uma formulagdo mais rigorosa e
geral da integracdo BRST-BFV para sistemas irredutiveis. Introduziremos,
depois, a nogdo de sistemas redutiveis e mostraremos como se efetua a
quantizagao via integral de trajetoria desses sistemas.
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4.1 Quantizacao BRST-BFYV de sistemas ir-
redutiveis

O método BRST-BFV de quantizagio de sistemas com vinculos visto até
agora exige trés postulados(’®: 1) a agéo classica tem que ser estaciondria
em relagao as varidveis do espago de fase (o que nos leva as equacgoes de
movimento); 2) irredutibilidade e 3) completeza.

O postulado da irredutibilidade implica em que os vinculos da teoria
sejam linearmente independentes no ponto estacionario da agao e o da com-
pleteza requer que a invariancia da agéo por transformagées de gauge seja
totalmente devida a certas combinagdessineares dos vinculos de 17 classe
e de suas derivadas espaciais.

Vamos supor que tenhamos inicialmente n coordenadas ¢ do espago
de fase inicial ' (por coordenadas podemos também entender campos) e n
momentos canonicamente conjugados a elas ;. Essas varidveis definem um
espaco de fasc de 2n dimensdes e podem ser reais ou de Grassmann.

A paridade de Grassmann dessas variaveis é dada por

P(¢") = P(m) = 0 (4.1a)
se ' for real e _
P(¢) = P(r) = 1 (4.1)
se ' for grassmaniana. Essa fungdo tem a seguinte propriedade
P(AB) = P(A)+ P(B) . (4.2)

Suponhamos a existéncia de mq vinculos de 17 classe ¢; cuja dlgebra é
dada por
{¢:,0:}p = Ulide , (4.3)
sendo U,-’} chamadas de fung¢bes de estrutura.
Para cada um desses vinculos, nds adicionamos ao espago de fase um par

(M, p;), onde N sdo os multiplicadores de Lagrange associados aos vinculos
e p; sdo os momentos canonicamente conjugados a estes

{M,pe}p =6 . (4.4)
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As paridades de Grassmann dessas novas varidveis sdo dadas por
P(X') = P(p;) = P(¢;) - (4.5)

A fim de preservarmos as equagdes de movimento, devemos impor a
seguinte condigio aos momentos canonicamente conjugados aos multipli-

cadores de Lagrange

Essa condi¢io nos permitiria concluir que acabamos dobrando o nimero
de vinculos da teoria quando adicionamos a ela essas variaveis extras.

Também adicionamos, para cada vinculo de 1° classe ¢7, um fantasma
7’ e seu momento canonicamente conjugado P;. Fazemos o mesmo para
os momentos canonicamente conjugados aos multiplicadores de Lagrange,
adicionando mais um par (P,7)

{7, Pi}p={P,i}p =6l . (4.7)

Essas variaveis fantasmas devem ter paridades opostas as dos vinculos
aos quais estdo associadas

P(y’) = P(P;) = P(P’) = P(ij;) = P(¢') +1 . (4.8)

E conveniente, ainda, que introduzamos o conceito de niimero fantasma.
A cada uma das varidveis do espaco de fase expandido nds associaremos um
ndimero fantasma dado por gh(var.)

gh(¢") = gh(mi) = 0
gh(¢’) = gh(N) = gh(p;) = 0 (4.9)
gh(n’) = gh(P’) =1
gh(P;) = gh(;) = -1
com a seguinte propriedade:
gh(AB) = gh(A) + gh(B) . (4.10)

Apds essas definigdes , vamos considerar que a integral de trajetoria para
sistemas com vinculos e que obedecem aos trés postulados anteriormente
enunciados seja dada por

Z = /'Dcp‘Dw;DAj'Dpj'l)njD'ﬁjDPjDﬁj exp (1S¢f) (4.11a)
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onde S,y é a agéo efetiva
Sey = /dox (7'é:i + P2 + Pir; + 7P, = He — {¥,Q}p) , (411h)

integrada em D dimensdes. ¥ é uma fungio grassmaniana qualquer das
variaveis do espaco de fase chamada de fungdo fixadora de gauge e Q € a
carga de BRST, da qual se exige as seguintes propriedades:

1) ela tem que ser nilpotente

{Q,Q}p=0; (4.12a)
2) deve ter nimero fantasma igual a 1
gh(Q)=1 e (4.12b)

3) a agdo efetiva tem que ser invariante pelas transformagoes geradas
por ela (chamaremos essas transformagoes de transformagoes de BRST)

5Sef = {Sej,Q}D =0 . (4.120)

A carga de BRST que obedece a essas condigoes € estudada no apéndice
A (sessao A.3).

Exige-se, ainda, que a agdo efetiva tenha niimero fantasma igual a zero,
o que impde a seguinte condigdo sobre a fungdo fixadora de gauge

gh(¥) = -1 . (4.13)

Também é exigido que as condig¢des de contorno da integragao fun-
cional sejam invariantes pelas transformagoes de BRST, que garantam a
invariancia da agao efetiva por essas transformagoes e que fagam com que
a carga de BRST se anule nos extremos

Qt2) = Q(t1) =0 . (4.14)

Essas condigbes sao satisfeitas, por exemplo, pelo seguinte conjunto de
condigoes de contorno

p;i(tz) = pi(t1) =0
n(ts) =n'(t) =0
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Pj(ta) = Pi(t1) = 0 , (4.15)
Pi(t;) = Pi(t1) =0
5(t2) = 7(t1)) =0 .

A fungso fixadora de gauge cabe a tarefa de fixar um determinado gauge
para a teoria, reduzindo o espago de fase extendido para as dimensdes do
espaco de fase fisico I'y, onde I'; tem dimensdo 2(n — my).
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4.2 Sistemas redutiveis em primeiro estagio

O caso de sistemas redutiveis ocorre quando o postulado da irredutibilida-
de nao é mais valido. Nesse caso, existem combinagbes lineares entre os
vinculos de 1% classe que tornam os vinculos linearmente dependentes, ou
seja, existem m; fungdes Z,ﬁ” ’ nao-nulas tais que

ZMig. =0 k=1,...,m . (4.16)

As paridades de Grassmann e os niimeros fantasma dessas fungoes sio

dados por . .
Pz iy = P(¢;) , gh(Z{"?)=0 . (4.17)

Isso implica em que podemos escrever um nimero m; dos vinculos de
a ~ . . . . ~

17 classe em fungdo dos outros, eliminando-os da teoria. A dimensao do

espaco de fase fisico serd dada, entdo, por 2[n—(mo—m)] = 2(n—moe+my).

,Sl)j sejam linearmente independentes.

Vamos supor que as fungdes Z
Isso caracteriza um sistema que chamaremos de redutivel em primeiro es-
tagio.

E possivel (pelo menos em teoria) escrever um novo conjunto de (mg —
m, ) vinculos tal que eles sejam linearmente independentes. No entanto, esse
procedimento geralmente resulta na perda da localidade ou da covariancia
relativistica da teoria. Se quisermos manté-las, teremos que utilizar os mg
vinculos iniciais da teoria, adicionando novos fantasmas a fim de garantir
o numero correto de dimensdes para o espago de fase fisico.

Nossa situagio original é a de que temos 2n varidveis do espago de fase
original mais 2mg varidveis dadas pelos multiplicadores de Lagrange dos
vinculos de 1% classe e de seus momentos canonicamente conjugados. Os
fantasmas adicionados a teoria tém a fung¢do de remover 2mg + 2mg graus
de liberdade, assegurando a dimenséao 2(n —mg) para o espago de fase fisico.
No entanto, isso nao é mais verdade, pois um nimero m; dos vinculos
de 17 classe podem ser retirados da teoria, escrevendo-os em termos dos
vinculos restantes. Isso implica em que existem 2m; graus de liberdade em
excesso devidos aos multiplicadores de Lagrange e seus momentos canoni-
camente conjugados. Esses graus de liberdade extras podem ser retirados
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por m, pares de fantasmas extras (') ¥, 'I’:’,-'(l) ) de paridades opostas as dos
multiplicadores de Lagrange aos quais estdo associados

(/\j,pj)——+(n'(1)k,'l_’,:(l)) y J=hLoo.me ; k=1,...,m

{n® ¥ P}p = 6 (4.18)
PO *) = PPy = P(N) +1 . (4.19)

A essas variaveis, atribuimos os niimeros fantasma
gh(fV *)=2 , gh(PM)=-2 . (4.20)

Também temos que levar em conta que um niimero 2m,; dos fantasmas
introduzidos inicialmente (mais 2m; momentos canonicamente conjugados
a eles) estd em excesso. O efeito desses fantasmas tem que ser neutra-
lizado adicionando-se & teoria mais 2m; pares de fantasmas (7! ",'ﬁ,ﬁl)),
(PO ",ﬁ,(cl)) de paridades opostas as dos fantasmas aos quais eles estio
associados

("7]"731') - (Tl(l) kv,ﬁlgl))

(P7,77;) — (PW ¥ 7))

{5 P}y = (P X, 7V} = of (:2a)

P(n*) = P(P) = P(PD *) = P((") = P(') +1 . (4.21b)
A esses fantasmas de fantasmas, associamos os nimeros fantasma,

gh(nM ¥y = gh(PW ¥y = 2 (4.22a)

gh(P") = gh(i)) = -2 . (4.220)

. N ~ 1) 4 . .
Associaremos as fungdes Z,(c )i multiplicadores de Lagrange e momentos
canonicamente conjugados a estes

z)7 — (A0 ¥ pll)

M@k pMy = gk (4.23)
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Esses multiplicadores de Lagrange tém que ter paridades opostas as das
fungdes as quais estdo relacionadas.

POWHY = ppMy=P(zM) +1 . (4.24)

Um motivo que poderiamos alegar para que eles tenham paridades
opostas as de Zkl) 7 ao contrario dos multiplicadores de Lagrange asso-
ciados aos vinculos, que possuem as mesmas paridades que esses, é que
esses novos multiplicadores de Lagrange estdo relacionados a devolugao ao
sistema dos m; graus de liberdade que haviam sido retirados pelos vinculos
de 17 classe linearmente dependentes.

Associamos a essas novas variaveis os numeros fantasma

ghQW ¥ =1, gh(p))=-1 . (4.25)

Se fizermos uma avaliagdo dos graus de liberdade, veremos que ainda
temos que eliminar os 2m; graus de liberdade devidos a introdugao dos
novos multiplicadores de Lagrange e de seus momentos canonicamente con-
jugados. Novamente, adicionamos mais um par (@ k,pl(l)) de fantasmas
extras com as seguintes paridades e numeros fantasma

(A k py s (@ 5Dy

(O F ) = éf (4.26)
PO Fy = ppiM) = PO k) 41 (4.27)
ghZVW ¥y =0, gh(p))=0 . (4.28)

Com isso, conseguimos obter o numero correto de dimensées para o
espaco de fase fisico I'y: D = 2(n —mg+ m,). Recordando o procedimento
que usamos, tivemos que associar a teoria original mais dois pares de fantas-

- mas de fantasmas (n(*) ¥, ﬁ,ﬁl)), (PO K, ﬁ,(cl)), um novo par de multiplicadores
de Lagrange e seus momentos canonicamente conjugados (AR pg)) e dois
pares de fantasmas extras (M@ ¥ pi®) (/@) k By,

A carga de BRST para sistemas redutiveis em primeioro estagio deve
obedecer as mesmas condigdes impostas para a carga de BRST em sis-
temas irredutiveis. A carga que obedece a essas condigdes no caso abeliano

({¢:,¢;}p = 0) é da formal'¥
Q=+ 0 2 P+ pP 4 pM KR 4 p M R (4.29)
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Ao que podemos ver, esse procedimento aplicado a teorias redutiveis
de ordens maiores gera um niimero ainda maior de multiplicadores de La-
grange, fantasmas e momentos canonicamente conjugados a estes. Veremos,
a seguir, o caso geral de teorias redutiveis em estagio n.
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4.3 Sistemas redutiveis em estagio n

O caso de teorias redutiveis em estagio n*”) se d4 quando as préprias fungdes
1) 3 ~ . 0 . . . ~
Z,E )7 s@o linearmente dependentes. lsso significa que existem m, fung¢des

Z,(Z) * ndo-nulas tais que
zP*kzMi=9 | (4.30)

Se essas fungoes Z,(z) ¥ forem linearmente independentes, a teoria é re-
dutivel em segundo estagio. No entanto, se elas forem linearmente depen-
dentes, teremos mais m3 fungbes Z&) ! € assim por diante. Podemos repetir
esse processo até que achemos fungoes ng) %1 que sejam linearmente inde-
pendentes (a tnica exigéncia é a de que esses processo seja finito). Teremos,
assim, uma teoria redutivel em estagio n.

A fim de estudar o caso geral de teorias redutiveis em estagio n, vamos
modificar um pouco a notagio utilizada até agora. Os vinculos de 17 classe
originais da teoria serao dados por

¢010 ’ Qo = 0) ceeyMp . (4.31)

As fungoes que determinam o estigio de redutibilidade da teoria serdao
escritas como

zZreh 0 s=0,...,n ; a,=0,m, . (4.32)

(s—1)oa,

A essas variaveis, nés adicionamos novos multiplicadores de Lagrange e
seus momentos canonicamente conjugados

(As*yPs a,) - (4.33)
Também adicionamos os fantasmas
(5", Ps o) - (4.34)
Finalmente, adicionamos os fantasmas extras
W pra) o Pl (4.35)
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!
s=1,...,n ;

s=48,8+1,...,n .

As paridades e os nimeros fantasma dessas variaveis sao dados nas
tabelas a seguir, considerando a definigéo

Poy = P(ap) -

[ Vincs. e mult. Lagr. [ 6o | 277y e, | 22 | Poas |
P(var.) Poy | Payoy + Pa, | Poy +8 | Pa, +3
gh(var.) 0 0 $ —$

Iﬁnta,smas " nee I Ps a, ]
P(var.) P,,+s+1|P, +s+1
gh(var.) s+1 —(s+1)

I Fantasmas H P | Ms a, J
P(var.) P,+s+1|P, +s+1
gh(var.) s+1 —(s+1)

I Fantasmas extras H /\;7 e ] P:'a. |
P(var.) P,+s—§|P,+s—¢
gh(var.) s— —(s— ")

| Fantasmas extras [ »ne | P, I
P(var.) P,+s+s| P, +s+4
gh(var.) s—s+1 | —(s—s+1)

A carga de BRST que obedece as condigdes impostas em (4.12) para
teorias abelianas é dadal'® por

Q . 7]3°¢ao i angza’—l
s=1

(s-1) a,,p(-’—l) Og—1 +

+p:’-'pa ag + Z ZP:'

s'=1s=s'

a,zﬁa'

s a; °

(4.36)

Para teorias nao-abelianas, nao parece haver ainda uma férmula geral

na literatura.

Com isso, encerramos nossa exposicao da quantizagdo BRST-BFV de

sistemas redutiveis.
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Capitulo 5

EQUIVALENCIA DO
CAMPO TENSORIAL
ANTISSIMETRICO DE
ORDEM DOIS AO CAMPO
ESCALAR E AO CAMPO
VETORIAL

Campos tensoriais antissimétricos foram inicialmente objetos de grande
atencdo devido a sua associagdo a teorias de gravitagao estendidal’® e por
tratarem-se de teorias redutiveis. Isso faz com que sejam estudados com
a finalidade de se atingir um maior conhecimento desse formalismo com a
motivagao das teorias de supercordas, que também séo redutiveis??. Den-
tre os campos tensoriais antissimétricos, os que foram mais estudados sao
o tensor antissimétrico de ordem dois e o tensor antissimétrico de ordem
trés. O tensor antissimétrico de ordem trés estd associado a constante cos-
moldgica®. No entanto, nio chegaremos a estudé-lo.

59




O campo tensorial antissimétrico de ordem dois, ou simplesmente ten-
sor antissimétrico, aparece em teorias de gravitagao estendida obtida a
partir de supercordas®®! como uma das trés particulas que correspondem
ao estado fundamental das cordas (as outras duas particulas sao o graviton
e o dilaton). Da mesma forma como o graviton estd relacionado & cur-
vatura do espago-tempo na Relatividade Geral, o tensor antissimétrico
esta relacionado a tor¢ao do espago-tempo na teoria de Einstein-Cartan
da gravitagao , onde é associado ao spin.

O tensor antissimétrico também aparece em teorias de agao a distancia
de cordasi®® e outras®!, como por exemplo no confinamento de quarks,
em quebra espontanea de simetria e como uma particula complementar
do féton. Neste capitulo, nosso interesse maior sera sobre o tensor antis-
simétrico como teoria redutivel em primeiro estdgio e na sua equivaléncia
a outros campos. Essa equivaléncia ja foi discutida por varios autores,
seja por meio de um acoplamento a um campo de fundol?”} ou usando o
método de quantizagdo BRST no formalismo lagrangianol?®! mediante uma
cuidadosa escolha dos fantasmas de fantasmas. Neste capitulo, apresenta-
mos uma prova dessa equivaléncial?? utilizando o método de quantizagio
BRST de teorias redutiveis no formalismo hamiltonianol®®, que apresenta
a contagem correta de fantasmas de fantasmas e fantasmas extras.

Iniciaremos o capitulo com uma breve discussdo da equivaléncia do ten-
sor antissimétrico ao campo escalar e ao campo vetorial a nivel cléssico,
passando depois para a demonstragdo da equivaléncia a nivel quantico.
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5.1 Equivaléncia classica ao campo escalar e
ao campo vetorial

A densidade lagrangiana do campo tensorial antissimétrico é dada por

1
L=

Fw/p = auBuo i avau + apB;w ’

com B, =-B, .

FHPE,,, (5.1)

Utilizando as equagées de movimento para o campo B,,,, obtemos
0F,,=0 . (5.2)
Essa equagao pode ser resolvida em D dimensdes pela solugio
Fusuous = €y pp0™t APSHP (5.3)

Em quatro dimensdes, essa solugao representa um campo escalar ¢, pois
podemos contrair a expressdo (5.3) com o tensor de Levi-Civita, obtendo

€u0ps0" B =0,¢ (5.4a)
Derivando essa expressao,temos que

€ups 00" B =0
obtendo, assim, as equagoes de movimento para o campo escalar

0"8,6 =0 =0 . (5.4b)

Em cinco dimensées, podemos contrair (5.3) com o tensor de Levi-
Civita, obtendo

€ Fy vaps = Ol Al = Frare =
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= 19, B, .y = FH5 (5.5a)

Derivando em relagdo a z’, obtemos, entao, as equagdes de Maxwel
0, F*# . (5.5b)

No entanto, ndo ha garantias de que essas equivaléncias perdurem a nivel
quantico, pois elas foram provadas utilizando as equagdes de movimento.

Vamos, agora, mostrar que os campos ¢ e B,, descrevem a mesma
dindmica em 4 dimensées a nivel cldssico, mostrando que se pode passar de
uma representagao para a outra por meio de uma transformacao canoénica.

A densidade lagrangiana para o campo escalar sem massa é dada por

1 X
L= —53“¢3,,¢ =m¢—H,. , (5.6)
onde o momento canonicamente conjugado a ¢ é
= —¢ (5.7)
o¢

e H,. € a densidade hamiltoniana.
Vamos, agora, considerar a densidade lagrangiana para o tensor antis-

simétrico ]
L = 571"“’3,“, -H. . (5.8)

Aplicando o principio de minima ac¢ao para ambas as lagrangianas

6/dtL , 6/dtL’,

temos que elas estdao relacionadas por
8L =é6L' + dF (5.9)

onde dF é a diferencial de uma fungdo F' que é chamada de fungdo geradora
da transformacao canonica.
A relagado acima pode ser escrita como

. 1, dF
3 —_ == & —qh - H .
/d z(md — H,) /d z (27r B,, 'Hc> + g
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= dF = [ & [7rd¢ 3 %w‘“’dB,,,, — (M. - H;)] .
Podemos definir a seguinte densidade para a fungéo geradora

F=/d3xd.7-' ,

de forma que podemos escrever as seguintes equagdes a partir de ()

o LOF w4 %f : (5.10)

"= * ™= 2apw

Tomemos, agora, como fun¢io geradora da transformagio canénica

F = /ds.’l,‘ = 2/d3$;€£jkngak¢ ’ (511)
dF oy .
= =2 / &z €7%(B;;0,6 + Bi;0cd) . (5.12)
A relagao entre as duas densidades lagrangianas sera, entao,
’ dF ’ k(T ]
L'=L- E‘ =L =L-—2e" (B;j6k¢+B,-j6k¢) . (5.13)

As relagoes definidas por essa fungio geradora sao
m=—€*0Bj , mi=0, m;=—€x0¢ , H.=H . (5.14)
Substituindo em (5.13), obtemos
L= _%(aiBjk)Z + i(&-B.-,-f - %(ij)2+
+%7r‘fB.~j + BY9'r;; = %F#“PFW,, . (5.15)

Portanto, podemos ver que as duas densidades lagrangianas estéo rela-
cionadas por uma transformagao canénica.
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5.2 Quantizacao BRST-BFV

Tomemos a densidade lagrangiana

L= F"F,,

24
Fy,=06,B,,)=0,B,,+0,B,, +9,B,, ,
B, =-B,, .

Escrevendo-a em termos de B, temos
L 50 g Le puv
L= §3 B*9,B,, — 1 B*9,B,, .

A agdo ¢é definida por
S = / dPz L

e é invariante pela transformacao de gauge

6B, = 0,6, — 0.6, .

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Podemos reparar que os termos £, também séo invariantes pela trans-

formacdo de gauge
8¢, =0, .

Essa invariancia se refletira na redutibilidade da teoria.
Separando a parte espacial da temporal, obtemos

1

. 1., 1 1 )
L= g(13,~,.)2—§13Ja[,-Bo,]+§(c'3[,-Bo,])2—g(a.-B,-,,)hZa B#*3,;B;. , (5.20)

onde definimos

1
a[,'Boj] = E(a,‘BoJ' . 6_,‘30,') .
Os momentos canonicamente conjugados séo dados por

B oL
OB

Toi

64

(5.21)

(5.22)




Ty = == = —B.'j - 6[.-B0,] . (523)

Entéo, a densidade hamiltoniana canénica é dada por

H, = %W“VB,,,, -L=
=M, = %(W-'j)2 — B%9'mij — %(3.--’3;;')2 + ';'(55’:'3502 : (5.24)

Outra maneira de escrevé-lal?d &
1 g 1
Hc = —2-(1r.~,-)2 hand B°’6‘7r,-,- -— E(e.-_,-ka,-B,-k)"’ . (525)

Passemos, agora, para a procura dos vinculos dessa teoria. Os vinculos
a ~ ~
de 1" ordem sdo dados pelas equacgoes '

ék
Mo ~ 0 . (526)
Montamos, entdo, a densidade hamiltoniana primaria

H, = H, + \%mg; (5.27)

onde A% sdo os multiplicadores de Lagrange associados aos vinculos ;.
A condigéo de consisténcia dos vinculos implica em

foi = {moi, Hp} 0= Fmj;i =0 .
Temos, entdo, os vinculos de 2% ordem
¢ = Fmji . (5.28)

Repetindo o procedimento anterior, montamos a densidade hamiltoni-
ana secundaria

H,=H, + Aos (5.29)

A' sendo os multiplicadores de Lagrange associados aos vinculos ¢;.
A evolugao temporal desses vinculos resulta em
P

$i= {4 M} =0 . (5.30)
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Portanto, nao ha mais vinculos na teoria.
Vamos, agora, estudar a dlgebra dos vinculos a fim de poder classifica-los
’ a a
em vinculos de 1- ou 2- classe

{moi(2), m0;(¥)} = {¢i(2), 8;(¥)} = {mai(2), $;(¥)} =0 . (5.31)

Portanto, todos os vinculos da teoria sio de 1° classe e ndo serd neces-
sario o uso dos parénteses de Dirac.

Temos, agora, que verificar se a teoria é ou nao irredutivel. Ela s6
serd irredutivel se os vinculos forem linearmente independentes. Isso é
verdadeiro para os vinculos 7;, mas para os vinculos ¢;, isso nao acontece.

Para mostrar isso, tomemos

[P Zi(a, 5)g5(a")

onde Z(z,z') é uma fungdo arbitraria.
Se pudermos escolher Z7(z, z') # 0 tal que a integral acima seja nula sem
usar as equagoes de movimento, entéo os vinculos ¢; nao serdo linearmente

independentes.
Escolhendo Z?(z,z') = B—‘Z;f(a:, z'), temos

/ dP=g! Zi(z,2')¢;(z') = / 4P e @ f(z, 2" )0 m(2') =

- / P12 & [f(z,2')0 m(2")] - / P! f(z, )0 P m(z)) .
A segunda integral se anula identicamente, enquanto se escolhermos
f(z,z")y=6(z —1') , (5.32)
obtemos, segundo o teorema de Gauss
/ 415! F(f(z, ") m(z')] = / dS §(z — &) my(z') = 0

onde a integracdo se faz sobre uma superficie que envolve o volume de
integracao da integral da esquerda.
Obtemos, entdo, o resultado

/ dPg' Zi(z,2')bi(a’) = 0 . (5.33)
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Portanto, os vinculos ¢; néo sio linearmente independentes e a teoria é
redutivel.

Vamos analizar as fungdes Z’(z,z') a fim de saber se elas ndo sdo
também linearmente dependentes. Para isso, teremos que achar fungdes
Z®) J tais que

/dD'I:c' z®i(z,2")\Z;(z',2") =0 . (5.34)

Essa condigao implica em
[P 2 i(z,20;6(" - 2") =
- / dP-'z’ ; (2 i(z, 2')6(a’ — o")] - / dP-1z' §(z' — 2") 2Pz, 2') =
. —/dD"lx' §(z' — m")ajLZ?)(w,x') =0=

7,
= %ZJ@)(:E,:E') =0= ZJ('z)(.'B, .’l}') = gj(:l:) ’

o que impossibilita que fagamos combinagdes lineares de Z;(z’,z") que se-
jam nulas.

Portanto, as fungdes Z;(z, 2') sdo linearmente independentes e a teoria
é redutivel em 1° estagio.

De acordo com o procedimento exposto na sessdao 4.2 para teorias re-
dutiveis em 1° estdgio, vamos aumentar o espaco de fase adicionando & teo-
ria momentos canonicamente conjugados aos multiplicadores de Lagrange

X% = poi , {A% poj} =6} (5.36)
X —=p, {Mp}=8, (5.37)
sendo esses momentos sujeitos a condi¢do de vinculo
Poi =0 , pim0 . (5.38)
Também associamos os fantasmas
moi » poi — (1%, Pai) 5 (P%,0i)
¢ , p— ', P) , (Pm),
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{UOiaf,Uj} = {'PO"ﬁOJ'} N 6_; ’ (539)
{n',P;} ={P",0;} =6 . (5.40)

Temos, ainda, que adicionar um multiplicador de Lagrange e seu mo-
mento canonicamente conjugado relativos & fungéo Z;(z, z')

Zi — (f,ﬂ'{) ,{{,775} =1 (5'41)

e os fantasmas de fantasmas

(c,0) 5 (b,9) ,
{c,0} = {b,c} =1 . (5.42)
Finalizando, adicionamos os pares de fﬁptasmas extras
(X, 7') 5 (€ me)
{Mn'} ={&,me} =1 . (5.43)

De acordo com as tabelas da sessdo 4.3, as paridades e os numeros
fantasma das variaveis acima sdo dados pelas tabelas a seguir, onde P
representa a paridade de Grassmann e gh, o nimero fantasma da varidvel
do espago de fase.

[ Vinculos || Toi I o; I

P 010
gh 010
I Multipls. de Lagr. e momts. " Aoi IPoi | A I P; ] £ ] ur I
P O(O0Of[O|J0O(1]1
gh 0lO0O]|J]0|0O]|1]-1

] Fantasmas || Noi | Poi ] Po; [ Toi I
P 1|1 1 1
gh 1 (~-1[1]-1
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Fantasmas || 7 [ P; [ Pi | i |

P 11 ]|1]1
zh 111 |1
[ Fantasmas de fantasmas [c [ b [b] € |
P 212 |2] 2
gh 2 =22 -2
[ Fantasmas extras [ ' [ «' [ ¢ | mp |
P 0] 0 ([1]1
gh 1(-112|-2

Segundo (4.35), a carga de BRST é daﬁfb por

Q= / dP (% moi + n'hi + cO'P; + p"Poi + PP + mb+ 7'E) . (5.44)
Essa carga gera as seguintes transformagoes de BRST
0 Boi = noi bmoi =0
6B;; = Oini — Bin; 6mi; =0
6Xoi = Poi 6poi =0
5)\,' = 'P,' 5p.' =0
66 => bmg =0
énoi = 0 6Po;i = mo;
0Poi =0 6Moi = poi
§n; = —0Oic §P; = ¢y = Oy
6P; =0 o =pi _
be=0 8b = —0'P;
66=0 bc= —Te
N =¢ éx' =0
6¢' =0 Sme = 7'
A lagrangiana efetiva é dada por
Lej . Lk = Hc - {\I’, Q} ’ (545)
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onde L, é a lagrangiana cinética

Ly = /dD_lw (WO'BO,' + 51!"‘73,'_,- +p0'/\o,' +p'A+ 170'730; + PO'noH-

+i7P; + P+ bé + b + Wgé +r'N 4 W{'é’) ) (5.46)

H, é a hamiltoniana candnica
- 1 1 1
H, = /dD 1z [E(ﬂ','j)2 - Z(&-B.-,-)"’ + g(agBjk)2] (547)

e ¥ ¢é a fungio fixadora de gauge.
Escolhemos para ¥ a funcgio

1 . . n -
¥ = /dD—l.’L' [gﬁo'(/\, — Bo,') — ﬁ‘O’BJ’.’ + 'pO'/\o.' - P A+

+88'n; + b + mpd' N — ﬁ"a,-,\’] ; (5.48)

onde € é um parametro constante qualquer.
Temos, entao,

. g 1 .. o
{¥,Q} = /dD_lil? [770'/\0.' + 77O\ + EPO'(/\:' — Byi) — p'(8’Bji + O \)+

TP = o) + (090 ~ 90un; — BE) + PP
~P(Pi + Oi€) — 60 Bic + bb + medin + TN + wf,afp.-] . (5.49)
Fazemos, agora, a transformacéo de variaveis
Poi —* €Poi

Noi — €Noi
cujo determinante do jacobiano é igual a um.
Temos, entao, a densidade lagrangiana efetiva

. 1 1 ... 3
‘Cef B 7r°'(B0,- - /\0,') + —E(W.-j)z + EW']B,'J' - 7!"‘13,‘/\_,' +
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+P0"(5/.\0i — X + Boyi) + Pi().‘i +&Bj; + 6:)) + ﬁOi(e'ﬁOi —Pi + noi)+
+7(P; + 8 0im; — 8 0m; + 0i€') + P (ihoi — Poi) + P + Pi + 8i6)+
+2(b + 8'0ic) + b(é — b) + me(€ — O'mi) + 7'(N — O N)+
(€~ 0'P) + {(8:By) - S(O:Ba) - (5.50)
Completando quadrados, podemos escrever o termo em 7;; como
wim; — wijB;j + 2799 =
il g 2 /1. 2
= (1r.-,- —5Bii+ 3{:"\1'1) - (§B,-,- - 3[-'/\11)
Fazemos, agora, € — 0 e colocamos o termo ¢’ em evidéncia, obtendo

Pra
o 1 1. 2 il
Le; =7 (Boi — Aoi) — 3 (ﬂ’.‘j - §Bij - 3[:‘/\:']) + g(B-':i — 2005+

+P0i(Boi - /\i) + Pi(/.\i + 6ij.' + 6,-/\’) + ﬁOi(noi - P:)+
+7(Pi + & 0in; — & 0;m:) + P (rios — Pos) + P + Pi + i)+
+&(b+ 8ic) + (¢ — b) + e (€ — &) + (N — N — w0 Pit
. o1 1
+& (g + 0'mi) + Z(aiBij)z — g(aiBjk)z . (5.51)
A funcao de particéo é dada por
z =N/’Dp &S | 8§, = /d% c, (5.53)

onde N é uma constante de normalizacao apropriada e Dy é a medida, que
envolve todas as variaveis

'D;l, = DBO."DWO;DB,'J'DTF,'_,'D/\o,"ng,'D/\,'Dp,'D'I]o,"D'po,'DPo,'Dﬁo,'

Dy DP; DP; Diji D DbDYDEDE D DN D' D' D (5.53)
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A integragéo esta sujeita as seguintes condigdes de contorno invariantes

pelas transformagoes de BRST
z#(ty) =z} zh(ty) = x4
Aoi(t1) = Aoi(t2) =0 poi(t1) = poi(t2) =0
Ai(t1) = Ai(t2) =0 pi(t:) = pi(t2) =0
£t) =&(t2) =0 : me(t1) = me(t2) =0
noi(t1) = noi(tz) = Poi(t1) = Poi(t2) Poi(t1) = Poi(t2) = foi(t1) = fjoi(tz) = 0
mi(t1) = ni(t2) = Pi(t) = Pi(t2) Pi(t1) = Pi(ts) = 0i(t1) = Mi(t2) = 0

Nt)=Nt) =n'(t) =7'(ts) =0
(1) = €'(t2) = mer(tr) = mou(t2) = 0

Integrando sobre mo;, ij, Poiy Piy 7ois Pois Piy by T, 7' e &', obtemos
Yy
Z = N/DBO,'DB,'J'DAO,"D)\,"DWO,'DPO;DU.'DP,'Dﬁ,"DC'DbDED{D/\'DW{:

5(Boi — Xoi)6(Boi — /\i)‘s(/.\i + 6iji + 9:\)8(noi — P:)é(n0i — Poi)
(i + Pi + 8i€)6(¢ — b)S(€ — B'mi)b(X — ' N)6(7er + B'i)

exp {z / dDm[%(B.-,- — 0N+ ON )+ (P48 i — & 9m;) + (b + 8 Bic)—
_redPi + %(6.-3,,-)2 - %(a.-BJ-kf]} . (5.54)
Integrando em A;, Pi, b, Aoi, 70i € Poi, obtemos a seguinte integral
Z=N / DBy DB,; Dy, D DeDeDEDN Drrgs
8(Bo; + & Bj; + 8:X)8(1; + noi + 8i€)8€ — 'ni)6(N — 8 Boy)8(rr + ')

exp {Z /dD:IZ [%(.B,‘7 — 8,-BOJ- + ajBo,')2 - ﬁ'(n. + 61'6,'17,') + E(C + 6‘8,~c)+

sl + 006) + 20D, ) - %(a.-B,-k)z]} - (5.55)
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Usando os funcionais delta no integrando de (5.55), podemos reescrever
alguns termos da acéo em uma forma covariante

1 . 1 1 1,
g(B,_, —_ a,'Bo_,' + 6,-Bo,-)2 + Z(@;B;_j)z — g(a.-B,-,,)’ — Z/\ O\ =
= 30°B"0,B,, . (5.56)

Redefinindo outras variaveis da seguinte forma

N = (fa —Th‘) 3 ﬁ# = (7!'5', ﬁl) y (557)

obtemos a seguinte forma para a fungio de partigao

Z=N / DB, Dn, D, DcDeDN 6(8"y,)8(9"7,)6(8" B, — 9,))

exp |4 [ /dD (——B‘“’azBW + 8y, + edPc+ = )\ 62/\’)] . (5.58)
De acordo com o funcional delta 6(0”B,, — 0, ), temos que
O*\' = 9*9,\ = 0*9"B,, =0 . (5.59)

Portanto, o ultimo termo da ag¢éo em (5.58) é nulo. Exponenciando os
funcionais delta, obtemos a seguinte integral

Z=N / DB,, D1, Dij, DcDeDNDrDiDa,
1
exp{i /dDa:[—gB’“'azB,w + 78, + e0%c+

+wd¥n, + 707, + a* (8" B, — a,,x)]} : (5.60)
Integrando em 7,, 7,, 7™ e ¥, obtemos
Z=N / DB,, DcDeDA Da,, (det )P

exp [ /dD ( ~B*3’B,, + +cd’c+ a*0"B,, — a*0,\ )] . (5.61)
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Integrando em ¢, ¢,

Z=N / DB,, DN Da,, (det 8%)(P-

exp [i /dDz (—%B‘“’B"Bw + +a*0"B,, — a“a,,/\')] : (5.62)

Efetuando a integracdo em )’ e completando quadrados em B, obte-
mos

Z=N / DB, Da,, (det *)P-V§(8%a,)

exp{i / dPz [—%(B‘“’ + 40729 a")0*(B,,, + 48°9,a,)—

—26["01“]3“26[,,01:]]} . (5.63)
Integrando agora em B,,,, chegamos a
Z=N / Day, (det 82)(P-)-DD-D/4g(5ug )
&5 [z / dD:z(—23["a“]6_26[,,a#])] . (5.64)
No entanto,
—20%a"87%9,a,; = a*a, + 80,0720 a, . (5.65)

Valendo-nos do funcional §(8*a,), podemos zerar a segunda metade da
expressdo, ficando com

Z = N/'Da,, (det §%)(P-D-DO-V/4g(grq ) exp (i/dD:c a“au)
(5.66)

Esta ¢ a fungao de parti¢ido a partir da qual mostraremos a equivaléncia
da teoria do campo tensorial antissimétrico com outras teorias.
Exponenciando o funcional delta, chegamos a

Z =N [Da,D (det 87)P-1-DO-1/1
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exp [z /dD:c (a*a, + ¢3“a,,)] ; (5.67)

Integrando em a,, chegamos finalmente a expresséo

Z =N [Da,D (det 0?)P-D-PO-/4 exp (z IEL %¢62¢) . (5.68)

A funcéo de partigio para um campo escalar ¢ tem a forma da expressao
acima, ndo tendo, porém, nenhum termo det 8%. Por isso, para que essa
expressio corresponda a fungio de parti¢do de um campo escalar, devemos
ter

D(D-1)
n =

Para que a equagdo acima se verifique, devemos ter D = 1 ou D = 4.
Uma vez que o tensor antissimétrico de ordem dois necessita de D > 3, che-
gamos & conclusdo de que o campo tensorial antissimétrico é equivalente ao
campo escalar somente em quatro dimensdes, o que mostra que também no
caso quantico o campo tensorial antissimétrico é equivalente a um campo
escalar em quatro dimensoes.

Vamos, agora, efetuar a seguinte mudanga de varidveis na eq. (5.66)

D-1 0. (5.69)

a, — (8%)%a, . (5.70)
O jacobiano dessa transformagao é dado por

J = (det )% . (5.71)
Temos, agora, a seguinte forma para a fungdo de partigao

Z=N / Da, (det 82)P-D-D(O-1/4(det 32)% 5[(6?)} 0% a,]

exp (—-z'/dDm a“02a#> =
_ N/'Da“ (det 62)(D—l)—D(D—l)/4+D/2—1/26(aua#)

exp (—i/dD:c a“azau) ; (5.72)
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A expressdo acima equivale & expresséo obtida para um campo vetorial
sem massa no gauge de Lorentz se tivermos um termo linear em det 8*. Por
isso, para que a expressio acima seja equivalente & fungéo de partigdo para
um campo vetorial, devemos ter

D(D-1) D 1
D-1—-——F4——-=1. 5.73
T 5= (5.73)

Essa equagio resulta em D = 2 ou D = 5. Novamente, considerando as
condigdes de existéncia do tensor antissimétrico, chegamos ao resultado de
que ele equivale a um campo vetorial somente em cinco dimensdes, conforme
fora obtido classicamente.
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Capitulo 6

EQUIVALENCIA ENTRE AS
FORMULACOES DE 1° E 2°
ORDEM DO TENSOR
ANTISSIMETRICO

Existe uma formulacio da teoria do tensor antissimétrico baseada em dois
campos chamada de formulagao de 1% ordem, um sendo o tensor antis-
simétrico B,, e o outro, um campo auxiliar A,. Essa formulagéo é bastante
utilizada para a teoria do tensor antissimétrico massivol®! e, portanto, é in-
teressante mostrar que ela equivale tanto classica quanto quanticamente a
formulagao de 2° ordem. Vamos, para isso, considerar o caso de massa nula
e compara-lo & formulagao de 2% ordem desenvolvida no capitulo anterior.

Iniciaremos este capitulo mostrando a equivaléncia a nivel classico da
formulagdo de 1% ordem ao campo escalar em 4 dimensoes, passando depois
para a demonstragao da equivaléncia classica e quantica (via quantizagao

BRST-BFV) & formulagéo de 2% ordem.
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6.1 Equivaléncia ao campo escalar

A densidade lagrangiana para a formulagio de 1* ordem em quatro di-
mensoes é dada por

L=_tp pw_ %A“A,, , (6.1)

4 W

F,, =0,A, -0vA, , B, = %e“,,paB”” .

Usando as equagGes de movimento para B,., obtemos
F,=F,=>F,=0=>

= 0,4, =0,A, = A, = 8,4 , (6.2)

onde ¢ é um campo escalar.
Aplicando as equagbes de movimento para A,, obtemos a relagio

A,=0"B;, . (6.3)
Igualando (6.2) a (6.3), obtemos
o.¢ =8By, = 80,6 =0"9"B;,, =0 . (6.4)

Esta é a equagio de movimento para um campo escalar. Portanto,
podemos escrever os campos B,, e A, em termos de um campo escalar.
Devemos nos lembrar, no entanto, que essa equivaléncia esté sujeita aos
mesmos limites discutidos na secao 5.1 .
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6.2 Equivaléncia a nivel classico

Dadas as densidades lagrangianas de 1? ordem e 2° ordem

1
L = —ZB‘:"FW - %A“A,‘ , (6.5a)
* 1 g
F, =0,A, -0vA, , B, = Ee,,,,,,,,B" .
1
L= 40°B"0,B,, — ;0°Bu0,B" | (6.5b)

queremos mostrar que, a partir da densidade lagrangiana L', podemos
chegar a L. Para isso, usamos as equagdes de movimento para A,, que
resultam na equagao

A,=0B;, . (6.6)
Substituindo (6.6) em (6.5a), obtemos

1 * *po v = 1 b *py
L' =--B (a“apB P70 apB pu) - ZauBuvapB =

4
1 UV Qp R* 1 ;.waﬁ » Yo
= Za‘,B 6 pr = ge ép,,.ysa“Bapa B =
1 !
= gBaga“@yBaﬂ — Za(,B“f’a“Bm =L . (6.7)

Portanto, chegamos ao resultado de que as duas formulagoes sao equi-
valentes a nivel cldssico quando usamos as equagGes de movimento.

Também é possivel mostrar que existe uma transformagao canénica que
relaciona as duas formulagées. Para isso, vamos escrever a densidade la-
grangiana da formulagdo de 17 ordem separando a parte espacial da tem-
poral

£ = — geoin B (AT~ 0 A) ~ S (04 — 09 A) — (o) + (AT . (69)

Os momentos canonicamente conjugados sdo

oL _, oL 1

- N m e — e — . ik
o = 340 =0 = —— = ——€gijk B’ (6.9)




oc oc

Toi =0 , m;= =0 : (6.10)

~ 9B 8B

Obtemos, entédo, a densidade hamiltoniana canoénica
Hc' = WOAO + 7'A; + 7r°'Bo,- + EW"B,',' -L=>

A ; s 1 ...
= Hc = 1r°A0 + (7r' + ZGO'JkBjk) A,’ + FO'BO,' + EW'JB,'J'-—

1 ... 1 ... 1 1
—Zeo""B,-ka.-Ao + Ze°"’°Bok(6,-A,- - 0;A) + :1'(Ao)2 - Z(A,’)2 . (6.11)

Podemos, ent3o, escrever a densidade lagrangiana da formulagéio de 1°
ordem como sendo dada por
1

27!"-'7.3,'_,':# Hc’ = Wi«‘ii - L (6'12a)

L' =714y + ' A; + 7% Bg; +

e a densidade lagrangiana da formulagio de 2° ordem como

. 1 ... 1 ...
L= WO'BO,' + EW'JB,'J' —H. = -é-ﬂ"]B,'j -L . (6.12b)

Seguindo o mesmo procedimento utilizado no capitulo 5, chegamos as
equagoes

OF oOF , oF
“oa 0 ™= gy 0 e =Mt
onde F é a densidade da fungao geradora de uma transformacao canonica.

Se escolhermos para essa densidade a expressao

(6.13)

ur

1 ..
F = ZéoijkBUAk ) (614)

chegamos as relagoes

H =H, . (6.15)

Substituindo o valor de m; em (6.12a) e considerando a igualdade entre
as duas densidades hamiltonianas candnicas, obtemos
1 L.
L= Zéo,'_,‘kBJkA' —H,. =
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= —%eo;jkAkBij — Hc .

Considerando, agora, a relagio dada para m,;, obtemos o resultado

[:’ = W‘jB.'j - Hc =L , (616)

mostrando a equivaléncia entre as duas formulagdes mediante a trans-

formacéo candnica gerada pela integral no espago da densidade de funcédo
geradora dada por (6.13).

e
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6.3 Equivaléncia a nivel quintico

Vamos agora mostrar a equivaléncia quantica entre a formulacio do tensor
antissimétrico de 1* ordem e a formulagéo de 2* ordem. Para isso, efetuare-
mos a quantizagdo BRST-BFV da formulagio de 1* ordem e mostraremos
que, por meio de uma escolha apropriada das fungdes fixadoras de gauge
de ambas as formulagdes , podemos chegar a fungdes de partigio idénticas.

Das equagbes para os momentos canonicamente conjugados (6.9) e (6.10)
obtidas na sessdo anterior, nés obtemos os seguintes vinculos de 1* ordem

F
o= 0 ¢i = m; + Je%kbF 0
o = 0 T = 0

Montamos a hamiltoniana primdria adicionando ao espago de fase os
multiplicadores de Lagrange relativos a cada vinculo

Hp = Hc + Aoﬂ'o + A'¢i + Amﬂ'oi + '2')\"77(,']' . (617)

Aplicando a condigao de consisténcia para os vinculos de 1* ordem,
podemos fixar os valores dos seguintes multiplicadores de Lagrange

¢~ 0= \j ~ 8By, — 26047 + €oijp A (6.18)
T 0= N~ OiAg— A; . (6.19)
Também obtemos os seguintes vinculos de 2 ordem
To~ 0= o =20'm —Ag =0 (6.20)
7oi & 0 = po; = €iju(OA* — 0¥ A7) n 0 . (6.21)

Substituindo os multiplicadores de Lagrange cujos valores foram fixados
e adicionando os vinculos de 2° ordem e seus respectivos multiplicadores
de Lagrange, obtemos a densidade hamiltoniana secundéria
. . 1 ... 1 .. 1 ..
H, = 7I'OA0 + 7|'0'A0,' + §7|"JB,'J‘ + ZEO'JkBOk(aiAj - a_,A,) + 'Z‘W'J(a,'Boj‘*'
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toniana estendida

He . Wo{AOi +
i ij gk, Lo 1o o 0 0i
+7'0; Ag — T €gijkT +Z(AO) _Z(Ai) + A% + @00 + a®po; . (6.24)

que néo sdo nulos séo

elimina-los através dos parénteses de Dirac.

: P 1 .
+eoik AF)m 0 Ag — T eoijp i + Z(A°)2 - Z(A.-)z + Aomo+
+2%m0i + a%p0 + a%poi . (6.22)

- .~ . ~ . [
Aplicando a condigéio de conmsisténcia para os vinculos de 2° ordem,
encontramos

‘PO 0= X = —Ao y (623&) '
Yoi =0 . (6.23b)

Substituindo o multiplicador de Lagrange, obtemos a densidade hamil-

1

... 1 ,.. 1 ..
27r'JB,'J' + ZCO'JkBok(a;AJ' - 6,~A.-) + EW”(@.‘BOJ' + CoijkAk)'*'
'l

Vamos, agora, estudar a algebra dos vinculos. Os parénteses de Poisson

{mo(z), ¥°(¥)} = —é(z —y) , (6.25)

(9i(e), mir(w)} = geoiind(z — ) - (6.26)

~ a .
Vemos, entdo, que temos vinculos de 2 classe, o que nos permite

Para isso, montamos a matriz de Dirac e calculamos a sua inversa

0 0 0 8z —y)
”Q ” — 0 0 —%60;]’)‘6(1} - y) 0
e 0 %Eo,'jké(l‘ - y) 0 0
—é(z —y) 0 0 0

0 0 0 §(z —y)
”Q “_1 — 0 0 460,'_,',,6(2: - y) 0
i 0 _450ijk6(x — y) 0 0
§(z —y) 0 0 0
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Os parénteses de Dirac ficam definidos como

{f’g}D == {f7g}D - {f,"rO}{SOO’g} + {f,(P}{Wo,g}+
+4*{f, $iH{mir, g} — 4H{f, m }{bir 9} (6.27)

. » . . , a
Esse procedimento nos torna possivel eliminar os vinculos de 2 classe,
. . ~ Id n
igualando-os fortemente a zero. Ficamos, entdo, com os vinculos de 1-
classe

Tos y Poi— GO;jk(ajAk - 6kAj) . (628)

No entanto, os vinculos ¢g; ndo sdo linearmente independentes, como
mostramos a seguir

/dD:v' Z'(z,z")poi(z)) = /dD:c' Z'(z, z')eoiju[07 A¥(z") — B¥ AT (")) .
Escolhendo Z%(z,z') = 526(z — z'), obtemos que
/I dPz’ Zi(z,z")poi(z') =0 . (6.29)

Da mesma forma como foi mostrado para a formulacio de 2* ordem,
essas fungdes Z*(z, z') sdo linearmente independentes e a teoria é, também
aqui, redutivel em 1* estagio.

Quando igualamos fortemente os vinculos de 2° classe a zero, estabele-
cemos certas relagdes entre algumas das variaveis

To = Ty; = 0 , (630)

1 ik
¢ =0=m = —e B (6.31)
po=0=20'm =4 . (6.32)

Portanto, podemos estabelecer uma relagao entre Ay e B;; que é a mesma
estabelecida a nivel cldssico (6.3) pelas equagbes de movimento

1 .
%=_?wmﬁﬂ. (6.33)
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Com isso, podemos eliminar algumas varidveis desta formulagéo , escre-
vendo-as em termos das outras.
A densidade hamiltoniana canénica fica, agora

H. = _%(Ai)2 + %fo.'jkBOk(aiAj —-FA) . (6.34)

Os parénteses de Dirac dos vinculos de 1% classe sdo nulos, o que nos
mostra que as fungdes de estrutura sdo nulas (a dlgebra é abeliana).

Vamos, agora, associar os momentos canonicamente conjugados aos
multiplicadores de Lagrange, de acordo com o procedimento mostrado na

sessdo 4.2 ' _ ‘
A% = poi , {A%,po;} = 6} (6.35)

Ai - D, {’\iapj’}""'= 6; ’ (636)
sendo esses momentos sujeitos a condigao de vinculo
Poi = 0 y Di = 0. (637)

Também associamos os fantasmas

moi , poi — (0%, Poi) , (P%,o:)

©Yoi Pi_—'(niaf)i) ) (pi’ﬁi) >
{n”,Po} = {P*,M0;} =6, , (6.38)
{n',P;} = {P,m;} =6} . (6.39)

Temos, ainda, que adicionar um multiplicador de Lagrange e seu mo-
mento canonicamente conjugado relativos a fungao Z;(z, ')

Z; — (&’"E) ’{fv 7r£} =1 (6'40)
e os fantasmas de fantasmas

(Caz) ; (6,2)

{c,b} = {b,c} =1 . (6.41)
Finalizando, adicionamos os pares de fantasmas extras
(Ny') 5 (€ymer)
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{Nn'} ={¢,me} =1 . (6.42)

Existem dois motivos para estarmos usando aqui os mesmos simbolos
para representar os fantasmas, multiplicadores de Lagrange e seus momen-
tos canonicamente conjugados que foram usados no capitulo anterior para
a formulagio de 2° ordem. O primeiro ¢ para simplificar a notacéio e o
segundo ficard claro no final deste capitulo.

As paridades de Grassmann e os niimeros fantasma das variaveis acima
séo dados pelas tabelas a seguir (de acordo com a sessio 4.3), onde P
representa a paridade de Grassmann e gh, o nimero fantasma da varidvel
do espago de fase.

| Vinculos [[ 7o: | poi |

P 01]0
gh 0] 0
| Multipls. de Lagr. e moms. || Ay; | po; | A ]p,- [ € I e ]
P O[O0 |O0]|]O0f1] 1
gh 0|0 |[O0|O|1]|-1
| Fantasmas || no; | Po; | Poi | 7o: |
P 1 | 1 1
gh 1 [-1] 1 |-1
| Fantasmas [ 7; [ 7; | P ] % ]
P 1 1 1 1
gh 1] -1]1 =1
[Fantasmas de fantasmas || ¢ | b [ | ¢ ]
P 212 (2] 2
gh 2|1-2(2]|-2
| Fantasmas extras [ X | = [ €] 7@7
P 0] 0 ]|1]1
gh 1| -1]2 =2
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A carga de BRST é dada por (4.30)

Q= / dP 1 z(n%moi + 0’ poi + cO'P; + p"Po; + pPi + meh + n'¢’) , (6.43)

e gera as transformagdes

8Bo; = 1o; émoi =0

6B;; =0 8A; = €gijx(0nF — OFnY)

6Xoi = Poi 6poi =0

(SA,' = 'P,‘ 6p.' =0

5§ =b 57!'5 =0

onoi =0 5"30,' =4y,

6Poi =0 67oi = Poi

67],‘ = —6,-c 6P, == eo.-,-k(afA" . 0"AJ')
1 6P, =0 677’ = p;
| bc=0 6b= —0'P;

6b=10 0c = —m

5N = ¢/ 67" =0

6{’ =0 67‘(‘5/ = 71"

A lagrangiana efetiva é dada por
L;f = L;c - Hé - {‘I”, QI} ) (644)
onde Lj é a lagrangiana cinética
1 o g . . . _
L= /dD_lw (-ZeoijkBJkAi + 7% Bo; + p” doi + p' A + 7% Poi + POrjoi+
+7'Pi 4+ Pl + bé + &b+ meb + 7'N + o) (6.45)
H! é a hamiltoniana canénica
1 1 2 p .
H; B /dD_lm [~Z(A,')2 + Zeo,-jkBo"(c')'A’ - 6714')] (646)
e ¥’ é a fungdo fixadora de gauge.
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Notemos, agora, que existem muitas semelhangas entre as densidades
lagrangianas efetivas das duas teorias, que sio dadas abaixo para as for-
mulagdes de 2° e 1% ordem, respectivamente

1
2
+7P; + Pl + bé + b + mef + 1N + mef'—

1 2 1 2 1 2
—5(7]’.']') +Z(alBtJ) _g(aiBjk) _{q’aQ} ’ (647)

L= 7r°‘1.30i + WijB.‘j + pO‘).\oe + P‘j\i + 770"750.' + 730"'70.’+

1 = . % . L
ef = — €oiik B’ *A; + 7% Bo; + p% i + p'di + 7% Po; + PO+

+7P; + Py + bé + &b + me + 1N + me'+

4&(.4,-)2 _ %eo,-jkBOk(a‘Ai _ oA - {V,Q'} . (6.48)
Se fizermos a seguinte redefinicao dos campos A;
A; = eo,-jkwjk , (6.49)
temos que
AN = —S(ms) (6.50)

Substituindo o valor do momento ;; [eq. (5.23)], obtemos a seguinte
relagéo

A = %eoijkBjk + €Q;jk6jB0k . (651)
Combinando essa relagio a relagéo (6.32)
1 t ik
Ao = —Eeo,-jka B’ (652)
obtida através do vinculos , obtemos a forma covariante
A, = %e,w,,aa“B”" =0d"B,, . (6.53)

Esta é justamente a relagéo obtida classicamente [eq. (6.6)], utilizando
as equagoes de movimento!
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Também podemos estabelecer uma equivaléncia entre os vinculos das
duas formulagoes

PYoi = éo;jk(ajAk - 6"A5) = 4657[1',' . (6.54)
Considerando, ainda, que

1 i AF i Al 1 iRJ 1 1
—Zeo.-,-kB°"(6 AJ — 6"A ) s i—é(eo,‘jka BJk)2 = Z(@.’B,'J')z - g(a,'Bjk)z

e fazendo uma correspondéncia um a um entre os fantasmas, obtemos para
. . a ~
a lagrangiana efetiva de 1 ordem, a expressao

L., = 7% Boi + =7 Bij + p” doi + p'Ai + 7 Poi + P 1j0i+

2
.. _. _ . ¥ . ]
+7*Pi + P + bé + &b+ mef + 7N  mef' -
1 1 1
—'2'(7Tij)2 + Z(aiBij)2 - g(aiBjk)z - {‘I"a Q’} ’ (6-55)

Como as integrais de trajetéria ndo dependem das fungoes fixadoras de
gauge, chegamos & conclusdo de que as duas formulagées séo equivalentes
também a nivel quantico.

Vimos, entéo, que podemos chegar a equivaléncia quéntica entre as duas
formulacgdes utilizando somente os vinculos de 2% classe e uma redefinicao
de variaveis.
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Capitulo 7

FORMULAGAO DE
PARTICULA

Neste capitulo, expomos um modelo de particula com spin com N = 2
supersimetrias acrescida de um termo de Chern-Simons dependente de
uma carga ¢ inteira cuja fun¢do de onda se mostra equivalente ao “rota-
cional” (field setrentgh) de um campo tensorial antissimétrico de ordem
(¢ — 1). Esse modelo foi proposto recentemente por Howe, Penati, Per-
nice e Townsend® em um artigo onde a equivaléncia foi mostrada por
meio de quantizagio canénica. O modelo foi primeiramente descoberto
quando Howe e Townsend® estudavam a ocorréncia de anomalias globais
a dimensdes fmpares em modelos de particulas com spin N/2 (N sendo
um nimero natural). O modo de remover essa anomalia para particulas
com N = 2 supersimetrias é introduzir na a¢do um termo proporcional a
um termo de Chern-Simons, que é exatamente aquele que torna o modelo
equivalente ao modelo de campos tensoriais antissimétricos.

Comecaremos este capitulo fazendo uma analise do problema da anoma-
lia global que ocorre para particulas com spin com N = 2 supersimetrias.
Uma analise do problema da anomalia para particulas com N qualquer pode
ser encontrada em [35] e uma boa discussio sobre anomalias globais ¢ feita
em [36]. Ilustraremos, depois, a equivaléncia entre a formulagao de particula
e os campos tensoriais antissimétricos por meio da quantizagéo candnical®¥.
Na sessao 7.3, demonstraremos a equivaléncia entre as duas formulagoes uti-
lizando a quantizacdo via integral de trajetéria (método BRST-BFV)P4,
Uma expressiao formal para a amplitude de transi¢do foi encontrada em
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[37]. Por fim, faremos
. ) uma bre i a
utilizando a qua.ntizagﬁo BRSrIlvalglvs.'[;:‘a‘]ga‘o do caso masSivO[321 dessa teoria

ok
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III

7.1 Discussao sobre a anomalia

Equagdes de campo livre de particulas relativisticas com spin inteiro ou
semi-inteiro qualquer podem ser obtidas a partir da quantizagio de modelos
classicos de particulas com spin (spinning particles) com duas supersime-
trias (N = 2). A equacio de Klein-Gordon pode ser obtida a partir de
um modelo de particula sem spin e a equagdo de Dirac, de um modelo de
particula com spin 1/2.

Podemos, também, obter um modelo para o caso geral de uma particula
com spin N/2. Esse modelo é dado pela seguinte acao (32,35]

1,., . 1,,. 17 ‘
S = /dt [2—6'(.7}“ - zx,-Gf‘)z + 50:‘0,‘, - Eff,'jeflej“] s %0¢u(t1)0$‘(t2) , (71)

i,j=1,2 ; p=1,...,D,(D éonimero de dimensdes do espago-tempo),
onde z#(t) sio as coordenadas da particula, 6;,(t) sio coordenadas anti-
comutantes, e(t) é um campo unidimensional (einbein), x; sdo gravitinos
unidimensionais e f sdo conexdes internas para a simetria O(2). Também
foi adicionado um termo de superficie necessirio para que a variagao da
acdo seja nula.

A agdo (7.1) é invariante pelas seguintes transformagoes

a) reparametriza¢ées na linha de universo

(7.2)
bz = ezt e = (ee)
60p; = €bf 6xi = (exi)
6f = (efeij)

onde € é um parametro que satisfaz as condigbes de contorno
E(tl) = C(tg) =0 .

b) transformagdes locais de supersimetria N-estendida na linha de uni-

VErso
(7.3)
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§z¢ = 1046 be = 2ixio

d{,’ - e;,-fa_,-

0,

onde a; sio pardmetros grassmanianos que satisfazem a condigéo

86f = —goi(d —ix;6;)  xi
6

a;(ty) = ai(tz) =0 .

c) transformagdes internas locais O(2)

(7.4)
oz = 0 be = 0
59:‘ = b,]o_;L 5x,' = biJ'Xj
S
6f = b,
onde b obedece as condigdes de contorno
b(t;) = b(t2) =0 .
d) transformagoes discretas
(7.5)
¢ - ¢ e — e
6 — 6 X1 — Xa
6; — -0, X2 — —X2
f - -f.

Essas transformagdes sugerem que utilizemos como condigoes fixadoras
de gauge as condigdes é = x; = f = 0, que geram as condigoes de contorno
apropriadas para os pardmetros dessas transformagdes .

No entanto, quando passamos para a quantizagio dessa teoria, a sime-
tria O(2) ndo se conserva para dimenses impares, caracterizando uma
anomalia. Essa anomalia pode ser cancelada se adicionarmos um termo
extra & agdo, mas isso s6 pode ser feito para o caso N =2 (este é o motivo
de s6 estarmos tratando desse caso). O caso geral da anomalia para um N
natural qualquer é tratado na referéncia [35].

O problema da anomalia pode ser visto quando observamos a quan-
tizagdo via integral de trajetéria. De acordo com o que foi visto na sessao

93




A

3.1c, a integral de trajetéria de sistemas com vinculos pode ser escrita da
seguinte forma [eq.(3.29))

Z=N / Dg;Dp; [ 6(¢1)6(v1) det ||{¢;, i |
t,l

exp {i [ atly - Hg'pl} (7.6)

i=1,...,n ; j,k,l=1,...,m. onde ¢' e p representam as varidveis
do espago de fase da teoria (reais ou de Grassmann), ¢; séo os vinculos de
primeira classe e iy sdo os vinculos fixadores de gauge. Para fazer nossa
analise sobre anomalias, vamos considerar somente a parte da integral de
trajetéria dada pela exponencial da agho (7.1) e considerando e, x; e f
como campos externos (o motivo serd vistd na sessio seguinte)

1
2'=N' [ De*Dp, D6} exp {z [ [-2-2(:52 — 2ixi8% 4

T, t
+xiXi0:650) + +5606i — §f€ij‘9.’-‘9:'u]} : (7.7)
Podemos fazer uma redefini¢do de varidveis
1 i D
2 XiXi ~ §f€ij — _Effc’j ; (7.8)

de forma que temos, agora, a expressao

7' = N'/Da:“Dp“DOf‘exp {i/dt [i(:i:2 — 2ix;0%z,)+

+%9."‘9m - -;-fe.-,-a,f‘e,-,,]} :

Podemos fazer a seguinte mudanga de variaveis
0!'/.1, = 1/)iu +’)’-‘p 9 (79)

ficando com a expressao
Z'=N' / Dz Dp, Dyt
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exp {z /dt [ﬂ(m2 + 2! xiz, + 2y xit,) + %(¢f‘¢;p+

) - S+ 2]} - (110)

Podemos agrupar os termos que dependem das varidveis ¢!, ficando
com a expressao

1 : : 1 .
5 (% = feihliu) + (inmu +f et’j')’ju)
Efetuando a integral gaussiana sobre 1!’, obtemos o determinante
[det(6:500 — fe)lT .

Esse determinante pode ser calculado (o lculos est4 feito no apéndice B)
utilizando as condigdes de contorno antiperiodicas

Yi(th) +¥i(t2) =0 , (7.11)

obtendo como resultado

[det(6:;00 — fei;))F = (—4)P [cos (%)r . (7.12)

Podemos ver daqui que a varidvel f tem dimensdo [1/tempo] (isso
também pode ser visto na prépria agdo ). Portanto, é conveniente que
facamos a seguinte mudanca de varidvel

fat=f" (7.13)

sendo f’ uma varidvel adimensional, em termos da qual o determinante fica
AN
[det(&;_,-ao - fe,'_.,')]g = (—4)D lCOS (E)jl . (714)

Se fizermos uma transformagéo SO(2) néo conectada a identidade

ff— f+2n , (7.15)
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o determinante se transforma da seguinte maneira

()] = o o (©)

Portanto, vemos que a teoria apresenta anomalias para dimensdes impares.
Uma maneira de contornar esse problema é adicionando a lagrangiana
dada em (7.1) um termo de Chern-Simons

f (q - g) : (7.17)

onde D é o niimero de dimensdes do espago-tempo e ¢ é um niimero inteiro
qualquer. |

Mediante a transformacgao de SO(2) dasa por (7.15), a exponencial desse
termo se transforma da seguinte maneira

exp [z /t:2 dt f (q - g)] -
— exp[ox (o= D] exp [t [*at £(4- 2)] =
= (=1)Pexp [z /: dt f (‘1 - g)] ’

removendo a anomalia.

Porém, o cancelamento dessa anomalia se fez as custas da simetria dis-
creta (7.5), que ndo existe mais a nivel cldssico a menos que tenhamos
¢=3.

A agao fica, agora, da seguinte forma

i

S=["at { 2 —ixiory + Lordi — | levgra, 4 (o— E)|) -
26 ' 2 o 2 t JK 2

ta

)
3006 (1)
,j=1,2 ; wuwv=1,...,D |, (7.18)

e é invariante por reparametrizagdes na linha de universo, transformacées
locais de supersimetria N-estendida e transformagoes locais SO(2).
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7.2 Equivaléncia via quantizagao candnica

Vamos, agora, mostrar que a teoria dada pela agéo (7.18) equivale a for-
mulagéo de campos tensoriais antissimétricos utilizando a quantizagao ca-
nénical?d. Para isso, faremos a seguinte mudanga de varidveis

é.p = 71'2"(01p+7:02u) 3 Eﬂ' b %(Glﬂ_ieml) ’

v = Zlatixe) y ¥ = 500 —ixe) ;

obtendo a seguinte forma para a agao
1., ) Tm T o5, S S
5= [at{5- [* - 2y + PeF)e, — WPEE] + b

e+ (o= )] - S lewee - eoaw)] L @20
onde [6%,6,] = 46, — €46,

Os momentos canonicamente conjugados a essas variaveis sao

oL 1.. s -
pu=a_¢;:g[wu_z(¢§u+¢'§u)] )
oL - oL
T, =—-—=1§, , T =——7=0,
B P " b aé#
1T=—Q£=0 5 7-T=~a—I.::0 , (7.21)
oY O
7re=6—1';—=0 3 1I”=a—l?=0 .
oe of

Os vinculos primdrios sio, entdo, dados por

$p=mu—16, =0,
7, ~0, 7~0, 7=0, (7.22)

a0, w0 .
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A hamiltoniana candnica é dada por

H= et + e tidemt T {5+ (a-3)) - @29)

Associando multiplicadores de Lagrange aos vinculo, temos a hamilto-
niana primaria

H,= H 4+ M¢,+ M7, +Ar+Ax + Xn' .

A condigdo de consisténcia dos vinculos fixa os valores dos seguintes
multiplicadores de Lagrange

q.ﬁ,,%0=>5\u=¢"p,,—f7r“ e
fr”z0=>/\,,"ﬁ0 . (7.24)

Substituindo esses valores, a hamiltoniana primdria toma a forma

H, = %ep2 + (Y7 + ip€*)p, + f [%(gﬂwu — )+ ( B g)] +

+(pp* — )T, 4+ AT + AT + Aeme + N
Obtemos, ainda, os seguintes vinculos de 2° ordem
T0=>p=p'r, 0,
TR0=>¢=p"(F, +i) =0,
Fem0=>p.=p°~0 , (7.25)
v ' _ D
0= =1r“(7r,,+z§,,)—< —5-) ~0 .
Podemos, agora, escrever a hamiltoniana secundaria

H,=H,+acp.+ap+ap+ay

. . . ’ [
onde associamos multiplicadores de Lagrange aos vinculos de 2* ordem.
. o~ . ~ . ’ a
A condicdo de consisténcia dos vinculos de 2° ordem resulta em

¢=@W+ap’~0 ,

98




¢=(¢+a)p2z0 ’
¢c=0 ’

(7.26)

s/
¢ =0.
Portanto, nao ha mais vinculos na teoria, e ficamos com 0s vinculos
¢u=7ru_"'€u y T
— !
™ Y T b 7re 9 ™ b

Y= pu"u y P = p“(%u + "'ﬁu) ’

. . D
‘P'=7rﬂ(7r“+z§“)_( _5) R
A &lgebra dos vinculos é dada a Segui‘f"“
{¢m7_rv} = —1:5“” s
{p,8} =10 =0 ,
{90’ ‘P,} =—ip=0,

sendo os outros parénteses de Poisson iguais a zero.
~ a
Temos, entdo, os vinculos de 2 classe

2

(7.27)

bp=mu—16y € Ty
que podem ser eliminados utilizando os parénteses de Dirac

{A)B}D = {A’B} - iéuv ({As ¢p}{B’7—ry} + {A’ﬁ'”}{Bv ¢V}) . (728)

Podemos, entdo, igualar esses vinculos fortemente a zero, eliminando
algumas varidveis do espago de fase
$p,=0=m, =i , T=0. (7.29)

Os demais vinculos podem ser escritos, agora, na forma
p= zp“&u , P= zpﬁgu ’
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o' =€ - (q - g) ; (7.30)

Vamos redefinir os seguintes vinculos

0 — ¢ = PE e

95_"¢=P"£u

~ . L 7 n il
Os parénteses de Dirac nao-nulos entre os vinculos de 1° classe sdo

{¢’ &}D = _Z:SOe )
{‘é’ SO'}D = —_Z¢ )
{¢7 ()0’}D . 2.¢ .
Temos, ainda, os parénteses de Dirac d{gs varidveis £, e £,
{gﬂ)EV}D . {Eu,fV}D = _7:5;“/ . (732)

Vamos, agora, demonstrar a equivaléncia via quantizacao canénica desse
modelo com campos tensoriais antissimétricos®?.

A quantizac¢do canénica se faz passando dos parénteses de Dirac para os
comutadores, considerando que as varidveis do espago de fase passam agora
a ser operadores em um espago de Hilbert.

Aplicando os vinculos (em forma de operadores) #., %, 7 e #' na funcio

de onda de uma particula com spin com N = 2 supersimetrias (que repre- .-

sentaremos por ¥), obtemos as seguintes condi¢des sobre esta

T > = 0
7> = 0
> = 0
> = 0

Utilizando representa¢bes do momento em termos das coordenadas,
obtemos as equagoes

%l\lf> =0
ﬁl‘l’) =0
Z¥> =0
¥> = 0.

As equages acima indicam que a fungio de onda ndo depende das
variaveis e, %, ¥ e f. Mediante uma redefinigdo de varidveis, podemos
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considera-las como sendo os multiplicadores de Lagrange associados aos
‘ vinculos ¢., ¢, ¢ e ¢', respectivamente.
A funcgdo de onda ¥ pode, entdo, ser representada como o produto dos
autovetores

U(z*,a%) = (< 2u|® < )€ > (7.33)

onde |z, > formam uma base do espago de autovetores de £, e |a, >

formam uma base do espago de autovetores de f,,.
Devido a propriedade de anticomutagio dos elementos de base a,,, pode-
mos, entdo, expandir a fungéao de onda em uma série de poténcias de a,,

U = F(a*) + o F,(z*) + %a“a"Fu,,(z“)+
|

1
+...4+ Ea‘“a“’ - a“ﬂif‘mm,__“n(x“) . (7.34)

Aplicando o vinculo ¢’ sobre a fung¢ao de onda, obtemos

SN >=0=
o, SH D 1, .- = D '
= [0 - (a- )10 >= [t - e+ (a- )|l >=0 .
Utilizando a relagao [€*, E‘ .l = D, obtemos
Pl >=0= (€6, — )|V >= 0=

= £ |0 >=q|¥ > . (7.35)

Escrevendo £, na representagio das coordenadas do espago de autove-
tores |a, >, obtemos a expressao

0
a"ﬁ\ll = q‘I’ =

1
(D -1)1*

1
= a“(F,, +a'F, +-a"a’F,+...+ . a”DF,,l__,,,D) =

3

= q(F +a*F, + %a“a"Fm, + o+ %a“’ e a“DFm,_,uD)
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Fazendo uma comparagéo termo a termo dos dois lados da equagio
acima, chegamos ao resultado

1
U(z*,a") = ;a“‘ SC L) TR i I (7.36)

Se aplicarmos agora os vinculos ¢ e ¢ nesta funcdo de onda, obtemos
as equagoes

AU >=0= €p,|¥ >=0 , (7.37a)
ST >=0= & p|¥ >=0 . (7.37b)

Passamos, entdo, para a representacéao em termos das coordenadas dos
espagos de autovetores |z* > e |a* >

a“i\ll(:c, a)'m= 0,

Oz+
0 0
—V¥(z,a)=0 ,
Oa, Oz# (2,0)
ou seja,
1
a“aa“‘ 0™ Fy L. =0
o 1 B2 pe B —
(—q_—_l)!a R4 4 Blz.pg = 0.
Essas equagoes podem ser reescritas nas formas
a[uF;q...uq] =0 e (738)
., a0 (7.39)
A primeira equagio tem como solugao
quz.-.#q = qa[m Au:---#q] ) (7.40)

que dd a forma de um campo tensorial antissimétrico de ordem (g — 1).
Substituindo (7.40) em (7.39), obtemos as equagdes de movimento para
€sses campos

o a[UI Auz---uq] ’ (7'41)

mostrando a equivaléncia entre as duas teorias.
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7.3 Equivaléncia via integral de trajetéria

Para mostrar a equivaléncia da teoria dada pela agéo (7.18) a teoria dos
campos tensoriais antissimétricos utilizando a quantizacio via integral fun-
cionall®d, partimos da agdo (7.18) sem efetuar mudangas de varidveis. Os
momentos canonicamente conjugados as varidveis do espago de fase inicial
sao, agora, dados por

| oL 1, . oL
Pu=3a = g —ixib) M=o =0
oL 1 kY oL
Tip = _—6_6? = 5l y B Tyi = —5; =0, (7.42)
oL
= — =
of
A hamiltoniana candnica é dada por
H, =p“:i:u+7r"-‘é‘-u+7reé+7rx,-)'<,‘ +nf—-L=
1 2 « “ . “‘ D
= H = 6P +ixibip, — f [2ze;j1r,- Ty — (q - 5)] . (7.43)

Os vinculos em termos destas variaveis podem ser obtidos a partir dos
vinculos para as varidveis definidas na sessdo anterior. Obtemos, entao, os

’ a
vinculos de 2* classe )
i

$in = Tiw = 50 = 0 (7.44)
e os vinculos de 17 classe
re~0 , mi=0 , 7=0,
pe=p’=0 , ¢;=p (m,, b %0;,‘> ~0 e (7.45)

d
¢ = €;0;mj, + (q— 5) ~
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’ a . . .y ~
Os vinculos de 2" classe podem ser eliminados utilizando os parénteses
de Dirac

{A’ B}D . {A7B} - iéﬂu&.‘i{Aa ¢:‘}{¢:7B} . (746)

. ’ q
Podemos, agora, considerar os vinculos de 2? classe ¢iu como sendo
fortemente iguais a zero, eliminando, assim, os momentos 7y da teoria

¢'-“ E=3 0 = 7["-“ — %0"# R (7.47)

a .
Os vinculos de 17 classe ¢; e ¢ podem ser reescritos como

wi = 1p"0;,

i ' d
= 56005 + (‘?‘— 5)

E conveniente que facamos certas redefini¢des de varidveis antes que
pasemos para a quantizagio BRST-BFV. Redefinimos os seguintes vinculos
de 17 classe

i — ¢; = p"b;,

<P—>¢=€fj9f‘9ju—2i<q—g)

A hamiltoniana estendida fica, entdo

1 . '
Ha = 5(6 + 2ae)‘Pe + z(Xi + ai)¢i =t %(f + Cl!)¢ + /\e7re + /\xi7rxi + An )

onde A., A, e A sdo os multiplicadores de Lagrange dos vinculos Tey Myi
e m, respectivamente, e ae, a; € & sdo os multiplicadores de Lagrange dos
vinculos @, ¢; € ¢.

Devido & arbitrariedade dos multiplicadores de Lagrange a., a; e a,
podemos redefini-los de forma que eles absorvam as variaveis e, y; e f. Por
conveniéncia, vamos fazer a redefini¢io da seguinte forma

s(e+2a) — e
xita) — xi e
i(f+a) — f,

104




de modo que possamos considerar as varidveis redefinidas e, x; e f como
sendo os multiplicadores de Lagrange dos vinculos ., ¢; e ¢, respecti-
vamente. Os momentos 7., m,; € T passam a ser, entdo, os momentos
canonicamente conjugados aos multiplicadores de Lagrange da teoria.

Essa redefini¢do tenciona reduzir o nimero de varidveis da teoria, pois
assim ndo teremos que associar novos momentos para os multiplicadores
de Lagrange, causando a introdugéo posterior de mais pares de fantasmas.
Pode-se mostrar que, mediante uma escolha apropriada da fungéo fixadora
de gauge, podemos eliminar todas as varidveis extras que de outra forma
apareceriam na teoria.

Os parénteses de Dirac dos vinculos de 1* classe sdo dados por

{¢:, 5} = —2iij0e 5 .
{$i,0}p = —2iei;¢" (7.48)

sendo os outros iguais a zero. Os parénteses de Dirac das coordenadas
grassmanianas ficam

{0iu,0jv}D E —2.6‘“,5,']' (749)

Pode-se verificar que todos os vinculos de 1% classe sdo linearmente

independentes, o que implica em que a teoria é irredutivel. Podemos, entao,

de acordo com o método mostrado na sessao 4.1 para sistemas irredutiveis,
. a
associar os fantasmas aos vinculos de 1- classe

Pe — ("]e-,’pc) ) {nc’ Pe}D =1 3
Te — (Pea_ﬁe) ) {Pelﬁe}D =1;
¢ — (ci, bi) ’ {ci bi}p = &;
T (bi, &) ,  {bi,C}p=6ij ;
¢ - (77,73) ’ {U,P}D =1,

As paridades e os niimeros fantasmas sido dados (segundo as tabelas da
sessdo 4.3) a seguir, onde P representa a paridade de Grassmann e gh, o
ntmero fantasma de cada varidvel do espago de fase

[ Vinculos [ ¢. | ¢ | ¢ |
P 0(1(0
gh [0]0]0
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| Multipls. de Lagr. e momts. [[e [ 7. | xi [ m [ F ] 7]

P [oJo[1[t [0]o0
gh fofofo]ofofo0
[Fa,ntasmas|r),l'P,|'Pe|f7e|
P 1111
gh 1]-1]1|-1
| Fantasmas || c; | & |4 | & |
P folofo] o
gh [1]-=1]1][~-1

P

1

Fantasmas | 7 | 'P.I'PI 7 |

17111

gh

1

-1|1/|-1

bz* = ;6 + 2np*
50,'“ = —ic,-p,, + 2i€,'j’l]9j,,
be = P,

oxi = b

6f = P

éne = ';'Cici

6P. = 0

66.‘ = —2i€;jCj77
6b; = 0

ébp =0

5P = 0

0p,

bm,

67rx,-

ém

6P,

617,3
6b;
6¢;
6P
67
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A carga de BRST [eq. (3.65)]é dada por
Q = Nepe + Nidhi + 19 + W Pe + i Ps + TP + 2iPec’c; + 2ieizbjem . (7.51)

Essa carga gera as seguintes transformag¢des de BRST

=0

=0

=0

=0

— p2

= T N _

= —p"0i, — iPeci — 2i€ib;n

— -"xi

e e.-j(0:‘0_,-“ + 217)_,‘6,‘) -2 (q — %)
= 7




Escolhemos a seguinte fungao fixadora de gauge

1 _ -
U = —WCPC + Xibi ; (7.53)

onde 44 e ¥4 séo varidveis de Grassmann constantes. Temos, entao, que

1 - 1

PP — ————ep®+
(Yoy2a)? (V)1 ¥

{v,Q}=-

+bibi — p*xibiu — 1P xici — 2ieibibin (7.54)

Escolhemos essa fungio fixadora de gauge porque ela nos fornecera os

gauges ‘
é=xi=f=0,

que concordam com as condigdes de contorno impostas sobre os pardmetros
das transformagoes pelas quais a agéo (7.18) é invariante e também por que
ela nos fornece os vinculos da teoria (com excesséo do vinculo ¢). O motivo
de nao termos adicionado & fungéo fixadora de gauge o termo usual fP, que
nos forneceria o vinculo ¢ é que este nos fornece integrais trigonométricas
em f que nao puderam ser resolvidas. Por isso, introduzimos a dependéncia
em g através do termo (71 72,)"" .

A funcio de partigao fica, entao

Z=N [DTexp (z [ Le,) ~ S0u(t)e(ta) (7.55)
onde
DT = Dz*Dp, Db DeDr . Dx;Dryi Df DDy
D’f’eDPeDﬁeDc;DE-Db-'DE,-DnDT?D’PDr‘; e

Ley = p'au + o ep’ + 291‘ Giw + XiD" i + TxiXi + Mo+ T+

1 72#):;-1

+Pe(1e + ixici) + Pe | e — +bi(é; — b;) + Ebit

()t )" =7
+Pij + 7P + 2ie;;bibyn) . (7.56)
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A integraciio serd sujeita as seguintes condigoes de contorno invariantes
pelas transformagées de BRST

z#(t) = =} ,  zH(ty) = 24

6 (t1) + 0(t2) = 2f

e(tl) = e(tz) = 0 We(tl) = 7I'c(t2) = 0

xi(t1) = xi(t2) = 0 Tyi(t1) = Ty, (t2) = 0
ft)=f(t2) =0 _ . m(t1) =7(t2) =0

Ne(t1) = ne(tz) = P(th) = P(t2) P(t1) = P(tz) = 71(t1) = 7(t2) =0

ci(t) = ci(tz) = bi(ty) = bi(t2) = 0 bi(t1) = bi(t2) = &(t1) = &i(t2) = 0
n(t1) = n(tz) = P(t:1) = P(t2) =0 P(t:) = P(t:) = 7(t1) = 7i(t2) =0

Como vimos na sessdo 7.1, a varidvel f tem dimenséo [1/tempo), o que
torna recomendavel que fagamos uma mudanga de varidvel igual a que foi
feita naquela sessdo antes de fazermos qualquer integragao

f'=fat . (7.57)

Associamos a varidvel f' o momento canonicamente conjugado 7'. Esse
momento se relaciona com o momento 7 da seguinte forma

' = 7wt . (7.58)

Substituimos ambas as varidveis (agora unidimensionais) na agao, resul-
tando na seguinte forma para a fungao de particao

Z=N / DDy, D6 De Dy Df' Dy DP.DP. Di,

1

DC’DE,DbDE,DﬂDﬁD’PDﬁ W

1 1., 1 .
. w .02 4 — 0”6 BA. . 1 fr
exp (Z/dt {p Ty + (7{172#)(1_1 ep” + o alu + X:p oau + me€e + (At)27r f +
_ . 1 _
+7yiXi + Pe(nie +1xci) + Pe [ﬁe - —Pel +
X ( ) (Vi v20) 7!
+5;(& — b)) + &b + Py + 7P + 2ie.-,'5£5j77)}) -
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~58u(t)0! (1) - (7.59)

Integrando em x,, mxi e 7', obtemos

Z=N / D2 Dp, D6 De Dx Df Dy DP.DP.Di,

DcDb; DbDe; Dy DPDPDij (At) 8(€)6(x:)6 [(Alt) f ’l

1 _
[ dt { o+ B + 88+ Xt Ohu + Pl + ixc
exp (1/ iz, + (7f72#)q_lep + = 50 u + XiP"0iy + Pe(fe + ixci)+
1

+P. [ﬁe - Wﬁe] + bi(éi — bi) + Eii’i + Py + 7P + 2iéij5i5m)}) -
1 2u

—§9iu(t1)9f‘(t2) .

Os funcionais delta obtidos indicam que os campos e, x; e f’ sdo cons-
tantes no tempo. Podemos, entéo, escrevé-los como constantes eg, Xoi €
f4, respectivamente, e a integracdo sobre essas varidveis passa a ser uma
integragdo ordindria.

O funcional delta em f’ fornece um termo de [det i At),] = (At)?
que cancela o termo origindrio do jacobiano da mudanga de vanavel feita
anteriormente

Z=N / deodxoidf D" Dp, DDy DP.DP, D,
DC,‘DE{D’),‘DE,”D'I]D”SDPDﬁ
1 . _
. 7 2 —A4H. nHt0. 3 TVIP.R
exp (2 / dt {P z, + ()i 1P + 5606 + xoip 0 + Pe(rie + ixici)+

. 1 _ - . _ . - =
+P. [’e - ——Pe] + b;(¢ — bi) + €:b; + Py + 7P + 2i€;5b:b; }) -
g (My2u)? ( ) T 39040

—§0w(t1)9.” (t2) -

Como a varidvel f} é a geradora de transformagdes SO(2), a integracao
é feita nos limites de 0 a 27. Essa integragéo resulta em um fator 27, que
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pode ser absorvido pela constante de normalizagdao.A integragdo sobre a
variavel e deve ser feita no intervalo [0, 00).
Integrando em P., obtemos a fungio delta

1 =

6|, — —————P,
[77 (7#72#)"-1

Podemos escrever essa fungio delta da seguinte forma

: 1 _ )
6 7le — =5 Pe| = —[det(14y2,)"" 1) 6[Pe — =151
e~ Gy = P~ )

Integrando em P., obtemos a seguinte expressio
Z=N / deodxoiDz*Dp, D8 Dn, Dis, De;Db; Db De; DyDPDPDij

—11— . . 1 t
[det(yi724)*" "] exp {2 /dt [Pul‘u + WCOPZ T 59:"9:';;+
+x0iP"0ip + (Y v2,) e(1ie + ixici) + bi(é: — bi)+

+&b; + Py + 7P + 2i6ij5;5j7))] }—
)
—50,-,,(t1)05‘(t2) :

A integragao em 7, resulta na seguinte fungdo delta

6[( v y2u) 7 ) = det(viy2,)? " det(82)6(7e) -

Podemos calcular o valor do det(8?). Esse célculo é feito no Apéndice
B, resultando em

det(8?) = —2iAt . (7.60)

Integrando em 7., obtemos

Z=N / deodx oDz Dp, D8 De; Db; Db, De; Dy DPDP Dij
At exp {i/dt [p“:i: + ——l——eop2 + in‘é- +
() 2"
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+x0i0"8i + bi(éi — b;) + Eb; + P+ 7P + 21’6.’:’5:‘7’:"7)] }—

i
~S8()0%(1)
Se integrarmos sobre P, P e b;, obtemos

Z=N / deodxo: Dz Dp, D" De; Db D&; Dy Diy

At 6(—n)é(7)6(é — b;) exp {i /dt [P"i?u + Weop?' i %Of‘ém.{.
u

. o i
+x0ip*6;, + Cib; + 2l€ijbibj7l)]} - §9iu(t1)0f‘(t2) :
Podemos escrever a expressiao acima como

Z=N / deodxoiDz*Dp, D8 De;Db;D&; Dy Diy

At det Gob(7) det Gob(n)é(¢; — b;) exp {i/dt [p”:i:” + eop’+

il
(7{‘72u)q_1
Lo . e {
+§6’f‘9iu + Xoip"6i, + Cibi + 226;15.'557])]} - Eai,;(h)of‘(tz) ;
onde os determinantes podem ser absorvidos na constante de normalizagio

(conforme o apéndice B, sessio B.2).
Integrando sobre 7, 1 e b;, ficamos com a expressao

Z=N / deodxo D" Dp, D6 De; D At
. 0 1 2 1, m 4 — -
exp {l /dt [p“zu + Weop it 59; 0:n + X0ip" iy + Cic.]} -

4
—§9w(t1 )0 (t2) -

Se efetuarmos a integral em ¢;, obteremos a seguinte funcio delta, que
pode ser escrita em termos de um determinante e de outra fungéo delta,
resultando em

§(5;) = det &2 6(c;) = —%(At)"" 5(c;) .
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A integracgio sobre ¢; nos fornece a expressao

Z=N / deodxoiDz*Dp, DO} (At)™

. . 1 T,
exp {z /dt [p“z,‘ + W{eop2 + 59?9.'“ + xoep"aip] } -
m

"‘Eeiu(tl)oay(tZ) : (7.61)

Os dois primeiros termos da exponencial podem ser escritos com

t2 1 t2 1
dt |p*z 4 77— 5= ] / dt (p*z,) + ———————e 2 At =
fh [" bt i P | = J,, & Pra) + e o

_/1 dt [(p*z,) —p xu]+ﬁeop2At=

2 |
= p*(t2)zu(t2) — P (¢ t—/dt"‘ —————eop’ At .
PH(t2)zu(t2) — p*(t)zu(t) A (P*zu) + (7572,)971 €op
Integrando em eg, obtemos

2 (7{‘7211 )q— :
p2

Z=N / dxoiDe*Dp, D6 (At)”
exp [p*(t2)zu(t2) — p“(t1 )zu(t1))
exp{ dt [ (" :1:“)+ 2 §0iu + Xoip"biy }

Utilizando as condlgoes de contorno para z*(t) e p,, obtemos

2 (Wy2)"?

7 = N/de,-'Dz“DpuDﬂf‘ (At) p

exp [p*(t1)zy — p*(t2)z3)
2 y .
exp {z' / ’ dt [—(;’)“a:,‘) + %9,4‘9;,‘ + Xo;P"om]}
ty

A integracéo em z* resulta em

Z= N/dxo.Dx“Dp,;DG“ (At)” -2, 72“) —————8(pu)
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€Xp [Pu(tl )3"1‘ = p“(tg):t‘;]
. [tz 1 " "
exp {z./t1 dt [50,- 6i + X0ip"6iy }

A fungao delta implica em que o momento é constante

Pu=0=p, = po, =cte. . (7.62)
Substituindo os momentos na integral e considerando a definigéo
Az' =gl -2 (7.63)
obtemos

o g-1
Z = N/de;Da:“Dp,,Dﬂ,‘-‘ (!”At)""——(‘.rl 7;:)

t 1 N
exp(~ipoAz,) exp {z f " dt [%9.“ bis + Xx0ip" i, }-
t

—50u(t)6(t2) .

Vamos, agora, fazer a seguinte mudanga de varigveis

Buu = ia(t) + 370 (7.64)

As condigbes de contorno para as varidveis 6;, implicam nas seguintes
condigGes de contorno para ;,

Yiu(t1) + hiu(tz) =0 . (7.65)

Substituindo as novas varidveis, obtemos a expressio

_ u _ —2 (1 72)"! -
Z =N [ dxoDz"Dp, Dy, (At) —pz—exp(—zpoAa:,‘)

. ft2 2 . 1 . 1
exp {z /t dt [5 (zﬁf‘&bm + 57.*‘ ¢.-,,) + XoiP" i + §Xoipu‘)’iu]} =
1

M g-1
= N/dXO;Dx“’Dp,{DIIJ.'“ (At)'zg‘% exp(—ippAz,)

113




1 n B P
exp {_E/t dt ('/«’.' Yip — 209, Xo.’Pu) +
1
:
§X0ip“7iuAt} ;

onde tivemos o cancelamento dos termos de superficie.
O termo no interior da integral no tempo pode ser calculado se comple-
tarmos os quadrados a fim efetuarmos uma integracio gaussiana

+

1/’.*‘%&:'“ = (P! + ia()—ngXoi)ao(%bip + 195 pouXoi) — (P6X0i% ‘Pouxoi)

onde 8;! representa o operador inverso de 8. A segunda parte da expressio
no lado direito da equagdo acima se anula devido ao fato de apresentar o
quadrado de uma varidvel de Grassmann, que é sempre igual a zero. Temos,
entdo, efetuando a integral gaussiana

o g—1
Z=N / dxoDz"Dp, (At)“’(—% det 8y
: )
exp(—ipyAz,)exp (Exo,-p“’y;uAt> .

Esse determinante pode ser calculado utilizando as condigoes de con-
torno (o célculo encontra-se no apéndice B), resultando em

detGp=1-7 , (7.66)

e pode ser absorvido pela constante de normalizagio.
Integrando agora sobre x{, obtemos a expressio

Z=N [dpo, B(ot, )t expl-iphde,),  (16)
ondepy = vip, efh = ¥y Dy

Essa € a expressio a partir da qual serd mostrada a equivaléncia a
campos tensoriais antissimétricos.

Para isso, vamos considerar primeiramente o propagador do rotacional
de um campo tensorial antissimétrico de ordem (¢ — 1). Definimos esses
campos da seguinte maneira

F,=0,A,-0A, (=2,
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Fu,= 9 AVP + auApu + apAuv (‘1 = 3) y

Fuvpe = ) Aww 0 L Apon + anAa;w - 60Awp (¢= 4) s
Fupp, =629, Ay,.v, (qqualquer) , (7.68)

HB1...pq

onde 6;; Z’l é um tensor totalmente antissimétrico nos indices inferiores e

nos indices superiores.
O propagador desses campos é dado, entéao, por

< Ful...uq?Fpl...pq > 64‘:11 l;‘:&:l‘ :qa 60'1 < Alfz...llq,Aal...aq >=

B1.tq P1...Pg

— 61/1 Vg 601 oqnwaz L 77uqa., /de pl/ﬂ:m e—ipI‘Ax,. . (769)
p

Voltemos agora & expressdo (7.67) e fagarnos g = 2. Nesse caso, ela
toma a forma

Z=N / dpo, z% Y v20 exp(—ips Dz,),

ou seja,

i v
Z = N/dPOu M% Y ¥20 €xp(—ipo Az,), (7.70)

Tomamos, agora, a seguinte realizacio das varidveis grassmanianas 7;
e 74 em fungdo das matrizes de Dirac em D dimensoes

w=701 , =107, (7.71)

Essa realizagao mantém a forma dos parénteses de Dirac entre as variaveis
de Grassmann usadas até agora. Com isso, obtemos a expressao

z=N [ dpo, vpl%‘ﬂexp(—z‘pzmu), (7.72)

Se especificarmos a expressao (7.68) para a do propagador do campo
F,5, obtemos

< Fop, Fsx >= 84565300 /de %gle_ipmz“ ' (7.73)
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Se contrairmos esse propagador com as matrizes de Dirac ~4%~%, obtemos o
resultado

P17 < Fags Fys >= 717" [ % %e"’“’“ , (7.74)

com as matrizes de Dirac antissimetrizadas.
Se passarmos ao caso geral, teremos a seguinte expressao para (7.67)

Z =N (PP) Al gl by b / dpo, &‘;%"—exp(—ipﬁ‘mu) =

= N ()1 eyl g1y Lyl
nuzm...n“q,,q/dpop &‘I‘)—f"'—exp(—ipgllx“) . (7.75)

Devido & propriedade de anticomutagéio #as matrizes de Dirac, podemos

escrever essa expressao em termos de tensores dos tensores 65149

Z=N(¥*) b Yo Yoz + + + Vog VorVoa -+ - Voq
DPp1Po .
Nuave -+ Mugrg /dpop -—p;)z—‘-exp(—szAa:“) =

=N (Y)Y Vo2 - - - Yoo Yor Yoz -+ - Voo < Flsrisgy Froog > - (7.76)

Portanto, estd mostrada a equivaléncia das duas teorias por meio de
quantizacdo via integral de trajetéria.
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7.4 Caso massivo

O caso massivo da formulacio de particula dos campos tensoriais antis-
simétricos é muito semelhante ao caso sem massa. Por isso, nao nos alon-
garemos muito nos calculos, mostrando somente as diferengas que existem
entre os dois casos. A agio que fornece o caso massivo da representagao
de particula é semelhante & agdo de uma particula de spin 1 massiva, mas
adicionada do mesmo termo de Chern-Simons que foi adicionado ao caso
nao-massivo

t . X . .
s=["at {%w — X )2 + em? o ixamb; + 5(8465 — 8sisi)—

ty

s (R0 — tut) + (- 5) |} - Gouttarce) + Gonemuce)
(7.77)
,7=12 ; puv=1...,D ,
onde m é a massa da particula e 5; sdo varidveis grassmanianas extras.
Se definirmos os momentos canonicamente conjugados a essas novas
varidveis como

= (7.78)
00s;
a hamiltoniana canénica serd dada por
1 .
H, = e(p* = m®) +ixi(8p, + mmsi)—
: u D
—f |Zie(mimy, — msimsi) — (4= 5 (7.79)
e teremos mais vinculos de 2* classe dados por
Bsi = Tsi + %95.- ~0 . (7.80)

A condigéo de consisténcia dos vinculos nos fornecera, entéo, os vinculos
2
de 2 ordem

1
@ezé(pz—mz)zo ’
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i =p* (W;‘p + %0.-,.) +m (7r5.' - -22-05.-) y (7.81)

D
¢ = €;(0!n;, — Osims;) + (‘1 - E) ~0 .

’ ~ 2 o
Pode-se mostrar que esses vinculos séo todos de 1+ classe e que a teoria
é irredutivel. Utilizando os parénteses de Dirac

{4,B}p = {4, B} — iti; (8,{A, 6! {4}, B} - {4, ¢s:}{¢s;, B}) , (7.82)

’ q . .
podemos fazer os vinculos de 2° classe fortemente iguais a zero

¢ =0 = h= %o;‘ ,

l
¢5i =0 = 75 = -—'2-05,' ’ (783)
o que nos permite redefinir alguns dos vinculos

pi — ¢; = p"6;, — mbs;

o — 6= (B85, — b)) 20 (a- 5 ) (7.84)
Os parénteses de Dirac dos vinculos de 1% classe resultam em
{¢i, ¢i}p = —218i50c
{¢:,6}p = —2ie;; ¢, (7.85)

sendo os outros iguais a zero. Os parénteses de Dirac das coordenadas
grassmanianas ficam

{6:.,60;,}p = —16,,6;; (7.86)
{65i,65;}p = i6i; . (7.87)

Efetuando as mesmas redefini¢des de multiplicadores de Lagrange feita
na sessao 7.3, podemos associar os fantasmas da mesma forma como foi
feito anteriormente (com as mesmas paridades de Grassmann e os mesmos
numeros fantasma) e montar a seguinte carga de BRST

Q = Nepe + Midi + 0 + TePe + 1 P + 7P + 2iPccc; + 2iei;bjein . (7.88)

Essa carga gera tranformagoes de BRST semelhantes as mostradas em
(7.50)
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éz* = ;6" + 2np* ébp, =0

66;, = —icip, + 2i€i5m0;,

605,‘ = z'c;m e 2i6,’j1705j

66 = Pe 67rc = 0

B Ib; Sri = 0

5f = P i = 0

6773 = %thl &ﬁe = %(p2 - mz)

6Pe =0 6ﬁe = T,

be; = —Zifijcjﬂ 67).' = —(p“a,',, . m05.-) - i’ﬁec.- - 21'6.']'7)]'7]
6b; =0 6c; = ~my

én = 0 6P = €;(60/6;, — 85ibs; + 2ibjc;) — 2i (¢ — £)
P = 0 67 = 7

Escolhemos a fungao fixadora de gauge

1 N N
¥ = —WG'PC + X,’b,’ ’ (789)

onde 7} € v sdo varidveis de Grassmann constantes, ficando, entao, com

1 N 1
0,Q} = —————PP — —————e(p* —m*)+
W0} =~ PP Sy P ™)
+B,'b,' - x,-(p“O,-u —_ m05,~) - i'l_’x,-c,- - 27:6,']'1_),'7)]"!] . (790)

A fungdo de particao fica, entao

Z=N [DTexp (i/dt Le,) , (7.91)

onde

DT = Dz*Dp,D8; Db, DeDr. Dx;Dr,;DfDrDr,

DP, DP D7 De;Db D DEDYDPDPDY
Le[ = p#x# 2( p )q— E(P - m2) + o#ow 505i95i + X-‘(P“oip - m05|’)+

. . H — . N 1 B
+7giXi + Te€ + Tf + Pe(te + ixici) + Pe |Te

e — m— = Pe| +
(71 72u) 7!
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+7).(c. —_ b,) + E,’i).‘ + 'ﬁf] + ﬁ'P + 21:6;_-;5;?{;7]) . (792)
As condigdes de contorno sio as mesmas que em (7.53), a menos da
condigao

0s:(t1) + 05i(t2) = vsi (7.93)

Podemos efetuar as mesmas integragdes que foram feitas na sesséo 7.3,
chegando a expressao

Z=N / deodxoiDz* Dp, DO Dy (At)™

. . 1 T
ow{i [t [ps. + gyt =)+
n

.
—595.'95.' + Xoi(p" i — masi)] } :
Integrando em ey € z*, obtemos "

2 (7#72#)(]-—1

Z =N /dXO,'DIL'“Dp“DG:MDGSt (At)_ p2 —m?

t2 ) 3 ) )
exp(—ipp Az, )exp {z/t dt [%0,4‘9,-# — %05;05; + xo0i(p" i — m95,-)]} g

Fazendo a mudanga de variaveis
|
O = Yiult) + 5%

1
05 = ¥5i(t) + 575{ (7.94)
e integrando sobre as novas varidveis chegamos a

2 (7#72#)(1_1
p? — m?

Z=N / dxoiDz*Dp, (At)

, i
exp(—ipo Az,) exp [§><oi(p“%u - mvsi)At] :

Integrando sobre xo;, obtemos finalmente a expressao

- m - m .
Z=N/ dpo, W ;)2 l(dmz 2 )(71‘72u)°"exp(—lp6‘mu), (7.95)
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onde devemos fazer as associagoes

7i‘=7“®1 ’ 'Y;'—"YB@’YV ) ’751=7D®1 , ‘)‘52=")’5®7D . (7.96)

A partir dessa expressdo, podemos mostrar a equivaléncia do modelo
dado pela acéio (7.72) a campos tensoriais antissimétricos massivos uti-
lizando o mesmo método da sessdo anterior.
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Conclusao

O estudo dos campos tensoriais antissimétricos nos mostra que estes
tém um importante papel a desempenhar na fisica de campos, seja como
modelos para o estudo de teorias redutiveis, seja como campos que podem
ser acoplados a outros. O tensor antissimétrico de ordem dois, particular-
mente, devido & sua intima ligagio com a gravidade (seja na teoria classica
de Einstein-Cartan, seja nas teorias de gravitagdo estendida ou mesmo na
teoria de supercordas) parece ter um importante papel a representar nesta.
Um bom caminho de pesquisa seria procurar um andalogo na teoria de cam-
pos da ligacio que tensores antissimétricos de ordem dois tém com o spin a
nivel clissico na teoria de gravitacio de Einstein-Cartan e as probabilidades
do tensor antissimétrico de ordem dois representar a particula de uma nova
forca do tipo gravitacional, mas de médio alcance. Uma teoria consistente
do dilaton e do tensor antissimétrico como particulas mediadoras de forgas
do tipo gravitacional poderia representar uma indicagao de sucesso para a
teoria de supercordas, pois esses campos, ao lado do graviton, representam
os campos correspondentes ao estado fundamental de uma supercordal?!,

Outro, seria um estudo mais aprofundado da quantizagdo BRST do
campo tensorial antissimétrico de ordem trés e sua possivel ligagdo com
a constante cosmoldgica, que pode representar uma ponte entre a fisica
classica, segundo a qual a constante cosmoldgica deve ser zero, e a fisica
quantica, onde a afirmagio de que ela seja nula nada tem de trivial?3.

A importancia dos campos tensoriais antissimétricos pode, ainda, ser
notada pelo niimero e diversidade de artigos que os citam ou deles tratam,
importancia esta que aumenta conforme a fisica tedrica de campos se volta
para a linguagem da geometria diferencial e das formas.

O estudo de particulas relativisticas com spin e suas relagoes com teorias
de campos (n#o sé os campos tensoriais antissimétricos) pode ser muito 1til
no estudo das simetrias que um modelo de particula deve apresentar e do
problema das anomalias globais que costumam aparecer na quantizagao
de teorias cléssicas baseadas em coordenadas grassmanianas®®l. Podemos,
ainda, considerar a particula supersimétrica como um campo de provas para
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as supercordas, que sé@o como generalizagbes daquelas, na procura de uma
teoria de campos que as represente.

Para a teoria de supercordas, ocorrem dificuldades para se encontrar
as simetrias de um modelo de campo que as represente. O problema do
modelo de particula representar os rotacionais (field strentghs) dos campos
tensoriais antissimétricos, e néo os préprios campos em questéo, indica a
dificuldade de se construir um modelo de particula que apresente as mesmas
simetrias desses campos. O mesmo pode estar ocorrendo para as supercor-
das. Outra caracteristica que apareceu no modelo de particula tratado no
capitulo 7 é o fato de ele ser quantizado mais facilmente mwediante uma
escolha ndo-usual da funcgéo fixadora de ga.uge Casos semelhantes podem
aparecer em outras teorias.
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Apéndice A

COMENTARIOS

Este apéndice tem a funcao de fornecer explicagoes mais detalhadas de
certos assuntos que de outra forma estariam deslocadas no texto, dificul-
tando sua leitura. Aqui procurar-se-4 fazer exposi¢des rapidas de tépicos
necessarios ao bom entendimento do texto principal, mas sem entrar em
discussdes muito profundas ou em demonstragoes longas. Para isso, serdo
indicadas referéncias onde esses assuntos sao melhor tratados.
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A.1 Vinculos de 1° classe e transformacées
de gauge

De acordo com a eq. (2.34), a evolugéo temporal de uma fungédo A qual-
quer do espaco de fase depende de quantidades indeterminadas (os multi-
plicadores de Lagrange)

. 8A .
A= E-}-{A,'HC}DTF/\'{A,‘#{}D :

Portanto, se tomarmos a fungao A em um certo instante de tempo o,
teremos, em um instante ¢ posterior, diversos valores da fungéo A(t) depen-
dendo do conjunto de multiplicadores de Tagrange a que eles se referem.

Tomemos dois desses valores de A(t), chamando de A, o valor da fungéo
para um conjunto {\*} de multiplicadores de Lagrange e de Ay, o valor da
funcio para um outro conjunto {A"}. Se considerarmos A(t) como sendo
uma fun¢do que nao depende explicitamente do tempo, podemos expandi-la
em termos do intervalo de tempo (¢ — o).

dA,) 1d2A,

Axt) = Alto) + SA(—t0) + 5

Se tomarmos um intervalo de tempo 6t = (¢ —t¢) muito pequeno, pode-
mos considerar a expressao acima somente até o termo de primeira ordem
em 6t

(t—to)? +... . (A.1)

Ax(t) & A(to) + Ax6t . (A.2)
A diferenca entre os dois valores da fun¢do A no instante ¢ serd dada,
entao, por ' _
bA = A,\ - A,\l = 5‘t(/\l - /\"){A, ¢i}D
Escrevendo £(t) = §t()\* — \), podemos escrever a expressio acima da
seguinte forma
6A = E(t){A, ¢i}D . (A3)
Portanto, vemos que os vinculos de 1° classe sao geradores de trans-
formagdes infinitesimais que relacionam fungdes que se encontram em dife-
rentes classes determinadas pelos multiplicadores de Lagrange A'.
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Para observaveis fisicos (grandezas que podem ser medidas), é razoavel
se esperar que eles ndo dependam de quantidades indeterminadas do tipo
dos multiplicadores de Lagrange. Espera-se, entao, que para um observavel
O valha a expressao

{0,¢i}p=0 . (A.4)

Isso indica que os observaveis fisicos sdo grandezas invariantes pelas
transformagoes geradas pelos vinculos de 1 classe ¢;. Dizemos, entdo,
que um conjunto de multiplicadores de Lagrange relacionados pelas trans-
formacoes infinitesimais (A.3) constituem classes de equivaléncia que cor-
respondem ao mesmo estado fisico.

No entanto, podemos ver que qualquer combinagao linear dos vinculos
de 1* classe e de suas derivadas no tempo também geram transformagoes
pelas quais os observéveis sio invariantes. Se considerarmos teorias de
gauge, as transformacoes geradas pelos virig:ulos de 1* classe e combinagdes
lineares destes com suas derivadas no tempo em geral excedem em muito o
nimero de transformacoes de gauge pelas quais a teoria é invariante. Isso
significa que nem todas as transformagdes que conectam pontos de uma
determinada classe de equivaléncia sao transformagcoes de gauge.

Uma boa discusséo desse problema (com um método para identificar as
combinagdes lineares que geram transformagdes de gauge) pode ser encon-
trada nas referéncias [3], [17] e [18].
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A.2 A &lgebra dos vinculos de 1° classe e as
funcoes de estrutura

De acordo com a definigdo dada pela eq. (2.27a), os vinculos de 1% classe
tém parénteses de Poisson (e, conseqiientemente, de Dirac) fracamente nu-
los com todas as variaveis do espaco de fase ou fungdes que delas dependam.
Mais particularmente, isso implica em que

{¢i,i}p =0 (A.50)
{He,di}lp =0 . (A.5b)

Por serem apenas fracamente iguais a zero, os parénteses de Dirac acima
podem ser considerados, de um modo geral, como fortemente iguais a com-
binagdes lineares dos vinculos de 1° classe e de suas derivadas espaciais.
Expressamos essa relagéo na seguinte forma

{¢i, i}p = Ui (A.6b)
{Hc, ¢i}D = 1/il¢j ’ (A6b)

onde Uff e V} sdo chamadas de funcdes de estrutura de primeira ordem, e
podem ser constantes ou func¢des das varidveis do espago de fase. Conside-
raremos que as paridades dessas fungdes de estrutura séo dadas por

P(Uf)=P.+ P+ P (A.7a)

P(V/)=P.+P; (4.70)
onde designamos P; = P(¢;).

Podemos notar que a algebra dos vinculos sé serd uma algebra de Lie
quando as fungdes de estrutura forem constantes.
Se impusermos as identidades de Jacobi para os vinculos,

(=1)"Pe{{¢:, 83D, di}p + (=171 {{¢;, 84}, ¢i} p+
+(=1)P{{4x, ¢} D, 45}p =0 , (A7)
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chegamos & seguinte condigao sobre as fungdes de estrutura

iem®i =0 (4.8)

onde
A A U
+(_1)P,'(P.-+Pm)+PmPk{U;;m,¢j}D + (_l)Pk(P.-+P,-)+Pij{U'inj’¢k}D+
+(_1)P,‘(P.,.+P,-)U?kU:;m + (_1)Pm(P,+Pk)U£mUij+
(=)t PO Uy (4.9)

A expressio acima foi escrita de forma que ela seja totalmente antis-
simétrica nos indices inferiores.

A condigio (A.9) pode ser escrital'® na forma

_;'km = 2U1(izn m¢n » (AlO)
onde U_,,(:,)n i" S50 as chamadas fungdes de estrutura de 2.‘-! ordem. Impondo
o identidade de Jacobi para os parénteses de Dirac de D}y, com os vinculos
de 1% classe, chegamos as fungoes de estrutura de 3° ordem e o processo se
repete até que tenhamos fungdes de estrutura de ordem n. E importante
notar, olhando para a eq. (A.9), que o fato de uma dessas fungoes de
estrutura ser nula faz com que todas as funcdes de ordens superiores a ela
também sejam nulas.

Esse processo é longo e trabalhoso, mas pode ser simplificado se traba-
lharmos com as fungoes de estrutura antissimetrizadas nos indices inferiores.
Uma boa maneira de se fazer isso é contraindo as fungoes de estrutura com
produtos de certas varidveis 7 (que chamaremos de varidveis fantasmas)
que tenham paridades opostas as delas. Esse produto fica da seguinte forma

K a1eam = pbmiipbm ...nb‘U(") G1otm (A.1la)

b1wbmt

Podemos também definir

P(n) 61..8n = T]b"+2 L nb] D(ﬂ) ai...am . (Allb)

b ...bm+2

Utilizando essas defini¢des e considerando a relacao
nm i Uik, 8w} = (DKL Kb
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onde estamos considerando K = n™U® = n™¢n, e a relagdo

. . LO_K'
NP UiV = (-1) " K =
n
obtemos a expressdo simplificada
P= (1) (4K K)o + e BE) L A

Para o caso de fungdes de estrutura de ordem n, a férmula geral é dada
nas referéncias [17],[30], embora utilizando notagdes um pouco diferentes
da que se usa aqui.

A rigor, deveriamos repetir 0 mesmo processo para as fungoes de es-
trutura V7 obtidas dos parénteses de Dirac da densidade hamiltoniana
canonica com os vinculos de 1* classe. No entanto, néo se conhece ne-
nhuma teoria em que essas fung¢des ndo sejam nulas. A férmula geral para

essas funcoes é dada na ref. [18].
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A.3 A carga de BRST

De acordo com o que foi visto no capitulo 4, a carga de BRST deve obedecer
certas condigdes que reproduziremos aqui para maior conveniéncia
1) a carga tem que ser nilpotente

{@,Q}lp=0; (A.13a)

2) deve ter nimero fantasma igual a um
gh(Q)=1 e (A.13b)

3) a agho efetiva tem que ser invariante pelas transformagoes geradas
por ela (transformagdes de BRST)

6Sef = {SefaQ}D =0 . (A13C)

Vamos supor inicialmente uma parcela da carga de BRST que é cha-
mada de carga minima (Qmin) € que deve obedecer todas as propriedades
acima.

A essas propriedades adicionaremos mais uma: 4) a de que, em primeira
ordem, a carga de BRST minima deve ser dada pela expressao encontrada
para teorias irredutiveis abelianas a menos do termo dependente dos fan-
tasmas P' e dos momentos p;

Qmin =7'¢i - (A.14)

Vamos supor que a carga de BRST minima no caso mais geral pode ser
escrita sob a forma de uma série dos momentos dos fantasmas

Quin = ni¢i % Z a™ a1...an73an N -,Pal ' (A.15)

n>0

A expressdo acima automaticamente obedece a condigao nimero 2, con-
tanto que os coeficientes da série tenham nimero fantasma igual a zero.

Utilizando as condi¢des impostas acima, é possivel provar('® que os co-
eficientes dessa expanséo sdo as préprias fungdes de estrutura da élgebra
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, 2 . 3 .
dos vinculos de 1* classe. Mostraremos aqui somente o caso da primeira
ordem dessa expansao.

Tomemos a seguinte expressiao para a carga minima de BRST

Qmin =7'¢i +a'P; . (A.16)
A condigdo de nilpoténcia (condigao 1) implica em
{Qmin, Qmin} =0 =
= {n'¢i,7 ¢i}p + {a'Pi,’P;}p + 2{a'Pi, W ¢;}p =0 .

. ~ . ~ [}
Expandindo esta expressio e escrevendo as fungoes de estrutura de 1-
ordem

{4, ék}p = Ui ,

obtemos a seguinte equacao
2(-1)Paig; + (-1)HPHpinkUl 4, + 2P {a;, K} p+
+2(—1)P‘Pf75‘aj% + (-1)REIP P Ha, 05}p =0 (A.17)
n

onde fizemos a substituicio n'¢; = K.
A solugéo dessa equagdo implica nas trés expresdes seguintes

ol =~ (1)U, (A.18)
{a',K}p + (_1)Pfl’jo,ig—;‘j =0 e (A.19)
{a',a’}p =0 . (A.20)

A primeira expressao déd a forma dos coeficientes e a terceira nos fornece
a algebra destes (no caso, ela é abeliana). A segunda expressdo pode ser
comparada com a expressao obtida na sessio anterior para as fungoes de
estrutura de primeira ordem. Como tanto os coeficientes da série da carga
de BRST minima quanto as fun¢des de estrutura redefinidas sdo solugoes
da mesma equagao , podemos associd-las em uma relagdo de igualdade. O
mesmo pode ser feito para ordens maiores, mostrando que os coeficientes
da série em que foi expandida a carga de BRST minima correspondem as
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fungdes de estrutura antissimetrizadas.Em particular, a equagéo (A.19) nos
revela que nao hi termos de ordens maiores na série (A.16).

Para montar a carga de BRST total, adicionamos mais termos que de-
pendem dos fantasmas P' e dos momentos p;. Esses termos obedecem as
trés propriedades definidas no inicio desta sessdo e fornecem a seguinte
expressao para a carga de BRST

Q = Qumin + P'Pi.

No caso de sistemas redutiveis, uma férmula para a carga de BRST em
qualquer estigio de redutibilidade é fornecida apenas para teorias abelia-
nas'®, e é dada pela expressio (4.35). Para o caso de teorias nio-abelianas,
o melhor procedimento é considerar caso a caso as teorias, pois nao parece
existir uma férmula geral na literatura.
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Apéndice B

CALCULO DE ALGUNS
DETERMINANTES

Este apéndice traz os céalculos de alguns determinantes que, se estivessem
feitos no texto, dificultariam o seu entendimento.

Como norma geral, esse célculo serd feito passando do espago de Min-
kowski para o espago euclidiano por meio de uma rotagdo de Wick, onde
serdo calculados os determinantes, voltando, depois, para o espago de Min-
kowski.

A fim de regularizar os determinantes, sera usado o método de regulari-
zagao da fungao zeta, que significa fazer uma extensdo analitica da fungéo
¢(8) para s < 1, uma vez que s = 1 é o unico polo dessa fungéo .
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N |

B.1 detd?

Para calcular esse determinante, fazemos primeiro uma rotagdo de Wick
para passar do espago de Minkowski para o euclidiano

t—it => & — -0 .

Devemos, agora, diagonalizar a matriz infinita do operador -9t O
determinante serd, entdo, igual & produtéria dos elementos da diagonal.
Para isso, resolvemos a equagdo de autovalores do operador -2

—0%n = a’ln = n= Ae”"' + Be™*! .
<k
Se considerarmos as condig¢des de contorno

n(tz) =n(t)) =0 , (B-1)

chegamos aos seguintes valores para os autovalores de —~ 92

nm\?
al = (E) , n=1,2,... ,
onde At =1, — t;.
Temos, entdo, a seguinte forma para o det(—33)

det(-32) = I1 (i)zrﬁ . (B.2)

n=1

Essa expressao diverge, mas pode ser regularizada utilizando a fungéo ¢ (3),
que pode ser definida como

((s) = i_o:ln"’ . (B.3)

Para fazer a chamada regularizagio zeta, vamos tomar o caso geral para
um determinante qualquer de uma matriz A que possa ser escrito como

det A= ] an® = [T exp [ln(anb)] =
n=1

n=1
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=exp | +(Ina + Inn)| = exp (lna Yo1+06) lnn)

n=1 n=1 n=1

Essa expressao pode ser escrita da seguinte forma

o0 o0 d 00

b : — . -

an’ = exp (lna lim) n~"=blim— ) n )

};‘[1 s—0 '; s—0 ds ngl

Podemos escrever essa expressao em termos da fungao ¢
IT an® = exp [1na¢(0) - bC'(0)]

n=1

onde ('(s) é a derivada de {(s) em relagéo a s. Esses valores estao tabelados
1 , Py 1
(©)=-3 . ¢0)=—3h(m) . (B.4)
Substituindo esses valores, obtemos para o determinante a expressao

I] an® = a~?(2m)? (B.5)

n=1

Se aplicarmos esse resultado ao célculo do det(—83), obtemos

det(—82) = ﬁ (—7r-)2n2 = 2At
° n=1 At .

Voltando agora para o espago de Minkowski, temos, finalmente,

det 82 = —2iAt . (B.6)
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B.2 det 30

Novamente, passamos do espago de Minkowski para o espago euclidiano
det 8o — det(:0p) .

Para calcular esse determinante, primeiro calculamos os autovetores da
matriz :9

16 = A\ = (1) ='Aexp(—iAnt) .

Se utilizarmos duas condigdes de contorno, os autovalores ficam indeter-
minados, que é o caso de alguns dos determjnantes obtidos no texto. Esses
determinantes podem ser absorvidos pela constante de normalizagdo . No
entanto, para o caso em que utilizamos uma tnica condigdo de contorno
antiperiodica

P(t) +9¥(t2) =0 (B.7)

obtemos que os autovalores sdo dados por
s
Ap = (271 + 1)& . (BS)

O determinante, entao, é dado por

o]

det(it) = T] M= II @n+1)5 =

n=-00 n=-—-00

A 1'[ (2n+1) H(2n+1At

n=-oo

= 1;[( 2m+1)-A—E H(2n+1)

n=1




Utilizando a férmula (B.5), chegamos ao resultado
det(iGp) =1—-7 .
Voltando para o espaco de Minkowski, temos o resultado final

detgp=1-7m . (B.9)
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B.3 det(6;;00 — feij)

Para calcular esse determinante, temos primeiro que passar para O €spago
euclidiano

det(6;;00 — feij) — det(26;;00 — fei;)
e calcular o det(z6;;00 — fei;). Para isso, vamos calcular o determinante
externo da matriz do operador (26;;0y — f €i;)

260 —-f
100

— — det(8E — §?) = — det(8 +'f) det(do — f) -

Para calcular os autovalores das matrizes desses operadores, nés volta-
mos ao espago de Minkowski, ficando com a expressao

det(&;jao . f,‘j) = — det(iao — f) det(iao + f) .

det(l6|Jao fC'J) =

Comegaremos calculando os autovalores da matriz (¢0p + f)

(100 + f) = Antp = ¢(t) = Aexp[—i(An — f)E]

Utilizando uma condigao de contorno antiperiédica
P(t) +¥(t2) =0 , (B.10)
obtemos os autovalores

(2n+1)—+f (B.11)

O determinante pode ser escrito, entao, como

H[(2n+1) +f]H[(2n+1) +f]

n=-o00 n=1

- () B |G+ ) - &) =] -
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-G ) B [- G+ 5) 5]

Se considerarmos a seguinte expresséo regularizadora

1 (1 _ f) = Lsen(ar) (B.12)

2
n=1 n

e a férmula (B.5), obtemos o resultado

det(i0p + f) = —2sen (2 + -'%E) = —2cos (f_;&j) . (B.13)

Podemos ver da expresséo acima que o sinal de f ndo influencia o valor
do determinante. Portanto, podemos aplisar o resultado acima para ambos
os determinantes, obtendo o resultado

det(6,; — fei;) = —4 [cos (%)r . (B.14)
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T P

A Deus eu dedico a ultima pégina,
a ultima pedra, a mais importante,
sinal do trabalho concluido.

Gloria in ezcelsis Deo!
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