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“Precisa perder o medo da musa

Precisa perder o medo da ciéncia

Precisa perder o medo da perda da consciéncia
O que se vé nao He via

O que se cré nao se cria

Titas ”



RESUMO

O método variacional foi usado para estudar a possibilidade de existéncia de um
vdcuo composto da Eletrodindmica Quéantica. Um ansatz contendo um condensado de
pares elétron-positron foi investigado e uma equagao de otimizagéao para a fungao de onda
do condensado foi encontrada. A prescrigio de renormalizagao utilizada quebrou a simetria
de escala inicialmente presente no Lagrangiano. A equagao de otimizagdo foi rededuzida
resolvendo-se a equagdo de Schwinger-Dyson para a auto-energia do elétron. Expressoes
tanto para a massa dinamicamente gerada para o elétron, em termos da fungao de onda
dos pares, quanto para a dependéncia da constante de acoplamento com o parimetro de
massa (ponto de renormalizagdo) foram apresentadas.

Nossos calculos, entretanto, nos levaram a concluir que, pelo menos dentro de nossa
abordagem, nao é possivel a existéncia de tal vacuo composto da Eletrodindmica Quantica.



ABSTRACT

The variational method was used to study the possibility of existence of a composed
vacuum of the Quantum Electrodynamics. An ansatz containing a condensate of electron-
positron pairs was investigated and an optimization equation for the condensate wave
function was encountered. The renormalization prescription used broke the scale symmetry
initialy present in the Lagrangian. Once more the optimization equation was derived. This
time this was done by the resolution of the Schwinger-Dyson equation to the electron self-
energy. An expression to the dinamicaly generated mass of the electron, in terms of the
condensate wave function, was presented, as well as the mass parameter dependence of the
coupling constant.

Our calculations, however, lead us to conclude that the existence of such composed
vacuum of the Quantum Electrodynamics is not possible, at least within our approach.
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CAPITULO 1



Introducgéo

Desde os seus primeiros tempos, o homem, por razdes das mais diversas, tem buscado
com os meios que possue, um entendimento de si mesmo e do mundo que o cerca.

Foi assim que, na mais primitiva antiguidade, levados principalmente por questoes
de sobrevivéncia, buscaram o dominio de utensilios que lhes auxiliassem na obtengao das
coisas de que mais nescessitavam.

Com o passar do tempo e a evolugao de sua capacidade mental, pode o homem utilizar-
se de seu maior dote, o privilégio de pensar, para tentar desvendar os segredos daqueles
acontecimentos que lhe conferiria poderes dos mais nobres e cobigados, os fenémenos na-
turais.

Essa busca dos mistérios da natureza e de seus fené6menos, que até Arist6teles nao era
ainda diferenciada da Filosofia, foi aos poucos e com muito sacrificio, revelando ao homem
fatos que a crenga comum nao julgaria reais.

A Fisica situa-se entdo, dentro do conjunto de intelectualidades humanas, como uma
das mais ricas e abrangentes ciéncias da natureza.

Fortemente fundamentado na Matemadtica, o Fisico tenta através de suas teorias,
descrever e compreender os acontecimentos naturais terrestres e até mesmo extra-terrestres.

Para que uma teoria fisica seja aceita como uma boa interpretagdo destes aconteci-
mentos, ela deve satisfazer a dois principios bédsicos de consisténcia:

1) consisténcia interna : com isso queremos dizer que a teoria deve ser logicamente
coerente, ou seja, que sua estrutura matematica e l6gica nao nos conduza a resultados
ambiglios.

2) consisténcia externa : os resultados apresentados pela teoria devem ser comprovados
através de experiéncias criteriosamente elaboradas com este intuito.

Atualmente, uma das teorias fisicas mais bem comprovadas experimentalmente é
aquela que vem descrever fenomenos relacionados as interagoes luz-matéria, conhecida
com o elegante nome de Eletrodindmica Quantica (E.D.Q.).

Quase todo o sucesso conseguido pela E.D.Q. estd ligado a um método de aproximagéo,
o método perturbativo. Porém, ligados a este método estao também os maiores problemas
desta teoria.

Ja hd muito se sabe que, ndo somente as solugoes em séries perturbativas para a E.D.Q.
sao, na melhcr das hipéteses, assintéticas [1], como também, até energias muito altas ou
distancias muito curtas, a andlise perturbativa indica-nos que a teoria é inconsistente ou
no minimo trivial. Esta ultima caracteristica desagradivel da E.D.Q. é conhecida como o
“ Fantasma de Landau ” ou “ zero de Moscou ”[2].

Na linguagem de teoria de campos dizemos que, no limite de altas energias, para
qualquer valor da constante de acoplamento nua, ay, os efeitos da polarizagido do vacuo
levam-nos a um zero da constante de acoplamento “running”[3], a(r), ou seja, até distancias
bastante curtas



a(r)=0 para r>0 ;
e a(0)=a

Em 1954, Gell-Mann and Low [4] indicaram que a E.D.Q. somente existiria em tal
Jimite, se a constante de acoplamento nua, g, fosse determinada por um zero ultravioleta
estavel da fungio B(beta) do grupo de renormalizagao [3].

Nos anos 60, estudos no sentido de determinar tal zero da fungio § foram realizados
[5], sem contudo dar-nos uma resposta definitiva.

Todavia recentemente, Miransky e colaboradores tém apontado que uma teoria de
campo nao trivial pode ser obtida se partirmos da E.D.Q. sem massa (do férmion), na
regiao de altos momentos. Isso acontece mesmo que o acoplamento da E.D.Q. usual se
anule nessa regiao [6).

Nesse esquema de obtengio da E.D.Q. néo trivial, o ingrediente indispensdvel é a
existéncia de quebra espontinea de simetria quiral. Miransky observou que, para valores
suficientemente grandes da constante de acoplamento nua da E.D.Q. sem masssa, &g =1,
o mecanismo de quebra de simetria quiral levaria a uma contribui¢ao para a massa do
férmion e, além disso, do ponto de vista do grupo de renormalizagdo, o valor critico, a.,
separando as fases massiva e sem massa seria um ponto ultra-violeta estavel da fungao
[6].

Notamos entretanto, que esse ponto ultravioleta estdvel da fungdo B proposto por
Miransky ndo surge como uma consequéncia interna da teoria, mas sim é uma hipédtese
externa a teoria que parece resolver este problema da trivialidade da E.D.Q. [7].

Vale aqui lembrar que, todas tentativas de resolver o problema do Fantasma de Landau
acima citadas nao utilizam o método perturbativo, o que é obvio, mas sim métodos de
aproximagao auto-consistentes, via equagGes integrais para as fungdes de Green da teoria,
tipo Schwinger-Dyson e Bethe-Salpeter [8].

Até pouco tempo atrés, a resolugao deste problema da E.D.Q. tinha dois objetivos.
Um era o de tornar a E.D.Q., além de muito bem comprovada experimentalmente, também
internamente consistente. O outro era o de utilizar a E.D.Q. como um guia para as
possiveis realizagoes da teoria mais aceita hoje em dia para as forgas nucleares fortes, a
Cromodinamica Quéntica (C.D.Q.).

Entretanto, tal fase nao perturbativa da E.D.Q. aparece como um bom candidato para
explicar os estranhos resultados de experimentos envolvendo colisdes de ions pesados até
altas energias [7,9]. O que s6 vem aumentar o interesse neste problema.

Esses experimentos de colisdes de fons pesados até energias por volta de 6 MeV por
nucleon, tinham como interesse inicial a observagio da emissao espontinea de positrons,
prevista teoricamente [10]. Os dados obtidos, entretanto, nao apresentavam as carac-
teristicas esperadas : os picos de emissdo de pdsitrons eram muito estreitos, sua posigao
nao mudava apreciavelmente com o niimero atémico, Z, e os picos eram observados para
7’s menores do que aqueles nescessarios & ocorréncia do fenémeno.

Dadas estas evidéncias, um dos grupos que realizavam tais experimentos (EPOS
group) ofereceu a explicagao de que um objeto neutro (carga zero), essencialmente em
repouso no centro de massa (momento zero), estava decaindo até pares elétron-positron.
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Para testar tal hipétese, modificaram-se os detectores de modo a incluir detectores de
elétrons e passaram a procurar elétrons e pdsitrons em coincidéncia. Foram encontrados
entao trés picos de elétrons e positrons em coincidéncia, com as seguintes caracteristicas :
as posigoes dos picos sdo independentes de Z ¢ os elétrons e positrons tém mesma energia
e diregao, 86 que sentidos opostos. As somas das energias + massas destes picos sdo : 1.64
MeV, 1.77 MeV e 1.83 MeV [7].

Raciocinando por inversdao temporal, deveria ser possivel encontrar tais picos em co-
lisdes entre elétrons e pdsitrons de baixa energia (espalhamento Bhabha). Entretanto os
resultados sdo negativos [11]. Isto indica-nos entdao que os campos eletromagnéticos de
fundo, presentes nas colisdes de ions pesados, sao de importancia crucial na produgio
destes estados.

Uma tentativa de explicar tais dados, utilizando-se a fase ndo perturbativa da E.D.Q.
acima citada, ¢ a seguinte :

Quando os ions pesados colidem, dando origem a um niicleo super pesado instavel, a
presenga de campos de fundo fortes e que variam rapidamente induziria uma transigiao de
fase para o vacuo nao perturbativo da E.D.Q. . Esse vicuo seria um estado composto de
pares elétron-pdsitron. Depois que os ions se separassem e os campos enfraquecessem, este
novo vicuo da E.D.Q. tornar-se-ia metaestdvel, ou seja, um falso vdcuo, que eventualmente
decairia liberando os elétrons e pésitrons. Uma vez que os campos nao sao agora intensos,
os elétrons e positrons poderiam sair com energias iguais e em sentidos opostos.

Note que, nessa explicagdo, temos usado que o vacuo desta nova fase seria um estado
composto de pares elétron-pésitron. Um tal estado é conhecido, é o positronio. Contudo,
os niveis de energia do positronio estao todos situados abaixo de 2m, = 2 x 0.5 MeV=1.0
MeV, o que nédo daria conta dos picos observados experimentalmente. Portanto devemos
supor que estes estados sao pares elétron-pdsitron, os quais tém associados uma escala de
massa superior a usual.

Uma maneira de gerarmos uma nova escala de massa é através da quebra espontanea
de simetria quiral, de tal forma que o elétron tenha uma contribuigdo para sua massa e,
dessa maneira, os estados ligados possam estar nas visinhangas de 1.7 MeV.

Nao haviamos apontado antes mas, Miransky também ressaltou que, uma das caracte-
risticas da fase de acoplamento forte da E.D.Q. seria a apari¢ao de uma interagdo induzida,
tipo Yukawa, entre férmions, anti-férmions e bésons pseudoescalares compostos [6].

Vemos entao que, muito mais do que razoes de consisténcia interna da E.D.Q. e de
problemas relacionados com a C.D.Q. podem nos levar a estudar o fantasma de Landau,
j& que a ele estd ainda relacionada uma explicagdo razodvel de dados experimentais.

Dentro das abordagens tedricas deste problema, a mais utilizada tem sido o estudo
das equagoes de Schwinger-Dyson e Bethe-Salpeter, que vale lembrar, s6 sao soliveis com
aproximagoes bastante fortes.

Outra abordagem nao perturbativa que tem sido utilizada para o estudo de quebra
dinimica de simetria quiral e a geragio de massana C.D.Q., é uma aproximagao variacional
ao vacuo da teoria[l2]. As aproximagdes sio introduzidas via o ansatz escolhido para o
vacuo.

Nosso programa é estudar a Eletrodindmica (originalmente) sem massa pelo método
variacional, fazendo um ansatz para o védcuo, como um estado coerente de elétrons e
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pésitrons. Também veremos a possibilidade de geragdo dindmica de massa para o elétron,
bem como a possivel existéncia de uma fase de acoplamento forte da teoria.

As etapas do nosso trabalho podem ser postas da seguinte maneira:

a) Estabelecemos um ansatz para o vicuo quebrado da E.D.Q. como um estado coerente
de elétrons e pésitrons, construido sobre o vacuo original (estado de néo particulas)
da teoria. Este ansatz ¢ inspirado em proposta semelhante [12] para a C.D.Q.. O
parametro variacional a ser otimizado é a fungdo de onda relativa ¥(|p]) dos pares
elétron-pdsitron que compdem o estado “fundamental” na fase quebrada.

b) Calculamos o valor esperado E[¥] =< ¥|H|¥ > da energia desse estado usando uma
transformagdo de Bogoliubov-Valatin.

c¢) Obtemos a equagio de “gap”, isto é, a equagdo de otimizagao da energia desse novo
possivel vacuo da teoria (:—ﬁ% = 0).

d) Como subsidio extra & intuigdo, uma relagio entre a aproximagio variacional e um
calculo pelas equagdes de Schwinger-Dyson (S.D.) é estabelecida, permitindo entender
melhor o significado da aproximagao variacional.

e) A relagao entre ¥(|p]) ¢ a massa gerada para o férmion e também uma expressao para
a fung@o B da teoria sao estabelecidas.

f) O zero da fungdo que pudemos achar, nos levou & conclusio de que, pelo menos dentro
de nossa abordagem, a E.D.Q. é uma teoria livre.

Aqui um esclarecimento é necessario. Como em geral em qualquer cédlculo em Teoria
Quintica de Campos, a equagio de ¥(|p]) é assolada por divergéncias ultra-violeta. A
defini¢ao da teoria se dd achando uma prescrigdo de renormalizagao das constantes que sao
introduzidas na Lagrangiana, de modo a fazer finitas todas as grandezas fisicas derivadas da
teoria. Em abordagens autoconsistentes, usando as equagdes de S.D. ou método variacional
é possivel achar mais de uma prescrigao, levando a solugGes da teoria com caracteristicas
fisicas diferentes em diferentes fases do modélo. E assim com a proposta de Miransky de
uma renormalizagao aditiva extra & carga da E.D.Q..

Estrutura da dissertagao : O capitulo 2 é uma recapitulagio da quantizagao do campo
eletromagnético no gauge de Coulomb e do campo de Dirac sem massa. No capitulo 3 a-
presentamos inicialmente o cdlculo da renormalizagio de fundo da teoria ¢ em seguida
introduzimos o ansatz para o vdcuo da possivel fase quebrada. Depois de uma trans-
formagao de Bogoliubov-Valatin, calculamos a equagao de gap para a fungao de onda do
estado ligado elétron-pdsitron presente no ansatz |[¥ >. Uma vez obtida essa equagao
de gap, partimos para sua renormalizagdo. O capitulo é concluido com uma ponte entre
nosso calculo variacional e andlises via equagdes de S.D.. O capitulo 4 compreende nossas
conclusoes.
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CAPITULO 2

Campos Bésicos




2.1) O Campo Eletromagnético

As equagoes de Maxwell, que governam os fenémenos eletromagnéticos, sao escritas
abaixo em sua forma diferencial

VE=p (211a) V.B=0 (2.1.1b)

—

-t 0B = - aE -
VxE= 5 (Ll VxB-2=J (211d)

Derivando (2.1.1a) com respeito ao tempo e tomando o divergente de (2.1.1d), obte-
remos a equagao da continuidade

L -_vJ (2.1.2)

A resolugao das equagoes de Maxwell em termos das intensidades de campo, E(i:',t) e
B(Z,1), 86 é possivel em casos bastante simples. Para atacarmos problemas mais complexos
é necessario que escrevamos os campos em fungao do potencial vetor, A(Z,t) e do potencial

escalar’ ¢(Z,t)

E=-Vé+ %14 (2.1.3a)
B=VxA (2.1.3b)

Estas relagoes, claramente, satisfazem as duas equagdes ndo homogéneas de Maxwell,
(2.1.1b) e (2.1.1c).

Quando substituirmos (2.1.3) nas duas equagSes ndo homogéneas de Maxwell, obte-
remos um sistema de equagoes diferencias parciais de segunda ordem acopladas

VZ¢ + —6(;—A)- =—p (2.1.4a)

2—0
pyd “[”.* O9)lvd 7 (2.1.4b)

onde p € a densidade de carga e J a densidade de corrente.
Contudo, os potenciais A(z t) e #(Z,1) nao definem univocamente os campos E(z t)

e B(z t) pois, se fizermos a transformagdo



A— A= A1 9A
b 4" =¢+ 5

onde A é uma fungao escalar arbitraria, os campos EeB (que séo as quantidades fisica-
mente relevantes) permanecerao inalterados.

Essa liberdade na definigao de Ae $, chamada liberdade de gauge, pode ser utilizada
de modo a facilitar-nos a resolugao das equagoes (2.1.4). A escolha de um determinado
gauge depende exclusivamente da caracterizagao do problema a ser atacado.

O gauge que utilizaremos daqui para diante é o chamado “gauge de Coulomb”, definido
por (1]

V.A(Z,1) =0 (2.1.5)

Dessa maneira, as equagoes (2.1.4) tomam a seguinte forma

~-Vi¢=p (2.1.6a)
- A S04 =
24~ gl — 1.
VA 52 v 5t J (2.1.60)
A equagdo (2.1.6a) tem como solugao
4(3,1) = — / gy P (2.1.7)
’ 4r z — 4
visto que ]
V32— = —4né(z -
Fq - ED

>
Se usarmos que a corrente J(Z,t) pode ser escrita como a soma de dois termos, uma
componente longitudinal e outra transversal

J=Ji+J;

tal que, V.J;=0e V x J; = 0 e notarmos que da identidade



chegaremos a conclusdo de que, com a utilizagao de (2.1.2),

-o_a_? -

5 =] (2.1.8)
o que, substituindo em (2.1.6b) dar-nos-a
VA~ oo =i (2.1.9)

Solugoes arbitrarias para a equagao homogénea associada a (2.1.9) que também satis-
fazem a condigao de gauge (2.1.5), podem ser escritas em termos de ondas planas,

o Pp 1 G —if. iF.
A(Z,t) = / (2m)] ﬁ?::e,- [e Za;(P) + e i'a;f(ff)] (2.1.10)

onde €j, j = 1,2, sdo dois versores ortogonais entre si e ao vetor p, satisfazendo portanto

g].gz _‘1 i). E‘z.-‘:— 0 (2111(1)
€1.€ = €2.62 =1 (2.1.118)
e a relagio de completeza, dado que formam uma base,
e +eie +p'p = 67 (2.1.12)
ou seja,
2 i3
D e =6i- I (2.1.13)
A=1

Notamos entio que, com a fixagao do gauge através de (2.1.5), os tinicos graus de liber-
dade fisicos do sistema sao as componentes transversais dos campos em relagao a diregao
de propagagio, dada por p. Isto é assim pois, ¢(Z,t) estd completamente determinzdo por
(2.1.7) (que é exatamente a eXpressao do potencial Coulombiano) para todos os instantes,
e a componente longitudinal de A(a: t) completamente eliminada através de (2.1.8). Como
podemos ver, o gauge de Coulomb ¢ interessante quando temos J=0.

Até este ponto temos tratado o tempo somente como um parametro. Entretanto, ao
dirigir nossa atengao para sistemas onde a velocidade caracteristica é comparavel aquela da
luz, a relatividade entra em jogo e devemos expressar as equagoes de Maxwell, os campos,
as correntes e cargas de uma maneira covariante, isto é, onde o tempo é tomado em pé de
igualdade as coordenadas espaciais.

A quantidade covariante, que desempenha um papel fundamental, é um tensor anti-
simétrico construido a partir das componentes dos campos E(z t) e B(z t), chamado
Tensor de Campo Eletromagnético, F,,, ¢ definido por [2]

0 -E, -E, -E,
E. 0 -B, B,
E, B, 0 -B,
E, -B, B, 0

Fu = (2.1.14)
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onde pev =0,1,2,3.
Definindo ainda o quadripotencial A,(z) e a quadricorrente J,(z) por
A, (z) = (¢(s,t),,i'(5,t)) (2.1.15a)

-

J, = (p(é’,t),](:i:‘,t)) (2.1.15b)

a relagao entre o tensor F,,, ou seja, os campos E ¢ B e o quadripotencial 4,, ou seja, A
e ¢, passa a ser dada por

F,, = 0,4, — 8,4, (2.1.16)
com a métrica de Minkowsky, g,, = diag(1,—1,—1,-1), tal que
i}
B v A
At =g""A, e a“_az"

Antes de partirmos para a quantizagio da teoria eletromagnética, deduziremos, rapi-
damente, o Hamiltoniano associado ao campo eletromagnético livre de fontes (J, = 0).
O Lagrangiano apropriado para tal situagdo é dado por [2]

1

L= —ZF,,.,F'"' (2.1.17)
os momentos canonicamente conjugados serao
oc
0 = < = el
T o= B(8 A°) 0 (2.1.18a)
oc
b = = g A* - 8,A" = EF .1.18b
. (8 A5 Go A" — O (2.1.18b)

Assim teremos o Hamiltoniano como:

H= /daz (m,/i") =

1 —, - - . - -
- E/J% [B2(2,0) + B*(3,0) - (9.B)4] =

_ l 3 2 N2

- 2/d 2 [ + B?] (2.1.19)
onde usamos V.E = 0.

Lembrando que a equagdo para Ay(Z,t) serd
V2A(Z,1) =0

que admite a solugdo Ao(z) = 0, € usando a expansao de Aj(z) em termos de ondas planas,
ficaremos com o Hamiltoniano da forma

7= [ T2 [0t +ele)] 2120
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2.2) Quantizagéo

Se fossemos quantizar da maneira canénica usual, isto é, elevando as varidveis dina-
micas, A,(z), e seu momento canonicamente conjugado, =,(z), & condigdo de operadores
atuando no espago de Hilbert dos estados fisicos e impondo relagoes de comutagao canénicas
entre eles, seriamos levados a problemas pois, conforme a estrutura que tomariam,

(A4 (3,1), i, )] = [mx(Z, 1), m(F,1)] = O (2.2.1a)
(a3 8), Au(5, )] = —i64,16° (& - 7) (2:2.15)
[Ao(f,t),?fo(ﬁ,t)] =0 (2216)

terfamos, além do vinculo 9 = 0 (que pode ser contornado se notarmos que o opera-
dor A¢(z) ndo é um operador mas sim um mimero “C” pois comuta com todos os de-
mais operadores e esta completamente determinado por (2.1.7)), que a lei de Gauss na
auséncia de cargas, 6E‘(5,t) = 0, néo seria satisfeita por (2.2.1b) (visto que, n* = E¥ e
V.(i6:,18%(Z — §)) # 0) mas, ao contrério, divergiria no espago dos momentos [3].
Contudo, se tomarmos como guia para a quantiza¢ao a condigao de que o Hamiltoniano
seja positivo definido, de tal forma que seu espectro também o seja, e impusermos relagoes
de comutagdo usuais para as transformadas de Fourier dos potenciais Ax(z), quais sejam

[a5(p), a1(a)] = [a;(p),ef(0)] =0 (2.2.20)

["}(P),“l(q)] = —~2po6;,18° (5 - ) (2.2.2b)

entdo, teremos que as relagdes (2.2.1a) e (2.2.1b) serdo levadas a

(% o) =i [P _ PrPLY —ip(2-7) "

[7k(Z,2), Ai(¥,1)) / 2n) (6:,,: lﬂ’) (2.2.16%)
[4i(Z,1), Ai(#,7)] =

d? 1 —ip(z—y ip(z—y *

= (_271)”—% (51:,1 - T;TI;’) [e (z-v) _ ¢ip( )] (2.2.1a*)

Notemos agora que a lei de Gauss na auséncia de cargas sera satisfeita por (2.2.16*)
[3] e que (2.2.1a*), para tempos iguais, sera igual a zero, como desejado. Contudo, serd
diferente de zero para distancias tipo-espago. Assim sendo, os potenciais passam a ser vistos
como quantidades nao locais. Entretanto, ndo devemos nos preocupar com isto pois, os
potenciais nao sao, na realidade, as quantidades fisicas relevantes para o problema, mas
sim os campos F e B, que podem ser verificados locais (4].

12



Observando o Hamiltoniano (2.1.19) vemos que, se definirmos o vicuo da teoria (|0 >)
como sendo aniquilado por a;(p), ou seja

aj(p)l0 >=0 (2.2.3)
e adotarmos a ordenagiao de Wick para o produto de campos [5],
: a}(p)aj(p) == a;(p)al(p)+ < 0la;(p)al(p)I0 >

o Hamiltoniano seria levado a
d3(p s
H = / ——21(’0 E [a}(p)aj(p)] p° (2.2.4)
j=1

que tem o valor esperado no vécuo igual a zero.

Das relagoes de comutagdo (2.2.2), podemos facilmente ver que o estado a}(p)|0 >,
terd contetido de energia (e também de momento) igual ao de uma particula sem massa,
que chamaremos féton. Dessa forma, diremos ser a}(p) o operador que cria fétons de
momento P, energia p° e polarizagio j a partir do vicuo. De maneira andloga a;(p) serd
o operador que destroi fotons.
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2.3) O Campo de Dirac

O inicio do século 20 sera sempre lembrado como um dos periodos mais renovadores
para o desenvolvimento da Fisica. Nessa época surgiram, quase que conjuntamente,
duas novas teorias que, cada uma no seu ambito, resolviam problemas profundos da
Mecanica Newtoniana, que até aquele momento era aceita como uma teoria final de todos
os fendmenos fisicos. -

Uma destas teorias, a Relatividade, que substitul e complementa a Mecanica Newto-
niana para sistemas onde a velocidade caracteristica é proxima da velocidade da luz, surgia
quase como uma imposigao das equagdes de Maxwell (2.1.1).

Devido as consequéncias bastante polémicas a que levava esta teoria, 86 com muito
custo e trabalho drduo para sua comprovagao, foi que Einstein (seu fundador) e colabo-
radores conseguiram que a comunidade fosse aos poucos aceitando essa nova realidade.

A outra teoria que surgia, a Quantica, que veio dar cabo de problemas relativos
a sistemas cujas dimensdes fossem comparaveis ou mesmo menores que aquelas de um
atomo, embora também sofresse enormes resisténcias, teve sua validade mais prontamente
verificada.

Entretanto, para sistemas como os de um elétron movendo-se ao redor de um nicleo
num atomo, ambas teorias deveriam ser combinadas pois, as dimensoes e velocidades ca-
racteristicas se enquadram dentro de seus limites de aplicabilidade.

Uma primeira tentativa de acoplar estas teorias foi a chamada equagao de Klein-
Gordon [3] que, todavia, apresentava problemas, ji que dava origem a auto-estados de
energia negativa e ndo apresentava uma densidade de probabilidade positiva definida, re-
quisito exigido para uma teoria quantica.

Dirac contudo, propés uma equagao que resolvia o problema da densidade de pro-
babilidade e também, posteriormente, deu uma interpretagao para os estados de energia
negativa, que evoluiria, no formalismo da segunda quantizagdo, para o conceito de anti-
particula [5].

A equagao proposta por Dirac foi

(i —mlyp(z) =0 (2.3.1)

onde ¥(z) é um bi-espinor

¥(z) = (P(z)) (2.3.2)

x(z)

tal que ¢(z) e x(z) tem duas componentes cada e ff = ¥#8,, sendo 4* matrizes 4 X 4 as
quais obedecem as relages de anticomutagao

{v*,7"} = 29" (2.3.3)
com g"¥ a métrica de Minkowsky; g** = diag(1,—-1,-1,~-1).
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Uma possivel representagao das matrizes y* é:
I 0
Y=8= (0 _I) (2.3.4a)

¢ = Bat = ( 0 ‘Bk) (2.3.4b)

-

k 530 as matrizes de Pauli

a,=((1"3) ; a,=(? '()‘) : 03=(; _01) (2.3.5)

Podemos verificar facilmente que a equagao de Dirac (2.3.1) (juntamente com sua
adjunta) é dedutivel do seguinte Lagrangiano

onde I é a identidade 2 x 2 e 0s o

L = Y(z) (if — m)$(z) (2.3.6)

sendo, dessa maneira’ imediato obtermos a expressao para o Hamiltoniano, visto que o
momento canonicamente conjugado a (z) sera

ru(e) = gy = WEn' = ¥1E) (2.3.7)

O campo ¥(z) é o chamado adjunto de ¥(z) e foi definido na dltima passagem como,
¥(z) =¥ (=)".

Com isso teremos o Hamiltoniano dado por

H= / P oyt (2)(—id. ¥ + Bm)b(2) (2.3.8)

Uma vez escolhida uma representagio para os v*, buscaremos agora solugoes para a
equagdo (2.3.1), na forma de ondas planas

Ya(2) = e P*wa(p) (2.3.9)
Substituindo em (2.3.1) teremos
(6 — m)wa(p) =0 (2.3.10)

A equagio acima compreende um conjunto de quatro equagoes lineares e homogéneas
nas componentes wa(p) (a= 1,2,3,4), que 56 apresenta solugao nao trivial quando temos
det(p — m) = 0. Com ajuda da relagao, (6.4)(@B) = A.B +i5.(A x B), vemos que s

existe solugao quando
po = :t-\/ﬁz +m? = :tEp (2311)
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Dessa forma, a solugao em ondas planas pode ser escrita como a soma de dois termos,
um para a parte de energia positiva e outro para a parte de energia negativa.

¢a(2) . e—ipzua(p) + e‘pzva(p) (2312)

onde p° > 0 agora.
Substituindo na equagao de Dirac (2.3.1), vemos que u®(p) e v*(p) devem satisfazer

(#—m)u(p) =0 (2.3.13a)

(B +mv(p) =0 (2.3.13b)
No referencial de repouso (p° = m,p = 0) temos

(v’ = Iu(0) =0 (2.3.14a)

(v* +I)(0)=0 (2.3.14b)

donde podemos ver que existe ainda uma degenerescéncia para as solugées com energia
positiva e negativa pois, cada uma das equagoes (2.3.14) apresenta duas solugoes linear-
mente independentes. Isso pode ser resolvido se escolhermos u(0) e v(0) como autofungdes
simultdneas do operador correspondente & projegao do spin na diregao Z, definido por

1f{o, O
S.=; ( A ) (2.3.15)

0z

ou seja, u(0) e v(0), serao dados por

1 0
0 1
uM(0) = 0 u(z)(O) =10
] 0
0 0
@y = | O @)= |9
v'(0) = 1 v'(0) = 0 (2.3.16)
0 1
As solugoes para referenciais movendo-se com velocidade ¥ = —fn: em relagao ao
referencial de repouso, podem ser verificadas ter a forma,
pim
™(p) = 0 2.3.17a
u"(p) mu (0) ( )
™ o) (2.3.175)

V)= mm T By
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Essas solu¢des ja estao normalizadas, ou seja, os u's e v's satisfazem as seguintes
relagoes
if(p)ul(P) = —Er(P)vn(P) = 61‘,1 (2.3.180.)

ul(p)us(p) = v}(p)va(p) = %6 (2.3.18b)

As solugdes que entio obtivemos, sao autofungdes simultineas do Hamiltoniano e do
spin na diregio #Z. Quando construimos uma solugao arbitrdria, o fazemos como uma
superposicao destas autofungGes, que diferem entre si por suas componentes de energia e
spin.

Algumas vezes estaremos interessados em tomar s6 a parte de ¥(z) com energia po-
sitiva, ou spin +-21-, etc, e para conseguirmos isto deveremos entao construir os chamados
projetores.

Os operadores que tem como propriedade projetar a parte de energia positiva e/ou
energia negativa, A4 e A_, respectivamente, de um espinor genérico, sio dados por [3]

(At)ap = 2 um = (‘—‘—“L—m-) , (2.3.19a)

2m
r)=AT _I‘ +m
(A-)ap ==Y 0055 = (—27‘ , (2.3.19%)

No caso do spin, no referencial de repouso, o projetor do spin ao longo da diregdo +2
¢é dado por
I4a,  I4+7%7%° _ I+7%e)°
2 . 52w 2 m) 2

P (2.3.20)

onde 7% = i7%y'929? € 7)(3) é o quadrivetor tipo-espago tal que

Ny = (0, 0,0, 1)

'7(23) =-1
e TyPu =0

Note que, devido a presenca de 7%, o projetor P(n) nao é covariante. Entretanto,
podemos fazé-lo covariante se usarmos que, no referencial de repouso, 4° atuando sobre o
espinor de Dirac torna-se +1. Assim definimos o seguinte projetor covariante

I++%
m(ns) = ——5 > (2:3.21)

ou, para um 7 genérico, satisfazendo 5 =1 e 9*p, =0

x(n) = I—J“—z"i'i (2.3.22)
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Portanto no referencial de repouso teremos
(a)u(0) = u(0)  (nes))u(0) =0

n(—1(3))u?(0) = uP(0)  w(—n¢5))uM(0) =0
(1)@ (0) = v®(0)  x(nes))vV(0) =0
(g™ (0) = v(0)  w(—ns))v®(0) =0

¢ por causa da covariancia do operador de proje¢ao, podémos ainda escrever, para um 7
genérico
w(n)u(p,n) = u(p,n)

w(n)v(p,n) = v(p,n)
m(—n)u(p,n) = =(n)v(p,n) =0

m'm 2
ou seja, projeta o spin paralelamente a dire¢ao do movimento. Esses estados sao chamados
de “estados de helicidade” [4].

Temos até aqui falado, sem maiores preocupagoes, de solugoes da equagao de Dirac
que apresentam autovalor negativo de energia. Vejamos o que isto quer dizer.

Se pudessemos dizer, “ora, o que nos interessa sdo os elétrons de energia positiva,
entao descartamos as solugdes de energia negativa e o problema estara resolvido”. Isso
seria verdade no caso de uma particula livre, onde a probabilidade de transicio de um
estado de energia positiva para um estado de energia negativa é zero. Contudo, quando
tivermos a presenca de uma fonte externa acoplada ao campo livre, essa probabilidade
deixa de ser zero e o problema reaparece, apesar de tal transigdo nao ter sido observada
até hoje [6].

Uma solugao para este problema das energias negativas foi proposta por Dirac em
1930, sendo chamada de “teoria do buraco” [6]. Ele sup6s que, no vicuo, todos os estados
de energia negativa estivessem ocupados. Assim as transigdes entre estados de energia
positiva para estados de energia negativa estariam, pelo principio de Pauli, proibidas.
Entretanto, elétrons pertencentes a esse “mar” de energia negativa poderiam absorver
radiagao e transicionar para estados de energia positiva. O buraco deixado pelos elétrons
de energia negativa e carga —|e| seriam interpretados, por um observador fazendo medidas
relativas ao vdcuo, como um elétron de energia positiva e carga +|e|, ndo sendo portanto um
elétron, mas sim o que passaremos a chamar de pdsitron, que mais adiante seria observado
experimentalmente.

Vemos entdo que a teoria do buraco leva-nos nescessariamente a uma teoria de muitas
particulas.

A assimetria de cargas, que traz no seu bojo essa suposigao, foi contornada mais tarde,
dentro do formalismo da teoria quintica de campos, pelo conceito de anti-particula.

Em particular, para 5, = (lﬂ ’2%) , ™ (na) projeta sobre estados com spin L %,
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2.4) Quantizagéo

Iniciaremos observando que uma solugao arbitraria de (2.3.1) pode ser escrita como

d’p
(2m)3

¥(a) = (’") 3 [ )e™ + i) (2.4.1)

dp

(21r)§

Nosso guia para a quantizagao serd novamente a condigao de que o espectro de energia
seja positivo definido. Examinaremos entdo o Hamiltoniano (2.3.8) da teoria, com Y(z) e
¥1(z) substituidos por (2.4.1). Teremos, depois de algumas passagens

¥i(z) = () X bl + depeie] (2.4.10)

=Y [ ( )bf (p)be(5) — dx(2)d}(3)] B (242)

Podemos observar que o Hamiltoniano nao é positivo definido e assim, a energia nao
¢é limitada inferiormente. Contudo, se impusermos a seguinte regra de anti-comutagao

{d!(p),d,(p)} = numero C (2.4.3)

ficaremos com o Hamiltoniano, a menos de uma constante, dado por
H= Z / dp ( ) [81(p)br(p) + d}(p)d:(p)] E; (2.44)

Isto nos sugere que devemos impor regras de anti-comutagao para quantizarmos o
campo de Dirac, ou seja, devemos ter

(oG 0¥ @ 0} = (PED$P G} =0 (2.4.50)
{(v*(2,1),9" (3, 1)} = 6P 8 (- D) (2.4.5b)
o que nos leva is seguintes regras de anticomutagio para os b's e ds
Ep s,
{d-(p),d}(0)} = {b:(p),b}(9)} = 6:, —=8°(F - @) (2.4.6)
e todos os outros anticomutadores iguais a zero.
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Se levarmos em conta a seguinte regra de anticomutagao
{A,BC} ={A,B}C - B{A,C}
e calcularmos os anticomutadores dos b’'s e d's com o Hamiltoniano, teremos
[d:(p), H] = Epd;(p)  [br(p), H] = Epbr(p)

[d}(p), H] = E,dl(p)  [b(p), H] = E,b}(p) (2.4.7)

Poderemos entdo definir o vicuo da teoria (|0 >), de forma que o valor esperado do
Hamiltoniano nesse vacuo seja um minimo, ou seja, o vacuo devera ser aniquilado por

b(p) e d-(p)
b(p)|0 >= d.(p)[0 >=0 (2.4.8)

Observando o contetido de energia (e também de momento) dos estados obtidos através
da aplicagio de b}(p) e d!(p) no vicuo, poderemos entdo conferir as seguintes interpretagoes
para os operadores b's e d's

b1(p) (b-(p)) = operador de criagdo (destruigao) de elétrons de momento 7, energia E, e
spin r

d!(p) (d-(p)) = operador de criagio (destruigio) de pésitrons de momento f, energia E,
espinr

Os estados de n pdsitrons e m elétrons de momentos p,, € ¢, energias Ep , € Eg 1, €
spins s, e r,, serao entao obtidos da seguinte forma

8, (q1)---b! (g1)d}, (p1).....d] (pn)[0 >=

= |g15q2y ceerrGmsP1y P2y eree-PriTly oeerPrny 81 eeeely > (2.4.9)
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2.5) Equagéo de Dirac sem massa

A motivagao para o estudo de uma tal equagio, a qual é obtida de (2.3.1) fazendo-se
m = 0, ou seja

(ip)(z) = 0 (2.5.1a)

poderia ser aquela de que, na realidade, as particulas que essa equagao descreveria apos
sua quantizagio, verdadeiramente existem. Sao os neutrinos, que tem massa zero, spin % e
carga zero. Contudo, podemos ainda pensar no caso em que temos elétrons e /ou pésitrons
massivos até energias muito altas, onde quase toda energia da particula se concentra no
momento que ela carrega.

Observando que (2.5.1a) pode ainda ser escrita como

P(z) =0 (2.5.1b)

e multiplicando (2.5.1b) & direita por y°9° = —iy'4%4® teremos,

E.5%(z) = v p°%(z) (2.5.2)
onde & = 7907 = (g g)

Buscando agora solugdes tipo onda plana para (2.5.1b) e escrevendo a parte de energia
positiva como

¥(z) = e~ U(p) (2.5.3)

vemos que a aplicagio de (2.5.1a) sobre (2.5.3) nos levard a seguinte condigao
p>=0 com p"=E,=|p| (2.5.4)
o que implica que podemos escrever (2.5.2) como
5 59(e) = 1°9(=) (25.5)

Notemos entao que, pela estrutura de ﬁ, o operador do lado direito de (2.5.5) é o
operador helicidade e a matrix 4° do lado esquerdo de (2.5.5) é o chamado operador
de quiralidade da particula [7]. Portanto nesse caso, a quiralidade ¢ igual a helicidade.
Poderiamos ver ainda que, no caso de solugoes em ondas planas, para a parte de energia
negativa, a quiralidade seria igual a menos a helicidade. Esta associagao entre quiralidade e
helicidade facilita-nos a busca por U's e V's de helicidade definida, o que nos é importante
pois, assim eliminaremos a degenerescéncia que ainda observamos nas solugGes com energia

bem definida.
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A simplificagdo vem do fato que a matriz de quiralidade, v°, na representagao que
estamos empregando para os " sera
s (0 I
= (7 o)

Portanto os U's e V's, autofungdes do operador helicidade, deverao satisfazer

75Ua(P) . 3U-(P)

7°Vi(p) = —sV,(p) (2.5.6)
onde s = +1
Podemos verificar que os seguintes U's e V's satisfazem (2.5.6)
coa% —aen%e“"’
1 senle 1 cos?
e i | 2 — 2 -
U+(p) V2 cos% U-(r) V2 aen%e_'“’
aenge"“’ —coag
seng —cosge"'w
1 —coslei? S 1 —sent
= — 2 _(p) = — 2 2.5.7
Vi(p) V2 —sen—g- V-(r) V2 —cos%e—igo (2.5.7)
coa%e"“’ —aen—g-

onde 0 e ¢ sdo os dngulos polares de p
Além de (2.5.6), esse U's s V's também satisfazem

Y U0l (e) = S Ve Vie) = 5 (1~ 7.61°)

7°sVy(—p) = U.(p)
U (p)U-(p) = V.}(p)Va(p) = b+,

Us(p)Ur(p) = Va(p)Vr(p) = 0 (2.5.8)
Podemos entao escrever uma solugao arbitriria para (2.5.1) como
3 13 .
¥(z) = (:w;’% > [ba(p)UL(p)e™ % + di(p)Vi(p)e™*] (2.5.9)

Se seguissemos os passos do processo de quantizagao da segao (2.4), veriamos que as
relagdes de comutagao a serem satisfeitas pelos v's, b's e d's seriam

{‘d)(f,t),‘lﬁ(f,t)} = {"/’t(s)t)1¢f(g,t)} =0
{v1(z,1),9°(7,1)} = 626 (£ - §)
{65(5,1), b (@, 1)} = {d}(5,1),de(@,1)} = 6,,6°(F - @) (2.5.10)

e todos os outros anticomutadores iguais a zero.
Notemos que agora os b's e d's criam e destroem elétrons e pdsitrons sem massa.
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CAPITULO 3

Estrutura do Vicuo Composto da E.D.Q.

24



Temos até aqui visto os campos eletromagnético e de Dirac livres de interagao. Entre-
tanto, tais desenvolvimentos ndo sao suficientes para os processos que desejamos descrever,
uma vez que € nescessiria a interagao entre os campos para que possamos obter quantidades
observaveis e, dessa forma, tornar a teoria em questao passivel de verificagao.

Dentro do formulagao Lagrangiana de uma teoria de campos, a interagao entre campos
é levada em conta através da adigao no Lagrangiano (até este ponto composto somente das
partes livres) de termos especificamente relacionados a interagao. A principio, as formas
que podem tomar estes termos de interagao podem ser as mais diversas; contudo,razoes de
simplicidade, simetria e renormalizabilidade restringem bastante os candidatos [1].

As equagoes dindmicas a que os campos devem obedecer, derivadas do Lagrangiano,
serao equagoes nao lineares, nao homogéneas em que aparecem quantidades mal definidas,
os produtos de campos(distribui¢oes)no mesmo ponto. Solugdes exatas para tais equagoes
86 sao possiveis de se obter a duas dimensoes de espago-tempo, onde a simetria conforme
subjacente fornece-nos infinitas quantidades conservadas. Jd a quatro dimensdes, que ¢ o
caso que estaremos tratando, as maneiras de abordagem para tais solugoes sdo os métodos
de aproximagao.

O método de aproximagao que utilizaremos em nossos calculos sera o método varia-
cional. Neste método construimos um ansatz para o vacuo da teoria como fungao de alguns
parametros, que serao otimizados pela condigao de minimizag¢ao da energia nesse vacuo.

O interessante nesse método é que nao precisaremos nos preocupar com somas infintas
de diagramas de Feynman, como em cédlculos perturbativos, além de estarmos, claramente,
definindo o contetido de particula dos estados sobre os quais estaremos trabalhando. En-
tretanto, nao temos nenhuma prescricio bem definida para o cdlculo das quantidades
renormalizadas da teoria.
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3.1) Valor Esperado do Hamiltoniano no vécuo

Iniciaremos definindo o Lagrangiano da Eletrodindmica Espinorial sem massa

L= / ol = / Pz (E(z)w(z) ~SF¥E, 4 J(:)M(z)) (3.1.1)

onde e € a carga do elétron.
Podemos ainda explicitar a forma do escalar F¥*F,,, , isto ¢,

FYF,, =2(80Ai0° A" — 8, A;0' A" — 8; 408" A’ + 8;4,6°A°) +

+2 (8,'14,'3'.:4'7. — 8.'14_,'3in — a,-A.-a"A" + 3,-A.-6"A‘) (3.1.2)

Usando agora a condigao de gauge de Coulomb (8;4* = 0) e integrando por partes, a
equagao (3.1.2) torna-se

Fu F¥ =2 (8;A08°A° + 00 A:0° A’ + 8;4;0° A7 + 8;4:07 A7) (3.1.3)

Se tomarmos as defini¢des dos campos E ¢ B em termos dos potenciais de ¢, dadas
por (2.1.3), na notagao covariante, ou seja

E; = 8:A0 - 8o A;
B; = e.-,-ka_,-Ak (2.1.3)
seremos levados a

£ = F(@)P(e) + 5 (B — B?) + eb(e) () (3.14)

Para obtermos o Hamiltoniano, precisaremos dos momentos canonicamente conjuga-
dos. Estes serdo

or .
™ = 55 =W’ =)
= 9£ = —A;
0A;
oc
o = E =0 (315)

Conforme discussao feita nas segoes (2.1) e (2.2), 4o(z) nio é um operador, mas sim
um “nimero C”, no sentido de que, quando quantizarmos a teoria, ele comutars com todos
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os demais operadores. Como também jé dissemos, entretanto, ele pode ser completamente
determinado através da solugao de sua equagao de movimento

oc ac ac
84, 8“6(6,,/10) - a"a(aiA(,)
— V2 4o(z) = ep!(2)9(z) (3.1.6)
. t
Ao(@) =~ / .13,,% (3.1.7)

Dessa forma, teremos que (3.1.4) tornar-se-4

C = it (e () + Wz )y 03 (z) + ;_:/ daygl(_})—eg_)

€ [, PEPE) | o
_41r_/d ¥ g T ¥ Ad(e) (3.1.8)

onde p(z) = $1(2)¥(=).
Com o auxilio entéo de (3.1.5), teremos o Hamiltoniano dado por

H=jd’z (1!','.4’.4-1!',/,1/.)—,6) =

= / [—:1/)(1:)7"(%1#(::) + - (E2 + Bz) +
€2
re / & Pl(* )"(_{1) (2)7*A,,¢(z)] (3.1.9)
onde E'? = 8y A;0°A’. Nesse ponto, faremos uso das relagdes obtidas no capitulo 2 para
¥(z) e Au(z), quais sejam

Ai(z) = (2 2p° Z [ ~#24,(p) + eP%a! p)] (2.1.10)
com el =8\, ; ep'=0 ' (2.1.11)
430 = [ G5 T BOTES demee ] @59)

e também as relagoes de comutagio e anticomutagao dadas por (2.2.1), (2.2.2) e (2.5.10) e
com os U's e V's satisfazendo (2.5.8).
Assim o Hamiltoniano sera
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(2ry
(820, [b-( UL (@) - al(@)VE(g)e™ 7] +

oG lwmartors

= a}(B)ax(g)e (0% — ax(k)af (g)e (-9 — af (k)af (g)e*(F+D)] +

8= [ @ TP S ()01 (r)e= + d,()V(p)e

E flz:qo(q k'qmghm [a)\(k)a,(q)e—i(ic'—i').i

—aa(k)al(q)e"("‘“)' - a{ (k)ar(9)e’ P07 + o (k)al(9)e'(F+) 7] } +

“enyp (2r)3

. ' '
2E AT [e F205(k) + eFal( k)] 5 (9)U+(0)e'T% + di(q) Vi (g)e™72] +
dPzdy d*pd®qd*kdk 3
Iz 0l ﬂ (21r)6 r,8,t, A

+ d PV (B)eT] [bi(a)U ()7 + @)V (a)e 7] -

(BI04 (k)Y (k)F ] [b(e)TG ()P +

(o)t 2, [HBT) + dia)V.(o)e 7]

+_ : Bl (p)US(p)e™ % +

+ dj\(r)V{ (~)e""‘"7] : (3.1.10)

Neste ultimo termo do Hamiltoniano utilizamos o produto de Wick nas correntes,jo =
p = ¥y, de tal forma que < 0]j0/0 >= 0 . Isto, contudo, nao evita outros infinitos que
possam surgir quando da ordenagio das duas correntes jo(z) e jo(y) que, embora estejam
em pontos diferentes, estao relacionados pelo kernel ="

Partiremos agora para o célculo do valor esperado de (3.1.10), no vicuo definido por
b,(p)|0 >= d,(p)|0 >= ax(p)|0 >=0 (3.1.11)
tal que < 0[0>=1

Vale notar que nio temos parametrizado o vicuo, de modo que nio obteremos uma
equagao de otimizagdo, quando da minimizagao do valor esperado do Hamiltoniano . Nio
o fizemos pois, nosso interesse neste calculo é, simplesmente, definir a energia do vicuo

como sendo o zero das energias a serem medidas.
Os valores diferentes de zero obtidos nese clculo seriao devidos & energia de ponto
zero e poderdo ser absorvidos numa definigiao do zero de energia, sem que com isso a fisica

seja afetada [2].
O valor esperado do Hamiltoniano serd entio
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< 0|H|0 >=E, = —/d’zm Z Vi (@)VA(p) (a.9)
0 (21)3 = 8 p r p 'q a'ﬂ
P2 < 0]d,(p)d}(g)[0 > +

1 d’z j A
he (2")ad’pd’q{22e D2 < 0lax(p)al(9)l0 > +
A=1

2 1.1
€ExEr 1 1_—i(F-).2 t
+ E € < 0lax(p)a;(g)|0 > } +
R 4p0q0P¢1 | A(P) (Q)I }

+i/dazd3y d3pd3qd3kdsn Z e;(ﬁ_ﬂ_ze_;(ﬁ_g)i
8r J |Z—14 (2r)s

V. (p)UZ ()USP (k)WL (k) < 0]d,(p)be(g)b (K)d}(x)I0 >

Todos os outros termos serdo zero, devido & definigdo do vacuo (3.1.11). Levando
em conta as relagoes de comutagao e anticomutagéo entre os campos e sabendo que para
particulas sem massa vale a relagio p? = |p|?, teremos

r,s,t,A

Bo= - [T V@V @), 8°0) + [ 160

ez dazdsy dspdaq it o Y )
ter | a1 (2n)° e PHDED N Vi)V (p)UY (9)U2 (9) (3.1.12)

r,s

onde §*(0) = f (:ana = (2—::;3
Chamando de I(p,q) a dltima integral de (3.1.12) e fazendo a seguinte transformagéao
de varidveis em I(p,q)

- . _ =
y—Yy =Yy
com jacobiano = 1, ficaremos com

dspdsq ell7+dlrcost

I(p,q) = _/0 " dr _/_ . d(cosf)2n (2n)? . f(p,q)8°(0)

o d*pdq [eilfnﬂf e-ili‘+ﬂf] .
= d of = - T - ’ 6 0 =
/t; r-/ (2m)? [ilF+4ql  ilp+4] f(p,9)5°(0)

oo dapdsq [eili‘+ﬂr—cr e—i]i+ﬂr—¢r]
e lim/ dr/ —— - —0 ,q)8%(0) =
Sty ) ey TEva  wra |00
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) d*pd®q 2
= lim =
e~0J (27)? |p'+ g1 + €

f(p,2)6*(0) =

d*pd’q 2
(27)* [p'+ 412

onde f(p, q) 3., V@)WV (p)UP(q)U(g), r é 0 médulo de , sendo que 7 é tomado

na diregio ke 6 ¢ o angulo entre Z e %%%.

Substituindo entao (3.1.13) em (3.1.12), usando as relagdes (2.5.8) e tomando alguns
tragos, seremos levados a

f(p,9)8°(0) (3.1.13)

3 3
Bo= [@plit+ [@kiEl+ 1o S0 -5.060) (3.1.14)

Note entdo que, se quisermos que o valor esperado no vacuo do Hamiltoniano seja zero,
isto €, que a energia do vacuo seja zero, devemos adicionar ao Lagrangiano de partida a
quantidade E, dada por (3.1.14). Assim se tivermos

L= [ [‘¢*(z)¢(z) + (N 0u(e) + 5 (B2 - B) +

T 4n / 'y p( p(y) +e$(=)‘r"‘4j¢(=)] + Eq (3.1.15)

O Hamiltoniano sera

H= / d’[ (e O(z) + - (E'2+B‘2)+

[ / &y ”( ”(y) — ep(z)r* Ay ¢(z)] (3.1.16)

de tal forma que o valor espera.do do Hamiltoniano serd zero

< OIHIO >=Fy—Ey=0 (3117)
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3.2) Anzats para o vicuo composto

Tendo obtido o valor da energia do vécuo na fase em que o esquema perturbativo é
perfeitamente aplicivel e, além disso, tendo definido o zero da escala de energia através da
subtragio das contribuigdes da energia do vicuo, podemos agora iniciar a construgao do
vécuo (ndo perturbativo) da fase quebrada da E.D.Q..

Como dissemos na introdugdo, esse estado deve ser composto de estados ligados de
pares elétron-pdsitron com momento total zero.

O ansatz que utilizaremos para o nosso cdlculo variacional serd entdo um estado coe-
rente da seguinte forma[7):

¥ >= F(lq,—)ezp [—; f & p¥(|5)U.(p)Ve(—p)b} (p)d} (—p) [ |0 > (3.2.1)

onde N(¥) ¢ escolhido de tal forma que < ¥|¥ >=1
e (7)) = ¥*(I#).

A fungdo ¥(|p]), que aparece no integrando de (3.2.1), é a funcdo de onda do par
elétron-pésitron. Seré ela, justamente, nosso pardmetro variacional, e deverd ser deter-
minada quando da minimizagio do valor esperado do Hamiltoniano no vécuo (por ela
parametrizado).

Observemos que, o fato de ¥(|p]) ter como argumento o médulo do vetor p, assegura-
nos que ¥(|p]) é esfericamente simétrica no espago dos momentos, devendo assim repre-
sentar uma fungio de onda S e tendo portanto, momento angular igual a zero.

Os argumentos dos operadores de criagao de elétrons e pésitrons, por sua vez, levam-
nos & conclusio de que o momento total dos pares sera zero.

Os U's e V's sao espinores de helicidade, definidos na segéo (2.5), de tal maneira que
obedecem (2.5.8). Em particular veremos que duas daquelas relagoes podem ser usadas
para simplificar o integrando de (3.2.1), quais sejam

PaV-D =00 () U =bur ()
Se multiplicarmos (*) pela esquerda por U}(p) e usarmos (*x), ficaremos com
Ul ) s Vi(—p) = br,s
sabendo que Uty? = U e que % =1, teremos finalmente
U, (p)Va(—p) = 861, (3.2.2)

que pode ser diretamente substituido em (3.2.1).
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Se agora discretizarmos o espago dos momentos sobre uma réde ciibica de espagamen-
to ¢, as integrais em p' serdo trocadas por somas sobre os pontos da réde, e a fungio delta
de Dirac pelo delta de Kronecker, ou seja

(7~ §) — Egge (3.2.3)
Substituindo (3.2.3) e (3.2.2) em (3.2.1), ficaremos com

¥ >= -A%ﬁwp [E —s¥ (|} (p)dl(~p)e* | [0 >=

P.s
1
=N Lt J(p)d}(~p)e 2.4
w(@y L[ 2 e)l-2)] o > (3.2.4)
Acima usamos o fato dos b's e d's serem varidveis grasmmanianas [3]. A normalizagao

¢ facilmente vista ser
N(¥) =[] v1 + %2(J5) | (3.2.5)

Seria bastante interessante que, quando féssemos calcular o valor esperado do Hamil-
toniano (3.1.16) nesse novo vacuo, expressassemos os espinores de Dirac (2.5.9) em termos
de novos operadores B's e D's (em substituigio aos b's e d's), que aniquilassem esse vacuo
¥ >.

Se observarmos que

bu(p)] ¥ >= [b.(p), w110 - a‘I'(Iﬂ)bI(p)dI(—p)e’)] 0>=

= —U(|7)d(-p)|¥ >
d,(p)|¥ >= [d.(p), ﬁw—) [Ja- m(m)bt(p)d:‘(—p)e’)] 0>=

= s¥(|7))bl(~p)¥ > (3.2.6)

poderemos entdo construir os novos B's e D's da seguinte forma:

B.(p) = ﬁw) [b4(p) + s ¥(|51)d}(~p)]

D,(p) = ﬁ; [4.(p) - s%(|71)b}(~p)] (3.2.7)
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Podemos ainda inverter as relagdes (3.2.7), dando

ba(p) = ~—— [B(p) — #¥(|7)D}(~p)]
N(¥)

4.(0) = 777y [D+(p) + 2B (3.2.8)

Uma vez feitas estas transformagdes (chamadas de transformagdes de Bogoliubov-
Valatin) nos operadores, poderemos agora expressar os espinores de Dirac (2.5.9) em termos
dos B's e D's (3.2.7), que podem ser verificados anular o vicuo |¥ >.

Substituindo (3.2.8) em (2.5.9), teremos
d’ i —ip
oy 2 BT 4 DM )] (329)

¥(Z,0) =

onde

Wi(p) = —,ﬁq,—) (1 +7°%(I51)) Ua(p)

M.(0) = g7y (1= ¥(A) Vilp) (3.2.10)

Das relagdes (2.5.8), vemos que os W's e M's satisfarao

S W W) = gy [+ 1" 90+

+E2(|) - 7.57° (1 - 22(3))"°

> MY (ML) = gy 1L~ 21" N+

w3 (131) - 7 (1 - ¥2(1)) (3.2.11)

Note que temos escrito o espinor de Dirac no tempo ¢ = 0. Essa escolha particular
é possivel pois, sendo o Hamiltoniano da teoria independente do tempo, a quantidade
que estaremos calculando, isto é, o valor esperado no vicuo do Hamiltoniano, devera por
consequéncia ser incependente do tempo. Dessa forma a escolha ¢ = 0 é perfeitamente
valida.

Outra observacio a ser feita é que, os anticomutadores entre os novos B's ¢ D's
tomardo os mesmos valores que os correspondentes anticomutadores entre os antigos bse
d's. Embora isto seja verdade (o que pode ser verificado), o conteiido de energia associado
aos estados criados a partir da aplicagio dos B's e D's serio diferentes daqueles obtidos
via os antigos b's e d'a.

Isso é assim pois os comutadores [B, H], [D, H], [Bt,H] e [D",H] nio sao iguais
aqueles obtidos trocando-se B por b e D por d.

Dessa forma podemos esperar que os elétrons e positrons criados na fase quebrada da
E.D.Q., onde o vécuo ¢ aniquilado pelos B's e D's, tenham uma massa diferente de
zero.
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3.3) Equagéo de gap para ¥

Notemos que o estado ¥(|p]), o qual pretendemos que represente o vacuo de uma
fase quebrada da E.D.Q., difere do vicuo usual pela presenga de um condensado de pares
elétron-positron.

O que faremos nesta segdo sera verificar que, a0 minimizarmos o valor esperado do
Hamiltoniano no estado |¥ >, com respeito ao parametro variacional ¥, obteremos estados
6timos, isto ¢, estados que minimizem o funcional energia E[¥], onde ainda sera possivel a
existéncia de pares elétron-pdsitron. Isso acontecera desde que ao menos uma das solugoes
da equagio de otimizagdo apresente ¥, a fungao de onda do par, diferente de zero. Se
além disso, a energia que obtivermos para a teoria, quando da substituigao da equagao
de otimizagdo que preserva os pares no funcional E[¥], for menor que a energia do vicuo
original (que significa dizer E{¥] < 0), poderemos entao, seguramente, atribuir a este
estado a condigao de vacuo fisico.

O Hamiltoniano a ser minimizado sera aquele de (3.1.16), de onde foi subtraida a
energia do vacuo.

O estado teste é aquele definido na segio anterior, o qual é aniquilado pelos ope-
radores (3.2.7). Uma vez que os operadores que aniquilam esse novo vicuo siao aqueles
de (3.2.7), seria bastante conveniente se escrevessemos o Hamiltoniano em termos dos
espinores (3.2.9).

Novamente tomaremos a ordenagiao de Wick nas correntes, j,, com respeito ao vacuo
|0 >, isto é, tal que < 0]50|0 >=0.

Depois destas observagoes, teremos

E[‘I’] =< ‘I’lﬂl\l’ >=< \I’I/ (g:;s d’pdaqz [Bz(p)w'fa(p)e-iffi’ +

DM (2)e77] . (+°7.4) . [BAa)WE(2)e'™ +

—D}(q)MF (g)e™ %] |¥ > +

- 2 [ dPad’y dPdPqd’kd’x
+ / LEF0) + — [ =
|k[67(0) 8rJ |£-9] (2x)¢ r,oE,t:,)\

< ¥|: [BY W ()= + D (p)M*(p)e”]
[B-(q)W(9)e'™® + D} (p)M; (g)e™ %] :

: [BIR)W (k)57 + Du(k)MP ()e 7] [Br(s) W] (k)™ +

+D}(m)M] (x)e™) : |¥ > -y
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Podemos, rapidamente, ver que o termo de interagio entre elétrons e {6tons transver-
sais nao contribui aqui. Isto acontece pois, neste termo aparecem isoladamente ou um
operador de criagio ou um de destruigio de fétons, o que 86 poderia nos levar a con-
tribuigdes para o valor esperado de H se o estado teste contivesse uma “nuvem” de
fétons, o que nao é verdade. O niimero de fétons presentes no ansatz ¢ zero.

Outro fato ¢ que, a contribuigao da parte de fétons livres é igual dquela do cdlculo da
segao anterior. Isto ocorre, novamente, devido ao fato que |¥ > é equivalente ao |0 > no
que se refere aos fotons.

Continuando o célculo, teremos ainda

B#] =< 9|H|® >= - [ 89} MIGME() (17:7).,,#(0)+

= 2 dszda
AP € Y
+/d k|k|6 (0)+_81r ——'E_ﬂdpdq

[E e"‘"”’“‘”M.*“(p)Mf’(p)W:(q)WJﬂ(q)] — E

Usando os resultados obtidos em (3.1.13), (3.2.11) e mais ainda a seguinte relagdo

> M (P)MI®(9) (1°F5) 0p = 21! (iv_z(‘;z)(lﬂ)) (3.3.1)

ficaremos com

E[¥] =< ¥|H|¥ >= — / &p Nzl( 55 (20 (L - ¥0)] 0+

& [dpd’q 2 1
8x J (27)? |5+ a1 N2(¥([p))N?(¥(|4])

+/d’k|l?|5°(o) +

[N2(2(18))N*(%(1q1)) — 4% (1A ¥(lg)+

+ (1 - ¥*(131)) (1 — (1) #.4] £°(0) - Eo (3.3.2)

Substituindo o valor de E,, dado em (3.1.14), e simplificando a expressdo (3.3.2),
seremos levados a

E[¥] =< Y| H[¥ >= / m%mm

_ € [ d’pdq [ Y(|p1) ¥ (lq1) 1
4nd J |p—qi? L1+ 22(IA)][1 + ¥2(lal)] 4
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e? [ dpdq

T 16x [ |- g1

(1 - 5.4)6%(0) (3.3.3)

O que obtivemos em (3.3.3) nada mais é do que a energia como um funcional da fungio
de onda do par elétron-pésitron.
A determinagao do valor étimo do pardmetro variacional(a fungao ¥)é efetuada mi-
nimizando o funcional (3.3.3) em relagao as variagGes de .
Como ja dissemos, para que seja possivel a existéncia da fase quebrada da E.D.Q., é
necessario que dessa otimizagao surjam solugdes diferentes de zero para ¥, com E[¥] < 0.
Antes de passarmos para a minimizagao de (3.3.3) em relagdo a ¥, enunciaremos as
seguintes relagGes uteis
8 ¥ ] 1-w?
OF [(1+¥2)) (14 w92)?
o[ ¥ ] 29
o¥ [(1+¥2)] ~ (14 w2)? S

Com o auxilio de (3.3.4), teremos

VIH|Y >] = E[¥] =

8% (|5)) 0¥ (|p)

__81ae(a) e 2(1 - ¥(jA))) / d’q  ¥(|q])
(14 92(|a))* 47 (1+w2(|5))? J 17— 412 (1 + ¥2(|q)))

e’ 2¥(|p) d’q [N’(Iﬂ)
4 (1+w2(|p))* J 1P — 1% [1+ %2(|q)

que simplificando dara finalmente[5]

+

—1];3.@:0

Bl (1#1) =

e’ g | ¥(lg) (1 - ¥*(|3))
16x* J |F—qi* | (1+%%(|q]))

¥ (1 - ¥ (D)) ﬁ-é] (3.3.5)

(1 +22(|q1)

Esta equagdo que acabamos de obter é a de “gap” para ¥(|p]). Dela devemos tirar se
¢ possivel ou ndo que o vicuo com a presenga de estados ligados elétron-pésitron seja um
estado energeticamente favoravel.

Note que, através de (3.3.5), poderemos determinar tanto ¥(0) quanto o comporta-
mento assintdtico de ¥(|p]) com p — oo.

Fazendo |p] = 0 em (3.3.5), ficamos com

e 1 _w) [Fe_aD) _
16x3 (1 ¥ (0)) / 1q12 1+ ®2(|g]) — 0 (3.3.6)
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Entio tiramos que, ou ¥ é zero em todo o espago dos momentos, o que nos levaria ao
vécuo usual, ou ¥(0) = 1. No limite em que a varidvel de integragao vai a infinito, nossa
tinica possibilidade de manter ¥(|p]) finito em (3.3.5) é termos ¥(|g]) <=5 0.

Isto esté em completo acordo com a interpretagio de ¥ como a fungdo de onda do
estado ligado, uma vez que este estado ligado deve romper-se para momentos relativos
muito altos entre as particulas constituintes.

Resumindo, de (3.3.6) tiramos que

¥(0) =1 (3.3.7)

¥(lq) 0 (3.3.8)
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3.4) Renormalizagéo

Sempre que estivermos trabalhando com uma teoria quantica de campos locais em
interagdo, seremos forgados a efetuar sua renormalizagao.

O processo de renormalizagdo de uma teoria, consiste em absorver os infinitos que
surgem no decorrer dos calculos necessdrios a resolugao de suas equagoes de campo, numa
reparametrizagio da teoria. Em outras palavras, os parimetros (massa,carga,etc) que
inicialmente aparecem numa teoria de campos em interacio nao sio, na realidade, os
parametros observaveis, isto é, nao podem ser comparados com resultados experimentais.
Isso acontece porque os efeitos quinticos da interagdo alterarao seus valores por quanti-
dades infinitas.

Assim, a tinica maneira de chegarmos a resultados finitos para os parimetros fisicos
da teoria é supormos que os parimetros iniciais, também chamados de parametros nis,
sao quantidades elas mesmas infinitas, de tal modo que a combinagio “parimetro nd +
infinito” tenha como resultado uma quantidade finita, que associaremos a quantidade fisica
correspondente ao parametro ni recombinado.

Os infinitos de que estamos falando surgem devido aos produtos de campos (dis-
tribui¢oes) no mesmo ponto, quantidades estas que nao sao bem definidas.

Uma das maneiras de renormalizarmos a teoria é introduzirmos os chamados “contra-
termos” no Lagrangiano inicial [3,4]. Estes contra-termos sao termos de mesma estrutura
daqueles que jd ocorriam no Lagrangiano, s6 que multiplicados por constantes infinitas a
serem determinadas.

Por exemplo, a densidade de Lagrangiano (3.1.1) passard entao a ter a seguinte forma,
apods a introdugao dos contra-termos

L= E‘pd’ - invF'w T CEA¢+

YBEFAY — & FuF* + DYidy (3.4.1)

se agora agruparmos os termos e definirmos

Zy =(1+ B)
Z,=(1+ D)
Zy=(1+C)
teremos
L= Zypipy — %F,..,F‘"‘ + Zyephyp (3.4.2)

Nosso préximo passo sera analisar os infinitos que temos pela frente e tentar absorvé-
los numa defini;a0 das constantes Z;, Z; e Zs.
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Se seguirmos, passo a passo, a propagagao da alteragao no Lagrangiano, através da
introdugao dos contra-termos, teremos

xy =129}
s = —ZgA,'
7 =0 (3.4.3)

O Hamiltoniano (3.1.9) sera
. p— Z — —,
H= [ & |-zt o) + 2 (B2 + 57) +

e? Z2 [ 5 p(z)e(y) =
YA / . Vg Z,ep(z)r* Am/’] (3.4.4)

A expressao para E; ficara
E, = {Z2/d3p2|ﬁ'| - Z; /d3k|l_c.| +

e2 Z? d’pdq 'Y 3
16 —Z—a- 7 1- )} §°(0) (3.4.5)

O funcional E[¥] dado por (3.3.3), serd levado até

[ AR
B9 =2 [ &0 LGy O

+

_ € Z} [ d’pd’q [ v(lp)%(141) 1,
4 Z3 J |p— 1 L1+ 93(Ip)] (1 + ¥2(|g)] 4

(203 -l

e? d’pd’q
161!'3 23 Ip - q-]z

(1-5.9)6%(0) (3.4.6)

e finalmente a equagio de gap (3.3.5) ficard

&z [ & {w(m)(l»w=(|ﬂ))+

ZPYIP) = 5652, | o 1+ %2(|q1)
¥(|p) (1 - ¥3(1q1) . .
T 14 92(]q) M} -
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Deixando de lado, por enquanto, as divergéncias infra-vermelhas de (3.4.7), associadas
ao comportamento da integral quando ' — ¢, e analisando a regido ultra-violeta (alguma
forma de regularizagio ultra-violeta, como por exemplo um cutoff nos momentos, é suposto
em todas as integrais) dessa equagao integral de interesse, isto é, a regiio em que ¢ — oo
de (3.4.7) vemos que, para um p fixo teremos
Zx’

7. ¥(p1)G(p) (3.4.8)

LIV = oy 2k (1~ ¥(1) Fip) -

onde

_ [ e ()
0= F @t wm

_ [ e (1-¥(@).
0= ) T rrea) P

Essa separagao que fizemos em (3.4.8), em termos das integrais F(p) e G(p), nos é
til pois, podemos imediatamente ver que F(p) é ultra-violeta finita devido a propriedade
(3.3.8), ao passo que G(p) é, por contagem de poténcias [4], linearmente divergente, de
modo que s6 precisaremos trabalhar sobre G(p):

Nossa tarefa agora, serd separar a parte finita e a parte infinita de G(p), absorver a
parte infinita em definiges das constantes Z;, Z, e Z; e obter assim a equagio de gap
ultra-violeta renormalizada.

Efetuaremos a separagio das partes finita e infinita, através da observancia da ex-
pansao em série do kernel l" 7j» D2 regiao assintotica, ou seja, na regidao em que temos

gl >> |#].
A expansio, na regiao assintética, do kernel serd

1 _ 1 1 _
da e [1_(I1’ ‘Jrg’)]
=L 2p*¢* 15 | 4p'd'ptet | 1At 4lp*p'd
=12 [1 F FE FE FE gl FL +] (3.4.9)

Substituindo esta expansdo na expressao de G(p), temos

o = [ e { i + i+

+[termos ultra — violeta convergentes|} (3.4.10)

Dessa maneira vemos que, na regiao assintética, a parte divergente de G(p) serd dada
pela contribuigdo dos dois primeiros termos em (3.4.10).

A tarefa se torna mais ficil se observarmos que, se integrarmos nos angulos o primeiro
termo na integral (3.4.10), ficaremos com

/d’ 9y = (3.4.11)
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de forma que 86 teremos infinitos vindos de

Iﬂ / & q;: (3.4.12)

Antes de tentarmos absorver o infinito de (3.4.12) em defini¢des dos Z's, trabalharemos
com essa expressao divergente, de forma a simplifica-la. A simplificagdo de (3.4.12) vem
diretamente, se notarmos que:

/ d ‘H‘: = gL (3.4.13)

onde L é uma integral a ser determinada.
Da relagao (3.4.13) podemos inferir que

o que implica que L sera dada por

1[0, 1
L——/dl? (3.4.14)

Com este resultado, temos que (3.4.12) pode ainda ser escrita como

2 3 bl
glﬂ/d FE (3.4.15)

que é uma expressao logaritmicamente divergente.

Temos agora ingredientes suficientes para tentarmos renormalizar a equagao de gap
(3.4.8). Sabemos, do desenvolvimento anterior, que ainda podemos escrever (3.4.8), na
regiao assintética, da seguinte forma

22+ 5oz gt [ aris] 1Awaa) -
;2, f [F (p) + p¥(I21) / d* g(termos convergentes) (3.4.16)

Uma possivel definicdo dos Z's, que nos levaria a uma equagao de gap finita seria

e? s 1
0-2= 5o [ Po s

Zy e Zy finitas (3.4.17)
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A introdugéo de um pardmetro com dimensao de massa (ponto de renormalizagao),
M, se faz necessirio para que nao introduzamos no problema novas divergéncias infra-
vermelhas néo inicialmente presentes. O parametro M introduz no problema uma escala de
massa que “quebra” a aparente simetria de escala, que poderia ser “lida” da Lagrangiana.

De fato, uma teoria quéntica de campos é definida por :

a. Lagrangiana

b. Relagbes de comutagao

c. CondigGes de renormalizagao

e portanto, mesmo uma teoria sem termo de massa na Lagrangiana acaba recebendo uma
escala de massa através do ponto de renormalizagio.

Contudo, tal escolha dos Z's contradiria frontalmente um resultado que vale, ordem
a ordem, em teoria de perturbagio e que também esperariamos que valesse em nosso caso.
Tal resultado ¢é a igualdade entre Z; e Z, e é obtido através da chamada Identidade de
Ward [6].

Nao sabemos até que ponto tal resultado se extende para um cilculo variacional,
entretanto contradizé-lo seria, no minimo, bastante temeroso de nossa parte.

Nesse ponto devemos notar que, devido a forma escolhida para o ansatz do vicuo
da fase quebrada (3.2.1), ndo estamos levando em conta (quando do calculo do valor
esperado do Hamiltoniano nesse vacuo) a dindmica relativistica da teoria, contida no termo
eyy* Ay, mas sim somente a cinematica Coulombiana.

Vemos aqui que o parimetro de massa que aparece devido ao processo de renormali-
zagao nos da uma justificativa “a posteriori” para o fato de estarmos usando um ansatz
nao relativistico numa teoria inicialmente sem massa. Com isto estamos escolhendo um
referencial previlegiado, o referencial de repouso da particula. Sendo assim podemos dizer
que, os resultados obtidos utilizando-se (3.2.1) nao serdo em geral covariantes, visto que o
ansatz trata diferentemente as componentes temporal e espaciais de 4.

Essa evidéncia faz-nos esperar que, os infinitos surgidos apés a utilizagio de (3.2.1),
devam também ser absorvidos de maneira nao covariante pelos Z's.

Para que isso seja possivel é necessério que os contratermos, ao serem introduzidos na
teoria, também o fagam néo covariantemente.

Com isto posto, nosso Lagrangiano (3.4.2) deve entio ser levado em

L = 23,097 8 + Zoipy 89+

1 O 1 — —
+32s (B2 - B?) + 525,0E} + 21,091 Ao+

+eZipyi Az (3.4.18)
onde E"z e % J d’yﬂgl_%(lﬂ. Os momentos canonicamente conjugados serao

oc .
Ty = EJ = lZz,()%‘t

m = 3_[, = —Z;A.-

04;
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n =0 (3.4.19)
O Hamiltoniano ficara

H= / &’z [—izz%"au/: + % (E‘,’ + B”) +

¢ Ziy p(z)e(y) .
t 87 250 ./ R 2 — 4] — ey 3k¢] (3.4.20)

o valor da energia do vacuo,Ey, serd
E, = {-z, /d’p2|i;‘| + Z,/d’kll'c] +

2 Zi, [ d’pd’q »»)} 3(0) (3.4.21)

161r’ Za ,0 |p _]2

O funcional E[¥] serd levado em

4(p19(|p1)
E[W] =2, | &p————-8(0
9= 2 [ @57 gy O+
e’ Z12,o dspdsq
4n3 Zso J |P—q?
e2 Z7, [ d°pd’q
].61!'s Za’o |ﬁ— ﬂz

Finalmente a equacio de gap (3.4.16), ja com a separagao da parte ultra-violeta di-
vergente, ficard

[ J6(0)+

(1—5.4)6%(0) (3.4.22)

m+g,;°/f JMWM)

62

VA \ -
= 1673 Z—— ( (») +p‘1’(|ﬂ)/d g[termos convergentes]) (3.4.23)

Impondo agora a Identidade de Ward separadamente, tanto para as componentes
espaciais como para as temporais, ou seja, assumindo que

Zy =12,

Z10 =220 (3.4.24)

teremos que, com a seguinte prescrigio de renormalizagio da equagdo de gap, analoga

aquela em (3.4.17),
e?
1
— 3 ———————————————————
(1=22) = 34 /d @+ M)t
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.Zl'o e Za'o fim'taa (3425)

Z], o2 . . i 3 .
de modo que a = Zso ¢n ) C 8ssim a teoria nao apresentara mais problemas com a veri-

ficagdo da Identidade de Ward.
Com as definigoes dos Z's j& implementadas, podemos entao retornar a nossa equagio
de gap original (3.4.8), agora ultra-violeta finita

[P1¥(1p1) = 1p1% (A1) (1 - 22) +

a dq  ¥(lq) (1 — *(1aD) — ¥(I5) (1 - ¥*(|d1)) #-4
dn? J P - q? 1+ ¥2(|q)

Se utilizarmos ainda as seguintes integrais nos angulos

lp q'12 /“'1'"(:p+q11)

1 MY Pt+e, (IF-a\
= ﬂzP‘I— Iﬂ/ dqlq] [2+ 2|ﬂ|‘ﬂl (Ii’+ﬂ)] (3.4.27)

ficaremos com a seguinte expressdo para a equagio de gap

+ (3.4.26)

a oo 2)|~12
A7) = 5% [ da | P

e (5 ()]

_i/mdq{wuﬂ)(l—\r’(lﬁl)) a1, (lﬁ'—rﬂ) N

2m Jo 1+92(lql) |l \I|F+4dl
20 V(DA [ P+, (7
v [ e (5]} (3.428)

Se definirmos agora as varidveis adimensionais : z = lEl ey = 1]"} , podemos reescrever
a equagdo de gap (3.4.28) como
z¥(Mz) =

e [ H o+ 227 (15) s 200

~ (1 - ¥*(Mz2)) _/Om dy'g’“ (: ; ;) 1 f&-gi)!y)] *
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2% o y2
¥(Mz)> {3/0 Tryen i

T )

Vemos da equagio acima que, a tinica dependéncia explicita em ¥ é com o acoplamento
a. A dependéncia de ¥ com M deverd ser dada de uma maneira implicita, através do
acoplamento a. Tal dependéncia do acoplamento com o parametro de massa deve ser
encarada como uma renormalizagdo de carga na teoria. Veremos mais adiante que tal
renormalizagio de carga serd nescessdria para a interpretagao correta da massa gerada
para o férmion.

Assim teremos

VU(Mz) — ¢oz)

a — (M) (3.4.30)
o que nos deixara com
3¢a(z)~=-
= %) gty [T ayt (14 5 (252)) (220
=2 [aga(e) [yt (1+ e (252)) T +

~- oo [ i (272) THS

ol a(M) [22/ W+

00 z 22+y2 z_y
+/0 dyz (1+ 22y ln(z+y))] (3.4.31)

Essa equagao acima sé é possivel de ser resolvida numericamente.
Temos, neste ponto, terminado a andlise do comportamento ultra-violeta da equagao
de gap. Entretanto, isso nao encerra todos infinitos que, aparentemente, a equagao (3.4.26)

apresenta, uma vez que na regiao onde p' — ¢, o kernel (———I i‘—li‘l’ ), a principio, é responsavel
pelo aparecimento de divergéncias infra-vermelhas.

Novamente, analisaremos esta singularidade através de uma expansdo em série do
integrando, da parte que parece apresentar divergéncia infra-vermelha.

Na regiao de interesse, isto é, quando p — ¢, teremos validas as seguintes aproximagoes

-

F-q=
w(ia) = (70 + Z2w (i) + 0()

45



(1) = ¥*(I51) + "’lﬁ (17 ¥ (7)) + O()

0 slrin(, o)

PITPE T (me ) T W EE

-ﬁ'—g— €)= €
i I*I’+0( 2) =1+ 0() (3.4.32)

onde € ¢é arbitrariamente pequeno.
Substituindo as expansdes (3.4.32) no integrando da parte em andlise de (3.4.26),

teremos
(v

~%(l7) (1 - w5

’)) (1 ¥2(3) +
)]
1

(1+ w2(Ia) (1 + ZEw (i e () + 0(e)) }

que apds algumas passagens e cancelamentos ficara

H

dq p.€
= | Evi + o )] (3.4.33)

Dessa expressio podemos inferir que, aparte o primeiro termo no integrando, todos
os demais serao infra-vermelho convergentes.

Uma vez identificado o termo divergente, precisamos trabalhar sua expressao e tentar
de alguma maneira elimina-lo. J4 sabemos que sua expressao serd

m“’ ) / (= i) (3.4.34)

Agora nao precisaremos mais nos valer da hipétese que (—¢) = €, visto que ja isolamos
o termo de interesse. Dessa maneira, se fizermos a seguinte substituigio de varidveis em

(3.4.34)
§~qd=q-7
4 = dg

e integrarmos nos angulos a expressdo divergente veremos que, devido a simetria esférica, o

unico termo que poderia nos levar até infinitos é na realidade igual a zero, sendo portanto
(3.4.26) infra-vermelho finita [5).
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3.5) Analogia com a Equagéo de Schwinger-Dyson

Como temos dito na introdugdo, a maioria dos desenvolvimentos teéricos nao per-
turbativos realizados até o momento, na tentativa tanto de buscar uma E.D.Q. logica-
mente completa como de tentar fornecer uma explicagio razoavel para os resultados de
colisdes entre jons super pesados, utilizam como fundamento tedrico as equagdes integrais
de auto-consisténcia para as fungoes de Green da teoria, isto é, as chamadas equagoes de
Schwinger-Dyson[1].

Seria-nos pois interessante, se pudessemos erigir uma ponte entre a andlise variacional
que estamos efetuando e aquelas realizadas com as equagoes de Schwinger-Dyson.

Na verdade, veremos nesta segio que, se implementarmos as mesmas aproximagoes
contidas no ansatz (3.2.4), seremos capazes de obter a mesma equagdo de gap para v
(3.3.5), 86 que agora partindo das equagdes de auto-consisténcia.

Antes de iniciarmos, lembramos que os resultados que temos obtido utilizando o ansatz
(3.2.4), nido levam em conta as corregdes quanticas que possam surgir devido aos fotons
transversais. Isto quebra a covaridncia dos resultados da teoria ¢ esta é, basicamente, a
aproximagao implementada pelo ansatz variacional.

A equag@o de Schwinger-Dyson para a auto-energia do elétron, que ¢ a equagdo que
iremos empregar para obter a equacio de gap (3.3.5) é dada por [6]

=) (n) = —(ie)’ / (;l:r ’)’4iD',(p),,yr"(p, p— k)i (p— k) (3.5.1)

onde ) (p) representa as contribuigGes para a auto-energia do elétron, D's(p)uv € o propa-

gador do féton, I'¥(p,p — k) é a chamada fungao de vértice e S?)(p — k) é o propagador
do elétron.

Se quiséssemos calcular qualquer uma das grandezas acima, deveriamos computar
graficos de Feynman de todas as ordens, o que nos seria impossivel. Assim sendo, usaremos
expressoes aproximadas para estes operadores que nos permitam um célculo analiticamente
factivel.

Usaremos que o propagador do elétron sem massa é obtido, via o operador de auto-
energia do elétron, da seguinte maneira [6]

57)(p) = (3.5.2)

1
$—2(p)

Introduziremos entdo um ansatz tridimensional, nao relativistico para Y (p) [6], de
forma a obtermos uma expressao para S‘(;).

Y (%) = 19 A(I71) + 7.7B(I5)) + C° (3.5.3)
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onde A(|p]) e B(|p]) sdo duas fungdes escalares arbitririas a serem determinadas.
O propagador pode entao ser escrito como

@\ _ 1 =B
5170 = G o — AU~ + BUAN 75
_ 1°(po — C) — 751 + B(I#])] + A(I#)IA (3.5.4)

(po — C)? — w?(p)
onde w?(p) = p?{A%(|p]) + [1 + B(Iﬂ)]z}

Note aqui que, os pontos de pélo do denominador ocorrem em py = w(p) + C e em
po = —(w(p) — C). Sabemos entao, pela teoria do mar de Dirac, que isso corresponde a
um espectro de elétrons com energia (w(p) + C) e de pésitrons com energia (w(p) — C).
Isto é, se C # 0 teremos uma assimetria do espectiro em relagao ao zero de energia

Faremos entao, daqui pra diante, a escolha de C = 0, de modo a obtermos um espectro
simétrico em relagdo a origem.

Também n&o estaremos considerando, neste cdlculo, contribui¢oes para a fungao de
vértice e nem mesmo as polarizagdes do vécuo, ou seja, a fungao de vértice e o propagador
do féton serdao dados por

I'(p,q) =

(P — Qv = (;i-"';;, (3.5.5)

Este aproximagao acima é chamada de aproximagao de Hartree [8]
Substituindo agora (3.5.5) e (3.5.4) em (3.5.1), teremos

. ¢ [0 — 750+ BF) + RG]
2.7 (27r)“ (>—ap ™ p2 — w?(p) v (356)

Tudo o que temos feito até aqui sdo aproximagdes que nos facilitardo os calculos
posteriores. Entretanto, nao temos ainda introduzido as aproximagoes equivalentes aquelas
efetuadas quando da utilizagéo de (3.2.4). Para isso devemnos notar que no nosso calculo,
devido a escolha do gauge de Coulomb e a estrutura do ansatz (3.2.4), s6 temos conside-
rado a parte temporal do termo de interagio epy*A,9, ou seja, selecionamos os fétons
tlpo-tempo Além disso, podemos notar de (3.3.3) que, a interagao resultante entre os
férmions ¢ efetuada instantaneamente, sem termos de retardamento, através do potencial

Coulombiano
i / &y p(z)p(y)
S
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Devemos implementar estas aproximagoes dentro da expresséo para o propagador
do féton. Em primeiro lugar, se quisermos selecionar, & priori, os fétons tipo-tempo,
deveremos desprezar as componentes da métrica de Minkowsky diferentes de g°°. Por
fim, se a interagio entre os férmions deve ser instantinea, deveremos desprezar ainda
o retardamento presente na expressio do propagador do féton, ou seja, deveremos ter

(Po — g0)? = 0.
Se considerarmos tais asser¢des, teremos que (3.5.6) serd levada a

e [ 1o [P~ 51+ B + 1FA(R)
S0 == | Gy -a 7~ w(p) LI

Guardemos por enquanto esta expressao pois, veremos mais adiante que a partir dela,
rededuziremos a equagao de gap para V.

Passamos agora a construir a ligagdo entre os dois tipos de analise. Faremos tal
conexao utilizando a expressao para o propagador de Feynman do elétron [6]

< \I!|T¢.,(£‘,t)$ﬂ(g‘,0)|\1r >= / .(é_‘:r’)’_‘te"r(z—r)s(O(p) —

=/ iy S

WC (35.8)

i
(B—2as
onde temos assumido que o vicuo é representado pelo ket |¥ >.

Podemos ainda trabalhar o lado esquerdo desta tltima equagao, da seguinte maneira

< ¥|Tya(Z,t)P4(7,0)|¥ >=

=< U|6(t)Yba(Z, )5 (#,0) — 8(—1)(¥,0)¥(Z, 1) ¥ >=

1 -—26(t)$(g., O)(, )| ¥ >=

=<2 W y(z,159(,0) -

< ¥1L @060 + S (w0, 9@ 0} 18 >=
usando agora que ¢(t) — 0 quando ¢ — 0, ficaremos com

< B|TY(Z, 0007, 0¥ >=< ¥l [$(,0), 97 0)] |¥ > (35.9)
o que nos leva a

<UL WalB0) 0] 19 >= [ TEAFEDistE). (3510

Esta tltima expressiao que obtivemos para o propagador de Feynman do férmion a
tempos iguais, pode ser agora avaliada de duas maneiras diferentes: 1) através do calculo
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do comutador entre ¢ e ¥, utilizando-se a expressao (3.2.9), anteriormente obtida. 2)
sub: 'ituindo-se (3.5.4) diretamente

Substituindo (3.2.9) e sua adjunta no lado direito de (3.5.10) teremos, economizando
algumas passagens

< wll [¢°(5’0)s$ﬁ(i,0)] ¥ >=
1/ (2m)? Z [W '°'(p)W‘ .,(p)‘ro,ﬂe"' (-9 _ M, sa(P)M u'Yo e 'i-(i'—i)] =

_ [ Lp ip-p [_¥(A)  11-9(|))
~J @y [1+‘I"(|i]) 21+ w2(|3])” i (3.5.11)

onde temos usado os resultados de (3.2.11) e (3.2.5).
Por outro lado, substituindo (3.5.4) no lado esquerdo de (3.5.10) teremos

d"p om
GFE-D); () (o) _ %
[ e Mis o) = //

ep [ o "doo _ mo
(2x)® 2r p2 — w?(p)

+ [IRA(R) — 7.5(1 + B(AN)] /dpo wz(,,)} s e

A primeira integral em p, é igual a zero, por paridade. J4 a segunda pode ser calculada
utilizando-se o método dos residuos

. dpo i 1
L = 5.1
z—%/ 2r p —w?(p) +ic  2w(p) (3.5.12)

Como queremos a fungdo de Green de Feynman, entao o regulador i€ aparece com o
sinal positivo [9).
Com estas observag¢des teremos

d*p if.(Z-9). o4 -
oy )=
_ [ @p 47+ B(7) + IAA(AD) ig2z-n)

Se agora substituirmos os lados direito e esquerdo de (3.5.10) pelos resultados de
(3.5.11) e (3.5.13), respectivamente, seremos levados as seguintes relacdes entre o parime-
tro variacional ¥(|p]) e as fungSes escalares, A(|p]) ¢ B(|p]), que aparecem na equagio de
Schwinger-Dyson (3.5.7)

A(l5) __29(7)
VA + i+ By YR
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Estas relagoes sao a base da conexao entre o cdlculo variacional que estamos efetuando
e uma analise tipo Schwinger-Dyson.

Retornando & equagio de auto-cosisténcia para a auto-energia do férmion (3.5.7) e
notando que, os Unicos pSlos que aparecem na integragao em py sao aqueles que ji atacamos
em (3.5.12), teremos

Z(p) T 3‘/ I _:_lﬂz',O[lﬂA(l.ﬂ) w(q§1+B(|‘ﬂ))] 0 (3.5.15)

Com a ajuda das relagdes (3.5.14), teremos ainda

L[ @ 1o, ),
X0 =55 [P (e arrwia 059

1+ () 1- ¥(15) (3510

Comparando-se agora (3.5.16) com (3.5.3), tiraremos que

e’ [ dq 1  ¥(q)

AP =55 | Gamy a7 1+ w20
d? 1-—9? o
[p1B(|p]) = s 3 (23, = : FEEpn ‘I"EI::B (3.5.17)

Substituindo agora as equagSes (3.5.17), na identidade, facilmente deduzida das rela-
¢oes (3.5.14)

[P1¥(lp)) = % [1 — 2*(181)] 171 A(I1) — % (|2))I7]B(151) (3.5.18)

teremos finalmente

1 [wa) [1-w(a)] |
p1¥([p1) = 16 16x° /dsqh-,-_ FE [ 1+ %2(|q))

v 1— w2
-~ wz(mgm)] “] L

que € exatamente a equagao de gap (3.3.5) que j& obtivemos com o nosso célculo variacional.
O interessante é notar aqui que, além da conexido estabelecida entre os dois tipos de
andlise, obtivemos ainda uma expressao para a energia da quase-particula em termos da
fungdo de onda do estado ligado ¥.
Essa energia da quase particula é justamente o ponto do pélo do propagador do elétron,
w(p), que esta relacionado com ¥ da seguinte maneira
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1w,

_ 1+ ¥%(jp)) 1 ¥(|q)
= 2% () 81r’./daq|i— T T (3.5.20)

Podemos ver que, devido a (3.3.8), a expressao para a energia da quase particula
¢ ultra-violeta convergente. Além disso, fazendo a seguinte substituigio de varidveis em

(3.5.20)

ficaremos com

_ L+ B(A) & fdg g+ 5)
O =537 e J i@ T+ e(q+ ) e

que ¢ facilmente vista ser infra-vermelha convergente.
Se utilizarmos agora as varidveis adimensjonais definidas na segao anterior, z = 1151 e

y= L}}, e ainda as considerago:s resumidas em (3.4.30), teremos que (3.5.20) transformar-

se-4 em _ o(M) Py da(y) 1 + ¢2(z)
wiMz) == M,/ ¥ ¢a(2z) 1+ 435() o

E interessante observar aqui que w(p), ao qual deve estar associada a energia do
elétron, depende do ponto de renormalizagao M. Esta é uma situagao desagradaivel pois,
uma quantidade fisica, como deveria ser w(p), nao deve depender do ponto de renormal-
izagao.

Note ainda que, além da dependéncia explicita de w(p) com M, existe ainda uma
dependéncia implicita através de a(M). Utilizando este fato podemos impor que a variagdo
total de w(p) com M seja zero, o que nos levard a uma expressao para a dependéncia de a

com M.
dw(Mz) _ o(M) [ dda(y) 1+ ¢i(2)
dM dn2 | y? da(z) 1+ ¢2(y)
do(M) d*y da(y) 1+ 42(=)
T M,/ V2 dalz) 1+ 62(v)
M &y | d [¢aly)1+42(2)]) da(M)
4n? / y2 {da(M) da(z) 1 + $2(v) } dM :

o que nos leva a uma expressao para a dependéncia de a com M, que 86 podera ser resolvida
uma vez que encontrarmos uma solugao da equagao de gap

da(M) _
dM
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Kia) 1’,:&%3:1::5(:; (3.5.23)
H I {da(M) [4..(:)%%72] o } +MJ d‘:’l%%

Fazendo agora

1+ 2 (z)
¢a(z)

14 42(y)
o  daly)

e A=

dd _ (d4X\ (1), o (_1aY
da ~ \ da Y Y? da
Com estas simplificagdes podemos obter uma expressao para a fungio 8 (beta) [10],
dada abaixo:

X =

I

teremos

8 _Mda(M) " —aX [ % h
= = —=
aM Xfy"’“dafy an;z
a
= — (3.5.24)
1+a 4/da B (_[ dY/da)
(J+)

Vemos entdo que os possiveis zeros da fungao B seriao dados por :

da e

B = Mm=0 —oua=0, ou X —0 (3.5.25)

A primeira condigdo a = 0, ndo é nada mais do que a condigdo obtida por Landau
[11], que nos leva & teoria livre.

Jé a segunda condigao, M, que parece a primeira vista nos levar a um ponto fixo
ultra-violeta finito, na rea.lida.de nao € possivel ser observada pois, a dependéncia somente
no médulo do momento relativo da fungao de onda do estado ligado, que aparece em nosso
ansatz, implica que essa fungdo de onda tenha um cardter tipo ‘S’ ¢ assim a fungio X nao
deveria alcangar o valor ‘zero’, a nao ser no limite z — oo.

Assim temos que nosso estudo nos levou até o fato de que, na regiao de grandes mo-
mentos, ou curtas distancias, a E.D.Q. torna-se uma teoria livre ou trivial, como sugerido
por Landau
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CAPITULO 4

Conclusdes

55



Temos calculado variacionalmente o valor esperado do Hamiltoniano da Eletrodinami-
ca Quéntica sem massa, utilizando como ansatz um estado coerente (tipo BCS) de pares
elétron-pésitron, [¥ >. Obtivemos assim uma equagéao de gap para a fungao de onda dos
pares presentes no ansatz, ¥, que é o nosso padmetro variacional.

Ao analisarmos os infinitos presentes na equagao de gap, observamos ser necesséria
uma renormalizagao infinita na fungdo de onda do elétron ao mesmo tempo que (para
evitarmos divergéncias infra-vermelhas, néo inicialmente presentes, que o contra-termo
para de fungao de onda do elétron introduziria) inserimos uma escala de massa na teoria,
M, que nos levaria, dada a adimensionalidade da equagiao de gap, a uma renormalizacio
finita para a carga.

Posteriormente, através de uma analogia com as anilises via equagdes de Schwinger-
Dyson, estabelecemos uma expressao para a massa dinamicamente gerada para o férmion,
em termos dos parametros ¥ e M.

O fato de que uma quantidade fisica nio deva depender do ponto de renormalizagio,
guiou-nos até a obtengdo de uma expressao para a dependéncia do acoplamento, a, com o
ponto de renormalizagao, M (renormalizagao finita da carga), e de posse desta informagao
foi-nos possivel obter uma expressao para a fungao § (beta) do grupo de renormalizagio.

Analisando os zeros da fungao B obtida, verificamos que o tinico valor fisicamente
possivel para a constante de acoplamento “running”, a, seria zero, ou seja, obtivemos a
teoria livre ou trivial.
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