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O décimo primeirc mandamento

Herdaras o solo sagrado e a fertilidade
sera transmitida de geragd3o em geracdo.
Protegeras teus campos contra a erosao
e tuas florestas contra a desolagdo e im
pedirds gue tuas fontes sequem e gque
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para que teus descendentes tenham abun
dancia para sempre. Se falhares, ou al
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de tuas terras, teus campos abundantes
se transformardo em solo estéril e pe
dregoso ou em grotdes aridos, teus des
cendentes serao cada vez menos numero
So0s, viverao miseravelmente e serdo eli

minados da face da terra.

Dr. Walter Clay Lowdermil



0 loop de Wilson se apresenta como uma varia
vel muito apropriada para servir de base para uma teoria das
forgas nucleares. Esta afirmacao & justificada se lem
brarmos que a apresentaco usual da cromodinamica quantica
perturbativa parte de variaveis coloridas, um fato altamen
te criticavel, pois elas nao representam qualguer variavel
fisica, enguanto que na eletrodinamica as variaveis que des

crevem os elétrons e fotons sao fisicas.

Esta possibilidade de estudar as interagoes
fortes implica na necessidade de um claro entendimento da

estrutura analitica dos loops de Wilson.

0 obietivo deste trabalho & usar a técnica da
regularizacac dimensional para discutir a estrutura dos dia
gramas da expansdo perturbativa do loop de Wilson em guarta
ordem. A introduciao do nimero de dimensoes Como variavel
an-litica, isola as divergéncias sob a forma de polos no
plano complexo da dimensao, facilita a discussao da renorma

lizagdo, além de proporcionar um método invariante de gauge.

Com esta técnica renormalizamos a constan
te de acoplamento das interagoes fortes até a quarta ordem
e mostramos que em guatro dimensoes o residuo nao depende
nem da curva nem do arco no gual ele & calculado. Tambémmos
tramos gque & possivel calcular a parte finita do loop de
Wilson para o caso especial de duas semi-retas de mesma ori

gem.



ABSTRACT

The Wilson loop shows itself as a very
appropriate variable to be used as a base in a theory of
nuclear forces. This statment is justified if we remember
that the usual presentation of perturbative guantum
chromodynamics starts from colored variables, a fact itself
subject to critism since they do not represent any physical
variable, whereas in the usual quantum eletrodynamics the

variables that describes eletrons and photons are physical.

This possibility of studying strong
interactions implies the need of clear a understanding of

the analytical structure of the Wilson loops.,

The purpose of this dissertation is to use the
technique of dimensional reqularization to discuss the
structure of perturbative expansion diagrams of the Wilson
loops up to fourth order. The introduction of the number of
dimensions as an analytical variable isolates the
divergences in the form of poles in the complex plane of
the dimensions, make the renormalization procedure easier

and also makes the method gauge invariant.

With these techniques we have renormalized the
coupling constant of strong interactions up to fourth order
and have also show that in four dimension the residue is
dependent neither on the curve nor on the arc on which it
is calculated. We have also shown that it is possible to
calculate the finit part of the Wilson loops for the special,

Case of two half lines with the same origin.



TINTRODUCAO

O loop de Wilson se apresenta como uma varia
vel adequada para tratar a cromodinimica, principalmente no

que diz respeito ao confinamento.

Neste trabalho nos propusemos a renormalizar a
constante de acoplamento das interagdes fortes até a quarta
ordem utilizando a regularizagao dimensional. A fim de con
cretizar tal objetivo, devemos mostrar que o residuo obtido
no calculo do loop de Wilson independe da curva e do arco,
se aquela for lisa. Essa demonstracao estd apresentada no
capitulo 4. Os calculos dos diagramas s3o extensos e compli
cados a ponto de justificar a utilizagdo da linguagem simbd
lica SCHOONSCHIP [0.1]. Essa linguagem foi escrita por

Veltman com a finalidade de se calcular diagramas de Feynman.

Calculamos o fator de fase quantico para a fa
milia de hipérboles que tém em comum duas semiretas como as

sintotas.

Em continuidade ao trabalho de Abud, Bollini e
Giambiagi [ﬂ.il calculamos em guarta ordem o loop de Wilson

para a circunferéncia.

A sequéncia de apresentagao desse trabalho & a

seguinte:

- No capitulo um damos uma idéia do que seja o loop de
Wilson, mostramos que ele & invariante por transforma
¢oes de gauge, o seu prapel no contexto do confinamento

além de apresentar motivacOes para o seu uso.

- No segundo capitulo, fizemos um breve resumo sobre a
regularizacao dimensional, a qual foi usada para a re

normalizagao da carga.



No terceiro capitulo, deduzimos as regras de Feynman

para o loop de Wilson.

No quarto capitulo, renormalizamos a carga da cromodi

namica guantica em quarta ordem.

No guinto capitulo, mostramos que o residuo que se ob
tém do calculo do loop de Wilson para curvas lisas,
em quatro dimensces, ndo depende do arco nem da cur
va. Mostramos, também, que & possivel calcular a par
te finita do fator de fase quintico para duas semire
tas de mesma origem.

No sexto capitulo, calculamos o loop de Wilson para

a circunferéncia em guarta ordem.

Finalmente, no Gltimo capitulo, apresentamos as con

clusoes.
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CAPITULO 1

CONSIDERACOES PRELIMINARES

Este capitulo tem por finalidade fazer  um
histdrico dos loops de Wilson, dar nmotivagao para o seu uso
mostrando como esse novo conceito pode servir de base para
ura formulagao mais satisfatdria do que a cromodindmica

guantica.

Na secao 1.l temos alguns aspectos das teo
rias de gauge. Mostramos como esse conceito evolui a par
tir da eletrodindmica e se generalizar para grupos de sime

tria que nao o U(l1l).

Na se¢ao 1.2 apresentamos a ambiguidade da
formulagao diferencial das teorias de gauge, mostrando que
situagoes fisicas diferentes podem ser descritas pelo mes
mo tensor de intensidade dos campos, para regides multipla
mente conexas. ImpOe-se entdo o desenvolvimento de um novo

conceito para o tratamento dessas teorias.

Na segao 1.3 discorremos brevemente sobre os
trabalhos atuais, principalmente os de Migdal e Makeenko,
a fim de mostrar a aplicagao desse conceito em teorias de

gauge nao abelianas.

Na segao 1.4 mostramos que o loop de Wilson
€ invariante sob transformagdes de gauge, e na dltima se

cao falamos sobre critério de confinamento de Wilson.



Ha fortes indicios de gue & natureza seja des
crita pelas teovias de gauge. Esta opinido & paseada  Nnos

seguintes fatos:

a) a Unica teoria completamnente confirmada experimen
talmente, & eletrodinamica quantica; & um caso Ppar

ticular das teorias de gauye;

b) a formulagao de modelos fenomenoldgicos das intera
coes fracas, adguiriram elegancia e consisténcia com

o formalismo das teorias de gauge. A interagao fe
nomenoldgica de gquatro férmions, fol substituida Ppe
1a interagao COM posons vetoriails intermediaxrios,
gque 5A0 OS Campos de gaugde de uma teoria de Yang-

Mills;

¢c) tem-se mostrado gque 0S5 modelos fenomenolégicos com
quaxrks se apresentam mais naturals no contexto das
teorias de gauge. Além disso as teorias de gauge SA0
a unica possibilidade conhecida de descrevel o
fendomeno da 1liberdade assintotica no formalismo das
teorias de campos. Estas teorias tem recursos para
expliicar © fenomeno do confinamento dos guarks, apeg
sar do mecanlsmo correspondente disto nao estar mul

to clarxo atualmenter

d) finalmente, 3 possivel considerar a gravitagao CoTmo

wma teoria de gauge .

e e ik

* eyl foi © primeiro a introduzir o termo "trans forma
coes de gauge " numa tentativa de unt fiear O eletromagng
tismo com Q gravitagao.



Teorias de gauge sao agquelas cujas lagrangia

nas sao invariantes por transformacgoes do tipo

&

(x)}

Higkau

¢ (x} ~e b (x), (1.1)

- . A - ~ . PO a
onde ¢ (x} e qualquer campo, o & uma fungao arbitraria, A
sao os geradores do grupo de simetria da lagrangiana, e g

uma constante de acoplamento.

No caso simples do grupo de simetria ser o
U(1l) e, g a carga do elétron, obtemos a eletrodinimica im
pondo que a lagrangiana seja invariante por transformagoes
de gauge locais. A eletrodinamica vista deste modo foi in
troduzida por Weyl em 1929 [1.2].

A obtengao do tensor das intensidades de cam
po a partir da invariancia de gauge local das teorias esta

exaustivamente estudado nas referéncias [1.3], [1.4], [1.5].

Agqui somente relembramos que © acoplamento
dos campos de gauge Ai com os campos de materia ¢ & obtido
pela seguinte prescricgao: substituindo au pela derivada co
variante [1.6].
+ig a9 (1.2)

D= (3

H H

A teoria invariante pelo grupo de simetria
SU(2) fol primeiramente estudado por Yang-Mills em 1954
[1.7] e dai por diante todas as teorias invariantes por
transformagdes de gauge e cujo grupo de simetria e nao abe
liana recebem os seus nomes. A lagrangiana de Yang-Mills

tem a forma

Loy = = = P2 PRV 4 Lo, DY) (1.3)



onde

- Sy L a . .abc Db o]
F“v = apAv(h) avA“(x) gt Au(x) A, (x) (1.4)

py(x) = Y +ig ¥ ()] w(x) (1.5)

~ a =
sao as constantes de estrutura do grupo. Fuv e o tensor das

intensidades de campo.

No nosso caso o grupo de simetria & o SU(3},

. a ~
sendo assim temos que 0s campos Au(x) S80 08 Ccampos de
glions, g & a constante de acoplamento das interacoes for

tes e y(x) sao os campos dos guarks.

1.2 - MOTIVACOES PARA INTRODUCAO DO CONCEITO DO FATOR DE
FASE NAO INTEGRAVEL

O conceito do eletromagnetismo foi proposto
por Maxwell e Faraday para descrever efeitos eletromagnéti
cos numa regiao do espago tempo. De acordo com este concei
to a intensidade de campo Fuv descreve os fendmenos eletro
magnéticos. Concluiu-se mais tarde [1.8] que Flv sozinho,
na teoria quantica, nzo conseguia descrever completamente
os efeitos eletromagneticos da fungaoc de onda do elétron.
O experimento de ABharancov~Bohm, primeiramente realizado poxr
Chambexrs [}.Q], mostrou que se um feixe de elétrons for emi
tido em uma regiao onde F”U==O, exceto em um buraco, Ccomo
mostra a figura 1.1, convém salientar que a regido & multi
plamente conexa, isto &, o buraco onde Fuv?fo nac pertence
a regido. Isto significa que o elétron estad sempre na  re

giac onde F =0,
ey



P

fig. 1.1

entac as franjas de interferéncia vao depender do fator de
fase (chamado pelos matematicos de fator de fase ndo inte
gravel)

ie W
e é AU(X) dx". {1.6)

o

Para mostrar esta dependéncia vamos precisar
da fungao de onda y do elétron na regido de interferéncia.
Consideramos entac uma solugao da equagadao de  Schrédinger
na regiao onde o vetor potencial Au & diferente de zero, a

qual & dada por

ie H
=== A (x) dx
S = ¢ ehcj(i)ux

i . (1.7)

onde wg & a solucao da equagdo guando Au(x) 0O e i é&oca

minho percorrido pelo elétron.

Portanto na regido de interferéncia da Ffig.

1.1 a fungao de onda tem a forma

ie u ] u
T A (x) d f A (x} d
[ X X HE (2) u X X

b=y e )y +99 e (1.8)



e
ie é U
- = A, (x} dx
|2 = I¢?!2 + iwglz + 9t Y, e e i N
ie M
= A (x) dx
-+ lp; Ip]_ e];fc § "

ou

ie # A, (x) dx"
w12+ Jul]? + 2Re (p3 ¥, HiC .

I

|2 ). (1.9)

Se fizermos uma transformacao de gauge nos campos ¢ e A

i
con segue
- ia
pr =uTl y =e Ty,
Al'l = A, - iflc EM (1.10)
: =

on

A' = A Be o o,

il e M

teremos na regiac de interferéncia,

ie § 1 H
- 0 A (x) dx
00 |2 = (91002 + (92912 + 2R (y3' g, SO T W )

(1.11}

Substituindo as equag¢oes (1.10) na equagao (1.11) temos



ie b » oy 1
el?fC (ﬁ]\u(x) dx +1§3“u dx .

o2 =1pd|2+ [9]]%+2Re (0% ¥,
(1.12)

Comparando a equagao (1.12) com a equagdo (1.9) temos

e Fei(e-m»&A)] - Re Ei(9+m1' (1.13)

onde fizemos as substituicoes

E e, o= e, (1.14)
& -
o # A“ (x) dx 9 {1.15)
jg 2,0 (x) dx" = A . (1.16)
Entao temos
cos (8 +A+ Q) = cos(0+8)
ou (1.17)
O+Q+A = 040+ 2Mn,
onde n & um nimero inteiro. Logo
A = 2mn . (1.18)

Finalmente temos ao integrar a Ultima das equagoes (1.10)

no contorno delimitado pelos caminhos (1)} e (2) da fig.l.l



Q' = 0+ 2mn He , (1.19)
e
onde o fluxo magndtico @' & definido pela egquagao (1.15)

substituindo-se A“ por A;. Como os fluxos magnéiticos Q' e
(), sdo mensuraveis temos duas situa¢oes fisicas diferentes
descritas pelo mesmo tensor Fuv; portanto a formulagao di

ferencial subdescreve ¢ eletromagnetismo.

1.3 - O FATOR DE FASE NAQ INTEGRAVEL EM TEORIAS DE GAUGE
NAO ABELIANAS

A cromodinamica quintica trata de objetos nao
fisicos como quarks e glions. A dinZmica dos glions & des
crita pelo tensor das intensidades de campos Fiv que & co
variante de gauge. Em contraste o fator de fase ¢(C) & in
variante de gauge, além de estabelecer um critério natural
para o confinamento. O valor esperado no vacuo desse fator

de fase recebe o nome de loop de Wilson, cuja expressao &

W(C) =<0 e o>, (1.20)
onde no nosso caso S & a agao efetiva de Yan~-Mills. A QCD
pode ser completamente formulada em termos dos campos com

postos singletos de cor

1 g é Au(x) ax®
p(C) = — tr P e c
N

(1.21)

aqui N & o nlmero de cores, P & a ordenagao de Dyson ao
longo da curva, g & a constante de acoplamento das intera
coes fortes, Au(x) = Aika onde A? s3o os geradores do gru
po na representagao fundamental. Assim todos os observa

veis e suas dinamicas sfo inteiramente reformuladas em ter



mos do fator ¢(C). Essa idéia aplicada a uma rede foi de
fendida por Wilson [1.1@] e as formulas apropriadas para o
continuc foram derivadas por Migdal e Makeenko [1.11], Pa
ra um nimero finito de cores N, os observaveis sio expres

sog através da média de m loops

WGy Cp v Cp) = <0(C) 9(C,) . plC ). (1.22)

Grandes simplificagOes ocorrem nestas f£ormulas para um ni
mero infinito de cores, onde todos os observavels sao  ex

pressos por W, (C), pois W fatora como segue

WGy Cop e Cp) o= WILC)) W (C,) W (Cy) ... W (C),

(1.23)

onde

1
s g#)c Au(x) dx
e

W, (C) = <¢(C)> = 2 {oa pc 98 e Sef pr p
N

{(1.24)

e C e C sao os campos de fantasmas.

A eguagao para os fatores ¢(C), ainda sem so
lugao para um nimero finito de cores, foi deduzido poxr

Migdal e Makeenko [1.12] e & a seguinte

8 W (Cy,Ch,an.)
L % L = dyv §(x-y) «x

2 H 1
g4N S ouv(x) ¢,

1
% { Wn+1(clxy, Clyx’ Cz...cn) gz Wn(Cl, Cz e Cni}+
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[e+]

+ Ly dy, s(x-y) [W_ _ (Cr+Ci, Cpuunn @5 o) -
N% i=2 |,
i
=W (Cy ... CR)], (1.25)

-

onde x & um ponto da curva Cy; C, +C; e a curva resultante

da uniao de C, e C;; ¢; significa que C; & omitido.

Esta equacgao para um nlimero infinito de  co
res (Ng? -~ 1) fica simplificada para
% 8 Wn(C poena) X
au = g*N dyu 8 {x~y) Wn+l(clxy'czyx’cz"'CnL
o (x)
uv o]
{1.26)
Nesse limite
Wn(cl’ C, «ve) =W {C)) W, (C,) ... Wl(cn) (1.2
desde que W, (C) satisfaca a equagao
8§ Wy (C) 5 :
Bu g N dy,, 8 (x-y) Wl(cxy) Wl(cyx)' (1.28)
8 Ouv(X) c

¢ modo de se obter W(C) nesta tese & atraves

da teoria de perturbacao, depois de fixada o gauge.

1.4 - O LOOP DE WILSON E INVARIANTE POR TRANSFORMAQ@ES DE
GAUGE

0 fator de fase ¢(C) & o regponsavel pelo

transporte paralelo de ¢ de x a x' ao longo da curva C ou

seja
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p(x') = ¢(C) v(x), (L.29)
onde ¢ & um campo de matérxia.

Se for feita uma transformagao de gauge U(x)

nos campos o fator de fase fica transformado do seguinte

modo

pr(x') = " {C) yv'(x)

(l.30)

onde {p'(x") = U{x'}) p(x")
e C & a curva que liga os pontos x e x', Temos entao

U(x') p{x") = ¢'(C) Ux) ¢(x)
ou (1.31)

pix') = UThH(x") 4T (C) U(x) y(x).
Utilizando as equagoes (1.29) e (1.31) temos

6 (C) = U™ H{x") ¢"(C) U(x)
ou

Ux') ¢(C) UTL(x) = ¢'(C). (L.32)
Se a curva for fechada, isto & se x' = x temos

$'(C) = U(x) ¢(C) U™ (x). (1.33)

O loop de Wilson & o valor esperado no vacuo do trago do
fator de fase. Portanto

Tr <¢'{C)> = Tr <U(x) ¢(C) U™ (x)>

LCeoowh () = wlC). (1.34)



1.5 - 0 CRITERIO DE WILSON PARA O CONTINAMENTO DE QUARKS

Se o loop de Wilson depender de exp (-a),
onde a € a area isto implica que ¢ potencial entre o0s
gquarks depende linearmente da distancia entre eles e, por
fanto a teoria & confinante. Para justificar esse critério,
iremos considerar o experimento imaginario descrito a se
gquir [1.1.3]).

Inicialmente separamos adiabaticamente o§par
de quark Q antiquark O a uma distancia relativa R, e a man
temos assim por um tempo T -+, Entao, deixamos gue 035
quarks se juntem e se aniquilem. A linha do universo dos

quarks & mostrada na fig. 1.2

fig. 1.2

R -

A amplitude Euclidiana para esse processo & o elemento de

. ~ —~HT .
matriz do operador de evolugao e entre os estados ini
cial e final,

dle £5. (1.35)

onde H & a Hamiltoniana da cromodinamica quantica. O opera

dor de evolugao decai no tempo e nao oscila pelo fato de



estarmos formulando o problema no espa¢o LBuclidiano. A egua

géo {1.35) pode ser escrita através da integragao  funcio
nal
a = ~Siig rAa J% atx
oafl v 0T, "SI R,
i e g = , (1.36)

a - -5
DAH Dca Dca <!

onde S & a agao da teoria de Yang-Mills pura, Ji(a=l,2,...
8) & uma corrente externa descrevendo a linha do universo
dos yuarks pesados e a integragao funcional & sobre os cam
pos de gauge e os campos de fantasmas de Padeev-Popov. Pa
ra & curva da fig. 1.2 parametrizada por s, a corrente

Ji(x) tem a forma.

J%x) = 0 2? s(x~x(s)) & ds . (1.37)
H ds

Substituindo essa expressao na equagao {1.36) resulta,

y a a dx"
oA pc_ DT eS“g(ﬁA Voo @
e g o
( 5
JﬂAa o 06 e
u a a
ou
- . x| =1 U
0™ T 0s = <elg§2\1* axt, | (1.38)



Como os quarks estao estaticos aHamiltoniana
& simplesmente a energia potencial V(R), ou seja, & a ener
gia que mantém os quarks a uma distancia R. V(R) & obtida

da expressao
- 4 u
YA T
o V(R}T <005 = <elg€FAp AT odxT (1.39)
Resolvendo para V(R) temos

. a a ]J
V(R) = - 1lim A L(<Tr P elngAp(X) AT dx

>) . (1.40)
. Torw T
se o loop de Wilson depender da area,ou seja
W(c) = e 2% (1.41)

onde & & a area do loop e a uma constante, temos no nosso

caso

- lim 2y Li{e

Tao T

—aRT

V(R) ) = aR (1L.42)

i

concluimos que a forga de atragao dos quarks é constante
sendo necessario uma quantidade de energia infinita para
separd-log. No caso de V{(R) depender do perimetro, a forga

de atracdo dagqueles & nula, sendo possivel separa~los.



CAPITULO 2

A REGULARIZACAO DIMENSIONAL

A regularizacgao dimensional foi introduzida
por J.J., Giambiagi e C.G. Bollini [2.1] e t' Hooft e Veltman
[2.2]. Giawbiagi e Bollini observaram gue a solugao das

equagoes de ondas, tém propriedades diferentes guando o nll
mero de dimensoes espaco-temporais € par ou ilmpar, _Como
exemplo, lembramos que o principio de Huyghens sd vale para
dimensoes espago-temporais pares. Notaram também gue uma teo
ria escalar tem graficos de ordem mais baixa finitos em es
pagos de dimensao Impar. Como resultado obtiveram fungoes
analiticas da variavel v (nlmero de dimensodes), isto os le
vou a tratar as teorias quanticas usando a dimensac como um

parametro regularizadox.
Este capltulo esta disposto da seguinte forma:

- Na Seg¢ao 2.1, mostramos o que & a regularizacao dimen
sional e como as Civergéncias iniciais se refletem no

parametro v .

- Na Segao 2.2 Jjustificamos, matematicamente, a possibi
lidade de se extender o nlimero de dimensoes do  espa

co-tempo para um valor complexo.

~ Na Segao 2.3 damos as prescrigdes para se regularizar

dimensionalmente uma teoria.

- Em 2.4 reescrevemos algumas relagoes matenmiticas {teis,

encontradas no artigo de Giambiagi e Bollini [2.1] .

- F na Ultima se¢do falamos sobre a extensao do método

para teorlas com campos sem massa.
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2.1 - DIVERGENCIAS ULTRAVIOLETA EM TEORIAS QUANTICAS

RegularizagOes sao qualsguer prescrigoes para
tornar finitas integrais divergentes. Na regularizagao ai
mensional o parametro regularizador & a propria dimensao do
espaco-tempo. O que se faz & uma continuagdo analitica [2.3]
no nimero de dimensdes do espago-tempo (v) sendo v um name
ro complexo, deste modo, o resultado das integrais & uma
fungdo analitica da dimensdo, de tal forma que a  divergén

cia aparece como polos dessa fungao.

A utilidade dessa regularizacao, reside no fa
to de gue ela mantém a invariancia de gauge da teoria, para

gqualgquer valor do parametro v. Isso nac ccorre com  outras

regularizagoes. Para ilustrar o que dissemos, considere a
integral
4
1(4) = | &k L (2.1)

(2n)% k2 [(k=p)2 +mZ]

definida sobre o espago de momenta Euclidiano. No liwmite de
grandes momenta k2 + =, a integral I(4) diverge, mas em trés

dimensoes a integral correspondente

a3k 1

= ' (2.2)
(21)3 k2 [(k-p)? +m%]

no meswmo limite & finita. Podemos observar que integrais di
vergentes numa dimensaoc, pode muito bem ser finita em outra.
Portanto, a idéia é: primeiro generalizar a dimensionalida
de do espago de 4 para n onde n =0, 1, 2 ...; segundo con
tinuvar analiticamente de n para v, com v complexo. Simboli

camente



I

y
14 = | $E 52, kep) —> | -5 3, k2, k.p)
J o(2m)H (27)
v
— 2K 5, k2, kep) (2.3)
(2m)

A integral I(4) nao & definida, no entanto a
integral I(v) pode ser definida de tal forma que ela seja
uma fungdo analitica de v, que em principio pode ser calcu
lada explicitamente, Uma vez que as manipulagoes formais en
volvendo integrais, tais como integracoes simétricas, mudan
cas de varidveis e integragdes por parte tenham sido feitas,
nds podemos invocar o principio da continuagdo analitica e

voltar para o espago quadridimensional.

Este & o momento oportuno para perguntar o
significado, se hd algum, para associar ao espago de v di
mensoes. Apesar de sermos incapazes, no momento, para dar
mos um tal significado fisico, & bom lembrar que abstragoes
desta natureza, ndo siao incomuns na fisica. E sO observar,
por exemplo, que a transicao da mecanica do ponto para a
teoria de campos classicos & feita substituindo qj(t) por
¢G(X:t)- Aqui ¢ = 0, 1, 2... denota os componentes do campo
e j=0,1,2... N, conta © niimero de graus de liberdade do
sistema. Na transigac mencicnada, qj(t) - ws(x,t), o indice
discreto j & formalmente substituido pela variavel discreta
G e a variavel continua x. Em linguagem matematica, essa
transigcdoc nada mais & que uma continuagdo analitica de  um
parametro espacial discreto para um continuo. Portanto, nao

& de se estarrecer com o uso desse principio matematico.



2.2 - PUNDAMENTOS MATEMATICOS

Para ajudar a esclarecer o significado da con
tinuagac analitica, nds vamos, inicialmente, discutir um

teorema basico e entdo aplicd~lo na fungao I de Euler.

Teorema. Seja uma fungao analitica g;(z) definida numa re
gido D; e seja D, outra regiao gue tem uma e somente uma
subregido R em comum com U;. Entdo se uma fungao g, (z) exis
te e € analitica em D, e coincide com g;{(z) em R, entaoexis
te somente uma fungao g, (z). Chamamos ¢ (z) e gp(z) a con
tinuagdo analitica uma da outra. Veja figura abaixo (Knopp,
1945) .

D, Da fig. 2.1

O teorema diz que g, (z) & Onica desde que R
nao seja um conjunto vazio, R = 0, N D, # ¢ (R contem uma
infinidade de pontos). Ele posteriormente implica que a re
presentacao de g;(z) e g,(z) sao iguais na subregiao R. Fo

ra de R g; e g, possuem representagoes diferentes.

A fungao I (z), z complexo, aparece naturalmen
te no método da regularizagao dimensional no calculo de in
tegrais gaussianas no espago de momenta. A representagao de

r{z) que nos interesse & a de Euler,

Seja a funcao gama de Euler rg(z),

r_(z) = dt e -~ £°7 Re(z)> 0 (2.4)
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que & analilica em toda area hachurada da fig. 2.2.

\

\

Re (=)
_—

Se desejarmos um valor de FE(z) gque estd na regiao Rel(z) <0,
serad necessario fazer uma continuacgao analitica dessa fun
gao nessa regiao. Isso se consegue utilizando a formula de

recorreéncia da I' que &

r,(z+1). {2.5)

1
Iz} = — Ty
Z

Se definirmos uma T{(z) por

T({z) = e FE(z+n+l), z+n #0 . (2.6)

entdao, escolhendo adequadamente um n poderemos definir I (z)
para guaisgquer valores de Re(z)< 0. Portanto I'(z) & a con
tinuacao analitica de ro(z). Observe que se Re(z)> 0 entao

n pode sexr 0, e

r{z) = PE(Z). (2.7)



- 20 -

2.3 -~ PRESCRICOES PARA SE REGULARIZAR DIMENSIONALMENTE

Seja a integral

L
I(p) = J a'k  3(k2, k.p) (2.8)

(2m)“

que tem divergéncias ultravioletas. Considere que ela esta

no espago Euclidiano. Deveremos segulr os seguintes passos:

a)

b}

¢)

definimos o produto escalar para o espago de v dimen

soes,

substituimos os propagadores, que aparecem nas ex
pressoes dos diagramas de Feynman em v dimensoes, por
integrais sobre os parametros de Feynman ou parame

trizando~os de acordo com a identidade

- 2 2
1 - J do e ¢ (k5Hm ), m2 # 0 (2.9)
0

k2 +m?

efetuamos, sobre os momenta, integrais do tipo

v - l 2 2
J a kv o ¥KPH2kb _ myv/2 1 . Jb2/x (2.10)
(2m) ® (27m)
avk gn“/z(mz)v/z"a (o ~v/2) (2.11)
(2m) " (k2 +m2)® 27) " 1(a)



e outras que poderao ser encontradas no apéendice Al.
Convém salientar gue se v for complexo nas integrais
(2.10) e (2.11), os lados direitos passam a ser as

definigoes delas,

d) determinamos os residuos e as partes finitas das in

tegrais com as prescrigoes

n-1
Res f{v) = lim L dnrl (v-a) £(v),
vra v>a (n-1)! dv
0
considere aTE(x) _ £{x) (2.12)
dx?

onde n & a ordem do polo a

1 n
pf f£(v) lim —

v+a v=>a n! dv

n

{(v-a) " £(v), (2.13)

e) a amplitude resultante & uma fungao analitica em to
do o plano complexo v. As divergéncias ultraviole
tas iniciais se manifestam como polos dessa funcgao
em v=4. Cancelamos esses polos adicionando conve
nientemente contra-termos na lagrangiana de interagao
original. 0O resultado do cadlculo da amplitude fica

sendo a sua parte finita,

f) finalmente, continuamos analiticamente do espago eu

clidiano para o espago de Minkowski.

Essas prescricoes sao suficientes para manu
sear as divergéncias ultravioletas; no casc de aparecer ano
malias de correntes vetoriais axiais parcialmente conserva
das que implicam na presenga de v>, Akycampong e Delbourgo

2.5| introduziram uma representacdo para esta matriz em v
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dimensdes. Diverg®ncias infravermelhas, que estao intimamen
te ligadas a particulas sem massa, nao foram, em principio,
o alvo da regularizagéo dimensional, no entanto Leibbrandt e
Capper, 1974(a,b) [2.4], propuseram um método para  trata-

las, que serd discutida mais adiante.

2.4 - ALGUMAS RELACOES UTEIS

No cdlculo das integrais de Feynman nds usare

mos a seguintes regras [2.1]

6@8 GuB = v,
. (2.14)
Gau =V
v GaB v
a’p p,p, £(p?) = —— |d'p p?£(p?).

\%

Para uma algebra espinorial temos que acrescentar as regras

Tr Yo¥g d(v) 6& (2.15)

B

Tr YuYBYpYo = d(v) {Gaﬁapc'-Gapﬁac-%saodsp}'

onde d(v) & uma fungao analitica que, para v inteiro par,coin
cide com o numero de componentes do espinor no espago n-di
mensional, como exemplos podemos ter

atv) = 2%/, (2.16)

ainda temos
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T, B Y, = (2-v) B, (2.17)
v, B4 v, =4p.a+ (2-v) B4, (2.17)
onde P = v.p etc.

Outra caracteristica Gtil da regularizagao
dimensional & que nds podemos fazer uma mudanga nas varié
veis de integragao, por exemplo, de kB para ku-+apu, logo
apbs tenhamos feito a continuagao analitica para o espago de
v dimensdes. Em guatro dimensodes esta mudanga s & permiti
da para integrais convergentes ou logaritmicamente divergen

tes.

2.5 - EXTENSAO DA REGULARIZACAO DIMENSIONAL PARA CAMPOS SEM
MASSA

0 método até agora exposto & suficiente para
tratar o problema das divergéncias ultravioletas. Esse pro
cedimento no entanto, nac & adequado para tratar divergén
cias infravermelhas, que estdo relacionadas com campos sem

massa.

A tentativa de integrar

\Y
djc (2.18)
(2n) ¥ k?
através da integral
Vv
I(mn,v,0) = d’'k _ T(a = v/2) ,
(2m Y (24m2)® (4?2 (m2)® " V2 r(a)

(2.19)



- 24 -

fazendo o limite guando m tende para zero, & infrutifera,
pois, além de depender da relagao entre v e o, que no caso
de v > 20 temos uma divisao por zero, temos também, em ge

ral,

lim [lim I(m,v,a) | # lim [lim I(m,v,a) |. (2.20)
v+4  mZ-0 m2+0  v-d

Portanto, a integral (2.18) naoc pode ser deduzida, sem ambi
guidade, da integral (2.19).

Um outro mode de atacar o problema & utilizar

a parametrizacao (2.9) na integral 2.18, o que nos da

AY v © - 2
I = _____q_g:___u = -4 kv e"RRT 4x, (2.21)
(27) " k2 (2m) 0

utilizando (2.10) segue

w v/ 2
T = J axi'-————;x“"/z. o (2.22)
0 (27)

Essa integral diverge para gqualquer valor de v. Em virtude
dessa divergéncia, nao & permitido a troca das integragoes

feita acima.

Uma outra tentativa & escrever (2.21) da se

guinté forma:

r= | 4% 1 (k=p)?

p p? # 0. (2.23)
(2m) " k2 (k~p)2




Desenvolvendo ¢ numerador da integral (2.33) e resclvendo
as integrais com o auxilio daguelas que estao no apendice

Al, temos

= (am V7 Jp2)V/E T p 2y {2"“ (Y2, 222y
2 - 2 2 2

_ 2(2-\)) B(\)‘-Z’ My s (2-\)) Bcv—2' v+2)]} +
2 2 2 2 2 2
V=2
2 oam V2 p2) T r (2 B, Y, (2.24)
2 2 2 2
onde B & a funcgao Beta,
B(x,y) = LX) T) (2.25)

T{x+vy)

As fungéeé gama devem ser entendidas como sendo a continul
cao analitica da gama de Tuler. Somando os termos acima utili
zando a formula de recursividade das gamas, ou seja, T'i{z) =
= (z-1) T(z-1), obtemcs I =0 para gualguer v.lor de v. Es
sas duas Gltimas tentativas nos mostra que ha uma ambiguida

de no calculo da integral sem massa.

Para resolver esse problema Leibbrandt e Capper
1974(a,b) [2.4] propuseram a redefinig¢do da integral Gaus

siana generalizada:

v _ - 2 /st
d’k  mxk®+2bk o mv/2 bE/x - xE(v) (2.26)

(2m) " i

para x > 0,



onde b & um vetor do espago de v dimensdes, x & um nimero

¢. A funcio f(v), que ndc & Unica, & chamada de fungao de

continuidade e satisfaz as seguintes gquatro condigoes:

a)

c)

d)

e)

f(v) & uma fungdo analitica nao nula exceto para um

conjunto enumeravel de pontos;

f(v) =0 para v=1+20,1, 2 ...

fg(v) =0 para v =0, 1, 2 ... e & £ 23 ~onde
Lo & finito; 2 & o nilimero de derivagbes com relagao

a vj

Re[f(v)] > 0 para qualquer Re(v)#:0, 1, 2 ... e pa

ra alguns valores Im(v}.
A {iltima propriedade nos garante gue a integral

[e+]

v/2 ewxf(v)

Cdx x| (2.27)
0

existe.

Uma fungao que satisfaz as propriedades acima, pro

posta por Leibbrandt e Capper [2.4] tem a forma
f{v) = 1=-cos{(n cosn(cos ..... TV)) aus) (2.28)

gque contem n cosenos encadeados, com n finito. A fun

cdo (2.28) ainda tem as propriedades adicionais:

£*(v) =0 para v=1:0,1,2, ..., onde 2" > g+1, n
tem o significado mencionado acima e & tem O signifi

cado que estd definido em c,
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f) fﬁ(v) # 0 para v = £ 0,1,2, ...y tal que 2™ < o+1,

Com essas propriedades podemos mostrar que

0, guando v + 4, (2.29)

entao temos

v \Y] ® - 2
T = d k\) .--]-"— = ._ii k\) dx e xk =
(2m) " k? {27) 0

g w0

= (4n) V2 J ax w2 BV (2.30)
0

mudando a variavel, fazendo y = xf(v), temos a definigéo da

funcdo gama, ficando

v=2
L= (am ™2 0(EY Em] 2 (2.31)
2

Escolhendo a f£(v) com n cosenos encadeados, temos pela pro
priedade f que fi(v) #0 para 2 :z 2"%-1. Sendo assim o desen

volvimento de f em série de Taylor em torno de v=4 fica

2
£(v) = F(4) + £7(4) (v-a) + AL ()2 + Ll x
21
L 2+1
« £ (4} (v-4) % + £ @ (v-—4)2+1 f oae. =
21 (g+1)!
2+1
= ) ettt L (2.32)

{21}
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2+1

Colocando {v-4) em evidéncia temos

D= (am ™V p ey 2 2 ey D
2 (2=v) (4-v)
vz
i+l %42
[f 4) , £ (4)<v-4)+_._:\z
{2+1) (g+2) !
= --(élﬂ)“\)/2 2 ?(S—v 4)(£+1)(v-2/2)—1
{2~v) 2

~ il

L[ £2%2 04y (v-4)

+

- (2+1) ! (2+2) 1
gque nos da para v~»4, I-0.

Portanto, o limite

v
Tim ak 1 . 0.
v>4 (Zﬂ)v k2

x

(2.33)

(2.34)

0 que se guer dizer com esse resultado & que,

no contexto da regularizagao dimensional, nao ha

téncia em colocar como sendo zero essa integral

divergente.

0 préximo passo sera provar que

a’k

B-1 _
om) Y (k?) = 0.

inconsis

altamente

(2.35)
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Partimos da integral (2.26), com b=0, e derivamos § vezes en

relacao a x a integral

- 2 - —
Jdvk @ xke “v/z X v/2 e Xf(v). (2.36)

Efetuando essas derivadas, temos

k2 - B
[dvk (k2) B o7XKT o V2 V2 Y
3=0

o

X

rig+)r(v/2+3) £ &I —v/n -
r(3jyr{g=j+1)riv/2)

x e"Xf(u). - (2.37)

entdao a integral (2.35) fica

- _ R N
I = (41) v/2 f(v)v/z-ks Lrga-2y 3 (-1)7 T (B+1) -0,
2 3=0 T (3+1) T (B=3+1)
para 8=0, 1, 2... (2.38)

Na verdade quando v/2 > -1 podemos, sem problemas, usar a
integral com massa (2.19) e verificar gue ela & zero no 1i
mite m+0. Consequentemente, had uma definig¢ao em gue (2.38)

vale para qualisquer v e B.

Esse capitulo foi necessario para
introduzir o método que serd extensivamente utilizado no Ca
pitulo 4.



CAPITULO 3

OBTENCAC DOS DIAGRAMAS

O objetivo deste capitulo € obter as regras
de Feynman para o loop de Wilson na teoria de Yang-Mills

pura cujo grupo de invarifncia € o SU(3).

Na secao 3.1 partimos do loop de Wilson na
representagao de Heisenberg para reescrevé-lo na representa

¢ao de Dirac.

Na secao 3.2 reapresentamos as regras gerais,
dadas por 't Hooft eVeltman {}.l], para se obter os diagra

mas correspondentes a uma lagrangiana.

Na segdao 3.3 mostramos como se calculam os
fatores de simetria para esta teoria.

B, na Gltima segéo,utilizando as regras apre
sentadas na secac 3.2 obtivemos as expressoes dos diagramas

até a quarta ordem.

Neste trabalho a rotacao de Wick para o espa

¢o Euclidiano de v dimensdes Jj& estd feita.

" 3,1 - OBTENCAO DO LOOP DE WILSON NA REPRESENTACAO DE INTE
RACAO '

Na representacao de Heisenberg o loop de
Wilson tem a forma

ig (§ AIJ (x) ax"

W(Cc) =<0 T tr Pe |0, > (3.1)

fin | ini

onde T & o operador de ordenagao temporal; P & o operador
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de Dyson que ordena pontos na curva fechada C; Af (%) =
= AEH (x) 1% gdo os campos de gauge (glions), o sobrescrito

H se refere & representagdo de Heisenberg; o trago & calcu
lado sobre os geradores do grupo (no caso o SU(3)) A2 gue es
td3o na representac¢ao fundamental; g & a constante de acopla
mento das interagodes fortes.

0 tratamento perturbativo na representagao
de Heisenberg € trabalhoso, vide Roman [}.2]; portanto se
faz necessirio usar a representag¢do de interacao (ou de

Dirac), que tem como caracteristica a covaridncia explicita.

As relagfes entre os vdcuos e os campos  des
tas duas representacdes sao:

Low]
v
il

U (0,-—00) I 0 >,
> = U (0, =) 1 0 >, {3.2)

6 (x,t) = U(t,0)0"1 ¢ (x,t) U(t,0),

aqui U & o operador de evolugao temporal; |0ini> e |0

fin ~
s80, respectivamente, os vacuos iniciais e finais da repre
sentacdo de Heisenberg e | 0> & o vaAcuo na de Dirac e ¢ &
qualquer campo; vide Lurie [3.3], substituindo as relagdes

" {3.,2) em (3.1} teremos

W(C)

H]

: K
T tr P<0| U (=,0) U (0,t) 7 # A, (¥) dx

x U (t,0) U (0,~=) | 0>

i

. u o
T tx P<0| U (no't) elgéAu(X) dx U (tr )| 0>,

(3.3)
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Podemos mudar a ordem dos campos sobre 0s quais age © opera

dor de ordenagao temporal, para obter:

- u
W(C) =T tr P <0| S e*? é Ay () dx® g, (3.4)

Na deducgdo da expressao anterior foram usadas as proprieda

des de grupo do operador U:
Uty ,tp) Ulty,ty) = U(ty,t3),
Ulty,ty) = Ulte,t)) 7}, ' (3.5)
+ -1 =
U(tlrt?_) - U(tl;tz) - U(tZItl)r

onde

S = Ule,~w) =T { ede L {x) }

& amatriz de espalhamento e L'(x) & a lagrangiana de intera

¢ao da teoria.

3.2 - REGRAS DE FEYNMAN

As definigOes das regras como estao apresenta

das agui s3o essencialmente o capitulo 2 do Diagrammar
[B.1].

A lagrangiana mais geral aqui discutida & da

forma

Lx) = pE(x) Vi by += 0, (0 W,

. hL(x) +
2 i} 3

+ LI(‘P*rwr‘b)r (3'6)



onde ¢i a ¢i sao, respectivamente, campos conmplexos e reais
que podem ser; escalares, vetores, tensores, .... Os indi
ces i simbolizam os Indices de Lorentz ou de isospin ou

espinor etc.. V e W sao operadores que podem conter deriva

das e cujas transformadas de Fourier possuem inverso. O ter
mo

LI(LP*flwblq))

E um polindmio nos campos e na constante de acoplamento (.
Podem ser nao locais, isto &, depender ndo sb6 de x, mas de
outros pontos do espago tempo, x', x", etc. Um termo tipico

de Li tem a forma

A %
Jd Xy d' Xy ... (%,X1,X2, +os)

a . -
L3l ..

w;l(xl)... wim(xm)... ¢in(xn)..., (3.7)

onde o coeficiente o« pode conter um nlmero qualquer de ope

radores diferenciais atuando sobre ©s campos.

A agao & definida por

S = Jd” x L{x). (3.8)

Fazendo na lagrangiana as substituigoes

p 0 = |a%k a; &) oikX,
b1 = |a% by ) eti¥, (3.9)
§y (%) = Jd?k ¢, (k) gik¥



S
03 1,.., (KiXppe..) = Jdvk a’k; a’kz...
eikx-%ikl(x-xl)-+ik2(x—x2)...x
x Eil... (k, kK1, Xp,...)
obtemos
S = (2m)" jd“k b, (k) vij(k) ay(k) +

, f2m” Jd“k C.k) Woo(k) C.(kK) + ... +
5 i i3 j

v €4 (Kp)ens | (3.10)

Das partes quadraticas da ac¢ao tiramos os propagadores e
do restante os vértices. Os propagadores, portanto, sao de

finidos como sendo

1 u—-=1 -
= A (k) = - l_v {k) ,
F, . (Zﬁ)u Jij

4 L.

~ Y
o



i J T jad -1
. o= 4, = - L. B; W(k)+%W(—k)1
1] {2r) : ij
onde W.. = W.. , (3.11)

ij ji

enquanto os vértices sao dados por

Tk

n

= (2m)" ) ) T (-1 Fe(kakyH.. )

-&‘iiig--.(kl'kz"..)' (3.12)
o simbolo {1...m-1} indica que a somatdria & feita sobre
todas as permutacdes de linhas do mesmo tipo. Linhas orien
tadas para fora correspondendo a campos {*, linhas orienta
das para dentro correspondendo a campos § e aquelas sem
orientagio correspondendo a campos ¢. Em (3.12) P & o nime

ro de permutacOes de férmions.

Como foi indicado, os coeficientes « podem
ser fungbes de x, correspondendo a alguma dependéncia arbi
traria no momentum k, como em (3.12). Este momentum nao es
td associado com nenhuma das linhas do vértice. Se tivermos
uma tal dependéncia em X, estaremos na presenga de uma fon
te.



Um diagrama & obtido ligando vértices e fon
tes por meio de propagadores de acordo com a orientagao das
linhas. Qualquer diagrama & provido de um fator combinatd
rio gue corrige a dupla contagem no caso em gue Oocorrem paxr
ticulas idénticas. Um exemplo do cidlculo do fator de sime
tria pode ser visto na secao 3.4. Devem ser feitas integra
¢Oes em todos os momenta das quais os propagadores sac fun
¢oes. Se houver férmions os diagramas devem ter um sinal de

acordo com as seguintes regras:

- ha um sinal menos para cada loop fechado de férmions.

- diagramas que diferem pela adigao ou eliminagac de 1i

nhas de bbsons tem o mesmo sinal.

- diagramas gue diferem pela troca de linhas de férmions

tem sinais opostos.

3.3 ~ REGRAS DX FEYNMAN PARA O LOOP DE WILSON

Na linguagem das integrais funcionais o loop

de Wilson & definico como

— v ig#A (x) dx"
W(C) = = |pA DT DC eJd XL g (x) TrPe u
N

(3.13)

A interacao funcional & feita nos campos de gauge Ai(x), cu
ja dindmica & agui descrita pela teoria de Yang Mills pura.

A agao efetiva no gauge o tem a forma E3.4]

J[d"x Log(x) = A dux(auAi- aUAngtabc AP %2 -
4



S 1a¥x(0 B )2 -
20 u u

-1 1a’x au'c“a(aucéL - gt?PC A}icc) , (3.14)

= a .~ abc -
onde C% e €% s3o os campos de fantasmas, t sao as cons
tantes de estrutura do grupo SU(3); N uma constante de noxr
. o a - . . ~
malizacao; e A", como ja foi mencionado, sao os geradores

do grupo na representagao adjunta.
As regras de comutagao para o0s 2?2 sdo:
D3, 0] = 21¢30¢ ,\©

e as condigdes de normalizagdo para esta representagao sao

e3Py = 26,
A relagao
£3PC 733 3P 3¢ = 2inc,

serd usada no capitulo seguinte e & obtida facilmente das
abc Labd _ C, 50d

relagdes acima e da relagao t t . Agui n & a
dimens3o do grupo e C, & a constante de Casimir quadratica.

Passamos agora, com a ajuda das prescrigoes
dadas na secao 3.2, a obter as regras de Feynman para a teo
ria de Yang-Mills, e o vértice do fator de fase nao integra
vel.
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3.3.1 -~ O PROPAGADOR DE GLUON

Este & obtido dos termos quadraticos nos cam
pos de gange da Lef' Efetuando algumas passagens obtemos pa

ra a agao correspondente, a estes termos, a seguinte expres

s30
I=la’< -1 5a% 322+ 1 5 a2 ;a2
2 v W 2 v U
-9 a% 5%}, (3.15)
2 MM VY

Integrando por partes e desprezando os termos de superfi
cie, pois, pela hipOtese adiabatica os campos v3o a zero no

infinito, obtemos

I = Jd“x 1 a2 {(s 32 = (1--%) 3 9) 5ab} a®  (3.16)
Hu Hv o uowv v

0 integrando da express.o acima tem a forma do segundo ter

mo da eq. (3.6).

A trapsformada de Fourier do operador entre colchetes da ex
pressao (3.16) tem a forma

1 a
¥ = -~ . 2 -
Ty (e = (8, k2 4 (=) ke k) 8

b (3.17)

Para acharmos o inverso deste operador, escrevemos sem per

da de generalidades, a equagao

~5 k24 (l--E2)k k {8 A+Bk k b=o . (3.18)
up uETV pv o v uv



Resolvendo—~a para as incdgnitas A e B temos

, 8 (1-a)
k)] = - EE g k k (3.19)
}1\) kz kll. u Y

r

e o propagador como definido em (3.11) tendo a forma

a b ab 8 k k
ANNANNANN = Dab(k) = 0 e (3.20)
Y v Y (2m) " | k2 k'
onde A = ]l-a.
3.3.2 - O PROPAGADOR DO FANTASMA
E obtido do termo quadritico nos campos de
fantasmas da agao efetiva
-j.Jd“x 2,C° aucb 532, (3.21)

devemos fazer como foi feito para o propagador do gliton, di
ferindo apenas no fato de que os campos de fantasmas sa0

complexos. Portanto temos para o propagador do fantasma

. ab
e - Gab(k) = -—L-G——-—— (3-22)

a k b (21) Y k2

3.3.3 - O VERTICE DE TRES GLUONS

E obtido dos termos clibicos nos campos de gau
ge da agao efetiva

vV a1 asa b4 a a a
£S19293 4 3 AS? 292 (3 3 3.23
Jd *4q 1Mz H2 lll(X) Uz(x) Al-l3(x) ( )



da eq. (3.14)

onde ay=a, a2=P; ag=¢, W1TVr W2TWs Ug=P .

) por suas transformadas de

Substltulndo o8 Ccampos A l(x
e integrando em X

Fourier a, l(k Y, apllcando o operador a

chegamos a

_ig £318233 Jaky dky dks (2m ¥ 8 (ky +ka +K3)

a a a '
) k 1k 2(k 3I{ky) . .24
M Ly, aul( 1) auz( 2) aU3( 3} (3 )

Daqui obtemos

. ajaza

a. . . (kirka,k3) = 73 £ 819253 5 k 3.25
l1lzl3( k2 rk3) g wins Sl ( )
espectivamente - a0s

i; se referem I
Como defl

onde os indices iy ig s
as s kz)r {U3f a3 k3)

&y k}_) ! (UZJ

nido na secgdo 3.2 © vértice & dado por

termos (uwis

Va1a2a3(k1;kzrk3) - -3 gl2m) " §(ky + ky +Kk3)

HiHoM3
£ 212283 5 Kk (3.26)
£1,2,3} BiH3  M1M3

tagbes dos elementos do

A soma & feita sobre todas as permu

conjunto {1,2,3%}.

Consequentemente temos para aquele,
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LA s d . \Y
VOLE2®3 (1, ky, k) = 1 2 §(k; +k, +k

U1H2U3(<1' 2y 3) g( ) ( 1 2 3)

{tala?aS ky 8 + 319382 ¥, g +

M2 M1lugj g H1IM2
(3.27)
+ 828183 g 5 + 328381k,
W]  HaM3 M3 M2k

asa;a
4o T39S ¢ 8 aszana
Tur Cwawg o ETITET kg Sany

e finalmente

ajazasg = -
VU1U2U (k}_rerkg) 19(21\')

x §{ky + ko +ky) t219293

15 X% l(kl_ks)“z GH1U3 *

+ {k,- 8 + {k,-k 8 .2
(ko k1)]J3 TP {k, 2)u1 uZU3} (3.28)

Depois de feita a simetrizacao acima a expressao (3.24)fica

igual a

1 a;a»a a a
= 13k, dk, dky V°192%3(k,, k., k alk 2 (k 3 (ka),
31 1 2 3 WilpU3 ( 1r 52 3) ( )auz( 2) aua( 3)

(3.29)

O fator 1/3! foi colocado para compensar a soma que foi fei
ta.
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3.3.4 - O VERTICE DE QUATRO GLUONS

Este vem do termo quadruplo nos campos de gau

ge de agao efetiva

2
sy = -9° | avx £3P1P2 3P3by 8 aP1 pP2 aPs APu
4 Hiksa M2Hy Uy H2 H3 Ky
(3.30)
da eq. (3.14),
W1y Ha™V, U3TA, Up=p;
no espago de momenta ela fica
2
sg=-~-‘3¥-(2n)"‘[dkl dk, dk; dk, t3P1P2 3sby § x

Wiy Uoly

by, b, by b,
xaU1'kl) aUZ(kz) aus(kg) auq(kq), (3.31)

da expressao acima tiramos o termo o definido em (3.10):

2
—_ 9 ablbz abgbq
ailizi\giq(kl'kz'ka'kq) A t t

8 '
HiH3 HaoHuy
(3.32)
onde i,, i3, i3, 1y se referem respectivamente aos termos:

(u1,by, k1), (ua,borks), (ug, b3, ka), (uy,byrkyd

como definido na secao 4.2, o vértice tem a forma
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2
ajazaza \
vELEZE3ITh (L ko, kq, k =-9" (2 S(ky +ky +ky +k
u1u2§3Uq( 1 2rH™3 u) 4 (2m) ( 1 2 3 H)

Z tablbz tab3bq
{1,2,3,4}

§ 8 (3.33)
Miug Poly

somando sobre todas as permutagoes, fazendo algumas manipu

lagoes com Indices e reduzindo termos semelhantes temos

yP1babsby
HiHz2Ualy

g2(2?T)U 6(}{1 +k2 +k3 +k|+)

tablbz tab3bq(6 5 -8 S
MiHu  H2u3  HlH3  HaHy

8 3 $ )
M1Hy Housg Hiuo H3ly

+ tablbu tabzbg(a 8 -6 s )}
Hi¥g HaUy HiH2  H3My

(3.34)

Para complementar, temos gue o termo da agao no espago de

momento que gera este vértice tem a forma

1 bob b b
2 lak, dk, dk. dk, voiP2Psbu 1w oky QP1x
" J ] 2 3 4 u1U2V3Uu( 10 KorKg, Ky ) u1( 1)

by 1 b, K by (1
auz( o) aU3( 3) aUQ( w) (3.35)



3.3.5 ~ O VERTICE COM FAN
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TASMAS

£ obtido do

x §(ky +k, +kg) (2m° €% (k) ab(kz) c®(ky) .

Portanto
ki
, Y |
- be¢
“~
— N -
X <. €
2 k3

termo

3.3.6 = 0 VERTICE NO CONTORNO

£ obtido do

eqg. (3.13),

ig % Ap(x) dx¥ ig @

ig

portanto o vértice fica

g

ax" A

igtﬂmJﬁqcﬂzdm1ﬁux

tabc K, x
u

-g{2m) v

X

5(k1'Fk2‘Fk3)

(3.36)

(3.37)

fator de fase ndo integravel da
Aj(x) 23 axM
dk % a® (k) 2A® eTRE gyt

e Hhx (3.38)



3.4 - FATORES COMBINATORIOS

0 calculo destes fatores para o loop de Wilson,
& feito como o da teoria de Yang-Mills para pontos fora do
contorno, sendo que os propagadores que ligam a pontos deg
te, deven ser considerados como pernas externas. Posterior
mente deverd haver um fator 1/n! onde n & o nimero de pon
tos na curva. No caso em que o propagador liga dois pontos
no contorno, deve-se contar o nimero de possibilidades dele
se ligar aos varios pontos do contorno de modes topologica
mente distintos. Para se construir diagramas topologicamen
te distintos devemos considerar que os varios pontos no con

torno sao diferentes.

Seja o diagrama

vamos separar os dois vértices fora do loop.

Y

Existem 6 possibilidades para escolher a perna esquerda da
quele diagrama; depois do gue, com o vértice que sobra,exis .
tem trés possibilidades para se escolher a perna direita,

finalmente existem duas maneiras de se unir as pernas res

tantes,

assim /Vvuvéijjzzngxnﬂ Ou assim \nnmnngz:zﬁ{z:ignﬂﬂﬁ



0 fator combinatdrio sera obtido da seguinte maneira: Tni
cialmente multiplicamos as posgibilidades deduzidas anteri
ormente, em seguida deveremos dividir pelo fatorial dc niime
ro de vértices iguais fora do contorno; dividir pelo fatori
al do numero de pontos do contorno; multiplicar pelo coefi
ciente do termo na Lef (depois de feita a simetrizagao ex
plicada na segao 3.3.3) que no caso do vértice de trés
gliions & 1/3!, veja eq. (3.29).

Portanto o fator combinatdorio fica:

£ = 6 X3 x2 —
20 30 30 21 4

No caso em gue os propagadores estao entre
pontos no loop devemos contar o namero de possibilidades, con
siderando que os pontos sao distinguiveis. Tomamos o cuida

do de manter a topologia do diagrama.

Ex.: Existem trés possibilidades para o diagrama

X3 Xy

X1 X2

que sao:

X2

X XL"




0 fator combinatdrio, portanto, fica trés dividido pelo fa

torial do numero de pontos do loop.

3.5 - EXPRESSOES DOS DIAGRAMAS ATE A 42 ORDEM '

Convém salientar que para cada loop de fantas
ma corresponde um fator (-1}; deve~se tomar © trago sobre
os geradores do grupo e fazer a ordenagao de Dyson ao longo

da curva.

Chegamos no ponto de escrever as expressoes

dos diagramas que serao calculados do capitulo seguinte.

Em segunda ordem temos:

Xa2 . :..gi Ty )\al )\aZ dx‘fl dxlzlz'
21
Xl . r -
Jdavi eibk(x1-x)) iiiz(k) (3.39)

Em guarta ordem temos:



O vértice com trés glions:

Gll a

3
= -1 & por 22 P )¢ <% jl 4} dx] dxy ax§ Jd"p a'g a¥r x
3t -.

. . + RN R ' b
i(px; +qgx, +rx3),a'b'c (p,q, r) Dij.(?) D

b! cc'
X e Viryigr v.(q) Dpp.(r).

(3.40)
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0 grafico com locp de glions

d 4

2 ; -

_ g Tr X~ X % % ix? 3 z }dv & aa’ra’s i{px|~-rx,)
2 2

alclbl _ - azb?_cz - , dCl Dblbzt 8
x Vulﬂlvz(q' s; -p) Vu2v292( qrp,r) Dlpl(s) N vz&p) x
x p&1ad2 p€2d (ry. (3.41)

HiH2 P2y



- R} e

O grafico com fantasmas

GlPC =

2
L G P % % dx}l\1 dx%2 Jdvp av’q a’r d’s x
2t 2

i{gx,-pxy) dja; andy crab;
X e DMUI(p) Duglz(q) Vul {~r, p, s) x
« vP232%2 (Lo g, x) ¢C1%2(x) GP1P2(g), (3.42)

M2
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0 grafico do girino com duas pernas

blaq(
Viky

Valazagaq
HiMzUazly

bya azas - -
x D P) szul(q) Du3112(r) (~q, r, -r, p). (3.43)
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0 grafico do girino com uma perna

GL*G ==

{
::—....3__ Tr Aa‘}. Aa?_ ?

(f) axil axh? Jd\)p avq a¥r a’s ot laxa-px1) |
8

aib a b bacC o C b-b
p=1~1 D=2 2 q D-3v3 (r p-l>2 ‘rbl 2+3 — -
* Ulvl(p) UZ\J?.( ) \"393( ) Dlpz(s) \)1\J2\)3(p’ q ) X

C10203(_
P1PaPg3

x V

8, 8, 1r). (3.44)



O grafico com dois gllons nao interagentes.

Jgt
= 29 poyp 281 332 )33 3 % % $ % dxil dxh? axh? axf4 x
4! )

ip (xp-xy) igi{xs-xy) paiap azay
x e - e uluz(p) DU3uq(q)' (3.45)



0O grafico com 2 glions nao interagentes cruza
dos.

G.
1|g

= 3 gt prr 2?1 333 ;82 2y axil axh? axi’® axh* «x

4!

l__D (X?_“'Xl) eaiq(}{3""}(:4) Dala
’ MM

X e ;(p) D338 (q) . (3.46)

M3y



CAPITULO 4

CALCULOS DOS DIAGRAMAS

Neste capitulo calculamos as expressoes CoOr
respondentes aos diagramas de segunda e guarta ordens. Al
gquns calculos, devido a sua extensao, tiveram que ser fel
tas com o auxilio do programa SCHOONSCHIP, Esses calculos
se encontram nos apéndices B e C. Finalizamos mostrando a
expressao da carga renormalizada da cromodina@mica guantica

em guarta oxrdem.

4.1 - ANALISH DAS DIVERGENCIAS

Nesta segao apresentamos algumas dificulda
des inerentes ao calculo perturbativo do loop de Wilson.
No c3lculo do valor esperado no vacuo do fator de fase, ou
seja, o loop de Wilson, envolvem integracgdes no contorno
que sdo divergentes. Esse problema pode ser sanado, como
fc. mostrado por Dotsenko e Vergelles [}.1] e Brandt,Neri,
Sato [4.2]. Aqueles pera curvas lisas e estes para curvas
que se interceptam as quais podem ter pontas., Essas diver

géncias que aparecem sao removidas com a rerormalizagao.

Quando os vértices no contorno coalescem, cQ

mo estid na fig. 4.1, surgem divergéncias lineares.

i
1
]
»
1
LT S e, N 3

{




Tais divergéncias aparecem em todas as ordens de perturba
cao, mas elas nao sao dificeis de se lidar. Giambiagi,
Bollini e Abud |4.3] mostraram, explicitamente, que se usar
mos a regulariza¢do dimensional, as divergéncias lineares
s3o automaticamente removidas. Neste trabalho também nao

aparecem essas divergéncias por esse motivo,

Outras divergéncias aparecem quando os vérti
ces, exceto um, coalescem fig. (4.2). Essas divergéncias
sao logaritmicas e sao removidas com a renormalizagao  da
constante de acoplamento. Neste caplitulo, fizemos essa re
normalizagao até a guarta ordem na constante de acoplamen
to usando a regularizagac dimensional. Ha um outro tipo de
divergéncias que sao devidas a existéncia de possiveis pon
tas e interse¢des na curva C (fig. 4.3). Esse tipo de di
vergéncia continua sendo multiplicativamente renormaliza
vel, isto &, existe um %(y), onde gama & o anguloc formado
pelas curvas que dao origem a ponta no ponto de interces
sao, tal que, WR(CY) = Z{y) W(C). Onde WR(CY

Wilson renormalizado e Z{y) nao depende de nenhuma outra

) & o loop de
caracteristica da curva C que nao seja o angulo y.

0 calculo perturbativo do loop de Wilson em
segunda ordem foi feito por Giambiagi, Bollini e Abud, que
obtiveram resultédos finitos em gquatro dimensoes para cur
vas lisas. Em gquarta ordem, no entanto, aparecem divergén
clas, como ja foi dito. A seguir renormalizamos o loop de

Wilson em guarta ordem usando a regularizagao dimensional.

4.2 - CALCULO DOS DIAGRAMAS

No capitulo anterior deduzimos as regras de
Feynman e obtivemos as expressoes dos diagramas da teoria

até a quarta ordem,
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4.2.1 - DIAGRAMA DI SEGUNDA ORDEM

Nessa ordem temos a expressao (3.39}):

2 . — -

G, =-9 pr(1®1,2%2) |a%k axil axhz etk (X1=x2) 3182 gy
2! TRRIPN

(4.1)

onde D™1%2(x) = 53192 p (k). (4.2)

Substituindo {(4.2) em (4.1) e usando a propriedade Tr AaAb =

= 26ab, temos

= -g2 dxi! dxb2 D -
gen % % X3 X5 uluz{xl o), (4.3)
onde

Bk

D, ., (K1=%2) = J I e

- [ dvk { 5U1U2 _ AkulkUZ } eik(xl—xz)
k2 k*




oy

2 2=y
D X1~X5) = ——5— {§ %, -x -
U1U2( 1-e2 4nv/2 Hila2 I &172
X1, ¥z
A 3u13u2 Uy
- — % -%o (4.4)
2{v=4)

4.2.2 - GIRINO COM DUAS PERNAS EM QUARTA ORDEM

Mostramos, em seqguida, gue os diagramas dos
girinos nesta ordem sao nulos. A expressao para o grafico

do girino com duas pernas qu eq. (3.43), tem a forma

2 by by
-de==-§L— Te 7 A )% axyl dxa? (d’p a'q d'r x
’ 2! 2

)

i(qx?_—pxl) blau bzal dgdq
X e D D D
olie o) DI2A(q) DRI (r)
x VITE2RA (g, x, -x, p) . (4.5)

H1H2H3uy

Da expressao anterior podemos observar gue a unica depen
déncia em r estd no propagador Dj3iz(r), pois a  dependén
cia de r gue deveria existir na fénéﬁo delta do vértice de
guatro glions desaparece porgue © momentum r sai de uma e
entra em outra perna dele. Entaoc a dependéncia em r da in

tegragaoc fica
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§ A Spugu
vy | MMz EsF2 L (4.5)
k2 v k2

Usamos o fato de que a integral sem massa & nula, vide se
¢ao 2.5 e as relagOes (2.14). Portanto G 4 = 0.

4,2,3 - CALCULO DO DIAGRAMA DO GIRINO COM UMA PERNA

De 3.44 temos

) |
G, =~ wr(® Aa2)% % ax¥l axh2 [dvp dq a’r a’s x
+

8

x el (%2 = PX3) paiby oy pasba gy P3Cs 1y pC1C2 gy

Hiv) ] V3P3 pP1P2
b1b2b3 C1C2Co
x vV -q,~-r) V 3{~s,s,r). . 4.7
vvavB(p, qr=X] plpzps( 1 S,T) { )

Nesse caso a dependéncia em s & responsavel pela anulagao

da integral. O vértice V depende linearmente de s, portan
to temos integrais do tipo

Sp. Sp: Sp. Sp
{dvs —% e jdvs = J K . (4.8)

Ambas as integrais se anulam por simetria, portanto

qu =0, (4.9)
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4,2.4 - CALCULO DO DIAGRAMA COM FANTASMAS

Este € o diagrama GL+c {expressao (3.42)):

o
i

!

2
9= (% Adz)% % dx?l ax) 2 {dvp a’q a’r a¥s «x
2

(ax, - pxy) dray apdy ciayby
X e Dxlul(p) Duzhg(q) Vul (~x,p,s) x
« yP28202 (g _q, 1) 6C192 () GP1P2 (g, (4.10)

U2

Substituindo os propagadores e os vértices por suas expres

soes dadas no Capitulo 3 e utilizando as relagdes (4.21) te

mos
_ X1 Ao v v v v i(gxos~px;y)
Gb;C = ngCs dxi* dxs dpdgdrdse
y 1 5A1U1 _‘Apxgpuz 1 6ﬂ2“2_qu“2qA21 y
(Zﬁ)v p? p! (2H)U q? q* J
x (~Lyg(2m "’ T §(~r+pts) (=1l)yg(2m)” S,, 8(=s=q+r) x
v (1) Sat) B (4,11)

(21T)vr2 (21[)\)82
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Multiplicando os termos e eliminando agueles que contén p)\1

ou q, . uma vez que
& dx?l Py, e TP¥L g e % dx, gy, et9¥2 = 0, (4.12)

Com isso cbtemos,

" nCs v v
- g’ ntyp ( dx Ml gxhe a’p d'g a'r d’s «
e N 1 2 225202
(2m) <V pgfres
x 6 {pts-xr) 6(r-s-q) r., s, e ‘P¥LVIAX2 (4.13)

Ay Az

Integrandoc em r temos

L

g’ nCy

G o = — dxil dx%z x
* (2w) 2V

a’p a¥g a's Sy, (Ps) 3 eTIPXL T IUX2 5 (hoq)
X - (4.14)

pzqzsz (p+S) 2

Integrando em q e em s, usando a formula 3 do apéndice A re

sulta

L N
ng* Csp . ip(x, = x1)
G, = mmmmen axhl ax)? |a¥p & x
ko (27) 2V pl
v
v/2 T LYy M Ny
T 6A1A2(p ) {2 2) I(2 1) F{Z 1)

x . (4.15)
4 1r{v-2) (v-1)



Finalmente, integrando em p, usando a integral 8 do apéndi
ce A, segue

ng* C, 1"(2“;) E‘(ﬁwl) r<§~1) I (v-3)
Che ™" ' %
284V (y-1) r<6—;—-‘i) P (v=2)

\ \ 6A1A2
x Xm]‘ dX?_z . (4.16)
| %, =%, [2V76

4.2.5 - CALCULO DOS DIAGRAMAS DE DOIS GLUONS NAO INTERAGEN
° TES

Esses sao os diagramas G,p © Gng cujas ex

pressdes sao respectivamente (3.45) e (3.46), reescritas a

seguir:

X1 X3

ou

G .+ G =2 gt (Tr (3L A%2 383 84y

4t f bg 4t

+ Tr (W31 283 332 quy) 8132 4338y 7 (4.17)



onde

I =P % % % # dxil axh? ax§3 axh" Duluz(xl-XQ) x

< Dy, (s =) (4.18)

Seja C o coeficiente de I da expressao (4.17). Contraindo os

indices internos temos

cC

Hl

Soghre a1 A1 2®3 @3 (81 333 331 583y 0 (4.19)
4!

Subtraindo e somando Tr(2%1 A%l A%3 %3 entre os  parénte

ses da equacao (4.19), podemos escrever

c o= 2 ghrr (A3 A8 83 283 4 pr (K1 33,81 %),

4!
(4.20)
Com as relagoes,

e (HP) = 262P,

abco a.b.c

t Tr(A"A7x7)= 2inC,,

= 1£%9¢ 36, (4.21)

obtemos



C = 2 " (2x4n - 4nC,), (4.22)

41

onde C, & a constante de Casimir quadratica. Substituindo
C em (4.17), obtemos

G .+ G _=n |-g? axl dxy D (x; -x,) | -

uv

- ——— axil axh? b n, (X1 7 X2) X

axht D (x4 = %Xy) » (4.23a)

Negste ponto devemos observar gue o primeiro
termo do lado direito da expressao (4.23a) & aparte abeliana
da teoria. Somando todos esses termos abelianos que apare
cem em todas as ordens temos

—re? Wy Ha -
ne 9 % dx1 é dx3 Dy, 1 ®2) (4.23b)

que & a expressao exata para a média do loop de Wilson nas

teorias abelianas.

A expressao (4.23b) apresenta apenas divergén
cias lineares, no caso de curvas lisas, que sao eliminadas
pela regularizacgao dimensional, portanto esse termo nao &
levado em conta na renormalizac¢ao da carga que tem origem

nas divergéncias logaritmicas.



Em ordens superiores também aparecem termos
que sdo produtos das expressoes dos diagramas irredutiveis
e conexos de ordem inferior, {a conexao & ao longo da cur

va). De um modo geral [}.]J, temos

< Tr W(C)y > = eZ(C). ‘ (4.24)

onde L{C) & a soma sobre todos os diagramas conexos. Pox
tanto para a renormalizacao sd nos interessa os diagramas

coneXxos.

Para renormalizarmos a carga em quarta orden,
gque €& a finalidade deste capitulo, temos que escrever 0s
diagramas dessa ordem em termos do de segunda. Devemos, en
tao, integrar o segundo termo do lado direito da  equagao
(4.23a) em x3 e Xy. De um modo geral nao podemos integrar
em X3 e Xy por causa da dependencia dessa integral com a
curva. Como serd provado no‘capitulo 6, a parte divergente
dessa integral nao depende nem do arco nem da curva em qua
tro dimensoes, sendo isso o suficiente para a renormaliza

¢ao. Em seguida calculamos a integral

nc2g1§
J— _ H1 Uz -
qu ; Xm dXz“ DUle(Xl Xz) X
%2 X2
x dxhy3 axl DLy, (¥3 = Xu) s (4.25)
L1 X2

Para tanto necessitaremos do propagador no espago de coor

denadas gue & dado por
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X(Y . f—y
A 8%a¥ |x v |
2{v~-4)

(4.26)
Substituindo essa expressao na integral
X2 X1
T = dxh3 Ky - 4.27
J X3 J de} Wally (X3 Xg) ( )
% X2
temnes
X2 X]. (\)"2~)
= W3 My - 2 7 w. - 2=V
I [ dX3 j dXLf A V/Z {5]4[3})4 3 <1
m
X1 Xz
X3, Xy (=
A 9,79 | %3 = %y |
- ERLL . (4.28)
2(v—4)

0 termo que contém A & u

PC

% ax® 3, £(x).

Pazendo a parametrizagao

o
dx_u' = M dO’,
do

ma diferencial exata pois & do ti

(4.29)

0 £ o g 2n (4.30)

(4.31)
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obtemnos
2T . 27
% ax* 2, £(x) = | do SELEE o g ar(x) .
0 dx do 0 cdo
= f(x(2u)) - £{(x(0)). (4.32)
Portanto podemos escrever
; 2 ¥ X
ri{iv=->) z 1 ff -
wm«v/z— dx}3 axht B % af“ lxg = xy | =
fog 772 2(v-4) "3 Huy
X1 X2
— L e
AF@%% |xp = x|
= = 57 . {(4.33)
an " 2 (v=4)
D outro termo da integral I é
=2 e X
T {=5=) (2 1
W e __m__,__.'.?_'___ Usg o — 2=
I 7T Susu J dx} dxhi" x5 ~ X . (4.34)
X1 X2

Como serd mostrado no capitulo S5 a parte di
vexgente dessa integral nao depende nem do arco nem da cur
Va, por esse motivo, portanto, podemos integrar sobre uma
Gizounferéncia sem perda de generalidade. Fazendo a mudan

ga de variaveis
xé = Recos (¥},

x% = Rsen(¥;),

. (4.35)
Xﬁ = Rcos (Vy),

%, = Rsen(¥,),



._.’,TO_..

onde R & o raio da circunferéncia. Os angulos ¢, e ¢, sao
redidos a partir do eixo (1), vide fig. 4.4, para os pon

tos x3 e x, respectivamente.

(2) /

fig. 4.4

-

Substituindo as relagoes (4.35) na equagao (4.34), temes

2
8TFv/z

r 2:2) 22"‘\) Rir"’\J 27
d(bz X
o

X

a @

= PR - Py~ 2
J v, [%en2(¢12¢%j -9 J aw, [?enz(nlg_éﬂ
—c -

(4.36)

onde a & a metade do angulo subentendido pelo arco entre
X1 € Xz. 0 eixo (1) pode sempre ser colocado simetricamen
te com relagao a x] e Xy, com a finalidade de facilitar os
cadlculos. No capitulo seguinte mostramos que © termo da
equacgao (4.36) que gera umpolo em v=4 & aquele cujo expoente

é X%E . Seja I" a integral (4.36) sem o segundo termo do
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lado direito. HEste termo nos da um resultado finito, sendo

portanto desnecessiério considerd-lo. Entao, temos

27V
p(ﬁ%ﬁ) S 27V Qv {2“"& ¢1u¢2{}~;—

A 2 RS
8ﬂv/2 av [%en (

5 . (4.37)

o

Efetuando a mudanga de variavel

x = senz(ﬂﬂ:jz).dx = {+} V/x' /I-x' dv¥,; {wl sz}. (4.38a)
5 , Py < Y2

Integrando em ¢; temos

-y
P (¥m2) p2Y pusv o 2u=y senz(iff;) 1=V
2 X 2
dio dx +
grV/? vy 1-%"
o 0
+ Aax ngmj . {(4.38b)
0 Y1-x
Integrando em x e em seguilida mudando a variavel
y = sen? (¥22%),
2
{(4.38c)

ay = () /¥ /T a , {1270 ] “}

Yo~ > ®

em uma delas e



_.7? —

ok
y o= Sen2 (.li_%"{v
(4.38d)
. - . e B e Yoto > x
dy = {£) vy /1~y {2':; > joto > Tr}
na outra. Temcs
Lov=2 2y _H—y B ] 2=V
"= - l{ 2 ) ’ X : 2 dy ___.._}.C.._?'_._“_ ?Fl (_}Z‘. 3_—\_)_.5-“\) y)
- ] 7 ' ¥ h
gV’ 2 39 Jy o (Lmy) 1/2 2t 2" 2
sen” {a) 2=V 1
1 Y 2 # 1l 3-v 5-vy
S . d 21 (Gt ) (4.39)
3y o (1—y)172 2" 2 2 ‘
Substituindo a expressao
oFy(a,biciy) _ _ T (e) ) Dlatn) I (btn) y (4.40)
'{a)r{h) n=0 I (c+n) n!
em (4.39%9) e integrando em y, obtemos
F(vgz) 527V Ru--v 4 }0
Iu . . X
81"/ 2 (3-v) n=0
ooy ol 3, L) oAy
) [2 1"(2) T(2+n) 1(2- 1) 1“(-—2—-) F{T-%n)
1 - 5= -
L T rERY) 1t mnt 12 e
5 1 3= ¥ b n
_ F ;) Tl +n) F(*ém n) (sen?(a) 2 y
Ly o 3muy o 5ey 4y
I(Z)I(z)l(zﬁn)n' (24 )
1 d-v .6""\) . 2
v ?I:], (""2“!‘ 2 +1n; 2 - n;sen (a))Al . (4.41)
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Observando a expressao anterior, notamos que para n#90 e
v £ 4, nao ha singularidades. Entaoc o que“nos interessa é o

termo da série com n=0, ou seja

— I =V
U2y phTV phTY 2r({§) rAsyy

T (_5_2 _____4"\')

(4.42)

Quando v >4 o residuo independe de o, como pode ser visto

em{4.42), portanto podemos escolher o =1/2 e cbter

IM e e, (4.43)
81 (3-v)

Finalmente, temos para a parte divergente do diagrama G;

" nCpg" -
Gl = T(v?4) 4’A - -2 axjl axhb? x
9 1642 - 3-v

b4y

* B ¥y =X ¥y~ X .
Hpng 1T X2) [%1 = %5 | ' (4.44)
onde usamos o fato de que para o = /2 o raio da circunfe
réncia & dado por R = £ {%] = %2 .

2

4.2.6 - CALCULO DO DIAGRAMA COM UM VERTICE DE TRES GLOONS
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A expressiao para esse diagrama & a (3.40), que estd repeti

da abaixo.

3
G,, = -iP 2 pr(n® P AC)% % % dx! daxy ax§ «x
3!

x J a’p a’q a¥r et (P¥1 Faxy trs) ‘3}3 g (p,g,x) x

a bb

Ul—l

Y

cct ).

(p) Dy .(q) D ,(r (4.45)

Usando as relacdes (3.20) e (3.28), que sao as expressoes
para © vértice, propagadores e o trago das constantes de

estrutura, obtemos

i
G, o = = T Pt 1 (a® P Ac)it % % dx} dxy dx§ x
3¢

x

-1 6,
J dvp dvq a’r e i{px, + gy + rxg) 1 { pu!

(2m) " 2
_APP. 1 Sypt B A, . 1 So0t
p" (2m)" q* gt (27} " r?
A rprp,
. b (p—xr} ‘Sutpt + {g-p) Gut\)l +

+ (r-q)“, Gv'p'} S(p+g+r). (4.46)



0O cédlculo da expressao anterior & muito trabalhoso e exten
so, devido a isso nbds o efetuamos com o auxilio do progra
ma SCHOONSCHIP, que foi escrito por Veltman com a finalida
de calcular diagramas de Feynman. Este programa estd im
plantado no CDC do IBAV/CTA.

Por comodidade de programagao, fizemos as se
guintes alteragoes na expressao (4.29): trocamos os momenta

pelos seus simétricos e os Indices u, v, p, respectivamente

por u', v', p' e vice-versa, ficando
¥ 1 T
R £32C p (12 AP 29 axy  dxy dx§ x
ot 31!

: § v ApD,
« |a%p dvq avr el(px1+qx2+rx3) pp ' ? u } .
Pt J

pz
S, Adg.qgq., ’6 ; A rr
qz qu r2 rh
+ - 8 + - § . .
(g r)u oy (r-p) ou (4.47)

Como & de conhecimento geral nao & comum, pelo menos atual
mente, existir simbolos gregos em computador, portanto £i
zemos as mudancas u';, v', p', 4, v, p por respectivamente
UL, VL, RL, U, V, RO; 0 v da dimensao foi substituide por T.
No programa, a componente p do vetor p & escrita na forma
P(U), o produto escalar entre p e g & PDQ e a delta de
Kronecker tem a forma D(U,V) = 6uv'

0 programa gque calcula (4.30) estd na Integra
no apdndice B e contém comentirios elucidativos. O simbolo

CT™ do programa vale



5
cm = S s(ptg+op P e ® P A9, (4.48)

3:
: abc a _~
A constante de estrutura t e o gerador A  sao represen

tados por T{A,B,C) e LA, respectivamente. Com esse progra

ma chbtivemos

ghnC, T{(v=3) r(2-%) I(3-1) 1"(w2\~’»—1)

a - 2 2 A
wa v 6~v
284 1”(*2-*") F'{v~2)
% {2 IER. 3 A +A} P
2 4
X % % dxi dx, I | %o = %, 672y, (4.49)

4.2.7 - CALCULO DO DIAGRAMA DE D0OIS VERTICES COM TRES GLOONS

A expressdo para esse diagrama &
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ou

d.,4a?
sl My \ i
g . = -9 Tr(A" A7) £ % dx? dx% Jdvp aVq a’r a’s

i(sx, — rxy) leclbz(q —5 ,~p) Vazbzcz(

* e 101V BaVapo “qepsT)
. 1
‘ Ddcl( ) Dblb?-( y D132 gy ped’ (. (4.51)
Hiusp 02y

Substituindo as expressdes (3.20), (3.28) e (4.21) na ex

pres 5530 anterior temos

g*nC, A Y v v v v i{sxy =~ rx,)
Gy = - —~;-~ dx] dxy, |dpdgdrdse 1 20 x

X

(zﬂ)zv §(g-8=p) & (p+r-q) {(q+P)p 5N1V1

-+

g 8 + {~p+ e b 8 +
(-s q)“l 1M (-p S)Ul 601“1} {( d r)vz WPz

-+ + 8 + (xr- $§
(prad, 8, v, ( p)u?_ \,292} 2m) TV

X

{5A01 As;s ] Sy _ A p“lpvz}
J {

8 A Y. ¥
PaY 0 Y
{ 2. . 2 } (4.52)



f conveniente, neste ponto, continuar o calculo com a aju
da do SCHOONSCHIP, como foi feito na segado anterior. O cal
culo se encontra no apendice C. No programa fizemos as se
guintes trocas: Ay, Uy, Mo, Vir Y2, Pir P2¢ Yr Vo respecti
vamente por, L, Ul, U2, V1, V2, RL, R2, GA, T. Representa
mog por CITM todas as constantes globais e algumas varia
veis nao usadas em uma determinada etapa. Inicialmente te

mos

g*nC,
— § (q=-s=-p) S§{ptr-q). {4.53)

CTM = -
2(2H)2T

Peito os calculos temos

1 \V Vo “\.)...-
g'nCy I(v=3) T(2-3) riz=-1) T3 1)

4D
1287 T(3~%) T(v-2)

« B¥T5 La(2v-7) - A (1-%) %

2(v~-1)

ax¥ daxy |x, -xq]°7%Y Sy . (4.54)

x

4.2.8 - RENORMALIZACAO DA CARGA

Vanos reescrever og resultados dos diagramas

nao abelianos calculados nas segoes anteriores.

qu = _ nCpg* F(\)-~4) {A-— 2 }x
].617\)/2 2 3=v

(x-y) |z-v|'7Y,

[
o p
P + dx~ dy Dop



nCog" r(2-3) T(3-1) I'(z-1) I'(v-3)

ke v v
284 I‘(3"’*2“) r{v-2) {(v-1)
. 6=~2
b % # ax’ dyp ch |x~y| U:
Cpo = nCg"r(2~3) riz-1) riz-1) r(v-3)
o=t x
267" r(3—»‘2’~) I (v=2)
x 1(2v =33 A + A2 (Y -1 x
2 4
g P 6—2v
X # %v dx” dy” 6 =~y | '
Gyp, = nCpg" 1(2=3) r(x=1) r(3~1) r(v-3)
275" r(3--;—) r{v=2)

x {8¥T3 4 -7y A - (1--Y) a2 | x
2 (v-1) | 4

x % % ax° ax” 8 |-y |72V, (4.55)

Onde x e y estdao no lugar de X; @ X, € ¢ € ¢ sao  Indices
de Lorentz. Para dimensOes diferentes de guatro nao  pode
mos exprimir os resultados dos diagramas an, qu, th em
termog do propagador, desta forma concluimos gque mnme

rece maior atengao tratar a renormalizagao em di

pad

X



mensoes espago-temporals diferentes de 4. Fazendo o limi
te v+4 em (4.55}, cbhbtemos

Hngt{h
G, _+G,, +G,  + m~ﬂw~mwj~—£L_”‘A'+§§ = -
ha +b hc 59 12 (4=v) L 2% x 3 24 2% 3 x 2%
nng
- A ) ax’ dyp D _(x-y} = - L *
3 4 op 24 w2 (4-v)
x % ax’ ay® D, (xmy) . (4.56)

Somando esse resultado com o de segunda ordem (4.3), temos

, 11C,g?
G2-+an—+qu-%th-+qu = - gt L+

)x
2412 (4-v)

x ax? ay® D, (x-y) : - (4.57)

Até o momento omitimos nas expressdes uma constante

dimen

sional p. Isto & necessirio pois devemos fazer calculos

perturbativos em ﬁarametrOS adimensionais. Portanto, nes

ses calculos g deve ser entendido como sendo guiii. Na ex

pressac a seguir g; € a carga nua da teoria e g & a carga
renormalizada. Finalmente temos
2 _ . VvTh o 11Co gg UV"L*

gw = gy 1+ ’ (4.58)
2412 (4-v)

que & a expressao que da a carga renormalizada da cromodi
namica quantica em gquarta ordem.



PROVA DA INDEPENDANCIA DO RESIDUO EM RELACAO AOQ ARCO
E A CURVA E CALCULO DA HIPERBOLE EM SEGUNDA ORDEM

Neste capitulo mostramos gue em quatro dimen
s0es o residuo que se obtem da integracgao do fator de fase
guintico sobre uma curva aberta e lisa, nao depende do ar

co nem da curva.

Em seguida calculamos este fator de fase pa

ra a hipérbole no gauge de Feynman.

5.1 - INDEPENDENCIA DO RESIDUO EM RELACAO A CURVAE AQO ARCO

A divergéncia resultante da integragac do fa
tor de fase quantico, sobre a curva, se origina guando O0s
pontos x e y estdo proximos. Este fato pode ser observado
no primeiro termo do propagador (eg. 5.1), gue no limite
v~>4, tem a forma l/|x~yi2. Por esse motivo sO precisamos
nos preocupar com peguenos arcos da curva. Neste caso pode
mos tratd~los como se fossem arcos de circunferéncia. A sg
guir calculamos em segunda ordem a integragao mencionada
anteriormente. O propagador no espago de coordenadas tem a
forma,

Duv(x"y) B e

{(5.1)

Para obter esse propagador no gauge de Feynman fazemos A=0.

0 nosso objetivo, a seguir, € calcular a integral



J ax” ay’ 8 |-y |27V, (5.2)

onde C & o arco de circunferencia. Para esclarecer melhor,
mostramos na fig. 5.1 o arco C simétrico com relagdo ao ei
xo (1)

(2)

. fig. 5.1

e
| =

(1)

Os angulos o e —a nos dao as extremidades do arco C. Os pon
tos x e y ficam completamente determinados por R (raio do
arco) e respectivamente pelos angulos ¥; e ¥u, gue sao as
novas variaveis. Entao as componentes de x e y nas dire

¢bes (1) e (2) que sao %1, Xz, Yis Y2 sao dadas por

¥, = Rcos (¥,),
Xs = Rsen(yi},
(5.3)
¥y = Rcos(y;),
¥> = Rsen(i,),

e suas diferenciais sao
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dx; = =Rsen(¥,)dv,,
dxy = Rcos(P1)dy,,

| (5.4)
dy, = ~Rsen (y,)dy,,

dyy = Rcos (Pp)dys,

substituindo as equagoes (5.3} e (5.4) na equacao (5.2)

e
sabendo gue |x-y|? = 4R%sen? ((¥, -~ ¥,)/2), temos
-2 o o
I (~t)
2 2=V L=y
V{C) == — 2 R dy dy, %
4wv/2 [ J
bl & 3 -
b, -, 2
3 (senz(mii;mg) 2 cos(y; ~ Vo). {(5.5)
Substituindo
r (3:}2-) 227V gtV
a = 2 , {5.6
4ﬂv/2 )
e
vy~ Vo
cos (Y1~ ¥o) = 1 - 2sen? {—0—), (5.7)

em (5.5) segue gue

[s) rOL ¢1"‘¢2 _.2_':2.
V(C) = a av, J dv, <sen2(——7;——n 2 -
- -

o4

@ ¢ b1 -y 2V
- 2a dy; dy, (sen?( -3y 2 (5.8)
2
-

g
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Fazendo as substituigodes

- V1 —¢2)
by - tan(”mzrw~
sen ( } - - ’ (5.9)
2 1+ tan?-(-l?--;E l11J2)
Py - ¥
t = tan(————) e {5.10)
2
ay,
dt = (1+t2) ——, (5.11)
4
resulta em
G"“pz 2=\
o tan(—~z~ﬂ) o

' 4 2t .2
V{C) = a diy dt ( ) -

[ ; [ o+ Ve 1+ t2 [th J

-~ { ~tan (— )
- LTV
tan ( 4¢2) =
2 ae —2 2t 42
- ( ) . (5.12)
o+ Yo 14e% | L+t?
—tan(T)

Fazendo a mudanca de variavel y =t? na expressao anterior

e reescrevendo as integrais em uma forma mais conveniente,

obtemos
a -V -
b=y * tanz( 4 2) Lgi
vic) = 22 ay, dy —L——e ¥
2 o 0 (1+y)*®
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tanz(g_-wz Az
2
+ [ dy Y reuvdie
0 (1+y)
tanz( 2) 3"2"\)
- 8 dy H_...X__._:_G -
0 (l+y)°
t.an? (ff “411}2) 3’;\)
- 8 dy —L- —
0 (1+y)

(5.13)

A expressao anterior & par em y,. Usando este fato e inte
grando em y temos
37V
o —¥a
. (tan® ( n 2 cp BIVLBTV. L0 2TV
V() = QU dv, 4 SF1 (3-v, 5T tan< ( i b
' 0 3-v
2
Y2 —
(tan? ( y 2 oy, 3y 5=y 2 Btbay,
N F1{3-v, 7—, —: =tan (-—"4—'—))
3-v
2
w -4-»-..::....\..)..
Y2
tan? 2 - - o -
- 8 (tan ( 4 =) gFl(S—Vr Ez’\i? ZE‘“\')'} —-tan (— _‘“‘)) -
5-v
2
5=y
CC')"llJz 2 ]
(tan< ( i - 7 aty,
- 8 4 2 E (5=v, 2‘2:‘ "'"ﬁ‘"\-)‘, ~tan? (-——-)) .
Ehd
2

(5.14)
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Fazendo as mudancas de variaveis

o~ig , OV Ay,
y, dx = -(1+ tan“( 3 ) —= (5.15)

x = tan/

‘no primeiro e no terceiro termos da expressao (5.14) e

ot o+ d
% = tan( 42}, dx = (1 + tan?( jz)) 12 ,
no segundo e no quarto termos, temos
tan(iL)
2 3=V —y 3TV.5mVL oy L
V(C) — ?7"'\)a dx * 2F1(3 Vo 2 ’ 2 ;X )
0 (3~v) {(1+x2)
tan (-=-)
5—- — _—
- 8 f g 2 2F1(5‘“"'52v"72—v x4 g
0 (5=v) {(1+x2)
{5.16)

Como ¢ & um angulo pequenoc, temos x <1, e portanto podemos

substituir a hipergeométrica pela sua expansao em série:

o0 (a)n (b)n e
S,Fila, bycyz)= | ———— e, (5.17)
‘n=0 (c)n n!
Resultando em
tan (=) 37y - 3=y
- 2 2 (3-v) ( )
vic) =27 Va ax —x2) 2 1+ 2 (ex?) +
(3= ) {(1+x?) Bew
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p Y (5.18)

integrando em x e levando em conta gue a & dado por (5.6)

Lemos

il
X

v(C) -

3w
== 6~v  8=v

2 (2
(ban® (50 *  p o1, 829, B2¥, cran2 () +...

5=V, ,6~v
(_5”)(—5—)

gV

2¢% 4y 2 - -
8(tan (2)) : 6-v, 8-y, —tanz(—%—) + o

(5-v) (252

(5.19)



Nessa expressio somente o primeiro termo & divergente quan
do a dimensao (v) tende para guatro, Portanto & o termo gue

nos interessa. Nesse limite a hipergeométrica tem o valor

Lim By (1, 252 25Y% ~tan? (50 = 1. (5.20)

v 4

0 residuo de V{C) no polo v=4 & dado por

[i'—\) .
(v-4)2°77Y F(X%E) R“"v(tan?‘(mg—-))2 1
Res V(C) = lim = -
v 4 4'”\)/2(3—\)) _4_;_\)‘ 2w~
{(5.21)

Portanto V{(C) nao depende de o para v=4. Ficando deste MmO

do mostrado o gue guerianos.

5.2 - CALCULO DE V{(C) PARA A HIPERBOLE

Nesta seg¢do calculamos a parte finita e o re

siduo para a hipérbole da figura abaixo.

> fig. 5.2
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onde r e s sio pontos da hip&rbole cuja equagao & dada por

S s2 87
—— _.X = l O —_— "“}" = l, (5.22)
a? b2 a? b2

sendo r_ e ry, s, @ Sy sao as componentes de r e s nas dire

¢oes ¥ e y. B equagao da hipérbole pode ser parametrizada da

seguinte maneira:

¥ = acosh{a) g acosh (8)
e (5.23)

= bsenh (a) s, = bsenh(8)

AJH
i

0 nogso intuito & calcular V(C) ou seja

TRY

v{C) = JIdr“ ds’ D (s-1). - (5.24)

A expressao para o propagador é dada pela eqg. (5.1). No gau

ge de FPeynman, temos
r (228 L
V(C) = —55- hdrt ds” 8 | r=s| %7V, (5.25)

Substituindo ag equagdes (5.23) em {5.25),£emos

e w ®
I 5 )

é'nv/2~ J__ﬂm J__co

V(C) dadg (a?senh (¢) senh(B} +

il

+ b2cosh(a) cosh(8)) [a?{cosh{g)-cosh(a))? +

2=V
+ b2 (senh(8)-senh(a))?] 2 . (5.26)
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Mantendo constante a relagldo b/a, temos uma familia de  hi

pérboles com as mesmas assintotas. Substituinde as relagoes

cosh () -~ cosh(o) = -2 senh (X8 senh (328,
2 2
o (5.27)
senh () - senh{c) = -stenh(glﬁ) senh(gié)
2 2

no fator entre colchetes da equacgao (5.26) e substituindo

cos (o) cosh(B) = L [bosh(a+6) + cosh(amﬁ)]
2
e (5.28)
sen(o) senh (B8} = L {cosh (e+B) - cosh(a-B)]
2

no primeiro fator temos

F(E:&) i:i *® * .
V(C) = Pt (a2) 2 [ J de d8 (os (~4p) ~ cosh{a-8)+

2=

+ tan? (X) (cosh {a+B) + cosh (a~3)) (4sen2(§§ED 2 x

2=y

x Léenhz(gig}-%tanz(x) coshz(gifd}] 2 , (5.29)
2 2

onde
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can(yx) = £ . (5.30)
o

Fazendo a mudanga de variaveis

2
obtemos
i;i Lo~y 2=V
42 p(¥Z%y (a?) 2 (sec? (X)) 2 Toq"
v{C) = du dv =
4ﬂv/2 oo ) oo
2=V 2=V

x sec?(X) cosh(2u) (senh? (2v)) 2 (cosh? (u)~cosh?(x) 2 +

2=V

+ [ [ du dv (tan? (X)~1) cosh(2v) {senh? (v)) ? «x

) eer

2=y 1
x (cosh? (u) - cos?(x)) ? J (5.32)

ou

by bmy 27y

12 (353 (a?) 2 (sec? (x) ? ("
v{C) = 2tan? (X) du dv x

arV/?
0 -0
2= A

x {senh?(v) 2 (cos?(u) -cos?(x)) ? +




<o fes) -2_- .:"—y_
+ 2sec? (X) J { du dv sen?{u) (senh2(v)) ¢ «x
0 ‘0

2=V

x (cosh?{u) ~cos?(x)) ¢ + 2(tan?(x)-1) [ J du dv x
0’0
2=y 2=V
x (senh?(v)) 2 (cosh?(u) - cos? (x)) 2 . (5.33)
Denominando o primeiro, © segundo e O terceiro termos res

pectivamente por A, B e C e chamando de a o fator multipli

cative podemos escrever
vV{C) = a(A+B+C) . (5.34)

Para calcularmos cada uma das integrais, usamos a expressao

[5.1]:

™ _ ~ ‘ l14+p kv 1+4p N
dx senh? ! (%) cosh® ! (x) _ 2Fy (o 2 2! 8)
L2 _ P
0 {cosh<“(x)-8) 2B (X, 14+p u-;\))

2 Re (1+p) > Re v
2 Re (l+p) > Re (u+v) . {5.35)

Com isso obtemos

3.

tan? (x) B(—é_,wmw) 2F | RN 5 ;cos? ()
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2 3-v v=2
sect (x) B(=5—,—5—) Lo v=2 v-4 v=1l o
B - 2 2 2F]( 2 i 2 Fi 2 .COC,- (X))
3 -
ZB(TT'MEH)
e
5-v v—4, .
(tan? (X)-1) B(Z5—,—%-) v=2 v=2 v-1 2 :
o= 2 2 ZF].( 2 Ty ; COS (X)) (5.36)
P
2]‘)(»—?’ 2 )

0 residuo de V{(C) no wolo v=4 vem da expressao C, isto &

° - 3 -
- an 2 - ? R 2
Res (V(C))= - | (tan? (0)-1) ,F; (1, 1; =5 cos” (X)) (5.37)
w4 4u? lH(ES@cz(X))
coOmo
= - X
o 3 ) ~ 5
21 (L, 1, 5+ cos® (X)) = p (5-38)
: sen (X) cos (X)
temos
Res (V(C)) = —— cot(X) (tan?(x)-1) (L =x) = (5.39)
v=4 82 2
= 29) (ran (L) cot(§ = lezmleotie) |
l6n< - 8n?
onde o = 2X.

No limite de a tendendo para 0, a hipérbole tende para as
suas assintotas. Como o resultado acima independente de a,
concluimos que ele & valido também para a intersegao de suas
semiretas, no gauge de Feynman. O mesmo acontecendo com a

parte finita.
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A expressao a seguir & para se obter a par
te finita de V(C). Nos termos que nao tém polo a parte fini
ta @ obtida fazendo v tender para 4. No termo gue tem O pg
lo que & o caso de C devemos multiplica-lo por v-4, derivar

~com relagao a v e finalmente fazer v tender a 4, como segue

P [V(C):]: 1 sen (X) (_T_T__ - %) +
472 sec? (x) 2cos3 (X} 2
4oy 4oV 27y
4 ey 42 (5P (a?) 2 (sec?(x) 2 (ban?(0-DB(EFLES
+ &4 2 .4
dv 81r\)/2 B(_é__’ \);2)
XZFl(VEZ, \);2; “;l; cos? (X)) . (5.40)



CAPITULO 6

CALCULO DAS PARTES FINITAS PARA A CIRCUNFERENCIA

A finalidade deste capitulo & apresentar as
partes finitas do loop de Wilson guantico, em guarta ordem,

para a circunfer@ncia em gquatro dimensdes.

6.1 -~ INTEGRAL NECESSARIA PARA O CALCULO DOS DIAGRAMAS Guas
Gylh, Guo DO CAPITULO QUATRO

No capitulo guatro obtivemos os resultados
dos calculos do loop de Wilson, em quarta ordem, em fungao
de integragdes em um certo contorno. Se escolhermos um con

torno simples como a circunferencia podemos resolve-las.
Os resultados dos diagramas Gy, Gups Gy MOS
trado nas expressoes (4.55), sao dependentes da integral

ax? ay® 8o | =y |82V, - (6.1)

Para integrarmos na circunferéncia de raio R, & convenien
te escrever a posigao dos pontos x e y da curva em coorde

nadas polares, comoc segue

x! = Recos (u), dxl = -Rsen(u)du,
x? = Rsen (u), dx2 = Reos (u)du,
(6.2)
y! = Rcos{v), dyl = -Rsen(v)dv ,
vZ = Rsen{v), dy? = Rcos(v)dv,
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onde u e v saoc angulos que estac mostrados na figura 6.1.

(2) 1

= f.l.g. 6.1
(1)

Fazendo a contragao dos Indices, substituindo a igualdade

|2~y |2 = 4R? sen (3 (6.3)
: 2

e as relagoes (6.2), na expressao (6.1) temos

21 (27 . _ sy
X [ J du dv [%—-2sen (Egzi] t?enz(ggz)] .

0 0

(6.4)

Fazendo a mudanga de variaveis



- 97 -

ou=vy
@ o
2
e (6.5)
utv
B o= =L,
2
obtemos para © elemento de ares
_ ¢
do dp = = du dv . (6.6)
2 .
Com essa mudanga de variaveis a nova regiao de integragao
passa a ser a gue esta indicada na fig. 6.2
fig. 6.2
B =t
R=21T—q K B=2n+o
v / AN /’
\\ ,"
/’ Vi -
\8..,."_.._& /// ,// B—_a
~ s,
249 T N R
N 7
A /
~ ’
~ r
~ I'd
\‘ 4
= =
2m u o

Desta forma a integral fica

0 2n+o
I =2 437V (R2)47V ( da [
- T

-

dg l—(senz ()Y = 2 (sen? (a))‘*“"] +



...()8 -

il 2r=0 _
+ [ do J as {}senZ(un3"“ - 2(Sen2(aﬂu—€} (6.7)
0 o
ou
. it
I o= 4TV (Rr2)MTY J da (27~20) ((sen? (a))*7" - 2(sen? (a))* V).
0
(6.8)

Integrando em a4 utilizando as igualdades [5.1]

m TR
I(—E—)
dx senV(x) = nl/2 2
2
0 T nta
{ > )
€ . (6.9)
™
)
[ dx x sen”(x) = #+1 I {p+1) ,
2 2 b 4
0 r% (5 +1)
temos
r(£52%) r (252

P{7-2v) . 2I'{9~2v}

2772V p2(g4ey) 2972V 12 (5.

{6.10)
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Utilizando a expressio [6.2]

rzzy = (2m " (1/2) j2z - 1/2) Ly F(z+—§——), (6.11)

temes finalmente

45 TV(RZYMTY £ 3/2 p (1229 (g
I = . {(6.12)
T(5-v)

6.2 - RESOLUGAO DA INTEGRAL DO DIAGRAMA Gyg SOBRE A CIRCUN

FERENCIA

Na expressao apresentada nas equagbes (4.55)
rara o diagrama Gyg $6 contém a parte divergente; sendo a
nossa intengao apresentar uma expressao para a parte fini
ta, nao podemos partir dessa. O nosso ponto de partida & a

expressao (4.25), repetida abaixo,

nC, gt
Ghg = = -—29 axli dxh? p (%) = x,) x
4g ; 1 2° Dy, X
X2 X1
% J dxg3 { axl DU3uq (%3 = x,) . (6.13a)
Xl X2

Esta expressao & a contribuigdo n3o-abeliana do  diagrama
GQg. Substituindo o propagador, no espago de coordenadas

dado por (5.1), na expressio acima resulta

HCZQ'L‘L

Gﬁg = - _~5~m'% dxhl ¢ dxh? Dulu?(x1-x2) X



= L0 =

X9 X V-2
U3 My =
x dx dx § 2=V
3 4 417\’/2 H3ly [X3 = Xy +

X2 X1
Ll'".
x J dxh 3 J axht a;{i afﬁ | %3 = x4| """ . (6100

X1 X2
Vamos chamar o primeiro termo da expressao (6.13b)de J. O
segundo termo pode ser integrado em x3 e x4,. Com isso ob

temos para a expressao (6.13b)

1 nng“A T(v£4) U v 4=y
Sug = I 7 167V/2 (% {) dx” ay” Dy, ey} |xeyl
(6.14)
ou
Gig = J+K . (6.15)
6.3 - CALCULO DAS INTEGRAIS DA‘ EXPRESSAO K

Substituindo em K a expressao do propagador

obtemos a seguinte expressao

nC,g"a 1 (5% 153 o |
K = ax" ay’ 1s | x-y| 27V -
6ar” Hy

alel ol x-y "™V ] |x-y "7V

3
- 'é?/ISW”w e \& (6.16)
2(v-4) ( BIBLIOTECA £ | |

- _
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Para calcular a integral da expressao K, s©
bre a circunferéncia, & conveniente parametrizar os veto
res posicdo x e y. Como podemos escolher o sistema de coor
denadas de tal forma que a circunferéncia esteja centrada

na origem do plano cartesiano (1) x (2}, os vetores posi

¢ao dos pontos na curva podem ser parametrizados como se
gue:
x(u) = Rcos(u)l + Rsen(u)j
e (6.17)
y{v) = Reos (v) i + Rsen(v)J.

onde R & o raio da circunferéncia, u e v sdo 0s parametros
e 1, 3 sao os vetores unitarios respectivamente nas dire
¢des (1) e (2). A figura 6.1 esclaresse melhor o significa
do dos simbolos. O primeiro termo da equagao (6.16) foi in
tegrado na segido 6.1. Substituindo o resultado (6.12) na

expressao (6.16) obtemos

nCpg T2 (Y (arn) 4TV 732 0 22% (v-3)n
K = -
64u° T (5-v)
v~2 w4
nCog"* T (=) I{-)A _
- i 2 ax" ay” {5X az |-y | " {} X
1287n (v—-4) . H
x |x-y "7V (6.18)
Vamos denominar a integral em (6.18) por K'. Substituindo

as relagOes (6.17) em K', temos

K' = ¢ ¢ dx" day’ x—y|q“v 3

X .Y g Emy
L8y Ixey



2w (2% 2Ty
T —y. | 2 2
= du dv ‘4R‘ sen? (S—Y) ar _
0 0 - 2 . du dv
4~y
B 2 2 -y 2
x AR~ sen~(w§m) . (6.19})

Derivando a expressac acima e reduzindo os termos semelhan

tes, cbtemos -

2nm (2T _
K' = - (4r?)"7Y (v-d4) I [ du dv sene—zv(ggx)(v~3) -
4 0 0 -
- sengﬁzv(ggz)(v~4)] . (6.20)

Fazendo a transformagéo de variaveis (6.5) e tomando o cul
dado de mudar a regiao de integragao como mostra a figura

6.2 Ltemos

¢ 2x~0
K' = ~(v=4) (4RZ2)"* 7V l do J dg [(v-3) sen® *V(a) -
0 0
~ (v-4) sen® *V(a)]. (6.21)
Para integrar a expressao anterior, usamos as integrais

(6.9) e a formula de duplicagao das fungdes gama, com isso

obtemos

(v-4) /% (152 (ar2) ¥

K' = = . (6.22)
I'(4~v)
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Substituindo esse resultado na expressao (6.18), obtemos

finalmente a expressac

nCog* (%2 it rd22Y) (ar?)" VA
_ - 2 2 2 (v—4
K = 3 {v=3 "-—mifmﬂ .
641”7 T {5-v)
(6.23)
6.4 - CALCULO DA EXPRESSAQ J -~

A expressao J tem a forma

v-2
nC,g" I (=5=)
J = - 2 dx&l1 ciixl;f2 D (37 ~ Xp)
gn /2 T M2
x2 S|
Wy Wy 2=V
X _ q = . .2
dxy dxy, Gﬂaﬁu X3 = Xy (6.24)
4% N X2

Analogamente ao gue [i.emos na Segéo anterior, vamos resol
ver essa integral sobre a circunferéncia de raio R centra
da na origem do plano cartesiano (1) x (2). Podemos esco
lher a’ orientacao do eixo (1) de tal forma que os pontos
X; @ X, lhe sejam simétricos. Como estd mostrado na fig.
6.3.

E conveniente fazer uma parametrizagao analo
ga a (6.17),

-

Reos (u) 1 + Rsen(u) I

il

X3

e (6.25)

-~

Rcos(v) i + Rsen(v)d .

fa
i
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Para melhor visualizacgao das variaveis mencionadas veja a

figura 6.3.

(2) 1

fig. 6.3

Vamos resolver as integrais em x3 e X;. Seja por definigao
' v i
J' = ax’h dx, ¢ X3 = Xy 2y ‘ (6.26)

onde o modulo indicado pode ser escrito em fungéo de u e v
COmo segue

|%3 =%y |2 = 4R2 senZ(Xgﬂ) . (6.27)

A integral J' em termos das novas variaveis fica sendo



(6.28)

Escrevendo os senos da integral (6.28) em fungao da tangen

te do arco metade,

Z2tan

A

Como segue

@ en seguida fazendo

t = tan(E%H
e
du = -Adt
1L+ t?
temos

2h—¢
o

ou

du

l4—tan2(g%x)

tan(a;V)

4dt 42
du 2 2y 2
mtan(uZV 1+t (1+t2)
- ___l+-\)
8dt 42 2
(1+£2)2 | (1+t?)?

(6.29)

(6.30)

(6.31)

]2__

(6.32)



2ir=q [ tan (=) s}
- b — L2y 2
Ju o= 6872V g4V av ae el
(1+t%)
a 0
tan (25 2y tan (=) by
4 (t?‘) ) 4 (L?) 2
4 dt ;;‘__\) 8 dat - 2 5~V
34-23 % )
0 (1+t2) 0 (1+t#)
v -y
tan (W,T.) —
. (t?) 2 .
- 8 dt —Fr . (6.33)
| (1+¢2) °
0
Resolvendo as integrals acima, tewos
20 - 37V
gro= 2372V pYTY av {2 tan?(g:z)J 2 %
3y = 4
o
. 3TV
P (3my, B3IV, Bovo oo @V 2 [ 2 (O ] )
X 2}71(3 Vg 5 i 57 tan~< ( 4 )+ 3 "fall { 2 ) X
_ Sy
x oFy (3-v, 35% i.an? (23Yy) . 25 Lgdn?(%Jz{} 2
-\
- 2TV
\ - _'::__ FERY T T S AT 16 }__, 2 _Qt__'_l:y_ )
2P (Smvy S5 Sam mtan® (Th - S ftan® (5 | x
o oy (S-v, 2% DY cran2 (2 L (6.34)

fazendo a mudanga de variaveis:
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o= tanz(gii) em duas delas e

{(6.35)
t o= tanz(gzx) nas restantes,
obtemos
cot? {a/2) 27V
I = 27~?v Ru—v 1 at t »
3-v JO 1+t
LDy L=y
cots (a/2) e
- - 2
X Py (3=v, _"\ir é?’y‘r -t} + 8 dt £ X
2 2 5=V 1+t
0
oo 2=y
- - 2
x oFq(5-v, é—?:'\-)'; 72\—{; -t) + L at &2«
3~V 2 1+t
tan4 (a/2)
- 4=
- - .2
X ?_Fl (3"\), '-*—?-'-*-;’ "5"2“\{“; "'t) - gﬁ"“ J dt t X
v tan? (a/2) L+t
5-v  7=v
- TV, IV, L 6.36
X ZFI(S Vy 2 ’ 2 i t - ( )

0 ¢irculo de convergéncia da série hipergeométrica

(a) =~ (k)

n Pnz? L r(e)

n=( (c)n n' r{a}) r(b)

28 (a, by ¢ z) o=

He—8

z_ (6.37)
-0 r{c+n) n.

X

E r (at+n) T {b+n}

n



108 -

& o circulo unitario |z} = 1. As suas propriedades sao:
~ divergéncia gquando R{c-a=b) < -1;
~ convergéncia absoluta quando R{c-a-b) > 0;

- convergéncia condicional guando -1 <R{c~a-b) < 0, o

ponto z =1 & exclulido.

No caso das integrais {6.36), cujos limites de integracao
dependem de cot? (a/2) e tan?(a/2), existem valores de a tal
que a integracao se extende a regides nas quais nao estao
definidas as fungoes hipergeométricas. Para resolver esse
problema devemos fazer a continuagao analitica da hipergec
métrica para todo o plano complexo. Essa continuagao anall

tica & dada por |6.2]

oFy (@, bi ¢f z) = L ,r (a, c-b; c; —2-) (6.38)
(1-2) z—1
ou
_ 1 Z
2Fi1(a, b; c; 2} = — 0 sFy (b, c-a; c; Yo, {(6.39)
(1-z) z—1
Utilizando ora uma ora outra dessas continuagoes analiti
cas, de tal forma gue as hipergeométricas resultantes sa

tisfacam a condig¢ao de convergéncia absoluta no limite quan

do a dimensao tende para quatro, obtemos

( cot? (a/2) 352
Jv w772V pETV ) 1 at (t) %
3-v 0 (l-H:)q v
cot? (a/2) igx
oy (3-v, 1; 2% R o 51 ag o
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® 7Y

dt

5-v  v=3. 7-v. & 1 {
- L=
3TV Jean2 a2y 1TY)

* 2P e TET T Tae

o

o =
J a
tan? (a/2) (1+t) 2

Neste ponto podemos substituir as hipergeométricas pelos
seus desenvolvimentos em série, utilizando a exXpressac

16,37}, temos

- 2 '
7-2v _b=v ¢ F(Szv) P3mv e (081072
gt o= 2 7o dt x
n=0 P (4-v) r(§%ﬁ~+n) 0
24y
— 4+ n sy AV 5-v v=3
oy Eevn _ - -
(1+t) (5-v) F(Szv) F(v23) F(72v_¥n) r (n+1)
2 L=y -
cot® (a/2) Lz tn r(25%) r(3-v+n)
X dt == + X
+ -
0 (1+e) 2 7% r(4-v) r(52V-+n)
oo 2_13-}- n
+ 2
* [ e oy +n
tan? (0/2) (1+t)
T=v 5wy V-3
_ 8 T( 3 Y r( 5 +n) F(*E“”+n) )
(5-v) r(ﬁgﬁ) r(22%) r (Y e n) rind)
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$mv L
t2
dat . .

T U

{tanz(a/Z) (1-1-t)__2_+n

Resolvemos as integrais usando as formulas [5.1]

® pH—1 g=v
+BX B8 (v-u
u

e obtemos

J,:27—'2\) Rh—v

r(égi) [(3-v +n) (cot?(a/2)) 2

(6.41)

(6.42)

.Lf..:'::ﬁ”+ n

18

r(4-v) 1352+ n) e

3~V

5=+t n; -cot®(a/2)) +

x o F1 (4-v+n, é—;-Xﬁ-n;

6=V
16 f(§§3-+n) F(Xgé-kn) (cot? (a/2)) 2
+ *

r(“;3) P(7;v+1ﬂ P (n+1) (§%E+In

T=v 6-v By
szl(—§—~+n; —5—+n; 5

5 +n; -cot(a/2)) +

by
I(22%) r(3-v+n) (cot?(a/2)) 2
+ Z X

r{4-v) T/{

2V

2

+n) !

4~v, 6~v,
2" 2

X oFy {(4=v +n,

+n)



16 1352 4n) 1352 4n) (cot? (a/2)1/2
cm3y (I L
e I R LR C o DI Co)
4 T 1 3 2
X ?11(“5— + n, Tf} 7?; -cot (u/ZH . (6.43)
Tendo integrado J' o proximo passo & integrar em x) e Ko

para determinarmos J. A expressao de J (6.24) estd repeti

da aqui por comodidade

[t

nC,g* T(X%%) TRNRS
- - '
J 8ﬂv/2 Xm dXz Duv(X3 Xz) J . (6.44)

Convém salientar que J' depende de x;, e X, através do angu
) V- = . =
lo o, pois a=—3- , onde u e V s&0 respectivamente os pard

netros dos vetores posicao x; e Xp, ou seja

-~

Reos {u)i + Rsen(u) 7,

X1 =
(6.45)
%X, = Reos{v)i + Rsen(v) j.
Desnecessario se faz explicar o significado dos simbolos

acima, por ja terem sido feitos em outras secoes.

Entretanto J em termos desses parametros re

sulta




- 11z -

27y
X ‘l-—2sen2(2%z{} 1sen2(E%z)1 - A X
- - - 2(v~4)
4 v
2 s |
x 45 [&Rz senz(mgz)] boJ! (6.46)
du dv -~ 3

ou
nC,g" F(\)~2~2) F(Egg)(R)“—v p27V 2u 2w
J = » du dv x
32% 0 0
2"y
X 3.-25en2(3—!) .;enzfgﬂz{' ’ + B (v=-3) x
2 | 2 2
2 2%y
- 2
X (senz(uz—-v)] - (v-4) J-sen?- (%y:)] J? (6.47)

Reduzindo o0s termos semelhantes e escrevendo de uma forma

compacta, temos

y V-2 V-2 b=y 2=V
Jzun(:zg F(=5=) T (%) (R) 2 ‘2+A(\)—~3):] y
327" -2
1 2T (2w 2;v+a
) du dv £(a)° I_senz(%i)] Jt, (6.48)
a=0 0 0 -

onde
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fay = 20204 (6.49)

2 + A(v=3)

Fazendo a mudanga de variaveis

v
az-—-—-——
2
&
u+v
g = ——
2

na expressao (6.48), omitindo as passagens por serem analo

gas as feitas anteriormente e integrando em B temos

i3 2=V
Jg=28" ¥ da(n-a) £(a)“(sen?(a)) 2 Jt o, (6.51)
a=0
0
or. le
oy
nCygt 1 (5 (5 (ar?) 2 ) |
B' = - : [2+A(v=3)71 , (6.52)
327"

Substituindo J' pela sua expressao resulta

T 2=
l co — g

J =B ) ¥ do (r-a) £(B)°% [éenz(a)j 2 X

Yy
5-v - -, tn
) I'(3-v+n) [cot?(a/2)] 2

I ( >

Fld=v) F(égﬁ"kn)(ﬂéx”*n)[botz(a/Z}-&L]”““'*n
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~ 2
2Fi(4-v +n), 1; 6-v o, coto(a/2) .,

2 1+ cot? («/2)

E~v
16 F(§%2~%n) F(l%é-bn)[botz(a/Z)] 2

+ N

X

v—-3 T=v

r(223) (I a ) rn+l) (B2 4n) {1+ cot?(a/2)] 2

2 2 2

- - 2
62U-%n, 1. 82vukn; cot<(a/2) -

2! 1 + cot? (a/2)

2F (

b=y
) r'(3-v +n) cotz(a/Z)I 2

B=vy
2

I'{

ra-y) F(§§X-¥n)(E%X)[}‘+00t2(a/2)]u"v_+n

6=V cot? {a/2)
2 " 14 cot?(a/2)

oF1 (4-v +n, 1;

16 135 +n) 1(%2+n) [tot? (a/2)]1/2

6=V 4+

7=V

v—23
y | 5

r (““'—é*-*-“

7
+n) ?(n+1)(%%)|3_+-cot2(u/2)] <

iy - 2
zFl(lEX-bn, 1; é%; cot” (a/2) )b .

1 +cot?{a/2)

Na expressao acima ja foi feito o prolongamento

{(6.53)

analitico

(6.38) ou (6.39) das hipergeométricas da igualdade (6.43).

O motivo disso & que a integracdo em o« se extende a regioes

onde

| ~cot?(a/2)| > 1,

(6.54)



- 115 -

nas quais as séries nao estao definidas. A escolha da con

tinuagido (6.38) ou (6.39) nao & arbitraria, pois devemnos

tomar cuidado para gue os parametros das hipergeométricas

continuadas sejam aqueles que dao convergéncia & série.
Fazendo a mudanga de variaveis,

X = cot? (a/2) (6.55)

na expressao (6.53) temos

1? - . oy a 2~v + 24
J =B y ¥ dx({r~2 arctan(l/ vx D E(A)" 2 x
a=0 n=0
0
5-~2w
5-v +n+a
(=) T(3~v+n) x 2
® — X
P(a-v) T2 e n) (B ) (L) TTEVIRT2E
o 6—v X
X 2}_‘1(4"\)%‘1’1, }_; —2—+n; —I+_X)
N N 7=2V
16 I“(§-2_U-+n) P23 4 n) ;o tnta
* 2 = 12-3 x
-3V
- - - +n+
P r(dlan) res) (524 (e 20T 28
2 2 2
6= L G—v X

5V + a
; I(”g—) {3-v +n) < 2 )
I {(4-v) F(E%E-%n)(égv) (l+x)7—2v+n+2a
6=v, x
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LDV v 3 2=y oy
_ 16 I(""?jm-l-n} I(ww-ww2 1) XT 1 )
13~3V
vo3y pdIv g ey (L eyt 2a
F(=5=) I(=5=+n) T(n+l) () (1+x)
) (L P 6.56
X 2Py (5=4n, L S g3 o ( )

Em seguida daremos

pPassos:

- substituigao

em série;

- utilizando a

1//x"

i

arctan{x)

)

- em seguida i

o resultado final omitindo os seguintes

das hipergeomé&tricas por suas expansoes

identidade para o arco cuija tangente &

1
T("ﬁ“'l'ﬂ)

-
r

1
w2 Rt
n=0 2 /7" <~21--+ n) I{n+l) |1+x?

(6.57)

ntegramos termo a termo utilizando a £or

mula [6.1]
( dx XIJ-‘]- F(U) I‘(U”u) , (6.58)
Jo (1+x)° I (o)
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f(A)a 22~\)+2a ¥ }* X %

0 n=0 m=0

J = B

(et

a

I (;é:“\i) [ (3-=v4n) r (-6—2—+n) P (4~v+n+m) I { 22 +ntmtal o (7“22 Yta)
X | +

T (4= v)I(m§mk )(~—~bn)l(4 vkn)F(wwm+n+m) T {7-2v+n+mt2a)

D=y L v=3 1 9-2v
n)I'( 5 411)F(24qn)r( 5

+n+m+a) (%X-Fa)

~ﬂ~)P(Z%X+n)P(n+l)(g%2+n+m)r(m+l)F(éagéﬁ+n+m+2a)

e ; YT {(3=vtn) T (-Ei_z-—u+n) r{4-v-+n+m) ' {

T-2v T-2v
-—-—;—3————4 m+a) [ (--—2m-—+m+a)

5v+n)(4;V)r(4~v+n)r(§§ﬁ+n+m)r(7~2U+n+m+2a)

Yo 2ln+a) r (5 enm )1 (252

132334n+m+2d) (

3+m)

+n) I {n+1l) T {(—=—+n) T (= 5

1
o Ik + -3
- 2 X

k,n,m=0 v x' (k +——%‘—~) I'(k+1)

" T 5 1 G-vin) 1 (35 n) T (4 vinm) 1 (E5E ) T (4-vrat)
X |- *

F{4-v}r (5;\)%1’1) (42\)

n) (4- “*n)f(§%X+n+m)F(7~2v+n+m+k+%+2a)

16r(§%i+n)r(“23

9-2

5 Yintmta) T (M+a+k)

)F( +m) T (

S 23y () 1) (B anam) T(md) T (R332

3 5 5 3 “Hntmt+k+2a)

r(égi)r(3—v+n)r(§§3+n)F(é—v+n+m)F(Z%§3+m+a)r(4—v+n+k%a)

5~v, \ A=y . 6-v
> Fn) ( 5 Yr{d-v+n) I{ 5

I (4~v)TI{(

a)
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[

l
2 5 2 |

— by . by PR
r Y 23) r (J?‘i—m) P {n+l) T (iz-‘ia--m X (f}-%m) r (}ﬁ§4d+n+m+k-f«2 a)

lerl (-%Ewl—n) I (F=24n) T (omtntan) T (é:llmm-a) I' (5=~vintk+a)

(6.59)

Na expressao acima, observando os limites as
sintdticos da razdo das fungdes gama, concluimos gue a sé
rie diverge. O motivo da divergeéncia pode estar no fato de
ter sido feito varios prolongamentos analiticos, ou que o©
desenvolvimento em série para o calculo das integrais nao
seja adequado. Portanto, a intencao original, que era cal
cular as partes finitas da circunferéncia para qualquer gau
ge nao foi possivel devido ao diagrama de dois gllions nao

interagentes.



CAPITULO 7

CONCLUSOES

Nos propusemos a renormalizar a carga da cromo
dinamica guantica até a guarta ordem utilizando o loop de
Wilson quantico com a regularizacao dimensional. Grandes
simplificagoes ocorrem para renormalizar a carga com esta
téenica. Os diagramas necessarios para esse calculo sao sp

mente os seguintes

nC?_gl* .
¢ = - ' o (Y 4) A - 2
g lGﬁv/Z 2

¥, O o} Y=y
QQQQ | X % # dx- dy Dcp(x~y) | x~yi .

nC,g" 1'(2-3) I (3=1) T {5~1)T (v-3)
G = = - x
"e 200" T (3= 1 (v=2) (v-1)
o o 1872V
X % % dx” dy” & | x-v | ,
nCzg" I (2-3) T (=1 T (3-1)T (v-3)
ua = - v v *
2677 T (3-3) 1 (v-2)

x

%2w¥§)A+AH2-D}x
2 4

X

% { ax’ ay® écp |x—y16"2v ,

- 119 -
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nC,qg" f(Z“gﬂf(g—l)F(§~l)P(vw3)

Gi} b = - =T AV W %
27y F(3-§)F(v“2)

BVIS 4 (2v-T) A= (1-%a%) x
2 (v~1)} 4
x ax’ ay® 80 |x-y | ®TEY .
(4.55)

onde n & a dimensao do grupo, C, @ a constante de Casimir
quadréatica, g @ a constante de acoplamento, A o fixador do
gauge e DGD(XHy) o propagador dos glions no espago de coox
denadas.

Outra vantagem do mé&todo & o de nao  precisar
mos recorrer ao mecanismo de Block e Nordsieck para tratar
as divergéneias infravermelhas pois elas nao aparecem nesta
ordem. Vale ressaltar que o mecanismo de Block e Nordsieck
envolve calculos nao triviais. O resultado cobtido para a re

normalizacdo mencionada em quatro dimensOes & o seguinte

, ) 11C, g
2472 (4-v)

Este resultado foi obtido por Dotsenko e Vergeles [4.1) uti
lizando os cidlculos de Politzer [7.1] para a cromodinamnica

gquintica, cujas integrais foram regularizadas utilizando-se

os parametros de corte (cutoff}. Dotsenko e Vergelles usa
. 1 - -
ram 4 prescrigao iy = I —g—, onde A & o parametro de corte

e o o ponto de normalizagao no espaco de momenta, para pag

sar de uma regularizagdo para a outra. Entretanto no traba
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lho deles nio ficou claro se o resultado vale em v # 4. Pude
nos mostrar através do nosso trabalho gue os resultados dos

diagramas ficam dependentes da integral
a 6—2w
ax? ay® s |x~-yl . (7.1)
ap
Somente em quatro dimensdes & que podemos escrever

- 62 .
$ $ ax’ ay" Sop | x~v | Voo ax? ay” Dgp(x“y). (7.2)

J

Em dimensoes diferente de guatro, portanto, a técnica do
loop de Wilson para a renormalizagao, merece maior atengao.
m duas dimenstes divergéncias adicionals ocorrem pois o prd
prio propagador tem uma divergéncia em v=2, comc se pode 0Ob
servar abaixo

L=y

V-2

T { )

Do XY = 7

X Y ~
ey BB aplx v
8, | %x=vl - .
: 2{v-4}

(5.1)

Portanto em duas dimensoes devemos fazer todos os calculos

usando a parte finita do propagador.

Na obtengao dos resultados anteriores, em vix
tude da complexidade dos calculos, houve necessidade de nos
familiarizarmos com as linguagens simbdlicas SCHOONSCHIP e
REDUCE2, gque nos foram recomendadas em hora oportuna pelo

professor J.A. Mignaco.
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Outra contribuigac nossa fol mostrar que o re
siduo obtido do calculo do fator de fase quantico em quatro
dimensoes para uma curva aberta, nao depende nem dessa nem

do arco como se pode cbservar na expressao

by
(v-4) 2872V r(ﬁ-lz'f‘-) RV [tan? (a/2)] 2
Res{V(C)) = lim NE . =
vord 4x/? (3-y) 222
N (5.21)
212

O loop de Wilson & uma técnica nova com a qual
pretendemos entender melhor o fendmeno do confinamento.Qual
quer calculo que se faga com o loop de Wilson na tentativa
de nos familiarizarmos com ele, e justificavel. Foi com es
ta intensac que nos propusemos também a dar continuidade aos
trabalhos de Giambiagi, Bollini e Abud [4.3], nos problemas

mencionados a sequir.

Mostramos que dado o angulo de interseccao de
duas semiretas & possivel calcular o residuo e a parte fini
ta do fator de fase guantico para esse caso particular, uti
lizando uma familia de hipérboles, que t&m por assintotas

essas semiretas. A eguacgao da hipérbole & dada por

p2 r2 .
L A {(5.22)
a? L2

se variarmos convenientemente os parametros a e b de tal for
ma e mantermos constante a vazao b/a, que & a metade do an
gulo formado pelas semiretas, iremos obtendo a citada fami
lia de hipérboles que val se transformando no encontro das
duas semiretas a medida gue fazemos a+0. O resultado obtido

para o resliduo &
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Resg I:-V(C)j V= - (Ci-"ﬂ) Cot(a) , (r)'?)g)

onde o & o angulo formado pelas semiretas. Este resultado
estd consistente com o© obtido no trabalho de Giambiagi,
Bollini e Abud a menos de diferengas por causa da escolha
do gauge, gque no nosso caso foi felito no gauge de Feynman e
no daqueles no gauge dimensional. A parte finita pode ser

obtida utilizando-se a expressao

pr[V(C)] = 1 sen (X} (- +
4n? sec? (X) 2cos?® (x) 2
4 =v Y-y 2=y _

g -1 a2 15 (a?) 2 (sec?(x) 2 (tan?(x)-1) B(35Y, 21
i!,..‘_._ d

\ 2 1l v-2

dv gn"/? B(3, %5
X 2F1(U;2; vgz; U;l; cos?(x)) | . (5.40)

No altimo capitulo tivemos a idé&ia de calcular
a parte finita do loop de Wilson para a circunferencia, em
gquarta ordem em quatro dimensces. Podemos observar nas egua
¢oes (4.53), repetidas nesse caplitulo, que as integrais
an, Gub’ Gqc’ (solugoes exatas para os diagramas) dependem
da integral

T =

r

44V (R2) 4T3/ 2 (1229 (g
4. O ) 6=~2v 2
ax” dy" 6§ _ L~y =
g r(5-v)

(6.12)
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cujo lado direito foi obtido no capitulo seis. Desta forma
& possivel calcular as partes finitas desses diagramas. Pa
ra obtermos a parte finita do diagrama dos glﬁoné nao inte
ragentes precisamos recorrer a expressac (6.13a), repetida

a2 seguir

‘ nczgig ! ' X?, " X—l "
G' e ee— O dx 1 O dxb? D ¥ =-X dxy 3 dx;, %
ng 2 : (f 2% Dy, (F17x2) 3 ¢
X1 X2
x D (Xs"—xf.{ﬂ) . . ' ’ (6-13&)
W3y

A expressdo G, _ das equagdes (4.55) nao pode ser usada pois
g L]

qg
calculada no capitulo seis. Observando a razdo das fungoes

ela 85 contém a parte divergente da integral acima. G foi

gama da expressac (6.59), gue no limite de grandes argumen

tos ela se comporta como abpaixo

r{a+n) 1
v b-a ' (7.3)

lim
nee ['(b+a) n

onde n & uma variavel e b e a constantes, concluimos que a
série diverge. Desta forma nao conseguimos isoclar a  diverx
géncia como polos no plano complexo da dimensac. Ficando asg
sim impossibilitados para calcular a parte finita para o dia
grama de dois gliions ndo interagentes e portanto a circunfe
réncia em quarta ordem. A série deveria ser somada para se
obter uma fun¢do analitica da dimensao coisa que nao se con
seque devido a complexidade do termo geral, vide eXPressao
(6.59).
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APENDICE A

ALGUMAS INTEGRAIS OTEIS

Apresentamos agqui algumas integrais que foram

usadas no trabalho.

A integral abaixo pode ser calculada usando-se

os parametros de Feynman

v
02 a3 TP T
d\)p 1 . 'ﬁ (s2)? F(u+6——§)r(_§ S)F(i o) _
L) 1% (2718 ) T(B) I (v=a=p)
= J({o,B,v,s) (A.1)

As integrais seguintes podem ser calculadas a partir de A.l
por derivagao com relagao a s, ou se utilizando dos parame

tros de Feynman

. & s
a’p — zﬁu IR T "(%-B) %f" J(a,B,v,8) (A.2)
Ap+s) 2]% [p%] vea-f
Jdvp PiPp = (L~ ) J(o,B,v,8) N
Cp+s) 2% [p21% 2 (v—a=2) (v=a=-B+1)
§. g2 (3-- o)
X rp 2 + s)\sp(-\é— - B+1) {(A.3)
2 (a+8~-1 ~§)



- A.2 -

[ - AN N ‘
" [ers) 21% AP (veg-g+2) (v=o=-8+1) (v-a-B)
s2(s. 6 +8 8, +s 6, )(%=-a)
%] A pa o AU o Ap 2 + Shspsg(%.~8+2) (A. 4)
1 2 (atp-1 =)

Para o calculo das integrais anteriores foram usadas as in

tegrais

v/2
Jc’iﬁ(\)) = 21 o (A.5)
r 3

onde 2{v) & a area da superficie de uma hiperesfera de v di

mensoes

" v -1 P(o-%) T (%)
J Ap 1% = 2 y 2 {(A.6)
0

= (A.7)

. i
Jdvs (sZ)A els(xz—x1) = 2 (A.8)



APENDICE B

CALCULO DO DIAGRAMA DE UM VERTTICE COM TRES GLOONS

SCHONNSCHEP » VERSICH OF  APRIL 1, L1577

TIKNE 3.286  JECONDS

ESTE PROGREMA CALGCULA O DIAGPANE DF UM YERYICF COM TRES CLUDKHS,
CUJA EXPRESSAG € A GAA {4.45),

HESTE  PROGRAMA O SIMSELO CTH TFM 0 VALRR CUF £ DADC PELA
EXPRESSAQ {%.,48}s QUE IRA VARIANDOD NQ OECORRER 00 PROGRINA,

0 SEU VALOR INICIAL E:

CTR=GEX4APT A, s CIPTRILASLBLCYSNDELTA{P+QeR )/ (AP {ZRPIIPH{24TY)
COMG FOL 0170 HO CAPITULO 4» G € A CONSYANTE DF ACLPLAMENTC DA
TEQORTA OF YANG-HILLSy P E O OPERADOR DE QRDENACALD DE OYSCH AQ
LONGO DA CURVA, YU{AsB»C) SA0 AS CDMSTANTES OF ESTRUTURA ©0 suizy
DELYA E A DISTPIGUICAD DELTA DE CIRAC, T E 2 DIFEMSAD DO £5PACC TEMPD
YRUILA,LB,LC) £ O ¥RPACC CQ PRODUTO DOS GERADONES 00 GRUPO LAyLBsLC.
HATS ADIAMTE VAC APARECER N COMO SENOD A DIKENSAC DO GRUFD E C2 &
CONSTANTE DE CASIMIR QUADAATICA.

OO OO 00N

XY NS

UL=T»VLeTyRLAT,UsT,VuT,R0=T

ALs X2, 434Ps QR

EXPrC2,0G2EXPS

GahmXLiUL ) mX2{VL 1 aX3(RL LD (L ULI-AFPIUS2PLULY/PRIE
(DAVVLI=A® 0 (V)P (VL /Q0)R(DIRD, 2L ~A%R{ROIXA{RLI /PRI
FIPIRDI«QURO IO TUIV)I#(0{UI»REUIISD (RO VIH{R{YI-FP{V]})H
DR I Y= EXPIP, AL IOEXP (A, X2 IREXP{R, X3 CTH/PP/OQ/RR

B =

L3 IdsPOPapEp

L & I0,¢00nQQ

L 5 1D #0funn
¥ CTH

PRIMNT NLIST
PRINT NSTATISTICS
PRINT CUTPUT
AYEp
Gsd =

+ EXP(PHXLIYSEXPOr X2 ) FEXP (R, XII¥CTH

- B. l o
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L1 10,X10X2%%30P =0
[ T0, ¥ADX2eX20QR0
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[ ID-X10G2X20X%a0
L& I, XLOREX20X=0
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