UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE FISICA

EQUIVALENCIAS ENTRE MODELOS DA
TEORIA QUANTICA DE CAMPOS
EM DUAS E TRES DIMENSOES

Paulo Valente

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Otivio Caminha Gomes

Dissertacdo  apresentada ao Ins-

A tituto de Fisica da  Universi-
; dade de Sao Paulo como parte
\ dos  requisitos  para  obtencao
v do grau de Mestre em Ciéncias

Banca examinadora:

Prof. Dr. Marcelo Otdvio Caminha Gomes (orientador) - IF/USP
Prof. Dr. Rogério Rosenfeld - IFT/UNESP
Prof. Dr. Paulo Teot6nio Sobrinho - IF/USP

SAO PAULO

(s 3Ne]
= g
g
Iy 1998
iy
& o
G
(SRR

oS ™~
5 SBI-IFUSP
/2 L
0 0 O




FICHA CATALOGRAFICA
Preparada pelo Servico de Biblioteca e Informacéo
do Instituto de Fisica da Universidade de Szo Paulo

Valente, Paulo José Torres Homem

Equivaléncias entre Teorias Quanticas de Campos em
Duas e Trés Dimensées. Szo Paulo 1998.

Dissertacéo (Mestrado) Universidade de Sao Paulo.
Instituto de Fisica - Departamento de Fisica Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Otavio Caminha Gomes
Area de Concentracéo: Fisica de Particulas Elementares

Unitermos: 1. Bosonizacio; 2. Campos; 3. Thirring;
4. Chern-Simons.

USP/IF/SBI-042/98




Agradecimentos

Ao Prof. Dr. Marcelo Gomes, pela paciéncia e dedicacdo na atitude de
orientar.

A Capes, por haver me concedido uma bolsa que foi o sustentaculo finan-
ceiro para o desenvolvimento do trabalho.

Ao pessoal do Grupo de Teoria de Campos: Prof. Dr. Adilson da Silva,
Sérgio, Van Sérgio, Malacarne, Alexandre e Akira, pela disponibilidade para
ouvir os semindrios, procurando compreender e ajudar sempre que possivel.

Aos colegas do Dep. de Fisica Matemadtica, Zé Roberto, Joao Eduardo,
Arnaldo...e todos aqueles com quem conversei nos 5 minutos de café e jornal,
que foram de grande ajuda nos momentos em que o cérebro nao podia mais
funcionar.

Ao pessoal da UFBA. em especial aos professores Arthur Matos e Paulo
Miranda, que me mostraram o prazer de conhecer a natureza, ajudando e
incentivando nas piores e melhores horas.

A Jorge Mario (o Professor) e Raimundo, que me prestaram especial
ajuda nos primeiros meses de USP e de Teoria de Campo.

A Leti, por el apoyo, amor e increible paciencia en estos dos anos... y
mdas los que vendran.

A todos os amigos do IFUSP, Zé Carioca (o Bom), Vanicson (o Mau),
Josué, Edilson, Luiz Claudio, Gadelha, Bolinha, Varese, Renata, Marcio,
Marcelo, Ettore, Khaled, Fernandinho, Ana Helena, Nara, Célia, Pica-pau,
os esquecidos...pela ajuda fornecida na hora certa e pelo apoio a mais um
nordestino tentando a vida em Sao Paulo.

A toda minha familia, que sempre me apoiou e me fez acreditar que eu
poderia...

A Luciano Bahia, Luciano (o Porco), Renato, R6. Octaviano, Astrogildo,
Hermenengilda, Pepino e Macotoando que sempre estiveram presentes.

A Joao Gilberto, pela velocidade.

A Gandalf (o Mago); Bilbo, Frodo, Sam, Merry e Peppin (os hobbits):
Legolas (o elfo); Gimli (o anao); Elrond. Aragorn e Boromir (os homens);
e todos aqueles que se uniram para destruir O Anel e livrar-nos do poder
maligno do Senhor do Escuro.

As Marias e as Joanas.



Abstract

We made a study of certain QFT models in 2 and 3 space-time dimensions.
In 2D we analyzed the Thrring, Thirring SU(2) and Schwinger models. keep-
ing special focus on the equations of motion, through its bosonized solutions.
It is shown that the existence of an explicit mass term in the renormalized
equations depends on the coupling constant value. In 3D we used the Func-
tional Integration to obtain equivalence relations between QFT models. In
particular, for a Lagrangian of two vector gauge fields (one Self-dual and
other of Maxwell-Chern-Simons type) coupled with fermions, it is shown
that, in the weak coupling regime, the fermionic determinant lead us to a

non local bosonic theory. We finish comparing the results obtained in 2 and
3 dimensions.




Resumo

E efetuado o estudo de alguns modelos em TQC em 2 e 3 dimensdes espaco-
temporais. Em 2 D sdo analisados os modelos de Thirring, Thirring SU(2)
e Schwinger, dando enfoque especial a deducdo das equagdes de movimento
através de suas solucdes bosonizadas. E mostrado que a existéncia de um
termo de massa explicito nas equactes de movimento renormalizadas, em
geral depende do valor da constante de acoplamento. Em 3 D, é utilizado o
procedimento de Integragdo Funcional para obter equivaléncias entre modelos
da TQC. Para a Lagrangiana de dois campos vetoriais — um Auto-dual e
um de Maxwell-Chern-Simons — acoplados com férmions, é mostrado que o
calculo do determinante fermidnico, em regime de acoplamento fraco, leva a
uma teoria ndo local de campos bosonicos. Por fim, ¢ feita uma comparacao
entre os resultados obtidos em 2 e 3 dimensdes.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de Teorias de Campo em uma dimensdo espacial e uma temporal
teve papel importante no desenvolvimento de solugdes de teorias mais realis-
tas, além de algumas aplicagbes em problemas da matéria condensadall].
Tal importancia se deve ao fato de muitos modelos em Teoria Quéantica
de Campos (TQC) em duas dimensées (2D) serem exatamente soluveis, ao
contrario do que acontece em dimensoes maiores do que dois, onde, na grande
maioria das situagoes, é necessario utilizar métodos aproximativos para ex-
trair resultados satisfatorios|2]. Apesar de simplificada para o tratamento de
problemas de espalhamento, a TQC em 2D foi bastante eficaz na descoberta
de algumas caracteristicas que se mostravam ocultas em teorias quadridimen-
sionais, como por exemplo, a dimensdo anémala do campo interagente. Este
fato revela que a dimensdo de escala do campo numa teoria com interacao
nao é, necessariamente, a sua dimensao canoénica. Este resultado foi primeiro
descoberto para o modelo de Thirring e depois a idéia foi aplicada a outras
teorias, mostrando que tal caracteristica persiste em dimensdes maiores.
Assim, atuando como uma espécie de laboratoério teérico, pode-se dizer
que a TQC em 2D tem construido protdtipos de teorias. Como exemplo,
pode-se citar o Modelo de Schwinger — que iremos tratar no segundo Capi-
tulo — como uma teoria para a Eletrodinamica Quéantica de férmions sem
massa em 2D. Tal modelo teria a intencao de descrever o confinamento dos
quarks. uma vez que apresenta particulas carregadas que nunca aparecem no
setor observavel, que por sua vez, é descrito por bosons escalares. Porém, a
extrapolacdo para uma teoria quadridimensional ndo preservou a mesma ca-
racteristica, mostrando que o confinamento era resultado da forma peculiar




do potencial Coulombiano em uma dimensao espacial
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ou seja, para cargas opostas a atra¢ao aumenta com a distincia.

Dessa forma, vemos que, em alguns casos, 0 estudo de teorias bidimen-
sionais pode levar a resultados particulares que ndo podem ser extrapolados
para outras dimensdes, mas, em outros, pode fornecer poderosas idéias e
métodos para o estudo de modelos mais realistas. O exemplo de um procedi-
mento surgido em 2D e que pode ser de boa utilidade em dimensdes maiores &
a chamada expansao de Wilson, que consiste em considerar que o produto de
dois campos no mesmo ponto pode ser expresso através da seguinte relacio

pla)e(a) = limp(o+e)p(@) = 3 HEO()

sendo f,(g) fungbes singulares e O,(z) operadores locais. Tal ferramenta
serd largamente usada no Capitulo 2 para a determinacdo de singularidades
provenientes do produto de operadores de campo.

Talvez, a principal peculiaridade da TQC em 2D apareca no estudo de
teorias fermidnicas. Em uma tnica dimensdo espacial fica inconcebivel o
conceito de rotacdo e, consegiientemente, o de spin, tornando mais simples
a solugdo de um modelo de interagdes entre tais campos. Apesar da nao
existéncia do spin, pode-se definir o spin de Lorentz por analogia com o
grupo de rotacoes — que define o spin — e o grupo de Lorentz. Este fato (a
nao existéncia de um spin real em 2D) justifica os consistentes esquemas de
bosonizagdo largamente utilizados na solugdo de modelos fermiénicos, uma
vez que a estatistica torna-se uma questdo de convencao [3].

Uma outra vantagem de se reduzir o nimero de dimensdes de um de-
terminado modelo estd no que se refere & sua renormalizabilidade. Em um
tratamento perturbativo é imediato ver, por contagem de poténcias, que uma
menor dimensao melhora o comportamento ultravioleta (apesar de, em al-
guns casos, piorar o comportamento no infravermelho. como veremos mais
adiante)[4]. Isto é visto analisando a forma geral de uma funcio de vértice,
quando expressa no espaco dos momentos, isto &, simbolicamente

dkkP-1
F(P) :/WF(kap) ;
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sendo p 0 momento externo. Assim, quanto menor a dimensio D menos
divergente serd o grafico. Este fato nos inspira a estudar também teorias
em duas dimensoes espaciais e uma temporal que, ndo sendo tdo simplifi-
cada, pode fornecer resultados mais proximos da realidade, além de poder
ser aplicada a alguns problemas fisicos que apresentem vinculos planares (ou
simetrias), tal como acontece no espalhamento Aharonov-Bohm]5].

Como uma caracteristica curiosa, estudos em 3D mostraram a existéncia
de estatisticas exoticas|6], onde as funcoes de onda nao sio, necessariamen-
te, simétricas ou antissimétricas e o spin pode assumir qualquer valor real.
Mais explicitamente falando, o auto-valor do operador que permuta a posicao
de duas particulas pode ser qualquer nimero real, levando & existéncia de
particulas que ndo sdo bésons nem férmions, recebendo o nome de anyons.
Uma importante aplicagao fisica de tais estatisticas pode estar na matéria
condensada, onde fenémenos tipicamente bidimensionais podem ser observa-
dos, como o efeito Hall quantico por exemplo|7].

No ambito da TQC, estados para tais particulas podem ser obtidos se
adicionamos a uma teoria de calibre o chamado termo de Chern-Simons,
ficando com a Lagrangiana invariante de calibre

1 0
— 5 F*Fu + 56 4,8, Aq

Tal teoria, apesar de nao possuir um termo de massa explicito, fornece um
polo ndo nulo para o propagador, permitindo que uma teoria de calibre con-
tenha estados de particula com massa de repouso diferente de zero[8]. Alguns
trabalhos de revisao sobre o assunto podem ser encontrados na referéncia [9].

Nesta dissertagao, fazemos uma revisao de alguns aspectos da bosonizagao
em 2 e 3D, para, em seguida, estudar um novo modelo de campos vetoriais
acoplados com férmions em 3D. Procuramos dividir o trabalho em duas partes
distintas: no Capitulo 2 estudamos modelos em 2D; no Capitulo 3, modelos
em 3D.

No Capitulo que trata de duas dimensoes, comegamos com uma discussao
preliminar sobre campos escalares. Em seguida. estudamos os procedimen-
tos de bosonizacao para os modelos de Thirring, Schwinger e Thirring com
simetria SU(2). Ao tratar tais modelos, damos especial enfoque & definicao
rigorosa dos operadores de campo, tratando corretamente as singularidades
que surgem do produto de campos no mesmo ponto, e da deducéo direta das
equagoes de movimento. levando em conta a nao comutatividade dos opera-
dores. Finalizamos o Capitulo efetuando uma analise do estado fundamental

=
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da teoria de sine-Gordon, utilizada nos procedimentos de bosonizacao.

No Capitulo seguinte, revisamos alguns trabalhos que tratam de equiva-
léncias entre modelos fermionicos e modelos de campos vetoriais, utilizando
o formalismo de integrais de trajetérias. Em particular, analisamos relacoes
do Modelo de Thirring Massivo (MTM) com os modelos Auto-dual (AD) e
Maxwell-Chern-Simons (MCS), tal como como foi estudado nas referéncias
[10] e [11]. Posteriormente, analisamos um modelo de dois campos vetoriais
(um de MCS e um AD), ambos acoplados com férmions, tal como foi proposto
em |12}, efetuando integracdes funcionais ora nos férmions, ora nos campos
vetoriais. O estudo de tal modelo, por ainda néo estar amplamente discutido,
representa a principal contribuicdo deste trabalho.

Visando uma melhor organizacio a fim de permitir que o leitor possa re-
produzir todos os resultados aqui expressos, uma lista de Apéndices foi acres-
centada no final. Eles contém algumas defini¢cbes de notago, convengoes de
matrizes de Dirac, relagdes algébricas e outras formulas utilizadas, facilitando
a leitura do texto.

Por fim. fazemos uma analise geral dos resultados obtidos, além de uma
comparacao critica entre os métodos de bosonizacao utilizados em duas e trés
dimensoes.




Capitulo 2

Estudos em Duas Dimensoes

Neste Capitulo, vamos efetuar uma breve revisio dos modelos de Thirring,
Schwinger e Thirring SU(2). Em todos os casos, vamos procurar expres-
sar os operadores fermionicos como funcdes dos operadores bosénicos, que
representa a chamada técnica de bosonizacdo.

Algumas foram as evidéncias de que um esquema de bosonizacio consis-
tente poderia vir a surgir no &mbito da TQC em 2D. Em 1972, Dell *Antonio
at alf13], estudando o Modelo de Thirring, conseguiu expressar o produto de
dois campos espinoriais em termos das variaveis do cone de luz e o resultado
mostrou depender apenas das correntes e de uma fun¢fo singular da posicio
relativa entre os campos. A corrente do modelo é conservada, podendo ser
expressa em termos de um campo escalar, e assim o operador fermidnico
a menos de renormalizacdes — fica expresso em termos de bdsons.

Pelo lado das teorias escalares, jA se sabia que um campo escalar sem
massa em duas dimensoes “reside” em um espago de Hilbert com métrica
indefinida, isto &, suas fungdes de correlacdo ndo sio distribuicdes positi-
vas definidas. Entretanto, funcées de correlagdo de exponenciais de campos
escalares sem massa nao sofrem do mesmo problema se uma regra de super-
selecdo for imposta sobre as constantes de acoplamento, o que induz uma
carga para o campo escalar, carga esta que aparece como funcio da estranha
topologia do espago de Hilbert.

Em 1975 surgiram os trabalhos de Coleman{4], Mandelstam|14] e Swiecal3],
mostrando importantes rela¢oes entre campos fermiénicos e bosonicos. Mais
tarde, foi mostrado em [15] a equivaléncia entre o0 Modelo de Thirring com um
modelo que acopla derivadas de campos escalares com a corrente fermiénica;
utilizando esta relacdo o termo de massa fermiénico foi tratado como uma




perturbaco sobre o Modelo de Thirring, reforgando ainda mais as relacdes
entre 0 Modelo de Thirring e modelos bosonicos. OQutros trabalhos relacio-
nando bésons e férmions em 2D podem ser encontrados na referéncia |16].

Também o Modelo de Schwinger mostrou solugdes em termos de cam-
pos escalares. Foi mostrado por Lowenstein e Swiecall7] que a corrente
poderia ser expressa como o gradiente de funcdes escalares e, sendo a teoria
invariante de calibre, o operador fermiénico deveria conter um fator de fase,
proporcional ao campo escalar escolhido como calibre. Este fato, somado
aos resultados obtidos para o Modelo de Thirring, levou ao descobrimento
de uma solucdo bosonizada para o Modelo de Schwinger, bem como para a
sua versao massiva.

Resumindo, nos casos que vamos tratar neste capitulo, a bosonizacéao sera
obtida expressando-se os operadores do modelo fermiénico, como funcio de
campos escalares, cuja equagdo de movimento serd determinada pelo modelo
fermidnico que deseja-se descrever. Em vista disto, vamos nos ater a um
estudo preliminar de tals campos que, em duas dimensdes, apresenta certas
peculiaridades.

2.1 O Campo Escalar

A teoria descrita pela Lagrangiana

1 1
L= 58”@8,1(,0 - —2-m2<,02 (2.1)
descreve um campo escalar de spin 0 que é solucio da equacio de Klein-

(Gordon

(O+mY)p=0 . (2.2)
Tal campo permite a seguinte decomposicao de Fourier
dk; . :
= kje ™+ al(k)e™*] | 2.3
pla) = | g lalk)e™ 4ol (k)™ (2.3)

onde a(k) e a'(k) sfo os operadores de destruicdo e criagio de particula a
partir do estado de mais baixa energia (o vacuo), de forma que

alk) | 0) =0 , (2.4)
e ko = /k? +m?. Impondo a regra de comutacio canénica
[p{z), o(y)] = ib(z — 1) (2.5)
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pode-se calcular a funcao de dois pontos

AP (@ —y) = (0] p(@)e(y) |0) (2.6)
que satisfaz as equacoes
(O+m?) AN (z —y;m?) = 0 (2.7)

1
82 AM(z — y; m2)]m0=y0 = —56(331 —yh) (2.8)

- Chamando ¢(7)(z) a parte de destruicio e ¢(*)(y) a parte de criacio dos
campos, ficamos com o seguinte

ADE=3) = (01 [O@. D) 0= 5 [ Treke
= 2—::;-’{0 (m\/—(iﬂ —y)? +ilzo — yo)E) » (2.9

onde a fungdo Ky(z) é a fungdo de Bessel de segunda espécie, que é singular
na origem, levando a divergéncias na regido do infravermelho (IV) quando o
limite de m — 0 é tomado.
Portanto, a definicdo da fungdo de dois pontos de um campo sem massa
satisfazendo a equagao
O¢=0 (2.10)

devera, necessariamente, conter uma regulariza¢ao[18][19]. Dessa forma,
definimos

DM (z —y) = (0] ¢(2)9(y) | 0) (2.11)
através da integral regularizada
1 [* dk? ;
(+) _ — I —ik(z—y) _ |l
D'z —y) = /_m 2|k1|[e O(A |k |)] ; (2.12)

sendo 0(A— |k! |) a fungéo degrau de Heavside e A o corte IV. Pode-se tomar
o limite de A pequeno, obtendo

DI (z —y) = ——é In[—p*(z — y)® + i(z0 — Yo)e] (2.18)

onde p = e”X. A constante 7 é a conhecida constante de Euler. Ao efetu-
ar a subtragdo (2.12) a fungio D) perde sua propriedade de positividade

8



formal mostrando que ela est4 imersa em um espaco de Hilbert com métrica,
indefinidal18].

E possivel, porém, definir exponenciais de campos livres sem massa através
do operador renormalizado

m2

exp{iag(z;)} = ( 32 )a exp{iog(z)} (2.14)

onde : : representa a ordenagio de Wick, que mantém a parte de destruicio a
direita da de criacdo. A funcio de dois pontos de tal operador ser4 calculada
tomando-se o limite de massa zero de uma teoria com massa m.

(0 | exp{ic:d(z1)} expliczd(z2)} | 0) = (2.15)

2 2
@) +ao
2,.2

= lim (m)\;u ) ’ {0 |: exp{icnd(z1)} = exp{icad(z0)} 1| O,

O limite indicado nesta equacdo serd diferente de zero somente se a
seguinte regra de superselecdo for introduzidal3]

{0 | exp{icn¢(ax)} explicad(zs)} | 0) =

B {O , Se ay +ag# 0

B [—(z1 — 22)? + 1e(2? - xg)]a.l.%z L se a4 oy =0 (2.16)

As fungoes de N pontos também podem ser obtidas seguindo o mesmo critério.
De uma forma geral, ficamos com

(0 | exp{icyd(z;)} exp{icad(xa)}... expliced{z,)} | 0) =
0 , se ¥ oy # 0
7t P
T I e il - ) se Soa=0 (217
i< j=1
Tals exponenciais serdo nossas ferramentas basicas para a construcio das
solugdes bosonizadas dos modelos fermidnicos. A regra de superselecao intro-
duzida leva a um natural aparecimento de uma carga para o campo escalar
neutro, carga esta que seri descrita pela dindmica do modelo fermiénico em
questiof3]. Como ja foi dito, tal regra de superselecio é uma consegiiéncia
do fato das fungdes de correlacdo de campos sem massa néo serem positivas
definidas, levando a uma topologia peculiar para o espaco de Hilbert.

9



2.2 Modelo de Thirring

O modelo de interacao quértica de campos fermionicos em duas dimensdes
descrito pela Lagrangiana

L = "9 — g(Pv"4) (%,9) (2.18)

foi primeiro proposto por W. Thirring em 1958[20] por ser um modelo exa-
tamente solivel. Em seu trabalho, Thirring encontrou os auto-estados da
Hamiltoniana e calculou elementos de matriz do campo fermiénico entre os
estados de vicuo e uma particula. Podemos arriscar dizer que a maior im-
portancia deste trabalho se deve & sua natureza pedagégica, uma vez que

propiciou uma importante base para calculos subseqiiéntes, apesar de nio
haver solucionado um problema fisico especifico.
As funcoes de correlagio

Sr(z —y) = (0| P(z1)dp(x2).. 9 (n) 9 (21)0(22).. ¢ (5) | O) (2.19)

foram calculadas por Wightman [18], que utilizou o fato das correntes vetorial
e axial. definidas respectivamente como

7*(z) = PyPrp(z) (2.20)
J§(z) = ej,(z) = py*y’y(z) (2.21)

serem conservadas
Bu(z) = Bugt(a) =0 (2.22)

mostrando que j#(x) é um campo livre, o que implica na solubilidade do
modelo. Sendo assim, foi natural expressar tal corrente conservada como o
gradiente de um campo escalar

JH(z) xe"dp = DO¢p=0 , (2.23)
tornando a bosonizagado uma solugio bastante conveniente para o modelo de
Thirring.

As fungoes de Green e as singularidades na definicéo da corrente causadas

pelo produto de campos no mesmo ponto foram estudadas por Johnson|21].
Ele utilizou um procedimento de limite que elimina as divergéncias,

7*(z) = lim -}I[{b(z + e)v"Y(z) + Y(z + E)v*Y(z) + € — —g] (2.24)

e—0

10



sendo &" = ¢, e que se mostrou valido para o Modelo de Thirring, mas néao
é suficiente para definir uma corrente conservada no tratamento do modelo
massivo pois, neste caso, o campo escalar ndo é um campo livre.

Em dimensGes maiores que dois tal modelo seria néo renormalizavel, di-
ficultando o tratamento perturbativo, Porém, em duas dimensdes o modelo
é renormalizavel, pois a dimensio canénica dos campos ¢ 1/2 e a interagao
quartica tem dimensdo 2, portanto a constante de acoplamento é adimen-
sional.

Do ponto de vista da bosonizagio, os trabalhos de Coleman [4] e Mandel-
stam [14] tiveram papéis fundamentais. No primeiro, Coleman, estudando
perturbativamente a teoria de sine-Gordon deserita por

L= %B“qbaﬂcp e % cos(Bd) + v, (2.25)

com 7y,, &, e [ constantes positivas, constatou que as funcdes de correlagio
do operador : cos {8¢(x}) : sho idénticas aquelas obtidas para o operador de
massa Y (z) no caso do Modelo de Thirring, ou seja, utilizando (2.16) ele
pode mostrar que

(O JT: cos(86(w.)) :: cos(Be(yy)) :| O)se = (0 | [] Pl (y;) | Oyrwr
t,] U]

(2.26)

onde os indices SG e TH indicam os estados de vacuo das teorias de sine-

Gordon e Thirring, respectivamente. Para que a relagio tivesse consisténcia,

as constantes de acoplamento deveriam ser ajustadas da seguinte forma

g 1

— T e 2'2

4 l+g/m ! (2.27)
mostrando que

representando férmions livres e massivos. Como serd visto no final deste
Capitulo, Coleman também mostrou que para % > &7 a teoria de sine-
Gordon néao possul estado fundamental, pois o valor médio da Hamiltoniana
diverge para estes valores da constante de acoplamento. Por este motivo, em
toda a nossa discussio, vamos nos ater apenas 4 faixa 0 < #* < 8r.

Por outro lado, Mandelstam construiuv o operador fermidnico como uma
exponencial de campos escalares,

Ba) = [ L etin(e)) (1) (2.29)
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i



sendo 8 5
x(z) = 57%(1‘) + %&(m) (2.30)

onde o campo q~5 é definido como um operador nao local
(2, ') = f $(z°,y")dy' . (2.31)
&1

Mandelstam mostrou que a equagéo de movimento para o0 Modelo de Thirring
Massivo (MTM) ¢ obtida se o campo bos6nico for uma solucio da equacéo
de sine-Gordon

E Ba,

= sin (8¢) =0 . (2.32)

A equagio (2.29) ficou conhecida como Férmula de Mandelstam e representa
o ingrediente bésico para os esquemas de bosonizacio em duas dimensdes. A
partir destes dois trabalhos, ficou estabelecida a equivaléncia entre a teoria
de sine-Gordon e o MTM. Apesar de correta do ponto de vista formal, a
referida identificacdo ainda necessitava de uma anélise mais rigorosa, pois
as singularidades do operador exponencial — e portando do cosseno — néo
haviam sido determinadas. Uma defini¢do mais rigorosa de tal operador foi
proposta por Swieca[22] e serd usada mais adiante no calculo das equagdes
de movimento.

A fim de estudar o Modelo de Thirring com um pouco mais de detalhe,
vamos separar a nossa discussao em duas partes: (1)Modelo de Thirring puro
(sem massa) e (2)Modelo de Thirring Massivo.

O +

2.2.1 Caso nao Massivo

Pode-se calcular a corrente utilizando uma expansao de curta distancia, tam-
bém conhecida como expansdo de Wilson para operadores exponenciais e, em

seguida, efetuar a prescricio proposta por Johnson, equagao (2.24). Dessa
forma,

Tl = i+ ey d@) (2.39
Utilizando (2.29) escrevemos
Po+ethlm) = (1 1) explix(a+e)} 7 x
exp{ix(z)} : e ( 1 ) ; (2.34)

12



onde
27~

X(@) = 50(e) - Fola) (2.35)

As fases proporcionais a ¢° se cancelam, devido & anticomutatividade das
matrizes . Usando {A.28) ficamos com

B(z + e)y*(z) = % (1 1) exp{ifx(z +e) - x(x)]} : Z(e)y* ( 1

(2/36)
Z(e) = exp{-[X' 7z + ), xP(@)]} . (2.37)

Expandimos a exponencial em torno de ¢, utilizando as relagdes (A.14) e
(A.15), obtendo

A 5 p 2'.1' o
Plate)yap(z) = %( 11) 1+Zij—£s;9f¢( E)qu {20, 2 )(Zi( . 2(6)7”( } )

onde

(2.38)
Como ja foi dito, O¢ = 0 , portanto o termo proporcional a £y nao da
contribuicdes. Usando (2.30) e {2.35), teremos

52 (+) 72 ~(=) ~(+)
Z(e) = exp{~p [0 (2 +e), ¢ (@ )]+ 7 —5l¢ (z+e),¢ (2)]
- ~{+)
—r 3 w4 e), ¢V @) = PO @ 40,3 @]} (239)
O calculo de Z(g) ¢ feito utilizando as formulas (A.8)-(A.11). O resultado
fica
_ # () () _ 0rnS B
Z(e) = exp ) + ﬁ DV {e) — 2wy’ D' (g) . {2.40)
Multiplicando ambos os lados da equagdo (2.38) por uma fungio W (<) dada
por
B‘Z 2
W(e) = exp {— ( T+ —52— - 27r) D“')(e)} : (2.41)
define-se uma corrente renormalizada j¥(z;¢} via

JEaie) = W(eyble +e)y"ylz) . (2.42)

13




Como (3? = 4 representa o caso livre, esta normalizacio é escolhida de forma,
que o expoente se anule para este valor de . Utilizando agora o procedimento
de Johnson (2.24), a corrente renormalizada ser4 definida por

#@ = limgltEe + ED e -, (243
resultando que
() = — (-f; + %) o,6(z) . (2.44)

Para conveniéncia futura, pode-se efetuar uma dltima normalizacio sobre a
corrente

#o) =+ 0 =5 (2+3) #@

obtendo a forma final

@) = ~2evai) (2.45)
sendo "
Ji (z) = ——ﬁe“”&,a&(z) (2.46)

a corrente livre. A partir de tal expressao obtém-se a carga topolégica da
teoria escalar

QR = /dxljg(x) = —%fdmlfouauqﬁ(wo,xl) =

g

Uma vez definida a corrente, podemos dar inicio ao célculo da equacio
de movimento. Como ja foi mencionado, vamos utilizar uma definicio mais
rigorosa do operador exponencial tal como proposto em [22]. Isto é obtido
através da redefinicao dos operadores de campo

+00

o(z°, z") — oz, h) = dnthgi (n) (2%, nt) (2.48)

—00

-~ = +°°
B — (a,h) zf

—00

+00
dn'has (') / Wo0 YY)  (2.49)
7

14



onde a fungio Ay (n') é uma fungio teste bem comportada dependente apenas
da diferenca 2' — 7', que poderd tender a uma §(z! —7') no final dos cilculos.
Com estas novas defini¢des, a Formula de Mandelstam também se modifica
e o operador fermidnico fica definido como

(z, h) = \/geﬂ'%vs s exp{ix(z, h)} : ( } ) (2.50)
onde 5 X
x(z,h) = 57°¢(a, h) + F”&s(x, S (2.51)

No tratamento que se segue, vamos utilizar a equacio (2.50) como nossa
defini¢do para o campo fermidnico e calcular a sua equacio de movimento
aplicando o operador de Dirac iv#3, sobre a exponencial. Deve ser notado
que devido & regra de comutacdo candnica, a derivada da exponencial néo
comuta com ela prépria. E conhecido[22]{23] que a férmula correta para a
derivada da exponencial de um operador é dada por

oo A= [ deobalbepii-Ng , (23)

sendo A um operador gualquer dependente do parametro z. Para o caso em

que [0,A4,e*] = 0 as exponenciais dependentes de ) se cancelam e ficamos
com

”5%;"[37{9 Alz)] = o4 exp A(z) ~ (2.53)

Ox+
Utilizando as equagdes (2.50), (2.51) e (2.52), ficamos com

1
Y 0,1(z, h) = —y¥ /0 dAe™X 8, xe 1 =X (2.54)

onde
27

Aux(z, h) = Q'}fﬁﬁucp(m, h) + 5

2
Por outro lado, o segundo termo fornece

du0(z, h) . (2.55)

—~ +00 o0
Bud(z, h) = €,0" d(zx, h) +gpo/ dnlhml(nl)/ dy’ Dg(2, y')

P ) 1]1

(2.56)
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Como o campo ¢ é um campo livre — O¢ = 0 — teremos, finalmente,

2m
B0z, by = gf}fr’auqb(:c, B+ ewdd@h) (2.57)
Substituindo em (2.54), temos
1
iyt O (z, h) = —g "fo d)«e“‘x'fauqﬁ(m,h)ei(l"\)x -
20 o [ sond =X
—76-7 ! deX9,¢(z, h)e . (2.58)

Cada uma das integrais pode ser escrita em sua forma simétrica através da
transformacdo A = N =1 — J, ficando com

1 1
/ dre P8, (x, h)e VX = % f dre™X 58, ¢(x, B)e I +
0 0

| s
+§f dAe1=Vx~50, ¢ (x, h)e™X(2.59)
0

1 B . L _
/ dre 8, ¢(z, h)e X = %f dre*X8,¢(z, h)et VX +
0 0

1 (! : - .
+5 f dreNX 9, d(x, h)e?x  (2.60)
0

Pode-se expandir os integrandos utilizando a formula de Baker-Hausdorff,
equacao (A.24), lembrando que

[x(:z:, h), 5“45(3:, h,)] = c-number
[x(z, h),y°0,6(z, k)] = c-number ; (2.61)
e em seguida efetuar as integragoes em A. O resultado fica
i o0 (z, h) = —gy“ys{auqb(z, h), eix{x’h)}—%fy“ew{a“qb(:r, h), eX@M}
(2.62)
Usando (A.4a), a defini¢do (2.50) e definicao da corrente (2.45), a equagao
de movimento para o campo fermionico serd dada por

i",’“@u’d)(m, h) = _'?ﬁz (’g - %) 'Y'u{j#(ma h’)a Tl)(m: h‘)} ? (263)

mostrando que para §> = 4 obtém-se a equagdo de Dirac para um campo
livre.

16



2.2.2 Caso Massivo

Seguindo a equivaléncia provada por Coleman e Mandelstam, tomamos co-
mo hipétese o campo bosénico satisfazendo a equagio de sine-Gordon (2.32).
Assim, uma vez que o campo escalar ndo é mais um campo livre, o pro-
cedimento de limite dado por (2.24) n8o é a forma mais adequada para a
construgdo de uma corrente conservada, como pode ser visto observando-se
o termo proporcional a €y na equacao (2.38). Neste caso, deve-se definir uma
corrente conservada através do seguinte procedimento de limite[14]

2
j#(z) = lim [65‘ + % ‘f] W (e1)9(x + e1)veb(z) + & — ~é] . (2.64)

g1—0
sendo W(e) dada por (2.41). O resultado final fica

() = _zﬁewa,q&(;c) | (2.65)
s
A razao do primeiro fator colocado na nova definicio da corrente deve-se ao
fato de que as componentes j° e j' necessitam de normalizacdes diferentes
para que sejam componentes de um vetor.
Como anteriormente, damos inicio ao célculo da equagio de Dirac uti-
lizando a equacdo (2.52). Porém, como ¢ é uma solugio da equacio de
sine-Gordon (2.32), teremos

W~
ola,h) = GP00(e k) + Z o0, h) -
+00 o0
wgﬂ{)anf dnlhm:(nl)/+ dy* ¢ osinBe(z® 4ty (2.66)
—o0 -

onde o termo do D *Alambertiano em (2.56) foi substituido pelo seno. In-
serindo isto na equacdo (2.54), ficamos com

1
iropieh) = ~57 [ drexplindy8,8(s. b expli(i = ] -
0

1 ~—
=2 [ anexpliadBo e, k) explitt ~ A1) +
! G

Y20, [73 it has (n) [1%° dy* (2.67)
fol dXexpliAx] @ sin 8 (2% y?) s expli(1 — N)x]

-
1iI
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Os dois primeiros termos sdo idénticos aqueles obtidos na secdo anterior.
No terceiro termo, contudo, nao é conveniente aplicar a férmula de Baker-
Hausdorff diretamente, uma vez que o comutador do operador seno com o
campo x nao é um c-number.

Para simplificar a notagao, vamos definir um operador S; como sendo

+00 +00
Sh =~’a, / dn*hgi (n*) f dy’ . (2.68)
n

i 1

Colocando a integral em A em sua forma simétrica, o termo I/ ficara
1
III = Sh{f d)eli™ . gin ﬁ¢($0,yl) . eli(l=2)x]
0
1
+f dAel0=DX . gin (20, ') : e} ; (2.69)
0

Fazendo uso da formula (A.27) — que é uma consequéncia de (A.24) —
vamos ficar com

11 = [ [ xssin [B6(a0,) + (e, ), 866, )l ] ] e
0

+etx(@h) [ [D d :sin [B¢(2°,y') — iA[x(x, h), B (2", y")]r.1 ] 7]} (2.70)

A integracao em A é feita sem maiores problemas, fornecendo

= . cos B (z°, ) 1, eX(®h)
IIT Sh{iﬁ[x(a: AR {[. Bp(°,y") 1, 3

SR cos [36(aS, 1) ~ iBlx(z B 8ay ) < —
— : cos [Bo(a°,y") +iB[x(z, h), $(=°, ¥ )ra] : XEMY} (271

Um pouco mais de algebra levara a

1 ,
IIT =28, 4 - . cos Bp(z0, y) :, eX(®h) } (2,72
T ) ) e
Por outro lado, o célculo do comutador no denominador fornece
0,1 2r ¥ 1 1
[X(.’E, h)a ¢(I 'Y )]TJ- = w d?? hml(n ) . (273)
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Substituindo isto e o operador & ficaremos com o seguinte

o 1 oo +oe .
177 = 1022 [Tty [ 'l os pota0, 1) e
T fy d?’]lh ( ) o ml(n) ” [ ‘?5( y) ]
(2.74)
Utilizando (A.18) ficamos com
t, [T ,
111 =22 [ cospple,y) PNy, (275)
que ser4 inserido na equagio (2.67) para obter
» AV
Y 8111!)(3:7 h’) = Z - B Y Euv{a QS(J}, h‘)1 w(‘r! h’)} +
0% [T, ixleh)
+y / : cos Ad(z0, yb) ¢, XM gy : (2.76)

Substituindo a corrente renormalizada dada por (2.65) vamos ficar, final-

mente, com a seguinte equacio de movimento para o Modelo de Thirring
Massivo

o) = -5 (5-5) Pliem vt np+
+00

+,},09f,2 dy*l : cos Bz’ y") ;, eX@h, : (2.77)

@ —0o0

E novamente observado que o caso 52 = 47 corresponde a férmions livres e
massivos, como j& era de se esperar. Foi mostrado por Mandelstam, Cole-
man e Swieca [14][4][3] — e serd visto aqui —— que o operador : cos f¢ :
realmente representa o termo de massa da teoria fermidnica, a menos de
renormalizacoes. Para uma melhor compreensao da equagao de movimento,
vamos investigar agora as singularidades existentes nos operadores ¥1)(z) e
: cos Bé(x) : . Para isso, vamos fazer um paréntesis em nossa discussio da
equacao de movimento.

De forma ndo rigorosa, pode-se calcular o operador de massa ¥i(z). A
partir da formula de Mandelstam dada por (2.29), usa-se (A.28) para obter

dip(x) = =t cos §g(z) ¢ . (2.78)

“‘1%*—-‘
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Notando que a curtas distancias o produto %(z + £1)1(z) tem o mesmo
comportamento que na teoria sem massa, vamos efetuar uma expansao de
Wilson, tal como foi feito anteriormente para a corrente. Assim,

Pz + e1)Y(z) = Py(x + 1)1 () + Y (z + e1)hy(x) . (2.79)

Usando a férmula de Mandelstam na forma (2.29) vamos ficar com

Pz +e)y(z) = ;—;{ exp{—iF (z +¢€1)} :: exp{—iG(z)} : +

+ : exp{iG(z+e1)} : exp{iF(z)} :} (2.80)
onde
Filg) = —g—qb(x) 4 %’as(m) (2.81a)
I} 2 ~
G(z) = 5‘15(33) 5 (z) : (2.81b)

Como anteriormente, vamos usar (A.28) para juntar as exponenciais com
ordenagdo de Wick e em seguida expandi-las em torno de £; usando (A.14)
e (A.15). Obteremos

Do+ edl@) = T holer) : cos Bo(o) (282
onde g 5
fa(€1) = exp { (—;} - %) D(+)(el)} ; (2.83)

onde foi usado (A.8) e (A.9). Usando (A.12) resulta imediatamente que

fler) = ey = CF ) (284

em acordo com o que foi obtido por Swieca[3]. Por outro lado, como foi argu-
mentado também por Swieca, para #? > 47 deve existir uma singularidade
logaritmica a ser subtraida. De forma geral. ficamos com

m ¥(z + e1)p(z) = fo(er) N[Y(z)] + filer) (2.85)

e1—0

sendo

fler) = 0| dlz+e)p(z) |0y (2.86)
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que pode ser obtido de (2.82), resultando

filer) & ?15 a(en) (0 |: cos B(a) 1 0) (2.87)

e o operador N{th)(z)] esté definido de forma a ter valor esperado no vacuo
igual a zero.

Nosso interesse agora ¢ estudar o operador de massa M(x) =: cos B¢ (z) -,
a fim de analisar que tipo de singularidades estdo envolvidas na defini¢do do
operador cosseno. Vamos fazer isso calculando o valor esperado no vacuo de
tal operador.

Através da equacio de sine-Gordon (2.32) pode-se mostrar que

(01: cos fg(a) 1| 06(z" ~ 3*) = =i=—5(0 | (=0(2), d()]r.s. | 0)
’ (2.88)
Por outro lado,
(0] [-0¢(z), o)) | 0) = (0| =D, 8[d(z), p(x)] 1 0) (2.89)

que pode ser reescrita utilizando a representagao de Lehmann-Killen para a
funcéo de dois pontos

(0] 6(x)(y) | 0) = fﬁ Yo AD (@ -y it (2.90)
ficando com

(0| [~09(=), $w)irr. | 0) = fow P8y (—02) AWz — y; ) dys?

(2.91)
Utilizando as equagdes {2.7) e (2.8), teremos
‘ N N
©011-00(e) bl |0) = =5 [ iplanista’ —o) . (292
Voitando & equagdo (2.88) obtemos
. T oo
Obeosfolw) 40) = o7 [T utoteit . sy
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Para compreender melhor o operador cosseno, devemos procurar 0 cOmpor-
tamento assint6tico da funcio p(u?). Para tanto, vamos calcular as singula-
ridades existentes na equagéo de sine-Gordon. Consideremos, entao

lim(0 | (~Bared(@ +€)) (~Ozf(2) | 0) = Lim(0 |: sin f¢(z + ) =: sin B(z) :| 0)

(2.94)
O LD de (2.94) é calculado expressando o seno na sua forma exponencial e
em seguida usando (A.28). O resultado fica

(0 |: sin Bé(z + €,) =: sin () :| 0) = —% [€1] % . (2.95)

O LE é calculado usando a representacio de Lehmann-Killen, equagéo (2.90),
ficando com

O | (~Baredla+e)) (-Dub(a)) | 0) = (2.96)
= (-Oe) (-30) [ A e i = [ wtoteyn e ,

onde foi tomado o limite de argumento pequeno para a funcdo A (z).

Podemos supor que o comportamento assintético da fungao p(u?) seja poli-
nomial, ou seja

p(p?) ~ (W) . (2.97)
Ficamos com o seguinte

(0] (—Coet(@ +€))(-Dx¢(m))IU)wa(uz)"‘”ln (e)*dp® , (2.98)

onde o limite inferior da integral ndo estd sendo determinado, uma vez que
estamos investigando apenas a regiao ultra-violeta do operador cosseno. Efe-
tuando uma mudanca de variavel (ue)® = = (7)* vamos obter

1 o0
(0 ] ( a:+e¢($ += 5)) ( )) | 0) 52)a+3 f ("ﬁ2)&+2 1n,i_12dﬁ2
(2.99)
Comparando (2.95) com (2.99) ficamos com
1 * =
) / () Inp*dp® ~ . [€%] 7 (2.100)
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96)

e, sendo a integral independente de ¢, conclui-se que

ﬂZ
og=-—-—3 . 2.101
pe (2.101)
Finalmente, o comportamento assintético do valor esperado do operador

cosseno fica dado por

s ® g
{0 |: cos Sp(z) :| 0) ~ 5 / (W)= 2du® . (2.102)
20,3
Assim, podemos ter trés possibilidades para o expoente de u?:
A-0<p <drm
B-pg=dr . (2.103)

C-4r < 8% < 87

Para a primeira faixa da constante de acoplamento — item A — o valor
esperado do cosseno é bem definido. No caso B, a integral (2.102) ser4 loga-
ritmicamente divergente. Em C, haver4 um termo infinito a ser subtraido.
Como pode ser visto, a ordenacio de Wick, simbolizada por : :, ndo ¢ sufi-
ciente para normalizar o valor esperado no vacuo do operador cosseno para
toda a faixa 0 < 5% < 87 . Porém, pode-se redefinir o produto normal da ex-
ponencial subtraindo-se o seu valor esperado no vacuo mantendo a ordenacio
de Wick usual. Ou seja,
N [890)] = lim [: #9ER) . (0 |: g0 )] (2.104)
h—d
Assim, temos um operador ordenado que tem valor esperado no vacuo nulo
para toda a faixa {2.103}. Tudo isto nos leva a substituir a ordenacio de
Wick usual pela definicao {2.104) no calculo da equacio de movimento.
Retornando & equagdio (2.83) ficamos com

lim, P(z + e )(x) = folz1)Nieos Bo(a)] + filer) (2.105)
onde . - :
filer) ~ aoﬁzf:e(&)f (%) = 2du? (2.106)

e fa(e1) € dada por (2.84). Utilizando (2.105) vemos que

N [cos Bo(z)] = fzz;){/)(m +e)(a) + Wfi 1((;11)) (2.107)
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Substituindo f;(g,) ficamos com

(2.108)

Estamos agora em situacao de prosseguir com a anélise da equacao de movi-
mento para o campo de Dirac, onde aparece o comutador do cosseno com o
campo fermibnico, equagdo (2.76). Como o segundo termo da tltima equacio
é uma funcao tipo c-number, ele ndo contribuiri para o comutador. Portan-
to, teremos

70% +°° dyl [N [ cos ﬁ¢($0=yl)] :eiX(x,h)]Tj = 1% et (2.109
TS o fa(e1)
+oco _ .
/ dy' [(y' +e)y(y'), XM,
—00

onde a ordenagdo de Wick : : foi substituida pelo produto normal N|[].
Usando (A.23b) escrevemos o comutador como uma combinagio de anti-
comutadores, a fim de usar as regras de anticomutacdo canénicas validas
para o campo fermionico em tempos iguais, ou seja

{91(2), (W) }rs. = —bapb(a’ —yt)
{¥a(@), ¥sW)}rr. = {¥L@),¥h@)}rr.=0 . (2.110)

Assim, pode-se aproveitar a fun¢do delta de Dirac para integrar em y*, obten-
do que

“+00

T |t [N [eos ()] vl W), = e (a h)

0%

(2.111)
Portanto, podemos finalizar o calculo da equagao de movimento para o campo
fermionico com a seguinte expressao
. 2r (B 0w ,
0,0, = = (£ = Z) 94yl wlo, )} +

Qo

fae1)

¥(z, h)

(2.112)
Da anélise de fo(€;) percebe-se que:
A - Para 0 < f* < 47 tal termo desaparece quando £; — 0 e nenhum
termo de massa explicito aparece na equacgao de movimento.
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B - Para % =4ro expoente se anula, fo{€;) = 1, e ndo ha necessidade de
nenhuma renormalizagio multiplicativa, além de anular o termo proporcional
a corrente desacoplando os férmions.

C - Para 47 < 8% < 87 se faz necesséria a subtragio de um termo infinito
conforme definido em (2.104).

Porém, isto ndo significa que a teoria seja sem massa para §° < 47, O
termo proporcional & corrente deve ser visto como um produto normal, po-
dendo gerar termos proporcionais a0 campo %; como conseqiiéncia, um termo
de massa faré parte da equagio de movimento renormalizada. Concluimos es-
ta seclo enfatizando que a forma das equagdes de movimento renormalizadas
nao deve ser tnica, mas depende do tipo de regularizacio que é utilizada na
definigdo do produto de operadores de campo no mesmo ponto.

2.3 Modelo de Schwinger

A Eletrodinamica Quéntica de férmions sem massa em duas dimensdes des-
crita pela Lagrangiana

L = iy B, — e(hy* ) A, (2.113)

foi primeiro proposto por J. Schwinger em 1962]24] pois, tal como o Modelo
de Thirring, trata-se de um modelo solivel. Posteriormente, quando estuda~
do por Swieca e Lowenstein|17], apresentou caracteristicas bastante interes-
santes, como & auséncia de estados portadores de carga no setor observavel
da teoria. Este fato €, na verdade, resultado da quebra esponténea da sime-
tria de calibre apresentada pelo modelo; ou seja, tal simetria, apresentada
na Lagrangiana nio se manifesta nos estados fisicos. Por este motivo, foi
considerado como um modelo protétipo para o confinamento dos quarks|3].
Nosso objetivo é fazer uma pequena revisao de alguns aspectos do modelo,
procurando mostrar como a bosonizacdo pode ser implementada numa teo-
ria com invariéncia de calibre. Para tanto, vamos procurar seguir os passos
desenvolvidos nas referéncias [2], [3] e {22].

As equagbes de movimento para os campos de Dirac e Maxwell ficam,
respectivamente

VO + e A, Vb =0 (2.114)

B = —gjV (2.115)
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onde

FW = ghAY — P A¥ | (2.116)

A partir da Lagrangiana (2.113) pode-se observar que esta é uma teoria
simétrica por transformagdes de calibre locais

A(z) = AM(z) + -};6"1\(3:) (2.117)

P(z) = eHCp(z) (2.118)

portanto, o operador fermionico 1(z) néo estd univocamente definido e suas
regras de comutacao vao depender do calibre empregado. Tal fato amplia
bastante as possibilidades de se encontrar uma férmula como a de Mandel-
stam, equacio (2.29), para a solugao bosonizada do modelo.

Aqui. usaremos um calibre onde ¥ possua a forma mais simples. ou seja

- it
P(z) = \/ge‘ﬂ : exp {ivTy°E(z)} : ( itz ) (2.119)

onde 6, e 0, sao fases c-number arbitrarias, ligadas & quebra de simetria ja
mencionada e o parametro m deve ser definido como m = (e//7) e , com 7
a constante de Euler. Aplicando o operador de Dirac iy#9, 4 equagao (2.119)
teremos

; m ;= . i1
iy 8,1 (x) = -\/Ee’”s\/ﬁ“vs' 1 8,2(z) exp{ivmy°S(z)} : ( zsaz )
(2.120)
Usando (A.4a) e (2.114) pode-se fazer a identificagao
Ab(g) = _geﬂ"apz(m) . (2.121)

Uma corrente invariante por transformacoes de calibre pode ser definida
como

(@) = Im [z + )y b(a)(1 — des” A, () = (0 | Do + )y u(x) | 0) -

£2<0
(2.122)
e. usando a formula (2.119), obtém-se
#(x) = _—\%e#"auz(x) . (2.123)
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Com a equagdo de Maxwell (2.115), pode-se concluir que

i

(mfi) S(z) =0 . (2.124)

Portanto, o campo L(z} obedece a equagio de Klein-Gordon, possuindo
uma massa ¢/4/7 , ndo necessitando de nenhuma regra de superselecio im-
posta para as exponenciais de campos sem massa, equacio (2.16). A corrente
(2.123} é a geradora das transformagdes de calibre, levando a uma carga nu-
la, pois 0 campo bosénico £{z) ndo possui nenhuma carga, mostrando que
o setor invariante de calibre apresenta estados sem carga, evidenciando o
confinamento.

Acrescentando-se uma massa para o campo fermionico fica-se com a seguinte
Lagrangiana

L= i@ Op — ey ) Ay + My (2.125)
conhecida como o Modelo de Schwinger Massivo (MSM). Tal modelo ndo mais
seré exatamente solivel, motivando um tratamento perturbativo. Porém, a
equivaléncia do operador de massa com uma interacio tipo cosseno, obtida
no modelo de Thirring através da formula de Mandelstam, possibilita um
caminho semelhante para um tratamento nao perturbativo. Vamos, entio,
seguir [2] e tomar como hipGtese a seguinte expressao

P(z) = \/gexp [wi%ﬂ/ﬂ s exp{iv x(z) + i%qﬁ(mo,ml)} : ( i ) (2.126)

onde o
Hatat) = [ dlooulan (2127)
e
¥(@) = Ble) + oX(z) (2.128)
e os campos ¢(z) ¢ £(x) devem satisfazer as equacdes
D¢+2M-€—_—“ csin2y =0 (2.129)
9 ~
(O + e?)E + QM% csin2y =0 {2.130)
i

onde M ¢é a massa do férmion, u € o corte IV para o campo de jt = ,u%%
(c= ¢, onde 7 & a constante de Euler). Como fol mostrado por Swieca[22],
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a dimensao de escala do operador de massa compativel com as equages de
Maxwell é um. Isto faz com que o operador 1) (z) obtido via formula (2.126)
nao necessite de renormalizagées multiplicativas, ou seja[2]

~

D(z) = *% :cos (2x(z)) : +f(e) . (2.131)

Estamos entao em condicoes de desenvolver o calculo da equacao de movi-
mento, em total analogia ao que foi feito na se¢ao anterior para o Modelo de
Thirring Massivo. Assim, redefinimos os campos ¢(z), ¢(z) e £(z) conforme

as equagoes (2.49) e (2.48). O operador fermionico fica definido analogamente
4 equacao (2.50), ou seja'

Pz, i) = \/%e""%"fs cexpi®(z, h) : (2.132)
onde _

®(z,h) =y’ x(z,h) + Ed)(m, h) (2.133)

x(z, h) = Bé(z, h) + aZ(z,h) . (2.134)

Calcula-se a equacao de movimento do campo fermiénico aplicando-se o
operador de Dirac iy*0, & equagdo (2.132) utilizando a prescri¢io dada por
(2.52). O calculo é bastante semelhante ao que foi desenvolvido na segdo

anterior e portanto, nao necessita ser explicitado. Depois de algum célculo
obtém-se

5
o) = ~TE{0u(@ ) vieh)} - Tren (0 b, vz, m) +
oM _ [T 0,1
v ?,uf dy'[: cos2x(2", y") . ¥(z, R)]rr. . (2.135)

Utilizando as definigoes (2.121) e (2.134) expressamos a equacio de movi-
mento em termos do campo A,(z, h), ficando com

i Oub(a ) = ~ LA, h), p(a, B)} +

1A rigor, para satisfazer as equagdes de Maxwell, & conveniente introduzir na expressao
(2.134) um campo 7 com métrica indefinida. Entretanto, nossa discussio da equacio de

movimento fermiénica nio é afetada por esse termo, que serd omitido por simplicidade
[2][26].
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i

_ (.55 _ g.) P ewd d(o ), Blo )} 4 (2.136)

M +00

+'y°-7—r—ﬁ/ dy'[: cos 2x(z°, ¥') (=, A)]rr. .
—00

Observando o segundo termo desta equagio, nota-se 0 aparecimento de

uma interacio tipo Thirring (corrente-corrente) através do gradiente do cam-

po ¢. Tal termo nao existe na Lagrangiana original e para que as nossas

hipoteses (2.132) e (2.133) descrevam corretamente o modelo de Schwinger

tal termo ndo deve existir e portanto, deve-se fixar o valor da constante de
acoplamento

T 3 _

(% — —2-) = (3 = ﬁ - \/7_r . (2137)
A equagdo de movimento para o MSM ficara
i
it dp(z k) = L ;e{Au(:c, h), (. h)} +

oM [T 0,1

Y —fk dy'l : cos2x(z”,y') Lz M)lry.  ,  (2.138)
il —C

onde o termo do comutador deve ser substituido usando (2.131) resultando,

it Oh(z, h) = ﬂ”;e{A,l(:c, h), w(x, h)} — (2.139)

+o0
~’Y°M/ dy* (e, y'), ¢l h)lr,
-0
Usando (A.23b) e as regras de anti-comutagio canénicas (2.110) obtemos
imediatamente

Yoe

i op{a, h) = — 5 {A,(z,h),¥(z,h)} — Mp{z,h) , (2.140)

descrevendo a dinamica do Modelo de Schwinger Massivo.

2.4 Modelo de Thirring com Simetria SU(2)

O grupo SU(2) é o conjunto de matrizes 2 X 2 com determinante unitario,
respeitando a condigdo unimodular[27]. Num modelo com simetria interna
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SU(2) cada componente do espinor fermionico ganha um novo indice e, uma
vez que estamos em 2D, o operador de férmion fica escrito como

w—(‘/’l) 5 g | % (2.141)
O\ Y - > ' '

Os indices superiores representam as componentes do grupo SU(2); os infe-
riores, do grupo de Lorentz. O grupo SU(2) é localmente equivalente (ho-
momorfo) ao grupo O(3) que representa as rotacdes num espaco de trés di-
mensoes, portanto os geradores do grupo SU(2) respeitam a &lgebra de um
momento angular, ao qual é dado o nome de isospin. O espaco de Hilbert
dos estados fermionicos fica entdo, descrito por

£ = LS Domin (2.142)

onde L é o grupo de Lorentz em duas dimensoes.

Os geradores do grupo SU(2), representados por A, sao as matrizes de
Pauli

(1) =(9) 0-(b) e

que obedecem as propriedades

/‘\AAB — 'Z:EABC}\C i 5AB L TT(/\A) =0 , (2144)

onde ¢4BC ¢ o tensor de Levi-Civita dado por (A.18).
Pra descrever o modelo de Thirring com tal simetria tomaremos uma
Lagrangiana que também foi usada por Ha[28]

<z D N
L=wpyou—a [w?w] {quw} ; (2.145)

onde j#4 = {b’y“}"i@b & a corrente de isospin, a = 1,2 e A = 1,2,3. Via
equacoes de Euler-Lagrange obtém-se a seguinte equagao de movimento (clas-
sica)

it — gyP i al N =0 . (2.146)
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A partir desta equaglo, conclui-se facilmente que as correntes de isospin sio
classicamente conservadas, ou seja

M jua=0 . (2.147)
Por outro lado, as correntes vetorial e axial , definidas como
=iyt (2.148)

=g, =Pyt (2.149)
sendo subentendida a soma sobre o indice a, também sfo conservadas.

Para implementar a bosonizagio em um modelo de N campos que nao
interagem entre si, pode-se imaginar uma férmula analoga a (2.29), tal como

ij)a(a:)z\/%e”i%’ys:exp{iﬁ; 9 (c) + i %ﬁqs“( ) (i) (2150)

Porém, no caso em que a interagdo SU(2) est4 presente, vemos que a pseudo-
corrente de isospin, definida por

#h =gt e

ndo & conservada. Isto indica que os campos bosénicos que vao descrever
a teoria via féormula (2.150), terdo suas equagdes de movimento acopladas
entre si. Contudo, podemos tomar (2.150), onde os campos ¢' e ¢? nio sio
independentes na presenca da interagdo SU(2), e definir novos campos ¢__ e
¢.. como

L

fl

1 ,sea=1
-1 ,seqg=2

Se modificarmos também o acoplamento entre os campos efetuando a
transformacéo

sendo £, =

Be* — Mf[ﬁ+d>++£aﬁ ¢_|
I, L g ;
ﬁcf) -t \/_{ b+ 22 5 ] , (2.152)
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1{, T — —_— i o p f alM =% = e

é é. 1
S rad )]} (1) e

+_

V2

onde -
z) = _/; ‘i’i(xogyl)dyl )
T

que serd uma forma mais conveniente de expressar a férmula de bosonizacgo.
Para ver isso, vamos usar (2.153) e uma definicdo andloga a (2.64) para
calcular as correntes de Lorentz através do seguinte procedimento de limite

#(@) = lim [’3—+ (v 1) | P+ @ e -l

e1=0 | 24/2
(2.154)
onde w
Ze = el = ) H] (2.155)
resultando que
Ha)= D, @) (2.156)

Devido & conservacao da corrente axial 3#, conclui-se que o campo ¢, é um
campo livre, evidenciando uma vantagem da transformacao (2.151).

Para o calculo das correntes SU(2), vamos efetuar uma transformacao no
espaco das matrizes A da seguinte forma

r = Al 42
T 2
/\1 - ?,)\2
A = — : (2.157)
Assim, ficamos com
; il a2 3.1 o A
.?#‘A+ = A ¥ Jn”- -_ju + +Jﬂ's -
j#’A_ _ 7'#.).1_2.;?-“,,\2 — 3#2 J_u X 'I:j'“’)"" (2158)

2
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enquanto que a corrente 4#3 permanece inalterada. As correntes (2.158)
podem ser calculadas sem problemas através das definicoes

@) = lmd (@ +e)r v (o)

(@) = Im e+ e dia) (2.159)
resultando
e (g) = .2.“;(1 l)Z(E):Bi%; "5-‘“’)“"%&“‘”):7“(;) (2.160)
@) = £ 1)2(5):e‘i%‘ﬁ-(ﬂ“)“g‘%@-m:v‘*(i) (2.161)
Assim, aplicando (2.158) obteremos
il (z) = %(1 1)Z(e) : cos x..(z) : " ( i ) (2.162)
R (z) = %(1 1)Z(g) : sinx_(x) + ¥* ( i ) ; (2.163)
onde g 203
- P 73
=T @+ B e ey

Por outro lado, a corrente j#3(z) necessita de normalizacoes diferentes para
as suas componentes e requer o seguinte procedimento de limite

k

{2.165)
sendo Z(e,} dado por {2.155). Tal fato & uma conseqiiéncia de que o campo

é_ nio & um campo livre, mas solu¢do da equagao de sine-Gordon, como sera
visto logo abaixo. Assim, o resultado é idéntico aquele obtido para o Modelo
de Thirring Massivo

2
3 (z) = lim [65‘ + Z?-Tvﬁﬁ‘] [Z(e)Plz +e)y" N o(z) + &2 = ~€1]

£1—0

3z} = mg—?—;—e“”&,qﬁ_ (z) . (2.166)

Para ter uma idéia da dinamica obedecida pelo campo ¢_,vamos reescre-
ver o termo de interacio da Lagrangiana (2.145) expressando as correntes de
Lorentz em suas componentes do cone de luz,

A= A A (2.167)
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Utilizando a transformacao (2.158) obteremos as seguintes correntes

e .jo,,\l ';2"]'0”\2 +j1,A1 _;z-jz,.\? (2.168a)
j+,A_ _ jo,)J —2ij°”\2 & j1,A1 _Qijl,)@ (2.168b)
J—="+ _ jD,A‘ -;ij“"w _jl,)\l _;ijz,V (2.168¢)
b o jo,Al _;jo.)@ B jl.Al _;-jm? - (2.168d)
A Lagrangiana de interacao poder4 ser escrita da seguinte forma
Ly =g [wéw] [im%w] =
_ %[j+,),+j_,)\_ A 4 s ) . (2.169)

Para conhecer explicitamente a forma da Lagrangiana de interagdo, pode-se
calcular as correntes utilizando o procedimento de limite (2.159) diretamente.
Ficaremos com

) = Ule) s OO, (2170a)
(@) = Uley): dAs-EHE-@ (2.170b)
M) = Ule): a0, (2.170c)
(@) = Uley): e -EHERE@ (g 170q)
sendo U(e;) dada por
Uley] = [ﬂzsg]‘[ﬁ%‘“%(ﬁﬁ“ﬁ?)] , (2.171)

Substituindo as exponenciais, vemos que, a menos de fatores de normalizagao,
a forma bosonizada do termo de interagao fica

Li=yg [-;—3”45_8,@_—!— :cosV20_¢_ :] " (2.172)

mostrando que o campo ¢_ é uma solu¢io da equacao de sine-Gordon. Com
isso, vemos que através do ansatz (2.153) o modelo SU(2) pode ser descrito
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por um campo livre e um campo de sine-Gordon inteiramente desacoplados,
conforme obtido nas referéncias [29] e [30]. Portanto, os campos escalares
serdo definidos por

O¢, = 0 (2.173a)
m¢_+%— . sinV2B_é_:=0 . (2.173b)

Agora, vamos deduzir a equacdo de movimento aplicando o operador de
Dirac sobre o nosso ansatz {2.153), lembrando que os campos ¢, e ¢ co-
mutam, logo o operador fermiénico podera ser fatorado da seguinte forma

o) = e el fmm )+ i) x
7 (1
expli, s ) +i6, (e ) 1 ) 2179

onde j4 redefinimos os campos através de (2.48) e (2.49). Tendo em vista
que os campos bosonicos devem satisfazer (2.173a) e (2.173b), o calculo da
equagio de movimento é uma unido dos resultados obtidos para os modelos
de Thirring sem massa e massivo. Explicitamente, ficamos com

7,0 (@, 1) = \}5 (& - 5) rewro,@mirem) +

e (G- ) (e Lo, k), v¥(o, 1)} +
0 400
+1 f atl o cosBog_(a%y") ¥ (e Wins (2.175)

Através do termo proporcional ao campo ¢, hotamos o aparecimento da
corrente 7%, que ¢ dada por (2.156). Tal termo ndo existe na Lagrangiana
original, logo, tal como foi efetuado no caso do Modelo de Schwinger, ire-
mos fixar uma das constantes de acoplamento de forma a anular tal parcela.
Assim, fazendo

b T o = g.=2/F (2.176)
1 B,




ficamos com a seguinte equagdo de movimento

iy, 0" (2, h) = fa% (% = g__) Y{eud d_(z, h), v (z, h)} (2.177)

¥ = 1 0,1
2= [k eosf o (@0 0 @,
onde podemos substituir a corrente j** pela sua definigao (2.166)

iy, 0" (z, h) = ~€a% (% - ;—_) v, {3**(z, h), ¥*(z, )} +(2.178)

0 +00
+% f dy'[: cos B_o_ (%, ") 1, 9% (z, W)l

Assim, vemos que o modelo de Thirring com simetria SU(2) pode ser
desacoplado em um modelo descrito por um campo escalar livre e um campo
de sine-Gordon, ou se preferirmos, podemos interpretar a equagao (2.175)
como uma parte correspondendo a um “Modelo de Thirring puro” e outra a
um “Modelo de Thirring Massivo”, expressas naturalmente em suas formas
bosonizadas.

Portanto, toda andlise das singularidades envolvendo o operador cosseno,
validas para o Modelo de Thirring Massivo, também serao necessarias neste
caso, e a ordenagao de Wick simbolizada por : : deve ser substituida por N[ ],
no sentido dado pela equagéo (2.104). Assim, vemos o aparecimento de um
termo de massa para a faixa de 8% > 4r, representando a geracio dinamica
de massa do modelo de Thirring SU(2) em duas dimensoes.

2.5 Estado Fundamental da Teoria de sine-
Gordon

Nesta se¢ao, a fim de obter um melhor entendimento da teoria de sine-Gordon
vamos procurar analisar o comportamento ultravioleta de sua Hamiltoniana
e efetuar um calculo variacional para determinar o estado fundamental da
teoria, tal como foi obtido por Coleman|4]. Sera mostrado que para 5 > 87

a teoria nao apresenta limite inferior para a energia, perdendo seu significado
fisico.
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Para uma teoria escalar em duas dimensées sem acoplamento derivativo
o grau de divergéncia superficial é dado por

d=2(1-V)

¥

onde V é o namero de vértices. Portanto, as inicas divergéncias ultravioletas
que ocorrem se devem a gréficos com um tnico vértice. Se expressamos 0s
operadores de campo através da sua decomposicio em série de Fourier dada

por
* dk 1 ; ;
9= [ S sat BB R 279)

seu momento canonicamente conjugado, seré

rla) = dople) = =i | G e -]

(2.180)
onde w(ki,m) = \/ki +m? , e os graficos divergentes serao proporcionais &
seguinte integral

d*k
k? + m? ’

onde m, usualmente, é a constante que aparece no termo quadratico da La-
grangiana, representando a massa do campo. Contudo, a teoria de sine-
Gordon ndo apresenta tal termo e ndo esta definido & priori o que significa o
parametro m contido na defini¢io do operador de campo. Vamos escolhé-lo
de sorte a anular o valor esperado no vacuo da Hamiltoniana livre. Assim,
tomando

Ho=57(0) + 5 (Bup@) (2.181)

definimos o produto normal N,, como sendo uma ordenacdo de Wick usual
com o operador de campo e seu momento conjugado definidos por (2.179) e
(2.180), de forma a satisfazer

(0| NpHo | Oy = 0 . (2.182)
Tomando a Hamiltoniana para a teoria de sine-Gordon

1 1 0
M = 57(a) + 5 (Bue(e)’ = ZFeosBo =, (2.183)
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vamos analisar como deve ser definido o produto normal sobre o termo de
interagao. Assim, a partir de (A.26) pode-se escrever

exli [ dai@o(@)} = N [espli [ Foi@e@)] x (s
exp{—3 [ PadyI @AW (@~ y;m) ()}

onde AM)(z — y;m) é definida por (2.9). O corte ultravioleta pode ser in-
troduzido substituindo a funcao de Wightman por uma outra contendo um
corte A, ou seja

AP (z — yym) — A (z —y;m) — A (z — y; A) a (2.185)
de forma que, para argumentos pequenos
A i A) o — L T 9
e-ymid) T (2186)

Se fizermos J(z) = B6(z) na equacdo (2.184) vamos obter facilmente que

2
2

» 8“ .
e’ﬁ"”:(%—) Npetbe (2.187)

Assim, podemos escrever o cosseno em sua forma exponencial e redefinir o
parametro a, através da renormalizacdo multiplicativa

N
Bxr
a=a, (%) (2.188)

e o termo de interacdo na Hamiltoniana fica

a, €08 B = alNy, cos B ; (2.189)

Podemos escrever esta tltima expressao de uma forma que nao dependa
do corte A. Se definimos o operador de campo (2.179) com uma massa y, ao

invés de m, encontrariamos uma normalizagdo diferente para a constante o,
ou seja

2
o* = g, (%) = a,cos fp = a"N,cosfp : (2.190)
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que nos leva a seguinte identidade

2
2y £

B
Ny cos By = (%2-) N, cos (B¢ . (2.191)
Aplicando o teorema de Wick & Hamiltoniana livre #, ficamos com
1 1
Ho = NpHo + (0| 7(2) | O)m + 501 (B19(2))” | O (2.192)
ou

1 5 i 2

Ho = NyHo + 5(0 | 75 (2) | 0 + "2’<0 | (Prp(@))” 1 0)n ) (2.193)

onde os indices m e y correspondem s respectivas defini¢des dos operadores
7 e ¢. O valores esperados podem ser facilmente calculados usando (2.179)
e (2.180), fornecendo

Eo(m) = %(0 | 7T2($) i O)m + ';—(0 ] (altp(:n))Q ‘ O)m

ou

1 1
Ey(n) = 35{0] (@) | 0)u + 5(0 | (Brp(z)) 1 0),
© di 2k + u?
f ok S AR . (2.195)
—o0 87 k% + /_;,2
Assim. a Hamiltoniana renormalizada podera ser escrita como
o)

U= Nt = 2

Npcosfp — , (2.196)

onde
y=9,~ E(m) (2.197)

mostrando que as divergéncias ultravioletas sdo sanadas através da redefinigao
das constantes de acoplamento via ordenagdo de Wick. Pode-se ainda, igualar
(2.192) e {2.193} ficando com

NpHo = NoHo + Bo(i) — Eo(m) . (2.198)
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Cada uma das integrais em E, sdo divergentes, porém a diferenca E,(u) —
E,(m) pode ser calculada se um corte ultravioleta for introduzido

bdk | 2k +p? 2k% +m?
- =lim2 | — - i
Eo(p) = Eo(m) B o 8™ | K2+ pu2  VEZ+m?  (2199)
obtendo que )

Eo(p) = Bo(m) = o (u* — m?) (2.200)

e uma relacdo analoga & (2.191) poderé ser obtida

1

NpHo, = N, H, + §7;(,zﬁ -m?) . (2.201)

Agora, vamos usar (2.191) e (2.201) para obter o estado fundamental da
teoria. Mas antes, vamos analisar um problema simples, porém bastante in-
teressante. Consideremos a Hamiltoniana de um campo escalar livre definida
por

H = N, ’H+’6—2 4
= Nm | Ho 2so(:r:) ; (2.202)

com #, dado por (2.181) e a massa do campo nao é necessariamente igual a
(. Para obter uma estimativa do estado fundamental da teoria iremos utilizar
o método variacional. Para tanto vamos propor como “estados tentativas”
aqueles apropriados para uma teoria livre de massa p definidos por

a(k, 1) | 0), =0 . (2.203)

Tomando o logaritmo de (2.191), ficaremos com

ﬁZ .LL?
In [N, cos Byp] = & In (ﬁ) + In [N, cos By) i (2.204)
que pode ser expandida em torno de § = 0, ficando com
ﬁ? 62 ‘u,2 62
Np, [?@(1)2} = §7—r1n ) N, ?go(:c)2 . (2.205)
Substituindo em (2.202) fica-se com
2 2 2
H' = Ny [Ho] + 86_7r In (—%) - N, [%—(p(x)zl : (2.2086)



Utilizando (2.201) escrevemos H' como fun¢io apenas da ordenacio com
respeito & massa p

2

H' = —N, |—p(z)?| + NH +-3m( 2—m2)+6—21n w (2.207)
“lg® wito T g K 8 \m? '

e usando (2.203) obtemos
1 ﬁ2 M?

Para saber qual o valor de p que conduz a energia a um minimo deve-se

derivar (0 | %' | 0}, com respeito a u? e igualar a zero. Fazendo isso obtere-
mos

d ) 1 32
Eﬁ“ﬁ(o [ H 1 0)y = o= e (2.209)
d
aﬁg(o |H 10),=0 == g =4 . (2.210)

que & o resultado esperado para a teoria descrita pela Hamiltoniana (2.202).
Uma vez exposta a metodologia, vamos aplica-la & teoria de sine-Gordon.

Assim, tomaremos o valor esperado no vicuo da Hamiltoniana H, equacgio
(2.196),

o
(01710} = (0] [ Voo — S5Noycos8 - v] 0 . (2211)
Substituindo (2.191) e (2.201) ficaremos com
i
_ Ll fwNT 1 e
O H|O), = ook 7 (m2> Ty (2.212)

uma vez que

(0 | Nycosfe |0),=1
0 1 NH, [0),=0 . (2.218)

A expressio (2.212) mostra que para 8° > 87 o segundo termo cresce mais
que o primeiro; o valor esperado no vicuo da Hamiltoniana nao terd um
limite inferior para valores grandes da massa u e portanto, a teoria de sine-
Gordon néo possui um estado fundamental bem definido para esta regido da
constante de acoplamento e perde seu sentido fisico.
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Capitulo 3

Estudos em Trés Dimensoes

Algumas tém sido as tentativas de se obter um esquema de bosonizacio em
(24+1)D que tenha um carater geral, entendendo por isso uma formula do
tipo Mandelstam, que expressa o operador fermionico como uma funcio do
operador bosénico. Um importante ganho neste sentido foi o trabalho de
Liischer{31]. Ele considerou uma teoria no relativistica de um campo de
calibre — Maxwell-Chern-Simons (MCS) - acoplado minimamente com os
férmions, descrita pela Lagrangiana

1 6 v ora , 1
L= "ngFWF’“’ - ﬁeum#a A% 4+ UiDy + kaDk]lI’ (3.1)
onde D, = 8, + 1A, ¢ a derivada covariante. Os operadores de campo
respeitam as regras de comutacéo canénicas

[mi(z), Aiy)] = —ibid(z —y),
(V@) ¥y} = dz-y) (3.2)
onde 7, € 0 momento canonicamente conjugado ao campo A4, definido por
oL 1 o
e e = R e e A . .
T B GAy)  Ber kT e (3:3)

Sendo uma teoria tridimensional com setor fermiénico nio relativistico, o
campo espinorial possui apenas uma componente, o que simplificou bastante
o trabalho. Partindo de objetos invariantes por transformacdes de calibre,
Liischer construiu operadores compostos que comutam para pontos diferentes
do espaco e que descrevem o setor observavel da teoria. Em particular,
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ele obteve formas bosonizadas para a Hamiltoniane e para o operador de
transporte de carga do sistema. Chamando ®(z) o operador bosénico, ele
encontrou que

®(z) = L(x)¥(zx)exp {z—g /dzzp(z)cp(z — x)} (3.4)

L(z) = exp [z% f dz? (ﬂ-k(z) - Z%ek;A;(z)) €43 1n |z — x|] (3.5)

onde ¢ & uma varidvel angular. Usando (3.2), pode-se mostrar que os campos
®(x) comutam para pontos diferentes do espago

@(z),2(y)] = [2(), ' (y)]=0 . (3.6)

Apesar de seu desenvolvimento ter sido formal — sem dar a devida atencéo as
singularidades que surgem a partir do produto de campos no mesmo ponto ou
da defini¢do da exponencial de um operador — ele péde aplicar os resultados
obtidos para o caso de uma rede finita, onde o corte na regido ultravioleta é
automaticamente efetuado e a bosonizagdo mostrou-se valida para qualquer
valor positivo do parametro de rede. Uma outra importante caracteristica
que se evidencia no procedimento é que a carga fermidnica, tal como foi
mostrado para o caso de 2D, é explicitada como uma carga topolégica da
teoria de calibre

Qi = f Pa(ry) = 5 f Fo7 B (2) = (3.7)
1

onde B(z) é o campo magnético ¢ A{z) seu potencial. Apesar do sucesso de
seu trabalho, o método utilizado era bastante particular e néo foi generalizado
para outros modelos fermiénicos.

Uma outra abordagem para efetuar a bosonizacdo em 3D foi sugerida
por Marino}32} para o caso de férmions livres e nfo massivos. Ele conseguiu
expressar os operadores fermiénicos como exponenciais de campos vetoriais
invariantes de calibre, descobrindo que a Lagrangiana fermionica

L = 8,4 (3.8)
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& equivalente — em ordem dominante numa expansao de Wilson — a uma
teoria de um campo de calibre descrito por

£ e _%Wuy (—0) V2w 4 ge‘“’"Wp&,Wa ; (3.9)

sendo We# = g*WF# — 9We. Porém, como a teoria estudada foi bastante
simplificada, a aplicacao do método a outros modelos mais realistas — como
por exemplo o modelo de Thirring massivo em (2+1)D — parece nio ter tido
sucesso.

Uma recente proposta sugerida por Marino e Banerjee[10] foi considerar
o Modelo de Thirring Massivo (MTM) através do formalismo de Integrais de
Trajetorias, utilizando métodos aproximativos para estudar o comportamen-
to do modelo em ordem dominante. Um procedimento semelhante também
foi usado por Schaposnik e Fradkin[11] para obter uma relagdo do MTM
com os modelos Auto-dual e Maxwell-Chern-Simons. Nesta primeira secio,
vamos desenvolver os procedimentos mencionados e reproduzir alguns dos
resultados ali obtidos. Isto sera feito como uma motivagio para o estudo do

modelo que iremos tratar na secao seguinte, férmions acoplados com campos
vetoriais.

3.1 Modelo de Thirring

Para o MTM foi proposto um procedimento que consiste em restringir o
modelo & uma aproximacgao Gaussiana, efetuando a integragiao funcional nos
férmions e expandindo o determinante fermibénico até a segunda ordem na
constante de acoplamento, como mostraremos em seguida.

Vamos tomar o funcional gerador das funcoes de correlacao da corrente
para o MTM

ZMTM[J} :prT_bDw expz’/dsmﬁMTM (310)

sendo p uma constante de normalizacao e Ly a Lagrangiana para o MTM
na presenca de fontes,

_ 2
Lagrn = D7, = MY = S5, + gjul” (3.11)
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Aqui, j* = y*t & a corrente fermionica e J# é uma fonte externa. Para
eliminar a interacio quartica e efetuar a integral usa-se a seguinte identidade,
valida a menos de uma constante multiplicatival

2
exp [“i%/d:ixj”ju] = /Df‘”' exp %f &’z [%f”fu “*"bf'uj.u] , (312)

onde f* & um campo vetorial auxiliar. Substituindo tal identidade em Zpspa[J],
ficamos com '

Zurm[J] = p f DyDyDf*expi f BrPivhd, — M + gv*(F + J)Ju+

+—;—f’”fp, ) (3.13)

Este procedimento permite-nos calcular a integral fermiénica, uma vez que a
interacio quartica foi transformada em uma quadrética e a integral tornou-
se Gaussiana. Este tipo de transformacfo é bastante utilizado quando o
campo fermiénico tem N componentes e se deseja obter uma expansio em
poténcias de 1/N, como exposto em [33]. A integracdo nos férmions pode ser
representada como o determinante do operador K

K = [in"0, — M + gV (f + J)4l (3.14)

que depende explicitamente do campo f*. O funcional Zyra(J] fica

1
ZurmlJ] = p / Dy [expi f d3w§ fia f#} x detK . (3.15)
(O determinante pode ser expresso como

detK = exp|[Trin K] = exp/Tr(In K) + Trin(l -+ gK v (f + )] :
_ (3.16)
Sendo K = iv*8, — M o operador de Dirac livre, o traco de In K & uma
constante e sua exponencial pode ser absorvida no fator de normalizagao p.
Expande-se o segundo termo usando

2
h(l+s)=s-5 (3.17)

1Esta identidade ser4 largamente utilizada neste Capitulo nas integracoes Gaussianas
dos campos vetoriais.
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Entao,

2
detK ~ exp [Tr(gK 'y (f + J).) — %TT(I_{"I'y“(f + 0¥ . (3.18)

Para o calculo do trago deve-se notar que os operadores f e J sdo diago-
nais no espago de configuracdes, enquanto que K é diagonal no espaco dos
momentos. No célculo do trago no expoente de (3.18) o primeiro termo fica

TrOR T 4T = g [ [ ST K7 8 x
(k

- g(f”(0)+J“(0)) / (‘;ﬂ’;T ]

sendo Tr, o trago no espaco das matrizes de Dirac. Os dois termos da

integragao se anulam: no primeiro o integrando é {mpar e no segundo o traco
de uma matriz y é zero. O termo quadratico de (3.18) fornece

Tr (%[R‘lv“ﬁ” - J);Jz) ” _%/ Crd®y(fu+ I) @) (z—y) (£ + L) (v)

onde TI#(x — y)} é o tensor de polarizagdo do vacuo, dado por

Wi N " dp d°k i N | e~ ipla=y)
(e y"/(zﬂ)sf( mEEks {}: Ty p R

(3.20)
O conhecido resultado de que o tensor de polarizacio [I** em 3D leva ao

termo de Chern-Simons e com isso quebra a simetria de paridade[34], pode
ser compreendida se lembrarmos que o trago de trés matrizes v nfo se anula
em 3D, mas é dado pela equacao (A.21d).

Dessa forma, a expressao explicita para o determinante fermiénico fica

detK ~ expi%2 /d3md3y(fu + J) (@) (2 - y)(fo + L) () . (3.21)
Substituimos este resultado no funcional (3.15), obtendo?
Zvrmld] = 1 / Dftexpi f Prslflg™ + Tt (3.22)
+202 T, TI% £, + g2 J,T1H J,)

“Aqui, o objeto [dzJ,I1#"f, deve ser entendido no sentido de uma convolugio:

[ dPzd®yJ, ()I# (z—y) f,,( )- Tal notag&o simplificada seré bastante utilizada no decorrer
deste Capitulo.
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Devido & simplificacio efetuada no célculo do determinante, podemos
calcular explicitamente a integral sobre o campo auxiliar. Efetuando tal
integral quadrética em f* obtém-se

2
Zyrmid] = pexpif dsm%—{J#H””Ju — ¢? T, TP gag + ¢ Tlap) ' TIPV 7}

(3.23)
Pode-se inverter o operador Ous = gag + ¢°llas utilizando o fato de que
estamos no regime de acoplamento fraco e portanto, podemos reter apenas
termos de segunda ordem em g. Em notagio matricial,

O=(G+gN) '~ (-GG (3.24)

A parte de O proporcional a g* daré termos de ordem ¢* quando inserido
na equagdo (3.23). Uma vez que estaremos efetuando expanstes até ordem
dominante, tais termos serdio desprezados. Finalmente, o funcional gerador
para as correntes do modelo de Thirring fica

2
Zyrmld] = pexpi f d%%wpnw,, S o VI (3.25)

A funcéio de dois pontos para a corrente do MTM & obtida tomando-se
as derivadas funcionais com respeito as fontes

()2 §°Z
9* §J,(z)6Ju(y)

(0] dulz)in(y) [0) = (3.26)

Imediatamente, obtém-se

H* (2-y) = 0| jul2)du(y) | 0) = H“"(w—y)mngd3zﬂ"°‘($—2)ﬂa”(z"y)

(3.27)
Analisando o funcional (3.25) pode-se supor que ele é oriundo de uma
teoria livre que seria definida pela Lagrangiana

£= 5,6 [ —9) = [ @ =M 0| B

(3.28)
Realmente, se a formula de bosonizagio para a corrente do MTM for dada
por

julz) = f $2H,,(z — 2)BY(2) (3.20)
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teremaos

(0] u(@)iu(w) | 0) = / & 2w H (2 —2) H, y—w){0 | Ba(2) Ba(w) | 0)

(3.30)
e (3.27) seguira pois, formalmente, a fungao de correlagao do campo B, &0

inverso do propagador H,,(z — y). Deve-se tomar cuidado, porém, com este
propagador. Ele é transversal — 9, H*” = 0 — e o campo B, portanto, deve
ser invariante por transformagcoes de calibre

B, — B, +cted,A . (3.31)

Isto requer que seja adicionado um termo de fixagéo de calibre a Lagrangiana
(3.28) a fim de obter a funcao de dois pontos para o campo B,; tal termo
porém, ndo d4 nenhuma contribui¢ao para a funcoes de correlagdo da cor-
rente. Assim. redefinimos (3.28) pela seguinte Lagrangiana

o= Buto) [P =) = " [ Ealoa = M=)+ 507 | Bty

(3.32)
portanto,

01B@B W) 10 = [1#6 —4) - [ Pare(a— M ) + 500

(3.33)
Substituindo isto em (3.30), recuperamos o resultado anterior. equagao (3.27).

A equivaléncia entre 0 MTM e a teoria descrita por (3.28) foi obtida ori-
ginariamente na referéncia [10]. Deve ser notado também que as identidades
(3.28) e (3.29) s6 sao validas até segunda ordem em g, enquanto que a mas-
sa do férmion é arbitraria. A teoria descrita porém, ¢ ndo local devido a
estrutura do tensor de polarizacao

T (k) = A(k®)e™®kq + B(K?)[k*g" — k*k"] (3.34)
onde A(k?) e B(k?) sio dadas por

M
AR = —— da:
() 4m VM2 + z(1 — z)k?
drz(l —
B(k?) ap(l = g) (3.35)

\/Mg—i—xl—:rk

]
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toati

33)
27).
ori-
ades
nas-
1o &

No limite de massa grande comparada com os momentos, as func¢oes B(k?)
e A(k?) podem ser aproximadas tomando-se o limite M — oo, como sera
visto adiante. Estes, bem como alguns outros resultados que serdo obtidos
na sequéncia evidenciam o carater aproximativo da técnica de bosonizagao
em 3 dimensdes espago-temporais. ¥m resumo, o modelo de Thirring massivo
em 3D é equivalente — em ordem dominante — a uma teoria de um campo
vetorial de calibre livre, cuja dindmica é dada por (3.28).

Vamos, entdo, efetuar uma expansio no inverso da massa do férmion
sobre o tensor de polarizacdo IT*, a fim de obter a equivaléncia do MTM
com alguma teoria bosbdnica mais simplificada. Para tanto, retornemos i
equacio (3.13). Deve-se lembrar que 0 MTM em 3D ndo é renormalizavel
por contagem de poténcias, mas sim numa expansdo 1/N em um modelo com
simetria U(N), como fol mostrado nas referéncias [35] e [36]. Assim, vamos
supor que o campo fermidnico possui N componentes e seu funcional gerador
fica dado por

ZurulJ] = p/D?]JD@bDf” expi[d%{ﬂf [ify“@u o M 4 m-g—q'“ (f+J), P+

vN
1
S
onde a constante de acoplamento foi redefinida a fim de permitir a utilizacgo
dos resultados ja obtidos, uma vez que o fator 1/N aparecendo no deter-

minante (3.18) se cancela com o fator N vindo do trago no espago U(N).
Portanto, vamos continuar a partir da equagdo (3.22)

. 1 1/ +2
Zuruld] = prf“expz/dsatE{fu[g“ + ¢?TI# o+ (3.37)
427 RIS, o P TTT )

H

e efetuar a seguinte mudanga de varidvel

FE oy fE g (3.38)
Df* — Df*

permitindo escrever
] g b 1
Zvrmld]=p | Dftexpi | Ca{pfiut 5L fud 5 04, = 104}
(3.39)
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O tensor de polarizacao da eletrodindmica em trés dimensoes é dado por
(3.34) e (3.35). Até a ordem dominante de 1/M as funcoes A(k*) e B(k?) se
reduzem a constantes

1 |

AR?) = —EJrO[m]
B(k®) = 12;M+O[ﬂ}2] (3.40)

Tomando A(k?) e B(k?) dadas por (3.40), substituimos em (3.39) ficando
com

|
ZMTM[J] ~ pexp [ﬁ/d3I§J”Ju] X (3.41)

2
/Df“expi/dsm [EAD[J]— 48’}\/[7rGWG“”

sendo G* = 9F f¥ — 8” f#* um tensor tipo Maxwell e L4p[J] é a Lagrangiana
do modelo Auto-dual na presenca de fontes

+o3

i 1
Lapld] = —-efu0ufu + 51 fu— 00 - (3.42)

Na equagao (3.41) o termo de Maxwell torna-se consideravelmente menor
que o termo de Chern-Simons, o que nos leva a seguinte identificagao

ZM‘TM]:J] >~ pexp [Z / da.’L'J'uJu} ZAD[J] 5 (343)

onde
ZaplJ] =expifd3a:£,w[ﬂ

Por outro lado. sabe-se [11][12][38] que o modelo Auto-dual sem fontes
externas descrito pela Lagrangiana
i 2

9" 1
'CAD - _8_71_6'” af.uaafll -+ §f#f.u (344’)

é totalmente equivalente ao modelo de Maxwell-Chern-Simons, cuja Lagrangiana
¢ dada por

1 2%m
Lucs = =3P Fu + %c"”‘%u@afl,, . (3.45)
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Este fato nos leva a crer que existe uma relacdo entre 0 MTM e o modelo
de MCS. A fim de verificar isto, vamos observar como fica a relagdo entre
os modelos AD e MCS quando incluimos uma fonte externa para o campo
Auto-dual. Para tanto, vamos considerar a seguinte Acéo Interpolante

1 2
S, = / & [E PR fu o i€, f“Ay—z'EgeWA“aaAﬂ f“J,L] ,

(3.46)
onde J, é a fonte do campo basico do modelo AD. Como sera visto, definindo-
se o funcional

Zi = p[ DA*D f* expiSy (3.47)
pode-se efetuar a integragao no campo A* obtendo o modelo AD
Zi|J = p/D_f“ expi / PzLaplJ] = ZaplJ] , (3.48)
ou integrar em f* para ficar com o modelo de MCS
Zi|J] = exp{—t daxJpJ“}/DA“ expifd?’azﬁMcg{J] , (3.49)
sendo
1 Ny 2um 13703 : v AN TR =
ﬁMCS[Jl = —ZF pr + ?6 AﬂaaA,, + zew,\a ArMT . (300)

Assim, podemos concluir que -

ZAD[Jl = CXP {—’i‘/\da.’rjpjp] ZMCS[J] s (3.51)
ou seja, as fungdes de correlacdo do campo basico f* do modelo AD sao iguais

as do campo dual e“m[ﬂ”:’i" do modelo de MCS. Juntando esta equagao com
{3.43) teremos

ZM’I’M[J} ~ ZMCS[J] = / DA# expiSMcg[J] y (352)

mostrando a equivaléncia entre 0 MTM e o modelo de MCS. na aproximacao
de momentos pequenos. comparados com a massa do férmiomn.

51




Para se obter a fungio de dois pontos para a corrente do MTM deve-se
efetuar derivadas funcionais com respeito as fontes externas J*. Utilizando

as relacdes (3.52) e (3.50) pode-se obter uma férmula de bosonizacio para a
corrente do MTM

Jp = ""C,uu)\ayAA . (353)
Esta equivaléncia — valida em ordem dominante de ﬁ na massa do
férmion — entre o modelo de Thirring massivo e ¢ modelo de Maxwell-

Chern-Simons, bem como a equivaléncia exata entre este ultimo e o modelo
Auto-dual foram obtidas nas referéncias [11] e [38].

Uma vez atingido nosso objetivo, podemos mostrar como ¢ obtida a iden-
tificacdo entre os modelos AD e MCS descritos, respectivamente, por (3.44)
e (3.45). Para tanto, vamos tomar uma acfio que interpola os campos f* do
modelo Auto-dual e A* do modelo Maxwell-Chern-Simons, semelhantemente
4 (3.46).

) 1 N 92 el ? ex
S, = / Bz [gf”pr T O SuA, — 5 ABA, (3.54)

Para mostrar a equivaléncia, defini-se o funcional
Zp = p/ DA,Df, expiS, , (3.55)
onde a integracdo no campo f* fornece o modelo de MCS
Zy = p/DA,iexpi/dBa:ﬁMcs . (3.56)
enquanto que se integrarmos em A,, teremos o modelo AD
Zy = prfuexpi /dsmﬁAD . (3.57)

Vamos efetuar cada uma das integrais separadamente.
* Integrando em A*

Na a¢io (3.54) vamos definir os operadores S# = 440, ¢ R = i1/ gf;-ewaa fu
Com isto, o resultado da integracao é

1 .
Zy = ,g/Df;J exp 5/ [f'”fJu - R“S,"IIER"] dx . {3.58)
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Contudo, o operador S nao admite inversa devido a sua transversalidade,
o que ¢ um reflexo da invariancia de calibre da Lagrangiana original. Para
obter a sua inversa introduz-se um termo de fixa¢do de calibre na Lagrangiana
— %(8“/1#)2 — de forma que o operador S é transformado da seguinte forma

SHY s SH(0) = €428, + 08*5” (3.59)

e o seu inverso ficard

Ay
(S9Y1(6) = ze“”"g—g + 138f (3.60)

Como j4 era de se esperar, o termo proporcional a # ndo da contribuicdes
pois 3, R* = 0. Ficamos, entdo com

U ]
zi=p [ Dhvei [ da | Bk - Lemsan) oo

onde reconhece-se¢ a Lagrangiana para o modelo AD.
Pode-se concluir, sem necessidade de nenhuma aproximagao, que

Zr=Zmp (3.62)

fornecendo a primeira parte da prova. A segunda parte serd obtida integrando-
se no campo fH.
% Integrando em f*#

A integracao da equagio {3.54) sobre o campo AD ¢ imediata, uma vez
que j4 estd em sua forma mais simples. Usando (3.12) ficamos com

2 / DA*expi / A { Se AL B Ay +id - cwa A0 AB]

(3.63)
Contraindo os indices apropriados, ficamos com a Lagrangiana de MCS

By = / DA" expi / dPzlycs (3.64)

onde foi efetuado um reescalonamento do campo A* através da transformacio
4
Af —y | — AF (3.65)
g
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a fim de ajustar as constantes para que Lycos seja dada por (3.45). Conclui-se
que
Zr=2Zmcs (3.66)

estabelecendo a relacao desejada

Zap = 2Zmcs - (3.67)

Deve ser notado que a identificagho acima é exata, mostrando que os modelos
de MCS e AD estdo relacionados por uma operagio de dualidade.

3.2 Modelos Auto-dual e Maxwell-Chern-Simons
Acoplados com Férmions

A equivaléncia entre os modelos AD e MCS também pode ser obtida classi-
camente [38][12], pelo calculo direto das equagdes de movimento a partir das
Lagrangianas (3.44) e (3.45), concluindo-se que o campo f#* do modelo AD &
simplesmente o dual do campo A* do modelo de MCS, f# — +¢#29,A,.
Motivados pelos resultados anteriores que relacionam o MTM a teorias de
campos vetoriais, podemos estudar que tipo de relagdo os modelos AD e MCS
irdo apresentar no caso em que ambos estejam acoplados com férmions. Sem
davida, existern muitas maneiras de estudar tais relagoes. Uma delas é con-
siderar a seguinte Lagrangiana Master, que generaliza os dois modelos.

m? I 2 o m? I his ¥ Sph
Ly = fo#_meu+ 2FA;L+1/J('L’}’”3 — M) —ej* fu+
A
+edlg, + 5((’9#}1“)2 (3.68)

onde j* = ¢y é a corrente fermidnica, A* & o campo eletromagnético, F*
¢ o dual de A", dado por

1
T pvp
F 9,4, (3.69)

e f, € o campo basico Auto-dual. No momento, a forma precisa da corrente
de matéria g* sera deixada em aberto; como veremos, conforme a escolha
que fizermos, diferentes modelos serdo relacionados. Exigimos apenas que
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seja uma combinagdo bilinear dos férmions a fim de preservar a invarian-
cia de Lorentz e permitir as integracbes nesses campos. Deve-se também,
imaginar que um termo de fonte acoplado aos férmions esteja subentendido.
Porém, como inicialmente as integracGes nesses carmpos nio serdo efetuadas,
tal termo sera omitido por simplicidade.

Consideremos o funcional gerador na auséncia de fontes

Zar m/DA"‘Df“D{bDwexpifd?’xﬁM (3.70)

e notamos que ele é quadratico nos 3 campos em questao, 0 que permite a
integracdo em qualquer um deles.

Apesar da técnica de integraciio nos férmions ser mais comumente utiliza-
da, pode-se também efetuar integragbes sobre os campos bosbnicos e desco-

brir um modelo fermiénico que seja equivalente & teoria inicial, que acopla
férmions e bésons.

* Integrando em f#

Tomando a equacio (3.70), o funcional a ser integrado fica®

Zi, Al = [p/Df“ expif d‘"‘m{?—;—Q—f”f‘L — fu(mPF* +ejM)H @ (3.71)

onde

2
B[, A) = expi f & o{ e P A+ B9, 0 = MYt e g, + 2 0,47)

(3.72)
& um fator que independe de f*. O resultado da integragao € imediato:
2}:";: T1s ZFJ !
Zlip, A = |exp —i /d?’a: (mF” + ej*) (m*F, + cj) & . (3.73)
) 2m?
Substituindo (3.69) e ® ficamos com a seguinte expressio
Zlp, Al = expi/dsxﬁef('w,fl) (3.74)

3A ordem das integracdes ndo deve alterar o resultado; a escotha fol a que mais simpli-
ficou o trabalho algébrico.



onde
P
-, ec .
Eef("/)a A) = ,d)(m,#a# - M)"r/) - ngjﬂj,u - EAH-(G# - g#) +
1
+%(6§1A“)2 - 17 P+ %L—GQWA“F“” (3.75)

onde nota-se o aparecimento da interagio quértica nos férmions (2° termo),

além da corrente dual .
GH* = %e“yaauja , (3.76)

que ¢ obtida a partir de uma integragdo por partes do termo eF*j, em (3.73).
+ Integrando em A#

Pode-se continuar o processo de integracio considerando o funcional que
resulta da integracdo dos campos bosdnicos restantes.

Z[f) = fDA” expi/dsxﬁef(w,A) . (3.77)

Para isso, vamos efetuar integragdes por partes na L.¢(¢, A} a fim de obter
uma forma mais adequada para a integracdo. Apds esses rearranjos, o fun-
cional a ser integrado terd a seguinte forma

Ziyl = [/ DA# exp??/dSac{%A"FWA" —eA¥(g, — Gt P'(v)  (3.78)

sendo )

V() = expi [ Ex{iin,d - My - 2t} (69
T = [0 ~ (14 A)0,0, — me,,,0°) . (3.80)

O resultado da integracio fornece

2[u] = [p -i [ @by S - @) @ - v)a - Gu)(y)] /(1)

(3.81)
onde

by - v d3k~ v wik(m—
(re) 1(-77 —y) = -ﬁﬁfcs(m ~y) = / %Aﬁms(k)e ko) (3.82)
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& exatamente o propagador para o modelo de MCS que, no espago dos mo-
mentos & dado por

Alics(k) = k—;@ [9‘“’ - k;’; + imi’f’“a] - (3.83)
2
"%k#ku [kﬁ(k;— ma) © k‘*(k;n— mz)]
Recuperando @'(y) ficamos com
Zeenld] = expi [ dxLesn(¥) (3.84)
onde a Lagrangiana fermidnica Lrppr(y) ¢ dada por
Lrn(d) = i, - M)y 5%~ S (0= G M os(0,~Go) (389

O altimo termo é. em geral, ndo local, e corresponde a uma interagao
quartica entre particulas de spin 1/2 mediada por uma particula vetorial de
spin 1. Podemos dizer, entéo, que o setor de vécuo de tal teoria fermidnica &
equivalente aquele descrito pela Lagrangiana Master Ly, ou seja,

Para um melhor entendimento da teoria & necessario definir a forma do
operador ¢g*. Consideremos ent8o as trés possibilidades mais simples e as
analisemos com um pouco de detalhe.

Caso 1 — g# = G* = LeH?,j,

Caso 2 = g =0

Caso 3 — gt = j* = ¥y

3.2.1 Caso 1l

Neste caso a parte nio local se anula e a (3.68) ¢ equivalente ao MTM.

32

LLL () = U(iy, 0" — M)y — W‘j"j# (3.87)

O que acontece é que o acoplamento entre o campo de MCS e o campo
fermi6nico anula aquele vindo da integracgo do campo AD. Mais claramente
falando, a Lagrangiana (3.75) ndo apresenta termo de interagio entre o campo
vetorial e o campo de Dirac. O campo vetorial fica descrito por uma teoria
livre, restando apenas a Lagrangiana do MTM.
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3.2.2 Caso 2

O termo nao local fica

82 62 . .
—gguAﬁcst = "‘W%aﬁaa]ﬁaﬁcsﬁmapﬁ : (3.88)

A parte longitudinal do propagador (dependente de A) nao dars contribuicoes
devido & conservagéo da corrente G#. Com um pouco de algebra ficamos com

2 2 2
—%Cpaﬁaajﬁaﬁﬂcsﬁup)apj)\ = ma%fauj“AFayju - 'éqm—jﬂAFﬁuaﬂaajﬁ y

(3.89)
onde Ap é o propagador de um campo escalar cuja massa é a mesma do
campo Auto-dual, ou seja

Bk -1
Brlz-v)= / 2P ke —m2* How (3.90)

que satisfaz a seguinte equacdo de movimento
(@ +mHAp(x—y) =68z —y) . (3.91)

Portanto deve-se efetuar integragbes por partes no primeiro termo de (3.89)
e usar (3.91) para obter uma teoria que ainda mantém uma parte local e uma
nao local dada por

2
T €7 . .
Lopr(®) = Din, 0" — My~ 3" Dpj +
2

e’ "

+%jﬂﬁpéuaga jﬁ (392)
3.2.3 Caso 3
Teremos

e? » et . € v
—‘Q—(Qu - Gu)Avies(gn —Gu) = — EJMAMCSJV - ""Z""G#AMCSGV +
7 11
+ ezj#Aj\‘,}’CSGV . (3.93)

I
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13)

Calcula-se os trés termos separadamente, sendo que o segundo é exatamente
o que fol obtido no Caso 2. Desta vez, um pouco mais de algebra levard a

e . .
1= -5 [ @auida) st -0 +
e2m 3, 03,4 re oV
+—— [ d'zd Yiu(Z}AF(@ — ¥)euwp0 5% (y) (3.94)
onde Bk .
Brlz—y) = / (2m)3 (k? — m?)k? e (3.95)

O segundo termo fica
et f , ,
II = —W/ dPrd*yd” " (2)Ar(r — ¥)Ouju(y) —
2
e’ o
- [ By @A - Ve (396
E o terceiro termo é
3,13 el .
Il = /d zd y—mwj“(sc)Ap(x — y)eua,ga"‘jﬁ(y) +
st [ dadyi@ar(e - 1)) (3.97)

Juntando os trés termos nio locais com a parte local, vamos ficar com a
seguinte lagrangiana fermidnica

2 2 2
(3)  Tifin, : e oy - [ A . e . o8
Lopp() = iy, 0" ~ M)y — —“"”szjﬂj‘u + E.T,uAFj'u + %JHAFEMQ{J‘B 77+
etm L _
o A reup0 1" = 550" Ar O (3.98)

Tal equacio ainda pode ser simplificada efetuando-se integracoes por partes
no ditimo termo e utilizando a equacao (3.91). Ficamos com

- e*m . — 9
LRhal) = 0" = M)+ =55 Breu, 0]
2

e _ ,
+%Euaﬁ.?”AFanﬁ - (3.99)
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Dentro da classe de teorias estudadas, tal modelo fermi6nico, parece ser o
mais geral possivel quando se considera tanto acoplamentos locais como nao
locais.

E importante perceber que se efetuarmos integragoes nos férmions a par-
tir da Lagrangiana Master (3.68) estaremos obtendo versoes bosonizadas das
correspondentes Lagrangianas (3.87) ou (3.92) ou (3.99), dependendo do caso
considerado. A fim de obter tais relacoes, vamos calcular os correspondentes
determinantes fermionicos. Assim, iremos ilustrar o procedimento usado para
obter Lagrangianas bosénicas integrando sobre os férmions a partir da La-
grangiana Master. Para isso, consideraremos as trés possibilidades para a
corrente de matéria g*. No Caso 1, introduziremos um termo onde a cor-
rente fermidnica estéa acoplada com uma fonte externa. Contudo, nos Casos
2 e 3, o termo de fonte serd omitido. A introdugdo de tais termos nao
apresenta dificuldades computacionais e apenas torna as formulas finais mais
complexas.

3.2.4 Integracao nos férmions para o Caso 1

Retornando & Lagrangiana Master (3.68), escrevendo explicitamente o acopla-
mento com a fonte externa J, e substituindo gt = ,-;-ewaa,, Jja, 0 funcional
obtido tem a seguinte forma

Zulf Al = [/ DD expi-/dsxﬁ[i'y“au - M—e(y*(fu+Ju)+ %6““‘33&/-‘1#";’5)]10] 3

(3.100)
onde fatoramos a parte que nao depende dos campos fermionicos
2 2
~~ [ A
P = expi/de’x{%—f”fy —mPF4f, + %F"Au + 5(8#‘4”)2} . (3.101)
Chamando
Q=— (v(fu+ Ju) + "0, A,7p)
. m (3.102)
D =iy0,— M
ficamos com
/beDw exp i / d*z)[D + eQrp = det [D + €] , (3.103)

Como fizemos na se¢do anterior. vamos efetuar a expansio do determi-
nante até segunda ordem na constante de acoplamento. Para isso, escrevemos
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) o determinante como

det [D + €] = exp [Trin D(1 + eD7'Q)] (3.104)
i e usando (3.17) ficamos com
s
0 S € neieny2
5 det [D + Q] ~expTr {eD™°Q — E(D Q) : (3.105)
a _
3~ Calculamos agora os dois termos da exponencial separadamente. Lembremos
a 5 que o operador D é diagonal no espago dos momentos, enquanto que {2 no
r- _ espaco de configuragdes. Calculando primeiro o termo linear
0s _ P
30 i Tr(D7'Q) = / dz B ez | Try [D7H RME | Q) L2) (3.106)
\1S %’;
| Onde T, representa o trago sobre as matrizes v. Como resultado da algebra,
ficamos com
ey o [ A cuagkR?
la- :ﬁ; Tr(D™'Q) = mQA (O)/ T 0 , (3.107)
nal
devido & antissimetria do tensor €,qg.
O termo quadratico, contudo, dard contribuigoes
}aaAu'\fB)]'d) Lena d3k d3 1 ~ o~ ) 3 ~
zi T Dm Q — T £ _ = @ AU
w romap = R [0+ Tul0) - st )
e v _ T - _Z_ v T AN ” >
i [0+ B+ e Pl @108
101)
Um pouco de algebra mostrard que
‘ 1 wlg 2 . . d3q ﬁ,uu ~
102) : Tr(DQ)" = ) e = fule) + T (@) (@) (=) + Ju(~0)) =
; . -
- (Fula) + T @) (ernna” 2 (—0) (3.109)
. i~ ~ ~
103) - +=(fo(=0) + (- g% (g)euapg™A*(g) —
' 1 a v oy
rimi- ~—€uapq" A ()17 (g)erug” A (—0)}
emos ;
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Levando para o espago de configuracoes, vemos que 0s termos proporcionais
a i/m se cancelam identicamente. Logo, podemos escrever o determinante
COMLO

det (D +eQ] =~ expi/daxd3y%i{(f#($) + Ju(e) ¥ (2 — y)(Fu(y) + Ly)) —

1
~—ene A @I (2~ Pepuad T A W)} (3.110)

Substituindo este resultado no funcional (3.100) fica-se com

2 1 -
Zﬂl[fﬁ A] 4 exp@fd3$% {(f# + Jp,)nuy(fv —+ Jy) - ;—n-z'ﬁy,\gAﬂHﬁVﬁﬁ“aaaagAA} i}
(3.111)
Substituindo o fator ¢ ficamos com a seguinte teoria efetiva
211, Az expi [ P (,4) (3.112)
(1) 1 pra e? Loy a o T
Lof(£,4) = —5Au e 0 + 5T ey500%€n,07+A040" | A,
2 2 2
+fu (%—g”" + %H‘“’) fo e fI1 0, + %J#H‘“’Jy -
~meP f.0,A5 (3.113)

Tal teoria é portanto equivalente ao modelo descrito pela (3.87), que é o
modelo de Thirring massivo.

ZGN1 A = 2l A (3.114)
Da observacdo que a ﬁi?( f, A) é quadratica nos dois campos bosdnicos, ve-
mos que podemos obter uma versdo do MTM em termos do campo AD ou
em termos do campo de MCS.

* Integrando em A*

Tomando o funcional (3.112), teremos
z01f) = / DA* expi f &z LU} (f, A) (3.115)
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Z0[f] = expi f Focl()

onde
2
LOG5) = ful5g"+ 3 ) fy + Dy [T+ LT, -
2
+§%emaf° FPTI% e, 00 ¥ %«»JMH’“’J,, , (3.116)
Por outro lado, podemos integrar (3.112) em f* .
+% Integrando em f#
Vamos ficar com
234 = prf“expzde 2L (f (3.117)
20[A] = expi f LalLl)(A)y (3.118)
sendo
1 2
L) = —F*F - %e“""‘A#GQAV + f-—e“ﬂﬁa AsTL, €28, 4, +
A 2
+5(0"A,) - %e“""‘ﬁ‘ AL s0? + 5 J g, . (3.119)
Em resumo, ficamos com as seguintes identiﬁcagoes
(2911=2Q1) = (2fha=20) (3.120)

3.2.5 Integracao nos férmions para o Caso 2

Como foi mencionado no final da secdo 3.2.3, o termo de fonte para a corrente
formidnica serd omitido no que segue, por simplicidade algébrica. O funcional
(3.70) fica escrito como

Zulf, Al = [/ DD expi /d%@[i’y”(ﬁ’# - M- ef}'”fu]t_b] 3 . (3.121)

onde ja foi substituido g* = 0. O determinante & dado pela equagao (3.21)
quando ndo ha fontes externas

Zulf A ~ {expi f d%% £ I f,,] > . (3.122)
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Substituindo o fator ® dado por (3.101) vamos ficar com

il ] Zg.) = expi/d?’:cﬁg)(f, A) (3.123)

onde

e? m? m?
LHA) = ShdP St = [ fu—miFfu+ 5 PP A+

+:\2-(3u A2 (3.124)

. . . puca
Mais uma vez, vemos que o funcional Zéf) é quadratico nos campos
bosénicos. Vamos efetuar as duas integragoes possiveis.

% Integrando em f*

Para integrar em f* tomemos o funcional

o 1 v 1 17 17
29 = expi / d*z {-2- Sl fu =5 Auh™ 4, — me9, A, f#} (3.125)

onde I'* é dado por

F.uu = mQqu * eznpu 3 (3126)
cujo inverso é obtido pela expansao binomial (3.24), resultando em
_ 1 e?
(PLW) b= Wg;w - ;’LZHMV . (3.127)
Aqui, A* é dado por
A" = me**0,+ 10" 0" : (3.128)

O resultado da integral fica

? 1
20 = expi [ 2 { =Tt AT a0 47 - s

(3.129)
Um pouco mais de algebrismo leva & seguinte teoria efetiva

Z2)[A) = expi / Pl (A) (3.130)
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1 2
L4 = —ZF#"FW+-éfngge#a*aamnwe"ﬁ“aﬁfqﬁ (3.131)

1 A
+§A#me””“8&Ay+~2~(8“AM)2

Por outro lado, podemos retornar & (3.124) para integrar em A*.

% Integrando em A*

Q funcional a ser integrado serd

1 1
28 = expi f Fo{5fu(m’g" + ET) fum5 AN Ay + A, fy )

(3.132)
sendo A* definido pela equagéo (3.128) e seu inverso por
1 eb¥ed, 10%0¥
-~y _ |43 e
(A7) o + S5 : (3.133)

O resultado da integral é -

2
2 = expi f d*z { mg’“’+62H““)f“%EmuaﬁfA(A‘l)”"fapua”f“}

(3.134)
Efetuando as contracdes necessarias vemos que o termo proporcional a A

nio da contribuicdes — o que deverfamos esperar pois o campo f € massivo
e portanto, nio depende de nenhum parametro de fixacdo de calibre. O
resultado fica

217 = expi [ 2L () (3.135)
[,(2) — 1 2 uv 21TRY m vop fo
ef (f) - éfﬂ(m g t+e I )f1f+'§€1/apf f (3136)
Podemos entdo, fazer identificagbes entre as teorias efetivas dadas por
(29141 = 29111 = (28 = 217) (3.137)
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3.2.6 Integracao nos férmions para o Caso 3

Vamos retornar a equacgao {3.70) j4 substituindo o valor de g#

Zulf, Al = [f D@Dwexpifds:r, {@[ify“aﬁ - M —ey*(f — A)p]w}] P

(3.138)
onde

& s 2 m? A 2
& =expi [ d :z:{?f“fu RO A -~2-~F“A# + —2-(8F,A‘“) b (3.139)
Chamando

D = ivo,-M

B, = ~(f—-A), (3.140)

vemos que o resultado da integracdo nos férmions é o determinante do ope-
rador D + ey B, ou seja,

Zyy=p / DFDARS(f, A) x det(D + ey*B,) (3.141)

onde
det(D + ev*B,) = expiTr [In(D + ey*B,)] : (3.142)

Efetuando o mesmo procedimento de expandir o determinante até segunda
ordem na constante de acoplamento, o resultado ser4 dado por (3.21)

2
det(D + ey B,) ~ pexpé%fd%d%BAx)H““(x - ) B,(y) . (3.143)
Substituindo este resultado na equagdo (3.141) fica-se com

Iz s ; 3 m? I3 2 e m? I
ZM ~ P Df DA exXp1 dm{?f fu—me#‘*‘"'z—F fp“Jr‘

A , €
—!——2—(3,11”‘) —é—iBMH‘“’B,,} . (3.144)

Substituindo B, dado por (3.140) teremos a seguinte expressdo
Zu = 20 =p / Df*DA" expi / Ll (f, A) (3.145)
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onde a Lagrangiana efetiva tem a seguinte forma

1
Lé?(f, A) = ”'Q"Au(mﬁwaaa — ' TI* +AG*6") A, + (3.146)
2 m? e’
+Au(me 8, — T f, + ful =" + ST,

A partir desta expressdo pode-se obter a forma bosonizada da teoria em
termos do campo AD — integrando em A — ou em termos do campo de
MCS — integrando em f.

 Integrando em A*

A expressao a ser integrada seré

2P = { f DAFexpi / dsm{—%ApE“"A,,JrAMA“}} ¥ (3.147)

onde 1
U = prf“ expi/dB:EEf“F“"fy : (3.148)
com I'* dado por {3.126},
TR = mee9, — e2TIM + A" 5" (3.149)
e
A¥ = (me" 2, — e*TI*)f, : (3.150)
O resultado da integracéo é
. 1 “1 A
Zéi}[f] = {expz/d%;i/_\“(zw) LAY o : (3.151)

Para inverter o operador ¥ vamos utilizar a aproximacao binomial (3.24),
uma vez que estamos retendo apenas termos de segunda ordemn na constante
de acoplamento. Reescrevemos tal operador da seguinte forma

TH = AR — R (3.152)
sendo A* dado por (3.128). Assim, ficamos com
Tl (A - I e AT 4 AN (3.153)
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O funcional Z fica
_ 1 _ e .
Zéf':)[f] _ [expzfd%.iA# (A 1 L e2A~IA I)WA ] ] ; (3.154)

O motivo de termos efetuado tal modificacdo fica mais evidente quando nota-
mos que o operador A é simplesmente o operador de Chern-Simons no calibre
de Lorentz, cujo inverso é dado por (3.133). Isto facilita bastante a algebra,
evitando o calculo direto do operador dado por (3.149), cuja representagio no
espaco de configuragoes ndo é nada trivial, devido & nao localidade do tensor
de polarizacio quando a massa do férmion é mantida arbitraria. Levando em
conta a transversalidade do tensor de polarizacao, efetuamos as contracoes

dos indices, obtendo para o primeiro termo no expoente de ZS)

1
%A“(A‘I)W/_\” = Sl (me#ed, — 2T f, (3.155)

enquanto que o segundo é dado por
%eZA“(A—I)MH“ﬁ(A—J)ﬁVAV - %e2 b L (3.156)

Substituindo estes dois resultados e recuperando o fator ¥ vamos obter

291 = ewi [ L8 () (3.157)

£8(f) = % I, (me™a8, + m2g™) f, . (3.158)

Portanto, o modelo descrito pela Lagrangiana Master (3.68) é equivalente —
até segunda ordem na constante de acoplamento — ao modelo Auto-dual,
Para conhecer a relagio de tal modelo com o campo de calibre A* efetu-
amos a integragfo nos campos f*.
% Integrando em f*

Retornando & Lagrangiana efetiva (3.146) ficamos com o seguinte fun-
cional a ser integrado

1
ZS‘,) = [prf“ expi/d%{if#l“‘“’f,, + fu A} O
onde fatoramos a parte dependente de A*
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1
U = exp{—i f dr3 AEMA,) (3.159)

e, de forma similar, Z*” é dado por (3.149), T, pela equagdo (3.126) e A#
sofreu uma integracdo por partes, tornando-se

A = (~met®d, — e*TI*) A, . (3.160)

O resultado da integragdo serd
1
Z(f) = exXpi f ez {W"Z"A’#(F#,,)—IAW — %AME“"A,,} . (3.161)

O inverso do operador I' é obtido seguindo o mesmo critério de expanséo
binomial (3.24), sendo dado por (3.127).

Efetuando a algebra necesséria, vemos que o primeiro termo é dado por
2

1
H%A’“(FW)“A”’ = F* Fu — %euﬁ,\a’\A”H”ﬁAv (3.162)

N o~ 3 . . e
Voltando a expressac para Zi f) ficamos com a seguinte teoria bosdnica

£914] = expi f PLO(A) (3.163)
onde
2
L&A = ——FWFW— —eupn 0 AN A, +

2
+2—Wem/‘am#nage” 05 Ay — EApf“”aﬁaAy ~+

62 v A v 2
o A A= 2 (0"A)) (3.164)

que apresenta tanto termos locais (somente dependentes dos operadores de
campo), como ndo locais (dependentes do tensor de polarizacio). Podemos
sintetizar os ultimos resultados da seguinte forma

(29141 = 29101) = (28a=20) (3.165)
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* Recapitulando

Procurando resumir os principais resultados desta tltima se¢do, faremos
um breve resumo do raciocinio exposto.

A partir da Lagrangiana Master Ly fizemos as correspondentes inte-
gracoes nos campos vetoriais; simbolicamente

Lag — f Df# DA exp (Lat) = exp (Lrpr(®)

Em seguida, fizemos escolhas para a corrente g, resultando trés teorias
fermi6nicas, chamadas EFL-R, sendo k = 1,2,3. Assim, retornando & La-
grangiana Master e fazendo a escolha de g“ reviamente, ficamos com trés
Lagrangianas £ M) correspondendo as trés Pesld rEr j& obtidas, ou seja

(k) (k)
Ly < Lrpr

‘ ! k y
Por outro lado, a partir das Lagrangianas L',Ew) calculamos seus respectivos
determinantes fermionicos, sempre nos limitando ao termo dominante na série
perturbativa. Assim,

ES{,}) — /Dv,bDE exp (ﬁf{?) — exp (ﬁg})(f, A))

A partir das teorias efetivas cfjj?( f, A) fizemos integragoes alternadas nos
campos vetoriais, ou seja

[ Df exp (ﬁg})(f, A)) s exp (L‘,i’})(A)
SO N

obtendo diferentes versoes bosonizadas para a Lagrangiana Master.
Juntando tudo isso pudemos obter a seguinte cadeia de equivaléncias

£®(f,4) —

W o el o LB(5,4) & L) & £8(4)

E bastante importante salientar que a palavra “equivaléncia”, simboliza-
da por <, deve ser entendida quando uma fonte externa para a corrente

fermionica é introduzida na Lagrangiana Master, tal como foi feito para o
Caso 1.
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A seguir expomos de forma resumida as principals equagtes que foram
obtidas

Lror(®) = Pli7,0" = MY = =511, — ={gu = Gu)Aljios(9n - G)

iy €
Lopr() = B, 0" = M) = 5=ty

2
= . e” .
LEER() = Bliy,d ~ MY~ " Drju+
2
€ . .
+—2mem,33“ap6°‘3'5

- e’ ) PR -~ ,
L) = P(i7,0" — M)y + %ﬁmﬁjuAFanﬁ + TJ#AFE,uupapjy

1 2
Eg)(f, A) = —~2-A” (mc“”“ﬁa + -;?H““e,‘gaa%maw/\aﬂa“) Ay, +
2 2 2
+fu (%g”” + %—H‘“’) fo+ et f, Mg, + %—JMH“"J,, —
— fume*P0,Ap
(2) 62 v m2 2 m2
(f’ Ay = “é'funu fu‘*‘Tf'ufu‘“m F“fu+—2'FuAﬂ+
A
2@y
1
LI, A) = 5 Au(me 0, — TN D) Ay +

m? e?
”*'"Au(mfwaaa - Bgﬂuu)fu + f#(mg_g'w + E_H”'V)fu
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Capitulo 4

Discussoes

Em duas dimensdes expomos alguns esquemas de bosonizacdo utilizados
nos modelos de Thirring, Schwinger e Thirring SU(2). Em trés dimensoes,
mostramos certas equivaléncias entre modelos fermiénicos e modelos de cam-
pos vetoriais. £ importante salientar a diferenca entre as técnicas utilizadas
nos dois casos. No primeiro (2D), a férmula de Mandelstam propicia uma
forma direta de reescrever o operador fermiénico como fungdo de um (ou
mais) operador(es) bosonico(s). Tal fato permite expressar qualquer ele-
mento de matriz de uma teoria fermionica utilizando os campos bosoénicos
correspondentes, bem como determinar as equagoes de movimento e construir
os bilineares, como o termo de massa e as correntes conservadas. Em suma,
é possivel obter uma equivaléncia exata entre uma teoria de férmions e uma
teoria de bosons para todos os setores de carga da teoria fermionica e nao
apenas para o setor de carga zero, como obtido em 3D.

Contudo, apesar do operador exponencial ter se mostrado bastante efi-
ciente na solucdo de muitos modelos fermionicos', algumas consideragdes
devem ser feitas no momento. Foi visto que uma interacao entre correntes
surgiu no calculo da equagdo de movimento para o Modelo de Schwinger
Massivo. Tal interagdo, ndo existindo na Lagrangiana original do modelo,
provém diretamente da derivagao das exponenciais e parece estar embutida
na Formula de Mandelstam. Apesar deste termo poder ter sido cancela-
do fixando-se o valor da constante de acoplamento, nota-se que, em geral,
a forma da equacdo de movimento renormalizada da teoria quantizada nao
corresponde ao que se espera da teoria classica. Este fato também ficou

1 Alem daqueles que foram tratados aqui, outros modelos fermi6nicos em duas dimensoes
também apresentam solugdes bosonizadas [28][2].
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evidenciado quando analisamos a equagao de movimento para ¢ Modelo de
Thirring Massivo, onde um termo de massa explicito s0 aparece para certa
regido da constante de acoplamento. Portanto, o ajuste da intensidade do
acoplamento nio pode estar excluido das receitas de bosonizagao.

No que se refere a0 Modelo de Thirring SU(2), vimos que o ansatz pro-
posto em analogia com a Férmula de Mandelstam, pode desacoplar o modelo
em dois campos escalares — um campo livre sem massa e outro que é solu¢io
da equacio de sine-Gordon ~— mostrando um caminho direto para obter a
solugdo bosonizada para um modelo com simetria interna. Mais uma vez,
foi visto que a forma da equagdo de movimento da teoria ndo corresponde
necessariamente aquela esperada pela teoria classica.

Podemos concluir entdo, que a bosonizagao propicia uma forma bastante
eficiente de se obter solucdes de modelos fermiénicos em duas dimensoes.
Por outro lado, em dimensdes maiores, nao foi possivel — pelo menos até o
presente — obter equivaléncias entre uma teoria de férmions e uma teoria de
campos escalares num sentido mais amplo. Contudo, efetuando expansoes
na constante de acoplamento e parando na ordem dominante, as funcoes de
correlacio para a corrente do modelo de Thirring se mostraram idénticas as
de uma teoria vetorial descrita por um acoplamento nao local entre campos
de calibre. Isto foi alcancado através da integragao funcional dos campos de
Dirac que, devido & forma bilinear das Lagrangianas, pode ser representada
pelo determinante de um operador.

Por fim, tentaremos compreender a transmutacio entre bosons e férmions,
a principio surpreendente. Sendo o objetivo da teoria calcular valores médios,
que serdo determinados por fungoes distribuicéo, nada impede que, no nivel
de elementos de matriz, uma teoria fermionica forneca as mesmas amplitudes
de probabilidade que uma teoria bosdnica, escalar ou vetorial. Do ponto de
vista da Teoria Quéntica de Campos, a dificuldade de relacionar uma La-
grangiana bosénica com uma fermidnica torna-se simplesmente técnica e nao
representa uma impossibilidade ja determinada pela natureza. Néo contrario,
porém, a afirmagdo de que bosons e fermions sejam essencialmente diferentes,
mas nio vejo motivo para impedir que haja relagdes bastante estreitas entre
os dois. O fato de n&o ter surgido uma férmula como a de Mandelstam em
3D, é um reflexo do fato dos modelos fermionicos, eles proprios, nao serem
exatamente soliveis, enquanto que em 2D eles o sao. Podemos finalizar con-
jecturando que, no caso de haver algum modelo fermidnico solivel na TQC
em 3D. este poderd permitir uma representagio bosonica, ao menos no ni-
vel dos elementos de matriz. Ou, numa teoria tratavel perturbativamente,
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possa existir uma relacdo entre bésons e férmions ordem a ordem na série
perturbativa.
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Apéndice A
Convencoes € Formulas Uteis

Aqui, fornecemos alguns ingredientes basicos utilizados no desenvolvimen-
to mateméatico e que serdo importantes para aqueles que desejarem reobter
os resultados expressos ao longo do texto. Para uma melhor organizagao,
dividimos o Apéndice em trés partes: (1) Duas Dimensoes, (2) Trés Dimen-
soes e (3) Algebra de Operadores, sendo este independente do nimero de
dimensoes.

A.1 Duas Dimensoes

Para um vetor no espaco de Minkowisk usaremos z ou z*. As suas compo-
nentes serao denotadas por

0 —3 Parte temporal
1

i -3 Parte espacial

X

Cinemdtica
A métrica utilizada é definida pelo tensor simétrico
900 — “gll =1 , ggw — g’w ) (A.l)
O tensor de Levi-Civita ¢ definido por
PRI S | : 7

enquanto que as matrizes de Dirac v# sao

01 0 -1 1 0
1’“=(1 0) : ".-"m(l 0) , “,'5:701'1:(0 w1) (A.3)
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satisfazendo as seguintes propriedades

yhy® = ey, (A.4da)
{7} =0 (A.4b)
{7} = 2¢* (A.4c)
Tr(v*) = 0 (A.4d)
Tr(v") = 2¢% . (A.4e)

Para um dado vetor z# = (z°,z") & possivel definir o seu dual 7# = (7°,7")
através da relacao

T = Mz, , ot = M7, , (A.5)
De forma que a seguinte relagéo é satisfeita
?E, = —ofr, =2t —a8 . (A.6)

Pode-se definir novas variaveis espaciais (z%,z~), conhecidas como vari-
aveis do cone de luz,

$+

Hp—-

= 20+ gt =7°
r = z2°-—2t P

..|_
L (A7)

E-]l

Comutadores

Para os campos escalares sem massa, pode-se calcular os seguintes comu-
tadores utilizando a equacao (2.3)

["’( ) "’(+) ] (z - ) (A.8)
[#9(), 6 @)] =D (A.9)
[60@), c.zs‘ (y)] = Bz —y) + 4 (A10)
37 @), 69)] = D ) - 5 (A1)
DMz —y) = _Zl,_ In[—p?(z — y)? + i(z0 — Yo)e]

_ ‘Zln[(?”“( —y") +e)lin(z” —y7) +2)] (A12)
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~ 1 u(zt —yt)+e
Hpr — ) = —
D'z — y) y In Lﬁ(ﬂi" ey (A.13)

Formulas Uteis

Para o calculo das expansdes de curta distancia sao utilizadas as seguintes
expressoes

d(z + €) = ¢(x) + 40, 0(x) (A.14)
o+ e) = B(@) + #Bu(z) + e / (zo, 73)da, (A.15)

1

No calculo das equacdes de movimento para o campo fermionico foi uti-
lizada a féormula

i) [ aF@ = [ Foay [ bt (A19
[ annatn | [ Fwa |

—00 00 —00

valida quando F e h sfo fungdes definidas sobre o plano yn.

A.2 Trés Dimensoes

Para um vetor no espaco de Minkowisk usaremos & ou z#. As suas compo-
nentes serdo denotadas por

x° — Parte temporal
T,z - Parte espacial

Cinemdtica

A métrica utilizada é definida pelo tensor simétrico

¢° =diag(1,-1,-1) , ¢ =gw - (A.17)
O tensor de Levi-Civita, totalmente antissimétrico, é definido por
Q12 201 120 _ g
(102 021 20 (A.18)
= 0 para dois indices iguals
Tal tensor satisfaz a seguinte relagao
EMUO’G”UP = 6!/0_6&'0 . 6Up6010 . (A19)
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As matrizes de Dirac sao

*r°=(? {1)) , ’Yl=(? -(13) : 72=(é _2) (A.20)

satisfazendo as seguintes propriedades

{7} = 2g¥ (A.21a)
Triv*) = 0 (A.21Db)
Tr(vy") = 29" (A.21c)
Tr(y#y7y*) = —2ie"™® (A.21d)
Tr(y'y'7*y?) = 2[g"*¢"” — g"g* — "™ (A.21e)
A.3 Algebra de Operadores
Como convencao, usamos
[A,B] = AB- BA (A.22a)
{A,B} = AB+BA (A.22b)
satisfazendo as seguintes relagoes
[AB,C] = A[B,C]+[A,C)B= (A.23a)
= A{B,C}-{A,C}B (A.23b)

Uma propriedade bastante conhecida e utilizada é a formula de Baker-
Hausdorff

eMBe™™M = B+z'/\[.4,B]1+(i;)2 [4,[4, B),), +
+..+(12!) [A,[4, . [4,B], -], 4] . (A24)

Se o comutador de A com B néo é um operador a série é truncada no segundo
termo.

Para os operadores exponenciais, as seguintes relacoes sao validas quando
[A, B] = ¢ — number

AAAB _ eJ\B

eMe N AP (A.25)
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2
MM MAEAB A (A, B] (A.26)

FMEF(B)e™ = F(B+ MA,B)) (A.27)

sendo F uma funcéo do operador B expansivel em série de poténcias. Como
consequéncia das duas primeiras, ficamos com
2[4~ B+
LM 1 B o PADE | H[A75Y] (A.28)
Onde os expoentes - € + significam os operadores de destruigéo e criagio de
particula no espago de Fock.
A relacdes de completeza ficam

d? k
[ | Bki=1 (.290)
/ dD | z)(z : (A.29b)
sendo que _
@ ky=(k|a) =™ . (A.30)
A Transformada de Fourier e sua inversa ficam
dPk ~ »
F(z) = f = F(k)e™* (A.31a)
(2m)
F(k) = f dPzF(z)e*® . (A.31b)

As funcbes delta de Dirac ficam normalizadas da seguinte forma

§(z) = é:;" g~ (A.32a)

5(k) = f dP zet*® (A.32b)
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