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ABSTRACT

In this thesis we study some properties of electrody-
namics in 241 dimensions. Perturbatively, inconsistencies ap-
pear, due to strong infrared divergencies. It is shown that this
problem can be overcome when vacuum polarization effects are
nonperturbatively incorporated, leading to a better infrared
behavior of the theory. This is a consequence of the genera-
tion of a Chern-Simons term. Also, we analyse the existence
of fermion-fermion bound states, which may be relevant for
high-T. superconductivity. Furthermore, from the vertex cor-
rections we determine the contribution for the fermion anoma-
lous magnetic moment. A motivation for this work comes from
earlier studies in the context of the 2+1 dimentional Thirring
model. Those studies are presented in the initial part of this
thesis.



RESUMO

Nesta tese estudamos algumas propriedades da eletro-
dindmica em 241 dimensoes. Perturbativamente, esta teoria
é inconsistente, devido a ocorréncia de fortes divergéncias in-
fravermelhas. E mostrado que tal problema pode ser sanado
quando efeitos nao perturbativos de polarizacao do vacuo sao
incorporados, promovendo a melhoria do comportamento in-
fravermelho da teoria. Isto é decorrente da geracao de um
termo de Chern-Simons. Analisamos, também, a existéncia de
estados ligados férmion-férmion, a qual pode ser relevante no
contexto da supercondutividade a altas temperaturas. Além
disso, obtemos a contribui¢do para o momento magnético ano-
malo do férmion vinda da corregao de vértice. Uma motivacao
para este trabalho advém de estudos feitos originalmente para
o modelo de Thirring em 2+1 dimensoes, os quais sao apresen-
tados na parte inicial desta tese.
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Introducao

A estatistica que as particulas obedecem ocupa um lugar
fundamental na fisica. Um exemplo bastante ilustrativo é a
diferenca existente entre os liquidos quanticos He* e He®, que
advém basicamente do fato do 4tomo He* ser um béson e o
atomo He?® um férmion.

Durante muito tempo houve a crenga generalizada de que
s6 poderia haver bésons e férmions na natureza. Atualmente,
porém, suspeita-se da existéncia de objetos (chamados de any-
ons) que satisfazem outras estatisticas (estatisticas exéticas)
além das de Bose-Einstein e Fermi-Dirac. Esta possibilidade foi
estabelecida teoricamente por Leinaas e Myrheim em 1977[1].
Eles mostraram que, num espago tridimensional as particulas
sao ou bésons ou férmions e no caso bidimensional as possi-
bilidades sao ilimitadas, ocorrendo os anyons. Deve ser men-
cionado ainda que o spin dos anyons pode variar continuamente
entre inteiros e semi-inteiros.

Baseando-se no efeito Aharonov-Bohm[2], Wilczeck[3, 4] ar-
gumentou sobre a existéncia de um spin fracionario para os
anyons, ressaltando uma conexao entre spin e estatistica para
essas particulas. Neste contexto ainda, foi relacionado um po-
tencial vetor ao anyon, fazendo com que o spin e a estatistica



sejam descritos pela interacao deste vetor com a matéria e nao
pela simetria da funcéo de onda!.

A presenca de um potencial vetor, _%_1', para descrever a es-
tatistica entre os anyons viabilizou a introducdo de uma teoria
de gauge para descrever essas particulas. Neste contexto, o
campo A ¢ introduzido via um acoplamento minimal e sua
“dinamica” é descrita por um termo de Chern-Simons.

Antes de falarmos sobre algumas construgoes formais que a
introducéo do termo de Chern-Simons possibita, vamos discu-
tir um pouco sobre a existéncia ou nao de anyons na natureza.
Como ja foi dito, os anyons podem ser realizados apenas em
casos cuja dimensdo espacial envolvida é igual a dois. Deve-
mos, entao, imaginar situacoes onde os fenomenos fisicos ten-
ham caracteristicas predominantemente bidimensionais. Por
exemplo, suponhamos que os anyons ocorram no contexto da
fisica da matéria condensada. Sob este enfoque, eles seriam
algum tipo de quasi-particulas, refletindo o movimento cole-
tivo dos elétrons e niicleons atomicos. Favoravelmente a este
enfoque existem as quasi-particulas que ocorrem no efeito Hall
fraciondrio, que sdo os tinicos objetos conhecidos no momento
passiveis de serem descritos por anyons|[5].

A toda teoria de gauge num espago-tempo tridimensional
pode ser adicionado um termo de Chern-Simons. Este termo
apresenta caracteristicas topoldgicas nao triviais. Em parti-
cular, deve ser mencionado que a teoria de Maxwell-Chern-
Simons propicia a existéncia de massa para um campo de
gauge[6][7]. Além do mais, quando um campo de Dirac (com
dois componentes) estd acoplado a um campo de gauge pode

10 fato da estatistica poder ser simulada por um termo de interagao entre os anyons
ja tinha sido mostrado por Leinaas e Myrheim[1]



ser gerado um termo de Chern-Simons. As teorias empregadas
nesta tese, o modelo de Thirring [8]e a eletrodindmica? [9], sao
bons exemplos deste fato.

O modelo de Thirring tridimensional serd a primeira teoria a
ser analisada nesta tese, usando-se a expansao 1/N. Algumas
das caracteristicas importantes desta teoria serao expostas e
discutidas. Por exemplo, a renormalizabilidade do modelo serd
verificada, contrariamente ao que ocorre quando é usada a teo-
ria de perturbagdes. Serd apresentado, também, um estudo dos
pdlos da funcdo de Green do campo auxiliar, ressaltando o pa-
pel estabilizador desempenhado pelo termo de Chern-Simons
induzido. Alem disso, vérios aspectos baseados neste modelo
serao empregados na analise da eletrodinamica 3D.

A partir de agora passamos a esclarecer a motivagao em
estudar a eletrodinamica 3D, o modelo mais empregado neste
trabalho. Como ja deve estar claro, esta teoria nao deve ser en-
tendida num aspecto tao fundamental quanto a eletrodinamica
usual, mas sim como uma teoria efetiva. Por exemplo, suponha
que um material supercondutor a alta temperatura tenha fér-
mions que transportem consigo uma carga elétrica e bésons
de gauge que promovam a interagao entre esses férmions. Os
férmions e os bésons de gauge devem, desta forma, ser entendi-
dos como objetos efetivos, que surgem devido as caracteristicas
do material supercondutor.

Por que usar a eletrodinamica 3D como uma teoria efe-
tiva? O modelo mais famoso e melhor sucedido com as suas
predicoes em teoria quantica de campos é a eletrodinamica
quantica usual, do qual surgiram varias generalizagoes bas-

2Nesta tese, a eletrodinamica espinorial num espago-tempo tridimensional serd
chamada de eletrodinamica 3D.
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tante frutiferas. Diga-se de passagem, as teorias de gauge nao-
abelianas sdo um bom exemplo dessas generalizagoes. Sob este
enfoque, hd uma motivagao clara em estudar a eletrodindmica
fermidnica num espago-tempo tridimensional.

O que deve ser procurado usando esta teoria? Como é
sabido, a teoria BCS [10] para a supercondutividade apregoa
a existéncia de pares de elétrons, os pares de Cooper [11]. Fa-
lando de outra maneira, os elétrons interagem com os demais
constituintes do material supercondutor e isto culmina na exis-
téncia de uma interacao efetiva entre eles, formando a partir
daf os pares. Surge, entao, a pergunta: Se a eletrodindmica 3D
puder dar algum esclarecimento, pelo menos qualitativo, sobre
a supercondutividade a altas temperaturas, qual deve ser a
energia potencial efetiva entre dois de seus férmions? Procurar
a resposta a esta pergunta é justamente o objetivo principal
desta tese.

Como sera visto no capitulo dois, a eletrodinamica 3D nao
faz sentido quando é tratada perturbativamente, devido a pre-
senca incontroldvel de divergéncias infra-vermelhas. Apresenta-
se, entao, uma maneira nao perturbativa para calcular o propa-
gador do campo de gauge. Este procedimento quando aplicado
a situacao dos campos fermionicos com dois componentes, de-
vido a inducao de um termo de Chern-Simons, melhora substan-
cialmente o comportamento infra-vermelho da teoria. No caso
de quadiespinores nao surge um termo de Chern-Simons, ¢ a
catastrofe infra-vermelha do modelo ainda perdura.

Usando-se o propagador corrigido para o campo de gauge é
calculada a energia potencial efetiva férmion-férmion, quando
é levado em conta o gréafico que contém apenas a troca de
um béson de gauge. A equagao de Schrodinger com este po-

6



tencial é entdo analisada no contexto de estados ligados. E
verificada, entdo, a presenca de estados ligados, cuja energia
de dissociacdo pode ser livremente ajustada, bastando escolher
valores convenientes para os pardmetros da teoria. Em parti-
cular, esta energia de rompimento do par pode assumir valores
que correspondem a temperaturas de transicao de fase dos su-
percondutores a altas temperaturas. No restante do trabalho
sao analizados as corregdes que podem vir para a energia poten-
cial devido aos grificos de Feynman com troca de dois bésons
de gauge. E apresentada, ainda, a correcao para o momento
magnético anémalo do férmion devido a primeira correcio do
vértice.

Este trabalho estd, basicamente, divido em trés partes:
1) No primeiro capitulo estd exposta a eletrodinamica 3D com
as respectivas regras de Feynman. Além disso, é descrito deta-
Ihadamente o procedimento para encontrar a energia potencial
em seu limite ndo relativistico entre duas particulas, partindo
de uma teoria de campos.
2) O capitulo dois, o mais importante dessa tese, comeca com
uma analise do modelo de Thirring; passa pela construcdo
nao pertubativa da eletrodindmica 3D; e culmina no célculo e
analise da energia potencial férmion-férmion, quando um béson
de gauge é trocado.
3) No terceiro capitulo é obtida a correcio de ordem mais baixa
para o véritice. Sao, também, obtidas corregées para energia
potencial férmion-férmion.

Antes de terminar esta introducao deve ser ressaltado que,
além deste trabalho existem vérias publicacées sobre supercon-
dutividade a altas temperaturas com vérios enfoques. Neste



sentido citaremos apenas algumas referéncias sobre a vertente
“anyonica” [12, 13, 14, 15, 16, 17], sendo que [17] é um texto de
revisao. Ainda, é conveniente citar alguns artigos, além daque-
les j4 referidos nos paragrafos anteriores, que fornegam ao leitor
uma visao mais ampla sobre os assuntos relacionados aos any-
ons. Um bom exemplo disso sido as obras de revisdo [18, 19,
20, 21, E interessante ressaltar ainda que, varios pequisadores
vém trabalhando em teoria quantica de campos num espaco-

tempo tridimensional no Brasil, em particular no Instituto de
Fisica da Universidade de Sao Paulo [8, 9, 22, 23, 24, 26, 27].



Capitulo 1

Apresentagoes do modelo e da
metodologia

Um dos principais objetivos deste trabalho é o de pesquisar
uma expressao para a energia potencial efetiva de interagao
entre duas particulas, no limite nao relativistico, quando a in-
teracao € mediada por um campo de gauge abeliano em trés
dimensées. A forma da energia potencial referida é obtida via a
expressao da matriz S em teoria quantica de campos, referente
ao espalhamento de dois férmions no limite n&o relativistico. A
fim de executar este programa serd apresentada a metodologia
empregada para obter a forma da referida energia potencial no
limite nao relativistico entre duas particulas.

Para o entendimento dos problemas abordados nesta tese,
torna-se conveniente a apresentacao de certos resultados bé-
sicos. A introdugdo desses resultados é justamente o obje-
tivo deste capitulo, o qual serve para fixar a notacdo, assim
como ressaltar o embasamento tedrico subjacente ao desen-
volvimento deste trabalho.



1.1 O modelo

Esta secdo é dedicada a apresentacao da eletrodinamica
fermidnica em trés dimensdes (eletrodinamica 3D), o modelo
empregado na maior parte desta tese [9].

Antes de fazer a apresentagdo da eletrodinamica 3D é cove-
niente reforgar a motivacado em estudar esta teoria. Desde a
iltima década tem havido um interesse substancial pelas teo-
rias com duas dimensoes espaciais. As maiores motivacoes em
estudar fenéomenos, que ocorrem num espago bidimensional,
surgiram devido ao efeito Hall quantico e a supercondutividade
a altas temperaturas. Fenomenos os quais apresentam uma es-
trutura que, a principio, favorece bastante os aspectos ligados
a um espaco com duas dimensoes espaciais. E justamente neste
contexto que entra a eletrodinamica aqui apresentada, ela surge
como uma candidata para descrever a supercondutividade a al-
tas temperaturas. Mais precisamente, estaremos interessados
em saber qual é a energia potencial férmion-férmion que esta
teoria fornece e dai verificar se ela possibilita ou nao a formagao
de estalos ligados.

A eletrodindmica 3D é definida! pela densidade de Lagran-

*Neste trabalho, salvo mengao contraria, seré empregado o sistema natural de unidades,
c=h=1.

Aproveitamos, também, para apresentar a notagao relativistica empregada no decorrer
desta tese. O trivetor posicao do espago-tempo é representado por z*, isto é, z° é o
componente temporal, ¢, z! e z? s3o os componentes espaciais. Por outro lado, o par z!
e z2 forma o vetor posigao, . Todo objeto C¥# que perante as transformagdes do grupo
de Lorentz tem a mesma lei de transformagao que z# também serad chamado de trivetor.
De uma forma mais ampla, os objetos que tém uma lei de transformagao idéntica ao
produto de n (n é um inteiro ndo negativo) trivetores sao chamados de tensores de ordem
n. Quando dois indices de uma expressao tensorial estiverem repetidos (contraidos) ficard
subentendida uma soma. Sao usados, também, CS e C? para representar C*S, e C*C,,

10



giana
L= — 3P Fyy 5= (0,A4)(0,4")+ B (if—m)¥+eT 4T (1.1)

Os dois primeiros termos dessa expressao referem-se ao campo
eletromagnético livre, o primeiro é o responsdvel pela dinamica
do campo e o segundo possibilita a fixacao do gauge. O F),,
que é a combinagdo antissimétrica 9,4, — 0,A4,, é o tensor
do campo eletromagnético. Ja a terceira parcela refere-se ao
campo de Dirac livre. O iltimo termo dita a interacao entre
as partes eletromagnética e de matéria. As constantes m e e
dizem respeito a massa e a intensidade da carga do férmion,
respectivamente.

Existem certas facetas importantes da eletrodinamica 3D
que devem ser devidamente analisadas. Nesta tese, em parti-
cular, serd dado um destaque especial aquelas propriedades que
advém da auséncia de simetrias por inversoes espacial e tempo-
ral (secdo 1.5, sobre a equagdo de Dirac). Neste contexto serd
mostrado no préximo capitulo que um termo extra é induzido
para a Lagrangiana, assim como ressaltadas algumas de suas
implicacoes. Duas conseqiiéncias deste fato merecem destaque,
a primeira é a melhora no comportamento infra-vermelho da
teoria, a outra diz respeito ao favorecimento da presenca de
estados ligados. Essa nova contribuigdo é o termo de Chern-

respectivamente. O operador de derivagao em relagao a z* é representada por d,, por
outro lado 8# diz respeito a derivada em relagao a z,,. O tensor métrico (métrica), g*”, é
definido por g#* = 0se u # v e g°° = —g'! = —¢?? = 1. Outro tensor que merece destaque
€ o tensor totalmente anti-simétrico nos trés indices, ¢#¥%, (e¥¥*=—e’Fo= —eFo¥) com
€12 = 1. A contragdo de uma matriz de Dirac (definida na secdo 1.5), v* (v,), contraida
com um trivetor, C,, (C¥), é denotado por ¢.

11



Simons,

1 va
Les = de,u FpVAm (12)

onde 0 representa a massa induzida para o campo de gauge.

1.2 A matriz S do modelo

Aqui serdo apresentadas as regras de Feynman referentes a
eletrodinamica 3D. A deducao da expansao perturbativa desta
eletrodinAmica nao serd apresentada?, principalmente porque
sua derivacao nao tem uma relevancia fundamental para o es-
clarecimento dos problemas abordados neste trabalho.

As amplitudes de transicao entre um estado inicial, |a), e
um estado final, |b), assintdticos, formam a matriz de espalha-
mento (matriz S). A matriz S estd relacionada com a matriz de
transicdo (matriz T'), a relagao entre seus elementos de matriz

Id

e

Ssa = (bla) + i(27)303( B, — P,)Ta, (1.3)

onde P, e P, devem ser entendidos como sendo os trimomentos
totals das particulas que entram e saem num dado espalha-
mento, respectivamente. Qutro objeto importante é a ampli-
tude de Feynman, M, definida pela relagao

/I [H (%)1/1 [H (%) 1/2] M. (1.4)

2A expansdo perturbativa para a eletrodinamica 3D segue os mesmos passos que os da
eletrodinamica usual, veja por exemplo as referéncias [28, 29, 30].

12



O primeiro produtério traz um fator de (m/E)Y/? para cada
um dos férmions, ligados ao estado inicial ou final. No segundo
produtério a mesma observacao cabe aos bosons.

As contribuicoes & matriz S, mais especificamente a ampli-
tude de Feynman M, em cada ordem da série perturbativa
podem ser representadas graficamente (graficos de Feynman).
Segue, portanto, as regras para a construcdo desses graficos.
1) Cada férmion entrando com trimomento p# (linha reta ex-
terna entrando) corresponde a um u(p). Caso o férmion esteja
saindo deve-se usar 4(p). No caso de anti-férmions basta usar
v(p) e v(p) para uma particula final e inicial, respectivamente.
As definigoes de u(p), @(p), v(p) e o(p) estao na tltima secao
deste capitulo. Um bdson de gauge tem a ele ligado uma po-
larizacao €*(p), que nao serd usada nesta tese [31, 32, 33].

2) Uma linha de férmion interna (reta), que flui um trimomento
p*, corresponde ao propagador

Sp) = P+m (1.5)

T p—m?

3) Toda linha interna de bésons de gauge (ondulada), que passa
um trimomento p*, denota o propagador

= v v

(gpv _ f_}#__p__) — igeﬂw’& — i)\ﬂﬂp—. (1.6)
P p? (p?)?

Aqui estd sendo levada em conta a contribuicao do termo de

Chern-Simons para o propagador (6 igual a zero nesta ex-

pressao recupera a forma usual do propagador para o campo

eletromagnético livre.)

4) Cada vértice traz consigo um fator de iey*.

g 5 =4
‘D” (p)_pg_ag

13



5) A soma dos trimomentos entrando em um vértice deve ser
igual a soma dos trimomentos saindo.

6) Cada circuito fechado independente tem um trimomento k*
que esta confinado no mesmo, o qual deve ser integrado com a
medida d3k/(2)3.

7) Todo circuito fechado formado por linhas de férmions traz
um fator de (-1).

8)Cada grafico deve ter um fator combinatorial multiplicando-
o. Este fator é igual ao niimero de maneiras de interligar as
linhas do referido gréfico, partindo de uma configuragao dada
para as linhas externas, dividido pelo fatorial do ndmero de
vértices.

Estas regras valem, também, para as funcoes de Green do
modelo, exceto por um detalhe: A execdo refere-se as linhas ex-
ternas dessas funcoes . Linhas estas que passam a representar
os propagadores dos campos aos quais elas se referem.

As regras acima ficam mais claras se forem apresentados
alguns exemplos. A contribuicio, em ordem mais baixa a am-
plitude de Feynman, para o espalhamento de dois férmions
corresponde ao processo que envolve a troca de um béson de
gauge. Um gréfico que contribui para esse processo estd apre-
sentado na figura 1.1. Sua correspondente expressao analitica
vem: a ser

(ie)*[a(py)v*u(p1)] Dy (@) [@(py) 7 u(p2)] (1.7)

As contribuicoes com troca de dois fétons sao corregoes que
pertencem a proxima ordem. Dois graficos merecem destaque.
Um deles é o grafico direto e o outro o cruzado, conforme as
figuras 1.2 e 1.3, respectivamente. As expressoes analiticas

14
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Figura 1.1: Grafico com troca de um bdson de gauge.

M v
> > > ;
Py K+P, P4
K K-q
P2 -K+P Pé
> = Sy

Figura 1.2: Grafico direto tipo caixa.

M P, +K i
-

Figura 1.3: Gréfico cruzado tipo caixa.
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para esses graficos sao, respectivamente,

i0)* | oelalpi )5 0+ p7*ut)

x Dyo (k) D, (k — q)[@(p2)yS(=k + p2)y°u(pe)] e (1.8)

3
ie)! | osta(ri ) Sk + pi)*utp)

X Dya(k)Dgu (k — @)[@(po)y*S(k + pp)y u(pa)l.  (1.9)
O trimomento ¢, como deve ter ficado claro das figuras an-
teriores, é o momento transferido, ¢* = pf — pf = ph — pd.
E importante observar, também, que os fatores combinatoriais
desses trés graficos sao iguais a um.
A amplitude de espalhamento até a aproximagao que contém
a troca de um béson de gauge, estd incompleta quando é ba-
seada apenas na contribuicao que advém da figura 1.1. Falta
o grafico que segue ao anteriormente apresentado (figura 1.1)
pela troca dos nimeros quanticos dos férmions no canal de
saida. Este grifico, deve estar presente para garantir a anti-
simetria da amplitude de transicdo pela permutagao de dois
férmions idénticos. A mesma observacao, evidentemente, cabe
para os demais graficos apresentados.

1.3 A matriz de transicao em mecanica quan-
tica nao relativistica

O objetivo desta secao é o de apresentar uma expressao
para a matriz de transigdo, num processo que estdo envolvi-
das duas particulas. O ponto de partida para conseguir este
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propésito estd em supor que a Hamiltoniana do sistema de duas
particulas, H, pode ser dada por H = Hy + V. Na presente
aplicacdo, Hy = pZ/2m + p¢/2m e V é a energia potencial de
interacgao entre as duas particulas.

Um fato bastante usado na teoria formal de espalhamento é
que um elemento da matriz S (matriz de espalhamento), Sa,
pode ser escrito em termos de um elemento da matriz 7T, isto
e,

Spa = (bla) + i276(Ep — E;) Toa - (1.10)
Os estados assintéticos, |a) e |b), sdo autoestados de Hy. Mais
do que isso, eles serdo escolhidos como ondas planas com ve-
tores de onda P e Po. E, é o autovalor de Hy que corresponde
ao autovetor |a), a mesma observagao aplicando-se a Ej e |b).
Esta matriz S é reduzida a forma apresentada na segao an-
terior se a energia potencial, V, for invariante por translagao
do referencial. Este fato gera uma possibilidade de redefinir a
matriz T,
Toa = (27)20%(Py — Po)The- (1.11)
Os vetores Py e P, correspondem aos momentos totais advin-
dos dos estados inicial e final, respectivamente.
A matriz T, por sua vez, satisfaz a equagao de Lippmann-

Schwinger [34],
T=-V+VGT, G=1/(FE - Hy+ie) . (1.12)
A solucao iterativa desta equacgao é
T=-V-VGV -VGVGV - ..., (1.13)

conhecida como a série de Born para a matriz de transi¢ao. Se
apenas o primeiro termo da série acima é considerado a ma-
triz de transicdo torna-se igual ao operador —V. Este caso é
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conhecido como a aproximacao de Born de primeira ordem.
Aproximagoes seguintes podem ser consideradas, em particu-
lar, nesta tese serd usada até a segunda ordem em V (aproxi-
magao de Born de segunda ordem).

1.4 A energia potencial de interagao entre
duas particulas

Baseando-se no exposto nas duas tltimas secdes , a funcdo
energia potencial efetiva de duas particulas advinda de uma
teoria de campos pode ser intuida [35, 36, 37, 38]. De fato,
basta impor que a matriz S obtida via teoria de campos (no
setor de duas particulas) seja igual a matriz de espalhamento
obtida para um sistema de duas particulas na mecinica quintica
nao relativistica. Neste caso, a matriz S advinda da teoria
quantica de campos deve ser olhada em seu limite ndo rela-
tivistico.

Existe uma primeira aproximacio, bastante razoivel, para a
construgao da energia potencial, V. Esta aproximacao baseia-
se em igualar a primeira contribuicdo nio nula para um ele-
mento arbitrdrio da matriz T (em teoria quantica de cam-
pos no seu limite nao relativistico) com o correspondente ele-
mento de matriz do operador V. No caso presente a primeira
contribui¢do para a matriz T advém do grafico exposto na
figura 1.1. Este procedimento pode, a principio, ser aplicado
para qualquer tipo de particulas em interacdo, sendo bastante
empregado® [26, 27, 36, 37, 38, 39, 40].

3E interessante ressaltar que, a energia potencial elétron-elétron, até a primeira ordem
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Caso haja uma suspeita de que o procedimento anterior
nao forneca uma boa aproximagdo para a energia potencial
de interagao, corregbes podem ser feitas. Estas corregdes sio
encontradas recursivamente. Isto é conseguido via uma com-
paracao entre a matriz de transicao advinda da teoria de cam-
pos [35, 36], na sua aproximacio nao relativistica,

Irc =U1+ Uy + Uz + ... , (1.14)

com a matriz T obtida através da mecanica quantica nao rela-
tivistica,

Tuc=-V - VGV - VGVGV — ... . (1.15)

No caso abordado nesta tese, o termo U; é proporcional a (e2)?,
U, vem a ser da ordem de (e?)2, U; contém (e?)3, etc. Isto indica
que a energia potencial deve ser expressa sob a forma de uma
série,

V=Vi+V+Vi+.., (1.16)
onde Vi, V3, Vi, ... sdo da ordem de (e!)!, (€?)!, (€%)!, ... . A
substituicao de V em Ty e a imposicao de que Ty seja igual
a Tyq ordem a ordem em e? fornece

Vi=-Uy, Vo=-U-UGU;, ... (1.17)

Algumas observagbes devem ser feitas, pois servem para
situar melhor as condigdes de aplicabilidade do procedimento
acima exposto. As expressdes anteriores niao se referem ao po-
tencial em si, mas a sua transformada de Fourier, pois os esta-
dos |a) e |b) sdo ondas planas. Uma onda plana correspondente

depois da aproximagao nao reltivistica dominante, foi obtida primeiramente por Breit [25],
usando a equagao de Dirac.
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a cada particula tem fixada a sua relagao momento-energia; no
limite nédo relativistico ela é E = p2/2m. A energia e o mo-
mento do sistema como um todo sdo conservados. A parte da
matriz S que garante a sua anti-simetria pela troca de dois
férmions ndo precisa ser usada no calculo da energia potencial.
Isto acontece porque esta parte da matriz de espalhamento s6
garante a anti-simetria dos estados, e nao a forma da energia
potencial.

A rigor, ao invés de impor a igualdade das matrizes de
transicao, ITrc € Tuyc, deveria ser feita a comparacao entre
as respectivas secoes de choque. De fato, os observdveis sao as
secoes de choque e nao as amplitudes de transigao. Isto feito
implicaria que as duas amplitudes de transigao fossem iguais a
menos de um fator de fase arbitrdrio. Por outro lado, o fator
de fase pode ser fixado. Basta impor que a energia potencial,
conseguida através deste procedimento, tenha o mesmo sinal de
sua correspondente cldssica. Por exemplo, a energia potencial
estatica, obtida classicamente para o caso da eletrodinamica
3D, vem a ser —e?/(27)In(r), onde r é o médulo da distancia
relativa entre as duas particulas. Serd visto (se¢do 2.3), entre-
tanto, que a comparagao direta entre as matrizes T conduz a
escolha do sinal acima.

1.5 A equagao de Dirac em trés dimensoes

A eletrodinamica fermionica aqui tratada esta imersa num
espacgo-tempo tridimensional. E importante, portanto, analisar
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a equacao de Dirac em trés dimensoes,
(i@ —m)¥ =0. (1.18)

As matrizes de Dirac (gama), 7, que aparecem nesta equagao
satisfazem a relagao de anti-comutagao

{7} =P+ = 20", (1.19)

onde a matriz 7/° é hermitiana e as matrizes ¥! e 4? anti-
hermitianas.

As relagoes anteriores impoem um vinculo sobre as dimen-
soes das representacoes irredutiveis das matrizes de Dirac. Es-
sas dimensodes sao D x D, onde D é um nimero par. De fato,
basta tomar 4° numa representagao diagonal e concluir que

=1 e det(y™y') = det(—'7°) = (-1)"det(v’y)
(1.20)
implicam em autovalores iguais a 1 para a matriz 4° com D
par.
A representacao de ordem mais baixa, D = 2, para as ma-
trizes gama aqui empregadas é

7_0_(0 —1)’“’_“" i0) VT T -10)

(1.21)
onde as matrizes sigma sdo as matrizes de Pauli. Caso seja
definida outra representacao das matrizes gama, que difira por
uma troca de sinal em 72, chega-se a uma representacao inequi-
valente a anterior. Este fato, entretanto, nao muda a esséncia
das conclusoes obtidas nesta tese.

A representagao acima das matrizes gama nao deixa a equa-
cao de Dirac invariante por uma transformacao geral de Lorentz.
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Na realidade, a equagdo de Dirac nio muda de forma por uma
transformacao continua de Lorentz, porém as inversées espacial
e temporal nao sao simetrias dessa equagdo . Nio ¢ dificil cons-
tatar esta tltima observagao. Basta supor um novo espinor ¥’
igual a uma matriz (¢ aplicada ao espinor antigo ¥. A seguir
o U’ deve ser substituido na equagao 1.18 e ao mesmo tempo
realizada a transformagio discreta desejada. Verifica-se, final-
mente, que é impossivel achar a tal matriz ¢ que restabeleca
a forma original da equagdo de Dirac (por exemplo, use as ma-
trizes 1.21), o termo de massa é impar por essa transformacao.
E conveniente apresentar, também, uma representacao expli-
cita para a préxima representacio irredutivel? das matrizes de
Dirac, D = 4. Essas matrizes gama sio
o (o 0 i ol 0 o (i0? 0
T=lo o3 ) 7= o —igt | © T =1 o —z'az)’
(1.22)
onde os sigmas sdo as matrizes a pouco definidas e 0 é a matriz
nula 2 x 2. As matrizes gama escolhidas dessa forma mostram
que a equacao de Dirac com quadriespinores é equivalente a
duas equagoes de Dirac com biespinores agrupadas, cujos ter-
mos de massa tem sinais opostos. Esta representacao irre-
dutivel das matrizes de Dirac permite que a equagao de Dirac
seja invariante por uma transformacéao de Lorentz que inclui as
inversoes espacial e temporal. A mesma observacao vale para
as representacoes irredutiveis com dimensdes superiores.

Neste caso, estamos considerando o grupo de Lorentz completo, isto é, ele inclui
as simetrias discretas e continuas. Isto faz com que sejam necessarias outras matrizes
além das presentes em 1.22, tornando a representacado para o conjunto de todas essas
matrizes irredutivel. Por outro lado, se estivéssemos considerando apenas as simetrias
continuas do grupo de Lorentz completo, as matrizes apresentadas em 1.22 seriam sufi-
cientes, fornecendo uma representagao redutivel.
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Pode ser concluido, portanto, que a representagao bidimen-
sional para as matrizes de Dirac ocupa um lugar diferenciado,
no tocante as simetrias discretas. E justamente este o caso
mais empregado nesta tese. Este ponto é colocado em destaque
nas discussoes sobre o modelo de Thirring e a divergéncia na
regiao do infra-vermelho para a eletrodindmica 3D, que serao
apresentados no préximo capitulo.

E fécil ver, por mera substitui¢ao, que as solugoes tipo onda
plana de energia positiva e negativa para a equagao de Dirac
com espinores de dois componentes sao, respectivamente,

—ip,zH 1 p0+m —ip, T
1.23
ipuzH — 1 ipl +p2 ip .'E*‘ )

¥,_(z) =v(p) e ™™ = T\ am ) i
| (1.24)

Estes espinores u(p), v(p) e seus conjugados satisfazem, como
pode ser facilmente verificado, as relacoes

(# — m)u(p) =0, a(p)(y —m) =0,
(# + m)v(p) =0 e 3(p)(¥ + m) = 0. (1.25)

Nestas expressoes foi usado o conjugado de um espinor. O
conjugado de um espinor, por sua vez, é definido como sendo
a conjugagao complexa do transposto deste espinor (represen-
tada por um { apés o espinor) vezes a matriz de Dirac 4°. Por
exemplo, o conjugado de u(p), i(p), é igual a u(p)T°.
Algumas relagoes entre as matrizes de Dirac podem ser facil-
mente obtidas. As matrizes gama 2 x 2, em particular, satis-
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fazem
Yy = g — 16"y, (1.26)

que ¢é verificada usando 1.21. As demais relacoes surgem como
consequéncia da relagao fundamental 1.19 e das expressoes
1.21, quando o trago (T'r) é tomado, sao elas:

Tr(y*) =0, Tr(v*4") = Dg", Tr(y*4*4*) = (D — 4)e""* e

Tr(v*477%4P) = D(g*?g"* — g**g"# + g"¢°F),  (1.27)
comD=2o0ulD =4,
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Capitulo 2

Eletrodinamica 3D

Este capitulo versa, principalmente, sobre a eletrodinamica
3D. Preliminarmente ¢ feito um estudo do modelo de Thirring
num espago-tempo tridimensional. Na andlise desse modelo
empregamos, alternativamente, espinores de dois e quatro com-
ponentes, objetivando ressaltar um aspecto estabilizador asso-
ciado ao termo de Chern-Simons. De fato, como serd visto,
a regiao de estabilidade do modelo, definida como aquela livre
de tdquions, é ampliada quando espinores de dois componentes
sao empregados. A eletrodindmica 3D é, a seguir, construi-
da perturbativamente, apresentando problemas sérios de di-
vergéncia infra-vermelha. Tendo, também, em consideragao re-
sultados da anélise tipo Bloch-Nordsieck para a eletrodinamica
3D, é apresentada uma maneira de solucionar esta questao para
o caso de campos fermiénicos com dois componentes. Esta
abordagem, entretanto, nao é aplicavel & situacao quadriespino-
rial. Depois disso, a energia potencial entre duas particulas é
construida, levando em conta um gréfico de Feynman que en-
volve a troca de um féton virtual. E feita, em seguida, a analise
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de estados ligados férmion-férmion, quando essa energia poten-
cial é empregada.

2.1 O modelo de Thirring

Nesta secao é analisado, através da expansao 1/N, o modelo
Thirring em trés dimensoes [8, 23], cuja Lagrangiana é definida
por

L=T(§ - M)¥ - T 0)(TyY).  (21)

Nos bilineares do tipo ¥, ¥ (onde e 3 sao indices de Lorentz)
estd subentendida uma soma nos N campos, ZLT‘;\I’%. As
constantes M e g representam a massa do campo fermioénico
e a constante de acoplamento do modelo, respectivamente. O
estudo desse modelo vai ser feito empregando-se, alternativa-
mente, espinores de dois e de quatro componentes.

A teoria descrita pela Lagrangiana acima € nao renormaliza-
vel perturbativamente, pois o termo de interacao tem dimensao
maijor que aquela do espago-tempo em que estamos traba-
lhando. Devido a este fato, iremos estudar o modelo usando a
expansdo 1/N, que em geral apresenta um melhor comporta-
mento ultra-violeta.

A expansao 1/N, para o presente modelo, é mais facilmente
implementada se for empregado um campo auxiliar, A¥. A
forma da Lagrangiana anterior é, entao, mudada para

. 1 1,
L=T(iff = M)¥ = —=TAV + 24" 4, (5.7)

Esta Lagrangiana é totalmente equivalente a anterior. Isto é
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facil de ser constatado classicamente, pois a equagio de movi-
mento para o campo auxiliar fornece A* — j’lvfll—'y*“l'. Por
outro lado, se for feita uma integracao funcional no campo
A recai-se na Lagrangiana inicial. Fica, assim, verificada a
equivaléncia entre as duas Lagrangianas, também sob o ponto
de vista quantico.

A esséncia da expansdo 1/N estd em colecionar termos de
mesma ordem em 1/N [41, 42]. Neste sentido, o propagador
A*(p) em sua ordem mais baixa de 1 /N é representado pela
série

(2.3)

Esta série pode ser calculada formalmente, pois ela é do tipo
de uma progressio geométrica, resultando em

-1 4
___—-—=[(W) ‘O:l (2.4)

Dois objetos aparecem nestas duas expressoes graficas: um é
0 propagador livre do campo A* e o outro o tensor de pola-
rizacao do vacuo. O propagador livre para o campo auxiliar,
A% (p), §, essencialmente, o inverso da parte quadratica em
A* da Lagrangiana anterior,
T .
------ = m it (2.5)

O tensor de polarizacao do vdcuo (veja as regras de Feynman
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do capitulo anterior, secao 1.2) é dado por

Bk F+M E+p+M
— ;w s oo H .
O -n T | ey =2 Gt pp =32

(2.6)
O fator de 1/N, que apareceria devido aos dois vértices, foi
cancelado por um N que vem dos N propagadores fermiénicos.
Um ponto deve ser ressaltado: a expressio para II**(p) é
divergente, necessitanto de uma regularizacao. Para escolher
o esquema de regularizacio notemos o seguinte: A funcao de
Green corrente-corrente, em sua ordem mais baixa, nada mais
é do que o tensor de polarizagao do vacuo. Este fato, aliado a
conservagao da corrente, deveria implicar na transversalidade
do referido tensor, p,II**(p) = 0 e p,II**(p) = 0. Esta im-
plicacdo nao pode ser inferida a partir da expressio 2.6, pois
ela é divergente, ndo estando assim bem definida. Desta forma,
€ interessante que a regularizacio a ser escolhida garanta a
transversalidade do IT*”(p). Uma regularizagao que tem esta
propriedade é a dimensional, a qual vai ser empregada neste
trabalho! (veja, em particular, a expressdo final para o tensor
de polarizagao do vécuo (2.14)). Na situacao presente a im-
posicao de transversalidade reduz efetivamente por dois o grau
de divergéncia superficial, implicando que a integral permanece
finita mesmo apds a eliminagao do regulador. As expressoes a
serem empregadas na regularizacdo dimensional [43] sao

dek 1 &) (a —d/2)
-/(27r)d R +0)e (271’1/2) Cd/2- _I‘(ar) e (2.7)

!Para uma discussdo sobre outros tipos de regularizagdes que podem ser empregadas
na andlise do modelo de Thirring veja a referéncia [23].
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_/ dk kFkY _ —i C(m__m)r(a —-1-4d/2) .
(2m)d (—k2+ C)>  2(271/2)d I'(a)

| (2.8)
Uma integral do tipo dessas duas, porém com um unico k*
no integrando é tomada como sendo zero. Na realidade, a
regularizacio dimensional provoca a redefinigao do valor das
integrais, fazendo uma extensao do resultado encontrado para
as integrais convergentes. Pode ser concluido, ainda, que num
espaco-tempo de dimensdo impar esta regularizacao ocupa uma
posicdo singular, pois elimina algumas divergéncias advindas
das integrais de Feynman. Isto fica patente quando as duas
expressoes acima sao usadas em casos onde « € inteiro e d vem
a ser impar.

A regularizacao dimensional é usada agora no célculo do
tensor de polarizagao do vacuo. O cdlculo do trago sobre as
matrizes de Dirac da expressic 2.6 é conseguide usando as
formulas 1.27, resultando em
d*k
T S

x { k#(k +p)” + K (k + p)* — K (k + p)og™ + Mggﬂy}

(k2 — M?)[(k + p)* — M?]

: : pav | 'k .
Hi=D)Mpe™ | o s APkt p) =0

(2.9)

Relembrando, o nimero D é igual a quantidade de compo-
nentes do espinor ¥* (dois ou quatro). A introducao da repa-
rametrizacao de Feynman facilita o cdlculo das integrais que
aparecem em II*(p). Neste caso, esta reparametrizacao con-
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siste no uso da identidade

1 1
ab "fo dm[b:z:—I—a(l —z)]2’

onde a = k* — M? e b = (k + p)? — M2, Se for usada esta
integral na expressao 2.9, a seguir feita a mudanca de varigvel
k# — k* — p*z e finalmente empregadas as expressdes para
regularizacao dimensional 2.7 e 2.8 pode-se concluir que

(2.10)

.D p“p") (4 — D)

171% sy By _ pav
I (p) = i G(p, 1) (9 ~ Z2°) - L= D arrip, pypoen,
(2.11)

onde 20z )

ot pr(z — 1

G(p, M) = /0 d&?\/meQ s I e
1 1

F(p, M) = A dz =TI (2.12)

Das expressoes acima pode ser verificado que G(p, M) e F(p, M)
estao relacionadas,

2 2
4M4+p F

Esta relacdo permite, por sua vez, escrever o tensor de polari-
zacao do vacuo como

() = i M- B AP gy ’M)} (gw_g%z)

G(p, M) =M — (p, M) . (2.13)

Zé—ﬁ 4 P
D—-4
+ ( 5 )MF(p, M)pyete” . (2.14)

O propagador para o campo de gauge na aproximacao do-
minante em 1/N pode ser agora obtido, usando a expressio
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grafica 2.4. Obtemos

) i87 (8§+DG( ,M)) e
A*p) = S(p, M, q) (gp - _p?_)
87{(4_D)MF( aM) pay ppp 215
S(p, M, g) Pat™ 19 p? L 419)
onde
2
S(p,M,9) = (5 + DG(p, M) — (4= DY M F(p, M),

(2.16)

O comportamento para grandes momentos (p? > M?), ultra-

violeta, do propagador corrigido pode ser encontrado. Basta

desprezar M em F(p, M) (férmula 2.12) e concluir que F(p, M)

« (p?)~%. Assim, a parte transversal do propagador, a grandes
momentos, tem a forma

A (p) o 5 (9~ EF ) +005), (2.17)

evidenciando, como esperado, um melhor comportamento ultra-
violeta. E interessante observar que o termo contendo o tensor
totalmente anti-simétrico é da ordem de 1/(p?). Por outro lado,
como vemos em 2.15, a parte longitudinal do propagador apre-
senta ainda um mal comportamento assintético ((p?)? para p*
grande). Como o campo A* interage com uma corrente conser-
vada, a solucao deste problema é anédloga a da eletrodinamica
massiva em quatro dimensoes [44]. Ela consiste em adicionar a
Lagrangiana inicial um termo de “fixacao de gauge”, propor-
cional a (8,A4*)?. A nova Lagrangiana fica, entao,

AH A
2g F2

(0,4%)? | (2.18)

1
vN
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fonecendo um novo progador

i8m (8 + DG(p, M) v
A" (p) = (& ) (g“” o )
S(p, M, g) p
8m(4—D)MF( ’M)pae"‘""— : i p"}; (2.19)
S(p, M, g) Ap?—1/g p
O uso da férmula acima mostra que o modelo de Thirring,
num espago-tempo tridimensional, é renormalizdvel usando a
expansao 1/N. Realmente, contagem de poténcias mostra que
o grau de divergéncia superficial de um gréafico genérico, v, é

d(y) =3 - Np— Na, , (2.20)

onde Nr e N4, sao o nimero de linhas externas de férmions e
A,, respectivamente. De sorte que as divergéncias podem ser
absorvidas em redefinicoes dos parametros do modelo.

E interessante, também, estudar o comportamento do propa-
gador 2.19 quando o trimomento p* é quase nulo. Neste caso,
sua forma aproximada vem a ser

AP (p) x g* (2.21)
onde foi usado que G(p, M) ~0e F(p,M) ~1/M. Aqui volta

a acontecer que o termo dominante ndo é aquele relacionado
com a quebra de paridade.

Observamos que a Lagrangiana 2.18 fica invariante se for
feita a substituicado A¥ — A* + O#A, desde que A satisfaga
AO#8,A+ ;A = 0. Estasimetria nos permite definir observdveis
da teoria de maneira semelhante ao caso da eletrodinamica
massiva quadridimensional [44]. Os observdveis sao objetos
formalmente invariantes de gauge e independentes de A.
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A préxima etapa consiste em encontrar os pélos do propa-
gador (2.19). Neste caso é importante a expressao para F(p, M)
(veja expressao 2.12), cuja forma na regido 0 < p? < 4M? é

F(p, M) = —> arctgh [ﬁ} (2.22)

e 2M
O uso de uma analise grafica para a equagao 27/g+G(p, M) =
0 (figura 2.1), que pode ser escrita em termos da varidvel ad-
mensional z = |p|/(2M) como

27 (1 4 z?) arctgh(z)
R, ,
Mg x

(2.23)

permite encontrar os p6los do propagador do campo A* no caso
de quadriespinores. Os zeros ocorrem tanto para g positivo,
quanto negativo. A regido com g negativo exibe a presenca de
taquions (instabilidade na teoria). A teoria, portanto, s6 faz
sentido para g positivo, apresentando um estado ligado.

No caso de biespinores os pdlos do propagador ocorrem
quando S(p, M, g) = 0, que equivale as equagoes

- 1= 2.24

cuja solucao grafica estd apresentada na figura 2.2. Existem
pélos com p? > 0 (estados ligados) desde que 1/g+4n/M > 0.
Contrariamente ao caso com quatro componentes, taquions
aqui nao ocorrem. Isto sugere que o termo de Chern-Simons,
que é gerado dinamicamente no modelo com dois componentes,
desempenhe um papel estabilizador. Alem disso, conjectura-
mos que a existéncia do termo de Chern-Simons possibilite a
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Figura 2.1: Solugdo grifica para 2r/g+ G(p,M) = 0, onde z = lpl/(2M

X

Para a reta horizontal foi escolhido um valor arbitrdrio de g.
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Figura 2.2: Solucio grafica para S(p,M,g) = 0, onde z =

escolhido arbitrariamente.
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Figura 2.3: Grafico de auto-energia para o férmion

formagao de estados ligados igualmente carregados. Possibli-
dade esta que estudaremos, em secdes posteriores, no contexto
da eletrodinidmica 3D.

2.2 A eletrodindmica 8D e seu comporta-
mento infra-vermelho

Esta se¢ao é dedicada & discussdo da estrutura infra-vermelha
da eletrodindmica 3D. A principio, verificada-se a presenca
de divergéncias infra-vermelhas na teoria, quando se emprega
a expansao perturbativa. Depois disso, é apresentada uma
maneira, nao perturbativa, de ressomar o propagador do campo
de gauge, que melhora o comportamento infra-vermelho do mo-
delo.

Agora vai ser apresentado um exemplo tipico de grafico di-
vergente. Considere, entdo, a contribuicio para a matriz S "
que vém do grifico apresentado na figura 2.3. A expressio
analitica (secao 1.2) para esse grafico é

3
(e | s OIS+ Kpup) D). (229



Se for levado em conta que p* satisfaz a relagao energia-
momento, p? = m?, conclui-se que S(p+k) = i(p+¥+m)/(k*+
2pk) (expressao 1.5). Esta observagao aplicada a iltima ex-
pressao fornece

. Bk [ ip+E+m —iqyy
(ie)* @n) [U(p)'r"( (722 _f 2o )) '7"U(p)} (%) :
(2.26]
Cabe ressaltar que, o propagador do campo de gauge foi es-
colhido no gauge de Feynman, A = 1 (propagador 1.6, com
6 = 0). A dltima expressdo permite constatar que o gréfico an-
terior corresponde a uma integral divergente. Divergéncia esta
que advém do comportamento infra-vermelho do integrando,
ou seja, da regiao de integracao com trimomentos pequenos.
Esta inta integral comporta-se como (k?)° para pequenos &’s,
caracterizando uma divergéncia logaritmica.

Viérios outros exemplos podem ser apresentados com di-
vergéncias infra-vermelhas arbitrariamente altas. E justamente
este comportamento da teoria que inviabilisa a construgao per-
turbativa da matriz S da eletrodinamica 3D. Torna-se pre-
mente, portanto, procurar uma maneira de rearranjar a série
perturbativa desta matriz de espalhamento, tal que possibilite
uma melhora em seu comportamento infra-vermelho. Como
sera visto no decorrer desta secdo, a forma de somar da ex-
pansdo 1/N resolve esta questdao, quando os campos fermioni-
cos utilizados tém dois componentes. Isto acontece devido a in-
ducao de um termo de Chern-Simons, que garante uma massa
para o campo de gauge. Por outro lado, na eletrodinamica
quadriespinorial nao é gerado um termo de Chern-Simons, im-
possibilitando a melhoria do comportamento infra-vermelho da
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teoria. Constatar a veracidade dessas afirmagoes €, justamente,
o objetivo principal do restante desta secao.

Além das perspectivas lancadas quando foi estudado o mo-
delo de Thirring, ha outra questao importante que deve ser
discutida. Esta questao estd baseada na aproximacao de Bloch-
Nordsieck [45]. Nao é o objetivo deste trabalho discorrer so-
bre a aproximagao de Bloch-Nordsieck, usada aqui para anali-
sar a estrutura infra-vermelha da eletrodinamica 3D, de forma
que, para este trabalho, serdo apresentados apenas os resulta-
dos funtamentais. A esséncia da aproximagao esta em substi-
tuir as matrizes gama, v*, por um trivetor, u#, que satisfaz
u#u, = 1. Tal substituicdo favorece a solubilidade da teoria,
sendo possivel encontar o propagador para o campo fermiénico
exatamente. A funcao de Green fermionica de dois pontos,
G(p; mg), na qual flui um trimomento p*, na referida aproxi-
magao, ¢ dada por [9, 46]

62’U

Muv

Glgsma) = g7 a0 erp{4@0 577 [0+ 1o (7))

(2.27)
O escalar () é definido por @ = u”p, — m; €(Q) representa
a funcao sinal com argumento Q; C é a constante de Euler
e M estd ligado ao processo de renormalizacao (M é o ponto
de renormalizacdo). O fato de G(p;mpg) nao apresentar pélo
simples em |Q| = 0, sinaliza a presenca de problemas na regiao
do infra-vermelho da eletrodindmica 3D. Todavia, é conhecido
que a aproximagao de Bloch-Nordsieck nao leva em conta os
graficos de polarizagao do vacuo. Torna-se factivel conjecturar,
consequentemente, que a incorporacao nao perturbativa dos
efeitos de polarizagdo do vdcuo pode melhorar o comporta-
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mento infra-vermelho da teoria. Sob este aspecto, fica natural
supor que o propagador do campo de gauge pode ser aproxi-
mado por uma série do tipo daquela apresentada na férmula
grafica 2.3 [9].

A etapa seguinte estd em encontrar a forma que o propa-
gador para o campo de gauge descrito acima, D**(p), adquire.
Isto é conseguido através do célculo da série apresentada na
primeira figura deste capitulo (férmula 2.3). Essa expressio
difere daquela usada para o modelo de Thirring, essencial-
mente, pelo propagador do campo livre empregado. Na pre-
sente situacao, deve ser empregado o propagador do campo

de gauge livre para a eletrodindmica 3D (expressio 1.6, com
f==0);
y v v
Do(p) = = (g“" _ ip_) ~aEP o (2.08)
p? p? (p?)?
O tensor de polarizagdo do vécuo a ser usado, IT**(p), é propor-
cional aquele empregado no caso do modelo de Thirring, pois
a forma do termo de interagdo é a mesma. A comparagio en-
tre os termos de interacao das Lagrangianas da eletrodinamica
3D (1.1) e do modelo de Thirring (2.2) permite concluir que a
constante de proporcionalidade é e2.

A anélise do comportamento infra-vermelho envolve peque-
nos trimomentos. E ¢ justamente este fato que torna im-
portante direcionar, neste momento, as atencdes para a con-
tribuicdo mais baixa, em poténcias de p#, do tensor de po-
larizagao do vacuo. O uso das expressdes 2.14, multiplicada
por €2, e 2.22 permitem encontrar a contribuicao dominante, a
pequenos trimomentos, para o tensor de polarizacio do vdcuo

38



com D = 2 (biespinores),
II*(p) = —0e"*p, , 0 = —€*/4n . (2.29)

Por outro lado, o tensor de polarizacio do vicuo com D = 4
(quadriespinores), na mesma aproximacio, é o tensor nulo.

O progagador corrigido, a pequenos trimomentos, pode ser
encontrado usando o mesmo procedimento de célculo empre-
gado na obtencdo do progador 2.19. Neste caso, devem ser
usadas as expressoes do tensor de polarizagio do véacuo (2.29)
e do propagador livre 2.28. O propagador corrigido, assim cal-
culado, é

: v v
D*(p) = —— [(g“”—pu P ) —ieew’ﬂ&] _ PP (2.30)

pe—~ 8 p? p? (p?)?
Este é exatamente o propagador apresentado anteriormente no
primeiro capitulo, expressao 1.6. Neste momento cabe uma
observacao importante: o propagador acima, apesar de estar
numa notagao relativistica, s6 pode ser usado em situacoes

onde flui um pequeno trimomento p*.

Observe a melhora no comportamento infra-vermelho da
teoria, como fica evidenciado por 2.30%. Assim, no caso da auto
energia do férmion obtem-se agora uma contribuicdo finita no

~ O [ g (1o (L) 2vat)

1 Rk
{———k2 — Kg’”’ -3 ) — 16e* pk_g” (2.31)

2Deve ser notado que ainda persiste uma singularidade em p* = 0 associada ao termo de
Chern-Simons gerado. A existéncia dessa singularidade é necessaria devido as propriedades
de longas distancias que sio atribuidas ao termo de Chern-Simons.
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Antes de encerrar esta segio é interessante ressaltar certos
fatos. Primeiro, a Lagrangiana efetiva para o campo de gauge,
Lg, correspondente ao propagador 2.30, é

Lo = —-%F“”va - ?}96’“’"‘va140 - %(8,,A")(8,,A”) . (2.32)
Esta férmula deixa estampado que o efeito de corrigir o propa-
gador do campo de gauge, a pequenos trimomentos, é equi-
valente a iniciar a teoria com um termo de Chern-Simons ex-
tra. Neste caso, é claro, ndo devem ser levadas em conta,
em calculos futuros, as corregoes que compuseram o termo de
Chern-Simons. Caso contrério, incorreria-se no erro de usar
em dobro a referida correcio.

Por completeza, apresenta-se a seguir a expressio do propa-
gador do campo de gauge valida para quaisquer valores de P,

vy L P ECEm) e
D p) = R(;,m,e) )(p_P—‘f)-}-

%(4_D)F(pﬂm)cpay _ Apupy a9
Rpme) © 7o gpr 8
onde
2p \ 2 182(4_D)\2
R s il e =
pme) == (17 + 26 0m) +(ZE=2) rig,m
(2.34)

As fungdes F(p,m) e G(p,m) sdo aquelas definidas em 2.12.
Este propagador tem uma forma relativamente complicada,
que dificulta a sua utilizacdo em cdlculos. Neste sentido, é con-
veniente usar, quando possivel, a expressio aproximada 2.30,
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favorecendo assim as situagoes que envolvem pequenos trimo-
mentos.

Se na parte independente de A em D*’(p) fosse mantida
somente a contribuicao dominante para pequenos trimomentos
p* ter-se-ia

1
D*(p) = 5e"p,/p* . (2-35)

Por sua vez, esta expressao adicionada do termo de fixagao de
gauge corresponde ao progagador obtido da Lagrangiana 2.32
sem a parte de Maxwell, —1/4F*"F,,. Este é, justamente, o
caso de uma teoria de Chern-Simons pura.

2.3 A energia potencial férmion-férmion

Foi apresentado na secao 1.4 um procedimento para obter
a energia potencial efetiva entre duas particulas, partindo de
uma teoria de campos. Este procedimento vai ser agora apli-
cado para encontrar a aproximacao, em ordem mais baixa, para
a energia potencial de interagdo entre dois férmions [9, 24].

A primeira etapa para obter a energia potencial estd em
encontrar a contribuicdo de ordem mais baixa & matriz T. O
grafico de Feynman responsavel por essa contribuicao é justa-
mente aquele apresentado na figura 1.1. Sua expressao analitica
estd explicitada na férmula 1.7. A correspondente contribuigao
a matriz de transicao, usando 1.4, 1.6, e 1.7, é

m m m m 1/2
Tba = —1 ( )

VPt +m? /Pt +m?y/p} + m? P} + m?
x (i€)* [a(p))y*u(pr)] [@(py)y"u(ps)]
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—t W\ _ o ) Gl
X {—2"_—92 [(gpy — %—) — dei_wpq—QJ - ZA@} 5 (2.36)

onde q,, = Py — Plp = Pop — Pay- As partes de T, que contém
PuPv/P? ndo contribuem para a matriz de transicao. De fato, as
expressoes g,T(p} )y u(p1) e ¢, u(ph)y u(ps) sdo nulas, como po-
dem ser verificadas através do uso das duas primeiras relagoes
de 1.25. Na realidade, este fato expressa a conservagio da
corrente, 8, [T (z)y*¥(z ) =0

A aproximacao nao relativistica de 2.36, até a primeira or-
dem nos momentos, pode ser obtida se for observado que

VPP +m?~m " ~0,¢° =g, ~ —7* e
u(p )7 u(p) ~
pl+pt +i(p? —p'z)} g [p2 +p%—i(pt —p)

10 ul
gty 2m 2m

(2.37)
A verificagdo desta tltima aproximacio estd baseada no uso
das matrizes gama 1.21 e do espinor 1.23. As relacdes acima
fornecem

[@(p1)v*u(p1)] [@(po)yuu(p2)] =1 e
[= (p)r U(PU][ (Po) 7 u(p2)] €uvp
[@(py)7*u(p )][ﬁ(p'zh”um)]q
~[@(p1)7 u(p1)][@(ps) v u(p2)]d’
+@ (1) u(p1)][@(py) v u(ps)]g?
~[a(py) 7y w(p1)][@(py)7 u(ps)]g® ~
i(g* — 2g x p)/m , (2.38)



onde P € o momento linear relativo entre os dois férmions, p=
(P1 —P,)/2. Torna-se imediato concluir agora que, a expressio
resultante para o elemento matriz de transicao Ty, é

)) . (2.39)

e? fe? 1 2i0e? gx7p
Tha=—| 3 s T o T —2(=2 1 A2
g+ 6 mg:+6 m g* (g% +6

quando somente os termos até a primeira ordem nos momentos
sao considerados.

Deve ser notado na expressao de T}, que, g2 pode inclusive
assumir valores da ordem de §2. Se nao acontecesse isso, por
consisténcia teriamos que expandir 2.39 em série de Taylor na
variavel g. O fato de [g| poder ser da ordem de || implica em
|0] < m, j4 que a expansio nao relativistica pressupoe [g| € m.
Resumindo, estd implicito na construcio da expressio 2.39 que
a massa do béson de gauge é bem menor do que a massa do
férmion.

O elemento de matriz 7;,, em sua primeira aproximacao,
conforme a expressao 1.13, é

Toa = .._/dzjldzzfge—i(ﬁi--751+-'2-'52)V('f, ﬁl,ﬁﬂei(ﬂffﬁ‘ﬁz-ﬁ) ,

(2.40)
onde T =7 — Ty, p; = —i8/07; e py = —i0/8T2. Esta sendo
suposto que a energia potencial sé depende da distancia re-
lativa e dos momentos em consonancia com a invariancia por
translacao da eletrodindmica 3D. Além do mais, é conveniente
tomar os operadores p’s arranjados a direita dos operadores T,
em cada parte da energia potencial. Devido a presenca da sime-
tria de translagdo da teoria, é natural empregar as variaveis
(Z1 + 73)/2 e T ao invés de 7, e Ty em 2.40. A integracao
em (Z) + T3)/2 fornece uma delta de Dirac, que expressa a

43



conservacao do momento. Portanto, usando a relacio 1.11,
conclui-se que

T = _/dgfe_i@j)v(ia_phl’pb)‘ (241)

A energia potencial efetiva entre dois férmions, V(Z,p), na
aproximacao de ordem mais baixa, é obtida impondo a igual-
dade entre 2.39 e 2.41 (conforme a primeira relagio de 1.17).
Por sua vez, esta igualdade envolve a transformada de Fourier
da energia potencial, fazendo com que seja necessdrio tomar
uma transformada inversa de Fourier para obter

2 2 3 R
V(ﬁc‘,ﬁ):fdme‘q'z[(l—g) e +2266 gXxp

(27)? m)@+62" m 2@+ 6
(2.42)
Neste ponto deve ser feita uma observacio importante, estd
sendo suposto que o momento P é independente do vetor de
integracao g.
A expressdo final da energia potencial é obtida por inter-
meédio do cdlculo de duas integrais®. A primeira delas fornece
uma funcao de Bessel modificada de ordem zero,

d*g €= 1
= —Ky(|8|r), 2.43
onde r € o médulo de 7. Este resultado pode ser verificado,
bastando para tal usar coordenadas polares, g e . A integral
na varidvel angular estd baseada numa representacio integral
para a funcdo de Bessel de ordem zero,

27 a
| dp e = 2mJy(gr) . (2.44)

3As propriedades das fungdes especiais e integrais usadas neste capitulo estdo todas
tabeladas, podendo ser encontradas nas referéncias (47, 48].
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Por sua vez, a parte radial advém da igualdade

I dg ‘?J" q’" Ko(|0]r) (2.45)

A segunda integral em 2.42 pode ser calculada a partir de
2.43, caso seja feita uma decomposigao em fracoes parciais,

/ dg _e%qg . 1 &g g 9/6* _ g/’
(2m)2g%(g2 +62) 0/ (2m) @ +e? @+ 67
(2.46)

Por outro lado, a derivagdo dos dois lados da igualdade 2.43
conduz a

f dz'(j eiﬁiq __i_a_w—i
(@ryg+6* or 2w 2

K1(|9|r)|e|-f_-. (2.47)

Nesta tltima passagem foi usada a identidade dKy(w)/dw =
—K;(w). No caculo da integral com ¢ — 0 é importante ter em
mente que Ko(w) ~ —In(w) ou K;(w) ~ 1/w, as quais valem
para w bem pequeno. A partir destes fatos € possivel concluir
que

/ (gﬁ; (qu:qu) 2,722,.2 [1 - 16lrKy(|6]r)]z.  (2.48)

A expressdo final para a energia potencial é entdo [24]

82 2 — T r_
Vo = 51 &) st - Sl
(2.49)

E interessante notar que, se # fosse muito pequeno o termo
proporcional a K(|f|r) forneceria numa energia potencial igual
a —e?/(2x)In(r). Este seria o caso de uma energia potencial
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Coulombiana repulsiva entre dois férmions em duas dimensoes
espaciais. Por outro lado, uma energia potencial proporcional
a Ko(|0|r) viria ser o correspondente bidimensional da energia
potencial de Yukawa.

Um ponto merece ser chamado atencao: se fosse calculada
a energia potencial entre um férmion e um anti-férmion sua
expressdo seria igual a 2.49 multiplicado por (-1).

Por iltimo, uma questdo de notagao, a energia potencial
nao sera mais referida por V(Z,p) mas sim como V(r, L), ob-
jetivando ressaltar que ela é uma fun¢do do médulo do vetor
posicao e do momento angular, L =7 x P.

2.4 Estados ligados (andlise qualitativa)

O objetivo desta secao consiste em estudar a possibilidade
da existéncia de estados ligados entre férmions idénticos, ana-
lisando apenas a forma da energia potencial efetiva que vem
da equagao de Schrodinger radial.

Num estudo de estados ligados o importante é a dinamica
do movimento relativo entre as particulas do sistema. Nesta
situacao, evidentemente, a correspondente Hamiltonia deve ser
invariante pela escolha da origem do referencial. Este é caso
da presente aplicagao, cuja equacao de Schrodinger vem a ser

{%1 [(6‘9_; + %%) + :_2%} + V(r, -—ié%) }‘I’(T)=E\II(‘:E:‘),
(2.50)

onde a expressao da energia potencial estd dada na férmula
2.49.
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A forma a ser usada para uma auto-funcao da equacao an-
terior é ¥(Z) = R(r)®(p), sendo que funcdo ®(y) deve ser
auto-funcdo do operador momento angular, ou seja, ®(¢) =
exp(ilp). J4, a unicidade da fungdo ¥(Z) implica que @(p)
tenha um periodo de 27. Isto leva a concluir que o auto-valor
do momento angular, [, sé possa assumir valores inteiros. Na
realidade, a restrigao sobre os possiveis valores [ é ainda maior.
A funcao de onda entre dois férmions idénticos deve ser anti-
simétrica pela permutacgao dos mesmos, obrigando que ezp(ily)
mude de sinal quando ¢ — ¢ £ 7, pois R(r) é par. Conclui-se,
entao, que o modulo de [ deve ser impar.

O uso da fungao de onda ¥(z) = R(r) exp(ily) na equagao
2.50 implica em

Sl i) vt RO =B RG). 25

onde
e? 0
Vglrl) = 5= (1= =) Ko (I8l
= 2L K (8] + . (252)
TmOr? r21 mr2’ )

Para as anélises que serao feitas no restante do capitulo é con-
veniente reescrever esta equagao radial em termos de grandezas
adimensionais. As varidveis e parametros adimensionais a se-
rem empregados sao definidos pelas expressoes
w=|0lr, a=¢e/(xl0]), B=m/|8] e E=(6*/m)E.
(2.53)
A equacao radial adquire, portanto, a forma
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onde

2
V(1) = S1-e(6) + Blo(u) — Spe(O)1 ~ wEr(w)] + 1
(5.55)

O €(f) representa o sinal de 6. A energia potencial acima
comporta-se como [2/w?, quando w é pequeno. Por outro
lado, V(r,[) aproxima-se de /(I + a)/w? quando w for grande.
Estas propriedades de V(r,l) advém, é claro, das expressoes
limites que Ko(w) e Ki(w) adquirem. Kjy(w) ~ —In(w) e
K;(w) ~ 1/w para w muito pequeno; Ky ~ K; ~ \/7/(2w)e™",
com w grande.

Até este ponto da andlise nao foi necessdrio explicitar o valor
de 6 (§ = —e?/(47)), porém de agora em diante ele vai passar a
ser empregado. O valor de alfa fica, desta forma, fixado, o = 4,
a expressao 2.55 passa a ser

4] [2

V(w,l) = 201+ BlKo(w) + —[1 - wKi(w)] + — . (2.56)

T2
Além do mais, é bom relembrar que a constante beta desta
energia potencial satisfaz a condicao 3 > 1, pois m > |6|.
Vai ser mostrado que a existéncia de estados ligados implica
em [=-1 ou |=-3. Realmente, a derivada da funcdo V(w,!)
é dada por
2D - 2D M k) - o+ 8) - ] ).
(2.57)
Para [ positivo ou negativo e fora do intervalo [-3,-1] esta
derivada é negativa definida e portanto V(w,[) ndo apresenta
minimo local. Portanto, para esses valores de [ nao existem
estados ligados. Por outro lado, para [ = -1 ou =3 V(w,l)
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Figura 2.4: A energia potencial para trés valores distintos de 8 com [ = —1.

tende a zero com valores negativos, como I(I + 4)/w?, quando
w é grande. Na secao seguinte, usando o método WKB, prova-

se que isto é suficiente para garantir a existéncia de estados
ligados.

Algumas das formas concretas para a energia potencial 2.56
estdo expostas na figura 2.4. Deve ser ressaltado ainda que,
o termo —alK;(w)/w contribui muito pouco para a energia

potencial efetiva. Uma pequena andlise numérica de V(r,I)
mostra isso claramente. Sendo assim, os casos! = —-1el= -3
formam um dupleto quase degenerado. A situagao [ = —1
corresponde a menor energia, j& que oK (w)/w < 3aK;(w)/w.
Esta andlise sobre a forma da energia potencial efetiva for-
nece um indicativo para a existéncia de estados ligados do tipo
férmion-férmion. Neste sentido, a préxima secao exibe um es-
tudo bem mais completo sobre a presenca de estados ligados.
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2.5 Andlise WK B da equagao radial

A dificuldade de resolver a equacao 2.54 motiva fazer um
estudo aproximado da mesma. Além do mais, a energia po-
tencial, V(w,!), tem um comportamento bastante suave. Sao
justamente estes fatos que fazem da aproximacao semi-classica
(WKB) [49, 50] uma ferramenta bastante razodvel para o es-
tudo de estados ligados férmion-férmion.

A anilise WK B da equacao 2.54 é facilmente conseguida se
for eliminado o seu termo de primeira derivada. Objetivando
tal tarefa, deve-se redefinir R(w), isto é, R(w) = w~/?R(w).
A referida equagao pode ser, entao, reduzida a uma equagao
de Schrodinger unidimensional tipica,

[‘diz ef(w, l)] R(w) = ER(w), (2.58)
onde 1
Ves(w,l) = ~ T2 + V(w,l). (2.59)

A condigao de quantizagao de Bohr-Sommerfeld para a e-
quagao 2.58,

f:p(w)dw = (n - —ili) By (2.60)

quando resolvida para £, fornece os valores aproximados para
as energias dos estados ligados. Nesta féormula, n é um
nimero inteiro positivo (nimero quantico radial) e p(w) =
V€ = Ves(w,1). Os limites de integragdo a e b (b > a), por
sua vez, representam os pontos de retorno do correspondente
movimento classico, que sao obtidos através das duas solucoes
da equacao £ — V,s(w,l) = 0.
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Agora vai ser verificado que um comportamento assintético
(w grande) do tipo —g/w? (g > 0), para uma energia potencial
genérica V,(w), é suficiente para garantir a presenca de estados
ligados, segundo a aproximacdo WK B. Este é exatamente
o comportamento da energia potencial de interesse, V,s(w, ).
Mostrar que existem estados ligados para esse problema nao
€ dificil, pois basta constatar um crescimento indefinide de
I® p(w)dw a medida que b vai aumentando.

A integral [° p(w)dw pode ser decomposta em duas partes,
por hipétese. A primeira leva em conta a faixa de valores da
varidvel w em que a energia potencial ndo pode ser aproximada
por —g/w?. A outra parte diz respeito a regido onde —g/w?
é uma boa aproximagao para V,(w). Estas observagoes estao
resumidas na expressao

b c b |1 1 ¢
.[ap(w)dw = /a p(w)dw+g1/2J/; §+;U—2dw =/a p(w)dw

+g”2{\/§—\/b‘2+c—2 c+log {b Ly zc)”. (2.61)
(1+\/§) e

O numero c refere-se, justamente, ao ponto a partir do qual

—g/w? aproxima suficientemente bem a energia potencial V, (w).

Nesta passagem foi usado, ainda, que £ = V,(b) = —g/b*.

Nao ¢ dificil verificar, agora, a presenca de estados ligados.
De fato, se 1/b? for nulo, b serd infinito e a segunda integral di-
vergird. Alids, esta integral é monotonicamente crescente com
o aumento de b. Por outro lado, a primeira integral é finita.
Esta duas tltimas observagoes garantem, portanto, a existéncia
de estados ligados, pois b pode ser ajustado de maneira a sa-
tisfazer 2.60. Mais do que isso, fica claro que podem haver
infinitos estados ligados, segundo a aproximacgao semi-cldssica.

-

51



A integral que aparece na férmula de quantizagao de Bohr-
Sommerfeld (2.60) nao é facil de ser calculada exatamente,
devido a forma da energia potencial 2.55. H4, entretanto, a
possibilidade de encontrar numericamente o valor da referida
integral, que envolve trés etapas. A primeira etapa estd em
resolver a equagao tanscendental que fornece os limites de in-
tegracdo a e b, quando uma energia ¢é selecionada. A segunda é
o calculo da integral com o uso dessa energia. E por ultimo vem
a procura do valor da energia que que satisfaca a equagao de
Bohr-Sommerfeld 2.60. O feitio deste calculo possibilitou en-
contrar varios possiveis valores aproximados para £ do estado
fundamental, quando (3 assume diferentes valores. Além do
mais, é calculado o valor correspondente da energia do estado
fundamental, quando m assume o valor da massa do elétron
(m = 0.511 MeV) . O valor desta energia pode ser conver-
tido para escala de temperatura, fornecendo uma estimativa
da temperatura de transicao entre a presenca ou nao de pares
férmion-férmion, ou seja, a existéncia ou nao de um estado
supercondutor. Este dados estao expostos na tabela 2.1. E
facil ver da tabela 2.1 que uma escolha conveniente de 3 pode
fornecer uma gama de valores muito grande, inclusive aque-
les compativeis com a temperatura de trasicao de fase para os
supercondutores a altas temperaturas.
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B £ E(1073eV) | T(K)
100 | —0.0049 | —25 x 10 | 29 x 102
250 | —0.0038 ~31 36 x 10!
300 | —0.0036 -20 24 x 10!
350 | —0.0035 —~14 17 x 101
400 | —0.0034 —1 12 x 10!
500 | —0.0032 —6.5 75
750 | —0.0029 —2.6 30
1000 | —0.0027 —~1.4 16
2500 | —0.0023 | —0.19 21
5000 | —0.0020 | —0.041 0.47

Tabela 2.1




Capitulo 3

Correcoes de altas ordens

Neste capitulo vao ser descritos os calculos referentes as con-
tribuigoes para a amplitude de espalhamento com troca de dois
bésons de gauge virtuais. Inicialmente, observa-se que con-
trariamente ao caso do capitulo anterior (troca de um béson
de gauge ) a amplitude de espalhamento é uma fun¢ao com-
plicada da energia. A extragdo do potencial a partir de tal
amplitude nao € livre de ambigiiidades, que torna duvidosa a
aplicacao deste método (essas ambigiliidades tém sido discuti-
das em vdrias referéncias [54, 55, 56]). Apesar disso, as técnicas
e resultados encontrados neste capitulo sao de utilidade para a
determinacdo da matriz S de dois corpos em modelos, onde a
expansao perturbativa possa ser empregada sistematicamente
(o modelo de Maxwell-Chern-Simons por exemplo). Em par-
ticular vai ser determinado o momento magnético anémalo do
férmion.

Os graficos a serem analisados no presente capitulo sao aque-
les que correspondem ao espalhamento férmion-férmion e con-
tém quatro vértices. Desses os que contribuem para a auto-
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energia do férmion nio serao estudados, pois eles entram so-
mente na renormalizacao de massa. Nio serd considerado,
também, o grifico que apresenta correcao para o propagador
do béson de gauge. Enfim, as figuras 3.1, 3.2 e 3.3 mostram os
graficos que serao calculados.

3.1 Correcao de vértice

Nesta secao é estudada a correcio de vértice, que contém um
béson de gauge virtual. Esta corregao traz contribuicoes adi-
clonais para o momento magnético do férmion e para a energia,
potencial férmion-férmion.

Aqui, a correcio de vértice, A*, que estd representada na
figura 3.4, € analisada na concha de massa. Sendo assim,

3
A = [ s [ ) S, - b
X (er)S(pr - K)ier )u(p:)] Dop(k),  (3.1)

ou sejal,

H= —jed &'k a(p; )y ﬁilﬁy_i_m\»vﬂ
= =i | o [0 ()

P1—F+m 3
* ((m "k —mz) 7 P
1 . kY A 1 kokg
4 [———kQ—G? (gag—z660ﬂ7—k3)+(-é§—k2_92) 12 } . (3.2)

INeste capitulo cmpregaremos o propagador do campo de gauge simplificado 2.30 ao
invés da expressao 2.33.
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Figura 3.1: Gréficos que contém as primeiras corregbes de vértice para o
espalhamento férmion-férmion.
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Como descrito no Apéndice A, o cilculo dessa expressao segue
os passos usuais. O integrando é simplificado usando que u(p;)
e T(p;) satisfazem a equacdo de Dirac. Para efetuar a inte-
gracao em k¥ é usada a expressio paramétrica de Feynman.
Simplificacoes adicionais provéem do fato de que o célculo é
restrito a termos de primeira ordem no momento transferido.

3.1.1 O momento magnético do férmion

E mostrado agora o quanto a correcio de vértice contribui
para o momento magnético do férmion.

No espaco dos momentos, o termo de interacao dos campos
fermidnico e de gauge é representado por

e [@(py) v* u(p1)] Au(g) (3.3)

onde ¢# = p — p*. Desta expressdo, é possivel obter o mo-
mento magnético do férmion (na ordem dominante), que vem
do fator que multiplica o campo magnético e a matriz de spin.
Neste sentido, é importante separar a formula 3.3 em partes,
de tal maneira que seja explicitada a dependéncia no campo
magnético. Isto é conseguido usando a identidade de Gordon

(A.26),
T ot Pﬂ i 1 O'a‘u
7)) u(pr) = T(pr) —ulpr) + T(pr)
onde Pt=pl4p’ e o = —i[y*, y#]/2=—€e*#*~,. O uso desta

relacao em 3.3 possibilita separar o termo que contém a parte
de spin,

u(pl) ’ (3'4)

—E

5— [a(P1) (igae™,) u(pr)] Ay - (9:5)
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Esta expressao, quando restrita a situacao onde estd presente
somente um campo magnético constante, é

=€

o [@(p1)vo u(p1)] [i(q1 42 — g241)] - (3.6)

O primeiro fator desta férmula é, entao, definido como o mo-
mento magnético do férmion, p,

= (3.7)

2m

A correcao de vértice, calculada no apéndice A, produz uma
contribuigao extra, du, para o momento magnético do férmion.
De fato, das partes que compéem a correcao de vértice, apre-
sentada na férmula A.60 do apéndice A, a tnica que entra no
computo do momento magnético do férmion é aquela propor-
cional a gy €' vp- Separando desta expressao o termo propor-
cional ao u(p,) (1g.€***7,) u(p;), obtem-

iV 1)\ Q'a ’YP pl 3 0 eIm-se que

(5# = F2/€ . (38)
onde
2
6
_ed 16| 4—~3(J;}) L
F, = . Py \m/ m .
2= 1p—3 3+3m+ 5 log Jr%l (3.9)

2m 2 2 (2+4) T +1

m

2 . ]ﬁ[ 2)@ 2
ol (8 (+(2))8 sem) o5 1o (i) |

conforme a férmula A.62. Como estd exposto no apéndice A,
o primeiro e segundo termos entre chaves desta expressao vem
das contribui¢des do propagador do béson de gauge que sdo
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proporcionais a g.g € €,8,, respectivamente. Neste sentido, é
interessante ressaltar que se |6|/m for pequeno as duas partes
contribuem para du (a primeira parte tem uma parcela pro-
porcional a log(|6]|/m)), porém para |#|/m grande somente a
ultima parcela torna-se relevante.

3.1.2 A correcao para a energia potencial

A contribuicao para a energia potencial férmion-férmion de-
vido a primeira correcao de vértice vem dos gréficos da figura
Bal

A forma analitica do primeiro grafico da figura 3.1 pode ser
escrita de maneira a ressaltar a corregao de vértice, A#, isto é,

My, = ieA* [a(py) 7" u(pa)] Dy(q) (3.10)
onde
3
N = [ ) er) S - b
x (") S(p1 — k) (iev”) u(p1)] Dap(k) . (3.11)

Conforme estd exposto no final do apéndice A, a tinica parte
de A* que deve ser considerada num processo é

[ﬂ(p’l) (—iga€*Py, u(pl)] E . (3:12)

Desta forma, somente esta expressao vai ser usada para repre-
sentar A* em 3.10, ou seja,

Mo = i€’ Fa[a(p;)(=igae™ y,u(p1)] [@(p2) 7 v(p2)) Dyv-(3.13)
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O elemento de matriz de transicio pode, entdo, ser escrito
como

_— ( m m m m )” :
T VR mE B+ m2 B+ m? B+ m?
x i€’ Fy [a(py) (—igae™ Y u(p1)] [@(pa) 7" u(p2)]
- p

A {qQ — 02 (guv - %) - 396#!/10%] ZA?quq)V } (3 14)
Os termos desta expressao proporcionais a ¢#¢” sao nulos, de-
vido a conservagao da corrente ou, alternativamente, por causa
da anti-simetria do €*#*.

A contribuicao que cada um dos graficos da figura 3.1 da,
em separado, para a energia potencial é a mesma, pois um
pode ir no outro pela renomeacao de seus parametros. Por-
tanto, o limite nao relativistico de 2T}, deve ser calculado para
encontrar a correspondente energia potencial, V,(Z, L). Assim,
o emprego das férmulas 2.37 permite verificar que

Vo(z, L) = f

d*g e? [ 6/m 1 7 i GXDP
o) & 17 [ _ - .
./ ( 2) € ( q?_{__g? m2 q?_l_g? i m?q?_i_a?

7% (—2Th,) (3.15)

O célculo desta integral segue a mesma metodologia que foi
usada para a energia potencial apresentada na secao 2.3, desta
forma apresentamos somente o resultado final,

Vil B = 87( )fi{z—r.r(ouam (3.16)

- o [P - o] + Ko 2.

m
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Note a presenca da funcao delta. Em duas dimensoes ela é
uma fonte problema, implicando que o operador H nao é auto-
adjunto. Aqui, o coeficiente que a multiplica é pequeno, possi-
bilitando traté-la perturbativamente, como no caso da correcao
hiperfina do positronio. Qutra caracteristica importante da
energia potencial é que ela decai exponencialmente com |6|r
grande, refletindo o fato de 3.11 nao apresentar divergéncia
motivada por ¢* — 0.

3.2 Troca de dois bésons de gauge

Passaremos, agora, ao célculo das contribuicoes advindas da
troca de dois bésons de gauge, que correspondem aos graficos
das figuras 3.2 e 3.3. Como a soma das amplitudes desses
gréficos ¢ invariante de gauge, no que segue iremos omitir os
termos dependentes de gauge em 1.6. Contrariamente ao caso
da amplitude de vértice, o cdlculo desses diagramas é muito
complexo. Dessa forma, calcularemos explicitamente apenas
a contribuicdo assintdtica? para ¢ — 0. Mais precisamente,
iremos procurar contribuiges proporcionais a log(g?/m?) para
g pequeno. Por simplicidade usaremos o sistema de centro de
massa tal que 5y = ~py, P, = —p; e pl = p§ =p = p ~ m.

Vamos nos concentrar inicialmente no gréfico direto (d). A

?Apesar de tratarmos esta situacio mais simplificada, o trabalho algébrico ainda é
muito grande, por causa disso optamos pelo uso do programa Mathematica [51].



correspondente amplitude de espalhamento é dada por

lea):( )](C; ]; ty‘u(plﬁplak)Di!a(k)DﬂV(k_Q) tﬁa(pjéap?a_k)?
(3.17)
A ). (39

A andlise desta expressao torna-se mais sistematica escrevendo,

1y, p, k) = ia(p)

M = MO + MO + M© + MO

€€

(3.19)

onde os indices inferiores estao numa correspondéncia obvia
com os termos resultantes da multiplicacao dos propagadores
dos dois bésons de gauge em (3.17).

Por inspecao vemos que a parte contendo dois tensores mé-
tricos, M }g), € uma funcao analitica de ¢* e portanto nao con-
tribui.

Agora, o integrando em M + M d) ¢

et 0 Guapvo(k — q)° 5 9pvEpapk?
(F2=6)[(k—q)2—02](k—q)? ' [(k—q)2—02|(FI—G2)F2
X typ(pflapla k)tﬂa (pIQap% _k) (320)
Para g pequeno a divergéncia dominante é logaritmica e vem

dos termos no numerador de #*#t?® que sdo independentes de
k, ou seja,

o[2(P) 7" u(pr))[a(ph) Y u(ps)]

(k2 + 21 - &) (K2 — 2p, - )

y Gua€pva(k — q)° 4 98v€papk?
(k2—0%)[(k—q)?—0?](k—q)? " [(k—q)?—6%](k2—62)k?

—4ie*fphpS (3.21)
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A seguir fazemos as decomposicoes

1 17 1 1

K2(k2—62) 62 |k2—62 ﬁ] ‘ (3.22)
1 _ 17 1 1 ]
(k—q)[(k—q)?—62 6% |(k—q)2-62 (k—q)?

de forma que obtemos uma soma com somente quatro denomi-
nadores em cada parcela. Introduzimos parimetros de Feyn-
man e o célculo segue o procedimento usual. Encontra-se que
o termo dominante € proporcional a § X p; e portanto nao é da
forma procurada.

A parte M9 também é divergente quando ¢g* — 0,

M@ = _ g2 j @ [ a(py)y (%Jr—?) 7““(1)1)}
X {ﬁ(p;):vﬁ (_bf ad +Lm) 7“”(?2)]

kZ — 2p2m ]
y I o €pve(k — q)°
(k? — 62)k2[(k — q)? — 62](k — )
Nao sdo todas, entretanto, as partes desta expressiao que po-
dem divergir, com ¢* — 0; aquela que contém K¥ nao pode.
Desta forma, vamos aproximar M/? por uma expressio que
preserva somente as possiveis divergéncias com ¢# — 0,

M ~ M9 + M9 (3.24)

€

(3.23)

onde M, (d contém as eventuais divergéncias lineares e M, (62) as
logaritmicas.
A expressao para M d) é

Bk [ . h+m
Meel = —6% 4]W [U(Pﬂ’f (m) ’Y‘”u(Pl)}
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w(p,)y’ (ﬁ? zmk) (pz)J

€papk? €pvo(k — q)°
=R (k- ) — 62(k — g)?
=—46%e*pips[a(p )7 u(p1)|[@(py) Y u(p2)] (3.25)
B3k €napk’epuo(k — q)°
/(2f)3 (k242p1 k) (k2 —2pok) (k2 —62) k[ (k—q)? —6?](k—q)*

Apés usarmos decomposigoes em fragoes parciais nesta ultima
expressao ela desdobra-se em quatro partes, porém apenas uma
delas revela um comportamento que pode ser divergente com
g* — 0. Este fato possibilita dizer que

M)~ —4(e*/0%)phps [a(p) v u(py)|[@(py) Y u(ps)]
d3k €napkP€pve(k — q)°
3.26
% f (27)3 (k2 + 2p1 k) (k2 — 2pok)k2(k — q)? o )
quando g* é bem pequeno. Quando essa expressao é calculada,
com g¥ — 0, verifica-se que nao existe uma contribuicao do

tipo log (g2/m )
A parcela M <3, que contém duas partes, € tratada de maneira
idéntica a M9

eel

M= - ot | 5ty (L\ u(p)

k? + 2})1;6/

po+m
X U(Pz)’Y ( — % k)’YU
p1+m
- U(pl"}’ (k2+2 lk 7 (pl
B
< 1903 () )



" Gpapkpeﬂmr(k - Q)a
(k2 — 02)K2[(k — q)2 — 62](k — q)2
2et 1 d3k e i Byt
— f e {PA[a(e;) v u(p1)|[a(pe) v By u(ps)]

— psfa(p 1) ”kv‘”U(pl)][ (po)7 u(p2)]}
€uapk’epvo(k — q)°
(k2 + 2p1k) (k% — 2pok)k%(k — q)%

X

(3.27)

Nesta integral, de novo, constata-se a auséncia de log(g*/m?).
Agora vamos nos dedicar as partes possivelmente divergen-

tes, com ¢g* — 0, do gréfico cruzado (c), o qual corresponde a
amplitude

(i€)* s (521, ) Dyu(k) Dipk=) (31, K,
(3.28)

o ¢ a il
(5. F) = @yy%;ﬁgg-u@y (3.29)

Como antes, nés decomporemos Mb(;:) em quatro parcelas,
MY = M9+ MO + MY + MO . (3.30)

A parte Mg(;) nac contribui quando ¢* — 0, pois ela é
analitica em ¢*.

Os termos M ég’) e ME(;) somados sao iguais a

. 3 Guatove(k — q)° Ja€sapk’
fet pa€pro £ jigp

0 | o | * T

X t"4(py, 1, k) s* (py, pa, k)
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s d*k [T(p))v u(p)][@(ps)y’u(ps)]
—4ife'pips | (27r)3 k? ¥ 2pik) (k2 i 2pok) (3:31)
- [ Guv€pvo(k — q)° 9pvEuvpk?

(R =0)[(k—a—02I(i—a) * (k=) —OA(F— )K"’

Nesta tdltima passagem foram despezados termos finitos por
contagem de poténcias quando ¢# — 0. De novo, a decom-
posicao desta férmula em fragoes parciais possibilita isolar a
parte mais divergente para ¢g*¥ pequeno. Assim como no caso
M@ + M9 a contribuicdo dominante em M9 4+ M) é pro-
porcional a § X P;, que ndo é da forma procurada.

A dltima parcela, M9, também pode divergir para ¢* — 0,

€€

Mp = et [ X [(pl)'v (_¢+’6 1+m) 'Y”U(pl)]

(27)3 k2 4+ 2pik
i i o k + ]52 + m ye)
P N
3 Epapk €svo(k — q) (3.32)

(k2 — 02)k? [(k — )* — 6°](k — g)*

Semelhantemente ao caso do gréfico (d), reteremos nesta ex-
pressdo somente as parcelas, que divergem por contagem de
poténcias com g* — 0,

MO ~ M 4 MY, (3.33)

eel €

M) = A e 1 [T Eulp)] [T(pa) u(p)
- 62 (2m)3 (k% +2p1k)(K? + 2pok)
€papk’€pvo(k — q)°

* = 09)[(k — q)? — O9Jk2(k — g)?
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12

:—6: pips [@(py) 7" u(pr)] [@(ps) v u(ps)]
/ (d3k €papk’esvo(k — q)° e (3.34)

AL (k2+zp1k)(k2+2pak)k2(k—q)?
MY = 2e%2 k[ pf [@(py)y u(py)] [@(po) v ErPu(ps)]
= (27)3 (k2 - 2p1k)(k + 2pzk)

s [@(py)y By u(p)] [a(pe)yPu(ps)] }
(k2 + 2p1k) (k2 + 2p5k)
epapkp €svo(k — q)7
( — 02)k2[(k — q)2 — 6%](k — ¢)2

3
o | o i [ Bt [t )

+ pf [ (P u(p1)] [@(p2) v By u(p2))}
/ Bk €uapk’esvo(k — q)°
(27T)3 (K2 + 2p1k) (k? + 2pyk) k2 (k — q)2
Quando MY ce1 € calculado verifica-se a auséncia de log(g%/m?),
por outro lado,

(3.35)

MY ~ 1og('q’) (3.36)

quando 6 = —e?/(4r).
Podemos concluir que a matriz de transicao , somente no
tocante aos gréficos (d) e (c), é3

By = =4 (lej) + Mgg)) log( "’”) (3.37)

3Diferentemente dos célculos precedentes, a normalizagio dos espinores nesta secao é

#(p)u(p) = (m/E)'/2, fazendo com que os fatores (m/E)}? da férmula 1.4 ndo estejam
mals presentes.
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Portanto, a contribuicdo dos gréficos direto e cruzado para a
energia potencial férmion-férmion é (equagdo 1.17)

V() = [ (;iq;?e*f-f’ [4—” log (@)] . (3.38)

m m

A integral acima pode ser calculada a partir da transfor-
mada inversa de Fourier de 2.42,

L _ 1 o s

P [ &z Ko (16]r) - (3.39)
Se for || muito pequeno podemos usar Ky(|0|r) ~ — log (|0|r)
e 1/(g* + 0%) ~ 1/¢?, possibilitando obter de 3.39, apés a mu-
danga de varidvel § < T, que

T I YU
5 -é—w—fd ge'™log|q| + ¢, (3.40)
onde c é uma constante. Desta forma, pode ser dito que, a con-
tribuigao dos graficos direto e cruzado (d) e (c) para a energia
potencial, no que diz respeito ao seu comportamento a grandes
distancias, é

V()= = . (3.41)

mr?
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Conclusoes

Nesta tese foram abordados dois modelos num espaco-tempo
tridimensional, o modelo de Thirring e a eletrodinamica fer-
miodnica.

No caso do modelo de Thirring, foi mostrado que ele é
uma teoria renormalizdvel, quando a expansao 1/N é empre-
gada, tanto para o caso biespinorial quanto o quadriespinorial.
Além disso, foi feita uma anélise dos pélos do propagador do
campo auxiliar, introduzido para facilitar a implementacao da
expansao 1/N. Neste estudo ficou patente a presenca de um
termo de Chern-Simons induzido para o caso com biespinores.
Este fato fez com que aumentasse a regido de parametros onde
o modelo esta livre de taquions, quando comparado com o caso
de quadriespinores.

Verificou-se que o comportamento infra-vermelho desastroso
da eletrodinamica biespinorial é melhorado substancialmente
quando o propagador do campo de gauge incorpora, nao per-
turbativamente, as contribuigoes do tensor de polarizagdo do
vacuo. Na realidade, este tensor possui uma parte que cor-
responde a um termo de Chern-Simons, vindo dai a presenca
de massa para o propagador bosénico. Apesar de haver esta
massa, sobra ainda uma parte do propagador que diverge li-
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nearmente para trimomentos pequenos. Fisicamente, esta di-
vergencia reflete o comportamento de longo alcance promovido
pelo termo de Chern-Simons, ja que é creditado a ele um
efeito de “interacao” estatitica. Por outro lado, nos calculos
feitos neste trabalho, usando o propagador corrigido, as di-
vergencias infra-vermelhas nao se manifestaram. Nio pode-
mos, entretando, afirmar categoricamente que a teoria estd
livre de divergéncias infra-vermelhas. Realmente, foram cal-
culados somente alguns gréficos, sendo que os graficos direto
e cruzado ndo foram computados completamente. Resta, por-
tanto, fazer uma andilise mais detalhada da estrutura infra-
vermelha da eletrodindmica biespinorial. Quanto a eletrodina-
mica com quadriespinores nao foi encontrada uma maneira de
melhorar seu comportamento infra-vermelho, indicando que é
necessario adicionar de inicio um termo de Chern-Simons para
contornar este problema.

A energia potencial férmion-férmion foi calculada no caso
onde um hé béson de gauge virtual. Constatou-se que este pro-
cedimento possibilita a existéncia de estados ligados férmion-
férmion. Quando os parametros da eletrodindmica foram es-
colhidos convenientemente a energia de dissociacio deste par
Pode assumir um intervalo bem grande de valores, incluindo em
particular aqueles que correspondem a temperatura de transi-
cao de fase para um supercondutor a alta temperatura. Este
aspecto nos levou a supor que a eletrodinimica biespinorial
seJa uma boa candidata para descrever a supercondutividade
a altas temperaturas.

Foi conjecturado na literatura [52] que, para longas distan-
cias a energia potencial fornecida pela eletrodiniamica deveria
ter um comportamento semelhante a de Aharonov-Bohm, ou
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seja, da forma (I4+a)?/(mr?). Esta conclusio est4 ligada ao fato
que, em teorias nao relativisticas a invariancia de gauge sugere
que os potenciais sejam introduzidos via acoplamento minimo.
Nessa situagao, em uma transformagao de gauge a funcao de
onda adquire uma fase de modo que equacao de Schroedinger
permanece invariante. Deve ser observado [53], entretanto, que
nosso calculo estd baseado na matriz S a qual é, certamente,
um objeto invariante de gauge. Portanto, diferentemente do
caso anterior todas as quantidades entrando na equacao de
Shroedinger por nés utilizada sao invariantes de gauge. Conse-
quentemente, nossa construgao € explicitamente invariante de
gauge. Alem disso, verificamos que as contribuicoes de graficos
com dois bosons de gauge nao reproduzem a energia potencial
mencionada. Deve, contudo, ser ressaltado que o procedimento
usado para obter a energia potencial em ordem mais elevada é
ambiguo [54, 55, 56] devido a dependéncia da matriz S com a
energia e uma conclusio definitiva para essa questio ainda no
é possivel. Por outro lado, nosso calculo pode ser usado, sem
ambigiidades, para a determinacao das contribuigoes ao mo-
mento magnético do férmion oriundas da corregao de vértice,
como fizemos.



Apéndice A

Correcao de vértice

Este apéndice é dedicado ao cdlculo da correciao de vértice
na concha de massa, quando apenas um béson de gauge virtual
esta presente. A expressido para o vértice é

Pl ¢ e o s
A = f(—2;r)—3{ﬂ'( 1)(iev”)S(p; — k)

X (ey*)S(p; — k)(ie'yﬂ)u(pl)] Dqg(k) (A.1)

onde os propagadores sdo aqueles definidos na segdo 1.2,

S(p) = %gﬁ—mmg e (A.2)
Doslp) = = [(ga \- P;I;ﬂ) _ iaeaﬁpg] _ i/\%‘; .
(A.3)

A expressdo de A* apés a substituicio destes propagadores
passa a ser

A= —ie? | o [ﬁ(pl)w" ((’6’1_# tm )7“

@) P — k)2 —m2

73



g ((ﬁll—_k;;?tZQ) i U(pl)]

1 5 k'}' A 1 kakﬁ
X [—k2—92 (gaﬁ—zﬁeag7ﬁ)+(ﬁ—-k2_92) 12 l .(A.4)

O préximo passo no calculo estd em separar o A¥ em trés
partes,

AP = A% 4 A4 AF (A.5)

onde os subindices L, g e € dizem respeito as contribuigoes
proporcionais a geg, €43y € kokg, respectivamente. Sao elas

| &'k [U(p'l)'r"‘ (ﬁil - +m) o

(2m)? k2 — 2pik
. ( o L) (E N k?—B?) g 2 A6)

-
h

= —ied f (;:‘33 [ﬁ(p'l)“/“ (ﬁéz__kzgj’l-km) v

. (“6 ;2-_462;;) ’yﬂu(pl)} et e (AT

A = -00 [ 2 fahre (Bt

(2m)3 k? — 2pik
Pi—k+m €apyk”
X ( " 7 u(pr) Eg(k;—_gg) . (A8)

onde foi usado que (p;—k)?—m? = k*—2p .k e (p1—k)?—m? =
k2 — 2p1k .
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A.1 A parcela A}

A parte A é proporcional a corrente @(p;)y*u(p;). De fato,
isto pode ser verificado usando as relagoes

a(p)k (B1— ¥ +m) =a(p;)(2p1k — k%) e

P1—F +m)E u(pr) = (2pik — K)u(p1) - (A.9)
Por outro lado, estas duas igualdades sao consequéncias diretas

das férmulas 1.19 e 1.25. Se estas relagoes forem empregadas
na expressao A.6 de imediato conclui-se que

) dk 1 /) 1
T —_— .3
AL =a(p,)v*u(p1) {-—ze f(27r)3ﬁ (ﬁ . 92)} « [A:10)
Para calcular esta integral é preciso colocar um regulador infra-
vermelho, a (a > 0), isto é,

: dk 1 A 1
T o3 alf —
A7 =a(p)v*u(p1) [—ze ] (27)3 k2 (kz —a? k2 92)} )

(A.11)
O célculo dessa integral é facilitado caso seja usada uma de-
composicao em fracoes parciais,

1 __1/c2+ 1/¢
k2(k2 —c?) k2 k2 — 2

Esta identidade juntamente com a férmula de integracio 2.7
levam a

(A.12)

A% = a(p)rrulpy) | (2 - L (4.13)
=T —|-==1 - ;

L D)7y u\p1 i \a ]

Note que se o regulador a for tomado igual a zero a divergéncia

infra-vermelha reaparece.
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A.2 A parcela A}

A préxima parcela de A* a ser considerada é A%. O uso das
identidades

u(py)y (P~ ¥ +m) = u(p) 7" +2(p7 — k%) e

(b1 — ¥ +m)Y u(p) = [V} + 2007 — F)Ju(pr) , (A.14)
que advém de 1.19 e 1.25, em A.7 conduz a

3
N = i [ s o+ 2pie — Bl
x [v*¥ +2(p] — k*)]u(p1)}/D (A.15)
onde
D = [(k* - 2p)k)(k* — 2p:k) (k* — 67)] . (A.16)

O numerador de A.15 pode ser ainda mais rearranjado, em-
pregando-se algumas relagoes que diminuem a quantidade de
matrizes gama,

TV = =v*, BE=FK, Fy* +4"F = 2k",
2F pry'u(pr) = (=2mk +* + 4§ pi)u(p:) e
PR = u)-2myE +4pPE]. (ALT)

A expressio resultante para A}, apds expandir o numerador de
A.15 e usar as identidades A.17, é

3
N = i [ () (- F o F — dmi
+ 4P} +p") ¥ +4v* (PP —prk—pi k) |u(p1)}/D. (A.18)
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A etapa seguinte do célculo de A% estd em efetuar a inte-
gracao no trimomento k¥. Isto vai ser 1mplementado através do
uso de uma reparametrizagio de Feynman. No presente caso,
a repara,metrizaqéo de Feynman estd baseada na identidade

2y
abc f dyf {y[:ca +(1—-2)b]+ (1 —y)eP (A.19)

Se forem usados @ = k2 —2p;k, b = k? —2p\ k e k2 — 62, seguidos
de uma mudanga da varidvel de integracao , k¥ — k* + ypH
(onde p# = plz + (1 — :n)pl ), pode ser verificado que

1 1 3 )
Ay = =i [lay(ay) [ d [ Ssmh) (- (Fume)y (B um)

— 4m(k* + ypt) + 4} + pf) ¥ + yp2)

+ 4v*[p1p1 — pr (K + yp2) — P (K + yp¥)]hu(pr)
1

R S ey

O numerador do integrando da expressdo acima pode ser
mais simplificado quanto a sua dependéncia nas matrizes gama.
Neste caso, basta usar as identidades

(A.20)

[Pk _EE L
S @@ -rE T nr e = e
]647'7#76:5 = QPQ’”: _pi,),p €
a(py)p=u(pr) = ma(p;)u(p:) (A.21)

(que decorrem das relagoes 1.19 e 1. 25, da definigao de p# e do
fato das integrais com um tnico k¥ no numerador serem nulas)



para perceber que

) 1 1
Ay = —ie® [[dy(2y) [ da

&k a(p) (f1v* + foph + fapt)u(p)
./(271‘)3 {22 ..j [p2y? _|2_ 92(1 _3 D) = (A.22)

com

fi= %k2+m2y[—-4+y(1——2.7:+2:1:2)]+2p1p'1[x(l—m)y2+2(1—y)] ,
fo=2my[2(1 —z) —yz] e
fo = 2myl2e — y(1 — )] (4.23)

Deve ser observado, agora, que o denominador do integrando
de A.22 é uma funcdo par em relacao ao ponto médio da
varidvel de integracao z, z = 1/2. De fato, quando sao usa-
das as definigoes de p# e ¢*, o referido denominador pode ser
escrito como {k? — [62(1 — y) + y*[m? — z(1 — z)¢*]}®, com
z(l—2)=1/4— (z —1/2)2. Isto posto, fica claro que somente
as partes simétricas de f; e fy pela reflexdo z + (1 — z) con-
tribuem para a integral em z. Quando essas consideragoes sao
levadas a cabo é possivel concluir que

.5 1
Al = —ied [U dy(2y)]O dx

s a(p)[fy* + f (ot + pf')]u(py)
AT o e e e e R
onde
f=my2-y) e
k?

fi=3+m(4-8y+y") - glz(1-2)y’ +2(1 - y)] . (A.25)
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A partir deste ponto torna-se conveniente usar a identidade
de Gordon no célculo de A%, cuja forma é

T u(p) = 5 TGP + g0 u(py),  (A26)

onde P* = pf' + p¥ e 0% = —i[y*,7*]/2. Uma maneira de
verificar esta igualdade est4 em perceber que seu lado esquerdo
é equivalente a

1 1 (p’la +pla

%ﬁ(pi)[ﬁh" + y*pi]a(p:) = 5.~ 4(p1) — (Y y* +4H %)

Pla—DPla

T (7“'}”‘—7"7"‘)-U(p1). (A.27)

As duas primeiras relacées de 1.25 foram usadas para verificar
que os lados esquerdos de A.27 e A.26 sio iguais.
Quando a identidade de Gordon é usada em A.24, obtemos

Ag = E(P;)Pg(‘?)u(pﬂ , com

IYa) = —ied ) [ de [0

(1 +2mf) — ifgao
{k2-[62(1-y) + y*[m?—2(1-z)g2]]}®
No presente trabalho existe o interesse de analisar situagoes
onde os momentos transferidos sio pequenos. Devido a isto,
serao considerados apenas os dois primeiros termos da série de
Taylor de I'%(q) em relacao g*/m, possibilitanto decompor A4
em duas partes,

. (A.28)

A¥ ~g(p,) |T#(0) +

g

Qarg(()) . iz 1
m___a(qa/m) u(p1) = A + A . (A.29)
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Sob estas circunstancias, é conveniente usar uma variavel de
integracdo adimensional w®, w® = k®/m, consequentemente
I'#(q) pode ser escrita como

—ied 1 fw
Ty === | du() [ dz | éﬁ)s
i ( {; +2f) — z‘f’(qa/m)a““: -, (A.30)

{wg_ [%(1_3})4@2 (1-:13(1—-75) ;!;1_2)]}

onde
! I w? q2
s —= + (v ~8y+4) - o z(l—z)y’ +2(1—y)] e
f=flm=y2-y). (A.31)

O termo A%, que é w(p)T*(0)u(p;), vem a ser
Ay = u( 1):wu(p1) (A.32)

—ied iw? — (y? + 4y — 4)
2 [[ay(2y) 2yfda:f2ﬂ {;2 % il

Caso sejam feitas as integragdes em w* (férmulas 2.7 e 2.8) e
em x € possivel verificar que

A = a(p)v* (Pz)lﬁﬁm

3 2 _
x [dy Y l+i+4y 2 U (A33)
L1-y)+12)* [S-y)+2)?

Quando as integrais em y sao efetuadas pode ser concluido que

e3

A% = (p, )y u(py) (4.34)

8mm
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.+.

(R ]

1 g% 0r4(0)
O termo A#, que advem de ™ e m) ©

-2 [2+ 8+ ()24 ()]
1T @ern

3
g . =t
Ad = — 2(p1)gac® um)f d-'rf dy

dw 2yf A.35
x ]% P Err—— (A.35)

Os resultados das integrais desta expressao sao obtidos da
mesma forma que as de A, o resultado final ¢

1 ot o i€3
At = u(p;)g.0™u(p:)

16mm?
\
ol , 4~ 38 (2404
X |-343-+ = log | J (A.36)
Por outro lado, decorre diretamente da definicao de o e de
1.26 que 0% = —e***y,. Desta forma, A;" pode ser reescrito
como

16mm?2

16| 4—355 24+ 14
3+3 5 log T

m

3
Ip — (s aph,., —te
Ag'u = U(p;)gac™ Maut PU\ )

(A.37)
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A.3 A parcela A#

Resta calcular a terceira e ultima parte de A#, A.8,

| d:rk !ﬂ(pl)v" (ﬁ 1= ¥ +m) °a

k2 — 2pik
8 Eaﬁ-)ok‘y
K2 = 2pik ) T 1)] K2 (k% - 67)

A expressao A.38, através do uso das identidades A.14,
torna-se igual a

(A.38)

A¥ = —f¢? (A.39)
[k Ty 20—k 1 b 2 ok ulp)
(27)3 (k2 — 2p\k) (k2 — 2p k) k2(k2 — 62) '

Outras identidades podem ser utilizadas objetivando simpli-
ficar o numerador de A.39, sao elas

Y =g — iy, e

TPy = e + gy — gy 4 gH (A.40)
a primeira expressao ¢ a relagdo 1.26, a outra decorre dela. Por
sua vez, A.40 possibilita verificar que

Fy vy Keap, kT = 2ik%K*
Frv v pleap k7 = pPli(kgk? — k?84) — kPE Y €apy + kk7ey ] e

Py sk = pLli(ksk” — K*8) + eapy KMy KT — €5 B )
(A.41



Estas identidades, quando usadas em A.39, levam a conclusao
que

d3k N#
= _@e3 A.42
AL =—0¢° @) (2 = 29k (R — oy — ) » (42)
onde
N¥ = u(p))[2ik*k* + 2i(k*kg — k*85) PP — 2¢%5 kK7 q°

+ 2eap KK + 4pPPleap, KV Tu(p) . (A43)

I\g estas expressoes foram usadas as definicoes de P* e g, P* =
pt'+pleq* =p!—pf.

O denominador em A# contém o produto de quatro fungdes
de k%. Desta forma, vai ser usada uma reparametrizacio de
Feynman para facilitar a integracio em k”,

— = (A.44)
a10903a4

1. 1. 1 6y2?
dz | dy [ dz .
bzl vl {[(za1+(1-z)as)y+(1-y)as)z+(1-z)as}*
Se for escolhido a; = k? — 2p1k, ay = k? — 2p1k, a3 =k — 0% e
as = k? a expressio de A¥ pode ser escrita como

N = —~6663/01 da:jol dyfo1 dz(yzg)] (;lj:;g
NH

© (k= yzp) = 01— p)z + 2] (4.45)

onde p* = zp} + (1 — z)p/.

O passo seguinte estd em fazer uma translacio da varidvel
de integracao, k* — k* + yz p¥, para simplificar a forma do
denominador do integrando de A.45. O numerador N*, por
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outro lado, fica modificado pela substituicao k¥ — k* + yz p¥,
passando a ser denotado por

Ne=a(p)[Tf + T4 + T4 + T + T¢ + T¢Ju(p) , (A.46)

sendo que
T¢ = 2i[k*" yz + 2yz(p.k)k* + y*2%pH] |
T§ = 2i(kgk” + y*2%p,sp") PP
Ty = —2i(k®+ y*2*pl) P+,
T = —2¢%, (kK +y*2’p.p)d”
T = 2eapy (k'K + y*2°pE p1)voq" e
T¢ = 4pfpf €apy yzplv*” . (A.47)

Estes termos nao contém parcelas impares em k¥, pois suas
contribuigoes a A¥ sao nulas; o denominador do integrando de
A.45 passa a nao conter termos lineares em k”, ap6s a substi-
tuicao k¥ — k¥ + yz p4. Deve ser notado ainda que, T é nulo,
devido ao fato de p] depender somente de p] e p;'.

A partir deste momento, vai ser usada uma aproximacéio
nao relativistica, desprezando-se os termos proporcionais a ¢2.
Torna-se conveniente, entao , utilizar as relagoes

e Pﬂ_l_qﬁ 5 Pﬂ_qﬁ

i = 2 y P1 = 2 apf—2+ 9 q ,

pi=m’—z(l-z)g* 2m? e P?=4m?—q~4m?. (A.48)

Ja que p? estd sendo tomado igual a m?, o denominador do
integrando em A.45 torna-se uma funcdo par pela troca z <
1 — z. Este fato possibilita a eliminagao dos termos impares
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com z ++ 1 — r em M¥. Quando todas essas consideracoes sao
levadas a cabo, pode ser usado no célculo de A¥* que

T = i[k’yzP* + 2yz(Pk)k* + y323m2P*]
T = 2i[(kP)k* + y*2’m?P*],

T = —2i[k*+ y22’m?|P*
T = —26“B7¥k7qﬁ—e‘” myzqﬁP" 2
T = 2eup,k"k7¢P + (1/2)€%P7 4222 P* PP . (A.49)

Como um T# qualquer sempre aparece em A* sob a forma
u(p;)T#u(p1), podemos usar a identidade de Gordon (A.26),
para escrever escrever P® em termos de 7® e gyo** num T
qualquer. Mais especificamente, vale a identidade

P® = 2my* +igre**y, (A.50)

quando ela estd entre um @(p;) e um u(p;). Todos estes fatos
(A.46, A.49 e A.50) permitem que seja usado

Nt = {alp ’1)7/\[27:7"3/21‘525&‘ + dimyzkyk* + 2im3y3235§
+ dimkyk* — dimk*6Tu(p:) }
+ {a(p) [}, (=64 kPyz — 2k, kFyz + 64yP2°m?
e 25”k2+25“m2 : 2) + 26777 6By kPE, ]
-1 {u(Pl)[—4zm y 2 q#]u(pl)} (A.51)

no célculo de A#, quando o limite nao relativistico é levado em
conta para os TH’s.

Se forem feitas em A.45 a translacao da varidvel de inte-
gracao (k¥ — k* + yz p.) no denominador e a substituicio de
N¥ por N* é possivel concluir, apés a redefinicio k* — muw*,
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que
—69(33 1 1 1 9 d w ATo - .2 1
A =—3 ]Odmfo dyfo dz(yz )f( )3{ a(p)r 26wy 26}
diyzwrwh +21y° 238§ + diwy w* — 4iw?6§]u(p;)
a(py)wr/m[eXPy, (- wiyz — 2w whyz — §ky323
268w + 664y*2%) + 26X 84y, wPw, Ju(p:) (A.52)

a(p; )g" —4dry“z°lu =
u(p;)g* /m[—4iy®2*] (pl)}{w2—[%(l —y)z+ 222}

Na expressdo do denominador foi usado, também, que 72 &,
A integracao em w? de A.52 é obtida através das férmulas
2.7 e 2.8. Isto possibilita afirmar que

+ + + +

Af = A% = A4 AB (A.53)
onde

30ed 1 1 ;

A = —go—s [ dy [ d= {a(p, )y u(pr)}
T 2 4,5
x{ Oy“2° + 8yz +— 2y*z 4 (A54)
TR A ERE———
30e?
AlF = —327:;12 dy/ dz{ a(p,) [ ey, ] u(pl)}

5253 _ _ 3.4
x{ Y2 By2” ol 2yz+6yz é}e(A.ss)
3lmr(1=9)2+322%"  [L(1-y)z 49227’

30e3 1. 1 |7(p
2p
A= ry— A dy/o dz{ p

._’\..__/

ig" [y ulp) | 4 5
= )Z+y22]a/2}( |
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Caso sejam feitas as integragoes em y e z destas expressoes,
verificam-se as igualdades

I 9 3
A = [a(p)r*u(pr)] (— 32:m2) (A.57)
e\ Jﬂ
l\? , 16m ()
s 3-!-(1 = + 0] (2+u)+1210g 2+J,—nl ,
b T ge
Ak = {Epy) [igre ] u(p)) (—32:1713) .
(8 Croe @) sea | ow
- + 4 3 m ||,
- 2 2 (2+4) ol %ot
L 3
A¥ = [a(p,) ig" u(p1)) (8w;3) (A.59)
-1 oLl = ] b
0 I TS R P I

A expressao final para o A*, a pequenos momentos trans-
feridos, vem da adigao de A.13, A.34, A.37, A.57, A.58 e A.59,

ou seja,

A = @) u(p)] Fi + {a(py) [igxe*v,] u(p)} P

+ [ulpy)ig” u(pr)] F (A.60)
onde
e (A i
Fl—g;{g—m (A.61)
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L[R2 QY T e (242 ]
2m T (E)e+E) m) | P\ TE
AR e \])
na o)\, 16m () J
s [+ (1-5) +T eyt ‘°g(2+:;,) )
18] < )
—63 Igl 3('") 2_[-m
Tom? —3+3 5 In J%l (A.62)

2 2
o [ (&), 028 se(e) o
Tom T2 T 2 2+4) " +810g(—)

963 4dm 1] 16]
Fo= | —— - 1 S ; (0.
= (g [+ (2+U)+30g(2+%l

Vamos fazer agora uma discussido sobre cada um dos trés
constituintes de A*. As contribui¢bes proporcionais a cor-
rente podem ser absorvidas na renormalizacao da carga, ja
que F) é uma constante. Quando o vértice é contraido com
Ay, a parte que contém u(p;)ig“u(p;) gera um g¢*A,. Este
q*A,, por sua vez, assume diferentes valores, a depender da
escolha do gauge. Finalmente, a contribuicao devido a parcela
{@(p)) [igre*er,] u(p1)} F» pode ser medida (veja, por exem-
plo, o caso da corregdo do momento magnético do férmion).

(A.63)
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