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ABSTRACT

In this thesis, we study the quantization of several examples of the
generally covariant theories using the canonical and the BRST methods.
The examples studied are: particles, chiral bosons, null strings and null
membranes ( and their supersymmetric extensions ). We show, for all the
examples considered that it is always possible to obtain consistent quantum

theories.

We present several results: a) we propose a procedure to quantize chi-
ral bosons based in the square root method. The resulting model has an
explicit tensorial structure and it permits to quantize consistently particles
with higher spin in two dimensions. b) We propose a new model of null
strings with local supersymmetry in the world sheet. The null spinning
string is constructed in the Lagrangian and the Hamiltonian formalism.
The bosonic and fermionic null string are quantized and we shown that
the critical dimensions are 26 and 10 respectively. c) We explore the path
integral quantization of a null p-brane. A functional difussion equation is
obtained for the free quantum propagator of these objects. Our method can
be considered, probably, a first step in the formulation of the null p-brane
field theory. Here, we present also a supersymmetric null p-branes model.

d) We present an argument that shows that the Fradkin-Vilkovisky theorem



is incomplet to quantize generally covariant theorics. We propose a modi-
fication of this theorem and we obtain explicit ( and correct ) expressions
for the propagator of the bosonic relativistic particle, spinning relativistic

particle and chiral bosons.



RESUMO

Neste trabalho estuda-se a quantizacao de vdrios exemplos de teorias
covariantes gerais do ponto de vista canénico e do ponto de vista do método
de BRST. Os exemplos considerados sdo: particulas, bésons quirais, cordas
nulas e membranas ( e suas extensdes supersimétricas ). Demonstra-se
para os excmplos estudados que é sempre possivel obter teorias quanticas

consistentes de ambos os pontos de vista.

Apresentamos vérios resultados mencionados a seguir: A) Propomos
um procedimento para a quantizacio de bésons quirais baseado no método
da raiz quadrada. O modelo possui uma estrutura tensorial de Lorentz
explicita e permite quantizar consistentemente particulas com spin supe-
rior em duas dimensées. B) Propomos uma nova corda nula com super-
simetria local na superficie de evolugdo. Fazemos as formulacdes hamilto-
niana e lagrangiana desta corda. Estes modelos de cordas sio quantizados
e demonstramos que as cordas nulas tém dimensées criticas 26 ¢ 10 para os
casos bosonicos e fermidnicos respectivamente. C) Propomos um modelo
de p-branas nulas e as quantizamos via integral funcional. Obtemos uma
expressao formal para o propagador destes objetos. O método proposto
aqui poderia ser considerado como um ponto de partida para uma teoria

de campos de p-branas nulas. Também propomos aqui um modelo de p-



branas nulas supersimétricas e fazemos a formulacdo hamiltoniana deste
modelo. D) Apresentamos um argumento que demonstra que o teorema de
Fradkin-Vilkovisky ¢ incompleto para quantizar teorias covariantes gerais.
Propomos uma modificagdo deste teorema e obtemos expressoes explicitas
( e corretas ) para os propagadores de particulas relativisticas ( bosonicas

e supersimétricas ) e bosons quirais.
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INTRODUCAO

O principio da invaridncia de gauge tem sido de grande importancia
na Fisica Tedrica atual. No passado o uso da invariancia de gauge para a
construgao de teorias fisicas permitiu resolver importantes problemas em
Teoria Quantica de Campos e Fisica de Particulas [1].

Do ponto de vista hamiltoniano, uma teoria invariante de gauge ¢
aquela que possui vinculos de primeira classe. Os vinculos de primeira classe
sao os geradores desta simetria e tém um papel crucial na quantizacgio desta
classe de teorias [2].

As teorias de Yang-Mills e de cordas sao exemplos de teorias de gauge.
Entretanto, existe entre ambas uma importante diferenca ( ver apéndi-
cec A ): A teoria de cordas ( como qualquer outra teoria invariante por
reparametrizagoes ) ¢ uma teoria covariante geral e a simetria de gauge nao
¢ interna, diferentemente de teorias de gauge do tipo Yang-Mills em que a
simetria de gauge ¢ interna [3].

Mais precisamente, isto significa que se temos um principio variacional
para uma teoria covariante geral, a invaridncia de gauge da acdo fica com-
pletamente assegurada somente se os parametros de gauge nos extremos se
anulam. Isso ndo ocorre no caso de teorias com simetrias internas, onde
os parametros de gauge nao tém nenhuma restrigio. Esta distin¢io entre
teorias com simetrias nao internas e internas tem consequéncias severas no
momento de se fazer a quantizagdo. Enquanto no segundo caso a quan-
tizagao € direta [4] , no primeiro caso hd muitas sutilezas e dificuldades a
serem consideradas , inclusive a nivel classico.

A quantizagao canonica de teorias de gauge nao internas, num contexto
particular, é quase tao antiga quanto a teoria quantica. Com efeito, numa
linguagem diferente, foi considerada pela primeira vez por Rosenfeld em
1930. Ele usou idéias primitivas de teoria de campos e Mecanica Quéntica
numa tentativa de descrever quanticamente o campo gravitacional [5].

Num contexto mais moderno, de Witt e independentemente Wheeler ¢
colaboradores [6] elaboraram uma série de artigos que culminaram, em 1967,
com o agora conhecido programa de quantizagio canénica da gravidade [7].



Este programa permitiu desenvolver modelos de minisuperespago [8] , novos
enfoques para a gravidade quantica [9], e, ultimamente, também foi 1til na
claboragao de novos argumentos que justificariam o por que a constante
cosmolégica poderia ser zero [10, 11].

No entanto, num contexto geral, a quantizagao candnica nio respondeu
a todas as perguntas que se fez: problemas associados ao ordenamento de
operadores, regularizagao, renormalizacao, etc., ainda néo tém uma solucao
definitiva. Em particular, no caso da corda, ndo existe nenhum argumento
bascado no método da quantizacdo canoénica & la Wheeler-De Witt que
permita derivar os resultados obtidos por outros métodos.

Uma alternativa a este programa é o formalismo de Batalin, Fradkin
e Vilkovisky (BFV), baseado numa generalizagio da simetria de Becchi,
Rouet, Stora e Tyutin (BRST) [12], ( originalmente descoberta para o caso
especifico de teorias de Yang-Mills) e da integral funcional [13].

A idéia bésica do formalismo de BFV consiste em substituir a simetria
de gauge local original, por outra simetria global, conhecida agora como
simetria BRST.

No formalismo de BFV hd novas perspectivas conceituais. Por exemplo,
a construgao de BFV garante a unitariedade e consisténcia quantica ( Isto
foi provado em geral na referéncia [3]). Do ponto de vista de célculo, o
formalismo culmina com uma expressao para a matriz de espalhamento (
teorema de Fradkin-Vilkovisky ) a qual, em principio, permite calcular a
matriz S para qualquer teoria.

Nesta tese, confrontaremos estes dois métodos de quantizagao para o
caso de varios exemplos de teorias covariantes gerais. Sao estes: a particula
relativistica, a particula supersimétrica, bosons quirais supersimétricos, cor-
das nulas e membranas nulas. Mostraremos que cada método tem méritos e
dificuldades e demonstraremos, para os exemplos mencionados acima, que
em ambos os casos é possivel quantizar consistentemente esta classe de
teorias.

No primeiro capitulo deste trabalho, estendemos o método de quan-
tizagao proposto na referéncia [24] para o caso de bosons quirais supersi-
métricos usando o método da raiz quadrada. Demonstraremos que esta
extengao permite quantizar consistentemente férmions de spin superior em
duas dimensoes. Demonstramos também que, ao contrario do que usual-
mente se pensava, o método da raiz quadrada nem sempre resulta em uma
teoria fermionica [14]. No capitulo II, usando métodos hamiltonianos, for-
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mulamos uma teoria de cordas nulas com supersimetria local na superfi-
cie de evolugao, a qual é a extensao natural da corda nula de Schild [16].
Apresentamos aqui também a formulacdo lagrangiana desta corda, a qual
permite rederivar sistematicamente os vinculos (usando o método de Dirac)
[17; 18]

No capitulo III, usando métodos funcionais, quantizamos uma p-brana
bosénica ( i.e., um objeto extenso de p dimensdes espaciais), e encontramos
uma expressao explicita para o propagador, a qual satisfaz uma equacao de
difusao funcional [40]. Esta é a generalizacao de um resultado encontrado
previamente por Eguchi ha véarios anos atrds [39].

No capitulo IV, consideramos a quantizacao BFV das teorias ante-
riores; damos aqui um argumento que prova que, para o caso de teorias
covariantes gerais, as condigées de contorno usuais nao fixam completa-
mente uma trajetéria no espago de fase e, em consequéncia, é necessirio
impor condigoes adicionais. Isto traz como consequéncia uma modificacio
do teorema de Fradkin-Vilkovisky.

Tendo isso em conta, obtemos expressdes explicitas para os propa-
gadores da particula relativistica, da particula supersimétrica,de bésons
quirais supersimétricos. Neste capitulo também fazemos a quantizagio
BRST das cordas nulas bosonica e supersimétrica e demonstramos que para
esta classe de cordas as dimensdes criticas sdo 26 e 10 respectivamente [17,
18].

Finalmente, o capitulo V contém as conclusdes. Anexam-se trés a-
péndices para fixar a notagdo: um que contém a definicdo de simetrias
de gauge internas e nao-internas, outro sobre cordas supersimétricas com
tensao, e um terceiro sobre célculo de determinantes usando regularizacio
da fungao-(.



Capitulo I

Quantizagao Canoénica de Bdésons Quirais Supersimétricos



Capitulo I

Quantizagao Canodnica de Bdésons Quirais Supersimétricos

Os bésons quirais sao os constituintes basicos da corda heterética [20].
Fisicamente, representam os modos esquerdos e direitos da corda, e quando
sao fermionizados e combinados adequadamente dao lugar a um tipo de
corda alternativo, que é conhecida como corda heterética. Numa linguagem
mais técnica, os modos esquerdos e direitos da corda estao desacoplados, e
cada um deles é chamado um boson quiral ou um campo autodual.

A quantizacao da corda heterdtica apresenta varias dificuldades e a
origem do problema estd no fato de que atualmente nao existe um proced-
imento satisfatério de quantizagao de bdsons quirais.

Varias tentativas engenhosas de quantizagao foram propostos na liter-
atura para quantizar bésons quirais [21]. Das varias proposicoes feitas, a
de Florianini e Jackiw [22] parece ser a mais promissora. A idéia deles, foi
substituir o lagrangiano local de Siegel [23] por outro nao local, e que tem a
virtude de ser equivalente ( apds a bosonizacao ) a uma teoria de férmions
de Weyl.

Usando a estratégia de Florianini e Jackiw, os bésons quirais podem
entao ser interpretadeos como excita oes solitonicas de tais férmions.

Um ponto de vista diferente na quantizagdo de bésons quirais ( e
aparentemente mais simples ) foi proposto na referéncia [24]. A idéia bésica,
é considerar o problema do ponto de vista de particulas e ndo de campos.
Neste método, supoe-se uma particula movendo-se numa direcio
( digamos a esquerda ) e se constrdi, usando unicamente argumentos de con-
sisténcia, o correspondente vinculo hamiltoniano. A quantizacio canénica
desta particula quiral é direta: o célculo do propagador, em analogia com
a particula relativistica ordindria, é precisamente o propagador da corres-
pondente teoria de campos de bésons quirais.

Neste capitulo, usaremos esta idéia para construir uma teoria de parti-
culas de bdsons quirais supersimétricos. Mostraremos explicitamente, como
esta teoria pode conter bdsons quirais de spin superior, e como a covariancia
geral é manifesta.



1- Bésons Quirais Supersimétricos: Teoria Classica

Comecaremos esta secao fazendo uma breve revisdo do modelo de par-
ticulas quirais bosénicas; para uma visao mais completa, o leitor pode con-
sultar a referéncia [24].

Consideremos uma particula relativistica sem massa, movendo-se a es-
querda em um espago-tempo bidimensional. Em tal caso, o momento e a
energia sao iguais (Fp = P ), e com este dado, devemos construir uma acao
invariante por reparametrizagoes para esta particula quiral.

A invariancia por reparametrizagoes diz que o hamiltoniano canénico
Hy = PX — L = 0 e, consequentemente, a acdo deve ser [24]

S =/ dr[P*X, + NH] (L.1)

T1

onde N ¢ um multiplicador de Lagrange, e H é um vinculo de primeira
classe, o qual deve ser construido tendo em conta que a particula é quiral.

Como estd demonstrado na referéncia [24], a tnica possibilidade, fisi-
camente razodvel, para este vinculo é que H seja igual a

H:(PO—PI)P; (12)

onde ¥ € um parametro real diferente de zero e que est4 relacionado ao spin
da particula por:

y=1- — (1.3)

sendo p? = 47ws e s é o spin [25]. -
Usando (1.1) e (1.2), vemos facilmente que as equacgdes de movimento
sao0:

P+ Apl =0
Ap® = pl)— &' = 2p!l =0 (1.4)

as quais, quando sao usadas em (1.1), permitem escrever o seguinte la-
grangiano:

L= Xjro(z':l - %) (1.5)

Pode-se comprovar usando

52° = £2°,621 = €21, 61 = (€)) (1.6)



que o lagrangiano (1.5) é invariante pelas transformagdes (1.6), e, conse-
quentemente, estas transformagoes sdo a versao lagrangiana da invariancia
por reparametrizagoes.

Os autores da referéncia [24] demonstram que os propagadores que se
podem calcular nesta teoria sao os mesmos que os obtidos por Florianini e
Jackiw [22], para o caso em que os campos tém dimensdo 0 e 1 e v assume
os valores 1 e -1 respectivamente.

Pode-se argumentar que para 7's gerais, a causalidade restringe os
valores de v a inteiros menores que 1. Nesta secao, consideraremos os casos
em que v = —1, =2, —3,.... Uma discussao mais rigorosa sobre isto pode
ser encontrada na referéncia [25].

A quantizacdo candnica deste modelo de bésons quirais é direta, com
efeito, seguindo Dirac [2], sibstituimos o vinculo (1.2) por

Hyp =0 (1.7)

onde ¥ é a funcao de onda. A equagao (1.7) pode também ser obtida da
acao

S= fd%w%zp (1.8)

a qual também pode ser vista como a versdo em segunda quantizacio de
(1.7), se a funcdo de onda 9 ¢ interpretada como um campo.
Neste caso, é facil verificar que o campo v tem dimensio (1 — ).

E neste ponto, que o modelo de Gomes-Rivelles-da Silva conecta-se com
a formulacdo padrao ( ao menos com a de Florianini-Jackiw-Siegel ) de
bésons quirais. O procedimento esbogado acima, no entanto, tem alguns
inconvenientes. Nele, o campo 3 tem s6 uma componente, e a estrutura
tensorial deste campo permanece obscura. Este ndo é um problema apenas
deste modelo particular, mas parece estar sempre presente na quantizacao
canodnica a Dirac.

O modelo que apresentamos em seguida, elimina o problema da estru-
tura tensorial de ¥. Em particular, demonstraremos que neste modelo a
estrutura tensorial de Lorentz é manifesta. A construcio estd baseada no
método da raiz quadrada, o qual foi proposto por Teitelboim h4 vérios anos
atras, como uma maneira de derivar os vinculos de supergravidade a partir
da gravidade de Einstein [15].

A idéia do método da raiz quadrada consiste em supor que existe uma
teoria bosonica com vinculos de primeira classe H, (@ =1,2,...,m) ( ndo
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necessariamente quadraticos nos momentos ), e cuja dlgebra sob colchetes
de Poisson é:

(Ha, Ho] = KSH.e (1.9)

onde os I§, sao coeficientes de estrutura que, em principio, podem depender
dos campos.

Entao, introduzimos variaveis fermionicas e definimos os vinculos fer-
mionicos ( de primeira classe ) S, com a condigdo que o novo conjunto de
vinculos H,, S, satisfagam uma &lgebra fechada, isto é se:

[ﬂa&ﬂb] = I’gbﬂc

“

[Ha,Sb] = US,Se
{S.,Sp} = VSH. (1.10)

entao dizemos que a teoria fermiénica é a raiz quadrada da teoria bosé-
nica. Aqui, os H ndo sio necessariamente os mesmos vinculos da teoria
bosénica de partida, mas, reduzem-se aos H, quando os graus de liberdade
fermionicos sao eliminados.

Em geral, a construcdo dos vinculos que satisfacam a superalgebra
(1.10) pode ser ndo trivial, no entanto, pode-se dar argumentos gerais nos
quais ( ao menos para teorias covariantes gerais ) a existéncia de uma teoria
supersimétrica dada uma teoria bosonica, esteja sempre assegurada.[26].

Seguindo os argumentos anteriores, nos propomos a construir a teoria
supersimétrica associada a (1.2),i.e., construiremos um gerador fermiénico
S tal que o conjunto de vinculos (H, S ) satisfaga uma superéalgebra do tipo
i

Comegamos considerando (1.2) e tentemos encontrar um vinculo fer-
mionico S, tal que satisfaga a equacio

{S,8} = oH (1.11)

onde « é algum nimero real diferente de 0.

Se introduzimos as varidveis de Grassman 6, (= 0, 1) as quais satis-
fazem

{6.,6.} = 2in,, (1:12)

8



a partir de (1.2) encontramos que o gerador fermidnico S mais geral é:

: T -
8= —%90(1—262“ %)Pl % e 291(1-1—201— %;)P1 a2 pemado—8 .,
(1.13)
Onde v é um inteiro negativo impar.
O passo seguinte, ¢é verificar que o resto da superalgebra é fechada.
Um célculo simples mostra que:

[H,S] =0
[H,H] =0

o que assegura que H e S podem ser impostos consistentemente como
vinculos de primeira classe.

Em (1.13), os sinais relativos de « e # nao estao fixos, isto é uma
consequéncia da simetria discreta @ — —6 | presente em (1.12), e da simetria
rigida continua 64 — &fy, 6_ — &~ '0_ com 04 = 6y £+ 6,. Tal simetria
¢ manifesta quando (1.12) se escreve em componentes cone de luz. No que
segue, tomaremos o mesmo sinal para a simetria discreta, e manteremos «
fixo e diferente de zero.

A agao para este modelo é:

5, : .
5= f dr[P* X, + 221'9“‘9“ 4 T 4 35 = ieﬂ(fg)aﬂ(ﬁ) (1.14)
T
onde NV e A sao os multiplicadores de Lagrange para os vinculos H e S re-
spectivamente, e T é o tempo préprio desta particula quiral supersimétrica.
O termo de superficie em (1.14) é necessdrio para termos somente
uma condigdo de contorno nas varidveis 8, digamos 6,(7) + 0,(72) = v,,
enquanto para as variaveis bosénicas tem-se X, (1) = X,(1), X, () =
X2

Eliminando P, nas equagoes de movimento, encontramos:

1X1 XU = 1479 Xo ¥
Bi=er: [ =i Ll
° 7N( N) S ( N

1—7X1 Xy * 1+~ 1 Xo o
+ A6y + — + _ 2




Xo\” 1 WS AN
P = (—WO) [1+ a/\(eo +01)% (—WO) ] (1.15)

Substituindo (1.15) em (1.14) a agao é:

. 1
T2 XXt . : o
S:/ dT[<-]\;’) (X0~X1)+i-t9"9u

. B HEE
1 1 .. X
+4—§/\(90 %91)N(X0—X1) (—WO) -
1 X !

onde os termos de contorno (t.v) sdo os mesmos que em (1.14).
Verificamos diretamente, que sob reparametrizagdes

6X,=€X,, 6N =(eNY

60, = €b,, A= (eA) (1.17)
com € = €(7) , o lagrangiano L se transforma como:
0L = (eL) (1.18)

¢ para que este seja invariante, é necessario que €(71) = 0 = €(75) que ¢
um resultado bem conhecido em teorias com simetrias nio internas ( ver
apéndice A ).

Usando (1.12) e (1.13), encontramos que as transformacées de super-
simetrias locais s3o:

1 x=1
6Xo = Z5(5’0 +61 )P, 3

1 P, 14 ¥=1
6X1 =20 +0)ly+1 - (v - 1)P‘;]P T _ a=—T€(8 L0, — 0,)P,
1 PO a+1
= 2£(1 =2a - 2)p 2
60 = ZE(1 - 2a P1 )P,
1 By ok
80y = — =61 + 20 — )P (1.19)
2 P,

10



onde £(7) é o pardmetro de Grassman de supersimetria local.

A versao lagrangiana de (1.19) ndo tem a forma simples da particula
supersimétrica usual [27] ( a qual é uma supergravidade unidimensional
acoplada a campos escalares ).

Substituindo (1.15) em (1.19), encontramos que a variagao do lagran-
giano é:

. -t-:...l m

d. 1 A i gy %l Xo
6L = E[—gf(go-f-gl)(}iO"Xl)N (" ]\?) t+az 5(50“9 ) ( N) ]
(1.20)

e os termos de contorno contribuem com

-

I

- 28104 (2)8,(1)] = — 202 {[ [Xo(2 X()]NEQJ (_)fi?(%)) |

1
=

2 (- 50E) T 4 1332)[80(2) + 6, (2)] gy ] 0 (1) — 62 (1))} -
—(11 & T2) 7 (1.21)

Escrevendo explicitamente o dltimo termo, encontramos que a acao é in-
variante somente se {(72) = 0 = £(7;). Isto também ocorre para a particula
relativistica supersimétrica [27]. A condi¢do que os parametros € e £ se
anulem nos extremos, nos diz que a condigao de gauge apropriada é:

N=0,A=0 (1.22)

a qual é chamada gauge tempo préprio, e foi discutida extensivamente na
referéncia [29]. O passo seguinte é quantizar este modelo.

2. Bosons Quirais Supersimétricos: Quantizaciao Candnica

Para fazer a quantizagdo canénica, seguimos a regra usual. Substitu-
imos as variaveis dinamicas por operadores e os vinculos por operadores
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que atuam sobre a funcao de onda 1. Neste caso, a regra é:

X, 54X, P, P, (2.1)
0 — Vi (2.2)
H—HYp=0,8 — Sy =0 (2.3)

Em (2.3), as 7, sdo as matrizes de Dirac em duas dimensées e que obedecem
a relacao de anticomutacao

{ Y1} = 20 (2.4)

Se escolhemos a representacao

Yo = 01, Y1 = 102, Y5 = 0109

entao a condigao quantica Sy = 0 é:

0 pPF _ppT
T Y=0 - (2.5)
—2aP;* 0

Seguindo o mesmo argumento que em [24], podemos dizer que a equacio
(2.5)provém da agao

= /d%E&p (2.6)

a qual é também a versdo em segunda quantizacio se interpretamos a funcao
de onda ¥ como um campo. De acordo com esta interpretacdo, segue-se
que a dimensao de ¥ é n =1 — ;(y+1).

Como v é um inteiro {mpar negativo, entio podemos escrever A
L=20 (8 == L5, ww)s

Assim, temos o seguinte resultado notével: quando n é impar, o campo
¥ é bosodnico e quando n é par o campo ) é fermidnico. Este é um aspecto
novo no contexto do método da raiz quadrada, onde sempre, a raiz quadrada
de uma teoria bosonica é uma teoria fermiénica.

Para fixar idéias, consideraremos dois exemplos concretos e depois ge-
neralizaremos o resultado.

12



Exemplo 1:

Paran = 1e vy = —1, o campo ¢ é bosonico e tem spin 1. Para
este caso, podemos tomar a representacao simétrica (%, %) do grupo de
Lorentziog = ¥54. Se introduzimos a matriz de conjugacgao de carga C =
15 entao Y, pode ser escrito na forma:

Yap = A¥(1,C)ap + B(715C)as (2:T)

ja que somente 7v,C e v;C sao simétricas. Em (2.7), ndo necessitamos por
um campo pseudoescalar B, por que estamos considerando um campo de
spin 1, e como veremos, sua equagao de campo é trivial.

Usando explicitamente a representagao de matrizes de Dirac em (2.7),
encontramos que (2.5) fornece:

B(z) — %/dyl e(z1 — y1)B(zo,y1) = B(z) =0
A™(x) — %/dyl e(zy —y1)A (2o, 1) = AT (z)=0 (2.8)

onde A* = A%+ A!. Assim B= At =0e A~ é a componente cone de luz
esquerda de um campo vetorial autodual.

Exemplo 2:

Paran = 2 e v = -3, o campo 9 é fermidnico e tem spin % Se

consideramos a representacio totalmente simétrica do grupo de Lorentz
(553, 3), ¥ em componentes é

Vapy = 1/)5(7;;0),87 T WE ('T,uc)av + TM: (7#0)01@ (2-9)

Neste caso, (2.5) fornece:

0 PrY—BPr2Y ((hipy \ _ ,
(—204131'1 ; dam ] =0 (2.10)

Daqui,tem-se o seguinte par de equagées:

1
_2. /dyl e(:cl = y1)¢2ﬁq($o,yl)—
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1 1 g
~3 /dyl e(xy — yl)“g‘ /dzl €(y1 — 21)Y2p+4(20,21) =0 (2.11)

/dyf(xl = y1)¥18+(T0,y1) = 0 (2.12)
De (2.12), obtemos que ¥, 5, = 0 e, usando (2.9) encontramos que ¥} =
¢$ = 0. De (2.11), obtemos que; é a componente de um campo de
Rarita-Schwinger quiral. Assim, 1, é um fermion de Weyl de spin %, com

a componente cone de luz direita igual a 0 e a componente cone de luz
esquerda autodual.

O procedimento dado nos dois exemplos anteriores pode ser genera-
lizado facilmente. Para n geral, temos um campo ¥q, ... a,,, totalmente
simétrico e descrevendo uma particula com spin 3(n + 1) e com uma s6 de
suas componentes nao nulas. )

O cason =0 também pode ser considerado. E fécil ver que neste caso
¥ é um campo de spm 5, 0 qual satisfaz

(81 — Bo)s = 0 |
81 = 0 (2.13)

(2.13) descreve ( se usamos condigées de contorno apropriadas ), um fermion
de Weyl de spin % A tnica razao pela qual néo foi considerado aqui, é que
resultados rescentes demonstram que o campo bosénico do qual provém
é nao causal [30].

No Capitulo IV, consideraremos a quantizacio BRST destes bésons
quirais supersimétricos, e calcularemos explicitamente os propagadores as-
sociados a estas particulas. E interessante fazer notar aqui, que um estudo
de particulas com spin superior em duas dimensées também foi considerado
por Bengtsson e Bengtsson na referéncia [59], em um contexto completa-
mente diferente,
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Capitulo II

Cordas Nulas Supersimétricas
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Capitulo II

Cordas Nulas Supersimétricas

A corda nula é um objeto extenso unidimensional que corresponde
ao limite de tensdao zero da corda de Nambu-Goto usual. Esta corda foi
proposta por Schild [16] em um paper péstumo como uma alternativa aos
problemas que se apresentam na teoria de cordas padrao .

Por razoes dimensionais, a tensido da corda é proporcional ao quadrado
da massa de Planck (M) ( e inversa & tangente de Regge). Assim, o limite
de tensao zero em teorias de corda, também corresponde ao caso M, =0
¢, consequentemente, a uma regiao de energias altas ( inclusive além da
escala de unificagao da gravidade com interagoes fortes e eletro-fracas )
Neste limite a tangente de Regge ¢ infinita e todas as trajetérias colapsam
a particulas de massa zero.

O limite T. — 0, e o caso inverso, isto é, o problema de gerar tensao
para uma corda nula, é em si um problema importante e muito interessante,
entretanto, sua solugao parece ainda distante e é provavel que envolva novas
1déias ainda nao discutidas na Fisica.

Neste capitulo estudaremos diretamente o caso T = 0 e faremos sua
extensao supersimétrica. A extensdo supersimétrica é claramente neces-
sdria para que haja férmions no .espectro. A construcio da corda nula
_supersimétrica é feita na secao 3 usando métodos hamiltonianos e entio
encontra-se explicitamente a algebra de vinculos . Na secdo 4 é feita a
formulagao lagrangiana e reconstruimos os vinculos derivados na secio 3.

Neste capitulo nos limitaremos a fazer a a formulacio classica da corda
nula supersimétrica e no Capitulo IV faremos a quantizacio.

3. Algebra de Vinculos da Corda Nula Supersimétrica

Antes de construir a corda nula supersimétrica, vamos revisar breve-
mente o formalismo usado para a corda nula bosénica [17,18].
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A corda nula bosonica esta descrita pela seguinte agao:

So= | Ld% (3.1)
2y

onde g = det Giuns Gmn = OmX*¥O0n X, commyn=0,1, p=0,1,...,D0—-1
onde D é a dimensao do espago-tempo em que estd imersa a corda. Para
manter a invariancia conforme, v deve se transformar como uma densidade
invariante por reparametrizagées na superficie de evolugdo, e o seu peso
de Weyl é zero. A dinamica do sistema descrito por esta acao pode ser
estudada depois de se fixar o gauge

_(-@:X)? o
e assim: !
L(] = '—'2_7'(001\ )“(a-r/\ )- (33)
e .
X-X'=0 (3.4)

Entao, as equagoes de movimento sdo:
(8:X)* (8,X)* =0

%(5%xﬁf)=o (3.5)

Mas, uma vez que estas equagoes sao redundantes tem-se que a tinica solucio
nao trivial é dada por:?

(0. X)* =0 (3.6)

e, em consequéncia, os graus de liberdade restantes sao fixados impondo-se
que

2 -

v = (ao.X) (3 ()

As equacgoes de movimento para X sao:

.

X=0 (3.8)

f A rigor (3.5) tem uma simetria trivial o « T, assim, outra solucao
pode ser (9,X)?, mas, escolhemos (8:X)?
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sujeita aos vinculos

(0, X)? =8,X-0,X =0 (3.9)

Fisicamente, as equagdes (3.8) e (3.9) descrevem um conjunto de particulas
relativisticas puntuais livres sem massa ( uma por cada ponto ¢ ao longo
da corda ), movendo-se com uma velocidade perpendicular & corda.

Do ponto de vista hamiltoniano, a corda nula é um sistema descrito
pelo par de vinculos

(3.10)

onde X¥(7,0) é a posigdo da corda no espacgo-tempo, e Pt(t,0) é o mo-
mento canonico conjugado, os quais satisfazem o parénteses de Poisson a
tempos iguais:

[P#(0), X*(o1)] = n**8(c — o) (3.11)

E facil verificar que os vinculos (3.10) satisfazem & 4lgebra:

[HJ_(O'),HL(O")] = 0
[Hi(o),Hi(or)] = (Hi(o)+Hi(o1)) 8s6(c — o1) . (3:.12)
[Hi(o), Hi(oN)] = (Hi(o) +Hi(o1)) 056(c - o7)

Para supersimetrizar esta corda, podemos, como uma tentativa, seguir
o método da raiz quadrada, entretanto, tal método nio é imediatamente
aplicavel aqui, porque a combinagao linear H, + 27 H; nao é um
quadrado perfeito como ocorre com a corda bosénica usual onde a su-
persimetrizagao se faz ao longo das direcdes do cone de luz. Neste caso,
adotaremos um ponto de vista diferente; supersimetrizaremos ao longo das
diregbes tangente e normal & evolucio dinamica da corda. Nosso método é

nao tradicional e tem algumas reminiscéncias das varidveis supernumerérias
de Collins e Tucker [31].

Definamos os vinculos fermidnicos:
Sa(0) = Py(o)Th(0) (3.13)

onde os sub-indices @ =1,1 denotam as dire¢des normais e tangentes da
superficie de evolugdo. As varidveis IY] e T'¥ se transformam como vetores
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no espago-tempo em que a corda esta imersa, e como spinores na superficie
de evolugao.Impomos que elas satisfagam a seguinte dlgebra de Clifford:

[Ta(0),Tg(onN] =i bapn**6(c — o) (3.14)

Obtemos que:

[Sa(0),Sp(0)] = Hibapb(0 — o) (3.15)

onde Hf_ = H, e, obviamente

[Hi(e), HIi(en] =0 (3.16)
[Sa(0),HI(on)] =0 . '
O gerador tangente neste caso é
‘ 7 é] 0 -
Hi (o) = Hi(o) - 5 (I‘L(o‘) ' %FJ_(O') + I (o) - %Pl(a)) (3.17)

Entao, € ficil verificar que o resto da superalgebra é:

[Sa(a),_'}{f(of)] = %(Sa(o) + QSG(O'I)) 0y6(c — ol)
[HS (o), HE(01)] = (7{3‘(0) + Hi(01)) 0o8(c — o) (3.18)
15 (0), 1 (o1)] = (H7(0) + 15 (o)) 0o ~ o)

O fechamento da superalgebra garante que S, e HS podem ser im-
postos consistentemente como vinculos de primeira classe. Os geradores
fermidnicos S, geram transformagoes de supersimetria locais §A4 = [A, €*S,]
nas diregées temporais (a =.L1) e espaciais (a = 1). Mais explicitamente

6TH(0) = eq.(0)P*(0)
§XH(a) = ) € (o)T%(0) (3.19)
§P* (o) =0

O hamiltoniano total entao é

H = /01r do " (,\“Hf—i-;\“Sa) (3.20)

a
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onde A* sao multiplicadores de Lagrange bosonicos e os A% multiplicadores
de Lagrange fermionicos.

As condigoes de contorno da corda nula supersimétrica obtém-se da
maneira usual i.e., exigindo-se que a variagao da acao nao tenha termos de
superficie.

Consideremos primeiro o caso de cordas abertas. Como é usual, con-
vém estender o dominio de ¢ de [0, 7] a [—7, +7] com as identificacdes:

Ao £ 0] = X% —w) (3.21)
PHla <) = P¥(—o) ‘
A condigao de contorno sobre este intervalo estendido é simples periodicida-
de X#(0) = X(0+27) ( e da mesma maneira para P* e A* ). As I"s sdo as
unicas variaveis cujas condigoes de contorno devem ser determinadas. Isto
se faz exigindo que os funcionais [A*H; e [A°S, estejam bem definidos,
l.e., que nao contenham termos de superficie.
A variagdo do funcional [AH7 contém um termo da forma I'd,T e
contribui com o termo de contorno

M (TCLuéT + T8 | (3.22)
0

o qual implica I} (?) = £T%(?). Se definimos uma nova variavel I'* por:

(o) = {F?%E?) _Ofsafgo (3.23)

Segue que (3.23) pode ser periddica ( setor de Ramond ) ou antiperiédica
( setor de Neveu-Schwarz)

FH2x) = £I(0) (3.24)
As condigdes de contorno sobre o multiplicador de Lagrange fermidnico \

estendido como em (3.21), sdo também periédicas ou antiperiédicas. Na
notacao (3.23), as varidveis fermiénicas satisfazem :

[C%(0),T%(o1)] = in**8(o — o1) (3.25)
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Para efeito da quantizagédo, é conveniente escrever as variaveis da corda
nula supersimétrica na representacio de Fourier. As expansoes de X* P*

e ['* sao: 1
XMo) = — zhe'n?
() = =2
1 .
Pi(g) = —= ) phe' (3.26)
T (o) = — T;:eina
(o) = == > 5
onde, na ultlma expansao a soma € sobre neZ para o setor periédico (R) e

sobre neZ + 3 para o setor antiperiédico (N).
Os parénteses de Poisson para os modos de Fourier XE,P# e vy* sio:

[P 2] = 1%6msn )
- (3.27)

nuU6m+n,O

¢ os demais parénteses de Poisson sao nulos. O setor de Ramond contém
modos zeros e assim o vécuo ( fermidnico ) é degencrado.

No caso de cordas fechadas as varidveis bosonicas da corda nula su-
persimétrica sao periddicas. Consideragoes similares podem ser feitas para
as varidveis fermidnicas e se chega & conclusio de que estas podem ser
periédicas ou antiperiddicas.

As respectivas expansoes de Fourier sio:

X'U(O') - Zl_ 2ino
nEZ
P,u(o.) 2 pu 2inc
% .
Do) = 0= Y e
”E{Z+l
com a =1,1. Os parénteses de Poisson nao nulos sio:
k] = 1Sy
[p ] n +n,0 (3.29)

Yams V6n] = 8t Sman o
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A corda nula supersimétrica fechada é diferente da aberta. Neste caso,
o varia entre [0,7] em lugar de [—7, 7] e aqui também temos um indice
extra que nao aparece no caso aberto. Temos que recordar que o indice a
é absorvido na defini¢ao da varidvel I'* por T'¥. A seguir daremos todas as
férmulas para o caso aberto, embora a discussdo feita seja vélida para os
dois casos.

Os vinculos da corda nula supersimétrica na representacio de Fourier
sao:

H;I: = an—k “Pk

k€Z
i
%:1 = Zk(_])n—k‘l'k)'i“§ Z k(’y;rj,-—-kf}/;cl— _’Tin-—k"y}c)
k€Z ke{zf% (3.30)
Sp = Z Dok * Ui
ke{zf%
A algebra de vinculos ( em qualquer setor ) é:
[HzaHi] = ?'(n - m) ;Il-i-m
S¢ 1 . N a
[ m3H11] = 1(5 - m) m+4n (331)
[Sms ] =0
a b - ca
{Smﬂ‘sn} = 16 bHr_h—i-n

onde a =1,1. Na préxima segao, faremos a formulagio lagrangiana desta
corda.
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4. Formulacao Lagrangiana da Corda Nula Supersimétrica

Aqui, apresentamos a formulagao lagrangiana da corda nula supersi-
métrica; para uma discussao do formalismo apresentado aqui aplicado a
corda supersimétrica com tensao, ver o apéndice B.

A primeira idéia é supersimetrizar o lagrangiano L = % g seguindo os
métodos usuais de supergravidade [46]. Uma tentativa consiste em fazer a
substituicao:

g — sdet(gun)
A — X\a,0)

onde sdet é o superdeterminante, e em seguida, substituir a acao

S = fdgadgﬁ———Sde;(g)

Entretanto, esta construcao ébvia nao é correta porque nao reproduz os
vinculos da corda nula supersimétrica.

Outra possibilidade é proceder em analogia com a particula relativistica
bosonica sem massa, descrita pela agao

X2
szde S (4.1)

Entao, a generalizagao natural para o caso da corda nula supersimétrica é:

1 o -
So =3 / d“ad‘G%Ez (DX Do X;)” (4.2)

onde E = sdet{Ej;} é a densidade invariante, e D, sao derivadas covari-
antes fermidnicas (M = (m,a) com o = 1,2). O supercampo X' é neste
caso

Xi(0,60) = X'(0) + 650 (o) — %9'-’13*:(0) (4.3)

DoX' = EMayu X (4.4)

A acao (4.2) é invariante por supersimetria local na superficie de evolucao,
por transformacoes de super-Weyl e transformacoes de Poincaré globais. T’
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¢ um supercampo que se transforma como uma densidade invariante e esta
definido por:

['=~v+ 6%, - %e% (4.5)

(4.5), é o analogo do einbein no caso da particula relativistica sem massa.

Encontramos, como demonstraremos mais abaixo, que (4.2) repro-
duz corretamente os vinculos da corda nula supersimétrica derivados por
métodos hamiltonianos na segao 3 e, portanto, (4.2) é a agio lagrangiana
para a corda nula supersimétrica. No gauge de Wess-Zumino, a agdo (4.2)
é:

e’ 1
SO = — fd20d29? |:“ Z’lp?Xm')’n'}’an

+ (=¥%9"" 0 + P "y ) 0, Xi0n X + 1P Py ™ Ot
+ (=¢*n" + ¢'y?) B;B; + 2i9 y™ ! B;8,, X ;
1 1

Dy O X + %mepB g (b _ }yn2> ¢2¢2}

+ o

5

(4.6)
Note-se que (4.6) contem, como campos auxiliares o zweibein e2 , B e todas
as componentes de I' (7,7, e b). Note-se além disso, que niao hd termos
cinéticos para o gravitino &, o qual aqui é puramente gauge. Neste caso,
os fixamos impondo

Xm = Ym® (4.7)
onde o spinor ¢ é entdo |
6 = 2 (" xm)” (4.
e, portanto
Y YaXm =0 (4.9)

e escolhemos o zweibin diagonal:
€8 = fmb2, (4.10)

As componentes nao diagonais de e?, sio denotadas por gg e g;. O passo
seguinte € eliminar os campos auxiliares em (4.2) usando suas equacoes de

24



movimento, i.e., fazemos:

9Ly
OA; | conformal
gauge
onde A; = (eg,,7,7,b,V) e em seguida, substituimos no lagrangiano (4.2).

Mas, por conveniéncia de cdlculo, é melhor redefinir os campos antes de

resolver as equagées de movimento. Tendo isso em conta, reescalamos as
—1

variaveis de Grassman 0, — f,2 6, por 6., demais campos sio reescalados
0 a p

Como ~ . . -~ . - ~ . .
X=X, JF=Vit , B=fpp
:Y:fO’Y ’ ﬁa= fOTIG ) B=f0b

Depois destas redefinigoes, o lagrangiano (4.2) é ( tirando-se os tils )

=0 (4.11)

(4.12)

62 2 mn_1ij ]
fo= - kY { (=¥2g™" 0" + P Y™y ) 8, X0, X
2 1 . .
i3 ___w?w,_ymamw + — (—1&2772] I wsz) B1B_7
0 f@
2 1 1 )
+i (—-B@bv’”w - —¢2n7m¢) OmX + —¢*nyB
fo v foy
1 b 1 2) o .5
- = (5 = 27 ) ¥ | + O(xm
(51 } (xm)
Entao a equagao para b é
9Lg fof? 5 o
—= = Lly?y? =0 4.14
0b | conformal 22 VY ( )
gauge
0 que implica
fo=0 (4.15)

Isto se deve a que se colocamos f, ou 32 iguais a zero no lagrangiano (4.13) 0
lagrangiano resultante ¢ trivial. As equacoes de movimento para os demais
campos auxiliares sao:

oL -
739_0 - % [W (22X" + ipy®9') + 2X i X' — 2iB;b7°¢X’] =0 (4.16)
0
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oL - -
_5_9.:sz [¢¢ ¥ + 2By ¢A] (4.17)
g1
0L
G = - 2| 2XuuX 4 2B X + Y
0
(4.18)
2 . ¥ 1
+ %w (mbB + iy Y X — Zb%b?)] =0
aLO 2fl 2 «x»2 ' 2 v i D 0 ;
— = |—-¥° X+ (X —
7= [ W2X7 + (Xu) - ity
+?B? — (By)* — 2iByy°¥X =0 (4.19)
9Ly
= (4.20)
oL 2 i ? R s
ot = fl VB +(BY)y +iviuX] =0 (a21)
Em (4.21), pode-se obter B; da ultlma equagao. Se multiplicamos por
Y., e usamos o fato de que 9} yg; = 2€apY? o resultado é
=221 iy (4.22
EREhd 22)
Substituindo no lagrangiano (4.13) se tem:
7o o poy 2 (X9)
= —=gp* | X~ - - :
Lo o Y + iy 37 02 (4.23)
Se agora substituimos (4.20) em (4.17) obtemos
Yy = 0 (4.24)
a qual, juntamente com (4.18) conduz a
: 2 /. N2
-22 2 _ .
X272 - 2 (X¢) 0 (4.25)
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Usando a equagao de movimento para i obtemos

s [(Ev)
397 | 92

i (Y09)  + Pl — Xpo X'| =0 (4.26)

Se multiplicamos por 1/;3 e V; se obtem que (4.25) é

Vi =0
¢ . 2 ., . 2
(xw) Xtpe = 0 = (X¢) =0 (4.27)
a qual, em virtude da covariancia de Lorentz, implica
X¢pg =0 (4.28)
Portanto obtemos o lagrangiano
o ﬁ 2 -2 . 0,
Ly =— ” Yo X* + iy (4.29)
e os vinculos ,
X? = Xopo = XX' + %1/)701/)’ =0 (4.30)

0s quais sao a versao lagrangiana daqueles obtidos na secao 3. Por um pro-
2 1.2
cedimento de fixagao do gauge adequado, o fator — L,YL pode ser escolhido

convenientemente. Com efeito, na referéncia [17] demonstra-se que o gauge
apropriado neste caso é '

v = fiy? (4.31)
e, em tal caso, (4.27) é _ _
Lo = X% + iy (4.32)
o que conduz as equagoes de movimento:
X =4l =0 (4.33)

As equagoées (4.31) sdo o ponto de partida para a quantizacdo deste sistema.
Finalmente, fazemos notar que no formalismo hamiltoniano chega-se as mes-
mas equagoes de movimento (4.31) se escolhemos o gauge tempo-préprio.
A relagao entre ambos os gauges nao é clara para nés ainda.
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Capitulo III

P-branas Nulas Bosdnicas e Supersimétricas
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CAPITULO 3

P-branas Nulas Bosdnicas e Supersimétricas

Uma p-brana é um objeto relativistico extenso de p dimensées espaciais
e é a generalizagdo imediata da corda. Ha varios motivos pelos quais uma
p-brana ( ou mais geralmente, uma super-p-brana ) poderia ser um sistema
fisicamente interessante.

O primeiro motivo é que, a priori, nao ha nenhuma razao fundamen-
tal para que a corda seja o unico objeto que conduza a teoria ultima
de unificacao. Por um lado, razoes de consisténcia fazem pensar que a
quantizagao destes objetos extensos deveria decidir o dilema: cordas-ou-
membranas?. Por outro lado, o limite de baixas energias da supercorda
nao fornece a teoria de supergravidade mais geral conhecida em d = 4 ( no
esquema de Kaluza-Klein) [33]. Esta tem sido a motivacdo para o desen-
volvimento da supermembrana ultimamente.

Uma segunda motivagao para estudar p-branas provem da fenomenolo-
gia. Os modelos de membranas em teorias de interacoes fortes foram intro-
duzidos como uma simplificacao a QCD. As membranas(nio relativisticas)
em QCD sao conhecidas como bag models e uma revisio sobre isto pode
ser encontrada em [34]..

Finalmente, uma terceira motivacdo é a construgao de modelos de
gravidade em dimensoes inferiores. Dirac, em 1962, foi o primeiro que
estudou um modelo de membranas a fim de propor uma teoria cléssica do
eletron [35]. Uma discussdo recente sobre estes modelos e outras aplicacdes
pode ser encontrada por exemplo em [36].

Entretanto, as p-branas sao objetos matematicamente dificeis de estu-
dar e tudo parece indicar que enquanto ndo se proponham simplificacdes ao
problema sera muito dificil encontrar resultados concretos.

Seguindo argumentos similares aos sugeridos no Capitulo II, propore-
mos estudar menbranas nulas e daqui ver se é possivel obter alguma in-
formacao sobre p-branas em geral.

Neste capitulo, na segao 1, faremos a quantizagao via integral funcional
de uma p-brana bosonica nula. A estratégia que seguimos é uma idéia pro-
posta para cordas por Nambu [37] e Polyakov [38] e desenvolvida por Eguchi
[39]. O resultado principal que obtemos é uma expressao explicita para o
propagador de uma p-brana nula em segunda quantizagéo, e, neste sentido,

29



nossos resultados poderiam talvez ser considerados como um possivel ponto
de partida para uma teoria de campos de p-branas [40].

Na secao 2, usando métodos hamiltonianos, fazemos a generalizagao do
que foi feito no Capitulo 2, para p-branas nulas e encontramos um modelo
com supersimetria local na superficie de evolucao.

5. Quantizacao Via Integral Funcional

Consideremos uma superficie de p dimensoes espaciais com tensio su-
perficial T, imersa num espago-tempo de dimensdo d. Se denotamos por
(01,09,...,0p) as coordenadas que parametrizam a superficie, entdo, a acio

para este objeto é:
S=-T [ d’*tlo\/—g(r+D) (5.1)

onde g(P*1)¢ o determinante do tensor g"¥ que define a geometria de evo-
lugao do volume (p+1)-dimensional. A agao (5.1), como no caso da corda,
é invariante por reparametrizagoes e o formalismo hamiltoniano deve ser
feito a la Dirac.

Do ponto de vista hamiltoniano a acao é:
S[X“,P”,NL,N,C]=/dp0[P"Xu-NJ"H_L — N1, (5.2)

p=12,...,d; k=1,2,...,p.
Aqui, Nt e N* sio multiplicadores de Lagrange e os vinculos H, e
H}. estao definidos por

1
HJ_ = E(P2 +T2g)
Hip= PuXﬁc (5.3)

sendo g a métrica espacial p-dimensional.

Um célculo direto, ainda que tedioso, demonstra que a algebra de
vinculos é:

[Hi(o)yHi(o")] = Tg(X)(Hi(o) + Hi(o")):b(0, o)

[H1(0), Hi(0")] = (HL(0) + H1(0")8:b(0,0") (5.4)
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[Hi(0), Hj(0")] = Hi(0)0;6(a,0") + H;j(0"))0:8(0,0”)

e a qual, no limite T' — 0 é a algebra de uma membrana nula.

Para quantizar uma membrana nula, a agao (5.1) é inconveniente como
ponto de partida, ja que ela é singular no limite " — 0. Para resolver este
problema pode-se adotar dois pontos de vista. O primeiro consiste em
propor uma agao alternativa a (5.1) generalizada para o caso de p-branas
[41]. Assim, em lugar de (5.1) escrevemos:

. i 1%

onde A é um campo auxiliar que se transforma como uma uma densidade
e que quando é eliminado usando-se as equagdes de movimento, reproduz
a agao (5.1). A agao (5.5), no limite T — 0 descreve uma p-brana nula e é
uma versao generalizada da agao proposta por Schild para o caso p =1 no
gauge A =1 [16]. A equivaléncia cléssica de (5.1) e (5.5) foi discutida mais
extensamente em [41].

O segundo ponto de vista que se pode adotar é simplesmente tomar o
limite T — 0 na formulagdo hamiltoniana da teoria e quantizar, e.g., via
método BRST. Este segundo ponto de vista foi extensamente usado em
gravidade quintica [42]. Ambos os procedimentos tem vantagens, depen-
dendo do que se quer fazer. Nesta se¢do, usaremos o primeiro procedimento
para quantizar uma p-brana nula.

Para quantizar a p-brana nula consideremos a seguinte acio funcional:

S = f dPtioL, (5.6)
R

com
1 | O(X Mo ..., X¥») |2 (5.7)
P (p+1)! (04 = T5015:++ ,0p) '

Entao, vamos supor que as equagoes de Euler-Lagrange obtidas a partir de
(5.6) admitem uma solugdo para o problema de contorno. No caso de um
dominio multiplamente conexo R as férmulas que se seguem abaixo aplicam-
se a cada contorno R separadamente, sendo entdo suficiente supor que R é
simplesmente conexo e que seus contornos R sio as configuragdes iniciais
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e finais da p-brana. Consideraremos que o dominio R esta limitado por um
contorno de Jordan v parametricamente representado por o(s) sendo s;, p
parametros tais que s;€[0, 1] e que os contornos satisfagam

OalaR:Ua(S) (azovla”'ap)
e, ainda, tal que em todos os pontos 5%? seja paralelo a % (2 £ 4).

Vamos impor agora as seguintes condicoes de contorno de Dirichlet
sobre o problema variacional (5.6)

X*[oo(8),01(s),...,05(8)] = fH(s) (5.8)

sendo as fungées f#(s) as coordenadas do contorno R no espago-tempo, e
cuja variacao é€:

6f¥(s) = 6X*H(a(s)) + X o(0(s))é0a(s) (5.9)

Por razoes puramente geométricas ( e por conveniéncia ), separaremos os
(p+1) pardmetros o, em uma parte normal (n(s)) a OR e em p partes
tangentes t;(s)

1 da; I .
t; = (ti)aaa = "'N‘(a_si)o'a = Naaazga
1
W 5 el = ;eaal._,apcraaal,l e 0a,, P (5.10)

sendo /N uma constante de normalizacdo que determinaremos mais abaixo.
Note-se que se definimos o vetor T7 = (¢t7,n) podemos escrever a
seguinte férmula conveniente:

i
T= Mo (5.11)
com
00,1 J1,1 O'p,]_
00,2 01,2 ) Up’g
M=| : - (5.12)
Jop O1p ... Op,p
Ao Ay ... A,
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onde a tdltima linha contém os cofatores de A,, i.e. os determinantes das
matrizes obtidas eliminando-se em M a ultima linha e a a-ésima coluna com
um sinal alternante apropriado. A normalizagao apropriada para N é:

N = (detM)#+1
e detM = detD onde D é uma matriz pxp dada por:
Di’j =00 (5.13)

Formalmente D é o lagrangiano quadritico de uma (p-1)-brana parame-
trizada por s; e evoluindo em um espago-tempo de p + 1 dimensées com
coordenadas o,. A variacao de t; e n é:

Olils) = —1-03,,-&7@(3)

N
1 00, doa, 3
on(s) = —ﬁeaoa,,__apéaao Py - s, (5.14)
ou em forma matricial: :

A variacao da area V' (p+1)-dimensional da superficie de evolugioR é:

8V = dPtNén(s)
R

= / dPé6o Ao N...No,, (5.16)
R

Do mesmo modo como fizemos com os vetores ¢t e n podemos decompor o
gradiente de X*#, assim:

i =X%(0(5))0a,i(s)

Bo_ m
h* = Gao___apX’aodal st Cuynl

ou em notacao matricial:
T
(F)7 = (f,- . i, m)T
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e a mudanca de base acima pode ser escrita como:

oOXH

k=M. 9.17
F M oy (5.17)
A variagao completa da agao (5.6) é:
1 oL oL
= P+l By XH
768 /6V£+/Rd o(557 06X 8X“,a6 ~)
g , L
— p p
_ fa PN Lo+ fn 5oz (3o X) (5.18)

onde usamos (5.16) e as equagdes de movimento.
O segundo termo em (5.18) pode também ser escrito como:

oL
p+1 - )
/ g+ir 2 5 (Mab 5 MeaB X)

o qual se simplifica bastante porque apenas o termo com b = p+ 1 (normal)
contribui
oL

P g
]3 M1y 5o MeaB X

mas devido a estrutura peculiar de M, M(,11)eMcq = (detM)é,41 .. sendo
o segundo termo em (5.18) exatamente:

oL
P H
/ d tah 6§X (5.19)
Usando (5.9), (5.15) e (5.17) :
sx* =6f* — NFH)T(M.MT) 6T (5.20)

as (M.MT)™" ¢ p
(Do (detl(\)/l)_l)

onde D ¢ a matriz definida em (5.13).
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Juntando tudo, podemos expressar a variagao da acgao em termos das
variagoes independentes dos p + 1 parametros T e das D coordenadas do
contorno f#. Assim obtem-se as seguintes relagoes funcionais:

1 6S ocC

1.85 p+2 OL -

TZS-?: = -—(detM) p+1 —8—h;— 5(D l)ji (522)
1 458 T L
f% = (detM) ekl [ﬁ — ShH hu] (523)

Se consideramos agora a agao (5.6) com o lagrangiano (5.7) pode-se
demonstrar facilmente que o jacobiano pode ser escrito como:

il
i T PR
afxre,...,. X¢) 1 i i
8(o0,...,0p)  detM | .2
2% asm myr  wwe
hio .. ... hi
e daqui:
b Lifs = fidh
fa-fa 3%
1 1 o
P (p4 1) (detM)? | (8:25)
fp-fl s 8. S s
h.f1 R -
donde se segue que:
oL
h“# = 2L, (5.27)
oL
‘;éh—i’zo (5.27)



As equagoes (5.22) sao assim automaticamente satisfeitas como uma con-
sequéncia da invariancia da agdo S, por reparametrizagoes de oq(s) e f,(s).
Além disso:

B Fiade s Esfp

folfs B s av

oL, > 1 1
2y = . . . e, (5.28
T ((p+1)!(detM)2) : : L | B

fofa e f2

de modo que podemos combinar (5.21) e (5.23) em apenas uma equacio de

”difusao”, se introduzimos a derivada funcional com respeito ao volume de

evolucgao, % = %%; temos:

58 % (p+1), . . 8S
(m = T|f|6v (5.29)

onde o fator de proporcionalidade é:

I Fulfe e Jifs
fofa % . L
£l =

Fodfa * ooe f,p2
= det ‘: ,l;"?uv
1,8(f%,...,f#») 2

= 5.30
p‘l 8(81,...,3;,) ( )

0 qual tem a estrutura da agao quadritica para uma (p-1)-brana com co-
ordenadas f* paramectrizada por s;. Portanto, |f| é invariante por repara-
metrizagoes do contorno. Além disso, a acdo quadrética é invariante por
reparametrizagoes simpléticas gerais tal como no caso da corda [39] j& que s
depende apenas da medida V e ndo da forma do dominio de evolucao R. Ma-
tematicamente, isto significa que podemos substituir %/51 por % na equagao
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(5.29) [43]. Por razdes de conveniéncia podemos introduzir a derivada fun-
cional com respeito a um elemento de volume (p+1)-dimensional, digamos
Vo1, aDtisimétrico em todos os indices

) OBy rwiBp) 6
6”#0#1--.up(X(5)) - O(XHo,...,X¥») 6X .,

(5.31)

A vantagem destas derivadas funcionais de volume é a forma que toma a
equacao de difusao funcional, esta é:

62 0S
= K—o 59
B o — NGy (5.32)

onde K = pj—lT.
O ”propagador de difusdo” K[M, M]? para uma configuracio inicial
da p-brana M, e que evolui a uma configuragio final M satisfaz a equagio:

52 OK[M, M]
4 =KR——e 33
8Vq.. i, SUHO -t K[M, M) =« EY (5.33)
a qual possui a seguinte solugao formal:
K[M, M) = / DX*(0) exp[—S,)] (5.34)

onde X* sdo os pontos interiores do volume (p+1)-dimensional.

A equagdo (5.33) pode ser vista como a generaliza¢io para ob jetos ex-
tensos da equagao de Hamilton-Jacobi para particulas puntuais (p=0e
k = m). A equagio de difusdo funcional (5.33) é basicamente a equacio
quantica completa para o propagador livre e a sua solucio completa é al-
tamente nao trivial. Fisicamente, o volume de evolugao para a p-brana é o
analogo do tempo préprio para o caso da particula relativistica puntual.

Até onde sabemos, o célculo da integral funcional (5.34) nunca foi
apresentado na literatura, talvez uma forma possivel, seja um célculo &
Regge, como se propds previamente para o caso da corda [44].

A equagao (5.34) pode ser vista como uma expressio explicita para o
propagador de uma p-brana em segunda quantizacio no mesmo sentido que
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o propagador da particula livre é por sua vez o propagador para uma teoria
de campos de spin 0.

Estes aspectos, no entanto, precisam ser investigados mais detalhada-
mente.

6. . Um Modelo de P-branas Nulas Supersimétricas

No Capitulo 2, fizemos a supersimetrizagao da corda de Schild e obtive-
mos um modelo de corda com spin, o qual pode servir como ”laboratério
tedrico” para estudar propriedades mais complicadas das supercordas.

Nesta secao, vamos estender o método usado no Capitulo 2 e apre-
sentaremos um modelo de p-branas nulas com supersimetria local no vo-
lume de evolugao. O resultado tem uma caracteristica muito interessante:
De fato, na literatura discutiu-se extensamente que as membranas com spin
nao existem [45]. A afirmacao refere-se ao caso de membranas com tensio.
Entretanto, apresentaremos aqui um exemplo que mostra que talvez esta
afirmagao nao seja valida para o caso de objetos extensos sem tensio.

Para construir o modelo comecemos considerando o segundo ponto de
vista mencionado na segao anterior e coloquemos T' = 0 nos vinculos (5.3),
entao:

Ha = P°
Hiy =P, X 5«: (6.1)

A édlgebra de vinculos (6.1) é precisamente a élgebra (5.4) colocando-se T =
0 na primeira equagao. Comecamos definindo P + 1 geradores fermiénicos
dados por:

Sa(0) = T4P, (o) (6.2)

onde a =1,1,...,p e 0 = 09,02,...,0,. sdo as coordenadas que para-
metrizam o volume de evolugao da p-brana. P, avaliado no ponto ¢ é o
momento da p-brana, e os I'/ sdo quantidades reais que transformam-se
como spinores no volume de evolugdo e como vetores no espago-tempo em
que estd imersa a p-brana.

Se supomos que os ['# satisfazem a élgebra de Clifford:

{T4(0), T (0")} = i6asM1 (0)6(0,0") (6.3)
entao é ficil verificar que:
{Sa(0), Sp(0")} = 286, HS (0)8(0,0") (6.4)
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de onde:

H3 (0) = Hi(o) = P*(o) (6.5)

O passo seguinte na construgao é verificar se os colchetes de Poisson
restantes sao fechados.
E facil ver que:

[Sa(0), HI(d")] =0
[H (o), Hi(e")] =0 (6.6)

mas nao sabemos o que acontece com os parénteses que contém H? porque
nao sabemos que forma eles téem. Um calculo direto mostra que:

HS(0) = Hi(0) + & 3 T#(0)OiTu (6.7)
e entao verifica-se que:
[S4(0), HE (0")] = 5(Sa(0) + 254(0")):8(0, )

("1 (o), Hi (0")] = (HI(0) + HI(0")dib(0,0") - (6.8)

[15(0), M5 (0")] = H5 (0)0:8(0, ") + HS (0')0;6(0, )
O conjunto de relagoes (6.4), (6.6) e (6.8) sdo a superdlgebra de uma p-
brana nula supersimétrica. Assim, os vinculos (6.2), (6.5) e (6.7) sdo de

primeira classe. ‘
O hamiltoniano deste modelo entdo é:

H= / dPo[NLtHS + N*HT + XS, =0 (6.9)

onde N, Ni e A* sio multiplicadores de Lagrange. Fisicamente, (N+,NF)
e A? representam o graviton e o gravitino [46].

Pode-se verificar sem grande dificuldade que este modelo possui in-
variancia por transformagoes de supersimetria locais. De fato, notemos
que:

8X4(0) = [X(0), 3 [ @otu(o)5u(o")
a=1
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=Y (o) (o)
a=1

§P*(g) = 0 (6.10)
6T%(0) = Ca(0)P*(0)

onde ¢ é um parametro de Grassman local (mais transformagoes apropri-
adas para 6N® e 6A%).

O ultimo passo é a quantizacao deste modelo. Entretanto, é necessario
resolver ainda alguns problemas classicos, em particular o problema da
fixacao do gauge ¢é a parte mais importante, e, aparentemente, a mais dificil.
Nao obstante, justificamos a apresentagao deste modelo porque é um exem-

plo explicito em que se prova a existéncia de p-branas com supersimetria
local.
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Capitulo IV

Quantizagao BRST e Teorias Covariantes Gerais
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Capitulo IV
Quantizagao BRST e Teorias Covariantes Gerais

7. Introdugao

Na quantizagao de teorias de Yang-Mills é fundamental introduzir fan-
tasmas para preservar a unitariedade. Os fantasmas sao campos ficticios
com estatistica oposta aos campos em questdo, e foram introduzidos por
Feynman , em 1963, em seu estudo de gravidade quantica [48].

No contexto de teorias de Yang-Mills, os fantasmas entram de maneira
menos intuitiva, ainda que convincente. De fato, devido & invariancia de
gauge, existem muitas histérias equivalentes que é necessario eliminar ( e
ficar apenas com um representante delas ) por meio de um procedimento
de fixagao do gauge.

Entao, o procedimento padrao introduzido por Faddeev e Popov [49] ,
consiste em inserir na integral funcional

= /DAue_S[A] (7.1)

um fator ”1” que preserve a invariancia de gauge de (7.1). O fator ade-
quadamente escolhido permite escrever (7.1) na forma:

= ‘/DA#(S[g(A)]det(gf}—)e_“"mI (7.2)

Aqui, g(A) = 0 é a condigio de gauge, e as fungdes w(z) denotam os
parametros do grupo de gauge. A equagédo (7.2) determina a funcéo geratriz
correta para a teoria de Yang-Mills e nao hd ambiguidade de contagem extra
de histérias, como acontece com (7.1). Entretanto, no momento de estudar
a estrutura perturbativa da teoria, a expressido (7.2) ¢ inadequada para
determinar as regras de Feynman e, por essa razao, é necessdrio fazer uma
modificagdo. O procedimento, também introduzido por Faddeev e Popov,
consiste em exponenciar o determinante por meio da identidade:

det( /DT] D fd :z:a,"!yn-m\(:r'~')‘.S B(y) (y) (73)

‘5WB(J)) =
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onde os n e n* sdo campos anticomutativos e se transformam como ele-
mentos da representagao adjunta do grupo, e sao conhecidos agora como
"fantasmas de Faddeev-Popov”.

Com o uso de (7.3) e a representagao integral da funcdo-é, a integral
(7.2) tem a seguinte estrutura geral:

Z = / Dn*Dn / DAte™Sess (7.4)

onde Sc¢ss é a agao efetiva.

A teoria recém discutida é unitaria por construgao, ( embora isto nao
seja explicito aqui). Um aspecto importante, e nao observado por Faddeev
e Popov em seu trabalho original, é que a agdo efetiva nao é invariante de
gauge e a pergunta é entao: O que aconteceu com ela?

Uma resposta a esta pergunta foi dada por Becchi, Rouet e Stora e
independentemente por Tyutin [12], (BRST). A razao é que a inclusdo de
fantasmas é equivalente a trocar a simetria de gauge local, por uma su-
persimetria global conhecida agora como simetria BRST. A importancia
da descoberta de BRST foi rapidamente compreendida por Fradkin e co-
laboradores que generalizaram a simetria de BRST para outras teorias
de gauge e desenvolveram um formalismo geral chamado formalismo de
Batalin-Fradkin-Vilkovisky (BFV) [13].

O formalismo de BFV, além da sua generalidade, tem importantes
ramificagées em teoria de cohomologia [50] e tudo leva a crer que um es-
tudo sistemadtico dele possa, talvez, conduzir a um grande aprofundamento
no entendimento da estrutura das teorias de gauge. Entretanto, devido &
generalidade do formalismo de BFV, na prética, é pouca a informacio que
se pode obter dele, a menos que se faga um estudo exemplo por exemplo.

Para o caso de teorias covariantes gerais, o método de BFV em sua
versao integral funcional foi escassamente discutido na literatura [29], e a
maioria dos trabalhos feitos neste campo se relacionam com a quantizagio
operatorial [51].

Nos trabalhos citados anteriormente, os autores vém-se obrigados a
usar elementos que nio estdo no formalismo afim de obter resultados cor-
retos. Em nossa opinido, isto é um indicio de que o formalismo de BFV
nao estd completo, porque, como veremos, nao fixa todas as trajetérias no
espago de fase para o caso de teorias covariantes gerais.
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Neste capitulo, proporemos uma modificagdo do teorema de Fradkin-
Vilkovisky [19], e o aplicaremos a alguns exemplos. Na préxima secao,
revisamos o formalismo de BFV e modificamos o teorema de Fradkin-
Vilkovisky com um exemplo especial. Na se¢ao 9, aplicamos o formalismo &
particula relativistica supersimétrica. Na segdo 10, o estendemos ao caso de
bésons quirais supersimétricos. Na segao 11, o formalismo de BFV é usado
para quantizar as cordas nulas bosonicas e supersimétricas e determinamos
as dimensdes criticas em que, quanticamente, estas cordas sio consistentes.

8. O Formalismo de BFV

Consideremos um sistema hamiltoniano com N graus de liberdade e m
vinculos de primeira classe ¢,, os quais satisfazem a élgebra:

[qsaa ¢b] = C§b¢c (81)

onde [ , ]denota colchetes de Poisson e as C¢, sio constantes de estrutura
que, em geral, também podem depender dos campos.
A agao para este sistema é:

ta
= dt(piq* — Ho — A\%¢,), - (8.2)
i
onde Hy é o hamiltoniano canénico e as A% sdo os m multiplicadores de
Lagrange.

Nesta versao "a la Dirac” dos sistemas hamiltonianos com vinculos, os
multiplicadores de Lagrange A* sao quantidades estranhas ao formalismo.
Por razoes de consisténcia, podemos supor que existe um momento candnico
Ta conjugado a A* e, em vez de considerar o espago de fase original (p, x),
consideramos:

(v, 2:) — (p',2:) @ (7a, A°) (8.3)

No entanto, para ndo mudar o conteiido dinimico da teoria (8.2), de-
vemos impor que os 7, sejam novos vinculos da teoria, isto é:

Te = 0. (8.4)

Se denotamos por G, = (m.,$,) os 2m novos vinculos, segue-se que a
algebra (8.1) é: .

(G G] = K56 (8.5)
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O préximo passo na construgao de BFV consiste em aumentar o espacgo de
fase estendido (8.3) introduzindo para cada vinculo um par de fantasmas
(14, P®) canonicamente conjugados entre si, i.e., satisfazendo:

{Naym} = 0,{P%, P’} =0,
{naapb} = _63

onde {,} e o colchete de Posson simétrico. Assim, o novo espago de fase é:
(p',2:) — (0',2:) ® (12, 2*) & (P, 70) (8.6)

Do ponto de vista das simetrias da teoria (8.2), substituir o espaco de fase
original por (8.6) é equivalente a substituir a simetria de gauge local por
uma supersimetria global entre as varidveis bosonicas ( fermidnicas ) da
teoria, e os fantasmas anticomutativos ( comutativos ). Esta é chamada
uma simetria de BRST.

O gerador da simetria BRST ( Q ) é conhecido como carga BRST,
e do ponto de vista matemdtico, é o operador que calcula a cohomologia
do grupo de gauge ( digamos G ) com os valores na representacio definida
pelos vinculos G,.

Para construir a carga BRST devemos ter em conta o seu cariter
fermidnico. A nivel classico, a cohomologia se manifesta na propriedade
de nilpoténcia

{Q,Q} =0 (8.7)
Seguindo Hennaux [52] , se escolhemos que Q tenha estrutura geral:
Q= Z Qimastap Pa, (8.8)

n>0

sendo Q(™Me1an coeficientes que tém paridade de Grassman +1. Entdo, se
impomos a propriedade adicional de que, na ordem mais baixa,

QR =G, (8.9)

segue-se entao que a forma mais geral da carga BRST para uma teoria com
uma &lgebra de vinculos (8.5) é:

1

Q=n.G +2

PR nyne + - - - (8.10)
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Uma vez que a estrutura geral da carga BRST esta determinada, pode-se
comecar a estudar a mecanica classica neste espaco de fase estendido. Uma
revisdo exaustiva disto se encontra em [52].

Estabelecido o formalismo classico invariante de BRST, o passo seguin-
te € quantizar seguindo os métodos usuais.

O problema de definir uma amplitude vacuo-vicuo no caso de uma
teoria de gauge geral é muito mais dificil do que no caso de uma teoria
do tipo de Yang-Mills, porque, em geral, o lagrangiano efetivo deve conter
termos de quatro férmions ( ou 2p férmions, como no caso da p-brana ) e
assim, o método ingénuo de Faddeev-Popov no caso geral nao funciona.

O problema de quantizar teorias com vinculos de primeira classe con-
siste em encontrar uma expressao para a integral funcional que contenha as
propriedades mencionadas acima.

A solugao para este problema foi proposta por Fradkin e Vilkovisky |,
a qual estabelecemos mediante o seguinte teorema:

Teorema

Seja um sistema hamiltoniano com vinculos de primeira classe e sujeito
a condigées de contorno invariantes de BRST. Seja S.s; a acdo efetiva
definida por:

2

Seff = dt(pit’ + NP + 1 A® — Hy — {Q,¢}), (8.11)

t

onde Q € a carga BRST e ¥ ¢ uma funcéo de fixagao do gauge ( fermion
de gauge ).
Entao, a integral funcional

Ly = /Duexp [4Ses¢]; (8.12)

é independente da escolha de 0.

Em (8.12), Dy é uma medida de Liouville que estabelece que a in-
tegragao deve ser feita sobre todo o espago de fase. A demonstracio do
teorema pode ser encontrada no artigo de revisdo [52].

Na literatura [52] , usualmente, discute-se trés tipos de condigdes de
contorno invariantes de BRST, uma das mais usadas é a seguinte:

:L‘(tl) = .’E(tg) = T2
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Na(t1) = 0 = 1a(t2) (8.13)
ma(t1) = 0 = mq(t2)

Agora, com estas condigoes de contorno, apresentaremos um argumento que
mostra que, para o caso de teorias covariantes gerais, o teorema de Fradkin-
Vilkovisky € incompleto. Daremos nosso argumento em um caso especial,
o da particula relativistica. Para outras situagdes, com vinculos arbitrarios
( mas invariantes por reparametrizagoes ) a demonstracio ndo é trivial.

A particula relativistica massiva estd descrita pela seguinte acdo:

12}
5 f dr(p*3, — NH) (8.14)
i1

onde N é um multiplicador de Lagrange e H ¢ um vinculo de primeira classe
definido por:

H = %(p2 +m?) =0 (8.15)

E facil ver que (8.14) ¢ invariante pelo seguinte conjunto de transformacdes:

oz, = ep,
ép, =0 (8.16)
ON = ¢

as quails sao a versao hamiltoniana da invaridncia por reparametrizaces .
Nao obstante, um ponto importante que é necessario enfatizar aqui, é que a
invariancia da agao (8.14) é garantida apenas se nos extremos( ver apéndice
A)

€(t1) =0 =€(ta) (8.17)
A condigao (8.1) é uma caracteristica geral das teorias de gauge cujas sime-
trias nao sao internas . Se denotamos por 7y o momento candnico associado

a N e os fantasmas anticomutativos denotamos por (1, P, 7, P) os quais sa-
tisfazem:

{77,75} =-=1= {ﬁap}a
{n,7}=0= {P’ﬁ}
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entao € facil demonstrar que a carga BRST é:
Q =nH + Pry (8.18)

Se escolhemos ¥ como como NP (gauge do tempo préprio) se segue que,
pelo teorema de Fradkin-Vilkovisky, a amplitude de transicao é:

Kzl ). @l2)] = /DNDWDnDﬁDﬁDPDp“D:cP.

tz . — . o
.exp[i/ dr(ryN + 1P + 7P + pui* + NH + PP)]. (8.19)
t

Para calcular (8.19) necessitamos das condigbes de contorno (8.13), que
neste caso sao:

#li ) = Erawlls ) = pa,
= 0 =1n(t2),7(t1) = 7(t2) = 0,
m(t1) =w(ta) =10 (8.20)
Se integramos em 7y , obtemos 8[N] o que nos diz, que sé o modo N(0)
contribui, e podemos, consequentemente, substituir a integral funcional em

N por uma integral ordindria em N ( 0 ). As integrais funcionais dos mo-
mentos fantasmas sao triviais, e o resultado para (8.19) é:

n(t1)

Klo(1),2(2)] = N/_oo dN(0) /DnDﬁD:z:qu”

t2
expli [ dr(p + NOYH + ) (8.21)
ty

onde A é um fator de normalizacio.

A integral nos fantasmas se faz diretamente e apenas contribui com
det(—82) o qual se pode calcular usando regularizagao funcdo ¢ com as
condigoes de contorno (8.20). O resultado deste calculo é ¢, — ¢, (ver apén-
dice C) . A expressdo (8.21) é entdo:

00 12
Zy = N/ dT/D.I‘”Dpu exp[z’/ dr(p*z, + N(0)H)] (8.22)
bade o] il
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onde T = ]\T(O)(tg = tl)

A expressao (8.22) é uma quantidade que tem o ”aspecto” de uma
representacao integral para o propagador de Feynman da particula rela-
tivistica, exceto pelos limites de integracao em T, que no caso do propa-
gador da particula relativistica vao de 0 a oco.

O argumento que usualmente se usa na literatura para restringir o in-
tervalo de integragao de (—oo, o0) a (0, c0) provem da definigdo de momento
da particula [29, 54, 55]. De fato, se calculamos o momento da particula
relativistica encontramos que este é:

w_ T

P= , (8.23)
Entdo, o ponto central é que a energia (p°) da particula é uma funcéio
mondtona crescente, e, consequentemente, nao pode passar pelo valor zero.
Isto é equivalente a dizer que devemos escolher histérias que se movam para
tras ou para diante no tempo. Se escolhemos N > 0 (N < 0) entdo (8.22)
¢ justamente uma representacao integral funcional para o propagador de
Feynman da particula ( antiparticula ) relativistica.

O argumento anterior, entretanto, nao pode ser correto a nivel da in-
tegral funcional , porque estd baseado em argumentos cléssicos, e, quanti-
camente, nao hd nenhuma razao, em principio, para dizer que (8.22) seja
valida também neste caso ( de fato, ela experimenta flutuacées quanticas )

Que N tenha que ser integrado entre —co a oo é um fato que pode ser
visto através das equagoes de movimento cldssicas onde se encontra que:

Do ponto de vista das equagdes de movimento, a duplicidade se deve a
que estas equagéOes sdo invariantes ante a simetria discreta z — z, p —
-p, N — —N, m — m. Estas transformagdes, como é ficil ver, deixam
as condigées de contorno (8.19) invariantes e, portanto, d4 origem a duas
trajetdrias classicas [28].

A dificuldade que se apresenta entdo é: como escolher uma das duas
trajetorias classicas?

A solugao mais simples para este problema é supor que as condigoes
de contorno (8.19) nao sejam suficientes para fixar uma e sé uma trajetéria
classica, sendo entao necessrio impor uma condigio adicional para fixa-la.
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A escolha mais simples para este caso é dizer que a quantidade:

I= /12 drN(7) (8.24)

seja sempre positiva. Essa condigao efetivamente seleciona uma das traje-
térias ( por que nao ¢ invariante por N — —N ). A imposicao I > 0 pode
ser implementada a nivel quantico escrevendo-se a amplitude de transicao
como:

K[z(1 /Dﬂg JeiSess (8.25)
onde Dy = DnyDNDADPDnDPDzx*Dp, e Sess é a agao efetiva definida
em (8.18). Aqui (I) é a fungao degrau.

Com esta modificagao para o teorema de Fradkin-Vilkovisky, pode-se

escrever a integral funcional na seguinte forma, depois de integrar-se em 7y
e nos momentos e coordenadas fantasmas:

Klzll)yol2)] =‘N‘/DND.’L“”DPHG(I)(S[N]ATexp[i£2 dr(p'z,+N(0)H)]

(8.26)
Para calcular as integrais resultantes separamos o modo zero (N(0)) de
N(t) como N(0) + M (t) = N(t) e usamos a identidade:

§[M] = / AN(0)S[M(2) — N(0)]det(8,)~", (8.27)
Entao, substituindo em (8.26):
Klz(1),2(2)] =

N f_ " AN(0) f Dz* Dp,8(N(0)AT)Ar expli / " dr(pha, + N(OYH)]

ty

iz

Klz(1),z(2 ]HN'/ dT/D:L“Dp# exp[z/ dr(p"z,+N(0)H)] (8.28)
t

onde T'= N(0)A7 e N é um fator de normalizacao.
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Pode-se integrar facilmente (8.28) em z* e o resultado é:

Ez(1),2(2)] = /de/OOO dT exp[i(p.Az + TH)]

=N,/(dup expip.(zo — 1) (8.29)

2m)0  p? 4+ m2 — e

(8.29) é a expressdo correta para o propagador de Feynman da particula
relativistica.

Em tais circunstancias, podemos fazer a conjectura de que (8.25) seja
uma expressao valida do teorema de Fradkin-Vilkovisky para a amplitude de
transigao para o caso de teorias covariantes gerais ( substituindo-se a S, Ff
por (8.10) ). Uma demonstragéo para o caso geral é claramente necesséria.
Na referéncia [56] propde-se um método que nio utiliza as solucdes das
equagoes de movimento cléssicas e, neste sentido, ¢ mais geral que os ar-
gumentos dados aqui. Nao obstante, trabalho posterior nesta linha mostra
que também ¢ dificil implementar este segundo método & outra classe de
teorias.

9. Quantizacao BRST da Particula Relativistica Supersimé-
trica

A particula relativistica supersimétrica é um sistema de grande im-
portancia como "laboratério teérico”, servindo de ajuda na compreensio
da estrutura de teorias mais complicadas, como a supergravidade e a su-
percorda.

Do ponto de vista da Mecanica Quantica Relativistica, a existéncia
da particula relativistica supersimétrica explica porque a raiz quadrada da
equagao de Klein-Gordon é a equagdo de Dirac. Seguindo esta analogia, é
possivel derivar os vinculos da supergravidade como a raiz quadrada dos
vinculos de relatividade geral [15].

Nesta segao, estudaremos a quantizacio BRST da particula relativisti-
ca supersimétrica usando o formalismo de BFV com a modificagio proposta
na segao anterior.

Demonstraremos que a quantizagiao da particula relativistica supersi-
métrica usando este ponto de vista, permite elucidar o problema de cons-
truir-se um formalismo lagrangeano de primeira ordem sem introduzir cam-
pos auxiliares da teoria supersimetrica , se o formalismo hamiltoniano &
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dado[57]. e calculamos explicitamente o propagador da particula relativis-
tica supersimétrica [53].

A particula relativistica supersimétrica com massa é descrita pelos
seguintes vinculos [57]:

1
H= §(p2 +7TL2) = 05

S=0"p,+mbs =0 (9.1)
onde 8, e 05 sao varidveis de Grassman que obedecem & seguinte algebra:
10,.,60"} = i6;,

{05,605} =1 (9.2)

Usando (9.2) e a algebra canodnica usual para z* e p, é facil ver que a
algebra de vinculos (9.1) é:

[HaH] =0,
[Ha S] =0,
(5,8} = %H. (9.3)

Usando (8.9) obtemos a seguinte expressao para a carga BRST:
Q=1n1H+Pran+cS+ m\P.+ iPcc (9.4)

onde (7,7, P,P) sdo as coordenadas e momentos fantasmas ( anticomu-
tativos ) associados a H, e (c,¢,P., P.) sio as coordenadas e momentos
fantasmas ( comutativos ) associados a S , 7wy é o momento canénico do
multiplicador de Lagrange anticomutativo .

A algebra das varidveis fantasmas comutativas é :

[e,Pc] =1=[¢,P] (9.5)

¢ zero nos demais casos.
Escolheremos a fungao de fixagdo do gauge na forma (gauge do tempo
préprio):

U =PN + AP, (9.6)
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Usando o teorema de Fradkin-Vilkovisky (8.25) se tem que a amplitude de
transicao é:

K[z(1),2(2)] =

— /DND?TND/\D'n‘)\DnDﬁDﬁDPD’PCDEDiBCDcDBMD95Dp”D:L'“

t2 . . - =5 . b ;.
6(1) exp[i/ dr(nyN + Ay + 0P + otifP + P.éc+ P.Cc— %G“GN — %6'595+
i

pui* + NH + S — PP + PP, — 2iPc))) (9.7)

onde I é alguma quantidade invariante por reparametrizagdes que determi-
naremos mais tarde. Faremos o cdlculo de (9.7) com as seguintes condicoes
de contorno invariantes BRST:

x(tl) = .’E],CC(tQ) = T2,

n(t1) = n(t2) = c(t1) = c(t2) = 0,
(t1) = fi(ta) = &(t1) = (t2) = 0,

]
Ta(t) = ﬂ'N(tQ) — ﬂ')\(tl) = 7(,\(t2) =2 1)

S(6(t1) + 64(12)) = *

5 (65(12) + 05(12)) = 75 (9.5).

onde v* e s sdo constantes a determinar. Integrando em my, 7y, P, P, P,
e P. obtemos:

Kz(1), 2(2),7,] =
_ / DN DADnDiDeDeD6, Dés

Dp* Dz, 6[N]6[A]6(I)
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t2 . .
expli | dr(p.i* — %9#913“ = %9595+

1y
+NH + AS + i + 2icAP7j — ¢8))(9.10)

(9.10) ¢ uma expressao para a integral funcional da particula relativistica
supersimétrica no gauge tempo proprio N = 0 = A . Esta expressao nos
diz, como no caso da particula relativistica bosonica, que s6 os modos zero
de N e A contribuem na integragao dos multiplicadores de Lagrange e,
consequentemente, se usamos (8.27) e

()= [ dO)5(g(2) - AO))det(@)* (0.11)

as integrais funcionais em N e A em (9.10) podem ser substituidas por
integrais ordinarias em N(0) e A(0). Nao obstante, hd aqui uma importante
diferenga que é necessdrio ressaltar: a integral em A(0) é uma integral de
Berezin, para a qual o conceito de intervalo de integracao nao existe.

Do ponto de vista conceitual, isto implica em que a duplicidade de
trajetorias classicas neste caso, s se manifesta no setor bosonico e, em con-
sequéncia, o fator #(I) que aparece em (9.10) pode ser substituido pela
mesma expressao que aparece no caso puramente bosonico, isto é, por
(8.24).

Tendo isto em conta, (9.10) pode ser escrita na seguinte forma:

K[2(1), 2(2), 7] = / dN(0) f dA(0) f DyDP7DeDeD8, Dés Dp* Dz,

t2 2
O(N(0)AT)expli dr(pyc" — =

PP, s —felset:
X 2 BT 9¥SYS

+NH + AS + 7 + 2icAi — Pée)] (9.12)

Usando as condigoes de contorno (9.8) os fantasmas 7,7,c e ¢ podem ser
calculados explicitamente.
Assim, (9.12) é:

K[2(1), 2(2), 7] = /0 AN (o) / dA(0) f D, Ds Dp* Dz,
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t2 ] . 1 .
expli f dr(put” — %9"% = %9585 + N(0O)YH + A(0)S] (9.13)

ty

Integrando em p,:

K[2(1), 2(2), 7] = /0 AN (0) / dA(0) f D9, Dbs Dz,

io + 9

, #
expl g dT(QN(O)

A0)0,3%  mA0)8s
N{0) N JO149)

A agao efetiva que aparece em (9.14) ¢é precisamente a agao de supergravi-
dade unidimensional se interpretamos N(0) e A(0) como o graviton ¢ o
gravitino respectivamente [46]. Esta derivagao do lagrangiano efetivo da
particula relativistica supersimétrica usualmente envolve calculos compli-
cados e a introducao de campos auxiliares ( ver e.g. [57] ).

Nao fizemos aqui a demonstragao da equivaléncia lagrangiana e hamil-
toniana do sistema anterior, mas, nos parece, que mostramos um caminho
simples para derivar o lagrangiano efetivo a partir de técnicas BRST.

Se fizermos a mudancga de variaveis,

- %é“()# = %éseg, g

Az?
2 () = o + S(t = 1) + 4 (0)

0" (1) = 957" + (1),

onde y*, 1y, ¢° sao flutuagdes quanticas. Isto, por consisténcia, implica em
que as y(t) satisfagam as condigoes de contorno:

y“(t1) = 0 = y¥(t2). (9.16)
entdo, substituindo (9.15) em (9.14) obtemos:
K[z(1),z(2),7,] =

o z)2  m? ¢ m 5
= fo dN(0) f d,\(O)exp[i((AQT) - 2T+’\(0)K}”&;‘)A i ;.(8)7 )]
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to 3'12 7 - 7 -
Duy* expli 1 — =P — —YPsis (9.17
/ Y C“’[7/“ (5N 2 3 ¥s¥s)] )

com T = N(0)A7. Integrando y(t) e A(0) :

< dT _Az? m>T ,
Kl 2@)m) = [ e smant + ma) explit 3 + 2T — i)
o T r 2

de Cip.A:r .
" (on)P P+ - (157" Pu + M) (9.18)

a qual é o propagador de Feynman para uma particula relativistica massiva

o1
de spin 3.

10. Quantizagao BRST de Bésons Quirais Supersimétricos

No Capitulo I, introduzimos um modelo de bésons quirais baseado num
argumento de particulas quirais [14]. O modelo foi quantizado canonicamen-
te e revelou explicitamente sua estrutura tensorial de Lorentz. Nesta scciio,
quantizaremos o modelo seguindo o formalismo de BRST e calcularemos
explicitamente os propagadores para o caso geral.

Recordemos que os vinculos neste caso sio:

H=(FP—-P)P

) y+1 ) Y41
&= —190(1 —-2a— &)PFL — -1-91(1-{-2@— -I-J—O—)P1+, vy=-1,-3,...
4 4 P
(10.1)
onde & ¢ um ntmero real diferente de zero. As varidveis de Grassman 2.
satisfazem a algebra:

{0,,,8,} = 2im,,, (10.2)
¢ a algebra de vinculos é:
{§,8} =aH
[S,H] =0 (10.3)
[H, H]=0
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Para fazer a quantizacao BRST introduzimos os fantasmas anticomutativos
(n,7,P,P) associados a ‘H, os quais satisfazem:

{n,P}={7P}=-1 (10.4)
e os fantasmas comutativos (b, b, c, &) associados a S que satisfazem :
{b,c} = {b,¢} = -1 (10.5)

Com isto, a carga BRST é:
Q =M +cS+TyP + b+ saPec? (10.6)

onde IIy e II) sdao os momentos candnicos dos multiplicadores de Lagrange
N e A respectivamente.
Seguindo o teorema de Fradkin-Vilkovisky o propagador é:

I((X(l)a X(Q)a 71;) =
/ DX, DP, D6, DN DIly DX DI, DP D7 DP Dny
Db D DbDcO(I)expiS,ss (10.7)

onde 6(I) é a fungao degrau definida na secéo 6 , I e a quantidade (10.24)
e Serpy é:

T‘Z . , . . . . —_— . o
Seffzf dT[P"X“-Jr-j—lﬁ“f)“+HNN+H/\/\—Pﬁ—-l"v}—i—b&—}-b&—{Q,III}]

71
. | (10
Se escolhemos o gauge tempo préprio N = 0 = \ entio a fungao ¥ deve
ser:

U= NP+ b (10.9)
Com isto, {Q, v} é:
{Q, ¥} = —NH+ 8\ - PP —bb+ iaPcA (10.10)
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Se substituimos (10.10) em (10.8) vemos que que as integrais nos fantas-
mas podem ser feitas sem nenhuma dificuldade. A integragao em wy e my
fornece como resultado 8§[N] e 8[A] o que diz que sé os modos zero con-
tribuem. Assim, a situagao ¢ similar a discutida na se¢ao anterior. Entao,
se denotamos por Ag o modo zero de A(t), segue-se que (10.7) é:

X( ), X(2),7u) =

/ / / DX,DP,D8, expi f dr(PX + %eéur

Ao) (10.11)

onde, no calculo de (10.11) se fez os as seguintes mudancas de varidveis:

AKX,
XK= X D Ar‘ (r—7m)+Y,
1 =
Ou =57 + 0, (10.12)

AXy, =X,(2) - X,u(1)

onde Y, 0 sao flutuacoes quanticas ¢ 4, ¢ uma constante a determinar. A
integragao nas variaveis restantes é efetuada como na secdo anterior. As-
sim, (exceto fatores numéricos) obtemos:

K(X(1),X(2),7,) =

F=l

:/ d’p [’Yo(l"*204—}90/131)4-’)/1(1+2a—Po/P1)]P12
(2m)2 Po — p1 + e

A% (1013

Se agora usamos vy = 01, 71 = 102 vemos que (10.13) pode ser escrita na
forma:

2
KX, X@m) = [ e K ) (10.14)
onde ves
| 0 12
Kp)y=|, 2 (10.15)
2ap, 0
Po—P1



No mesmo sentido que o propagador da particula relativistica é o
propagador para um campo de spin zero, interpretamos o resultado (10.15)
como um propagador na representagao de momento de um campo ¥q a,...a,

Entdo, (10.14) tem a scguinte estrutura geral:
I\’(‘Y(l)ﬁ X(Q)a ’)/,u) =

_ (< T,/);al...an(fffl)'#’)1(};...0;(3:2) F 5 ’w}\aln_an(rl)lbla'l...a; (:LE) >>
< Vhay...n (@) V20 00t (22) > < Blay i, (01) V20100, (22) >
(10.16)
Assim, e.g., para ¥ = —1, ( que corresponde a um campo de spin 1) (10.6)
tem a seguinte forma:
—LA~At> <AtAts> Y _ef 0 -2 (10.17)
CATAT> —<AYA > ) T 2\ 2 0 '

a qual é o propagador em coordenadas cone de luz de um béson quiral de
spin 1.

11. Quantizagao BRST Operatorial de Cordas Nulas Boso6ni-
cas e Supersimétricas

Nesta secao, faremos a quantizagao BRST operatorial de cordas nulas
bosbnicas e supersimétricas. Estas cordas ja foram discutidas no Capitulo
II, em sua versdo cldssica, e a motivacdo fundamental para estuda-las é
que elas sdo objetos sem massa que se movem a energias da ordem da de
Planck. Nesta secao quantizaremos a corda nula bosénica e a supersimétrica
seguindo o formalismo de BFV operatorial. O resultado principal que apre-
sentaremos é que estes objetos sao quanticamente consistentes apenas se as
dimensoes D do espago-tempo em que estd imersa a corda sao 10 (26) para
0 caso supersimétrico ( bosonico ).

Para demonstrar os resultados acima, reescrevamos novamente os vin-
culos da corda nula supersimétrica em modos de Fourier:

,Hi = Pn—k-Pk
HL =k ke a 11
n = "Pn—k-Tk — 27n—k'7k ( 1)

99



S:La — pn—k-%g (a =1, 1)

onde supomos somas implicitas nos indices repetidos. Os vinculos de (11.1)
se reduzem aos da corda nula bosénica se colocamos v = 0, assim consider-
aremos (11.1) como os vinculos gerais para o nosso problema.

Os vinculos (11.1) satisfazem a seguinte dlgebra de colchetes de Poisson:

[HgaHrlz] = i(n - 7TL) =

n+m

(S H) = i(5 = m)Sp (11.2)
[Sps M1 =0
{SmiSa} = i8°Hs,

Para fazer a quantizagido de BRST operatorial necessitamos introduzir dois
pares de fantasmas anticomutativos: (1,,P%) associados aos vinculos comu-
tativos H, e outros dois pares de fantasmas comutativos (7a, 75“) associados
aos vinculos anticomutativos S,. Os colchetes de Poisson correspondentes
aos modos de Fourier dos fantasmas sao:

{73::, nbm} = —‘5gém+n,0

[ﬁg,ﬁmb] = _656m+n,0 (113)

O passo seguinte é construir a carga BRST classica ¢ em seguida fazer a
substituigao:

( Varidvel Dinamica ) — ( Operador )  ( 9.4 )

Para o caso da carga BRST, a substituicio (11.4) nio estd bem definida
porque Q tem problemas de ordenamento ( ji que os modos zeros nio
comutam entre si ) e é necessério regulariza-la na forma [51]:

Q— Q=:Q:4apn, (11.5)
onde g € uma constante a ser determinada .
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Tendo em conta (11.5), encontramos que a carga BRST quantica tem
a seguinte forma:

" ca a i
Q = nzHik =T nlcé‘sf—k o ('ITL - n)nrtnrlzpi_n—ﬂz + §(m - n)ninn?l'npim-—-n
N, .a_1Aa 1 ~a ~amLl 1
+(m - §)nmnnp—m-—n - §nmnnp—m—n & @oT]g (116)

Em (11.6) supomos que todos os produtos estdo normalmente ordenados,
isto é, os modos positivos estao a direita.

Seguindo os argumentos padrao de quantizagdo BRST da corda [51,
58], os operadores de Virasoro sao:

By e Yy B == [N g L L g 2 b 2 FY s AT
onde .
L;’zaterm - __Hgn " Lfn + L»gnl + L;Yr:
Ly, = —kpm—k-zk
5 4 k a a
Lot = 5%m-kk (11.8)
L2, = (k + m)ngPa_

a [LLE )
Lm = (k i E)lelpm-—k

Nas trés dltimas expressées, nao somamos em a. Cada um dos conjuntos
de operadores (11.8) satisfazem & seguinte dlgebra de Virasoro:

[LnnLn] = (17’1 - n)Lm—{-n = A;ifs??l-i-rl,o (119)

onde " pode ser representada por z, v,4,a, @ (a =1, 1).
O passo seguinte é definir o vdcuo |0). Nossa defini¢io de vicuo é a
seguinte:

21,10} = pin|0) = 71 [0) = 15, |0) =
= Pp10) = i17,|0) = P, |0) =0, m >0 (11.10)

Esta escolha de vdcuo é equivalente a afirmar que a fungio de onda do
estado fundamental é uma fungao apenas dos modos zero da corda.
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Definindo agora os operadores:

My ={Q,Pp} = -Hpm + (m+k)niPi_,

> k a ~a ~Qa
Fo={Q,Po} =85 - (m+ “2‘)77i~ m—k — Tk = TePm_i  (11.11)

scgue-se que:
L()IU) = —(_Y()IU) (1112)

e que os estados fisicos sao aqueles que satisfazem

L|0) = M,,[0) = FE|0) =0 m >0 (11.13)

m

os demais estados fisicos se constréem aplicando: L, = L_,,, M} = M_,,

e Fet = F®  suscessivamente sobre |0).

A algebra do conjunto de operadores (11.7) e (11.11) é a seguinte:
M, M) =0 = [Mp,, F2]

[]\’:[ms Ln] = (m - n)Mm-}-n

{Fms Fo} = 6 Moy (11.14)
a m a
[LmaFn]z(_z—_n) m+n

[Lms Ln] = (7n e n)Lm+n a3 Am6m+n,0

Para calcular a anomalia A,, usamos o truque bem conhecido de calcular
(O][Lm, L-m]|0) de duas maneiras diferentes [58]. Avaliando a expressio
anterior obtemos ( sem soma em m ):

(Ol[Lm, L—m]|0) = A, — 2marg (11.15)

e calculando esta expressio para m = 1,2 e exigindo que a identidade de
Jacobi seja satisfeita obtemos que a anomalia deve ter a forma: A
csm® + cym.

Para o caso da corda nula bosénica verifica-se que a anomalia tem a
seguinte forma:

m =

D
A%, = =(m® —m)

6
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AL =4l = é(—13m3 + m) (11.16)

Para o caso da corda nula supersimétrica é necessario distinguir entre os
setores de Ramond e Neveu; as anomalias sao:

: 1
AR = AlR - E(11m3 — 2m)

- 1
ALN = AN — —(11m3 + m)

12
AYLR = AN R - —%(m3 + 2m) (11.17)
D
AN = ARV = ﬂ(ﬂf —m)

Determinadas as anomalias, o passo seguinte é verificar que, a nivel quan-
tico, a carga BRST ¢ nilpotente. Este cédlculo se faz usando a seguinte
identidade [58]:

A2 1 = o) ]. m

Q*=5{Q,Q} =3 ;uzm,Ln] = (m =)L)l

Com esta identidade obtemos os seguintes resultados:
a) A corda nula bosdnica é quanticamente consistente somente se:

D=26, oap=-1 (11.18)
b) A corda nula supersimétrica é consistente somente se:
e @ =10 o5=0

NN: D=10 ag=-1
-1
2
-1
2

A existéncia de dimensées criticas para a corda nula é um resultado
inesperado a luz de outras discussdes nesta linha [60]. Cremos que a corda
nula € de fato um sistema fisicamente interessante e que pode dar, provavel-
mente, muita informagao em teoria de cordas a altas energias.

A quantizagao destes modelos de cordas no gauge cone de luz e a analise
do espectro foi feita na referéncia [17].

RN: D=10 oo = (11.19)

NR: D:]_O g =
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Capitulo V

Conclusoes

64



Capitulo V

Conclusoes

Nesta tese estudamos a formulagao classica e quantica de teorias covari-
antes gerais. Nosso ponto de vista para estudar estas teorias foi formular
o problema clédssico usando o formalismo hamiltoniano de Dirac. Uma vez
que o problema cldssico ficou bem definido, fizemos a quantizagao desta
classe de teorias de duas maneiras: 1) Por meio da quantizacdo candnica;
2) Usando o formalismo BRST de Batalin-Fradkin-Vilkovisky.

Para os exemplos estudados neste trabalho apresentamos vérios resul-
tados novos que enumeramos a seguir:

a) No Capitulo I propusemos uma nova formulacao clssica de particulas
quirais baseada no método da raiz quadrada. A teoria clissica resul-
tante ¢ invariante por reparametrizagoes e por supersimetria local.

A quantizagao canénica do modelo de particulas quirais proposto reve-
lou uma estrutura tensorial de Lorentz a qual nao era conhecida anterior-
mente. Com esta visao do problema, a supersimetria local do modelo é uma
ferramenta auxiliar e é este o porque o espectro de particulas resultante nao
é supersimétrico.

b) No Capitulo II fizemos a formulagio cléssica de uma nova corda nula
fermidnica a qual é invariante por supersimetria local na superficie de
evolugao. Neste capitulo a corda nula fermidnica foi obtida de duas
maneiras distintas, de um lado usando o formalismo de Dirac tradi-
cional, e de outro, usando o formalismo lagrangiano e técnicas de su-
pergravidade.

c) No Capitulo III propusemos um objeto extenso nulo de p dimensdes es-
paciais movendo-se num espago-tempo plano d-dimensional, a p-brana
nula. Este objeto é, por um lado, uma generalizacao da corda, e por
outro, uma simplificagao das p-branas com tensdo. A p-brana nula
fol quantizada via integral funcional, e pudemos demonstrar que o
propagador associado a este objeto satisfaz uma equacio de difusio
funcional. Resolvendo esta equagao pudemos encontrar uma exXpressao
formal para o propagador da p-brana nula.
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d) No Capitulo IV foi considerada a quantizagao BRST das teorias covari-
antes gerais anteriores. Neste capitulo demonstrou-se que a formulagao
corrente do teorema de Fradkin-Vilkovisky é imcompleta porque nao
fixa completamente uma das trajetorias no espago de fase sendo ne-
cessario introduzir uma condigao adicional. Esta condi¢ao conduziu a
uma modificacao do teorema de Fradkin-Vilkovisky. Com os resulta-
dos anteriores obtivemos as expressoes corretas para os propagadores
da particula relativistica bosénica, da particula supersimétrica e parti-
culas quirais supersimétricas. Também neste capitulo fizemos a quan-
tizacao BRST operatorial da corda nula bosoénica e da supersimétrica.
Demonstrou-se que a carga BRST é nilpotente somente se as dimensoes
do espago-tempo sao 26, para o caso bosoénico, e 10 para o caso fermi-
onico.

Neste trabalho nos detivemos somente no estudo de uma classe de
teorias covariantes gerais. Portanto, é claramente necessério investigar se
nossos argumentos podem ser estendidos a qualquer teoria covariante geral,
e se é possivel definir para estes casos teorias quanticas consistentes. Em
particular, o problema de formular a teoria de cordas diretamente a partir
do teorema de Fradkin-Vilkovisky é uma questao que nunca foi discutida na
literatura e cuja solugao correta, certamente, trard alguma clareza acerca de

problemas mais complicados. A esta questao estamos nos dedicando neste
momento.
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Apéndice A

Sistemas Hamiltonianos com Vinculos
e Invariancia de Gauge

Neste apéndice revisamos brevemente o formalismo hamiltoniano de
sistemas com vinculos de primeira classe com o objetivo de fixar a notaco; o
leitor interessado em uma apresentagido mais completa pode ver a referéncia
[3].

Consideremos um sistema fisico 2n-dimensional, descrito por um hamil-
toniano candnico Hy e m vinculos de primeira classe ¢4(p, q) os quais satis-
fazem a algebra:

[$as 9] = Copoe (A1)
aqui [, ] denota colchetes de Poisson, a = 1,2,...,m.

A agdo para tal sistema é:
tg

8 == dt(piq* — Ho — \%¢a), (A2)
131
(i=1,2,...,n), os A* sao m multiplicadores de Lagrange.

Um resultado bem conhecido no formalismo hamiltoniano [2] é que os
vinculos de primeira classe geram transformagoes de gauge. Este importante
aspecto conceitual € crucial no momento de fazer-se a quantizacio. De fato,
devido a liberdade de gauge da agdo (A2) existe um conjunto infinito de
histérias que a deixam invariante e o problema entdo é: como fixar uma
histéria entre todas as classes equivalentes ( fixagio do gauge ).

Para fixar o gauge, é necesséario conhecer nao apenas as regras de trans-
formagao dos multiplicadores de Lagrange, mas também & preciso saber de
antemao de que tipo ¢ a simetria de gauge. Por enquanto nao nao especifi-
caremos tal simetria, e abordaremos a situacdo em geral.

O problema mencionado acima foi extensivamente tratado por Fradkin
e Vilkovisky [13] e independentemente por Teitelboim [15]. Para encontrar
a regra de transformagao dos multiplicadores de Lagrange é natural supor
que as coordenadas (q*, p;) se transformam da seguinte maneira:

641(t) = €(D)[a:(t), ba] = ea(t)a¢“
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agba

6pi(t) = € (B)[pi(t), ¢a] = —€*(8) 5

O préximo problema é: como tratar os A\, os quais néo pertencem ao espago
de fases. A resposta vem do fato de que a agdo deve ser um invariante de
gauge e, consequentemente, a invariancia de (A2) e o conhecimento de (A3)
permitem determinar 6),.
A invariancia de gauge de (A2) implica em:
t2 . .
68 = dr(6p'gs + p*8G; — 6Ho — 5X% Py — A%6¢pg) = 0 (A4)
t;

Por generalidade suponhamos que:

[Ho, ¢a] = K50 (A5)

(43)

onde kg = Kq(p, q).
Usando (A1), (A3) e (A5), (A4) fica:

65 =0 = (1) (p' qb"—m

ta
+ / AT (e — €°KS — 5X° — A2ebCe, )6, (46)
: 3
A anulagao de (A6) implica em:
5A° =68 — €2 KE = A%ePOE, (AT)
5¢a

e“(p’

A condigao (A7) é a regra de transformagao que estavamos procurando. A
relagao (A8) ¢ um requisito que devemos impor para que (A6) seja satisfeita
e ¢ ela que define o tipo de simetria de gauge em consideragao.

A expressao (A8) é satisfeita em dois casos:

a) Quando €,(t;) = 0 = €%(¢,), esta situagio define uma teoria de gauge
nao interna. Exemplos de teorias descritas por simetrias nio internas
sao, e.g. cordas, membranas, gravitacao, etc..

b) Quando (p' 52 8"5“ — ¢a) = 0 e neste caso nao hd restrigéo sobre os €'s
nos extremos Nesta situagao a simetria de gauge é interna. Entre as
teorias descritas por simetrias internas esta, e.g. o caso de teorias tipo
Yang-Mills.

Neste trabalho nos interessa as teorias do primeiro caso e dizemos que
as teorias que satisfazem o critério a) sdo covariantes gerais.

—da)l2 =0 (A8)
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Apéndice B
A Corda Supersimétrica com Tensao

Neste apéndice revisamos brevemente a formulagao superespago da
corda supersimétrica com tensao. Nossa apresentagao € similar a de Howe
[61].

A agao da corda supersimétrica é:

§=T f d?cd*0ED* XD, X; (B1)

onde E = sdet(Ejf;) é a densidade invariante, as D, sao derivadas co-
variantes fermidnicas, E4; é um vierbein definido sobre o superespago, o
indice M é uma notagdo para (m,a) onde m é um indice de espago-tempo
¢ = 1,2 é um indice definido sobre a superficie de evolugao da corda.

A derivada do supercampo

X(0,6) = X¥(0) + 6°9(0) - %9213*'(0) (B2)

DX = B ¥ gy X (B3)
A regra de transformagao do supercampo (B2) por reparametrizagdes in-
finitesimais é: .
6X' = &M (0,0)0p X (0,0) (B4)
As quantidades geométricas do superespaco sao a torgao e a curvatura as
quais estao vinculadas e, portanto, somente sobrevive um campo auxiliar
no multipleto de supergravidade. Além disso, a liberdade de gauge das
reparametrizagoes pode ser restrita permitindo apenas transformacoes com
parametros £M (o) ( gauge de Wess-Zumino ) e portanto os tnicos campos
de gauge sao o graviton el e o gravitino x%,. Assim, no gauge de W-Z, o
multipleto de supergravidade é (e%,, x%,,A) onde A é um campo auxiliar.

A acgao da corda supersimétrica é também invariante por transforma-
coes de super-Weyl,

SE2 = AE2

@ a i a_ o (BS)
6Ly = Epf — _2'EM7aﬁD5A
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Devido & invariancia (B5), o lagrangiano da corda supersimétrica no
gauge de W-Z é:

1
L=e (1 - §92Xm’)fn7an) DX - DX (lag)(B6)
onde e = det(e},) e D, é a derivada covariante no superespaco plano,

Do = o + i(1™60) a0m (BT)

Notemos que o campo auxiliar A ndo aparece em (B6). Em componentes
(B6) fica:

L=e [¢2 — 20y B — 2i0y™0,, X
(B8)
+ 6° (gm“BmXanX — ipy"Omtp + B® — %wzxm’rnv"‘xn)
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Apéndice C

Regularizaciao da Funcio ( e Célculo de det(—9,7%)

Aqui demosntraremos que:

det(—0,%) = At (C1)
A idéia basica do cdlculo é usar a identidade:

detA=11>7 A, (C2)

onde A ¢ alguma matriz ( operador ) e os A, sao seus autovalores. No
.) . -~ Id I'd b
nosso caso A = —0;” e com o uso das condigdes de contorno (8.20) é ficil

ver que os autovalores sio (2%)?. Entdo o problema seguinte é calcular o

produto:
:[—‘I:‘.'i?..ozl(-_)2 (03)

b

Para isto consideremos o produto II;_,am® e escrevamos [62]:

12°_,am® = I_, exp[log(am®)]

= exp[z (loga + blogm)]

m=1

e o] x
= expllog a Z 1+5b Z log m]
m=1 m=1

(o} d e ]
= expllog a.lims_g E m=* — b.lims_.gg- E ) (C4)
s
m=1 m=1

As somas que aparecem em (C4) podem ser calculadas usando a funcao ¢
de Riemann a qual é:

()= m™ (C3)



Entao, no limite s — 0 :
| i
¢(0) = -5 ¢ (0) = —5109(27f)

Assim (C4) é:
I1°°_,am’ = alzl“(27r)%

Se usamos (C6) para calcular (C3) encontra-se (C1).

2
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