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RESUMO

O termo sigma nuclear (o contetido isoescalar de quarks do estado nuclear) é cal-
culado no contexto do modelo de Skyrme, através da consideracdo da dependéncia
do potencial nicleon-nicleon com as massas de corrente. O termo sigma nuclear é
extraido da massa nuclear usando-se o teorema de Hellmann-Feynman, derivando a
interacdo niucleon-nicleon com respeito as massas dos quarks up e down, mq%‘,\;’f. O
potencial é construido na aproximacao do ansatz produto quantizado no modelo de
Skyrme. A dependéncia as massas dos quarks vem do termo relativo a massa do pion
na Lagrangiana de Skyrme. Esta conexao é feita usando a relagdo de Gell-Mann,
Oakes e Renner. E feita uma discussdo de como mq%%y— deve entrar no célculo do
termo sigma nuclear no contexto da mecéanica quantica nao-relativistica. Também
calculamos o termo sigma do nicleon e as derivadas das constantes de acoplamen-
to pion-nicleon, carga axial, raios eletromagnéticos e momentos magnéticos. Con-
siderando a contribuicdo do potencial para o termo sigma da matéria nuclear, o valor
local do condensado de quarks é estimado. Devido ao carater repulsivo do termo do
potencial, o condensado diminui somente 5% na densidade normal. O problema da
falta de repulsdo na magnitude da parte real do potencial 6tico isoescalar pion-niicleo
onda-s, provenientes da andlise de dados de espalhamento e 4&tomos pidnicos, é resolvi-
do no contexto presente. A contribuicdo do potencial skyrmion-skyrmion ao termo
sigma nuclear, proporciona a repulsdo necessaria para o potencial pion-nicleo, em um
surpreendente acordo com os pardmetros ajustados e também com a sua dependéncia,
da massa nuclear.

Palavras-Chaves: Termo Sigma Nuclear, Modelo de Skyrme, Intera¢io NN, Po-

tencial Otico Pion-Nucleo, Condensado de Quarks

vi



ABSTRACT

The nuclear sigma term, the isoscalar quark content of the nuclear state, is cal-
culated within the Skyrme model considering the current quark mass dependence of
the nucleon-nucleon potential. The nuclear sigma term is extracted from the nucle-
ar mass using the Hellmann-Feynman theorem, which demands for the derivative of
the nucleon-nucleon interaction, mq%%;i, with respect to the up-down quark masses.
The potential is evaluated in the skyrmion-skyrmion picture within the quantized
product ansatz. The quark mass dependence of the potential comes from the pion
mass term in the Skyrme Lagrangian. Such connection is made using the Gell-Mann,
Oakes and Renner relation. We provide a discussion on how mq%vn%f should enter in
the evaluation of the nuclear sigma-term in the context of nonrelativistic quantum
mechanics. We also calculate the nucleon sigma term, and the derivatives of the
pion-nucleon coupling constant, axial charge, electromagnetic radius and magnetic
moments. Considering the contribution of the potential to the nuclear matter sigma
term, the local value quark condensate is estimated. Due to the repulsive nature of
the potential term, the condensate drops only 5% at normal density. The problem of
missing repulsion in the magnitude of the real part of the isoscalar s-wave pion nucle-
us optical potential, as taken from pionic atom and elastic scattering data analysis,
is fixed in the present context. The contribution of the skyrmion-skyrmion potential
to the nuclear sigma term, provides the missing repulsion to the pion-nucleus optical
potential, in remarkable agreement with the fitted parameters and also reproducing
its mass dependence.

Keywords: Nuclear Sigma Term, Skyrme model, NN Interaction, Pion-Nucleus

Optical Potential, Quark Condensate
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1. INTRODUCAO

A descoberta por Rutherford, de que o 4tomo possuia em seu interior um niicleo,
projetou ao longo de cerca de noventa anos, a formulacdo de modelos de Fisica
Nuclear, que sdo capazes de descrever os decaimentos de nicleos excitados e espa-
lhamento. Porém a descoberta do pion por Lattes et al(1947) [Lat47] e a veri-
ficacao de que o préton tem estrutura levou a modelos de quarks e glions(QCD)
para composicao dos mésons e barions.

A manifestacdo da QCD em baixas energias sempre apresentou um desafio
tanto para fisicos tedricos como para experimentais. Infelizmente a QCD em
baixas energias nao pode ser resolvida por métodos perturbativos e sua solugao
até o presente encontra-se relegada a calculos numéricos na rede que consomem
enormes recursos computacionais. Em vista disto, surgiram modelos efetivos que
procuram satisfazer as simetrias da QCD, onde os graus de liberdade seriam nao
os quarks, mas os mésons e bérions.

Uma, conexao sutil entre a descrigao efetiva hadronica e fundamental do niicleo,
em termos de quarks e glions, foi sugerida ao ser considerada a estrutura do
vécuo[Coh91]. A presenca de matéria hadronica altera o valor local do condensado
de quarks [Coh92][Li94][Del95-96][BW96], através do termo sigma nuclear (X,)
sendo este o contetido isoescalar nuclear < gg > . O valor do termo sigma do
nicleon (Xy) ja foi extraido de dados experimentais [Gas91]. Uma maneira de
inferir o termo sigma nuclear é obtida através da anélise do espalhamento pion
nicleo em baixas energias e de atomos piénicos. De fato, em trabalho recente
de Brown e Rho [BR96] foi sugerida a possibilidade de se obter, de experimentos
com &tomos pidnicos, informacdes sobre o condensado de quarks.

Usando modelos efetivos hadronicos, segundo Cohen et al [Coh92], o cdlculo do
termo sigma nuclear deve levar em consideragao o termo sigma de cada niicleon,
adicionando-se o termo sigma devido & interagdo niicleon-nicleon(NN). Porém
naquele trabalho é questionada a forma de como realizar este calculo pois en-
volveria derivadas, em relacdo as massas dos quarks de corrente , das massas
e constantes de acoplamento dos diversos mésons que compoem o potencial NN.
Isto tudo discutido sob ponto de vista de um modelo realistico para interacdo NN,
baseado em troca de mésons como, por exemplo, o potencial de Bonn[Mac87].

A questdo fundamental, apresentada em [Coh92], é até que ponto co- nhecemos



realmente a dependéncia das massas de corrente na interagdo NN. Para investigar
a dependéncia do potencial NN em relagdo as massas dos quarks, devemos ter a
conexao do modelo efetivo hadronico com a QCD. O modelo de Skyrme [Sk61-
62], oferece esta possibilidade , uma vez que o termo que quebra explicitamente
a simetria quiral na Lagrangiana é incluido no modelo, sendo este proporcional
ao quadrado da massa do pion. Da natureza de bdéson de Goldstone do pion,
vem a relacdo de Gell-Mann-Oakes-Renner(GOR) [GOR68|, que garante que o
quadrado da massa do pion é proporcional & massa do quark de corrente, m, =
(my + mg) /2. Esta relagdo vai nos permitir inferir a dependéncia dos observéveis
nucleares, descritos através do modelo de Skyrme, com a massa dos quarks.

O modelo de Skyrme descreve a interacdo NN com certo sucesso com apenas
campos pidnicos. Com a relagdo de Gell-Mann-Oakes-Renner (GOR) ,
2my < §q >yee= —m2 f2, podemos portanto calcular a derivada do potencial NN
em relagdo & massa do quark, através da sua derivada em relagdo a massa do
pion. Assim, dentro do modelo de Skyrme, mostraremos que é possivel calcular o
termo sigma do potencial sem a necessidade de conhecer como variam as massas
dos diversos mésons trocados e constantes de acoplamento, como seria no caso de
potenciais baseados em troca de mésons.

Construimos o potencial de interagdo NN na aproximacao do ansatz produto
quantizado [Ja85][Vi85] e obtivemos a sua variagdo com a massa dos quarks. Para
tanto foi necessario desenvolver os cédigos computacionais e os métodos numéricos
que permitissem célculos numéricos muito precisos, tanto para os observaveis do
nicleon como para a interagdo NN no ansatz produto. Isto de fato é que tornou
possivel calcular a derivada numérica da interacado NN em relacdo a massa do
pion.

Utilizando a derivada em relagdo a m, ou m2 da componente central do poten-
cial Skyrmion-Skyrmion, calculamos o termo sigma nuclear para alguns nicleos
finitos, com densidades nucleares parametrizadas[JVV74], em um célculo néo rel-
ativistico. Dada a magnitude da derivada do potencial central, encontramos que
¥ 4 € muito inferior ao produto do termo sigma do niicleon pela massa do nicleo.
De acordo com nossos calculos, a contribuicdo ao termo sigma nuclear gera uma
componente repulsiva no potencial pion-niicleo, consistente com a anélise das ob-
servagdes experimentais [Sek83][Sek88|[K1u91][Nie93]. Isto torna estimulante, sob
este ponto de vista, a investigacdo experimental tanto de 4tomos pidnicos como
do espalhamento pion-niicleo em baixas energias.

Embora o ansatz produto resulte em um potencial NN no canal central ape-
nas aproximado em relagdo ao célculo numérico exato [WW91], acreditamos ser
possivel utilizé-lo no cdlculo da derivada. Segundo a ref. [Ja85], a dificuldade do
ansatz produto em reproduzir a interacdo NN vem da origem do potencial como
sendo a diferenca de duas quantidades de magnitudes duas ordens de grandeza



maior do que o préprio potencial. Portanto uma pequena deformagcao nos skyrmions
pode originar efeitos drésticos. Este fato ndo deve ocorrer no célculo da derivada
do potencial em relagdo a massa do quark, uma vez que o resultado final é da
mesma ordem de grandeza da contribuicdo dos nicleons, como veremos. Por-
tanto, deformagdes que possam ocorrer nos skyrmions, devido a sua proximidade,
seriam neste caso apenas correcoes que nao poderiam mudar a grandeza do resul-
tado.

Discutiremos em detalhe como o termo sigma do potencial contribui no espa-
lhamento pion-nicleo, em dtomos pidnicos e no valor do condensado & densidade
normal, com resultados surpreendentes.

Resumindo, o objetivo da tese foi calcular a contribui¢do do potencial NN ao
termo sigma nuclear utilizando o modelo de Skyrme na aproximagdo do ansatz
produto. Obtivemos a contribuicdo repulsiva ao potencial 6tico pion-niucleo que
este termo traz e comparamos com os resultados de ajuste dos dados experimentais
de dtomos pidnicos e espalhamento pion-nicleo em baixas energias.

A organizacgdo do trabalho inicia-se com uma descri¢cao do formalismo de La-
grangianas e da simetria quiral no capitulo 2. No capitulo 3 mostraremos a origem
da relagio de GOR como uma conseqiiéncia dos teoremas de Goldstone e de
Dashen e discutiremos o termo sigma nuclear e sua influéncia no condensado
de quarks no meio nuclear. Nos capitulos 4 e 5 serao introduzidas a descrigbes
de um nicleon e do potencial NN no modelo de Skyrme, respectivamente. Final-
mente, o termo sigma do potencial NN é calculado no capitulo 6. As contribuigtes
do termo sigma proveniente do potencial NN para o espalhamento pion-nicleo,
4tomos pidnicos e valor do condensado na densidade normal sdao apresentados nos
capitulos 7 e 8. As principais conclustes desta tese encontram-se resumidas no
capitulo 8.



2. SIMETRIA QUIRAL

Atualmente se reconhece que as interagGes fortes devem ser regidas pela QCD.
Para grande transferéncia de momento ¢, como na regido de espalhamento eldstico
de 1éptons sobre hadrons, « (¢?) é pequeno. Pode-se entdo usar a teoria de per-
turbagdo para fazer previsoes tedricas que, de fato, estdo em bom acordo com a
experiéncia. Por outro lado, para processos de interesse da fisica nuclear, a escala
de comprimento é tipicamente 1fm, correspondendo a uma pequena transferéncia
de momento g. A constante de acoplamento a (¢?)é entdo grande e a teoria de
perturbagao ndo se aplica, dando origem a modelos efetivos.

Por exemplo, modelos efetivos estdo presentes na mecanica cldssica. A lei de
Hooke F' = kAz, que estabelece a forca exercida por uma mola para um dado
deslocamento é um modelo efetivo. A lei de Hooke nao descreve o limite de
ruptura da mola. Um modelo completo deveria descrever como os atomos da
mola interagem entre si segundo a mecanica quintica. De forma andloga, um
modelo completo deveria descrever os barions em termos da QCD. Isto porém
envolve cdlculos muito complexos dos campos dos quarks interagindo. Criam-se
entao modelos efetivos baseados na experiéncia e que incorporam as simetrias da
QCD. Uma, propriedade importante da QCD ¢ a sua simetria quiral (se as massas
dos quarks forem desprezadas) que deve ser preservada nas teorias efetivas.

2.1. Simetrias

Em geral podemos escrever a densidade de Langrangiana como uma fungdo de
um conjunto de campos ¢;(z) e suas derivadas d,¢; (), onde cada componente
i é independente das outras e z é um quadrivetor (ver métrica no apéndice A).
Entao

L=L(d;,0u0:). (2.1)

Introduzindo um conjunto de fun¢des infinitesimais e independentes €, () com
a = 1...N, define-se a transformacéo

¢ (x) = ¢ + 6¢; = ¢i(x) — ealT)F (61) (2.2)



onde F é uma funcdo do conjunto ¢;. Sob esta transformacao, £L — L+JL, onde

oL oLC
8L = 200+ zrm—~0, (80
56:°% " 5,00 %)
= 2 rr— 05 ((0,e0) FE 4 cad Y]

eokF;
0 0 (Outs)
Usando as equacoes de movimento de Euler,

oL o
a¢i #o (8u¢i)

or ac
oL = ~ealy (a G ) ™ (Buee) (a 6,69

=0,

temos

Definimos uma corrente

oL

jua —_ _ Fo

8(8u¢i) P

associada com a transformacgao infinitesimal dos campos.
Podemos assim escrever

6L = €a0,5"* + (Ou€a)J**

e identificar a corrente como

)
o _ 5
= e -
e
9
o _
Oul e oL,

[+3

1

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.9)

que sdo conhecidas como equacgoes de Gell-Mann e Lévy [Ge60]. A obtencgao das
correntes por este método é conhecida como “método variacional de Gell-Mann e

Lévy” [Ge60][Sa69 p.19].

Pelo teorema de Noether se a Lagrangiana for invariante por uma trans-
formacao haverd uma grandeza conservada. Por exemplo, uma Lagrangiana es-
calar, que garante invariancia de Lorentz por translagoes e rotacoes, resultard em

momento-energia e momento angular conservados, respectivamente.

‘Tomemos uma transformagio global onde €, nao depende de z,. Se a La-
grangiana for invariante por esta transformacédo temos 6L = 0 e segue-se de (2.7)

que hd N correntes associadas, localmente conservadas, i.e.,



8,5 (z) = 0. (2.10)

Integrando sobre o volume temos

avou#e =0= [ avayf = - [ avee = - [ dsaje .
/V ] = y o VdV@j /Sd,Snj , (2.11)

onde aplicamos o teorema de Gauss na ultima igualdade sendo dS =elemento da
superficie que contém o volume V, i =1,2,3.

Admitindo que o fluxo de corrente através da superficie seja nulo no infinito
temos [, dV 8% = 0, ou & f, dVj% = 0.

Isto gerard grandezas conservadas que chamaremos de cargas,

Qo = / 7% (2)d%z (2.12)

que sdo independentes do tempo. As N cargas sdo os geradores das transformagoes
infinitesimais no espaco de Hilbert.

2.2. Correntes vetorial e axial

Tomemos uma particula de Dirac. Sua Lagrangiana é dada por

£ = 70,1 — mip (213)
Fazendo transformagoes de fase e de fase quiral do tipo
B(z) = e~ (z) b(z) = e Py(x) (2.14)

com « e (3 infinitesimais, gerardo, respectivamente, uma corrente vetorial j* e
uma corrente vetorial axial! j£ na forma

i* =Py, b = Pyrsy. (2.15)

A corrente j# é vetorial pois sob uma transformacao de Lorentz se comporta como
um quadrivetor z# De forma andloga, j£ tem propriedade de transformagio de
um vetor axial. Calculando a quadri-divergéncia para a corrente vetorial, temos

B,5" = (2.16)

INa literatura é comum encontrar-se o indice subscrito “5” para denotar a corrente axial
obtida por transformagoes de fase que envolvem a matriz de Dirac 5. Porém em muitos textos
se usam de forma geral o indice subscrito A para denotar a corrente axial e V para a vetorial,
pois as transformagées dos campos de mésons ndo envolvem a matriz ~s.

8



e portanto teremos uma carga @ = [ j°(z)d3z conservada. Por outro lado, para
a corrente vetorial axial teremos

8,5t = 2impysip (2.17)

e a carga axial Qs = [ j2(z)d3z serd conservada somente se m = 0. H4 evidéncias
experimentais de que nas interagoes fortes a corrente axial é aproximadamente
conservada no setor ndo estranho (u,d). Isto indica que a massa m que aparece
em (2.17) para os quarks u e d deve ser pequena em relagdo a alguma escala
bdsica de massa nas interacoes fortes. Este parametro de escala é o A da QCD
que é aproximadamente 200 MeV. Assim as massas de u e d que sdo colocadas
nas equagoes relativisticas sao tipicamente de poucos MeV. Essas massas sdo
chamadas de massas de quarks de corrente para distingui-las das massas de quarks
constituintes(efetivos).

2.3. Interacao Pion-Ntcleon
A interacao pion-nicleon pode ser descrita por

L.y = gWNNE(O’ + ’i’l‘.7‘r’)’5)’¢'

onde 7% s30 as matrizes de Pauli, g,xn € a constante de acoplamento pion-nicleon,
1 é o campo do niicleon, T, é o campo do pion e o é um campo escalar.?
Para férmions, teremos a transformacao quiral

a

v(@) = (1- i) ¥(o) (218)

e no setor mesonico, para que haja invaridncia sob transformagcao quiral no termo
de interacdo devemos ter [Tho84],

020 —T0a , To— Te+ 00, (2.19)

onde (3, é um infinitesimal e a = 1,2, 3 é o indice de isospin. Essas transformagcaoes
nos permitem obter a corrente axial.
Para obter a corrente vetorial fazemos a transformacao:

- P(z) = (1 - zaT—2—> ¥(z) (2.20)

que corresponde a uma rotagao de um férmion no espago de isospin, com ¢,
infinitesimal.

2Uma 6tima, revisio sobre a simetria quiral na interacio pion-niicleo é encontrada em [Br79].
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Para campos mesonicos, desde que o é um isoescalar, ele ndo se alteraré por
rotagoes, i.e., 0 = 0. O campo 7 se transformard vetorialmente por

T T — X T (2.21)

Usando as transformacdo axial e vetorial obtemos respectivamente a corrente
axial

0
ht = — 6L 2.22
Js 6(ap.ﬁa) ( )
e a corrente vetorial 5
no _
J —3(3#aa) oL. (2.23)

Definem-se entdo cargas axial e vetorial respectivamente. A partir das cor-
rentes podemos obter as cargas axial e vetorial pelas relagoes

Q= [@ds o Q= [@)ds (2.24)

e chegaremos as relagoes de comutagdo para as cargas nos setores fermionico e
mesdnico, que apresentamos em seguida.

2.4. Algebra de Correntes

TransformacgGes de simetria sempre formam um grupo. No caso da simetria quiral
o grupo é um grupo de Lie (as transformacOes sdo continuas) e seus geradores
satisfazem as relacgGes

[Qa, Qb] — Z‘eabCQc
[Qa, Q?q] — ieabCQcA
[Q%, Q% = Q" (2.25)
onde €% é o tensor de Levi-Civita definido no apéndice A.
Agora, se definirmos
1 1
Qr=5(@ +Q%) , @i=5(Q" -} (2.26)
teremos
Q% Qr] = €™ Q%
[QF Q1] = i Qf
[Q%, QL] = 0 (2.27)
Assim as combinagoes de Qg e @, se desacoplam e obedecem relagdes do grupo
SU(2) independentemente. Dai termos o grupo SU(2)y,xSU(2)g.
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2.5. Modelo Sigma Linear

Assumindo invaridncia sob transformacgoes quirais e vetoriais, Gell-Mann e Lévy
[Ge60], baseando-se parcialmente em trabalho de Schwinger [Sch57][Sa69 p.89],
propuseram o modelo sigma linear, que descreveremos em detalhe adiante. In-
cluindo a parte fermibnica, ele é dado por

Ly = 7:{/}_7#8#"/} + ngN_'QE(U + 7:7'-7775)"/}
2 2
+%(6#08”0 + 0,7 T) — %(02 + 7)) + /\Z(Uz +72)2 (2.28)

Usando as transformacoes axial e vetorial e as equagoes (2.22) e (2.23) obtemos,
respectivamente, a corrente axial

it = Ip‘yﬂysgzp + 0 (0" m)— (8% 0)m (2.29)

e a corrente vetorial _ .
=9y gu + (mx ) (2.30)

O modelo o linear, proposto por Gell-Mann e Lévy[Ge60], é o mais celebrado
exemplo de Lagrangiana em que a invaridncia quiral estd presente. O seu setor
mesOnico é baseado em quatro graus de liberdade independentes, trés dos quais
associados ao campo do pion e o quarto a uma particula escalar e isoescalar,
denominada o. As transformagoes vetoriais e axiais desses campos sao dadas por:

Vo = 0, (2.31)
' = —axm, (2.32)
540 = —B.m, (2.33)
i = Bo (2.34)

A Lagrangiana do setor mesonico invariante por transformagdes quirais é dada
por:

2 2

L = %(a,,aaﬂa + 9, TotT) — %(02 +7%) + /\Z(Uz + 7%)? (2.35)

A simetria dessa Lagrangiana corresponde, pelo teorema de Noether, a uma

corrente axial conservada que, como vemos na eq. (2.61), impede o decaimento

fraco do pion. A forma mais simples de se obter a amplitude de tal decaimento

é através da hipétese de PCAC, onde a divergéncia da corrente axial é dada por
[Nam60][Ber60][Man84][Bh88]

0,jt = fam2. (2.36)
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Para que isto aconteca, a Lagrangiana deve conter um termo de quebra de

simetria, dado por:
Lsp = frmZo. (2.37)

Assim, a Lagrangiana do setor mesoOnico passa a ser:
1 B2 o v N o o 2
Ly+Lsp= 5(8u08“0+8u7r8“7r) — —2—(0 +7%) + —4—(0 +7)% + famio. (2.38)

As equagoes de movimento para o pion e para o sigma sao dadas por

O+ )7 = N(o?+ 77, (2.39)
0%+ 2o = N(o%+ 7)o + fam?2. (2.40)

A Lagrangiana quiral (2.38) pode ser escrita como
L=T-V(o,7), (2.41)

onde T é a componente cinética e V (o, 7) é um potencial, dado por
,Ll,2 Y
V(o, ) = 7(02 + 72) — Z(O’2 + 7%)? — fymZo, (2.42)

que nao contém derivadas dos campos. O termo de energia cinética é sempre
positivo. Por isso, para se obter a configuragao de menor energia, basta que se
minimize o potencial, o que corresponde a

ov

5 = O (2.43)
Vo_ o (2.44)
do

Estas condigGes correspondem as equagdes de movimento (2.39) e (2.40) para
campos independentes de z*, e podem ser escritas como

Mlo? —o? 7|7 = 0, (2.45)
3[o? - o® =] o - frml = 0, (2.46)

onde a? = p?/\%-
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Este sistema de equagoes pode ter dois conjuntos de solugoes, ilustrados nos
graficos da figura 2.1, onde desenhamos apenas as proiecoes nos eixos V e o.

\ \ (o) \ Vie)™

Y

(o)

Figura 2.1

No caso o < 0, mostrado na figura 2.1a, podemos ver que o minimo ocorre
para 0 = 7 = 0. No caso a? > 0, os minimos de V (o, #®) ocorrem no ponto 7 = 0
e 0 = v, onde v é uma constante que satisfaz a equacao

32 (a0 — ) = frm? (2.47)
Resolvendo esta equagio de forma aproximada, levando em conta que f,m2 é
pequeno, temos duas solucoes:
| o, fml
fam’
e oa— Z 2.49
v 20202’ (2.49)

Como v < v, temos um minimo do potencial no ponto v mostrado na figura
2.1b. E importante notar, entretanto, que a separagdo entre os estados v e v' é
pequena, sendo que eles se tornam degenerados quando m. = 0.

Nessa situagdo, os minimos de V (o, 7) estariam sobre a circunferéncia o?+7% =
o?, dando origem ‘ao chapéu mexicano, assim chamado devido a forma do grifico
em trés dimensoes. Neste caso, terfamos um nimero infinito de minimos degene-
rados. Voltando ao caso massivo, notamos que, se o for negativo, o modelo prevé
que as massas do quarteto (o, 7) serdo degeneradas, um fato sem evidéncias expe-
rimentais. Por outro lado, quando a? é positivo, o modelo prevé que a constante
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v também é o valor esperado no vdcuo do campo o, entendendo-se como vécuo,
o estado de menor energia do sistema. Neste estado ndo hd particulas (quanta).
Por iss0 € que se estuda a configuracdo de menor energia do sistema tratando-se os
campos como graus de liberdade cldssicos. Os efeitos quinticos sdo incorporados
supondo-se que 0 campo ¢ seja composto por uma componente cldssica v e por
uma quéntica, o’:

o=v+0. (2.50)

Assim, enfatizando as componentes quanticas, a Lagrangiana é escrita como:

Ly =

> DO =

2

[(@7’7’)2 — (p? — /\21)2)7?'2] % [(8 o) — (u? - 3/\202)0'2] +
+ ?) -

(7 + 0?)2 + Mo (72 + o ( — A%3 — f,,mf,) o'. (2.51)

|

Usando-se a condicdo (2.47), o termo linear em ¢’ se anula, e obtemos

Lu = 5[0~ mi#] + 5 [(0,0) — mio”]

1
2
/\2

Z(ﬁz + 0”)% + Nd' (7% + o'%). (2.52)
onde o pion e o sigma tém massas diferentes, dadas por:

= u? -2 (2.53)
= p?—-3\%07% _ (2.54)

m

QNN

m

Da Lagrangiana (2.52), usando as transformagdes (2.67),(2.55) e com (2.9) deriva-
se a seguinte expressao para a divergéncia da corrente axial:

0,7% = vm27. (2.55)
Usando-se a hipétese de PCAC identificamos:
v = fr. (2.56)

Das equagdes (2.53), (2.54) e (2.56) podemos obter os parametros do modelo como
funcoes dos “observéveis” fr, m, e mq:

p? o= %(3m72r—m3), (2.57)
A2 = 2}2 (m? —m2). (2.58)
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2.6. CVC e PCAC

A invaridncia da Lagrangiana sob rotagoes no espago de isospin corresponde a
conservacgdo da corrente isovetorial (CVC). Nas interagdes fortes isto leva a forcas
independentes da carga e é uma das melhores simetrias que temos quebrada apenas
levemente.

Considere o elemento de matriz do decaimento do pion (de um estado de um
pion para o vicuo) . A partir de consideragbes de paridade, somente a corrente
axial pode contribuir para este processo, e podemos escrever

(0] 4°(0) | () = ik* 6%y, (2.59)

onde k* é o quadrivetor momento energia.

A equacgdo acima resulta puramente de consideracdes de paridade e da ob-
servacao de que k* é o tnico quadrivetor disponivel. No decaimento, a equagao
(2.59) fornece o elemento de matriz da corrente hadronica, com a parte leptonica
j& conhecida. Da largura do decaimento do pion 7~ — pu~ + 7, pode ser entdo
obtida a constante de decaimento f, = 93 MeV. Da simetria de translacao

(0] 78%() [n(K) ) = ik#6% fpe™ik" . (2.60)
Segue entao que
(0] 8,34 (0) [x*(k)) = m26 (2.61)
pois k* = m2. Comparando com (2.55) temos
0.t (z) = fomlim (2.62)

que é a relagdo de conservagdo parcial da corrente axial (PCAC), ji4 que m, é
pequeno. '

2.7. Modelo Sigma Nao-Linear

Como a particula o ndo foi encontrada, foi proposto por Gell-Mann e Lévy[Ge60]
o modelo sigma nao linear. Neste modelo trabalha-se com o tripleto usual de
campos do pion 7 e com o campo escalar o, necessirio para implementacdo da
simetria quiral. Eles sao vinculados, no modelo sigma nao linear, pela relacao

ol +w?=f2, (2.63)
onde f, é a largura do decaimento do pion e a Lagrangiana é dada por

Lo = 3 (u00%0 + 0,70 ) (2.64)
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que tem a mesma forma do modelo sigma linear, mas o contetido é diferente pois
possue a restricdo o = 4/ f2 — 2. A Lagrangiana acima juntamente com o vinculo
constitui o0 modelo sigma nao linear.

No caso dos modelos nao lineares, o campo escalar é eliminado. Para tanto
podemos notar que o vinculo (2.63) sugere a parametrizagio:

o = frcoskF |
w = f.7 senF. (2.65)

Assim os graus de liberdade podem ser incorporados num campo unitdrio U,

escrito como

U=e™F (2.66)

onde T sao as matrizes de Pauli de isospin. Expandindo esse campo U em série e
agrupando convenientemente os termos, podemos escrever

U=cosF +iT.7 senF . (2.67)

b

Usando (2.65), obtemos a forma alternativa

U= 1 (o + i1.m) (2.68)

s

e a Lagrangiana do modelo sigma nao-linear pode ser reescrita como

Lr= z’%—TT (a.U0-U"). (2.69)

2.8. Campos e Transformacgoes

A partir do campo U, podemos construir as formas esquerda L¥ e direita R* :
* = U'%U , (2.70)
R+ = Uo*U". (2.71)

Usando a unitariedade de U, representada pela relagdes UUT = UTU = 1,
obtemos as formas alternativas

* = —(ovuh)U, (2.72)
R+ = —(o*U)U. (2.73)
O resultado (2.68), usado nas egs. (2.72) (2.73) permite-nos escrever:
L = %‘r.[ﬂ'xa“ﬂ' + (c&*m — wo*0)| = ir.L* (2.74)
Rt = fig'r.[ﬂ'xa“w — (00w — wo*0)| =it R* . (2.75)
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As transformacoes vetorial e axial desses campos sao dadas por:

Vo = 0
Ve = —axmw
VU = Zfral] (2.76)
VLF = —a x L*
YR*¥ = —axR*
€
6t = —B.m,
r = Bo
54U = -;—{T.ﬁ,U} (2.77)
FAL* = B x L+
MR* = —BxR*

Estes resultados indicam que tanto 6" como §4 produzem iso-rotacdes de sen-
tidos contrarios em L# e R*. Deste modo, qualquer isoescalar construido a partir
de L* ou R* ¢é um invariante quiral, isto €, conservard corrente vetorial e axial.
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3. RELACAO DE GELL-MANN,OAKES E
RENNER, O TERMO SIGMA NUCLEAR E O
CONDENSADO DE (QUARKS

Neste capitulo introduziremos a relagdo de Gell-Mann-Oakes-Renner(GOR) [GOR68]
como um caso particular do teorema de Dashen[Das69] aplicado & quebra espontinea
da simetria quiral. Mostraremos que a relacdo de GOR permite calcular con-
tribuicoes das massas dos quarks para quantidades hadronicas. Posteriormenete

o conceito do termo sigma nuclear(X) serd introduzido. Serd discutido o conden-
sado de quarks a densidade finita e o papel do termo sigma da matéria nuclear no
condensado.

3.1. Teorema de Goldstone

O teorema de Goldstone[Gol61] pode ser enunciado da seguinte forma: “Se o
estado fundamental é degenerado e ndo possui uma simetria da Hamiltoniana
teremos uma quebra espontanea de simetria. Se essa simetria for continua, uma
particula sem massa serd gerada”. ( ver também [Col85][Man94][PS95])

Vamos comecar discutindo um exemplo': suponha que em uma linha estejam
dispostos sistemas com spin e que cada sistema interaja com o seu vizinho préximo
de modo que os spins fiquem alinhados (isto nao deve ser confundido com interagao
entre dipolos magnéticos). (fig.3.1)

O sistema tem simetria de rotacdo em torno da linha, uma vez que somente o
angulo relativo entre as direcoes dos spins dos vizinhos préximos é que importa
para a energia de interacgdo.

O estado fundamental corresponde a todos os spins alinhados em uma direcao
qualquer, quebrando a simetria original da Hamiltoniana do sistema. Isto é
chamado de quebra espontinea de simetria.

Escolhendo a dire¢do (a) na figura 3.1 como estado fundamental do sistema,
houve quebra da simetria de rotagdo em torno do eixo, que era presente na Hamil-

1Esta explanagdo e a do item seguinte baseiam-se nas notas de aula do curso “Diagramas de
Feynman e suas aplicagdes” (IFUSP 1995) ministrado pelo Prof. Tobias Frederico.
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toniana. Porém a situagdo (b) também é um véacuo aceitdvel para o sistema, pois
uma rotagdo em torno do eixo de um angulo #, nao muda a energia. Assim con-
cluimos que o grau de liberdade coletivo associado ao dngulo # ndo envolve energia
ou massa, correspondendo ao béson de Goldstone [Gol61].

O estado fundamental é infinitamente degenerado, pois qualquer rotagao nao
muda a energia. Assim podemos ter a superposicdo de infinitos estados como
vacuo da teoria, impondo um carédter bosonico para este grau de liberdade 6.

Por enquanto discutimos as rotagdes globais do sistema, porém localmente o
angulo pode variar em posi¢do ao longo da linha e no tempo. Caracterizamos,
por exemplo a seguinte situagao:

A onda 6(z,t) quando quantizada corresponde ao boson de Goidstone.
Outra situacdo que pode ocorrer com este sistema é uma variagdo grande no
angulo 6, o que corresponde a uma varia¢ao macroscépica angular, isto origina as
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ondas solitarias, por exemplo:

Este sdliton conecta dois vicuos da teoria.

Uma outra possibilidade seria o andlogo do skyrmion neste sistema, os spins
dariam uma volta completa, voltando ao vdcuo original,

°1

v

o]

&;%.3.‘1

Estas “torgbes” que fazemos nos spins, estdo ligadas a conceitos topologicos,
que nio entraremos em detalhes aqui [Col85].

O Teorema de Goldstone é bastante geral e podemos esquematizar sua prova,
partindo de uma transformacdo que mantém a Hamiltoniana invariante.

O gerador desta transformacao continua é o operador Hermitiano G tal que:

) [G,H]=0. (3.1)
A transformagio unitiria que representa no espago de Hilbert a rotacao G é
UG = e . (3.2)
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Como G = G' temos UU' = 1.

Obs.: Em geral det{ = 1 e usando que i#trG = Indet ¢!? = 0, isto implica
que trG =0,

Na ultima situacao em que o estado fundamental nao tem a simetria da Hamil-
toniana, temos que este estado nao é auto-funcao de G,

0}, = €%’ [0) , (3.3)

e o estado |0), # €*10) .
Todos os estados |0), sdo auto-estados de H, com a mesma energia,

H|0), = He'’ |0) = " H |0) = Ey |0),

onde Ey é a energia do estado fundamental.

O éngulo 6 é o grau de liberdade associado ao béson de Goldstone. E a
“rotacdo” de um angulo § nao modifica a energia do sistema. Este bdson tem
energia zero, que em uma, teoria relativistica corresponde a massa zero.

3.2. Teorema de Dashen
Se a Hamiltoniana contém um pequeno termo que quebra a simetria, tal que

[AH,G]#0, (3-4)

este termo gera massa para o béson de Goldstone [Das69]. Vamos calcular per-
turbativamente a contribui¢cao deste termo para a energia do estado fundamental,
modificado pela transformacgdo de simetria:

AFE = <09| AH lOg) (35)
para pequenos #'s, temos:
~ GH)?
|0g) = €¢° 0) ~ (1 + GO — ( 2) )[0) . (3.6)
Introduzindo (3.6) em (3.5) temos:
(Go)? (Go)?

S)AH(L+iG0 — =25 [0)

~ (0| AH [0)+ 6 (0 i[AH, G] 0) + 62 (0| GAHG — %{G?, AHY [0} (3.7)

O primeiro termo de (3.7) apenas desloca a energia do estado fundamental, o
termo linear em 8 corresponde ao acoplamento do béson com o estado fundamental
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e o termo quadratico em @ corresponde a energia carregada por um bdson de
Goldstone,

AEpsson = 0% (0| GAHG — —;-{GQ, AH}0) . (3.8)

Comparando (3.8) com o termo de massa da Lagrangiana de um béson ,
L = (0,00,0 — m36?)/2, temos

202
_mge = —6° (0| GAHG — %{GQ, AH}0) , (3.9)
e obtemos a massa:
m2 = 2 (0| GAHG — %{GQ, AH}|0) . (3.10)

Para AH =0, a massa é nula.

3.3. Lagrangiana Quiral para o pion

Os quarks up (|u)) e down (|d)) que formam o nicleon, tém massas préximas de
zero. Porém no interior do nicleon eles adquirem massa, que ajustes fenomenolégicos
indicam ser em torno de 300MeV. Esses quarks ndo so mais os quarks funda-
mentais porém correspondem a graus de liberdade efetivos ou como sao chamados
quarks constituintes.

A massa do quark fundamental, chamada de quark de corrente é [Leu82]

my, =~ 5MeV , mg ~ 10MeV . (3.11)

Assim, na Lagrangiana dos quarks up e down podemos supor, em uma, primeira
aproximagao, que m, = mg = 0.
A Lagrangiana de Dirac para os quarks de corrente up e down é dada por

Ly = @a(ifﬂ - mq)‘]a ’ (3'12)

onde § = ¥*0, e por simplicidade usamos m, = (m, + my)/2 e com soma no
indice a=1,2.
Na forma (3.12) a Lagrangiana é invariante pela transformacgao quiral

] Us = e 2~ (3.13)

se desconsiderarmos a pequena massa m, ; T S0 as matrizes de Pauli no espago
de isospin dos quarks up-down.

A interagado entre os quarks através da troca de glions, também é invariante
pela transformagcédo quiral (3.13). O fator 2f, é introduzido para de modo que a
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relacdo de Goldberger Treiman seja satisfeita. Veremos mais adiante que f, = 93
MeV é a constante de decaimento fraca do pion. O pion é encontrado em trés
estados de carga 7, m° e 7™, o que lhe confere isospin 1. Além disso ele é uma
particula pseudo-escalar, com massa 138 MeV.

Acredita-se que a simetria quiral é espontaneamente quebrada na natureza e
o dngulo quiral sendo o pion ganha status de grau de liberdade coletivo, sendo
uma, excitagdo do vacuo com a simetria quebrada.

Introduzindo a transformacdo (3.13) na Lagrangiana (3.12) e omitindo os
indices o temos

Lo=q(d—mg)q', (3.14)
com e
¢ =Usq=€"rq, (3.15)
temos
ﬁi) = Eo + W52¢U5q - mq(jU5U5q . (316)
A Lagrangiana efetiva
Losf= qUsIPUsq — meqUsUsg (3.17)

contém em ordem mais baixa a interacdo do quark com o pion e do pion com um
pion, etc. Além disso, introduzindo o acoplamento com o féton, podemos obter a
amplitude do processo de fotoprodugao de pions.

A transformacdo unitaria Us pode ser escrita como:

sz || |=|

Us = €7 2= = cos o7 + y° 7.7 sin oF, (3.18)
Definindo
U = e'%r = cos % + 47.7 sin —é% (3.19)
temos:
1+9° 1-19°
Us = 27 U+ 27 ut . (3.20)
Introduzindo (3.20) em (3.17) , temos :
i - (149 1= ] [1+4°,, 1-4°
T o= q{[ U+ uf] za[ Lu+—ut| g
[1+9° 0 1=9° 1 2
—mqq[ U — (uh)|q, (3.21)
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2
onde foi usado que (1++9°)(1-+°) =0e (l—j;ﬂ) = l:%"i . Aplicando as derivadas
temos

i1+9°

. . 1—7°
Lip = 17 [uaﬂu 7“] q+1q [UTQLU 27 *y“] q

1+ 5 2
mqq[ r U* + 27 (U*) ] q. (3.22)

Agora separamos os termos de cardter pseudo-escalar e pseudovetorial:
. 1 i
rpo= o0 [UOU + UBU Y+ 5a [UBUT — UBU| vt

—%q [uz + (ufﬂ q— %ﬂq U - (U*)Q] g . (3.23)

Expandindo a Lagrangiana (3.23) até segunda ordem? no campo do pion obte-
mos:

eff = (8u7) Gy*7PTq — iy T
i 2f7r f7r
1
4f2 (wxd,m) .qv*Tq + 2f271' qq + - (3.24)

Vamos analisar os diversos termos da Lagrangiana efetiva (3.24).

Primeiro observamos que a interacdo do pion com os quarks é fraca para
momentos pequenos. Esta é uma caracteristica de bdsons de Goldstone, eles
interagem fracamente em energias e momentos pequenos.

O primeiro termo de (3.24) é o acoplamento pseudovetorial do pion com o
quark , .

v = ~37 (8,m) .qv*y°1q, (3.25)
adicionando uma quadridivergéncia torna a Lagrangiana equivalente e assim este
acoplamento pode ser reescrito da seguinte maneira:

Pv = +$m(7 + 3)7"%(1 : (3.26)

Estes quarks sdo os quarks efetivos apds a quebra espontdnea de simetria
quiral e portanto eles adquirem uma massa constituinte M, ~ 300 MeV. Usando
a equagdo de Dirac temos que para quarks constituintes “livres” (dentro de uma
certa regido) : -

z’?q = My e
e _
—igd = M.q. (3.27)

2Usa-se a expansdo e® = 1 +z+z2/2!+ 23 /31 + ... .
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Introduzindo (3.27) em (3.26) temos:

Loy = grgl@y°Tq.T (3.28)
com M
Grg = f— : (3.29)

A relagdo (3.29) é conhecida como relagio de Goldberger-Treiman [GT58] para
os quarks. Ela foi descoberta no caso do niicleon. O niticleon sendo uma particula
composta temos que (3.29) é levemente modificada para [GT58]:

M
gxNN = gAf 5, (3.30)

com g4 ~1,25 , que é a constante de acoplamento axial isovetorial.
O termo (3.25) também dé origem ao termo cinético do pion, assim temos

(0] 78 () Ims) = (0] G(2)¥*7°7agq(x) ) = ik* frlape ™" (3.31)
que é conhecida como hipédtese da conservagio parcial da corrente axial, (PCAC),
au <O| ]ga(z) |7Tb> = kukufwdab = m72rf7l'5(lb . (332)

Como m, ~ 0, temos 8“5%‘ ~ (.
O dltimo termo da Lagrangiana efetiva (3.24) também contribui para a massa
do pion. Comparando com o termo de massa da Lagrangiana de Klein-Gordon

.= —%‘1 (0 a(2)u(Z) + d(Z)d(Z) |0) = —% (0l ¢(z)a(2) 10) , (3.33)

onde agora definimos o condensado de quarks como (0| §(Z)q(Z) |0) = (0 ML;@M |0) .
Esta é a equacdo (?7), que haviamos derivado de modo bastante geral, onde |0)
é o vacuo com a simetria espontaneamente quebrada. E conhecida como relacao
de Gell-Mann, Oakes e Renner(GOR) [GOR68].
O valor do condensado de quarks reflete a complexidade do vacuo da QCD
onde existem infinitos pares de quarks-antiquarks advindos da interagdo forte e

também ele é o pardmetro de ordem .da quebra espontinea de simetria quiral.
No vécuo este valor é da ordem de (-2304+25 MeV)? [BW96).

3 Abusamos da liguagem ao definirmos (0| g(Z)g(Z) |0) = (0 M);—E@M@ |0) que passare-
mos a utilizar a para nos referir ao valor esperado do condensado. Nao se deve confundir esta
defini¢io com a omissdo dos indices a na derivagio da Lagrangiana efetiva.
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Usando a relagdo de GOR, a derivada de qualquer quantidade hadronica O
com respeito a massa dos quarks pode ser relacionada com a derivada em relagio
a massa do pion na forma

00 00 omZ  , 00 1 90

Mym— = Mg =m = —Myo—
q q 2 ™ 2 ™ .
om, om2 Om, om2 2 " Om,

(3.34)

Isto permite calcular dependéncia de quantidades hadrénicas em relagdo a massa
dos quarks usando puramente uma Lagrangiana efetiva pionica, sem o uso explicito
dos quarks. Isto serd retomado a seguir no calculo do termo sigma nuclear.

3.4. Termo Sigma Nuclear

O termo sigma[Eri90-93][Loc90][Gl096] é uma medida do conteddo isoescalar de
um estado quéantico. Ele pode ser formalmente definido como o valor esperado
dos comutadores da carga axial (Q4) com a Hamiltoniana[Che94][Coh92] , i.e.,
3
=3 2 (TN Q4 [Q%, H]| ¥n) — (0] Q%, (@4, H]10)). (3.35)
a=1

Na descri¢io da QCD para um niicleon, ele pode ser expresso como [Che94]

Ey = 2m, [ dz((Iy @@ ) - (0 d@e@10)  (3:36)

0 que revela a importancia da magnitude das massas dos quarks de corrente para
este observdvel.

Para se medir esta quantidade no caso do nicleon é necessdrio uma particula
capaz de interagir com a parte isoescalar. Pions tém essa propriedade. No ultimo
termo da Lagrangiana (3.24), o elemento de matriz

3, 2Mg 9/ _ion o
[ #22m?(@) : (@)@ -

<‘I’N7T 2f7% 7T\I/N>
— 55 [ o (x |w@) ) 2o (B la@a(@)] 1) ~ (01 6@)a(2) 0)

d4 a amplitude de espalhamento escalar pion-nicleon. Assim, medidas de baixa
energia no espalhamento pion-niicleon determinaram um Xy ~ 45 MeV [Gas91].

O termo sigma pode ser relacionado com a derivada em relacao a massa do
quark pela aplicagdo do teorema de Hellmann-Feynman (ver apéndice B) & Hamil-
toniana da QCD [Coh92],
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Sn o= 2m, [ &5 (Ux12(@)e(@)] Tx) - (017@a(@) |0)

8HQCD 0 aJWN
= 1\ Uy )=mg— H Uy) = :
mq< Y om, | TN T ™5, (Un [Hocp| ¥n) =my m,
(3.37)
Pode-se também definir um termo sigma nuclear na forma
2 =2m, [ da((Vala@e@) Va) - O1d@a@10)  (339)

que pela aplicagdo também do teorema de Hellmann-Feynman fornece, da mesma
forma,

. OMy
T 6m,’
onde M, é a massa do nicleo. Usando que My = ZM, + (A— Z)M, + Ep ,

onde Z é o numero de prétons, M, e M, sio as massas do préton e do néutron,
respectivamente, e Eg é a energia de ligacao, temos

oMy 8E
Sa=mg g~ = ATy +mgs— g (3.40)

Ya=

(3.39)

Isto significa que o conteido isoescalar de um nicleo é calculado pelo conteido
em cada nicleon mais uma componente devida a energia de ligagdo. Usando o
teorema de Hellmann-Feynman, o termo sigma nuclear é dado por

O0H
Ya=AYN + (\I’Almq |\I’A> (3.41)

onde H é a Hamiltoniana que descreve o sistema de nicleons. O efeito da energia
de ligacao para o termo sigma pode ser calculado por exemplo pela equagdo de
Schrédinger no centro de massa do sistema, escrita como

|T4) = B [¥a) - (3.42)

H|W,) = LZ ( 2;}2 V2)+ Zvu

=1,A i#g

Substituindo esta Hamiltoniana em (3.41) e considerando que My e V;; de-
pendem de m,, o termo sigma nuclear é dado por

2 11
T4 = ATy - MiEKJr (Wa| = qu

Z#J

oV;
om

Vij L) (3.43)
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onde Ex = (V4| iz 4 (—%Vf) |W4) é o valor esperado da soma das energias
cinéticas no referencial de centro de massa do nicleo. A energia potencial média
do niicleo é By = (Wa| 5 Xiz; Vij [¥a) , € portanto podemos definir o termo sigma

nuclear devido ao potencial NN como

8V;;
v .
1) (3.4

1 Z)J
YV = (T, 3 S mg
i#]

e analogamente um termo sigma devido & energia cinética dos nicleons

S —
K_ _ZN
2§ =41 Bx (3.45)

Usando esta defini¢oes reescrevemos (3.43) na forma,
Sa=ASy+ 3K+ 58 . (3.46)

O termo AXy ja foi discutido no contexto da matéria nuclear na ref.[Coh92].
O 1ltimo termo mostra que se o potencial for de alguma forma dependente das
massas dos quarks entdo ele deverd contribuir para o termo sigma na quantidade
indicada. Como o potencial de interagao nicleon-nicleon varia com as massas
dos quarks? Por exemplo, se as massas dos quarks de corrente fossem da ordem de
100MeV e ndo apenas da ordem de 10 MeV, como isso alteraria a interacdo NN?
Esta questdo foi colocada por Cohen[Coh92] e usando a descrigdo do potencial de
Bonn[Mac87] verificou a dificuldade de calcular sem ambigiiidades as derivadas
das massas do mésons e das constantes de acoplamento com respeito as massas
dos quarks.

Se dispusermos de uma Lagrangiana efetiva dependente apenas do campo
pidnico entdo poderemos usar a relagio (3.34) e obter

1 BVZJ 1 2 a‘/z
1 _ 1 Py A7
2 ; M om, 2 % T Om2 (3.47)

Assim, de um modo geral, apartir de uma Lagrangiana efetiva que pretenda rep-
resentar a QCD a baixas energias, pode-se inferir a dependéncia do potencial de
interagdo de hddrons com a massa dos quarks. Em outras palavras, diga-me como
o potencial depende da massa do pion que te direi como ele depende das massas
dos quarks.

Uma Lagrangiana efetiva capaz de descrever o nicleon e a interacao NN so-
mente usando o campo do pion foi proposta por Skyrme[Sky59] que descreveremos
no capitulo seguinte.

28



3.5. Condensado de quarks

Podemos relacionar o termo sigma com o condensado de quarks.
O termo sigma de um nicleon é dado por

OMy

omy

Sy = 2m, [ ds((Ng(@a(@)IN) - ©0la@)a(@)[0) = m, (3.48)

O termo sigma nuclear & densidade p para um dado volume Vol sera expresso por

5y = amVoll la(@a(@)) - OD@I0) = "5 D (349

onde £ é a densidade de energia da matéria nuclear dada por £ = Myp+ ELZEJ‘/),
no limite de A — oco. Desde que p = A/Vol, obtemos de (3.49)

oM O(Ey/A+Ex/A
2mq ((q_q>p - <qq>vac) = mq_am_Np+mq ( V/ K/ )
q

Fm, p (3.50)

Manipulando algebricamente, usando (3.48) , as defini¢des de £ (3.44) e XX (3.45)

e a relagio de GOR, 2m, (gq),,, = —m2 f2, temos

(@), , Ew+(Th+ £X) /A
(D e m2 f2

p+ .. (3.51)

Se desconsiderarmos (EX + K ) , a expressio se reduz a encontrada em [Coh92].
Trabalhos recentes de Brown et al [BR96] estudaram o condensado no meio nu-
clear mas desprezaram contribuicoes do termo sigma do potencial NN. Neste caso
um valor numérico na densidade normal é da ordem de (gg),, / (74),,. =~ 0,70.
Os trabalhos de Delfino et al [Del95-96] e Brockman e Weise [BW96] procuram
calcular as contribui¢oes do termo sigma devido ao potencial NN tentando im-
plementar o método proposto por Cohen[Coh92] mas enfrentam as dificuldades
para derivar as massas dos mésons, acoplamentos e fatores de forma em fungao
da massa do quark. No capitulo 6 faremos as nossas estimativas de Y + X% e
Y4 usando o modelo de Skyrme e a relacdo de GOR. No capitulo 7, calcularemos
a contribuigdo de TY ao potencial ético pion-nicleo. Nas conclusdes no capitulo
8, apresentaremos uma estimativa do condensado na densidade normal utilizando
a equacio (3.51), com LY estimado a partir do modelo de Skyrme.
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4. MODELO DE SKYRME

4.1. Introducao

Levou mais de duas décadas para a maior descoberta do fisico inglés, Tony
Hilton Royle Skyrme (1922-1987), se tornar largamente conhecida. Seu modelo
[Sk61,62]- “the model of baryons as topological solitons” - foi amplamente ignorado
até o inicio da década de 80. Sua criacdo foi tao original que, na ocasido de sua
producgao, poucos se atreveram a se aprofundar em sua teoria, que parecia distante
do progresso na fisica de particulas. Mas esta situagdo mudou drasticamente no
inicio dos anos 80, quando se percebeu que o modelo de Skyrme poderia ser
considerado como o limite de baixa energia da QCD. Esta conexao foi explicitada
primeiramente num trabalho de t’Hooft[t’'Ho74], que estudou o comportamento
da QCD no limite de N, — oo, onde N, é o numero de cores. O resultado
notavel foi que, quando 1/N, — 0, a QCD se simplifica para uma teoria de
campos locais de mésons e glueballs fracamente acoplados(néo interagentes para
N, infinito). Witten[Wi79|, posteriormente, fez 0 mesmo tipo de andlise para
barions. Ele concluiu que para N, grande, barions parecem ter propriedades
tipicas dos sélitons. Até o momento, entretanto, ndo se provou que um bdrion é
um sdliton topoldgico da Lagrangiana da QCD.

Skyrme encontrou suporte para as suas idéias em artigos de Kelvin(1904,1910).
Kelvin era contra a descrigao de 4tomos como pontuais e sugeriu o “Vortex Atom”,
inspirado na descoberta por Helmholtz da “vorticidade”, uma quantidade absolu-
tamente conservada no movimento de qualquer por¢ao de um fluido perfeito, sem
viscosidade.

Antes de propor o modelo que leva seu nome, Skyrme j4 havia estudado o
comportamento de solugdes solitonicas para equagdes diferenciais[Pe61]. Em par-
ticular, ele propds a chamada equagio de sine-Gordon[Sk61][Re79][Go80][Ry85],
cuja densidade de Lagrangiana é dada por

c>=f; (é (‘Z—f)z - (‘;—i)z) ~ 21 — cos p) - (4.1)

A equagdo sine-Gordon € invariante por transformagoes de Lorentz e suas
solugoes solitonicas sdo prot6tipos para o modelamento de particulas elementares.
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A energia do sistema classico associado a esta Lagrangiana é:

_+°°13902028€02 2 2
E_/_oo dw[§ (E) +3 (% + pgc®(1 — cos )] (4.2)

e 0 campo ¢ satisfaz a equagcdo de movimento

Fo 1 2.2
— = <5 = UpC” sen g . 4.3
awz cz atz IuO 2 ( )
Esta equagdo diferencial é nao linear e admite solucao na forma de um distirbio
que viaja com velocidade v, mas mantém sua forma , fungdo de 7 = t —z /v. Neste

caso a eq. (4.3) reduz a

2
ng—Asengoz(], (4.4)
onde 5 4o
_ HCv
A= 2 (4.5)

Em termos da varidvel 7 a equacao de movimento é, de fato, a de um péndulo
simples de amplitude finita. Essa equagio admite solugdes com propriedades
anglogas a outras equacdes ndo lineares, em especial a equacao de Korteweg-de
Vries(KdV), descoberta em 1895, que governa o comportamento de ondas mo-
deradamente pequenas num liquido raso:

d¢ o¢ 09 _
5t + 6(15% + 9 0, (4.6)
Esta dltima equagdo admite solugdes tipo[Ab81]
¢ = 2k*sech®k(z — 4k*t — ), (4.7)

onde k e zy sao constantes.

Em 1965 Zabusky e Kruskal[Za65| descobriram que os pulsos solitdrios da
solugdes equagdo KdV tinham uma propriedade até entao desconhecida, a de
interagir elasticamente umas com as outras. Estas solucOes, que preservam sua
forma mesmo apds interagdes, foram denominadas “sélitons”. O prefixo “solit”
vem de solitdria e o sufixo “on” é o mesmo que designa particulas como préton,
elétron, méson, etc.

Voltando ao problema da Lagrangiana de sine-Gordon, no caso da eq.(4.3), é
possivel a solucao:

tan ¢ = exp[£VA(z — 1)),

que corresponde & condicdo de vacuo cosp = 1, sendo que todas as solugdes
estaticas com energia finita satisfazem a condicdo cosp(z) — 1 quando |z| — oo.

31



Num tempo fixo ¢ = ty, um angulo ¢(z) é associado a cada ponto z no intervalo
de —o0o a +00. Temos, assim, um mapeamento, que leva & condicao de contorno
w(—00) = 2mn_, p(+00) = 27Ny, onde n_,n, sdo inteiros.

Neste problema é possivel definir uma densidade de corrente topoldgica como:

1
B, = 57?6#,,8”90(33,15), (4.8)
com €g; = 1, €10 = —1 e €g9 = €1; = 0. Calculando a divergéncia, obtemos
]' L
o'B, = 57?6#,,8"8 0=0. (4.9)

E interessante notar que a corrente B, ndo segue da invaridncia de L sob
qualquer transformacdo de simetria e, portanto, nao é uma corrente de Noether.
Sua divergéncia € nula, independentemente das equagdes de movimento.

O fato de a divergéncia da corrente B, ser nula d4 origem a uma carga con-
servada:

=/ Bydz = 5601 /_oo Egdx_ o (p(+00) — p(—00)) . (4.10)

Geometricamente, a carga g pode ser entendida como o numero de voltas
dadas em torno de uma circunferéncia pela variacao do angluo ¢, ja que o fator
27 representa perimetro de uma circunferéncia de raio unitério.

Usando as condicdes de contorno para o campo ¢, temos

1= 5 (p(+00) = p(-00)) =ns —n_,

o que indica que ¢ é um numero inteiro.
O integrando da expressdo (4.10) também pode ser escrito na forma cartesiana

op , 0¢;
54T = €ijdipdz, (4.11)

onde ¢; = cos p e ¢2 =sen @ sao as projecoes do raio da esfera unitdria sobre os
eixos coordenados. Essas varidveis auxiliares ¢; e ¢, satisfazem a relagio:

- (61)° + (¢2)° = L. (4.12)

Em termos dessas novas coordenadas, temos

1 +o00 8(15,
= — iy ——d.
q 27r/—oo €9 oz T
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A utilidade de se expressar a carga em termos das novas coordenadas ¢, e ¢, ficara
clara com generalizagao para um sistema com mais dimensoes, como discutiremos
a seguir.

Como vimos, a carga topoldgica em uma dimensao pode ser construido geome-
tricamente pelo nimero de voltas em torno de uma circunferéncia(S') ou pelo
comprimento de arco varrido pelo angulo ¢ dividido pelo comprimento do arco de
uma circunferéncia de raio unitario. Para generalizar este resultado para o caso de
trés dimensoes angulares, partimos do cdlculo do volume de uma hipersuperficie
varrida pelos angulos 6,6 e ¢, definidos no espago quadridimensional. Dividindo
esse volume pelo volume de uma hiperesfera(S®) de raio unitdrio, teremos definido
uma carga topoldgica em trés dimensdes, da forma:

B= 5% / sen?8ds / sen fdf / dp (4.13)

sendo que os angulos 4,8 e ¢ sao mapeados para um espaco tridimensional com
coordenadas zj, T2 e z3 através de uma projecao estereografica de S® em R3,

O uso de novas coordenadas cartesianas ¢, @2, ¢3 € ¢4 permite, agora, que
esta expressao possa ser escrita numa forma independente de uma representacao
particular dos dngulos, como

B= #/_;oo /_J:o [::o eijklrbi%%%’;g—zdmdxzdm , (4.14)
onde
¢1 = sen dsenf cosyp
¢2 = sen d sen f sen @
¢3 = send cosf (4.15)
¢4 = cosd .

Como no caso unidimensional, as coordenadas cartesianas satisfazem uma
condicdo de vinculo

(61)” + (62)* + (83)* + (9)* = 1. (4.16)
A carga B também pode ser apresentada numa forma simétrica[Sk61]:
1 400 p4oo ptoo . o 5
“gam L L [ omcors oot @)

Analogamente ao caso unidimensional, uma densidade de corrente pode ser
definida, na forma
1
k1202

€iik1€uapdi0” §;0%Pr0P 4. (4.18)
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Os indices prvaf sao indices de Lorentz com soma covariante enquanto que 7kl
assumem valores de 1 a 4 com convengdo de soma euclidiana [Ho86].
Essa densidade satisfaz identicamente a relagéo

B, =0, (4.19)

porque o Jacobiano das quatro coordenadas ¢ com respeito as quatro coordenadas
do espago-tempo deve se anular ja que sdo funcionalmente dependentes.

4.2. Modelo para os barions

Até aqui, tudo o que foi feito é puramente geométrico. A fisica comega quando
esses aspectos geométricos sdo associados ao fato do modelo sigma nao linear
envolver, como vimos no capitulo 2, trés campos pionicos 7 e uma funcdo o tal
que 0? = f2 — w?. Isto permite identificar os campos do pion e a funcdo o aos
campos ¢ e ¢, das equagdes (4.15) e (4.16). Assim:

¢4 = 0/f7r7 ¢z = 7ri/f7r . (420)

Na formulagao original do modelo, Skyrme identificou a densidade topolégica
a densidade de corrente bariénica conservada B, , dada por

1
w = Weijklewaﬁmﬁ”mBawkﬁﬁm. (421)
A carga baridnica é, portanto,
0 = 60";ﬁ4 /d3a:eabc(9”7ra8"7rb(08ﬁ7rc — 371.0°0). (4.22)
1272 fA

Como discutimos no capitulo 2, existem outras formas possiveis para de se
representar os graus de liberdade pidnicos numa Lagrangiana quiral. Em parti-
cular, em muitos casos é conveniente usarmos os campos U, L ou R, dados pelas
equagdes (2.18) e (2.20). Em termos desses campos, a corrente baridnica pode ser
escrita nas trés formas alternativas:

By = sigewesTrlUOD)UIOD)(U1SPU)) (4.23)
7

) _ 24]. 2€uyaﬁT'r[LVLaLﬁ] (424)
v
1

T 242 euwapTr[R’R*R’]. (4.25)

As caracteristicas geométricas da corrente baridénica asseguram a sua con-
servacdo. Entretanto, por razées fisicas, é importante também que a carga barionica
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possa assumir valores discretos e inteiros. Para obter esta propriedade, Skyrme
buscou configuragoes que nao dependessem do tempo e propds uma forma ca-
racteristica para o campo do pion, conhecida como ourigo (”hedgehog”), pois ela
corresponde a usar 7 = 7 na expressao (2.66)

Uy = ™ 7F. (4.26)

Usando o campo do ourigo estatico na eq.(4.23), temos

1 sen’FdF
= —— —. 4.27
Bo 272 2 dr (4.27)
A carga topoldgica é
1 oo sen’F dF
= By = —— | 4nr? —d
B /d rBy 27r2/o g ar
—2 [ dF -2 1 1 o0

= — senzFEdr =—X3 [F — sen 2F]0 . (4.28)

Este resultado mostra que a carga topoldgica é determinada pelas condigoes de
contorno na origem e no infinito. Como o campo U é dado por

Up = cos F(r) + i (7.F)sen F(r) , (4.29)

no caso da origem escolhe-se senF(0) = 0 pois evita-se o problema de se determi-
nar a direcdo do campo pidnico neste ponto. No infinito, por outro lado, espera-se
que o campo seja o do vacuo, para o qual U = 1, o que corresponde a tomarmos
cos F'(00) = 1. Assim, as condigdes de contorno sdo dadas por:

F(0) = nw
F(c0) = 2mm, (4.30)

onde m e n sdo nimeros inteiros. Substituindo esses valores na eq.(4.28), obtemos

uma carga barionica inteira, dada por:
-1

B= ?(2m7r —nw) =n — 2m. (4.31)

Assim, o nimero baridnico é calculado pela diferenca das condigoes de con-

torno na origem e no infinito. Como é apenas a diferenca que nos interessa,

tomamos, por convengdo, m = 0 e carga baridnica assume o valor de n(inteiro).

Se n assumir valor negativo, temos o campo associado a uma antiparticula. Se

construirmos uma Lagrangiana tal que sua equagdo de movimento admita solugdes

dadas por campos com condigbes de contorno deste tipo, teremos construido um
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soliton topoldgico. Séliton, pois representard uma configuragio de energia do sis- -
tema que € ao mesmo tempo localizada espacialmente e indestrutivel, j4 que B é
conservado. Esse séliton é dito topoldgico porque sua indestrutibilidade é associ-
ada as condigdes de contorno, que definem o tipo de relagdo topoldgica entre os
pions e o espago tridimensional.

Até aqui, apenas fixamos as condigdes de contorno da fungdo F'(r). Resta ainda
determinar o “meio fluido” desta fungao, que decorre da dinadmica do sistema. Esta
é representada pela sua Lagrangiana que deve determinar, entre outras coisas, sua
massa.

Skyrme partiu de uma Lagrangiana equivalente & do modelo sigma néo linear,
definida em (2.64) e que reescrevemos aqui:

2 2
% (B,m)% = f? (Lu)? = 71 (8,00°07) (4.32)
onde L, foi definido pela eq. (2.74) e U em (2.68).

Entretanto, diferentemente da Lagrangiana de sine-Gordon, a expressdo (4.32)
ndo d4a origem a um séliton estdvel, e a minimizagao da energia leva a um encolhi-
mento da particula a um ponto. A nio estabilidade do séliton, nesta formulacao,
foi matematicamente demonstrada por Derrick, posteriormente ao trabalho de
Skyrme, para sistemas com dimensdo D> 2[De64][Col85]. Em seu trabalho origi-
nal, Skyrme reconheceu que deveria adicionar um outro termo para obter a esta-
bilizagdo. Identificando L,, como um campo vetorial massivo e (4.32) como seu
termo de massa, imaginou que o termo cinético seria dado por :

,C,r:% (8,0)? +

% (8Lya — 8,La) (B*LY — O'LE).

Assim, na forma original proposta por Skyrme, a Lagrangiana ficou sendo

€

2
=2 @ -5

2

onde € é uma constante. Reescrevendo esta expressdo em termos do campo U,
definido em (2.68), temos a Lagrangiana de Skyrme na sua forma mais conhecida

8,Lya — 8,L,,) (LY — 8LE) (4.33)

L= —412Tr (.U0"Ut) + éﬂ [Uo,U, UT&,Ur , (4.34)

onde fizemos a substituicéo, == ﬁ Ao primeiro e segundo termos chamamos de
termos de segunda e quarta ordem nas derivadas dos campos o e 7, e denotamos
por L, e L4 , respectivamente.

Quando o modelo de Skyrme foi retomado, no inicio da década de 80, ficou
claro que seria importante incorporar o fato do pion ser massivo. Nos modelos
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sigma, essa massa é associada a um termo de quebra de simetria da Lagrangiana,

da forma
Lgp = f,,mf,\/f,f — 72, (4.35)

Em termos do campo U, esta Lagrangiana de quebra de simetria € escrita como
1
Lop =3 FPm2(TrU - 2) (4.36)

que difere da forma (4.35) por uma constante, escolhida de modo que Ly tenda
a zero no infinito.

Assim, a Lagrangiana de Skyrme para o caso massivo, consistente com PCAC,
fica:

_ I t 1 t t9. 1?4 L2, 2
L=FTr (8.U0*U") + ikl [Ute,U,Ute, U] + S fami(TrU —2). (4.37)

Em alguns casos, é conveniente reescrever essa Lagrangiana de outros modos.
Por exemplo, em termos da forma esquerda L,, temos:

c= () + e, L+ T U Ut - 2 4.38
_zr(u)+@r[ﬂ,u]+—4—fr[+ -2]. (4.38)
Substituindo L, = i7.L, nesse resultado, apds extrair o traco, chegamos a
E 1 v o, fama
L= 5L, W+ (L LLY LY — L, DAL, L)+ e T [U+Ut-2]. (4.39)

Por outro lado, explicitando os campos dos pions e a funcao sigma, temos:

L= %{(8;#7)2 + (au”")z}
+ 52758 { —2 (0,0)” (8,m)” + 20,008,004 760" 7o + Oyma0, 707 0" e — (Bum)” (B,m)° }
+fimz (o) fx = 1).
(4.40)
Alternativamente, podemos também exprimir a Lagrangiana de Skyrme na
forma quadrivetorial, ou seja, em termos de um quadrivetor £ = (7, 0)

£ =500 +30m 778{~ 0.8 (0.0 + u6.0,6) €O+ frmi 6/ fa—1).

) (4.41)

Pode-se, ainda, propor possiveis variantes ao modelo neste contexto. Se sé

permitirmos derivadas primeiras do campo, existem apenas dois termos de quarta
ordem que satisfazem os requerimentos de simetria,

(846) (8,€)° e (8,£.8,€) (84€.8"€) .
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Nao héa, em principio, nenhum forte argumento para se preferir um ou outro.
Entretanto, a diferenca entre eles, usada na equagdo (4.41), contém sé produ-
tos de duas derivadas temporais, o que é conveniente para o procedimento de
quantizacao.

E interessante notar que a restrigao ao emprego exclusivo de derivadas primeiras
e de no maximo duas derivadas temporais permite s6 mais um termo compativel
com as simetrias, que é de sexta ordem e dado pelo quadrado da corrente barionica
[Ja85a)

Lo =Tr (B,B"). (4.42)

O termo de estabilizacdo de Skyrme também pode ser obtido a partir da
incorporagao de bdsons vetoriais ao modelo sigma nao linear por meio de uma
simetria de calibre escondida. Isto implica em que, num modelo que contém
explicitamente mésons p em adigdo ao campo pidnico, os barions sdo estdveis sem
necessidade de termos quérticos ou séxtuplos para sua estabilizagdo [Ho86].

4.3. Massa Classica

A massa de um skyrmion ndo quantizado é associada a energia estatica do séliton
e, portanto, dada pela relagao

M=—L=-— / Pl | (4.43)

onde Lg é a Lagrangiana para os campos independentes do tempo e que, por isso,
nao recebe contribuicoes das derivadas temporais.
Usando a eq. (4.37), obtemos

M= / d3r{i47§Tr (avaUt) - !

@TT [UT&;U, UTajU]2 - % PPm2(TrU - 2)}.

(4.44)
Alternativamente, usando os campos do pion e fungdo o podemos escrever

M = [ dc{} (8;0)% + L (Oym)?
— 5223 8] — 2(8:0)” (8;m)? + 28,060,007 00 + OimaOymaBim Oy, — (8i)" (95m)]
+famz(L— o/ fx)}.
(4.45)
As vérias derivadas que aparecem nesta expressiao sao calculadas no apéndice
C. Usando aqueles resultados e manipulando as expressoes assim obtidas, encon-
tramos a seguinte forma para a massa classica em funcao do dngulo quiral:

M= /0 ” dr M(r) (4.46)
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onde

2 2 2
M(r) = 4nr? {%f,f [F” + 2il + %% [21?’2 + %] + f2m2(1 - c)} (4.47)

r2

4.4. Equacao de Movimento

A expressdo obtida para a massa explicitada na secao anterior permite-nos obter
a equacao diferencial para a fungdo F' , pois ela deve ser tal que M seja minimo.
Essa minimizacao d4 origem & equagdo Euler-Lagrange para o campo F(r) :

@ 0L(r) 0L(r) _
oro (%)  OF =0 (4.48)

Usando esta equagdo para a fungdo M(r) dada por (4.47) resulta em uma
equacao diferencial nao linear de segunda ordem, da forma:

sen?F sen 2F—%ﬁ2u2sen Feo

(4.49)
escrita em termos das varidveis adimensionais v = 2ef,r e 8 = m,/(2ef,), con-
forme [Ad83-87].

N4ao se conhece solugao analitica para esta equacao, exceto no limite assintético
de grandes distancias em que v — oco. Nesse limite F'(u) — 0, ela se reduz a

2 1 1
(uz +2 sen2F) F"+§uF’+(sen 2F)F’2—Zsen 2F— "

u? uF!, F 1

Yprn 4 Mo  fo lgrep 4.
1ot 5 4ﬂ u 0, (4.50)
onde F,, é a funcdo assintética de F' para u — 0o. A solucdo desta equagao tem
a forma

e Pu

Foo(u) = C(1 + fu) (4.51)

u? ’
onde C' é uma constante a ser determinada numericamente.
O conhecimento da forma assintdtica da fungao F' é muito 1til, pois ele per-
mite resolver numericamente a equagdo diferencial (4.49) pelo método de Euler,
variando-se a condi¢do F”(0) até a fungdo para valores grandes de u(r) comporte-
se como a equagio (4.51). Usando este procedimento, obtivemos as formas da
fungdo de perfil F(r). Na fig.4.1, por exemplo, exibimos o resultado com B=1
correspondente a f; =93 MeV e e =4,0, para o caso m, = 138MeV. Essa funcao
de perfil serd usada posteriormente no capitulo 5 nos calculos de B=2 na apro-
ximagao ansatz produto.
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Figura 4.1: Funcao de perfil do skyrmion para B=1, pardmetros m, = 138MeV,
fr = 93MeV e e =4)0.

4.5. Momento de Inércia

Nesta se¢cdo apresentamos uma rederivacdo do momento de inércia ja feito em
detalhe por [Ad87] e [Bh88], mas usando a nossa Lagrangiana de o’s e 7's e
matrizes de rotacdo. No modelo de Skyrme, o momento de inércia é obtido por
meio de uma rotacao dependente do tempo, baseada em coordenadas coletivas.
No presente estudo, o campo do pion é um vetor e, por isso, as suas rotacoes
podem ser representadas em termos dos angulos de Euler usuais «, 5, e v [Go80
p.607],[Sa85 p.171]. Assim a rotagdo do campo do pion pode ser descrita por
matriz de rotagdo! D(3 x 3) que depende dos angulos de Euler «, 8, e dada, na
convengao y, por

—sen<y sena + cos fcosacosy senycosa + cos B senacosy —cosvy sen 3
D(a, 3,77) = | —cosvy sena — cos Bcosa seny cos<ycosa — cos 3 sena seny —seny sen [
sen 3 cosy sen [ senvy cos 3
(4.52)

A matriz D representa rotacdes e, portanto, preserva o médulo dos vetores

!Comumente autores americanos representam matrizes de rotacio pela letra R (rotation)
e as matrizes de Wigner pela letra D. J4 os alemies usam a letra D (drehung) para matrizes
de rotacdo e D para as matrizes de Wigner. Preferimos as tltimas pois o texto j& contém
largamente o quadrivetor R*(right).
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sobre os quais age. Isso faz com que essas matrizes sejam ortogonais, satisfazendo
a relagdo
DT — D—l

em componentes
Doy Doy = Oy (4.53)

Aplicando uma rotacdo a vetor genérico v teremos Dv = v’ onde v’ é o vetor
rodado. Da mecénica classica, se a diregdo de um vetor varia uniformemente no
tempo podemos escrever v = w X v, onde w é a velocidade angular de rotacao.
Em componentes temos:

Dab'Ub = ’U, ’l')a = €gcdWcVd (454)

o )
Derivando a primeira expressao e usando a segunda temos

2 ./ /
Dayvy = U = €gcaWcVy = €acdWcDapUp (455)

donde

Dab = 6a.cd(“)c-Ddb, (456)
e multiplicando esta expressao por ela mesma teremos o resultado
DayDep = 2w°. (4.57)

Ainda multiplicando ambos os membros de (4.56) por D, temos
DebDab = EacdchdbDeb = Eacdwcdde = €qceWc (458)

Multiplicando ambos os membros desta dltima por €., chegamos a [Ho86
p.839] ‘ .
6efaDebDab = 2Wf (459)

que pode ser usada como defini¢ao da velocidade angular em termos dos elementos
da matriz de rotacao.

Em termos da matriz de rotagao, a transformacgdo da componente do campo
do pion por uma rotacao no espago de isospin é escrita como

Tg = Dabﬂ'b = f,,DabfbsenF. (460)

A ortogonalidade das matrizes D garante que o campo do ¢ ndo “roda”, i.e., se
matém invariante por rotacoes, o que era esperado pois ele é um campo isoescalar.
Este fato simplifica nosso célculo pois corresponde & condicao
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Para se calcular o momento de inércia neste problema, precisamos obter a
energia cinética. Para tanto, supomos que os angulos de Euler dependam do
tempo e reescrevendo a Lagrangiana (4.40) usando (4.61) fica:

L= ‘Cestética + ‘Crot

onde

Lot = 2 (0om) + 58 [2 (80 + ()2 (8um)’ — 20hmadymadimOyns].

2 32e?
(4.62)
Usando a expressao para o momento canénico II; = a(a ) © ‘H =II;7; — L teremos
7-Lrot ‘Crot-
Substituindo o resultado (4.60) nas derivadas temporais e fazendo integracoes
angulares, temos:

. .. 4
/ (Bom)?dQ = / fﬁDabDacf,,fcs%Q:Da,,Da,,?”fgﬁ (4.63)

.. . . 4 2
/ B, 4 BT a s Dy A = / f;b%acpadpcefdfes?dsz=Da,,Da,,§ f;ji—zs?

(4.64)
onde usamos [ £,Z,dQ2 = 1/3 [ 6,ndS2.
Assim e energia de rotagao fica:
1. . 1.,
Erot = Z-DabDab/\ = 5/\(.0 . (465)

Podemos identificar o coeficiente A como o momento de inércia do skyrmion.
As expressoes (4.57),(4.60) e (4.65) e resultados do apéndice C permitem-nos
escrever:

00 1

8m [ o 22 1 2/pe 32
= — — —)¢. 4.
3 ) T dr{fﬁs +e2s (F +r2) (4.66)

Alternativamente, em termos da varidvel adimensional u, obtemos

A= g /°° 2an [1 44|24 % (4.67)
2]“7Te37r i u?| |’ .

onde, nas integrais em u, F' = dF'/du.
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No contexto da mecanica classica, para um objeto esfericamente simétrico, é
valida a relagdo

J =\w (4.68)
Por isso, podemos reescrever a energia total do sistema como
1
H= —J? :
M + 5 /\J (4.69)

Para completar esta secao, é interessante notar que o momento de inércia
dado pela expressao (4.66) foi obtido por meio de um procedimento adequado &
mecénica quantica. Ele é diferente do correspondente classico, obtido a partir de
rotagao de toda a massa M do sistema. Nesse caso, o resultado seria:

8 [
>‘M = ? PMm (’I") 7‘4d’!', (470)
0
onde 47r2pp (r) = M(r).
Substituindo a densidade de massa da expressdo (4.46) temos:

00 2
Ay = —83£ A ridr {f,f (%F'2r2 + 82) + 61—252(1;"2 + %%)} ; (4.71)
expressao diferente da (4.66) onde sé os pions rodam. A parte que vem da rotagdo
de Ly € incrementada, como esperado, mas, surpreendentemente, a parte prove-
niente de L4 sofre um decréscimo.
Poder-se-ia supor que a causa dessa disparidade estd no fato de o o ter

energia(contribuir para a massa) mas ndo ter momento de inércia. Desligando o
campo o teremos:

8r oo

' 1 52
Ao=0) = 5 /s ridr { 262 4 6—25>*2(c2]*"'2 + r_2)} (4.72)

&1 foo

152
3 Jo

1 1
AM(o=0) = r2dr {f,? (§c2F’2r2 + 32> + 6—252(02]5"2 + 57‘2)} . (4.73)

Os resultados (4.72) (4.73) continuam discordantes entre si, refutando a explica¢ao
com base somente no campo ¢.

4.6. Quantizacao do Séliton

A quantizagdo do séliton a partir da Hamiltoniana (4.69) é um exercicio fami-
liar da mecénica quantica. Entretanto apresentamos aqui a derivacdo em termos
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das coordenadas coletivas visando a conexdo entre os espagos de spin e isospin,
seguindo a abordagem de Adkins, Nappi e Witten [Ad83]. Esses autores imple-
mentaram a rotagdo do skyrmion por meio de uma matriz unitdria A €SU(2)
escrita como

A=aqo+itTa. (4.74)

A condi¢ao de unitariedade AAT = 1 vincula as coordenadas coletivas pela relacao
a+a’=1. (4.75)

A matriz A é conhecida como a representacdo de Cayley-Klein das matrizes de
rotagdo [Go80}{Sa85] e relaciona-se aos 4ngulos de Euler por:

T

A=e i Foe i F 03T (4.76)

A rotacao do soéliton é feita transformando o campo U com as coordenadas
coletivas a; por meio da relacao

Ulr,t) = A(t)Up(r)AT(2) . (4.77)

Usando-se a expressdo unitdria do campo do pion, dada pela eq. (2.67) obte-

mos
U(r,t) = cos F'(r) + 17, Dgp(t)Tpsen F(r) . (4.78)

Esta expressao mostra a equivaléncia entre as descricoes tanto em termos dos
graus de liberdade coletivos ag € a como em termos de my(r) que pode variar pela
aplicacdo da matriz de rotacao

7o(r, ) = Dap(t)mp(r) . (4.79)

No caso do ourigo temos:
U(r,t) = cos F(r) + i1, Dap(t)Frsen F(r). (4.80)
E interessante notar que este resultado é consistente com a abordagem usada na

sec¢ao anterior, pois a rotagdo do pion na equacdo (4.80) é idéntica & da eq. (4.60).
Em termos das varidveis coletivas da matriz A, e eq. (4.57) fica:

Coe 1
Day Doy = 8(a3 +4%) =8 x 5Tr[aoAaoAT]. (4.81)

Os resultados (4.65), (4.69) e (4.68) permitem-nos escrever a Lagrangiana

como
L=—M +2X(a; + a2).
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Definindo 0 momento p; = aL conjugado a coordenada a; temos
oL Pi
;= = 2224, = .82
P 9, A2a; = a; = Y (4.82)
O Hamiltoniano entao é dado por
H=mpa;—-L (4.83)
e
H = p 2 |-M+2x Z b
Py~ =
_ Py 2/\2
4\ 4)\
= M+ Z ; (4.84)
Para quantizar este sistema, substituimos p; — —ia%, para obter
1 & d?
H=M+ — —— 4.85
+ 8\ ¢ Z ( Ba?) (4.85)

com o vinculo ¥, a? = 1.
No espago tridimensional ordinério, sabemos que o operador V2 é dado por

3, 82 8% 20 1_,
Y52 = a3tya b

3
= -L* sedzi=r’=1 (4.86)

L é o operador momento angular com componentes

Lij = Lg=(rxp), =1p; — ;D
0 0
= —i(mie— — =) 4.87
Il’(x axj x]axz) ( 8 )

com 1,7,k = 1,2, 3-com ordenagdo ciclica.
J4 no caso de rotagées em quatro dimensoes, hé seis geradores L;; e podemos
escrever, desde que Y0 _ga? =1,

0 0

Lij = —(aig - da; — % 8az)

(4.88)
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e podemos definir Ly; = K;. Com isto temos L; = —¢;xa;0; e K; = a;0p — ao0; ;
esses geradores obedecem as relagbes de comutagdo

[Li, L]] = ieijkLk, [L“ Lk] = ’I:Eiijk, [K“ K]] = ifijkLk . (489)

Assim as combinacdes Lf = 2 (L; £ K;) irdo, como no estudo das cargas
quirais, desacoplar em duas dlgebras independentes SU(2)x SU(2). Por esta razio
diz-se que SU(2)x SU(2) é isomérfico ao SO(4).

Na seqiiéncia,

52

3
> 92 (Lg3 + L3 + L%z) + (Lgl + Loy + ng) (4.90)
=0 ()

e identificando o segundo termo como K2,

. 02 o o 1 1
Z_aa?:L +K :§(L+K)—2—(L—K) (4.91)
=0 2
Define-se? ) )
I =3 L-K) , J =3 (L+K) (4.92)

onde I é o operador de isospin e J o operador de momento angular total. Hd o
desacolpamento SU(2);,xSU(2)g.

Mas
KL = KkLk = (aoak - akao) eklmalam (493)
0€k1mOkOma; — €ximB0a1ax O
=0,
portanto,
P2=1= %(L2 + K?) (4.94)
o que leva a
1
M; = M+E(J(J+1)+I(I+1)) (4.95)
1 1
= M+ — 1)=M~+ —II+1). 4.96
_ +2/\J(J+) +2/\(+) (4.96)
O operador
=L +XK? =2 (3 + 1) (4.97)

*Usamos a convengdo de [Bh88]. A convengdo usada por [Ad83] é I=1(K—-L) e
J =% (K + L) porém isto ndo é relevante para efeito da quantizacio
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pode ser visto como o operador momento angular ao quadrado no espago quadridi-
mensional. Atuando no espago de momento angular da funcio de onda | JM;, IM;) =
| JM;) | IM;) (as fungdes DY em termos dos dngulos de Euler) obtemos:

K2 My, IM) =2(J(J+ 1)+ I(I +1)) (4.98)

Assim o momento angular [ em quatro dimensées, que € inteiro, corresponde

l=2J=2I (4.99)

e J = I pode tomar valores inteiros e semi-inteiros. Os valores semi-inteiros
correspondem & quantizacdo do séliton como um férmion.

O resultado (4.69) foi obtido primeiramente por [Ad83] usando este forma-
lismo da matrizes A(t) para evoluir o campo U e quantizando o momento angular
em quatro dimensoes em coordenadas cartesianas. Devido a simetria esférica do
problema, este resultado é mais facilmente obtido em coordenadas esféricas
usando matrizes de rotagcdo para evoluir o campo do pion, bastando quantizar
a expressao (4.69). Neste caso, a rotacdo no espago de configuragdo leva a uma
quantizagdo do momento angular com valor de momento angular mais baixo de
1/2. Como no hedgehog o isospin estd na mesma dire¢do do versor 7 também serd
juntamente gerado um novo espago quantizado com valor de isospin 1/2.

4.7. Correntes

Nesta se¢ao calculamos as correntes vetorial e axial a partir das transformagoes
dos campos o e 7. Essas correntes possibilitam o célculo de alguns observdveis
COMO Veremos.

Para o cédlculo da corrente vetorial aplicamos a transformacdo o — o e ® —
7 — o X 7 (2.21) na Lagrangiana (4.62) e calculamos (2.23),

0
JU' = ———4L. 4.10
V= 5 0u0) (4.100)
Efetuando explicitamente este célculo, temos para J)°
1
Jo = eqpemy 0w, + oy {((810)2 + (81-71')2) EabeTpO° T, + am,a(’m,acagamcwg}

(4.101)

A densidade unidimensional de corrente é obtida usando o resultado (4.74),

que descreve o pion quantizado e integrado sobre as varidveis angulares. Para o
primeiro termo, temos:

/dQEabcﬂ'baoﬂ'c = /dQEabc (waDbaFa) 80 (waDcﬂ?ﬂ) = 4?71.‘](‘7?50.bcl)bal.)casz7
(4.102)

47



onde usamos

1
/ AT T, = / Az bmn. (4.103)
De forma anéloga, para o segundo termo, temos
ai’lrbao’H'bEaIgaﬂTc’lrg = 81-(Dboﬂra)ao(Dbgm;)ecag&-(Dc,,m,)Dg(;m;
= Dbaaiwangm;scagDc,YaimyDggmg. (4104)

Usando os resultados de 9;m, dados no apéndice C, temos

OimyO0MsEcagOiTeTy = [ Dpo (biq + dFiTa) DopFs€cagDey (00iy + dFiF,) DysTss
= 25%cag [V0ay + (2bd + d) Fafy| DyoDeyDysTpDysts
= f25%cag |0 DoaDeaDiptpDysis + (2bd + d2) 7o DysTp DysTs)
(4.105)

O segundo termo desta expressdo se anula pois 7 Dys75 = 737, = 0. No primeiro
termo, usando Dpo Do = e € (4.103) encontramos

4 .
/ Q0,80 Ty cag Doy = ?" 4% 140 Dy Deg?. (4.106)

O fator de rotagao pode ser escrito na forma (4.59) :
EageDgs Des = 2w, (4.107)

sendo w, a velocidade de rotagado angular no espago de isospin. Pode-se também
usar a relagio w, = iTr[7,AGyA'] para efeito de comparagdo com [Ad83].
Reunindo todos os resultados e usando o apéndice C, chegamos finalmente em

8 1 2
/ dQJe = wa?” { f2s% + 2532(}7"2 + i—2)} : (4.108)

Esta expressao é menor por um fator dois do que a correspondente obtida por
Adkins, Nappi e Witten [Ad83] e como j4 apontado em [Ad87 p.126]. A nossa
definicdo é mais padrao e os resultados obtidos ao final sao 0os mesmos.

A carga elétrica é dada pela relagéo

Q=3B+Is= [ rdrd0 (%BO + %) (4.109)

Assim,

Q= /Ooo po(r)dr, (4.110)
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onde a densidade linear de carga vale

e FI 2 2 FI2 4.
palr) =5 (=) s {f P2+ )t (4.111)
onde usamos w3 = I3/A. Em fun¢do da varidvel adimensional, escrevemos
1 /-2 9 Ig 2 2 82
= —|— 4(F — 4.112

onde I2 é dado na tabela 4.1. Para o isospin I3 = 1/2 temos a distribuigio de
carga de um préton e para I3 = —1/2 a do néutron.

A corrente axial pode ser calculada de modo andlogo, fazendo a transformagao
o—0—-PB.wew— 7w+ Po (2.19) e calculando (2.22), ou seja,

0

Jh 0L. 4.113
A a (3u,6a) ( )
O célculo explicito fornece
Jg 9 0L = 00;mg — Osom, + —1—4 {—[3-07r (8;7)* — 8yma0 (8;0)?]
A a(azﬁa) i/la % a 462f7$ () a \Uj i/lq §]
+maB;005my0;my — 00100;00;ma) — 0OymaOmdymy + 0Oyma (85m)°} .

(4.114)

Procedendo de forma andloga ao cdlculo da corrente vetorial, teremos para a
corrente axial:

/dm _—Dm{z“w S (F” + )]+F(f2+lzi)} (4.115)

4.8. Observaveis

Nesta secdo extraimos as predigoes fisicas para as propriedades estaticas dos
barions, a partir do modelo de Skyrme.

As previsdes do modelo para as massas do nicleon(I=S=1/2) e do delta(I=S=3/2)

sdo dadas pela eq.{4.96), que permite-nos escrever:

3
My = M .
N + =5 3% (4.116)
15
My = M .
A + - R (4.117)
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onde M é a massa classica € A 0 momento de inércia, dados respectivamente
pelas egs. (4.47) e (4.66). Elas podem ser expressas em termos de duas integrais
adimensionais como:

M = I1(2f:/e), (4.118)
A = I2(1/2f€%), (4.119)
onde 11 e I2 s3o dadas na tabela 4.1 .

Se usarmos as massas do niicleon e do delta como ponto de partida para fixar
as constantes do modelo, escrevemos as relagoes:

1
M = Z(5MN_MA)’ (4.120)
A= g(MA—MN)‘l, (4.121)

e se desejarmos reproduzir as massas do niicleon e do delta, calculamos f, e e
usando

1.M312
112,
= |—|"" 4.12
e = B (412

As caracteristicas eletromagnéticas do modelo, representadas pelos raios quadraticos
e momentos magnéticos, sdo devidas as componentes isoescalar e isovetorial da
corrente. A componente isoescalar é identificada & corrente barionica, enquanto
que a componente vetorial é calculada do modo mostrado na se¢ao anterior. As-
sim, as distribuigdes escalar e isovetorial sdo dadas por

2
pe1=0(r) = B(r) = —7—rs2F', (4.124)
) 2 4 2
7 s
pe =1(r) = §r232[4f2 + e_282(FI2 + r_2)] (4.125)

A partir destes resultados calculamos os raios quadraticos médios, através das
expressoes:

2
2 _ © 2 _ 1
_<7‘ >E,I:O —/0 drr®pg,r=o(r) = <€2fw) 13, (4.126)

o0 1 2 1
)im= d"%E"ZI(T):(afW) (seser) 121)

sendo que I3 e 14 estao relacionadas na tabela 4.1 .
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Para os raios magnéticos, temos®

<T2>M,I:0 = <T4>E,I=0 / <T2>E,I=0’ (4'128)

onde

4
* 1
4 _ 4 .
<r >E’I:0 —/0 drr®pg,r=o(r) = (Zefw> I5, (4.129)

<T2>M,I=1 - <T2>E,I=1 ' (4.130)

Os momentos magnéticos sdo obtidos a partir dos fatores de forma magnéticos,
e dados por [Ad87]

1 9 A
= 2My(oy (r >E,I:0 + ) (4.131)
1 9 A
Hn = 2MN(m <7‘ >E,I=0 — -'6-') (4132)
O momento magnético do A*t também pode ser calculado por
1/, 3\
pare = 2My (55 (r >E,I=0 +15) (4.133)

e 0 elemento de transicao puya €

pna = 2My (_fg_,\) = \/g (p = n) - (4.134)

Tabela 4.1
m,=138MeV,
me =0 | £,=93MeV
e=4,0
2 2 2
I 4r J5° duu?{z gFQ + %) + 53 (ZF’2 + %) 36,46 37,77
+6 (1~ o)}
12| 47 [ dun?S (1 +4(F? + ) 106, 7 71,58
I3 | =2 [° duu®s*F' 4,48 3,67
I8 | 20 [ duuts? [1 4 4(F? + %) 00 764, 1
15 | —2 J3° duu's*F 48,3 27,59
16 | — [ dun2{Ze |1+ 4(F?+ &)+ F' 1+ 8]} | 17,27 23,06
F'(0) -1,00376 | -1,08087
~C 8,64 7,95

3Segundo Battistel[Bat94 p.99], que partiu das expressdes dos fatores de forma magnéticos,
os raios quadraticos magnéticos definidos por [Ad83] devem ser multiplicados por um fator 3/5.
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A constante de acoplamento 7N é extraida do comportamento assintético do
angulo quiral, sendo dada por

27I'MN

— 1
327, O (4.135)

gxrNN =

onde C é a constante definida em (4.51).
A constante de acoplamento axial , g4, por outro lado, é obtida a partir da
corrente axial calculada na se¢do anterior e pode ser escrita como

m

No caso de pions sem massa, temos também a forma equivalente[Ad87],

T

No caso de pions massivos, a relacio que determina g4 se modifica para[Ad87

p.155]:
2T
= —I6. 4.138
gaA 9e2 ( )

No caso de pions sem massa, as constantes g, yn € g4 estdo ligadas pela relagao
de Goldberger-Treiman

gAMN = ngNfr- (4139)

No caso de pions massivos, esta relagio é violada em 5% na direcao fisicamente
correta[Ad87 p.156].

Na tabela 4.1, apresentamos as integrais 1—16 e calculamos os seus valores em
termos de u(u = 2frer). No caso de pions sem massa, esses valores ndo dependem
da escolha de pardmetros f, e e. No caso massivo essas integrais dependem de £,
dado por 8 = m/(2fre) com F funcao de S.

Com esses resultados e as expressoes desenvolvidas nesta se¢do, calculamos os
observaveis constantes da tabela 4.2, tomando My =938,9 MeV nas expressoes
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que envolvem o cédlculo dos observaveis.

Tabela 4.2
My =0 m, = 138 MeV Ezxp
M 1695 MeV 1756 MeV -
A(<1079) [ 8,96 (MeV) L | 6,01 (MeV) ! -
(rday | 0,56 fm 0,51 fm 0,72 fm
(r2)pe_ 00 0,87 fm 0,88 fm
(i | 0,87 fm 0,73 fm 0,82 fm
() 0o 0,87 fm 0,80 fm
Ly 2,94 2,05 2,79
Lin 22,66 -1,70 1,01
Liair 5,30 3,90 4667
HNA 3,8 2,69 3,29
9a 1,13 1,01 1,23
9NN 11,4 10,5 135
A 17,1 15,7 20,4

Tabela 4.2- Resultados dos observéveis de um nicleon no modelo de Skyrme
para dois conjuntos de parametros, m, = 0, f = 93 MeV, e =4,0 e m, = 138
MeV, f, =93 MeV, e =4,0.

4.9. O Papel da Simetria Quiral

Como discutimos na introdugdo, a simetria quiral é ingrediente essencial no mo-
delo de Skyrme, pois é ela quem da origem a varidvel dindmica vinculada pela eq.
(4.16). Esse vinculo, por sua vez, tem dois tipos de papel no interior do modelo.
O primeiro deles consiste em permitir a conservagao de uma corrente topoldgica,
identificada a corrente baridnica. A segunda é restringir fortemente a Lagrangiana
que descreve a dindmica do sistema e, por extensao, os valores dos observéveis.

No caso da realizagdo nao linear da simetria quiral, que estd na base do modelo
de Skyrme, as transformagoes dos campos sdo dadas por (ver capitulo 2)

'r = —axmw
r = Bo
i Yo = 0
§%¢ = —B.rw (4.140)

onde o é a funcao
o= 14/f2— w2 (4.141)
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Assim, a simetria quiral corresponde ao uso dos graus de liberdade expressos
pelo campo 7 e pela funcao o, sujeitos & condigéo

mt+ o = f2, (4.142)

como indicado pelas equagdes (4.15),(4.16) e (4.20).

Atualmente o estudo do papel da simetria quiral nas interagoes fortes tem sido
alvo de grande interesse, especialmente depois dos trabalhos de Weinberg[We79]
e Leutwyler[Leu82], que estabeleceram as bases da teoria da perturbacdo quiral.
Neste contexto, o modelo de Skyrme pode ser especialmente 1til, pois ele produz
as conseqiiéncias da simetria quiral de forma ndo perturbativa.

Nesta secdo estudamos as conseqiiéncias da simetria quiral no modelo. Para
tanto, introduzimos um novo pardmetro , que multiplica a fun¢ao o, substituindo

em todas as equagoes:
g — X0O. (4.143)

Assim, esse pardmetro define um “peso” para a funcdo o relativamente ao
campo do pion. Podemos por exemplo desligar a funcao o fazendo x muito pe-
queno. Evidentemente, quando x = 1, recuperamos os resultados das segoes
anteriores.

No caso da corrente baridnica, a modificagdo (4.143) produz o resultado

Bﬂ = 1—27rX2—f;r1eijkleﬂ,,aﬂma"wjaawkaﬂm, (4144)
indicando que a conservagdo dessa corrente nao é alterada. Entretanto, para que
tenham ainda nimeros baridnicos inteiros, é preciso redefinir o valor da constante
nas egs. (4.21) e (4.22) , o que pode ser feito sem problemas[NNR93]. Por outro
lado, quando o pardmetro ¢ diferente de 1, expressdes da forma (72 + x20?) ou
(Qum O¥m +x20,00%0) ndo sdo mais invariantes por transformagoes axiais.

Assim, a introducao do pardmetro x dé origem a uma familia de modelos
com nuimero baridnico conservado, mas sem simetria quiral na Lagrangiana e,
por isso, permite o estudo do papel dessa simetria. E importante notar que a
quebra da simetria que consideramos aqui é diferente daquela que d4 origem ao
termo de massa do pion, eq. (4.36). Por este motivo, para nao confundir os
efeitos associados as duas possibilidades, consideramos apenas os efeitos devidos
a variagao de x, num modelo com m, = 0.

Na versdo mais radical, com x = 0, a férmula de massa, dada pela eq.(4.45),
se modifica para:

8

53¢z 7 00 Ta0imedsTe = (@:m)? (8;m)°]}.  (4.145)

1
Mx:O = /d3r{§ (6i7r)2 —
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Substituindo nesta expressdo as expressoes apresentadas no apéndice C, temos:

o0
M= / dr M(r) (4.146)
0
onde
1 2 1 s? s?
_ 27 £2 (| 202 e 2 2 el
M(r) = 4nr {2]‘7r [c F” + =3 } 952 72 [20 F* + rz]} (4.147)

Esse resultado deve ser comparado & eq. (4.47). A minimizacdo desta expressio

leva a uma equagdo diferencial para a varidvel F que diverge quando F = w/2,

indicando que o estudo é problemético no caso y = 0. E interessante notar que,

neste limite, também a corrente baridnica , dada pela eq. (4.144), fica indefinida.
No caso em que x é ndo nulo, a Lagrangiana fica

1 1
L = §X2 (8“0)2 + 5 (auﬂ')z

_|._

3252]“‘ {—2x? (8u0)2 (&m‘)2 + 2x%0,00,00" 1,0,  (4.148)

+08,7,0, Mg, 0" 1, — (8,m)* (8,7)°}. (4.149)

Esse resultado corresponde & seguinte expressdo para a massa cldssica do
soliton

M S 1. 2 2 2) 12 2s° 1322 2.2 2\ 12 s
00 = [Er(Ga2 |03 +AF + 55| + 555 (20387 + AF + 5 1,

2e? r?
(4.150)
que foi obtida de forma andloga & realizada na secdo 4.3. A minimizagdo desta
funcdo dé origem & seguinte equacao diferencial,

(UTZ +232) (X232 —|—c2)F”+ %u(xzsz +c2)F'

4.151
+F%2sc[(x?s? + ) + (32 + “{) (x*—1)] — 3sc— 2520 =0 ( )

que se reduz & (4.49) (8 = 0) quando x = 1. ,

Essa equacdo, como no caso x = 1, pode ser resolvida pelo método de Euler (ou
por Runge-Kutta). Entretanto tal solucdo é dificil de ser obtida, especialmente
para valores pequenos de . Por isso, utilizamos também um método variacional.
As funcgdes de perfil para x? = 1, 0,5 e 0,05 sfo mostradas na fig. 4.2, onde se
pode notar que a quebra de simetria quiral é responsavel pelo aparecimento de
uma inflexdo em torno do ponto onde F' = /2.
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u

Figura 4.2: Funcoes de perfil do skyrmion para B=1 e m, = 0 variando o
parametro .

No caso ndo massivo, os observaveis do modelo sdo expressos em termos se
seis integrais, como discutido na se¢ao 4.8. Quando a simetria quiral é quebrada,
elas passam a ser dadas por:

0 1 2 2 2 2
I1 = 47r/ duu® {g {(x232 + ) F"”? + u—sz] T [2(){232 + c®)F"”? + S—} }
0

2u? u?
| (4.152)
© 38 22, 22, S
2 = 47r/0 duu 5 1+4[(x°s* + ) F +55] (4.153)
2 [o}
3= -2 / duu?s2F" (4.154)
7 Jo
21 [, 42 22, g2, S
I4 = ?/0 duu®s*{1 +4[(x"s* + ) F +1—ﬁ]} (4.155)
2 (o]
I5 = == / duus’F' (4.156)
0
_ ® g} 2sC 22 g2 S 2.2 2 8s?
Is = —/0 duu {7[1—%4(()(5 +c)F’+@) + (x“s +c)F’1+?
(4.157)

Estas expressoes se reduzem as da tabela 4.1 quando x = 1. Na tabela 4.3 apre-
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sentamos os valores das integrais I1-16 para valores de x diferentes.

Tabela 4.3
X2 11 12 I3 |14 | I5 I6 F'(0) C
1 |36,46 | 106,7 | 4,48 | oo | 48,3 | 17,27 | -1,00376 | 8,64
0,5 | 27,8 | 68,43 13,69 | oo | 27,94 | 9,92 | -0,85444 | 6,22
0,05 | 16,9 | 32,2 | 2,63 | o0 | 11,04 | 4,07 | -0,70416 | 3,59

Nota-se que quando x? < 1 ndo vale mais a relacio 16 = 2C derivada por

[Ad87] com base na conservagdo da corrente axial.

Estas integrais permitem-nos calcular os observaveis. Adotando f, = 93 MeV

e e =4,0, obtemos os valores para os observaveis dados na tabela 4.4.

Tabela 4.4(m, = 0)
X2 =1 X2 =05 x? = 0,05
M 1695 MeV 1292 MeV 786 MeV
A(x1073) | 8,64 (MeV)~! | 5,74 (MeV)~! | 2,71 (MeV) ™!
(r2) 0,56 fm 0,51 fm 0,43 fm
(TQ)}E/’Z 00 00 00
(i | 0,87 fm 0,73 fm 0,54 fm
(1"2)}”/’2:1 00 00 00
K=o 0,165 0,180 0.275
fir—1 2,71 1,79 0,845
UAa++ 9,30 3,78 2,34
UNA 3,8 2,54 1,20
94 113 0,65 0,26
9xNN 11,4 8,21 4,74
gzNA 17,1 12,3 7,10

A primeira coluna apresenta os resultados com simetria quiral, a segunda e
terceira colunas contém os resultados com simetria quiral parcial para x? =0,5 e

x? =0,05 respectivamente.

Recentemente, Battistel[Bat94] em seu trabalho de doutorado, argumentou
que o carater preditivo do modelo de Skyrme é melhor representado por correlagoes
entre observaveis do que pela andlise isolada destes mesmos observaveis.
particular, ele mostrou que as razdes entre os valores dos observéveis e poténcias
da grandeza A = C/4e®f2, que representa o comportamento assintético da funcao
de perfil, sdo bastante estdveis. Por isso, para poder avaliar o papel da simetria
quiral no modelo, apresentamos na tabela 4.5 as mesmas razoes consideradas por

Battistel[Bat94]
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L Tabela 4.5(m, = 0)
2 =1 x2=05 | x*=0,05
A(MeV)~2 15,6x107% [ 11,2x107% | 6,48x107°
- A(fm?) 0,607 0,437 0,252
M/ (2f,)° VA 12,4 11,2 8,9
N (2f,)7 A32 4,06 4,42 4,75
(r*) g.1—0 /A 0,516 0,595 0,733
<T2>E,I=1 /A o0 00 o0
(r) 10 /A 1,25 1,22 1,16
<7"2>M,1=1 /A 00 00 00
pr—o(2fx)2V A 0,114 0,105 0,122
pr=1/(2fr)3 A3 6,82 7,40 7,96
ga/ (2fs)° A 2,09 1,68 1,16
| g.nn/2f2A 42,2 42,2 42,2

A inspecdo da tabela 4.5 mostra que, no modelo de Skyrme, a constante
assintética A e, conseqiientemente, g,y n, dependem fortemente da simetria quiral,
0 mesmo acontecendo com a massa cldssica M e com g4, Essa sensibilidade a sime-
tria acontece porque essas grandezas dependem fortemente das interagoes entre
pions, que sao muito influenciadas pela simetria. J4 as grandezas associadas as in-
teracOes eletromagnéticas sao relativamente pouco influenciadas pela eliminagao
quase total da simetria efetuada neste estudo. Assim, <7'>2E,1=0 /A, <T>?vr,1=o /A,
pr=0(4f2)VA e pr—1/(2f:)3A%? variam 42%, 7%, 10% e 16% respectivamente.

Esses resultados sugerem, portanto, que as propriedades eletromagnéticas do
skyrmion dependem pouco das interacoes entre os pions. Eles confirmam, os
resultados obtidos por Pupin{Pu95] no caso particular da fotoprodugéo de pions,
que mostrou que as amplitudes em nivel de drvore sdo totalmente independentes
da simetria quiral.

A partir da comparagdo destes resultados podemos notar que as caracteristicas
eletromagnéticas sao pouco alteradas tanto nos raios quadraticos médios como nos
momentos magnéticos. J4 as constantes axial e de interacdo TN N e m NA sofreram
consideravel redu¢ao em maior desacordo ainda com os resultados experimentais.

A tabela 4.6 mostra os resultados usando as massas do ntcleon e do delta
como “input”.
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1,00 [Ad83] /0,050 Ezp
F, 129 MeV 170 MeV | 186 MeV
e 5,44 3.33 -
eF, | (0,281fm)~! | {0,347fm)"! —
(Vo1 | 0,59 fm 0,56 fm | 0,72 fm
(rY1m1 00 o0 0,88 fm
(Mas—o | 0,92 fm 071 fm | 0,82 fm
(rYasiz1 00 o 0,80 fm
L 1,88 1,85 2,79
in 1,32 1,35 1,01
 Part 3,72 3,62 46—6,7
fNa 2,27 2,26 3,29
ga 0,61 0,38 1,23
grNN 8,9 6,88 135
| gana 13,4 10,32 20,4

Tabela 4.6- Observaveis de um niucleon com simetria quiral e com simetria
quiral parcial com ¢ — xo, ambos com m, = 0, comparados aos resultados
experimentais.

4.10. Funcao Potencial

Uma, das caracteristicas mais intrigantes do modelo de Skyrme é que ele é baseado
num campo pidnico estatico, com a forma de um ourigo, dado adimensionalmente

por
m(u) = UsenF'(u) . (4.158)
Ele guarda, portanto, alguma semelhanca com o campo elétrico de uma dis-
tribuicao esférica de carga, especialmente pelo seu carater radial. No caso da ele-
trostatica, sabemos que campos elétricos radiais e esfericamente simétricos sao
conservativos e podem ser obtidos a partir de uma fungdo potencial. Analoga-
mente, no caso do campo pidnico, podemos introduzir uma funcdo escalar n(u),
chamada de potencial, tal que

m(u) = ~Vn(u). (4.159)

Para obter o potencial n basta integrar a fun¢do do pion,

n(r) = 1(0) — /0 " sen F(u)du. (4.160)
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Nesta expressao 7(0) é o potencial na origem, calculado de tal forma que 7(cc) = 0.
Assim,

[e9)
n(0) =/ sen F'(u)du, (4.161)
0
e podemos também escrever
u
n(u) = — / sen F(u)du. (4.162)
o0
O comportamento assint6tico do campo pibnico é dado pela eq. (4.51), onde
temos
e~hu
Foo(u) = C(1+ Bu) wE (4.163)
Notando que esta fung¢do também pode ser escrita como:
o, e B
Fo(u) = ——(C , 4.164
() = —5-(C5) (4164)
obtemos o comportamento assintético da fungdo 1 de potencial:
e B
Neo(u) = C " (4.165)
No caso de pions sem massa, § — 0 e obtemos
C
Fo(u) = — (4.166)
C
Noo(U) = . (4.167)

Continuando a explorar a analogia com a eletrostatica, podemos definir uma den-
sidade de fonte para o pion, p,, dada por

~V*n(u) = pn(u) (4.168)
ou seja,
2
pr(u) = _% (ngZ) = - {%% + —gﬁ%} = %sen F +cos FF'. (4.169)

Ainda em analogia com a eletrostdtica, a expressdo (4.168) permite-nos escrever
a “carga” que gera o campo pidnico como:

Qr = 47r/o°u2dup7r(u) (4.170)
0
- _ o0 o 2677

- —47r/0 du—(u?5]) (4.171)

on]®

2

= - e 172
47 [u au]o (4.172)
= 4nC (4.173)
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Juntando este resultado com a eq. (4.135), podemos exprimir a constante de
acoplamento g,yny em funcio de p,(u)

_ 2nMy [° 9
gnNN = 33 7 /0 u*dupy(u). (4.174)

Esse resultado indica que, de fato, a grandeza p, (u) pode ser interpretada
como sendo a densidade de distribuicao de fonte do modelo.

Uma das motivagoes para estudarmos o potencial 7 foi verificar se ele , por
ser uma funcdo escalar e mais basica que o campo do pion, poderia permitir
uma formulacao mais simples do modelo de Skyrme. Para verificar esta possibil-
idade, escrevemos a Lagrangiana do modelo fazendo as substituicoes m — — V7

e 0—/f2— (Vn)® na equagio (4.45). Entretanto, o resultado obtido é muito
complexo, nao oferecendo aparentemente nenhuma perspectiva de simplificagao.
A vantagem de expressar o modelo em termos da varidvel 77 é que ela é um escalar
e transforma o problema em determinar a varidvel vetorial 7 em termos de uma
varidvel escalar.

Se os campos de dois skyrmions fossem somados vetorialmente teriamos

e+ my = —Vn,—Vny
= —V(n: +my) (4.175)

Assim o potencial proveniente da soma dos campos pidnicos corresponderia 4 soma
dos potenciais 7 individuais de cada skyrmion.

61



5. INTERACAO NN NO MODELO DE
SKYRME

5.1. Introducao

Na sua formulagao original do modelo, Skyrme[Sk62] considerou tanto as
solugoes para um unico nicleon como para sistemas com nimero bariénico B=2,
de onde ele extraiu algumas caracteristicas das interagdes NN(nicleon-nicleon).
Na versao original, as massas dos pions eram nulas e os sélitons eram classicos, nao
possuindo spin ou isospin. Estas caracteristicas quinticas foram incorporadas ao
modelo em 1983 por Adkins, Nappi e Witten[Ad83], sendo estendidas a interagoes
NN quase que imediatamente por Jackson, Jackson e Pasquier[Ja85].

No modelo de Skyrme, interacdo NN é um problema de dois corpos extensos.
Para ilustrar possiveis solucGes no contexto desse modelo, é interessante considerar
o problema do cédlculo da energia eletrostdtica|Ko81 p.504] de dois corpos ndo
condutores esféricos rigidos, carregados e separados por uma distancia fixa.

A energia eletrostatica num dado volume é dada por

_& 2
8_2/EdV, (5.1)

onde E é o vetor do campo elétrico e ¢y é a suscetibilidade elétrica.
Para duas esferas, aplicando o principio da superposicao para os campos
elétricos, obtemos:

£E=2 [(E4+Ep)2dV =2 [(EL +E2 + 2E,.Ep)dV. (5.2)

com E,4 e Eg os campos individuais das esferas A e B respectivamente.
A partir desta expressao, podemos definir uma energia de interacao, que ¢é a

que sobra quando extraimos as auto-energias das esferas isoladas:
Eims = %" (E% + E2 + 2E4.Ep)dV — %" / EXdV — %" / E%dV

- %"2 / E,EgdV. (5.3)
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O terceiro termo é o chamado de temo de interagdo e da a medida de energia
potencial entre os ndao condutores. Esta solu¢do é porém aproximada para condu-
tores pois nao leva em conta que a densidade de carga se altera devido a presenca
do campo da outra esfera.

Para condutores a solu¢do exata é tradicionalmente obtida pelo método de
imagens aplicado sucessivamente de um condutor no outro. A solu¢ao do problema
converge bem a longa distancia dos condutores mas a convergéncia é lenta a curta
distdncia[Ko81]. Isto nos mostra como se deformam os campos gerados pelos
condutores quanto mais proximos eles estiverem. E muito interessante notar que
para os dois condutores esféricos “superpostos” a relagio (5.2) € vdlida e, se os
dois condutores tiverem a mesma carga, a energia € quatro vezes a energia de um
dnico condutor. Se as cargas forem opostas a energia no campo eletrostdtico serd
nula.

Considerando deformagdo nos campos podemos escrever:

€o

€
Energia=> [(En,., +En,,)"dV = 3 [ (B4, +E}, +2Ey,, B, )dV (5.4)

Agora a energia de interagdo deve ser dada por:

Energia,int:%) / (E%,, +E3,, — 2E4,, Eg,,)dV ~ %" / (B2 + E2)dV, (5.5)
i.e., o termo com produto escalar é modificado pelas deformagdes dos campos e
ndo € mais o unico responsdvel pela energia de interagdo.

QOutra forma de resolver exatamente o problema dos dois condutores ¢ mini-
mizar a energia [ E?dV de um tnico campo E sujeito as condi¢des de contorno
E = 0 no interior das esferas e no infinito, f E.dS4 = Q4 e [E.dSp = Q. S
é uma superficie qualquer envolvendo exclusivamente a esfera A(B) e Q4(p) é a
carga total na superficie da esfera A(B).

No caso dos skyrmions, a idéias basicas sdo as mesmas. Entretanto, sua
execucao é bem mais dificil, devido ao carater quantico dos nicleons e, por isso,
atualmente existem varias abordagens possiveis para o problema, cada uma delas
tendo vantagens e desvantagens.

Em principio, o método mais rigoroso para se tratar o problema da interagio
consiste em se obter as solucGes nlimericas exatas das equagdes de movimento do
sistema, que minimizam a Lagrangiana '

L= ZﬁT’” (8.U0"U") + feﬂ’” va.v.vta,u) - @TT LA 2](5,6)

onde U é o campo com B=2.
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O método numérico, desenvolvido inicialmente por Verbaarschot e outros[Ve87|,
consiste em considerar o campo pidnico com B=2 e adicionar um vinculo depen-
dente da distancia entre os nicleons. A Lagrangiana é escrita, entdo, como

L— L~ %/\(R — Rp)?, (5.7)

onde A é um multiplicador de Lagrange e R é um parametro definido como a
distancia entre os barions. No artigo [Ve87], esta distancia é definida a partir da
densidade bari6nica B(r), pela relacdo R = 2 [, d*rB(r)z, sendo que os centros
skyrmions foram posicionados equidistantes no eixo z. Posteriomente, a defini¢éo
da separagao foi modificada para o dobro do raio quadratico médio da densidade
bariénica, ou seja, ;R? = + [d®rrB(r) em [WW91]. Assim, a defini¢do da sep-
aracao entre os skyrmions ndo é clara e bem definida. Além disso, a solucao
numérica envolve métodos de relaxacao que dispendem tempo considerivel de
computacao, chegando a necessitar de um supercomputador.

Uma outra possibilidade para se estudar as interacoes entre skyrmions consiste
em se tentar obter solucOes aproximadas para a equacao diferencial que rege o
sistema , a partir das solugoes exatas com B=1. Neste caso, a idéia é produzir
um ansatz, ou seja, uma prescricao que produza um campo com B=2. A primeira
abordagem da interagao foi feita neste contexto, empregando-se o chamado ansatz
produto[Sk62].

No caso de skyrmions quantizados, a primeira tentativa de se descrever a in-
teragdo NN foi feita por Jackson, Jackson e Pasquier [Ja85], utilizando também
o ansatz produto, que permite conservar o numero bariénico e quebrar a La-
grangiana em dois skyrmions independentes e um termo de interagao, analoga-
mente ao caso eletrostatico. O mesmo trabalho foi reproduzido por Vinh Mau e
outros [Vi85]. Posteriormente, Yabu e Ando[Ya85] refizeram esse célculo numa
linguagem mais simples e o estenderam para a interacdo NN. O ansatz produto,
utilizado por esses autores, consiste numa forma de se aplicar o principio de super-
posicao aos campos pidnicos. Para se perceber isto, basta notar que, ignorando-
se momentaneamente a ndo comutatividade entre as matrizes de Pauli, temos
U = ¢m{¢:1142) O ansatz produto gera , assim, um campo pidnico correspondente
a superposicao do campo do primeiro skyrmion com o do segundo. Referindo-se
ao ansatz produto, Kédlberman [Ka93| afirma: “na aproximagdo adiabética, que
sabe-se valer para o nicleon e para os isbaros baixos, isto meramente resulta
em superposicao”. A aproximacdo ansatz produto deve ser boa para separacoes
grandes, mas ndo a curtas distdncias, quando a presenca de um sdliton pode
deformar o outro.

Como demonstraremos oportunamente ao longo deste capitulo, o uso do ansatz
produto apresenta trés problemas conceituais importantes. O primeiro deles estd
associado ao fato de ele produzir densidades de Lagrangiana que violam a paridade
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G. O segundo, é que ele d4 origem a um campo com uma componente azimutal,
assimétrica em relagao a permuta dos dois nicleons. Finalmente, a extensao do
ansatz produto a sistemas com mais de dois nicleons produz resultados forte-
mente dependentes do ordenamento das coordenadas dos nicleons, fato de dificil
interpretacao fisica.

Nas segoes seguintes, apresentamos o ansatz produto, de modo a explicitar as
suas caracteristicas basicas. Para tanto, tomamos dois skyrmions na configuragao
ourigo, em repouso ao longo do eixo z, com os centros separados por uma distancia
R=2d, como mostra a figura 5.1. Assim, os campos individuais sdo dados por,

U = e (5.8)
Uy = em7F, (5.9)
onde
r; = r—d=(pseny,pcosp,z—d), (5.10)
r, = r+d=(psengp,pcosp,z+d), (5.11)

sendo ¢, p e z sdo coordenadas cilindricas no espago tridimensional ordindrio, que
aproveitam a simetria do problema.

Figura 5.1: Skyrmions separados por uma distancia R=2d.

5.2. Ansatz Produto

A proposi¢do do ansatz produto como solucdo para o problema de interacao
skyrmion-skyrmion veio do préprio Skyrme[Sk62]. Ele sugeriu que o campo de um
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estado com numero bariénico B=2 poderia ser construido a partir das solugdes
com B=1, através do produto:

UP = U1U2 . (512)

A idéia neste tipo de abordagem, é que o campo Up seria uma boa apro-
ximagao para o campo U, solugdo exata do problema, por ser unitério e incorporar
corretamente as condicoes de contorno do problema.

5.3. Ansatz Produto: nimero baridonico

Para efetuar o calculo do nimero baridnico associado ao campo Up, é conveniente
reescrevermos B° em termos das forma esquerda L*, dada pela equagdo (4.24).

—€ijk iTi
B = oy —=Tr[l'LL¥] . (5.13)

onde L* = Uto*U.
No caso do ansatz produto, escrevemos

LE = U};@“Up
= UlUlo* (U U,) = UUT ((0*UL) U, + UL (84T7))
- U;‘Ul(a“Ul)UQ+U2(8”U2)U2U2 US(LY — RYU,.  (5.14)

onde R¥ = Uo+UT,
Usando este resultado, podemos escrever a densidade baridnica como
1
By = gigenTr (Lb15Lk)
1
= sz TrlU} (Ly — Riy) UaUf (L — Rly) U2US (Lfy) — Rly) U2
-1 i j j k
= 24 2€z]kTT[(L(1) R(Q)) (Lfl) — R'Z2)) (L(l) R(Q))]
= 2 Q%kTT[L(l)L(l)L(l) R Rk
k i j k
Ly By — Lin Bl Lty + Ly Bly B
~Rig) Ly L{yy + Bioy Lin Ry + Bigy Ry L]
1 13
= soaeanTTIL{nLiy L — Riy RiyRly +3 (~Liy Ly By + Ly By RG]

1
= B+ B — el [~Liy Ly Rl + LinRiy Rl | (5.15)
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sendo que na segunda passagem os campos U e UQT foram eliminados por uni-
tariedade e propriedades do trago. Esta mesmo artificio de simplificagdo sera
usado no desenvolvimento da Lagrangiana do ansatz produto.
Esta expressao pode ser simplificada, usando-se a identidade de Maurer-Cartan,
dada por [Za86 p.13]:
oL, —0,L,+[L,,L,]=0. (5.16)

Considerando apenas as componentes espaciais e multiplicando os dois mem-
bros por ¢;;;, obtemos

€ijk [Li, L] = —e€ije[0iL; — O;Li]
fijkLiLj - —Cijka,;Lj. (517)
Um procedimento analogo para as formas direitas, leva a
Ciijde = —EijkaiRk. (518)
Estes resultados permitem-nos escrever
ik (—LinLinRl) + LRy Rly) = —enliyLinRly) — sl Ry Rl
= eijké)’Lfl)R@) + eijkL%I)BzR@)
= ex0 (L} Rly) . (5.19)

Voltando a equagdo da densidade barionica, temos
1 i (i
Integrando no espago tridimensional, obtemos
: 1
Bp =By + By — 2517 [ V. (Lay x Rey) 4V, (5.21)

onde a integral estende-se sobre um volume infinito.
Usando o teorema de Gauss, podemos escrever

1 ~
Bp = Bl + B2 — QTT/ (L(l) X R(Q)) ’I’LdS, (522)

sendo S uma superficie de raio infinito. Admitindo que os campos 7r; e 75 dimi-
nuam suficientemente rapido no infinito, essa integral se anula e obtemos:

Bp = B, + B,. (5.23)

Este resultado, verificado originalmente por Skyrme[Sk62], mostra que o nimero
barionico no ansatz produto é aditivo, uma propriedade bem conhecida do produto
de mapas|[Za86].
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5.4. Ansatz Produto: Interacao NN quantica

Nesta se¢do, reproduzimos o célculo [Ja85,Vi85] do potencial de interagao NN re-
alizado a partir do ansatz produto. Para tanto, partimos da Lagrangiana estatica
do modelo, escrita em termos dos isovetores L ou R, dada pela equagao (4.39) :

)+ frma

1
L = ”LPLP+—(LPLPL Ly, — LELELELy, 1

ai—ai 4e2 V0 aj ai—ai

TT[UP+UIL—2].
(5.24)

Para obter a energia do sistema skyrmion-skyrmion classico a partir do ansatz
produto, bastaria usar a mesma técnica empregada no calculo do numero barionico,
ou seja, fazer a substituicao

L2 —» 1) - R® (5.25)

na Lagrangiana acima. Entretanto estamos interessados inicialmente em obter o
resultado quantizado e, para tanto, devemos primeiro aplicar uma rotacao a cada
um dos skyrmions isolados, para depois quantizar seus graus de liberdade, como
foi feito anteriormente. Este procedimento corresponde a substituicao:

LLtrededo) _, pU1 M) _ p@RE@ (5.26)
onde Dab = Dg(A4) e D% oy = Dap(A2) s@o matrizes de rotagdo dos skyrmions
“1” e “27, respectlvamente Desta forma os skyrmions podem assumir quaisquer
orientacoes individualmente.

Para os campos U; e Uy, o processo de quantizacao corresponde ao uso da
expressao (4.80). Assim, para o campo Up temos:

U(rodado) _ U(roda.do U(rodado)

= (a+ ZTaD((Ib)lesl)(Cg + iTcDg)stz)

= (0102 - D,(z},)D,(zzf)ﬂbslﬁfsz)

715102 + DPTo5001 — €00c DT80 D25 £85) (5.27
1651C2 t Ly T2p82C1 — €gac /gy T1551 Cszfsz),(- )

+iT, (D!(]},

onde s; =sen F; e ¢c; = cos Fj.
Efetuando explicitamente a substitui¢do de (5.26) e (5.27) em (5.24) e ajus-
tando os indices, temos:

E:Tf(D(l)L(l) D@RY) (DULY - DPRY)
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L [(DL) - DRY) (DRLY) - DZRD) x
(DeLe) — DR (DG'Ly) - Dyf'RyY)
- (DL - DYRP) (DL - DERY)
(D1~ DERE) (01 - D)
+2m2[(c1ca — 1) — D( D DO, 75 5150]

4

Multiplicando os parénteses dois a dois e empregando a relagdo usada em
[WW92 p.694],

DY) D® = Dyy(A1) Dac(As) = Dia(A}) Doc(As) = DAl A3) = Dye(C)  (5.28)

onde C' = AIAz descreve a orientacao relativa entre os skyrmions, temos, omitindo
os indices (1) para L e (2) para R:

2
L = “%[LbiLbi + ReiRei — 2DpcLipiRei)
1
4 — [(LiLs + ReiRej — 2DpclinsRej) X (Leiliej + ResRej — 2DesLeiRy;)
— (LsiLes + RoiRei — 2DpcLipiRei) X (LejLej + RejRej — 2DefLejRy;)]
+fimi](cocy — 1) — DacFisT3c5152]. (5.29)

O desenvolvimento desta expressao leva a

2
L = _‘21[LbiLbi + RpiRei — 2DpcLiniRei]

1 .
+@ {[(Le;Lo; + ReiRe;j) (LieiLej + ReiRej) — (LisLisi + RsiRes) (LejLiej + RejRe;)]
—2Dpc[LpiRej(Leilej + ReiRej) — LsiRei(LejLiej + RejRej)]
+4DpcDeg(LpiRe;LeiRyj — LysResLie;Ry5)]}
+f7%mfr[(0102 — 1) — Dy T15T2.5152]. (5.30)

Uma caracteristica importante desta expressdo é que ela contém termos com ne-
nhum, um e dois elementos da matriz D, que representam a parte quantica do
potencial e incorporam os efeitos devidos a spin e isospin. Os termos contendo
dois elementos da matrizes D podem ser simplificados usando-se o resultado:

1 m,m
Dab(C)Dcd(C) 5a05bd + 26ace6bdeef(C + Z abed Dg)m/ (C), (531)

m,m’
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que vem do fato de que D(C) pode ser expresso em termos de fun¢des D de Wigner
com J=1. Os detalhes dos coeficientes Cg;77 néo sdo importantes para o célculo
da projecao do potencial do sistema, <N;.N; |V | NzNy> , Ja que:

DY (€)= DY, (Al4s) = S (~1)™ DY), (A)DY(4)  (5.32)

m,m’
mll

(vp2uta

m,m’

/ dADY2(A)DP (A DY (4) =0 (5.33)

—18

onde dA = dﬂsenﬂdadfy, 0 <m0 a<2re0< v < 27.

Termos proporcionais a D@ (C) em Vyy correspondem a uma, troca de isospin-
2 que nao pode ocorrer entre nicleons.

Usando a eq. (5.31) e eliminando os termos de isospin-2, temos:

Ep =My + Mgy + Vyny =2Myg + Van (5.34)

onde Ep = — [ d°rL é a energia total do sistema, My é a massa de um skyrmion
na configuragdo hedgehog e

Vwn = Vo + Dy (C)VE (5.35)
sendo

VC = /d31‘ {3_1;_2'[(Lai)2(ij)2 - LaiLaijinj] - mfrf,%(l - Cl)(]. — 02)} (536)

V.S?f?’ /dar{ szaszz + Rb] [LC7.L0-‘LLC_7 L (ch)2]
+e_2Lai[Rcinchj — Rbi(ch) ]
3 —~
+@(6mnaLmiLn_j)(6rsbR’rist) —+ mif,%slsg’l‘la’l‘gb} (537)

onde omitimos os indices na forma L=L{( e R=R®, ou seja, L refere-se ao
skyrmion (1) e R refere-se ao skyrmion (2)!.

1 Esses resultados_diferem dos obtidos por [WW92 p.694] pois L e R foram definidos de outra
forma. Nossa convengdo L, = UT9,U e R, = U8,U" é a adotada por [Ad87] , [Za86] , [Pa86]
e [Bh88] . Em [WW92] usou-se a convenc¢do L, = —iTr[r,0,UU'] e R, = —£Tr[r,U'8,U].
Assim para chegar ao mesmo resultado de [WW92] basta subtituir na nossa expressio R =+ —L
eL— R
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Com a ajuda dos resultados do apéndice C, explicitamos:

Vo = 2f”2/ dz/ pdp{ (F2 + 3 (F2 + t2) + 26342
- - HERA - La-ai-a) 63

onde 8 =m,/2ef, , t; = %IFL to e“F

Usando os produtos triplos do apend1ce C e reunindo os vérios termos, obte-
mos:
o 1, 1,
Ve = [ dUf2 - PR+ ) - () + )L
1 ! ! — ]. ! o~
+—€_2Fl (F12 — t%)Rbirlarlz e ( F2)(F 2_ t2)LM”I‘1b’I‘2i
3 —
@(emnaLmiLnj)(ersbR'rist) + mfrfzrlar2b3132}- (539)
Recuperando ainda os resultados do apéndice C e definindo 1 =7 e 2 =7
temos
= [dr{-[s2+ (F + &+ F + )] x
[81t182t2(1.2)( ab — 1b2a) e t101 (F2 - 02t2)6ab — t101 (le - Cgtg)iaib
_(Fl — Cltl)CQtQ].a].b — (Fl — Cltl)(F2 — Cgtg)(1.2)1a2b —+ €abj1j81t162t2
—(I X §)a§b81t1 (FQI — C2t2) - tlclt232€bak§k - (Fll — cltl)t2s2(I X i)bia]

]. ! 7 -~ - bl o~~~ 1 A~ A A A
+—2F1 (F12 - t%)[—(l X 2)b1a82t2 - tQCQ].a].b — (F2 — CQtQ)(]..2)].a2b]

+

1 ! - _—~ o~ 7 ~ A~
e ( F2)(F2 - t2)[(1 X 2)a2581t1 + tlcl2b2a + (Fl - cltl)(1-2)1a2b]

+4;e2[5abt2cft§cg + 32t2tlcl2 2,, F2132t2tfcfeabﬂ~

+(Fy — coty)tacot2c(8ap — 242) + $2242C2 1,1, + s2252421,1,(1.2)

—Fys0t352t2 (2 x 1)1, + (F — t2c2)32t2(1alb —1,25(1.2))

+F131t1t202€baj1j + F131t132t2(1 X 2) F;sthF{sltl(dabT.i - Tbia)

+F 511 (Fy — t2€2)ta¢2(€pas 25 (1.2) — (1 x 2)524)

+(F| = tic))trert2c(8ap — 1a15) + (F, — trer)tier 52622026 — 1,25(1.2))

~(Fy = tic)tic1 Fysata(€apn1n(1.2) + (1 x 2),1)

+(F} — i)t (Fy — eata)tacy (8up(1.2)° — 12,(1.2) + (2 x 1)a(@ x 1))
+m2 £2515,142} (5.40)
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Os termos sublinhados se anulam apds integracao angular.
Usando as relagdes de integragio angular do apéndice C, o potencial V& pode
ser desmembrado tensorialmente na forma

Vi = Vssbap + Vi [37aFs — bas)] - (5.41)

Projetando a matriz de rotagio nos estados dos nicleons[Ad87|[WW92]:

(NN | Doy (C)| NN = N'ID Ny) (N3 |DS)| V)
- et « - Pl
= é(‘l'(l).‘l'(2))0((11)0£2) (5.42)

que tem embutida a quantizacdo do modelo de Skyrme. Em outras palavras através
desta relagdo de projecdo e proibindo troca de isospin-2 que passamos do modelo
com rotagdo cldssica para o quantico.
Reunindo os resultados e substituindo em (5.35), a expressao para o potencial
fica:
Van = Vo + 7W.70[0® @BV + S15(7) Ve (5.43)

onde Vss = Vss/9, Vi = Vr/9 e Si2(F) = 36M.7 0@ .7 — 0).0®@ é o0 operador
tensor.

Explicitamente,
o0 o0
Vss = é?g pdp / dz x

{~[f2 + = (F + 8 + F2 +2)] %

[281t1$2t205 3t101t202 - tlch tQCQFl (F{ — C1t1)(F2, - 02t2)6¥2]
1
~5H (F? - 1) [F2e? — (1 — o)esta)]

B (R - ) [Fe? ~ (1 ~ a)eun)]

+52 —tita[3t1t2cic + titashel + titasics + titysisia’

+2(F1 - clt1)01t202 + 2(F2 - 02t2)c2tlc1 — 2F2,S2F{Sla
+(F] — eit1)ersita (1 - 012) + (Fy — coty)ca83ty (1 — a2)

, , ) 4d2p2
+(F] — c1ty)er(Fy — cate)ea(2a” + r2r2 )]
51000} (5.44)
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127 [ 00
Vo = 5 [ pdo [ dsx
T 93 Jo pap —0 z
1, ,
{*[f? + ;E(F12 +#2+ F2+12)] x
3p2 3p2
[_tlcl(Fé — cate)(1 — 5%) — toca(F] — e1t1)(1 - 5@)

—s1tysatala — §L2) — (F! — c1t1)(FL — epta)afa — —”2—)
27179 172

LR (Fr-8) [tzcz(l - gg + (B — aats)aa — §L>]

__:3}?2’ (F2’2 - tg) [tlcl(l - gf—;) + (F] — city)a(a — gr{%)]

+—23§t1t2 [tltzsgcf(l — 5%) + tytasicy(1 — g‘f—;) + titastszo(a — g%;)
—(Fy — caty)eaticia(o — gg) — (F] — erty)ertacs (1 — gf—;)
+(Fy — c2t2)c2tlsf (1 — %f—; —ala— grlii;)) + Fis1Fys0(a —
+(F} — c1t1)eit1 55 (1 - %g —alo— %%))
—(F] — e1t1)ey (Fy — cata)eo (a(a - g%) + 22227:0;)]

+mf,f,fs18§(a - g%)}

onde a = 71.75.

Para expressar as integrais de Vsg e Vr em termos da variavel adimensional u
basta multiplicar tudo por 2= e fazer f, — 1, e = 1 e m, — f.

Os resultados obtidos nesta se¢do indicam que o modelo de Skyrme d4 origem
a um potencial de interacdo contendo termos central, spin-spin e tensor. Em
principio, esse potencial descreve as interages para quaisquer valores de distancia
relativa entre os skyrmions. No caso de distancias grandes, é razoavel esperar que
os resultados validos para nicleons puntiformes sejam recuperados.

Para nitcleons puntiformes, o termo de longo alcance do potencial é gerado
pela troca de um pion-VZ5ZF (OPEP=one pion exchange potential)[Mac87] e

73

(5.45)



dado por (r# 0):

1 m g NNm 2 3 3 e—mwr
yorEP _ 2 Mm ( il W) W 7@ |V 5@ L 5. (7 1
WS Caty ) T T |00 PO et st |

(5.46)
No modelo de Skyrme, por outro lado, a constante de acoplamento é dada pela
eq. (4.135)

4 MN
9NN = 3557 C (5.47)
Por isso, podemos esperar que, assintoticamente, com d — 0o, tenhamos:
2
1 /(mm My e "
Vss = = ~Cc| =~ 54
§3 3 (362f7r ) 4 mgr (5.48)
2
1/{ mm, My 3 3 e MaT
Vi = | =—+ — |1 4
T 3 (3@2f,r C) 4 ( + Myt + (m7r7‘)2) My T (549)

Na figuras 5.2,5.3 e 5.4 mostramos as funcdes de perfil Vo(2d), Vss(2d) e
Vr(2d), dadas pelas egs. (5.38) (5.44) e (5.45) para o caso de pions massivos, para
os conjuntos de parametros f, = 54 MeV e e =4,84 ¢ f, = 93 MeV e e =4,0.

Potencial central
1500.0 — — —

1000.0 - 7
=
©
<
O
>
500.0
0.0 :
0.0 4.0 6.0

Figura 5.2: Potencial central usando o ansatz produto para os pardmetros f, =
54MeV, e =4,84 (tracejado) e fr = 93MeV, e =4,00 (linha continua).
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Potencial spin-spin
30.0 T .
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Figura 5.3: Potencial spin-spin usando o ansatz produto para conjuntos de
pardmetros f, = 54MeV, e =4,84 (tracejado) e f, = 93MeV, e =480 (linha
continua).

Inspecionando a figura 5.2, notamos que o ansatz produto d4 origem a uma in-
teragdo central que é repulsiva. Este resultado estd em desacordo com as previsoes
dos potenciais fenomenoldgicos existentes atualmente como por exemplo os po-
tenciais de Paris[Lac80], Argonne[Lag81]|Wir84] e Bonn[Mac87], principalmente
no que diz respeito a regido intermediaria, que deve ser atrativa para explicar a
saturacdo da matéria nuclear e as defasagens de onda 'Sy no espalhamento NN.
Porém na solugdo numérica exata| WW91] aparece um potencial central atrativo,
revelando a enorme capacidade de previsao do modelo.

As figuras 5.3 e 5.4, por outro lado, mostram os potenciais spin-spin e ten-
sor. Em ambos os casos, para grandes distancias, as curvas convergem para as
correspondentes ao OPEP, como verificado. Para distancias pequenas, por outro
lado, ambas as curvas sdo suaves e limitadas, ao contrdrio do que ocorre no caso
de particulas puntiformes. Esse resultado indica que, previsivelmente, o tamanho
finito do skyrmion elimina as divergéncias na origem das interagdes de particulas
puntiformes. -

Nas figuras 5.5, 5.6 e 5.7 apresentamos o potencial obtido a partir do ansatz
produto, das solugdes numéricas exatas e o potencial de ParisfWW91] para V¢, Vss
e Vr respectivamente.
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Potencial tensor
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Figura 5.4: Potencial tensor usando o ansatz produto, para os parametros f, =
54MeV, e =4,84 (tracejado) e f, = 93MeV, e =4,08 (linha continua).
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Fig. 5.5 A parte central da interagdo nticleon-nicleon

V¢ (1) para o calculo exato [WW91] (curva sélida), o po-
tencial de Paris [Lac80] (linha tracejada), e o ansatz pro-
duto(linha pontilhada). ‘S"t 43 MV , T q‘qg
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Fig 5.6 A parte spin-spin do potencial niicleon- Fig 5.7 A parte tensor do potencial nicleon-
nucleon Vss(r) com as curvas conforme a Fig 5.5. micleon V(r) com as curvas conforme a Fig.5.5.
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5.5. Ansatz Produto: Violagao de Simetrias

O ansatz produto foi originalmente proposto pelo préprio Skyrme[Sk62]. Sua vir-
tude é a aditividade do nimero bariénico como mostrado na se¢ao 5.3. Entretanto,
ao admitir que o Skyrmion ¢é feito a partir de uma “pasta” mesonica, esta tem
de satisfazer as simetrias e as propriedades dos pions. Nesta se¢ao apresentamos
quatro argumentos, que sugerem que uma formulacao baseada no ansatz produto
nao é livre de problemas. Esses quatro argumentos dizem respeito a paridade G,
a existéncia de uma componente azimutal, a problemas com a simetria quiral e a
dependéncia dos resultados com a ordem em que os nicleon sdo considerados.

A paridade G é uma propriedade tipica das interacoes de pions. A interagao
forte de hidrons nao estranhos é invariante sob transformagido da paridade G ,
G = Cexp(inly), onde C é o operador conjugacao de carga e I, é a componente
y de isospin. Agindo sobre o campo do pion temos:

Gr)y=—|m).

O pion tem, portanto, paridade G negativa. Um sistema de n pions tem paridade
G igual a (—1)". A conservagao da paridade G prevé que as interagdes puramente
pibnicas s podem ocorrer envolvendo vértices com um nimero par de pions. Por
exemplo, dois pions livres nao podem interagir e gerar trés pions. Assim, numa
densidade de Lagrangiana de interacao que conserve paridade G, devemos ter
apenas termos com nimeros pares de campos de pions. E importante ressaltar
que essa propriedade deve ser respeitada localmente, como é caracteristico na
fisica de particulas.

Um primeiro do ansatz produto é que ele da origem a uma Lagrangiana de
interacao entre dois nucleons em que hé termos que correspondem a um nimero
impar de pions, como indicam os elementos sublinhados na expresséo (5.40). Esses
termos violam, portanto, a paridade G. Mas essa viola¢do € pontual, ou seja, apds
integracdo sobre o volume estes termos se anulam.

O segundo problema do ansatz produto é a existéncia de uma componente
azimutal na variavel dindmica. Se explicitarmos o campo Up em termos dos
campos pionicos, teremos:

UP — U1U2 — eiT.frlFl ei‘r.ﬁ‘ze
1 .
= ﬁ[0102—71'1-7f2]+z7'.(—7f1 X Ty + 017 + 0271) (5.50)
- ™

onde 07 = /f2—7w? e 09 = 4/f2—~ w2. Esse resultado equivale a dizer que a

varidvel dindmica do problema, é

T = —1 X Wy + 0,79 + 027, (5.51)
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O problema com esta variavel é que o primeiro termo tem a paridade G posi-
tiva e corresponde a uma componente azimutal que pode ser invertida pela troca
U Uy — UyU;. Assim, existe uma arbitrariedade na definicao da varidvel dindmica,
o que contradiz o fato de estarmos tratando de um sistema formado por dois
nucleons idénticos. Esse problema ja foi detectado anteriormente por Nyman e
Riska[Ny86|, que propuseram o uso da combinagao simetrizada

1
Ups(ri,r2;7) = ﬁ(U1U2+U2U1), (5.52)
onde
N =[1 - s2s3(1 — 71.7%)] V2. (5.53)

O fator N de normalizacio tem de ser introduzido para garantir UTU = 1
em qualquer ponto do espago. Esse fator complica o cdlculo consideravelmente e,
na prética, s6 cdlculos para R>1,5fm foram feitos[Ny86], onde as derivadas de N
podem ser presumidamente ignoradas|Ei88].

Outra possibilidade é o ansatz simetrizado proposto por Nathanson e Eisen-
berg [Nat93] na forma

U — eiT.(frlF1+fr2F2)

Entretanto este ultimo ansatz se mostrou ainda mais repulsivo que o ansatz pro-
duto e n&o conserva carga baridnica para curtas distancias. A carga bariénica ndo
é conservada pois a fungao de perfil é descontinua sobre os centros dos skyrmions,
o que acarreta “fuga de carga baridnica”?. Isto pode ser mais facilmente com-
preendido no caso unidimensional com carga topolégica ¢ = 1. Imaginemos o
mapemento continuo de um eixo infinito z(—o0, +00) para uma circunferéncia
varrida por um angulo ¢(0,27). A carga topolégica serd

= % / ;°° %dz _ % [ (+00) — p(—00)] = % r—0=1.  (554)

Se ¢ é descontinua em um ponto a entdao

0 = 5 [ o= o [p(+oo) - play) + plo-) — p(-oo)
_ . plas) —pla) (5.55)

2T

e se p(ay) > p(a_) teremos ¢ < 1,dai a fuga de carga topoldgica.

2Tsto nos foi chamado 3 atencdo pelo Prof. J.M.Eisenberg no encontro de Fisica de Hédrons
em Mangaratiba, RJ, 1996.
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O terceiro problema associado ao ansatz produto vem do fato que, para dois
skyrmions, a varidvel dindmica leva a uma forma esquerda dada por

LY = uvlvle, ()
= USUL8,U0)U, + USUTUL (8,U7)
= Uf (L - RD) Uy (5.56)

Ao empregarmos esse resultado na Lagrangiana, os fatores UJ e U, desapare-
cem mediante o uso da condi¢do de unitariedade. Assim, o ansatz produto da
origem a correspondéncia

LY - LM —- RY. (5.57)

O problema com este resultado é que ele ndo é “covariante” quiral, ja que o
membro direito envolve uma forma esquerda LE}) e a forma direita Rl(f), que tém
propriedades opostas por transformagcoes axiais.

O quarto problema com o ansatz produto é que, no caso de trés ou mais
particulas, ele produz expressdes altamente assimétricas pela permutacao dessas
particulas. Por exemplo, no caso de trés particulas, temos

LY = Uluiula,(U,U,Us)
= UIUSUT(8,U0)U,Us
+U3(0,U2)Us (UL Us)
+U3(8,Us) (U3U3)
= UIUH(LY — RYU, — RO1U;,. (5.58)

Como no caso de dois corpos, o uso deste resultado na Lagrangiana produz o
desaparecimento dos campos U;r e U; e equivale a correspondéncia

Lf - ul(Ld) — R)U, — R®, (5.59)

que € altamente assimétrica nos indices das particulas. Este problema ndo pode ser
resolvido por meio de simples manipulagoes deste resultado, indicando a existéncia
de um problema intrinseco no ansatz produto.
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6. OBSERVAVEIS NUCLEARES E AS MASSAS
DOS QUARKS

Recuperando a questao do capitulo 3, Qual a dependéncia do potencial NN em
fung@o das massas dos quarks [Coh92]? Um célculo explicito usando o potencial
de Bonn[Mac87] leva a ambigiiidades nas derivadas das constantes de acoplamento
e das massas dos mésons em relagdo & massa do quark[Coh92].

Mostramos no capitulo 3, que é possivel fazer a derivada do potencial NN em
relacdo a massa do quark sem ambigiiidades. Usando uma Lagrangiana que s6
envolve pions e a relagdo de Gell-Mann-Oakes-Renner(GOR), podemos calcular
derivadas de quantidades de um e dois nicleons em relacdo a massa do quark
derivando em relacao a massa do pion. Nos capitulos 4 ¢ 5 descrevemos o mo-
delo de Skyrme e a interacdo NN com o ansatz produto quantizado. O ansatz
produto permitiu calcular os potenciais central (Vi) , spin-spin(Vss) e tensor(Vr)
com razoavel acordo qualitativo com o cédlculo exato e com potencial de Paris.

Neste capitulo calcularemos as derivadas mq%aq, mq%—vnff e mqg—:};— usando o
modelo de Skyrme e a relacao de GOR, conforme discutido no capitulo 3 eq.
(3.34). Aproveitamos também para calcular a variacdo dos diversos observéveis
de um corpo em fungao das massas dos quarks, procurando responder a uma nova
pergunta, como variam 0s observdveis de um nicleon com as massas dos quarks
de corrente?

6.1. Observaveis de um corpo

Iniciaremos calculando os observéveis de um corpo. Variando a massa do pion de

um pequeno valor calculamos numericamente as quantidades mfr%i"{%, mf,ggﬂnfl";r—"’

2 894 : 89xnn 894
Mo omz - Listes resultados correpondem ao termo sigma(Xy), my o € Magmes
respectivamente. Os resultados dessas derivadas juntamente com as dos outros

observaveis sdo apresentados na tabela 6.1.
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Tabela 6.1-Observaveis de um corpo
fr=954MeV e=484| f, =93 MeV e =4,0 | Experim.
9] myg (,;"Tf [9) q;;% 0]
My | 938 MeV | 52,2 MeV | 1818MeV | 59,6 MeV | 938 MeV
(r?) iy | 068fm | —0,064fm | 0,51fm | —0,034fm | 0,72fm
(rpr_, | 1,04fm | —0,25fm | 087fm | —0,21fm | 0,88fm
()i | 0,96fm | —0,12fm | 0,72fm | —0,072fm | 0,82fm
(e | 1,04m | —025fm | 0,87fm | —0,21fm | 0,80fm
Lip 1,96 —0,20 3,08 —0,47 2,79
N —1,23 0,25 —3,31 0,52 —1,01
Lat+ 3,08 —0,34 7,56 0,83 | 4,6-6,7
BN a 2,27 —0,32 5,15 —0,70 3,20
ga 0,65 ~0,064 1,01 —0,069 1,23
9NN 11,88 —0,022 20,35 —0,33 135
grNA 17,81 ~0,032 30,53 —0,49 20,4

Os célculos foram realizados com dois conjuntos de parametros, f, = 54MeV
ee= 4,84 [Ad87] e fr = 93 MeV e e = 4,0 [Hol90] com m, = 138MeV. Na
tabela 6.1, os valores do termo sigma do nicleon estdo incluidos. O termo sigma
por nds calculado estd em acordo com o calculado por Adkins e Nappi [Ad84] e o
mencionado em [Hol95] (sem corre¢des de loop) e préximo do valor experimental
(Xn ~ 45 MeV). Adkins e Nappi[Ad84] obtiveram os valores 38 MeV e 49 MeV
s6 que considerando apenas a contribuicao do termo de quebra de simetria e sem
usar a relacdo de GOR.

Na tabela 6.1, observamos que as contribui¢oes das massas dos quarks para os
raios eletromagnéticos sao negativas e da ordem de até 25%. A massa finita do
pion explica o decréscimo do raio do nicleon. Os momentos magnéticos também
apresentam um decréscimo em valor absoluto da ordem de 10% a 20%, quando
a massa finita do pion é considerada. Isto é uma conseqiiéncia da diminui¢ao do
momento de inércia ji que o raio tende a decrescer. Nas egs. (4.131) e (4.132), 0
termo dominante nos momentos magnéticos € o momento de inércia, o que explica
o comportamento observado.

As constantes de acoplamento axial decrescem da ordem de 10% com a massa
finita do pion. Fisicamente, isto é similar ao que ocorre com os momentos
magnéticos, pois a constante de acoplamento axial também reflete em parte a
distribuicao do spin no nicleon. As constantes de acoplamento g,yn € gzya tem
valores muito diferentes nos dois conjuntos de parametros da tabela. Elas sdo
o resultado da subtracdo de grandes quantidades. Entretanto, no caso de g,nn,
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as derivadas mﬂ%’ﬂf—”, o termo sigma e mqg’i sdo consistentes com a relagao de
q Mg
Goldberger-Treiman[GT58],[Che94].

6.2. Observaveis de dois corpos

A derivada mq%ﬁf foi calculada numericamente no modelo de Skyrme usando o

ansatz produto quantizado. Foi calculada a interagao NN na descricao skyrmion-
skyrmion e foi recalculada para uma pequena variacdo na massa do pion. Assim

; ; : avg avr 8Vss 5
obteve-se numericamente as quantidades my52, meg T € Mg . Elas sdo

mostradas nas figuras 6.1,6.2 e 6.3, respectivamente. Pode-se observar as con-
tribuicoes de cada termo da Lagrangiana. Ao contrario do que se poderia imagi-
nar, a contribuicdo do termo de quebra de simetria & derivada do potencial nem
sempre é dominante. Na figura 6.1, para derivada do potencial central, vemos
que o termo de quarta ordem (L4), definido logo apés eq.(4.34), tem contribuic¢ao
muito importante e ndo pode ser desprezado em nenhuma das regides. Nas figuras
6.2 e 6.3 é interessante notar que a longas distancias (>3fm), £, e L, se cancelam
restando somente a contribuicio de L,.

Na figura 6.4 a derivada do potencial central é comparada a contribuic¢do ao
potencial originada apenas pelo termo de quebra de simetria correspondendo ao
tltimo termo na eq.(5.38). Comparando 6.1 com 6.4 pode-se também observar
que a derivada do termo de quebra de simetria é muito similar ao préprio termo
de quebra de simetria. Este resultado permite concluir que a derivada da fungao
de perfil F' dos skyrmions ndo é critica no termo que quebra simetria, porém a
variacdo de F’ com a massa do quark passa a ter um papel importante ji que L4
domina em mqg—% .

Ainda na Fig.6.4, os cdlculos mostram que hd um minimo em torno de 1,0
a 1,5 fm com valores em torno de -20MeV, enquanto a curta distdncia apresen-
tam repulsdo. Os minimos de cada conjunto distam entre si cerca de 0,3 fm, o
que corresponde aproximadamente a duas vezes a diferenca no raio do nicleon
encontrado na tabela 6.1.
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Potencial Central (f=54MeV , e=4,84)

T T T T
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-40.0 S 1 A [ !
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Figura 6.1: Derivada do potencial central em relacao a m, e as contribui¢oes de
cada termo da Lagrangiana, pardmetros f; = 54MeV e e =4,84.
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Potencial spin-spin
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Figura 6.2: Derivada do potencial spin-spin em relagdo a m, e as contribuicoes de
cada termo da Lagrangian, pardmetros f, = 54MeV e e =4,84.
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Potencial Tensor

m,dV./dm, (MeV)

4.0 6.0

Figura 6.3: Derivada do potencial tensor em relagdo a m, e as contribuigées de
cada termo da Lagrangiana, pardmetros f, = 54MeV e e =4,84.
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Potencial Central
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Figura 6.4: Comparacdo entre a derivada do potencial central em relacdo a m,
(legendado para os dois conjuntos de pardmetros) e a contribuicdo do termo de
quebra de simetria para o potencial central com os parametros f, = 54MeV ,
e =4,84(linha grossa traco ponto) e fr = 93MeV , e =4,0(linha grossa continua).

As figuras 6.5,6.6 mostram as derivadas do potencial spin-spin e tensor sdo
comparadas as extraidas do potencial de troca de um pion (OPEP)!, apresentadas
no apéndice E, onde g4, fr e mq 324 foram tomados da Tabela 6.1. Ambas as
figuras mostram que para dlstanc1as superiores a 3fm a derivada do potencial
se reduz aquela prevista pela derivada do OPEP. Isto era de se esperar pois a
longas distancias os potenciais spin-spin e tensor calculados a partir do modelo
de Skyrme se reduzem ao OPEP. A curtas distancias as derivadas usando OPEP
divergem enquanto que para o modelo de Skyrme revelam o fator de forma. No
caso do potencial tensor as derivadas encontradas no OPEP s3o negativas a curtas
distancias, enquanto as provenientes do ansatz produto sdo positivas.

A seguir faremos uma comparacgao das derivadas dos potenciais com a diferenga
Y (m==138) _ y/(m==0} er cada um dos potenciais Vi, Vss, V. Na fig.6.7, para f, =
54MeV e e =4,84a diferenca V™ =138 — v {™ = (quadrados cheios) é compardvel
a mq a (linha tracejada), podemos observar 0 mesmo para f, = 93MeV e e=4,0,

Vc(vm"_138) _ VC(,’"" =0) (circulos) e m, 2% a (lmha continua).

1A comparagdo com a derivada do OPEP foi sugerida na ref. [Rob97].
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Potencial spin-spin

2.0

—— 1pi=93MeV , e=4.0
— — - fpi=54MeV , e=4.84

m.dV /dm,_ (MeV)

Figura 6.5: Comparagao de m,0Vss/0m, (legendado para os dois conjuntos de
pardmetros) com quVSOSP EP &m, para os conjuntos de pardmetros: f, =54MeV,
e=4,84 (trago ponto) e fr = 93MeV, e=4,0 (pontilhado).

Potencial Tensor

02 F AN fpi=54MeV 1
/AN e=484
. 00
>
[0
=
g -02
3
>
.cu'
£ -04
06 Jy .
/ !
'08 PR " il 1 1 L |
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
R(fm)

Figura 6.6: Comparagdo de my0Vy/0m,(indicado por setas para os dois con-
juntos de parametros) com m,0VSFEF /dm, para os conjuntos de parimetros:
f==54MeV, e=4,84 (trago ponto) e f,=93MeV, e=4,0 (pontilhado).
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Na fig.6.8, para f, = 54MeV e e =4,84 a diferenca Viz~="¥ _{77= (quadra-
dos cheios) é similar a m, %V (linha tracejada). Foi constatado que a distancias
acima de cerca de 3 fm, a dlferenga entre os potenciais com pions com massa finita
e zero sao essencialmente idénticos aos resultados obtidos com o OPEP.

Na fig. 6.9, para f, = 54MeV e e =4,84 a diferenca V™ =13 _ y(m==0)
(quadrados cheios) é qualitativamente a mesma que m, gv (hnha tracejada). A
distancias acima de cerca 3 fm, as diferencas entre os potenciais com pions com
massa e sem massa sd0 dadas pelas diferenca entre os OPEPs correspondentes,

como foi observado.

80.0 & — T
b —— f=93MeV, e=4,0
60.0 ——- f=54MeV , e=4,84 -

40.0

20.0

m.dV/dm, (MeV)

0.0

-20.0

-40.0 : .
0.0 2.0 4.0 6.0

R(fm)

Figura 6.7: Derivada do potencial central em relagdo & massa do quark (legendado
para os dois conjuntos de pardmetros) comparada a Vém”=138) — Vém”zo) para os

dois conjuntos de pardmetros: quadrados cheios (f; = 54MeV e e =4,54) e circulos
(fr = 93MeV e e =4,0).

Os célculos numéricos mostrados nas figuras 6.7,6.8 e 6.9, permitem concluir
que Mg 6‘%” ~ V(m"’m) V(m’r =0, Esta derivada pode ser interpretada como
q

E)
a contribuicao da massa finita do quark para o potencial nicleon-niicleon. Os

célculos s&o indicativos da dependéncia da interacdo skyrmion-skyrmion com a
massa dos quarks na , e se apdiam na aproximacao do ansatz produto. E inter-
essante observar que as quantidades mqa—VM para os trés canais sao significativas
justamente abaixo da regiao de 2fm onde qo valor absoluto do potencial NN na
aproximacgao do ansatz produto é apenas grosseiramente correto.
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Potencial spin-spin
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Figura 6.8: Derivada do potencial spin-spin em rela¢do & massa do quark( legen-
dado para os dois conjuntos de pardmetros) comparada a Vé?"zlss) - VS(?FO)

para os dois conjuntos de pardmetros: quadrados cheios (f, = 54MeV e e =4,54)
e circulos (f; = 93MeV e e =4,0).
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Potencial tensor

—— - fpi=54MeV e=4,84
—— fpi=93MeV e=4,0

mdv,/dm, (MeV)

Figura 6.9: Derivada do potencial tensor em relagdo & massa do quark(legendado

para os dois conjuntos de pardmetros) comparada a V=138 — y(m=0 parg

os dois conjuntos de parametros: quadrados cheios(f, = 54MeV e e =4,84) e
circulos(fr = 93MeV e e =4,0).
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Resumindo, foram calculadas as derivadas do potencial Skyrmion-Skyrmion

com respeito as massas dos quarks, mqa—VM no ansatz produto quantizado. Elas

om.
foram relacionadas a m?2 22X BV usando a relagao de Gell-Mann-Oakes-Renner, que

tornaram o célculo poss1vel Elas foram comparadas as derivadas obtidas a partir
do OPEP e estdo em acordo entre si para distdncias acima de 3 fm. Os elementos
de matriz das derivadas de Vyy no estado nuclear é parte do termo sigma nuclear.
As magnitudes das contribuigbes das massas dos quarks com o potencial nuclear
se revelaram aprecidveis. As derivadas dos observaveis do nicleon foram também
calculadas e as massas dos quarks contribuem para os observaveis de 10 a 20% .
Conclusoes mais definitivas sobre a dependéncia do potencial NN em relagdo as
massas dos quarks devem ser extraidas a partir de calculos exatos da interagdo
skyrmion-skyrmion, o que vai além do presente trabalho.

Em seguida, calcularemos os elementos de matriz das derivadas de Vyy nos
estados fundamentais dos nicleos para calcular o termo sigma nuclear.

6.3. Contribuicao do Potencial NN para o termo ¥ nuclear

O potencial NN extraido a partir do ansatz produto nao é realistico na medida em
que ngo possui a atragao central na regiao intermedidria. Isto ndo pode ser igno-
rado pois significa que nao ha estado ligado com este potencial. Decidimos entao
abrir mao da consisténcia e, a partir da derivada do potencial calculado, pode-
mos, numa primeira estimativa, obter sua contribuigdo ao termo sigma nuclear
usando densidades de carga obtidas do espalhamento eldstico de elétrons[JVV74].
Faremos a suposicdo de que a densidade de carga devidamente normalizada é
aproximadamente igual a densidade nuclear.

Nesta se¢do analisaremos a contribuicdo do potencial ao termo sigma nuclear
do déuteron usando fungdes de onda de potenciais fenomenoldgicos. Para os
nucleos mais pesados usaremos a aproximacgao de Hartree. Posteriormente faremos
corregoes ao calculo do termo sigma nuclear, considerando fungdes de correlagao
no cédlculo de Hartree e também contribuigdes cinéticas.

6.3.1. Déuteron

No caso particular do déuteron, tomamos o elemento de matriz
= Gl g ) (61)

O spin do déuteron é 1 suas projegdes encontram-se em estado tripleto e portanto
é um singleto de isospin(I=0,I,=0). A funcdo de onda do déuteron normalizada
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é dada por [EW8S]
utr) , () 1

T T

Yo = Py_ym = (4m) { —512( )} X1M- (6.2)
sendo respectivamente u e w as componentes de onda s (3S;) e d (3D;) do déuteron
extraidas do potencial de Reid [Rei68] disponiveis na internet ( http://nn-online.sci.kun.nl
) [Rei93] e a normalizagio é tal que [;° dr (u® + w?) = 1. A componente de spin
x1m = |LM) é tal que leXJ{M =1er =|r; —ry| é a distdncia relativa entre os
nicleons.

Devido a ortogonalidade entre as fungoes onda s e d (descrevem momentos
angulares L = 0 e L = 2, respectivamente) , a parte do termo sigma do déuteron
que vem do potencial central serd simplesmente

o = (onda-slmqgv |onda—) (0nda—d|mqgv londa-d) (6.3)

_ 2 2
= /0 drumy, qu +/0 drw‘m (6.4)

7 amq

onde usamos fdQXJ{M%Sm(TA)%Sn(TA)le = 4.
Podemos calcular também o valor da contribui¢do do potencial tensor para o
termo sigma do déuteron. Pelo teorema de Wigner-Eckart, o elemento de matriz

(onda-s| mqgﬁm |onda-s) é nulo. Restam portanto os elementos (onda-s| ana—vﬁm‘lL |onda-d),
onda-d|m, Qﬁﬂm onda-s) e (onda-d|m,2enser |onda-d) . Assim os dois primeiros
q 9 8mg

elementos contrlbulrao na forma

Vensor
2 (onda-s| m, v |onda-d)

omy

= 2 (onda-s| T(l).r(z)Slz(?)mqg—Zz |onda-d) (6.5)
q

Mas 7172 = 2[I(I +1) — 3/2] e no caso do déuteron , I = 0, e esse fator ser4
-3. Substituindo as fungbes de onda s e d temos

EzH(sd)

_ ., .. OVp(r w 1
Py = ) [ () xlaESuahme o (7)™ S

00 oVr(r

= —6\/§/ dru {mq r )] w. (6.6)
0 omy

Na tabela 6.2 relacionamos os resultados para o déuteron em cada onda com

as contribuigbes mais importantes. A contribuicdo do potencial spin-spin é bem

menor que as contribuicgdes calculadas.
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Tabela 6.2- termo sigma do potencial NN no déuteron

fr=b54MeV e=4,84 fr=93MeV e=4,0
Yy (MeV) [EV, /A (MeV) | ¥, (MeV) | 2 /A (MeV)
(onda-s| m, 572 |onda-s) -4,83 -2,42 -4,22 -2,11
(onda-d| my5/Z Jonda-d) -0,47 -0,23 -0,48 -0,24
2(onda-s| mqa—va‘fﬁﬂ— londa-d) +0,70 +0,35 +1,10 0,55
total -4,60 -2,30 -3,60 -1,80
6.3.2. A> 2

O modelo de Skyrme proporciona naturalmente forcas de dois, trés e mais corpos.

Ainda assim, é provavelmente uma aproximagao bem razoavel ignora-las todas no

célculo do termo sigma nuclear, exceto as contribuicoes provenientes do potencial

de dois corpos. A contribuicdo do potencial NN para o termo sigma nuclear pode
Ser expressa por X

EV = <\I’A| 5 Z mq

i#]
Assumindo a aproximacao apresentada no apéndice F), teremos

o= _A(A%l_) /d3r1p(r1) /d3r2p(r2)mqw (6.8)

omy

Wi 19, (6.7)
q

dmy

sendo que [d®rp(r) =1 e A é o niimero de nicleons. Na matéria nuclear
Com intencao de efetuar calculos numeéricos para nucleos esféricos, podemos
abrir esta tltima expressdo na forma

A(A-1 oo oo 1 oV(lr; —r
oY = ¥4ﬂ/0 dr2r§27r/0 dryr? /—1 d(cosem)p(rl)p(m)mq%‘]—ﬂ)
(6.9)
onde |r; — ry| = [r? + 72 — 2(cos 012)r1r2]1/2 e 015 é 0 Angulo entre r; e r,.

Na matéria nuclear simétrica os potenciais de spin-spin e tensor ndo devem
contribuir na aproximacao de Hartree, uma vez que a magnitude das derivadas
do potencial spin-spin e tensor sdo muito menores que a derivada do potencial
central. Assim s6 a derivada do potencial central deve contribuir para ZY neste
limite. )

Na tabela 6.3 estdo relacionados nossos cilculos de % usando (6.8) e as den-
sidades obtidas a partir do espalhamento eldstico de elétrons [JVV74]. Neste
célculo inicial assumimos que prétons e néutrons possuem a mesma distribuicdo
de densidade. Os resultados do déuteron foram incluidos nesta tabela. No caso
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do déuteron verifica-se que para uma ligagdo NN temos uma contribuicao de

-3,60MeV(fr=93MeV e=4,0). Era de se esperar que para niicleos mais massivos
pudéssemos contar o niimero de ligagoes NN. Por exemplo, para o *He podemos
contar 6 interagoes NN e portanto deveriamos ter 6x-3,60MeV=-21,6MeV que é
um valor, em médulo, abaixo do calculado -34,5MeV. Podemos talvez explicar isso
pois o déuteron é muito “grande” e sua interacdo NN é mais fraca que no *He. O
tritio (®H) (ou o *He) possui 3 interagdes NN e estima-se que seu termo sigma nu-
clear deve ter entre 3x2¥; = —10,8 MeV e BXEYﬁe/G = —17,2MeV. Portanto esti-
mamos um valor médio de —14MeV para, o tritio. O mesmo deve valer para o 3He.
Para os nicleos mais pesados EX” é sempre menor que (nde interagdes NN) x £},
ou (n%de interagbes NN) x (EYﬁe / 6) e vai ficando cada vez menor pois a interagao

NN é de curto alcance. Ainda podemos notar que EXC /A também vai sempre
crescendo excetuando-se o caso do %”Au e do 2®Pb. A figura 6.10 mostra que o
chumbo tem distribuicao menos densa a média distdncia, que é a predominante.

\ Tabela 6.3-Termo Sigma do Potencial Nuclear

| fr=54MeV e=4,84 fx=93MeV e=4,0
Y% (MeV) | £%/A (MeV) | Y (MeV) | £4/A (MeV)

2H(Reid) -4,60 -2,30 -3,60 -1,80
4He(0F) -39,5 9,8 =345 -8,6
10p(ho) -150 -15,0 -107 -10,7
2CGpF) 2221 -18,4 -157 13,1
14N(h.o.) -269 -19,2 -188 -13,4
16Q@EpF) -320 -20,0 -220 -13,8
20Ne(2PF) -398 -19,9 -268 -13,4
24\[g(3PF) -578 24,1 -388 -16,2
325(8pF) -845 -26,4 -557 -17,4
40CapF) -1115 -27,9 =727 -18,2
56 Fe(3pG) -1777 -31,7 -1144 -20,4
118Gy (3pG) -4392 -37,2 -2763 -23.4
148Gy, (2pF) -5690 -38,4 -3556 -24.0
197 A y(?PF) -8325 -42.3 -5187 -26,3
208pp(3pG) -8484 -40,8 -5724 -25,4
p=0,17fm3 | -64,14 -64,1 -38,04 -38,0

Tabela 6.3- Termo sigma do potencial nuclear calculado com modelo de Skyrme
para interagao NN.
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Figura 6.10: Densidades normalizadas do Pb?®(linha pontilhada) e do Au!®’
(linha continua).
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Para efeito de investigacdo calculamos as contribuicdes para o L' devidas
as regides de curto (0-1fm), médio (1-2fm) e longo alcance (2-6fm) na distancia
relativa aos nicleons. Observando a tabela 6.4 vemos que para todos os niticleos,
sem excecao, a regiao de médio alcance é predominante, onde os nicleons tém
alguma superposicao.

Tabela 6.4-X¢ /A ,fr=93MeV e=4,0
0-1fm | 1fm-2fm | 2fm-6fm | 0-6fm(total)
2Hlondas) [_0.42 | -1,54 -0,15 -2,11
‘He -1,48 | -6,47 -0,67 -8,63
0 -1,48 | -7,76 -1,46 -10,7
2C -1,82 | -9,51 -1,78 -13,1
14N -1,82 | -9,69 -1,91 -13,4
- 1%0 1,85 | -9,92 -2,02 -13,8
20Ne -1,75 | -9,56 -2,09 -13,4
Mg | -2,09 | -11,51 -2,54 -16,2
529 -2,22 | -12,33 -2,85 17,4
“0Ca | -2,30 | -12,81 -3,07 -18,2
56Fe -2,54 | -14,34 -3,56 -20,4
18gp | -2,80 | -16,36 -4,27 -23,4
. Sm | -2,85 | -16,61 -4,57 -24.0
| TAu [ -3,07 | -18,20 -5,08 -26,3
- ®pb | -287 | -17,76 -473 -25,4

Tabela 6.4- Contribuigdo das regides de curto(0-1fm), médio(1-2fm) e longo
alcance (2-6fm) do potencial central NN ao termo sigma nuclear.

6.3.3. Correlacao de curto alcance

Uma correcdo considerando as correlacdes de curto alcance? pode ser incorpo-
rada na expressdo (6.8) multiplicando o integrando por funcdes de correlagio g(r)
[BJ76][Sal95], para os casos:

I) g(r) = 1-jo(ger)
) g(r) = 1—exp(—r?/R?
m). g(r) = (1-exp(-r*/a®)) +brexp(-r2/) (6.10)

onde r é a distincia relativa entre os nicleons, g. = 780MeV, R =0,75fm, a=0,5fm,
b=0,25fm =2 e ¢=1,28fm. Essas trés funcdes de correlacdo estdo apresentadas na
figura (6.11). Utilizando as funcdes de correlagio g(r), recalculamos X'C com

2Uma exposigao did4tica sobre a correlagio de curto alcance é dada por Ring e Schuck[RS80].
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Figura 6.11: fungées de correlagdo de pares de nicleons no meio nuclear.

estas corregoes e construimos a tabela 6.5. Podemos observar que I e III produzem
ligeiro aumento no termo sigma o que pode ser explicado pelo fato de I e I1I serem
maiores que 1 na regido intermediaria do potencial que é a preponderante. Da
mesma forma II produziu resultados menores ja que sua funcido de correlagao é
menor que 1 nessa regidao. De forma geral, a corre¢ao devida & correlagdo nao
ultrapassa cerca de 10% em qualquer dos trés casos.
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[ Tabela 6.5- f,=93MeV e=4,0
| (sem corr.) 1 I I11
. 'He -34,5 -39,0 | -32,5 | -39,7
. "B -107 -118 | -101 | -121
. 2C -157 -173 | -149 | -178
N -188 -206 | -178 | -213
%0 -220 -242 [ -209 | -250
“'Ne -268 -293 | -255 | -303
Mg -388 -423 [ -368 | -433
IS -557 -608 | -530 [ -630
. “Ca -727 -793 | -691 | -821
- Fe -1144 -1247 | -1089 | -1292
| %n -2763 [ -3011 [ -2638 [ -3122 |
. Sm -3556 -3877 | -3400 | -4021 |
BT Au -5187 -5650 | -4959 | -5863
208pp -5724 | -5756 | -5048 | -5970
p=017fm=3 | -38,04 |-41,14]-36,34[-42,74

Tabela 6.5- Contribuicdo ao termo sigma nuclear do potencial incluindo fungoes
de correlagdo de curto alcance citadas em [Sal95]. Unidades em MeV.

6.3.4. Contribuicao da Energia Cinética

Como vimos no capitulo 3, para cdlculo mais completo do termo sigma nuclear(X 4)
devemos adicionar as contribui¢des de cada corpo (AXy) , as contribuicdes de
energia cinética Ex dos nicleons e ¥%. A contribuicio da energia cinética foi
dada por:

Y = —SNEx/My. (6.11)

As energias cinéticas do déuteron e do *He foram extraidas do trabalho de Schi-
avilla [Sch86]. Para os nicleos mais pesados tomamos a energia cinética média
de um férmion em um gés de férmions dada por [Lan90] < Ex >= 2(2)¢;. Para
p =0,17fm™3, k; =1,36fm™!, ¢y = 38MeV e chegamos em < Eyx >=22,8MeV
por nicleon. A partir destes resultados construimos a tabela 6.6. Juntando
a contribui¢do do termo sigma de um corpo, (AXy -adotando ¥y = 45MeV-
valor experimental) podemos estimar o termo sigma nuclear total. Os valores de
% + =X irdo compor o potencial ético pion-nicleo que poderdo ser comparados
a resultados experimentais provenientes do espalhamento e 4tomos pidnicos.
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Tabela 6.6- f,=93MeV e=4,0

I

Ex(MeV) | =K (MeV) | £{(MeV) | % + £X (MeV) | (BY + =) /A(MeV)

’H 17,8 -0,86 -3,60 -4,46 -2,23
SH(est) ~60 ~-3 ~-14 ~-17 ~-5,66
SHelest) ~60 ~-3 ~-14 ~-17 ~-5,66
‘He 106 -5,09 -34,5 -39,6 -9,90
1o 228 -10,9 -107 -118 -11,8
2c 274 -13,1 -157 -170 -14,2
14N 319 -15,3 -188 -203 -14,5
180 365 -17,5 -220 -238 -14,9
20Ne 456 -21,8 -268 -290 -14,5
%Mg 547 -26,2 -388 -414 -17,2
329 730 -35,0 -557 -592 -18,5
0Ca, 912 -43 8 727 771 -19.3
56Fe 1273 -61,1 -1144 -1205 -21,5
118Gn 2690 -129 -2763 -2892 -24,5
- 5Sm 3374 -162 -3556 -3718 -25,1
7Au 4492 -216 -5187 -5403 -27,4
208ph 4742 -227 -5724 -5951 -28.6
p(0,17fm=3) | 22,84 -1,09A4 -38,04 -39,1A -39,1

Tabela 6.6- Contribuicdo da energia cinética dos nicleons e do potencial ao
termo sigma nuclear, sem correlacao NN.

99




7. INTERACAO PioN-NUCLEO

Nesse capitulo iremos calcular a contribuigao repulsiva, proveniente da interagio
nuclear, ao termo sigma e que seréd considerado no potencial pion-nicleo. Iremos
estimar a intensidade deste potencial e comparar com os valores obtidos de ajustes
aos deslocamentos da energia dos niveis de 4tomos pionicos e espalhamento pion-
nucleo.

Faremos a revisdo da interacdo pion-nicleon sob ponto de vista da simetria
de isospin na se¢do 7.1. Na secdo 7.2 iremos revisar o calculo tradicional para o
comprimento de espalhamento pion déuteron (aq), onde é incluido o termo de
reespalhamento, ainda que este calculo esteja em completo desacordo com medida
experimental recente de a,-4 [Cha95]. Por completeza, na secdo 7.3, apresenta-
mos o comprimento de espalhamento pion-nicleo na aproximacao de Born con-
siderando apenas o espalhamento simples, para fixar a nota¢ido e normalizacées.
Na secao 7.4 revisamos a parametrizacdo do potencial 6tico pion-nicleo e sua
conexao com a auto-energia do pion.

Na secao 7.5 apresentamos nossos resultados para o potencial isoescalar pion-
nucleo considerando as estimativas do termo sigma nuclear obtidas no nosso
célculo no modelo de Skyrme (capitulo 6). Mostramos que é possivel explicar
a repuls@o no canal isoescalar do potencial 6tico se for levada em conta a con-
tribui¢do do termo sigma da interagdo nuclear (XY) na interagdo pion-nicleo.

7.1. Espalhamento pion-nicleon

Assumindo a invaridncia da interagdes fortes por rotagdes no espago de isospin, o
pion e o niicleon podem ser descritos como |7 1) = |1,+1), %) = |1,0), |[7~) =
|1,=1) e |p) = ‘2, > In) = |— ——> Usando a teoria da adigdo do momento
angular podemos fazer a projecao na base do isospin total na forma [Bay69 p.351]:

)=1%%)
‘WP \[’5 %> \[|2’%>
mp) = /3|3 -3) — V&L -3)
mtn) = /1]3, 1) + §|%’%> SERVICO DE

BIBLIOTECAE
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|77n) =
Os fatores com raiz quadrada sao coeficientes de Clebsch-Gordan. Vejamos as
predicoes das seguintes reagoes

Inr) = \)ﬂw B+ Elh3)

mt+p — at+p (7.1)
TT4+p = T +p (7.2)

e a reagao de troca de carga
™™ +p— 71’ +n. (7.3)

Suponhamos que o préton esteja em repouso inicialmente e que a energia do
pion seja a mesma nos trés casos. O estado inicial estd em um estado I= 3/2,
I3 = 3/2. J4 que I é conservado ( [Hin, I]=0 ), o estado final deve também ter
[=3/2 e I3 = 3/2 e a amplitude deste processo é unicamente determinada pela
interagdo no estado de I= 3/2. Podemos chamar esta amplitude de f3/2,

m> , (7.4)

r 3 3
f3/2 =fz = —M:rd <§,ml Hiny '2‘,

onde fireq = Er—n’ﬁfm—N

Na reagdo (7.2) o estado inicial ([7~p) é a combinagéo linear de estados de
[=3/2eI=1/2. A componente I= 3/2,I; = —1/2 do espalhamento tem amplitude
de espalhamento f3/, determinada pela interagdo no estado I= 3/2 (é a mesma f3/,
pois a amplitude ndo depende de I3); o espalhamento da componente I= 1/2,13 =
—1/2 serd determinado pela interagdo no estado I= 1/2, que terd amplitude f; s,

f1/2 =fH= 'ured <;, %,m> . (7-5)

Levando em conta os fatores de Clebsch-Gordan presentes nas projegdes de |77 p),
teremos

m Hint

Aw—+p—>7r—+p = _/-;r:rd <7r"p| Hiyy ,W’p> = %fS + gfl (7-6)

Com raciocinio analogo

V2

A,,—+_p_,,,o+n = —'L;r;_d <7T-nl Hipy le—n> = —3—(f3 - f1) (7.7)
e
Agen = —%:f- (71| Hing [770) = fs. (7.8)

Até aqui fizemos uma explanagio simplificada para ilustrar como se calculam
as amplitudes de transicao projetadas nos canais de isospin. Uma abordagem

101



mais completa [EW88 p.15][Tho80] é dada pela expansao em ondas parciais em
termos dos polinémios de Legendre e suas derivadas P/(z) = dF;/dz,

Ak, K) = ZIj PI{;[(z + 1) fr i+ (W) + Uf7- (w)] Pi(cos 6)
—io.(k x k') Zl:[ Frt(w) = fri- (W) P (cos §)}. (7.9)

As ondas parciais sdo especificadas pelo isospin I e momento angular orbital I*
correspondendo a um momento angular total de J =1+ % Aqui Py é o operador
projecdo num estado de isospin total /. No espalhamento eldstico, |k| =|k'| e a
amplitude em ondas parciais(a = I1;) é

_ Neexp[2i6,] — 1
fa(k) = Tk (7.10)

onde &, € o deslocamento de fase e 7,(< 1) o pardmetro de inelasticidade. O canal
ineldstico tem o seu limiar na energia de producao de pions 7+ N — a7+ N. O
espalhamento em muito baixa energia tem contribuicao da onda s apenas e, no
limite de energia cinética zero, definimos os comprimentos espalhamento (a3, a3)
como [Lan90 p.51]

apr = lim ——"°. (7.11)

Valores experimentais para os comprimentos de espalhamento comuns na li-
teratura [EW88 p.17] sdo encontrados como

a; = 0,173(3)m;' e a3 = —0,101(4)m;". (7.12)

. . . ’ A s _ -1
Experimentos mais recentes obtiveram no dtomo piénico, ar-p_sr-p =0,0885(9)m;

€ Qr-pyron, = —0,136(1)m " [Sig95] e no espalhamento mtp, artpyrtp, = a3 =
—0,077(3)m [Fet97].
Numa forma geral o comprimento de espalhamento pion-nicleon pode ser ex-
presso por :
Qe N — bo + blt.T s (713)

onde t é operador de isospin para o pion com propriedades t3 |my) = A|m) e
t2|my) = 2|m,), T é o operador de isospin do nicleon de forma que 73 |p) = |p) ,
73|n) = —|n), 7; sdo as matrizes de Pauli e o isospin total I é obtido por

I =17 +t. Os pardmetros

1

1
bo = g (20,3 + 0,1) e b1 = 5 (0,3 — 0,1) (714)

IRevisbes a repeito do espalhamento pion-nucleon (wN) e pion-nicleo (74) podem ser en-
contradas em [Tho80][EK80 p.18][EWS88 p.15][Klu91].
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sao respectivamente os comprimentos de espalhamento isoescalar e isovetorial.
Eles podem ser também relacionados diretamente aos comprimentos de espa-
lhamento experimentais na forma

Qn-psaon = \/§b1 ’

Gr-pon-p = by — b1 (7.15)
Usando (7.12) obtemos
bo = —0,010(3)m;' e b =—0,091(2)m " (7.16)
e com dados mais recentes a;-,_,z-p =0,0885(9)m; ! € ar-pypon = —0,136(1)m;?
[Sig95] temos
by = —0,0077(11)m;* e b; = —0,0962(7)m;" . (7.17)

7.2. Espalhamento pion-déuteron

Considere dois espalhadores fixos ’1’ e ’2’ a uma distancia ri5 e com um compri-
mentos de espalhamento elementares a(;) e a(). Em ordem mais baixa, o com-
primento de espalhamento total é a soma dos espalhamentos a(;) + a(). Esta é
chamada de aprorimacdo de itmpulso. Em segunda ordem o espalhamento na
particula ’1’ d4 origem a uma onda esférica a(;)|r —r;|! que serd reespalhada
em ’2’ e vice-versa. Tomando o valor esperado com os centros de espalhamento
estaticos, o comprimento de espalhamento total a até segunda ordem é [EW88
p.110]

1
a = aq) + ag@) + 2anae) <E> + ... (7.18)

Se a(1,2)/T12 é um nimero pequeno, é em geral suficiente considerar s6 o termo
de primeira ordem na expressdo (7.18). Entretanto se em a(y + a(2) hd grande
cancelamento, o segundo termo deve ser cuidadosamente considerado.

E uma caracteristica da interagao pion-niicleon que a soma isoescalar, arp,+arp
(que é uma quantidade relevante no espalhamento wd), é muito pequena devido
a cancelamentos. De fato, no limite quiral para pions moles o comprimento de
espalhamento isoescalar se anula|Wei66]. A aproximagdo de impulso para o calculo
do espalhamento pifon-déuteron é '

1 2 2 1
Or-p + Qp—p = §a3 + :9;(11 +ag = 2(3(13 + gal) = 2by. (719)

O terceiro termo na expressdo (7.18), correspondente ao duplo espalhamento, deve
ter papel importante nesse contexto.
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A expressdo (7.18) foi aplicada ao sistema 7d com duas pequenas modificagdes.
Primeiro, o comprimento de espalhamento 7N , a,y = by + bit.7 (7.13), nado é
diagonal com respeito ao préton e ao néutron. Ele permite troca de carga no
termo de duplo espalhamento. Segundo, os niicleons tém massas finitas e haverd
corregdes de massa reduzida. Cada espalhamento 7NV deve ser substituido por (1+
ma/Mn)arn € 0 comprimento de espalhamento do déuteron por (1+m,/2Mpy)aq.
Com essas modificagGes a parte real do comprimento de espalhamento fica [EK80
p-90][EW88 p.110]

m 2

Rearqs = 2(1 + QM”N)—1 [(1 + A’Z}’fv) bo + (1 + E}’fv) (b3 — 2b%) <7~i12>} (7.20)
onde by e b; sao os pardmetros de espalhamento 7N em onda-s descritos na seg¢ao
anterior. O primeiro termo da expressao corresponde a a,-, + ar_, obtido em
(7.19) com as devidas corregdes de centro de massa. Ele é muito sensivel aos
valores experimentais dos comprimentos de espalhamento 7N. O termo de duplo
espalhamento é governado pela parte dependente de isospin de a,y € é insensivel
a sua incerteza empirica de by. Tomando (1/r12) =0,64m, e mostrando separada-
mente as contribuig6es de simples e duplo espalhamento obteve-se [EW88 p.110]

Rea,g = [-0,021(6) — 0,026(1)]m"
~ —0,047m; L. (7.21)

Os erros sdo devidos as incertezas experimentais dos pardmetros by e b;. Esta
predicdo concorda favoravelmente com o valor experimental de Re a,q4 = —0,056(9)m!
[Bov85]. Calculos mais completos considerando interacdo de trés corpos foram re-
alizados por Weinberg[Wei92] chegando a um valor de —0,050(9)m . Entretanto

um experimento mais recente [Cha95|, realizado através da medicdo do desvio e
largura na energia no decaimento 3P — 15 do 4tomo pidnico 7~ d, resultou num
valor a;-4 = —0,0264(11)+i0,0054(11)m*. Acreditando neste valor experimen-

tal recente, temos que ou o valor de by ndo é preciso ou a corre¢do de duplo
espalhamento néo é completa.?

7.3. Comprimento de espalhamento pion-nicleo na aprox-
imacao de Born

Com intuito de escrever a normalizagdo dos pardmetros de intensidade do poten-
cial 6tico pion-ntcleo, escrevemos o comprimento de espalhamento pion-nicleo

20 cometério a esse resultado em [Cha95]: ”From this we conclude that either our theoretical
understanding of the pion-deuteron scattering length is imcomplete or the uncertainties assigned
to the TN scattering lengths are greatly underestimated —always assuming isospin symmetry to
hold.”
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considerando apenas o espalhamento simples(es). A expressdo (7.20) também
pode ser generalizada para o comprimento de espalhamento pion-nicleo isoescalar
na aproximagao de Born [EW88 p.200]

) = AL+ o) (1 m,,) 22
Rea,, = A( +AMN) +MN bo (7.22)

Num caso ainda mais geral, para nicleos quaisquer (isoescalares ou nio) teremos
[EW88 p.201]

es Ma - My
Real?) = (1+ 7)™ (14475 ) (b ¥ (N - 2)b]. (723)

7.4. Potencial 4tico

No limite estdtico e sem levar em consideracido os fatores de recuo do alvo, o
potencial 6tico em primeira ordem [EW88 p.202] ( ou auto-energia do pion) é

IOr = 2m,UO(r)
= —dn{by.p(r) + bidp(r) — V.[cop(r) + c10p(r)]V}.  (7.24)

Este é um potencial na forma proposta por Kisslinger [Kis55]. Aqui p e dp sdo
dados em termos das densidades néutron p, e do préton py, :

p(t) = pa(r) + pp(x),
dp(r) = pa(r) — pp(r)- (7.25)

p(r) é normalizado tal que [d®rp(r) = A e

1
bo. = bo — (B2 + 202) <;> . (7.26)

e ainda by, by e ¢y, ¢; sao os parametros do comprimento de espalhamento 7N em
onda-s e do volume de espalhamento em onda-p, respectivamente.

O potencial 6tico em primeira ordem é insuficiente para descrever os dados dos
dtomos pibnicos. Termos de ordem superior sao importantes. Uma modificagao
deste tipo é a renormalizacao efetiva de campo ou correcdo de Lorentz-Lorenz
[Eri66]. Outro efeito importante é a absor¢ao de pions. Eles sdo descritos por

Tabs(r) = 2m, UL () = —47[Bop?(r) — Co V.02 (r) V] . (7.27)

Os pardmetros complexos By e Cy sdo relacionados a processos onde o pion é
absorvido por pares de nicleons em onda-s e onda-p dadas por Im By e Im Cy,
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respectivamente. As partes reais Re By € ReCy descrevem as correspondentes
contribuicoes de dispersao.
Incluindo as correcGes cinemadticas de centro de massa temos uma expressao
total
M(r) = 2m,U(r) = 2m, (U(r) + U'(r)) (7.28)

onde

2m,U=r) = MN=°(r) = —4xb(r) + B(r)]
c(r) + C(r)
1+ 4mg [c(r) + C(r)

2m, U= (r) = MO5Y(r) = +47V.[ A%

e as quantidades de onda-s e onda-p b(r),B(r) e c(r), C(r) sdo definidas como

br) = (14 5= ) Boeo(o) + bido()]
o) = (1+722) lool®) + cdo(e)]

B(r) = (1 + ;;/;N) BopA(r)

cw) = (1+52)" Cur)

Conforme o trabalho de Seki e Masutani [Sek83], ndo é possivel separar ex-
perimentalmente, sem ambigiiidades, a dependéncia de p e p? do potencial ético.
A razdo para isto é que o pion ndo é sensivel em baixas energias aos detalhes da
densidade e tudo se passa como se o pion fosse espalhado a uma densidade média
pe. Assim os ajustes experimentais determinam univocamente a quantidade

My

2My

o™ = by q + (1 + ) Bope (7.29)
e pe ~ pn/2, pn € a densidade normal da matéria nuclear. Na discuss@o que se
seguiré iremos determinar b3™ para os vérios niicleos.

Na descricdo dos niveis de energia de 4tomos pidnicos, o potencial ético é usado
na equacao de Klein-Gordon juntamente com o potencial de Coulomb Vi, da
distribuicdo de carga nuclear [EW88 p.205]

[V? + (@ = Voou(r))* = m2 ~ T(r)] o(r) =0, (7.30)

aqui w é a energia do pion no centro de massa do sistema ¢(r) é a fungdo de onda
do pion.
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7.5. O termo sigma nuclear no potencial onda s pion-niicleo

Considerando que no capitulo anterior obtivemos uma estimativa da contribuicao
do potencial NN para o termo sigma nuclear, podemos também avaliar como
esse resultado se manifesta no potencial onda s pion-nicleo. A contribuigcao para
a Lagrangiana de interagdo entre o pion e o nicleo que ¢ originada pelo termo
sigma nuclear (X,4) é dada por

int 2f2 <¢AI Q( ) (CE) I'L/)A> 7!'2. (7.31)
Podemos aproximar 5,
mg (¥4l 7()a(2) [¥a) = —p(r) (7.32)

com [d*rp(r) =A. O termo sigma nuclear é separado nas contribui¢des de um
niicleon, potencial e energia cinética; X4 = AZy + ZY + ZX (ver eq. 3.46).
Definiremos L4 = &Y + £k,

A componente da Lagrangiana de interacio que origina o potencial s (U=%(r))
pode ser escrita como

_ I1=%(r)
=0 _ 2
= = (7.33)
onde a auto energia onda s é dada por
1=0 li EV+K Ma 1
= 1vre T\ —
IT="(r) = —4n(1 + m./My)[bp° + yp ng(l + MN) 1o(r). (7.34)
Na equagéo (7.34) para auto energia IT'=°(r), o termo que contém X% t¥ vem

V+K TV+K i . . . -
de L= ~ —A—p( )- O termo bg:’;e contém todos os mecanismos de interagdo

int

do pion com o nitcleo nao incluidos em £§I’+K. A normalizagao foi escolhida de
forma que bg:’ée tenha a mesma normalizacdo do comprimento de espalhamento
mN.

Introduzindo na equagdo de Klein-Gordon para o pion (7.30), a auto-energia
I1'=%(r), usando w? = k% + m2 e dividindo pelo fator 2m,, obtemos

V2 Ve V&, T k?
+ Cl'—Cl_ ()(,0,1(1')=2m

(r). (7.35)

" om, 2my, 2my 2my

Com isto obtemos a equagdo de Schrodinger para o pion, onde identificamos o
potencial

1 =0

Ul:O (1‘) —
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A contribuicdo do potencial 6tico s do termo EX”LK é dada por
=0 A
UET/;—FK (r) = —Wp(r), (737)

onde a defini¢do de (7.34) foi usada. Assim, se £%1¥ for positivo ele terd uma
contribuicao atrativa ao potencial 6tico e repulsiva caso contrario.

Na aproximacdo de Born, a amplitude de espalhamento na aproximacao de
grandes comprimentos de onda é dada por

f(k) = —;‘—7’; / Pre yU=0(r). (7.38)

O recuo do niicleo é considerado na equacao (7.38) pelo fator de massa reduzida
pr = maMs/(mz + M4) , que corresponde a adicionar a energia cinética nio
relativistica do alvo na equagdo de Schrodinger para o pion (7.35).

O comprimento de espalhamento pion-nicleo na aproximacio de Born é dado
por

__Hx [ 3 rri=0
a= -4 / BrU=(r). (7.39)

Apesar de discutirmos a aproximacgdo de Born em geral, ela s6 serd utilizada
para os nicleos leves como o déuteron, 3He e *He, quando discutirmos os dados
experimentais. Para os niicleos mais pesados iremos comparar com o parimetro
de espalhamento b5™ obtido da anélise de dados experimentais [Sek83] e definido
como o coeficiente do termo p(r) no potencial 6tico

2m U= (r) = —4n (1 4+ mo/My)b5M p(r). (7.40)

Comparando as equagdes (7.34)(7.36) e (7.40), obtemos

pSM — plivre | Zatt 14 Do - (7.41)
0 7 "0 47I’f7%A MN ’ )

que € a contribui¢ao por nicleon do termo sigma nuclear devido ao potencial NN
acrescido da contribuig¢ao da energia cinética para o comprimento de espalhamento
mN que cada nicleon apresenta no meio nuclear.

O comprimento de espalhamento isoescalar b5 foi obtido utilizando o valor
experimental do comprimento de espalhamento 7d (Reary = —0,0264(11)m?)
[Cha95], -

. my \ 1 My Reary
bhvre — (1 7") 1 = e _
Ocfr + MN ( + Md) 2 87Tf7% )
com os valores m, = 138MeV, My = 938MeV, My = 2My, fr = 93MeV. Foi
utilizado de+K = —4,46MeV, extraido da Tabela 6.6 para os parametros f, =

V+K
z:d

(7.42)
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93MeV e e =4,0. Estes pardmetros se ajustam & onda parcial p do espalhamento
N [Hol90]. Substituindo estes valores em (7.42) obtivemos®

byre = —0,0099 (m;'). (7.43)

Este valor é consistente com o valor de -0,0077(11) m;! obtido da ref. [Sig95]
na hipétese da simetria de isospin ser véilida e também com o valor de -0,0083(38)
m_ ! [Koc86].

Foi relatado que o comprimento de espalhamento para nitcleons ligados se
desvia do comprimento de espalhamento previsto pela teoria para niicleons livres?.
Nesse sentido admitimos que a causa para tal desvio é justamente a contribuicdo
do termo sigma devida ao potencial e energia cinética. Existe muita controvérsia
sobre o valor da constante isoescalar by e nao é o objetivo deste trabalho calcular
precisamente este valor. Assim, obtivemos o valor isoescalar efetivo b})i:’;e originado
pelo valor experimental para o comprimento de espalhamento pion-déuteron que
tem embutidos o cédlculo do espalhamento simples e duplo além do incluido no
valor de B} K.

Com os resultados da contribui¢do do potencial e energia cinética ao termo
sigma calculados no capitulo anterior e usando (7.41) construimos a tabela 7.1. Os
resultados experimentais foram extraidos a partir da andlise de dtomos pionicos
e espalhamento pion-nicleo[Sek83].

No caso particular do *He o valor de b(()ee’;p) foi calculado descontando-se a con-
tribuigdo isovetorial com base na eq.(7.23), i.e., considerando apenas espalhamento

simples

ex 1 Mx - M es
bgeﬁpzr_A = Zl(l + MN) (1 + m) Re alsr_ll - (N - Z)bl (7.44)

e para com o valor experimental de Re a,- sy, =0,056(6) [EW88 p.201] e b;=—0,0962(7)
de (7.17) obtivemos bgj’;p) (*He)~ —0,015. O resultado experimental para o '2C
foi obtido da andlise de Seki-Masutani [Sek83]. O mesmo também para o 60O
extrapolado de dados do espalhamento com 7~ em energias de 29MeV e 50MeV.
No referido trabalho também é definida a densidade efetiva p. = py/2 prépria
para descricao da interacao do pion com a matéria nuclear. Para matéria nuclear,

%Para obter o resultado em unidades de m;! basta multiplicar o termo em X (7.42) por
my =138MeV. )

4[K1u91 p.1302]: “The conclusion is that this repulsion cannot be obtained by an iteration
of mN interaction, but rather represents an independent feature of the interaction of pions with
bulk nuclear matter. An attempt to explain this as a binding effect of the nucleons has been
undertaken in the framework of relativistic mean field theory of the nucleus (Birbair et al1983
J.Phys.G: Nucl.Phys 9 1473; Goudsmit et al 1989 Preprint ETHZ-IMP RP-90-03 ETH Ziirich)”
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o valor empirico de —0,0304m;! foi obtido por Salcedo et al[Sal95] fazendo uma,
média de anilises de dtomos pidnicos.

| Tabela-7.1 - /,=93MeV e=4,0 espalhamento em onda s (m_!)
SUHEJAMeV) | bHC | pIHK 4 plivee b
Tf[(Reid) 2,23 -0,0025 | -0,0123 -0,0123(3)
S (estim.) -5,67 -0,0063 | -0,0162 -
3 [ (estim.) -5,67 -0,0063 | -0,0162 ~-0,015
. *HeleY) -9,90 -0,0110 |  -0,0209 -0,0212(5)
R0 11,8 -0,0131 [ -0,0230 -
12 (3pF) -14,2 -0,0157 | -0,0256 -0,0260
ESNICRN -14,5 -0,0160 -0,0259 -
160 (3pF) -14,9 -0,0165 | -0,0264 | -0,026""" ;-0,0277""
| PNe@F) -14,5 -0,0160 |  -0,0259 -
| Mgt -17,2 -0,0190 -0,0289 -
| 325(3pF) -18,5 -0,0204 | -0,0303 -
| 49Caler) -19,3 -0,0213 | -0,0312 -0,033"7""
56 Fe(3p0) 21,5 -0,0228 |  -0,0327 -
1185 (3pG) -24,5 -0,0271 | -0,0370 -
148Gy, (2pF) -25,1 -0,0277 |  -0,0376 -
197 A 1(2pF) -27,4 -0,0303 |  -0,0402 -
208pp(3pG) -28.6 -0,0316 -0,0415 -
| pe=0,17fm3/2 -19,54 -0,0216 -0,0315 -0,0304

Tabela 7.1 Calculo do pardmetro isoescalar do potencial 6tico incluindo a con-
tribui¢io do termo sigma do potencial na eq. (7.41). Os valores experimentais do 2C,
160 foram estimados a partir da anélise descrita em [Sek83] e do *°Ca em [Sek88]°. O
valor experimental do déuteron foi usado para calculo do b‘oi:’;e, que foi suposto constante
para todos os nicleos e igual a -0,0099(m').

O termo sigma do potencial por nés calculado gera uma repulsio no 2C da
V+K
ordem de UY ¥ (r) = — 7azp(r) ~ —(~14,2)/(2 x 138 x 93%)x0,17x197,3° ~
8MeV que é aproximadamente da mesma ordem que o desejado para fitar os
dtomos pidnicos ( =15 a 30 MeV) [Klu91 p.1301] e “é pouco dependente de A”
[K1u91p.1301].

5 “We find that the real part of the local potential parameter (Reb,) best fit to the
40Ca, and %8Ni data is appreciably larger than the value best fit to the #¥-12C and
7T-10 data” [Seks8).
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Observamos um bom acordo de nossos calculos com resultados semi-empiricos.
Para concluir, se usarmos o valor de by = —0, 0077(11)m_! obtido usando a sime-
tria de isospin a partir dos dados experimentais de Sigg et al[Sig95], obtemos para
o déuteron, usando apenas E(‘i”'K como unica contribuicao,

arg = 2X[(—=0,0077) + (—=0,0025)]m; ' x (1 +m,/My)/(1 +my/2My)
—0,022m_".

Isto indicaria que é possivel que a contribui¢ao para o reespalhamento no déuteron
esteja superestimada nos calculos realizados até aqui.
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8. CONCLUSOES

Calculamos o termo sigma de um niicleon no modelo de Skyrme usando a relagio
de Gell-Mann, Oakes e Renner (GOR) chegando a um valor em torno de 50 a
60 MeV. Utilizamos um método diferente do de Adkins[Ad84]. Com o nosso
método também mostramos que as massas dos quarks tém papel importante nos
observéveis de um nicleon.

Calculamos o termo sigma do potencial NN no contexto do modelo de Skyrme
no ansatz produto e usando a relacdo de GOR obtivemos mq%. No canal
central esta derivada do potencial se mostrou com valor aprecidvel na regido de
0,8 a 2fm, da ordem de -20MeV, suficiente para justificar o potencial NN atrativo.
Isso revelou que se as massas dos quarks fossem nulas, nicleos mais pesados que
o déuteron ndo ligariam.

Com o resultado m, BXT:qN e com as fung¢des de densidade de nicleos finitos,
calculamos a contribui¢do do termo sigma devida & interagdo entre os nicleons.
Nosso célculo do termo sigma do potencial, usando a relagdo de GOR e derivando
em relacdo 3 massa do pion, produziu resultados muito diferentes daqueles que cal-
culamos tomando apenas a contribuigdo do termo de quebra de simetria Ly, (con-
forme [Ad84] no caso de um corpo). Isto ocorre pois hd uma enorme contribuigdo
do termo de quarta ordem £,. Constatamos que é na regido intermedidria(lfm-
2fm) que o potencial NN d4 a maior contribui¢do ao termo sigma.

A contribui¢do do termo sigma do potencial foi incorporada ao comprimento de
espalhamento isoescalar efetivo do potencial 6tico pion-niicleo e houve um acordo
surpreendente com os valores empiricos extraidos de experimentos com atomos
pionicos e espalhamento. Mostramos que é possivel explicar a repulsao no canal
isoescalar do potencial 6tico se for levada em conta a contribuigdo do termo sigma
da interacdo nuclear (XY%) na interagio pion-nicleo.

Na matéria nuclear, concluimos que devemos considerar a corregdo do termo
sigma do potencial ao termo sigma nuclear na forma ¥4 = AYXy + I% + ZX.
Esta corregdo tem influéncia no calculo do condensado (qq),/(79),,. = 1 —
pXa/Am2 f2 e como Y é negativo hd uma tendéncia de diminuir drasticamente
o valor de ¥ 4. Assim o condensado, na densidade normal para matéria nuclear
deve valer (§q),, / (7q),e. = 1 — 0,17 x (45 — 39)/(138% x 93%) x (197,3)* ~ 0,95
e portanto ndo diminui tanto quanto previsto pelas estimativas recentes [Coh92,
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Li94,Del95 BW96).

Perspectivas Futuras

1)Recalcular o termo sigma do potencial usando a solugéo exata com métodos
numericos, o que ird dar maior credibilidade aos nossos resultados obtidos na
aproximagao do ansatz produto.

2)Na érea de dtomos pidnicos poderemos fazer comparagoes mais diretas do
nosso potencial mA para prever os desvios nos niveis de energia para os diferentes
nucleos nos 4tomos pidnicos e comparar com os desvios experimentais.

3)Estender nossos calculos usando o modelo de Skyrme no SU(3). Isto permi-
tird inferir grandezas do espalhamento kaon-nicleo e dtomos kadnicos [Bat95].

4)Na matéria nuclear deveremos nos aprofundar no estudo da variagao do valor
do condensado no meio nuclear e explorar suas conseqiiéncias.
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A. UNIDADES E NOTACAO

Usamos unidades naturais onde i = ¢ = 1.

A convencao de soma de Einstein se aplica a todos os indices repetidos. Em
geral, as letras gregas em geral a, 3, u, v, ... denotam indices de Lorentz, as letras
do inicio do alfabeto a,b,c,d,... sdo indices de isospin e as letras do meio do
alfabeto i, j, k, I, m,n, ... sao indices espaciais.

A métrica usada é

1 0 0 0
, 0 -1 0 0
=19 0 _1 o0 (A1)
00 0 -1

Os tensores de Levi-Civita sdo definidos por €;;x = +1(—1) para (i, j, k) para
um nimero par(impar) de permutagdes de (1,2,3) € €uas = —€**? = +1(-1)
para (u,v, @, f) com um nimero par(impar) de permutagées de (0,1,2,3). Para
indices repetidos seus valores sdo nulos.! Algumas identidades envolvendo os
tensores de Levi-Civita sdo:

€oijr = Eijk
€ijk€imn = 5jm5kn - 5jn6km
€ijk€mik = 20im (A.2)

Um trivetor com chapéu (") é um vetor unitario ou versor

Ty

Fo= % A3
;=" (A3)
onde 72 = 7;7;.

Sob acdo da derivada temos

'Esta convencio difere da aprensetada no apéndice B de [Bh88], onde e#**? = —¢,,05 =

+1(—1) para (u, v, a, 3) com um ndmero par(impar) de permutagdes de (0,1,2,3).
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ai 'Fa

1

= = (0ia — TiTa
L5~ 77,

As matrizes 7; de Pauli 2x2 sao dadas por

01
T = 1 O ) T2 =

(o) el

que sdo hermitianas e satisfazem a algebra

TiTj = 5,'1'[ + z'eijm

que corresponde as seguintes relagoes de comutagdo e anticomutagao:

[7',',7']'] = 2?:6,']']97'1c
{7'1;,7'_7'} = 2(51;]'1,

(A7)

(A.8)
(A.9)

onde I é a matriz identidade 2 x 2. Algumas rela¢des uteis envolvendo as matrizes

T S30:

TiTq
TiTaT;

TiTaTo Ty
e ainda

Tr[r] =
Tr(r.m] =
Tr(r,my7e]

Tr(ranT.Td =

37
= —Ta
= —T,Tp + 40,1

0
25ab
27:€abc

2(5ab5cd - 5ac5bd + 5ad5bc) .
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B. TEOREMA DE HELLMANN-FEYNMAN

Seja H(A) um operador Hermitiano que depende de um pardmetro real A e [(A))
um autovetor normalizado de H(A) de autovalor E()) :

HA) [$(A) = EQ) %) (B.1)
@A) = 1 (B.2)

O Teorema de Hellmann-Feynman afirma que [Mer70][CoT77 p.1192] :

d d
T EO) = ) HO) [B(V) (B-3)

Esta relagao pode ser provada da seguinte forma. De acordo com (B.1) e (B.2),
temos:

EQA) = W H) (V) (B-4)

Se diferenciarmos esta relacdo com respeito a A, obteremos:

d d
D50y = O H0) o)

+ [% (WA |] H) [p(0) + % N H) [% |¢(A)>] (B-5)

Usnado (B.1) e a relagdo do conjugado [H () é hermitiano e portanto E()) é real
| resulta em

d d
HEQ) = @) HO) W)

+B0) {55 WOl 190 + el |5 von] b e

A expressdo entre chaves é a derivada de (¥(\)| ¥())), que é zero pois |i()\)) é
normalizada; e assim chegamos a (B.3).
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C. RELACOES UTEIS

C.1. Modelo de Skyrme

Combinamos diversas convencgdes [Ro86], [Bh88] para aquela que julgamos mais
simples de operar; ¢ = cosF' , s =sin F, F' = OF /Or. As letras a,b e d denotam
variaveis de Silbar [Op.cit Bh88| sendo: a = —sF' , b= s/r e d = cF' — s/r.

A partir das relagoes 0 = f,cos F' e w = f,#sin F' podemos escrever

000 = —fasSinFF't, = frsF'fy, = fraeq (C.1)
in F in F
8,7, = f,r[sdeaa + (cos FF' — Z22)7 4]
_ f,,[;—daa+ (cF' — ;)fafa] = F1[b0aa + deata] (C.2)

Apés alguma manipulagao algébrica teremos:
Bi0)" = fid®
(i) = f3b? + 2bd + d?
2(8;0) (8;m)? = f22a%[3b? + 2bd + d]
20,00;00;m,0;7, = f22a*(b + d)?
Oimadimadimedime = [V [P +2(b+ )] + (2bd + &)’}
(8im)* (9;7)° = FH3b% + 2bd + d?][3b% + 2bd + d?] (C.3)

O isovetor esquerdo(”left”) pode ser escrito na forma

1
L, = F[‘;rxaﬂr + (00w — wh;0)] ,
m
em componentes de isospin, temos
82, sc CS, . .
- Lai = —€gib— Tp + _50,1' + (FI - _)’ra,’ri
T T T
e analogamente o direito(”right”)
82 sc CS, . .
Rai = —€gib— Tp — _60,1' - (FI - —)Ta,ri
T T T
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C.2. Ansatz Produto

As seguintes definicdes foram usadas para efeito de notagdo e manipulagio algébrica,

S12 = sin F1’2
Ci2 = COs F1’2
ty = 12
71,2
a = (f.72)
1 =7
2 = 7.
Produtos duplos
Lg)Rg) = 25‘1t15‘2t20[ 3t161t202 — tlcl(F — 62t2) - tQCQ(Fll - Cltl)
—(Fl — Cltl)(F2 — Cgtz) (04)
Lg)R,l(j) = Sltlsgtz(’]?.’idab —_ Ib’ia) + eabkiksltlcztz — (I X E)aib(Fé — 02t2)31t1

—t1¢1t289€par 2 — t1C1Cotalap — ticy (Fy — C2t2)§a§b
—(F} = cit)tas2(1 x 2)p1, — (F] — ert1)eata1p],
—(F{ = c1it1)(Fy, — cat) (I?) a2y (C.5)

Produtos triplos

LeiLailij — Loj(Lei)? = — (F?+17) Loj + F/(F? = £)7,7;  (C6)
ReiRpjRe; — Rii(Rej)? = —(F'2+t2) Ry + F'(F"? — t*)7y7s (C.7)

Produtos Quadruplos

(emmall 1JL 1))( R 2)R(2J)

2Bapt2cHE + s2t2t2c22,2y — Fysotat?cPean;2;
+(Fy — cata)tacot?c? (0 — 2025) + 221221, 1, + s2t252t21,15(1.2)
—Fy55t052t2(2 x 1)1, + (Fy ~ tac2)s2t2(1a1p — 1.2,(1.2))
+F st t2cRen; 1 + Fisitis2t2(1 x 2),2, — FosotaFysit (6a51.2 — 1,2,)
+F{slt1(F2' — tyca)taca(€pas2s(1.2) — (T x 2)2.)
+(F, — ty01) 1618262 (Bap — 1a1s) + (Fy — t1c1)t1c152t2(2425 — 1.25(1.2))
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onde os termos grifados indicam violagao local da paridade G.

LYLYRDRY = 262 + 252 + 2F2 + (F2 — 1) (FE - 1) (C.9)

Lt(llz)R(z)L(l)Rﬁ) = t1to{252s2t taa® — 81t Satacic — 35159 (F) — art1) (Fy — coto)a (a2 — 1)
—2t157tac} — 2 (1 — 0?) [steata (Fy ~ cata) + crtas(F} — c1ty))]
~2t12 5% + 3t 3tach + 2ty 2o (Fy — coty) + 2¢162t0(F) — city)
t+4cico(F) — erth) (Fy — coty)a?}
22(Fy — cata)? + 2t1¢1(Fy — cata)*(F] — cit1)a? + (F) — eyty)*cit?
+2(F] — e1t1)*(Fy — coty)tacaa® + (F) — e1th)?(Fy — coty)?at
(C.10)

C.3. Integracao Angular

Simetria cilindrica

" " ~ 1/2
r, = pcosg0i+psingaj+(z—d)k:>r1=[p2+(z—d)2]/

o ~ ~ 1/2
r, = pcosgi+psing] +(z+d) k=1 = [p2+(z+d)2]/

1. [dpdey = 2moap

2. [ dpeapcTie = 2T eg3

3. [dpegpcT2, = 27r—eab3

4. [dpri,Top = 27 —7‘1.7‘26ab + (ﬁﬁ — %;%) Tf,?]
5. [dori, i = 2w 5ab + (1 %f;) Tj‘f]

6. [ dyTa,To, = 27 [ Oap + (1 — %f;) Tff‘]

7. [dp(T1 X T2)aT2p = 27rr1—rgdp €ab3

8. [dpZ,(T1 X T2)p = —27r—f—dp €ab3

9. [dp(Fi X 72)a(F1 X T2)p = 27r%2;2—2 ( R )
10. (71 X 72). (ﬁ X T3) = 1 — (71.73)?

11. (M72) = 55 (P + 22— d?)
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onde

1
T3 — (5a35b3 _ gaab) (C.11)

Sia(7) = 3(oW.F) (6@ 7) —oW.0® 7/ /%)

1

= 30 (5a35b3 — 55@)

= 30&1)0(&2)73? (C.12)

C.4. Operador tensor

/ S12(7)S1a(F)dQ = / {90V 70® 7o) 76@ 7

—3[0cM 76 76, 6@ 4 oM 6B 76@ 7] 4 ¢V Do) @Y

= 4n{9 — U(l).0(2)0(1).0(2)} (C.13)
Mas
(1) 5(2)

20707 I1M) = 25..5;|1M) = (S2 — S2 — S2) |1 M)

= [Sr(S7+1) — S1(S1 + 1) — S2(Ss + 1)]

3 3 1
— o2 2=l ,0,0 _
[2 1 4] 5 =00 1M) =1 (C.14)

Calculando o elemento de matriz em (C.13) e usando (C.14) temos
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D. NUMERO BARIONICO

A densidade baridnica pode ser definida como

€k
BO = YD) J TT[L,,LJL]C]
—€
= S — IR Tr[a,Ut8,U8,UMU] (D.1)
onde o
U=¢"™" (D.2)

Calculando a derivada de U,
0;U = —sin 09,0 + icos §0;0(T.7) + isin 6(7.0;7) (D.3)

e substituindo na expressao da densidade baridnica teremos apds uma longa ma-
nipulagao algébrica e cdlculo do trago:

B = “4:3; 8,0 sin® 07 (B;71 x Oy . (D.4)
Ou por outro método, se partirmos de (4.22)
B = (58, m—3m0,0). (amx D
T3 —— (00, —3mw0,0). (Oam xOpr) (D.5)
e substituirmos
T = 7nsind
o = cosf
OaT™ = Onnising + 7i cos 00,0
] 0,0 = —sinfd,0 , (D.6)

usando 71.0,7 = 0 e reunindo termos simétricos temos
0aﬂ7

B’ = o ——530,0sin” 071. (D71 % O,7)
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que ¢ idéntica & expressdo (D.4) bastando observar que €**%7 = —¢,4..
Podemos obter também uma expressao geral da carga bariénica para um sis-
tema com simetria cilindrica.
De maneira geral
U=¢T™? (D.7)

onde @ = 76.
Se @ possui simetria cilindrica e representa um campo irrotacional entdo pode
ser escrito na forma:

0 =(0,cosy,b,sinp,0,)

Escrevendo (D.4) explicitamente em termos de 7i e 6 e agrupando dois a dois
os termos iguais temos a carga baridnica dada por:

B = :—12/ ﬁ[81082ﬁ X 83?1 + 82083ﬁ X alﬁ + 83081?1 X 82ﬁ] . (D8)
2me Jv

Para parte do primeiro termo temos

ﬁagﬁ X agﬁ = 982 <Q> X 83 (9)

] 7] ]
6 (30 6 80 0
=3 (7—9—2329>X ( 5 ‘ﬁ‘%ﬁ)
1

Assim o primeiro termo fica

2,00 98 _ 0005, (360p 0805\ 08
ox Oy 0z  Opdxr \9pdy Oy dy Oz
00 dp 00 . 06 cos ¢ 00
_ 90pgs (99, _ il >  (D.10
Op Oz (8,0( smgo)—l—aw I )Xaz ( )
Simetricamente, obtemos o segundo termo
20,00 00 _ 900p,00 (360 000¢
Oy 0z Ox  0Opldy Oz Opdx Oy Oz
00 0p . 00 00 00 ( singp
_ 900p,00 (00 iy . (D11
apaye azx(apcosgo+aw( ; )) ( )
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Somando as expressdes (D.10) e (D.11) temos

%0% %_*_89 00 80
Or Oy 0z Oy Bz 8z

_ 1o, (ae ae)

pOp Op Oz
196 , 00, 00, a6,
= >3 (6, cos p,8,sinp,0,) . (—0,sin ¢, 0,cos ¢, 0) x (a—cosgp,a—sm(p, o )
196 06 06,
= 3 [ 0.6, a”+0§az] (D.12)

Resta apenas calcular o ltimo termo de (D.8),

9,00 99
8z 0z Oy
_ 800 808p+808(p 808p+808(p
0z \OplOzxr Opox Opdy  Oyp Oy
09 00 00 sin ¢ 00 . 00 cos p
= 820.(apcosgp 3 » )x( 5 s1n(,p-i—(9 P )
_ 100,00 36
~ pOz Op Oy
196 a6 a6, . 06, .
= prE (6, cos p,0,sinp,0,) . (a—p”cosgp,a—p”sm(p, ap) X (—0,sin ¢, 8, cos p,0)
196 20, .00,
= -7 D.
paz[zpap 0pap} ( 13)
Finalmente, substiuindo os resultados (D.12) e (D.13) em (D.8) temos,
—1 2T
B = ﬁ/ (p/ pdp/ dz sin® 9——><
06 00, .06, 06 80 ,00,
0, — D.
{ap[ 5 0”32] 3Z[ %0 opap]} (D14

que é uma expressao geral da carga bariénica para qualquer sistema com simetria
cilindrica com um campo @ irrotacional. Expressdo similar também pode ser
encontrada em [Nat93].
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E. OPEP

A redugao néo relativistica do potencial de troca de um pion (OPEP) é dada por:

2 2 —
1 1 1 1 e mnT
yoPEP _ JA [Ma 2 oy L2 = i

47T 2f7r (7—1 7—2) 3 (01 02) + (mﬂ-’r)Q + mw,r + 3 512 r

= (.72) [VEFEP (31.62) + VETEP Sy (E.1)

As derivadas das componentes do OPEP em relagdo as massas pions resultam
em [Ro97]

oVEaFEP 1 (me dg myr\ | e ™"
2 SS T A 2 2 T
- 9 m2 + — E.2
T Om2 127 (2f,r> { g’*amg w94 (1 2 )} T (E2)

2fx omz "

OPEP 2 2
V My 1 1 1
m? Ve ™ = 2 ( ) {2gA 994 m? ( 5 + + —) _ 94 (1+ mwr)} ¢

T 0m? 4z (Mmqr)®  mger 3
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F. APROXIMACAO DE HARTREE

O termo sigma nuclear do potencial é dado por

Vi
om

oY = (U, = qu |\1:) (F.1)
#J

Na aproximacdo de particula independente a fun(;ao de onda anti-simetrizada
(pois nicleons sdo férmions) é dada pelo determinante de Slater

|W4) = \/%Gil...ini/fil (r1) .. s, (rn) (F.2)

onde € é o operador anti-simétrico com

—1 para ndmero impar de permutacoes de i;...%,

+1 para nimero par de permutacdes de %1...3,
€i1.in
0 para indices repetidos.

Usando (F.2) em (F.1) temos

SV o= (0, qu Vs
#J
A(A-1) 3V12
= U gVi2
5 ( A|m"8mq [T 4)
A(A -

3V(|r2 — I |)
omy

/d3r1 . d3rn1/1;51 (r1)... 1/1;‘,n (Tn)m, Vi (r1) - - Y3, (T0)

r1))

S / erice vl e e)m, 2 =Ty e e
q

OV (|ra — ry])

omy

— ] (1)), (r2)m, iy (1)), (x2) | (F.3)
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Entre colchetes, o primeiro termo corresponde ao termo de Hartree e o segundo
ao termo de Fock. Iremos efetuar o nosso cdlculo usando

1L OV (Jry —
AP [ dridieaul, (), (rl)mq—%q—”')w}z(rz)zbiz(rz) (F.4)

onde a parte do termo de Fock é somado ao termo de Hartree. Desta forma
subtraimos a contribuicao de estados ocupados no termo de Hartree. A densidade
de um corpo é definida por

Ap(r) = Y 0l (e)i(r) (F.5)

onde [drp(r) =1 .
Reescrevendo (F.4) usando (F.5) teremos

A(A-1 OV (|r2 —
oY~ —(—2—)/d3r1d3r2p(r1)p(r2)mq%u. (F.6)
q

Observe que o fator (A — 1) aparece pois os estados ocupados foram retirados da
eq. (F.4).
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G. METODOS NUMERICOS

Este apéndice foi escrito especialmente aqueles que queiram reproduzir nossos
calculos ou usar os resultados. Para tanto, além dos gréaficos apresentados ao
longo da tese, julgamos ser importante apresentar nossos resultados sob forma de
tabelas juntamente com os cédigos computacionais que as geraram. Esperamos
quer este esfor¢o sirva de alavanca para iniciantes no assunto ou possibilite novos
estudos com o Modelo de Skyrme.

Trés programas foram desenvolvidos, o skyvar.f, skyrme.f, e o skyap.f. O
primeiro programa (skyvar.f) serviu especialmente para conferir os resultados
de skyrme.f e para obter soluges grosseiras no caso do modelo se Skyrme com
remoc¢ao gradual da simetria quiral. O segundo (skyrme.f) teve objetivo de re-
produzir com precis&o os resultados do observéveis de um corpo [Ad83-87] e pos-
sibilitar cdlculo da derivada destes observdveis (O) em rela¢ao & massa do pion

(M2 5z ) -

O programa skyap.f foi elaborado a principio para reproduzir os resultados de
[Ja85] e [Vi85] calculando o potencial NN no ansatz produto quantizado e tendo
como ”input” uma funcdo de perfil de um corpo parametrizada. Posteriormente
foi incorporado ao programa o método de geracdo da funcdo de perfil de um corpo
numericamente como executado em skyrme.f. Foi isto que possibilitou por em
prdtica o cdlculo numérico das derivadas, m22%%, m2255 e m22%, incluindo
variagées na funcdo de perfil de um corpo com m,r", 0 que f(;i essencial para nosso
trabalho.

Para solugdo da equagdo diferencial de segunda ordem com dois pontos de
contorno aplicamos o método de Euler (ou Runge-Kutta) convergindo os chutes
( “shooting”) por método de bissecgdo (ou por Newton-Raphson).

A integragdo do potencial NN foi executada por método de Gauss-Legendre
interpolando a fungao de perfil pelo método de Spline. Usamos as rotinas gauleg.f
para Gauss-Legendre e spline.f e splint.f para Spline, da ref. [Pr92].

A seguir descreveremos os métodos numeéricos aplicados e mostraremos seus

resultados.
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Método Variacional

Para célculo da massa do skyrmion, podemos evitar a solugdo da equacio
diferencial tentando encontrar a func¢do que minimiza a energia do sistema[Ad87).
Isto é possivel pois a equagao diferencial gerada tem, na sua derivacdo, o principio
da minima acio.

Como exemplo, tomemos a expressdo para a massa do Skyrmion,

F, o 1 252 §? 2. 1
M =dn=" [ dut{(S(F® 4 Z2) + 2 0F + ) + 521 - 1
Fazendo a mudanca de varidvel u = ;= teremos um mapeamento u(0,00) —

z(0,1). Logo, Z—Z = ﬁg e

o dF _dFds _dF
T du  dzdu  dz

1—z)’ (G.2)

Assim a integral pode ser toda expressa em termos de z e fica:

Forl odz (1, ., 28 L L B
4T [ = _4%<= )4+ = )+ 26%(1 -
M 47re/0(1_$)2u {S(F +u2)+2u2(2F +u2)+4ﬂ( c)
(G.3)
onde u = *.

Particiona-se o intervalo unitdrio em N partes iguais com pontos z, = n/N.
Os valores F,, = F(z,) serdo os pardmetros a ser variados mantendo Fy = 7 e
Fy =0 fixos. Iniciando com um conjunto de valores Fy(e.g. F,, = n(1 — z,)), 0s
valores de F,, podem ser ajustados um de cada vez, com valor ajustado mantido
se M diminuir. O ajuste é feito particionando F, em d divisdes na vertical e
incrementando ou decrementando uma divisao vertical. Para melhorar a precisao
e evitar o ponto z = 1 usamos os valores médios z,, = (xn + $n_1) /2 e respectivo
Fo, = (F, + F,_1) /2 para célculo da massa.

Pode-se automatizar que o nimero de subdivisdes vertical seja dobrado apds
atingir o minimo. Isto reduz o tempo de execucao, i.e., partindo de estimativas
grosseiras e refinando(aumentando) a subdivisdo vertical. O método variacional
apresenta vantagem de convergir direto para a solucao sem necessidade de chutar a
derivada inicial. Porém o método de Euler j4 é mais preciso. No nosso trabalho foi
usado especificamente para conferir a solu¢do do método de Euler(Runge-Kutta) e
para, estimativas iniciais no modelo sem simetria quiral. O programa e resultados
encontram-se nas paginas 139 e 140.
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Método de Euler

O método de Euler é o método mais simples de solugao de uma equacgao di-
ferencial de primeira ordem y' = f(y,t) que tem y(t) como solugdo. O método
pode ser estendido para equacoes até ordem n ou sistema de equagoes diferenciais.
Tipicamente ele necessita de condigdes iniciais de contorno y(to), ¥'(to)...y™ (to).

O método de Euler baseia-se na aproximacgao

Y () = M (G.4)
i+1 — 4
que é exata no limite em que ¢;,1; — t;. Invertendo a expressdo em termos de
y(tit1)

Yirr = Vi + hy; = vi + hf(yi, ta) (G.5)
onde h = t;y; — t; é chamado de passo e y; = y(¢;). Portanto, dada a condicdo
inicial yo = y(tp) e um passo h suficientemente pequeno, avanca-se sucessivamente
obtendo-se y;4;.

Para uma equacgio de segunda ordem y” = ¢(y/, v, t), o método de Euler pode
ser aplicado transformado a equagao de segunda ordem em duas de primeira ordem
na forma y' = z e 2’ = g(z,y,t). Assim no método de Euler teremos as relagtes
de recorréncia

Zi+1 = 24 + hZ: =z;+ hg(zi,yi, tl) (GG)
Yiyr = Yit+hy;=yi+hz (G.7)

onde agora devemos fornecer as condigdes iniciais yo = y(to) € 20 = 3'(to)-

Método de Runge-Kutta

O método de Runge-Kutta é em geral muito mais preciso que o de Euler e
é uma sofisticagdo do método de Euler no sentido que leva pontos adiantados
em consideracao. Atribuem-se o nome de ordem ao Runge-Kutta ao ntiimero de
pontos adiantados que leva em consideragdo. O Runge-Kutta de primeira ordem
se reduz ao método de Euler. Para solugao de uma equagdo de primeira ordem
y' = f(y,t), o Runge-Kutta de quarta ordem tem as relacdes de recorréncia

ke = flyi,ti)
) hkq h
ky = i T sl T o
1 fly: + 5 t; + 2)
hk, h
ky = i T 5 sl T
" fys + 5 t+2)

k3 = f(yz + hkz, t; + h)
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h
Yiel = Yi + g(k0 + 2ky + 2ko + k3) .

(G.8)

Para um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem devemos consi-
derar o algoritmo com equacoes acopladas!. Assim, de forma geral, para o sistema,
y' = f(z,y,t) e ' = g(z,y,t) devemos ter, em seqiéncia,

koy =

Yiy1 =

Tip1 =

f(ziyi, t:)

9(zi,yi, ti)

floi+ h';‘”’,yi + hl;()y)ti + g)
g(z; + hl;%,yi + h];)y,ti + g)
f(zi+ h];m,yi + hl;y,ti + g)
g(z; + h—];—zyi + h—];ll,ti + g

)
f(.']?, + hkzz, Y + hkgy, ti + h)
g(:vi + hkgm, Y + hkgy, ti + h)

h
Y; + g(koy + 2k1y + 2koy + ksy)

h
z; + g(ka + 2k1z + 2kog + kag). (G.9)

Para resolver uma equagao diferencial de segunda ordem y" = ¢g(v',y, t) pode-
mos desmembrd-la em duas equagdes de primeira ordem 3’ = z e 2’ = g(2,y,t) e
aplicando as equagoes (G.9) temos:

Z;
9(zi,yi, t;)
+ hka
Zi
2
hko, hkoy h
i y Y14 7ti o
g(z + 5 Y + 5 + 2)
+ hkq,
24
2
hki, hk1y h
i s Yi N e
g(z + 5 Y; + 5 + 2)

g(Zi + hkzz, Y; -+ hkzy, ti + h)

Tsto nos foi particularmente chamado a atengao pelo Prof. P.Gouffon.
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h
Yir1 = Y+ E(kOy + 2k1y + 2kgy + k3y)

h
241 = zZ+ E(koz + 2k1, + 2ky, + k3z) (G].O)

Como no método de Euler, devemos fornecer as condigdes iniciais yo = y(to) e
20 — y’(to).

Interpolagao de Spline

Consiste em ajustar polinémios cibicos a cada trés pontos da fungao de
maneira que a funcao interpolada e sua derivadas sejam continuas. Interpolamos
a funcgao perfil F' de Skyrme com a solugao da equacdo diferencial até u =12 e a
partir daf usamos a expressiao de F(u) para u grande, i.e.

e Pu(1 + Bu)
u2
onde a constante foi obtida previamente na solucdo da equagdo diferencial como
uma média C = (Cr+Cp)/2. Usamos 1200 pontos para interpolagdo. Aproveita-
mos a rotinas [Pr92| spline.f para célculo dos fatores interpolantes e splint.f para

interpolacao propriamente dita.

Fu)=C (G.11)

Integragao por Gauss-Legendre

Consiste em fazer a integragdo por determinados pontos e respectivos pesos.
Tem por base a expansdo da fungio em polindémios ortogonais de Legendre [Ca69].
Usamos a rotina gauleg.f [Pr92] para gerar os pontos de 0 a 1 e seus pesos. Fizemos
a integracdo usando esses pontos no espaco inverso (u — ;2-). Na mudanca de
variavel é importante lembrar que introduzimos o Jacobiano para obter o resultado
final correto. Por este método foi integrado o potencial skyrmion-skyrmion, com
50 pontos em p e 400 pontos em 2.

Programa skyrme.f

O modelo de Skyme d4 origem a uma equagao diferencial néo linear de segunda
ordem, da forma:

2 - 1 1 2
(uz +2 senzF) F"+§uF’+(sen 2F)F’2—Zsen 2F—SenF—Sen2£—iﬂ2uzsen F =0,

(G.12)

onde # = m,/2efr. As condigdes de contorno para nimero baridénico B = 1 sdo
F(0) =7 e F(00) = 0. As formas assintéticas (u — 0o) de F(u) e F'(u) sdo dadas

u2
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por

1+ fu)

Fo(u) = Ce_ﬂ“( , (G.13)

Fl() = - Fulu) =05 (22 - 2 _ g2, (G.19)

onde C' é uma constante a ser determinada.

Para solucdo da equagao diferencial de segunda ordem usando o método de
Euler, fornecemos F' e F' no ponto inicial e calculamos o ponto seguinte pelas
equagdes[Ad87]:

F(uny1) = F(un)+hF'(u,) e (G.15)
Fl(upy1) = F'(un) + hF"(u,), (G.16)

onde h é um pequeno passo e F"(u,) é obtida a partir da equagdo diferencial.
Calcula-se subseqiientemente os valores para F'(u,;;) . Normalmente a aplicagio
do método de Euler prevé que se saiba a priori o valor de F'(0). Porém, a equagéo
diferencial da fungao de perfil do modelo de Skyrme é uma equacao de problema
de dois valores de pontos de contorno?. Como F'(0) ndo é dado, temos de chutar
(método de ”shooting” [Pr92 p.745]) a derivada no ponto inicial F'(0) até que
satisfaca F'(00) = 0 ou alternativamente se obtenha a razdo

Fro(w) Fly(w)
T
constante para grandes distancias. Quando se atinge o valor correto de F’(0) de-
vemos ter Cr = C = C. Apenas a primeira destas expressoes na verdade ja subs-
titui com vantagem a condi¢do de contorno F(co) = 0. Para precisdo do método
serd interessante notar que superestimando o valor inicial F'(0) faz com que Cr
cresca e Cm diminua (e vice-versa). Isto permite sintonizar o método de forma que
saberemos que temos o valor F'(0) correto quando para u suficientemente grande
obtivermos Cr = Cp . Isto equivale a resolver a equagdo Cr — Cr = 0, tendo
como incégnita F'(0). A solugdo desta equagdo foi feita por método de bisseccao
(ou por método de Newton-Raphson).

Também realizamos os mesmo cédlculos com o método de Runge Kutta de
quarta ordem, obtendo resultados muito semelhantes ao método de Euler pois
nosso passo no método de Euler era muito pequeno (h = 2 x 107%).

Os métodos de Euler ou Runge-Kutta conduzem a resultado divergente para
F"(0), portanto iniciam-se os métodos com pontos levemente deslocados da origem

2Denominada em inglés: ”two point boundary value problem” [Pr92 p.745].
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[Ad87]. Adkins[Ad87] usou as corre¢des de ponto inicial®

F(A) = 74+ oA+ A’ (G.17)
F’(A) = + 3&3A2, (G18)
onde a; = F'(0), a3 = —2%%3-(5—23;) e A um valor pequeno. Como provavelmente

148

dispusemos de maiores recursos clomputacionais do que Adkins [Ad87], usamos
um ponto inicial mais préximo da origem(A = 107°) e nosso ponto inicial sé
necessitou a corregao

F(A) =71+ oA (G.19)

e F'(A) foi tomado como F'(A) = «;, conduzindo a resultados praticamente
idénticos aos que obtivemos com as corregdes (G.17) e (G.18).

A automatizagdo dos chutes de F'(0) foi feita por dois métodos distintos, o
primeiro por bissec¢do entre os limites provaveis de F’(0) levando cerca de 20
iteragoes até a convergéncia. O segundo aplicou o método de Newton-Raphson
convergindo apenas 6 iteragoes. Ambos os resultados foram concordantes.

Resumindo, o programa skyrme.f efetua as seguintes operagoes:

1)Dada uma estimativa de F'(0) (2o = (200 + 20») /2, média de duas estimati-
vas 2gq € Zgy COm Zgg > Zgp NO caso de bisseccdo ou um valor préximo da solugao
no caso de Newton-Raphson), calcula-se F'(u) e F’'(u) por método de Euler (ou
Runge-Kutta) com passo h = 2 x 1073 até chegar em u = 12(20) para o caso
massivo (sem massa).

2)No caso de bissec¢do, compara-se o valor de Cr e Crr, para u = 12. Retorna-
se a 1 com a nova estimativa zg, = 29 se Cr > Cp ou zgp = 29 se Cr < Cp.
Repete-se esta operacdo até que z; nio varie mais de 1078. Se optarmos pelo
método de Newton-Raphson, procuramos encontrar F’(0) de tal forma que sa-
tisfaca a equagao Cr —Cp = 0. Na verdade usamos método de secantes que é
o mesmo que o Newton-Raphson s6 que a com a derivada envolvida calculada
numericamente. O valor final encontrado para C é calculado como (Cp +Cr)/2.

3)Com o valor de F'(0) usamos novamente o método de Euler (ou Runge-
Kutta) e calculamos as seis integrais de Adkins [Ad87] com método de retdngulos.
Os resultados das seis integrais possibilitaram o cdlculo dos observaveis.

4) Para obter mfrgl—? numericamente basta rodar o programa duas vezes com
m,. e m, e calcular i

9 Om;? - Omgz
- T 12 2
miz2 —m,

3A Expansdo de F(A) para A pequeno até o termo de quinta poténcia é [Ana90] F(A) =
T+ oA + azA® + as A%, com a5 = (a1/7) {al/15 — a3(48a3 — 6a3 + a1)/(1 + 8a2)}.
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Usamos m,. = 138+dm, e m!l = 138 —dm, com dm, = 1. O célculo é insensivel a
dm, a medida que dm, — 0. Para valores de dm, perto demais de zero o célculo
comeca a falhar e perde estabilidade.

Os programa skyrme.f e os resultados de F'(u) e F'(u) para os parimetros
m, = 138, fr = 93MeV e e =4,0 sao mostrados nas paginas 141 e 144.

Os resultados para F'(0) sdo mostrados nas tabelas G.1, G.2 e G.3. Nas tabelas
G.1 e G.2 foi feito um estudo da estabilidade da constante C e de F'(0) com o
passo h para os casos m, = 0 e m, = 138 MeV. Como era esperado, o método de
Runge Kutta se mostrou muito superior ao método de Euler, tendo ja estabilidade
para C na terceira (segunda) casa ap6s a virgula no caso sem massa (massivo)
com h = 107!, Essa mesma estabilidade sé é atingida pelo método de Euler a
partir de h = 107°. As tabela G.3a e G.3b mostram um estudo da estabilidade
da constante C' & medida que se assume a validade da aproximacao assintética de
F e F' para valores cada vez maiores de u (uy). Este estudo mostrou que C é
estdvel até a quarta casa apds a virgula para o caso sem massa (massivo) quando
Uso = 40 (12).

A tabela G.4 apresenta uma compilacdo de resultados com diversos pardmetros
e segue de guia para eventual reproducdo dos cdlculos de autores diversos. Fi-
nalmente, a tabela G.5 apresenta os resultados de F'(0) e C para o modelo com
simetria quiral parcial onde m, =0 e o0 — xo.

Euler Runge-Kutta
h F'(0) C F'(0) C
1071 | -0,99014390464630 | 7,67285506693753 | -1,00361845488827 | 8,63420231736528
10~2 | -1,00230089731715 | 8,53510393578763 | -1,00376670251107 | 8,63418527085951
1073 | -1,00361998278932 | 8,62423644550476 | -1,00376893242705 | 8,63417437157186
10~4 | -1,00375410568505 | 8,63317755203811 | -1,00376904026755 | 8,63417423178075
1075 | -1,00376755465668 | 8,63407283289014 | -1,00376904867473 | 8,63417222644540
10~ | -1,00376889995457 | 8,63416228521711 | -1,00376904933844 | 8,63417225354260

Tabela G.1-Estabilidade da solugdo da equagao diferencial do modelo de Skyrme
para m, = 0 para diversos passos comparando os métodos de Euler e Runge-Kutta,

cdlculo de C para uy = 12. Resultados Brutos.
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Euler Runge-Kutta
h F'(0) C F'(0) C
10~1 | -1,06187532352026 | 6,89907619205530 | -1,08069246383310 | 7,95094498281151
10-2 | -1,07883128987196 | 7,84318149092247 | -1,08087603910847 | 7,95228760870337
103 | -1,08067035366198 | 7,94130936127597 | -1,08087792599274 | 7,95228632614089
10~* | -1,08085717173303 | 7,95118517554324 | -1,08087797954757 | 7,95228156836376
10=° | -1,08087589430645 | 7,95216716843977 | -1,08087797390571 | 7,95227613902143
108 [ -1,08087776683499 | 7,95226559508663 | -1,08087797497655 | 7,95227645717824

Tabela G.2-Estabilidade da solucao da equagio diferencial do modelo de Skyrme
para m, = 138 MeV, fr = 93MeV e e =4,0 variando o passo. Resultados Brutos.

Tabela G. 3a: m; =0 Tabela G. 3b: m; =138, fr =93 e e =4,0
Uoo F'(0) C Uoo F'(0) o
12 | -1,00376904026755 | 8,63417423178075 | 6 | -1,08105173008834 | 7,91556828588895
20 | -1,00376423097713 | 8,63808849657050 | 8 | -1,08088568214863 | 7,94740643017949
40 | -1,00376411173389 | 8,63857448454653 | 12 | -1,08087797954757 | 7,95228156836376
100 | -1,00376411398248 | 8,63912639816595 | 20 | -1,08087791482010 | 7,95225782159220
200 | -1,00376410304042 | 8,63900699315374 | 30 | -1,08087790802228 | 7,94719912606803

Tabelas G.3a e G.3b-Estabilidade do método de Runge-Kutta na solugao da equagao
diferencial do modelo de Skyrme para os casos sem massa e massivo variando o valor a
partir do qual assumimos a aproximagao assintética, ue. (usamos h = 107%). m, e fr
em MeV. '

Tabela-G.4
mx | fr| e F'(0) C
B=1| 0 - - -1,00376411 | 8,6385
B=1|138 | 54 | 4,84 | -1,1316980 | 7,65443
B=1|138 |93 | 3,6 | -1,0939078 | 7,86722
B=1|138 |93 | 4,0 | -1,0808779 | 7,95228
B=2| 0 - - -1,96530957 | 25,8357
B=2|138 |93 | 4,0 | -2,1186316 | 21,50143

Tabela-G.4 Resultados numéricos do programa skyrme.f para o método de Runge
Kutta com pardmetros f, e e usados por diferentes autores[Ad83-84-87][Vi85][Hol90].
Valores de fr € m,; em MeV. F'(0) e C' em unidades adimensionais. O passo tomado
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foi h = 2 x 107° e assumiu-se que para u = 12 (40) no caso massivo (sem massa)
praticamente j4 tinha sido atingida a forma assintética.

x> F'(0) C
1,0 -1,00376 | 8,638
0,5 -0,85444 | 6,225
0,2 -0,75600 | 4,600
0,1 -0,72146 | 3,962
0,05 -0,70418 | 3,589
0,02 -0,69415 | 3,323
1 0,01 -0,69098 | 3,217

' 0,005 -0,68945 | 3,157
| 0,001 -0,68829 | 3,100
10,0005 |-0,68815 [ 3,091
0,0001 [-0,68804 | 3,083
0,00005 | -0,68805 | 3,082
0,00001 | -0,68801 | 3,0817

Tabela G.5- Resultados para o modelo de Skyrme com m, = 0 retirando a simetria
quiral gradativamente pela transformagao ¢ — xo. Método de Runge-Kutta com passo
h=2x107% e ug = 20. Para x 2 = 10~ o célculo tornou-se instavel mas estabilizou
com passo h = 107,

Programa skyap.f

Este programa tem as seguintes operagoes:

1)Resolucdo da equacdo diferencial modelo Skyrme por método de Euler(Runge
Kutta) e interpolagao por Spline.

2)Calculo do potencial Skyrmion-Skyrmion no ansatz produto quantizado com
integragdo bidimensional por método Gauss-Legendre com 50 pontos no eixo p e
400 pontos no eixo z. Saidas de Vg, Vgg e Vi .

“Nossos resultados para B=1 e m, = 0 diferem ligeiramente dos exibidos na ref.
[Ana90] e verificamos que isto ndo se deve ao fato se usar uma expressdo mais refinada
para a expansdo de F'(u) para valores grandes u dada por [Ana90]

Fu) = (C/u?){1-(1/21) (C/u?)? - (4/30)(C/u)?
+(2/35 x 11)(C/u?)* + (136/21 x 13 x C)(C/u?)>.
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3)Armazenamento dos resultados e repetigdo de todo o programa desde o item
1 para uma pequena variagdo na massa do pion (usamos om, = 1 MeV). A
derivada é insensivel a partir desse valor de dm,, da mesma forma que discutido

no programa skyrme.f.

{ : 20Ve . 20Ves o 2 OVr :
4) Céculo das derivadas m} 2 ma s M gma © My gh do potencial com a massa

do pion.
O programa e os resultados sdo mostrados nas paginas 145 e 149.
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Dupla Precisao

Todos os célculos fora feitos em FORTRAN usando a compilagdo automatica
de dupla precisdo (opgdo 77 -r8 -0 executavel programa.f) num servidor axp2000
da Digital™ com sistema operacional UNIX. O tempo total de execucio do pro-
grama completo skyap.f com h =2 x 1075 e uy, = 12 foi de cerca de 10 min.
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