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“A razao humana, num determinado dominio dos seus conhecimentos,
possul ¢ singular destino de se ver atormeuntada por questdes gque nio pode
evitar, pois lhe sio impostas pela sua natureza, mas a3 quais também nio
pode dar resposta por ultrapassarem completamente as suas possibilidades.”

(Kant, Critice da Rezéo Pura, pref. 1781)

“De tudoe isso se segue gue udo pode ser nossa tarefa encoutrar wna
teoria absolutamente correta, sendo uma imagem, a mads simples possivel, ¢

que represente o mais fielmente que puder, esses fenémenos...”

( L. Boltzmann, Sobre a evolugio dos mélodos da fisica tedrica nos
tempos recentes, 1899)
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RESUMO

Apresenta~-se uma teoria microscopica para as fases do hélio liquido,
baseada na existéncia de sélitons plavares no fluido. O trabalho adota a
interpretagdo de London para o gés de Bose-Einstem. E segue, principal-
mente, ¢ trabalho pieneiro de Ventura, que é também uma extensdo, para
coudensados nio uniforuies, da Teoria de Bogoliubov para o superfiuidez.

Esta abordagem tex, no soliton, sua principal faceta e na nuvem térmica,
e no segundo campo condensado suas principais novidades. A nuvem térmica
¢ constituida por excitacdes térmicas ligadas ao soliton. Assumimos, num
primeiro mowmento, ¢ como hipdtese central, que a densidade da nuvein
térmica é proporcional ao buraco do séliton. Duas dindmicas, entao, sdo
desenvolvidas: o campo médio, que dé origem ao fuido normal e a dindmica
da puvem térmica . Essas duas dindmicas séo compatibilizadas e, por anto-
consisténcia, desenvolve-se a Mecanica Estatistica dos sdlitons, no Hquido.
Os resultados obtidos estdo em bom acordo com os resultados experimen-
tais conhecidos. H4 um calor especifico com uma divergéncia tipo A em
T = 2.1 K e um gap térmico efetivo na regifo T = 6 — 9 K, que concorda

com o gap obtido experimentalmente por espalhamento de néutrous.

A teoria €, rigorosamente, microscdpica e foi aperfeigoada, num segundo
momento, com a descoberta do segundo campo condensado. Usando uma
lagrangiana efetiva, construida a partir da primeira etapa dos calculos, aper-
feicoou-se a teoria ¢ a dind&mica séliten/nuvem térmica pode ser reproduzida
de maneira mais apurada. O fendmeno central dessa abordagem é a con-
densagdao de um segundo campo classico no menor estado de energia. As
duas abordagens sio equivalentes, mas a segunda ¢ a inais correta e conduz,

essencialmente, aos mesmos resultados.
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ABSTRACT

A microscopic theory for the liquid phases of helium-4 is presented,
based in the existence of planar solitons in the Auid. The work follows the
Londous - interpretation of the Bose-Einstein gas. Mainly, it follows the
pioneer work of Ventura on superfluidity, which is also an extension for the
non-uniform condensates, of the Bogoliubov theory in the subject,.

This approach bas in the soliton its main feature and in the thermal
cloud its main novelty. The thermal cloud is constituted by thermal exci-
tations bounded to the soliton. We assume, at the first moment, and as a
central hiypothesis, that the density of the thermal cloud is proportional to
the soliton hole {which is related to the matter vacancy) in the soliton frarce.

Two dynamics ave developed: the mean-field, that gives origin to the
pormal fluid and the dynamics of the thermal cloud excitations. These two
dynamics are compatibilized and by self-consistency we build the Statistical
Mechanics of the solitons in the liquid. The results so obtained are in good
agreement with the known results of experiments. There is a specific heat
with a A-divergence at T'=2.1 K, and a thermal gap in the range T=6-9 I,
which agrees with the neutron sacattering gap.

The theory is microscopic in all respects and is improved with the in-
troduction of the second condensed field. Using an effective Lagrangian, we
have perfected the theory and have reproduced the soliton/thermal cloud
dynamics in a more accurate fashion, The central phenomena in this ap-
proach is the condensation of the secoud classical field in the lowest energy
state. The two approaches are equivalent, but the second one is the more
correct and gives, essentially, the same results.
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INTRODUGAO

Foi em 1908 que Kamerlingh-Onnes ¢ sua equipe, no célebre Laboratério
da Universidade de Leiden, pela primeira vez, obtiveram o Hélio na fase
quidaltl,

Pode-se dizer que, dall por diante, o hélio liquido ¢ o seu comporta-
mento peculiar tornar-se-iam um dos grandes desafios para a fisica {edrica e
experimental da Matéria Condensada em nosso século.

Ao longo desses anos, juntamente com a Supercondutividade (outra das
-descobertas de X.Onnes) as tentativas de desenvolvimento de teorizs para o
hélio iquido — notadamente o hélio superfluido ~— multiplicaram-se.

Comecaremos esta introduglo, comentando brevemente algumas das
mais importantes contribui¢bes tedricas para o problema do hélio liquido.
Procuraremos atentar para aquelas cuja conexfio com nosso trabalho seja
mais evidente. Maiores detalhes sobre a evolugio histdérica desse instigante
problema podem ser encontrados nas referéncias [2], [3] e também nas re-
feréncias [4] e [5]. Os primeiros resultados experimentais sobre o calor es-
pecifico foram publicados por L. Dana e K. Onnes!® numa regido de tem-
peratura um pouco acima de 2.5 I,

M. Wolfke e W. H. Keesom!™l, em 1928, registraram a existéncia de
dois estados liquidos diferentes no hélio. As medidas foram aperfeicoadas
por Clusius ¢ Keesom!®! que relataram a existéncia de um méximo muito
agudo na regido préxima de 2 K; Keesom e Miss Keesom!!, registraram
com grande precisio os dados do calor especifico e atribuiram a letra A ao
poﬁto desse maximo. Cunharam também as expressdes consagradas de He
1 e He 1 para aquelas diferentes fases j4 registradas,

Nessa época nuiitos fisicos tedricos debrugavam-se, ja, sobre essas
questoes. A eventual conexao entre o fendmeno da existéncia do He Il e
outros fendmenos era inquirida.

Frohlich!t® em 1937, atentou para a sernelhanga entre a anomalia do
calor especifico no ponto A e o comportamento de algumas ligas na regido



de transicdo ordem-~desordem,

Sugeriu que a estrutura do hélio pudesse ser descrita por duas redes
cirstalinas iguais ¢ interpenetradas. Nas baixas temperaturas, somente ums
das redes seria ocupada por dtomos de He. O comportamento andémalo seria
resultante da gradual transicio entre uina situagio em que uma 86 rede &
ocupada, para aquela onde os atomos estao ocupando, aleatoriamente, as
duas redes. Foi Frohlich quem propos, pela primeira vez, a existéncia de um
gap no espectro do liquido.

Por outro lado, ao invés da analogia com o sélido, Fritz London(*!} em
1938, sugeriu a conexdo entre a condensagio de Bose-Binstein e o comporta-
mento do He IL

O uicleo dessa sbordagenn ¢ a condeusagio no espago dos monientos ¢
ndo no espago ordindrio (como, p. ex., o rearranjo dos dtomos nuina rede
cristalina).

Essa condensagio ¢ um efeito quantico macroscépico, estando relatada
ao fato de o modo zero ser descrito por wina fun¢do de onda que € constante
sobre a {otalidade do liquido,

A condensagiio acoutece, portanto, diretamente comn a ocupagio
magcroscopica do modo de momento zero, quando o nimere de ocupacio
deve ter wina singularidade para o limiar de energia zero,

Mas nesse meio tempo, P. Kapitzal'® e J. F. Alleu ¢ A. D. Misener!'3,
independentemente, descobriramn o fendmeno da superfluidez, isto é, o es-
coamento nado viscoso do liquide, em sua fase de baixa temperatura (He II).
Novas questoes, cntho, vieram i baila.

L. Tiszal®l propés, no espirito dos trabathos de London, uina teoria
de dois fluidos interpenectrados. De fato, a idéia dos dois fluidos havia sido
-basicamente tragada por Gorter e Casimirl!®, mas acabou désenvolvida por
Tisza e por Landau {uma apreciagio comparativa da teoria dos dois lluidos
para supercondufores e superfluidos foi feita por C. J. Gorterl!6l),

O ponto de partida da teoria dos dois fluidos é que, embora o sistema
seja homogéneo no espago ordindrio, ele deve cousistir de duas {ases no espago



dos momentos. As principais hipdteses dessa teoria saol*1):

(i) A existéncia de dois fluidos interpenetrados: o fluido normal e o
superfluido;

(2¢) A conexfo da fase condensada (via teoria de London) a componente
superfluida, com coeficiente de viscosidade nulo;

(i#} As excitagbes térmicas do liquido est&o relatadas ao fluido normal
e, portanto, a entropia € por ele carregada. Além disso, o fluido normal é
VISCOS0.

Essas idéias, embora qualitativas, davam conta de muitos fenémenos
importantes. Foi Tisza quem previu a existéncia do segundo som no hélio
liquido, destinado a igualar as inomogeneidades de densidades ¢ pressoes que
surgiam das peculiaridades das temperaturas dos dois fluidos.

A sugestio de que o calor especifico do hélio pudesse tornar-se infinito

na transicdo foi feita originalmente por Tiszall?),

Na mesma direcao de London e Tisza, apontavam os trabalhos de
A. Bijll’® ¢ de A. Michels, A. Bijl e J. de Boerl!®), Aceitando essencialmente
as propostas de London, introduziram uma energia de excitagio finita para
mostrar que o comportamento do calor especifico & baixas temperaturas,
podia ser explicado, se na teoria do gés de Bose-Einstein, & sua energia
cinética, se adicionasse um potencial médio por molécula,

Numa postura bastante diferente, surgem os trabalhos de
Landaul20-21, Rejeitando as idéias de Tisza, opta por desenvolver uma
hidrodin&mica quantizada, com énfase no espectro de excitagbes coletivas
do liquido, ou seja, nas quase-particulas.

Q espectro energético que decorre de sua feoria é constituido por uma
regido onde os menores niveis de energia sdo 0s f6nons ( predominantes nas
regiGes de baixas temperaturas) e a parte superior da curva ¢ a regifio dos
rétons {veja a figura).

Ha um gap, A, no especiro, que fol introduzido via parametrizagao dos
dados experimentais, de acorde com a expressio:

JRPRRY
€ == (p—ro)® + A

2u
onde € € a energia da quase-particula, p € o seu momento e g € a massa
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Espectro de f6nons e rétons na teoria de Landaul?®,

efetiva da quase-particula.

Estudando a propagacéo do som no He II, Landau também predisse a
propagacao do segundo som. Fé-lo, derivando as equagbes hidrodindmicas
para o lquido, a partir de leis de conservacgdo e da invaridncia de Galileu do
sistema.

Portanto, o enfoque de Landau centra-se, essencialimente, nas excitacoes
coletivas do liquido. As tentativas de obtencio de valores apurades para
os parfnetros de equililibrio, a pertir da mecinica estatistica, em geral
concentram-s¢ no espectro de Landau.

A partir desses trabalhos, pode-se dizer que duas maneiras diferentes de
abordar o problema do hélio Hquido encontram-se: a abordsagem do gap, ins-
pirada nos trabalbos de Frohlich e de Landau, e 2 abordagem do condensado,
herdeira das contribuigdes de London e Tisza.

Rivalizadas num primeiro momento, essas duas posturas comegaram
a convergir a partir do trabalho pioneiro de N. N. Bogoliubov!®3. Usando
métodos de segunda quantizagio, Bogoliubov desenvolven uma
teoria microscépica aproximada, onde coexistem as sxcitagtes coletivas da
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abordagem de Landau (embora na teoria de Bogoliubov nio haja um gap),
com a idéia de condensacio bosdnica proposta por Londen,

Dedicamos a secio I do capitulo I deste trabalbo a uma discussio geral
das idéias de Bogolinbov, enfatizando certos aspectos que sfio essenciais para
os nossos desenvolvimentos.

Beliaev?®! ¢ Hugenholtz e Pines!?4, na direcéio proposta por Bogoliubov,
desenvolveram mnétodos de teoria quantica de campos para a abordagem do
problema de mwitos corpos, com énfase particular a0 problensa bosonico.

Lee, Huang e Yang(?%l, aplicando o método do pseudo-potencial estu-
daram um sistema bosOnico interagente como um sistema de esferas duras,
a uma certa densidade,

J4 Feyumannl?0-271 propéds uma teoria fenomenolégica que relacionava
a fungiio de estrutura estatica do liquido & relagfo de dispersio das quase-
particulas da teoria de Landau.

Por essa época (inicio da década de 195() comegavam as primeiras me-
didas com espalliamento de ndutrons no Hel?®, Isso permitiu uia avanco sig-
nificativo no estudo do espectro do Hquido. Em particular, grande atencio
se devotou a regido em torno do wminimo do rdton. Remetemos o leitor as
referéncias [29] e [30] para wn apashado recente ua matéria e voltainos as
abordageus tedricas.

Desenvolvinentos importanbes foram leibos por Feenberg, Jacksou e
Woo e outrost®l, iratando, por métodos variacionais, a Equacio de
Schrodinger com potenciais realisticos e estudando o estado fundamental
do sistema e a fungio de estrutura estatica.

Andersoul®?,en 1966, fazendo uso de uin campo clissico complexo para
descrever ¢ superfluide, concluiu que o movimento superfluido da matéria,
num capilar, estava associado a diferenca de fase do campo, entre as extremi-
dades do tubo. Assim, a superfluidez se realizaria conjugada ao deslizamento

da fase local.

Ginzsburg e Sobaynin®®  analisaram o papel que sdlitons estdticos
poderiam ter no hélio liguido, especialmente ein conexao com a descrigao da

tensao superficial numa suverficie livre.
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Ew 1979, 1. Ventural®3 =33 propds wia abordagem alleruativa para o
problema do lélio liquido. O probleina do superlluido foi ali abordado a
partir de wma expansio semi-clissica e torno da solugio da equacio de
Gross-Pitacvskiil®®l, Essa expansio ¢ cquivalente & expansio eletuada por
Bogoliubov!?4, mas apresenta a inuportaunte vantagem de ser wmais natural e
mais propria para tratar de condensados ndo uniforines,

O lato lundamental dessa abordagem ¢ o cousideragio de que vs solilons
planares devem existir no hélio, em equilibrio. I& que, cowm eles, se poderia
explicar em principio, o espectro rotéuico, o poute A e a superfluidez.

Nesse raballio, a quantizagio [ul [ella a partir da exlensao para o caso
de s6litons Lridineusionais, do esquena proposto por Dashen, Hasslachier ¢
Neveul!l, Essas aplicagdes aos casos tridimensionais forain discutidas por
Friedberg, Lee e Sirlinl® ¢ tambéin por 1. Venbura e Marquest®®l,

Na referéncia em pautal®¥ a regra de Bolir-Sommerfeld foi usada para
quantizar as préprias quase-particulas. De salda, o espectro obtido para as
excitagdes mwstrou-se ainda mais rico que o da teoria de Bogoliubov.

Os estados lipados, obtidos com a quantizagio das Hutuagées em torno
do campo de fundo cldssico — o séliton — foram tratados pelo método varia-
cioual. Sua setnelbanga cowr os rébons foi apoutada, aualisada e discutida.
O espectro, como um todo, fol {avoravelineute canparado coin aguele que
se obléin via espalbamento de néutrons.

Taunbém uma teoria dos dois fuidos semelliante aquela desenvolvida
por Tigzalldl, foi analisada cansiderando-se o [ato
de que a corrente de matéria deve mover-se ent sentido oposto ao uo séliton.

A questdo da brausigio A e o papel que os sélitons poderiam desempe-
nhar no seu surgimento foram abordados. Fazendo uso de uma analogia com
sistenas ferroniaguéticos, uina estimativa para a lewperatura critica, 2 &
fawbéwn foi obtida. Bntre as previstes ali aveutadas, estd a du existéncia de
win resquicio do condensado mesimo u pouce acima da temperatura critica.

- A relagio  dos sélitons cout o mecanisimo da superfiuidez também  foj
discutida,

Num trabalho posterior, Ventura e Vitielo®% estudaramn o espectro de
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quase-particulas das configuragbes de muitos sélitons e suas respectivas

fungdes de estrutura por meio do método de Monte Carlo, na aproximagio
de que as quase-particulas sfo puntiformes. Os resultados exibem o pico
do réton e o pico dos fénons (nas energias mais altas), produzindo efeitos
muito semelhantes aos que se observam no espalbamento de ndutrons!®l,
Esse desdobramento em dois picos € produzido pelo movimento interno do

condensado ¢ por causa das variagoes locais de densidade.

Uma questdo importante, que estd por detrds de todos esses tratamen-
tos, é a do favorecimento de uma fase de solitons  planares  no fluido,
E uma questdo delicada porque esses sélitons funcionam como paredes de
energia infinita. Contudo, uma indicagdo mais detalhada de como o séliton
poderia surgir no fluido, resultou de um estudo sobre a termodindmica da
teoria ¢? relativistica, com quebra espontinea de simetrial®?=%3l, Devido
& natureza basilar desse trabalbo, voltaremos a discuti-lo na secio III do
capitulo I

Prosseguindo na estratégia inaugurada na referéncia [34], neste trabalho
desenvolvemos a mecinica estatistica dos sélitons no hélio liquido.

Deve ter ficado claro ao leitor que a curva de Landau e o modelo de
excitagbes fracamente interagentes sdo, hoje, parte de uma situagdo mais
rica e mais complexa.

Exatamente por isso, 2 realizagdo da mecénica estatistica a partir dessa
nova estratégia para abordar o lquideo pode responder a questdes muito
importantes.

A teoria que aqui apresentamos é, rigorosamente, microscépica. Par-
timos da teoria de Bogoliubov e desenvolvemos a mecanica estatistica do
hélio, considerando um condensado cheio de sélitons e efetuando a conexdo
correta com ¢ fluido normal. Um dnico parimetro fenomenoldgico entra na
teoria. B a velocidade do som, ¢, que é introduzida na equagio (I.16) do
capitulo I. Essa velocidade,c, é necessdria pois desconhecemos o valor da
integral [ V(7)dF, onde V(#) € o potencial de interagio entre dois dtomos
de hélio.

O propdsito fundamental deste trabalho € determinar e explorar as con-
figuragdes de solitons planares que s8o favorecidas no equilibrio, & tempe-



ratura finita.

Comegamos por estudar o espectro de flutuacdes do campo do conden-
sado. A eqguagio das flutuages determina que o espectro apresente dois
tipos de quase-particulas: os estados ndo ligados e os estados ligados nos
solitons planares.

O tratamento dos estades do continuo & feito por intermédio de uma
aproximagio de campo médio. Disso resulta um Huido normal analogo ao
do gis de Bose-Einstein*¥, com um tratamento semelhante aquele dado por
London*Y, Esse fluido normal também renormaliza. o séliton, fornecendo
uma prescricdo de cdleulo para a densidade do condensado ¢ a do préprio
fluido normal.

As excitacses ligadas séio tratadas, num primeiro momento, de acordo
com uma maneira  diferente daquela empregada para os estados do con-
tinuo.

Movendo-se no fluido, a temperatura finita, o séliton representa uma
rarefacio Jocal na densidade, nada impedindo que esse buraco do séliton seja
preenchido por quase-particulas excitadas termicamente. Eis entdo formada,
a nuvem térmica. Essa nuvem € constituida por aquelas quase-particulas,
excitadas termicamente que, capturadas pelo sdliton, passam a mover-se com
ele (presas a ele} ao longo de uma certa direggo. A nuvem térmica acarreta
mais uma renormalizagao no séliton, que altera sua largura e sua velocidade.

A tendé@ncia mecinica da nuvem é a de encher completamente o burace
do séliton. Essa tendéncia se manifesta também estalisticamente, mas agora
é abrandada ¢ o enchimento néo é total. Em todo caso, o fator de enchimento
estd sempre proximo da unidade, revelando, como veremos, que o sistema é
fortemente determinado por seus aspectos mecanicos.

Como cada quase-particula interage com o séliton ¢ com a nuvem
térmica, a partir dessa tendéncia de ocupagio do buraco do séliton fazeros
wma importante hipdtese: o densidade da nuvem térmica € proporcional ao
buraco do scliton.

Essa hipdtese € confirmada, depois, auto-consistentemente,

Temos, entdo, duas dindmicas: a do fluido normal e a da nuvem térmica.
Essas duas dinfimicas devem ser compatibilizadas. Quando isso € feito,
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acabamos por obter um espectro energético, no referencial de laboratério,
que apresenta um gop: ¢ gap das quase-particulas.

Com esse espectro pode-se implementar a mecéinica estatistica do sis-
tema. A energia livre dos sdlitons pode ser escrita como funcio do gap, A e
da temperatura.

Ao minimizé-la encontrameos as fases de equilibrio do fluido. Encon-
traxnos também uma transicdo de fase conectada a uma regido de saturagso
para o buraco do sdliton.

Num segundo momento, retomamos a dindmica da nuvem térinica desde
wma perspectiva melthor elaborada.

Depois de calculadas todas as propriedades do sistema, determinadas
as fases de equilibrio do fluido e suas mais importantes caracteristicas, um
primeiro quadro completo de seu comportamento foi montado. A partir
de todas essas informagbes que obtivemos, foi possivel construir uma la-
grangiana efetiva para o sistema. Nessa lagrangiana entram dois campos
cldssicos. Esses dois campos sdo tais que suas dindmicas reproduzem, fiel-
mente, toda & intrincada relagio séliton/nivem térmica.

Dessa forma, a formulagio lagrangiana que apresentamos como um aper-
feigoamento de nosso método de calcule, na verdade ¢ uma decorrdncia de
todo o aprendizado resultante da descoberta da nuvem térmica ¢ do seu
tratamento a partir daquela hipétese fundamental, anteriormente referida.

A nuvem térmica passa a ser descrita por um campo clissico, 1, que vai
envolver os estados ligados de cada séliton, como um envelope. A hipétese
feita anteriormente sobre a densidade da nuvein térmica é retomada. Mas
agora, o campo clissico, ¥, € tal que o seu médulo quadrado ¢ igual &
densidade da nuvem térmica. E um segundo campo cldssico que condensa.

Novamente o espectro energético é obtido no referencial de laboratério
& & mecinica estatistica é implementada. A energia livre € agora expressa
como funciio do gep, A e da temperatura. Esse gap é apenas a energia
cinética que cada excitagio ligada possui, por mover-se com o séliton.
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A primeira abordagem foi a que usamos para aprender a fazer as contas!
A segunda € a correta. Ambas ddo conta de uma trausicio superfluido/fuido
normal e apresentam quadros muito semelhantes de todas as fases do liquidoe.

O plano do trabalho é, bagicamente, o seguinte. No capitulo I discuti-
mos a aproximagio de Bogoliubov, jA particularizada para o potencial delta,
Uma répida revisio do método semi-cldssico de quantizacio é apresentada
na secio II, acompanhada de uma aplicagiiol®¥ 3 teoria de Bogoliubov. A
secio III é dedicada aos sélitons e aos condensados néo uniformes. Introdu-
zimos o nimero de sdlitous, g, e revisamos brevemente, o mecanismo do fa-
vorecimento de wna fase soliténica em trés dimensdes, a partir da referéncia
[42].

No capitulo II, discutimos as duas dindmicas do fluido.

A secdo T trata da dindmica do continue {(campo médio § e do fluido
normal de Bose-Einstein, Na secao IX introduzimos a nuvem térmica ¢ a
tratamos, primeiramente ao nivel classico e, em seguida, ao nivel quintico.
All mostramos a renormalizagdo que ela implica para o sdliton. Na secio
11T discutimos as condicdes de compatibilizagdo entre as duas dinimicas.
Obtemos o espectro energético no referencial de laboratério.

O capitule 111 é dedicado & mecinica estatistica dos s6litons. Ali trata-
mos do condensado, dos sblitons, das nuvens térmicas ¢ do fluido normal.
Analisamos, igualmente, o surgimento da regifo de saturagio.

Na segao I1 desse mesmo capitulo, apresentamos os resultados e uma
discussdo mais detalhada das fases de equilibrio do fluido, nesta primeira
abordagem.

No capitulo TV introduzimos o segundo campo.

Na segio I propomos uma formulacio lagrangiana independente para
discutir a relagio séliton/nuvem térmica. O fendmeno da condensagio do
novo campo estd discutido na segao IL

No capitulo V retomamos o mecinica estatistica do fluids a partir da
introducio do segundo campo.

) As fases do liguido sao analisadas na se¢éo 11, de maneira semelhante ao
que foi feito na secio I1 do capitulo ITI. Na secio 111 discutimos a questao da
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relaghio séliton/mecanismo de superfluidez, Ali introduzimos um indice de
superfluidez e analisarnos seus desdobramentos. O final da segdo é dedicado
a uma analise de todo o conjunto, para outros valores de densidade. Uma
discussfo com tabelas ¢ gréficos ¢ também apresentada. No capitulo VI
procuramos tecer algumas consideragdes de cardter conclusivo, confrontando
108505 resultados com muitas das propostas aqui referidas.

(J Apéndice Numgérico é apresentado com o objetive de dar ao leitor —
ge inferessado — a possibilidade de reproduzir todos os cilculos ¢ obter os
resultados que aqui exibimos.

Apresentamos, na proéxima pagina, um quadro genérico da abordagem
que desenvolveremos, com a finalidade de esclarecer a estrutura geral da teo-
ria. All apresentamos em blocos, os principais desdobramentos do trabalho e
a interdependéncia entre as suas diversas etapas. Cremos, com isso, facilitar
o acesso a cada wma de suas partes.

Finalmente, lembramos ao leitor que os principais resultados deste tra-
balho podem ser encontrados na referéncia [45].
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CAPITULO 1

CONDENSADOS UNIFORMES E NAO UNIFORMES

Discutimos aqui a aproximagio empregada por Bogoliubov[??l
para tratar do problema de um sistema de bésons em interagio.

Desejamos explorar o espirito semi-classico que permeia sua abordagem.
Por isso desenvolvemos uma versao resumuda e particularizada desse seu es-
quema de tratar NV bésons interagentes, na presenca de um potencial repul-
51VO.

Obtemos, primeiramente, pelo método candnico, a relagio de dispersio
das quase-particulas. Em seguida, aplicamos diretamente o esquema semi-
cldssico de quantizagdo, para obter a mesma relagio de dispersao. Agora,
porém, através da quantizacio das flutuagGes harmoénicas em torno da so-
lucio classica que representa o condensado uniforme.

Finalmente, numa extensio da teoria de Bogoliubov, 0 método semi-
cléssico é empregado para tratar de condensados néo uniformes.

I. A VERSAO CANONICA DA TEORIA DE BOGOLIUBOVI?246]

a}-Comentdrios acerce do potencial

O potencial de interacdo entre os dtomos de hélio possui um carogo
repulsivo infinito e uma cauda atrativa de Van der Walls, relativamente
fraca, como mostramos na figura I.1.

Uma forma analitica para esse potencial foi obtida por Slater e |
Kirkwoodlt™ e ¢; .
V(?’) = a 8—21.5rj<:' m 5 (S{)

7

ondea~5.7x10° K; o ~46 de A~ 1.1 K.

Aproximaremos esse potencial pela delta repulsiva

V(@ - 2) = A6(& - &) (1.1)



14

\%
(K

Figura L.1 - Potencial de interagio entre dois atomos
de He,

Obviamente, o efeito da cauda atrativa nao é computado. Entretanto, o
seu papel é o de aglutinar os dtomos para que constituam o lquido!?8l, Por
outro lado, é possivel introduzir o efeito dessa cauda atrativa por um poten-
cial externo, negativo e constante, cujo efeito principal é o de acrescentar
wma correcio aditiva (constante) 3 energia do estado fundemental.

A forma escolhida para o potencial (eq. (I.1)), além de simplificar o
tratamento, reproduz algumas das principais caracteristicas de nosso sis-
tema. E conduz, ao nivel cldssico, ao tratamento da teoria A|g|*.

Essa teoria clissica revela~se muito mais rica do que usualmente se
supoel
b)-A Aprozimagio de Dogoliuboy

Comecemos com ¢ problema de N bésons interagentes, num volume

§1, cuja hamiltoniana, na representagdo das coordenadas do formalismo de
segunda quantizacio, é:

_ Y s Sty urs
Hmzm/dm VUi -VE(E)

“+ %f/di”di’ﬂ (@) TN V(E - &) V(&) W& (m)\
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Os operadores ¥ e UT obedecem & relagio bosonica de comutagio:

[U(Z), ¥(E)]=6(F -7

As equagoes de movimento dos campos bosOnicos podem ser obtidas via
Equagao de Heisenberg
O =4[ H, ]

e sao:;

-.-+2
19,0 = —2i Vo +ATtoyw
m (1.3)

—;2
—; 8,01 =—:‘3—1ﬂ—z vet4rotgte

pois a equagdo (I.1) ja foi utilizada. |

A aproximagao de Bogoliubov que desejamos exemplificar constitui-se
numa reinterpretacao do carater operatorial dos campos que comparecem nas
equagtes (I.3). Introduz-se uma decomposicio na estrutura desses objetos,
a partir da substituigao dos operadores af; e ag (respectivamente, operadores

de criacdo e aniquilagdo no modo zero) por nimeros-c.

Reconsideremos, brevemente, o caso do gas ideal de Bose-Einstein.
Nesse caso, todas as N particulas que o constituem estio condensadas no
modo zero (kK =0) em T =0 K.

Seja I‘I’g) o estado fundamental de um tal sistema. O efeito da atuagao
dos operadores de criagao e aniquilagao de particulas no modo zero, sobre
esse estado, é, respectivamente:

al |@o(N)) = VN +1 |Bo(N + 1))

I4
ao |So(N)) = VN |@o(IV 1)) .

E claro que, até aqui, estamos considerando a relacao de comutagao:

[ag,al]=1 (1.5)

No entanto, como N € um nimero muito grande, é razoavel esperar que
um tal sistema ndo tenha alteradas suas propriedades fisicas na presenga
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ou na auséncia de mma tnica particula. Assim sendo, promovemos a apro-
ximacao de substituir os operadores ag € aé, por nimeros

ag = ab & /Ny (1.6)

Quando ligamos a interagho, esse quadro sofre uma ligeira mudanga.
Mesino no zero absoluto de temperatura, haverd um ndmero, pegueno, de
estados excitados. Essas excitagOes, ou quase-particulas, nfo sdo estados de
uma particula, mas excitagdes do sistema como um todo. Dizemos, portanto,
que a interacdo produz um efeito depletivo no condensado. Para substituir
os operadores ag e ag por nimeros-¢ é crucial que a ocupacio do modo
zero seja feita por wm niimero grande de particulas, ou que a deplegiio do
condensado seja pequena.

Enfim, a aproximacio sugerida de trocar os operadores ag e z’zé por
ntmeros {ag & /Ny) serd tanto melhor quante menor a deplegio do con-
densado. Veremos, mais adiante, que esse é um dos requisitos essenciais para
a validade geral da teoria desenvolvida por Bogoliubov,

A relacio de comutacio (1.5) pressupde a decomposiciio de Fourler do
campo ¥, na forma

1 oo
(FE) = — E , giF'F Ly
(Z 7 4 oL e (1.7)

De acordo com as aproximagoes anberiormente sugeridas, a expressdo
{I.7) sera reescrita como a contribuigdo, separada, de <ois termos. A saber,

OE) = ¢+¢ (1.8)

onde ¢ ¢ a parte da solugio correspondente a0 condensado e £ € a corregiio
quéntica e dé conta das excitacbes do sistems ou das
quase-particulas. Substituir a expressio (I.8) nas equagdes de movimento
(1.3) implica em linearizd-las, se mantivermos tertmos até a primeira ordem
em £. Mas implica, também, em levar em conta apenas os seguintes tipos
de interagio:

(¢} interagdo entre as particulas do condensado somente, representado
pelo campo ¢
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(i7) interagio entre urna particula fora do condensado, com o conden-
sado, refletida pela linearidade em £ das equagfes de movimento,

Promovendo a substituicio ventilada ((1.8} em (1.3)), teremos:

1—$2

106" = 5= VEN - 22470 €T — 2 g%

2 (1.9)
‘“"35{5““‘“v€ 2047¢E — Ag?!

Como desejamos descrever o hélio liquido, podemos, por conveniéucia,
modificar a hamiltoniana original (eq. {.2)) de modo tal que acabemos por
descrever estados cuja menor configuracio energética ocorra para ¢ = /p.
Na hamiltonina (I.2) fazernos a substituigio:

H— H—/d§3‘bf(§)%za@(£), (1.10)

isto €, introduzimos um potencial quimico, Very = A p. Com isto mudamos
o nivel zero da energia (e também simulamos o efeito da cauda atratival) e
podemos reescrever as equagdes de movimento (1.9) na forma:

gt = 3— TEt - Ap(e! +6)
(1.11)

0 = — 65 A p(€ + €N

Nas equagdes acima nés ja identificamos o médulo quadrado do campo
13 » 2
¢ com a densidade do condensado (uniforme): [¢|° = p. Procuraremos
solucgdes para as duas equagoes anteriores, na forma:

£ = Z [uk{f") Ai ™ L (F) Ax e”im]
k
, | (1.12)
¢= 3 [wi(F) Aw e 4 0i(7) 4] ]
&

56 que os operadores que comparecemn em (7.12) ndo sfo mals os
operadores de criagdo e aniquilagio de particulas, originalmente introduzi-
dos, mas representam uma combinagio linear deles. S&o, na verdade, cri-
adores ¢ aniquiladores de quase-particulas que preservam o carater bosdnico

original.



18

De fato, se 12 — 9% = 1 e escrevermos:

— ¥
Ap=uar —va,

1.13
Ak—uazmvgk (1.13)

ficard patente a natureza bosdnica das excitacdes do sistema. A trans-
formagéio definida em (1.13) é a conhecidissima tranformagao de Bogoliubov.
Levando (I.12) em (I.11), teremos:

—wulF) = 5= Vul) = Ap (ulF) + ' (F) e

- }- _§2 — o -
wit(F) = o Vo)~ Ap (v*(F) + uF))
Se introduzirmos: —
ﬁ(?) =y &z}m’
'U*(?-") — ﬁeik»:
e usarmos o fato de que u? — v? = 1, veremos que o conjunto (7.14) sé serd
satisfeito se:

w(k) = \/ -}-.\pm (1.15)

E este, exatamente, o espectro das excitagdes que decorre da teoria de
Bogoliubov quando o potencial € da forma (1.1). Quando & € muito pequeno
as excitagGes, de longos comprimentos de onda, possuem a energia
A
2l k= ck (1.16)

"

wik) =

sendo ¢ a velocidade do som no zero absoluto. Mssas excitagdes so fonons e
este ¢ um resultado que concorda com os resultados experimentais
conhecidos para o liquido, no limite de temperaturas muito baixas. Assim,
a teoria de Bogoliubov é também o primeiro exemplo de como, partindo-se
dos fundamentos da Mecanica QQuantica, aparecem a8 quase-particulas.

No outro extremo, para grandes valores do momento,

k2
wk) 2 2+ Ap, (1.17)
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o espectro ganha a forma de um espectro de particula independente.

Se ndo btivéssemos particularizado esses desenvolvimentos para o poten-
cial {I.1}, o espectro (1.15) deveria ter a forma mais genérica:

ks
i — A g
wik) \/4 s +vik)pk (1.18)
onde »(k) é a tranformada de Fourier do potencial V{r), que dé a interagio

entre dois dtomos.

Os resultados que apresentamos sdo conhecidos hd muito tempo.
Constituem, como ja sugerimos, os primeiros resulfados microscopicos para
o héiio superfluido. E bom lembrar, todavia, que de wma maneira bastante
geral, as aproximagdes feitas dependem de que:

{a) Exista a trapformada v(k) do potencial;

(b) v(0) > 0, para garantic a estabilidade termodindmica do sistema;

(¢} A quantidade, N — Ny, que mede a deplegio do estado fundamental,
seja pequena.

A condigdo (b) decorre do fato de que a pressio, no zero absoluto, é
uma fungdo da densidade p e de v(0). Ao imporimos que »{0) > 0, estamos
garautindo que

que ¢, precisamente, a condigdo de estabilidade termodindmica em baila.
Supomos que a condigiio (¢}, por outro lado, estd assegurada devido &
natureza fraca do potencial.

II. A VERSAO SEMI-CLASSICA DA TEORIA

DE BOGOLIUBQVE4

O trabalho de Bogoliubov é umspeteicmmenndo métode de Hartree--
Fockl®8l, E também um pioneiro na srea dos métodos semi-classicos. Os de-
senvolvimentos efetuados até aqui ¢ que culminaram na obtencio
da relagio de dispersdo (71.15) sBo mmito semelhantes aos procedimentos
biasicos do método semi-cldssico.

Sao tdo semelhantes que pode parecer ocioso repetic o mesmo itinerdrio
nessa versdo. Contudo, essa semelhanga tornou-se transparente depois que
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I. Ventural¥, usando o método semi-classico, a estabeleceu. Assim e
também por razdes pedagdgicas, reproduziremos a versio semi-cléssica da
teoria de Bogoliubov, a fim de ilustrar inter alie, a aplicabilidade de um
método que empregaremos amplamente neste trabalho.

A literatura sobre os métodos semi-cldssicos é muito vasta. Uma re-
feréncia. basica e relativamente recente ¢ o conhecido livro de
R.Rajaramant®® cuja abundéncia de citacSes propicia um roteiro bastante
rico para a compreensio dos métodos. Aqui seguiremos mais de perto os
trabalhios de Dashen ¢ outrost®™. A referéncia [50 | é particularmente re-
comendada.

Para implementar 0 esquema semi-classico de quantizagio de uma teo-
ria de campos cldssica, descrita por uma lagrangiana L{¢] é necessdrio que
conhegamos uma solugio classica, ¢, da equagao de movimento do campo
¢. (Quando a teoria ¢ nio-trivial {como serd ¢ caso) a equagho para o campo
¢ uma equacdo ndo-linear. O conhecimento dessa solugdo, juntamente com a
primelras correcoes quanticas, fazem desse esquema semi-cléssico um método
néo perturbativo. As correcdes quantices sdo introduzidas através da quan-
tizacio de flutuagbes harmonicas, 1, em torno dessa solugao classica,

Operacionalmente, definimos o campo ¢ = ¢, -+ 1 ¢ expandimos & la-
grangiana em torno de solugdo ¢, até termos de segunda ordem nas flu-
tuagdes, Efetivainente, o resuitado obtido é uma nova lagrangiana
constituida por uma parte dependente de ¢,, exclusivamente, e de um ouéro
termo que é bilinear nas flutuagdes, na forma:

L{¢] = L{¢:] + L[]

A equagao de moviinento para as flutuacoes € obtida a partir da aplhi-
cagdo das equagbes de Euler-Lagrange:

oL &L

O 5 B} = (1.19)

Evidentemente, a mesma equagio para as flutuagdes pode ser obtida se
substituirmos, diretamente, ¢ = ¢, 4+ 1 na equagio de movimento do campo
cléssico, retendo apenas os termos lineares em 7. Em seguida, devemos
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encontrar a forma da flutuacio n que é solugio da equagdo (1.19) e quantiza-
fa. Esse passo implica em resolver ¢ problema de Schrodinger associado as
flutvagdes. Isso nem sempre é facill

O processo de quantizagic que utilizaremos ao longo deste trabalho
é uma extensdo, para a Teoria de Campos, da Regra de Quantizacio de
Bohr-Somumerfeld, RQBS!*), Em verdade, nds podemos quantizar as quase-
particulas tanto no esquema de Bogoliubov como no esquemas de Bohr-
Sommerfeld, que é igualmente facil ¢ simples. No capitulo I, em vista das
aproximages (justificadas) que faremos, desprezando termos com oscilagies
de fase, a quantizagio das flutuagdes serd quase que imediata.

Esbocgados os passos fundamentais do esquema semi-cléssico, aplicare-
mos essas idéias & Teoria de Bogoliubov discutida anteriormente. A versdo
cléssica da hamiltonina é:

=3 1 awg * 1 ® 222
H= [dz {—-%é Vé—Apg"d+ 3 A 47} (1.20)

onde ¢ é agora o campo bosdnico clissico. Se as flutuagles desse campo
forem quantizadas em torno do estado de densidade zero, os guania do campo
em questdo serdo os dtomos de hélio.

Certamente, a partir de (I .20), obtemos & lagrangiana da teoria, que é:

L= fd 2 (4708~ gbﬁ;q{;*)} H (1.21)
A equagio de movimento do campo ¢ sera, portanto,
, 1 =2 , «
z@;ézwng¢wApe;}+A$ 652 (122)
A
jl26}

que é a conhecida equagdo de Gross-Pitaevskil

A solugdo classica, que corresponde ao condensado uniforme da teoria
de Bogoliubov — sendo, entdo, o vécuo clissico da hamiltoniana, é

Gy = \/—P ﬁig {1.23)

A solucdo (1.23) poe de manifesto a degenerescéneia continua do vacuo
classico, wma vez que f é um nfmero real qualquer no intervalo (0,27).
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Iissa degenerescéncia contimia permite que o sistema possa exibir solugdes
ndo triviais meis complexas que (7.23). Permite, assim, que investiguemos
solugdes nio triviais para condensados n8o uniformes.

O espectro de Bogoliubov, na regido dos pequenos momentos, é carac-
terizado por fouons. Como esses {0nons sdo pequenas excitacdes do conden-
sado, ¢ método semi-cldssico € naturalmente implementado se, ao invés de
¢, na equagdo (1,22}, pusermos ¢, -+ 1, ou seja:

¢ = (s + 1) (1.24)

Lembramos que 7 representa uma pequena flutuagio que deve ser or-
togonal & fungio de onda do condensado, a saber:

fd.:i:“" bon =0 (1.25)
De um modo geral, estaremos interessados em termos do seguinte tipo:
¢ = ¢de + 1"+ din + den” (1.26)

($*8)% = (¢2de)? +2(¢ 20+ S2 G2 ") + 40" dlo,
+ 722+ 2 ¢+ O (1.27)

Quando substituimos (1.26) e (1.27} na equagdo (I.21), usando a con-
digiio (1.25), ficamos com:

Li¢] = L1+ Leitinear[n] + Ll ey 1] (1.28)

onde

= 5 2% 680 - B b
+ 6 ( v +Ap)¢ - g«qzs;cpﬁ] (1.29)

1
Lbiiinear fdx 3 aﬁ + P— v + AP)

2
2

g
~2xgiden'n - 5 (627 + 420%)| (2.30)

L{¢c,n] mfd§3{n‘ (if‘?zfzbc + -2.-% 53@ + Apéc)

—AdZ St + conjugado hermitiano  (I1.31)

-
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A aplicagio das equagbes (1.19} & lagrangiana (1.28) conduz & equagio
de movimento do campo 7, ainda cldssico {(note que, nesse caso, o termo
linear em 7, correspondente & expressio (I.31) é nulo, pois ¢, satisfaz a
equagao de movimento {7.22):

) 1 =% . %
zég?}mw%?qm};(pngbﬁéﬁ)?}-&)\éig (1.32)

Notemos que a solugio ¢, = /p ainda nao foi explicitamente utilizada,
de modo que a equagio (I.32) é a forma geral para uma flutuaciio em tormo
de uma solugdo classica, ¢, qualquer.

Em particular, se ¢, = \/p {condensado uniforime) teremos:

, 1 =2 . |
10 =—g=Vn+idp(n*+7) (1.33)

gue & formalmente idéntica & segunda das equagfes em (71.11). Portanto, a
Hutuacio n deve ter a forma:

7} = ﬁgg {u ei(goguwt) +w ef(“g':?*'wﬂ} (134)

VvQ

donde decorre que:

A K2 M
w = gk{lump} (1.35)

Para que o campo 7, venha a descrever ¢ estado de uma tnica quase-
particulas (n=1), empregamos a RQBS para a flutuagio 7, na forma:

Zufw

i f {ii/dia n* O = 2% (1.36)
0
¢ acabamos por obter:
B(k)=w(k);  pky=Fk (1.37)

Com isto se completa o processo semi-cldssico de quantizagio da teoria
¢ obtém-se, obviamente, os mesmos resultados do método candnico (segdo
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I). Vale lembrar que a definigdo da velocidade do som, ¢, no zero absoluto
como (ver eq. (1.16))

_.[Ar
o=/ (1.38)

¢ uma maneira de eliminar X das equagles em favor de wm pardmetro
fenomenoclégico que entra na teoria.

Na vasta literatura experimental que envolve o hélio liquido, essa gran-
deza, juntamente com a densidade, foi medida amplamente e podemos usar
os seus valores com grande seguranca. Em geral, na seqliéncia do trabalho
utilizaremos os seguintes valores numéricos aproximados:

ApEml BT K

(mA[p)*7* = (me)*/p = 186 (-39)

E depois introduziremos variagoes percentuais consistentes com valores
experimentais para verificar a legitimidade dessas aproximacgoes e estudar a
dependéncia do gap, A com a densidade (cf. cap. V, sec. III-b),

III. CONDENSADOS NAO UNIFORMES

Conforme mencionamos na secdo anterior, a degenerescéncia continua
do vacuo cléssico da hamiltoniana (7.10} permite que a equagiio de movi-
mento (1.22) exiba soluges diferentes e mais complexas que (.23). De fato,
se ¢, for definida como:

be(Z, 1) = /p {V — iytghyme(z — Vi) } (1.40)
com V sendo um niimero real compreendido no intervalo (—1,1) e 7 tal que:

V=1+/1-42 (I.41)

entdo, a expressdo (I.40) representa uma solugdo da equagdo de movimento
(1.22).

Esta solucdo é um séliton planar que deforma o condensado, cami-
nhando sobre ele como uma onda subsdnica de densidade, 20 longo da diregdo
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da coordenada 2. Para certificar-se que trata-se de uma onda de densidade
como a descrita, notamos que:

2
!'?’
& e = [Z - } 1.42

cPe=F cosh® yme(x — Vi) (1.42)
e que o seu valor tende & densidade do condensado uniforme, quando
||~ oo.

Como este soliton € a pega chave para o desenvolvimento desta teoria
de muitos corpos para ¢ hélio liquido, é conveniente ue demoremo-nos wm
pouco mais sobre ele.

Em primeiro lugar, notamos que esse séliton funciona como uma parede
de Bloch (parede de dominio} que divide v condensado em dominios de fases
distintos, pois:

Jim Go(F,t) = /pe=F (1.43)
2 e G0
onde

§ = arc {i‘;‘;; (1.44)

isto €, a grandes distancias do centro desse objeto, o séliton tende a dominios
de fase diferentes, com uma defasagem de 28. Esta defasagem é uma carga
topoldgica que é conservada, garantindo sua estabilidade. Em outros ter-
mos, a conservacio da carga topolégica profbe que o séliton (£.40) decaia
na solugio (1.23}, ou seja, garante que ¢ estado na sua presenga nio seja
equivalente a0 estado fundamental representado por (1.23}). Dal porque o
séliton (1.40) ndo é, ele mesmo, uma excitagio do condensado.

Essa defasagem caracteristica do séliton estd também relacionada ao
deslizamento de fase no escoamento superfluido, proposta por Anderson!®?
(cf. cap. V, sec. III-a}.

Como a onda ¢, carrega momento longitudinal, por unidade de drea {4
é a 4rea total do séliton):

5= m% di? ¢ Vo = 20V /1 V2 (1.45)

vemos que o escoamento de matéria di-se em sentido oposto ao movimento
do séliton. Note-se, a titulo de ilustracgio, que em fendomenos como o efeito
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fonte, tipicos do hélio superfluido, a componente norinal do lquido segue em
direcio oposta & componente superfluidalsil,

A energia classica do séliton, por unidade de drea, ¢ dada substituindo-
se a solugio (1.40) na expressao (1.20) e é:

4
o(7) = 3607 (1.46)
correspondendo & tensao superficial clissica do liquide.

Finalmente, voltando & expressio (1.42) vemos que é possivel reescrevé-
la na forma:

¢ b = p— Z(%,1) (1.47)

oude
2

Z(#,t) = 27

1.48
cosh? yme{x — cV't) (1.48)

¢ ¢ que denominaremmos de buraco do sdliton e representa um vazio local de
matéria acarretado pela presenca do séliton. A figura (I.2) ilustra a razéo
porque o termo buraco é o adequado.

V
V<Y<Y, Yz
- : Y,
Fla| \/ﬁ
Yﬂ

y=mc (x-cVt)

Figura 1.2 - O buraco do sdliton.
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As paredes ne sistema podem ocorrer mesmo sem a introducio de
efeitos térmicos, isto é, no zero absoluto de temperatura, essas paredes podem
estar presentes no vicuo da hamiltoniana {I.20), induzidas por flutuagdes
de ponto zero. Isso porque a expressdo ([.46) mostra que os sélitons tém
energia positiva e somente efeitos quinticos poderiam explicar a existéncia de
um vacuo recheado de paredes.

O que se verifica, depois, & temperatura finits, é que essas paredes,
de energia infinita tém, na verdade, um relevante papel termodindmico e
acabam por introduzir mudangas na entropia do sistema {veja discusséo no
final da secfo). De fato, hd um favorecimento claro de fases soliténicas 3
temperatura finita, como mostraremos na seqiiéncia, de modo que o sistema
preferira ter sdhitons a nao té-los.

Associado a esse favorecimento esta o problema de contar o nldmero
desses objetos. Estamos considerando a existéncia de paredes independentes
no sistema, isto ¢, ignorando a interagio entre elas; em particular, ndo
levando em conta. a energia armazenada na intersegio de duas paredes. A
uma dada temperatura, portanto, o sistema deve exibir um certo tipo de
séliton caracterizados, todos eles, por um dnico pardmetro v (cf. eq. (7.41))
e por wm nimero g, pequenoc, desses objetos.

Se o nimero deles for muito grande, as aproximacdes que fazemos pre-
cisariam ser revistas e a abordagem tornar-se-ia nm pouco mais dificil.

Portanto, dois fatores devem ser imediatamente registrados, quando de-
scjamos caracterizar uma configuragio do sistema, pumsa dada
temperatura 1"

(£} A configuragio é determinada conhecendo-se o par de ndmeros @ ¢ 7y
que a caracterizam e que devem ser diferentes para diferentes temperaturas;

(i7) o nimero de paredes, por unidade de comprimento, g, deve ser
muito pequeno;

Introduzimos, ento, a seguinte definigio: sendo A a dree fransversa
total dos sdlitons presenies numa dada configuragdo ¢ sendo §1 o volume do
sistema, enido

Qe

(1.49)

=
If
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serd o numere de sélitons por unidede de comprimento. Serd, também,
funcéo da temperatura pols mesmo que os sélitons se movimentem, a drea
total deles se manterd constante, numa temperatura fixa.

Podemos entender melhor o significado desse ntimero, considerando um
dominio tipico numa configuragdo de trés sélitons paralelos aos eixos coor-
denados, ou seja, num cubo de aresta d. Como o nimero total de sdlitons no
dominio 8 3, ad = 3, e ¢ = 3/d. Para garantir que os sélitons estejam sufi-
cientemente espagados, consideremos o comportamento do termo tgh ymez
(cf. eq. (1.40)) para valores muito grandes de ¥, onde supomos haver um
outro séliton:

tgh ymex & 1 — gmYmeE

Nesse dominio clbico, a distdncia média entre dois sélitons vizinhos &

da ordem de 1/a. Portanto, basta exigir que

e~ 2rmele o ] (1.50)

para assegurar a validade da aproximagio que fazemos.

Podemos adiantar que nossos resultados indicam que o valor de g, para
qualquer temperatura, ¢ sempre muito pequeno, satisfazendo, muitissimo
bem, a exigéncia expressa em (7.50) {cf. cap. IIT).

Lembramos que o séliton (1.40) e a equagdo (1.22) jd foram estuda~
dos em outros contextos, Tsuzukil®?, analisando as solucbes ndo lineares e
periédicas da equagdo (7.22) investigou a conexdo entre essas soluces e a
relacio de dispersdo da teoria de Bogoliubov, em limites apropriados. Su-
geriu, também, que ondas nio lineares poderiam existir estavelmente onde
os efeitos dissipativos fossem pequenos, como nos sistemas a baixas tempe-
raturas.

Por sua vez, a equagio (I.22) foi abordada por Zakharov!®¥l ao estudar
a evolucfio de um envelope complexo de uma onda monocrométics num meio
ndo linear., E foi resolvida, exatamente, em uma dimensdo, por Zakharov
e Shabatl¥ pelo método do espalhameanto inverso. A solugfio quéntica do
problema foi encontrada por Kulish e outros!®®. Hasegawa ¢ Tappert®®! us-
aram o mesmo séliton, na fisica aplicada, para tratar da transmissdo de pul-
sos Oticos em meios néo lineares dispersivos. Mais recentemente, Makhankov
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e outros!®”] estudaram esse campo cléssico em teorias unidimensionais. Como
j4 mencionamos, I. Ventura e colaboradores!®4—3549] nos tiltimos anos, vém
estudando o seu papel no contexto da teoria do hélio liquido.

Antes de encerrar o capitulo, voltemos a uma questao da maior im- -
portancia para o tratamento do hélio liquido, com esta abordagem centrada
no séliton (I.40).

Do que dissemos até aqui poderia parecer que o favorecimento, no fluido,
de uma fase solitonica em trés dimensoes, seria uma simples extensao do caso
unidimensional. Mas a situagao é, no entanto, bastante distinta e bem mais
complexa.

Para trabalharmos em trés dimensoes, promovemos uma imersao do
espago unidimensional no espaco tridimensional. Neste caso, como vimos,
teremos solitons planares caracterizados por uma tnica varidvel espacial,
como é o caso da solugdo (I.40). Esses sélitons planares (paredes) tém
energia infinita, que diverge com a area transversa (cf. eq. ([.46)). Isso,
em principio, inviabilizaria o seu surgimento espontineo no fluido, devido
a0 elevadissimo custo energético dessas paredes. Essa situacdo nao ocorre
em uma dimensao, onde o sdliton, de energia finita, pode ocorrer, termo-
dinamicamente, a qualquer temperatural®®l,

Contudo, I. Ventural*¥ mostrou que a presenca de sélitons macroscé-
picos provocam tal modificagdo no espectro das flutuacoes que as variagoes
daidecorrentes, na entropia, podem favorecer o surgimento espontdneo dessas
paredes. O tratamento original foi levado a cabo para o béson escalar da
teoria ¢* relativistica em trés dimensées. Nesse trabalho a nuvem térmica
(que introduziremos no préximo capitulo) nio havia sido descoberta. A
nuvem térmica e o segundo campo condensado (veja cap. I'V) sio essenciais
para o trabalho que ora apresentamos. Assim, comparados com os resultados
que agora -temos, os resultados da referéncia [42] sdo ainda muito pobres.
Mas ali se concluiu que a fase de sélitons poderia existir exatamente por
causa da entropia.

Um balango detalhado revelou que sempre que a desigualdade
Foot + Frpe < Fyae + Feu,

for valida, o sistema preferird ter sdlitons a nao té-los. Na expressao acima
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o lado esquerdo ¢ a energia livre do sistema na presenca de sélitons € o lado
direito é a quantidade equivalente na auséncia deles. -

For outro lado, o favorecimento esponténeo desses objetos nao é
ilimitado. De fato, ainda no contexto da teoria ¢*, na referéncia em questao
se mostra que o nimero desses objetos € controlado por sua prépria interagao.
Desse modo, enquanto as flutuacbes quanticas induzem ao favorecimento e
a produgdo de sélitons, sua interagio proibe a existéncia de um nimero
catastrofico deles.

Essa andlise minucioss da teoria ¢* serviu de suporte para a conjec-
tura de que também o hélio liquide, se descrito pela hamiltoniana (1.20),
apresentard um vicuo recheado de sélitons do tipo (1.40). Para reforcar essa
idéia, lembramos que ondas quinticas macroscopicas (das quais o sdliton
(1.40} é um exemplo), aparecem numa ampla classe de teorias nao locais e
de teorias ndo relativistices do tipo A]$1?, com n > 2 33, Daf porque a sua
existéncia no problema real do hélio liquido seja um fato bastante provével.
A plausibilidade dessa conjectura, alias, foi amplamente demonstrada em
referéucias jé citadagl®4—35:49],

No caso da parede (I.40) hd ainda um detalhe a mais que € impor-
tante. A dependéncias no pardmetro -y faz dela uma familia continua de
ondas quinticas macroscopicas. Isso explica o porqué de termos enfatizado,
anteriormente, que uma dada configuracio serd caracterizada, a cada tem-
peratura, pelos nlmeros (a,y). Agora a energia livre do sistema, na presenca
de paredes, dependerd explicitamente desses pardmetros.

Assim, a realizaciio da mecinica estatistica das paredes, para o caso
do hélio liquido, a que nos propusemos, permitird, entre outras coisas, um
mecanismo completo de controle sobre o ndmero e o tipo de parede favorecida
a uma dada temperatura. Tudo isso, é claro, além do fato mais importante
que ¢ o balango termodindmico desse favorecimento.
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CAPITULO II

AS DUAS DINAMICAS

. Precisamos conhecer as energias das excitacGes que povoam o sistema a
temperatura finita, no referencial de laboratério, para desenvolver a meca-
uica estatistica Jdos sdlitons no helio liguido,

Estamos tratando de win condensado nfo uniforme representado pelo
campo cléssico ¢.. Empregando o mélodo semi-cldssico, devemos investigar
as flutuagbes em torno desse campo de fundo, considerando-o, agora, na
equagio (1.32).

O caso em que @.(¥) representa um tmico séiiton foi tratado na re-
feréucia [34]. Ali, uma andlise bastante detalbada permitiu autecipar alguns
dos resultados ¢ue aqui encontramos. E que concordam, substancialmente,
com a literatura experimental acerca-do hélio lquido. m particular, regis-
tramos que essa analise variacional revelou, entre outras coisas, que os esta-
dos ligados da equagio (7,32} sio muito sememelhantes aos rétons. Também

estimou que a temperatura critica so sistema de sélitons do hélio deveria,
estar e boruo de 2 . B aventou & possibilidade de que ¢ coudeusado
pudesse existir aciiia da lewiperatura critica. I esses poubos sao basilares
no tratamento do hélio liuido.

Podemos antecipar que as analises deste trabalho e os seus resultados
numéricos, corroboram integralmente essas previsoes.

A aduzida andlise da versio unisolitonica da equagio (1.32), mostron
também que, de um modo geral, ela apresenta dois tipos de solugbes: os
estados do. continuo e os estados ligados. Os estados do continuo sio as
excitagoes do tipo fondnico, coino antecipado na segio I do capitulo prece-
dente. J4 os estados ligados representam quase-particulas ligadas ao séliton,
obrigadas a moverem-sg, comn ele, ao longo da direcio z, mas livres para
moverem-se nas direcbes transversais (ao longo da interface). Verificamos,
entdo, que o espectro resultante dessa equagiio deve ser ainda mais rico que
o espectro que decorre da teoria de Bogoliubov, que nio apresenta estados

r

-
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ligados.

Propomo-nos a explorar essas novas facetas do espectro. Valendo-nuos de
uma aproximacéo de campo médio, trataremos os estados do continuo (sec.
I); 2 dindmica da nuvem térmica surgird em conexdo com os estados ligados
(sec. II}. Encerraremos o capftulo tratando de formalizar a compatibilizagio
entre essas duas dindmicas (sec. III)}.

I. A DINAMICA DO FLUIDO NORMAL

a)-0Q “campo médio”

Concentremo-nos inicialmente nas excitagbes do continuo da equagéo
{(1.32). Seja, agora, ¢.(F,1) o campo cléssico que descreve o condensado nio
uniforme. A equagdo ({.32) se reescrevera como:

1 32
5= V1= Ao =266 0+ A (IL.1)

As quase-particulas que ocupam os estados do continuo estao em agi-
tagdo térmica, formando um géds em repouso relativamente ao laboratério.
Esse é um gds de Bose-Einstein que, no espirito da teoria dos dois fluidos,
vai constituir o que denominamos de fluido normal. E um gis de quase-

iag?? e

particulas.

Estaremos interessados naquelas quase-particulas de energia mais baixa,
que constituem 2 fraglo preponderante do fluido pormal. Sendo pouco
energéticas, seu grande comprimento de onda possibilita que elas sintam a
presenca de muitos sélitons, simultaneamente. Como a quase-particula estd
imersa no liquido, ela ndo distingue entre um ou outro séliton. Dessa forma,
na equagao (11.1), os termos que envolvem a interagio entre as flutuagoes e o
campo do condensado, podem ser tratados como se a flutuacdo apenas fosse
afetada por um campo médio. Um campo médio que reproduziria o intrin-
cado efeito, sobre a flutuagdo, de um grande ntmero de sélitons, movendo-se
aleatoriamente.

Analiticamente, esses fatos implicam em reescrever, uma vez mais, a
equagio (11.1) na segninte forma:

) 1 —2 — — .
23¢n=w%77]+V11)+V2n (11.2)
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onde introduzimos as médias volumétricas:
— AT .
Vy= g [@0 (2160 - ] =28 -p)  (LD)
Vy= % f di® ¢ = A (dete) (I1.4)

A equagdo (II.1) é a proposi¢io de um problema de flutuagdes de dificil
solugdo, que foi abordado na referéncia [34] por meio de técnicas variacionais
e cuja solugdo, até onde sabemos, nao é conhecida.

A introdugio do campo médio permite uma considerdvel simplificagao
para o problema. De fato, a equagio (II1.2) pode ser resolvida facilmente.
Vamos descartar o seu (ltimo termo e resolvé-la. As fortissimas razoes fisicas
que nos permitem fazé-lo serao discutidas logo abaixo. Portanto, temos
de encontrar a solugdo da seguinte equagao para as flutuagoes:

—2

: 1 =
z@m-—%Vn-}-Vln (I1.5)
A lagrangiana que d4 origem a equacdo (I1.5) é:
1 =22 =
L=/di:’3{(z'6m)n*+%Q*Vn—Vln*q} (I1.6)

sendo 7 = i%* o momento conjugado ao campo de flutuagao 7.

Apés a quantizagio (veja a segdo II do cap. I) o espectro de excitagdo
é dado por:

—~2
-« P 7
E@) =5~ +V, (I1.7)
CcoIn 4
- a
Vi(a,7)= r\p[ - ;}j] (11.8)

Desenvolvendo a mecanica estatistica dessas particulas cujo espectro é
dado por (II1.7), teremos um fluido normal igual de Bose-Einstein. Fare-
mos isso na proxima segdo. Discutiremos agora as razoes fisicas que nos
permitiram aproximar a equagdo (I1.2) pela equagdo (I1.5).

O que fizemos nessa passagem foi descartar os termos com oscilagao de
fase.
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Num sistema com muitos sélitons, como ¢ nosso, & freqiiéncia
de variagho local do campo do condensado ¢.(Z,f) é muito grande. Num
dado ponto do condensado, digamos em 2 = x5, 0 médulo do campo ao
quadrado deve flubuar muito em torno de um valor médio. Esse valor médio,
no tempo, seré dado por

<¢: (378: i) ‘;’4;(33{}9 t))tempa = ?rli{réo %fdt ¢2{$33 t} ¢€($83 t) (If’g)

O movimento de muitos sdlitons, provenientes das mais variadas direcoes
e a intervalos irregulares, é o responsdvel por essa intensa variagiio no médulo
quadrado do campo ¢ (,t). Dai porque serd legitimo aproximd-lo pela
média dada em {(I1.9}, acrescida de um ruido. Na presenca da excitacio,
quando substituimos o campo ¢.(Z,1) por ¢(Z,t) + n(&, t), temos:

Go(E 1) pol(E, 1) = p+ bp (I1.10)

onde
p= Gobe (I1.11)
6p = 0"+ $en + 1" pe (I1.12)

Os dois dltimos termos da expressdao ([1,12) representam um acopla-
mento entre as oscilagbes das excitaches. Em vista da disparidade entre os
valores das freqiiéncias de oscilagfes locais dos dois campos, ¢, e 77, podemos
descartd-los. A mesma argumentacio se aplica ao produto de trés campos.

O termo

(62 + 7" ¥pe + 1) = G207 + n*¢2 + i
F %+ 2 e n + 2¢.0%y  (J1.13)

reduz-se a:

(65 + 0 )@ + 1) = 1h% + 2¢5¢o 7+ O(F) (I1.14)

Estas aproximagdes equivalem a desprezar o termo V, em (11.2). O
termo que permanece, 2 ¢Ld.n € tratado em campo médio.
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b)-O fluido normal de Bose-Finstein

Como € sabido, a ocupagdo macroscopica do modo zero no gés de Bose-
Finstein caracteriza o fenémeno de condensaciio. De acordo com London!*!l,
a fase condensada ocorre conjugada ao fato de o potencial quimico igualar-
se ao valor médio do potencial Vi, dado por (I1.8) . Remetemos o leitor
& referéncia [11] para uma revisdo da abordagem de London para o gés de
Bose-Einstein.

Aqui, portanto, para a ocorréncia da fase condensada, poremos:

dya

b= vl = Ap —
Com esse espectro, a densidade do fluido normal serd dada por:

372
mT) / (I1.16)

T) = 2612 (o
priT) o2
esta é a densidade correspondente ao nilunero méximo de particulas nos

estados excitados do gds de Bose-Einstein, Como a temperatura critica é

dada por: ;
21 PN
o= (2,612) ’ (11.17)
a expressdo {11.16) torna-se:
T\ 3/2
wld)=pl| = 11.18
pul(T)=p (To) (11.18)

A expressao acima fornece-nos a densidade do fluido normal como
fun¢do da temperatura, a partir da densidade total do liquido, p.

Daqui por diante expressaremos a temperatura @ partir de wm novo
parametro, 7, dado por:

T md’
T T T on (p/2.610)278 (I1.19)

que deve funcionar como ume temperatua reescalada. Quando substituimos
os valores de p ¢ m correspondentes aos valores do hélio liquido, encontramos
que Ty~ 3.12 K, conforme o resultado pioneiro de London!iH,
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Teremos ocasido de ver, mais adiante, que todos vs calculos numéricos
aqui desenvolvidos, sdo feitos numa regiao de temperatura onde 0 < v <
0.85. Essa regido inclui, obviamente, o ponto A experimental (v &~ 0.696).

Podemos, agora, relatar essa imagem do gas de Bose-Einstein com a
teoria dos dois fluidos de Tiszall4l,

A equacglo (I1.18) fornece uma prescrigio clara para a densidade do
fluido normal a cada temperatura. O nosso superfluido serda constituido
pelo condensado, recheado de sélitons, mais as suas nuvens térmicas. Vale
lembrar que nas imagens usnais do sistema de Bose interagente, o superfluido
é constituido pelo condensado mais as particulas que povoam os niveis de
deplecao.

Issas duas versbes ndo sdo equivalentes. O que as torna profun-
damente distintas € a dinamica prépria da auvem térmica; ou, fundamen-
talmente, a presenca de sélitons no sisterna. A essa dindmica devotaremos
as proximas secoes.

Por enquanto, podemos obter a densidade do superfluido subtraindo a
densidade do fluido normal da densidade total:

pe{T) = p— pu(T) = p(1 ~ ?”3;2) (11.20)

Observamos que a densidade g, ndo ¢ exatamente a densidade do con-
densado. Assim como estd, a equagiio (I71.20) incorpora a nuvem térmica.
Entretanto, como o nimero de solitons é pequeno e ¢omo as nuvens
enchem quase que completamente o buraco do séliton, podemos usar a
expressio (I1.20} para a densidade do superfluido e para a densidade do
condensado. Quando tivermos completado a dindmica da nuvem térmica,
voltaremos a questdo e veremos se esse quadro deve ser alterado e em que

medida.

Antes de prosseguir é preciso que substituamos ¢ pardmetro g por p,
em todas as expressGes até agora introduzidas. Em particular, a velocidade
do som, ¢, que era dada por (1.18), agora sera:

aﬂ/%%f’):c‘/m (I1.21)
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Assim, a presencga do fluido normal acarreta wma primeira renorma-
lizacio na densidade do sistema. A nuvem térmica serd a responsdvel por
uma segunda. Vejamos como.

II. A DINAMICA DA NUVEM TERMICA

a)O que € a nuvemn t€rmica?

Nas ltimas linhas insistimos na distingio entre o fluido normal e o su-
perfluido. B bom lembrar, no entanto, que ndo ocorre uma separagio espa-
cial dessas duas componentes, quando consideramos o liquido globalmente.
Isso quer dizer, por exemplo, que as particulas estdo imersas no liquido e
acompanham o seu movimento. A distingio, feita por Tiszal'¥l, envolve um
ordenamento no espaco dos momentos, mas ndoc uma nitide separagio de
fases no espaco.

J& a presenca do séliton, quando observado desde o seu referencial de
repouso, acarreta um vazio local de matéria, onde a densidade é mais ra-
refeita. A partir desse fato, definimos a fungéo Z(Z,t) como o buraco do
soliton (veja a segio 111 do cap. I). .

A temperatura finita, qualquer quase-particula excitada termicamente
pode ser capturada pelo séliton, fornando-se ligada a ele. E depois movendo-
se, com ele, numa certa direcdo 2. Val ocorrer, portanto, um enchimento
nessa regidao do buraco do sdliton. Esse enchimento dependerd, obviamente,
da temperatura. Dizemos, entao, que formou-se a nuvem térmica.

A figura (I1.1) é um esbogo ingénuo, mas ilustrativo, do que pode ocor-
rer numa dada temperatura.,

O caso {a) mostra o buraco do séliton parcialmente ocupado por uina
nuvem de excitaces térmicas e o caso {b) mostre a completa ecupagio do
buraco pela nuvem. O parfimetro b, que denominamos de fator de enchi-
mento da nuvem, ¢ tal que 0 < b < 1 no caso {a) e b =1 no caso (b}.

Nao hd, em principio, um mecanismo privilegindo para impedir ou es-
timular essa ocupacio. Para constatar qual o tipo de situagdo a ser fa-
vorecida, a uma dada temperatura, serd preciso realizar wm balango ter-
modindmico mais completo,
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Figura Il.1 - A nuvemn térmica.

Neste capitulo, a nuvem térmica seré tratada & partir de uma densidade
fnt que deverd aparecer na hamiltoniana. Sobre ela lancaremos a hipdtese
fundamental deste trabalho. No capitule IV, introduziremos um segundo
campo cléssico na lagrangiana do probleina e trataremos da interdependéncia
desses dois campos. A dindmica da nuvem térmica poderd ser representada
de uma maneira ainda melhor e mais completa.

b)-A nuvem térmice ae nivel cldssico

A presenga da nuvem térmica deve incorporar mais dois termos na
bamiltoniana {1.22}, a saber:

(1) o acoplamento sdliton/nuvem térmica, que é um termo do tipo:
Adede pur(E,1)

(2) & auto-interagéo da nuvem térmica, na forma:

1 o
‘é‘ A P?:.t(ma t)
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Com estes dois termos a energia classica do sistema serd reescrita na
forma:

1 = = A
Eqol de; pat ] =/d£3 {5}“;; Ve Voo~ Ape i -+ 5 (‘?5:95-::)2}

. . - 1 o
AR R NCORE SRS V) JeE )

Q dltimo termo fol introduzido pelas mesmas razbes que conduziram &
equagdo (1.10) e depois & equagdo (I.20).

Comecamos a nossa andlise da nuvem térmica perguntando que tipo de
configuracio mecinica torna a euergia, K., (17.22) minima?

A regposta a esta pergunta é muito flustrativa, Seja:

SE, [{;’36(55, {)3 pni(’%& i)]
5,0,,:(55, t)

=0 (I1.23)

A solugdo sera:
AGibe+ 2 pni = Ao = 0 (I1.24)
Assim, no equilibrio, a densidade da nuvem térmica é:
(9 _ | s

pzz{:) pc ) é&é@ (Ifi’gs)
Pnt = & (33! i)
A equacgdo (I1.25) mostra que 2 nuvem térmica ocupa completamente

o buraco do séliton!

Mas esta é uma tendéncie puramente mecinica. Como estamos interes-
sados no equilibrio termodinamico, é a energia livre que devemos minimizar.
Para obter essa epergia livre acrescentamos & equacdo (17.25) a energia livre
das quase-particulas ligadas ao séliton. Depois, multiplicamos o resultado
pelo nimero de sélitons, g, de todo o sistema. Esperamos que a situacio
mude. A igualdade na expressio (II.25) deve ser alterada. Mas é bem
verdade que ndo deve mudar muito.

Isso porque & energia tipica do sistema é da ordem de Ap = 30 K,
No intervalo de temperatura em que estamos interessados 0 <7 < 3§ K,
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a energia livre das quase-particulas ﬁresas a0 sbliton deve ser pequena, se
comparada a esse valor. Logo, o resultado estabelecido por (171.25) revels
uma forte tendéncia do sistema, que € determinado, fundamentabmente, por

seus aspectos mecanicos.

Fazemos, entdo, a hipdtese de que a densidade de nuvem térmica €
proporcional ao buraco do sdliton:

pnt(Z 1) = b Z(&, 1)

. (11.26)
=b ({}ﬁ - étz éf:)
A proporcionalidade ¢é estabelecida pelo fator de enchimento, b. E esta
a hipotese fundamental a que nos referimos anteriormente. A dindmica da
nuvem térmica serd ditada por (£1.26), funcionando como um critério para
que um dado campo participe dessa dindmica.

A verificacio dessa hipdtese é feits, ao longo do trabalbo, de maneira
auto-consistente.

Na equacdo de movimento do campo do condensado deve aparecer o
termo de interacio séliton/nuvermn térmica, isto é:

, .1 =R .
1o = ~— Ve = A e e+ APrd% + A put e (11.27)

Usando a equagdo (I1.26) na equagdo (I1.27), teremos uma equagao de
movimento semelhante & equacio (1.22):

1 —e

i0ide = — 5=V o = AL = b) pedo+ A (1 = b)$27. (I1.28)

Aqui aparece wma constante de acoplamento efetiva, dada por

X=A1-b)

I1.28
o (11.29

onde introduzimos o parfmetro x. Este serd o fndice de profundidade relsa-
tiva. Deve medir quio vazio (ou cheio) fica 0 buraco do séliton na presenca
ou na auséncia da nuvem, Se y = 1, o sdliton estd vazio. Se y = 0, o burace
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do séliton estd cheio ( veja a figura (I1.1 — b)). O paridmetro y serd sempre
pequeno gquando comparado & unidade, em todo ¢ trabalho (veremos depois
que esta € uma aproximacao muitc bea).

Temos, portanto, a seguinte equagio de movimento:
1 22

iQupe = ~5—V do ~ Xpe e + A 4247 (11.30)
Sua solugao é o sdliton renormalizado:
¢ = fp. {V — iy tghyme(z — EV)} (11.31)
onde
~_ AP .
c= ?m\ﬁf{: (11.32)

A solugdo (11.31) que corresponde ao séliton {7.40) duplamente renor-
malizado, mostra-o carregando sua nuvem térmica. Como y é sempre tal
que x < 1, vemos que um efeito imediato da nuvem sobre o séliton é torné-Io
mais lento. Olhando para (I71.31) vemos que ele tornou-se também largo.
Como fizemos ao final da segdao anterior, a segunda renormalizacéio deve al-
terar as equacoes até agui encontradas. Agora vamos estudar as excitactes
da nuvern térmica.

¢}-A nuvem térmice av nivel gudntico

A nuvem térmica fol introduzida ao nivel classico. Empregaremos, no-
varnente, o método semi-classico para quantizar as flutuacgtes. Partimos da
expressio para a energia classica (I1.22) onde o campo ¢.(Z,t) serd agora
representado pelo séliton renormalizado (11.31). Estudaremos as flutuagbes,
n(&,t) em torno desse campo classico.

Ao introduzirmos ¢, + 1 na energia classica (F1.22) ficamos com dois
termos, um deles bilinear nas futuagdes:

Eof e+ 15 put] = BV Gc; pne(E,8) ] + EP 15 pne(3, 1) (I1.33)

onde:

B¢ pue(@s8)] = fdff:‘s {

+ 3 G0 NG = p) P | (L34

1

2m V‘F{’c Vﬁbc - )\Pc ¢c¢’c
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e,
- \ " 1 — . —
E® Ny, pasr(#,0)] mfdxg{gg Vg -Vy
+ A(2¢:¢c ~ pe + pus(Z, t)) ?;1*?;} +0%) . (I1.35)

Os termos com oscilacdes de fase foram descartados pelas mesmas razoes
da segio I-a. A parte da energia classica, bilinear nas futuagGes, ficon
separada e pode, agora, determinar a equacdo de movimento das flutuagoes.

O processo de quantizacio deveria comecar. Antes, porém, é necessario
que facamos nma andlise da estrutura desses termos.

Apds a quantizagio da flutuagao 5, garantimos a auto-consisténcie do
sistema impondo a igualdade entre a densidade da nuvem térmica e a média
térmica da densidade das flutuagdes

prt(E,t) = (") 14rmica (11.36)

Quantizamos a flutuacio, definindo:
n=2_ @ fi(&) (I1.37)
r =3 at f1(5) (11.33)

onde os f;(&) sdo o8 modos normais “ortonormais” das flutuacdes em torno
de ¢.. A soma, em i,se estende sobre todos os modos ligadost9l.
que a definicao formal em (I1.37) pressupde um problema de Schrodinger
associado & flutuacio, na forma caracteristica:

-y 2
{ ¥y (-‘5-9) } fi=ul i (11.39)
$=de

E claro

i

A relagio (11.36) associada s defini¢des formais (11.37), permite que
trabalhemos com uma epergia média, advinda de (17.35). Devemos, entéo,
identificar a hamiltoniana das quase-particulas da nuvem térmica e tomar a
sua média (térmica). Na expressio (I1.35) hd alguns termos que jé estdo
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contidos, formalmente, na parte classica (I1.34). Observemos os seguintes

termos:
A @athe pny — nuven/campo classico

= p. pry — nuvem/fonte externa

Em vista de (11.36), estes termos devem ser da mesma estrutura que os
termos:

Aegen
—Apen'Y
Considerando a energia (11.39), vemos que estes termos foram com-

putados duas vezes: uma na parte cldssice, (I1.34) e a outra em (71.35),
gquando tomarmos a média térmica. ’

Assitn sendo, para recuperar a hamiltoniana da quase-particula so-
mente, devemos subtrair, de (I1.35), os seguintes contra-termos:

Jaz 366 py (11.40)

Com isto, obtemos:

Hog = E@|5; pur(3, 1)] jd%ﬁ Mdde — po) 1D

ou
hed 1 3 * o * &
Hpi{n} m/dxa{gg V' Vo4 Al de -+ oy 7;} (11.41)
A energia interna das quase-particulas da nuvem térmica, serd dada
por:
Eint = (Hnt) ygrmica (I11.42)

Agora vamos encontrar a expresséo de 5(%, ), isto é, resolver o problema
(I1.39). A equagdo de movimente que decorre da hamiltoniana (I1.41) é:

1 =2
i@i:a?:—-% Van+U{a)n (11.48)
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onde o potencial U(z) ¢ dado por:
Ulz) = A{¢idc + pni) (11.44)

Usando as definigdes (17.26) e o séliton renormalizado (11.31) temos:

Uz) = Ape — (I1.45)

cosh® ymé(x — V')

Portanto, o potencial € dependente do temnpol As quase-particulas li-
gadas ao sdliton sdo modos normais da equacgio (I7.43). Mas ndo sdo auto-
estados de energia devido a essa dependéncia temporal do potencial, Dai
porque serd necessario que trabalhemos com as energiss médias, para a
mecanica estatistica do sistema.

Isso ocorre, também, porque precisamos conhecer as energias médias
das excitagées no referencial de laboratério. No referencial do séliton o
potencial ndo depende do tempo. Mas é possivel relacionar as solugbes do
problema no referencial do séliton e no referencil do laboratério, por meio
de uma transformacgio de Galileu apropriada.

Passemos ao referencial do séliton. Ali, o problema que temos de re-
solver é o seguinte:

—2
{0) = ._i V) 4+ U} n® (I1.46)
O
€O(F) ) = = To g — L Fo ) 4 () (11.47)
Igm ¢ om

-t

onde o simbolo V , indica a operacdo com as varidveis transversais a direcdo
do movimento do soliton.

Se, na equacao (11.47) introduzirmos

(e,2) = e o) arss)


http:�(.p~.pc
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(Z é o vetor formado com as componentes fransversais), ela implicara no
espectro:

e k) = 9 + Ape+ e (11.49)

onde
1 d%yy YAme?

9m da?  cosh®ymca

£y 1,!)(](33} - Yo (:L‘) (II.SQ)

A equagdo (I1.49) dd o espectro das quase-particulas ligadas no refe-
rencial em que o sOliton esta em repouso, Vamos reescrever a equagao {11.50)
e resolvé-la. Pondo y = ymcz, vem:

;5%5‘%(34‘) = “(% j; + C{};};%) Poly) (11.51)
ou, mais compactamente,
&0 = Og %o (y) (I1.52)
comi: 7
Op =~ (% iy " casizz y) P fo= 'yzii"é’é (1.53)

O espectro do operador (I1.53) é conhecido. Sendo

1
Yo =58 coshy (11.54)
resta:
gy = —1/2 : (11.55)
A fungho (11.54) pode ser dada, também, por:
_ fyme 1
Yola) = 2 coshymiz (11.56)

com isto, 0 espectro das excitacbes da nuvem térmica, no referencial do
séliton é:
i 1
Y = e e Mg — = 2mc? 11.57
e(k} o 4 A pe 57 me { )
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Portanto, no referencial do séliton as equacdes (17.52), (11.55), (11.56)
e (I1.57) completam as informagGes sobre o espectro.

A funcio de onda associada ac estado de momento Ig, no referencial de
laboratério, é dada por:
1

VA

Finalmente, as energias médias, no laboratério, seréo:

Zbg;a&) (3,1) = pilEE+me V) Yolz ~ EVH) (11.58)

w2
~ k 1 . 1 -
gi’,{;{;(k) o *é;; + “2; m(c V)g e )a;?c - fﬁ ’}”2?’}%{32 (11,59)

Dispomos, assiin, do espectro da nuvem térmica ~ valores médios da
energia — no ref. de laboratério. Podemos usd-lo para a mecénica estatistica
da nuvem. Antes disso, porém, essas informagdes devemn ser emadurecidas ¢
compatibilizadas.

Nés supusemos que a densidade da nuvem térmica fosse proporcional
ao buraco do sdliton (veja eq. (11.26)). Na equagio (I1.36) assumimos
que a densidade da nuvem térmica seria proporcional & média térmica das
excitagbes, A expressio (17.48) “mostra” que a densidade da nuvem térmica
é proporcional ao buraco do séliton. E facil ver!

O médulo quadrado de (I7.48) é;

yme/2
cosh® yméz

|7 (z,2)|* = |do(@) | = 2 Z(z,1) (11.60)

Idssa equagio reflete, portanto, a consisténcia entre as duas hipdteses

anteriormente aventadas. Em particular, confirma, e posteriori a hipdtese
lancada em (11.26).

Neste ponto, uma pequena retrospectiva dos fatos envolvendo a equacio
(I1.1) se foz necessdria.

Inicialmente, tratamos os seus estados do continuo numa aproximagio
de campo médio. Fomos levados a existéncia de um fluido normal andlogo ao
de Bose-Einstein. Esse tratamento implicou numa primeira renormalizacio
das densidades, sem a presenca da nuvern térmica. Em seguida, tratsinos



47

dos estados ligados do problema usando uma importante hipdtese sobre a
nuvem térmica. Concluimos, assim, que as excitacbes do sistema — em vista
da aproximagao de campo médio para o fuido normal e da correlagio exis-
fente entre as quase-particulas da nuvem {érmica — seguem duas dinfimicas
distintas.

Necessitamos, portanto, de uma prescri¢io de compatibilizacdo entre
esses dois procedimentos, para garantir a consisténcia dos resultados. A
préxima segao € dedicada & discussio e & compatibilizago entre essas duas
dindmicas.

III. AS CONDICOES DE COMPATIBILIZACAO

Vimos na segao precedente a condigio para que um estado participe da
dindmica da nuvem térmica (nunca é demais repetir!): o médulo quadrade
de sua fungdo de onda deve ser proporcional ao burace do séliton.

\ Se um dado estado estd presente e nfio satisfaz a esse
critério de proporcionalidade, ele deve ser tratado na dinfmica do fluido
normal. Trata-se, certamente, da dinamica do fluido normal desenvolvida na
se¢io I-a, do capitulo II, que agora deve ger modificada. Precisa incorporar
as contribuicbes da nuvem térmica.

Na secio referida, o campo médio ao qual estavam sujeitas as particulas
do fluido normal era dado por {eq.l1.3):

Vi=2(%{gie) - )

Agora, como mais wma renormalizacao da densidade foi efefuada, o
campo médio deve ser alterado. Trocando, na equagdo acima, p pela den-
sidade do condensado, p, e introduzindo o termo A < ppy > — que deve
refletir de que maneira o fluido normal se “ressente” da presenca da nuvem
térmica — o novo campo médio serd:

i’ji mﬁl{ﬁ’c} +;"(ﬁni)
' b 11.61
T’EmApc{l—-‘im%—zT g‘} ( )

e me
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Como y << 1, e, em conseqiiéncia, b o 1, aproximaremeos (I1.61) por:

o 2va
= A e 62
i anfo- 2] o

O espectro que daf resulta é, formalmente, idéntico ao da equagio (I11.7),
com V', substituido por V;:

N
£, — i (If.ﬁg)

T m
onde Ji == E, pelas mesmas razdes aludidas anteriormente. Isto é, esta
escolba do valor do potencial quimico segue o critério de Londoni?ll, de que
o nimero de ocupagio correspondente ao estado de menor energia deve ser
infinito.

Dentro do contexto dessas duas dindmicas hd uma situacdo, muito im-
portante, que se refere aos estados de espalbamento. Esses estados sio tais
que, numn preciso momento (£ = 0), no referencial de laboratdrio, satisfazem
ao critério de proporcionalidade com a nuvem térmica, mas ndo s80 mo-
dos normais da hamiltoniana (I1.41}. Quando levados a evoluir segundo a
dindmica dessa equacdo, fazem-no de maneira complicada, perdeado a cor-
relaciao com a nuvem térmica.

Um exemplo disso é o pacote de onda instantdneo do tipo:

il =0) = —= (@) (11.64)
definido no referencial de laboratério em ¢ = 0, com () dado por (I71.56).
Vemos, de fato, que a densidade de probabilidade a ele associada, | fo(Z) |?,
é proporcional ao buraco do sdliton, em ¢ = §. Embora, como ji disse-
mos, o estado descrito pelo pacote (11.64) nio seja um modo normal da
hamiltoniana (11.41), em ¢ == 0 ele é o seu estado de menor energia.

Para esclarecer, ainda melhor, o surgimento desses estados como (I1.64),
vamos usar wna analogia (somente analogia) com a estrutura de bandas
eletrénicas do estado sélido,

O fato de o potencial U(z) (cf. eq. (11.45)) depender do tempo, mostra
que, em nosso sistema de sélitons planares tridimensionais, forma-se um
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certo gds (diluido) de potenciais atrativos que se movem aleatoriamente,
como planos, em todas as diregdes.

Congelemos, momentaneamente, 0 nosso sistema e consideremos um
unico potencial, Uy(x — x4}, centrado no ponto . Uma particula a ele
ligada terd energia —ZEp, se a distancia entre esse potencial e o seu vizinho
mais proximo for grande. Mantido esse espagamento relative, teremos uma
sucessio infinita de potencials desse tipo, com situagdes individuals idénticas,
Formar-se-a, portanto, umsa estrutura semelhante & estrutura de bandas,
Pode-se adiantar que um bom piso para essa “banda” € a propria energia
- Ey.

O estado ligado no potencial Up{z — x¢) é descrito, justamente, por um
pacote como ([1.64) em ¢t = 0. Os estados dessa banda s3o descritos pela
superposicio desses estados individuais:

&$, = Z‘cg-n) Yoz — 25)
i

¢ haverd tantos estados na banda, quantos potenciais houver no sistema.

Hssa imagem que acabamos de tragar €, certamente, restrita ao caso
unidimensional. No entanto, em nesso sisterna tridimensional, algo seme-
lhante deve ocorrer. A medida em que o tempo passa ¢ 0§ potenciais se
aproximam, comegam a aparecer estados mistos, pois os efeitos de tunela-
mento passam a ser importantes. Enfao, a qualquer instante, haverd um
conjunto de estades mistos formando uma “banda”

De fato, nesta analise prelimilar de Mecanica Quantica, constata-se que
o sistema de muitos sélitous terd uma banda estreita emn torno do nivel do
pacote instantdneo. Entretanto, veremos que, quando estudarmos o sistema
a temperatura finita, do ponto de vista de cada sdliton, vai condensar um
segundo campo clissico. Mas, do ponto de vista do sistema como um todo,
condensard um segundo campo cldssico, na propria banda.

Passernos aos critérios de compatibilizacio. Enquanto excitagdo do



50

fluido normal, a energia média do pacote{ll.64) deve ser dada por:

- 2
En{fo}=Vi+ o [dz® ('i?fg(:iz‘,imﬁ)) (11.65)

ou

Eylfo} =+ 5 oPmi” (I1.66)

As equacgdes (I1.65) e (I1.66) revelam que acrescentamos ao campo
médio (11.62) a energia cinética do pacote instantineo, fo(Z,1):

Ex{fo} = }\pc{l fg‘*} + = 7m (I1.67)

Nas vizinhangas de ¢ = 0, o estado genérico (I1.64) deve estar correla-
cionado com a nuvem térmica, por obedecer ao critério de proporcionalidade
(11.26). Nessa dinfinica, a energia média do pacote instantaneo é:

Ewe{fust =0) =[5 { o | FA [ + U@ 7 | (I1.68)

ou, ainda,
Ent{foit =0} = Ap. +€p

11.69
=)\pc-%'y e 2 ( )

Os estados ligados da hamiltoniana(iI.41), que descrevem as quase-
particulas da nuvem térmica, sao {veja I7.58)

1 22 s 7 -
T‘&%&Gb)(i:, i) — "ﬁ e:k.z e;[mc Ve—eg.s{k} Y ¢e($ = ﬁVﬁ'} (II?G)

O critério que usaremos, neste capitulo, para compatibilizar as duas
dindmicas consistird em exigir que o valor médio da energia dos estados
ligados da hamiltoniana desses estados, tenham o mesmo valor, tanto
na dindmica de campo médio como na dindmica da nuvem térmica. De
maneira equivalente, dizemos que as energias médias do pacote instantaneo,
nas duas dindmicas, s30 iguais:

Ex{fo} = Byr{fo;t=01} (11.71)


http:hamiltoniana(II.41
http:pacote(Il.54
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Este é um critério provisério que usaremos para acertar o nivelamento
de cotas energéticas do problema. Quando introduzirmoes o segundo campo,
no capitulo IV, veremos que é possivel justificar, em detalhe, o mecanismo
que governa o nivelamento de cotas. Na se¢do I1 mostramos que esse nivela-
mento ocorre para minimizer a energia livee do fluido normal. Na verdade, ali
nds ajustaremos o valor do potencial quimico para zerar a energia do pacote
instantineo. Quando isso se der, condensard um segundo campo cldssico.
Depois € a minimizagiio da energia livre do fluido normal que garantird a
validade da equagio (J1.71).

Da. equacio (I1.71) decorre que
2va 1
c A flg — = it II.
/\p{ mc}+ YEme® Pe gq’mc (I1.72)

Esta relacio determina o ntunero de sélitons, g, no sistema, comwo funcéo
dos parAmetros v ¢ x ¢ da temperatura., A saber,

1
ﬁ:& =3 Vi-132y Nk ({1.73)

Assim sendo, as duas dindmicas sé serdo compativeis se o sistema. pro-
duzir sélitons em nimero suficiente para satisfazer a equagio (11.73). Note
que o lado esquerdo da equagio (71.72) envolve o nimero g, enquanto que
o lado direito ndo. Assim, numa dada temperatura o equilibrio se da via
producio de solitons. A condicao de compatibilizacio esclarece em que me-
dida surge um ndmero maior ou menor de sélitons no sistema e resulta num
mecanismo controlador para o nlmere de sélitons. E esse mecanismo que
acaba resolvendo o problema da contagem de sélitons. Voltaremos ao as-
sunto na segiio 11 do capitule TV.

Resta por calcular o ingrediente fundamental para a mecénica estatistica
da nuvem térmica: a energia da quase-particula ligada menos o potencial
quimico, no referencial de laboratoério.

A energia da quase-particuls ligada é dada inicialmente a partir da
equagdo (11.59). O potencial quimico ¢ fornecide pela equagiio (11.62).
Usando a equagdo (11.72), teremos:

Pl 1
Y o p w4 = L Rl 2 174
erap(k) = p = 5—+ zmlcV)* + zmle7) (I1.74)
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A figura (11.2) jlustra a disposicio dessas energias, exibindo um sdliton
nu e o outro vestido pela nuvem térmica.

CEMERA [ Y ."ullw:'l‘uli

81 Liagio]
'

.......... TUT N s W

! FHEALEEY
(Koo Cond TS
o RoMID ZEMGH
gt

HER TERUTA

Figura 11.2 - Disposi¢do das energias do problema.

Observamos & exiskéncia de um gap entre o pise do potencial quimico
e a energia das guase-particulas. Desse modo, a aduzida diferenca entre &
energia e o potencial quimico é dada por esse gap mais a energia cinética
do movimento transversal das quase-particulas ligadas ao séliton. Analiti-
camente, femos:

w2
a B
&'Lag,(k) - = A+ *i;;; (11.75)
onde . 5
— 2 =2
A= gme (1 = ) (11.76)

A equagdo {I1.74) envolve apenas as energias cinéticas. Mals precisa-
mente, ela representa a energia cinética total do estado de quase-particula
ligada. Explicitemos cada um dos seus termos:

- _'2 rl 4 * R a -
(i) & /2m é a energia cinética associada av movimento transversal das

quase-particulas;
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(1) 1/2m{cV)? é a energia que a quase-particula adquire por mover-se
longitudinalmente com o séliton;

{111} 1/6 m(E7)* é a energia cinética de ponto zero, por estar a quase-
particula ligada.

O gap existente na expressio ([1.78) é de origem microscopica. Na
vasta literatura experimental concernente ao hélio liquido a existéncia de
gaps ¢ prevista e tratada. Mas, em geral ele é introduzido num contexto
fenomenoldgico ou semi-fenomenolégico, c¢omo no caso da teoria
de Landaul®®!, Portanto, temos agqni um fato nove: um gap no espectro
energético, que resulta de primeiros principios.

Antes de adiantar que esse fato nos proporciona uma boa descrigdo
para o liquido, lembramos que o seu surgimento representa mais um fato
importante em direcdo a unificacdo das abordagens “rivais” apontadas na
introducéo.



54
CAPITULO III

A MECANICA ESTATISTICA E AS FASES DO LiIQUIDO.{I)

As andlises e os desenvolvimentos dos capitulos anteriores forneceram-
nos um balanco detalhado das energias que estdo presentes no sistema, no
referencial de laboratorio.

A feicao caracteristica desse processo todo € a de um modelo de trés
fluidos: o condensado, ¢ fluide normal ¢ & nuvem térmica. Com o método e
o espirito dos trabalhos de Londonl' e Tiszal'¥ chegamos a uma teoria de
dois fluidos: o fAuido normal e o superfiuido. Mas, diversamente da teoria
original, esta teoria de dois fluidos é quantitativa e microscopica, decor-
rendo de primeiros principios. Isso tudo gracas ao formalismo de segunda
quantizagio introduzido por Bogoliubovi??l e pela abordagem de conden-
sados nao uniformes — via séliton/teoria de campos — implementada na
referéncia [34].

Com esses aperfeicoamentos, trataremos, na préoxima segdo, da mecé-
nica estatistica dos soélitons no liquido. Na segiio seguinte analisaremos os
resultados mais proeminentes dessa abordagem. Adiantamos in parenthess
que os resultados deste capitulo, e em particular os da secio (11}, siio muito
reveladores e gratificantes.

Ao que nos consta, trata-se da primeira abordagem microscopica que
revela, de uma maneira conseqiente, um panorama completo de todas as
fases do hélio liquido. Inclusive com um ponto A muito préximo do experi-
mental,

Mag, mais nfio adiantaremos. Deixaremos para & segae mencionada,
uma discusséio mais amepudada da amplitude e da abrangéncia desses resul-
tados.

I. A ENERGIA LIVRE DO SISTEMA DE SOLITONS

Para obté-la, computamos a contribuicio de dois termos: & energia
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classica do sistema séliton/nuvem térmica e a energia livre das
quase-particulas ligadas ao séliton.

No caso de um dnico soliton, teremos:

Fs(T) = Eo[gpe; pur(E, 8} ]+ Fop(T) (I1L.1)
onde -
AL [ a2 (e pas( RV =) /T
FuplT) = o dElndl—e (IT1.2)

L

A infegral acima é bidimensional porque apenas o8 modos iransversais
sdo integrados. Definindo fg, como a energia livre por unidade de édrea e
substituindo a expressdio (I1.74) para &pq.p(k) — I, teremos:

fop = % f dk k m(1 N ad fﬁmmw‘) (I11.3)
0

Fazendo 2 = A/T e a = k/V2mT, apds uma integracio por partes,
vern:

mT? [ 2
o= =T [l (I11.4)
£]

2

se, ainda, fizermos y = z° e integrarmos, entio:

mT?
27

A funcio F(2) estd definida no livro de London!*!! (veja a equagio (1)
do Apéudice) como:
> eTnE
Bz} = Z 2

Nz}

(111.6)

Para obter a energia cléssica do sdliton, por unidade de area, combi-
namos a equagio (I71.22) com a hipdtese (71.26) e com a equagdo (11.29),
que define o indice de profundidade relativa. Entdo temos:

2
o(1,X) = 5 8pe VY +O) (111.7)
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Os termos em x°/? e poténcias maiores foram ignorados, porque y é um
nimero muito pequeno. Depois da minimizacdo da energia livre e do estudo
das fases no equilibrio, veremos que esta aproximacio ¢ muito boa,

Com esses resultados, a energia livre, por unidade de drea, de um séliton
com sua puvem térmica, ¢ dada por:

2 T
fo=Z2pe X7 = = — Fa(A/T) (111.8)

A energia livre total de todos os sélitons com suas nuvens térmicas, é
obtida pela multiplicagiio da equagdo (111.8) pelo niunero de sélitons g {veja
a expressao ([1.73)) como:

Fp oz FT(”;’;X}&:T)

mép, { 2 D m‘ri ¥ %1 By(A /T)} (I11.9)
3 2up.E
A energia livre total dos sélitons depende, de um modo bastante envol-
vente, de quatro varidveis: v, x, A e da temperatura 7. Para determinar
as configuracbes de equilibrio (g, y) que sio favorecidas numa certa temper-
atura, é preciso minimizar essas energia livre, nesses parametros.

No entanto, o problema pode ser simplificado wm pouco nais, uma
vez (ue essas quatro varidveis estdo vinculadas, Vamos, pois, explicitar
esses vinculos para obter uma energia livre que depende, unicamente, do
gap, A e da temperatura, T'. Al, entdo, estaremos prontos para estudar as
configuracies de equilibrio.

A primeira vinculagio estd dada na equagho (I1.76), que define o gap
das quase-particulas: ‘

A= -;-mz‘*‘(x - g&g?)
- j? = (1 - %72) X (II1.10)

Se tivermos uma equacao para v e outra para X, poderemos, em
principio, obter a dependéncia dos pardmetros A, v e y com a temperatura.

Impomos, explicitamente, a aduzida condigde de auto-counsisténcia.
Exigimos que a densidade da nuvem térmica fosse proporcional ao buraco do
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séliton pela equacdo (I1.26); e que fosse igual 4 média térmica da densidade
das flutuagoes, pela equagdo (11.36). Assumimos, pois, que:

Pnt = bZ(;i?, t) = <n*n>térmica (III.].].)

Assim, o cilculo de (n*n),, . mos deve fornecer uma segunda relagio
de vinculo. A partir de {II.37) podemos escrever:

(T irmica = 2 Tl @) (@) (858m) sermico (II11.12)
m

O termo {(am*am) rérmicg G€t€rmina o nimero médio de ocupagdo do
m-ésimo estado ligado a temperatura T'. No referencial de laboratério os
estados ligados de momento transversal k, séo dados por (11.58). Entdo:

A 27 | o (Lab) = |2 1
WL L [F- o IO TP L II1.13
Mas | ¢£.Lab) (Z,1) |2 néo depende de & e é dado por:
(Lab) = |2 ™MC .
(Lab) iz 0 |% = Z(3.t II7.14
@[ = ;7 23,0 (1119

Assim:

_(n*n>iérm£ca = - 6\/5(- [!exp (A/’.(Z{S+ §— 1)] Z(f’ t) (II115)

 dmpey
ou:
) yermica = g S(A,TY Z(2,t) (111.16)
se introduzirmos:
2...
S(A,T) = — ":WCT In(1 — e=2/T) (IT1.17)

[

Comparando a expressdo (I11.16) com a expressao (I11.11), temos:

S(A,T)

1I1.18
: (111.18)

b= VX
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Por outro lado, como & ~ 1, podemos aproximar a equagio acima para:

v /% 5(A,T) (I11.19)

Portanto temos wwma segunda relagiio de vinculo, Levando-a em
(111.10), ficamos com wmea equagio de segundo gran para o indice de pro-
fundidade:

2 a2 o 25
35 X _X+?-n52 == 0 (111.20)
cujas raizes sdo:
3 16 AS?
lﬂ:(&sT)““W [lﬂi\/lwwgmézit (IIIZ].}

Logo, podemos exprimir nossa energia livre {171.9), fazendo uso dessas
relagdes (11.73},(11.19) e (11.21), como:

2
Fp(A,T) = %m&“{ g Epex* St - %ﬁw X! S F (&/T)} (111.22)

Ainda assim, a dependéncia da energia livre para com o gap é bas-
tante envolvente. Esbudaremos as fases de equilibrio minimizando, numeri-
camente, a energia acima, a cada temperatura. Devemos encontrar os valores
de Ao(T) que a minimizam. Conbecidos os valores de Ag(7"), 0s demais
pardmetros estardo determinados numericamente, a partir das relagées de
vinculos anteriormente deduzidas. Deixamos para o Apéndice Numérico um
tratamento mals detalhado da minimizacio da energia livre e de todos os
outros detalhes do cdleulo numérico.

Chamamos a atengdo para a existéncia da regido de saturacdo que
ocorre no diagrama Ao{T") X T, conjugada ao fato de o radicando da equagéo
(I11.21) tornar-se negativo. Olhemos com mais vagar esse ponto.

O radicando que aparece na definicio do indice de profundidade (771.21)
pode ser posto na geguinte forma:
18 AS%

1= 3 =2 =1 g(T) h(A/T) (I11.23)
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onde:
9{T) = “3“3“;3 % (I71.24)
Wy = A&/T) = y|In(1 —e¥) |* (I11.25)

A figura (I11.1) (a e b) ilustra o comportamento dessas duas fungdes.

A fungdo g(T) cresce com a tempertura muito fortemente na proxi-
midade da temperatura critica do gis de Bose-Einstein. J4 a funcdo A(y),
que é nula na origem, passa por um maximo em yg = 0.1748 (quando R4, =
.5855) e decal rapidamente.

Para regides de altas temperaturas, onde g{7T") hmgr > 1, 0 radicando
torna-se negativo. Essa regido é a que denominamos de regido de saturagio.
Nela, como y se torns imagindrio, ndo hé selugfes fisicamente aceitdveis para
o pardmetro . Para esses valores do gap, a nuvem térmica “transbordaria”.
Q soliton ficaria tao cheio de quase-particulas termicamente excitadas, que
as expresoes que determinam 7y e x ndo poderiam ser satisfeitas simultane-

amente!

As fropteiras da regido de saturagio séo determinadas a partir das
solucoes da equacho :
9(T) WA (T)/T) =1 (111.26)
para cada valor de temperatura. Assim € possivel determinar, numerica-
mente, a funcdo A (T} que a figura (I71.2) exibe. Registramos que a
regido de saturacdo é uma nota distintiva e marcante da presenca de séliton
no sistema. Como veremos na préxima segdo e no capitulo IV o comego
dessa regido é muito préxime da regido critica.

E notével que todos os fendmenos importantes, relativos & transicio de
fase que passaremos a descrever, ocorram para pontos muito proximos da
regido de saturagdo. Em particular, a transigio de fase superfluido/fluido
normal ocorre por causa dessa regiao e muito préxima do seu inicio. S6 para
itlustrar, neste célculo a regido comega em Ty = 2,056 K e a temperatura de
transicdo{ponto A) é Ty = 2,093 K. Um pouco mais de 6% acima. Remete-
mos o leitor ao Apéndice Numérico, mais uma vez, se estiver interessado nos
detalhes da minimizacio da energia livre e, de pronto, passamos & analise
das fases do liquido.
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Figura II1.2 - Regido de saturacio no plano & x 7

II. AS FASES DO LIQUIDO

Kstudamos as fases de equilibrio do sistema a partir da es coiba de uma
das raizes v+ da equagio (Z11.21). Comecemos com a raiz X...

Encontramos uma linha de minimos A (1) para ¢ gep que comega no
zero absoluto e sobe, mais ou menos a uma taxa constante, até a wma tem-
peratura da ordemn de 1.8 K. Depois dal, passando por seu valor maximo
(As(T) >~ 1.3 K) a curva sofre uma inflexdo ¢ cai, violentarnente, até o
ponto A o~ (.9 K, a uma temperatura de 2.093 K onde, entdo, o minimo
deixa de existir,

A situagdo descrita estd ilustrada na figura (J11.3) como a fase A que
nos identificaremos com a fase superfluida do Hguido. O ponto assinalado
com & seta é o ponto critico (ponto ) desta teoria.

Para ilustrar o sergimento desse ponto critico, exibimos na segiiéncia
(@ — e) da figura (J11.4) a evolugio do ponto de minimo da fase A com a
temperatura.

As figuras {a) e (b) exibem pontos de minimos usuais e caracterfsticos
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Figura I11.3 - Trajetdria do gep, As(T) na fase super-
fluida {fase A).

de quase toda a fase A. J4 as figuras (¢) e (d) mostram como a curva comega
a apresentar uma mudanga de tendéncia. Bm particular a curva (d) exibe
urm ponto de minimo ainda existente para uma temperatura ligeiramente
menor que a do ponto critico (T' == 2.0926 I, 0.019% abaixo), Na figura
(€) o minimo j& desaparecen(T" = 2.0966 X, 0.017% acima). Logo que esse
minime desaparece com o aumento da temperatura, surgird uma nova linhs
de minimos Ag(T'), agora decorrente da raiz x4 da equagdo (111.21).

Esta nova linha de minimos comega a ficar destacada em torno de
Te = 2,073 K, muuto préxima da regido de saturacdo. Na verdade, até
onde vai a precisio dos nossos cdlculos, comega para o mesmo valor do gap
e da temperatura da regido de saturacdo. Dal por diante, val progressiva-
mente diminuindo e afastando-se da fronteira inferior da regifio de saturagéo.
A figura (I11.5) e a figura (I11.7) exibem esse comportamento, Nés identi-
ficaremos a fase B com a fase do fluido normal.

Vemos que o minimo que desapareceu na seqliiéncia da figura (7114},

caracterizando o ponte critico, reapareceu na fase B, para fazer a linha de
minimos ir a zero continuamente, nessa fase. Fazemos uso de wma seqtidncia
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Figura 1115 - Trajetéria do gap, A¢(T) na fase liquida
normal (fase B).

semelhante a da figura{(Z1I.4) para ilustrar — agora na figura (I11.6) — o
surgimento dessa nova linha de minimos.

O maior valor de A, pa figura (I11.6) estd préximo do valor de A
que define a fronteira da regido de saturagdo na temperatura considerada.
Quanto T estd muito proximo de Ty, o minimo estd literalmente “encostado”
nessa fronteira e, com o aumento da temperatura (b} e (c), vai se afastando
dela. Val a zero mais rapidamente que a fronteira inferior da regiao de
saturacio. '

Na figura (I11.4) » situagdo é a oposta. A fronteira superior da regido
de saturacio ests i esquerda dos pontos de minimo. A medida em que T au-
menta, o ponto de minimo se aproxima dessa regiao, até desaparecer nas suas
proximidades. Esse fato caracteriza a transicio de fase superfluido/fluido
normal em nosso modelo. A pequena diferenga enire essas temperaturas
(~ 1%), ¢ devida 3s aproximagtes que fizemos, ao exigir que x << 1. A
figura (JI1.7) exibe o comportamento do gap nas duas fases, juntamente
com a regido de saturagao.
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Figura I11.6 - Deslocamento do minimo na fase B {ver
explicagoes no texto.

De posse dessas linhas de minimos Ags(T) e Ag(T) para as duas fases,
calculamos o calor especifico a densidade constante C,(T), efetuando nu-
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Figura IIL7 - Trajetérias do gap (fase A e B) e regido
de saturacio.

mericamente a segunda derivada da energia livre com a temperatura:

Co(T) = -T gﬁ D (IT11.27)

onde Fe_%g)(T, A(T)}) é o valor da energia livre, no ponto de equilibrio. A
figura. (I11.8) mostra o calor especifico associade aos sdlitons do sistema e,

cremos, justifica nossa denominacao de T;\ pam a temperatura critica aqu
obtida.

No ponto A o calor especifico diverge completamente, A temperatura
onde isso ocorre (T = 2.093 K) é muito préxima(3,5%) da temperatura
experimental da transicdo superfluido/liquido normal, & pressio normal, co-
nhecida desde os trabalhos de Keesom. A maior parte das referéncias gerais
discute e apresenta resultados experimentais sobre o calor especifico do hélio
liquido (veja, por exemplo, as referéncias [59], [60] e [61).

Na figura (I11.9) mostramos o calor especifico total do liquido. Ele é
obtido pela adicio aos valores exibidos na figura (I11.8), do calor especifico
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Figura II1.8 - Calor especifico do sistema de sélitons.

do fluido normal do gés de Bose-Einstein!!],

Cpe(T) = 1.926 R(T/T.)%/* (111.28)

O calor especifico do hélio superfluido, na regido de Landau (0.6—
1.8 K) pode ser parametrizado por:

C o Ke~8lT (I11.29)

onde X é uma constante e o gap térmico, A, situa-se em torno de
8 120, Podemos escrever a expressio acima como:

In(C/K) = —Ay/T (II1.30)

Usando os nossos dados disponiveis para o calor especifico, apresen-
tamos na figura (I11.10) o seu logaritmo como fun¢éo do inverso da tem-
peratura. Fazendo isso podemos ver que a mesma parametrizacao funciona
com os nossos dados, indicando um gap térmico de 6.2 K, que estd em bom



68

] I
3
30l CLED -
20~ ~-
FASE A FASE B
X ]
T’&

13 45 7 19 21 23 25 265
TEMPERATURA (K)

Figura II1.9 - O calor especifico total.

acordo com os resultados experimentais. Se a regifo de temperatura esco-
lliida para a parametrizacao fosse o intervalo 1.2~ 1.5 K, 0 gap térmico seria
&{] o 8.5 K.

Analisemos, agora, o comportamento das outras grandezas (y, x, a etc.).
Muitas informagbes importantes podemn advir dessa anélise.

Comecemos com o nimero de sdlitons, g. A figura (J71.11) mostra que
ele € nulo no zero absoluto e muito pequenoc até 7' & 0.8 K, quando comega a
crescer. De T = 1.8 K até T, esse nlunero cresce muito rapidamente, atinge
um méaximo T &~ 2.09 K e cal abruptamente nas viziohangas de T5. Logo
acima da transicdo, a tendéncia ao decrescimento ¢ ainda mais acentudada.
Ao longo da fase B ele vai rapidamente a zero.

Portanto a transigio é acompanhada de um ¢rescimento muito acentu-
ado no nimero de sélitons, Mas atenternos para um fato importante.

No intervalo de temperatura de aproximadamente 0.3 K (1.8 -1T3) o
néimero de sélitons (a/mc) passa de 6 x 107 para 1.4 x 10~% (em niuneros
aproximados, dobra!}. Contudo, punca é maior do que ~ 0.015. Assim
sendo, a aproximagio que fizemos e discutimos na segao ITI do capitulo I
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Figura 111.10 - Logaritmo do calor especifico (A) vs. o
inverso da  temperatura, no  intervalo

de 0.6 — 1.8 K. A reta continua dé a derivada média,
ou gap médio (= 6.2K).

é muito boa. Em particular, a aproximagdo (1.50) é corroborada integral-
mente, pois o valor de 7 que ali comparece ¢ sempre (0 K — 7)) ao menos
umna ou duas ordens de grandeza maior do que g/mcl

Consideremos, agora, ¢ parametro 7y, cujo comportamento s¢ manifesta
na figura (I11.12).

Trata-se de um nfimero que cresce sempre com a temperatura. O cresci-
mento ¢ muito acentuado nas vizinhancas de 7. Contudo, em quase toda a
extensio da fase A, ele é um nimero relativamente pequeno. Por exemplo,
ainda em T ~ 2.07 K, ja crescendo rapidamente, seu valor 6 tal que v < 0.6.
Depois de transpor o ponto A ele continua a crescer até a unidade (seu valor
méximo permitide). Um pouce acima de T =& 2.25 K, i4 na fase B, o nfimero
v torpa-se ligeiramente maior do que 1 (nunca mais do que 10%). Embora
esse comportamento seja andmalo, aqui ele j4 era esperado. Isso ccorre por
que a equacio (I1.76) “nao sabe” que v < 1! Quando introduzirmos, no
capitulo IV, a nuvem térmica através do campo cléssico ¥, a nova férmula
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do gap ji conterd a restrigdo de que v < 1 ao assegurar a positividade do
gap.

Aproveitando as informagdes retiradas do nlmero v, podemos ver na
figura {I11.13) o grifico da velocidade dos sélitons, ¢V com a temperatura.

FASE B

o \ -

03 08 43 4B T, 23 285
TEMPERATURA (K)

Figura 11113 - Velocidade dos sélitons em m/s.

0 fato de v ser relativamente pequeno em quase toda a extensio da fase
A esté também ilustrade na figura (J71.13). Os sélitons “rasoes” (v pequeno)
sao muito velozes, Na fase B, como os sdlitons sdo muito “profundos” eles
também sdo muito lentos.

Para completar o quadro, mestramos na figura {(7771.14) o comporta-
mento do indice de profundidade, x, com a temperatura.

Ao longo do trabalho temos feito sempre a suposi¢io de que b~ 1 (ou
x << 1). Na figura (I11.14) observamos que x nunca ultrapassa o seu valor
méximo de = 0.21, atingido nas imediacdes do ponto A, onde ele também
cal violentamente. Em toda a extensio da fase B ele é wm nlumero muito
pequeno. As nuvens térimicas enchern, quase que completamente, os sélitons,

Com as informactes de que dispomos, podemos formar um panorama
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Figura I11.14 - O {ndice de profundidade.

geral das duas fases do liquido, No capitulo IV esta mesma imnagem serd con-
firmada, acrescida de algumas informagdes adicionais importantes, advindas
da introdugdo do novo campo ..

Todos os parfmetros, v, X, g, ¢ ¥ ¢ C,(T) sio nulos no zero absoluto,
Todos eles sofrem uma mudanga repentina em comportamento, nag vizi-
nhancas de 7 a mais violenta sendo, obviamente, a do calor especifico, que
diverge.

QOlhando para as duas fases, longe do ponto A, o que temos é uma fase
A, superfluida, com um ndumero relativamente grande de sélitons rasos e
muito velozes. A ocupacio da nuvem térmica no buraco do séliton é, em
geral, pequena. Na fase B o nimere de sélitons é menor. I5m compensacio,
esses solitons so muito profundos e lentos, com uma forte ocupagao da nu-
vem térinica no buraco do séliton. Isso faz com que, na fase B os sdlitons
carreguem uma entropia muito maior por unidade de drea, o gue estd em con-
cordancia com o que conhecemos a respeito dessa fase do liquide. No capitulo
V1 nés discutiremos com maiores detalhes, as implicagdes e a abrangéncia
desta vis@o do hélio liquido com paredes, que acabamos de apresentar.
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CAPITULO IV

O SEGUNDO CAMPO

Nos capitulos e se¢bes precedentes, a nuvem térmica foi representada
por uma densidade, p,;. Sua principal caracteristica era a proporcionalidade
com o buraco do séliton, assumida num primeiro momento e, em seguida,
determinada “a posteriori” por auto-consisténcia.

No capitulo II, a nuvem térmica fol incorporada & energia cldssica do
sistema {(cf. a equacgio (11.22)). Acabou por renormalizar o stliton, vestindo-
o com essas excitagbes ¢ influindo, decisivamente, no nivelamento de cotas
energéticas. Desse nivelamento resulfou a determinagdo, precisa, do espectro
de excitacbes no referencial de laboratério. Esses resultados, através da
compatibilizagio das duas dindrnicas, permitiram a construgio da mecinica
estatistica do problema.

A vpartir dal descortinou-se um panorama novo e bastante amplo do
hélio liquido ¢ suas fases, na presenga de paredes de dominio, e desde uma
perspectiva estritamente microscépice.

'O objetivo deste capitulo e do seguinte, é mostrar que a dinfmica da
nuvem térmica pode ser formulada de maneira mais precisa e mais rigorosa,
a partir da introducgio de wm campo auxiliar, de saida, na lagrangiana do
problema.

A dinamica da nuvem serd, entdo, ditada pela presenca desse campo,
., cujo médulo quadrado deverd igualar-se 3 densidade da nmuvemn. O campo
Y. é, na realidade, wmn campo de futuacao do campo do condensado original
¢. €, portanto, nao ¢ independente dele.

Contudo, e por razdes que hao de tornar-se claras com a apresentacao
dos resuléados, estudaremos a interdependéncia entre esses dois campos
desde uma nova perspectiva. Pela introducdo de dois outros campos clas-
sicos, ® e ¥ veremos que é possivel reproduzir a interacio sélibon/nuvem
térmica, e seus desdobramentos, chegando a uma teoria bastante geral para
a dinamica do hélio liquido.
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I. A FORMULAGAO LAGRANGIANA INDEPENDENTE

Consideremos a lagrangiana:

L] ®;¥] =/d§3 {é@*a@ - é V& VI + Ap, *0
A * FN2 g 3 g /L 1 = . o *
-——-2-'(@ (I;‘) + jdZ i 55’1’“*%;2; V¥ - V¥ -+ X p, W8

~ % (T gy } +fd§3 {w\ "G U + T UV } (Iv.1)

O

L[® %] =L[®]+ L] W]+ L[ ®; ¥] (IV.2)

Antes de prosseguir, é importante que esclaregamos a origem dessa la-
grangiana. Trafa-se de uma lagrangiana efetiva. S6 foi possivel construi-la
neste estagio do trabalho, em virtude de todos os caleulos que desenvolvemos
até o capitulo IIL.

Essa lagrangiana representa um estdgio mais avangado no desenvolvi-
mento da teoria, pois é onde culminam os céleulos precedentes.

Assim sendo, a lagrangiana foi
construida “a posteriorl” e tem por fungdo reproduzir a envolvente relagho
dindmica soliton/nuvem térmica e, como ji salientamos, todos os seus desdo-
bramentos. Portanto, no capitulo IV discutimos uma maneira mais elegante
e aperfeigoada de tratar essa dindmica. Como veremos, na formulacdo deste
capitudo e do préximo, seremos conduzidos, essencialmente, aos mesmos re-
sultados obtidos até aqui{cf. cap. III) e a uma andlise mais detalhada de
todas as fases do fluido.

As equagses de movimento, para os dois campos, séo:

1 —_—
iég@zm%v{@wA9¢§+A‘§*‘X’2+A‘?*@@ (IV.3)
&
: 1 =2 ; ¥ * T *
100 = e V¥ — i — Ap, T+ AT T 4 A DD ¥ (IV.4)
2m dx

onde, em ([V.4} j4 supusemos ¥ = v, 2.
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Notamos que a equagio (IV.3) difere de uma equagio de
(iross-Pitaevskii apenas pelo texmo A ¥*¥ @ e a equacio (IV.4) pelos termos
~iv ¥ + X@*® U. Somos levados, assim, a investigar a existéncia de wm
séliton renormalizado como solugdo de (IV.3), na forma:

be = /pe {V — iytghymé(z — €V)} (IV.5)
e de uma solugio semelhante & 1o da equagio (171.54),
¥, = /b p, x g~ it (IV.6)

cosh ymé (a — €V'E)

De fato, as duas expressGes anteriores resolvem o sistema de equagdes
(IV.3) — (IV.4), quando substituidas no lugar de @ e ¥, respectivamente,
com:

v=CcV
FA'Nd
Q= -—%72:’?{52 (V1)

E isto € otimo. De saida temos o séliton, j4 renormalizado pela nu-
vem térmica, como em ([1.31). Temos tambdm o campo ., que §, si-
multaneamente, proporcional ao buraco do séliton e proporcional ao pacote
folZ, 1) que apareceu no capitulo I1. Em outras palavras, o interrelacions-
mento séliton/nuvem térmica estd determinado, e precisamente, pela di-
namica dos dois campos & e ¥, Passemos a explorar, mais detidamente,
todas as consegiiéncias dessa nova abordagem.

Comecemos por escrever a energia classica do sistema, em funcio das
solugdes (IV.5) e (IV.6) (cf. & equacdo (I1.22)):

a1 =, = S

: Ec[éc%’ﬁc]:fdxz{% Voo Vo~ Ape ppbe + g(écéc)z}
= 1 =z L - L A * '

+./d3:3 {??’;Z» vd)c «'{?qi)c-- )‘pc%""cz}bﬁ'}' g(%&cﬂxc)z}

i fas® {A b bobitbe — iEV ¢:azwc} (1V8)

Como a integragio em (I'V.8) se estende sobre todo o espago, o Wltimo termo,
que ¢ impar, anula-ge.
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Chamamos, novamente, & atencdo para a semelhanca formal entre a
equacio (11.22) e a equagio (IV.8). Como o termo ¥}y, é o equivalente
formal de pny, a Gnica diferenca entre as duas expressoes € o termo cinético
do campo classico, ., a saber:

K(the) = fd {—-—-~ Vi - Wc} (1v.9)

Para calculéd-lo, explicitamente, usando (IV.5), sabemos que:

fd:?fa ‘2“%;; |$’!Pc|2 =2 bpc;mT:C fdz sech? »

=§ Af}c '}’3 cb

onde A é a drea transversa do sdliton. Como b= 1+ x e ¢ = &/, o termo
cinético (FV.9), por unidade de 3rea, sera:

K (o) = 380 VX7 +00CP?) (1v.10)

Para obter a nova tensdo superficial cléssica do séliton/nuvem térmica,
basta adicionar o termo cinético acima {equacio (IV.9)) ao resultado ante-
riormente obtido (equagio (711.7)) e escrever:

o(7,x) = Epe VX 7° + O (IV.11)

Vamos deduzir agora, de acordo com os procedimentos anteriormente
firmados, qual deve ser a “nova” hamiltoniana das quase-particulas da nuvem
térmica. Para Isso, na energia classica (IV.8) introduzimos ¢, = ¢, + 5 no
lugar de ¢,. Isto nos d& — mantendo até termos quadraticos na flutuacdo
— & Seguinte expressio:

Ee[¢e,¥e;n] = El be; o ] + H {1} (1V.12)

sendo:

Blbaivel = [45° { o | 9. = Apediect 5 (0100
= A
A= pIWbet 5 The 45 WS (V1Y
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H%5} mfdi*a {5% |V * + A (26500 + ¥l — pe) v;*?s} (IV.14)

Novamente, devemos promover a subtracdo de contra-termos. Dois
desses coutra~-termos sdo os mesmos que anteriorinente subtraimos
(cf. equagdo {I1.40)). Portanto, num primeiro momento, teremos:

Hy{n} = B[} - de{A(ézqswm*n} (IV.15)

Mas, agora, além desses dois contra-termos, devemos subtrair também
a energia cinética do pacote f(Z, 1}, pois ela j4 estd incorporada no termo
cinético do segundo campo da equacdo {I/V.13) e aparece, portanto, com-
putada na equagiio (IV.11). Assim, devemos ter:

1 ~ 23, %
Hy{n} = Hi{n} - g?gmczfdwaﬁ 7 (IV.16)

o1l

Hy{n} mfdi’s {w%* Vit Vit A ($ede + Yrdbe) ?7*12}

2m
—fd§3 {% vimet n*n } (IV.17)

Desse modo, a expressao (IV.17) € a nova hamiltoniana das quase-
particulas ligadas da nuvem térmica. Sugerimos ao leitor que a compare
& expressio (I1.41) do capitulo (IT).

De fato, as duas expressoes diferem, formalmente, pelo termo cinético
subtraido nesta dltima. Essa diferenga €, no entanto, de grande importincia.
Desejamos extrair, de imediato, as conseqii€ncias mals expressivas desta
abordagem. Por isso reservamos a proxima segao, entre outras coisas, para
uma discussdo melhor elaborada acerca da natureza desse termo cinético.

Voltemos a equagdo (IV.17). Em estrita analogia com ¢ que fizemos na
secdo II-¢ do capitulo IT, vemos que a equagio de movimento a ela associada,
Ssera: [ w2

i0m = -5 V4 U(z)y (IV.18)
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onde

Up(w) = M@ -+ %) — ':f ?me? (1V.19)

Como o termo A (@} .+ . ) € equivalente a U(x) na expressio (11.44),
o problema. associado as flutuagGes € o mesmo. Basta, pois, subtrair esse
novo termo cinético de maneira conveniente. Isso quer dizer que a energia do
pacote, En{7foc}, na equacio {11.68), perde o termo cinético, tornando-se:

s 2va
Ewiho}=ro{1- 22} (Iv.20)
e, em confrapartida, a energia média do pacote, na dindmica da nuvem
térmica, Eyr{fo}, da equacio (I11.70), passa a ser dada por:

- 1 1,
Enr{fo;t =0} = Ape = 57'm&* — Zy*me?

ou:
ok 2 .
Enr{fo;t =0} = X p, — 572??;{:2 (Iv.2y

Da condigiio de compatibilizacio imposta no capitulo IT {cf. equagio
(11.71)) resulta a seguinte expressio pars o nimero de sélitons no sistema:

a 1

.

e oy 332
— = 37X (IV.22)

que é exalamente a mesma expressio que {I1.73). Isso deveria ocorrer
porque, na pratica, o que se fez fol simplesmente mudar o lado do termo
cinético na ccompatibilizagdo da dinfmica {eq. (Z1.73}). No entanto, o
significado fisico desse procedimento reveste-se de uma importincia funda-
mental., Trata-se de wins maneira diferente de abordar e entender as duas
dindmicas do problema. Dedicamos 2 préxima se¢io a esclarecer ¢ a apro-
fundar esses fatos.

II. O FENOMENO DA CONDENSACAO DO NOVO CAMPO

Iniciaremos esta secao revendo um argumento apresentado na referéncia,
[45] para explicar a cempat;blhzagm das dmazmcas, via produgio de sdlitons.
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No equilibrio, o nimero de slitons esta determinado pela expresséo
(I'V.22). Consideremos, no entanto, um sistema diluido em que o nmero de
solitons, ¢’ € menor do que o de uma configuragio de equilibrio.

Como vimos na se¢io II-¢ do capitulo II (veja discussio na seqiiéncia,
abaixo da equagdo (I1.64) o fato de o sistema possuir muitos sélitons, faz
surgir uma “banda” de estados instantiness. Uma primeira (e boa) estima-
tiva para o piso energético dessa banda é, justamente, a energia do pacote:
fy mc 1

coshymé(z — V1) (Iv.23)

fe(’z i) v/‘

que descreve os estados de menor energia. Essa energia ¢ dada por (cf.

eq.(11.69)): ,
Enxr{fe}=Apc— 5 = v me? (IV.24)

Ja o nivel do campo médio para o fluido normal, na configuragio descrita
por & (cf. eq. (I1.72)) serd dado por:

— Yval
lﬂ(g’)mkpg{l— "*"%} (IV.25)

mc

Como g', por hipdtese, é pequeno, a energia {IV.25) é muito maior que
o piso dessa banda.

Por outro lade, o potencial quimico deve igualar-se & menor energia do
sistema, que é Exr{fs}. Portanto, serd diferente do potencial no campo
médio (JV.25). Essa diferenga € um gap residual, na forma:

A =Vi(e) - p
2va 1, . (I'V.26)
= A e — ,Y"“ Ape )\pc+§72mcz
ou: . 2o
e 1
‘ &{ = 5 "}‘2??‘2{;‘2 - W?gz%f“ Apg (IV??)
Com isto a suergia livre do fluido normsl deve ser um termo do tipo (2
é o volume}):
T oD
w3 '
Fy=Q e f d3p 111(1 — e~ 2t W) (IV.28)
m
0
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Ja a enerpgia livre dos sélitons é wn termo proporcional a ¢, que é
pequeno. Para ruinimizar a energia livre, cujo termmo mais importante é
o termo de volume acima, o sistema deve ter a tendéncia a minitmizar o
gap residual, A’ Isto é, em vista da expressio (JV.25), o sistema terd de
produzir muitos sélitons para, baixando ¢ campo médio, baixar A’ e tornar

mais negativa a energia livre (IV.28).

A situagio de equilibrio deve ocorrer quande A’ for nulo (ou desprezivel-
mente pequeno), de modo que a partir de (I'V.27):

2va’ 1
= A P mE o 2 2
s e Yme
ou: ,
g; — 312 372
— =73 L=—732~x (IV.29)

Assim a expressio (I'V.29), obtida por argumentos heuristicos, difere de
(I1.73) ¢ (JV.22) justamente porque o contra-termo cinético ainda néo foi
subtraido.

Essa andlise Intuitiva revela ainda um outro fato da maior importancia.
Quando o potencial quimico se iguala & energia do pacote instantineo, tem
lugar a condensagio de um campo cldssico que é proporcional & funcio de
onda desse estado. Da mesma forma na teoria de London |, onde o estado
de energia zero, cuja funcdo de ouda € constante e uniforme, condensa para
formar o condensado uniforme daquele sistema. Esse campo cldssico que con-
densa é exatamente o nosso campo ¥.(,t). Ele representard a condensagio
do pacote instantaneo fo(Z,1).

Olhando para a expressio (IV.5) é facil ver que:
Po(Z, 1) ~ folZ, ¥)

onde, como ja dissemos, 0 nove campo € proporcional ao pacote instantineo
e também é proporcional ao buraco do séliton! De fato,

|62, )| = pusl(E,1) = b 2(3, 1) (1v.30)

(cf. a equagdo (I71.26)).
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Essas proporcionalidades do novo campo vém, mais uma vez, reforgar o
cardter fundamental daquela primeira hipétese do capitulo I (eq. (J1.26)).
Detenhamo-nos wn pouco mais sobre esse campo (&, 1).

Na secio {(II-¢) do capitulo I1, as funces de onda das quase-particulas
ligadas no referencial de laboratdrio, eram (eq. (11.58)):

¢(ﬂab)( t) — \/__ t(k rhme V:z:) wﬂ( HEVf) {{{,{3}}

Devido & proporcionalidade estabelecida entre ¥.{Z,%) e Yo podemos
interpretar © nove campo como wn envelope que modula todas as fungdes
de onda ligadas. Enquanto o pacote instantaneo fo(#,t) evolui complicada-
mente com o tempo, ¢ campoe clissico Y, € estavel. Mesmo sendo, a cada
instante, proporcional ao referido pacote.

Acontece que essa tendéncia dispersiva é contrabalangada pela nao lin-
earidade com que o campo ¥, comparece nas equacoes de movimento. Lem-
bremos que, além da auto-interagéo de i hd também uma interacdo, no li-
near, entre o campo ¥, € o campo do condensado ¢,. A néo linearidade repre-
senta uma tendéncia a aglutinagio, contrapondo-se, entio, a dispersdo tipica
do pacote f5(Z,1). A estabilidade deve decorrer, portanto, do equilibrio entre

essas duas tendéncias®?,

Agora, talvez, possamos entender melhor a natureza do termo cinético,
1/6y* m¢?. Na analise que fizemos no cap. II, o pacote instantaneo fo(¥, 1)
ndo possula a mesma energia do piso do fluido normal. Agora, porém, ele
tem & mesma energia. O que ocorre € que, quando uma quase-particula do
fluido normal se acopla & nuvem térmica, o campo ¥, sofre uma modificacio
infinitesimal. Isso implica num gasto extra de energia, devido ao termo
cinético desse campo, que é, precisamente, 1/6 4% m¢2.

No capitulo II essa era exatamente a diferenga entre a energia de fo(Z, 1)
e o piso do potencial quimico do sistema {ver a figura (J7.2}}.
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CAPITULO V

A MECANICA ESTATISTICA E AS FASES DO SISTEMA. (II)

I. PRELIMINARES

A mecéanica estatistica do sistema, na presenca do novo campo classico
Ye(Z,t) desenvolve-se de maneira inteiramente andloga ao que fizemos no
capitulo ITI. A expressao formal para a energia livre é exatamente a mesma
(cf. eq. (I1I1.9)). A introdugdo do campo implicou numa redefinigdo para o
gap (que mostraremos) e, em decorréncia disso, a férmula para o indice de
profundidade, x4 (eq. (II1.21)) deve ser revista.

O gap era dado por:

am (-2

ou, como, 7% = 1 — V2, na forma:

1
A=6mc

1
2-{-gmczv2 (V.1)
Com a subtragéo do contra-termo cinético, ¢ mc2 (1 — V2), o novo gap
passa a ser dado por:

~—

A = A — contra termo cinético

portanto:

’”__1_ ~2 2__1 ~2 2
A—ch vV = 5 mc (l—r'y) (V.2)

O novo gap das quase-particulas constituintes da nuvem térmica
representa a energia da excitacao devida ao movimento longitudinal do
séliton (de velocidade ¢V). Esta expressio ji contém a garantia de que
v < 1, para assegurar a positividade do gap. Aquela pequena anomalia
numeérica apontada por 7, logo depois da figura (I11.12), decorrente das
aproximagdes que fizemos, nao mais ocorrera. Se o leifor quiser se anteci-
par, poders observar que na figura (V.5), na fase B, o niimero v, depois de
efetuada a minimizacdo, tende & unidade da maneira esperada.
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GAP(K)
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TEMPERATURA (K}
Figura V.1 - Regido de saturagio no plano Ayqs x T

Na expressio de A, substituimos v dado por (I11,19) e teremos:
A= %mzﬁm ~ 757 (V.3)
ou uma nova equacao quadratica para o novo {ndice de profundidade, ¥

2A
2 s
B -i+ 22 o (V.4)

cujas raizes serdo:

1 8AS?
Y4 (D, T w2 e | e 4] 1 — — V.5
X:l:( ) 252(&??‘) [ M2 ] ( )

Todas as andlises relativas & regifio de saturagio que fizemos, séo as
mesmas. Mudam apenas os valores de ﬁsat que determinam a fronteira
da regido de saturagdio. Agora eles sao a solugdo, a cada temperatura, da
equagao auto-consistente:

— =2
‘ &zwi = njc (Vl‘ﬁ)
854 Aes, T)

A figura (V1) mostra a regido de saturacio no plano Ay 7.
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A temperatura onde se inicia a regido de saturagio € um pouco menor
que a obtida no capitulo III: Tv = 1943 K. A regiao critica dar-se-a a
temperaturas um pouco menores que as do capitulo III. A temperatura de
transicdo, T é aproximadamente, 6% menor (consulte a tabela (V.1)).

II. AS FASES DO LIQUIDO (II)

Tendo introduzido as modificagées necessarias na se¢éo anterior, o pro-
cesso de minimizagao ¢ absolutamente idéntico ao empregado no capitulo
ITI. Nossa analise dos resultados seguird, portanto, um caminho semelhante
ao descrito nesse capitulo.

A fase superfluida — fase A — inicia-se no zero absoluto e termina
no novo ponto critico, agora T = 1.962 K que é o nosso novo ponto A.
Obviamente ela também ocorre para a raiz negativa, ¥—, da equagdo (V.5).

A fase do liguido normal — fase B — inicia-se agora em Te=1.945 K ,
que € cerca de 0.1% maior do que ).

A evolugao dessas linhas de minimos A,(T) e Ag(T)é muito semelhante
as da figura (II1.7) e sdo mostradas na figura (V.2), juntamente com a regido

de saturacao.

Na figura (V.3) nés mostramos as linhas de minimo das fases superfluida
e normal para as duas abordagens. As linhas superiores sao do primeiro
calculo (cap.III).

Pode-se ver que os valores tipicos de A estdo sempre abaixo dos valores
tipicos de A.

O calor especifico, também, apresenta o mesmo tipo de comportamento:
uma divergéncia no ponto critico. Veja a figura (V.4).

Descontando as pequenas diferengas decorrentes da mudanga na regiao
critica, o panorama geral da fase liquida normal e da fase superfluida é
idéntico aquele que descrevemos no capitulo ITI. As demais grandezas, 7, x
e g sao mostradas nas figuras (V.5), (V.6)e(V.7) respectivamente. Chamamos
novamente a atengao para o fato de o valor de v apresentar o comportamento
correto.

Mas h4 ainda duas outras linhas de minimos, A (T) e A,(T’) associadas,
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Figura V.2 - Trajetéria do gap (fases A e B) e regifo
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Figura V.3 - Trajetéria do gap (fases A ¢ B} nas duas

abordagens.
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Figura V.4 - O calor especifico do sistema de sélitons.
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Figura V.8 - Trajetorias do gap na fases C e D e regido
de saturagao.
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Figura V.9 - O calor especifico na face C.
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respectivamente, as rafzes Yo e Y- da equacgio (V.5).

A fase C, com EQ(T) como minimos, comeca 1o zero absoluto e mantém-
se ruito préxima de A = 0 até a temperatura aproximada de 1.6 K. Depois
disso ela comega a subir muito rapidamente e val terminar nas vizinhancgas
da regido de saturagio, para 7 = 1.98 X {um pouco acima de i,),

A fase D, com ZXQ(T) como linha de minimos, comeca muito préxima
a regiao de saturagdo e um pouco scima do ponto onde desaparece a fase
C. Mas nesta fase, us valores de y crescem muito rapidamente e invalidam
a suposicao de que x << 1. Em todo caso, 0 método de cdlculo pode ser
implementado para, futuramente, explorar com maior detalhe as eventuais
implicagoes dessa fase.

Na figura (V.8) nds mostramos essas duas fases, juntamente com a regifo
de saturacfo, para termos um quadro comparativo,

Pelas caracteristicas de que se reveste a fase C ela requer uma andlise
mais detalhada.

O calor especifico da fase C (figura {(V.9}) ndo apresenta qualquer di-
vergéncia, mas mostra um crescimento acentuado (por exemplo, seu valor
dobra, no intervalo 1.4 — 1.8 K) até aproximadamente a temperatura de
0.9 K, quando comega a decair rapidamente, até o desaparecimento da fase.

Os sélitons favorecidos nessa fase sio bastante lentos (figura (V.10) ¢
(V.11}). De fato, em torno de 1.4 K o valor de y ~ 0.999 e nas proximidades
do ponto onde @ fase termina ele é, ainda, aproximadamente, y o~ 0.72.

Para se ter wma idéia comparativa, na fase A, praticamente no mesmo
intervalo de temperatura, o nimero v varia de ~ 0.16 para ~ 0.56, uma
variagio trés vezes maior do que na fase C. Mais. Abaixo de T > 1.4 K,
a fase C existe (com minimos tais que A, =~ 0) e os valores de v estdo
muitissimo préximos de 1!

Esta fase nos faz lembrar da fase sélida de Hélio!

Como é sabidol®¥ o hélio cristalino exibe efeitos ndo lineares significa-
tivos. O seu movimento de ponto zero é muito intenso. Estima-se que os

atomos possam excursionar pelo sélido com uma amplitude tal, que a troca
de posicio, entre vizinhos mais préximos, ocorre 3 freqiiéncia de 10%/seg.
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Pode ser que & fase C, repleta de sdlitons quase-estaticos, embora ndo
sendo cristalina, seja um indicio da existéuncia de uma fase sélida. Embora
nossa teoria ndo esteja equipada convenientemente para tratar do hélio sélide
(o nicleo da forge de Van der Walls foi aproximado pelo potencial delta) ela
poderia ser trabalhada para fazé-lo.

A existéncia da fase C, certamente ndo ¢ fortuita. Ela se estende apro-
ximadamente pelo mesmo intervalo de temperatura em que, nas vizinhangas
da pressdo de liquefagdo, existe a fase sdlida. Ela poderia, talvez, ser um
indicio das potencialidades desta teoria para a fase cristalina.

Para finalizar esta seco, mostramos uma tabela comparativa (tab.
(V1)) envolvendo algumas temperaturas relevantes e valores do gap nas
duas abordagens. Por comodidade, designaremos por (I) a abordagem que
introduz a nuvem térmica através da densidade p,q; por (II} entenderemos
a abordagem centrada no campo ¥.(&,¢), do capitulo (IV). As grandezas
cora o Indice {0} e f) indicam, respectivamente, inicio e final de fase.

III. ANALISE COMPLEMENTAR DAS FASES

a}- O Mecanismo da Superflusdez

Desde que o escoamento superfluido foi verificade experimentalmente
por Kapitzal'¥ ¢ por Allen e Misenerl®®, a questdo do mecanismo respon-
sével pela superfluidez tornou-se uma aguda questdo a ser respondida. Numa
série de experimentos importantes, a questdo das correntes persistentes
também assumiu um papel de destaque nessa probleméatical®?l,

Aqui, & existéncia de paredes movendo-se no liquido, pode nos fornecer
ume idéia qualitativa de wm mecanismo de superfluidez. Com um pouco
de ousadia podemos apresentar um indice quantitativo aproximade (porque
idealizado) da superfluidez a cada temperature. Para esse fim, introduzimos

o indice de superfluidez s(T") que passamos a definir com um pouco mais de
detalhe.

A figura (V.12} exibe um séliton carregando sua nuvem térmica (nova-
mentel}. O indice de profundidade, ¥, ali mostrade, indica o quanto esta
“vazio” o buraco do s6liton. J4 a grandeza R{v, 7, também ali mostrada,


http:ind�ca.rn
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{ I} {1} %
|
ReGIR0  DE
SATURAGAO
{K} T,r 8.086 ‘r,;z 1.943 &%
FA
y o o -
A ; 3
{X) BeT 2095 | Tg=Trr962 | 6.7
FASE
B
(K) 1{‘5’ 2.092 1;‘_2’:.945 7.8
VALOR MAXIMO D01 A, 1 304 Am = 1.208 ]
Gap (K)- FASEA | T=(.87K Yer. 732

Tabela V.1 - Quadro comparativo sintético das duas
abordagens (veja explicagio no texto).

dé conta do quanto ele poderia estar ocupado, depois que fizemos a apro-
ximacio de campo médio.
A “massa faltante”, em wm tdnico séliton, AM) ¢ dada, entio, pela
eXpressan:
AMWY = X(T) R(y,T)

e R(v,T) é definido como a integral do buraco do séliton:

Ry, T) = [z 2,
mfd&? pc(T} ’}{2

cosh® ymé x

ol 9 Tt
R(y,T) = 2120) v)

mo
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Figura V.12 - Ilustracao para o célculo da “massa fal-
tante” no séliton.

Assim, a*massa faltante” e wn finico sdliton serd:

anw = 27X2T) (V.8)
me

Por outro lado, se considerarmos o escoamento do hélio superfluido —
agora com as paredes! — num capilar, o transporte de matéria (ou de
calor) na direciic do eixo do capilar serd feito pelos sélitons. No caso ideal
de transporte, todos os sélitons estarao se movendo num mesmo sentido.
Esse transporte utilizaré cerca de 1/3 da 4rea total dos sélitons. A corrente
de matéria, neste caso idealizado, pode servir como uma estimativa sobre a

capacidade do liquido em realizar transporte superfluido.

O indice de superfiuidez serd o produto da fragdo da area empregada,
pela “matéria faltante” e ainda pelo nimero de sélitons. Tudo isso multipli-
cado pela velocidade desses sdlitons. Ou seja:

s(T) = %gAM“)(gV) (V.9)

ot 5 .
(1) = 3¢ 0T} ;f;”f{ig Vax (V.10)
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Como todas essas grandezas ja foram calculadas a cada temperatura, é
possivel exibir, ua figura {V.13) o indice {77}, também a cada temperatura.

G

i i j | i

s, 10°° kA2
8 ]

FASE A FASE B

o ! | L
a3 or 41 45 ey 23 2y

TEMPERATURA {K)

Figura V.13 - O indice de superfluidez.

A figura mostra que a superfluidez é significativa (e muito) apenas no
intervalo de 1.4 { < T <K ﬁ, e que nio deve ocorrer nem no liquido nor-
mal, nem tampouco nas baixas temperaturas. BEsses fatos concordam, ao
menos qualitativamente, com o que se conhece experimentalmente acerca do
transporte de matéria, ou de calor, no hélio liquide (superfluido)*23-60,

Apesar de o indice 8(T") aqui introduzido ser idealizado, ele pode nos

ajudar a entender muitas coisas.

Por que ndo poderia ser o movimento desses sélitons (atente para o
grandeza de sua velocidade) o responsdvel pela exisiéncia de correntes per-
sistentes no hélio liguido?

Por que ndo poderia ser o soliton ¢ ingrediente naturel pare o mecanismo
da superfluidez proposte por Andersont® ¢

Devemnos lemnbrar que no mecanismo de Anderson o escoatnento super-
fluido deve ocorrer conjugado a uma defasagem entre as extremidades do
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tubo onde o transporte é realizado. BEm nosso modelo, mesmo que a cor-
rente no tubo seja menor do que o indice (T {num caso wm pouco mais
realistico}, sempre pode haver um excesso de solifons se movendo num certo
sentido. Entfo dar-se-d4 o escoamento superfluido. Quando isso acontece,
a existéncia de sélitons de velocidades opostas, introduz wna defasagem no
condensado, ou wma diferenca de fase nas extremidades do tubo.

Demos a essas questdes um carater mais ou menos conjectural, pois
ndo € objetivo deste trabalho estender-se demasiatlo nesse assunto. Mas é
importante ressaltar que dispomos de muitas informagles pertinentes que,
aliadas a uma interpretaciio correta, certamente seréo fteis na investigagio
dos mecanismos de transporte no hélio liquido,

b)- Outras Densidades

Reservamos esta se¢ho, para uma analise simplificada da dependéncia
que esse panorama para o liquido pode manter para com a densidade. Em
particular, desejamos olhar com um certo detalhe, de que maneira o gap
varia com a densidade (ou com a pressdo).

Nosso procedimento fol o seguinte. Nas expressdes que encontramos
no desenvolvimento da mecanica estatistica (caps. III e V) introduzimos
um pardametro ¢ (adimensional) como um fator de escala para a densidade
p. Nas expressdes apropriadas, trocamos p por ap ¢ estudamos algumas
situagoes particulares.

Na figura (V.14) nds mostramos o gap na situacio original (fase A da
figura (V.2}) e mais quatro situagbes distintas, pare « = 0.8, 0.9, 1.1, 1.2
representando uma faixa de cerca de 40% de varigio na densidade.

O que percebemos é que todas as curvas sio muito semelhantes ¢ que
os seus maximos tornam-se maiores & medida em que a densidade aumenta.
Por ocutro lado, todas as curvas apresentam, basicamente, ¢ mesmo com-
portamento para temperaturas T <« 1.2 I, QOu sejs, nas fases de baixas
temperaturas, ¢ gep nao varia apreciavelmente com a densidade. Como
registro, vale lembrar que essa € a regido onde os efeitos do réton sobre o
espectro ja ndo sdo tdc importantes.

Na figura (V.13) estdo mostradas algumas temperaturas relevantes
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Figura V.14 - Trajetérias do gap na fase A para difer-
entes densidades.

(ponto A, inicio e final das fases). Os valores de « sdo os mesmos da figura
anterior. O que se vé é um deslocamento no mesmo sentido de .

Tudo isso indica que o quadro genérico apresentado na figura (V.16)
(sem escalas, exagerada, s6 para ilustrar...) € bastante rigido. O efeito da
dilatagao o na densidade, sobre o panorama discutido nos capitulos prece-
dentes é, basicamente, o de uma translagdo uniforme na situagdo esbogada
na figura (V.16), numa ou noutra direg3o.

Ainda uma tabela, (V.2), onde mostramos as temperaturas das fases
para diferentes valores de . Como observagao final, chamamos a atengao
(mais uma vez!) para a proximidade da temperatura critica e da regido de
saturagao, preservada nessas ultimas informacgoes.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

Julgamos, com este trabalho, ter discutido e esclarecide pontos im-
portantes que ainda eram obscurosno problema do hélio liquido. Para isso,
partimos da teoria de Bogoliubov e langamos mao do método e da inter-
pretacio de London!!! a respeito do gis de Bose-Einstein. Agora, contudo,
enfocando condensados nao uniformes e sistemas interagentes.

Isso tudo foi possivel gragas ao tratamento inaugurado na referéncia [34]
que foi estendido e continuado nas referéncias [35,40,42] .

E nessa linha de abordagem que este trabalho se insere, j4 que uma
das propostas dos trabalhos citados era exatamente a do desenvolvimento
da mecénica estatistica dos sélitons no hélio liquido. Se realizado, esse pro-
grama poderia confirmar muitas das previsoes ali aventadas e, com isso,
enriquecer a compreensdo desse problema desde a perspectiva do séliton
como ingrediente principal. Por esse motivo, ao longo destas linhas, também
procuraremos reportar-nos 3s principais idéias desses trabalhos(*¥ e
confronta-las com os nossos resultados.

Ja na introdugdo deste trabalho, mencionavamos as duas abordagens: a
do gap e a do condensado, como rivais, num primeiro momento.
Comegamos estas linhas conclusivas destacando o aspecto unificador desta
teoria que apresentamos, atentando para um ponto de particular interesse. A
um s6 tempo, temos aqui a condensagio de Bose-Einstein, caracteristica das
propostas de London e Tisza e temos também o gap, caracteristico da linha
de abordagem iniciada por Frohlich e Landau (as referéncias estdo citadas
na Introdugéo). '

Essas duas facetas do problema encontram-se, aqui, perfeitamente im-
bricadas e decorremn de uma teoria microscdpica de primeiros principios.
Reforga-se, assim, o carater unificador desta abordagem, que tem no sdéliton
a sua pedra angular. A presenga dos sdlitons no fluido é a responsdvel direta
por, pelo menos, trés pontos da maior importancia na teoria do hélio liquido.
A saber,

(¢) A natureza mais abangente do espectro de excitacoes do liquido, nas
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duas f{ascs;
(i1} A transi¢io fluido normal/superfluido (pouto A)
(¢i4) O mecanismo da superfluidez,

Esses sao, a nosso ver, alguns dos pontos a que quaisquer teorias micros-
cépicas para o hiélio liquido deven abordar e, se possivel, esclarecer.

Um fato novo e decisivo {oi introduzido neste traballio: a nuvem térmica
e o segundo camnpo condensado., A compreensio do papel desse segunde
campo, passa btambéin pelo método da expansio e torno da carga, gque {oi
elaborado na referéuncia [50], a0 qual aludiremos mais adiante.

As quase-particulas acabain por interagir com os sdlitous e com as suas
nuvens ténnicas. O espectro, entdo, incorpora uma coutribuicao dessas
cuergios ¢ deve ser caleulado depois de w nivelanento de cotas energélicas,
que realizamos no capitulo II e no capitulo IV, Mas esse nivelamento re-
sulta da anininizacio da cuergla livee'do Nuidouormal.

Entao, um quadro Dbastaute completo, de todas as fases do luido,
pernitiu-nos visualizar o seu comportameunto numa amnpla faixa de tem-
peratura (e densidade). Vale dizer que 86 a exploragio desse quadro, em
seus aspectos qualifalives, seria de grande utilidade para a compreensio do
intrincado comportamento do fluido. No eutanto, pudemnos também obter
informacdes quantitativas e pictéricas bastante detalliadas.

Desejévainos compreender 0 comnportanento global
do liguido e os mecanismos caracteristicus de suus fases ¢ lurnccer certas
“chaves” para a interpretacio de poutos hmportantes, como os que cibamos
auteriormente.

Nossos resultados mostram wma perspectiva extremamente animadora
¢ umn acordo que sdo, no miniwo, muile bew-vindos! 15 com esse espirito
que algumas palavras serfo ditas, relativanente & transicio X,

Embora seja, entre todas as transicbes cooperativas, provavelmente a
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mais accssivel do ponto de vista experimental, os detalhies [inos desse
fendémeno sao muito complexos. O que viinos aqui é que esse ponto A ocorre
precisainente nas vizinhancas da regido de saturagéo (em toruo de 2I{) e que
essa regiao ¢ marca distintiva do séliton e de sua nuvem térmica.

Essa transicao é, aqui, marcada por alguus indicios notaveis. Atente-
se para o acentuado cresciinento no niuero de sélitous ¢ (figs. (II1I1.11) e
(V.6)); wna nitida diferenca na ocupagio do buraco do séliton pela nuvem
térmica (ligs. [11.14 ¢ V.6); o favorecimento de soliton com caracleristicas
diferentes (velozes e pouco ocupados, abaixo da teinperatura critica; lentos e
adensados, acima). Note-se , também, um indice de superfluidez sigunificativo
nas vizinhangas desse pounto (fig. V.13), entre outras coisas.

Aléin  dissvu, os resullados  sao  extremawmcule  iscusiveis
a mudancgas drdsticas no espectro. Para se ter uma idéia dessa estabilidade,
16s promoveinos uina dilatagao no espectro, do seguinte tipo:

—+2

k

(k) —fi= A+
ELab(k) — 11 ot o

escolhendo o arbitrariamente. Quando a? = 4, a temperatura onde se inicia

a regido de saturagio cresce de 35 %, apenas. Igualinente se escolhermos

a? = 1/4 essa temperatura diminui de apenas 45 %. Isso confirma a incrivel
estabilidade dos resultados frente a mudancas extremas no espectro dequase- particulas
Também no capitulo V prowmoveinos mudangas pronunciadas na densidade.
Mesimo assim, o quadro genérico nao se alterou apreciavelmente.

Temos, portanto, uma transicao muito bem caracterizada, numa regido
de temperatura muito proxima da conhecida ¢.com o calor especilico
comportando-se da maneira prevista.

A questao do 1necani511}0 de superfluidez parece encontrar, no soliton,
um elemento natural® . B pastaute evidente que o sdliton € un meca-
nismo de transporte privilegiado. Inclusive a conexao do séliton com o meca-
nismo de Andersonl®?78 j4 discutida anteriormentel 1l foi retomada
na segao 111 — a do capitulo V.

Por outro lado, a propagagio do som no liélio liquido , como sabeinos,
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é um fendmenoc bastante rico e multifacetado. Em particular, também a
propagacio do primeiro som, devido aos efeitos de atenuagdo e dispersio,
manifesta-se como um fendmeno complexol®® | Essas e muitas outras
questoes envolvendo mecanismos de transporte poderdo, talvez, ser mel-
hor esclarecidas quando calcularmos outros efeitos, tais como segundo som,
quinto som, viscosidade, etc, fazendo uso do método que aqui apresentamos.
Todavia, este ¢ um novo progrma, gue deverd ser desenvolvido num futuro
préximo. é, também, uma das conseqiiéncias naturais deste trabalho.

Qutro ponto importante na descrigo tedrica (e experimental) do flu-
ido, refere-se 4 natureza do rdétou. Nio L4, ao que nos consta, uma ima-
gem do réton que seja satisfatéria ¢ decisival®®l |
pode manifestar-se tanto na dinamica das quase-particulas, quanto no es-
palbamento de néutrons ou no calor especifice. Em todo caso, a teoria que

Isso porque o réton

ora apresentamos, pode ser confrontada com qualquer uma das situagoes
mencionadas.

J3 na referéncia [40], onde se fez a aproximacio de considerar quase-
particulas puntiformes, verificou-se que as fungbes de estrutura associadas a
condensados recheados de sélitons sao semelhantes as fungdes de estrutura
medidas através do espalhamento de néutrouns. Assim também aqui, em
principio, pode-se implementar uma descrigao tedrica desse espalhamento. A
criagdo de uma quase-particula poderia ser descrita por win termo interativo
do tipo ¢.n¥nt, se Y for o campo do néufron. Com isto poderiamos
calcular a segdo de choque de produgéo, no planc energia/ momento das
quase-particulas.

Além disso obtivemos uma parametrizagao para o gap do calor es-
pecifico, muito préxima daquela originalmente proposta por Landau { veja
a secdo I1, do cap. (I1I) ). Portanto, nosso trabalho envolve dois gaps: um
relativo &s quase-particulas (cf. eqs. (71.76) ¢ {(V.2)) e 0 gap térmico efetivo
do calor especifico. A existéncia do segundo, decorre dos efeitos introduzi-
dos pelo primeiro no espectro das quase-particulas e, consegiientemente, na
mecdnica estatistica do sistema. Nenhum deles € fenomenoldgico. Ambos

tém origem microscédpica.

Entéo, se olharmos atentamente para o pacote instantdneo que surge no
capitulo I e também no I'V, e cuja energia difere do limiar da energia das
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guase-particulas exatamente pelo gap (cf. eq. (J1.74)) poderemas pensé-lo
como o andlogo do estado fundamental isolado, proposto por Fréhlichtl,

E o que dizer da condensagao do segundo campo clissico?

Como vimos, ¢ a sua existéncia a responsével por uma formulagdo mais
precisa da dinfunica da nuvem térmica. E ¢ papel do pacote instantineo
folZ,t) e do segundo campo 9, pode ser visualizado no contexto do Método
da Expansao em Torno da C&I‘ga (ETC)' 1w esequens da representigio alnante®,

Nesse método, ao se quantizar a carga (), em teorias bosbuicas nio
relativisticas, com invaridncia de gauge global, também um campo classico
V@ ¥o(Z) ¢ introduzido. Essa fungio ¥p(Z) podia ser escolhida sem res-
trigdes (excetuando-se a normalizacio) e era tal que sua dindmica era regida
por uma equagio ndo linear. Os objetos correspondentes aos sdlitons seriam
descritos por fungdes do tipo ¥o{Z), localizadas numa dada regifo do espago.
Naquela andlise, ¥y (Z) faria o papel do pacote fo(F) e 0 campo U ¥ (F),
o papel do segundo campo classico, ¥,.

Com esse método por pano de fundo, recordamos que a condensagio
de 7. ocorre devido ao nivelamento do potencial guimico ¢om a energia do
pacote instantineo, f3(&). A conservagio de matéria {carga)} e a estabili-
dade da nuvem térmica sdo garantidas pela invaridncia de gauge global da
lagrangiana dos dois campos {eq. {IV.1})) e porque o pacote instantineo,
fo(&), tem energia zero.

Qutra das previsdes feitas na referéncia]34fem aqui mais wm argumento
favoravel, Trata-se da existéncia de um coudensado, ou de um resquicio dele,
acima da temperatura critica. All se previa, acima de T, a existéncia de
dois fluidos, nenhum deles sendo mais o superfluido. ’

Pelos argumentos que apresentamos na seq@o I1 do capitule IV, obser-
vamos que o gap, A’ deveria ir a zero, porque estava associado 3 energia
livre do fluido normal, que é wm termo de volume.

Poderfamos, no entanto, minimizar as duas energias livres (fluido nor-
mal ¢ sdlitons) simultaneamente. Poderia, entdo, ocorrer que um pegueno
gap residual, A’, subsistisse. Isso € provavel, porque um pequeno gap, po-
sitivo, implicaria num aumento (também pequeno) na densidade do conden-
sado. Mas esse aumento na densidade poderia se fazer notar, mais aguda-
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meunte, se lembrassemos que ela multiplica a energia livre dos sélitons (um
termo negativo!). Daf o favorecimento poderia ocorrer até temperaturas um
pouco maiores,

Devemos lembrar <ue a questdo das [ragoes do condensado coutinua
sendo objeto de pesquisas experimentais recentest®, Essas pesquisas tratam
diretamenle da relagio entie a fuugio de correlacao g{r) ¢ a lragao de dtomos
uo estado de momento zero, ng.

Para avizinhar-se um pouco nais dessa problemitica, podem ser ttels
as releréncias {67-71]. Informacbes mais detalliadas sobre esse conjunto de
experimentos podem ser encontradas na releréucia [29] £ 110 recente

artigo de revisio de Sveussoul?,

O que podewos notar, cin todo case, ¢ que os resultados apresentados
130 estio iseutos de objegdesl™ e nada impede que, nwm futuro préxime de-
vam ser revistost?®, Portanto, essas experiducios ndo excluein a possililidade
de se Ler um condensado achina da texmuperatura !

Esse fendineno jd fora previsto na referucia [34] e nosso trabailio mostra
que o liquido normal (abém tem wm coudensado, j& que o campo classico
$e, que o represeuba, continua a existiv na fase de alta temperstura.

Na teoria que aqui desenvolvewos, o coudensado nao é uniforme. Por-
tanto devemos ter n(0) = (.

Uuia das outras potencialidades de nosso wétodo séliton/puvewn ténmica
¢ o tratamento de feorias coin quebra espontanea de simetria. Recordamos
que a condensagio de DBose-Biustein ¢ wma manifestagio
desse fendmeno!™ " que pode ocorrer nas teorias de campos, a temper-

atura fnital™-7%1 oy nacl™-701
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Acreditamos, pois, que ¢ método seje particularmente Gtil em sistemas
din&micos de muitos corpos do tipo béson a temperatura finita. Pelo fato
de tratarmos de um sistema com tempe, formulado diretamente no continue
(ac contrdrio dos modelos estaticos tratados na rede}, nosso método pode

ser visto como um progresso significativo para a descricdo de transicoes de
fase, de uma maneira geral.
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APENDICE

CALCULO NUMERICO

I. Introducao

O emprego de métodos numéricos na obtengdo dos minimos da energia
livre {eq. (I11.22)) nas circunstincias em que o indice de profundidade
x ¢ expresso por (I11.21} e por (V.5) resulta de sua dependéncias assaz
envolvente com relagdo ao gap, A e A.

Na forma em que estd expressa, a energia livie depends, tanbém, da
temperatura reescalada 7. O que fizeros entdo, basicamente, fol fixar a
ternperatura 7 e procurar o valor de A que minimizava a energia livre. Esse
calculo, varrendo temperaturas que vio de 0.1 K a 2.7 K (aproximada-
mente), forneceu as famflias de curvas A(7) que caracterizam as fases de
equilibrio do fluide.

O objetivo deste apéndice é detalhar de que forma procedemos e apre-
sentar a estrutura geral dos programas utilizados, bem como suas listagens.

Esses programas foram desenvolvidos de acordo com as necessidades
e as circunstincias do problema que se apresentava. Nao sfo programas
sofisticados nem, tampouco, programas “otimizadoes” no sentido técnico do
termo. Contudo, sdo programas simples, funcionais e bem precisos. Todos
eles foram processados nos microcomputadores PC XT 2002 da Microtec,
nas dependéncias do IFUSP,

II. A minimizagao da energia livre

Comegamos por escrever a energia livie na seguinte forma (cf. eq.
II1.22):

Fr(A,7) = %m&{g Epe xS — ¥* SR(&,T)} (A4.1)
onde: 'T2
R(A,7) = mz fg 72 Fy(A/rTsE) (4.2)

Para o calculo numérico adotamos o sistema de unidades em que £ =
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kg = 1. Desse modo, ¢ gap, A ¢ medido diretamente em unidades de
temperatura (X); a energia livre, Fy em K/A® e o calor especifico em A~3
As constantes numéricas utilizadas para o cdlculo, sdo:

Mpe = 8.24 x 1018 K ~1m™2?
e 1.89 X 107 m I(
pr 0.0217A7°

Tee~3.12K

Na expressao {A4.2) o termo F3 é dado por:
o0
_ f duln(1— =37 To5) = Fy(A[Tpp7)

i

(-nd)
TpeT)

Fg{ﬁngg ‘2‘) = Z n e*ip( (ﬁﬁ)

n=1
(cf. o apéndice I do livro de London!*1 ).

Uma expressgo alternativa para F, &
Fylo) = — (1 —Ina) + Z(—cr)“ {(2 —n)/n!
n#l

com o 2 AfTpe 7. Para efeitos computacionals, aproximaremos a expressio
acima por:

72 1 5 1 5
Fz(a)mwéwmix+a1nawv—»& A+ a’+--- (A.4)

o — !
4 72 (120)2
se o < 3.

Esta (ltima restricdo sobre « decorre da seguinte comparagdo. Somamos
1000 termos da série {A.3) e calculamos Fy diretamente através de (A4.4).
Enquanto ¢ € 3 a diferenca entre as duas expressdes jamais excedeu a
margem de 2%. Quando o > 3, por seguranca, usamos um desvio nos
Programas ¢ somamos a serie:

1090 o

Fe) =} (4:)

nak
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que é, certamente, wm exagero, jd que a série converge muito rapidamente,

a)- Os programas

Efetuadas as aproximagoes e delimitadas as regides de validade, empre-
gamos dois métodos numéricos distintos para localizar os minimos: o método’
grifice e um método de divisées sucessivas do intervalo. O método gréfico
consiste dos seguintes passos:

(1) Fixa-se a temperatura, 7 ;

(2) Escolhe-se um amplo intervalo para o gap, A ;

(3) Traga-se o grifico de Py, (A) por A,

{(4) Se wm ou mais minimos sdo encontrados, escothe-se um novo in-

tervalo para & — uma regido pequena em forno desse ponto — a fim de
localizé-los cada vez melhor;

(b) Isso se processa até que a curva com o minimo seja tragada com a
maijor precisao possivel.

(6) Os valores da fungéo, no ponto de minimo, e o valor minimo de A
sdao obtidos no final do processo.

Apresentamos um exemplo de wma dessas curvas na figura (4.1}

O método grifico é seguro e eficaz. Porém, como estamos interessados
emn um grande ntinero de pontos, esse método revela-se lento e por demais
laborioso. Por isso nés o empregamos com dupla finalidade.

B primeiro lugar realizamos um mapeamento detalbado de todas as
fases, com um ndmero menor de pontos (cerca de 100 valores distintos para a
temperatura, em cada uma das fases A,13,C ¢ D). Depois, usamo-lo como um
teste para aferir os valores encontrados pelo método das divisbes sucessivas
no intervalo. Um programa tipico para o desenvolvimento do método gréfico
esta listado como (7}, no final do Apéndice.

Exporemos, agora, um método mais rapido e geral para a determinagio
dos minimos. Este método foi aplicado depois que o mapeamento grifico ja
nvs havia indicado as principais facetas de todas as fases.

Em linhas gerais, o0 método funciona da seguinte forma:
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Fr

-8,49224x15°
87795

82845

A

Figura A.1 - Um grifico tipico de Fp(A) por & com a
localizacio do ponto de mfnimo. Os ndmeros mostra-
dos & esquerda sdo Fr(A%), A% e 7.

(1) Fixa-se a temperatura, 7;

{2) Considera-se a fungéo num intervalo bastante amplo do argmmnento,
desde zg até 2; (veja a figura (A.2));

(3) O intervalo 2, — zp ¢ dividide 100 vezes {ou quantas se desejar} ¢ a
funcio € calculada nesses 100 pontos distintes. Introduzimos a quantidade
k= (21 — 20)/106;

(4} Assume-se, de saida, que zg ¢ um ponto de minimo;

(5) Para cada valor claculado, efetua-se o seguinte teste:
Flzg + h) < Flap) 7

Se ndo for, F(zo) continua sendo o menor valor para a energia livre e
x¢ o ponto de minimo. Se for, entdo o ponto de minimo passa a ser no ponto
2o -+ h . Mudamos o teste para:

F(zo+2R) < Fzo+h) ?
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f
|

x —— s - ————

o X X

Figura A.2 - Ilustragao genérica da divisao dos inter-

valos.

E o processo segue dessa forma até a primeira varredura dos 100 pontos.

(6) Tendo localizado um ponto de minimo apés varrer todo o intervalo,

. 1 rd . L]
digamos a:g ), o processo é repetido em um novo intervalo, agora dado por:

:1:81) —h < mgl) < :1:((,1) +h

(7) Os mesmos testes sao realizados, agora tomando :x:gl) como ponto

de minimo;
- ) ) , . (2)
(8) Encontra-se, entdo, uma segunda. estimativa para o minimo: z;
(9) O mesmo procedimento é repetido até que se atinja uma precisdo

previamente prescrita. Em nosso caso, essa precisao era dada por:

2D — 2| < 1078

Esses nove passos determinam uma estimativa para o valor minimo do
gap e da energia livre naquela temperatura inicialmente fixada.

O passo seguinte é incrementar a temperatura. Trocamos o valor ante-
rior por:

7 =7+ 0.0005
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Uma maneira de implementar o passo (2) para este novo valor da tem-
peraturs, é considerar o novo zg comoe o sendo o minimo encontrado anteri-
ormente e entio repetir todos os passos.

Contudo, € preciso muita cautela com esse procedimento, quando a
curva tiver a forma genérica mostrada na figura (A4.3).

— Gy Ty
¢ . T,
e
. -
% g}? xff’? ¥

Figura A.3 - lustragiio genérica: existéncia de um
minimo para wm valor menor de argumento, a uma

temperatura maior: 7y < 73 :zg}} < :z?}} .

Se tomarmos come primeiro intervalo aquele que comega tendo por zg o
valor de mgg) acima, o minimo xg}) jamais sera encontrado, pois j& estaremos
fora do intervalo em que ele se localiza. Mas o problema pode ser facilmente
evitado se tomarmos por limite inferior do intervalo o ponte de minimeo

encontrado para 71, diminuido de uma certa quantidade §:

Top=2g— 96

Esta quantidade & ndo precisa ser muito grande, porque o incremento
de temperatura é suficientemente pequeno para que a funcio nio varie apre-
ciavelmente nesse intervalo. Isso ocorre com as nossas fungdes, que jé
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conheclamos parcialmente pelo método grifico. No caso geral, outras es-
colbas podem ser feitas, porque o método € de rapida convergéncia.

A situacio anteriormente descrita ocorre em nossos céloulos das fases
A. Observe-se a seqiiéncia da figura (II1.4) e as linhas de minimos das
figuras(I11.3} e (V.2). Essas linhas apresentam uma mudanga de comporta-
mento quando nas vizinhancgas da regifo de saturagso.

Outro cuidado que tivemos de tomar refere-se exatamente As vizinhancas
dessa regific. Ali, escolhemos os intervalos de modo tal que, ou o ponto ini-
cial, xp, era escolhido na fronteira superior da regido de saturacdo, ou o
ponto final, 2y escolhia-se na fronteira inferior dessa regido (cf. figuras I11.2
e V.1).

Como o leitor pode constatar, consultando as listagens no final deste
apéndice, o primeiro célculo que fazemos ¢ justamente aquele que delimita
a regido de saturagio. Exatamente para evitar eventuais interrupgdes no
processamento, que poderiam advir da introducdo dos niimeros imaginarios
dessa regido.

As listagens (I1) ~a b, ¢ ,d exibem os programas utilizados diretamente
para a construgdo das linhas de minimos das referidas fases.

ITI. A Regido de Saturacao

Como vimeos no capitule I11 a regido de saturacio ocorre conjugada ao
fato de o radicando da equagio (111.21) tornar-se negativo. Isso implica que
temos de resolver a equacgo (cf. eq. I11.26)

G(TYR(A*T) = 1

o 6 A .5'2(& )
1 * 7
3 mée? =1 ' (4.6)
com, i
mgéT A
* = — PR ¥
S(& 1) ey In(1~e )

para encontrar as fronteiras da regido,
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Portanto, temos de resolver, auto-consistentemente, a equagéo:
A* = f{A™,T) (A7)

o .3 mi(r)
f&%T) =16 sae )

O procedimento é, novamente, muito simples, e pode ser resumido nos
seguintes passos:

(1) Fixa-se o valor da temperatura, T;

(2) Fornece-se wna estimativa bastante baixa (em nosso caso 0.000001)
para A* e calcula-se f{(A*, 1),

{3) Exige-se que |AY — f(A*,T)I £ ¢ onde ¢, em nossos calculos, foi
escolbido como ¢ = 107 ou € = 107%, dependendo da precisdo que re-
gqueriamos;

{4) Se a desigualdade ndo for satisfeita, o valor inicial  incrementado e
o passo & repetido até se obter o valor de A* com a precisio requerida;

(5) Uma vez obtido A* para aquela temperatura, incrementa-se a tem-
peratura e repete-se o processo. A convergéncia do processo é bastante
rapida ao longo de quase toda a curva. E mais lenta, certamente, nas vizin-
hancas do inicio da regido de saturagao.

Os cinco passos anteriores fornecem a fronteira inferior da regido de
saturacdo. Para obter a fronieira superior, o cilculo é o mesmo, mas é
melhor implementado se eliminarmos A* da funcio S{A*,T) e invertermos
novamente a relagio (A.7) . A mesma equagdo acaba por exprimir-se como:

At = fi(A%7) (A.8)

onde

1 7372
A 1) =~ Inl 1 ~exp(~
pois ja usamos os valores numéricos de g, ng &y etc.,

A t(nica diferenga € que a estimativa inicial deve ser agora bastante
alta, porque queremos a parte superior das curvas referidas. Na figura (4.4)
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LINHAS DE PONTOS

B

- REGIAD DE

ESTIMATIVA
INICIAL
("BAIXA®)

i

-

Figura A.4 - Esbogo ilustrativo dos pontos fixos da
regiao de saturagao.

ilustramos, sinteticamente, os dois procedimentos. De resto, os passos sdo

exatamente os mesmos.

IV. Calor Especifico

O calor especifico estd dado na equagao (111.27) como:

PFD(A,7)
dT?

C,(T) = —T (A.9)

Quando da minimizagao da energia livre, encontramos os valores de F}U)
para cada valor da temperatura. Assim, pudemos avaliar a quantidade:

Fil(a) o L R) = 2f’£;”‘°) + fee = 1) (4.10)

que da a derivada segunda da energia livre com relagao & temperatura, no
pounto zx = 7.
Dessa forma, o calor especifico, C, foi reescrito como:
T

Cp ~ —m T(T) (A.].].)
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Sabemos que a expressio (A4.10) é tanto melhor quanto menor for k. Por
isso empregamos, ao longo de todos os cdlculos, o valor k= 5 x 10™* para o
incremento de temperatura. Esse naumero {oi escolhido levando-se em conta
¢ seguinte critério. Fizemos parte da conta com incrementos ainda menores,
e com incrementos malores. Essa escolha foi a que, permitindo trabalhar
com um grande nimero de pontos, ndo apresentava diferencas numeéricas
apreciaveis, quando confrontada com infervalos menores {um nfimero ainda
maior de pontos 1). HEsse fato permitiu que os programas fossem relativa-
mente rapidos e suficientemente precisos.

V., Qutras Grandezas

O calculo de grandezas como 7, X, g ¢ as demais grandezas que depen-
dem desses ntuneros, pode ser facilmente implementado, a partir da deter-
minagio das linhas de mifnimos de A(7) ¢ A(r) . O leitor deve lembrar-se
que, 1o capitulo II1, essas grandezas foram eliminadas da energia livre, em
favor do gap, A por meio das equagdes (111.19),(111.21) e {I1.73). Basta,
entdo, retornar a essas expressoes corn os valores obtidos e grafica-las.

V1. Observactes

(1) Em todo o processo de célculo, sempre iniciamos a baixas temper-
aturas (7 = 0.0005) e fomos progressivamente aumentando-a;

(2) O procedimento numérico foi, basicamente, ¢ mesmo para todas
as fases, tanto as que se referem aos resultados do capitulo Il quanto do
capitulo V ;

(3) Outros pequenos detalhes sdo explicados diretamente no texto.
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VII. Listagens

Prog. I - METODO GRAFICO

18 DEFDBL o~HL LM, 02

3 LS

B ITHPUT TEHPERATURAT  TAL
40 PE=i-TALARQR{TAL?

50 BIN M{L006,23,X11000),0(1090)
Re: CLELDOATE 16, 10

ef ) DIR =& EQM={1ATALT 180

) INPUT*SE NAD QUER LISTAGEM BE PONTUS TECLE ENTER™ ;XX
De 0LS

1860 LODATE 7,16

iig INPUT LIMITE INFERIOR DE X% X1

126¢ LOCATE 8, 101 INPLTTLIHITE SUPERIOR DE X7: X8

120 LOCATE ¢,190: INRPUT QUAL O HNUMERO DE PUNTOS A PLOTAR P
140 SOREEH 2

150 P om TNRT{SEE7(D) +1)

$146 GYX 5 (XG-X13/7{839)

170 X = SX%PA X1

1R GRS 740

199 YSsYi Y=Y

200 018

219 NN = @

200 FOR L = & TO 43% BTER PA

pc s MM = NN

249 X{I} = S¥X#1 + XI: % = X(I}

259 GOGUR 7469

240 HEI,8) = ¥

279 MII,2) = Y

28¢ IF M{X, 1078 THEN Y8 = M{X,1}

B9 TF ML, 4041 THEN ¥I = M{T,4i}): GL=X(i}

‘208 TFE XX = & THEN GUTO 320

3o LRRINT BAP=" 1 XL, F="5 M{Ll,4%13

21t LEHINT T GaMA="; GAMA, "CHI=";CHI, "TENPERATURA=" ; TAL
il NEXT I

Jie FIH 1 = 9 TQ 3% STEP FA

K ET MOT,8y=M01, )

250 ML, 4= ~SALT/A{YS-YIII®(M{L,43~YI) + ALT

340 NEXT i

3¢ oLE : : .

a9 WY = ESQ

399 IF XTI ¢ 0 AND %8 3 9 THEN Wi = ~(XIZ{XS-XI1IX(DIR-EH9) + ESq
ABG LINGE (WW, @) ~ (WW,ALTS

410 IF YI £ @ AND YS 3 @ THEN GOVTO 439

429 [UF0 450

430 e w{ALTA{YS~YIx{-Y1} + &LT

449 BOTO 440

459 0 = ALT

ALD LINE (RIR, Q) (ERG. Q)

A79 POETIESQ, 8 ILINE~{ESS, ALTY (LINE-{DIR,ALTY (LINE~(DIR, 2} LINE-(EGG, 9}
489 FOR I = § 10 16

499 LINE (ERQ,ALT#{I749) - (ES84+4 , ALTH{(1/16))

569 L o= {{DIR-ESQI/1632]1 + ESQ ~(DIR~ESRI/419

Gonbinua



500
519
520
530
540
550
560
570
589
590
408
410
420
43¢
640
850
669
&7¢
582
599
769
719
729
730
740
750
740
770
780
790
800
819
829
830
g40
850
840
870
B89
890
900
910
920
30
949
756
960
70
999
1000
1610
1070
1280
1099
1100
1110

Loow {(DIR-ESQ:/101%Y + LG ~{DIR-EBGIALO
LINEOLALT (L AL T3

LINEASL,82~{L,0+4)
LINE(DIR,ALTH(I/18) )~ {DIR-4,ALTE{(I1/19%}3
MEXT I

FOR I = @ TO &3% STEP Pa

LY = ((X{I3~XT3/7(X8-XT3 %{DIR ~ESGQ} + L8
PEBETCCCI) , N(T, 102

LOCATE 19,1 :PRINT YI

LOCATE $4,1 ' PRINT G

LOCATE 42, L:PRINT TaL

NEXT I

INPUT XX

PSET{C{4) ,M(@,1)7

FOR I = @ TO 439 BTEP Pa

LINE ~{(C{I3,M{1,1))

NEXT I
INPUT XXX
CLE: INPUTTQUAL A ESCALA (X, Y32 :iX,Y
PROP = X/Y
IF PROP )Y & THEN X = 509 Y (874715500 /PRUP
IF PROP £ 4 THEN Y = 189! (47783 L Bo#PROP

X =
IF PROP = 1 THEN X = 8386¢: Y =(8/2¢3%x099
DIR =&3F9EB8Q = £3%9-X: al.T = Y
GOTO 339
RETURN
REM NOVAS INFORHMALOES
REM CALCULD BE 8
AL=LOG{E-EXP {~. 32X/ TAL) )
=1 A7 HTAL#ARE (AL ) 783N (BE)
REM CALCIN.G DE R
£i=1.28
ffm 32U TAL
IF AAX3 THEN GOTO BB
Iim{3.LA409RSBABHIZI/ S AAFAAXL TG (AN
I2={4 /72 ) RAARBARAR - ZSHARRBA- (L /AR I H {1 /129 ) 2A0NAATAAKANNAA
Ta=Ii+I2
=i aTRLETAL®IA I GATE 246 *
58=¢
FOR K=1 TO 199
Si=EXP {~K2din)/ (KxK}
55=88+51
NEXT K
R=Ci%TElL 2 TAL®ES
kREM CALCULDG DE CHI
Xim 2F 2uXaGus /K
Xp=i/{2%8x8)
CHI=XR2a(1+BoR{L~X1}}
CHIZ2=RHIROHT (OHIA=CHI2CHI®CHI=UHE
RivM CALCULO OE GAMA
GAMA=BXEGRICHT )
REM CALDULD DA ENERGIA LIVRE EM FUNDAQ DE DELTA
Fimd @9ReHI 44 5u8n3n8niEaRE
FR=CHIZREXR*BER (BE?
Yz § w22
RETURN



ie
)
39
49
5%
&0
79

7

100
tie
120
13@¢
149
15%
140
17¢
189
19¢
£¢9
214
222
z32
249
25%
269
272
=89
298
3¢9
310
329
338
343
392
342
37¢
389
390
498
414
420
439
449
458
448
A7G
484
499
500

Prog. II - FASE A (D)

CLg
DEFBL A-H, L, M,0~Z
DIM FO3e@),U(5%8)

INPUT " XMIN="; XMIN: INPUT ™ XHaX=" 3 XM INPUT "N " i N
INPUT"QUAL E A PRECISAC DESEJARG=" :PL
INPUT"QUAL & TEMPERATURA INICIAL=";T®
TAlL=Te
=1
HH= . 0265

SD=3 . L%

KB=XMIN

DELTA= {AN-XMINY /N

X=XMIN:505U 37%

Ty

FOR I=f%f T4 M

XTwXMIN+I®DELTA  X«X1

GORUA 37@: Ti=¥Y

IF T4 FTHEN TeT1:XB=XI:GOTLO £19¢
NEXT I

XMIN=XE~-DELTA

AMt=XE+BELTA

ARG =ABB {XM~XHIN}

IF ARBLPC THEN BOTDO 129
LPRINTTENERBIG LIVRE=";T, "8BaP MINIMO= 1 XBIF{(Mi=T:U{M)=TalL
LPRINTTTENMPERATURA=" 1 TAL
TAL=TALY . 9805 ' XMIN=XB-,908 XM=XB+.2
IF Tol 2.6223 THEN BOSUR &% :560To Z89
IF M4G THER 8074 B4ae¢

Yaf {M)+F (M2 3 -ZaF {H-1)

Yuig s (HHxHE)

OYTTe— 328U {M~-{ )Y

LPRINT "X SEXXNENENRNRRER" ; 0
LORINT "der ivacac com tres pontoss";CVTT, "tenperaturas=" jUIM-1)
Flpib g

BOTY 14i¢

EHD

HOTH 282

BE=i~TAL*EGR (TAL)

REM NOVAE INFORMACOES

BEM UALCULD DE 8

H4=L GO L -EXP (-, 328X/ TAlL )

Suwi  A7¥TALXARE{AL } FBQR{BE)

REM CALCULD DE R

=i 20

G, SRR X S TAL

IF AaA23 THEN 60T0 Hi9

Fi=0(3, (4159245354423 /74 -ANeAA# G (AA )
I2= 03/ 72 1 2 A06%ANEAA~ . 2E AR 2AA~ (4 /420) % (L /1 20) ¥ AAXAAXAAXAARAN
To=14+12

RalixTal¥Talx LA GOTO S7¢

Continua...


http:Cil;:1.28

509
Fi0
G529
e
549
353%
540
a7@
389
90
&0Q
419
429
&30
540
&5
&0
&7
&8¢
493
7%
740
72e
739
F4e
759
74¢
779
788
796
890
gie

RelixTAL®Toal »IA G070 579

B!

FOR K=f TO 109

SL=EXE {~K3AAY /(KR

S5=88+814

HEXT K

Re=0inTalLxTALES

RENM CALCULD DE CHI

Xim 272X N8nE/BE

X2=i/{2#5%8)

CHI=XZ2{i-80R(1~Xi3}
CHIZ=OHIROHT (CHI 4=CHICH IR #0HT
REM CALCULD DE GaMA
GaAMA=SHSER(CHT)

REM CALCULD D4 ENERGIA LIVRE EM FUHEAD DE BELTA
Fimad d9580HI 4% 8x8x84SdE#BE
Fe=CHIZ*LXR%EQR {BE)

Y i

RETURN

REM FRONTEIRA SUPERIGR Ba REGSIAD DE SATURAL&D
X

Axi-TAL®¥SGR{TAL)

Bt 474 TALABAR (. 272%5

ALF =N /R

BETA=EXE {(~al.F&)

88«1 QB {4-BETA)

DR=TM_F{.32)

Ga=—{% 55

IF ABB(G~X))=.000000441iH THEN GOTD Big
LPRINY "dwm" X, "TEMPERATURA=":TaL
AMIn=X+,.¢0¢1 . RETURN

X3 1 GOTE F2a



Prog. II - FASE B (C)

i CLS

20 DEFPBL A~M,L,M,0-2

30 DIM F{500),UH50e)

49 INPUT "temnperatura=";TaL

e (UOSUB 484

&9 M=§

79 HH=.998¢5

80 INPUT XMIN=" i XMIN: INPUT " XMAX=" i XM:INPUT N=";N
90 INPUT"QUAL E & PRECISAD DESEJADA=";PC

100 YB=XMIN

14@ DELTA=(XM-XMIN)/N

120 X=¥MIN:GOSUB 340

13¢ T=Y

149 FOR 1I=1i TO N

150 XI=XMIN+I®DEL_TA: X=XI

160 GOSUBR 349 Ti=Y

17¢ IF T¥TL THEN T=Ti:XB=XI:50TO 182

180 NEXT I

199 XMIN=XB-DIELTA

200 XM=xXB+DELTA

219 ABRBL=ARS (XM-XMIN)

22¢ IF ABBi)PC THEN GOTO iie

230 LPRINTTENERGIA LIVRE=",;T, "GAP MINIMO=";XB F{M)=T: 1(M)=TAL
240 ILPRINT "temperatura="iTAL

253¢ TAL=TAlL+.0022% XMIN=.0@¢@001  XM=XB

PA) IF TALY.&222%9 THEN GOSUBR &80:G60TO 270

27¢ IF M<{3 THEN GOTO 339

280 VU= (MY+F(M=2)=2%F {(M-1)

29¢ V=U/ (FHH*%HH)

360 CUTT=—-.32xU(M~1)x%V

BAQ PR IINT ™ 363 359 303 33t 36 36 963 36 He R 3 3696 36 9 3630 96 2696 36 3 30 363 WA= 7 5 @
320 LPRINT DERIVACAD COM TRES PONTOS=";CVUTT, "TEMPERATURA=" ;i U(M~-1)
330 M=pMt+i

349 GOTO 196

35¢ END

3469 GOTO 379

379 BE=4-TAL¥SGR (TAL)

380 REM NOVAS INFORMACOES

399 REM CAILCULO DE S '
400 Al= 06(i-EXP{-.32xX/TAlL))

410 S=1.47%TALXARS (A1) /SAR(BED

420 REM CALCULD DE R

42¢ Ci=1.28

449 Ad=.32%X/TAL

450 IF AAX3 THEN GOTO 5¢é

445Q Ti=(3.1i44159248535H12)/746 —-AA+AAXLOG(AA)

470 I2=(i/72)#AAXAANAA— . 25HAANAA-(1 /120 ) # (L /120 ) HAAXRAARAARAARHA
A80 IA=Ti+I2

49¢ R=Cid*TALX*TAL*IA:GOTO 3540

59¢ 58=0l

Continua...



See
Gie
528
530
54¢
559
568
579
nBe
599
&@¢
640
528
430
449
452
4£46%
4679
&8¢
4%¢
782
7i%
729
732
742
729
7é@
77e
78a
79D

§8=g1

FOR =41 T 129

Bi=EXP{-E{=an)/ (K=K}

£8=88+51

NEXT K

Re=CinTAL¥TAL v88

REM CALCING DE CHI

XE= 2728 X%G#8/8E

X2=3 /7 (2%5%5}

CHI=XZ2#{i+SGR{L-X113?
CHIZ=CHIXCHI i GHI4=CHIXOHIRCHI®CHT
REM CALCIHD DE GAMA

CAMA=S%GQR(CHI }

REM OaiCiL0 DA ENEREBIA LIVREE EM FUNCAD DE DELTA
Fimd @90 HIdnBxB%SnSxBEw3E
FReLHIZ%GxR*5QR{BE}

Y= §{~F2

RETURN

REM FRONTEIRA INFERIUOR DA REGIAG DE SATURADAD
=914

Af= 2%/ Tal

Ale] GG{I-EXP{(-AA}}

BR=BQR {i-~TAL%BAR{TAL) )

Buf 474 TALZALAER
FY={4~-TAL%BQR(TAl.) 2/ {,272%58%5)
Al=AES(YY X2

IF ADY.29896GRa1H THEN X=YY: GOTOQ 70€
LPRINT "d#=" %, "temperaburas="; TAL
Wy~ 020018

RETURN
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