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"A razão humana, num determinado domínio dos seus conhecimentos, 
possui o singular destino de se ver atormentada por questões que não pode 
evitar, pois lhe são impostas pela sua. natureza, mas às quais também não 
pode dar resposta por ultra.passarem completamente as suas possibilidades." 

(Kant, Gritica da Razão Pura, pref. 1781) 

"De tudo isso se segue que não pode ser nossa tarefa encontrar mna 
teoria absolutamente correta, senão uma imagem, a mais simples possível, e 
que represente o mais fielmente que puder, esses fenõmenos ... " 

( L. Boltzmann, Sobre a evol'ILção dos métodos da física teórica nos 
tempos recentes, 1899) 
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RESUMO

I 

I 

i 
I' Apresenta-se uma teoria microscópica para as fases do hélio líquido, 

haseada na existência de sólitons planares no fluido. O trahalho adota a
J interpretação de London para o gás de Bose-Einstein. E segue, principal­
I mente, o trabalho pioneiro de Ventura, que é também uma extensão, para 
i COUUCllSOO08 llÜ,O ullifol*UlCS, da. Teoria de Dogoliubov para a. supcrl1uidcz.. 

Esta abordagem tem, no sóliton, sua principal faceta e na nuvem térmica I ) e no segundo campo condensado suas principais novidades. A nuvem térmica I ' 
I ,/ é constituída por excitações térmicas ligadas ao sóliton. Assumimos, num 

, primeiro momento, e como hipótese central, que a densida.de da nuvelllI ' 
térmica é proporcional ao huraco do sólíton. Duas dinâmicas, então, são I desenvolvidas: o campo médio, que dá origem ao fluido normal e a dinâmica 

da nuvem térmica. Essas duas dinâmicas sâo compatibilizadas e, por auto­

consistência, desenvolve-se a Mecânica Estatística dos sólitons, no líquido. 

Os resultados obtidos estão em bom acordo com os resultados experimen­

tais conhecidos. Há um calor específico com uma divergência tipo À em 

T = 2.1 I( e um gap térmico efetivo na região T = 6 - 9 !(, que concorda 

com o gap obtido experimentalmente por espalhamento de nêutrons. 

A teoria é, rigorosamente, microscópica e foi aperfeiçoada, num seguudo 

momento, com a descoberta do segundo campo condensado. Usando uma 

lagrangiana efetiva, construída a partir da primeira etapa dos cálculos, aper­

feiçoou-se a teoria e a dinâmica sóliton!nuvem térmica pôde ser reproduzida 

de maneira mais apurada. O fenômeno central dessa abordagem é a con­

densação de um segundo campo clássico no menor estado de energia. As 

duas abordagens são equivalentes, mas a segunda é a mais correta e conduz, 

essencialmente, aos mesmos resultados. 

http:densida.de
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ABSTRACT 


A microscopic theory for the liquid phases of helium-4 i8 presented, 

based in the existence of planar solitons in the fluid, The work follows the 

Londons· interpretation of the Bose-Einstein gas. Mainly, it follows the 

pioneer work of Ventura on superfluidity, which is also an extenslon for the 

non-uuiform condensates, of the Bogoliubov theory in the subject. 

This approach has in the soIiton its main feature and in the thermal 

cloud its. main novelty. The thennal cloud i5 constituted by thermal exci­

tations bounded to the soliton. We assume, at the lirst moment, and as a 

central hypothesis, that the density of the thermai doud is proportionaI to 

the soliton hole (which 1s related to the matter vacancy) in the soliton frame. 

Two dynamics are developed: the mean-field, that gives origin to the 

nonnal fluid and the dynamics of the thermal cloud excitations. These two 

dynamics are compatibilized and by self-consistency we build the StatisticaI 

Mechanlcs of the solitons in the Iiquid. The results so obtained are in good 

agreement with the kuown resuIts of éxperiments. There 1s a specllic heat 

with a A-divergence at T=2.1 1(, and a thermal gap in the range T=6 - 91(, 

which agrees with the neutron sacatteriug gap. 

The theory is microscopic in a.ll respects and is improved with the in­

troduction of the second condensed lieId. Usillg an effective Lagrangian, we 

have perfected the theory and have reproduced the soliton/thermal doud 

dyoamics in a more accurate fashioll. The central phenomena in this ap­

proach i8 the cOlldeusatiou of the secolld classical field iu the lowest ellergy 

state. The two approaches are equivalent, bnt the second one is the more 

correct and gives, essentially, the same results. 
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INTRODUÇAO 

Foi em 1908 que Kamerlingh-Onnes e sua equipe, no célebre Laboratório 
, 

da Universidade de Leiden, pela primeira vez, obtiveram o Hélio na fase 
liquida!l) . 

Pode-se dizer que, dali por diante, o hélio líquido e o seu comporta­
mento peculiar tornar-sc-iam um dos grandes desafios para a física teórica e 
experimental da Matéria Condensada em nosso século. 

Ao longo desses anos, juntamente com a Supercondutividade (outra das 
descobertas de KOnnes) as tentativas de desenvolvimento de teorias para o 
hélio líquido - notadamente o hélio superfiuido - multiplicaram-se. 

Começaremos esta introdução, comentando brevemente algumas das 
mais importantes contribuições teóricas para o problema do hélio liquido. 
Procuraremos atentar para aquelas cuja conexão com nosso trabalho seja 

mais evidente. Maiores detalhes sobre a evolução histórica desse instigante 
problema podem ser encontrados nas referências [2J, [3] e também nas re­

ferências [4] e [5]. Os primeiros resultados experimentais sobre o calor es­

pecífico foram publicados por L. Dana e K. Onnes(6) numa região de tem­
peratura um pouco acima de 2.5 K. 

M. Wolfke e W. H. Keesom(7), em 1928, registraram a existência de 
dois estados liquidas diferentes no hélio. As medidas foram aperfeiçoadas 
por Clusius e Keesom(8) que relataram a existência de um máximo muito 

agudo na região próxima de 2 J(; Keesom e Miss Keesom!9], registraram 

c0r:t grande precisão os dados do calor específico e atribuíram a letra À ao 
ponto desse máximo. Cunharam tanlbém as expressões consagradas de He 
I e He II para aquelas diferentes fases já registradas. 

Nessa época muitos físicos teóricos debruçavam-se, já, sobre essas 
questões. A eventual conexão entre o fenômeno da existência do He II e 
outros fenômenos era inquirida. 

Frôhlich!lO] em 1937, atentou para a semelhança entre a anomalia do 

calor específico no ponto À e o comportamento de algumas ligas na região 

I 
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de traJlsição ordem-desordem. 

Sugeriu que a estrutura do hélio pudesse ser descrita por <ltta.. redes 
cirstalinas iguais e interpenetradas. Nas haixas temperaturas, somente ullla 
das redes seria ocupada por átomos de He. O comportamento anômalo seria 

. i . resultante da gradual trausição entre uma situação em que uma só rede é 
ocupada, para aquela onde os átomos estão ocupando, aleatoriamente, as 

duas redes. Foi Frõhlich quem propôs, pela primeira vez, a existência de um 
gap uo espectro do líquido. 

Por outro lado, ao invés da analogia com o sólido, Fritz London1ll] em 
1938, sugeriu a conexão entre a condensação de Bose-Einstein e o comporta­

mento do He lI. 

O uúc!L'O dessa abordagem é a condclIsaçoo llO espaço dos momentos c 

não no espaço ordinário (como, p. ex.) o rearraujo dos átomos numa rede 

cristalina) . 

Essa condensação é um erei to quântico macroscópico, estando relatada 
ao fato de o modo zero Ser descrito por uma função de onda que é constante 
sobre a totalidade do líquido. 

A condensação acontece, portanto, diretamente com a ocupaçao 

macroscópica do modo de momento zero, quando o número de. ocupação 
deve ter 1ll1llJ, singularidade para o limiar de euergia zero. 

Mas uesse meio tempo, P. Kapitzal12] e J. F. AlIell e A. D. Misenerl13J , 

independentemente, descobriram o fenômeno da superfluidez, isto é, o es­

coamento não viscoso do líquido, em sua fase de baixa temperatura (He II). 
Novas qllCStõC5 t clltfw, viCfmu à. haila.. 

L. TisZllP4] propôs, no espírito dos trabalhos de L011do11, Ulua teoria 
de dois fluidos interpenetrados. De fato, a idéia dos dois fluidos havia sido 

. basicamente traçada por Goreer e Casinúrl15], mas acahou désenvolvida por 
Tisza e por Landau (uma apreciação cOlUparativa da teoria dos dois Jluídos 

para supercondutores e superfluidos roi feita por C. J. Gorter(161). 

O ponto de partida da teoria dos dois fluidos é que, embora o sistema 
seja homogêneo no espaço ordinário, ele deve consistir de duas fases no espaço 
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dos momentos. As principais hipóteses dessa teoria são[ll]: 

(i) A existência de dois fluidos interpenetrados: o fluido normai e o 
superfluido; 

(íi) A conexão da fase condensada (via teoria de London) à componente 
superfluida, com coeficiente de viscosidade nulo; 

(iii) As excitações térmicas do líquido estão relatadas ao fluido normal 
e, portanto, a entropia é por ele carregada. Além disso, o fluido normal é 
viscoso. 

Essas idéias, embora qualitativas, davam conta de muitos fenômenos 
importantes. Foi Tisza quem previu a existência do segundo som no hélio 

_. ! 

líquido, destinado a igualar as inomogencidades de densidades e pressões que 
surgiam das peculiaridades das temperaturas dos dois fluidos. 

A sugestão de que o calor específico do hélio pudesse tornar-se infinito 
na transição foi feita originalmente por Tisza[17J. 

Na mesma direção de London e Tisza, apontavam os trabalhos de 
A. Bijl[lSI e de A. Michels, A. Bijl e J. de Boer1191 . Aceitando essencialmente 
as propostas de London, introduziram UIl1ll. energia de excitação finita para 
mostrar que o comportamento do calor específico a baixas temperaturas, 
podia ser explicado, se na teoria do gás de Base-Einstein, à sua energia 
cinética, se adicionasse um potencial médio por molécula. 

Numa postura bastante diferente, surgem os trabalhos de 
Landau[20-21J. Rejeitando as idéias de Tisza, opta por desenvolver uma 

hidrodinâmica quantizada, com ênfase no espectro de excitações coletivas 
do líquido, ou seja, nas quase-partículas. 

O espectro energético que decorre de sua teoria é constituído por uma 
região onde os menores níveis de energia são os fônons ( predominantes nas 
regiões de baixas temperaturas) e a parte superior da curva é a região dos 
rótons (veja a figura). 

Há um go.p, 6, no espectro, que foi introduzido via parametrizaçao dos 
dados experimentais, de acordo com a expressão: 

E = (p - PO)2 + 6 
2p. 


onde E é a energia da quase-partícula, p é o seu momento e p. é a massa 


I 
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o Po 

P/n 

Espectro de fônons e rótons na teoria de Landaul2ol . 

efetiva da quase-particula. 

Estudando a propagação do som no He II, Landau também predisse a 
propagação do segundo som. Fê-lo, derivando as equações hidrodinâ.rnicas 
para o líquido, a partir de leis de conservação e da invariância de Gallieu do 

,,, sistema. 

Portanto, o enfoque de Landau centra-se, essencialmente, nas excitações 

coletivas do líquido. As tentativas de obtenção de valores apurados para 
os parâmetros de equilílibrio, a partir da mecânica estatística, em geral 
concentram-se no espectro de Landau. 

A partir desses trabalhos, pode-se dizer que duas maneiras diferentes de 
abordar o problema do hélio líquido encontram-se: a abordagem do gap, ins­
pirada nos trabalhos de F'rõhlich e de Landau, e a abordagem do condensado, 
herdeira das contribuições de London e Tisza. 

Rivàlizadas num primeiro momento, essas duas posturas começaram 
a convergir a partir do trabalho pioneiro de N. N. Bogoliubovl221 . Usando 
métodos de segunda quantização, Bogoliubov desenvolveu uma 
teoria microscópica aproximada, onde coexistem as excitações coletivas da 



, 
I 

I 5 

abordagem de Landau (embora na teoria de Bogoliubov não haja um gap), 

com a idéia de condensação bosônica proposta por London. 

Dedicamos a seção I do capítulo I desée trabalho a uma discussão geral 

druJ idéiruJ de Bogoliubov, enfatizando certos aspectos que são essenciais para 
os nossos desenvolvimentos. 

Beliaevl231 e Hugenholtz e Pines1241 , na direção proposta por Bogoliubov, 
desenvolveram métodos de teoria quântlca de campos para a abordagem do 
pl'oblClllU de UIUi(;OS corpos, C01U ênfase particular au proulclluL oosônico. 

Lee, Huang e Yang1251 , aplicando o método do pseudo-potencial estu­
daram um sisterna bosônico interagente como um sistema de esferas duras, 
a uma certa densidade. 

Já FeYll1uaun126-211 propôs uma teoria fenomenológica que relacionava 

a função de estrutura estática do líquido à. relação de dispersão das quase­
partícu1a.s da teoria de Landau. 

P01' essa época (inicio da década de 1950) começavam as primeiras me­
didas com espalhamento de nêutrons no He(281. Isso permitiu um avanço sig­
uificativo no estudo do espectro do líquido. Em particular, grande atenção 
se devotou à região em torno do mínimo do róton. Remetemos o leitor às 
referênCÍruJ [29] e [30] para um apanhado recente na matéria e voltamos às 
abordagClls teóricas. 

Desenvolvimcutos importantes foram feitos por Feenllerg, Jackson e 
Woo e outrosl311 , tratando, por mé todos V'dJ:iacionais, a Equação de 
Schrõdinger com potenciais realísticos e estudando o estado fundamental 
do sistema e a função de estrutura estática. 

Anderson[321,elU 19GG, fw;clldo uso de um campo clássico complexo para 
descrever o superlluido, concluiu que o movimento superlluido da matéria, 
num capilar, estava associado à diferença de fase do campo, entre as extrelui­
dades do tubo. Assim, a superfluidez se reali2iaria cOlljugada ao deslizameuto 

da fase local. 

Ginzsburg e Sobayuinl33) analisaram o papel que sólitons estáticos 
, 

! poderiam ter no hélio líquido, especialmente em conexão com a descrição da 

tensão snperficial numa suuerfície livre. 
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ElIl 1979, 1. Veutura134-351 propôs uma '1bor<l"lIel11 alLcrnatiV'd l"lI'a o 
problema do ltélio líquido. O problema do superlluido foi ali abordado a 
partir de uma expansão semi-clássica em torno da solução da equação de 
Gross-Pitacvskii[3Gl. Essa expansão é c<juivalcnLc à eXl'ansào efetuada por 
Bogoliubovl221 , mas aprese11ta a importante vautagem de ser mais natural e 
mais própria para tratar de c011de11sados 11ão uniforllles. 

O fa,Lo fUHUa.1l1CllbaJ uc:-;sn auunlagelu é a. cUllHiJunLt;ào úc que oS sólil,Ull-R 

planares devem existir 110 hélio, em equilíbrio. E que, com eles, se poderia 

explicar em priuclpio, ° especLro rotôuico, o ponto ..\ e a superfluidez. 

Nesse trabalho, a qUI111tização foi feita a partir da extensão Jlara o caso 
de sólitOllS tridimellsionl1is, do esquema proposto por Dashell, Hasslacher e 
Neveul371• Essas aplicações aos casos Lridimcllsionais IOIam discutidas por 
Ji'riedberg, Lee e Sirlin1381 e também por 1.Ventura e Marqucs{391. 

Na referência em pauta{341, a regra de Bohr-Sommerfeld Ioi usada para 
quautizar as próprias quas~partículas. De salda, o espectro oMido para as 
excitações mostrou-se aiuda mais rico que o da teoria de Bogolíubov. 

Os estados ligados, obtitios com a quautização tias Ilutuações em tomo 
do campo de fundo clássico - o sólitOll - foram tratados pelo método varia­
donal. Sua semelhança com os l'ótons foi ajJolltada, aualisada e discutida. 
O espectro, como um touo, foi favoravelmcuLe comparado com aquele que 
se obtém via espalhamCllto de nêutrons. 

Também uma teoria dos dois fluidos semelhante àquela desenvolvida 

Dor Tisza.l14I. foi allaJi~atia considerando-se o fato 
de que u. corrente ue luatél'ia ueve luovcr-sc eu! seuLiuQ oposLo a,o tiO súlí tOJ!. 

A questão da tl'ausição ..\ e o papel qne os sóliLollS poderiam desempe­
11har 110 seu surgime11Lo foram abordados. Fazendo uso de uma. analogia com 
sistemas ferromaguéticos, uma estimativa para a telllperatura crítica, 2 K 
também foi oMida. Entre as previsões ali ave11tadas, está a da existência de 
um resquício do condensado mesmo um pouco a.cima da temjleratura crítica. 

A relação dos sólítons com o mecanismo da. superIluidez tamuém foi 
. discutida. 

Num trabalho posterior, Ventura. e Vitielo[40] estudaram o espectro de 
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quase-partículas das configurações de muitos sólitons e suas respectivas 
" 	 funções de estrutura por meio do método de Monte Carlo, na aproximação 

de que as quase-partículas são puntiformes. Os resultados exibem o pico 
do róton e o pico dos fônons (nas energias mais altas), produzindo efeitos 
muito semelhantes aos que se observam no espalhamento de nêutrons[41]. 
Esse desdobramento em dois picos é produzido pelo movimento interno do 
condensado e por causa das variações locais de densidade. 

Uma questão importante, que está por detrás de todos esses tratamen­
tos, é a do favorecimento de uma fase de sólitons planares no fluido. 
É uma questão delicada porque esses sólitons funcionam como paredes de 
energia infinita. Contudo, uma indicação mais detalhada de como o sóliton 
poderia surgir no fluido, resultou de um estudo sobre a termodinâmica da 
teoria </>4 relativística, com quebra espontânea de simetria!42-431. Devido 
à natureza basilar desse trabalho, voltaremos a discuti-lo na seção III do 
capítulo I. 

Prosseguindo na estratégia inaugurada na referência [34J, neste trabalho 
desenvolvemos a mecânica estatística dos sólitons no hélio líquido. 

Deve ter ficado elaro ao leitor que a curva de Landau e O modelo de 
excitações fracamente interagentes são, hoje, parte de uma situação mais 
rica e mais complexa. 

Exatamente por isso, a realização da mecânica estatística a partir dessa 
nova estratégia para abordar o líquido pode responder a questões muito 
importantes. 

A teoria que aqui apresentamos é, rigorosamente, microscópica. Par­
timos da teoria de Bogoliubov e desenvolvemos a mecânica estatística do 
hélio, considerando um condensado cheio de sólitons e efetuando a conexão 
correta com o fluido normal. Um único parâmetro fenomenológico entra na 
teoria. É a velocidade do som, c, que é introduzida na equação (1.16) do 
capítulo I. Essa velocidade,c, é necessária pois desconhecemos o valor da 
integral JV(f) dr, onde V(i') é o potencial de interação entre dois átomos 
de hélio. 

O propósito fundamental deste trabalho é determinar e explorar as con­
figurações de sólitons planares que são favorecidas no equilíbrio, à tempe­
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ratura finita. 

Começamos por estudar o espectro de flutuações do campo do conden­
sado. A equação das flutuações determina que o espectro apresente dois 
tipos de quase-partículas: os estados não ligados e os estados ligados nos 
sólitons planares. 

O tratamento dos estados do contínuo é feito por intermédio de uma 
aproximação de campo médio. Disso resulta um fluido normal análogo ao 
do gás de Bose-Einstein{44], com um tratamento semelhante àquele dado por 
London{ll]. Esse fluido normal também renormaliza o sóliton, fornecendo 
uma prescrição de cálculo para a densidade do condensado e a do próprio 
fluido normal. 

As excitações ligadas são tratadas, num primeiro momento, de acordo 
com urna maneira- diferente daquela empregada para os estados do con­
tínuo. 

Movendo-se no fluido, a temperatura finita, o sóliton representa uma 

rarefação local na densidade, nada impedindo que esse buraco do sóliton seja 
preenchido por quase-partículas excitadas termicamente. Eis então formada 
a nuvem térmica. Essa nuvem é constituída por aquelas quase-partículas, 
excitadas termicamente que, capturadas pelo sóliton, passam a mover-se com 
ele (presas a ele) ao longo de uma certa direção. A nuvem térmica acarreta 
mais uma renormalização no sóliton, que altera sua largura e sua velocidade. 

A tendência mecânica da nuvem é a de encher completamente o buraco 
do sóliton. Essa tendência se manifesta também estatisticamente, mas agora 
é abrandada e o enchimento não é total. Em todo caso, O fator de enchimento 

está sempre próximo da unidade, revelando, como veremos, que o sistema é 
fortemente determinado por seus aspectos mecânicos. 

Como cada quase-partlcula interage com o sóliton e com a nuvem 
térmica, a partir dessa tendência de ocupação do buraco do sóliton fazemos 
uma importante hipótese: a densidade da nuvem térmica tI proporcional ao 

buraco do sóliton. 

Essa hipótese é couíirmada, depois, auto-consistentemente. 

Temos, então, duas dinãmicas: a do fluido normal e a da nuvem térmica. 
Essas duas dinãmicas devem ser compatibilizadas. Quando isso é feito, 
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acabamos por obter um espectro energético, nó referencial de laboratório, 
que apresenta um gap: o gap das quase-partículas. 

Com esse espectro pode-se implementar a mecânica estatística do sis­
tema. A energia livre dos sólitons pode ser escrita como função do gap, ll. e 
da temperatura. 

Ao minimizá-Ia encontramos aB fases de equilíbrio do fiuido. Encon­
tramos também uma transição de faBe conectada a uma região de saturação 
para o buraco do sóli tono 

Num segundo momento, retomamos a dinâmica da nuvem térmica desde 
uma perspectiva melhor elaborada. 

Depois de calculadas todaB aB propriedades do sistema, deterrninadaB 
aB faBes de equilfbrio do fiuido e SUaB mais importantes caractedsticas, um 
primeiro quadro completo de seu comportamento foi montado. A partir 
de todaB essas informações que obtivemos, foi possível construir uma la­
grangiana efetiva para o sistema. Nessa lagrangiana entram dois campos 
clássicos. Esses dois campos são tais que suas dinâmicas reproduzem, fiel­
mente, toda a intrincada relação sóliton/núvem térmica. 

Dessa forma, a formulação lagrangiana que apresentamos como um aper­
feiçoamento de nosso método de cálculo, na verdade é uma decorrência de 
todo o aprendizado resultante da descoberta da nuvem térmica e do seu 
tratamento a partir daquela hipótese fundamental, anteriormente referida. 

A nuvem térmica passa a ser descrita por um campo clássico, ..pc que vai 

envolver os estados ligados de cada sóliton, como um envelope. A hipótese 
feita anteriormente sobre a densidade da nuvem térmica é retomada. Mas 
agora, o campo clássico, ..pc, é tal que o seu módulo quadrado é igual à 
densidade da nuvem térmica. É um segundo campo clássico que condensa. 

Novamente o espectro energético é obtido no referencial de laboratório 
e a mecânica estatística é implementada. A energia livre é agora expressa 
como funcão do gap, ll. e da temperatura. Esse gap é apenas a energia 
cinética que cada excitação ligada possui, por mOVel"'se com o sóliton. 
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A primeira abordagem foi a que usamos para aprender a fazer as contas! 
A segunda é a correta. Ambas dão conta de uma transição super/luidoj/luido 

normal e apresentam quadros muito semelhantes de todas as fases do líquido. 

O plano do trabalho é, basicamente, o seguinte. No capítulo I discuti­
mos a aproximação de Bogoliubov, já particularizada para o potencial delta. 

Uma rápida revisão do método semi-clássico de quantização é apresentada 
na seção II, acompanhada de uma aplicação[34l à teoria de Bogoliubov. A 
seção II! é dedicada aos sólitons e aos condensados não uniformes. Introdu­
zimos o número de sólitons, a, e revisamos brevemente, o mecanismo do fa­
vorecimento de uma fase solitônica em três dimensôes, a partir da referência 

[42]. 

No capítuio lI, discutimos as duas dinãmicas do fluido. 

A seção I trata da dinâmica do contínuo (campo médio ) e do fluido 
normal de Bos€"Einstein. Na seção II introduzimos a nuvem térmica e a 

tratamos, primeiramente ao nível clássico e, em seguida, ao nível quântico. 
Ali mostramos a renormalização que ela implica para o sóliton. Na seção 
III discutimos as condicões de compatibilização entre as duas dinâmicas. 
Obtemos o espectro energético no referencial de laboratório. 

O capítulo III é dedicado à mecãoica estatística dos sólitons. Ali trata­
mos do condensado, dos sólitons, das nuvens térmicas e do fluido normal. 
Analisamos, igualmente, o surgimento da região de saturação. 

Na seção II desse mesmo capítulo, apresentamos os resuitados e uma 

discussão mais detalhada das fases de equilíbrio do fluido, nesta primeira 
abordagem. 

No capítulo IV introduzimos o segundo campo. 

Na seção I propomos uma formulação lagrangiana independente para 

discutir a relação sóliton!nuvem térmica. O fenômeno da condensação do 
novo campo está discutido na seção 11. 

No capítulo V retornamos a mecãoica estatística do fluido a partir da 

introducão do segundo campo. 

i . As fases do líquido são analisadas na seção lI, de maneira semelhante ao , 
que foi feito na seção II do capítulo IlI. Na seção III discutimos a questão da 
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relação sóliton/mecanismo de superHuidez. Ali introduzimos um índice de 
superfluidez e analisamos seus desdobramentos. O final da seção é dedicado 
a uma análise de todo o conjunto, para outros valores de densidade. Uma 
discussão com tabelas e gráficos é também apresentada. No capítulo VI 
procuramos tecer algumas considerações de caráter conclusivo, conírontando 
nossos resultados com muitas das propostas aqui referidas. 

O Apêndice Numérico é apresentado com o objetivo de dar ao leitor ­
se interessado - a possibilidade de reproduzir todos os cálculos e obter os 
resultados que aqui exibimos. 

Apresentamos, na próxima página, um quadro genérico da abordagem 
que desenvolveremos, com a finalidade de esclarecer a estrutura geral da teo­
ria. Ali apresentamos em blocos, os principais desdobramentos do trabalho e 
a interdependência entre as suas diversas etapas. Cremos, com isso, facilitar 
o acesso a cada uma de suas partes. 

Finalmente, lembramos ao leitor que os principais resultados deste tra­
balho podem ser encontrados na referência [45]. 
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•
CAPITULO I 

-CONDENSADOS UNIFORMES E NAO UNIFORMES 

"' 

Discutimos aqui a. aproximação empregada. por Bogoliubov[22[ 
para tratar do problema de um sistema de bósons em interação. 

Desejamos explorar o espírito semi-clássico que permeia sua. abordagem. 
Por isso desenvolvemos uma versão resumida e particularizada desse seu es­
quema de tratar N bósons interagentes, na presença de um potencial repul­
SIVO. 

Obtemos, primeiramente, pelo método canôllÍco, a relação de dispersão 
das quase-partículas. Em seguida, aplicamos diretamente o esquema semi­
clássico de quantização, para obter a mesma relação de dispersão. Agora, 
porém, através da quantização das flutuações harmôllÍcas em torno da so­
lução clássica que representa o condensado uuiforme. 

Finalmente, numa extensão da teoria de Bogoliubov, o método semi­
clássico é empregado para tratar de condensados não uniformes_ 

I. A VERSÃO CANÔNICA DA TEORIA DE BOGOLIUBOV[22,46] 

a)-Gomentários acerca do potencial 

O potencial de interação entre os átomos de hélio possui um caroço 
repulsivo infinito e uma cauda atrativa de Vau der Walls, relativamente 
fraca, como mostramos na figura 1.1. 

Uma forma analítica para esse potencial foi obtida por Slater e 
Kirkwood[4 71 e é: 

V(r) = ae-2
1.

5r/<r - i3 (;/ 

onde a ~ 5.7x106 J(j O' ~ 4.6 A e i3 ~ 1.1 [(o 


Aproximaremos esse potencial pela delta repulsiva 


V(x - Xl) = >'6(x - Xl) (1.1) 
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Figura 1.1 - Potencial de interação entre dois átomos 
deHe, 

Obviamente, o efeito da cauda atrativa não é computado. Entretanto, o 
seu papel é o de aglutinar os átomos para que constituarn o líquido!26j. Por 
outro lado, é possível introduzir O efeito dessa cauda atrativa por um poten­
cial externo, negativo e constante, cujo efeito principal é o de acrescentar 
uma correção aditiva (constante) à energia do estado fundamental. 

A forma escolhida para o potencial (eq. (1.1»), além de simplificar o 
tratamento, reproduz algumas das principais características de nosso sis­
tema. E conduz, ao nível clássico, ao tratamento da teoria AI4>14. 

Essa teoria clássica revela-se muito mais rica do que usualmente se 
supõe! 

b)-A Aproximação de Bogoliubov 

Comecemos com o problema de N bósons interagentes, num volume 
n, cuja hamiltoniana, na representação das coordenadas do formalismo de 
segunda quantização, é: 

H = ~fdx3 Vijit(x). V\Ii(x)
2m 

+ ~jjdx 3dX'3 \]it(x) \]i!(x') V(x - x') \]i(x) \Ii(x') (I.2) 
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Os operadores \li e \li! obedecem à relação bosônica de comutação: 

[\Ii(x), \Ii!(x')] = ó(x - x') 

j 
As equações de movimento dos campos bosônicos podem ser obtidas via , 

.1 Equação de Heisenberg 

â,\Ii = i[H, \li] 

e sao: 
1 _2 

i â,\Ii = -- V \li + À \li! \li \li 
2m (1.3)1 _2 

-iâ,\Ii! = -- V \li! +À \li! \li! \li 
2m 

pois a equação (1.1) já foi utilizada. 

A aproximação de Bogoliubov que desejamos exemplificar constitui-se 

numa reinterpretação do caráter operatorial dos campos que comparecem nas 

equações (1.3). Introduz-se uma decomposição na estrutura desses objetos, 

a partir da substituição dos operadores a~ e ao (respectivamente, operadores 

de criação e aniquilação no modo zero) por números-c. 

Reconsideremos, brevemente, o caso do gás ideal de Bose-Einstein. 

Nesse caso, todas as N partículas que o constituem estão condensadas no 

modo zero (k 
~ 

= O) em T = OK. 

Seja l!I?o) o estado fundamental de um tal sistema. O efeito da atuação 

dos operadores de criação e aniquilação de partículas no modo zero, sobre 
esse estado, é, respectivamente: 

a~ liPo(N») = VN +1 liPo(N + 1») 
(1.4) 

ao liPo(N») = JN liPo(N - 1») 

É claro que, até aqui, estamos considerando a relação de comutação: 

[ao,a~] = 1 (1.5) 

No entanto, como N é um número muito grande, é razoável esperar que 

l um tal sistema não tenha alteradas suas propriedades físicas na presença 
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ou na ausência de uma única partícula. Assim sendo, promovemos a apro­
ximação de substituir os operadores ao e ai por números 

ao = a~ :::: ..filo (1.6) 

Quando liganlos a interação, esse quadro sofre uma ligeira mudança . 
Mesmo no zero absoluto de temperatura, haverá um número, pequeno, de 
estados excitados. Essas excitações, ou quase-partículas, não são estados de 
uma partícula, mas excitações do sistema como um todo. Dizemos, portanto, 
que a interação produz um efeito depletivo no condensado. Para substituir 
os operadores ao e ab por números-c é crucial que a ocupação do modo 
zero seja feita por um número grande de partículas, ou que a depleção do 
condensado seja pequena. 

Enfim, a aproximação sugerida de trocar os operadores ao e aó por 
números (ao e,; $o) será tanto melhor quanto menor a depleção do con­
densado. Veremos, mais adiante, que esse é um dos requisitos essenciais para 
a validade geral da teoria desenvolvida por Bogoliubov. 

A relação de comutação (I.5) pressupõe a decomposição de Fourier do 
campo \J!, na forma 

1 ,"'~
\J!(ii!) = - L ak e,k.", (1.7)vTI k 

De acordo com as aproximações anteriormente sugeridas, a expressão 
(1.7) será reescrita como a contribuição, separada, de dois termos. A saber, 

w(X) = <P H (1.8) 

onde <P é a parte da solução correspondente ao condensado e t; é a correção 
quântica e dá conta das excitações do sistema ou das 
quase-partículas. Substituir a expressão (1.8) nas equações de movimento 
(1.3) implica em linearizá-las, se mantivermos termos até a primeira ordem 

em t;. Mas implica, também, em levar em conta apenas os seguintes tipos 
de interação: 

(i) interação entre as partículas do condensado somente, representado 
pelo campo <p; 
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(ií) interação entre uma partícula fora do condensado, com o conden­
sado, refletida pela linearidade em ç das equações de movimento. 

Promovendo a substituição ventilada «I.8) em (I.3», teremos: 

1 _2
iatçt = - Vçt -2>.",·",ç! _ >.",.2ç

2m (I.9) 
-UM = -

1 
V 
_2 

ç - 2).. ",."'ç _ >. ",2çt
2m 

Como desejamos descrever o hélio liquido, podemos, por conveniência, 
modificar a hamiltoniana original (eq. (I.2» de modo tal que acabemos por 

descrever estados cuja menor configuração energética ocorra para'" = ,fit . 
Na hamiltonina (I.2) fazemos a substituição: 

H --t H - Jdfi 3 iJ!!(x) v.xt iJ!(x) , 	 (I. 10) 

isto é, introduzimos um potencial qnimico, V.xt = >. p. Com isto mudamos 
o nivel zero da energia (e também simulamos o efeito da cauda atrativa!) e 
podemos reescrever as equações de movimento (I.9) na forma: 

1 _2 
i8tç! = - V çt - >.p(çt H)

2m (I.11)1 _2 

-i8tç= 2m Vç->.p(ç+çt) 

Nas equações acima nós já identificamos o módulo quadrado do campo 

'" com a densidade do condensado (uniforme): ''''12 
= p. Procuraremos 

soluções para as duas equações anteriores, na forma: 

çt 	= L [Uk{f') A~ e;wl +Vk(i") Ak e-;wt] 
k (I.12) 

ç= L [ui,(f') Ak e-;wl + v,W") Al e;wt] 
k 

Só que os operadores que comparecem em (I.12) não são mais os 
operadores de criação e aniquilação de partículas, originalmente introduzi­
dos, mas representam uma combinação linear deles. São, na verdade, cri­
adores e aniquiladores de quase-partículas que preservam o caráter bosônico 

original. 
I 
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De fato, se u2 - v2 = 1 e escrevermos: 

A" = ua" - vak 
t 

(I. 13)Al = ual- v!!j, 

ficará patente a natureza bosônica das excitações do sistema. A trans­
formação definida em (1.13) é a conhecidíssima. tranformação de Bogoliubov. 

Levando (1.12) em (I.H), teremos: 

1 _2 

-wu(r) = 2m V'u(f') - Àp (u(r)+ v*(r») 
(1.14)1 _2 

wv*(r) = 2m V'v(r)-Àp(v*(r)+u(r») 

Se introduzirmos: 
~~ 

u(f') = ua'k.r 

ik~~ rv'(f') = ve . 

e usarmos o fato de que u2 - 1)2 = 1, veremos que o conjunto (1.14) só será 

satisfeito se: 
k4 k2 

w(k)= -+Àp- (1.15)/ 4m2 m 

É este, exatamente, o espectro das excitações que decorre da teoria de 

Bogoliubov qua.ndo o potencial é da forma (1.1). Qua.ndo k é muito pequeno 
as excitações, de longos comprimentos de onda, possuem a energia 

W(k)~J;:k=Ck (1.16) 

sendo c a velocidade do som no zero absoluto. Essas excitações são fônons e 
este é um resultado que concorda com os resultados experimentais 
conhecidos para o líquido, no limite de temperaturas muito baixas. Assim, 

a teoria de Bogoliubov é também o primeiro exemplo de como, partindo-se 
dos fundamentos da Mecânica Quântica, aparecem as quase-partículas. 

No outro extremo, para grandes valores do momento, 

k2 

w(k)::: 2m + Àp, (1.17)• 

http:�p-(1.15
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o espectro ganha a forma de um espectro de partícula independente. 

Se não tivéssemos particularizado esses desenvolvimentos para o poten­
cial (I.1), o espectro (1.15) deveria ter a forma mais genérica: 

I k4 
w(k) = -+v(k)pk2 (I.18)

4m2 

onde v(k) é a tranformada de Fourier do potencial Ver), que dá a interação 
entre dois átomos. 

Os resultados que apresentamos são conhecidos há muito tempo. 
Constituem, como já sugerimos, os primeiros resultados microscópicos para, 
o hélio superfluido. E bom lembrar, todavia, que de uma maneira bastante 
geral, as aproximações feitas dependem de que: 

(a) Exista a tranformada v(k) do potencialj 

(b) v{O) > O, para garantir a estabilidade termodiuâmica do sistemaj 

(c) A quantidade, N -No, que mede a depleção do estado fundamental, 
seja pequena. 

A condição (b) decorre do fato de que a pressâo, no zero absoluto, é 
uma função da densidade p e de v(O). Ao impormos que v(O) > O, estamos 
garantindo que 

8P >0 
8p 

que é, precisamente, a condição de estabilidade termodinâmica em baila. 

Supomos que a condição (c), por outro lado, está assegurada devido à 

natureza fraca do potencial. 

lI. A VERSÃO SEMI-CLÁSSICA DA TEORIA 
DE BOGOLIUBOV[34] 

O trabalho de Bogoliubov é ="".,·r"i"",,,,,,,,,'u.do método de Hartree-­
Fock[48J. É também um pioneiro na área dos métodos semi-dássicos. Os de-­

senvolvimentos efetuados até aqui e que culminaram na obtenção 
da relação de dispersão (I.15) são muito semelhantes aos procedimentos 
básicos do método semi-clássico. 

São tão semelhantes que pode parecer ocioso repetir o mesmo itinerário 
nessa versão. Contudo, essa semelhança tornou-se transparente depois que 

http:r"i"",,,,,,,,,'u.do
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L VenturaJ34], usando o método semi-clássico, a estabeleceu. Assim e 
também por razões pedagógicas, reproduziremos a versão semi-clássica da 
teoria de Bogoliubov, a fim de ilustrar inter alia, a aplicabilidade de um 

método que empregaremos amplamente neste trabalho. 

A literatura sobre os métodos semi-clássicos é muito vasta. Uma re­
ferência básica e relativamente recente é o conhecido livro de 
R.Rajaraman(49], cuja abundância de citações propicia um roteiro bastante 
rico para a compreensão dos métodos. Aqui seguiremos mais de perto os 
trabalhos de Dashen e outros(37j. A referência (50 I é particularmente re­
comendada. 

Para implementar o esquema semi-clássico de quantização de uma teo­
ria de campos clássica, descrita por uma lagrangiana L[ </> 1é necessário que 
conheçamos uma solução clássica, </>e, da equação de movimento do campo 
<p. Quando a teoria é não-trivial (como será ocaso) a equação para o campo 
é uma equação não-linear. O conhecimento dessa solução, juntamente com a 
primeiras correções quânticas, fazem desse esquema semi-clássico um método 
não perturbativo. As correções quânticas são introduzidas através da quan­
tização de flutuações harmônicas, 1/, em torno dessa solução clássica. 

Operacionalmente, defiuimos o campo <p = </>c + 1/ e expandimos a la­
grangiana em torno da solução <Pc até termos de segunda ordem nas flu­
tuações. Efetivamente, o resultado obtido é uma nova lagrangiana 

constituída por uma parte dependente de </>c, exclusivamente, e de um outro 
termo que é bilinear nas flutuações, na forma: 

LI<p]-- LI <Pc] + LI 1/ 1 

A equação de movimento para as flutuações é obtida a partir da apli­
cação das equações de Euler-Lagrange: 

8 8L _ 8L 
(1.19) 

p 8(8p '!/) - 81/ 

Evidentemente, a mesma equação para as flutuações pode ser obtida se 
substituirmos, diretamente, </> = </>c + 1/ na equação de movimento do campo 
clássico, retendo apenas os termos lineares em 1/. Em seguida, devemos 
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encontrar a forma da flutuação TI que é solução da equação (1.19) e quantizá­
la. Esse passo implica em resolver o problema de Schrõdinger associado às 
flutuações. Isso nem sempre é facil! 

O processo de quantização que utilizaremos ao longo deste trabalho 
é uma extensão, para a Teoria de Campos, da Regra de Quantização de 
Bohr-Sommerfeld, RQBSI77]. Em verdade, nós podemos quantizar as quase­
partículas tanto no esquema de Bogoliubov como no esquema de Bohr­
Sommerfeld, que é igualmente fácil e simples. No capítulo lI, em vista das 
aproximações (justificadas) que faremos, desprezando termos com oscilações 
de fase, a quantização das flutuações será quase que imediata. 

Esboçados os passos fundamentais do esquema semi-clássico, aplicare­
mos essas idéias à Teoria de Bogoliubov discutida auteriormente. A versão 

clássica da hamiltornna é: 

3
H = fdi { - 2~ "'* V~ - À p"'*'" + ~ ). ("'*",)2} (1.20) 

onde '" é agora O campo bosôrnco clássico. Se as flutuações desse campo 
forem quantizadas em torno do estado de densidade zero, os quanta do campo 
em questão serão os átomos de hélio. 

Certamente, a partir de (1.20), obtemos a lagrangiana da teoria, que é: 

L = fdi 3 G(q,*at</> - q, at",*) } - H (1.21 ) 

A equação de movimento do campo q, será, portanto, 

1 _2 
i a,q, = -- V'" - À pq, + À",*q,2 (1.22)

2m 

que é a conhecida equação de Gross-Pitaevskü[36J. 

A solução clássica, que corresponde ao condensado uniforme da teoria 
de Bogoliubov - sendo, então, o vácuo clássico da. harniltoniana, é: 

"'u = ,;p elO (1.23) 

A solução (1.23) põe de manifesto a. degenerescência. contínua do vácuo 
clássico, uma vez que () é um número real qualquer no intervalo (0,211' l. 
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Essa degenerescência contínua permite que o sistema possa exibir soluções 
não triviais mais complexas que (1.23). Permite, assim, que investiguemos 
soluções não triviais para condensados não uniformes. 

O espectro de Bogoliubov, na região dos pequenos momentos, é carac­
terizado por fÕllOllS. Como esses fônons são pequenas excitações do conden­

sado, o método semi-clássico é naturalmente implementado se, ao invés de 
,p, na equação (1.22), pusermos ,pu + 1/, ou seja: 

,p = eiB(,pc + 1}) (1.24) 

Lembramos que 1/ representa urna pequena flutuação que deve ser or­

togonal à função de onda do condensado, a saber: 

jd!i 3 4>c 1/ = O (1.25) 

De um modo geral, estaremos interessados em termos do seguinte tipo: 

,p*,p = </l~</lc + '1*'1 +</l:,} +</lc'l* (1.26) 

W</l? = (</l~</le? +2 (4):2,pe 'I + 4>~ </l; '1*)+ 4 rp7* 4>:4>. 
+ '1*24>~ +Tl2 4>:2 +O(Tl3 ) (1.27) 

Quando substitufmos (1.26) e (1.27) na equação (1.21), usando a con­
dição (1.25), ficamos com: 

L[ 4>] = L[ </lc] + Lbilinear[ TI] + L[ </lc, t}] (1.28) 

onde 

L[ 4>c] = ~ jdx 3 [ 4>~ EMe - (at4>~) </le 

+</l; C~ V\,\ p) 4>e - ~ 4>; 4>~1 (l.29) 

Lbilinear[ t}] = jd!i 3 [t}O (iat + 2~ V\'\p) TI 

- 2,\ 4>;</ldTl - ; (<p;V + 4>~ TI*Z) 1 (1.30) 

L[ <Pc, TI] = jd!i 3
{ TI* (iat 4>e + 2~ V~e + '\P</le) 

- ,\ </l~ 4>: '1* + conjugado hermitiano (1.31) 
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A aplicação das equações (1.19) à lagrangia:na (1.28) conduz à equação 
de movimento do campo 1), ainda clássico (note que, uesse caso, O termo 
linear em 1), correspondente à expressão (1.31) é nulo, pois <Pc satisfaz à 
equação de movimento (1.22): 

1 _2 

iâ"1 = - 2m 'i1 'I - À (p - 2 4>:4>c) 1) +À <p~ '1* (1.32) 

Notemos que a solução <Pc = ,fP ainda não foi explicitamente utilizada, 
de modo que a equação (1.32) é a forma geral para uma flutuação em torno 
de uma solução clássica, </>c, qualquer. 

Em particular, se <Pc = ,fP (condensado uniforme) teremos: 

1 _2 

i8t1) = - 2m 'i11) + Àp(1)* + 1) (1.33) 

que é formalmente idêntica à segunda das equações em (1.11). Portanto, a 
flutuação 1) deve ter a forma: 

cte { . ~ ~ . ~ ~ }1) = vTI u e,(k.x-wt) +v e,e -k·x+wt) (1.34) 

donde decorre que: 

w = V-ÀP k {I + -,-k-,.2_}1/2 (1.35)
m 4mÀp 

Para que o campo 1)k venha a descrever o estado de uma única quase­
partículas (n=l), empregamos a RQBS para a flutuação 1)k, na forma: 

2'1'f/w 

i J dtJdiii.1)*8tll = 211" (1.36) 

o 

e acabamos por obter: 

~ ~ 

E(k) = w(k); p(k) = k (1.37) 

Com isto se completa o processo semi-clássico de qua:ntização da teoria 
e obtém-se, obviam€11te, os mesmos resultados do método canônico (seção 
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I). Vale lembrar que a definição da velocidade do som, c, no zero absoluto 
cama (ver eq. (1.16» 

(1.38)c= J::: 
J 

é uma maneira de eliminar À das equações em favor de um parâmetro 
~ 

fenomenológico que entra na teoria. 

Na vasta literatura experimental que envolve o hélio líquido, essa gran­
deza, juutamente com a densidade, foi medida amplamente e podemos usar 
os seus valores com grande segurança. Em geral, na seqüência do trabalho 
utilizaremos os seguintes valores numéricos aproximados: 

2Àp:::: mc ~ 29.7 J( 
(1.39)

(mNp)3/2 = (mc)3Ip~ 186 

E depois introduziremos variações percentuals consistentes com valores 
experimentais para verificar a legitimidade dessas aproximações e estudar a 
dependência do gap, t:J. com a densidade (cf. capo V, seco HI-b). 

-IH. CONDENSADOS NAO UNIFORMES 

Conforme mencionamos na seção anterior, a degenerescência contínua 
do vácuo clássico da hamiltoniana (1.10) permite que a equação de movi­
mento (1.22) exiba soluções diferentes e mais complexas que (1.23). De fato, 
se if>c for definida como: 

<Mi, t) = -/p {V - i'Y tgh 'i'mc(:x - cVt)} (1.40) 

com V sendo um número real compreendido no intervalo (-1,1) e'Y tal que: 

V= /1-r2 (1.41) 

então, a expressão (1.40) representa uma solução da equação de movimento 
(1.22). 

Esta solução é um sóliton planar que deforma o condensado, cami­
nhando sobre ele como uma onda subsônica de densidade, ao longo da direção 
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da coordenada $. Para cerWicar-se que trata-se de uma onda de densidade 
como a descrita, notamos que: 

(1.42)<fo:<foc=P[l- COSh2~;X-CVt)] 
e que o seu valor tende à densidade do condensado uniforme, quando 

Ixl -+ 00. 

Como este sóliton é a peça chave para o desenvolvimento desta teoria 
de muitos corpos para o hélio líquido, é conveuiente que demoremo-nos um 
pouco mals sobre ele. 

Em primeiro lugar, notamos que esse sóliton funciona como uma parede 
de Bloch (parede de domínio) que divide o condensado em domínios de fases 
distintos, pois: 

lim <Pc(;;, t) = ..fPe±ió (1043)
1·1...."" 

onde 
sen"")' 

{j = are { cosV (1.44) 

isto é, a grandes distâncias do centro desse objeto, o sóliton tende a domínios 
de fase diferentes, com uma defasagem de 26. Esta defasagem é urna carga 
topológica que é conservada, garantindo sua estabilidade. Em outros ter­
mos, a conservação da carga topológica proíbe que o sóliton (1040) decaia 
na solução (1.23), ou seja, garante que o estado na sua presença não seja 
equivalente ao estado fundamental representado por (1.23). Dal porque o 
sóliton (1040) não é, ele mesmo, uma excitação do condensado. 

Essa defasagem característica do sóliton está também relacionada ao 
deslizamento de fase no escoamento superfiuido, proposta por Anderson[321 
(cf. capo V, seco IlI-a). 

Como a onda 1>. carrega momento longitudinal, por unidade de área (A 
é a área total do sóliton): 

p= -~Jd;;3<p; V</>c= -2pVVl- V2 (1.45) 

vemos que o escoamento de matéria dá-se em sentido oposto ao movimento 
do sóliton. Note-se, a título de ilustração, que em fenômenos como o efeito 
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fonte, típicos do hélio superfluido, a componente normal do líquido segue em 
direção oposta à. componente superJluida[51[. 

A energia clássica do sóliton, por unidade de área, é dada substituindo­
se a solução (I,40) na expressão (I.20) e é: 

4
o{y) = -cp"/ (I,45)

3 

correspondendo à. tensão superficial clássica do líquido. 

Finalmente, voltaJldo à. expressão (I.42) vemos que é possível reescrevê­
la na fOI'ma: 

"'; <Pc = p - Z(ãl, t) (1,47) 

onde 
2 

Z(x,t) = PI (I,48)
cosh2 ')'mc(x - cVt) 

é o que denominaremos de buraco do sóliton e representa um vazio local de 
matéria acarretado pela presença do sóliton. A figura (I,2) ilustra a razão 
porque o termo buraco é o adequado. 

YY2<Yl(YO 2 

'" Y1"4'10. 
Yo 

y=mclx - cVt) 

Figura 1.2 - O bUl"aco do sóliton. 

-
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As paredes no sistema podem OCOITeI' mesmo sem a introdução de 
efeitos térmicos, isto é, no zero absoluto de temperatura essas paredes podem 
estar presentes no vácuo da hamiltoniana (I.20), induzidas por flutuações 
de ponto zero. Isso porque a expressão (I .46) mostra que os sólitons têm 
energia positiva e somente efeitos quânticos podm'ialll explicar a existência de 
um vácuo recheado de paredes. 

O que se verifica, depois, à temperatura finita, é que essas paredes, 
de energia infinita têm, na verdade, um relevante papel termodinâmico e 
acabam por introduzir mudanças na entropia do sistema (veja discussão no 

final da seção). De fato, há um favorecimento claro de fases solitônicas à 
temperatura finita, como mostraremos na seqüência, de modo que o sistema 
preferirá ter sólitons a não tê-los. 

Associado a esse favorecimento está o problema de contar o número 
desses objetos. Estamos considerando a existência de paredes independentes 
no sistema, isto é, ignorando a interação entre elas; em particular, não 
levando em conta a energia armazenada na interseção de duas paredes. A 
uma dada temperatura, portanto, o sistema deve exibir um certo tipo de 

sóliton caracterizados, todos eles, por um único parâmetro '"( (cf. eq. (1.41» 
e por um número g" pequeno, desses objetos. 

Se o número deles for muito grande, as aproximações que fazemos pre­
cisariam ser revistas e a abordagem tornar-se-ia um pouco mais difícil. 

Portanto, dois fatores devem ser imediatamente registrados, quando de­
sejamos caracterizar uma configuração do sistema, numa dada 
temperatura T: 

(i) A configuração é determinada conhecendo-se o par de números a e '"( 

que a caracterizam e que devem ser diferentes para diferentes temperaturas; 

(ii) o número de paredes, por unidade de comprimento, a, deve ser 
muito pequeno; 

Introduzimos, então, a seguinte definição: sendo A a área transversa 
total dos sóliton. presentes numa dada configuração e scndo fi o volume do 
sistema, então 

A ([.49)a= fi 
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.•erá o numero de sólitono por unidade de comprimento. Será, também, 
função da temperatura pois mesmo que os sólitons se movimentem, a área 
total deles se manterá constante, numa temperatura fixa. 

Podemos entender melhor o significado desse número, considerando um 
domínio típico numa configuração de três sólitons paralelos aos eixos coor­
denados, ou seja, num cubo de aresta d. Como o número total de sólitons no 
domínio é 3, gd = 3, e 0= 3/d. Para garantir que os sólitons estejam sufi­

cientemente espaçados, consideremos o comportamento do termo tgh 1'mcx 

(cf. eq. (1040» para valores muito grandes de x, onde supomos haver um 
outro sóliton: 

tgh1'mcx ~ 1 _ e-2~mc. 

Nesse domínio cúbico, a distância média entre dois sólitons vizinhos é 
da ordem de l/a. Portanto, basta exigir que 

e-2-,mcl!J.« 1 (I.50) 

para assegurar a validade da aproximação que fazemos. 

Podemos adiantar que nossos resultados indicam que o valor de g, para 
qualquer temperatura, é sempre muito pequeno, satisfazendo, muitíssimo 
bem, a exigência expressa em (1.50) (cf. cal'. lU). 

Lembramos que o sóliton (IAO) e a equação (1.22) já foram estuda­
dos em outros contextos. Tsuzuki [52], analisando as soluções não lineares e 

periódicas da equação (1.22) investigou a conexão entre essas soluções e a 
relação de dispersão da teoria de Bogoliubov, em limítes apropriados. Su­

geriu, também, que ondas não lineares poderiam existir esta.velmente onde 
os efeitos dissipativos fossem pequenos, como nos sistemas a baixas tempe­
raturas. 

Por sua veg, a equação (1.22) foi abordada por Zakharov[53] ao estudar 
a evolução de um envelope complexo de uma onda monocromática num meio 
não linear. E foi resolvida, exatamente, em uma dimensão, por Zakharov 
e Shabat[S4! pelo método do espalhamento inverso. A solução quântica do 
problema foi encontrada por Kulish e outros[55!. Hasegawa e Tappert(56] us­

aram o mesmo sóliton, na física aplicada, para tratar da transmissão de pul­
sos óticos em meios não lineares dispersivos. Mais recentemente, Makhankov 

I 
L 



'J 
29í 

e outros(57) estudaram esse campo clássico em teorias unidimensionais. Como 
I já mencionamos, L Ventura e colaboradores(34-35,40), nos últimos anos, vêm 

estudando o seu papel no contexto da teoria do hélio líquido. 

Antes de encerrar o capítulo, voltemos a uma questão da maior im­

I , 
portãncia para o tratamento do hélio líquido, com esta abordagem centrada 
no sóliton (I.4O). 

Do que dissemos até aqui poderia parecer que o favorecimento, no fluido, 
de uma fase solitônica em três dimensões, seria uma simples extensão do caso 
unidimensional. Mas a situação é, no entanto, bastante distinta e bem mais 

complexa. 

Para trabalharmos em três dimensões, promovemos uma imersão do 
espaço unidimensional no espaço tridimensional. Neste caso, como vimos, 

teremos sólitons planares caracterizados por uma única variável espacial, 
como é o caso da solução (I.4O). Esses sólitons planares (paredes) têm 

energia infinita, que diverge com a área transversa (cf. eq. (I.46». Isso, 
em princípio, inviabilizaria o seu surgimento espontâneo no fluido, devido 

ao elevadissimo custo energético dessas paredes. Essa situação não ocorre 
em uma dimensão, onde o sóliton, de energia finita, pode ocorrer, termo­
dinamicamente, a qualquer temperatura(58). 

Contudo, L Ventura(42) mostrou que a presença de sólitons macroscó­

picos provocam tal modificaçâo no espectro das flutuações que as variações 

daídecorrentes, na entropia, podem favorecer o surgimento espontãneo dessas 

paredes. O tratamento original foi levado a cabo para o bóson escalar da 
teoria </>4 relativística em três dimensões. Nesse trabalho a nuvem térmica 

(que introduziremos no próximo capítulo) não havia sido descoberta. A 
nuvem térnúca e o segundo canlpo condensado (veja capo IV) sâo essenciais 
para o trabalho que ora apresentamos. Assim, comparados com os resultados 
que agora ,temos, os resultados da referência [42] são ainda muito pobres. 

Mas ali se concluiu que a fase de sólitons poderia existir exatamente por 

causa da entropia. 

Um balanço detalhado revelou que sempre que a desigualdade 

F.ol +F;xc < Fvac +F~xc 

for válida, o sistema preferirá ter sólitons a não tê-los. Na expressão acima , 
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o lado esquerdo é a energia livre do sistema na presença de sólitons li o lado 
direito é a quantidade equivalente na ausência deles. 

Por outro lado, o favorecimento espontâneo desses objetos não é 
ilimitado. De fato, ainda no contexto da teoria <1>4, na referência em questão 
se mostra que o número desses objetos é controlado por sua própria interação. 
Desse modo, enquanto as flutuações quânticas induzem ao favorecimento e 
à produção de sólitons, sua interação proíbe a existência de um número 
catastrófico deles. 

Essa análise minuciosa da teoria <1>4 serviu de suporte para a conjec­
tura de que também o hélio líquido, se descrito pela hamiltoniana (I.20), 
apresentará um vácuo recheado de sólitons do tipo (I.40). Para reforçar essa 

I,, idéia, lembramos que ondas quânticas macroscópicas (das quais o sóliton , 

(IAO) é um exemplo), aparecem numa ampla classe de teorias não locais e 

de teorias não relativisticas do tipo AI'" In, com n > 2 [351. Daí porque a sua 
" i existência no problema real do hélio líquido seja um fato bastante provável. 

A plausibilidade dessa conjectura, aliás, foi amplamente demonstrada em 
referências já citadas[34-35.4ol. 

No caso da parede (I.40) há ainda um detalhe a mais que é impor­
tante. A dependência no parâmetro f faz dela uma família contínua de 
ondas quânticas macroscópicas. Isso explica o porquê de termos enfatizado, 
anteriormente, que uma dada configuração será caracterizada, a cada tem­
peratura, pelos números ~,[). Agora a energia livre do sistema, na presença 
de paredes, dependerá explicitamente desses parâmetros. 

Assim, a realização da mecânica estatística das paredes, para o caso 
do hélio líquido, a que nos propusemos, permitirá, entre outras coisas, um 
mecanismo completo de controle sobre o número e o tipo de parede favorecida 
a uma dada temperatura. Tudo isso, é claro, além do fato mais importante 
que é o balanço termodinâmico desse favorecimento. 
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CAPITULO II 

AS DUAS DINÂMICAS 

Precisamos conhecer as energias das excitações que povoam o sistema a 
temperatura finita, no referencial de laboratório, para desenvolver a mecâ­
nica estatística dos SÓlitOllS no hélio líquido. 

Estamos tratando de Wn condensado não uniforme representado pelo 
campo clássico <Pc' Empregando o método semi-clássico, devemos investigar 
as flutuações em torno desse campo de fundo, considerando-o, agora, na 
equaçâo (1.32). 

O caso em que <Pc(x) representa um único sóliton foi tratado na re­
ferência [34]. Ali, uma análise bastante detalhada permitiu antecipar alguns 
dos resultados que aqui encontramos. E que concordam, substancialmente, 
com a literatura experimental acercado hélio líquido. Em particular, regis­

tramos que essa análise variacional revelou, entre outras coisas, que os esta­
dos ligados da equação (l.32) sâo muito sememelhantes aos rótons. Também 

estimou que a temperatura crítica so sistema de sólitons do hélio deveria 
estar em torno de 2 I\:. E aventou a possíl>ilidade de que {} condeusado 
pudesse existir acillla da temperatura crítica. E esses pOlltos são uasilarcfi 
no tratamento do hélio liquido. 

Podemos autecipar que as análises deste tral>alho e os seus resultados 

numéricos, corrol>oram integralmente essas previsões. 

A aduzida análise da versão unisolitônica da equação (/.32), mostrou 
também que, de um modo geral, ela apresenta dois tipos de soluções: os 
estados do. contínuo e os estados ligados. Os estados do contínuo são as 
excitações do tipo fonônico, como antecipado na seção II do capítulo prece­
dente. Já os estados ligados representam qnase-partículas ligadas ao sóliton, 
obrigadas a moverem-se, com ele, ao longo da direção x, mas livres para 
moverem-se nas direções trallSversais (ao longo da interface). Verificamos, 
então, que o espectro resultante dessa equação deve ser ainda mais rico que 

t o espectro que decorre da teoria de Bogoliul>ov, que não apresenta estados 
r , 
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ligados. 

Propomo-nos a explorar essas novas facetas do espectro. Valendo-nos de 
uma aproximação de campo médio, trataremos os estados do contínuo (sec. 

I); a dinâmica da nuvem térmica surgirá em conexão com os estados ligados 
(sec. II). Encerraremos o capítulo tratando de formalizar a compatibilização 
entre essas duas dinâmicas (sec. IH). 

L A DINÂMICA DO FLUIDO NORMAL 

a)-O "campo médiQ" 

Concentremo-nos inicialmente nas excitações do contínuo da equação 
(1.32). Seja, agora, <Pc (x, t) o campo clássico que descreve o condensado não 
uniforme. A equação (1.32) se reescreverá como: 

1 ....2 

i8t'1=-2m 'V1J->..(p-2<P~<Pc)'1+>..cf;~1J* (lI. 1) 

As quase-partículas que ocupam os estados do contínuo estão em agi­
tação térmica, formando um gás em repouso relativamente ao laboratório. 
Esse é um gás de Bose-Einstein que, no espírito da teoria dos dois fluidos, 
vai constituir o que denominamos de fluido normal. É um gás de quase­
partículas. 

Estaremos interessados naquelas quase-partículas de energia mais baixa, 
que constituem a fração preponderante do f1uldo normal. Sendo pouco 
energéticas, seu grande comprímento de onda possibilita que elas sintam a 
presença de muitos sólitons, simultaneamente. Como a quase-particula está 
imersa no líquido, ela não distingue entre um ou outro sóliton. Dessa forma, 
na equação (II.1), os termos que envolvem a ill~eração en~re as flutuações e o 
campo do condensado, podem ser tratados como se a flutuação apenas fosse 
afetada por um campo médio. Um campo médio que reproduziria o intrin­
cado efei~o, sobre a flutuação, de um grande número de sóli~ons, movendo-se 
aleatoriamente. 

Analiticamente, esses fatos implicam em reescrever, uma vez mais, a 
equação (1I.1) na seguinte forma: 

1 ~2 _ _ 

í8tT/ = - 2m 'V 'I + VI '1 + V 2 '1* (Il.2) 
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onde introduzimos as médias volumétricas: 

VI = ~Jdi3 [214>cI2 
- p1= A(2(4>~4>c) - p) (1I.3) 

2 )-V 2 = í!AIdx~3 4>c = A( 4>c4>c (lIA) 

A equação (II.I) é a proposição de um problema de flutuações de difícil 
solução, que foi abordado na referência [34] por meio de técnicas variacionais 
e cuja solução, até onde sabemos, não é conbecida. 

A introdução do campo médio permite uma considerável simplificação 

para o problema. De fato, a equação (1I.2) pode ser resolvida facilmente. 
Vamos descartar o seu último termo e resolvê-la. As fortíssimas razões físicas 

que nos permitem fazê-lo serão discutidas logo abaixo. Portanto, temos 

de encontrar a solução da seguinte equação para as flutuações: 

1 _2 _ 

i 8t TJ = - 2m V' TJ + VI TJ (1I.5) 

A lagrangiana que dá origem à equação (1I.5) é: 

I _2 - }
L = di 3 (i8t TJ)TJ' + 2m TJ'V'TJ - VI TJ'TJ (1I.6)I { 

sendo 1f = iTJ' o momento conjugado ao campo de flutuação TJ. 

Após a quantização (veja a seção 11 do capo I) o espectro de excitação 
é dado por: 

~2 

E{;;!.) = L+v (1I.7)
\l-' 2m 1 

com 

(1I.8)VI(a,'Y) = A+ -~:] 
Desenvolvendo a mecânica estatística dessas partículas cujo espectro é 

dado por (11.7), teremos um fluido normal igual de Bose-Einstein. Fare­

mos isso na próxima seção. Discutiremos agora as razões físicas que nos 

permitiram aproximar a equação (1I.2) pela equação (1I.5). 

O que fizemos nessa passagem foi descartar os termos com oscilação de 

fase. 



34 

·1 


Num sistema com muitos sólitons, como o nosso, a freqüência 
de variação local do campo do condensado "'c(x, t) é muito grande. Num 
dado ponto do condensado, digamos em x = 3:0, o módulo do campo ao 
quadrado deve flutuar muito em torno de um valor médio. Esse valor médio, 

no tempo, será dado por: 
• 

l 
<"';(xo, t) "'.(xo, t»jempo = lim T (II.9)

T_oo fdt ",;(xo, t) "'c(xo, t) 

o movimento de muitos sólitons, provenientes das mais variadas direções 
e a intervalos irreguiares, é o responsá.vel por essa intensa variação no módulo 
quadrado do campo "'c(x, t). Daí porque será. legítimo aproximá-lo pela 
média dada em (II.9), acrescida de um ruído. Na presença da excitação,. 
quando substituímos o campo </>c(x, t) por </>c(x, t) + 'I/(x, t), temos: 

</>;(x, t) 4>c(x, t) = P+6p (Il.10) 

onde 

p = 4>~"'c (Il.l1) 

6p = '1/*'1/ + 4>;'1/ + '1/* 4>c (II.12) 

Os dois últimos termos da expressão (II.12) representam um acopla­
mento entre as oscilações das excitações. Em vista da disparidade entre os 

valores das freqüências de oscilações locais dos dois campos, 4>0 e '1/, podemos 
descartárlos. A mesma argumentação se aplica ao produto de três campos .. 
O termo 

(4)~ +1)*)(",. +1)2 = "'~"'~ +10~ +"';1)2 

+11*'1/2 + 2</>;</>c '1/ +24>c '1/*'1/ (lI .13) 

reduz..se a: 

(4); +1)*)(4). +1)2 ~ 4>;4>~ +24>;4>. '1/ +a(~) (Il.14) 

Estas aproximações equivalem a desprezar o termo V 2 em (lI.2). O 
termo que permanece, 2 4>~4>c '1/ é tratado em campo médio. 
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6)-0 fluido normal de Bose-Einstein 

Como é sabido, a ocupação macroscópica do modo zero no gás de Bose­
Einstein caracteriza0 fenômeno de condensação. De acordo com Londonl1l1 , 

a fase condensada ocorre conjugada ao fato de o potencial químico igualar­
,, 	 se ao valor médio do potencial VI, dado por (II.8). Remetemos o leitor 

à referência [11] para uma revisão da abordagem de London para o gás de 
Bose-Einstein. 

Aqui, portanto, para a ocorrência da fase condensada, poremos: 

4')'a
Jt "" V 1 "" Àp - -= Àp (II.15)

mc 

Com esse espectro, a densidade do fluido normal será dada por: 

Pn(T) = 2.612 (~~)3/2 	 (II.16) 

esta é a densidade correspondente ao nÚmero máximo de partículas nos 

estados excitados do gás de Bose-Einstein. Como a temperatura crítica é 
dada por: 

To = 21r ( P ) 2/3 (II.17) 
m 2.612 

a expressão (II.16) torna-se: 

Pn(T) = P (~t2 	 (II.18) 

A expressão acima fornece-nos a densidade do fluido normal como 

função da temperatura, a partir da densidade total do líquido, p. 

Daqui por diante expressaremos a temperatura a partir de um novo 

paràmetro, T, dado por: 

T 	 mT
T=-= 	 (II.19)

To 21r (p/2.612)2/3 

que deve funcionar como uma temperatua reescalada. Quando substituímos 
os valores de p e m correspondentes aos valores do hélio líquido, encontramos 
que To = 3.12 1(, conforme o resultado pioneiro de LondoníllJ . 
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Teremos ocasião de ver, mais adiante, que todos os cálculos numéricos 
aqui desenvolvidos, são feitos numa região de temperatura onde O < r < 
0.85. Essa região incluí, obviamente, o ponto À experimental (r "" 0.696). 

Podemos, agora, relatar essa imagem do gás de Bose-Einstein com a 
. ! teoria dos dois fluidos de Tisza[141. 

A equação (II.l8) fornece uma prescrição clara para a densidade do 
fluído normal a cada temperatura. O nosso superfluído será constituído 
pelo condensado, recheado de sólitons, mWs as suas nuvens térmicas. Vale 
lembrar que nas imagens usuais do sistema de Bose interagente, o superfluido 
é constituído pelo condensado mais as partículas que povoam os níveis de 
depleção. 

Essas duas versões não são equiV'àlentes. O que as torna profun­

damente distintas é a dínãmica própria da nuvem térmica; ou, fundamen­
talmente, a presença de sólitons no sistema. A essa dinâmica devotaremos 

, . ­as proXlmas seçoes. 

Por enquanto, podemos obter a densidade do superfluido subtraindo a 
densidade do fluído normal da densidade total: 

Pc{T) = P- p,,(T) = p(l- r 3/ 2 ) (II.20) 

Observamos que a densidade Pc não é exatamente a densidade do con­
densado. Assim como está, a equação (Il.20) incorpora a nuvem térmica. 
Entretanto, como o número de sólitons é pequeno e como as nuvens 
enchem quase que completamente o buraco do sóliton, podemos usar a 
expressão (Il.20) para a densidade do superlluido e para a densidade do 
condensado. Quando tivermos completado a dinãmica. da nuvem térmica, 
voltaremos à questão e veremos se esse quadro deve Ser alterado e em que 
medida. 

Antes de prosseguir é preciso que substituamos o parámetro p por Pc 
em todas as expressões até agora introduzidas. Em particular, a velocidade 
do som, c, que era dada por (I.16), agora será: 

c= JÀp~T) =c/l-r3/ 2 (II.21) 
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Assim, a presença do fluido normal acarreta uma primeira renorma­
lização na densidade do sistema. A nuvem térmica será a responsável por 
uma segunda. Vejamos como. 

lI. A DINAMICA DA NUVEM TERMICA 

a)-O que é a nuvem térmica f 

Nas últimas linhas insistimos na distinção entre o fluido normal e o su­
perfluido. É bom lembrar, no entanto, que não ocorre uma separação espa­
cial dessas duas componentes, quando consideramos o líquido globalmeute. 
Isso quer dizer, por exemplo, que as partículas estão imersas no líquido e 
acompanham o seu movimento. A distinção, feita por Tisza[14], envolve um 
ordenamento no espaço dos momentos, mas não uma nítida separação de 
fases no espaço. 

Já a presença do sóliton, quando observado desde o seu referencial de 
repouso, acarreta um vazio local de matéria, onde a densidade é mais ra­
refeita. A partir desse fato, definimos a função Z(i, t) como o buraco do 
sóliton (veja a seção III do capo I). 

À temperatura finita, qualquer quase-partícula excitada termicamente 
pode ser capturada pelo sóliton, tornando-se ligada a ele. E depois movendo­

se, com ele, numa certa direção x. Vai ocorrer, portanto, um enchimento 
nessa região do buraco do sóliton. Esse enchimento dependerá, obviamente, 
da temperatura. Dizemos, então, que formou-se a nuvem térmica. 

A figura (lI.I) é um esboço ingênuo, mas ilustrativo, do que pode ocor­
rer numa dada temperatura. 

O caso (a) mostra o buraco do sóliton parcialmente ocupado por ulIla 
nuvem de excitações térmicas e o caso (b) mostra a completa ocupação do 
buraco pela nuvem. O parâmetro b, que denominamos de fator de enchi­

mento da nuvem, é tal que O< b< 1 no caso (a) e b == 1 no caso (b). 

Não há, em princípio, um mecaaismo privilegiado para impedir ou es­
timular essa ocupação. Para constatar qual o tipo de situação a ser fa­
vorecida, a uma dada temperatura, será preciso realizar um balanço ter­
modinâmico mais completo. 
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Figura II.1 - A nuvem térmica. 

Neste capítulo, a nuvem térmica será tratada a partir de uma densidade 
Pnt que deverá aparecer na hamiltonlana. Sobre ela lançaremos a hipótese 
fundamental deste trabalho. No capítulo IV, introduziremos um segundo 
campo clássico na lagrangiana do problema e trataremos da interdependência 
desses dois campos. A dinâmica da nuvem térmica poderá ser representada 
de uma maneira ainda melhor e mais completa. 

b)-A nuvem térmica ao n,vel clássico 

A presença da nuvem térmica deve incorporar mais dois termos na 
hamiltonlana (1.22), a saber: 

(1) o acoplamento sóliton/nuvem térmica, que é um termo do tipo: 

>. "';"'" Pnt(x, t) ; 

(2) a auto-interação da nuvem térmica, na forma: 

1
2" >. P~t(x, t) 
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Com estes dois termos a energia clássica do sistema será reescrita na 
forma: 

Ec! çbc; Pntl = jdx 3 {2~ Vçb;. Vçbc - >. Pc çb;çbc+ ~ (çb;çbc? } 

+fiXa {>.çb;çbcpnt(X, t)+ ~ >'p;,t - >'PcPnt(x, t)} (lI. 22) 

o último termo foi introduzido pelas mesmas razões que conduziram à 
equação (1.10) e depois à. equação (1.20). 

Começamos a nossa análise da nuvem térmica perguntando que tipo de 
configuração mecãnica torna a energia, Ec, (Il.22) mínima? 

A resposta a esta pergunta é muito ilustrativa. Seja: 

8Ec !çbc(x, t); Pnt(x, t)] = O (II.23)
8pn'(!c, t) 

A solução será: 

>. çb;çbc +>. Pnt - >. çbc = O (II.24) 

Assim, no equiUbrio, a densidade da nuvem térmica é: 

(O) .1.' .I.Pnt = Pc - 'f'c'f'c (Il.25) 
p<::.> = Z(x, t) 

A equação (II.25) mostra que a nuvem térmica ocupa completamente 
o buraco do sóliton! 

Mas esta é uma tendência puramente mecânica. Como estamos interes­
sados no equiUbrio termodinâmico, é a energia livre que devemos minimiZaI. 
Para obter essa energia livre acrescentamos à equação (II.25) a energia livre 
das quase-partículas ligadas aO sóliton. Depois, multiplicamos O resultado 
pelo número de sólitons, !l, de todo O sistema. Esperamos que a situação 
mude. A igualdade na expressão (Il.25) deve ser alterada. Mas é bem 
verdade que não deve mudar muito. 

Isso porque a energia típica do sistema é da ordem de >.p "" 30 IC 
No intervalo de temperatura em que estamos interessados O < T < 3 J(, 
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a energia livre das quase-partículas presas ao sóliton deve ser pequena, se 
comparada a esse valor. Logo, o resultado estabelecido por (11.25) revela 
uma forte tendência do sistema, que é determinado, fundamentalmente; por 

seus aspectos mecânicos. 

Fazemos, então, a hipótese de que a densidade da nuvem térmica é 
proporcional ao buraco do sóliton: 

Pn'(X, t) = bZ(x, t) 
(II.26) 

= b(Pc - <P:<Pc) 

A proporcionalidade é estabelecida pelo fator de enchimento, b. É esta 
a hipótese fundamental a que nos referimos anteriormente. A dinâmica da 
nuvem térmica será ditada por (II.26), funcionando como um critério para 
que um dado campo participe dessa dinâmica. 

A verificação dessa hipótese é feita, ao longo do trabalho, de maneira 
auto-consistente. 

Na equação de movimento do campo do condensado deve aparecer o 
termo de interação sóliton/nuvem térmica, isto é: 

1 _2 

i Ot<Pc ' --2 V <Pc - >. Pc <Pc +>. <P:<P~ +>. Pn' <Pc (II.27) 
m 

Usando a equação (II.26) na equação (II.27), teremos uma equação de 
movimento semelhante à equação (1.22): 

1 _2 

ílJt<pc = - 2m V <Pc - >'(1 - b) Pc <Pc+ >. (1 - b)<p;<p! • (II.28) 

Aqui aparece uma constante de acoplamento efetiva, dada por 

>'=>'(l-b) 
(II.29) 

= >'X 

onde introduzimos o parâmetro x. Este será o índice de profundidade rela­

tiva. Deve medir quão vazio (ou cheio) fica o buraco do sóliton na presença 

ou na ausência da nuvem. Se X = 1, O sóliton está vazio. Se X = 0, O buraco 
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do sóliton está cheio ( veja a figura (lI.1 - b». O parâmetro X será sempre 
pequeno quando comparado à unidade, em todo o trabalho (veremos depois 
que esta é uma aproximação muito boa). 

Temos, portanto, a seguinte equação de movimento: 
1-2 -..- .­

UM'c = - 2m V' <Pc - À Pc </>c +À </>~</>! • (11.30) 

Sua solução é o sóliton renormalizado: 

<p~R) =..;p; {V - irtghrmc(x - cVt)} (Il.31) 

onde 

-- l·pc =..;xc (11.32)c- m 

A solução (lI.31) que corresponde ao sóliton (1040) duplamente renor­
malizado, mostra-o carregando sua nuvem térmica. Como X é sempre tal 
que X < 1, vemos que um efeito imediato da nuvem sobre o sóliton é tornárlo 
mais lento. Olhando para (II.31) vemos que ele tornou-se também largo. 
Como fizemos ao final da seção anterior, a segunda renormalização deve al­
terar as equações até aqui encontradas. Agora vamos estudar as excitações 
da nuvem térmica. 

c}-A nuvem térmico. 0.0 nível quântico 

A nuvem térmica foi introduzida ao nível clássico. Empregaremos, no­
vamente, o método semi-clássico para quantizar as flutuações. Partimos da 
expressão para a energia clássica (II.22) onde o campo <Pc (1, t) será agora 
representado pelo sóliton renormalizado (11.31). Estudaremos as flutuações, 
1)(1, t) em torno desse campo clássico. 

Ao introduzirmos <Pc + !] na energia clássica (11.22) ficamos com dois 
termos, um deles bilinear nas flutuações: 

Ee[ <Pc +!]; Pnl J= E~l)[ <Pc; Pnl(1, t) J+ E~2)[ 1); Pnt(1, t) I (II.33) 

onde: 

f 

~ ~
{ 1 

E~1)[</>c;Pnt(1,t)1 = d1 3 2m V'<p~ ·V'<Pc - Àpc<P~<Pc 

+ ~ (<p;<pc)2 + À(</>;4>c -pc)pnt(1,t)} (Il.34) 
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e, 

E~2)[ 7]; Pnt(X, t) I = di3 2m \l7]*' \l7]f { 1 

+ À( 2 <P~<Pc - Pc + Pnt(i, t) ) 7]'7] } +O(rl). (lI.35) 

Os termos com oscilações de fase foram descartados pelas mesmas razões 
da seção I-a. A parte da energia clássica, bilinear nas flutuações, ficou 
separada e pode, agora, determinar a equação de movimento das flutuações. 

O processo de quantização deveria começar. Antes, porém, é necessário 
que façamos uma análise da estrutura desses termos. 

Após a quantização da flutuação 7], garantimos a auto-consistência do 
sistema impondo a igualdade entre a densidade da nuvem térmica e a média 
térmica da densidade das flutuações 

Pnt(i, t) = (7]'7])térmica (Il.36) 

Quantizamos a flutuação, definindo: 

7] = L a;Ji(i) (1l.37) 
i 

,/* = L ai Ji(i) (lI.38) 
, 

onde os 1;(x) são os modos normais "ortonormais" das flutuações em torno 
de <Pc' A soma, em i,se estende sobre todos os modos ligadosl49J . É claro 
que a definição formal em (II.37) pressupõe um problema de Schrõdinger 
associado à flutuação, na forma característica: 

. - \l
_2+ (dd 

2U) }li = Wi 
2 fi (II.39){ if;2 4=4>. 

A relação (Il.36) associada às definições formais (lI.37), permite que 
trabalhemos com urna energia média, advinda de (II.35). Devemos, então, 
identificar a hamiltoniana das quase-partículas da nuvem térmica e tomar a. 
sua média (térmica). Na expressão (lI.35) há alguns termos que já estão I 
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contidos, formalmente, na parte clássica (lI.34). Observemos os seguintes 


- ! 

termos: 
À4>~4>c Pnt --+ nuvem/campo clássico 

-À Pc pn. --+ nuvem/fonte externa 

Em vista de (1I.36), estes tennos devem ser da mesma estrutura que os 
termos: 

À4>~4>c'TI*'TI 

-À Pc 'TI*'TI 

Considerando a energia (11.39), vemos que estes termos foram com­
putados duas vezes: uma na parte clássica, (11.34) e a outra em (II.35), 
quando tomarmos a média térmica. 

Assim sendo, para recuperar a harniltornana da quase-partícula so­
mente, devemos subtrair, de (11.35), os seguintes contra-termos: 

Jdi'i!3 À(4):4>c - Pc) rl't"J (IIAO) 

Com isto, obtemos: 

Hnt == E~2)[ t"J; Pn'(x, t) 1- jdx 3 À(4>;4>c - Pc) rl*'TI 

ou 

Hn,h} =Jdi 3 {2~ g'TI*' g'TI + À (4);4>< + (lni) 'TI*t"J } (lIA1) 

A energia interna das quase-partículas da nuvem térmica, será dada 
i . por: 

€int = (Hnt)térmica (lI.42) 

Agora vamos encontrar a expressão de 1/(X, t), isto é, resolver o problema 
(II.39). A equação de movimento que decorre da harniltoniana (lI.41) é: 

1 _2 

i 8t 'TI == - 2m 'V t"J + U(x) 'TI (1I.43) 
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onde o potencial U(x) é dado por: 

U(x) = 	À(.p~.pc+ Pnl) (II.44) 

Usando as definições (lI.26) e o sóliton renormalizado (II.31) temos: 

"f2m'(J2 
(lIA5)U(x) = Apc - cosh2"fmc(x _ cVt) 

Portanto, o potencial é dependente do tempo! As quase-partículas li­
! 	 gadas ao sóliton são modos normais da equação (lI.43). Mas não são auto­

estados de energia devido a essa dependência temporal do potencial.. Daí 
porque será. necessário que trabalhemos com as energias médias, para a 
mecânica estatística do sistema. 

Isso ocorre, também, porque precisamos conhecer as energias médias 
das excitações no referencial de laboratório. No referencial do sóliton o 
potencial não depende do tempo. Mas é possível relacionar as soluções do 
problema no referencial do sóliton e no referencil do laboratório, por meio 
de uma transformação de Galileu apropriada. 

Passemos ao referencial do sóliton. Ali, o problema que temos de re­
solver é o seguinte: 

1 ~2 
íl:hrJ(') = -- \1 '1/(8) + U(x)(S) '1/(8) 	 (lI.46)

2m 

ou: 

_ 1 _2 1 _2 
,,(')(k) '1(,) = - 2m \1. '1/(.) - 2m \1. '1/(8) + U(x)(S) 1/(8) (IIA7) 

_2 

onde o símbolo \1 z indica a operação com as variá. veis transversais à direção 

do movimento do sóliton. 

Se, na equação (11.47) introduzirmos 

1 .-+4 

'I/(8)(Z,x) = jAe,k.Z1,bo(x) 	 (lIA8) 

http:�(.p~.pc
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(t é o vetor formado com as componentes transversais), ela implicará no 
espectro: 

~2 

5(sJ(k) = -
k + Àpc + 50 (Il.49)
2m 

onde '2me __..!.. d?-I/Io _ 
2 -2 

_ I/Io(x) (11.50)
êO I/Io(x) - 2m dx2 cosh ,mex 

A equação (Il.49) dá o espectro das quase-partículas ligadas no refe­
rencial em que o s6liton está. em repouso. Vamos reescrever a equação (Il.50) 
e resolvê-la. Pondo y= ,mex, vem: 

2(1 d 1)êO (Il.51),2me2 l/Io(Y) = - '2 dy2 + cosh2y "'o(y) 

ou, mais compactamente, 

'io"'o = 0 
~ 

0 "'o(y) (lI.52) 

com: 
~ (1 d?- 1) êO 

(I1.53)00 = - '2 dy2 + cosh2 Y j 'io = ,2me' 

o espectro do operador (Il.53) é conhecido. Sendo 

1 
(Il.54)"'o =B cosh y 

resta: 
'io = -1/2 (lI.55) 

A função (Il.54) pode ser dada, também, por: 

I,me 1 (Il.56)"'o(x) = -2- cosh,mex 

com isto, o espectro das excitações da nuvem térmica, no referencial do 

sóliton é: 
~2 

~ k 1
ê(k) = - + Àpc - _,2me' (Il.57)

2m 2 
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Portanto, no referencial do sóliton as equações (lI.52), (lI.55), (lI.56) 
e (lI.57) completam as informações sobre o espectro. 

~ 

A função de onda associada ao estado de momento k, no referencial de 

laboratório, é dada por: 

,/.(Labl (* t) - _1_ ei(k.%'+m";;Vz) ,I. (x _ cVt)o/k x, - v'A 0/0 (lI.58) 

Finalmente, as energias médias, no laboratório, serão: 

~2 

êLa.(k) = ~ + ~ m(cV)2 + Àpc - ~ 12 mc2 (II.59) 

Dispomos, assim, do espectro da nuvem térmica - valores médios da 
energia - no ref. de laboratório. Podemos usá-lo para a mecânica estatística 
da nuvem. Antes disso, porém, essas informações devem ser amadurecidas e 
compatibilizadas. 

Nás supusemos que a densidade da nuvem térmica fosse proporcional 
ao buraco do sóliton (veja eq. (lI.26». Na equação (lI.36) assumimos 
que a densidade da nuvem térmica seria proporcional à média térmica das 
excitações. A expressão (lI.48) "mostra" que a densidade da nuvem térmica 
é proporcional ao buraco do sóliton. É fácil ver! 

O módulo quadrado de (lIA8) é: 

Iq(S)(z,x) 12 
= 1'4>o(x) 12 

= 7,,;c/2_ 2! Z(x, t) (lI.50)
cosh "{mex 

Essa equação reflete, portanto, a consistência entre as duas hipóteses 
anteriormente aventadas. Em particular, confirma, a posteriori a hipótese 
lançada em (lI.26). 

Neste ponto, urna pequena retrospectiva dos fatos envolvendo a equação 
(lI.I) se faz necessária. 

Inicialmente, tratamos os seus estados do contínuo numa aproximação 
de campo médio. Fomos levados à existência de um fluido normal análogo ao 
de Bose-Einstein. Esse tratamento implicou numa primeira renormalização 
das densidades, sem a presença da nuvem térmica. Em seguida, tratamos 
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dos estados ligados do problema usando uma importante hipótese sobre a 
nuvem térmica. Concluímos, assim, que as excitações do sistema - em vista 
da aproximação de campo médio para o fluído normal e da correlação exis­
tente entre as quase-partícnlas da nuvem térmica - seguem duas dinâ.micas 
distintas. 

Necessitamos, portanto, de uma prescrição de compatibilização entre 
esses dois procedimentos, para garantir a consistência dos resnltados. A 
próxima seção é dedicada à discussão e à compatibilização entre essas duas 
dinâ.micas. 

III. AS CONDIÇÕES DE COMPATIBILIZAÇÃO 

Vimos na seção precedente a condição para que um estado participe da 
dinâ.mica da nuvem térmica (nunca é demais repetir!): o módnlo quadrado 
de sua função de onda deve ser proporcional ao buraco do sóliton. 

Se um dado estado está presente e não satisfaz a esse 
critério de proporcionalidade, ele deve ser tratado na dinâmica do fluido 
normal. Trata-se, certamente, da dinâ.mica do fluido normal desenvolvida na 
seção I-a, do capítnlo lI, que agora deve ser modificada. Precisa incorporar 
as contribuições da nuvem térmica. 

Na seção referida, o campo médio ao qual estavam sujeitas as partículas 
do fluido normal era dado por (eq.II.3): 

Vi = ..\ (z( "'~"'c) - p) 

Agora, como mais uma renormalizaçâo da 'densidade foi efetuada, o 
campo médio deve ser alterado. Trocando, na equação acima, p pela den­
sidade do condensado, Pc e introduzindo o termo ..\ < Pnt > - que deve 
refletir de que maneira o fluido normal se "ressente" da presença da nuvem 
térmica - o novo campo médio será.: 

Vi =Vl {Pc} + À (Pnt) 
(IJ.61)'{ 4,a 2,ba }V1 =Àpc 1---=+--= 

me me 
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Como X« 1, e, em conseqüência, b ~ 1, aproximaremos (11.61) por: 

Vl=Àpc{I-~;} (lI.62) 

o espectro que daí re,!ulta é, formalmente, idêntico ao da equação (lI.7), 
com VI substituído por VI: 

-_L
42 

Eu - p. - 2m (Il.63) 

onde li = VI, pelas mesmas razões aludidas anteriormente. Isto é, esta 
escolha do valor do potencial químico segue o critério de London[ll], de que 
o número de ocupação correspondente ao estado de menOr energia deve ser 
infinito. 

Dentro do contexto dessas duas dinâmicas há uma situação, muito im­
portante, que se refere aos estados de espalhamento. Esses estados são tals 
que, num preciso momento (t = O), no referencial de laboratório, satisfazem 
ao critério de proporcionalidade com a nuvem térmica, mas não são mo­
dos normals da hamiltoniana (lIAl). Quando levados a evoluir segundo a 
dinâmica dessa equação, fazem-no de maneira complicada, perdendo a cor­
relação com a nuvem térmica. 

Um exemplo disso é o pacote de onda instantâneo do tipo: 

lo(i,t = O) = ~ ,poli) (lI.64) 

definido no referencial de laboratório em t = O, com ,po(x) dado por (11.56). 
2Vemos, de fato, que a densidade de probabilidade 'a ele associada, 1/0(:1) 1 , 

é proporcional ao buraco do sóliton, em t = O. Embora, como já disse­
mos, o estado descrito pelo pacote (lI.64) não seja um modo normal da 
hamiltoniana (lIA1 ), em t = Oele é o seu estado de menor energia. 

Para esclarecer, ainda melhor, o surgimento desses estados como (lI.64) , 
varoos usar uma analogia (somente analogia) com a estrutura de bandas 
eletrônicas do estado sólido. 

O fato de o potencial U(x) (cf. eq. (lIA5» depender do tempo, mostra 
que, em nosso sistema de sólitons planares tridimensionals, forma-se um 
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certo gás (diluído) de potenciais atrativos que se movem aleatoriamente, 
cemo planos, em todas as direções. 

Congelemos, momentaneamente, o nOsso sistema e consideremos um 
único potencieJ, Uo(x - xo}, centrado no ponto xo. Uma partícula a ele 
ligada terá energia -Eu, se a distância entre esse potencieJ e o seu vizinho 
mais próximo for grande. Mantido esse espaçamento relativo, teremos uma 
sucessão infinita de potenciais desse tipo, Com situações individuais idênticas, 
Formar-sc-á, portanto, uma estrutura semelhante à estrutura de bandas, 
Pode-se adiantar que um bom piso para essa "banda" é a própria energia 

-Eo· 

o estado ligado no potencieJ Uo(x - xo} é descrito, justamente, por um 
pacote como (11,64) em t = 0, Os estados dessa banda são descritos pela 
superposição desses estados individuais: 

CPn = Lc)nl ,po(x - Xi) 
J 

e haverá tantos estados na banda, quantos potenciais houver no sistema. 

Essa imagem que acabamos de traçar é, certamente, restrita ao caso 
unidimensioneJ. No entanto, em nosso sistema tridimcnsioneJ, eJgo seme­
lhante deve ocorrer, À medida em que o tempo passa e os potencieJs se 
aproximam, começam a aparecer estados mistos, pois os efeitos de tunela­

mento passam a ser importantes, Então, a queJquer instante, haverá um 
conjunto de estados mistos formando uma "banda'; 

De fato, nesta análise prelimilar de Mecânica Quântíca, constata-se que 
o sistema de muitos SÓlitOllS terá uma banda estreita em torno do nível do 
pacote instantâneo, Entretanto, veremos que, quando estudarmos o sistema 
a temperatura finita, do ponto de vista de cada sóliton, vai condensar um 
segundo campo clássico, Mas, do ponto de vista do sistema como um todo, 
condensará um segundo campo clássico, na própria banda, 

Passemos aos critérios de compatibilização. Enquanto excitação do 
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fluido normal, a energia média do pacote(Il.54) deve ser dada por: 


- 1 f (- )2EN{fO} = V1 + 2m dx" 'Vfo(x, t = O) (Il.6õ) 

ou 
- 1

EN{fO} = Vi + 5 "f2me2 (lI.66) 

As equações (Il.55) e (Il.56) revelam que acrescentamos ao campo 
médio (lI. 52) a energia cinética do pacote instantâneo, fo(i, t): 

2"fa}EN{fO}=).,Pc 1- me +6'l'2me2 (1I.67){ 1 

Nas vizinhanças de t = O, o estado genérico (I I.64) deve estar correla­
cionado com a nuvem térmica, por obedecer ao critério de proporcionalidade 
(1I.26). Nessa dinâmica, a energia média do pacote instantâneo é: 

ENT{fo; t = D} = jdi 3 {2~ 1~ fo 1 
2 +U(a;) fg } (Il.68) 

ou, ainda, 
ENT{tO;t = O} = ).,Pc +êo 

(1I.69) 
= )., Pc - ~ 'l'2me 2 

2 

Os estados ligados da hamiltoniana(II.41), que descrevem as quase-
partículas da nuvem térmica, são (veja II.58) 

.pSLab)(i, t) = ;, eik.; eilm';;'VX-ÔLab(k) tI .po(a; - eVt) (Il.70) 
k vA 

O critério que usaremos, neste capítulo, para compatibilizar as duas 
dinâmicas consistirá. em exigir que o valor médio da energia dos estados 
ligados da hamiltoniana desses estados, tenham o mesmo valor, tanto 
na dinâmica. de campo médio como na dinâmica da nuvem térmica. De 
maneira equivalente, dizemos que as energias médias do pacote instantâneo, 
nas duas dinâmicas, são igoals: 

EN{tO} = ENT{JO; t = D } (1I.71) 

http:hamiltoniana(II.41
http:pacote(Il.54
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Este é um critério provisório que usaremos para acertar o nivelamento 
de cotas energéticas do problema. Quando introduzÍImos o segundo campo, 
no capítulo IV, veremos que é possível justificar, em detalhe, o meca.nismo 
que governa o nivelamento de cotas. Na seção II mostramos que esse nivela­
mento ocorre paralninimizar a energia livre do fluido normal. Na verdade, ali 
nós ajustaremos o valor do potencial químico para zerar a energia do pacote 
instantâneo. Quando isso se der, condensará. um segundo campo clássico. 
Depois é a minimização da energia livre do fluido normal que garantirá a 
validade da equação (lI.71). 

Da equação (11.71) decorre que 

2 2APc{1- :;} + ~ 1' mc2 = Apc - ~ 1' mc2 (II.72) 

Esta relação determina o número de sólitons, a, no sistema, como função 
dos parâmetros I' e X e da temperatura. A saber, 

a =.!:. VI _T3/21' X3/ 2 (II.73) 
me 3 

Assim sendo, as duas dinâmicas só serão compatíveis se o sistema pro­
duzir sólitons em número suficiente para satisfazer a equação (1I.73). Note 

que o lado esquerdo da equação (1I.72) envolve o número a, enquanto que 
o lado direito não. Assim, numa dada temperatura o equiHbrio se dá. via 
produção de sólitons. A condição de compatibilização esclarece em que me­
dida surge um número maior ou menor de sólitons no sistema e resulta num 

•
mecanismo controlador para o número de sólitons. E esse mecanismo que 
acaba resolvendo o problema da contagem de sólitons. Voltaremos ao as­
sunto na seção II do capítulo IV. 

Resta por calcular o ingrediente fundamental para a mecânica estatística 
da nuvem térmica: a energia da quase-partícula ligada menos o potencial 
químico, no referencial de laboratório. 

A energia da quase-partícula ligada é dada inicialmente a partir da 
equação (1I.59). O potencial químico é fornecido pela equação (1I.62). 
Usando a equação (1I.72), teremos: 

-2 
- k 1()21 )2éLeb(k) - f1 = 2m + 2 m cV + 6m(c'J' (II.74) 
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A figura (1I.2) ilustra a disposição dessas energias, exibindo um sóliton 
nu e o outro vestido pela nuvem térmica. 
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Figura II.2 - Disposição das energias do problema. 

Observamos a existência de um gap entre o piso do potencial químico 
e a energia das quase-partículas. Desse modo, a aduzida diferença entre a 
energia e O potencial químico é dada por esse gap J.1llIis a energia cinética 
do movimento transversal das quase-partículas ligadas ao sóliton. Analiti­
camente, temos: 

~2 
~ _ k 

êLab(k) -I-' = 6 +-' (1I.75)
2m 

. i 
onde 

1 -2 ( 2 2)6=2'mc 1-
3

, (1I.76) 

A equação (1I.74) envolve apenas as energias cinéticas. Mais precisa­
mente, ela representa a energia. cinética. total do estado de quase-partícula. 
ligada. Explicitemos cada. um dos seus termos: 

(i) k2
/2m é a. energia cinética. associada a.o. movimento transversal das 

quase-partículas; 
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(ii) 1/2 m(êV)2 é a energia que a quase-partícula adquire por mover-se 
longitudinalmente com o sóliton; 

(iií) 1/6m('5y)2 é a energia cinética de ponto zero, por estar a quase­
partícula ligada. 

O gap existente na expressão (lI.75) é de origem microscópica. Na 
vasta literatura experimental concernente ao hélio líquido a existência de 
gape é prevista e tratada. Mas, em geral ele é introduzido num contexto 
fenomenológico ou semi-fenomenológico, como no caso da teoria 
de Landau[20]. Portanto, temos aqui um fato novo: um gap no espectro 
energético, que resulta de primeiros princípios. 

Antes de adiantar que esse fato nos proporciona uma boa descrição 
para o líquido, lembramos que o seu surgimento representa mais um fato 
importante em direção à unificação das abordagens "rivais" apontadas na 
introdução. 
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CAPÍTULO IH 

"' ,
A MECANICA ESTATISTICA E AS FASES DO LIlQUIDO.(I) 

< 

, 

, ! , 

As análises e os desenvolvimentos dos capítulos anteriores forneceram­
nos um balanço detalhado das energias que estão presentes no sistema, no 
referencial de laboratório. 

A feição característica desse processo todo é a de um modelo de três 
fluidos: o condensado, o fluido normal e a nuvem térmica. Com o método e 
o espírito dos trabalhos de London[ll] e Tisza[14] chegamos a uma teoria de 
dois fluidos: o fluido normal e o superlluido. Mas, diversamente da teoria 
original, esta teoria de dois fluidos é quantitativa e microscópica, decor­
rendo de primeiros princípios. Isso tudo graças ao formalismo de segunda 
quantização introduzido por Bogoliubov[22] e pela abordagem de conden­
sados não uniformes - via sóliton/teoria de campos - implementada na 
referência [34]. 

Com esses aperfeiçoamentos, trataremos, na próxima seção, da mecâ­
nica estatística dos sólitons no líquido. Na seção seguinte analisaremos os 
resultados mais proeminentes dessa abordagem. Adiantamos in parenthesi 
que OS resultados deste capítulo, e em particular os da seção (lI), são muito 
reveladores e gratificantes. 

Ao que nos consta, trata-se da primeira abordagem microscópica que 
revela, de uma maneira conseqüente, um panorama completo de todas as 
fases do hélio líquido. Inclusive com um ponto À muito próximo do experi­
mental. 

Mas, mais não adiantaremos. Deixaremos para a seção mencionada, 
uma discussão mais amenudada da amplitude e da abrangência desses resul­
tados. 

,
I. A ENERGIA LIVRE DO SISTEMA DE SOLITONS 

Para obtê-Ia, computamos a contribuição de dois termos: a energIa 
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clássica do sistema sóliton(nuvem térmica e a energia livre das 
quase-partículas ligadas ao sóliton. 

No caso de um único sóliton, teremos: 

Fs(T) = Ec! <Pc; Pu/(x, t) l+ Fqp(T) (lII.1) 
.! 

onde 

ATfOO~ { ~-}Fqp(T) = d2k In 1- e-(eL••(kl-pl/T (Il!.2)(2.,..)2 
fi 

A integral acima é bidimensional porque apenas os modos transversals 

são integrados. Definindo f qp como a energia livre por unidade de área e 
~ 

substituindo a expressão (lI.74) para êLab(k) - íl, teremos: 

00 

lop = ~Idk k 1n(1 - e-(k" /2m+tll/T) (lII.3) 

Fazendo z = tl(T e x = k(VZi1i1', após uma integração por partes, 
vem: 

2f00 
3 

InT xlop = - -;- dx +. _ 1 (IIlA) 
o 

se, ainda, fizermos y = x2 e integrarmos, então: 

mT2 
lop = -~ F2 (tl(T) (IlI.5) 

A funcão F2 (z) está defiuida no livro de LomlonlllJ (veja a equação (1') 
do Apêndice) comO: 

00 e-nz 

F2 (z) = L ~ (IlI.6) 
n=l 

Para obter a energia clássica do sólíton, por unidade de área, combi­
namos a equação (I!.22) com a hipótese (lI.26) e com a equação (lI.'1.9), 
que define o índice de profundidade relativa. Então temos: 

2
<T(" X) = -

3 
CPc ,;x,s +O(X3

/
2

) (IJI.7) 
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Os termos em X3/2 e potências maiores foram ignorados, porque X é um 
1 número muito pequeno. Depois da minimização da energia livre e do estudo 

das fases no equiJibrio, veremos que esta aproximação é muito boa. 

Com esses resultados, a energia livre, por unidade de área, de um sóliton 
com sua nuvem térmÍça, é dada por: 

2_ 3 mT2
f. = "3CPc-,!X7 - ~F2(!::'!T) (lII.8) 

A energia livre total de todos os sólitons com suas nuvens térmicas, é 
obtida pela multiplicação da equação (IlI.8) pelo número de sólitons a (veja 
a expressão (lI.73» como: 

FT = F1'(-y, X,!::', T)

1 {2 2 4 mT2 3 2 }l = "3 mcZpc 3 X 7 - 21l"Peij 7X / F2 (!::,!T) (lII.9) 

A energia livre total dos sólitons depende, de um modo bastante envol­
vente, de quatro variáveis: 7, x, !::, e da temperatura T. Para determinar 
as configurações de equiJibrio (a, 7) que são favorecidas numa certa temper­
atura, é preciso miuimizar essas energia livre, nesses parãmetros. 

No entanto, o problema pode ser simplificado um pouco mais, uma 
vez que essas quatro variáveis estão vinculadas. Vamos, pois, explicitar 
esses vínculos para obter urna energia livre que depende, unicamente, do 
gap, !::, e da temperatura, T. Aí, então, estaremos prontos para estudar as 
configurações de equiUbrio. 

A primeira vinculação está. dada na equação (lI.76), que define o gap 

das quase-partículas: 
2

!::, = ~ mc2 (1- ~ 7 ) 

ou: 
2~ = (1 - ~ 72

) X (IlI.IO)
mc 2 3 

Se tivermos uma equação para 7 e outra para X, poderemos, em 
princípio, obter a dependência dos parãmetros !::', 7 e X com a temperatura. 

Impomos, explicitamente, a aduzida condição de auto-consistência. 
Exigimos que a densidade da nuvem térmica fosse proporcional ao buraco do 
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sóliton pela equação (Il.26); e que fosse igual à média térmica da densidade 
das flutuações, pela equação (11.36). Assumimos, pois, que: 

Pn' = bZ(:i!, t) = (rJ*'fJ).érmica (IlI.ll) 

Assim, o cálculo de ('fJ* 'fJ) , . . nos deve fornecer uma segunda relação 
ermlca 

de vínculo. A partir de (11.37) podemos escrever: 

(11*7])tél'mica = L f:'n(i) fm(i) (a~aTn)térmico (III.12) 
m 

o termo (am *am ),. . determina o número médio de ocupação do 
ermlca 

m-ésimo estado ligado à temperatura T. No referencial de laboratório os 
~ 

estados ligados de momento transversal k, são dados por (11.58). Então: 

* ) A Jd2k 1.p(Lab)c t) 1
2 1 (IlI.13)('fJ 'fJ térmica = (211")2 k x, e«.o.(k)-p)/T _ 1 

2
Mas 1.p~Lab)(:i!, t) 1 não depende de k e é dado por: 

-
21.p~Lab)(:i!, t) 1 = 2;'c Z(:i!, t) (IIl.14) 

k ,Pc 

Assim: 

2
* __ m cvfx 00 ds ] Z(:i!, t) (IlI.15)('fJ 'fJ)'érmica - 47rn_"V [ J exp (.6./T + s - 1) 


o 


ou: 

("*',)" . = vfx 5(.6., T) Z(:i!, t) (IlI.16)
ermlca 'Y 

se introduzirmos: 

2-T 
5(.6., T) = _ m c In(l _ e-I:>./T) (IlI.17)

411"Pc 

Comparando a expressão (IlI.16) com a expressão (IlI.ll), temos: 

b = vfx 5(.6., T) (IlI.18), 
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Por outro lado, como b ~ 1, podemos aproximar a equação acima para: 

'Y:::::' ..rx S(ô., T) (11I.19) 

Portanto temos uma segunda relação de vínculo. Levando-a em 
(lI1.10), ficamos com uma equação de segundo grau para o índice de pro­
fundidade: 

2 2 2 2ô.
-SX-X+-=O (lll.20)
3 me< 

, , -CUjas raIzes sao: 

3 [ V 16 Ô.S
2 

] (III.21)n(ô.,T) = 4S2(ô., T) 1 ± 1 - "3 me2 

Logo, podemos exprimir nossa energia livre (III.9), fazendo uso dessas 
relações (1I.73), (Il.!9) e (II.2!), como,: 

1 {2 }mT2FT(Ô.,T)=3me 3cPcX4S4_-:x:;rX2SF2(ô.!T) (1I1.22) 

Ainda assim, a. dependência da energia. livre para com o gap é has­
tante envolvente. Estudaremos as fases de equilíbrio minimizando, numeri­
camente, a energia acima, a cada temperatura. Devemos encontrar oS valores 
de Ô.o(T) que a minimizam. Conhecidos os valores de Ô.o(T), os demais 
parâmetros estarão determinados numericamente, a partir das relações de 
vínculos anteriormente deduzidas. Deixamos para. o Apêndice Numérico um 
tratamento mais detalhado da minimização da energia livre e de todos os 
outros detalhes do cálculo numérico. 

Chamamos a atenção para. a existência da região de sa.turação que 
ocorre no diagrama ô.o(T) x T, conjugada ao fato de o radicando da equação 
(III.2!) tornar-se negativo. Olhemos com mais vagar esse ponto. 

O radicando que aparece na definição do índice de profuodidade (III. 21) 
pode ser posto na seguinte forma: 

1- 16 Ô.S2 

3 me< = 1- g(T) h(Ô./T) (III.23) 
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onde: 
1 (mT)3 

(Ill.24)g(T) = 31(2 p~(T) 

h{y = ólT) = y IIn(l _ e-U) 1
2 (IlI.25) 

A figura (HI.1) (a. e b) ilustra o comportamento dessas duas funções. 

A função g(T) cresce com a tempertura muito fortemente na proxi­
midade da temperatura crítica do gás de Bose-Einstem. Já a função h(y), 
que é nula na origem, passa par um máximo em yo = 0.1748 (quando hmá. = 

.58(5) e decai rapidamente. 

Para regiões de altas temperaturas, onde g(T) hmá. > 1, o radicando 
torna-se negativo. Essa região é a que denominamos de região de saturação. 
Nela, como X se torna imaginário, não há soluções fisicamente aceitáveis para 
o parâmetro "I. Para esses valores do gap, a nUVem térxuica "transbordada". 
O sóliton ficada tão cheio de quase-partículas termicamente excitadas, que 
as expresões que determinam "I e X não poderiam ser satisfeitas simultane­
amente! 

As fronteiras da região de saturação são determinadas a partir das 
soluções da equação 

g(T) h(Asat(T)/T) = 1 (HI.26) 

para cada valor de temperatura. Assim é possível determinar, numerica­
mente, a função Asat(T) que a figura (Ill.2) exibe. Registramos que a 
região de saturação é uma nota distintiva e marcante da presença de sóliton 
no sistema. Como veremos na próxima seção e no capítulo IV o começo 
dessa região é muito próximo da região crítica. 

É notável que todos os fenômenos importantes, relativos à transição de 
fase que passaremos a descrever, ocorram para pontos muito próximos da 
região de saturação. Em particular, a transição de fase superfluido/fluido 
no=al ocorre por causa dessa região e muito próxima do seu início. Só para 
ilustrar, neste cálcuio a região começa em T)., = 2.056 J( e a temperatura de 
transição(ponto >..) é T), = 2.093 IC Um pouco mais de 6% acima. Remete­
mos o leitor ao Apêndice Numérico, mais uma vez, se estiver interessado nos 
detalhes da miuimização da energia livre e, de pronto, passamos à análise 
das fases do líquido. 
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•
11. AS FASES DO LIQUIDO 

Estudamos as fases de equilíbrio do sistema. a. partir da. es colha. de uma. 

I 
! 

das raízes X± da equação (llI.21). Comecemos com a raiz x_o 
Encontramos uma. linha. de uúuimos é.s(T) para. o gap que começa no 

zero absoluto e sobe, maís ou menos a uma taxa constante, até a uma tem­
peratura da ordem de 1.8 K. Depois daí, passando por seu valor máximo 
(é.s(T) ~ 1.3 K) a. curva sofre uma. infiexão e cai, violentamente, até o 
ponto é. ~ 0.9 1(, a uma temperatura de 2.093 J( onde, então, o uúnÍmo 
deixa de existir. 

A situação descrita está ilustrada na figura (lI1.3) como a fase A que 
nós identificaremos com a fase superfiuida do líquido. O ponto assinaiado 
com a. seta é o ponto crítico (ponto À) desta teoria. 

Para ilustrar o sergimento desse ponto crítico, exibimos na seqüência 
(a - e) da figura (/lIA) a evolução do ponto de mínimo da fase A com a 
temperatura. 

As figuras (ti) e (I» exibem pontos de uúnimos usuais e característicos 



62 

1.40 C I ] 

1.25 MP (Kl 

,\ 

1.00 

As(T) 
0.75 l_FASE A /,, 

0.50 

0.25 

~ o.s 1.3 1.B T" 2.3 2Jõ5 

TEMPERATURA (K) 


Figura III.3 - Trajetória do gap, l3.s(T) na fase super­
fluida (fase A). 

de quase toda a fase A. Já as figuras (c) e (d) mostram como a curva começa 
a apresentar uma mudança de tendência. Em particular a curva (d) exibe 
um ponto de mínimo ainda existente para uma temperatura ligeiramente 
menor que a do ponto crítico (T == 2.0926 [(, 0.019% abaixo). Na figura 
(c) o mínimo já desapareceu(T = 2.0966 [(,0.017% acima). Logo que esse 
mínimo desaparece com o aumento da temperatura, surgirá uma nova linha 

de mínimos l3.e(T), agora decorrente da raiz x+ da equação (11I.21). 

Esta nova linha de mínimos começa a ficar destacada em torno de 
Te = 2.073 [(, muito próxima da região de saturação. Na verdade, até 
onde vai a precisão dos nossos cálculos, começa para o mesmo valor do gap 
e da temperatura da região de saturação. Daí por diante, vai progressiva­
mente diminuindo e afastando-se da fronteira inferior da região de saturação. 
A figura (IlI.5) e a figura (IlI.7) exibem esse comportamento. Nós identi­
ficaremos a fase B com a fase do fluido normal. 

Vemos que o mínimo que desapareceu na seqüência da figura (IIlA), 
caracterizando o ponto crítico, reapareceu na fase B, para fazer a linha de 
minimos ir a Zero continuamente, nessa fase. Fazemos uso de uma seqüência 
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Figura m.5 - Trajetória do gap, tle(T) na fase líquida 
normal (fase B). 

semelhante a da figura{III.4) para ilustrar - agora na figura (IlI.6) - o 
surgimento dessa nova linha de mínimos. 

O maior valor de tlt na figura (III.6) está próxlmo do valor de tl 
que define a fronteira da região de saturação na temperatura considerada. 
Quanto T está. muito próxlmo de T>." o mínimo está literalmente "encostado" 
nessa fronteira e, com o aumento da temperatura (b) e (c), vai se afastando 
dela. Vai a zero mais rapidamente que a fronteira inferior da região de 
saturação. 

Na figura (IlI.4) a situação é a oposta. A fronteira superior da região,
de saturação está à. esquerda dos pontos de mínimo. A medida em que T au­
menta, o ponto de mínimo se aproxlma dessa região, até desaparecer nas suas 
proxlmidades. Esse fato caracteriza a transição de fase superfluidojfluido 
normal em nosso modelo. A pequena diferença entre essas temperaturas 
(~ 1%), é devida às aproxlmações que fizemos, ao exlgir que X «1. A 
figura (IIl.?) exlbe o comportamento do gap nas duas fases, juntamente 
com a região de saturação. 
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De posse dessas linhas de mínimos i!l.s(T) e lle(T) para. as duas fases, 
calculamos o calor especílico a densidade constante Cp(T), efetuando nu-
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Figura III.7 - Trajetórias do gap (fase A e B) e região 
de saturação. 

mericamente a. segunda derivada da energia. livre com a temperatura: 

C (T) = -T,p p,(O) (lII.27)
p dT2 T 

onde F}O)(T, Ó.(T)) é o valor da energia livre, no ponto de equilíbrio. A 
figura (lIJ.8) mostra o calor específico associado aos sólitons do sistema e, 
cremos, justifica nossa denominação de T). para a temperatura crítica aqui 
obtida. 

No ponto À o calor especifico diverge completamente. A temperatura 
onde isso ocorre (T). = 2.093 K) é muito próxima(3,5%) da temperatura 
experimental da tra.nJJ.ição superlluido/líquido normal, à pressão normal, co­
nhecida desde os trabalhos de Keesom. A maior parte das referências gerais 
discute e apresenta resultados experimentais sobre o calor específico do hélio 
líquido (veja, por exemplo, as referências [59], [60] e [61]. 

Na figura (lIJ.9) mostramos o calor específico total do líquido. Ele é 
obtido pela adição aos valores exibidos na figura (IJI.8), do calor específico 
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Figura III.8 - Calor específico do sistema de sólitons. 

do fluido normal do gás de Bose-Einstein[ll). 

C BE(T) = 1.926 R (T /Tc)3/2 (111.28) 

o calor específico do hélio superfluido, na região de Landau (0.6­
1.8 K) pode ser parametrizado por: 

c ~ 1( e-ó.o/T (111.29) 

onde 1( é uma constante e o gap térmico, .6.0 situa-se em torno de 
8 1([20J. Podemos escrever a expressão acima como: 

In (C/1() ::::: -.6.o/T (111.30) 

Usando os nossos dados disponíveis para o calor específico, apresen­

tamos na figura (111.10) o seu logarítmo como função do inverso da tem­

peratura. Fazendo isso podemos ver que a mesma parametrização funciona 
com os nossos dados, indicando um gap térmico de 6.2 1(, que está em bom 
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Figura III.9 - O calor específico total. 

acordo com os resultados experimentais. Se a região de temperatura esco­
lhida para a parametrização fosse o intervalo 1.2-1.5 [(, o gap térmico seria 
Ao !::ô 8.5 J{. 

Analisemos, agora, o comportamento das outras grandezas ([, X, a etc.). 
Muitas informações importantes podem advir dessa análise. 

Comecemos com o número de sólitons, a. A figura (III.11) mostra que 
ele é nulo no zero absoluto e muito pequeno até T Rl 0.8 [(, quando começa a 
crescer. De T Rl 1.8 [( até TÀ esse número cresce muito rapidamente, atinge 
um máximo T Rl 2.09 [( e cai abruptamente nas vizinhanças de TÃ' Logo 
acima da transição, a tendência ao decrescimento é ainda mais acentudada. 
Ao longo da fase B ele vai rapidamente a zero. 

Portanto a transição é acompanhada de um cresCÍmento muito acentu­
ado no número de sólitons. Mas atentemos para um fato importante. 

No intervalo de temperatura de aproximadamente 0.3 J( (1.8 - TÃ) o 
número de sólitons (!l/me) passa de 6 x lO-a para 1.4 X 10-2 (em números 
aproximados, dobra!). Contudo, nunca é maior do que ~ 0.015. Assim 
sendo, a aproximação que fizemos e discutimos na seção IH do capítulo I 
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é muito boa. Em particular, a aproximação (I.50) é corroborada integral­

mente, pois o valor de '( que ali comparece é sempre (O J( - TA) ao menos 
uma ou duas ordens de grandeza maior do que gJmc! 

Consideremos, agora, o parâmetro I' cujo comportamento se manifesta 
na figura (IlI.12). 

Tratarse de um número que cresce sempre COIjl a temperatura. O cresci­
mento é muito acentuado nas vizinhanças de T),. Contudo, em quase toda a 
extensão da fase A, ele é um número relativamente pequeno. Por exemplo, 
ainda em T ~ 2.07 J(, já crescendo rapidamente, seu valor é tal que '( < 0.6. 
Depois de transpor o ponto>. ele continua a crescer até a unidade (seu valor 
máximo permitido). Um pouco acima de T "" 2.25 J(, já na fase B, o número 
'( toma-se ligeiramente maior do que 1 (nunca mais do que 10%). Embora 
esse comportamento seja anômalo, aqui ele já era esperado. Isso ocorre por 
que a equação (1I.76) "não sabe" que '( < li Quando introduzirmos, no 
capítulo IV, a nuvem térmica através do campo clássico .pc, a nova fórmula 
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do gap já conterá a restrição de que "I < 1 ao assegurar a positividade do 
gap. 

Aproveitando as informações retiradas do número "I, podemos ver na 
figura (Il1.13) O gráfico da velocidade dos sólitons, CV com a temperatura. 
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°Q3 0..8 1.3 1.8 T,.. 2,'3 2.65 
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Figura III.13 - Velocidade dos sólitons em m/s. 

o fato de "I ser relativamente peqneno em quase toda a extensão da fase 
A está também ilustrado na figura (1Il.13). Os sólitons "rasos" ("I pequeno) 
são muito velozes. Na fase B, como os sólitons são muito "profundos" eles 
também são muito lentos. 

Para completar o quadro, mostramos na figura (111.14) o comporta­
mento do índice de profundidade, X, com a temperatura. 

Ao longo do trabalho temos feito sempre a suposição de que b ~ 1 (ou 

X« 1). Na figura (IlI.14) observamos que X nunCa ultrapassa o seu valor 
máximo de ~ 0.21, atingido nas imediações do ponto À, onde ele também 
cai violentamente. Em toda a extensão da fase B ele é um número muito 
pequeno. As nuvens térlllicas enchem, quase qne completamente, os sólitons. 

Com as informações de que dispomos, podemos formar um panorama 
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Figura III.14 - O índice de profundidade. 

geral das duas fases do liquido. No capítulo IV esta mesma imagem será con­
firmada, acrescida de algumas informações adicionais importantes, advindas 
da introdução do novo campo .pc. 

Todos os parâmetros, 1', X, ll, cV e Cp(T) são nulos no zero absoluto. 
Todos eles sofrem uma mudança repentina em comportamento, nas vizi­
nhanças de T,\; a mais violenta sendo, obviamente, a do calor específico, que 
diverge. 

Olhando para as duas fases, longe do ponto À, o que temos é uma fase 
A, superfluida, com um número relativamente grande de sólitons rasos e 
muito velozes. A ocupação da nuvem térmica no buraco do sóliton é, em 
geral, pequena. Na fase B o número de sólitons é menor. Em compensação, 
esses sólitons são muito profundos e lentos, com urna forte ocupação da nu­
vem térmica no buraco do sóliton. Isso faz com que, na fase B os sólitons 
carreguem uma entropia muito maior por uuidade de área, o que está em con­
cordãncia com °que conhecemos a respeito dessa fase do liquido. No capítulo 
VI nós discutiremos com maiores detalhes, as implicações e a abrangência 
desta visão do hélio líquido com paredes, que acabamos de apresentar. 
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•CAPITULO IV 

O SEGUNDO CAMPO 
·1 

Nos capítulos e seções precedentes, a nuvem térmlca foi representada 
por uma densidade, Pnt. Sua principal característica era a proporcionalidade 
com o buraco do sóliton, assurrúda num primeiro momento e, em seguida, 
determlnada "a posteriori" por auto-consistência. 

No capítulo lI, a nuvem térmlca foi incorporada à energia clássica do 
sistema (cf. a equação (II.22)). Acabou por renormalizar o sóli ton, vestindo­
O com essas excitações e influlndo, decisivamente, no nivelamento de cotas 
energéticas. Desse nivelamento resultou a determlnação, precisa, do espectro 
de excitações no referencial de laboratório. Esses resultados, através da 
compatibilização das duas dinã.mlcas, permltiram a construção da mecânica 
estatística do problema. 

A partir daí descortinou-se um panorama novo e bastante amplo do 
hélio líquido e suas fases, na presença de paredes de domínio, e desde uma 
perspectiva estritamente mlcroscópica. 

O objetivo deste capítulo e do segninte, é mostrar que a dinã.mlca da 
nuvem térmlca pode ser formulada de maneira mnis precisa e mais rigorosa, 
a partir da introdução de um campo auxiliar, de saída, na lagrangiana do 
problema. 

A dinã.mlca da nuvem será, então, ditada pela presença desse campo, 
.pc, cujo módulo quadrado deverá igualar-se à densidade da nuvem. O campo 
.pc é, na realidade, um campo de flutuação do campo do condensado original 
<Pc c, portanto, não é independente dele. 

Contudo, e por razões que hão de tornar-se claras com a apresentação 
dos resultados, estudaremos a interdependência entre esses dois campos 
desde uma nova perspectiva. Pela introdução de dois outros campos clás­
sicos, \T! e \[1 veremos que é possível reproduzir a interação sóliton!nuvem 
térmica, e seus desdobramentos, chegando a uma teoria bastante geral para 
a dinã.mlca do hélio líquido. 
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I. A FORMULAÇAO LAGRANGIANA INDEPENDENTE 

Consideremos a lagrangiana: 

L[<.Iii W] = Ja.x 3 {i<.li*Ô,<.Ii- 2~ V<.Ii* .V<.Ii+ÀPc<.li*<.Ii 

- ~(<'p*<'p)2 }+Ja.x3{iq;·ÔtW- 2~ VW*,VW+ÀPcW*W 

- ~ (W*W)2 } +Jdi 3 {-H*W w*w + iíiW'VW} (IV. 1) 

Ou: 

L[ Wi W] = L[ <I> ] +L[ W] +Lin,[ <.li; q; 1 (IV.2) 

Antes de prosseguir, é importante que esclareçamos a origem dessa la­

grangiana. Trata-se de uma lagrangiana efetiva. Só foi possível construí-la 
neste estágio do trabalho, em virtude de todos os cálculos que desenvolvemos 
até o capítulo lI. 

Essa lagrangiana representa um estágio mais avançado nO desenvolvi­

mento da teoria, pois é onde culminam os cálculos precedentes. 

Assim sendo, a lagrangiana foi 
construída "a posteriori" e tem por função reproduzir a envolvente relação 
dinãmica sóliton/nuvem térmica e, como já salientamos, todos os seus desdo­
bramentos. Portanto, no capítulo IV discutimos uma maneira mais elegante 
e aperfeiçoada de tratar essa dinãmica. Como veremos, na formulação deste 
capítulo e do próximo, seremos conduzidos, essencialmente, aos mesmos re­
sultados obtidos até aquí(cf. capo III) e a uma .análise mais detalhada de 
todas as fases do lluido. 

As equações de movimento, para os dois campos, são: 

1 _2 

i ô,<I> = - 2m 'V <I> - ÀPc <.P +À<I>*w2 + Àw'w <I> (1V.3) 

e 

i Ô,W = - 2~ V~ - iv ~! -Àpc W+ ÀW*W2 +À<I>*qj \li (1V.4) 

onde, em (1V.4) já supusemos ii = v~ X. 

http:V<.Ii+�Pc<.li
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Notamos que a equação (IV.3) difere de uma equação de 
Gross-Pitaevskii apenas pelo termo>. 'li' 'li q; e a equação (IVA) pelos termos 
-i v ~! + >. q;* q; 'li. Somos levados, assim, a investigar a existência de um 

sóliton renormalizado como solução de (IV.3), na forma: 

, </>c =,;;;;, {V - i')'tgh')'mc(x - cVt)} (IV.5) 

e de uma solução semelhante à .po da equação (II .54), 

\11 =.,fiip;, ')' e-in< (IV.6)• Pc cosh ')'mc(x - cVt) 

De fato, as duas expressões anteriores resolvem o sistema de equações 

(IV.3) - (IVA), quando substituídas no lugar de q; e 'li, respectivamente, 
com: 

v=cV 
(IV.7)

fl = _~')'2mc2
2 

E isto é ótimo. De saída temos o sóliton, já renormalizado pela nu­
vem térmica, como em (11.31). Temos também o campo .pc, que é, si­
multaneamente, proporcional ao buraco do sóliton c proporcional ao pacote 

fc(i, t) que apareceu na capítulo lI. Em outras palavras, o intcrrelaciona­

menta sóliton/nuvem térmica está determinado, e precisamente, pela di­
nãmica. dos dois campos 'li e 'li. Passemos a. explorar, mais detidamente, 

todas as conseqüências dessa nova abordagem. 

Comecemos por escrever a energia clássica do sistema, em função das 
soluções (IV.5) e (IV.6) (cf. a equação (II.22»: 

EM.;.pc 1 Jdii 3L~ V</>;. V </>c - >'P. </>;</>c +~ (</>;</>.)2 } 

+Jdi 3 {2~ V.p~. V.pc - >.p" 1,/J;1,/J. + ~ (.p~1,/Jc)2} 

+Jdi 3 {>'</>~</>c.p~1,/J. - iCV.p;O•.pc} (IV.8) 

Como a integração em (IV.8) se estende sobre todo o espaço, o último termo, 
que é ímpar, anula-se. 
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Chamamos, novamente, a atenção para a semelhança formal entre a 
equação (Il.22) e a equação (111.8). Como o termo '1f;~'1f;c é o equivalente 
formal de Pnt. a única diferença entre as duas expressões é o termo cinético 
do campo clássico, '1f;c, a saber: 

j('1f;c) jdx 3 {2~ V'1f;~. V'1f;c } (IV.9) 

i 
, 

Para calculá-lo, explicitamente, usando (N.5), sabemos que: 

; 4 -2 +00 
" 

fdX3~ IV'1f;cI2=A2 bpc'}" ~c jdzsech2 z 
2m '}"mc 

-00 

1 A 3-h=3 Pc'}" c 

onde A é a área transversa do sóliton. Como b = 1 +X e c= cVi, o termo 
cinético (111.9), por unidade de área, será: 

1
K('1f;c) = 3 cPc Vi'}"3 +O(X3/2) (IV. lO) 

Para obter a nova tensão superficial clássica do sóliton!nuvem térmica, 
basta adicionar o termo cinético acima (equação (N.9» ao resultado ante­
riormente obtido (equação (IlI.7)) e escrever: 

"h, X) = cPc Vi"/ +O(X3/2) (IV.U) 

Vamos deduzir agora, de acordo com os procedimentos anteriormente 
firmados, qual deve ser a "nova" hamiltoniana das quase-partículas da nuvem 

térmica. Para isso, na energia clássica (IV.8) int~oduzimos <Pc = <Pc + TI no 
lugar de <Pc. Isto nos dá - maotendo até termos quadráticos na flutuação 
- a seguinte expressão: 

EMc, '1f;c; TI J = E[ <Pc; '1f;c J +HO {1/} (IV.12) 

sendo: 


2

E[<Pc;'1f;cl = jdx 3 {2~ I V<Pc 1 - Àpc<P~<PC+ ~ (<p~<Pc)2 

+ À(<p~<pc - Pc) '1f;~'1f;c + 2~ V'1f;c 2 + ~ ('1f;~'1f;c)2} (IV. 13) 
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I 

e 

2 
H°{r,} = Jdii!3 {2~ 1Vq 1 + À(21)~1>c + tfr:!/Jc - Pc) q'q } (n;:14) 

. ! 
Novamente, devemos promover a subtração de contra-termos. Dois 

desses contra-termos são os mesmos que anteriormente subtraímos 
(cf. equação (llAO». Portanto, num primeiro momento, teremos: 

HI{f]} = HO{q} - JM 3 {À(1):1>c - Pc)f]*'f/ } (1Y.l5) 

I Mas, agora, além desses dois contra-termos, devemos subtrair também 
a energia cinética do pacote Jo(ii!, t), pois ela já. está incorporada no termo 
cinético do segundo campo da equação (1V.13) e aparece, portanto, com­
putada na equação (IV.ll). Assim, devemos ter: 

H2{q} "" H,{q} - ~ 'lmc2Jdii!3 q*q (IV. 16) 

ou: 

H2{q} =Jdii!3 {2~ V11*' Vq + À(1);1>c + .p~tfrc) q'q } 

- JdX 3 U'lmC2 1/*q} (IV.17) 

Desse modo, a expressão (IV.17) é a nova hamiltonÍana das quase­
partículas ligadas da nuvem térmica. Sugerimos ao leitor que a compare 
à expressão (ll.41) do capítulo (lI). 

De fato, as duas expressões diferem, formalmente, pelo termo cinético 
subtraído nesta última. Essa diíerença é, no entanto, de grande importância. 
Desejamos extrair, de imediato, as conseqüências mais expressivas desta 
abordagem. Por isso reservamos a próxima seção, entre outras coisas, para 
uma discussão melhor elaborada acerca da natureza desse termo ciné tico. 

Voltemos à equação (rv.17). Em estrita anulogia com o que fizemos na 
seção lI-c do capítulo II, vemos que a equação de movimento a ela associada, 

será: 
1 -.2 

iât'f/ = - 2m V q +U2 (x) 'li (IV.18) 
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onde 


zUz(x) = À (1)~1>c + 1/J:1/Jc) - ~ 1'zmc (IV.19) 

,, Como o termo À (1)~1>c+1/J~.pc) é equivalente a U(x) na expressão (II.44) , 
o problema associado às flutuações é o mesmo. Basta, pois, subtrair esse 
novo termo cinético de maneira conveniente. Isso quer dizer que a energia do 
pacote, EN{fo}, na equação (II.68), perde o termo cinético, tornando-se: 

EN{fo}=Àpc{l- ~;} (IV.ZO) 

e, em contrapartida, a energia média do pacote, na dinâmica da nuvem 
térmica, ENT{!O}, da equação (II.70), passa a ser dada por: 

ENT{fQ; t = O} = À Pc - ~ 1'2me2 
- ~ 1'2me2 

ou: 
- 2 22ENdfo;t = O} = ÀPc - 31' me (IV.Zl) 

Da condição de compatibilização imposta no capítulo II (cf. equação 
(II.71)) resulta a seguinte expressão para o número de s6litons no sistema: 

g 1 3/2 (IV.Z2)me = 31'X

que é exatamente a mesma expressão que (I1.73). Isso deveria ocorrer 
porque, na prática, o que se fez foi simplesmente mudar o lado do termo 
cinético na ccompatibilização da dinâmica (eq. (II.73». No entanto, o 
significado físico desse procedimento reveste-se de uma importância funda­
mental, ll'ata-se de uma maneira diferente de abordar e entender as duas 
dinâmicas do problema. Dedicamos a pr6xima seção a esclarecer e a apro­
fundar esses fatos. 

lI. O FENÔMENO DA CONDENSAÇÃO DO NOVO CAMPO 

Iniciaremos esta seção revendo um argumento apresentado na referência 
[45] para explicar a compatibilização das dinfunicas, via produção de s6litons, 

http:1)~1>c+1/J~.pc
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No equiUbrio, o número de sólitons está detenninado pela expressão 
(IV.22). Consideremos, no entanto, um sistema diluido em que o número de 
sólitons, a' é menor do que o de uma configuração de equiUbrio. 

Como vimos na seção H-c do capítulo H (veja discussão na seqüência, 
abaixo da equação (Il.64) o fato de o sistema possuir muitos sólitons, faz 
surgir uma "banda" de estados instantâneos. Uma primeira (e boa) estima­
tiva para o piso energético dessa banda é, justamente, a energia do pacote: 

~ 1 Vrmc 1 (IV.23)!o(x,t) = v'A 2 cosh')'mc(x - cVt) 

que descreve os estados de menor energia. Essa energia é dada por (cf. 

eq.(Il.69»: 

ENd!o} = Ap. - ~r2mc2 (IV.24) 

Já o uivei do campo médio para o fluido normal, na configuração descrita 
por a' (cf. eq. (Il.72» será. dado por: 

~(a') = APc{1_2~~} (IV.25) 

Como a', por hipótese, é pequeno, a energia (IV.25) é muito maior que 
o piso dessa banda. 

Por outro lado, o potencial quimico deve igualar-se à menor energia do 
sistema, que é ENT{fo}. Portanto, será. diferente do potencial no campo 
médio (IV.25). Essa. diferença é um gap residual, na forma: 

6.' = VI (a') - Ih 
(IV.26)2')'a' 1 2 -2 

= Apc - :: Ap. - Àpc + -2 r me me 
ou: 

A I 1 2 -2 2ra', 
L.> = -2 ')' me - -= A Pc (IV.27) 

me 

Com isto a energia livre do fluido normal deve ser um termo do tipo (li 
é o volume): 

00 

FN = li (2~)3 Jd3p ln(1 - e-CP' /.m+A')f
T 

) (IV.28) 

o 

http:eq.(Il.69


) 
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Já a energia livre dos sólitons é um termo proporcional a a', que é 
--j pequeno. Para minimizar a energia livre, cujo termo mais importante é 

~I 
o termo de volume acima, o sistema deve ter a tendência a minimizar o 

gap residual, 6.'. Isto é, em vista da expressão (IV.25) , o sistema terá de 
produzir muitos sólitons para, baixando o campo médio, baixar 6.' e tornar 

--I mais negativa. a energia livre (IV.28). 

A situação de equihôrio deve ocorrer quando /:;.' for nuio (ou desprezivel­
mente pequeno), de modo que a partir de (IV.27): 

2,u' \ 1 2 -2 
-= "Pc '" 2' memc 

ou: 
a' '" ~ /i =;3/2 "fX3/2 (IV.29)

me 4 

Assim a expressão (IV:Z9), obtida por argumentos heurJsticos, difere de 
(II.73) e (IV.22) justamente porque o contra-termo cinético ainda não foi 
subtraído. 

Essa análise intuitiva revela ainda um outro fato da maior importãncia. 

Quando o potencial quJmico se iguala à energia do pacote instantãneo, tem 
lugar a condensação de um campo clássico que é proporcional à. função de 

onda desse estado. Da mesma forma na teoria de London , onde o estado 

de energia zero, cuja função de onda é constante e uniforme, condensa para 
formar o condensado Ulliforme daquele sistema. Esse campo clássico que con­

densa é exatamente o nosso campo .pc(i, t). Ele representará a condensação 

do pacote instantãneo /o(i, t). 

Olhando para a expressão (IV.5) é fácil ver 'que: 

,ftc(i, t) ~ /0(i, t) 

onde, como já dissemos, o novo campo é proporcional ao pacote instantâneo 

e também é proporcional ao buraco do sóliton! De fato, 

l.pc(x, t) 12 
= pu/ex, t) = bZ(i, t) (IV:30) 

(cf. a equação (II.26». 
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Essas proporcionalidades do novo campo vêm, mais uma vez, reforçar o 
caráter fundamental daquela primeira hipótese do capítulo II (eq. (II.26)). 
Detenhamo-nos um pouco mais sobre esse campo 1{;c(ii, t). 

Na seção (li-c) do capítulo lI, as funções de onda das quase-partículas 
ligadas no referencial de laboratório, eram (eq. (lI. 58»: 

j 

1{;SLabl(x, t) = ;, ei(k.Z'+m;V~) 1{;o(x - cVt) (IV.3I) 
k vA 

Devido à proporcionalidade estabelecida entre ,pc(x, t) e .po podemos 
interpretar o novo campo como um envelope que modula todas as funções 
de onda ligadas. Enquanto o pacote instantâneo fo(x, t) evolui complicada­
mente com o tempo, o campo clássico ,pc é estável. Mesmo sendo, a cada 
instante, proporcional ao referido pacote. 

Acontece que essa tendêncla dispersiva é contrabalançada pela não lin­
earidade com que o campo .pc comparece nas equações de movimento. Lem­
bremos que, além da auto-interação de .pc há também uma interação, não li­
near, entre o campo ,pc e o campo do condensado <Pc. A não linearidade repre­
senta uma tendência à aglutinação, contrapondo-se, então, à dispersão típica 
do pacote fo(x, t). A estabilidade deve decorrer, portanto, do equilíbl'io entre 
essas duas tendências[621. 

Agora, talvez, possamos entender melhor a natureza do termo cinético, 
1/6 [2 m í?-. Na análise que fizemos no capo lI, O pacote instantâneo fo(x, t) 
não possuía a mesma energia do piso do fluido normal. Agora, porém, ele 
tem a mesma energia. O que ocorre é que, quando wna quase-partícula do 
fluído normal se ampla à nuvem térmica, o campQ ,pc sofre uma modificação 
infinitesimal. Isso implica nwn gasto extra. de energia, devido ao termo 
cinético desse campo, que é, precisamente, 1/6[2 mí?-. 

No capítulo II essa era exatamente a diferença entre a energia de fo(x, t) 
e o piso do potencial químico do sistema (ver a figura (Il.2». 



I 

82 

•CAPITULO V 

A MECÂNICA ESTATÍSTICA E AS FASES DO SISTEMA. (11) 

I. PRELIMINARES 

A mecânica estatística do sistema, na presença do novo campo clássico 

"'c(x, t) desenvolve-se de maneira inteiramente análoga ao que fizemos no 
capítulo 111. A expressão formal para a energia livre é exatamente a mesma 

.! 	 (cf. eq. (lIl.9». A introdução do campo implicou numa redefinição para o 

gap (que mostraremos) e, em decorrência disso, a fórmula para o índice de 

profundidade, X± (eq. (lIl.21» deve ser revista. 

O gap era dado por: 

. 
t. = ~mc'(I- ~7') 

ou, como, 7' = 1 - V', na forma: 

t. = ~ me' + ~ me' V' 	 (V. 1)
6 	 3 

Com a subtração do contra-termo cinético, t me' (1 - V'), o novo gap 
passa a ser dado por: 

t. = t. -	 contra termo cinético 

portanto: 

b. = ~mc'v' = ~me'(l ~7') 	 (V.2) 

O novo gap das quase-partículas constituintes da nuvem térmica 

representa a energia da excitação devida ao movimento longitudinal do 
sóliton (de velocidade eV). Esta expressão já contém a garantia de que 

7 < 1, para assegurar a positividade do gap. Aquela pequena anomalia 
numérica apontada por 7, logo depois da figura (Ill.12), decorrente das 
aproximações que fizemos, não mais ocorrerá. Se o leitor quiser se anteci­
par, poderá observar que na figura (V.5), na fase B, o número 7, depois de 
efetuada a minimização, tende à unidade da maneira esperada. 
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Figura V.l - Região de saturação no plano .6.,., x T. 

Na expressão de 3., substitmmos 'Y dado por (III,19) e teremos: 

3. = !mc2x(1 - X82
) (V.3) 

ou uma nova equação quadrática para o novo índice de profundidade, x: 
, - 2.6.=0XZ82 -X+ m& (V.4) 

cujas raízes serão: 

X±(.6.,T) = :.
282 (.6., T) 

[1±V1 - 8.6.8 
2 

] 
. m& 

(V.5) 

Todas as análises relativas à região de saturação que fizemos, são as 
mesmas. Mudam apenas 08 valores de .6.,., que determinam a fronteira 
da região de saturação. Agora eles são a solução, a cada temperatura, da 

equação auto-consistente: 

'3. _ me 
-2 

(v'6)
sa' - 882(3..a" T) 

A figura (V.I) mostra a região de saturação no plano .6.,.,>< T. 
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A temperatura onde se inicia a região de saturação é um pouco menor 
que a obtida no capítulo 111: TA' = 1.943 K. A região crítica dar-se-á a 
temperaturas um pouco menores que as do capítulo 111. A temperatura de 
transição, T>. é aproximadamente, 6% menor (consulte a tabela (V. 1 )) . 

•
11. AS FASES DO LIQUIDO (11) 

Tendo introduzido as modificações necessárias na seção anterior, o pro­
cesso de minimização é absolutamente idêntico ao empregado no capítulo 
111. Nossa análise dos resultados seguirá, portanto, um caminho semelhante 

ao descrito nesse capítulo. 

A fase superfiuida - fase A - inicia-se no zero absoluto e termina 

no novo ponto crítico, agora T>. = 1.962 K que é o nosso novo ponto À • 

. i Obviamente ela também ocorre para a raiz negativa, x-, da equação (V.5). 

A fase do líquido normal- fase B - inicia-se agora em Te = 1.945 K, 

que é cerca de 0.1% maior do que T>.,. 

A evolução dessas linhas de minimos As(T) e Ae(T)é muito semelhante 
às da figura (Ill.7) e são mostradas na figura (V.2), juntamente com a região 

de saturação. 

Na figura (V.3) nós mostramos as linhas de mínimo das fases superfluida 

e normal para as duas abordagens. As linhas superiores são do primeiro 

cálculo (cap.III). 

Pode-se ver que os valores típicos de 6 estão sempre abaixo dos valores 

típicos de 6. 

O calor específico, também, apresenta o mesmo tipo de comportamento: 
uma divergência no ponto crítico. Veja a figura (VA). 

Descontando as pequenas diferenças decorrentes da mudança na região 

crítica, o panorama geral da fase líquida normal e da fase superfluida é 
idêntico àquele que descrevemos no capítulo 111. As demais grandezas, 'Y, X 

e a são mostradas nas figuras (V.5), (V.6)e(V.7) respectivamente. Chamamos 

novamente a atenção para o fato de o valor de 'Y apresentar o comportamento 

correto. 

Mas há ainda duas outras linhas de minimos, Ac(T) e A",(T) associadas, 
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Figura V.2 - Trajetória do gap (fases A e B) e região 
de saturação. 
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Figura VA - O calor específico do sistema de sólitons. 

10 ri--~--,---~--,---~--. 

o.a I- GI>MA 

0.6 

,
0.4 FASE A FASE B 

0.2 

'b.3 
T),. 
I 

1.1 1.9 2J0:7 1.5 2.3 

TEMPERATURA (K) 

Figura V.5 - Número ,.,. 
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Figura V.7 - Número de sólitons: gJmc. 
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Figura V.9 - O calor específico na face C. 
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respectivamente, às raízes x+ e x- da equação (V.5). 

A fase C, com b.c(T) como mínimos, começa no zero absoluto e mantém­

se muito próxima de b. = Oaté a temperatura aproximada de 1.6 K. Depois 
disso ela começa a subir muito rapidamente e vai terminar nas vizinhanças 
da região de saturação, para T = 1.98 J( (um pouco acima de TÀ)' 

A fase D, com .iS..,(T) como linha de mínimos, começa muito próxima 
à região de saturação e um pouco acima do ponto onde desaparece a fase 
C. Mas nesta fase, os valores de X crescem muito rapidamente e invalidam 

a suposição de que X < < 1. Em todo caso, o método de cálculo pode ser 
implementado para, futuramente, explorar com maior detalhe as eventuais 
implicações dessa fase. 

Na figura (V.8) nós mostramos eSsas duas fases, juntamente com a região 
de saturação, para termos um quadro comparativo. 

Pelas características de que se reveste a fase C ela requer uma análise 
mais detalhada. 

O calor específico da fase C (figura (V.9» não apresenta qualquer di­
vergência, mas mostra um crescimento acentuado (por exemplo, seu valor 
dobra, no intervalo 1.4 - 1.8 K) até, aproximadamente a temperatura de 
0.9 K, quando começa a decair rapidamente, até o desaparecimento da fase. 

Os sólitons favorecidos nessa fase são bastante lentos (figura (V.10) e 
(V.U». De fato, em torno de 1.4 f( o valor de "( ~ 0.999 e nas proximidades 
do ponto onde a fase termina ele é, ainda, aproximadamente, "( ~ 0.72. 

Para se ter uma idéia comparativa, na fase A, praticamente no mesmo 
intervalo de temperatura, o número "( varia de ~ 0.16 para ~ 0.56, uma 
variação três vezes maior do que na fase C. Mai's. Abaixo de T !::! 1.4 [(, 
a fase C existe (com mínimos tais que b.c ~ O) e os valores de "( estão 
muitíssimo próximos de I! 

Esta fase nos faz lembrar da fase sólida do Hélio! 

Como é sabidol63] o hélio cristalino exibe efeitos não lineares significa­
tivos. O seu movimento de ponto zero é muito intenso. Estirna-se que os 
átomos possam excursionar pelo sólido com uma amplitude tal, que a troca 
de posição, entre vizinhos mais próximos, ocorre à freqüência de 108/ sego 
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Pode ser que a fase C, repleta de sólitons quase-estáticos, embora não 
sendo cristalina, seja um indício da existência de uma fase sólida. Embora 
nossa teoria não esteja equipada convenientemente para tratar do hélio sólido 

(o núcleo da força de Van der Wa.lls foi aproximado pelo potencial delta) ela 
poderia ser trabalhada para fazê-lo. 

A existência da fase C, certamente não é fortuita. Ela se estende apro­
ximadamente pelo mesmo intervalo de temperatura em que, nas vizinhanças 
da pressão de liquefação, existe a fase sólida. Ela poderia, talvez, ser um 
indício das potencialidades desta teoria para a fase cristalina. 

Para finalizar esta seção, mostramos uma tabela comparativa (tab. 

(V. 1» envolvendo algumas temperaturas relevantes e valores do gap nas 
duas abordagens. Por comodidade, designaremos por (I) a abordagem que 
introduz a nuvem térmica através da densidade Pn.; por (II) entenderemos 
a abordagem centrada no campo "'c(x, t), do capítulo (IV). As grandezas 
cOm o índice (o) eU) indíca.rn, respectivamente, inicio e final de fase. 

lII. ANÁLISE COMPLEMENTAR DAS FASES 

a}- O Mecanismo da Superfluídez 

Desde que o escoamento superfiuido foi verificado experimentalmente 
por Kapitza[121 e por Allen e Misener[13[, a questão do mecanismo respon­
sável pela superftuidez tornou-se uma aguda questão a ser respondida. Numa 
série de experimentos importantes, a questão das correntes persistentes 
também assumiu um papel de destaque nessa problemática[641, 

Aqui, a existência de paredes movendo-se no.1íquido, pode nos fornecer 
uma. idéia qualitativa de um mecanismo de superfluidez. Com um pouco 

de ousadía podemos apresentar um índice quantitativo aproximado (porque 
idealizado) da superfluidez a cada temperatura. Para esse fim, introduzimos 
o índice de superftuidez s(T) que passamos a defiuir com um pouco mais de 
detalhe. 

A figura (V.12) exibe um sóliton carregando sua nuvem térmica (nova­

mente!). O índice de profundidade, X, ali mostrado, indica o quanto está. 
"vazio" o buraco do sóliton. Já a grandeza R("T), também ali mostrada, 

http:ind�ca.rn
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III 

T;'- 2.056 

~O 
f'· ~ o I! .093 

{':I Z.092 

t::.m o 1.304 


T- 1.87K 

-

• 

"to\lI1 

\" 1.943 6"41 

~O -
1.'1 6.7S "\0'.962 

(':1,.945 7.' 

E.m - 1.208 8 

T-'.732 

Tabela V.I - Quadro comparativo sintético das duas 
abordagens (veja explicação no texto). 

dá conta do quanto ele poderia estar ocupado, depois que fizemos a apro­
ximação de campo médio. 

A "massa faltante", em um único sóliton, ÓM(l) é dada, então, pela 

expressa0: 
ÓM(l) = X(T) R(1, T)' 

e R(1,T) é definido como a integral do buraco do sóliton: 

R(1,T) = jdXZ(x,t) 

=fdX Pc(TJ12 
cosh21mêx 

ou: 
R(1,T) = 21 Pc(T) (V.7) 

me 
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Figura V.12 - Ilustração para O cálculo da "massa fal­
tante" no sóliton. 

Assim, a"massa faltante" em um único sóliton será: 

6.M(l) = ;'7 XPc(T) (V.8)me 
Por outro lado, se considerarmos o escoamento do hélio superfiuido ­

agora com as paredes! - num capilar, o transporte de matéria (ou de 
calor) na direção do eixo do capilar será feito pelos sólitons. No caso ideal 
de transporte, todos os sólitons estarão se movendo num mesmo sentido. 
Esse transporte utilizará cerca de 1/3 da área total dos sólitons. A corrente 
de matéria, neste caso idealizado, pode servir como uma estimativa sobre a 
capacidade do líquido em realizar transporte superfluido. 

O índice de superfluidez será o produto da fração da área empregada, 
pela "matéria faltante" e ainda pelo nÚlllero de sólitons. 'lUdo isso multipli­
cado pela velocidade desses sólitons. Ou seja: 

s(T) = ~aÀM(1)(eV) (V.9) 

ou: 
2 a 

s(T) = -3 cpc(T) -=- V7X (V. lO)
me 
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Como todas essas grandezas já foram calculadas a cada temperatura, é 
possível exibir, na figura (Y.13) o índice s(T), também a cada temperatura. 

,

, 

10 I I. 

S. (10-o K.A-") 


B 


6 

4 

FASE A FASE B 

2 

o 
Q.3 0.7 1.1 1.5 1.91: 2.3 27 

À 

TEMPERATURA (K) 


Figura V.13 • O índice de superfluidez. 

A figura mostra que a superfluidez é significativa (e multo) apenas no -íntervalo de IA [{ < T < TA e que não deve ocorrer nem no líquido nor­
mal, nem tampouco nas baixas temperaturas. Esses fatos concordam, ao 
menos qualítativamente, com o que se conhece experimentalmente acerCa do 
transporte de matéria, ou de calor, no hélio liquido (superfluido)!4.21,6oJ• 

Apesar de o indice s(T) aqui íntroduzido ser idealizado, ele pode nos 
ajudar a entender muitas coisas. 

Por que não poderia ser o movimento desses sólitons (atente para a 
grandeza de sua velocidade) o responsável pela existência de correntes per­

sistentes no hélio líquido? 

Por que não poderia ser o sóliton o ingrediente natural para o mecanismo 
da superftuidez proposto por A nderson[32J ? 

Devemos lembrar que no mecanismo de Anderson o escoamento super­
fluido deve ocorrer conjugado a uma defasagem entre as extremidades do 
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tubo onde o transporte é realizado. Em nosso modelo, mesmo que a cor­
rente no tubo seja menor do que o índice s(T) (num caso um pouco mais 

reaJistico), sempre pode haver um excesso de sólitons se movendo num certo 
sentido. Então dar-se-á o escoamento superfiuido. Quando isso acontece, 
a existência de sólitons de velocidades opostas, íntroduz uma defasagem no 
condensado, ou uma diferença de fase nas extremidades do tubo. 

Demos a essas questões um caráter mais ou menos conjectural, pois 
não é objetivo deste trabalho estender-se demasiado nesse assunto. Mas é 
importante ressaltar que dispomos de muitas informações pertinentes que, 
aliadas a uma interpretação correta, certamente serão úteis na ínvestigação 

dos mecanismos de transporte no hélío líquido, 

b)- Outras Densidades 

Reservamos esta seção, para uma análise simplificada da dependência 
que eSse panorama para o líquido pode manter para com a densidade, Em 
particular, desejamos olhar com um certo detalhe, de que maneira o gap 
varia com a densidade (ou com a pressão). 

Nosso procedimento foi o seguinte. Nas expressões que encontramos 
no desenvolvimento da mecânica estatística (caps. IH e V) introduzimos 
um parâmetro a: (adímensional) como um fator de escala para a densidade 
p. Nas expressões apropriadas, trocamos p por exp e estudamos algumas 
situações particulares. 

Na figura (V,14) nós mostramos o gap na situação original (fase A da 
figura (V.2) e mais quatro situações distintas, para a = 0,8, 0,9, 1.1, 1.2 
representando uma faixa de cerca de 40% de varição na densidade. 

O que percebemos é que todas a.~ curvas são muito semelhantes e que 
os seus máximos tornam-se maiores à medida em que a densidade aumenta. 

Por outro lado, todas as curvas apresentam, basicamente, O mesmo com­
portamento para temperaturas T < 1.2 IC Ou seja, nas fases de baixas 
temperaturas, o gap não varia apreciavelmente com a densidade. Como 
registro, vale lembrar que essa é a região onde os efeitos do róton sobre o 
espectro já não são tão importantes. 

Na figura (V.15) estão mostradas algumas temperaturas relevantes 
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Figura V.14 - Trajetórias do gap na fase A para difer­
entes densidades. 

(ponto À, início e final das fases). Os valores de a são os mesmos da figura 

anterior. O que se vê é um deslocamento no mesmo sentido de a. 

Thdo isso indica que o quadro genérico apresentado na figura (V.16) 
(sem escalas, exagerada, só para ilustrar ... ) é bastante rígido. O efeito da 

dilatação a na densidade, sobre o panorama discutido nos capítulos prece­
dentes é, basicamente, o de uma translação uniforme na situação esboçada 

na figura (V.16), numa ou noutra direção. 

Ainda uma tabela, (V.2), onde mostramos as temperaturas das fases 

para diferentes valores de a. Como observação final, chamamos a atenção 
(mais uma vez!) para a proximidade da temperatura crítica e da região de 
saturação, preservada nessas últimas informações. 
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Figura V.15 - Variação das temperaturas relevantes 
com a densidade. 

ã TEMPEAAl'URA CRíTICA 
O FASE [) 
• TEMPERATURA DE SATUR, 
O FIM DA fÁat C 

GAP(KJ 

T}, 

;r.. 
(/" REGIAo OE 
"T. SATURAç/io. ~ 

TEMPERATURA (K) 

Figura V.16 - Panorama geral de todas as fases, COm a 
região de saturação (sem escalas). 
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~ 0.8 0.9 1.0 1 .1 1.2 

1.962 2.022 2.0781.812 I.!I09'T .... 

'T..... 1.942 2.004 2DeO1.793 1.8n 

2.004- 1.793 1.812 1.940 2.oeoT b 

•'i' ~Ol 1.217 1.29 1.373 1.1181.154 

1.8311 1.916 1.980 2.047 2.0901'~ 

-tO) 
1.847 1.9211 2.013 2.0116 2.1011Td 

Tabela V.2 - Temperaturas relevantes para valores di­
versos da densidade. • T~O) é o pont'?. onde a fase C 
começa a ter mínimos já afastados de f:!..c := O. 
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CAPITULO VI 

CONCLUSOES 

Julgamos, com este trabalho, ter discutido e esclarecid" pontos im­
portantes que ainda eram obscuros no problema do hélio líquido. Para isso, 
partimos da teoria de Bogoliubov e lançamos mão do mé todo e da inter­
pretação de Londonlll] a respeito do gás de Bose-Einstein. Agora, contudo, 
enfocando condensados não uniformes e sistemas interagentes. 

Isso tudo foi possível graças ao tratamento inaugurado na referência [34] 

que foi estendido e continuado nas referências [35,40,42] . 

É nessa linha de abordagem que este trabalho se insere, já que uma 
das propostas dos trabalhos citados era exatamente a do desenvolvimento 
da mecânica estatística dos sólitons no hélio líquido. Se realizado, esse pro­

grama poderia confirmar muitas das previsões ali aventadas e, com isso, 
enriquecer a compreensão desse problema desde a perspectiva do sóliton 
como ingrediente principal. Por esse motivo, ao longo destas linhas, também 
procuraremos reportar-nos às principais idéias desses trabalhosl34] e 

confrontá-las com os nossos resultados. 

Já na introdução deste trabalho, mencionávamos as duas abordagens: a 

do gap e a do condensado, como rivais, num primeiro momento. 

Começamos estas linhas conclusivas destacando o aspecto unificador desta 
teoria que apresentamos, atentando para um ponto de particular interesse. A 
um só tempo, temos aqui a condensação de Bose-Einstein, característica das 

propostas de London e Tisza e temos também o gap, característico da linha 

de abordagem iniciada por Frõhlich e Landau (as referências estão citadas 

na Introdução). 

Essas duas facetas do problema encontram-se, aqui, perfeitamente im­

bricadas e decorrem de uma teoria microscópica de primeiros princípios. 
Reforça-se, assim, o caráter unificador desta abordagem, que tem no sóliton 

a sua pedra angular. A presença dos sólitons no fluido é a responsável direta 
por, pelo menos, três pontos da maior importância na teoria do hélio líquido. 

A saber, 

(i) A natureza mais abangente do espectro de excitações do líquido, nas 
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duas fases; 

(iii) O mecanismo da superlluidez. 

Esses são, a nosso ver, alguns dos pontos a que quaisquer teorias micros­
cópicas para o hélio líquído devem abordar e, se possível, esclarecer. 

Um faLo novo e decisivo foi introduzido neste trabalho: a nuvem térmica 
e o segundo campo condensado. A compreensão do papel desse segundQ 
campo, passa também pelo método da expallSão em torno da carga, que foi 

elaborado na referência [50J, ao qual aludiremos mais adiante. 

As quase-partículas acabam por interagir com os sólitons e com as suas 
nuvens térmicas. O espectro, então, incol'pora uma contribuição dessas 
energias e deve ser calculado depois de ulllnivelamcnto de cotas cncrgé Licas, 

que realizamos no capítulo 11 e no capítulo IV. Mas esse nivelamento re­
sulta da lUinilllização da energia Jivre 'do lIuido !llonuul. 

Então, um quadro bastante completo, de todas as fases do lluido, 

permitiu-nos visualizar o seu comportamellto numa ampla faixa de tem­

pera.tura (e densidade). Vale dizer que só a exploração desse quadro, em 
seus aspectos qualitativos, seria de grande utilidade para a compreensão do 

intrincado comportamento do fluido. No entanto, pudemos tamhém obter 

informações quantitativas e pictóricas bastante detalhadas. 

Desejávamos compreender o cOlllportruncnto glohal 

do líquido e os mcca\lÍslllos caraderísLÍtus úc suas fasos c fornecer certas 

"chaves" para a interpretação úe pontos illljlortalltes, como os que citrunos 

auterionnellte. 

Nossos resultados mostram uma perspectiva extrcmall1cnte animadora 

e UHI acordo que são, llO l11íuiIHO, lUUÍLU LH~lll-vjlldusl é <':0111 esse c;';lJÍriLo 

que ai "umas palavras serão ditas, relativamente à. transição À. 

Embora seja, entre todas as transições cooperativas, provavelmente a 
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mais acessível do ponto de vista experimental, os dcialhes finos desse 
fenômeno são muito complexos. O que vimos aqui é que esse ponto À ocorre 

precisalnente nas vizinhanças da região de saturação (em torno de 2K) e qne 

essa região é marca clistintiva do sóliton e de sua nuvem térmica. 

Essa transição é, aqui, ruarcada por algulls huJicios llotáveis. Atente­

se para o acentuado crescimento no número de sólitons a (ligs. (III.ll) e 

(V.6)); uma nítida diferença na ocupação do buraco do sóliton pela nuvem 

Lénnica (figs. III.14 c V.G); o favorecilllellLu de sóliLoll com c,u'adcrísLicas 

diferentes (velozes e pouco ocupados, abaixo da temperatura crítica; lentos e 

adensados, acima). Note-se, talllbém, um índice de superfluidez significativo 

nas vizinhanças desse ponto (fig. V.13), entre outras coisas. 

Aléul J.ü;~u, os l'CSulLa.Umi 1:)<10 ext.l'CllH.LlUClllc iSCllSlvcis 

a mudanças dnisticas no espedro. Para se ter U1WL idéia dessa esLabilidade, 
nós prOlllOVCUlOS Ullla. clilatat;ü,u 11U espectru, du seguinte Ljpo: 

~2 

.... 2 I;;
cLab(k) - li = /::,. + a -2 

In 

escolhendo a2 arbitral·iamente. Quando a 2 = 4, a temperatura onde se inicia 

a região de saturação cresce de 35 %, apenas. Igualmente se escolhermos 

a2 = 1/4 essa temperatura diminui de apenas 45 %. Isso confirma a incrível 

estabilidade dos resultados frelite a llluuauças exlrCluas IlO I'sJlt!dro de IJllaS('~ parl.kulll.<; 

Talllbém no capítulo V promovemos mudanças pronunciadas na densidade. 

Mesmo assim, o quadro genérico não se alterou apreciavelmente. 

Temos, portanto, uma transição muito bem caracterizada, numa região 

de temperatura muito próxima da conhecida C. com o calor específico 

comportando-se da maneira prevista. 

A questão do mecanismo de superlluidez parece encontrar, no sóliton, , 
um elemento llaturall34] . E bastante evidente que o sóliton é um meca­

nismo de transporte privilegiado. Inclusive a conexão do sóliton com o meca­
nismo de AndersonI32 ,78], já discutida anteriormentel1u] foi retomada 

na seção III - a do capítulo V. 

Por outro lado, a propagação do som no hélio líquido , como sabemos, 
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é um fenômeno bastante rico e multifacetado. Em particular, também a 
propagação do primeiro som, devido aos efeitos de atenuação e dispersão, 
manifesta-se COmO um fenômeno complexolG51 . Essas e muitas outras 

questões envolvendo mecanismos de transporte poderão, talvez, ser mel­

hor esclarecidas quando calcularmos outros efeitos, tais como segundo som, 
I 	 quinto som, viscosidade, etc, fazendo uso do método que aqui apresentamos. 

Todavia, este é um novo progrma, que deverá ser desenvolvido num futuro , 
próximo. E, também, uma das conseqüências naturais deste trabalho. 

Outro ponto importante na descrição teórica (e experimental) do flu­

ido, refere-se à natureza do róton. Não há, ao que nos consta, uma ima­
gem do róton que seja satisfatória e decisivaI66]. Isso porque o róton 
pode manifestar-se tanto na dinâmica das quase-partículas, quanto no es­
palhamento de nêutrons ou no calor específico. Em todo caso, a teoria que 

ora apresentamos, pode Ser confrontada com qualquer uma das situações 
mencionadas. 

Já na referência [40], onde se fez a aproximação de considerar quase­
partículas puntiformes, verificou-se que as funções de estrutura associadas a 
condensados recheados de sólitons são semelhantes às funções de estrutura 

medidas através do espalhamento de nêutrons. Assim também aqui, em 
princípio, pode-se implementar uma descrição teórica desse espalhamento. A 
criação de uma quase-partícula poderia ser descrita por um termo interativo 
do tipo ,pc rt t/!:t/!n se .pn for o campo do nêutron. Com isto poderíamos 

calcular a seção de choque de produção, no plano energial momento das 

quase-partículas. 

Além disso obtivemos uma parametrização para o gap do calor es­
pecífico, muito próxima daquela originalmente proposta por Landau ( veja 
a seção lI, do capo (III) ). Portanto, nosso trabalho envolve dois ga.ps: um 
relativo às quase-partículas (cf. eqs. (II.76) e (V.2» e o gap térruico efetivo 
do calor específico. A existência do segundo, decorre dos efeitos introduzi­

dos pelo primeiro no espectro das quase-partículas e, conseqüentemente, na 
mecânica estatística do sistema. Nen"um deles é fenomenológico. Ambos 

têm origem ruicroscópíca. 

Então, se olharmos atentamente para o pacote instantâneo que surge no 
capítulo II e também no IV, e cuja energia difere do liruiar da energia das 
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quase-partículas exatamente pelo gap (cf. eq. (1l.74» poderemos pensá-lo 
como o análogo do estado fundamental isolado, proposto por Fri5hlichl lOJ. 

E o que dizer da condensação do segundo campo clássico? 

Como vimos, é a sua exístência a responsável por uma formulação mais 
precisa da dinâmica da nuvem térmica. E o papel do pacote instantâneo 
10 (x, t) e do segundo campo ,pc pode ser visualizado no contexto do Método 
da Expansão em Torno da Carga (ETC) UI) esquema d.~ n!prcsl.'lltaçào iluhUtli~t·~·,1J1.

I 

Nesse método, ao se quantizar a carga Q, em teorias bosôllÍcas não 
relativísticas, com invariância de gauge global, também um campo clássico 
-./Q.po(i) é introduzido. Essa função .po(x) podia ser escolhida sem res­
trições (excetuando-se a normalização) e era tal que sua dinâmica era regida 
por uma equação não linear. Os objetos correspondentes aos sólitons seriam 
descritos por funções do tipo ,po(x), localizadas numa dada região do espaço. 
Naquela análise, ,pu(x) faria o papel do pacote Io(i) e o campo -./Q "'o(i), 
o papel do segundo campo clássico, >Pc' 

Com esse método por pano de fundo, recordamos que a condensação 
de >Pc ocorre devido ao nivelamento do potencial químico com a energia do 
pacote instantâneo, Io(i). A conservação de matéria (carga) e a estabili­
dade da nuvem térmica são garantidas pela invariância de gauge global da 
lagrangiana dos dois campos (eq. (IV.1)) e porque o pacote instantâneo, 
Io(i), tem energia zero. 

Outra das previsões feitas na referência[34~em aqui mais um argumento 
favorável. Trata-se da existência de um condensado, ou de um resquício dele, 
acima da temperatura crítica. Ali se previa, acima de T)" a existência de 
dois fluidos, nenhum deles sendo mais o superfluido. 

Pelos argumentos que apresentamos na seção 11 do capítulo IV, obser­
vamos que o gap, t;.' deveria ir a zero, porq,.ue estava associado à energia 
livre do fluido normal, que é um termo de volume. 

Poderíamos, no entanto, minimizar as duas energias livres (fluído nor­
mal e s6litons) simultaneamente. Poderia, então, ocorrer que um pequeno 
gap residual, tJ.', subsistisse. Isso é provável, porque um pequeno gap, po­
sitivo, implicaria num aumento (também pequeno) na densidade do conden­
sado. Mas esse aumento na densidade poderia se fazer notar, mais aguda­

http:porq,.ue
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mente, se lembrássemos que ela multiplica a energia livre uos sólitolls (um 
termo negativo!). Daí o favorecimento poueria ocorrer até temperaturas um

I . 
pouco malO!'c•. 

Devemos lembrar que a questão das frações do condellsado continua . 1 
senuo objeto de pesquisas experimentais recentes[SO]. EssM pesquisa.~ (,ratam 

iliretameute da relação eutre a fuução de correlação g(I') e a fração de á.tomos 
\ uo estado ue momento zero, no. 

Para avizinhar-se um pouco mais uessa problemática, podem ser úteis 
as referêllcias [67-71]. Informações luais det1Lllmllas soore esse coujunto de 

experimentos podem ser encontradas na referência [29] e !lO recente 
,) 1Lrtigo de rcvisilo de Svcnssoll[30J, 

O que podemos noC1Lr, em todo caso, é que os resultauos aprcsclltauos 
uão estão iseutos de objeçõos[72] e lmua iml'cuc qne, nUlIl futuro jJróximo ue­
vam ser revis&osl29J. PorLauto, essas experiêucias uão exclucm a possibilidade 

de Se Ler um cOlldcusado 1Lcima ua tempcmtum ! 

I 

Esse feUÔllleuo já fora previsto ua referêllcÍa [34] e nosso trabalho mostra 

que o liquido llorlllal também tem um cOlldeusado, já. que o campo clássico 

<Pc, que o represeuLa, coutiuua a existir lia fase ue alta tempemtura, 

Na teoria que aqui ueseuvolvemos, o cOlldcusauo uão é u11Íformc. Por­

LauLo uevemos Ler n(O) = O. 

Uma das outras potcucialiuades de llOSSO métouo súliton!uuvcm térmica 
é o tratameuto de teorias com quebra espoutãuea de simetria. Recoruamos 

que a condensação de Bose-Eiusteill é uma maaifestação 
desse feuômenol73- 76], que pode ocorrer nas teorias ue campos, a temper­
atura finita[74-76] ou nào[73-16]. 
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Acreditamos, pois, que o método seja particularmente útil em sistemas 
dinâmicos de muitos corpos do tipo bóson a temperatura finita, Pelo fato 
de tratarmos de um sistema com tempo, formniado diretamente no contínuo 
(ao contrário dos modelos estáticos tratados na rede), nosso método pode 

'. i " 	 ser visto como um progresso significativo para a descrição de transições de 
fase, de uma maneira geral, 

. i 

i 



106 
\ 

, 
APENDICE 

CÁLCULO NUMÉRICO 

J I. Introdução 
,I 

O emprego de métodos numéricos na obtenção dos mínimos da energia
- ! livre {eq. (Ill.22)) nas circunstâncias em que o índice de profundidade 

X é expresso por (Ill.21) e por (V.5) resulta de sua dependências assaz 
envolvente com relação ao gap, Ó e Ó. 

Na forma em que está expressa, a energia livre depende, também, da 
temperatura reescalada r. O que fizemos então, basicamente, foi fixar a 
temperatura 7 e procurar o vulor de ó que mínimizava a energia livre. Esse 

cálculo, varrendo temperaturas que vão de 0.1 J( a 2.7 J( (aproximada­

mente), forneceu as famílias de curvas ó(r) que caracterizam as fases de 
equilíbrio do fluido. 

O objetivo deste apêndice é detalhar de que forma procedemos e apre­
sentar a estrutura geral dos programas utilizados, bem como suas listagens. 

Esses programas foram desenvolvidos de acordo com as necessidades 
e as circunstâncias do problema que se apresentava. Não são programas 

sofisticados nem, tampouco, programas "otimizados" no sentido técnico do 

termo. Contudo, são programas simples, funcionais e bem precisos. Todos 

eles foram processados nos microcomputadores PC XT 2002 da Microtec, 
nas dependências do IFUSP. 

11. A minimização da energia livre 

Começamos por escrever a energia livre na seguinte forma (cf. eq. 
llI.22): 

1 _{2 _ }FT(ó,r)=3mc 3cPcx4S4 -X2SR(Ó,7) (A.l) 

onde: 

R{ó,r) = m~E 7
2 F2 (ó!7TBE) (A.2) 

Para o cálculo numérico adotamos o sistema de unidades em que fi = 
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kB = L Desse modo, o gap, Â é medido diretamente em unidades de 
temperatura (K); a energia livre, FT em 1(/A3 e o calor específico em A-3, 

As constantes numéricas utilizadas para o cálcnio, são: 

mHe ~ 8.24 x 1018 1(-lm-2 

c "" 1.89 X 10-9 m!CI 
-a 

I p ~ 0.0217 A
TBE ~ 3.121( 

Na 	expressão (A.2) o termo F2 é dado por: 

00
'! 	

-J du ln(1 - e-,,-A/r Tas) = F2(Â/TBE T) 

O 

ou: 
~ -2 (-nÂ)

F2(Â/TBET) = L n exp.(T ' 	 (A.3) 
n=l BE 'T 

(cf. 	O apêndice I do livro de London[llJ ). 


Uma expressão alternativa para F2 é: 

00 

Fz(a) = -a (1 -lna) + L(_a)n (2 - n) In! 
n;<l 

com a == t:;./TBE r. Para efeitos computacionais, aproximaremos a expressão 

acima por: 

2
7f	 12 1 3 1 5F2 ()a ~--a+alna--a +-a - a + ... (A A)

- 6 	 4 72 (120)2 

8eOl<3. 

Esta última restrição sobre a decorre da seguinte comparação. Somamos 

1000 termos da série (A.3) e calculamos F2 diretamente através de (AA). 
Enquanto a < 3 a diferença entre as duas expressões jamais excedeu a 

margem de 2%. Quando a ;:: 3, por segurança, usamos um desvio nos . ' programas e somamos a sene: 


100 


Fz(a) ~ L :,-:" 	 (A.5) 
n=l 
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que é, certamente, um exagero, já que a série converge muito rapidamente. 

aJ- Os programas 

Efetuadas as aproximações e deliruitadas as regiões de validade, empre­
gamos dois métodos numéricos distintos para localizar os mínimos; o método' 

gráfico e um método de dívísães sucessivas do intervalo. O método gráiico 
consiste dos seguintes passos; 

(1) Fixarse a temperatura, T ; 

(2) Escolhe-se um amplo intervalo para o gap, ll. j 

(3) 'D:aça-se o gráiico de FTh'.(ll.) por ll.; 

(4) Se um ou mais ruimmos são encontrados, escolhe-se um novo in­
tervalo para ll. - uma região pequena em torno desse ponto - a fim de 
localizá-los cada vez melhor; 

(5) Isso se processa até que a curva com o ruimmo seja traçada com a 
maior precisão possíveL 

(6) Os valores da função, no ponto de ruinimo, e o valor mínimo de ll. 
são obtidos no final do processo. 

Apresentamos um exemplo de uma dessas curvas na figura (A.l): 

O método gráiico é seguro e eficaz. Porém, como estamos interessados 
em um grande número de pontos, esse método revela-se lento e por demais 
laborioso. Por isso nós o empregamos com dupla finalidade. , 

Em primeiro lugar realizamos um mapeamento detalhado de todas as 

fases, com um número menor de pontos (cerca de 100 valores distintos para a 
temperatura, em cada uma das fases A,B,C e D). Depois, usamo-lo como um 
teste para aferir os valores encontrados pelo método das divisões sucessivas 
no intervalo. Um programa típico para o desenvolvimento do método gráfico 
está listado como (I), no final do Apêndice. 

Exporemos, agora, um método mais rápido e geral para a deterruinação 
dos ruimmos. Este método foi aplicado depois que o mapeamento gráfico já 
nos havia indicado as principais facetas de todas as fases. 

Em linhas gerais, o método funciona da seguinte forma: 
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FT 

-8.19224 x1Õ3 
;, .87795 

.62845 

/:; 

Figura A.l - Um gráfico típico de FT(LI.) por LI. com a 
localização do ponto de mínimo, Os números mostra­
dos à esquerda são FT(t,O), t,0 e r, 

(1) Fixa-se a temperatura, r; 

(2) Considera-se a função num intervalo bastante amplo do argumento, 
desde Xo até Xl (veja a figura (A,2»; 

(3) O intervalo Xl - Xo é dividido 100 vezes (ou quantas se desejar) e a 
função é calculada nesses 100 pontos distintos, Introduzimos a quantidade 

h = (XI - xo)/100; 

(4) Assume-se, de saída, que Xo é um ponto ,de mínimo; 

(5) Para cada v-àlor claculado, efetua-se o seguinte teste: 

F(xo +h) < F(xo) ? 

Se não for, F(xo) continua sendo o menor valor para a energia livre e 
Xo o ponto de mínimo, Se for, entiio o ponto de mínimo passa a ser no ponto 
Xo + h , Mudamos o teste para: 

F(xo + 2h) < F(xo + h) ? 
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-
~ 

x 
4­ -

Xo x, x 

Figura A.2 - Ilustração genérica da divisão dos inter­
valos. 

E o processo segue dessa forma até a primeira varredura dos 100 pontos. 

(6) Tendo localizado um ponto de mínimo após varrer todo o intervalo, 
digamos X~l), o processo é repetido em um novo intervalo, agora dado por: 

X(l) _ h <: X(l) < X(l) + h o - Q - o 

(7) Os mesmos testes são re~lizados, agora tomando X~l) como ponto 

de mínimo; 

(8) Encontra-se, então, uma segunda estimativa para o mínimo: X~2) 

(9) O mesmo procedimento é repetido até que se atinja uma precisão 
previamente prescrita. Em nosso caso, essa precisão era dada por: 

Ix~n+l) - x~n) I< 10-8 

Esses nove passos determínam uma estimativa para o valor mínimo do 
gap e da energia livre naquela temperatura inicialmente fixada. 

O passo segninte é incrementar a temperatura. Trocamos o valor ante­

nor por: 
r = r + 0.0005 
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Uma maneira de implementar o passo (2) para este novo valor da tem­
peratura, é considerar o novo Xo como o sendo o mínimo encontrado anteri­
ormente e então repetir todos os passos. 

Contudo, é preciso muita cautela com esse procedimento, quando a 
curva tiver a forma genérica mostrada na figura (A.3). 

~ li < '2 '2 
X- "1 

,+-, ~ 

xtOfxtOI x2 1 

Figura A.3 - Ilustração genérica: existência de um 
míuimo para um valor menor de argumento, a uma 
temperatura maior: TI < T2; x~O) < xlO). 

Se tomarmos como primeiro intervalo aquele que começa tendo por Xo o 
valor de x~O) acima, o mínimo x~O) jamais será encontrado, pois já estaremos 

fora do intervalo em que ele se localiza. Mas o problema pode ser facilmente 
evitado se tomarmos por limite inferior do intervalo o ponto de mínimo 
encontrado para r), diminuído de uma certa quantidade ó: 

Xo = Xo - Ó 

Esta quantidade {j não precisa ser muito grande, porque o incremento 
de temperatura é suficientemente pequeno para que a função não varie apre­
ciavelmente nesse intervalo. Isso ocorre com as nossas funções, que já 
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o 

conhecíamos parcialmente pelo método gráfico, No caso geral, outras es­
colhas podem ser feitas, porque o método é de rápida convergência. 

A situação anteriormente descrita ocorre em nossos cálculos das fases 
A. Observe-se a seqüência da figura (IlIA) e as linhas de mínimos das 
figuras(lII.3) e (V.2). Essas linhas apresentam uma mudança de comporta­
mento quando nas vizinhanças da região de saturação. 

Outro cnidado que tivemos de tomar refere-se exatamente às vizinhanças 
dessa região. Ali, escolhemos os intervalos de modo tal que, ou o ponto ini­
cial, xQ, era escolhido na fronteira superior da região de saturação, ou o 
ponto final, Xl escolhia-se na fronteira inferior dessa região (cf. figuras I lI.2 
e V.I). 

Como o leitor pode constatar, consultando as listagens no final deste 
apêndice, o prlmeiro cálculo que fazemos é justamente aquele que delimíta 
a região de saturação. Exatanlente para evitar eventunis interrupções no 
processamento, qne poderiam advir da introdução dos números imaginários 
dessa região. 

As listagens (lI) - a ,b, c ,d exibem os programas utilizados diretamente 
para a construção das linhas de mínimos das referidas fases. 

111. A Região de Saturação 

Como vimos no capítulo III a região de saturação ,ocorre conjugada ao 

fato de o radicando da equação (IlI.21) tornar-se negativo, Isso lmplicaque 

temos de resolver a equação (cf. eq. III.26) 

g(T) h( ó,*;T) = 1 

ou 
16 ó,* S2(ó,*,T) 
-
3 m& 

=1 (A.6) 

com, 

S(ó,*,T) = _ m 
2 
cT ln(l_e-aIT) 

41< P. 

para encontrar as fronteiras da região. 
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Portanto, temos de resolver, auto-consistentemente, a equação: 

t::..' = f( t::..' ,7) (A.7) 

com 
3 mc2(7) 

f(t::..',7) = 16 S2(t::..',7) 

o procedimento é, novamente, muito simples, e pode ser resuruido nos 
seguintes passos: 

(1) Fixa-se o valor da temperatura, r; 

(2) Fornece-se uma estimativa bastante baixa (em nosso caso 0.000001) 
para t::..* e calcula-se f(t::..·, 7l. 

(3) Exige-se que It::..' - f(t::.. .. 7) I< e onde E, em nossos cálculos, foi 

escolhido como € = 10-10 ou E = 10-8 , dependendo da precisão que re­

queríamos; 

(4) Se a desigualdade não for satisfeita, o valor inicial é incrementado e 
o passo é repetido até se obter o valor de t::..* com a precisão requerida; 

(5) Urna vez obtido t::... para aquela temperatura, incrementa-se a tem­
peratura e repete-se o processo. A convergência do processo é bastante 
rápida ao longo de quase toda a curva. É mais lenta, certamente, nas vizin­
hanças do início da região de saturação. 

Os cinco passos anteriores fornecem a fronteira inferior da região de 
saturação. Para obter a fronteira superior, o cálculo é o mesmo, mas é 
melhor implementado se eliminarmos t::... da função S( t::..*, T) e invertermos 
novamente a relação (A.7) . A mesma equação ac1),ba por exprimir-se como: 

t::..' = f'(t::..., r) (A.S) 

onde 
7 ( 1- 7

3
/

2 
)f' (t::..' ,7) = - 0.32 In 1 - exp (- 1.477 -11.81 t::..'> 

pois já usamos os valores numéricos de Pc, TSE, etc.. 

A única diferença é que a estimativa inicial deve ser agora bastante 
alta, porque queremos a parte superior das curvas referidas. Na figura (A.4) 



114 

ESTIMATIVA 
INICIAL 

) 

ESTIMATI'JA_. \ 
NCIAL

'"BAIXA0 

'"ALTA")-
 -
• 

Figura A.4 - Esboço ilustrativo dos pontos fixos da 
região de saturação. 

ilustramos, sinteticamente, os dois procedimentos. De resto, os passos são 

exatamente os mesmos. 

IV. Calor Específico 

o calor específico está dado na equação (III.27) como: 

d2 F:(O)
Cp(T) = -T T (.6., T) (A.9)

dT2 

Quando da minimização da energia livre, encontramos os valores de F~O) 
para cada valor da temperatura. Assim, pudemos avaliar a quantidade: 

J!}(Xk) ~ f(Xk + li) - 2 f(Xk) + f(Xk li) (A. lO)
li2 

que da a derivada segunda da energia livre com relação à temperatura, no 

ponto Xk = Tk. 

Dessa forma, o calor específico, Cp foi reescrito como: 

T "() (A.11)Cp~-T-h T 
BE 
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Sabemos que a expressão (A. 10) é tanto melhor quanto menor for h. Por 

isso empregamos, ao longo de todos os cálculos, o valor h = 5 X 10-4 para o 
incremento de temperatura. Esse número foi escolhido levando-se em conta 

} 
o seguinte critério. Fizemos parte da conta com incrementos ainda menores, 
e com incrementos maiores. Essa escolha foi a que, permitindo trabalhar 

1 com um grande número de pontos, não apresentava diferenças numéricas 

) 	 apreciáveis, quando confrontada com intervalos menores (um número ainda 
maior de poutos 1). Esse fato permitiu que os programas fossem relativa­) 
mente rápidos e suficientemente precisos. 

) 	 V. Outras Grandezas 

.} 

j 
o cálculo de grandezas como 7, X, a e as demais grandezas que depen­

, 
dem desses números, pôde ser facilmente implementado, a partir da deter­

\ 

minação das linhas de minimos de Ó(r) e Li(r) . O leitor deve lembrar-se 
,\ que, no capítulo lII, essas grandezas foram eliminadas da energia livre, em 
\ favor do gap, Ó por meio das equações (IIl.19), (lII.21) e (II.73). Basta, 

então, retornar a essas expressões com os valores obtidos e gra.ficá-las. 

, 
, 

,, 
, 

, 

~: 	

VI. Observações 

" (1) Em todo o processo de cálculo, sempre iniciamos a baixas temper­, 
aturas (T = 0.0005) e fomos progressivamente aumentando-a; 

:. (2) O procedimento numérico foi, basicamente, o mesmo para todas 
, as fases, tanto as que se referem aos resultados do capítulo III quanto do 

capítulo V;" 
" (3) Outros pequenos detalhes são explicados diretamente no texto. 

, 

t· 
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VII. Listagens 

Pvog. I - MtTOOO GRÁFICO 

'I 


10 DEFDIIL A-Ii,l,M,O··Z 
R0 CLB 
30 nWUT··n::!'IPEIUfrLII~Aa l 'TAL 
'10 8E=!-TAl*SQll <TAU 
50 IHM M{10~0,2) ,X( 10'(0) ,C(1000) 
6ib CLS: LOCATE H> I 1<> 
70 DTI~ ="639: E:SQ:::::189 : ALT';,: j 8@ 
80 :rNflUT"SE NAO QUEH LISTAGEM 1)1:: PONTUS TECU::: EN11::1~·; XX 
90 ClS 
H}(~ LüCI!'\"II::: 7, i 0 
il0 !NI'UT'LIMITE INFIiI!IUR OI, X'; XI 
120 LOCATE H.10:,\NPllT"Llr1:rTIE: qurEr~lon t)H: X~;XS 
130 LClCATE 9, 10 : I NPUT' OUIIL o NUl1El1O I.)E PUNTOS A I' LOTAR' ; I' 
14~ SCt~EI:::N 2 
150 N, q INT(&36/(P) +j,) 

160 SX ~ (XB-XIJ!(639) 
17@ X = SX)(PA +XI 
W~ GI.lSUB 7,,11} 
i~., YS:,.,Y: YI=Y 
200 CLS 
210 NN w 0 
iê:.?0 FOR I <::: <) TO 639 S'n:::r~ PA 
:;13~ NN "" NN + i 
240 X(I) = SX*1 -I· Xl: X = X(I) 

250 GOSUa 760 

260 Mel,!) = Y 

278 tICI,2) '''' Y 

2íl0 11' IHI,l)YS THEN Y8 ~ MO,i) 

;!90 XF I'HI, 1 HYl THEN Yl " MO, 1): QC=X tI) 

-300 :r F XX ::::: ~ THEN GOTO 320 
310 LPIHNr'(lAP~', X(J), 'F"'; ~I(Lll 
3l! U'IHNT'GAI1A~' !GAMA, ·Clll.· !CII!, ·TEMI'ERMUR~·· !TAL 
8:2~ NE:XT I 
33~ I~()R I ,= 0 TO 639 S'IEP PA 
34~ M(I,1)=Míl,2) 
350 M(l,!):::: -(ALT/<,(S-YI)')HM(Ll)-YI~ '" AI~T 

360 NEXT I 
37~} CLS 
::.181» {,U'; "" ESQ 
39. IF XI ( 0 ANI) X!I ) 0 'rHEN WW = -(XI/(XS-XI')*(DII~'-ESO' -,- ESQ 
-1<10 UNE (WW,0) - (WW,ALT) 
410 lF Y! ( .. ANil YS ) 0 TIIEN GOTO 430 
420 GUTO 450 
43@ U ,: -(ALT/(YS-YIil'(-'(!) .. ,\Lr 
41<' GOTO 460 
45" a '" ALT 
4'1 LINE (DIR,O)-(ESG,OJ 
470 PSI"TI ESQ,' i: I.INE-( "SU, ALTI :LI""", 1011:, AI.TI :llNE- (D!ll, q J : I.lNE- lESO, ~) 
480 FOIl I • ! TO i. 
490 LINE (ESO,AlT*<I/10) )-([50+4 • ,)tT,){· ( r/10) I 
S0' l • «OIIl-ESQi/10l-»1 "' ESQ -WIIH,SQ)/10 

Continua 



s.. L = (CDIR-ESQl/i0'.I + ESQ -(DIR-ESQJ/10 
:5i0 LINEIL, ALT)·-(L, ALT-"'Í; 
520 lINE(lj0)-(l,0+4) 
530 UNE (I) IR ,ALhl lIi0) )- (l)IR-4, ALT1f( I/H)) 
540 NEXT I 
550 FOI. r = (9 TO 639 STEP PA 
560 CI!) • IIXII)-XI)/IXS-XI)*IDIR -ESQ) • ESQ 
570 pSETICI!),MII,i) 
581 LOCATE 10,1:PRINT YI 
590 LOCATE 11, i : PllINT QC 
600 LOCATE 12,I:PRINT TAL 
6i0 NEXT r 
620 INPUT xx 
63;; PSETlC(0),M(0,1) 
640 FOR 
651 LIHE 
660 NEXT 
670 INPUT 
680 ClS: 
690 PROl' 

I • 0 TO 639 STEI' PA 
-ICII),MII,!) 
r 
xxx 
INPur'QUAL A ESCALA 

70. IF PROl' ) 1 
7i0 rI' 1'1101' ( 1 
120 IF PROl" ~ 1 
730 OIR -639:ESQ 
740 GOTO 330 
750 RETUllN 

= x/r 

TfIEN X • 
TIiEN Y • 
THEN X '"! 

- 639-X: 

5.1: 
iBlá: 
500: 

ALT 

IX,Y)',X,Y 

Y • IB/i7l*S00/PROP 
X - I il/8)*i80*PROP 
Y ::o (8/20) *500 
- Y 

760 I~EM NOVAS INI~ORI1ACOI,:S 

770 REM CALCULO DI, S 
780 Ai=LOGU.-EXI'I-.~l2*XITAI..» 
790 S-1 .47"TAL·'AIlS (Ail/SQR (llE) 
B00 REM CALCULO DI, I~ 

810 Cl-L28 
820 AA~.32"X/TAL 
830 IF AAi3 THEN GOTO se0 
B40 Ii-(3.14159265351l!2)/6 -AMAA*LOGIAM 
850 12"'" ( 1/72) *AA#AA*AA- .. 25,ltAA*AA- ( 1/120)·11- ( 1/120) *'AA*AA*'I~A*AI:'!dtAA 
860 IA=Ii+I2 
970 I!=Cl·*TAL*TAL*IA:GOTO 940 
ElB0 SS=0! 
990 FOR 1(=1 TO 100 
900 Sl.=EXP(-I(·<AA)/IK*K) 
910 SS=SS+SI 
920 NEXT I( 
930 Il-Ci*TAI_·HAI_*SS 
940 REM CAL.CULO I)E CHI 
950 Xl=.272*X*S*S/IlE 
960 X2;;;i/(2*S'X·S) 
970 CHI-X2'" 1+8011 (i-Xi») 
990 CHI2=CIU·'CIH: CHI4-cm*cm·.CHI*CHI 
1000 11 EM CALCULO DE GAMA 
1010 GAMA-S*SG!l(CHI) 
i070 REM CALCULO DiI ENERGIA LIVRE E~I 
i08~ Fi=4.095*CHI4*S*S*S*S*BE*BE 
1090 F2-CHI2*S*R*SQRIBE) 
1100 Y=F!-F2 
11 10 IlETURN 

FUNCAO DE DELTA 




, Ppog. II - FAse A (O) 

10 CLS 
20 DEFDBL A-N,L,MjQ-Z 
30 IJIM F(500),U(500) 

40 INPUT"XMIN=' iXMIN:INPUT'XMAX~' iXrl:rNPUT'N~' iN 

50 INPUT"QUAL E A PHECrSAO DESI~JADA~' iPC 

60 INPUT' QUAL A TEMPEllATUllA INrCIAL~' i T0 

70 TAI_~T0 


80 M=l 

90 I-IH=.0005 
1.00 81)=3 ~ i *I-It-I 
110 XB=XMIN 
120 IJELTA=(XM-XM1N)/N 

130 X=XMIN:GOSUa 370 

140 T=Y 

150 FOR I~l TO N 
160 XI=XMrN+I*IJELTA:X~XI 


170 GOSUB 370: n=y 

180 1F nH TKEN T~T1:XB~X1:GOTQ 190 

190 NEXT I 

200 XMIN~XB-DELTA 

•, 210 XM~XB+I)ELTA 
220 ABB1=AB5IXM-XM1N) 
230 1F ABB1lPC THEN GOTO 120 
~!40 LPRUrf'ENERGIA LXWE=' iT, 'BAr MINIMO~' iXB:FIM)~T:UIM)~TAI_ 
250 LPR ItH 'TEMPERATUI1A=' ; TAL 
260 TI\L=1"'L+.0005 : XMIN=XB-.'H: XM~XB+.2 
270 1F TIIU.6223 THEN GOSUB 690:GOTO 260 
:::2B0 IF M(3 THEN 1301'0 340 
290 V=FIM) +F (M-2 )--2"Fnl-1) 
300 V=V!(HH*HH) 
310 CVTT~- .32"U'M-U*\! 
320 LPRINT· ***.***>f-x.*******",. ;0 
330 LPRINT"'der-ívacao com tres pontos=";CVTT,"temp(:"f"ab.wà:="iU(M-i) 
34;; ~1=M+l 
350 GOTO 110 

360 EMD 

370 GOTO 380 

380 IlE=i-TAU'SQR <TAU 

390 11EM NOVA8 INFOI1M.~COES 


41919 HEM CALCULO DE S 

410 A1~I_OG I l--EXP (--.32*X/TAL» 
420 S=I.47.TAL*À~SIÀil/BQRIBE) 
430 REM CALCULO Ol~ Il 
440 Cil;:1.28 
450 AA=. :32-' X/TAL 
460 IF AA)3 THEN GOTO 510 
470 H=(S.141592653il"12)/6 -AA+AA"LOGlAA) 
480 I2= (1/72) ·~AA·)fÂA*AA-. 25-JolAA*AA- (1/120)-)~ (1/120) -)f(.\A-*AA*AA*AA-)fAA 
490 IA=I1+12 
500 Il=Cl.-,TAL*TAL*IA: GOTO :;70 

Continua ... 

http:Cil;:1.28


500 R~Ci*TAL*TAI3IA:GOTO 570 
510 SSr=0! 
520 FOR I(~i TO 100 
530 S 1 =EXP (-K "AA> / <1< *10 
!'i40 SS'.SS+S1 
550 NEXT 1< 
560 R=C1*TAL*TAL*SS 
570 IlEM CALCULO DE CHI 
580 Xi~.272*X*S*S/BE 
590 X2=i/{2*S*S) 
600 CHI'=X2·.(i-SQll(1-Xi» 
610 CHI2=CHI*CIH :CHI4=CliI"CHhCHI*CHI 
620 REM CALCULO DE GAMA 
630 GAMA=S"SQIl<CHI) 
640 IllSM CALCULO I)A ENEIWIA UVRE EM FUNCAO DE DELTA 
650 F 1 ~4 .. 095*CH r 4·*S*S*S~~S*13E*3E 
660 1~2=GHI2'S*R*SQR <BE) 
670 y=n '-1'2 
680 RETURN 
690 REM FllONTEIRA SUPERIOR DA 11EGIAO DE SATURACAO 
700 X=51 
710 Á~1-TAL'"SQR (TAU 
720 B=1.47*TAI_·.SGR (.272'X) 
730 ALFÁ=A/B 
740 fJETA~EXP (-ALI~M 
750 SS'"1..0GU-BETA) 
760 I)I)=TAL/< ,32) 
771/) G~-I)O*SS 
780 IF ABS(G-X) i m .0000000!.M THEN GOTO Si0 
790 LPllINT'd''''o' ;X, 'T"Mrl~IMTURA~' ;TAL 
800 XMIN~X+.0001; RETURN 
910 X,oG: GOTD 720 



, 


prog. II - FASE B (e) 

10 ClS 
20 DEFDI~L A-H I L, M, o-z 
30 DIM F(500),U(500) 
40 INPur"temPEratura=";TAL 
50 GOSUI3 680 
60 M'"1 
70 1-11-1=.0005 
80 INI'UT" XMIN-' ,XMIN: INI'UT" XMAX"" ,XM: INI'UT' N=' ,N 
90 I NI' uI" QUAL E A I' Il EC ISAO IJI,SEJADA-', I' C 
1.00 XB=XMIN 
110 DI,LTA=(XM·-XMIN)/N 
120 X=XMIN:GOSUB 360 
130 T'"Y 
1.40 FOR 1=1 TO N 
150 XI=XMIN+I"DELTA:X=XI 
1.60 GOSUB 360: T1=Y 
170 Ilc T>T1 TI-IEN T'"T1:XB-XI:GOTO 180 
180 NEXT I 
190 XMIN-XB-I)ELTA 
200 XM-XB+DELTA 
211 ABB1-ABS(XM-XMIN) 
220 IF ABB1)PC THEN GOTO 11.0 
230 Ll'lnNT"ENEIWIA LIVIlE-", T, 'GAI' MINIMO'"" ,XB: F(M)-T :U(M)-TAL. 
240 LPRINTOtemperatura=";TAL 
250 TAl'"TAL+. 000~, : XM I N- • 000001 : XM-XB 
~.!60 IF TAL). 62229 THEN GOSUB 680: GOTa 270 
270 11' M<3 THEN GOTO 330 
280 V=F(M)+F'(M-2)-2*F(M'-i) 
~290 V'=V/ (HH')f-HH) 
300 CVTT=-.32.U(M-1)'V 
3 i 0 LP J~ I NT" ·)HHH[··lHHI··lHI··lHHH~,){··X·<)(·11··)H(·1HHHHHI·*'){··)HHH~·)I·*1~*·'=· ; 0 
320 LI'RINT'DEIIVACAO COM TIES I'ONTOS··,CVTT,·TEMI'ERATURA-·,U(M-1) 
330 M'"M+1 
340 GOTO 100 
350 END 
360 GOTO 370 
370 13 E'"1,-TAL*SQIl CfAU 
380 IlEM NOVAS INFOIlMACOES 
390 Il EM CALCULO DE S 
400 A1-LOG(1-EXI'(-.32'X/TAL» 
410 S-I.47*TAL*A8S(A1)/SQIl(8E) 
420 REM CALCULO DE I 
430 C1-1.28 
440 AA=. 32"X/TAL 
450 Ilc AA)3 THEN GOTO 500 
460 I 1::: (3 .1415926535Ht2) /6 -AA+AA·)fLOG (AA) 

470 12= ( 1/72) *AA*AA-*AA-. 25*A(HC·AA-- ( 1/120)'H- ( 1/120 ) 'J~AA')(-AA*AA*AA')('AA 


480 IA'"11+12 
490 Il-Cl'lITALHAL*IA: GOTO 560 
500 SS=0! 

Con tinua . .. 



., 


500 SS~0! 
510 FOR 1{:1 TO 100 

520 S1=EXP{-K*AI-I)/(!(*K) 

530 SS=SS+Si 
540 NEXT K 

550 Il=CUTÁL·.TAL*SS 


.,, 	 560 REM CÁLCULO DE CHI 
570 Xi~.272*X*S*S/BE 
580 X2=i/(2*S*S) 
590 CHI~X2*{1+SQR{i-Xi») 


600 CHI2~CHI*CHI: CHI4~CHI·'CHI*CHll'CHI 


610 REM CALCULO DE GAMA 

620 GAMA~S*SQR (CHI) 

630 IlEM CALCULO DA ENEllGIA LIVRE EM FUNCAO DE DELTA 
640 Fi~4.095*CHI4*S*S*S*S*BE"BE 
650 F2=CHI2*S*R·lI:SQR (SE) 
6611 Y~F1-F2 
670 RETURN 
680 REM FRONTEIRA INFERIOR DA IlEGIAO DE SATUllACAO 
690 X;.01 
700 M=.32*X/TAL 
710 A1~LOG{1-EXI'(-AA) 
720 BB=SQI!( J,-TAU'SQR (TAU ) 

730 8=-1.47*TAL*·A1IBB 

740 YY~(í·-TAI_*SQR (TAU )/( .272*8*8) 

750 AD=AB8(YY-Xl 
760 lI' AI)}.0~00000iH THEN X=YY:60TO 700 
770 LPHINT "diH"''' ;X, -temp€l''"alrJ.l'"a;;:'" ;TAL 
780 XM'~X-.0000iM 


790 IlETUllN 


1 
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