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ABSTRACT

Numerical analysis are made of the behaviour of the solutions
of the equation X(t) + X(t) = £f(X(t-t)) for £(X) = A X (1~ X), as
function of the parameters T, A. Period-doubling bifurcation curves
are constructed in the parameter space for some particular initial
conditions, that insures a certain asymptotic behaviour of the
solutions (it belongs to "branch 1"). It is verified the conjecture
that the "route to chaos" in the "branch 1" may be the Feigenbaum’s
route,

The organization of the global and bounded solutions of the
above equation in branches (certain domains of solutions) is
studied. An analysis is made of the relations between solutions
belonging to different branches. It ié verified that the existence
of a full period-doubling cascade in the branch 1 implies the
existence, at least partially, 6f period-doubling cascades in other
branches. It is noted that, for some values of (t,A), the equation
has many. attractors.

Some series expansions of solutions of the above equation are
presented. These series expantions may be partially computed on the
set R. An application of a result about the "stability" of branch 1
is made for the case f(X) = A sin(X-C), used to describe an optical

system.



RESUMO

Analisa-se numericamente o comportamento das solugdes da
equagio X(t) + X(t) = £(X(t-1)) para f(X) = A X (1-X), em funcio
dos parametros T, A. Constréem-se as curvas de duplicagio de
periodo no espago de parametros para uma determinada condigéo
inicial, que assegura um determinado tipo de solugdo assintética
(pertencente ao "ramo 1"). Verifica-se a conjectura de que a "rota
para o caos" neste "ramo 1", possa ser a rota de Feigenbaum.
Realga-se o fato de que esta equagfo, para alguns valores de T, A,
possue diversos atratores.

Estuda-se a organizagio das solugSes globais e limitadas da
equagdo acima em "ramos" (certos dominios de solugdes), e faz-se
uma analise das relagdes entre as solugdes dos diversos "ramos".
Constata-se que uma cascata de dupliéaqéo de periodo no ramo 1,
implica em cascatas de duplicag8o, ao menos parciais, em outros
"ramos".

Para a equagBio acima com f(X) = A X (1-X), apresentam-se
algumas .solugSes sob a forma de série, parcialmente computéaveis
sobre a reta, e faz-se uma aplicacfio de um resultado acerca da
estabilidade do ramo 1 no caso f(X) = A sen(X-C), que corresponde a

uma equagdo da 6tica.
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CAPITULO 1: INTRODUGAO

Nesta tese estudamos a equagdio diferencial com retardamento:

(1.1)

Al

X(t) + X(t) = A X(t-1) [1 - X(t-1)].

Esta equag@o [Smith (1974)] é um caso particular de um modelo
desenvolvido por Perez, Malta & Coutinho (1978) para descrever
experiéncias realizadas com populagdes isoladas de moscas por
Nicholson (1854) e Tadei (1975). Nessas experiéncias, populacdes de
moscas s8o criladas em caixas isoladas, que sdo providas de um
suprimento de alimento limitado para as adultas, e ilimitado para
as larvas. Os dois ingredientes dinamicos fundamentais dessas
experiéncias, e reproduzidos em (i.l), sdo: - a dependéncia
dindmica do passado, devido ao "intervalo de tempo entre os adultos
colocarem os ovos, e estes darem origem a outros individuos
adultos, e - a nd@o linearidade da taxa de natalidade devido ao
suprimento limitado de alimento.

Nédo € dificil perceber que, devide ao retardamento existente
em (1.1), estamos em face a um problema cuja informagdo inicial
requerida ¢ uma fungfio definida no intervalo unitario. Portanto, o
espago de fase natural deste sistema ¢ o espago de fase das fungdes

definidas nesse mesmo intervalo.



Tentar construir uma teoria geométrica para o estudo de (1.1)
néo ¢ uma coisa facil, devido a dimensionalidade infinita do espago
de fase. Por outro lado, ¢ extremamente conveniente o tratamento
geométrico dos sistemas dinamicos em dimensf@o finita. Nesta tese,
levando em conta as duas ultimas consideragdes, apresentamos, de
maneira n&o rigorosa, alguns dos principais conceitos da teoria
geométrica das equagbes diferenciais ordinarias e, em seguida,
baseando-nos em argumentos de plausibilidade, fazemos uma
extrapolagéo, de alguns destes resultados, para as equacdes
diferenciais com retardamento. O que ‘torna possivel essa
extrapolago ¢ o grande numero de resultados que s#o validos em
ambos os casos.

As equagdes do tipo (1.1) possuem um comportamento dinamico
bastante rico. No capitulo 4 apresentamos algumas propriedades das
equagdes com retardamento [Hale (1977)], e fazemos uma breve
descrigdo dos tipos de solugdo que (1.1) pode apresentar, a saber,
solugdes estacionarias, periédicas e éaéticas.

Para aplicag®es praticas' de equagdes do tipo da (1.1) &
importante que saibamos algo acerca da estabilidade das suas
solugdes. A estabilidade local das solugdes estacionarias é
facilmente obtida a partir da linearizagsio da equagio. em torno da
solugdo estacionaria. No caso da solugfo ndo ser estacionaria, o
maximo que conseguimos obter analiticamente sfio os limites inferior
e superior, em torno do qual a solugfio deve oscilar. Quanto a
estabilidade dessas solugdes, as unicas informagdes que conseguimos

obter sido numéricas.



No caso em que (1.1) apresenta solugles cabdticas, existe uma
interessante, alnda que grosseira, analogia entre a dinamica de
(1.1), =a dinamica caética da aplicagio Xn+1 = A Xn(l - XnJ
associada a (1.1), e a din&mica turbulenta de escoamento de fluidos
[Ikeda & Matsumoto (1987)].

O fato de (1.1) apresentar uma dinamica extremamente rica, Jja
nos sugere que o estudo quantitativo de suas solugdes deve ser,
obrigatoriamente, de natureza numérica, e & esse o tipo de
abordagem que utilizamos.

Existe uma conjectura acerca de sistemas do tipo (1.1), que
afirma que uma das ‘"rotas para o caos" que suas solugdes
apresentam, ¢é a "rota de Feigenbaum" de duplicagdes de periodo
[Feigenbaum (1980)]. Essa "rota" é caracterizada pela acumulagdo,
aproxlmadaménte geométrica, com razdo assintética & = 4.8692...,
dos parémetros em que ocorrem as duplicagdes de periodo. Um dos
nossos principais objetivos neste trabalho ¢ tracar as curvas de
bifurcagéo das solugdes estéveis de (i.l), no espago de parametros
(t,A), e uma vez tragadas essas curvas, verificar a veracidade da
conjectura acima.

Usando um método numérico que consiste simplificadamente: - na
integragBio de (1.1) para uma dada fungdo incial .fixa, - en
desprezar um certo intervalo assumido como transiente, e - fazer a
analise de Fourier da parte "assintética" da solugsio, fomos capazes
de construir as curvas no espaco (t,A) onde ocorrem as duplicagdes

de periodo. Construimos somente as cinco primeiras curvas de

duplicagdo, sendo que a quinta ja nos da, aproximadamente, a curva



de acumulagfo das duplicagdes de periodo.

Apés a construgdo dessas curvas, fol necessario melhorar a
precisfo de alguns dos seus pontos para verificar a convergéncia
geométrica dos pontos de duplicagiio de periodo. Confirmamos ser
geométrica a convergéncia, com uma razdo aproximadamente igual a §
= 4.6692... . Com isso, concluimos que uma das '"rotas para o caos"
em (1.1) deve ser, de fato, a rota de "Feigenbaum".

Devemos ressaltar ser muito importante haver um certo controle
sobre a condigdo inicial. A razfio disso é que o sistema pode
apresentar mais de um atrator e, dependendo da condig#8o inicial que
utilizamos, o sistema pode dirigir-se a um ou outro atrator.

A condig8o inicial que utilizamos, fungfo constante préxima da
solugdo estacionaria, sempre nos levou a uma solugBo assintética
pertencente\ ao "ramo 1", que por sua vez acreditamos conter um
unico atrator. Dizemos que uma solugfo assintética de (1.1)
pertence ao ramo N se a mesma intercepta a solucfo estacionaria,
X = éil , no maximo N vezes, no inter;alo unitario.

Para certos valores de A, a equacgdo (1.1) satisfaz certas
condigdes, que permitem a utilizagfo de um teorema de Mallet-Paret

(+)

(1986) , que assegura uma decomposicio de Morse para (1.1).

Nesta decomposicio de Morse, os ramos que definimos acima séo,

(+) Dizemos que o espago de fase x , de um dado sistema dinamico,

apresenta uma decomposig@io de Morse, se é possivel definir uma
colegdo finita e ordenada S;» S, Sy de conjuntos compactos
invariantes, tal que, se Xey , entfio existe N =z K tal que «(X) ¢ Sy

e w(X) ¢ sK, e mais, se N = K entdo X e Sy



simplificadamente, os conjuntos de Morse . Entre outras coisas,
este teorema nos garante que o ramo 1 ¢, de certo modo, o "mais
estéavel" dos ramos. Isso explica, pelo menos para os valores de
(t, A) em que vale o teorema, a convergéncia das solugdes que
obtivemos para o ramo 1.

Existe uma série de relagdes entre as solugdes e as dinamicas
nos diversos ramos. Por exemplo, o fato de existir cascata de
duplicag@o de periodo completa no ramo 1, implica em no minimo
termos cascatas parciais de duplicagiio de periodo em ramos
superiores. No capitulo B, apresentamos e comentamos algumas
caracteristicas particulares da dinamica dos ramos de ordem maior
que 1 [Ikeda, Kondo & Akimoto (1882)], [Ikeda & Matsumoto (1987)].
Uma dessas caracteristicas ¢é a existéncia de muitas solugdes
simultaneaménte estaveis dentro destes ramos, os chamados
"isbémeros". Devido a esse fato, a dinamica no interior dos ramos
superiores ¢ bastante complexa, e a "rota para o caos" que neles
ocorre deve apresentar maior complexiéade do que aquela que ocorre
no ramo 1.

Além disso, existem solugdes de (1.1) que podem ser expressas
por série de exponenciais. Estas séries sfo computaveis apenas em
uma semi-reta negativa (t<T, onde T ¢é uma constante), e s#o
interessantes principalmente porque, para t - - , aproximam-se da
solugdo estacionaria, e para t - +» , aproximam-se de solugdes
pertencentes a certos ramos, cuja ordens estam relacionadas a
dimens@io da variedade instavel da solugfio estacionaria. Esses

resultados apresentamos no apéndice 1.



A aplicagBo do teorema de Mallet-Paret (1986) , a um
resultado apresentado por Ikeda, Kondo & Akimoto (1982) , fornece
um limite inferior para a ocorréncia de instabilidade em uma
solugéo do rame 1, que nos conduz a uma solugo do ramo 2 (fazemos
tal aplicag8o no apéndice 2).

Concluindo, discutimos a possibilidade de um sistema com
muitos atratores apresentar uma evolugfio de dificil previsdo (ver,
por exemplo, Grebogi et al. (1883)). Isso pode ocorrer
principalmente no caso de sistemas realisticos, que sempre est#o
sujeitos a perturbagdes externas, ainda que pequenas. Essas
perturbagdes podem fazer com que o estado do sistema mude de uma
bacia de atragdo para outra, introduzinde dificuldades na
previsibilidade de propriedades médias da solucfo. Por fim, fazemos
breves comentédrios sobre implicagdes que esse fato teria no caso de
sistemas biolégicos mais complexos do que aquele que estudamos,
sistemas esses que provavelmente devem, também, ter muitos

atratores.



CAPOTULD 2: CONSIDERAGOES GERAIS ACERCA DOS SISTEMAS DINAMICOS

Sistemas DinaAmicos sdo palavras um tanto quanto gerais, e
portanto dificeis de serem definidas. De maneira n&o rigorosa, eles
se apresentam como relagdes entre variagdes, mas isto ¢é vago, e é
conveniente que apresentemos alguns exemplos. Um sistema din&mico &
dito resolvido, se conhecemos as relagdes, ou fungdes, entre suas
diversas variaveis.

Tipicos exemplos de sistemas dinamicos s8o aqueles que
aparecem em mecénica cléssica. A fim de dar um exemplo de como se
constréi um modelo matematico, que nos define um sistema dinamico,
a partir de um sistema fisico, fagamos uma breve analise do
movimento de uma Unica particula.

Dado uma particula, conhecidaé a sua posicdo e a sua
velocidade num dado instante (t), conheceremos a sua posigio no
instante (t + At), onde At ¢ infinitamente pequeno. Se o sistema
for isolado, nfo had razdo nenhuma para pensarmos que a velocidade
no instante (t + At) seja diferente da do instante (t) (isto
implicaria em alguma anisotropia do espago-tempo). Ou seja, para
sistemas isolados a velocidade é constante (se esse raciocinio
parecer estranho, pode se tomar 1isso por hipétese ou fato
experimental).

Isso nos indica que essa particula deve sentir a presenga de



qualquer entidade externa através da variaglo da sua velocidade com
o tempo. Denotando por ?/m o efeito conjunto da agdo externa
(suposta. dependente da posigfio) e da sensibilidade do sistema,

podemos escrever a leil que rege a din&mica desse sistema como:

Q-|Q- Q-|D..
i<l XY

Matematicamente, dado ?(Q)/m, temos um sistema de equagdes
diferenciais, que nos define um sistema dinamico, e cuja solugéo
nos da a trajetéria ¥=%(t) da particula.

Esse exemplo evidencia uma das maneiras mais comuns com que os
sistemas dinAmicos aparecem, ou seja sistemas de equagdes
diferenciais ordinarias (EDO). Dependendo do fendmeno natural que
estamos estudando, e do tipo de hipdéteses que fazemos para tentar
"entendé-lo", chegamos a modelos matematicos que dizem respeito a
sistemas de equagdes integrais, equagdes funcionais, aplicagdes
n-dimensionais com tempo discréto, etc..., e todos estes podem ser
genericamente chamados de sistemas dinéamicos.

Neste capitulo, por motivo de clareza, restringiremos nossas
consideragdes as equagdes diferenciais ordinarias. A éxposigdo que
faremos a seguir é n#o rigorosa, e tem por objetivo Iintroduzir
alguns conceitos utilizados no estudo das EDO de maneira bastante
informal.

Matemat icamente, um sistema de equagdes diferenciais



ordinarias, auténomo, em R", pode ser definido pela relagéo:

(2.1) = X= F(X),

Q-|Q-
Lt B-d

onde: X € Rn,
F:RSR" F e Cl ()

n é natural e finito.

Sob essas condiges em F, ¢ possivel provar [Arnold (1985)]
que dada a condigdo inicial XO, existe uma Gnica solugdo X(t), para
t em uma certa vizinhanca de t = 0, tal que: (2.1) ¢ uma identidade
© X(O)=XO. Quando quisermos explicitar a dependéncia da solugido na
condigédo inicial, escreveremos X(t,XO). Para uma grande classe de
fungdes F & possivel definir as solugdes de (2.1) para qualquer
t € R. Daqui para frente consideraremos apenas F’s, que satisfagam
esta condigédo.

Resolver (2.1) ¢é encontrar as ”suas solugdes para qualquer
X e R e t € R.

Em geral ndo ¢ dificil encontrar algumas solugdes particulares
de (2.1), mas resolver o problema, na quase totalidade dos casos, é
impossivel. Via de regra as fungdes que sabemos manipular ndo séo

suficientes para expressar o rico comportamento das solugdes de

(+)

1 ; » 2 ; i
C" é o conjunto das fungdes continuas com primeira derivada

também continua.



(2.1).

Como uma tentativa de contornar o problema de se resolver
explicitamente (2.1), fol criada a teoria qualitativa das EDO. Esta
tem por objetivo resgatar caracteristicas importantes das solugdes
de (2.1), usando para isso solugdes particulares e propriedades
geométricas gerais das EDO.

Na teoria geométrica das EDO, sZo de grande importancia as
solugdes particulares de (2.1) que conseguimos explicitar. Em geral
as unicas solugdes que podem ser sistematicamente encontradas, s#o
as chamadas estacionarias, ou seja aquelas que sfo constantes no
tempo. A fim de encontra-las, devemos resolver o sistema de

equacgdes algébricas:
F(X) = 0.
e

0 espago onde X estd definido (no caso, R") é denominado
espago de fase (x). Nesse espago, a ééda ponto X, ao qual chamamos
de estado do sistema, associamos um vetor dado por F(X), ou seja,
definimos um campo de vetores sobre x . As solugdes de (2.1) s#o
definidas por curvas tangentes a F(X), em cada ponto X.

Esse tratamento torna possivel pensar no problema como o do
escoamento n-dimensional de wum fluido, onde dado o campo de
velocidades, queremos encontrar suas linhas de corrente, ou seja a
trajetéria das particulas fluidas.

O simples fato de encarar o problema desta maneira, Jja nos

sugere algumas perguntas acerca de (2.1), que podem nos ajudar a

10



classificar os sistemas de EDO.
Primeiramente, podemos calcular o n-divergente de F(X),

definido por:

n

div(F(X)) = E dF (X)/dX .

i=1

Se div(F(X))=0 teremos o analogo a escoamentos
incompressiveis, que nesse caso definimos como sistemas
conservativos (conservam volumes no espago de fase). Caso ndo sejam
conservados volumes, os definimos como dissipativos.

Em segundo lugar, podemos nos perguntar acerca da natureza dos
pontos fixos de (2.1), ou seja, aqueles que s&8o solugdes
estaciondrias do sistema. Para isto, ¢ conveniente linearizar o
campo de vetores em torno dos pontos fixos. As propriedades de
continuidade/diferenciabilidade do campo nos asseguram gque, na
maioria dos casos, esta é uma boa aprgximaqao.

Definamos entdo a aplicagéo linear DpF‘:I‘Rn-zann, associada ao

ponto p do espago de fase, e dada pela matriz:
D F) =dF (p)/dx ,
(p Jij (P i

que chamaremos de derivada de F em p.
Queremos agora estudar as propriedades do operador linear DpF,
e ¢ conveniente que encontremos uma base, na qual este seja

representado da maneira mais simples possivel. Para isso devemos

11



resolver a equacf@o caracteristica det(DpF—AI)=O, e analisar a
natureza dos A's ( espectro de DpF D

A seguir introduziremos algumas definigdes relacionando p e
D F:
- 0O ponto p é dito hiperbsdlico, se det{DpF-AI);O néo

possul nenhumes

raiz imagindria pura.

o

- 0 ponto p €& localmente atrativo, se toda raiz de
det{?ﬂthI)=3 tem parte real menor gue zero.

;

- 0 ponito p & dito localmente repulsivo, se pelo menos uma
raiz de det(DpF—AI} tem parte real positiva,

- Se p ndo é repulsive, dizemos entfo que a solugio X=p ¢é
estéavel.

Existe um importante teoreme (Hartman & Grobman, [ Palis & de
Melo (1982) ] ) que assegura, no caso de pontos fixos hiperbélicos,
que o campo vetorial F, em torno de p, e o campo linear DpF,
apresentam solucbes localmente conjugadas (quer dizer existe um
homeomorfismo em uma vizinhanga de p, que associa as drbitas do
sistema n@io linear as érbitas do sistema linearizado).

Esse teorema, mais o fato de que as matrizes com autovalores
nédo imaginarios puros formam um conjunto aberto e denso no espago
de matrizes (provido de uma métrica conveniente), nos permite dizer
que os pontos fixos hiperbdlicos s8o estaveis por pequenas
perturbacdes em F. Ou, em outras palavras, existe uma vizinhanca de
F (definida no espago dos campos vetoriais c’ em m", com uma
métrica conveniente) em que todos os outros campos vetoriais s#o

topologicamente conjugados a F. Ou ainda, se fizermos uma pequena

12



perturbagéo em F, a din&mica desse campo nas vizinhangas p ndo sera
qualitativamente alterada .

Muitas vezes estamos interessados em estudar as variagdes na
dinamica de um sistema, conforme alteramos algum de seus parametros
caracteristicos. Nesses casos, o resultado acima ¢é extremamente
importante pois, pelo menos localmente, ele garante que nfo
ocorrerdo alteragdes qualitativas na vizinhanga do ponto fixo p, a
menos que o espectro de DpF possua elementos sobre o eixo
imaginario.

Outra caracteristica interessante dos pontos fixos
hiperbélicos, é que podemos decompor o espago nas vizinhangas dos
mesmos, na soma direta de dois subespagos euclideanos, o primeiro
assoclado aos elementos do espectro com parte real negativa (ES), e
o segundo éos elementos do espectro com parte real positiva (EY).
Considerando a equagdo linear Y = (DpF)Y, onde Y =X-p, os
pontos que pertencerem ao primeiro subespago convergirio para Y=0,
ou seja para X=p, € 0S que pertenceéém ao segundo, divergirio de
Y=0, ou seja de X=p. Feita essa observagfo, notamos que o teorema
de Hartman & Grobman define localmente duas variedades associadas a
p, uma conjugada a E® chamada de variedade estavel (Wsl ), e outra

ocC

conjugada a E" chamada de variedade instavel (w“l ).
ocC

Podemos agora estender a definicfo de variedade estavel (W°)
e instéavel (Wup) associadas a p, simplesmente tomando o conjunto de

todas as trajetérias que estfo associadas as variedades wsl e
oc

w\.l

loc’

0O conceito de variedades estavel e instavel associadas a um

13



determinado ponto fixo, é bastante importante no que diz respeito a
qualidades globais do sistema. Da unicidade das solugdes temos que
por cada ponto do espago de fase passa uma Unica trajetéria. Isto
implica que, ou uma trajetéria qualquer estd inteiramente contida
nas variedades estédvel/instdvel de um certo ponto fixo P, ©ou nao
tem nenhum ponto em comum com as mesmas. Este fato tem multas
implicagBes geométricas, e grande parte da dinamica do sistema pode
ser obtida das caracteristicas das variedades estavel/instavel dos
diversos pontos fixos do sistema.

Note que tudo o que estamos falando esta ligado a solugdes
estacionarias de (2.1). Além destas, existem outras solugdes
particulares de (2.1), muito importantes, mas muito mais dificeis
de serem calculadas: as solugBes periddicas. Em geral, com relagéo
a estas, o maximo que se consegue fazer, com rigor matematico, é
dar provas de existéncia.

Podemos generalizar, para as orbitas (ou trajetérias)
periédicas, quase tudo o que foi di£§ para os pontos fixos. Para
fazer isso é conveniente definir segdo de Poincaré, ou seja, uma
superficie (S) de codimensfo 1 transversal a érbita periddica no
ponto p. Sobre esta superficie, devido 4 continuidade de F, podemos
definir, em uma vizinhanga de p, uma aplicacgdo f:S + S que a cada
intersecgdo de uma dada o6rbita de (2.1), associa a préoxima

intersecgéo. Esquematicamente, temos figura 2.1:
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érbita periddica

segdo de Poincaré

figura 2.1

Obviamente p sera um ponto fixo da apliagéo f, que por sua vez
tera propriedades de continuidade e diferenciabilidade semelhantes
aquelas de F.

Podemos agora linearizar f em torno de p, definir a aplicagéo
linear Dpf e analisar o espectro de Dpf. Se esse espectro ndo
contiver elementos sobre o circulo unitario, entfio dizemos que a
6rbita periédica ¢ hiperbélica. Por um procedimento“ analogo ao
utilizado para os pontos fixos de (2.1) é possivel definir as
variedades estéavel e instavel associadas a p.

Dizemos que uma érbita periédica ¢ localmente estavel se a
solugdo p=f(p) ¢é estavel, ou seja, se todo A pertencente ao

espectro de Dpf satisfaz |A|= 1. Dizemos que ela é atrativa, se
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[A]< 1.
Note que tanto as é6rbitas peridédicas, quanto os pontos fixos,
podem ser atrativos. Na verdade obJjetos diferentes desses podem

atrair as orbitas de uma determinada regiso do espago de fase.

Baseado nessa afirmacfo definimos um "atrator" B [Guckenheimer &
Helmes (1983)], como ¢ conjunto no espago de fase, que contenha, ao

menos densamente uma o6rbita, e que possua uma vizinhanca U, tal gque

- 3 AR ” %)
para tode s € U temos X(l,s) e U, © > 0, e X{(t,s) » B ( Ao

o
—
-

1
i
t

%

conjunto de todos os pontos € que s&o atraidos por B, damos o nome
de bacia de atragio de B. Observe que a nog8Bo de atrator séd é
cabivel no caso de sistemas dissipativos, uma vez que implica
nescessariamente na contragéo de volumes no espago de fase.

Como no caso dos pontos fixos, ter conhecimento da existéncia
de o6rbitas periédicas, e das caracteristicas locais de F préximo as
mesmas (p.ex. as dimensdes das suas variedades estavel e instéavel),

€ muito Util para a caracterizagfio geométrica global do sistema.

()

Paralelamente a definicfo de atrator é conveniente definir o
conjunto limite-w de um ponto s pertencente a uma oérbita X(t),

w(s), como o conjunto de todos os pontos b, tais que lim X(tn) =b
n-0m
para alguma seqlencia tn—> +0 . De maneira analoga, definimos o

conjunto limite-a de um ponto s pertencente a uma oérbita X(t),

a(s}, como o conjunto de todos os pontos ¢, tais que lim X(tn) = ¢
N
para alguma seqiencia tn—> -o . Isso significa que uma trajetoéria

X(t) para t muito grande tende, ao seu conjunto limite-w, quando

t>0, e ao seu conjunto limite-«, quando t<O0 [Hirsh & Smale (1974)].
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Bacla ~ ~
de atragéo

Por exemplo, genericamente, ¢ possivel mostrar que bacias de
atragéo de dois atratores disjuntos nfo se interceptam, e sdo
separadas por variedades estdveis de conjuntos singulares nfo
atrativos (como pontos fixos ou érbitas periédicas). Ver figura 2.2

[Guckenheimer & Holmes (1983)].
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figura 2.2
Nesse ponto, é nescessario que fagamos uma observagio acerca
da aplicagdo pratica da ‘teoria geométrica das equagdes

diferenciais.

Como citado acima, podemos ter uma idéia razoavel de como se
comporta um determinado sistema do tipo (2.1), se conhecermos
algumas de suas propriedades, como por exemplo suas solugdes
estacionarias e periédicas. Portanto para cada F, que nos

interesse, é nescessario que determinemos pelo menos alguns destes
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elementos, e isso nem sempre ¢é féacil. Mesmo encontrar solugdes
estaclionarias, ou seja, resolver o sistema de equagdes algébricas
F(X)=0 é extremamente dificil, dependendo da dimensBo e natureza de
F. Com 1isto concluimos que, mesmo para realizar estudos
qualitativos em sistemas dinamicos, é quase sempre indispensavel o
uso de uma ferramenta de célculo potente, e é ai que estd o papel
fundamental do computador. Sem duvida a teoria dos sistemas
dinémicos sofreu um grande avango nos ultimos 30 anos, retomando o
desenvolvimento que conheceu no fim do século passado e inicio
desse século. Também, nestas ultimas tres décadas, ocorreu um
grande avango na éarea da computagfo digital. Certamente o primeiro
avango esta causalmente relacionado ao segundo.

Para finalizar este capitulo, gostaria de dizer que apesar de
ter feito consideragdes apenas acerca de sistemas dinamicos en
dimens&o finita, a maloria destas também se aplicam a certos
sistemas em dimens&@o infinita. Estes sistemas também apresentam
solugdes estacionarias e periédicaéle em geral podemos fazer
linearizagdes em torno destas, etc... A analogia entretanto nio é
completa. A teoria dos sistemas dinamicos em dimensfio infinita tem
suas caracteristicas préprias, que dependem da natureza do sitema
tratado. O aumento no numero de dimensdes geralmente enriquece
qualitativamente o problema.

Nos préximos capitulos, falaremos acerca de um especifico

sistema em dimensdo infinita.
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CAPITULO 3: DINAMICA DE POPULAGCOES E O MODELO ESTUDADO

Grande parte do desenvolvimento da teoria dos sistemas
dindmicos, fol motivada pelo estudo de sistemas fisicos, em
particular o movimento dos corpos celestes.

Nesse século, em ciéncias como a Biologia ou a Meteorologia,
tentou-se construir modelos matematicos relativamente simples para
explicar fendmenos bastante complexos, objetos destas ciéncias.

Ao contrério do que acontece na Fisica, no entanto, esses
modelos ndo conseguem, na grande maioria das vezes, dar-nos
informag&o quantitativa precisa. Isso certamente se deve ao fato de
que, para se construir esses modelos simples, ¢é nescessario
desprezar uma série de fatores nfo despreziveis.

Melhorar essas estimativas quanfﬁtativas ndo & facil. Muitas
vezes o que se faz € complicar parametricamente o modelo, mas na
pratica isso traz outros problemas. Quanto mais parametros tem um
modelo, ‘mais informagdes experimentais sfo requeridas, e muitas
vezes, ou é impraticével obté-las, ou é mais facil fazer um ensaio
do sistema.

Com isso, o objetivo de se estudar modelos quantitativos
simples, em biologia e outras 4areas, nio é fazer previsdes
quantitativas precisas, mas tentar isolar fatores de um certo

fendmeno, que de alguma maneira reproduzam as suas caracteristicas
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principais qualitativamente.
Neste trabalho estamos interessados em um problema originario
da din&mica de populagdes.

Simplificadamente, por populagfio entendemos um conjunto de
individuos de uma mesma espécie, associados a uma determinada
regiéo do espago. A din&mica de populagdes tem por objetivo estudar
as leis que regem a variag&o do numeroc de individuos de uma ou mais
populagdes, em fung@o do tempo.

Em geral, o que se observa na natureza é uma intrincada teia
de relagdes entre: individuos de uma mesma espécie, individuos de
espécies diferentes, e Individuos e o meio ambiente. Uma vez que na
majioria dos problemas, s estamos interessados no numero de
individuos de uma dada espécie, suprimimos o nivel de interacgéo
individual; usando a definig8o de populagio, e reduzimos assim o
problema a inter-relag¢des entre populagdes e o meio ambiente.

Mesmo assim, o problema continua deveras complexo, e é
nescessario que se defina em quais” das suas varidveis estamos
interessados. Se estamos interessados em algumas (ou alguma)
populagdes especificamente, devemos concentrar a influéncia de
todos og demais fatores, em parametros ou excitagdes que, ao menos
aproximadamente, independam das varidveis de interesse. Essa
certamente, ¢é a etapa da modelagem que mais requer critério e
conhecimento da ecologia da populagdo e do ambiente. A nosso ver, é
também onde se perde grande parte da previsibilidade quantitativa.

Com essas simplificagdes, reduz-se o problema a umas poucas

variaveis, e através de relagdes entre as variacdes das mesmas,
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constréi-se um modelo matemdtico para o sistema.

0 modelo que estudaremos nesta tese, trata do problema de uma
unica populagio isolada.

Na verdade a motivagfio para a construgédo desse modelo nfo foi
a observacdo de uma determinada populagéo natural, mas sim
experimentos realizados por Nicholson (1954) e Tadei (1975).

De maneira simplificada, o experimento consiste em criar
mescas (em Tadel (1978) utilizou-se mosca de frutz, "Drosophyla'),
isoladas em certas caixas, limitando o fornecimento de alimento aos
adultos e ndo as larvas.

0O ciclo de vida das moscas é caracterizado por duas fases
muito diferentes. A primeira chamada de fase larval, onde o animal
¢ uma larva, e a segunda de fase adulta, onde o animal é uma mosca
préopriamente dita

O ciclo de vida comega pela deposic¢fo de ovos, realizada por
individuos adultos. Estes ovos apds certo tempo eclodem dando
origem a larvas, que se alimentam intensivamente. Apés um certo
tempo estas larvas iniciam um processo de metamorfose, conhecido
por periodoe de pupagsio. Passado um certo periodo, estas pupas
transformam-se em adultos e estes reiniciam o processo de
acasalamento e postura dos ovos. Note que a unica fase fértil é a
adulta. Neste trabalho o intervalo de tempo entre a postura dos
ovos e o comeco da fase adulta, serd abreviado por T.

A primeira observagso a ser feita em diregfo a construgéo de
um modelo para o experimento, é que N, o numero de moscas que

habitam uma dada caixa, ¢ uma variavel discreta. A segunda, que
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talvez seja a principal origem das dificuldades dos modelos para
populagdes, ¢é que definimos uma variavel que agrupa elementos que
ndo se comportam exatamente da mesma maneira. Cada individuo é
diferente (pense na espécie humana) e se comporta diferentemente.
Isto causa problemas no que diz respeito a caracterizagio da
populagdo, pois suas caracteristicas serdo dadas por distribuigdes
de probabilidade.

Nos casos em que trabalhamos com um numero nfio muito grande de
individuos, ¢ nescessario que construamos modelos discretos e, se
possivel, com componentes estocdsticos [Svirezhev & Logofet
(1983)], [Levins (1969)]. Devemos ter cuidado, entretantc, com
modelos onde a matematica é complicada pois isto torna mais dificil
o entendimento da dinamica do problema.

Modelos relativamente simples s&o obtidos no caso de ser muito
grande o numero de individuos dentro das caixas. Nesta situagéo
vale a aproximagdo do continuo, e podemos considerar apenas as
propriedades médias da populagéo.

Sob essas hipéteses Perez,” Malta & Coutinho (1977) (ver também
Smith (1968), (1974)) desenvolveram um modelo para as experiéncias
[Nicholdon (1954)], [Tadei (1975)], que passamos a descrever.

Se N(t) é a fungio que a cada instante (t) nos d4 .o numero, ou
a densidade, de moscas dentro da caixa, entdo a variagéo
N(t+At)-N(t), entre os instantes t e t+At, & dada pelo nuUmero de
animais que passa para a fase adulta, menos o numero de animais que
morre neste mesmo intervalo de tempo. O ingrediente fundamental do

modelo, é que o numero de moscas que passa para a fase adulta no
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instante t n&o é funcfio do numero de moscas no instante t, N{(t),
mas do numero do numero destas no instante t-t, N(t-t). O numero de
moscas gue morre no instante t, é simplificadamente assumido como
dependente somente de N(t).

Com essas hipéteses, definimos as fungdes:

i) b=b(N(t-1)) que dé& o ntUmerc de individuos que passa
para a fase adulta por unidade de tempo, "per capita", em funcéo da
populacdo no instante t-t.

ii) d=d(N(t}) que d& o numero de individuos que morre por
unidade de tempo, "per capita", em funcfio da populag@o no instante
t.

Fazendo-se o limite At-0 ©pode-se escrever a equagéio

diferencial para N(t):

dN(t)

(3.1} at

= b(N(t-7)) N(t-7) - d(N(t)) N(t).

As curvas b(N) e d(N) ni3o sio facilmente obtidas na pratica,
mas conhecemos seus comportamentos.

A funcdo d(N) deve ser quase constante para N abaixo de um
certo valor, e depois deve crescer cada vez mais rapidamente.

A funcgio b(N), conforme vamos crescendo N, deve partir de um
maximo dado por caracteristicas fisiolégicas da mosca, permanecer
quase constante para N abaixo de um certo valor, e depois

decrescer, tendendo a zero para N grande, ou atingindo o zero e ai
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permanecendo.
Essas formas estéo obviamente relacionadas & competigfo por
alimento.

O esbogo dessas fungdes ¢é apresentado abaixo, figura 3.1:

d(N)

b(N)

Z\/

N
eq

figura 3.1

Note que, apesar de o modelo ter sido desenvolvido tendo em
vista as ja citadas experiéncias, ele pode nos dar boas indicagdes
qualitativas acerca de populagdes que vivem em condicdes naturais,
desde que estas condigfes nfio sejam alteradas pelas variacdes de N,
e nem variem muito por si sé.

Em alguns casos existem duas modificag®es que podem melhorar

bastante os resultados deste modelo. Primeiramente podemos adimitir
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que as taxas de natalidade e mortalidade nfio sfdo fungdes da
populagédo apenas em determinados instantes como t ou t-t, mas em
intervalos de tempo [Hadeler (1879)]. Em segundo lugar podemos
adicionar uma excitagfo estocastica a equagdo (3.1), a fim de
reproduzir as variagdes ambientais [Svirezhev & Logofet (1983)],
[Lewotin & Cohen (1969)].

Uma vez que estamos interessados em propriedades qualitativas
das solugdes de (3.1), ¢é conveniente escolher duas fungdes
representativas b(N) e d(N), que serdio utilizadas na analise
numérica do sistema. Vamos fazer esta escolha da maneira mais
simples possivel, sem perder de vista as restrigdes sobre b(N) e
d(N). Levando em conta estas observacgdes, escolhemos as fungdes que

Smith (1968) utilizou como modelo para esta mesma experiéncia, (ver

figura 3.2).
b(N) = C1 N(t-T) +C2 se N < C2/C1 ;
b(N) =0 se N > Cz/C1 ;
(3.2)
d(N)= C3
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figura 3.2

Introduzindo (3.2) em (3.1), ficamos com:

dN(t)

(3.3) 3t

= (-CIN(t—T) + Ca) Nit~%) - CSN(t).

Fazendo uma mudanga de escala em t, redefinindo N e os

parédmetros, como a seguir:

o= t/T, X(t) = (CI/CZ) N(tr), T’ =C,t, A=C_/C,,
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e introduzindo essas modificacgdes em (3.3), omitinde ('), ficamos

com:

W
fin

= =X(t) + A X(t-1) [1-}(t-1)]

>
|
[}
>
ot

Nota-se que (3.4} é caracterizada por dois parametros. Um que

¢ essencialmente o retardamento v, que por causa da mudanga de
escala de tempo estd dividindo o lado esquerdo de (3.4), e outro o
parametro A, que caracteriza geometricamente o sistema. Com isso
nosse objetivo fica sendo caracterizar as solugbes de (3.4) em
fungéo dos dois parémetros T e A.

Note que, quando T € muito grande, podemos pensar que o lado
esquerdo de (3.4) ¢é muito pequenc (n8o levando em conta que [i|

também pode ser bastante grande), e desprezando-o, obtemos:

ALt) = A Xie=13 [1 = dle=1])],

ou seja a versfo continua da aplicagido quadratica, que é certamente
um dos sistemas din&micos, com comportamento irregular, mais bem
estudado.

Na pratica, esse limite ingénuo se mestra bastante atil, ainda
que néo tenha sido provado rigorosamente, e que seja dibia a sua

veracidade.
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Como vemos, (3.4), por si so6, possui um grande interesse
matematico, pois ¢é um sitema continuo relativamente complicado, e
possivelmente relacionado a um sitema discreto muito bem conhecido,
de dina&mica ndo trivial.

No préximo capitulo veremos algumas caracteristicas das

equacdes do tipo (3.4).
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CAPITULO 4:CONSIDERACOES SOBRE EQUAGOES COM RETARDAMENTO

Existe uma grande diferenga entre os cistemas dos quais falei

0s sistemes do capitulo 2, dados por EDO, tem suas evolugdes
temporais delerminadas apenas pelos valores das suas variaveis em
algum instante. Note gue esses sistemas possuem uma relac@o causal
extremamente particular, nos quais a evcolug8o futura sé depende do
instante inicial.

Vimos, no capitulo anterior, que o sistema que estamos
interessados ndo satisfaz a relacgfio causal acima pois, tem como
ingrediente fundamental, uma dependéncia dinamica no seu passado.
Na verdade muitos modelos gque se aplicam a problemas de engenharia
(principalmente aos de controle), de biologia, de fisica, etc...,
apresentam evolugfio dependente do passado. Dizemos que esses
sistemas apresentam meméria.

Em particular, nosso sistema apresenta um termo de meméria

formalmente simples, um retardamento no argumento da fungéo

incégnita, como mostrado abaixo:

(4.1) = =X(t) + £ (X(t-1)).

L B
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Tais equacgbes sao chamadas de equagdes diferenciais com
retardamento (EDR).

Antes de mais nada, apresentaremos um método para resolver as
EDR.

Suponha que seja dada uma fungfio qualquer ¢(t), te[-1;0], e
gue impomos que X(t)=¢(t) para t nesse intervalo. Substituindo essa

~

condicéo em (4.1), ficamocs com:

e -

= =X(t) + f(g(t-1)], 0=t = 1.

Podemos agora integrar essa equacgfo nesse intervalo obtendo:

t
(4.2)  K(t) = ¢(0) e + 7 [ o SOFE hitecli ds 4

0

para 0 = t =1

Note que ajustamos X(t) de modo que X(0)=¢(0).

Se, de maneira analoga, considerarmos o intervalo [1,2],
obteremos uma expressf@o semelhante a (4.2) para X(t) neste mesmo
intervalo.

De maneira geral, se definirmos Xn(t)=X(t+n—1), onde
Xn:[D,l]aR com Xo(t)=¢(t}, teremos que a solugBo do problema serd

dada pela seguinte aplicag&o no espago das fungbes:
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A primeira caracteristica que quero realgar nessa solugdo, é
que ela requer, como informagdo inicial, uma fungdo no intervalo
[0,1)]. Quando quisermos explicitar a dependéncia da solugdo na
funcio inicial, escreveremos X(t,¢), onde fica subentendido que ¢
esta definida no intervalo [-1,0].

Na verdade pode se provar que se f e ¢ s&o razoavelmente bem
comportadas, entdo é possivel obter uma uUnica solugéo de (4.1},
definida para t>0 (este resultado ¢é decorréncia direta dos teoremas
para EDO). Além disso, as integragdes sucessivas "alisam" cada vez
mais a solugdo, de modo que para t- o, X(t)- g™

Como vimos no capitulo 2, a teoria qualitativa das EDO &
fortemente baseada em argumentos geométricos e na nogido de espago
de fase.

Gostariamos também de construir uma teoria geométrica para as
EDR mas, antes de mais nada, seria nescessario que definissemos
algo anadlogo ao espago de fase das EDO.

Devido ao fato de estarmos lidando com uma equagdo diferencial
de primeira ordem e uma unica variavel, poderiamos pensar que
talvez a reta fosse uma boa candidata a espago de fase de (4.1).
Esbarramos, entretanto, no problema de que a informagéo inicial

requerida pela equagdo ¢ uma fungéo.
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Mesmo eliminando o problema da fungdo inicial, ou seja,
levando em conta apenas as solugdes globais de (4.1), definidas
para qualquer t, t € R, veremos que a reta ndo é uma boa candidata

a espaco de fase. Para isso consideremos o exemplo [Hale (1977)]:

(4.4) X(t) = -~ X(t-T/2) ,

que tem como solugdes globais:

(4.5) X(t) = sen(t) e X(t) = cos(t)

entre outras.

Note que essas solugdes se interceptam infinitas vezes em t €
R. Se considerarmos R como espago de fase, suas oOrbitas
coincidirdo, mesmo sendo diferentes ‘em qualquer intervalo de R.
Essas orbitas ainda conterdo outras o6rbitas como, por exemplo, a da
solugéo trivial.

De outra maneira, consideremos como espago de fase , o espago
das fungdes continuas, definidas em [-TI/2,0]. Se pens;rmos que as
solugdes de (4.4) em cada instante t definem uma fungdo em ¢, entéo

podemos definir a 6rbita das solugdes (4.5), como:

v = { y:y(0)=sin(t+8), -M/2 =0 =0, Yy e, parat € [-ow, +ul}
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Note que, por essa delinig&o, sin{(t) e cos(t) pertencem a
mesma 6rbita pois, na verdade, s@oc a mesma fungBo, a menos de uma
translagfo. Neste caso a érbita da solugéo trivial, um‘ponto em C,
ndo estd contida na 6rbita acima. A 6rbita de (4.5) tem ainda a
conveniente propriedade de ser fechada, com periodo 21, o que
reproduz o fato.de (4.8) ser periddica com o mesmo periodo. Como
vemos, o espa@o das fungbes &, & o espaco de fase natural de {(4.4).
De maneira andloga, define-se o espaco de fase y de (4.1).

Nesse ponto, € opertuno apresentar algumas diferencas entre acs
6rbitas definidas por (4.1) em ¥ , e as orbitas definidas pelas EDO
(2.1) em R".

Primeiramente, para (2.1), dado um estado Xo’ é possivel
obter, aoc menos localmente, a érbita que passa por XO, tanto para
t>0 quanto para t<O.

Para as EDR é, em geral, impossivel estender em diregéo ao

passado a érbita que se origina em ¢. Por exemplo, se para (4.4)

damos como funcio inicial ¢ = cte # 0, para te [-1I/2,0], temos que:

X(t-1/2) = g% = 0, para -II/2 = t = 0,
e ndo conseguimos impor a condigdo de continuidade em -II/2.
Portanto, essa funcfo inicial n8o adimite uma extensfio da solugdo
no sentido de t<O.

Outro fato curioso das EDR, €& que, duas fungdes iniciais

diferentes, podem dar origem a uma érbita gque coincide apbés um



intervalo finito de tempo. Novamente suponhamos dadas as duas

fungdes iniciais:

(4.8) ¢1(t) = alt, ¢2(t} = azt, com aliaz, a1<0, a2<0

e te [-TI/2,0],

e a equagido:

X(t) = X(t) X(t-T/2)

Obviamente, as duas fungBes iniciais (4.6) dardo origem a
solugdo trivial da equagBo acima, e portanto suas érbitas
coincidirdo para t>0.

Apesar.dessas diferengas, muitos dos resultados do capitulo 2
também s8o validos para as EDR. Entre estes resultados, esta o
teorema de Hartman & Grobman que garante a existéncia das
variedades instavel e estavel nas vizinhangas de  pontos
hiperbbélicos. Também ¢é possivel associar variedades estaveis e
instaveis as vizinhangas de érbitas periédicas hiperbélicas, assim
como estender as definigdes dessas variedades, etc. Daqui para
frente consideraremos muitos dos resultados mencionados para as
EDO, validos também para as EDR. Um tratamento rigo;oso das EDR
estd fora dos nossos objetivos, e o leitor interessado deve
dirigir-se a Hale (1977) e Bellman & Cooke (1983).

Neste trabalho, estamos especificamente interessados em saber

como as solugdes da equagdo (4.1) com f(X)=AX(1-X) variam conforme
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variamos os dois parametros Tt e A. Como Jja dissemos, um tratamento
quantitativo desse problema, com respeito a T e A, sb& é possivel
numéricamente. Entretanto, € possivel fazer algumas. afirmagdes

acerca das solugdes de (4.1), baseando-nos apenas nas propriedades

desta e de f(X).

A segulir expomos alguns resultados acerca das solucbes de

; 3odi &3 = : 1 i )
{4.1). A principio consideramos, f:R+R, fe C', impondo-lhe as
restricdes necessarias conforme s} resultado que gqueremnos

apresentar.
Primeiramente suponhamos gque f(Xeq)= Xeq , de modo que (4.1)
possua uma solugdo estacionaria Xeq= cte.

Nesse caso podemos linearizar (4.1) em torno de Xeq

¥

Y = X - Xeq ,de modo a ficar com:

L)y = - vty + £(X ) Y(t-1) ,
T eq
(4.7)
; _df(X)
onde T (Xeq) = X .

eq

Essa equacgf8o pode ser analisada com o auxilio da transformagéo
de Laplace [Bellman & Cooke (1963)], ou através de uma solugéo
tentativa do tipo Y(t) = eht. Substituindo essa solugdo tentativa

em (4.7), e simplificando os termos em eht, ficamos com:

(4.8) = ¥ ] = f’(Xeq)e = 0,
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conhecida por equacgfo caracteristica de (4.7) (Caso A seja raiz de
(4.8) com multiplicidade algébrica maior do que 1, as solugdes de
(4.7) podem vir a ser produtos de polindmios por exponenciais).

Note que, em geral, A pode ser complexo, o que define o par de
equagdes reais:

a/THl= £7(X_ ) e % cosp

(4.9) , onde A = a+fi,

Y -
B/t=-f (Xeq) e sing

ou

(/T + 1)% + (B/1)%= (£ (X ))%e ™2
(4.10) =

B/ (a+t) = -tgp ;

Existe uma série de resultados acerca de equagdes desse tipo
[Bellman & Cooke (1963)]. Um resultado importante, é que todas
raizes de (4.9) satisfazem a<M, paré algum M real, ou seja, as
raizes de (4.8) estéo em um semi plano esquerdo do plano complexo.
Se T for suficientemente pequeno, ¢é facil notar, a partir de
(4.10), que todas as raizes possuem «<0. Conforme vamos aumentando
T, @as ralzes vio se deslocando continuamente para_ a direita.
Estamos particularmente interessados nos pontos em que a=0, o que

implica nas equagdes:
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1
1 =1{"(¥X_ ) cosB B =arccos |—————=1] + 20(n-1)
(4.11) = = 3 [Xeq)
B/t = - f’{Xeq) senf 1/7= - £ ( Xeq}(sgnﬁ)/ﬁ

Note que (4.11) define uma familia de curvas, indexadas por n,
no espago {t,f’fxeg)]. Estas curvas representam o cruzamento do
eixo imaginario por sucessivos pares de raizes, conforme aumentamos
un dos peréametros, e deixames o outro fixo.

Note que se chamarmos de 7 ¢ ponto em qgue o primeirc par

4

(n=1) de raizes cruza o eixo imaginérioc, entéo de (4.11):

B
_ 1 1 _
(4.12) TS RO e 31 = arccos[fTTX——T].
eq 1 eq
e substituindo (4.12) em (4.11):
(4.13) v = (14201
n 1 f31
(4.14) B = B +2N(n-1) ,
n 1

ou seja todos os T's e B’s em que raizes cruzam o eixo imaginéario,
estéo relacionados a By, B 81 de maneira muito simples.

Outra propriedade facilmente obtida de (4.10), é que |f'(Xeq)|
=z 1 é& condigdio necesséria para que suas raizes possuam parte real

positiva.
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Note que, se todas as raizes de (4.8) tem parte real negativa,
ent@o podemos dizer que a solug@io de (4.7), Y=0, ¢ assintoticamente
estavel, e no minimo a solug#o szeq satisfaz essa mesma
propriedade em alguma vizinhanga de Xeq para (4.1).

A curva associada a estabilidade local de X= Xeq’ solugédo de
(4.1) com f(X)=AX(1-X), ¢ dada na figura 5.44, e corresponde aos
pontos onde essa solugédo sofre uma bifurcaglo de Hopf (isso pode
ser rigorosamente provado quando variamos T [Hale (18977)], I[de
Oliveira (1984)], ver também Marsden & McCracken (1978)).

Se continuarmos aumentando o parametro T, ou o equivalente a

[£7(x_ )|, de modo a X = Xeq perder a estabilidade, observaremos

eq
que (4.1) apresentard uma solugéio periddica estavel. Numa
vizinhanga do ponto de bifurcagédo, a existéncia dessa solucdo &
assegurada pelo teorema de Hopf. Provas da existéncia de solucdes
periédicas, para parametros longe da bifurcagdo de Hopf, sio
fornecidas em inumeras referéncias. Para o casc em que estamos
interessados, o melhor dos resultédos provavelmente ¢é o de
Mallet-Paret (1986), onde ¢é provado um teorema que garante a
existéncia de solugdes periéddicas em toda a regifdo onde Xeq é

instavel, desde que f(X) satisfaga a condigio de ‘'"negative

feedback", ou seja:

[ €% > X se X < X g
eq eq
(4.15) {4 £(X) <X se X > X ;
€q eq
df (X)
ax <0
~ eq
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A primeira vista a fungio f(X)=AX(1-X), na qual estamos
interessados, nao satisfaz essas condicdes. Mais adiante
apresentaremos um resultado acerca dos limites superior e inferior
dessas solugdes, que nos assegurara que, pelo menos para uma
importante regifo do espago (t,A), o teorema de existéncia acima é
valido. Nas demais regiles, apesar de ndo termos encontrado prova
de existéncia de solugdes periédicas, nosso resultado numérico leva
a afirmar que elas existem. Com essa observagio, nio mais nos
referiremos a existéncia de solugdes. Uma vez que elas séo
observadas numericamente, €é assumido que elas existan.

O problema da estabilidade das solugdes peridédicas de (4.1) é
bastante dificil, e quase nd3o existem resultados rigorosos acerca
do mesmo (um artigo interessante que se refere a esse assunto, é
Kaplan & Yorke (18977)).

Sistemas do tipo (4.1), em geral apresentam um nUmero
crescente de érbitas periédicas confo;me aumentamos o parametro T,
fato que também pode ocorrer para outros parametros embutidos em
f(X). O estudo de como essas solugdes aparecem em funcéo de T, A,
para f(X)=AX(1-X), sera apresentado no préximo capitulo.

Mesmo ndo conhecendo as solugdes de (4.1), é nuitas vezes
possivel fazer afirmagdes acerca dos seus limites superior e
inferior. A seguir apresentamos um resultado nesse sentido.

Primeiramente fagamos a hipétese:

(4.18) f:I-1 e f(I) €1,



onde I é um intervalo fechado da reta, I=[D,C].

Suponhamos, também, gque as funcdes 1iniciais. ¢{t), gque
utilizaremos, satisfacam: ¢:[-1,01- I.

Sob essas condigfes, consideremos a equacfo (4.1) no intérvalo

f0,117:

Lket) + x(t) = £(g0t-1)),

i g% . 5
multiplicando-a por e =, obtemos:

TS

tersf(¢(s~1)) = te C.

]

SEEgha & wElY] = gg e

Integrando em s:

Tt

et%(t) = X(0) = Cle®t=1) » X(t) = C.

Raciocinando de maneira andloga obtemos o limite inferior:
X(t) =z D. Com isso temos que X(t)c I, para t € [0,1]. Mas essa
condigdo ¢ a satisfeita por ¢ no intervalo [-1,0], e portanto
podemos raciocinar indutivamente e afirmar que: D = X(t) = C, para
t= 0.

Suponhamos agora dque a soluqéo oscile no intervalo [D,C].
Entéo das propriedades de diferenciabilidade da solugédo, segue que

nos seus pontos de méaximo e minimo teremos X=O, e entfo de (4.1)
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temos que X(t) satisfara:
X(t) = £(X(t-1)).

Se t1 ¢ o ponto onde ocorre o primeiro maximo apés t=0, entdo:

X(tl) = f(X(tl—l)) c (1) pois X(t) € I.

Para o primeiro minimo algo analogo ocorrera para o instanate

X(ta) s f(I).

Se ja agora t=t3 o primeiro maximo ou minimo que ocorre apés

t1+ 1 e t2+1 , esse ponto satisfara:
= - C 2
X(ts) f(X{t3 1)) ¢ f(f(1)) ,

pois, como visto acima, os maximos e minimos do intervalo anterior
estdo contidos em f(I).

Se aplicarmos esse mesmo raciocinio indutivamente,
concluiremos que as solugdes X(t,¢) estardo contidas no intervalo
dado por %Lg £7(1).

Um resultado andloge pode ser encontrado em Mallet-Paret &
Nussbaum® (1986) (a estimativa X(t) < I, que utilizamos, provém de

[Mallet-Paret & Nussbaum® (1986)] ).
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Nos casos em que Xeq € um atrator global para a aplicacgfo:

(4.17) Xn+1= f(Xn),
onde, Xne I, entdo existe um teorema que assegura que, sob as
hipoteses (4.16), lim £7(1)5 Xyq [Mallet-Paret & Nussbaun® (1986)].
Se isso ocorrer, fica assegurada a estabilidade global da solucio
de (4.1) X=Xeq.

Agora, se tomarmos f(X)=AX(1-X) em (4.1) e fizermos T e A
suficientemente grandes, nfo mais detectaremos solucdes peridédicas
estaveis, mas sim solugdes aperiédicas extremamente irregulares.

Essas solugdes apresentam uma série de caracteristicas
interessantes. Primeiramente, se computarmos uma dessas solugdes
durante um grande intervalo de tempo, e registrarmos as posigdes em

que sua oOrbita intercepta uma conveniente secdo de Poincaré,

verificaremos a formagdo de um conjunto de pontos com dimensio
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fractal [Farmer (1982)]. Devido ao caracter unidimensional
dessa érbita, obtemos a dimens@o fractal do conjunto formado pela
mesma adicionando um & dimens@io calculada na secgdo de Poincaré,
Além disso, apés um certo intervale de tempo, diversas condigdes
iniciais levam a esse mesmo conjunto, o que o caracteriza como um
atrator. Este é, pois, um atrator de dimensdo fractal.

Outra caracteristica interessante desse atrator é que pontos
vizinhos, no interior do mesmo, ao menos enquanto préximos, se
distanciam com velocidade exponencial. O sistema, pelo menos dentro
da bacia de atrag@o deste atrator, apresenta sensibilidade as
condigdes inicials, e por isso dizemos que o sistema apresenta uma
solugfio "cadtica".

A nogdo de sensibilidade a condigdo inicial & matematicamente

formalizada pela definigBio de expoentes de Liapunov [Farmer

(1982)1].

() A definigédo de dimensdo fractal, é dada por:

onde n(e) ¢ o numero de esferas de dimes@o N, e raio &, que s#o
necessarias para cobrir o conjunto que se deseja calcular a
dimens8o. N & a dimensfio do espago que estd servindo de suporte

para o céalculo da dimensdo.
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Dado um sistema de dimensfo N, imaginemos uma esfera de railo
£(0), centrada em uma particular érbita. Fagamos o raio £(0) tender
a zero e o sistema evoluir. Chamamos de expoente de Liapunov Al a

relagio:

e (t)
i

A = 1lim lim - log =07
b to® £(0)20 E Ele)

onde, 81(t) ¢ o I-ésimo semi-eixo do elipsédide proveniente da
deformagdo da esfera inicial.

Com o auxilio dessa definigio, dizemos que um atrator é
cadtico, se apresentar pelo menos um expoente de Liapunov maior que
Zero.

Devido a 1irregularidade dinamica desses atratores, as
ferramentas que usamos para estuda-los sf8o baseadas em propriedades
médias das solugdes. Ou seja, estudg—se o sistema sob um outro
enfoque, procurando o que chamamos de propriedades ergddicas do
mesmo.

A pesquisa em sistemas com solugdes cadticas tem sido bastante
intensa. na Ultima década, principalmente no que diz respeito a
sistemas com poucas dimensdes. Nos casos de sistemas” de dimens8o
infinita, esse estudo é bem mais dificil, sendo que os problemas
técnicos aumentam muito. Devido a isso, o numero de estudos nesse
sentido € bem menor. Geralmente o que se faz ¢ calcular dimensdes e

expoentes de Liapunov, e depois tentar entender a topologia do
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atrator, assim como as relagdes entre as grandezas que ©
caracterizam. Procura-se ,também, estabelecer relagdes entre as
variagdes nos parametros que caracterizam o sistema, e nos
parametros que caracterizam o atrator (para esse tipo de estudo em
EDR, ver [Farmer (1982)], [Ikeda & Matsumoto (1987)], [Le Berre et
al. (1988)], [Le Berre, Ressayre & Tallet (1983)], [de Oliveira
(1984)1).

Nesta tese n#do nos preocupamos com a caracterizagdo das
solugbdes cadticas, devido a natureza diferente desse tipo de
estudo. Nesta, o nosso objetivo foi o de tentar obter resultados
precisos, naquilo que ¢ conhecido como "rota para o caos", ou seja,
na sequéncia de solugdes periddicas que antecedem a solugéo
cadtica, quando variamos os parametros do sistema.

E oportuno aqui dizer que, para o estudo de atratores
cadéticos, é bastante relevante conhecer as solugdes periddicas do
sistema. Em geral os atratores cadticos possuem um suporte denso de
érbitas periddicas, que sdo muito impértantes na caracterizacgdo dos
mesmos. Esse conjunto de oOrbitas periddicas funcionam como um
esqueleto do atrater (para sistemas em dimenssdo finita, ver
Cvitanovié¢ (1988)).

Para terminar este capitulo, faremos algumas consideragdes
sobre uma analogla grosseira entre o problema da turbuléncia na
hidrodinamica e as equagdes do tipo (4.1), no caso em que a
aplicagdo (4.17), associada a (4.1), tiver solugfo caética.

A importancia desse tipo de analogia ¢é que talvez ela nos

ajude a entender um pouco melhor a dificil natureza do escoamento



i

tur*bulénf.o. Antes de passarmos para a apresentagioc da analogia,
discutfr‘emés um pouco acerca do problema da turbuléncia no contexto
da hidrodinamica. :

0 sistema de equagdes que rege a din&mica dos fluidos, as
equacdes de Navier-Stokes (ENS), ¢é n8o linear, dissi.pat:ivo e
muitissimo compiicado. Durante muito tempo, duvidou-se dque o0s
padrdes obser‘vados no escoamento turbulento pudessem ser devidos
unicemente & dinémica prevista por essas equagbes. Ainda hoje essa
& uma questdo em aberto [Frisch & Orszag (1888)]. A descoberta de
que sistemas nfo lineares, relativamente simples, podiam apresentar
solugBes cabticas de padréo extremamente irregular, estimulou a
crenca de que talvez nas ENS, de fato, estivessem contidos os
principais ingredientes da dinamica turbulenta.

0 grande problema das ENS é que, mesmo numéricamente, &
dificil investiga-la. Com o advento dos computadores digitais fomos
capazes de resolver confiavelmente muitos problemas n&o lineares
razoavelmente simples. Entretanto, se quisessemos, por exemplo,
fazer uma simulagéo numérica do escoamento aerodinémico
(considerando o ar como incompressivel), em torno de um carro,
usando para isso os computadores mais potentes da atualidade e as
ENS, a maxima velocidade que o carro poderia assumir, na simulagéo,
seria 1 cm/s ou 36 m/h. O esforgo computacional envolvido em uma
simulac8o desse género é enorme [Frisch].

Fazer experiéncias hidrodinamicas com escoamentos turbulentos

também ndc é tarefa féacil, pois é necessario medir um campo de

velocidades com precis@io bastante grande, em um sistema com uma
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escala de variagio caracteristica bastante pequena.

As solugdes das ENS envolvem o que é conhecido por caos espago
temporal, ou seja, nfo s6 temos sensibilidade a condigdes iniciais,
como também as condigdes de contorno. O padrdc da solugdo é
complexo em ambas as variaveis.

0O fenbmeno cadtico espago-temporal ¢ relativamente mal
conhecido quando comparade ao caos temporal (usualmente estudado),
mesmo em sistemas mais simples.

Uma caracteristica interessante da equag&fo com retardamento é
que, de uma maneira bastante simples, ela incorpora o fendémeno de
caos espago-temporal, e isso ¢é refletido em sua dinamica
extremamente rica.

Toda a discussdo ja feita acerca da conveniéncia de se estudar
as equagdes do tipo (4.1) em um espago de fase de dimensac
infinita, ja nos da a 1idéia de que uma nova "dimensdo" esta
envolvida na dinadmica desse sistema ( essa seria dada pelo "indice
continuo que rotula a base do nosso eépago”).

Podemos, entretanto, colocar a equag@o (4.1) sob uma forma que
torna geometricamente evidente essa afirmagdo. Suponhamos que

queiramos estudar a equagdo :

ax(t,0) _ ax(t,0)
(4.18) 3t = 30 s

em uma regido retangular do espago (t,0), figura 4.1:
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= =
0 -1 ¢}
figura 4.1
com as condi¢des de contorno:
x(0,0)= ¢(0) , -1 =98=0 ;
(4.19)

F(x(t,-1))= x(t,0) + & 8x(t.0) :

A T 80 0=0

Primeiramente, verificamos que qualquer solugdo do tipo
x=x(t+08) resolve (4.18). Se substituirmos esta nas condigdes
(4.19), ficamos com a prépria (4.1), com a condigio inicial ¢. Ou
seja, qualquer solugéo de (4.1), resolve (4.18), (4.19). Note que
essa representagédo formal, explicita o caracter funcional de (4.1)
[Hale (1977)].

Tendo mostrado que modelos do tipo (4.1) incorporam, de certa
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forma, uma "dimensdo espacial", passaremos a expor a analogia feita
por Ikeda & Matsumoto (1987), que relaciona o parametro Tt de (4.1)
com a viscosidade de fluidos.

Primeiramente consideremos a equacgido (4.1), reescrita em uma
forma semelhante a (4.3), onde o tempo, porén, nido ¢ reescalado

pelo retardamento:

t
(4.20) X (t) =X (1) et 4 J g~ £(x_(s)) ds,

0

para 0 =t = <t

onde Xn:[D,T]aR.

Suponhamos agora que f(X)= p g(X), onde p & um parametro que
caracteriza f(X) (como A no caso f(X)= A X (1-X) ), e que p e T
sejam grandes o suficiente para que (4.1) e (4.17) apresentem
solugdes cadticas.

Sabemos que solugbes cadticas apresentam divergéncia
exponencial para pequenos desvios ao longe de suas oOrbitas.
Analisemos, portanto, como pequenas flutuagdes SXn, em torno das
solugdes Xn’ evoluem no tempo.

Substituindo Xn+5Xn em (4.20) e desprezando termos de ordem

superior em 8X, ficamos com:
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; £
(a.21) 8K, (t) = &X (7) a ¥ 5 i j e_(t_s)g’(xn(s)) 8X _(s)ds,
(4]

para 0 st st

Se, agora caracterizarmos as flutuagdes pelas freguéncias,
8% _(t)% axn(d) 'Y ¢ substituirmos em (4.21); fizermos a hipotese
de cque X(t) ndo varia muito em escalas de tempo da ordem de 1
(hipdtese razoavelmente forte, mas véalida em quase todos os

intervalos [t-1,t]); supusermos T bastante grande, e realizarmos a

integracgio, simplificaremos a expresséo (4.21) de modo a obter:

2 2. 2
. 8%, @ 1° 812 (X))

|6Xn(w)|2 1+ 0

De (4.22), se w << 1, entfo a flutuaglo &X(w) sofre uma
amplificagéo semelhante aquela que ocorre para as flutuagdes da
solugdio de (4.17), para o mesmo parémetro p. Ainda, de (4.22),
temos que flutuagdes de alta frequéncia, onde w >> 1, s8o
rapidamente atenuadas. Esse fendmeno é andlogo ac que ocorre na
hidrodinémica, onde os efeitos viscosos tendem a atenuar as
flutuagBes de alta frequéncia, e n3io as de baixa, fazendo com que
as primeiras desaparegam rapidamente. O efeito de meméria neste
caso age de maneira andloga & viscosidade nas ENS.

Essa analogia é bastante interessante, e poderia ser levada

mais longe. Seu ingrediente fundamental, entretanto, é o que fol
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dado acima.

Devido a essa semelhanca, ¢ de se esperar que os padrdes das
solugdes cadticas de (4.1) tenham algo a ver com os padrdes
cadbticos espago temporais de escoamentos turbulentos. O quanto essa
semelhanca é significativa, é algo que sé a pesquisa futura podera
dizer.

Agora, passemos a uma abordagem numérica de (4.1).
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CAPITULO 5:ANALISE NUMERICA DAS DUPLICAGOES DE PERIODO

Neste capitulo, restringiremos nossa atengio & equagdo (3.4),

apresentada no capitule 3, a saber:

X(t) + X(£) = A X(t-1) (1-X(t-1))

,,
w
(e
S

]

Dos resultados do capitulo anterior acerca dos limites
superior e inferior das equagBes do tipo (4.1), temos que, se
escolhermos fungdes iniciais ¢(t), t € [-1,0], com O = ¢(t) =1,
entdio as solugdes de (5.1) satisfarfio 0 = X(t) =1, t > 0, para

0 < A =<4, Como sé6 estamos interessados em solugdes positivas,
restringiremos nossa atengBo a esse intervalo do parémetro A, e da
fungéio inicial ¢(t). Adotaremos a convencéio de que a solugdo X,(t)

& globalmente estéavel se lim X(t,¢)» X,(t), qualquer que seja ¢(t),
t >0

0 =g =1
Também, dos resultados do capitulo anterior, é facil obter o

comportamento das solug®es de (5.1) para T qualquer, e 0 = A = 3:

i) 0<A<1l, ¥ = 0 é solucdo globalmente estéavel, pois

lim £°(p)» O para pe [0, 1[,
n-»0
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=1

ii) 1<A<3, X = ¢ solugédo globalmente estéavel, pois

>
I >|
—

Vi €700 ]
n =0

para pe )0, 1[,

>

Com 1isso, restringiremos nossa analise a regido T > 0,

3 < A =4,

Da andlise linear, sabemos que, se:

(A-2) sin [arccos{1/(A-2)}]

1
(5.2) T ° arccos [1/(A-2)] ’

entfo a solugdo X= (A-1)/A de (5.1) é pelo menos localmente estével
(numéricamente ndo tivemos qualquer evidéncia de que esta nio fosse
globalmente estavel).

Se formos aumentando T, A, além da regifio dada por (5.2),
notaremes que a solugdo estavel de (5.1) sera oscilante e
peri6édica. Essa solugio variara continua e suavemente para
variagdes nos parémetros T, A, para quase todos os pontos do plano
(t,A); a menos de alguns, onde outra solugido estavel aparece.
Nesses pontos ocorre uma singularidade na variagdo da solugdo
estavel. A esses pontos damos o nome de pontos de bifurcacéo. No
plano (t,A) esses pontos pertencerdo a curvas, que chamaremos de
curvas de bifurcag@o. Se pensarmos apenas no periodo das solugdes,
podemos dizer que este variard continuamente em quase toda parte do
plano (t,A), a menos de certos pontos (pontos de bifurcacgéoc) onde

ele variara descontinuamente.
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No contexto desta tese, ¢é conveniente utilizar o seguinte
conceito particular de bifurcagéo: - dada uma equagéo para X,
dependente de um parametro A, dizemos que uma dada solugio x(A)
sofre uma bifurcacgio em Ao' se existirem x(Al) e X(A2L

qualitativamente diferentes para quaisquer Al.hz, em uma vizinhanga

de A, com A <A <A, tal que lim x(A )» x(A ) e 1lim x(A )o x(A ).
0 1°%0r 72 1 0 2 0
A Ay

Una definicdo matematica rigorosa pode ser encontrada em Arnold
(1983), Hale (1881).

Em grande parte das vezes, as bifurcagdes (ac menos
localmente) est@o associadas a perda de estabilidade de uma dada
solugdo que estamos seguindo. Como wusualmente a analise de
estabilidade ¢é baseada na linearizagdo em torno da solugédo de
interesse, as bifurcagdes comumente est@o associadas a cruzamentos
do eixo imaginario por raizes de equagdes caracteristicas ou coisas
do género. Esse, por exemplo, é o caso da curva obtida de (5.2),
que deriva da teoria linear das EDR com coeficientes constantes, e
que esta associada a uma bifurcagio de Hopf.

Dadas essas definigbes, nosso objetivo nesse capitulo sera:
desenhar no espago de parametros (7,A), com >0, 3<A=4, as curvas
de bifurcagéo associadas a variagdes descontinuas no periodo das
solugdes periédicas estaveis de (5.1). Em todas aé‘ simulagdes
numéricas deste capitulo, foi utilizada a funcédo inicial:

(5.3) g = s tel
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= 4

onde X =A %

¢ uma solugéo estaclonaria.de (5.1).

Como veremos no préximo capitulo, a escolha da funcéo inicial
¢ um ingrediente importantissimo do problema. Isso porque nosso
sistema poderd apresentar mais de uma solugfio estavel para os
mesmos parametros, e conforme a fungdo inicial que escolhermos,
poderemos cair na bacia de atragfo de uma ou de outra sclugdo. A
fungéo inicial (5.3) ¢é boa, pois pertence a uma grande bacia de
atrag8o. E importante dizer que fizemos diversas alteragdes na
fungédo 1inicial e o resultado final foi o mesmo. Resultados
diferentes s&o obtidos com escolhas mais particulares de funcdes
iniciais.

Para integrar a equagido (5.1) wutilizamos o método de
Runge-Kutta de quarta ordem, de modo que, dado o lado direito de
(5.1) no intervalo [t-1,t], calculamos o lado esquerdo em [t,t+1],
reaplicando o mesmo procedimento sucessivamente.

Uma  integragdo numérica de uma equagdo diferencial sempre
requer uma discretizacfo da variavelﬁindependente. Nesse caso, a
discretizagédo temporal, também-implica na discretizagido do espago
de fase, e na redugéo da sua dimensfoc de infinita para finita. Quer
dizer, o estado de (5.1), X(t+0), @ e [-1,0], passa a ser
caracterizado apenas por um numero finito de valores.

Do parédgrafo anterior fica claro que a grandeza relevante, no
que diz respeito a discretizagdo, é o numero de pontos em que o
intervalo unitario ¢ discretizado. Chama-lo-emos de NP,

Infelizmente, nfo existem meios de estimarmos o quanto

alteramos o sistema (5.1) com a discretizagBo. O que sabemos é que
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uma discretizagfo grosseira altera completamente a dinamica do
sistema  original [Lorenz (1989)]. A fim de avaliar a
satisfatoriedade da discretizacéo, fizemos diversas simulagdes sob
as mesmas condigdes, mas dobrando e até quintuplicando NP. Quando
ndo era notada diferenga devido ao aumento de NP, concluiamos que a
discretizagéo era boa. Uma observacio pratica, é que a
discretizagiio é sensivel a t. Se pensarmos que estamos usando uma
unidade de tempo que fol normalizada pelo retardamento Tt (ver
cap.3), isso & bastante razoavel.

Antes de expor o método de busca das curvas de bifurcacgio, é
conveniente descrever um pouco da fenomenologia do que estavamos
esperando encontrar.

Como Jj& disse, se tomarmos (5.1) e fizermos T-w, podemos

dizer, ingenuamente, que (5.1) tendera a:
(5.4) X(t) = A X(t-1) [1-X(t-1)],

que € a versdo continua da bem conhecida aplicacfo quadratica:

(5.5) X = AX  (1-X )

O comportamento de (5.5), em fungdo de A (3 < A = 4), ¢é
sumarizado a seguir [Collet & Eckmann (1980)]):
i) 3 < A < 3.449.. , existe uma solugdo de periodo 2,

globalmente estavel.
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ii) 3.449..< A < 3.55.. , existe uma solugdo de periodo 4,
globalmente estavel.
1ii) Aumentando A, detectaremos infinitas bifurcagdes de
duplicagdo de periodo, como a ocorrida para A = 3.449... Essa
seqliencia de duplicagdes de periodo tem um ponto de acumulagdo em
A = A00 = 3.5698... Nesse ponto o sistema apresenta uma solugéo
aperiodica, globalmente estavel, e cadtica.
iv) Para A > Am. o sistema apresenta uma complicada, mas
conhecida, sucess8o de 6rbitas periddicas e cadticas.
E interessante que o intervalo entre duas duplicacdes de
periodo suscessivas (A < Aw). reduz-se rapidamente, e se

calcularmos a razédo:

(5.8) grrapan B S, onde A1 ¢ o ponto da l- ésima

duplicacéo de periodo ,

verificaremos que, rapidamente, lim Sla 4.6682...
_ 19w

Quando fazemos simulag®es numéricas com (5.1), com T grande,
percebemos que, de fato, muito do comportamento de (5.1) ¢é
explicado por (5.4). Por exemplo, em Mallet-Paret & Nussbaum®
(1986), ¢ provado que se f(X) em (4.1) satisfaz as éondiqées de
"negative feedback" (4.15), entéo, sua solugdo de periodo
aproximadamente 2 (15 o), aproxima-se de uma onda quadrada de

periodo 2, solugdo de (4.17).

Em contrapartida, os mesmos Mallet-Paret & Nussbaum’ (1986)
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apresentam uma equagfo do tipo (4.1) com f(X) descontinua, na qual,
no limite 7T9w, suas solugdes ndo tendem a solugédo onda quadrada,
definida por (4.17). Essas solugdes apresentam uns "bicos" préximos
as "descontinuidades" da onda quadrada, algo andlogo ao mostrado na
figura 5.21 (pagina 84), para a equacgfio (5.1). Estes "bicos" ,no
caso citado, permanecem para T-w.

Nesse mesmo artigo os autores argumentam, que esses "bicos",
que de fato aparecem em muitas simulag¢des numéricas de equagbes do
tipo (4.1) [Derstine et al. (1983)], [Chow & Green (1985)],
funcionariam como um ruidoe sobreposto as solugdes tipo onda
quadrada, e provocariam instabilidades de outra natureza, que nio
as duplicagdes de periodo. Essas instabilidades truncariam a
cascata de duplicagédo, levando o sistema a apresentar solugdes
irregulares‘antes do ponto de acumulagdo das duplicagdes de periodo
("bifurcation gap").

0 fato de que a adigBio de ruidos, a sistemas dinamicos que
apresentam cascata de duplicagédo compieta, pode truncar a cascata,
€ bem conhecido e é relatado eém Crutchfield & Huberman (1880). O
problema é saber se os '"bicos" das solugdes de (5.1) realmente
levam a um truncamento da cascata de duplicagéo.

Segundo Feigenbaum (1880), o fendémeno descrito para a

aplicagdo quadratica ( 1lim 6n9 4.6692..) é extremamente geral no
n-0

contexto das aplicagdes unimodais, estas devendo apenas satisfazer
a condig8o de terem um maximo quadratico. Nessa mesma referéncia,

ele estende essa idéia a aplicagdes n-dimensionais dissipativas,
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que apresentam cascata de duplicagéo de periocdo. Ele afirma que os
processos dissipativos geralmente privilegiam uma diregdo (na qual
a taxa de contragido ¢é menor), de modo ao sistema poder ser
associado a um outro unidimenssional, para o qual valem seus
resultados. Ele também afirma que seus resultados sdo validos para
sistemas de equagdes diferencias, desde que a aplicacdo definida
por uma segdo de Poincaré do sistema satisfaga as hipéteses acima.
Segundo ele, mesmo em dimensfio infinita, esse raciocinio seria
valido.

O dominio de validade dos resultados de Feigenbaum é algo
bastante discutivel. Uma coisa mais ou menos estabelecida, é que
sistemas din&micos, que apresentam cascata de duplicagdo de
periodos completa, geralmente d&o os resultados previstos por
Feigenbaum [Cvitanovié (1984)].

Certamente o maior éxito deste resultado é experimental, pois,
existe uma série de experimentos reais e numéricos que, dentro de
certos limites, o corroboram. Os limifés praticos na verificacdo de
6195 , para 1 grande, sfo: (1) ‘dificilmente conseguimos um arranjo
experimental, com ruido suficientemente baixo, a fim de ndo truncar
prematuramente a cascata de duplicagdo, e (ii) a sequéncia de
parametros, nos quais ocorrem as bifurcacdes, aproximam-se
geometricamente, de modo que rapidamente est@io mais préximos do que
a resolugdo dos aparelhos de medida. Apesar desses problemas, é
curioso que, com apenas poucas duplicagdes de periodo (as vezes
1 =1, 2), seja comum, e surpreendente, que o valor de 61 se ja

bastante préximo de 8= 4,8682..!
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Com relaciio a sistemas analogos a (5.1), tudo indica que
possuem uma cascata completa de duplicagdo de periodo, e que essa
seja uma de suas '"rotas para o caos" [Chow & Green (1885)],
[Derstine et al. (1983)]), ([Gao et al. (1983)], [Gao, Yuan &
Narducci (1983)], [Gao et al. (1984)], [Ikeda, Kondo & Akimoto
(1982)]1, [de Oliveira (1984)]), I[de Oliveira & Malta (1987)]. No
artigo de Hopf et al. (1982) é levantada uma duvida com relagio a
isto, mas em um artigo posterior [Derstine et al. (1983)], da mesma
equipe, essa posigdo fol reconsiderada, e o resultado negativo fora
atribuido a ruidos no arranjo experimental.

Na verdade um dos nossos objetivos, com relagdo a obter as
curvas de duplicag8o no espago (t,A), é o de testar a veracidade da
conjectura de que (5.1) possa apresentar cascata de duplicagdo
completa nas duas diregdes, t= cte, e A= cte, para algum intervalo
dos paréametros.

Podemos adiantar que n#fo tivemos nenhuma evidéncia da
falsidade dessa conjectura. Muito pel; contrario, até onde o nosso
esquema numérico pudesse ser confiavel, obtivemos uma boa
concordancia com a mesma.

Passemos agora a descrever o método que foi utilizado para
encontrar as curvas de bifurcacio.

Primeiramente construimos uma grade grosseira na regiéo
3= A =4, 0 =1 =15, onde sabiamos que as curvas de duplicagdo se
encontravam. Integramos, entfc, a equagdo nos pontos dessa grade e
desconsideramos um certo intervalo inicial da integracio, para

eliminar o transiente (daqui para frente chamaremos esse intervalo
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de TR). Com isso obtivemos um conhecimento grosseiro, de como a
solucdo assintética de (5.1), variava em fungdo de (t,A).

Com essa informagfo, as informagbes das referéncias [Chow &
Green (1985)], [Derstine et al. (1983)], [Gao et al. (1983)], [Gao,
Yuan & Narducci (1983)], [Gao et al. (1984)], [Hopf et al. (1982)],
[Ikeda, Kondo & Akimoto (1882)], [de Oliveira (1984)], [de Oliveira
& Malta (1987)], mais o conhecimento das solugdes de (5.5),
construimes uma outra subgrade, mais fina, e que nos permitiu
cercar melhor os pontos de bifurcacéo.

A partir dessa segunda grade, construimos outras subgrades,
sempre através da bisecgdo do intervalo que sablamos conter o ponto
de bifurcagdoc. Por exemplo,fixado A, sabiamos que, para um dado T,
a solugdo tinha periodo proximo a 2, e que para T’ o periodo era
préoximo a 4. Entdo integravamos a equagido no pento (t + T')/2. Se a
solugdo nesse ponto apresentasse periodo préximo a 2, repetiamos a
operacgdo no primeiro intervalo, senédo no segundo. O fato de usarmos
a expresséo '"periodo préxime a 2", “ou como adiante "préximo a
poténcias de 2", decorre de que o periodo das solugdes que estamos
analisando serem do tipo 2" + g, onde £ é extritamente positivo e
pequeno quando comparado a 2". Nas primeiras estimativas, o periodo
da solugdo foi estimado visualmente em um terminal de_ video, pois
estavamos distinguindo solugdes razoavelmente diferentes.

Nas figuras 5.1 a 5.11 mostramos graficos das solugdes tipicas
de (5.1), onde utilizamos NP= 100 e TR= 10{

Nas figuras 5.1 a 5.5 mantivemos o parémetro A= 3.7 fixo, e

variamos T, e nas figuras 5.6 a 5.11 mantivemos T= 7.0 fixo e
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variamos A.

Note que nas figuras 5.1, 5.2, 5.3, e 5.6, 5.7, 5.8, o
reconhecimento visual do periodo ¢ bastante facil, em parte porque
tratam-se de solugdes com periodo curto. Ja para as figuras 5.4,
5.5, 5.8, e 5.10, 5.11, essa tarefa nio é& tdo facil, pois os
periodos sé@o mais longos, e fungdes com periodos muito diferentes,
néo sf@o bastante diferentes (as vezes é praticamente impossivel
distingui-las apenas apreciando o grafico da solugéo).

A fim de distinguirmos solug¢des com periodos longos, fizemos
analises de Fourier (na verdade "FFTR- Fast Fourier
Transformation", proveniente da biblioteca de programas IMSL) da
parte assintética das solugdes, em intervalos da ordem de 2000
unidades de tempo. Como em geral trabalhamos com S0 = NP = 100,
obtivemos espectros que continham de 10° a 2%10° pontos. Estes
espectros possuem resoluciio suficiente para distiguirmos as
solugBes das figuras 5.4, 5.5, e 5.11, por exemplo.

As figuras 5.12, 5.13, 5.14 noé.déo diversas ampliagdes do
espectro da solugdo da figura 5.10. Nota-se claramente nas figuras
5.13 e 5.14 que o pico de menor frequéncia, que caracteriza o
periodo da solugdo, corresponde ao periodo 35.92.

As figuras 5.15, 5.16, 5.17 sio analogas as descritas acima,
mas, referem-se & solugf8o da figura 5.5. Um detalhe interessante, é
que as figuras 5.16 e 5.17 nos mostram que essa solugdo tem periodo
72.64, ou seja provém da quinta duplicagéio de periodo, da solugio
de periodo aproximadamente 2. Na verdade, essas solugdes sio

dificilmente localizadas, pois os intervalos de parametros nas
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quais élés s@o estévels s8o muito pequenos.

Nééte' trabalhe consideramos apenas as quatro primeiras
duplicagdes de periodo, mais a bifurcagio que leva o sistema a
apresentar solugfes irregulares, ou seja, o ponto de acumulagfo de

-

Feigenbaum.

O critério éara encontrar esse ponto, fol o de verificar quais
eram os menorés parametros (7,A) para o qual a solucfo apresentava
um espectro irregular. Na verdade esse ponto sempre esteve muito
préximo a (Té,Aé) (parémetros para os quais ocorre uma quarta
duplicacéc de periode).

As flguras 5.18 e 5.19 mostram o espectro correspondente 2a
solugéo da figura 5.11. Podemos notar claramente a estrutura fina,
batante irregular do espectro, o que indica que a solugio da figura
5.11 ja pertence a "regifio cabdtica".

As figuras 5.20 a 5.24 (NP= 300) mostram as solugles da
equagdo (5.1) quando T ¢é bastante grande, t=50.0. Novamente,
conforme vamos variando A, vamos encontrando solugdes cujos
pericdos s&@o do tipo p= 2" + £, onde nesse caso £ é bem pequeno
(segundo nossas, e outras observagdes [Ikeda & Matsumoto (1887)1, ¢
tende a zero linearmente com 1/t). E interessante notar que na
figura 5.20 (A=3.3) encontramos uma solugéo que é aproximadamente
uma onda quadrada, como o estabelecido pelo teorema do Mallet-Paret

112 (19086).

& Nussbaum
Ja na figura 5.21 (A=3.5) encontramos uma solugéio de periodo
aproximadamente 4, com nitidas caracteristicas de onda quadrada,

mas com aqueles "bicos", citados por Mallet-Paret & Nussbaum1
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(1986), e Jja comentados. As figuras 5.22 e 5.23 apresentam os
mesmos  "bicos" que a figura 5.21, sd& que com periodos
aproximadamente 8 e 16 ,respectivamente.

A figura 5.24 (A=3.7) ilustra uma soluglio extremamente
irregular, provavelmente cadtica.

Esse primeiro conjunto de figuras mostram as solugdes tipicas
de (5.1), e a importancia da analise de Fourier como ferramenta
para distinguir solugdes de periodos longos.

Voltando ac problema da determinacfio das curvas de bifurcagéo,
existe um momento no qual o ponto de bifurcagfo encontra-se em um
intervalo razoavelmente pequeno, de modo surgirem alguns
problemas,

Sem duvida o maior desses problemas ¢ o enorme transiente que
as solugdes apresentam préximo ao ponto de bifurcacgfo. Isso ndo &
dificil de entender, se lembrarmos da relagfio entre bifurcagio e
perda de estabilidade local da solug@o. Proximo a bifurcacdo, a
solugdo da equagdo linearizada aprésenta um enorme transiente,
devido a pequena parte real das raizes da equagiio caracteristica,
ou dos coeficientes de Floquet. Obviamente tal propriedade é
refletida na equag@o nfo linear.

As figuras 5.25 a 5.30 dfo uma idéia de quiio grande pode ser
esse transiente. Elas mostram diversas parcelas da parte
transitéria de wuma determinada solugio, e se as analisarmos
separadamente, nos daréo a impressfo de que a solugio, em cada uma
delas, ja atingiu o seu comportamento assintético.

Nesses graficos NP=100, 71=4.535 e A=3.65 (ambos os parametros
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fixos). Para esse valor de A, o ponto considerado como o de
bifurcagéo foil 7t=4.85355. Estamos, portanto, mais ou menos 0.0005
aquém da bifurcacio.

A figura 5.25 mostra a solugdo para TR=100, sendo que esta
apresenta um periocdo tipicamente proéximo a 4. Idem para as figuras
5.26, 5.27, 5.28, para TR=210, TR=420 e TR=830 respectivamente.
Note que, em todos esses casos, continuamos a obsesrvar um periodo
proximo a 4, mas claramente se percebe que a solugfo tende a uma de
periodo aproximadamente 2. Para a figura 5.29, TR=1640, ainda ¢
possivel, mas n#o facil, distinguir visualmente uma solugédo de
periodo aproximadamente 4, mas na figura 5.30, TR=3280, isso Ja néo
¢ mais possivel, e nesse ponto observamos uma solucfo com periodo
aproximadamente 2, que de fato representa a parte assintética dessa
solucido.

Tendo em vista esse exemplo, nota-se que nfo é nada dificil se
enganar quanto ao periodo assintético da solugiio. Uma maneira de
tentar contornar esse problema é faze; TR o maior possivel préximo
as bifurcagdes, e o prego pago por isso é o aumento no tempo de
computagéo. Essa é a razféo de admitirmos um transiente da ordem de
10* na parte fina da analise (o fato de termos usado TR= 10® na
obtengéo das solugSes das figuras 5.1 a 5.24 foi um preciosismo).

Poderiamos descrever outros problemas técnicos da analise
numérica, mas, sem duvida, o transiente demasiadamente longo foi um
dos maiores limitantes na determinagdo das curvas de bifurcagio (a
partir de uma certa precisfio, os resultados perdem a coeréncia, e

ndo mais sabemos se estamos a direita, ou a esquerda do ponto
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procurado).

Quando ainda n#&o estamos no intervalo em que o transiente é
fator limitante, mas estamos bastante préximos ao ponto de
bifurcagdo, a anadlise visual das solugdes ¢é dispensavel, e a
ferramenta Util passa a ser a analise de Fourier.

As figuras 5.31 a 5.37 ilustram a localizagBio fina de alguns
pontos de bifurcagéo. Para obter essas figuras utilizamos NP=50,
TR= 104, A= 3.85 (fixo), e a analise de Fourier foi realizada sobre
um intervalo de 2000 unidades de tempo (105pontos). A parte
mostrada dos espectros concentra-se na regifo préxima a origem, que
€ a que nos interessa.

As figuras 5.31 a 5.34 ilustram o processo de busca do T em
que ocorre a quarta duplicagfo de periodo. A razio de termos

escolhido esse ponto é que ele é o mais dificil de ser localizado,

pois estd ‘espremido" entre deois outros, também por nés
determinados.
As figuras 5.31 e 5.32 mostranm espectros com O0<w<3.0 e

0<w<0.2 ,ambos para o ponto t=4:003, um pouco antes da bifurcagéo.

A figura 5.33 mostra o espectro para T =4.0032 na regifo
0<w<0.2," evidenciando o aparecimento de uma pequena componente para
o periodo 38.46. Compare as figuras 5.32 e 5.33. Isso mostra que o
ponto de bifurcagfo estd entre v = 4.003 e t = 4.0032.

A figura 5.34, T = 4.012, mostra o espectro tipico de uma
solugéo com periodo préximo a 38.0.

As figuras ©65.35 a §5.37 mostram espectros de solugdes

irregulares.
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A figura §5.35, v = 4.01239, mostra um espectro no dominio
0<w<3.0 de uma solugdo logo apés o ponto de acumulagédo das
duplicagdes de periodo, rw. Note a semelhanca, nessa escala, entre
esta figura e a figura 5.31.

A figura 5.36 mostra um detalhe da figura 5.35, evidenciando
que o espectro que estamos considerando Jja contém uma estrutura
tenuamente irregular,

A figura 5.37, T = 4.0135, mostra um espectro mais tipicamente
irregular. Compare as figuras S.34, 5. 36, e B.37.

Seguindo a metodologia ja descrita, graficos como os mostrados
acima, e variando T ou A dependendo da conveniéncia (é& sempre bom
procurar os pontos de bifurcagido em linhas ortogonais as curvas de
bifurcagéo), fomos capazes de construir as curvas de bifurcagfdo no
espago T ,A.

As figuras 5.38 a 5.42 apresentam as curvas correspondentes as
quatro primeiras duplicagdes de periodo, mais a curva de acumulagéo
das duplicagdes, respectivamente. Caaé um desses graficos consta

de:

i)os pontos de bifurcacio determinados pelo procedimento

descrito,

ii)uma curva continua que foi feita ajustando a funcio
A = ———EEL—~W + G , com quatro parametros livres
(T +F)

E. F, G, H;
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iii)uma reta horizontal tracejada, no valor de‘A (chamaremos
esse pénto' de PBM) em que (5.5) apresenta uma dupliéaqﬁo de
periodo, da mesma ordem da que estamos analisando.

Note que as curvas de bifurcacgéo parecem ;ender
assintoticamente.as retas tracejadas.

E imporéante observar gue o intervalo em que cercamos os
pontos de bifurcacfo, sempre foram menores do que as "estrelinhas"
que aparecem nogs graficos das figuras 5.38 a 5.42. Isso ndo quer
dizer gue asseguramos que o erro cometidoe esteja neste intervalo,
pois ¢é dificil controlar possiveis erros sistematicos, como os
introduzidos pelos transientes.

A seguir damos as caracteristicas de cada uma das curvas de

bifurcagéo:

Figura 5.38, primeira duplicagéo:
- 53 pontos

- E = 9.902 DP (desvio padrdo) = 0.994

- F=17.8921 DP = 1.1889
- G=23.452 DP = 0.318 * 1072
- H=2.474 DP = 0.703 * 10

- DPR (desvio padrdo residual) = 0.25 * 107~

- PBM = 3.449 .

Figura 5.39, segunda duplicagéo:

- 46 pontos
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DPR

PBM

1

It

. 522

. 869

539

. 106

0.24 *

3.550.

DP
DP
DP
DP

yito

Figura 5.40, terceira duplicacgdo:

42 pontos
E = 3.408
F = -0.845
G = 3.552
H=1.818
DPR = 0.14 *
PBM = 3.564.

DP
DP
DP
DP

10°

Figura 5.41, quarta duplicagéo:

o

n

42 pontos
E = 3.105 DP =
F=-1.024 DpP =
G = 3.554 DP =
H= 1.761 DP =
-2
DPR = 0.11 * 10
PBM = 3.567.

106

.324 * 107

;91 * 10

.284 * 10

.708 * 10

. 800

. 688

. 385

. 248

-2

288
168
pal W g

.558 * 107"



Figura 5.42, curva de acumulagdo das duplicagdes de periodo:

- 42 pontos

- E=2.961 DP = 0.280

- F=-1.126 DP = 0.155

- G = 3.555 DP = 0.237 * 1077
- H=1.735 DP = 0.567 * 107"
- DPR = 0.11 * 107°

- PBM = 3.5698.

A figura 5.43 apresenta as tres primeiras curvas de
duplicagdo, dispostas em ordem crescente de duplicagido de baixo
para cima, e mais a curva de acumulagdo das duplicagdes. Note que
se tivessemos colocado nesse grafico a quarta curva de duplicagéo,
esta quase quase coincidiria com a curva de acumulagio, pols séo
muito préximas.

A figura 5.44 apresenta de baixo para cima, a curva da
bifurcagédo de Hopf, dada pela igualaéde em (5.2), as curvas das
duas primeiras duplicagdes, " e a curva de acumulagdo das
duplicagdes.

Dos resultados apresentados, tudo indica que esse sistema, de
fato, pode apresentar cascata de duplicag@o de periodo completa nas
duas direcgdes T e A,

Sabendo isso, resolvemos calcular a relagéo:

A
(5.7) 61 iili——xl } onde A ora & o parametro A, ora T.

1+2 L¥1

1]
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Como sé temos os parametros onde ocorrem as quatro primeiras

duplicagdes, s6 nos foi possivel calcular 81 e 62
Nao ¢ dificil estimar o maximo erro em d, dados os erros nos

Se supusermos que o erro nos A's seja o mesmo, AXA, e que 6158,

ent@o teremos uma amplificacio do erro 661. crescendo como:

85 = (1+5) s' 2 an,

ou seja, cresce geometricamente com l, com razdo 8, o que explica a
dificuldade experimental de se manter 651 pequeno para 1 grande.

Se supusermos que os erros AX sdo iguais, entdo o erro ASI

como fungéo dos A's, fica:

Quando os AX’s s3o diferenﬁes:

(5.8)

- 1 E = =
As = (- Am)z[(xhz B B, T, B, TR A i, WA, ]

Para estimar o erro que cometemos no nosso calculo dos Sl's,

supusemos que nosso AA fosse o dobro do minimo intervalo no qual

cercamos a bifurcacio,



Tentamos ent&io calcular os &8's com os dados com os quais
construimos as curvas de duplicagfo. O resultado, entretanto, foi
muito ruim, porque apesar da precisfio destes pontos ser boa para
fazer as curvas, nfio foi suficiente para o calculo dos &8's.

Resolvemos, ent&o, eleger duas linhas na diregfio dos t's, e
duas nas diregdes dos A's, e melhorar a precisio dos pontos de
bifurcagéo sobre estas. Para isso, dobramos a resolucio dos
espectros e aumentamos o intervalo desprezado como transitério.

O melhor resultado que conseguimos encontra-se sumarizado
abaixo, onde sdo apresentados: o valor de 61 e 62, segundo (5.7),
para cada uma das linhas T = cte, A = cte; o erro nessa estimativa,
segundo (5.8); o ponto de acumulagio das duplicacBes T, obtido
anteriormente; estimativas de T: e A;, dos pontos T, © Am, usando
(5.7) com 61= § = 4.B6692... e Aa’ A,i as diferengas (Tm—Tq), para

0s casos onde fixamos os A's.

I)Fixado A = 3.85, e variando T :

8,=2.315 7 3 * 0,
= -2
8,=4.06 %2 * 107,
T = 7.438 ,
[s0]
<%= 7.433
o]
(tr -t )= 0.056 .
w 4
ii)Fixado A = 3.85, e variando T :
- -2
5=4.46 %8 * 107",
§=4.5 F2* 107",
2
T =4.013 ,
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e

T = 4.012 ,

o0}

(t -t )= 0.009
0 4

iii)Fixado T = 7.438, e variando A :

=453 F7* f0re |
s=4.6 T 2* 10",
2

A= 3.8449 .

[+¢]

iv)Fixado T = 4.013, e variando A :

5=4.62 79 * T i
§=4.8 T 2% 10,
2

A°= 3.8499

(00

A estimativa numérica de Aoo ndo fol feita por um problema de
precisfdo. Na verdade a diferenga (Aw— Aq} ¢ muito pequena, e nossos
resultados numéricos ndoc posssuem confiabilidade suficiente para
comparag&es dessa ordem de grandeza. Mesmo os resultados para os
tw’s, apesar de bons, devem ser olhados criticamente, pois como
pode se ver, as diferengas (tm—rqg sdo pequenas, e qualquer
estimativa proéoxima a Tq pode parecer boa.

Nota-se que os resultados para os 6;5, estdo bastante préximos
da constante de Feigenbaum & = 4.6692... , a menos de 61 calculado
para A=3.B5. A razdo desta estimativa ter sido a mais distante de
8, deve estar relacionada ao fato de que ¢ nesse caso que s#o
maiores as diferengas (Tz—rl) e (rs—rz), que entram em (5.7) (ver
figura 5.43). Isto em nada contradiz as previsdes de Feigenbaum que

dizem respeito as propriedades assintoticas dos 61‘5.

Com essas estimativas, mais aquelas apresentadas por de
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Oliveira & Malta (1987), que concordam com as nossas, concluimos
que, muito provavelmente, o sistema (5.1), em uma certa regifio do
espago (T,A), possui cascata de duplicacido de periodo completa nas
duas diregbdes T = cte, A = cte. Também, muito provavelmente, os
parametros onde as bifurcagdes ocorrem satisfazem assintoticamente
a relagédo de Feigenbaum (3!% 8). Em suma, é muito provavel que a
“rota para o caos" nesse sitema, para a fungdo inicial por nés
utilizada, seja a descrita por Feigenbaum, em ambos os parametros
o A

Para concluir, devemos dizer que existem outros métodos
numéricos para se estudar as solugdes globais desse tipo de
equagdo, e que n#o levam em conta o problema da fungfo inicial.
Basicamente eles se baseiam em expandir a solugiio em alguma base,
substituir na equagdo, e achar sistemas de equagdes algébricas nio
lineares para os coeficientes e demais parametros da expansio.
No caso de se estar interessado em solugdes periédicas, utliza-se a
base de Fourier. O problema passa a ser, entfo, o de resolver
equagdes algébricas complicadas, o que requer métodos numéricos
sofisticados. Com éssa metodologia, complica-se a analise numérica,
mas ganha-se no fato de que a equacio nfio necessita ser
discretizada. Dois problemas desse método, s#fo: (i) ele ndo nos
informa nada acerca dos dominios de estabilidade das solugdes, e
(ii) ¢ nescesséario que se trabalhe apenas com expansdes truncadas,
sendo que os efeitos do truncamento ndo sfio, a principio,
evidentes. Os leitores interessados neste assunto, devem consultar

Saupe (1983), onde este método ¢ aplicado para encontrar érbitas
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periédicas de uma particular EDR.
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CAPITULD 6: CONSIDERAGOES SOBRE AS ORBITAS GLOBAIS DE:

% X(t) + X(t) = A X(t-1) [1 - X(t-1)]

Neste capitulo tentaremos fazer um esboge de como estéa

organizado o espago de fase da equagfo acima, e explorar melhor os

resultados do capitulo anterior.

Primeiramente, é necessario descrever melhor o conjunto das

6rbitas periédicas da equacgédo:

(6.1) % X + X = F(X(t-1)).

Suponha que a equagdo (6.1), para T = T, Possua uma solucgdo

peridédica Xocom periodo Py

(6.2) Xo(t) = Xoft—npol , n=1, 2, 3,...

Substituindo (6.2) no lado direito de (6.1) obtém-se

1 ¢ 3 _
T X (8) * X (£) = £(X (t-1-np )

Fazendo a transformagio t = t’(l+npo) e
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(6.3) Xn(tJ = Xo(t(1+np0)) ;

’

ficamos com (omitindo ' por simplicidade):

1

(6.4) m) Xn(t) + Xn(t) = f‘(Xn(t—ll)
0 0
Ou seja, se Xo(t) ¢ solugdo de (6.1) com T = T, € P = P,
entdo Xn(t) é solugdo de (B.1) com:
Py
(6.5) T = To(1+np0) , e p = TIﬁEa

Py

Note que, quando p0= 2, temos que pn= TR que s&o

exatamente os harménicos de ordem impar encontrados por Ikeda,
Kondo & Akimoto (1982).

A principio n#o h& resultado rigoroso que nos garanta a
estabilidade das solugdes Xn. Nﬁmericamente, entretanto, observa-se
que elas s@o estaveis mas quanto maior n, menor sio os seus
dominioé.de estabilidade [Ikeda & Matsumoto (1987)]. Nés fizemos
algumas simulagdes com relagdo a estas solugdes, e percebemos a
dificuldade de obté-las quando n é grande.

Dos comentarios do pardgrafo anterior, fica evidente a
importancia de se ter contréle sobre a fungfio inicial, quando
estamos investigando (6.1). Para t suficientemente grande, temos

muitas solugBes simultaneamente estéveis, ou seja muitos atratores
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e, dependendo da fungf@o inicial utilizada, resultario diferentes
comportamentos assintéticos. Essa fol a raz@o de, no capitulo
anterior, ndo termos wutilizado um esquema de integracdo com
variagdo continua dos parametros.

Importantes resultados na diregdo de se entender a oganizagfo
do espago de fase das solugbes globais de (6.1), foram obtidos por
Mallet-Paret (1983), (1986). Devido a relevancia destes resultados,
e do uso que faremos dos mesmos, passaremos a descrevé-los,

brevemente.

Esses resultados dizem respeito a equagdes escalares do tipo:

(6.6) X= - g(X(t),X(t-1)),

onde g satisfaz a condigéo de "negative feedback", ou seja:

m g(0,m) > 0, para todo n=0,
(6.7)

ag(&,m)

>
an g

(0,0)

Seja ¥ o conjunto das solugdes globais de (6.6) (conjunto este
que atrai as solugdes de todo problema com funcio inicial
[Mallet~Paret (1986)]), e o = t o ponto onde ocorre o primeiro zero
de X(t+0) = (X-t)o, onde X e (y - {0}), 0 € J-w,+o[. Definimos
V(X-t) como o numero de zeros (contando multiplicidade) de X, no
semi-intervalo aberto Jo=1,0]. Se o nfo existe entfo V(X-t)= 1. Com
isso V(X-t) é 1, ou um inteiro positivo.

Por fim, dizemos que o espago de fase yx ,de um dado sistema
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dinamico, admile uma decomposig@o de Morse, se ¢ possivel definir
uma colegéo finita e ordenada sj, sz, 53"" de conjuntos compactos
invariantes, tal que, se X € yx , ent8o existe N =.K tal que
alX) < s, © w(X} ¢ s, » © mais , se N = K entdo X e S,

s conjuntos de Morse Sy mais as Orbitas de conexfo
C =1{¥eyx | alX) ¢ s, € wi¥) ¢ 5, } para N > K, esgotam o espaco
de fase de y

Usando essas hiptleses e definicgles, € possivel demonstirar gue

V(X-1) é estritemente decrescente com o Lempo, ou seja:
(6.8) tls tz = V(X*t}) z V(H~t2)
Temos ainda que:
ViX-t): ¥~ {0F> {1,3 ;5 .7, -2Ms1},

ou seja, V(X-t) é limitada e nunca sera par.

Supondo a origem hiperbélica e definindo:
B, ® {X €y - {0}| V(X-t) = N para todo t e Re 0 ¢ a(X) v w(X) } ,

*
mais SN' = {0}, onde N é a dimens&o da variedade instavel da origem
(sempre par), & possivel mostrar que Y apresenta uma decomposicio
¥*
de Morse, onde os SN séo os conjuntos de Morse, e que se N < N

entéo Sy contém uma. érbita periddica.

Esses resultados do Mallet-Paret (1986), impdem fortes
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restrigdes & evolugio das solugdes globais de (6.6).

Agora, queremos aplicar estes resultados a equacgfo:

1

(6.9) = K(t) = -X(t) + AX(t-1)(1-X(t-1)), -
. o p A -1
gue pela transformacio Y(t) = X{(t) - == resulta em:
(6.10) L¥0) = -¥(t) - (A-2)Y(t-1) - AY2(t-1).

A pergunta ent8o &, para que valores de A (6.10) satisfaz as
hipéteses (6.7)7

Para respondé-la, ¢ necessério saber os limites superior e
inferior das solugdes globais de Y(t). Para isso aplicaremos os
resultados do capitulo 5.

Para o maximo e o minimo da solugdo temos que Y=0 e, usando

isso em (6.10), concluimos que deve ser satisfeita a relagso:

(6.11) Y(t) = -(A-2) Y(t-1) - A Y3(t-1) = £(Y(t-1))

Do grafico abaixo (figura 6.1), é facil concluir que (6.11)

implica em

(A-2)2

Ymaxs aA 4

(6.12)

Y s=f(Y )
min ma

X
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A
(A - 2)?
A =
—=
_ i =2
A
e = (A = DWW - R
figura 6.1
A condig@o de "negative feedback", nesse caso, ¢é dada por

(4.18), e para que f(X) a satisfaca, é suficiente que A > 3 e (ver

figura 6.1):

(6.13) y o, _ A=z

min A
Usando (6.12) e (6.13) concluimos que f(Y) satisfard a

condigéo de "negative feedback" se, - 5i§ < f(YmaxL Isso determina

uma equagio para A:

A-2 oy (A-2)% (a-2)?
(6.14) oy I (S R
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De (6.14) tiramos que A < 3.67857.

Quer dizer, para:
(6.15) 3 < A< 3.67857,

a equagdo (6.10) satisfaz as hipéteses (B6.7).

Note que o intervalo (6.15) ¢ muito interessante, pois nele a
equagéo (B.10) apresenta um rico comportamento, com cascata de
duplicagédo de periodo, caocs, etc (ver figura 5.44, pagina 114).
Restrinjamo-nos, por enquanto, a esse intervalo de A.

A primeira observaglo a fazer, ¢ que a fungdo inicial que
escolhemos no capitulo 5, sempre foi atraida pelo conjunto S, (ou
pelo ramoc fundamental segundo Ikeda, Kondo & Akimoto (1982)), ou
seja, assintoticamente n&o havia mais de um zero ne intervalo
unitédrio (no que diz respeito as solugdes periédicas, este fato
ocorreu mesmo para A >3.878..). Isso quer dizer que escolhemos uma
fungdo inicial na bacia de atragéo dé S, Como todas as orbitas de
conexdo de ¥ dirigem-se para- Sy podemos pensar que, de certa
maneira, s, ¢ o mals estavel dos s, © que Justifica o resultado
obtido.

A segunda observagdo, ¢ que o resultado de Mallet-Paret, que
nos diz que, se N<N‘ entéo _ contém uma o6rbita periédica, reproduz
dois fatos por nés ja citados. O primeiro que, de (4.12), (4.13) e
(4.14), fixado A, a dimensdc da variedade instavel da origem

aumenta de dois para:
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Tn=T1(1 + np‘)'
(6.18) P,

Pfr‘;‘rﬂal
onde T o By sdo os valores do paréametro ? e do periodo (relativos a
Y1(t)) respectivamente, para os quais o primeiro par de raizes, da
equacdo, caracteristica cruza o eixo imaginario. O segundo fato ¢
que (B.5) e (6.16)s#do expressdes andlogas. Isso quer dizer que, a
cada n-ésimo cruzamento (Tn) do eixo imaginario por um par de
raizes da equagio caracteristica de (6.1), aparece uma solugéo
periédica em 8 Isso esta diretamente relacionado ao resultado
de Mallet-Paret enunciado no inicie do paragrafo.

0 fato interessante provém de (6.4), e nos diz que essas
solugdes Yn , que aparecem nos diversos sn's para T = T, sédo as
mesmas, a menos de mudangas de escala no tempo.

Essa observagfo evidencia que ha uma correlagdo muito forte,
entre pelo menos algumas solugdes dos diversos sn’s. Evidencia
também que, conforme vamos aumentando T, vamos criando mais
solugdes periédicas. Por sua vez, resultados numéricos indicam que
essas solugdes sfo estaveis, de modo que o aumento de T implica no
aumento do numero de atratores do sistema. Mais adiante tentaremos
desenvolver mais essas idélas.

Neste ponto é necessario fazer algumas observagdes quanto a
nomenclatura a ser utilizada. Considerando as solugdes assintoticas

nido triviais de (B.10),podemos dizer que uma solugdio pertence ao

ramoe 1, se cruzar o zero no maximo uma uUnica vez no intervalo
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unitario; ao ramo 2 se cruzar o zero no maximo tres vezes neste
1nterva&o,.ao ramo 3 se cruzar cinco, e assim sucessivameﬁte. Note
que, no caso do sistema satisfazer a condiglo de "negative
feedback" (6.7), entfo o ramo 1 é igual a 51’ o ramo 2 ¢ igual a
s, © ramo 3 €& igual a Sgr etc. Se essa condigéo nﬁ; for
satisfeita, nfo mals poderemocs falar de conjuntos de Morse mas,
pelo menos né case por nos estudado, ainda pode ser aplicada a
defini¢éo acima. Em Ikeda & Mataumoio (1887), ¢é utilizada a
definicho de gue o ramo 1, ¢ aguele cuja =solucBo apresenta periodo
proximo a 2 (se for cadtics deverd possuir uma forte componente de
periodo aproximadamente 2)ou provém de duplicacgdes de periodo deste
tipo de solug8o. Nesta mesma referéncia, os ramos superiores sé&o
dados pelos harménicos de ordem impar (T grande) do ramo 1 (para
solugdes periédicas, através de (6.3)).No caso que estudamos, essa
definigéo também pode ser aplicada, e é equivalente & dada acima.

A fim de tornar nossa exposigéio mais abrangente, adotaremos a
definigdo de ramo dada por lkeda, ainda que esta seja menos precisa
que aquela apresentada no inicio do parégrafo anterior. Entretanto,
caso o0 interesse seja o sistema (6.10), ou algum outro que
satisfaga (6.7), pode-se adotar a primeira definigdo.

0O que faremos agora ¢ analisar o efeito que os nossos
resultados para o ramo 1, obtidos no capitulo 5, ter&o nos ramos
superiores.

Fixado A, para 3 = A = 4, verificamos que, aumentando T, as

solugdes de (6.10) no ramo 1 percorrem uma cascata de duplicag8o de

periodos, que suporemos completa.
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Fagamos uma bi-indexagfo das solugdes periédicas Yl de

»

(6.10), onde Y1 g ! com 1, j =1, 2, 3,.., representa uma solucio

)

no ramo I, originada da (j-1)-ésima duplicacfo de periodo de Y11’

y

onde Y1 i ¢ a solugdo que aparece da bifurcagéo de Hopf, ocorrida

na solugdo Y = 0, para o ramo I.
Na verdade, do que expusemos no capitulo anterior, somente
temos conhecimento das solugdes do primeiro ramo, sendo que para

1 # 1 grande parte dos Yl ndo necessariamente existem.

0O periodo Yl) sera denotado por plj e le serda o

*
correspondente valor do parametro T. O valor T, j do parametro T é

onde ocorreu a bifurcagfio que deu origem a solugéo Ylj

¥

Com essas definigdes podemos reesprimir (6.3), e (6.5) como:

th(t) = 1( (3 + £1-1) p1,1)t)'

3

(6.17) - TL1 = 11,1( B (1-1)p1’1) .

P = p},l g
11 T+ (FDp,

*
Para nés,‘r11 € o ponto no qual o ramo 1 torna-se

?

interessante, ou seja, para r<*r11 , ndo é relevante se tal ramo

existe ou néo ( note que Mallet-Paret (1986) prova que existe um

t 4

numero finito de sN s , mas ndo diz quantos).
As expressfes (B6.17) evidenciam que uma solucfio periédica
Xil(de periodo préximo a 2) no ramo 1, implica na existéncia de

solugdes periddicas em todos os demais ramos.

Analisemos o que ocorre quando a solugfo Y11 sofre a primeira

¥
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duplicagdo de periodo, para T = T _.

Neste ponto, ou
infinitesimalmente a direita do mesmo, verifica-se o aparecimento
de uma solugdo le , que é praticamente igual a Y11’ com periodo

P, .~ 2 P, - Seguindo um raciocinio andlogo ao feito para obter

(6.17), podemos obter:

Zl,z(t) i

¥

2( e % dul=1) pl’z)t),

»
(6.18) - Al,2 1"1,2( b # (l_l)PLe) :

Py 2
q

| 1,2 1+ (1—1)p1'2

Note que usamos as letras Z, A, q ao invés de Y, T, p, pois

ainda nfo estd evidente a qual ramo pertence 21 5 A fim de

y &

determinar isto, reescrevamos q]

»

2p1,1 Pia

he T T I-DZ, 4 FVrErRD - Db, |

1

Ou seja, q , é o dobro -do periodo de uma solugido do tipo
\’(21__1),1 , dada por (6.17).
Isso significa que a primeira duplicagéo de periodo no ramo 1,

implicarad em duplicagdes de periodo nos ramos do tipo (21-1), 1= 2,

3, 4,..., ou seja, nos ramos impares.

Com isso, concluimos que: - se existe T = r: 5 tal que (6.10)
apresenta uma duplicagio de periodo, caracterizada por Ylia le g
e p1’1» p1,2’ com p1'2= 2p1'1, entdo, no ramo (21-1), I= 1, 2,
3,.., teremos:
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Y (t) = Y1

(21-1),1 A (21—1)p1,1)t1,

*
=T, 2( 1 + (21—1)p1’1) ;

B Py
Poicny,1 = T+ (zl—l}p1 : :

(6.19) t(m—1h1

1

Y(anun,a(t} = Y1.2[ (1 + (1—1)p1,2)t].
(6.20) T(Ebﬂ),2 = T1,2( L o4 (1—1)p1’ )
= p1'2 T
p(ZLJ),2 1+ (I-1)p

Fazendo um raciocinio analogo para as outras duplicagdes do

ramo 1, podemos generalizar (6.20) de modo a obter:

Y1+2ty4)(l_n’j(t) — Yl,j[ (1 + (1—1)p1, tl,
*
(6.21) Trag I Wy = By L 1 * WP BX
(§-1) = ey
P2 (1-1), ) 1 + (Il-1)p ’

para j, 1=1, 2, 3,...
Essas relagSes nos dlizem que podemos relacionar a (j-1)-ésima
duplicagdo de periodo do ramo 1, a (j-1)-ésima duplicagio de

(1-1)

periodo do ramo (2 1 +1), para I= 1, 2, 3,...

A fim de tornar mais clara esta afirmagfo, construimos o

diagrama da figura 6.2:
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/]
/

ramo 17

L
ramo 5 f
ramo 4
5 1
ramo 3 \(
Il A 4 ‘
ramo 2 w \ \
|
ramo 1 t T
* » * * T*
T T T
Ti,i 1,2 1,3 1,4 1,8

[

figura 6.2

As setas da figura 6.2 significam que uma duplicagio de

periodo no ramo 1, implica em uma duplicagio no ramo para o qual a

seta se dirige.

Note que no ramo (207

I + 1) temos (J-1) duplicagdes de
periodo, * em correspondéncia direta com as (j~1) primeiras

duplicagdes do ramo 1.

Suponhamos agora que Jj=M é um numero bastante grande, de modo

que o ramo L, L= (1 + 2™, i ’ 1

ossua T T iy O
# B ted’ L2 L, (M-1)"
- L 2 *
parametros estes relacionados a 1} T 112""' TIH i de ramo 1.
] ] y A1

* *
Entéo, se Ti . y+.., satisfazem:

1 1,2

132



*

T: IR NEIEY
(6.22) - . J' %8, para j grande,
T -1
1,(J+1) 1,
sera que:
»* *
ol T Thali=n)
(6.23) L) LD o5

T -T
L,(j+1) L,J

¢ verdadeira para j grande, com j<(M-1) ?

De (6.21), temos que:

P (M=3+1)
= i = +
T, o001 j)'J_l T J_1(1 2 pl,j_1),
* _ (M-3)
(6.24) 1 11+2(j-1)2(N—J),J = Tl,j( 1 +2 By ; )i
* (M-j-1)
- - = i +
L Frapt i1l J),j+1 Tl,j+1(1 B 1,3+1
Uma vez que 11J X estd muito proximo de T1J+1 , € razoavel

desprezar a parcela da variagdo continua do pericdo, devido a

variagfo de T, e assumir que:

(6. 25 p =2 p e p =2 p

Substituindo (6.25) em (6.24) , e usando (B6.22), verificamos

que (B.23) é verdadeira.
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Com isso concluimos que, =a relagéo de Feigenbaum, uma vez
satisfeita no ramo 1, tende também a ser satisfeita nos ramos
(H-l))

(1+2 , pelo menos até a duplicagfo de periodo de ordem (M-1).

Ou seja, existe realmente uma forte relacfio, tanto entre algumas
6rbitas dos diversos ramos, quantc na maneira pela qual‘estas
érbitas aparecem nestes ramos, conforme variamos T.

Sabemos gque podemos estudar as duplicagdes de periodo,
investigando as solugdes da equacfic linearizada em torno da solugio
periédica, na qual ocorrera a bifurcagio. Sendo assim, ¢é
interessante verificar o que ocorre com as golugles da equagéo
(6.10), linearizada em torno das solugles Y e Y

1,] 1,]
1 =2, 3, 4,..., quando ocorre a bifurcagfo de Y1 5 As equagdes

»

linearizadas, sdo:

(6.26) 1
T

] j‘«‘1,j(t) = —Wi,j(t) - [(A-2) + 2A Yl,}(t)} Wi’j(t-l),

(6.27) + )

(t) = -W
a3 s 1

»

j(t) - [(A-2) + 2A YI’J(t)I WI’J(t-—l).

A fim de tornar a exposigéo mais simples, consideremos apenas
as equagbes para a primeira duplicagfio de periodo do rame 1, ou

seja, Jj=1. Com isso, (6.28) fica:

(6.28)

|-

] 1“1,1(“ = "“1,1(” - [(A-2) » 2A Y1,1(t)] w1,1(t_1)'
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Além disso, se em (6.27) reescalarmos o tempo, redefinirmos

convenientemente wl , » © usarmos (6.17), obteremos:

13

(6.29) L W) = - W (8) - [(A-2) + 2A Y, ()] x

Yol
151 :

X Wl’j(t-i—(l-l}pl’l)

Note que (6.28) e (8.238) s6 diferem no que diz respeito ao
retardamento.

Sabemos da teoria de Floquet ([Hale (1877)] (para sistemas de
dimensfo finita ver Jordan & Smith (1977)), que (6.28) e (6.29)
possuem solugéo do tipo eM'@(t). onde ®(t) tem periodo p1,1' Se
substituirmos este tipo de solugéo em (6.28) e (6.28), ficaremos

com:

1 : "

(6.30) %-1 1‘I='1,1(1'.) * (31,1 + 1) Ql,l(t) =
-Al 1
- [(A-2) + 2A Yl,l(t)] e @1’1(t—1),

1 .
(6.31) = @1’1(13) + (?tl,l + 1) Q},itt) =

1,1

A -a. (1-1)p

1.;2 1,1

- 1,1
- [(A=2) + 2A Yl,l(t)] e @1,1(t'—1] e

A solugéo H1 5 sera estavel se Re A1 15 0 para qualquer

A1 1,(1)1 ,» due satisfaca (6.30). Condig8o andloga vale para Wl .
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Uma pergunta interessante que podemos fazer, é: - dado que

w11 seja estavel, o que podemos dizer da estabilidade de wll?

Esta n8io parece ser uma pergunta de féacil resposta. 0O que

podemos afirmar ¢ que (6.30) e (6.31) diferem pelo termo:

A (1-1)p
(6.32) g it T,

que aparece em (6.31).

Note que, se (6.30) tiver uma solugfo com Al , satisfazendo:

-2 (I1-1)p p
(6.33) e ! L1oy & ik, D
p 1-1
1,1
; 211 % 5
onde n ¢é um natural, e B ™ = 1 entdo, (6.30) e (6.31) terao

uma. solugdo comum, com Al N Al . Isso é& verdade se Al e 0.

] » »

Quando ocorre duplicagdo de periodo, a solugao wl { perde

estabilidade, com o expoente de Floquet cruzando o eixo imaginario

em A = 8 , ou seja:
1,1 p
1,1
(6.38) f=-0. 4 j=2n+1
’ 2 1-1 :

que ¢é exatamente o resultado obtido anteriormente, ou seja, a
primeira duplicagdo de periodo do ramo 1, esta diretamente
associada as duplicagdes dos ramos impares.

Podemos desenvolver um raciocinio andlogo para as outras

duplicagdes que ocorrem no ramo 1 e, como acima, recuperariamos os
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resultados por nés ja obtidos.

Concentramo-nos, até agora, em relacionar as solugdes
periédicas do ramo 1 com as dos demais ramos. Fagamos, agora,
algumas observag®es com respeito aos ramos superiores.

Durante este trabalho, fizemos poucas simulagdes numéricas
cuja solugdo assintética estivesse em ramos superiores. A fim de
obtermos solugbes desta natureza, fizemos exatamente o prescrito
por (6.2), ou seja, mudamos adequadamente a escala temporal de uma
solugdo do ramo 1.

Essas poucas simulagdes que fizemos foram suficientes para
detectar os resultados numéricos apresentados em Ikeda & Matsumoto
(1987). Esses resultados evidenciam a presenca de muitas 6rbitas
periédicas, simultaneamente estaveis, dentro de cada ramo de ordem
maior do que\l. A din&mica dentro desses ramos é riquissima, e mais
dificil de ser estudada do que no ramo 1, principalmente devido ao
pequeno dominio de estabilidade das érbitas periédicas.

Nossa primeira observagfo com rciaqﬁo aos ramos superlores é
que suas solugdes periddicas, de periodo maior do que a unidade,
ndo podem ter correspondéncia com solugdes de ramos inferiores.
Para fazer este tipo de relagfo, seria necessario utilizar n < O em
(6.4), o que conduziria a T < 0, o que ndo nos interessa.

Por exemplo, suponha que a solugéo "{2,1 ,com periodo

p1,1

p21 = T+ sofra uma duplicagfio de periodo, originande uma
' |

p
solugdo com periodo B g & 2 Py g = 2 T—%l%—— . Como p, , > L
£ ¥ 1’1 ’

entédo < > 1 e, portanto, Y2 4 ndo tera correspondente no ramo 1.

Isso expressa novamente o fato que a primeira duplicagéo do ramo 1
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possul correspondéncia apenas nos ramos impares.

Suponhamos que no ramo 2 exista uma cascata de duplicacgdo de
periodo, e apliquemos para esse ramo o mesmo raciocinio que foi
aplicado para o ramo 1. Concluiremos que, se a primeira duplicagéo
de periodo no ramo 1 implicava em primeiras duplicagdes de periodo
nos ramos 2k+1, k = 1, 2, 3,..., entdo, a primeira duplicacgio de
periode do ramo 2, terd implicacdes nos ramos 2k, k = 2, 3,...
Quer dizer, se ocorrer uma primeira duplicagfo de periodo no ramo 1
e outra no ramo 2, entfo ocorrerfic duplicagdes de periodo em todos
os demais ramos.

De maneira andloga, ¢é facil concluir que, para ocorrer a
k-ésima duplicagéio de periodo em todos os ramos, ¢ suficiente que
esta ocorra nos 2° primeiros ramos. Mais ainda, a k-ésima
duplicag¢do no ramo n, n<2k, estard relacionada & k-ésima duplicacgio
nos ramos m , m=n+2k1, I 2 1y 2% Bhoss

Como vemos, se ocorrerem cascatas de duplicagdo completa nos
primeiros ramos, ent@o, por esse réciocinio, existirao muitos
outros ramos superiores com cascacata de duplicacgdo, em
correspondéncia direta com as cascatas de duplicagio dos primeiros.
Essa forte relagéo entre as solugdes dos diversos ramos, é um fato
muito curioso.

A ocorréncia de duplicagdes de periodo nos ramos superiores, é
algo Jj& observado por lkeda & Matssumoto (1987), e por nés mesmos.
No entanto, a dinmica nos ramos superiores é muito complicada,
porque associadas as solugdes oriundas das duplicagdes de periodo,

analogas as que ocorrem no ramo 1, aparecem outras solucdes, também

138



estaveis, os chamados "isémeros" [lkeda & Matsumoto (1987)]. A fim
de dar uma idéia de como, e porque, aparecem esses isémeros,
passaremos a descrever os resultados de Ikeda & Matsumoto (1987).
Primeiramente, suponhamos que 7T seja suficientemente grande,
de mode que a dindmica de (6.10), possa ser caracterizada pela

dinamica de :
(6.35) Y(t) = - (A-2) Y(t-1) - A Y2(t-1).

As solugdes de (6.35) sio determinadas pelas solucdes da

aplicacéo:

(6.36) Y =- (A-2) Y - A Y= f(Y).
n n n

n+1

Por exemplo, suponha que, para determinade A, a solugédo

estdvel de (6.36) apresenta periodo 2, sendo dada por:

(6:+37) a = f(b) : e b = f(a)

Entdo, também as solugdes de (6.35) serdo caracterizadas pelos
valores a e b.

No casoc de estarmos interessados em estudar a dinamica das
solugdes de (6.10), que possuam periodeo aproximadamente 2/3 (ramo
2), ¢é  necessario estudar a dinamica de (6.35) em trés
sub-intervalos iguais da unidade. Desta maneira, se a solucdo de

(6.36) for dada por (6.37), entdo a solugdo de (6.35), no "ramo 2",
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serd dada por (figura 6.3):

A
ar 1 I —_
| ; i '
i i | |
i |
1 I i
| ! | ‘ SRR,
173 273 1 2| ! ‘
{ i ! ! |
i i ! !
b .
seqliéncia
aba bab aba bab
periodo 2/3
figura 6.3
Suponhamos agora que A seja variado de modo que a solugdo de
(6.36) sofra uma duplicagiio de periodo, passande a ser

caracterizada por a, b, ¢ e d, de maneira analoga a (6.37). Entéo,
as solugbes de (6.35) no '"ramo 2" poderfio ser de dois tipos

(figuras'6.4 e 6.5):
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figura 6.5
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Essas duas solugdes constituem solugdes isémeras. Note que a
solugdo da figura 6.4 de periodo 4/3, ¢é anadloga a originada na
primeira duplicagdo de periodo do "ramo 1".

Na verdade, para construir essas solugdes, poderiamos designar
um dos dois elementos de um dos pares (a,c) ou (b,d), a cada um dos
trés sub-intervalos da unidade, o que daria g solugdes diferentes.
Destas entretanto, somente as duas acima s#o independentes,
obtendo-se as demais por simples translacéo.

Se fizermos este mesmo tipo de andlise em outros ramos, ou com
solugdes de (6.36) de maior periodo, detectaremos a existéncia de
inimeros destes isémeros.

O fato interessante é que, apesar deste raciocinio ter sido
desenvolvido com base em (6.35), pelo menos numericamente, algo
semelhante ocorre com as solugdes de (6.10). Isso evidencia a
validade deste raciocinio [Ikeda & Matsumoto (1987)], ou seja, a
dinamica de (6.10) esta fortemente relécionada a de (6.35).

Esse fenémeno de isomeria, somado ao fato de que estes
isdmeros sfo simultaneamente estaveis, leva a crer que, bifurcagdes
mals complicadas do que as duplicacdes de periodo, devam ocorrer
nos ramos superiores.

No comego deste capitulo, apresentamos os resultados de
Mallet-Paret (1986) acerca de sistemas que satisfazem a condigédo de
"negative feedback". Nesses casos, ainda que a dinaAmica no interior
dos ramos, ou dos conjuntos de Morse, seja extremamente complicada,

a dina&mica "entre os ramos" é razoavelmente bem conhecida, uma vez
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que o sistema apresenta uma decomposicfo de Morse.

Com relagdo a "dinamica entre ramos", Mallet-Paret (1988), e
Fiedler & Mallet-Paret. (1987), provaram a existéncia de algumas
conexdes entre os diversos conjuntos de Morse, Sy Em particular,
em Fiedler & Mallet-Paret (1987) prova-se a existéncia de conexdes

entre a origen, SN e os demais sN, se N<N,. No apéndice 1,
E 3

apresentamos uma maneira explicita de calcular essas conexdes para
(6.10), usando uma série de exponenciais, que é computavel sobre um
subconjunto significativo da reta, mas n3o sobre toda a reta.

Uma proposta interessante, na direcféo de se entender melhor a
dinamica entre ramos, para sistemas do tipo (4.1), que satisfazem a
condigdo de "negative feedback", é estudar a estrutura topolégica
dos diversos conjuntos de Morse, SN, e tentar entender como estes
se organizam, para formar o espago das solugdes globais do sistema,
Y.

Existem muitas questdes abertas no que diz respeito a dinamica
dentro dos ramos de (6.10). Por exemplo, seria interessante tentar
estudar melhor a "rota para 0~caos”, no caso do ramo apresentar
fendmenos de isomeria. Conforme formos entendendo a dinamica no
interior‘.dos ramos, certamente seremos capazes de entender as
relagdes que existem entre elas, algo como o que foi feito neste
capitulo com relagdo ao ramo 1.

Nos casos em que o sistema do tipo (4.1) ndo satisfaz a
condigdo de "negative feedback", como por exemplo (6.10) quando
3.6785 = A = 4, entfo, muito menos conhecemos acerca de sua

dinémica. Dos resultados do Ikeda Kondo & Akimoto (1982),
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acreditamos que um pouco apdés a condiglo de "negative feedback"
deixar de ser satisfeita, devido & variagdo de um parémetro analogo
ao A, ocorrem conexdes, ou coisas mais complicadas, entre os ramos,
de modo a termos solugdes globais indo do rame N para um ramo M,
onde N < M. Com isso, acreditamos ser possivel explicar o fendémeno
de "histerese" observado por Ikeda, Kondo & Akimoto (1982) (ver
apéndice 2). Isso também poderia explicar o fendmeno da fus&o de
atratores cadticos de diversos ramos diferentes, apresentado por
Ikeda & Matsumoto (1987), novamente devido ao aumento de um
parametro analogo ao A de (6.10)., Em suma, quando o sistema n&o
satisfaz & condigBo de "negative feedback", ainda n8o entendemos
como os diversos ramos se organizam no espago ¥ , e ndo entendemos
a sua "dinamica entre ramos".

Para finalizar este capitulo, quero enfatizar que a
complexidade dos sistemas dinamicos semelhantes a (6.10) ndo esta
somente na complexidade dos seus atratores cadticos, mas também na
maneira como seus diversos atratores ée organizam,

No préximo capitulo exploraremos melhor essa ideéia.

144



CAPITULD 7: CONCLUSAO

Nesta tese estudamos um particular modelo (5.1) motivado por
um problema de dinamica de populagdes e andlogo a alguns outros
modelos que aparecem em fisica (ver capitulo 4 e apéndice 2) e
biologia.

Como vimos nos capitulos anteriores, a dinamica de (5.1) é
riquissima, apresentando ndo somente um atrator caracterizado por
uma solugdo cadtica mas, para certos intervalos de parametros,
muitos atratores, uns cadticos e outros periédicos.

Dizer que um sistema apresenta solugdes cabéticas significa que
¢ dificil fazer previsdes precisas acerca de seu futuro a "longo
prazo” (este "longo prazo" estd relacionado aocs expoentes de
Liapunov da solucdo, e ndo necessarﬁamente significa um grande
intervalo de tempo). Isso ndo nos impede, entretanto, de
caracterizar as propriedades médias do sistema de uma maneira mais
ou menos satisfatéria. Por outro lado, dizer que um sistema possui
muitos atratores, alguns podendo ser caéticos, pode significar que,
além de ser dificil fazer previsdes a longo prazo, também é dificil
fazer previsdes médias a longo prazo.

Um exemplo do que pode ser um sistema desse ultimo tipo, é
fornecido pela meteorologia. Como se sabe, ¢& possivel fazer uma

previsdo do tempo razoavelmente confiavel apenas para um futuro
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bastante proéximo, pois a dinaAmica ai envolvida ¢é certamente
cadtica, e portanto muito sensivel a condigdes iniciais [Lorenz
(1963)]. Isto nfio nos impede entretanto de caracterizar o clima das
diversas regifes da Terra. Caracterizar o clima de uma dada regifo,
significa fornecer as suas propriedades meteorolégicas médias, como
por exemplo: umidade média, distribuigio média de temperatura e
pluviosidade, etc... O interessante ¢ que o clima também nic é
previsivel a longo prazo. Note que a escala temporal das variacgdes
climaticas €& enorme quando comparada & escala das previsdes
meteorolégicas, mas ¢ relativamente pequena quando comparada a
escala da histéria geologica. Testemunho destas variagdes
climaticas s&o as quatro pequenas glaciagdes que se acredita teren
ocorrido no periodo quaternariec. Uma evidéncia disso é que muito
provavelmente [Ab’Saber], a aproximadamente 15000 anos atras, época
da ultimas destas glaciagdes, a Amazdénia era um dominio
predominantemente de savanas devido a aridez climatica!

Como Jja dissemos, uma das hibéteses para explicar essas
variagdes (que algumas vezes parecem apresentar componentes
peritédicas) é dizer que o sistema dinamico que governa os fenémenos
meteorolégicos apresenta diversos atratores caéticos diferentes, e
devido a perturbagdes externas, o estado do sistema pode passar da
bacia de um atrator para a de outro, o que representa a mudancga
climatica.

Note que, neste ultimo paragrafo, introduzimos uma excitacgdo
externa, cuja existéncia ¢ inevitavel em sistemas realisticos.

Dependendo das dimensBes e do arranjo das bacias de atragdo do
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sistema, essa excitagfo externa necessita ser realmente pequena e
esporadica para provocar as transigdes de uma bacia para outra.

Essas consideragfes refletem na importancia de se estudar a
dinamica global de sistemas com muitos atratores, ou se ja,
estabelecer as relagdes e importancia relativa das diversas bacias
de atragé@o do sistema. Um exemplo desse tipo de estudo é fornecido
por Mallet-Paret (1986) (ver capitulo B), e diz respeito a
"dinamica entre ramos" de sistemas do tipo (4.1), que satisfazem a
condigdo de "negative feedback"(6.7).

Nos casos em que coexistem diversos atratores, é importante
caracterizar topologicamente o arranjo das diversas bacias de
atragdo no espago de fase e, neste contexto, o estudo das
fronteiras entre estas bacias é bastante importante. Em Grebogi e
outros [Grebogi et al. (1983)], ¢ apresentado um sistema cuja
fronteira entre bacias de atracfio possui dimensdo fractal. Esta
caracteristica introduz uma certa "sensibilidade" do estado final
do sistema, em fungfio do estado inicial, sem a necessidade de
introdugée de ruido externo!

No problema que estudamos nesta tese, ¢é possivel que as
fronteiras entre as bacias de atragéio possuam codimensio 1, de modo
a ndo ocorrer fendmenos semelhantes aos descritos no paragrafo
anterior. Mesmo assim, essa idéia evidencia de maneira mais
gritante, a dificuldade na previsibilidade das propriedades médias
assintbéticas do sistema, introduzida pela existéncia simultanca de
mais de um atrator.

Como dito no capitulo 2, as fronteiras das bacias de atragio
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b

séo usuélmente dadas por variedades estdveis de algumas solugdes
instaveas tver figura 2.2, pagina 17 ). Sendo assim, uma méneira de
se estudar as fronteiras entre as bacias de atracBo de (5.1), é
detectar quails séo as solugbes que pertencem a essas fronteiras e,
entéo, analisar suas variedades instavel e estéavel. Certam;nte o
estudo numérico dessas fronteiras, assim como aquele feito em
Battelino et al. {1988) para sistemas em dimensfo finita, ndo deve
ser fécil em espagos de fase com dimens@o infinita e, portanto,
qualqguer informac&c que se possa obter através da aplicacgdo
rigorosa dos conceitos acima, deve ser bastante Gtil. Com relacéo a
isso, as conexBes das quals tratamos no apéndice 1, podem ser
Uteis.

No capitulo 3, apresentamos o modelo (3.4) que trata, de uma
forma simplificada, um problema extremamente particular da dinamica
de populagBes. Este modelo formalmente simples apresenta, todavia,
uma. dinédmica muito rica. Se adicionarmos algum ruido estocéstico ao
modelo, é possivel que sua soluglio sofra transicdes entre as bacias
de seus diversos atratores. Como Jja dito, isso pode provocar a
variagéo das propriedades médias das solugdes, e tornar impossivel
as previsfes médias a longo prazo.

Modelos realisticos de dinamica de populagdes devem conter os
seguintes componentes: - efeitos de meméria das mais variadas
formas, - profundas n&o linearidades, - e excitagdes externas
imprevisiveis. Com isso, se um modelo simples como o que estudamos
apresenta toda a complexidade mencionada acima, pode se imaginar a

complexidade din&mica que sistemas ralisticos podem apresentar, uma
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vez que estes Ultimos contém ingredientes semelhantes aos
primeiros, mas arranjados de uma forma muito mais complexa. Isso
nos leva a crer que, mesmo que tivéssemos um modelo confidvel para
os sistemas populacionais, seria dificil extrair informagdes do
mesmo, devido a sua complexidade matematica. Para entender o que
estamos querendo dizer, basta lembrar os comentérios que fizemos no
fim do capitulo 4, acerca das solugdes numéricas das equagdes de
Navier-Stokes.

Um exemplo de sistema bioldégico muito complexo, que envolve a
dindmica de muitas populagdes, sdo o0s ecossistemas. Uma.
consequéncia de nossas afirmagdes com relagfio a esses sistemas, é
que o conceito de equilibrio dos mesmos, deve necessariamente ser
algo complexo e dificil de definir. A razdo disso estd na grande
quantidade de ‘"estados de equilibrio" desses sistemas, e nas
provavels, e n#o raras (com relagdo ao tempo de resposta do
sistema), transigdes que podem ocorrer entre eles. Estas nossas
conclusdes carecem de quantificaqées‘ mas, pelo menos em alguns
tipos de ecossistemas, devem ‘ter grande correspondéncia com a
realidade.

Para concluir, quero dizer que o nosso plano inicial nessa
tese era o de responder algumas questdes acerca de (5.1), entre as
quais a que dizia respeito & '"rota para o caos" neste tipo de
sistema (capitulo 5). Conforme fomos nos envolvendo com o problema,
uma seérie de outras questdes nos apareceram e, apesar de termos
avangado bastante, e de maneira satisfatéria, na direcdo de

responder nossa pergunta inicial, terminamos esta tese com um
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numero maior de perguntas, do que aquele com o qual iniciamos. Isto
¢ bom, e de certo modo é reflexo da intimidade que ganhamos com o
problema, e da grande quantidade de tépicos a serem estudados, no
que diz respeito a sistemas din&micos em dimensdo infinita.
Esperamos no futuro continuar estudande este tipo de problema,

principalmente no que diz respeito as questdes que ficaram

evidentes nesta tese.

150



APENDICE 1: SOLUGOES EM SERIE DE EXPONENCIAIS

Todos os resultados deste apéndice baseiam~se na tentativa de
encontrar uma solucBo global para a equacgio (B6.10) scb a forma de
uma série de exponenciais.

Dada & equacgio:

1

(A1.1) = X + X = (-A +2) X(t-1) - A X°(t-1) ,

tentaremos a solugdo:

[}

(A1.2) X(t) = Z cne“’“ .

n=0

Substituindo (A1.2) em (Al.1), e igualando os termos em ™,

ficamos com:

[+4]
C [ﬁ1]=[(~ﬁ.+2)c -AZC C ]e'“A
n T n n-1 1
1=0
Para n = 0 temos:
€ mi(=A*2) 6 = AE,
0 0 0
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de onde tiramos que Co é um dos dois pontos fixos de (Al.1), ou

seja,

o o =]
C0 = 0 ou C0 = i
Para n = 1 temos:
A -2
(A1.3) = + 1+ [(A-2) + 2ACO] & =0

A equagio (Al.3) é a equagio caracteristica da equacio (Al1.1),

linearizada em torno dos pontos fixos: X =0 (C0 = 0) ou

Neste ponto nos deparamos com um problema. Se escolhermos

C0 = 0, temos que (A1.3) nfio é satisfeita para nenhum A real (pelo

menos na regifio em que a solugio X = 0 é instavel). Com isso,
utlizando C0=0, néo conseguimos construir uma solugdo real do tipo

(A1.2).

Portanto, escolhendo CO i e ; L , temos que (Al1l.3) fica:

Z+1-Ae

0,

e, pelo grafico abaixo (figura Al.1), ¢é facil notar gque essa

equacdo possui uma raiz real, positiva, para A > 1.
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figura Al.1

A equagé@o (A1.3) fixa A, mas deixa uma arbitrariedade em C1
Essa arbitrariedade expressa a invarianga, por translacgdes, das

solugdes de (A1.1).

Para n = 2 temos a seguinte relagido de recorréncia para os

(A1.4) C = -

Agora, reescrevamos (Al.4) como:
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e calculemos os primeiros C 's:
n

o 2
C2 = EE(A) C1 /
_ 3
(A1.5) C3 = EB(RJ (2 ﬁz(h)] C1 ,
_ 2 4
C4 = 54(A) (4 Es(A) Ez(h) + EZ(A)] C1

De (A1.5), podemos afirmar que os coeficientes Cn sdo do tipo:
(A1.8) c =D gmc
n n 1

onde gn(a) >0 .

Substituindo (A1.8) em (A1.2) temos que:

(s
e A-1 _ Ln+l n _nAt .
X(t) = [ = ]+ch g (1) ™
.n=1
e, fazendo C1 = eha , vem
[o0]
(A1.7) X(t) = - [A ; 1_] 4 Z (_,Unn gn(?L) en?\(5+t).
n=1

Supondo que os gn(A) convirjam, a primeira pergunta que se faz

€: sera que (A1.7) converge para qualquer (t+8) finito ?



Se (t+8) < 0, a resposta ¢é Oobvia. Suponha agora  que
(t+8) = T > 0. Neste caso, a convergéncia ou ndo de (A1.7) é
determinada pela velocidade de decaimento dos gn(A) em fungdo de n.

De (Al1.4) temos que os gn(h) sfo do tipo:

(A1.8) g (A) = e | Stg () 1, TIiT

onde S(gk(h)} representa uma soma de produtos dos gk(A) , que por
sua vez também satisfazem relagbes do tipo (A1.8). Isso implica que
gn(h) pode realmente decair muito rapidamente.
Note que, se gn(A) puder ser escrito como
-nh(n,A)

(A1.9) g (A) = e :

n

entdo, usando (A1.9) em (A1.7), temos que

[se] P
X(T) = = [A = 1 ] . Z (=)™ gn(AT-h(n,2))

Dessa ultima relacgfio temos que, se
(A1.10) h(n,A) =X T >0,
para qualquer n, tal que n > N para algum N finito, entio (Al1l.7)

convergira.

Infelizmente, n&o conseguimos mostrar que (Al.10) seja



satisfeita. Entretanto, se observarmos o comportamento dos gn(h)
para os primeiros n’s (ver (A1.5) para n = 2, 3, 4 ), detectaremos

que (o simbolo # indica aproximadamente proporcional):

(n=2> g,(1) = g ;

=g s gB(A) o %A .

(AL.11)  {n=4sg0) »e®,
n=5->g() =~ e—IBA.
n=6-gQ)~ e

Note que gn(A) parece realmente decair segundo (A1.9) com h(n,2A)
extritamente crescente.

De (A1.11) fizemos uma estimativa grosseira de que h(n,A) deva
ser do tipo log(n), ou seja cresce lentamente com n. Esse fato nos
leva a conjecturar que (A1.7) convirja.

A fim de verificar o tipo de solugfo que nos fornece (Al1l.7),
calculamo-la explicitamente para A = 3.3 , © = 10.0 , € C1:10. 0
grafico dessa solugfio ¢ apresentado na figura Al.2 (note que nessa
figura a escala temporal acha-se multiplicada por 10 e X somado a

A=l

B, 3,

A
Percebemos da figura Al1.2 que conseguimos calcular a solugéo
(A1.7), em um intervalo de tempo (t), no qual esta apresenta
comportamento nédo trivial. Para valores de t grandes, entretanto,
mesmo que (A1.7) seja convergente, provavelmente (A1.7) & nao
A

computavel. A razfo disso ¢ que os g (A) e" bos6 comegam a
n

decrescer para valores de n extremamente grandes. Com isso, (Al1.7)

apresenta uma enorme quantidade de termos positivos e negativos,
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por sua vez também grandes, sendo que a soma de todos eles & da
ordem da unidade. Para ter uma idéia da ordem de grandeza do
numeros que podem estar envolvidos em (A1.7), se quisermos obter a
solugdo dada na figura A1.2 no instante t=30.0 , e assumirmos que

h(n) » log(n), ent&o, de (Al.10) (neste caso « & 1), temos que:
log(n) - 30 = O > n=e ,

que € um numero muitissimo grande.

Lembrando que C1 = ehé, onde & representa uma translacic no
tempo, ¢ facil perceber que lidaremos com nuUmeros exponencialmente
maiores, conforme aumentamos & (ou t).

Apesar desse problema, as solugdes do tipo (Al1.2) sio bastante
interessantes, devido a forma "relativamente simples" com a qual
conseguimos explicitar os Cn’s.

Na figura Al1.3 mostramos a mesma solucdo apresentada na
figura A1.2 , sé que calculada através do nosso algoritmo
discretizado, apresentado no capitulo 5. Podemos notar que as
figuras Al1.2 e Al.3 s8o idénticas, o que no minimo mostra que a
integragdo discretizada é excelente.

Tudo o que fizemos acima, referiu-se a solucfio com

A-1

Co = - T 0 mais interessante, entretanto, seria analisar

solugbes em torno de X = 0 , o que implicaria em tomar CO =0. A
fim de evitar o problema das solugdes imaginarias, tentemos um

outro tipo de solugfo, dado por:
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[se] [v's] s
(A1.12) K(t) = z Z c, ]e”’“”‘ wo

onde A* ¢ o complexo conjugado de A (esta solugdo tentativa é usada
por Bel (1982), com o intuito de obter solugdes aproximadas para
equagtes diferenciais com retardamente, e segundo esta mesma
referéncia, fol usada por Liapunov em seu primeiro método de
analise de estabilidade).

*

Como (Al.12) deve ser real, temos que le B Cl I

Se substituirmos (Al.12) em (Al.1) e raciocinarmos de maneira

analoga ao que fizemos para (Al1.2), chegaremos & expressio:

s3] [v4] * "
E: E: c [ AJ 4 AL, 1 ] QAR L
31 T

* *
“(JA+IA ) (JA+1A )t
X e e ]

Se A ndo for nem puramente real nem puramente imaginario,

entdo, chegamos a seguinte relagfo entre os coeficlentes:

- * ‘
Al +a 1 . 1 ] . e—(JA+1A b o

(A1.13) CM[ =
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] 1
X (-A + 2) C - A E: E: & C } ;
3l j=m,l-n m,n

m=0n=0

Para j=1=0

, temos & = = ol ou G =0
0,0 A 0,0
Escolheremos C = 0.
0,0
Para j =1, 1 =0 em (A1.13), ficaremos com a equagio
(A1.14) 2

B o = 8Y 20
T

que ¢ a equagio caracteristica de (A1.1)

linearizada em torno de
X =0 .

Novamente C1 ” fica indeterminado,

1

o que estd associado a
invarianga por translagfes das solugdes de (Al.1).

*
Para j = 0 , obteremos uma equacdoc idéntica para A

Uma. vez escolhida uma raiz A de (Al1.14), os demais CJ sdo

il
determinados a partir de (Al.13) pela relacéo:

_ ~(AJ+A‘1)
(Al1.185) C = (i

AJ : A l\+ 1+ (A - 2) e—(AJ+A 1)

] 1

xzzc c .
j=m,1-n m,n

m=0 n=0

Analisando as solugdes

(A1.12) com (A1.15) para A < 3.658

para ReA > 0

notamos que, , X(t) & uma solugdo que, no espago das

solugdes globais, conecta a solugdo trivial X =0 ,

ou seja sN* , a

*
conjuntos de Morse s, » com N < N (ver capitulo 8).
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Essas conexdes na verdade sfo aquelas cuja existéncia fora
provada por Fiedler & Mallet-Paret (1987).

Note que, quanto malor a dimensfo da variedade instavel da
origem, mals pares de raizes de (Al1.14) com ReA > 0 existirdo e,
portanto, um malor numero de conexdes podem ser construidas usando
(AL, 12).

Se denotarmos por (Ai, A:) o primeiro par de raizes que cruza
o eixo imaginario, (Az, A:) o segundo par, etc..., temos que
(A1.12) com A = hl € uma conexdo entre sN* e s e muito
provavelmente, (Al.12) com A = AN € uma conexdo entre sN= e sNonde

*

N < N

Esse raciocinio pode ser levado mais longe. Por exemplo,

podemos tentar uma solugio do tipo:

o

[ve) 0 « » *
_ (JA+1A +mW+nw )t
(A1.18) X(t) = Z z Z Z Cj,l,ln,ne

J=01=0 m=0 n=0

"

O fato de X(t) ser real implica que C = C ;
Jylymyn l,j,n,m
A-1
Novamente, C =0 ou C = ——— e, no caso de
0,0,0,0 0,0,0,0 A
fazermos C = 0, w e A serdo raizes da equagio caracteristica

0,0,0,0
(A1.14).

No caso em que Rew e ReA forem positivas, temos que X(t)
representa uma conex80 entre o ramo da solugio trivial e algum
outro ramo.

Das propriedades de (Al.14) [Fiedler & Mallet-Paret (1987)],
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temos que, se A for uma ralz associada a sN e w a SN+1 , entdo
ReA > Rew. Portanto, com ReA > O e Rew > 0 , a solugio (Al.16) para

t - -o, sera:

Wt Wt

(A1.17) X(t) =¢C e ¥ B e
1,0,0,0 0,1,0,0

Como ja dissemos, em Fiedler & Mallet-Paret (1987) é provada a
existéncia de conexdes (no caso de (Al.1) satisfazer a condigfo de

*
"negative feedback") entre sN' es , N<N , e cujo comportamento

N

para t - - é semelhante ao dado por (A1.17). O interessante ¢ que
no comportamento assintético determinade por Fiedler & Mallet-Paret
(1887) a raiz w que aparece em (Al.17), é aquela correspondente ao
conjunto s, para onde se dirige a conexo. Por outro lado, de
(A1.16) esperamos que a conexfio ndo se dirija ao S, associado a w,
mas sim ao sH associado a A. A razdo disso & que para t grande
esperamos que os termos em ez?\t dominem, pois estamos admitindo que
ReA > Rew . Este raciocinio nos leva a.pensar que as conexdes dadas
por (Al.16) sdo diferentes daquelas cujo comportamento assintético
fora determinado por Fiedler & Mallet-Paret (1987), e que estas
GUltimas éstejam relacionadas somente as conexdes dadas por (Al.12).
Apesar deste raciocinio carecer de rigor matemitico ele parece
estar no caminho correto.

Este tipo de solugdo em série de exponenciais é interessante,
mas falta analisar com mails profundidade diversos apectos

relacionados as mesmas, como por exemplo:- o significado das

solugdes (A1.12) e (A1.16), - o significado das liberdades nos
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coeficientes cuja soma dos indices ¢ 1, - o que acontece com essas
conexBes conforme (Al.1) deixa de satisfazer a condiciio de
"negative-feedback", - o problema da convergéncia destas séries, -
e muitas outras questdes.

Como vemos h& multa coisa a ser feita neste sentido, e

esperamos em breve comegar a atacar esses problemas.
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APENDICE 2: UMA INTERPRETAGAO PARA 0S FENOMENOS DE HISTERESE

EM SISTEMAS COM BIESTABILIDADE OPTICA.

Neste apéndice, damos uma explicagdo e fazemos uma estimativa
quantitativa para um fendmeno observado por Ikeda, Kondo & Akimoto
(1982) em um modelo desenvolvido pelo proprio Ikeda para um sistema
6ptico que apresenta biestabilidadede. A seguir fazemos uma breve
apresentagéo do problema fisico e do modelo.

O sistema fisico no qual estamos interessados, & uma cavidade
6ptica preenchida por um meio ndc linear, esquematicamente mostrado

na figura A2.1 [Milonni, Shih & Ackerhalt (1987)]:

2 3
S e <
N
/N
I - e
figura A2.1
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Nessa figura A2.1 temos que:
- 1 e 2 s8o superficies parcialmente espelhadas;
- 3 e 4 sfo superficles totalmente refletoras;
- I & um feixe de laser que ¢ injetado no sistema;

= S é um feixe de laser que sal do sistema;

C é um dispositivo contendo um meio com indice de
absorgéo ndo linear.

As equagdBes fisicas pertinentes a esse sistema sio: (i) as
equagdes de Maxwell para um meio polarizavel, que descrevem o
campo elétrico no interior do dispositivo em funcio da polarizacéo
do meio, e (ii) a equaglo de Schrédinger, que fornece a polarizacio
do meio em fungfdo do campo elétrico.

Admitindo que o laser injetado no sistema seja quase
monocromatiéo, e fazendo a hipétese de que os atomos do dispositivo
ndo linear possuem apenas dois niveis, chega-se a uma forma
simplificada das equagdes acima, conhecida por equagdes de
Maxwell-Bloch. Sendo assim, as equaqées que regem a dinamica do
sistema da figura A2.1 , s#o"as equages de Maxwell-Bloch com
condigdes de contorno covenientes.

Chamemos de X a diferenca entre as fases da onda injetada no
sistema e da onda que sal do mesmo. Considerando que os parametros
que caracterizam o sistema encontram-se dentro de certos limites,
de maneira a ser possivel a simplificacio das equagles de
Maxwell-Bloch [Milonni, Shih & Ackerhalt (1887)] , temos que a
dindmica de X pode ser descrita por [Ikeda, Kondo & Akimoto

(1982)]:
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(A2.1) X(t)+ X(£) =T p [ 1+ 2 B cos(X(t-t) - K I 5
onde B representa a dissipag@o do campo eletromagnético no interior
da cavidade (B < 1) , T é o tempo que a luz gasta para percorrer a
cavidade e u é a intensidade do laser incidente.

A equacdo (A2.1) é do tipo da equaciio (4.1). A fenomenologia
de suas solugdes e o padrio das bifurcagdes dessas solucdes no
espago (T,u) sdo semelhantes aqueles que descrevemos para (5.1).

Estamos interessados na dinamica de (A2.1) em fungéo de T, u,
e €& conveniente que fixemos seus demais parametros. Para isso,

fixemos [Ikeda, Kondo & Akimoto (1982)]

(A2.2) X

]
1
SR

o
[ss}

1
o
(871

Com isso, a aplicacédo associada a (A2.1) fica:
(A2.3) X =MTpl 1°- sen(Xn) 1 ;

n+1

ou, graficamente,
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MK

v/

figura A2.2

Ikeda, Kondo & Akimoto (1982) fizeram simulagdes numéricas em
(A2.1), fixando (A2.2) e T = 40.0 , e variando o parametro p. Uma
diferenga entre as simulagdes feitas por Ikeda, Kondo & Akimoto

(1982) , e a que nés fizemos, ¢ que eles variaram u continua e

Q[Q
o=

lentamente [ <5 1077 ] durante a integrag@o enquanto que, para

nés, o parametro equivalente a pu permaneceu constante em cada
integragdo. Com isso as simulagdes feitas em Ikeda, Kondo &
Akimoto (1982) ndo levaram em conta uma padronizagio da funcgio
inicial, uma vez que a solugfo "assintotica" para um certo valor de

K, serviu de funglo inicial para o valor de u imediatamente
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posterior.

A simulagdo de Ikeda, Kondo & Akimoto (1982) fol uma das
primeiras em que se percebeu a relevancia dos harménicos de ordem
impar (ramos superiores) da solugdo fundamental (ramo 1).
Juntamente com a observagf@io desses harménicos eles observaram um
fenémeno de histerese, caracteristico de "transigdes" de primeira
ordem (ou seja quando a solucio sofre uma mudanga discontinua com a
variag@o do parametro). A seguir, relatamos como isso é observado.

Primeiramente, comega-se a simulagdo com p suficientemente
pequeno, de modo que a soluglio estavel de (A2.1) seja um ponto
fixo. Para up=0.376 a soluglo estacionaria torna-se instavel e,
nesse ponto, aparece uma solugdo periddica estavel, tipo onda
quadrada, de periodo aproximadamente dois. Mais adiante essa
solugéio sofre uma seqliéncia de duplicag&es de periodo, semelharnte
aquela que descrevemos no capitulo 5; e, para u = 0.696 (ponto de
acumulag@o das duplicagdes de periodo) a solucfio estavel de (A2.1)
passa a ser cadtica. Se continuarmos.aumentando M, notaremos que,

para p = p = 0.775 , a solugéo que para u < My tinha uma forte

B
componente de periodo 2 ,passa bruscamente a ter uma forte
componente de periodo 2/3. Isso caracteriza a passagem da solugdo
do ramo 1 para o ramo 2, ou seja, ocorre uma transigéo de primeira
ordemn.

A partir do ponto u = pB comega-se, entfo, a diminuir o valor
do parametro u. Com isso, observa-se que a solucgfio nio volta a

apresentar uma forte componente de periodo 2, mas continua com uma

forte componente de periodo 2/3. Conforme u decresce, a solugéo
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deixa de ser cadética, passando a ser periddica, mas ainda com um
pericdo maltiplo de 2/3, e n&o de 2. Somente quando u decresce
abaixo de um certo wvalor ¢ que a solugdo sofre uma outra
”transiqao" de primeira ordem, e volta a apresentar pericdo préximo
a 2, ou de alguma poténcia Qe 2. Com lisso, fecha-se o ciclo de
histerese, fendmeno este caracteristico de "transicdes" de primeira
ordem. E interessante que essa "transicio" de volta ao ramo 1
ocorre para valores de u que dependem da velocidade com que u
decresce [Ikeda, Kondo & Akimoto (1982)],.

A Justificativa para existéncia desse fenémeno de histerese
estd relacionada ao fato do sistema apresentar diversos atratores
para um mesmo valor de pu [Ikeda, Kondo & Akimoto (1982)]

0 fendmeno de histerese encaixa-se na discussfio que fizemos no
capitulo 6 écerca da exlisténcia dos ramos de solugdes de (6.1). No
capitulo B8 apresentamos certos resultados de Mallet-Paret (1988)
que dizem respeito ao sentido das érbitas globais que conectam dois
ramos diferentes. Esse resultado se aﬁlica naturalmente ao fendmeno
de histerese descrito acima* pois, afirma ser impossivel a
existéncia de uma solugfio conectando o ramo 1 e o ramo 2, indo no
sentido "1 » 2, se (A2.1) satisfizer a condicio de "negative
feedback" (6.7).

A fim de aplicar o resultado do Mallet-Paret (1986) a (A2.1),
¢ necessario determinar os valores de p para os quais as solucdes
de (A2.1) tem uma amplitude tal que a condicfo de '"negative
feedback" seja satisfeita.

A fim de calcularmos os limites da solugéic de (A2.1), facamos
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um raclocinio andlogo ao que fizemos para (5.1) no capitulo 6.

Para os pontos méximo e minimo das solucSes oscilantes de
(A2.1), com (A2.2), em torno da solugio de equilibrio X = Xeq
(0< ch < M/2 , ver figura A2.2 ), temos que X = O. Nesseé
pontos X satisfaz (A2.3). E facil ver da figura A2.2 que as
solugdes que nos interessam satisfazem X(t) = 0 e X(t) s Mu. Ainda,

da figura A2.2, é fécil notar que o sistema deixara de satisfazer a

condigéo de "negative feedback" quando:
(A2.4) Mu>mT-X

eq
onde Xeq ¢ dado, a partir de (A2.3), por:

(A2.5) X =T0Tp [l - sen(X )]
eq eq

Considerando o limite de igualdade em (A2.4), e substituindo

em (A2.5), encontramos a seguinte equagfo para [TH

(A2.6) L - 2= - sin(m)
Resolvendo (A2.6) encontramos pu = pu, = 0.760... . Isso
significa que, para p < pu, , o sistema considerado dentro dos

limites das solugBes que nos interessam, satisfaz a condigéo de
"negative feedback", e deixara de satisfazé-la para M= o,

O resultado (A2.8) nos da um linmite inferior u, para o

aparecimento de uma érbita conectando o ramo 1 e ramo 2, e concorda
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bem com o resultado numéricec. De fato, na simulacfio numérica feita
por [Ikeda, Kondo & Akimoto (1982)] , essa 6érbita aparece para

H=pn =0.775 , ou seja, My ¢ um pouco malor do que p, (a fim de

B
se ter uma idéia da ordem de grandeza dos parametros envolvidos né
caracterizag8o da diné&mica de (A2.1) com (A2.2), lembremos que: -
para p = 0.376 a solugdo estacionaria deixa de ser estavel, e
aparece uma solug&do peridédica, e - para pu = 0.696 ocorre a
acumulagéo das duplicagdes de periodo).

Esse resultado, além de ser uma estimativa teérica razoavel
para um fendmeno observado através de '"experiéncias numéricas",
constitui uma evidéncia de que talvez uma condigfio suficiente para
que exista uma o6rbita conectando o ramo 1 ac ramo 2, neste mesmo
sentido, € que ele ndo satisfaga a condigdo de "negative feedback",
ou alguma outra condigfo préxima a ela,.

E interessante que, nas simulagdes numéricas que fizemos para
(5.1) no capitulo 5, obtivemos solugdes periédicas no ramo 1 que
eram estéavels mesmo quando a condiqéé de "negative feedback" ndo
fosse satisfeita. Note que isso néo estd em contradigio com o que
afirmamos acima, mas quer dizer que o fato da soluciio ser caética,
"talvez" favorega a aproximacfo do estado do sistema de uma érbita
que conduza do ramo 1 ao ramo 2, e assim permita a transicgéo.

Para finalizar, queremos dizer que as conexdes entre os ramos
2 e 3, entre o ramos 3 e 4, etc...,ocorrem para valores de u
maiores que Hy [Tkeda, Kondo & Akimoto (1882)] . Seria

interessante, nesses casos, tentar entender melhor quais sédo as

condigBes necessarias para o aparecimento destas conexdes. Talvez
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uma condicfio a ser satisfeita seja a mesma valida para a conex&o
ramo 1 - ramo 2, ou seja, o sistema, considerado dentro dos limites
das solugdes do ramo em questfio, deixa de satisfazer a condigéo de
"negative feedback". A razfio pela qual os ramos de ordem maior que
1 deixam de satisfazer a condigfio de "negative feedback", para u’'s
cada, vez malores, talvez esteja associada ao fato de que a
amplitude das solugdes dos ramos superiores tenda a ser menor do
que a amplitude das solugdes dos ramos inferiores, para um mesmo
valor de p e t. Usando um argumento desse tipo poder-se-ia tentar
fazer uma estimativa do aparecimento dessas conexBes, se tivéssemos
limites superior e inferior diferentes para as solugdes nos
diversos ramos. Se estas estimativas seriam t&o boas quanto a que
obtivemos para a conex@o ramo 1 - ramo 2, ¢ uma coisa dificil de

ser respondida, pois dependem da veracidade das hipéteses que

fizemos acima.
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