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Abstract

The spin-boson model, its classical (many
‘atoms) and semiclassical (many fotons) lim-
its are studied. The NND and Aj; statis-
tics of the energy are showed in a quantum
and semiclassical calculations. In the classi-
cal case, the chaotic behaviour of the system
for low energies is related to the fact that, in
the initial states, the atoms have zero polar-
ization and no fotons are included.




Resumo

Estudamos o modelo spin-boson, principal-
‘mente no limite semicldssico (muitos fétons)
e cldssico (muitos dtomos), e as estatisticas
dos niveis de energia NND e Aj; a ele rela-
cionadas. No caso cldssico, encontramos que
o comportamento cadtico do sistema para
baixas energias estd fortemente relacionado

com polariza¢io nula e quase nenhum féton
presente no estado inicial.
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Introducao e Sumaéario

Esta tese tem como objetivo apresentar algumas propriedades dindmicas do mo-
delo spin-boson — modelo quintico descrevendo a interagio entre dtomos de dois
niveis e {6tons — principalmente no limite semicldssico e cldssico. Entendemos por
limite semicldssico aquele em que muitos f6tons interagem com um tnico atomo,
e cldssico aquele em que N 4tomos, N — oo, estio presentes (neste limite to-
dos os operadores tendem a varidveis cldssicas). Poderfamos também pensar num
outro tipo de limite, aquele em que o nimero de niveis dos dtomos se torna grande
(chamaremos este caso de grandes valores de spin), conservando o campo eletro-
magnético quantizado. Porém, isto ndo conduz a uma dindmica interessante, e sim
a um modelo solivel do tipo Curie-Weiss [48], e ndo trataremos aqui deste assunto.

No primeiro capitulo, apresentamos o modelo spin-boson, a sua dedugao da
eletrodindmica quantica e algumas aplicagdes. Aqui, apresentamos como nossa con-
tribuigao a introdugdo de um operador unitdrio que permite tridiagonalizar a hamil-
toniana do modelo, facilitando a obtengdo das autoenergias numericamente. Com
isto, nos fol possivel estudar as estatisticas NND e Aj [29] para este modelo, seja no
caso da aproximagdo de “onda-girante”, ou com o termo ”contra-onda-girante”.

No éegundo capitulo estudamos o limite semicldssico, apresentando o operador
de fase introduzido por Bialynicki-Birula {36] e tornando este formalismo rigoroso,
através dos operadores introduzidos por Pegg e Barnett [39]. Também estudamos as
estatisticas NND e Aj neste caso, e uma discussdo entre as semelhangas e diferengas

deste limite e o caso original é feita.

No terceiro capitulo o caso cldssico é estudado. A obtengio das equagoes cléssicas



é feita de forma rigorosa, utilizando o método introduzido por Hepp e Lieb [50]. Aqui
um resultado interessante é o fato de que o comportamento cadtico no sistema se
manifestard para polarizacio ~ 0 e quase nenhum féton presente no caso inicial
mesmo para perturbagdes muito pequenas do caso integrivel, mostrando que esta
situagdo fisica e realizdvel experimentalmente é muito instavel. '

Os programas nimericos utilizados nas integragoes das equagoes e diagonalizagio
das matrizes foram as rotinas do IMSL [60] e o programa para obtencao das es-
tatisticas NND e Aj foi gentilmente cedido por C.H. Lewenkopf e M.C. Nemes.

Uma discussao mais resumida deste trabalho, principalmente dos dois primeiros
capitulos, pode ser encontrada nas referéncias [32,49,59]. Tentamos fazer um texto
o mais completo possivel. Entretanto, no caso de alguns conceitos aqui empregados
remetemos as referéncias, as quais esperamos que venham a esclarecer melhor alguns

pontos que nossa pretensao de sermos suscintos tenha deixado obscuros.



Capitulo 1

Sobre o modelo spin-boson

1.1 Obtencao e aplicacoes da hamiltoniana do
modelo

O modelo spin-boson é um modelo quantico que descreve a interagio de N dtomos
com o campo eletromagnético quantizado. Embora este ultimo possa conter infinitos
modos normais de vibragdo, vamos considerd-lo, por simplicidade, com um tnico
modo apenas. Também consideraremos que apenas dtomos com 2 niveis atomicos

fazem parte deste sistema.

Este modelo teve sua origem no trabalho de Dicke [1], em que ele apresenta a

hamiltoniana:

N A N
Hp =wd'a +w, Y 5%+ — S¥a + S7al 1.1
D ; j \/J_V_JX:;( J - J ) . ( )

‘a qual descreve a emissdo de radiagdo de um gds devido a transigdo entre dois niveis
de energia dos dtomos do mesmo. Aqui, definimos a hamiltoniana (1.1) sobre um

espago de Hilbert Hy = H% ® F, onde
Hy = ®,C]

é o espago de Hilbert para o conjunto dos N 4tomos de 2 niveis, e F é o espago de

Fock. Os operadores S;-" e S; sao definidos por:



SE=(S;£57) /2 (1.2)
onde 5%, SY, ’SJ’- sdao operadores de spin agindo sobre CJ?, o espago de Hilbert relativo

- a0 j-ésimo dtomo, os quais satisfazem as relagdes usuais de comutagio:

[57,57] =15} (1.3)

e permutacdes ciclicas. @ e a' sdo respectivamente os operadores de aniquilagdo e

criagdo de fétons agindo sobre F, com:

[a,a!] = 1. (1.4)

As frequéncias w e.wo (k= 1) e 0 acoplamento ) sio constantes reais e positivas.
Entretanto, a hamiltoniana (1.1) ndo é a mais geral que pode ser obtida con-
siderando a intéragéo de dtomos de 2 niveis e fotons. Nela estd faltando termos
como os chamados de “contra-ondas girantes” (counter rotating-waves), os quais
sdo responsaveis pela presenca de comportamento caético no andlogo classico do
modelo. Para calcularmos uma hamiltoniana mais geral andloga a (1.1), vamos par-
tir da hamiltoniana fundamental nao relativistica que descreve o comportamento de

N particulas de massa m e carga q na presenga de um campo eletromagnético {2-3):
N 1 - q - 2

H=) — (”' — —A) H¢ + Hp, 1.5

jgl om \P 7 2 + fe + Hpap | (1.5)

onde H¢ corresponde ao termo de interagdo coulombiana entre as particulas e Hrap

a energia do campo eletromagnético:
1 /=, = | .
Huap = / (B2 + B?) &« (1.6)

(lembrando que apenas a componente transversal Er do campo elétrico contribue
para a energia da radiagio, sendo que a energia associada ao campo elétrico longitu-
dinal E;, j4 estd representada por He, ou seja, é a energia da interagdo eletrostatica
instantinea entre as particulas). Temos também que A; = A(F;,t) denota o vetor

potencial na posi¢do F; da j-ésima particula no instante ¢, e p; o momento canoni-

camente conjugado a coordenada r;.



Assim sendo, podemos escrever (1.5) como:

H = Hur + Hpap + Hy (1.7)
onde: N
p. .
Haor = — 4+ H, .
AT J=221 9 + He (1.8)
YN 4 (2% % @
_ o . =g 1 A2
Hp = ; {—2mc (PJ'AJ + AJ'pJ) + 2m62Aj} (1.9)

e Hpap é dado por (1.6). Se usarmos o gauge de Coulomb (6& = 0) podemos

escrever (1.9) como:

N

2
- 9.z, ¢ z
Hi=3, {—mcp,-.A,- + 2A§} (1.10)

= 2mec

Vamos entao agora nos restringir especificamente ao caso de N atomos de 2 niveis
interagindo com um tnico modo de um campo eletromagnético. Ainda as seguintes
consideragdes serdo feitas: _

a) auséncia de interacgao direta entre os 4tomos: eles apenas acoplario com o campo
de radiagio, ou seja, Hg ~ 0. No caso da teoria do laser, a qual é uma das principais
aplicagdes da hamiltoniana em questdo, isto pode ser justiﬁca-do pelo fato de que a
densidade de dtomos ativos é da ordem da de um gés altamente rarefeito [4].

b) exclusio do termo A?: van Hemmen [5] demonstrou que a exclusio deste termo
de (1.10), embora cause modificagdes na termodindmica do sistema, ndo acarreta
absolutamente nenhuma alteragao na dinidmica do mesmo. |

¢) aproximagio de dipolo elétrico: isto é justificado pelo fato que o comprimento de
onda do campo considerado é muito major que a dimensao do dtomo.. Isto implicara
que os termos do tipo exp (:tzl_c'.i"j) que aparecem nas expressoes para os Campos
ou para o potencial vetor sejam substituidos por 1, ou seja, A = A(t) somente.
Também, por simplicidade, consideraremos o campo elétrico linearmente polarizado
numa diregdo . '

Explicitadas estas consideragoes, podemos calcular os 3 termos que compéem

a hamiltoniana (1.7). Comegaremos por Hur (1.8). Como estamos considerando
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dtomos de 2 niveis, podemos definir uma base completa para um tnico dtomo dada

por:
2 _ g
C* ={l+),1-)}
com energias respectivamente iguais a £, e E_. Portanto podemos escrever:
P

Hiry = 5 =

= () (L + 1) =D 2 ) (120 (=) =

= Ep|+) (+|+ E-|-) (- (1.11)

. Se deslocarmos a escala de energia, de tal modo que B, = —E_ = Jw,, teremos:
1 1, ;

Har; = 5w, (|4) (+] = [=) (=) = gwoo} = w,5; (1.12)

onde 0%, o, 0 sao as matrizes de Pauli.

Generalizando para N 4dtomos, temos automaticamente:

N .
HAT. ———WOZS; (113)

i=1

Considerando agora o termo Hprsp (1.6), escrevemos o campo elétrico transversal
-+ -
Er e o campo magnético B em termos dos operadores de criagdo e aniguilagio do

tinico modo de vibragdo w presente no campo e obtemos [2-3]:

Hrip = wala (1.14)

E finalmente, o dltimo termo H; (1.10) pode ser escrito como:

H[. = —ipz.AzJ. =

me

= () 1) (=D ey () (H + 1) (=D A,

[at (1 14) (= + 7 1=) (+) + a A [H) (] + e]=) (+])] (1.15)

%‘*‘ I



sendo que na ultima passagem escrevemos o operador AIJ. em termos dos operadores
de criagdo e aniquilagio a!, a e usamos o fato de que o operador P aplicado a um
auto-estado da energia muda a sua paridade, devendo entio mapear |+) — |-)
e vice-versa. g, 7, A € € sdo constantes de proporcionalidade e V é o volume da
cavidade na qual se encontram os dtomos (o termo \/LV’ que provém da expressio do
vetor potencial, foi deixado explicito porque nos ser 1til mais tarde). E deveremos
ter 0 = € ey = A" devido ao fato de que H deve ser hermitiana. ()* denota
complexo conjugado. :

" Lembrando de que os operadores |+) (—] e |~) (+| podem ser identificados respec-

tivamente com os operadores S}" e S; definidos por (1.2), podemos entdo reescrever

H (1.7) como:

H =watae + w, 5% + % (a.S+ + a."S—) + —\/E_]_V_.(at5+ + aS") (1.16)

onde definimos:

N
Sk=73%" 5t (1.17)

7=1
com k denotando z, y, 2, +, —. Também usamos em (1.16) o fato de que A e ¢

sao reais, e foi assumido que o volume da cavidade V é proporcicnal ao nimero de

particular N nela contidas. Devemos também lembrar que a hamiltoniana H dada

- por (1.16) pode ser vista como uma perturbagio de Kato [54] do operador N = a'a,
sendo entdo limitada inferiormente e com espectro discreto [55]. -

Observem que H (1.16) difere da hamiltoniana de Dicke (1.1) pelo termo co-
nhecido como “contra-onda-girante” (counter-rotating-waves). Esta denominagdo
tem sua origem nos trabalhos de Rabi [6] e Autler-Townes [7], os quais descrevem
um 4tomo de dois niveis (spin) na presenga de um campo elétrico (ou magnético)
oscilante. No prirrieiro, apenas os termos de ondas girantes siao obtidos na hamil-
toniana de interagdao, e podemos pensar no cé,mpo “girando” no mesmo sentido do

movimento de precessio da particula. O trabalho de Autler-Townes, entretanto, leva



em conta o termo que descreve um camﬁo “girando” no sentido oposto ao do movi-
mento de precessio — o “contra-onda-girante”. A sua contribuigao para a energia do
sistema é muito pequena quando o campo é fraco e com frequéncia w préxima a w,.
Porém, intensificando-se o campo, torna-se significativa e necessaria a sua inclusio
na hamiltoniana.

Cabe aqui ressaltar uma diferenca fundamental entre os sistemas descritos em [6-
7] e 0 modelo spin-boson dado por (1.16). Os primeiros nao levam em consideragao
a rcagao da interagdo particula-campo no campo, o que nos obriga a supor que
um reservatério do mesmo estd presente para suprir possiveis perdas de energia do
campo interagente. O modelo spin-boson, entretanto, leva em consideracdo este
efeito através do termo Hpap (1.14), computando a energia da radiagido como parte
da energia total do sistema, fazendo com que o mesmo seja uma sistema fechado.
Voltaremos a esta discussao nos capitulos seguintes.

Podemos encontrar na literatura uma grande variedade de aplicagdes da hamil-
toniana H (1.16) do modelo spin-boson. Além dos trabalhos ji citados, podemos
encontrd-la em problemas relacionados & fisica da matéria condensada [8-10] nos
~quais H pode ser interpretada como descrevendo uma particula (elétron ou im-
. pureza) acoplada a uma rede de fénoﬁs, ou descrevendo problemas relacionados a
tunelamentos quanticos macroscépicos [11-12], onde os dtomos de 2 niveis sao rela-
cionados a 2 minimos de potencial separados por uma barreira. Ainda na 6tica
quéntica, ndo podemos deixar de citar o trabalho de Jaynes e Cummings {13], os
quais deram importantes resultados relativos a integrabilidade de (1.16) para € = 0.
E mais recentemente, diversos trabalhos sobre propriedades dinimicas deste sistema
dentro de uma visdo relacionada a caologia quantica vém sendo feitos {14-16, e re-
feréncias ali encontradas), e é dentro deste espirito que prosseguird este trabalho,
mostrando resultados que — esperamos — possam ajudar a compreender melhor a
estrutura dindmica desse sistema, tanto quantica como classicamente.

Ainda sobre o modelo spin-boson, vamo-nos reter ao fato de que muitos autores

utilizam o seguinte termo para representar a interagao entre o campo e os dtomos

de dois niveis [17-18,4]:
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H) = gEF (1.18)
onde E representa o campo elétrico e ¥ a posigio da particula. g é uma constante de
proporcionalidade. O emprego desse termo gera algumas controvérsias, principal-
mente no que diz respeito as equagoes resultantes dos limites cldssicos e semicldssicos
do sistema, mas que ficilmente podem ser entendidas e resolvidas. Primeiramente,
Power e Zienau [19] mostraram que Hy (1.10) estd relacionada com uma hamiltoni-

ana escrita em termos de expansdes em multipolos dos campos pela transformagio

unitéria:

U =exp (zqi".&) | (1.19)
a qual na aproximacgio de dipolo elétrico corresponde exatamente a hamiltoniana
Hj} dada po'r (1.18). Uma formulagio elegante em termos de teorias de gauge pode
ser encontrada no artigo de Schlicher et al [20], que nos revela o porqué de se
ter encontrado resultados diferentes dos valores esperados de operadores para os
dois tipos de interagdo, f)'& ou f).f", principalmente quando se empregava teoria
de perturbagdo. O problema reside na escolha correta ou inconveniente da base de
autofungdes da energia. Mais ainda, Ackerhalt e Milonni [21] mostraram que para
atomos de dois niveis, o campo elétrico E em (1.18) representa na verdade o vetor
deslocamento elétrico 13, e devido ao fato de que o vetor polarizagio é uma fungao
delta neste caso, a sua contribuigdo para a hamiltoniana ndo afetard a dinamica do
sistema. Isto vem mostrar qlie as equagoes cldssicas resultantes deste sistema sao
aquelas apresentadas por Belobrov et al [22], as quais foram deduzidas precisamente
‘do modelo spin-boson por Cibils et al [23], e ndo aquelas apresentadas por varios

autores, inclusive os préprios Ackerhalt e Milonni [24]. Voltaremos a falar destas

equagoes no capitulo 3.
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1.2 Integrabilidade e diagonalizacao da hamilto-
niana do modelo spin-boson

A definigao do conceito de integrabilidade em sistemas quanticos ainda é uma
questdo muito controvertida, mostrando um dos principais exemplos de uma pro-
priedade clissica que nio pode ser transferida para a mecénica quantica sem am-
Biguidade.

Uma das mais interessantes formulagdes neste sentido é aquela que trata a
mecanica quantica como um sistema cldssico definido sobre um espago de fase de
dimensdo infinita [25]. Neste formalismo encontramos que a definigio classica de in-
tegrabilidade implica na diagonalizagio da hamiltoniana quantica do sistema. Entre-
tanto a formulagdo mais comum de integrabilidade quantica é aquela que transporta
a formulagdo algébrica dos parénteses de Poisson da mecanica classica pars a algebra
de comutatores da mecanica quantica, ou seja, se o sistema cldssico é integravel e
possui N quantidadés conservadas, o andlogo quantico também o serd se for possivel
encontrar N operadores que comutem entre si. O interessante é que esta formulagio
ndo conserva a correspondéncia entre sistemas integrdveis classicos e quanticos. Exiz-
tem exemplos de sistemas cldssicos integraveis cujos andlogos quanticos nao o sio.
Um exemplo famoso é o do pedo assimétrico num campo gravitacional, resolvido
classicamente por Sonia Kowalevskaja, e para o qual no se encontrou uma segunda
integral quantica [26]. O inverso também é verdade, e como exemplo temos o modclo
spin-boson, que para € # 0 possui dois operadores que comutam entre si, mas cujo
andlogo cldssico é cadtico, como veremos neste trabalho.

Tudo isto nos coloca diante da possibilidade de que o conceito de integrabilidade
exista, ou melhor, seja 1til, somente no limite cldssico, nao cabendo tal conceito
dentro do contexto quantico, pelo menos as definigoes. de integrabilidade quantica
discutidas acima. Porém, para efeito de discussdo, vamos continuar usando o forma-

lismo dado pela dlgebra de comutadores para definir um sistema quantico integrével

no decorrer deste trabalho.
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O modelo spin-boson para € = 0, ou seja, na aproximagiao de onda girante, ¢
integrivel tanto quantica [13] como classicamente [27]. Porém, quando o termo
“contra-onda-girante” é incluido (e # 0), as quantidades que eram conservadas no
caso cldssico deixam de ser, acontecendo o andlogo no caso quintico. Entretanto,
Graham e Hohnerbach [14] introduziram um novo opera.dof que comuta com II
(1.16) para qualquer valor de e. Isto faz com que o modelo spin-boson seja “in-
tegrivel” quanticamente. A 4nalise que se segue é uma descrigdo de como conseguir
o espectro de H (1.16) de uma forma simples e elegante, apesar do cdlculo ndimerico
ainda ser necessario, usando o operador introduzido por Graham e Hohnerbach e
adaptando uma transformagdo introduzida por Shore e Sander [28], o que permite
obter uma hamiltoniana H' na forma tridiagonal e simétrica, trivialmente diago-

nalizdvel numericamente.

Primeiro, vamos reescrever (1.16) para N = 1, redefinindo o parimetro e:

H=wdla+w,8% + A [(S+a. + S_'a.*) + € (S*'a,'f + S"a,)] (1.20)

A seguir, definimos o operador R sobre o espag_d de Fock F, dado por:

R=(—1)" ' (121

o qual satisfaz:
RP=1 (1.22)
{B,a} = {R,a'} =0 (1.23)

onde {,} denota ¢s usuais anticomutadores. Utilizando R, definimos um operador

paridade dado por:

P-25R (12y)

definido sobre C? @ F, que, a menos de um fator, é o mesmo que foi introduzido

em [14]. Através de um célculo simples e direto, é facil verificar que, para qualquer
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valor dos pa,r&.metros em (1.20), teremos:

[H,P]=0 (1.25)

Agora introduzimos o operador unitirio U, definido sobre C* ® F, o qual serd

essencial no nosso objetivo de diagonalizar H:

U =5 (1+R)+18 (1~ R) (1.26)

Fazendo uma transformagao unitéria sobre H, encontraremos H' dado por:
H =UHTU'=

| A A
= walta & z Z t Z(1 = z —at :
_.w-aa—{-woS R+4(1+e)(a+a)+2(1 €)S R(a a) (1.27)

que comutard com o operador paridade transformado:

P'=UPU' = 25" (1.28)

Observem a forma simples adquirida por P’, o qual divide o espago de Hilbert

‘H; em dois subspagos com autovalores distintos para P’, ou seja, os subespagos:

HY = {I+) ® n)} (1.29)

Hy ={-)®n)} - (1.30)
0s quais possuem autovalores de P’ respectivamente iguais a +1 e —1. Podemos
entdo obter a hamiltoniana H' em forma matricial escolhendo um dos subespagos

acima, eliminando assim a degenerescéncia dos autovalores de energia, além de obter

uma matriz muito simples para representar H'.

Assim procedendo, chegaremos a seguinte representagao para H' no subespago

HT:

H , =wn+ %wo(—l)" (1.31)
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I X .
}In,'n-i-l - I{n+1,n -

NV

(1+e)vn+1-— %(1 ~—€)va+ 1 (-1)"" (1.32)
onde n > 0.

Usando a matriz na forma tridiagonal e simétrica obtida acima, podemos nu-
mericamente diagonaliza-la truncando-a para uma valor de narax finito. Devido 2
simpllicida,de de H’, pudemos diagohalizaf matrizes da ordem de 10, assegurando-
nos sempre da convergeéncia doslprimeiros 1000 niveis de energia.

Para finalizar esta se¢io, duas observagoes devem ser feitas aqui: a primeirs
é que todo o procedimehto descrito acima vale apenas para N = 1, ou seja, spin
total S = %, pois usamos as propriedades das matrizes de Pauli na dedugdo de U.
A segunda é que, embora tenhamos eliminado as degenerescéncias no cdlculo das
autoenergias escolhendo um subespago de H com valor definido do inico operador
que comuta com H para € # 0, para € = 0 isto nao é verdade. E sabido que um
segundo operador comuta com H neste caso [27], podendo acontecer de Hf ou 7}
nio serem desprovidos de simetria. Entretanto, com os resultados obtidos no item
seguinte, veremos que o procedimento acima também é correto para € = 0, ja que

hé uma transigio suave das estatisticas obtidas no limite ¢ — 0.

1.3 KEstatistica para os niveis de energia do mo-
delo spin-boson

Nos dltimos anos encontrou-se uma certa relagdo entre o conceito de-integra.bili—

- dade classica e certas estatisticas para os niveis de energia permitidds quanticamente.

Entre elas, talvez a mais conhecida seja a de espagamento de niveis vizinhos (NND -

nearest-neighbour distribution) a qual se conjectura ser uma fungao do tipo Poisson

para sistemas cujos andlogos cldssicos sejam integrdveis ou do tipo Wigner ou GOE
- (Gaussian Orthogonal Ensemble) para os caéticos [29].

Graham [30] e Kis [31] calcularam a estatistica NND para o modelo spin-boson

para € = 1. O primeiro encontrou, usando N = 9, um comportamento para a
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distribui¢io NND do tipo GOE, compativel com o analogo cladssico deste sistema
para € = 1 segundo a conjectura de Bohigas [29]. No entanto, usando N = 1,
Kiis encontrou uma distribui¢do nada comum, nem Poisson nem GOE, mas do tipo
“delta-peak”, tipica de um sistema de oscilador harménico.

Para N = 9, ou equivalentemente, spin total § = 2, {oi encontrado [32] uma
transigao do tipo Poisson-Wigner(GOE) quando se varia € na regido 0 < ¢ < 0.4,
mostrando que para spins .grandes (2 g) a transi¢do para a estatistica NND ¢é a
esperada, ja que o andlogo classico do modelo spin-boson é integravel para ¢ = 0,
deixando de ser para outros valores de e.

Com os autovalores de H’, calculados segundo a descri¢do dada em 1.2, pudemos
calcular as estatisticas NND e Aj [29] para § = 1 (w = w, = A =1) e os resultados
sdo aqui apresentados. Observem que para € = 0 (Fig. 1.1.a), a distribuigdo NND
é aproximadamente uniforme, se concentrando lentamente em torno de 1 conforme
varia o valor €, até se tornar um ”delta-peak” para € = 1 (Fig 1.11.a), em acordo
com os resultados de Graham [30] e Ks [31]. Uma outra caracteristica dos resultados
¢ o fato de todas as estatisticas Az (Fig. 1.1.B—>Fig. 1.11.b) se saturarem num
determinado ponto, comportamento tipico de oscilador harmoénico. Entretanto, o
valor de A3 no ponto de saturagzo € diferente de 11—2, como acontece para o oscilador
harménico, exceto para € = 1, concordando novamente com a anilise feita por Kis
[31] para este valor do parametro e.

Apresentamos ainda algumas estatisticas NND para outros valores do spin S
(Fig. 1.12.a—Fig. 1 13.b), mostrando realmente que estas estatisticas tendem a
Poisson ¢ GOE, respectivamente para €e = 0 e € = 1, conforme S aumenta seu valor
(usamos aqui aproximadamente 300 niveis de energia do sistema, j4 que o formalismo
descrito na segdo anterior nio pode ser aplicado para S # 3, dificultando assim a
diagonalizagio numérica de H’ para valores grandes de nprax ).

Deixaremos para o capitulo seguinte uma discussdo mais detalhada dos resul-
tados aqui obtidos, pois 14 apresentaremos estas mesmas estatisitcas, sé que no
limite semicldssico do modelo, podendo entao fazer uma andlise mais completa e

comparativa destes resultados.
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Capitulo 2

Sobre o limite semiclassico do
modelo spin-boson

2.1 .Introdug-éo'ao limite semicldssico do modelo
spin-boson

Nos iltimos anos, experiéncias tém sido realizadas envolvendo a interagao de um
ou poucos dtomos com um campo eletromagnético, inclusive sobre o micromaser
[33-34], o qual consiste de um iinico dtomo de dois niveis interagindo com o campo
eletromagnético de um tnico modo. Entretanto, nestas experiéncias o campo tem
propriedades cldssicas, sendo entdo de grande interesse conhecer com mais profun- .
didade o comportamento da hamiltoniana do modelo spin-boson no limite em que,
mantendo os operadores de spin quantizados, fagamos o numero de fétons tender
a uma quantidade muito grande, porém finita. Este limite é o que chamaremos de
limite semiclassico do modelo spin-boson.

" Muitos trabalhos tém sido publicados neste campo usando os estados coerentes
como forma de introduzir o limite acima (ver segdo 2.5), e importantes resultados
tém sido obtidos. Um dos mais interessantes talvez seja os “revivals” do comporta-
mento oscilatério da probabilidade de ocupagio de um dos dois niveis de energia do

dtomo [14-15,35], os quais surgem quando € = 0, desaparecendo para outros valores

desta constante.
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Um outro instrumental para se estudar o limite semicldssico d» modelo foi apre-
sentado por Bialynicki-Birula e Bialynicka-Birula [36], os quais introduziram uma
representagiao para os operadores a, a' em termos da fase de um feixe de luz in-
tenso. Esta representagdo permite uma expansio destes operadores em torno de um
nimero n, muito grande de fétons. Com isto, podemos obter uma hamiltoniana do
modelo spin-boson semicldssica, por simples substituigdo dos referidos operadores
pelas respectiva§ expansoes.

- Seguindo [36], introduzimos uma representagio para os autoestados |n) do ope-
rador nimero a'a em termos das fungdes de onda de uma varidvel auxiliar ¢. Entao
fazemos um “shift” dos autovalores pela constante n,, adotando a seguinte regra de

correspondéncia entre os vetores de estado e as autofungdes:

o+ m) = m), () = = exp (mep) (2.1)

A correspondente representagdo dos operadores de criagdo e aniquilagdo é dada

por:

a= eIXP (_7'90)\/ Mo + Py (2.2)

at = fn, + ;-); exp (1) (2.3)

¥

a'a =mn, + p, (2.4)

onde p, = —1,5—,1'9 age sobre o espago de Hilbert L*(0,27).

Esta representagido remonta-nos a descrigao original do campd eletromagnético
qﬁantiZado feita por Dirac [37], o qual postulou a existéncia de um operador de
fase hermitiano. Entretanto, muitas dificuldades surgiram com este conceito, e em
particular, Susskind e Glogower [38] mostraram que tal operador de fase $ nio &
auto-adjunto, ou, alternativamente, exp (:$) nio é unitdrio. Pegg e Barnett [39]

resolveram este e outros problemas de uma maneira muito elegante. Na préxima
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se¢ao faremos uma discussio detalhada deste assunto, e mostraremos que a repre-
sentacao de Byalinicki-Birula pode ser formulada de maneira correta utilizando a

teoria de Pegg e Barnett, justificando entido o uso desta representagio no decorrer .

deste capitulo.

2.2 Relagdo entre o operador de fase de Pegg-
Barnett e o de Bialynicki-Birula

Um dos principai§ -problemas dentro do formalismo da mecanica quéantica reside
na tentativa de construgao de um operador de fase é’l'é,a associado a um dado vetor
de onda k e polarizagdo «a, tal que o observdvel correspondente é a fase de uma
onda plana. Espera-se que tal operador assuma um papel importante em teorias
envolvendo o campo eletromagnético no limite semiclassico.

Uma defini¢do natural do operador de fase [40] pode ser dada por:

ag ., = exp (zéﬁa)Nga ' (2.5)
3 & 3 ' -
ag = NE,a exp (_Z(I’E,a) ~(2.6)

onde e e a}c denotam respectivamente os operadores de aniquilagio e criagio do-
1 Mo 4

k-ésimo modo e polarizagio a do campo eletromagnético, e Ny , o operador nimero
de fétons (omitiremos a partir de agora os subscritos k e a!).

Em termos de ® e N, a relagio de comutagio para a e a' pode ser escrita como:

[exp (z@),N] = exp (1) a (2.7

a qual é satisfeita se:

[¥,8] = | (2.8)

o que nos leva a "relagdo de incerteza”:
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ANA®>1 (2.9)

equivalente a uma relagio momento-coordenada para um feixe de luz.

Porém isto ndo é rigoroso e, como jid comentamos, o operador de fase acima
definido néo é auto-adjunto [38]. O problema estd relacionado ao fato de que o
operador N ¢ limitado inferiormente, e uma demonstragio da nio unitariedade de
exp (1&) pode ser encontrada no apéndice A, a qual é baseada em [40]. Numa

linguagem matemética mais moderna (ver [41] para a notagao), temos que se:

a=UN? (2.10)

U nio ¢é unitdrio porque Kera = Ker N7 = {|0)} # 0, onde |0) € o estado de
vécuo.

Muitas solugdes a este problema tém sido propostas [40], com diferentes definigGes
dos operadores de fases, mas com propriedades fisicas ndo naturais. Como exem-
plo, os valores esperados de cos?$ e sin?$ nio sio iguais a %, dificultando entdo
a interpretacao destes estados como sendo de fase randémica ou aleatdria. Este
problema foi resolvido recentemente por Pegg e Barnett [39] numa maneira elegante
e fisicamente satisfatéria. Em seu trabalho, eles definem operadores agiﬁdd sobre
um espago de Hilbert de dimensao (s + 1), com s tendendo a infinito depois que
quantidades como valores médios e variancias sao calculadas como fungoes de s. A
seguir, apresentamos um resumo desta teoria.

Seja Fo1 o subespago de F gerado pelos autoestados do operador. nimero N

{16),11),...,1s)}. Define-se, entao, os estados |6) por:

18) = (s +1)72 Y exp (n8) |n) (2.11)
n=0
Seja também:
2m'.1r :
O =6, + Y m=0,..,8 (2.12)
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com 8, € [0,27) sendo um ingulo arbitrério. Entao os estados {|0,,), m =0,...,s}

formam uma base ortonormal de F,4;, e o operador de fase eZp(:®) é definido por
[42]:

ezp(1®) |0imn) = exp (20m) |0m), m=0,...,3 (2.13)

Pode-se mostrar que, em F,;, o operador de fase acima definido é dado por:

ep(1®) = 0) (1] + |1) (2] + cooene + |5 — 1) {s] + exp [s(s + 1)8] |s) (0] (2.14)

no qual vemos claramente que a unitariedade do mesmo é dada pela imposi¢io da

condicdo de contorno ciclica:

ezp(2®) | 0) = exp [¢(s + 1)8,] |s) (2.15)

O operador acima tem todas as boas propriedades associadas com o operador de
fase [39]. Em especial:
<n‘cés2@{n> = <n|sén2¢>\n> _1 (2.16)
5

Também podemos definir operadores aproximados de aniquilagio e criagdo neste

subespaco, os quais denotaremos respectivamente por apg e a5, dados por:
6o, 05 q p p PB> P

N

app = ezp(1P) NE (2.17)
abp = Nz ezp(—1®) - (2.18)

onde
ezp(—1®) = [ezp(:3)]' = [e2p(:3)] ™" . (2.19)

Segue-se que [CLPB,(L;;B] # 1, mas:
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[a,p;g,a,}-,,;] =1—(s+1)]|s)(s] (2.20)

ou, o que € equivalente:

[e2p(:), N] = ebp(13) — (s + 1) exp [a(s + 1)8,] |s) (0] (2.21)

Observem por (2.20) que a agio de app, a},B coincide com a dos operadores
de aniquilagao e criagio convencionais se nosso estado de interesse é “fisicamente
acessivel” [39], isto é, ortogonal aos estados altamente excitados |n) com n ~ s
(n = s é suficiente). E para s suficientemente grande, estados semicldssicos do
campo de radiagio sao incluidos, sendo que estados coerentes foram tratados usando
o formalismo acima {42], e resultados de acordo com o principio da correspondéncia
foram obtidos.

A adaptagdo deste método ao contexto semicldssico usando os operadores de

Bialynicki-Birula (2.2-3) € imediata. Definimos F3,41 como um subespago de F

gerado por {|n, — ) y..eeee. y|mo + 8)}, 8 < mo. Os estados de fase sao agora definidos
por:
. L n=no+s

vy =(2s+ 1)z Z exp (any) |n) (2.22)

e sendo:
2T

Y = Yo + s 1 1 m = —.s,l....,s (2.23)

entio {|ym), m = —s,....,s} forma uma base ortonormal para Fj.y1, € podemos

- definir o operador de fase “semicldssico” eZp(:$sc) de maneira andloga a (2.13), sé

que utilizando agora os estados |y,,). A unitariedade de ezp(:®sc) é garantida pelas

condi¢oes de contorno ciclicas definidas por:
al |n, + 8) = Vnp — s exp[—4(2s + 1)7,) |0 — 3) (2.24)

aln, — s) = V/n, — s exp [1(2s + 1)7,] [no + 8) . o (2.25)
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E analogamente a (2.21), teremos sobre Fa,q1:

[ei:p(z@sc), N] = e:i:p(z_@sc) — (258 + 1) exp [1(25 + 1)7,] |10 + 8) {n, — s} . (2.26)

Finalmente, usando a representagio na varidvel ¢ dada em (2.1), fazemos a

seguinte identificagao:

ezp(1Psc) — exp (—ip) (2.27)

de tal modo que toda a teoria acima & aplicada aos operadores de fase (2.2-3)
introduzidos por Bialynicki-Birula quando definidos sobre Fo 1.

No limite semicldssico, quando n, é muito grande mas finito, poderemos nos

restringir a um subespago Fo, 41, cOm 8, € Mo, S, < 8, 0 qual chamaremos de

subespago dos estados “fisicamente acessiveis”, estados estes agora obtidos a partir

de

n,). Neste subespago teremos vdlidas as relagdes:

exp (=) (mo + o) exp (19) — (mo + 2y) = 1 (2.28)

cu

la,a'] =1 (2.29)
onde os a, a! em (2.29) sdo aqueles definidos em (2.2-3). Isto vem do fato que o

iltimo termo de (2.26) projeta em um estado ortogonal a Fy,,41. Também neste

subespago podemos utilizar as expansdes dadas em [36] para a e at:

a = \/noexp(—ip) [1 + gf + oo } ' (2.30)
al = \/n, [1 + -fi 4+ e ] exp (1p) (2.31)

pois elas convergem fortemente em Fp,, 41, isto é, agindo sobre qualquer ¥ € Fy, 41,

pois se ¥ € Fy,, 41 entido ||p, P|| < s,/ ¥|| e (2.30-31) convergird. E como iltima ob-

servagao, lembramos que estaremos sempre trabalhando em um espago de dimensao

finita, mesmo que arbitrariamente grande. Devido a isto, teremos sempre o espectro
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discreto c finito, e a precisiao das energias obtidas estard relacionada com a dimensio

do espago considerado (2s, + 1).

Portanto, o formalismo introduzido por Pegg e Barnett permite uma formulagdo
precisa para os operadores de fase de Bialynicki-Birula, e poderemos utilizd-los sem

mais reservas no decorrer deste trabalho.

2.3  As equagoes de movimento na representagio
de fase de Bialynicki-Birula. O problema de
Autler-Townnes.

Nesta seciao vamos nos restringir, por simplicidade, ao modelo spin-boson com

€ = 1, para o qual a hamiltoniana se torna:

H =wa'a + w,57 + A5%(a + a') (2.32)

Usando a expressao dada por (2.30-31) podemos escrever H na representagio de
fase, e no “limite n, — co” (compreenda-se por este limite o uso apenas do primeiro

termo na expanséo de a e af, mas preservando a relagio a'a = n, + p,), teremos:

H = w(n, + p,) + woS* + 22 /1a5% cos (2.33)

As equagdes de movimento de Heisenberg para esta hamiltoniana sdo:

$ =1 [H,57] = —w,8" (2.34)

§¥ =1 [H,5"] = w, 8 — 2Ay/n,5" cos o | (2.35)
S% =1 [H,8"] = 20/moS¥ cos ¢ (2.36)

¢ =1 [ff,go].:w | (2.37)
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Py =1 [I;I,p¢] = 2Ay/1n,5%sinp (2.38)
Notem que a equagao para p,, (2.38) contém um efeito de reagio do 4tomo sobre

o campo. Entretanto, este efeito ndo aparece para os operadores de aniquilagio e

criagdo na aproximacgio em primeira ordem:
a; = /1, exp(—p) (2.39)

al = \/n, exp (1) (2.40)
(o nimero em subscrito denotard, nesta segdo, a ordem de aproximagdo que estd

sendo considerada!) para os quais as seguintes equagées de movimento de Heisenberg

sao validas se usarmos H como hamiltoniana:

a; =1 [H,ql] = —wa, (2.41)

al =1 [I-I,a‘;] = wal _ (2.42)

As equagdes (2.34-36) e (2.41-42) sio exatamente as equagdes de Autler-Townes

[7] correspondentes a hamiltoniana nao auténoma:

Har = wo8% + 2A/n,5% coswt (2.43)

Elas correspondem a uma situagdo fisica realizavel na qual o campo ndo sente o
efeito de reagio do dtomo, e por ser uma situagao realizdvel, é de interesse obter
estas equagoes como um limite apropriado de um dtomo interagindo com um campo
quantizado. Entretanto, as equagdes (2.41-42) ndo podem ser consideradas corre-
tas, pois na sua obtengdo é imprescindivel o termo p, em H. Porém, usando a

aproximagao em primeira ordem para a e a', a hamiltoniana correta seré:
Hy =n,+ woS* 4+ 2A/n,S% cos ¢ (2.44)
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e usando-a nas equagdes de Heisenberg ndo mais obteremos as equagdes (2.41-42).
Observem, entretanto, que na aproximagido em segunda ordem para a e af, o
termo p, aparece na hamiltoniana. Mas se quisermos, baseado neste fato, conser-

varmos H como a hamiltoniana do sistema, e usarmos:

1
2,/n,

az = /ity exp (1) + ——exp (—10) B, (2.45)

1
“af = /n, exp () + aPe P () (2.46)

obteremos:

as =1 [f{, az] = —way + AS% exp(—up)sing (2.47)

ou seja, o acoplamento entre o campo e o 4tomo, ou o efeito de reagdo, aparece.
Portanto, usando a representagiao de Bialynicki-Birula nao é possivel obter a
equacgoes de Autler-Townes de uma maneira correta partindo da hamiltoniana do
modelo spin-boson. Mais ainda, estes resultados sugerem que as equagoes de Autler-
Townes s6 serao obtidas de um sistema descrevendo a interagao de atomos com o
campo eletromagnético quantizado se este for um sistema aberto ou. dissipativo.

Entretanto, sio apenas conjecturas.

Voltando a equagdo (2.47) podemos comparé-la com a equagio de movimento

para o operador a sem aproximacio:

a=1 [H,a] = —wa — 125" ‘ (2.48)

e observamos que elas ndo concordam entre si. Porém, substituindo H em (2.47)

pela hamiltoniana expandida até ordem 7, 2:

A
Hy = now + wp, + w,5% + 2X4/n,5% cos ¢ + 2\/n_SI [exp (—2¢) pp + Py exp (1¢)]
| ' | (2.49)

teremos:
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ay =1 [Hy,az) = —wway — A8 + O (ngl) (2.50)

a qual concorda exatamente com (2.48). H, também leva as seguintes equagdes de

movimento para os demais operadores:

$% =1 [H;, S%] = —w,SY (2.51)
$¥ =1 [H,, 5] = w,8" — AS” (az + a}) (2.52)
§* = 28" (az + ab) o (2.53)

que também estdo em total concordancia com as equagdes de movimento obtidas de

H (2.32). Mais ainda, teremos para os operadores ¢ € p.:

p=1 [H2,<p] =w+ \//:l_oS” cos ¢ (2.54)

1A

Pe =1 [Ha,pp] = 20y/noS%sinp + 2¢17;SI [exp (—2p) py, = Py exp (w)]. (2.55)

os quais mostram que o efeito de rea¢do estd sempre presente.
Portanto, vimos que a expansio em segunda ordem para H, a e a' resulta em
uma dinamica consistente com o modelo original. E é esta expansdo semicldssica

que usaremos na segdo seguinte para obter as estatisticas de niveis de energia do

modelo spin-boson no limite semicléssico.

2.4 Estatisticas de niveis de energia para o mo-
delo spin-boson na aproximacao de fase

Primeiramente, vamos reescrever H; para -valores de € quaisquer:
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H2 = w(no + p‘P) + wosz+

+ { [S* (ﬁ exp (—p) + 2\}170 exp(—w)pv) +

s (\/rToexp (20) + 2\}11_0:% exp (180))] +

+e [Sf (ﬁ exp (2p) + 2\}53%, exp (w)) +

o5 (\/n—oexp(—zgo) + 2\}n_Oexp(—zgo) pq,,)]} . (2.56)

e usando o operador U dado por (1.26) (s6 que agora R = (—1)"°*?¢) podemos nova-

mente tridiagonalizar H, usando o mesmo procedimento da segao 1.2. O resultado

sera:

H, = w(no + po) + woS* R+

A A
+5(1+e)y/nocosp + 8\/170(1 + €) [exp (—up) py + Py €xp (10)] +

(S Rlexp (-i¢)p, — poexp (o)) (250

+1A(e = 1)y/n,S*Rsinp +

Ressaltamos que a mesma forma para H) pode ser obtida da substituicdo de (2.45-
46) diretamente em (1.27). | |
Devemos aqui fazer uma observagio. Devido as condicdes de contorno ciclicas
(2.24-25) impostas sobre Fa,41, 2 hamiltoniana H} tefé termos extras que nao comu-
tam com P’ quando aplicada a.oé estados |n, + s) e |n, — s). Entretanto, esperamos
que as condigdes de contorno n&o tenham influéncia em quantidades globais como a
densidade de estados e as estatisticas de niveis de energia. Por isso, assumimos, nos

célculos ndmericos para a obtengdo das auto-energias, condigdes de contorno livres

expressas na forma:

a*-]no +s8)=0 (2.58)
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aln,—s8)=0 (2.59)
e para evitar algum efeito de borda que possa ocorrer , diagonalizamos matrizes
correspondentes a s ~ 700 e nos restringimos a um subespago Fy,,41 com s, = 500.
Este procedimento é coerente com toda a teoria exposta na segao 2.2.

Apresentamos a seguir os resultados obtidos para as estatisticas NND e A3 [29]

para o modelo spin-boson na aproximacio de fase. Usamos n, = 10° e variamos € de

Daté l (w=w, = A = 1). Com isto, podemos fazer uma discussiao mais detalhada

sobre os gréficos de secdo 1.3, comparando-os com os que aqui sdo apresentados
(Fig. 2.1.a—Fig. 2.11.b).
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Primeciramente, ressaltamos a diferenga entre as Fig. 1.1.a e Fig. 2.l.a,
correspondentes a aproximagao de onda-girante (e = 0). Para o modelo original
(Fig. 1.1.a) a estatistica NND é aproximadamente uniforme, enquanto que um
“delta-peak” ¢ obtido para o modelo com a aproximagdo de fase. Variando €, o
“delta-peak” se torna progressivamente mais suave (Fig. 2.2.a—Fig. 2.10.a),
mas ainda muito diferente das distribui¢des correspondentes para o modelo origi-
nal (Fig. 1.2.a—Fig. 1.10.a). E para € = 1 ambas as distribuigdes sao muito
parecidas (Fig. 1.11.a e Fig. 2.11.a).

A explicagio do cdmpo:tamehto descrito acima é simples. Para n, grande como
o que foi usado, podemos, para efeitos de calculo numérico, desprezar os termos pro-
porcionais a \/% em (2.56) com € = 0 (isto foi verificado calculando-se a estatistica
NND sem estes termos (Fig. 2.12)). A hamiltoniana obtida assim procedendo é
iguala(w¥wo:A=1ee:0.0):

H =n,+p,+ 5+ /1 (S+ exp(—1p) + S exp (ch)) (2.60)

a qual possui a seguinte lei de conservagao adicional:

C=n,+p,+5* (2.61)

Um autovetor ¥ de C correspondente ao autovalor n, +m -+ 3 de C é da formas:

U=cp. [+)®m)+c2 |[-)®|m+1) (2.62)

e a equagao de autovalores de energia para ¥ é dada por:

1
<n° +m+ :2-) c1+ +/nocy = Ec; (2.63)
1
(no +m + 5) e+ y/nocy = Ecy (2.64)
da qual segue que: A
1 .
E,=n,+m+ 5 + /1, - (2.65)
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Deste resultado, vemos que, no caso de n, grande e € = 0, o espagamento entre os

niveis vizinhos € igual a 1, ou seja:

AE=Enpy —En=1 (2.66)

o que é coerente com a Fig. 2.1.a. Em contraste, para o modelo original, os fatores
\/7 € v/n 4 1 provenientes dos operadores a e a! sdo “uniformemente distribuidos”,

o que explica a distribuigdo uniforme na Fig. 1.1.a.

20
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Fig. 2.12- Distribuigio NND para o modelo spin-bosou com

aproximagio de fuse sem o berino -
Vg

parae = 0.0 (w = w, = X = LU}

J4 para € = 1 (e somente neste caso), a andlise de Kus [15-16] para o modelo
original mostra qué a estatistica NND & “centrada em torno” da estatistica deste
modelo no limite A — oo, que é integrével, explicando assim o resultado apresentado
na Fig. 1.11.a. Mas olhando a expresséo. (2.57) observamos que o limite n, — oo
é equivalente ao limite A — oco. Isto explica a semelhanca das Fig. 1.11.a e Fig.
2.11.a. | | |

Para completar esta discussao, vamos analisar agora as estatisticas A3 de Dy.son-'
Mehta [29] apresentadas nas Fig.1.1.b—Fig.1.11.b e Fig. 2.1.b—Fig. 2.11.b.

O interesse neste tipo de estatistica vem do fato de que a sua natureza é diferente
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da estatistica NND. Enquanto esta dltima é um efeito quantico nao perturbativo,
isto é, leva em consideragao correlagdes de ordem infinita entre os niveis de energia
na sua obtengdo, as correlagdes envolvidas na obt.engéo. das estatisticas A3 sao de
ordem mais baixa, além de depender de um par.é,metro L relacionado ao tamanho
do intervalo de energia c.ohsidera,do, e somente para L grande é que todo o espectro
é considerado como um tnico todo (ver [29]). Observem que, tanto para o modelo
original (Fig. 1.1.b—Fig. 1.11.b) como para o modelo com a aproximagio de
fase (Fig. 2.1.b—Fig. 2.11.b) nenhuma diferenga qualitativa é visivel. De fato,
em ambos os modelos, depois de um valor L > 1, a estatistica A3 assume um
valor constante, tipico das estatisticas de oscilador harménico, correspondendo a um’
espectro consistindo de uma sequéncia de niveis igualmente espagados. Entretanto,
para o oscilador harm()nico,‘o valor da constante assumida por Aj é igual a % o~
0.083, o qual concorda muito bem com a Fig. 1.11.b(modelo original) parae=1e
com a Fig. 2.1.b(modelo com aproximagido de fase) para € = 0, e ndo difere muito
"dos valores obtidos para os demais valores de ¢ no modelo com aproximagao de fase
(Fig. 2.2.b—>Fig. 2.11.b). No entanto, os valores obtidos para esta constante para |
o modelo original paia e # 1 (Fig. 1.1.b—>Fig. 1.10.b) difere substancialmente
daquele obtido f)ara o oscilador harmoénico. Estes fatos pode£n ser explicados como
se segue: no caso semicldssico, o efeito dos spins quénticos é reduzido, e o sistema
lembra um oscilador harmoénico para ciualquer,valor de €. J4 para o modelo original,
isto s6 é verdade para e = 1 (ver a andlise de Kus [15-16]), enquanto que para outros
valores de € a presenca dos spins qﬁé,nticos ¢ mais fortemente sentida.
Para valores maiores de S (5’ = %), foi encontrado [32] um comportamento para
a estatistica A3 correspondendo a tipo Poisson para € préximo a zero e GOE para ¢
préximo a 1, mas também com uma saturagio em Lprax = 25+1 = 10. Entretanto,
a interpretagdo do valor de Ljs4x deve ser diferente nos dois casos: para S pequeno,
Lyax € justamente o valor 1 necessdrio para a estatistica A3 se estabilizar no seu
valor caracteristico [29], enquanto que para S grande, este valor estd relacionado

com a contribuigdo das érbitas classicas de pequenos periodos, como jd é conhecido

[43].
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Para finalizar esta segdo, discutiremos uma outra maneira de se fazer o mesmo
limite semicldssico utilizando a hamiltoniana (1.20). Se pensarmos que o limite
cldssico de um sistema corresponde ao limite & — 0, podemos conservar o valor de
k relacionado aos operadores de spin igual a 1, mas fazer o valor de £ relacionado

aos operadores de aniquilagio e criagio a e af tender a zero.” Utilizamos a seguinte

hamiltoniana:

H = hwa'a + 2_(;1.,5Z + \/%/\ [(S“"a + S'a") + € (S"’a" + S"a)] (2.67)

tridiagonalizando-a usando o mesmo procedimento descrito na segao 1.2. Apresen-.

tamos as estatisticas NND (Fig. 2.13 e Fig. 2.14) para i em (2.67) igual a 0.002,
com € = 0 e e = 1. Os resultados concordam com aqueles obtidos para o modelo
com aproximagao de fase, sugerindo que a formulag¢do na representagio de fase é
realmente equivalente ao limite & — 0 para os operadores a e af, ou seja, ao limite

em que o campo eletromagnético se torna cldssico.

ej 1:_1 W
S5 Nowrsowon 11111 U SRS S

2.5

3.

Fig. 2.13- Distribuigio NND para o modelo spin-bosan Fig. 2.14- Distribuigdo NND para o modelo spin-boson

X — — . V_J
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2.5 Estados coerentes e a fungao de Husimi

Como 4 dissemos, os estados coerentes [44] ddo erigem a todo um instrumental
para a analise de limites semicldssicos de modelos quanticos [57]. Em especial, temos
a funcdo de Husimi [45], que além de permitir um estudo das fung¢des de onda no
espago de fase clssico das varidveis canénicas (p,q), vem sendo objeto de anilise
do ponto de vista dos seus zeros. A idéia introduzida em [46] sugere que o conjunto
dos zeros da fungio de Husimi encerra toda a informagio quantica e oferece novas
oportunidades para se estudar sistemas integrdveis e cadticos. Nesta diregdo, foi
encontrado que a distribui¢do dos zeros no espago de fase da fungdo de Husimi
associada a autoestados de sistemas quanticos é de dimensio 1 (concentrada sobre
curvas) para sistemas cujos andlogos cldssicos sdo integriveis, e altamente difusa
para sistemas cujos andlogos cldssicos sao caéticos. Portanto, dada a importancia
que vem assumindo a fungao de Husimi, apresentaremos aqui algumas propriedades
destas fung¢des para o modelo spin-boson.

Primeiramente vamos introduzir a defini¢io de estados coerentes. Embora haja

indmeras definigoes equivalentes [44], definiremos um estado coerente |z) por:

» |z) = exp (za' — z%a) |0).= exp(—lzz )Z \/__ |n) (2.68)

’ ’
onde z é um ndmero complexo, e nesta representagao uma fungao ¥ é dada por:

(z|¥) = ¥(2) = exp( ——zz )X_;) \/_

Introduzindo a representacio de Bargmann-Segal para estados coerentes [44],

(2.69)

faremos ¢ = z*, e obteremos:

= (aly) (210)

(o o}

HGEDY

n=0

O fator exp (—32]%) é absorvido na definigdo do produto interno nesta representagio.
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A fungdo de Husimi ¥y relacionada a uma fungdo ¥ pode ser dada na repre-

sentagio de estados coerentes por [45]:

Ty = [(2[9)|* = exp (—1¢17) [2(E) (2.71)

a qual é sempre ndo negativa e pode ser interpretada como uma fungao de densidade
de p1.'obabilidade. A funcao de Husimi também pode ser obtida diretamente da
fungdo de Wigner [45], fazendo-se uma “média gaussiana” desta dltima.

Vamos agora obter algumas propriedades das fungdes de Husimi correspondentes
as autofungoes da hamiltoniana H’ do modelo spin-boson para € = 1, lembrando que
‘a tridiagonalizagao de H’ é sempre feita num subespago das autofungdes de paridade

definida do operador P'. Seja |4,) a autofungio de H' correspondente a energia E,.

Vamos escrevé-la na forma:

o0

Wiy => ey (2.72)

n=0
onde os coeficientes ¢ podem ser obtidos usando-se dois procedimentos distintos: o

primeiro corresponde a resolver a equagao:

H' |¢;) = E; |4;) - (2.73)
obtendo uma relagio de recorréncia entre os ¢!. O segundo procedimento é obté-los

atraveés do calculo numeérico dos autovetores de H'.
Usando (2.73) encontramos a seguinte relagio de recorréncia para os ¢, (vamos

a partir de agora omitir o indice 7, mas tendo em mente que a relagdo abaixo vale

para os diferentes valores de energia F):

2 1 A
_ _ dlp_z no_ _Z - 2.74
Cny1 = W {[E 2wo( 1) wn] Cn 5 nc 1} ( )

¢ = % (E — ~2-wo) Co : (2.75)
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Esta relagdao corresponde exatamente aquela encontrada no trabalho de Kus [16],
onde ele encontra solugdes exatas para o modelo spin-boson (e = 1) na representagio
de Bargmann.

Entretanto, ao tentarmos calcular os coeficientes c,, pelas relagoes (2.74-75), en-
contramos sérios problemas de convergéncia numérica destas séries. Isto nos deixou
surpreendidos, e embora tenham sido feitas inumeras tentativas usando fragdes
continuas no sentido de estudar a convergéncia de (2.74-75), nenhum resultado
concreto foi encontrado. Acreditamos que a divergéncia encontrada seja de causa
unicamente numeérica. _

Portanto, usamos o segundo procedimento para o cdlculo dos coeficientes ¢,,.

Uma vez obtidos, utilizamo-los para obter os coeficientes de ¥, na representagdo de

Bargmann,.ou seja:

(o o]

T;(¢) = D af¢™ (2.76)

n=0

onde

d

n

Jj—
a; =

(2.77)

By

Como estd demonstrado no apéndice B, o comportamento dos coeficientes de
uma fungdo do tipo (2.76) pode nos dar informacdes sobre os zeros desta fungio.
Baseado em toda a teoria exposta no apéndice B, estudamos o comportamento dos
coeficientes a,, a partir de um determindado n = n,, comparando-os com as séries
e (#)2 Foram analisados os coeficientes de ¥;({) para 1 < j < 30. Alguns
resultados sdo apresentados nas Fig. 2.15.a—Fig. 2.15.g. Para todos os valore:

j analisados foi encontrado o mesmo comportamento para a,:

2
(l') <o, < l' . (2.78)
n n.

Acreditamos que este comportamento seja vilido para qualquer valor de j.
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Seguindo o apéndice B, concluimos que ¥;(£) pode ser escrita na forma:

U;(¢) =€ P(¢) | - (2.79)
onde P(£) é o produto canénico formado pelos zeros de ¥;(¢) (outros que nao § = 0)
e m ¢ a ordem do zero £ = 0. Além disso teremos que ¥;(¢) possui um’ conjunto
infinito de zeros. _

As mesmas concluses sio validas para as fungoes de Husimi ¥y, relacionadas as
attofungées ¥;. Mais ainda, temos que neste caso do modelo spin boson, a fungao
de Husimi determina também a fungio de onda a ela associada, pois de (2.79) temos
que nenhuma “fungao fase” existe de tal modo que a relagao entre ¥; e ¥y, seja

indeterminada. E o fato de que ¥, possui infinitos zeros incentiva-nos a procura-los

para testar as idéias de Voros e Leboeuf [46]. Isto estd sendo feito [47] e espera-se

resultados em breve.
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Capitulo 3

Sobre o limite classico do modelo
spin-boson

3.1 Obteng_éo das equacdes cldssicas e o caso in-
tegravel

O limite clédssico do modelo spin-boson consiste na interagdo de N atomos com o
campo eletromagnético no limite N — oo. Este limite, como sera visto a seguir, per-
mite a definigdo de operadores “iﬁtensivos”, que dardo origem as equagdes cldssicas.

Portanto, vamos nos remeter a hamiltoniana do modelo com N dtomos presentes,

que pode ser escrita na forma:

Hy = wala + woS£N) + \_//\_—]V [(S(_N)af + SS_N)(L) + € (SS_N)at + S(_N)a)] (31)

onde o superescrito (V) ressalta o fato de que os operadores de spins dependem de

N na forma (1.17).

Os operadores ”intensivos” [50] sdo definidos por:

N
Sa(:,y?z : a + a!

N aNzﬁ, aN=_\/_N (32)

os quais satisfazem, usando as equagdes de Heisenberg e a hamiltoniana (3.1):

TNy YNy, ZN =
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A
BN = —weyn + fz—zN(l — ¢) (an — af) (3.3)

YN = WoTN = %ZN (1+¢€) (aN + al+v) \ ' (3.4)

iy = _% [2n (1= €) (an — o) +2yn (L+ €) (an + ot )] (3.5)
.. 1A :

ayN = —wayN — ? [(BN (1 + 6) — YN (1 - 6)] (36)

&b = wat 4 %[:c;v (1+46) +1yw (1 — €] (3.7)

Observem que o fator \/LN em (3.1) é essencial para a obtengdo destas equagdes.

No limite N — oo, os operadores zx, yn, 2N, @ € afy tornam-se “cléssicos” a

medida que seus comutadores tendem a zero:

1

[zNa yN] = NZN
1 . .
(YN, 2n] = NEN (3.8)
1
(2w, zN] = NN
1
e, o] = ~ (3.9)

a0 mesmo tempo que as normas lzn|ls llynl] € |l2n|| s@o uniformemente limitadas
(independentes de N) [23]. '

Entretanto, estes limites niao existem no sentido da norma, e para defini-los
vamos seguir um procedimento introduzido por Hepp e Lieb [50,23]. Considere um

conjunto de matrizes densidade w” definidas sobre Hy, tal que os limites:

¢, y, 2= I\IIiinoowN(:cN, YN, 2N) (3.10)
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a= Aliim W™ (an) at = lim wV (a};) (3.11)

N->oo

existam. Por simplicidade, escreveremos:

on = {5}, = (o, w, 2, an b}

= {p"}f.:l ={z,4, 2, 0, a*}

e seja S? a esfera em R? tal que 2% 4+ % + 27 = 1.
Definimos uma sequéncia de matrizes densidade {wN } como sendo 2-cldssica [50]

com respeito a py e com valor igual a p € (5% x R?) se:

lim sup w [(p}v — p'.)f (pj\, - pi)] =0 (3.12)

N—o0 jel1,5]

Consequentemente, pela inequaldade de Schwarz, teremos:

lim oV (o) =4, i€ (1,5] (3.13)
lim W™ (plvek) = o', i€ [1,5] (3.14)

ou seja, se w’' é 2-classica, entio temos garantido que py converge para p em termos

da média e covariancia.

Uma classe importante de estados satisfazendo (3.12) é dada por:

wN(4) = (QV, 40V) (3.15)

para qualquer observavel A, com:

oV =¥, (6l+);+81-)) ey (3.16)
onde §, B € C com }6]*+]B8|* = 1 com 02 {+), 1-)} ]fN> € F, com lfN> |0)
ou ‘fN> = |z) . Portanto, temos que o limite dado em (3.10-11) sempre existe para
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qualquer estado inicial do sistema que escolhamos. O teorema abaixo garante a
convergéncia de pn(t) = exp (+Hnt) py exp(—tHyt) para qualquer t. Uma demon-
stragdo do mesmo, seguindo [50}, pode ser encontrada no apéndice C.

Teorema 3.1: Se w" é 2-cléssica para py com valor igual a p € (S% x R?), entdo

w™ é 2-cldssica para todos os pn(t) com valor igual a

p(t) = {a(t), y(t), 2(2), a(t), o (8)}

que é a inica solugdo de:

& =—woy + Z;;:(1 —€)(a—at) (3.17)
Y= Wok — %z(l + e)(a+at) (3.18)
z= _—% [:z:(l —e)a—at)+wy(l +€)(a+ a+)] (3.19)
. N
&= —wa— o [:n(ll-}— €) —1y(1 — ¢€)] (3.20)
. b AL
&7 =wa’ + [z(1 +€) +y(1 - €)] (3.21)

com p(0) = p.
Portanto, vimos que no limite N — oo, as equagdes para os operadores SV),
S;SN)’ SWN) a e a' se transformam em equagdes para as varidveis cldssicas z, y, 2,

a e at de uma maneira rigorosa, justificando assim o procedimento utilizado por

outros autores [15].

Graham e Hohnerbach [15] introduziram a seguinte mudanga de varidveis:

z =4/5% — 1% cos ¢, | (3.22)
y=14/52~I?singp, (3.23)
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z2=1 (3.24)
o= \/}; -exp (—2p2) (3.25)

at = \/I—g exp (1p2) ’ (3.26)

com =S <1 5, I,2>20,0 < ¢y, g2 £ 21 ¢ S uma constante (no nosso caso
S = %) relacionada com o operador de spin. As transformagdes (3.22-26) sdo um

caso especial daquelas introduzidas por Cibils et al [23].

Nestas novas varidveis, as equagdes de movimento (3.17-21) sdo escritas na

seguinte forma:

b = 2/S2 = 12 /I, [sin (1 — ¢3) + €sin (1 + )] (3.27)

AT
p1 = wo — —\/ﬁ [cos (1 — 2) + ecos (o1 + 2)] (3.28)
| e

I, = =0/$? = 12 L [sin (o1 — 1) — esin (1 + ¢2)] (3.29)
/52 — I?

P2 =w+ TodL, [cos (p1 — 1) + €cos (o1 + ¢2)] (3.30)

E facil verificar que estas equagoes podem ser obtidas do formalismo de Hamilton

usando a seguinte hamiltoniana:

H=wlh+wI + /5% - I? \/E[COS (1 — ¥2) + ecos (p1 + ¥2)) (3.31)

com:

, iz, i=1,2 (3.32)



’
E conveniente ainda introduzir [15} uma transformagio canodnica, definindo as

novas variaveis:
p=p1— P | (3.33)

Y= ' (3-34)

com os momentos canonicamente conjugados dados por:
I,=1 ‘ (3.35)

I=IL+1, (3.36)

Nestas novas variaveis, H é escrita na forma:

H=wI¢+/\\/52—Ig\/i/,—I¢ [cos ¢ + € cos (¢ + 29)] - (3.37)

onde nos restringimos a0 €caso w = w,. As equagoes de movimento sdo dadas por:

= ,\\'/Si2 I2 \/Iw — I, [sin ¢ + €esin (¢ + 2¢)] (3.38)

1\/52 IZ \/7 I,

$ = \/I 3 \/52 I,| [cosp + ecos (29 + )] (3.39)
o —

Q=2k¢m—@v@t4$m@¢+@ (3.40)

. X4/S% —
P=wt e [cos ¢ + €cos (211) + )] (3.41)
2JQ—I
Graham e Hohnerbach [15] estudaram o sistema acima no limite I, > I, resol-
vendo o caso integrdvel (e = 0) e mostrando algumas propriedades importantes deste

sistema, principalmente sobre o comportamento de algumas quantidades quando o

regime caédtico (€ # 0) é considerado. Van Hemmen e Von Waldenfels [27] também
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estudaram o sistema dado por (3.38-41), embora usando outras varidveis, no caso
€ = 0. Estes ultimos deram uma nova interpretagdo a este sistema ao verificarem
que I, pode ser obtido de uma fungao potencial. O que se seguird nesta segio é

baseado nestes dois trabalhos.

Vamos considerar o caso integrdvel com € = 0 [13]. Neste caso, as quantidades

H,1I,,e K, dada por:

K =MI; — I, /S~ IZcosp (3.42)
sao conservadas, e pddemos reescrever a equagao (3.38) na seguinte forma:
4K?

22

onde agora a derivada no lado esquerdo desta equagao é em relagio a t’' = %

12 =413 — AL, 1% — 481, + 41, 8% — (3.43)

Definimos ainda a seguinte transformacio de varidveis:

I
L=¢+7 (3.44)

e substituindo em (3.43) obtemos uma equagao para ¢ dada por:

4K 2
27 A2
a qual ¢ justamente a equagio diferencial para a fungio de Weierstrass [51] (ver

apéndice D):

€ = 465 - ( I+ 452) £ - I¢ + SZL,, — (3.45)

§° =4p° — gop — g (3.46)

com as constantes g, e g3 dadas por:

4 8 4K?
9o =3I, +48* gs= 2, - “521¢ 32 (3.47)
Portanto, a solugdo de (3.43) é dada por:
| Xt I
I4(t) = Poaes (T + a) + ?‘b (3.48)
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onde o é uma consiante a ser deierminada pelas condigdes iniciais:

21,(0)  L(0)
3
(lembrando que I, estd relacionado com a projegéao S, do spin e I; com o niimero

de fétons).

Pga0: () = (3.49)

De (3.42) podemos obter a solugao para @, dada por:

K
cosp = ~ (3.50)
V[ones (3 )] + K2
Ainda de (3.42) vemos que K estd limitada na regido:
_Q Q
C<K<=
-5 = K< 5 (3.51)

com ) = \[I + 13 +3SZ\[‘2I¢, IZ +35% — 2I¢, e de (3.50) obtemos que o

espago de fase estd dividido em duas regides incomuniciveis de acordo com o sinal
da constante K: se K > 0, entao o espago de fase esta limitado a regiao —5 < ¢ < 7

e se K < 0, a regiio 5 <p<LE (Veremos na segio seguinte que esta separagio é

quebrada quando e # 0).

Seguindo [27], vamos agora analisar a equagdo (3.45) de um outro ponto de vista.

Observamos que podemos escrevé-la na forma:

()

3.52
e (352
com
3 2.2 2

V(€)= -2 + (§I¢ +25%}¢ (3.53)

Graficamente, V({) pode ser representado pela Fig. 3.1, com um minimo em
{mIN = — 7z € um maximo em {prax = \/—, com ¢ dado por:

=i s | (3.54)

Cc = 'é’ ¥ + .
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Vemos que {pr4x € um ponto hiperbdlico deste sistema. No entanto, no caso
integravel, é ficil verificar que I, nunca atinge este ponto com a excessio de que
I, seja igual a I(0) = S. E se I, for muito maior que I,, o ponto hiperbdlico se
distanciﬁ de tal maneira que o “potencial” sentido pelo sistema é do tipo parabdlico.

Realmente, a equagdo encontrada por Graham e H6hnerbach [15] para I, no caso

I, > I, pode ser escrita como:

o av’ :
E=— & | (3.55)
com
' 2, 4 2 .
V() = 2Lyf + 13 (3.56)
o qual graficamente ¢ dado pela Fig. 3.2.
V(E)
-c/VE 1
P c/ \/F\ €
Fig. 3.1- CulllpulL-llll‘l‘hlu rualitativo para V(£).
VE)

\ “ly3 _
SN £

Fig. 3.2- Cumpur(;u.m:nl‘-: qrialitativo para V(£

Portanto, a aproximagio de Graham e Hohnerbach faz com que a estrutura
original do modelo seja quebrada. Apesar disto, a sua anélise é bastante rica con-

ceitualmente e indica, mesmo para I, > I, a presenga de caos quando o termo
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contra-onda-girante é considerado.

Entretanto, um caso fisico interessante, e realizivel experimentalmente, é aquele
em que nenhum ou quase nenhum féton estd presente no estado inicial. Este caso

nio pode ser considerado na andlise feita em [15], pois aqui Iy =~ I,(t). E é sobre

este assunto que falaremos na se¢ao seguinte.

3.2 O caso nao integravel e polarizagao nula

Vamos agora considerar o termo contra-onda-girante como parte integrante do
nosso sistema, mas fazendo do pardmetro € um medidor desta “perturbagio”. Ob-
servamos que para Iy ~ I,(0) no caso integravel, o ponto hiperbélico de V(£) estd
muito préximo da regido permitida a I,(t). Ao perturbarmos o sistema, ou seja,
fazendo € # 0, porém com € ~ 0, espera-se que a varidvel I,(t) passe por uma regido
de tamanho aproximadamente igual a € que contenha o ponto hiperbélico, o qual
sendo estruturalmente estdvel [56] permanecerd nesta regido para pequenos valores
de €, dando origem ao aparecimento de caos no sistema [52]. Isto pode ser verifi-
cado numericamente. Usando pequenos valores para ¢, integramos as equagdes de
movimento dadas por (3.38-41) conforme procedimento descrito no apéndice D. O
interessante deste procedimento é que estamos considerando os termos contra-onda- -
girante como .uma perturBagéo, e nio como parte integrante do sistema. As Fig.
3.3—Fig. 3.4 mostram a variagdo de I, em funcdo do tempo. Observem que para
valores de Iy ~ I,(0), os valores de I,(t), t < ¢ entram numa regido de tamanho €
em torno do ponto hiperbdlico nao perturbado. Isto vem reforgar nossas conjecturas
dé que o caos, neste caso, deve se originar na vizinhanga deste pontd.

Isto pode ser confirmado nas segdes de Poincaré [52| apresentadas nas Fig.
3.5.a—Fig. 3.5.g e Fig. 3.6.a—Fig. 3.6.h. Estas secdes foram construidas
nas varidveis I, X ¢, fixando-se o valor de energia E e do angulo % (este dltimo
sempre fixado igual a 0 mod 7, pois H (3.37) é periédica em 9 com periodo igual a

7). As equagdes utilizadas para a obtengdo das segoes de Poincaré estdo no apéndice
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Fig. 3.0.b- Segio de Pvincaré para o modelo
spin-boson para £ = 1.0 e e = 0.03.
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Observem que para os dois valores de energia calculados (£ = 1.0 e E = 0.5),
verificamos que o espago de fase é realmente separado em 2 regid:s incomunicéveis
para € = 0 (Fig. 3.5.a e Fig. 3.6.a), como ji havifamos previsto. As retas que
dividem estas regides estdo préximas do ponto hiperbélico (préximas no sentido
que I, aproxima-se dos valores do pdnto hiperbélico nao perturbado nesta regido),
aumentando a proximidade quanto menor o valor da energia. Isto pode ser verificado
olhando a Tab. 3.1, onde veremos que as condigoes iniciais que dao origem a estas
retas (marcadas por *) estdo bem mais préximas do ponto hiperbélico que qualquer
outra condig¢do inicial. Observem entdo que a primeira regido em que percebemos
a presen¢a de um comportamento cadtico é em torno destas retas, destruindo a
incomunicabilidade que havia entre os dois subespagos distintos quando. e = 0 (isto
concorda também com a andlise de Graham e Hohnerbach [15], o qual, mesmo para
I, > I(t), previa o comportamento cadtico na vizinhanca de K = 0. Estas retas
correspondem exatamente a K = 0). E atentem ao fato de que quanto menor a
energia, ou seja, quanto mais préximo o ponto hiperbélico estd da regido acessivel
a I,(t) no caso integravel, mais cedo (em termos de €¢) o comportamento cadtico

~ se manifesta (para E = 1.0 temos e = 0.03 (Fig. 3.6.c) e para £ = 0.5 temos
e = 0.001 (Fig. 3.5.c)).

TABELA 1

l E l Is:(o) l ‘P(OLI I, I Lo, mIlp = loy — Iv(o) ﬂ
| 1.0 0.46 T 1.3748 0.9999 0.5399

1.0 | 0.4999 T 1.0014 0.7751 0.2751 %

x0.5 | 0.4999 | 27 | 0.49991 | 0.49995 0.00005 x

0.5 0.4 27 | 0.41846 | 0.46009 0.06009

x0.5 | 0.4999 T 0.50048 { 0.50024 0.0003 =

0.5 0.46 T 0.68653 | 0.59722 0.13722
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Portanto, acreditamos que o ponto hiperbédlico descrito na segdo anterior en-
riquece a estrutura deste sistema, ¢ é em torno do mesmo que surgem as primeiras
manifestagoes de comportamento caético, o qual preencherd todo o espago de fase
para valores de ¢ da ordem de 0.5 (Fig. 3.5.g e Fig. 3.6.h).

Vamos analisar agora o significado fisico de todos estes resultados. Como ja
foi dito, uma situagdo fisica interessante é aquela em que temos uma polarizagao
zero com nenhum (ou quase nenhum) féton presente. Esta situagio corresponde
justamente iquela em que Iy(0) ~ I,(0), ou equivalentemente, E ~ wly, com
I,(0) = S, a qual, como foi visto, corresponde a um ponto muito préximo do
ponto hiperbdlico, numa regido altamente sensivel a perturbagdo e que primeiro
apresentard um comportamento cadtico (Fig. 3.3—Fig. 3.4 e Fig. 3.5.c). Isto
significa que este comportamento cadtico, jd encontrado no maser por outros autores
[22], tem sua raz@o na estrutura dindmica do sistema, ou seja, na existéncia deste
ponto hiperbdlico. E mais ainda, apesar do modelo spin-boson ser uma aproximagao
tedrica (desprezamos perdas e reposigdes de energia) para o maser experimental,
temos como imporfante resultado que, em experiéncias com dtomos ndo polarizados
interagindo inicialmente com pouco ou nenhum f6ton, caracteristicas cadticas sempre
estardo presentes, mostrando mais uma vez o alto grau de complexidade com que
a Natureza se apresenta a nds, mesmo em um de seus sistemas mais simples: a

interacdo da luz com um dnico modo de vibragdo com a matéria na forma de atomos

com apenas dois niveis de energia.
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Apéndice A

Demonstracéo da nao
unitariedade do operador ezp(:®)

Vamos supor que o operador de aniquilagdo a possa ser escrito na seguinte forma:

a=uN% (A.1)

com N sendo o operador niimero no espago de Fock e U um operador unitdrio

qualquer, ou seja:

UUt = Ut = 1 (A9)

Vamos entdo aplicar (A.1) em um estado |{n) do espago de Fock. Teremos:

aln)=n?|n—1)=UN?|n) = n:U|n) (A.3)

Portanto:

Uln)=|n-1), n=12,... - (A4)

ou seja, temos que U é um operador que mapeia o estado |n) em |n — 1) para

n = 1,2,3,..... Porém, para n = 0 nada podemos concluir de (A.3). Mas da

completeza do espago de Fock teremos que ter:
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Uln) =3 da|n) (A.5)

n=0
Usando agora (A.4) e (A.5) vamos calcular o efeito do operador Ut sobre um

estado | n):

Ut n) = 32 (m|U'n) |m) = d;10) + |n+1) (A.6)

m=0

paran = 0,1,2,3,......

Com isto, podemos verificar o efeito de UTU sobre um estado |n):

UlU |n) =U' |n - 1). ;d:_l |0) +|n), n=123,.. (A.-’{')l
U*U|o>=idnm1n)=idn(d;;10)+1n+1>) (A.8)

Vemos de (A.7) que U'U é igual a identidade se e somente se dj; = 0 para

-—_ [« 1)

n=0,1,2,3,..., 0 que em (A.8) implicard em:

Uty |0) =0 : (A.9)
ou seja, U nio pode ser unitdrio. (Observem que apesar de UtU # 1, temos, pelo
mesmo raciocinio, que UUY =1 para V n).

Portanto, como nao existe U unitdrio satisfazendo (A.l), em especial temos que

o operador eZp(:®) ndo é unitario, ou equivalentemente, o operador ¢ nio pode ser

auto-adjunto.
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Apéndice B

Sobre as autofuncdes da
hamiltoniana do modelo

spin-boson na representacao de
Bargmann-Segal

Usando a représentagio de Bargmann-Segal para uma funcido ;({) dada por
(2.76-77), como os ¢, sao normalizados (sup,, ¢/ = 1), temos que 1;(¢) é uma fungio
inteira sobre o plano complexo. Vamos entio obter algumas propriedades sobre esta
funcao.

Primeiramente, vamos definir alguns conceitos [58]:

i) uma fungéo inteira f(¢) é de ordem p se:

,E%SHPMT%M =p - (B.1)
onde M(r) é o médulo méximo de f(¢) para || = r, ou seja, M(r) = maxe=, | F(¢)|.
ii)Teorema B.1: a fungdio inteira f(¢) do tipo (2.76) é de ordem finita se e somente

s€:

p = lim sup 3 (B.2)

é finito; mais ainda, p = p.
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Com estes conceitos em mente, vamos definir uma nova funcao inteira duada
) < g

por:

W) =3 bt (B.3)

n=0

onde os b, sdo dados por:-

Cntn
b, = mine
an

(B.4)

No caso das autofungdes do modelo spin-boson para € = 1, vemos das Fig.

2.15.a—Fig. 2.15.g que os coeficientes b, devem satisfazer:

1y '
by = b (5) (B.5)
com ]l < a<?2. ‘

Oras, temos que a ordem de f(¢) é dada por:

' 1
log (127)
1
= lm sup nogn =

n—oo log ( 1 ) -

{anollbn—nol

(n + no)log (n + n,)

= Hm sup (B.6)
n—oo 1 1 '
| - log (far,i) + 106 ()
Seja k =log (IalTol) + log (I—z—l) Entao:
) (n + no)log (n + n,) '
_ B.7
p = Jim sup k + alog (n!) (B.7)

- Usando a férmula de Stirling:

n! ~ n" exp (—n) v2mn | (B.8)

teremos:

p= lim sup (n + n,)log (n + 7o)
n—oo k + anlogn + $log (27n) — an

(B.9)
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Usando o teorema de L’Hopital, podemos calcular (B.9) e teremos:

1
=— d
| p= (B.10)
Portanto, a ordem de f(£) é tal que:
1

Vamos agora lembrar de alguns teoremas sobre ordem de fungdes inteiras:
Teorema B.2 (Teorema de Hadamard): Se f(£) é uma fungao inteira de ordem

p com zero na origem de ordem m, teremos:

f(€) = " exp [Q(O)] P(E) (B.12)
onde @(£) é um polinémio de grau g < ¢ e P(£) é o produto candnico com os zeros
de f(¢) (outros que ndo { = 0).

Teorema B.3: Uma fungio inteira de ordem néo inteira possui infinitos zeros.
De acordo com os teoremas B.2 e B.3, temos que, no caso das autofungdes do

modelo spin-boson, Q(¢) deve ser uma constante, pois p < 1, Portanto, neste caso,

¥(€) é determinada pelos seus infinitos zeros.
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Apéendice C

Demonstracao do Teorema 3.1

Primeiramente, vamos demonstrar que, partiﬁdo das equagdes (3.3-7) e (3.17-21),

podemos escrever:

% [Ph(®) = #(8)] = 2 AR () [ph(6) = £(0)] (C.1)

para k =1,2,3,4,5, com:

sup [ 45()]] = 4 < o0 (©2)
k,J|Nlt
Teremos entio:

) k=1 (pk = 2n)
A}\} = 0, A12 = —Ww, /1]3 = —(1 - e)(a - a+)

AN = %(1 —€)zy AN = —%(1 —€)zN

) E=2 (o =)
21 22 §23 A +
Ay =w, Ay =0 A =——§(1+6)(a+a)

A3 = ——:2\—.(1 +e)zy AR =—-%(1 + €)zn

i) k=3 (o} = zn)
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49 A
AN = —%(1 —e)fa—o*) AY=T(1+e(ata’) AF=0

. p A A A
A¥ = _%(1 ~ oy +5(1+euy  Af = %(1 —€en + 5 (1 +eyn
iv) k=4 (pjy = an)

by A
A",\}:—%(He) AR =-T0-q AR=0 AN=-w A¥=0

v) k=5 (py =a')
Asl__"’\ 1 A52 — A AS3 = A% — g  ASS —
N“':?'_('+E) —-_5(1_5) AN = AN = N =w
Observem_que todos os operadores Aﬁ{ sao limitados, j4 que =y, YNy € 2y sdo
menores ou iguais a 1 ¢ a e o’ sdo limitados pelo fato de serem varidveis cldssicas
de um sistema hamiltoniano. Portanto, a condigéo (C.2) é satisfeita.

Voltando entéo a (C.1), podemos escrever:

pn(t) = p(t) = [pn(0) — p(0)] + /Ot An(ty) [pn(t1) — p(t1)] dt (C.3)

onde py, p sdo vetores colunas e Ay um operador matricial. Interagindo (C.3)

consigo mesma, chegamos a solugao:

p(t) — p(t) =
- [1 + ij / Cdty [ "ty . / " b An(tr) e AN(tn)] [on(0) — p(0)] =
= On(t) [on(0) — p(0)] (C4)

onde o operador On(t) definido em (C.4) satisfaz:

| ION(®)l] < exp (A),  [On(E)] = Sup 1On.; (2l (C.5)

Portanto teremos:
sup wn { [ov(6) = #0)]' [Aiv(®) — 0]} <
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< an {low(t) = p))' [on(t) = (1))} =
= wn {[w(0) — p(0))' O () On(2) ow(0) — p(0)]} <

< [0k (t) On(®)l| wn {len (0) — p(O)]' [on(0) — p(0)]} (C.6)
onde a iltima passagem pode ser verificada facilmente se escrevermos
wn(.) = tr(exp (—BHN).)/Z

onde tr denota trago de um operador e Z a fungdo de partigido do sistema, e consi-
derarmos um conjunto completo de autofungdes de Hy.

Oras, mas temos que |0k (t) On(t)|| = ||On(2)]|?, e de (C.5) e (C.6) teremos:

sup wn { [p(0) — @] [piv(t) - (1) } <

| i ienlt [ i | '
< Sexp (241) sup wn { [o(0) = #(0)]' (@) - F ()]} (1)
Portanto, se (3.12) vale paré, (% — p*) no instante inicial, (3.12) valerd para
qualquer ¢ > 0, e de acordo com (3.13-14), teremos que:

lim WV (s(t) = P(t)

N-ooo

Jim W™ (ki (D)ei(t)) = PP ()6 (1)

para qualquer ¢.

70



Apéndice D

Construcao da funcao de
Weierstrass para o modelo
spin-boson e solucoes para e~ 0

Dados g, e g4 tais que:

dy\’ R |
(d_Z) =4y° — gy — 93, 2,9(z) € C (D.1)

achamos primeiramente as raizes da equagio:

4y° — gy — g3 = 0 (D.2)q
as quais chamaremos e;, e; € ea. _ -
No cas_'o que g — 27g% > 0, todas as raizes e, e; e e3 sao reais (ver [51], pag.
444), e os periodos da funcao de Weierstrass sio 2w, real e 2w, imaginério puro. Em

todos os casos testados para o modelo spin-boson, com g, e g3 dados por (3.47), a

condi¢do acima foi verificada.

Portanto, definimos e, e; € e; de tal modo que:-

€1 — €2

0<g= <1, e >e - (D.3)

€1 — €3
o que é sempre possivel fazer.

Das propriedades da fungdo 6 de Riemann [51], temos que:
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0%(Az,q
y(z) = A* ———(,QE e q; 63(0,9) 64(0,9) + & (D.4)
) 1 )

onde q € a solugdo positiva da equagao:

03(0,q)
= —— D.5
I = 55(0,0) (0-5)
com médulo menor que 1 (se g satisfaz (D.3) isto é sempre verdade [51]). A? ¢é

solucao da equagio:

2 €1 — €
= D.6
61(0,9) (B-6)
e 01(2,q), 62(2,9), 63(z,q), 64(z,q) sdo as funcdes teta de Riemann segundo a

notagéo dada em [51]. Os pen’odos da funcgio de Weierstrass serd entdo dado por:

2wy = % (real) (D.7)
T . “
2wy = v (tmagindrio puro), q = exp (1r7) - (D.8)

Usando as séries dadas em [51] para as fungdes teta de Riemann:
b1(z,q9) = 92¢7 sin z — 2g+ sin 3z + 2q131—5 sin 5z — .... (D.9)

0:(2,q9) = 2q:' cos z + 2q% cos 3z + 2q275 cos 5z + ... (D.10)

03(2,q) = 14 2qcos 2z + 2¢* cos 4z 4 2¢° cos 6z + 2¢*° cos 8z + ... (D.11)

| 84(2,q) =1 — 2gcos 2z + 2¢" cos 4z — 2¢° cos 62 + 2¢*° cos 8z + ... (D.12)
q q

utilizamos o fato delas terem boas propriedades de convergéncia, e truncamo-las em

poténcias de q da ordem de 10. Com isto, pudemos calcular todas as constantes

definidas acima.
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Como iltimo passo, utilizamos o fato de que a fungio y(z) é real sobre as retas

R(z) = mw, ou §(z) = nw,, mas divergindo nos pontos z = 2mw; + 2nwy, n,m € I

[53], e obtemos a solugdo fisica para o modelo spin-boson fazendo:

-p(2rase)

ou

At
L(t)=p ('Z t+o+ w2)

(D.13)

(D.14)

Apresentamos nas Fig. D.1 e Fig. D.2 o comportamento da fungio de Weier-

strass como solugdo para I,(t), com determinados valores iniciais.

-2-

W3-

]

L
1 2 3 4 5 1) 1 8 9 10

Fig. D.1- Grifico de 1, x ¢ para
ly=10e¢el,(V)-- 0.3

—
I T 7 " 1 1 ]

—T T 1 1 [ l
2 3 4 5 ] 7 8
Fig. 1.2- Grilico de 1, ¢ para

Li = 5uce 1 u) 03

* Utilizando a solugdo para I,(t), podemos obter imediatamente as solugoes para

as outras variaveis, dadas por:

(D..15)

o(t) = arccos

' K
Mo — I(t) /87 — I3(t)



b(t —wt+/——dt'+¢0 D.16
0 s & PO (.16)
Com estas solugbes, as quais denotaremos a partir de agora com o indice “0”,

podemos calcular por teoria de perturbagao, as solugées para e pequenos, que sdo

validas até um tempo Trrax =~ % Estas solugoes sdo dadas por:

Torpprr(t) = Loo(t) + Ae /0 t VIs. — To,(t) 4/S? — I2,(¢') sin [2050(t') + @o(t)] dt'
| | (D.17)

wpPERT(t) = olt)—

/ l: \/5'2 tl) \/7\110 I,, I)
\/I¢ ~ I, (¢ ﬁz 12 (t')

sao(t')] cos [2o(t") + po(t")] dt' (D.18)

Ijponr(t) = Iy, + 2Ae/(j \/I,J,o — I, (#) \/.5’2.__ Iga(t/) sin [295,(¢') + o(t')] dt’
(D.19)

Yrert(t) = ¥o(t) +

/ JI_T cos [20(£) + pot)] dt!  (D.20)
—

as quais foram utilizadas na segao 3.2.
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Apéndice E

Sobre a construcao das secoes de

Poincaré para o modelo
spin-boson

Utilizando a hamiltoniana (3.37), construimos a secio de Poincaré para as

varidveis (I, ¢), fixando o valor da energia E e da varidvel . Como H (3.37)

é periddica em 1) com periodo igual a w, fixamos 1 sempre igual a 0 mod 7. E

fixando o valor da energia, obtemos para I, os seguintes valores:

1
Iy, = — [A—VAZ—wZB], se cosp, > 0

w?

1 ¢

I, = ElA-{_ VA —w?B|, se.cosp,<0

com
A=F AZCZ S? 12
- w + ? ( - ‘Po)
B = E*+ N*C*I,, (§* - I%)
C = cosp, + €cos (29, + ¥o)
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onde aqui o indice “0” denota condigdes iniciais.

Portanto, dada uma condigdo inicial (I,,,p,) para uma determinada energia E,
podemos calcular Iy, pelas equagdes (E.1-2) (sempre 7, = 0), e evoluindo o sistema
pelas equagdes (3.38-41), sclecionamos todos os pontos cujas coordenadas (¥, 1)
diferiam de (%o, Iy,) no méximo de § (fizemos geralmente § ~ 1073). Com estes

pontos é que foram construidas as segdes de Poincaré apresentadas no capitulo 3.
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