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INTRODUCAO

Consideremos o processo

1 4

onde 1,2,3,4 sao particulas escalares de massas iguais,
. Esse processo e os derivados dele por ' crossing "

podem .ser descritos por uma funcgao F(s,t)(*), analitica
nos planos s e t complexos, onde suas singularidades pos
suem um significado fisico e que suporemos limitada por
polinomios ao longo de diregdes complexas dos planos de
cada uma das varidveis. Isto corresponde, basicamente,
a admitir a validade de uma representacdo de Mandel

stam(l) .

Como veremos no primeiro capitulo, fazendo-se
as hipoteses acima para F(s,t), podemos construir uma Te
presentagao para a amplitude de onda parcial Fi(s) pas-
sivel de ser continuada analiticamente no plano s comple
xo e no plano do momento angular complexo. Essa inter -

polacao F(S,A)(+) tera polos A = a(s), cujas localiza -



¢oes dependem da energia e que possuem um significado di
namico: no contexto da equagao de Schrédinger, o conheci
mento do poteﬁcial determina a funcdo a(s). Veremos que
essa fungao esta ligada ao comportamento assintotico da
amplitude de espalhamento para grandes valores de t ou u.
E nessa funcao a(s), chamada trajetdoria de Regge, que es

tamos interessados.

No segundo capitulo serdo obtidas restrigoes
sobre os possiveis comportamentos assintdticos de a(s).
Esse estudo se baseara num método que vem sendo desenvol
vido ja ha algum tempo(z’s): a partir das propriedades
analiticas de o(s) e de consequéncias da unitariedade da
matriz S, construiremos uma funcao inteira (isto €, uma
funcao que ndo tem singularidades no plano complexo finji
to). As propriedades dessa fungao determinario as res -

trigoes que procuramos.

No segundo capitulo, eliminamos 0S zeros de
o(s)-N argumentando que esse seria 0 caso normal. No ter
ceiro capitulo mostramos que existe uma generalizacgao da
hipotese de trajetdoria crescente que elimina automatica-
mente os zeros de o(s)-N. Mostramos também uma hipdtese
mais fraca, isto &, supdr que a(s) seja uma funcio de

Herglotz, que tem o mesmo efeito.

(*) s,t,u sao as varidveis de Mandelstam definidas dq
maneira usual.

(t) X & o momento angular complexo, isto é, 08 valores
inteiros de Rel coinecidem com L, momento angular fi-

stco.



CAPITULO I

PROPRIEDADES ANALITICAS DE o (s)

Como ja mencionamos na introdugao, o escopo
desse trabalho € determinar o comportamento assintdtico
das trajetorias de Regge a partir de suas propriedades
fundamentais. Veremos que as propriedades fundamentais
que determinam o comportamento assintdtico de a(s) sao
as propriedades analiticas, derivadas da hipétese de ana
liticidade da amplitude de espalhamento F(s,t) nos pla -

nos s e t complexos, somadas a hipdtesesde crescimento.

Vamos, entao, passar a examinar a maneira pe-
la qual sao obtidas as propriedades analiticas de o(s).
Para isso, temos que estudar as propriedades da amplitu-

de de onda parcial. Esta é definida pela expressao

+1
fldz Pz(z)F(s,t) (1)
a amplitude de espalhamento e

FE(S)

DN =

D\

onde F(s,t)

Procuraremos, agora, uma funcao F(s,A) que interpole os
valores fisicos da amplitude de onda parcial, isto €,

F(s,A=2)=F, (s) . (2)

A interpolagao F(s,A) s6 sera util se for Gnica e refle-



tir as propriedades fisicas de Fg(s). Se a interpolacao

F(s,X) existir e se

com a < m-e, € > 0 e b constantes reais, entao o teorema

(4.5)

de Carlson nos garante que ela sera uUnica.

Levando-se em conta o teorema de Carlson, ve-
mos que a equagao (1) nao & conveniente para a interpola
¢ao. P,(z), mesmo sendo uma fungao inteira de A, nao &
suficientemente limitada para |A|»>~ com |z| < 1 para sa-
tisfazer o teorema. Mesmo do ponto de vista da fisica,
é plausivel que (1) nao dé uma interpolacdo significati-
va, porque ela nao explicita nenhuma das propriedades fi

sicas do sistema.

Uma maneira de obtermos uma expressao para
Fz(s) suscetivel de ser continuada analiticamente para o
plano X complexo €& adotarmos uma relacdo de dispersdo &

s fixo para F(s,t)(6’7),

N-1 N/ A, (s,t')dt" N fA (s,u')du’
F(s,t) = I Cn(s)tn + tﬂ [ L N + B “N
n=0 £ (Y -t) ™ uN(u'-u)
t0 uO

onde At e Au sao as partes absortivas de F(s,t) no canal
t e u, respectivamente, incluindo possiveis polos. O na-
mero N é suficientemente grande para garantir a conver -
gencia das integrais. Agora, se substituirmos (4) em (1),

trocarmos a ordem de integragao, o que & possivel para N

(4)



suficientemente grande, e se lembrarmos que

+1 N
%fdz P, (z)——— =Q,(x) para 2 >N ,
% xN(x—z) % -
-1
L
Q, (-x) = -(-1)* Q, (x)
obtemos(g)
=1 1 PO + (=11
F (s)= Wfdv e Q, (1 Zqz(s))[}\t(s,v) (-1* A (s,v)] (5)
v
0
com £ > N e Vo £ min (to, uo)

A fungao de Legendre de segunda espécie QA(Z)’
para A complexo, € uma fungao meromorfica de A, analiti-
ca no plano A finito exceto para polos simples para valo
res inteiros negativos de A. Para s>4u?, temos em (5)
QA(X) com x = 1+v/2q®>1 e para esses valores do argumen-

to, a funcao de Legendre € limitada para A+*iw (9)

Vemos que as fungoes

oo

1 1 N
Fy yls. )= Ffdv = (I —=) A, (5.V) (6)
2q 2q
Yo

sao regulares para ReA>N e suficientemente limitadas pa-

ra A+*i~de maneira que sao unicamente determinadas por

seus valores para A=¢>N. O mesmo, no entanto, nio e ver
L

1]

dade para a expressao completa (5) devido ao fator (-1)
o qual deve ser continuado como exp (*imA) violando a 1i

mitagao requerida pelo teorema de Carlson.

A amplitude de onda parcial Fz(s) determina



Ft * F, para A=%, f=par/impar. Assim, é conveniente in

troduzir as funcgodes (10)
F.(s ;\)=l/dv b @, ple =Fn & (s 53 (7)
o 2 m 2 )\(_ 2) i sV
v 2q 2
0
onde
Ay(s.v) = A (s,v) £A (s,V) (8)

Portanto nos temos para £>N

par
F,(s.k=2)= Fa(s) para % = Impar) (9)

e a fungao F (s,A) € analitica para ReA>N onde a repre -
sentacao (7) & valida. E importante notar que nao exis-
te uma fungao F(s,\) que interpola univocamente todas as
amplitudes fisicas com £>N a menos que F,= F_(isto €,

F =0 ou A =0, nao ha forga de "exchange").

Até agora, consideramos a fungao Fi(s,l) ape-
nas para s real >4u?; podemos usar a representagao (7)
para continua-la para todo plano s complexo. Como QA(z)
e analitica em z exceto por pontos de ramificagao para
z=t] e z=- e A, (s,v) € uma funcao regular de s no pla-
no s com cortes, Ft(s,k) € uma funcao analitica das duas
variaveis complexas s e )\, regular para Re A>N e s no
plano com cortes. Além disso, Fi(s,A) satisfaz a condi-
¢io de realidade, isto &, (11)

*

F} (s™, A7)=F (s.\) (10)

As singularidades de F,(s,\) podem ser estuda



das por intermédio da representacgao (7). Vamos examinar,

primeiro, as singularidades no plano s complexo.

A fungao A, (s,v) pode ser escrita como (12)

[e o] oo
Pt (", V)tp_ (s',v) D (Vi) . (%" )
A, (s,v)= lfds' L su + l[dv' Mt o
‘ m . B V'+s+y-4y2
5o (V) So(v)
Qnde(13)
N
SO(V)= 4u?+ _iE_? (12)

v-4yu

(desde que estamos considerando o espalhamento de parti-
culas escalares de massas iguais p). Portanto, A, (s,v)

tem cortes para s ;so(v) e

2 _ 4u*
S < - v+ 4u? - so(v) = -v - (13)
v-4y2
que, para F,(s,)A) correspondem aos cortes
s24u% e s < -gu2,(14) (14)

A funcao QA(1+V/2q2) nao contribui com nenhum corte ex -

terno aos cortes (12) e (13). Assim, a funcao F,(s,}\)

tem, no plano s, apenas os cortes indicados em (14).

Vamos passar, agora, ao exame das singularida
des de Fi(s,A) no plano ). Iremos observar que existe
uma importante conexao entre suas singularidades no pla-

no X e as propriedades, em altas energias, da amplitude



“:
F(s,t) nos canais cruzados, u e t. Para tanto, vamos es

crever a representagao (7) na forma .

Fi(s,A) = Et(s,A) + Dt(s,A) (15)
onde
1 1 v
D.(s,x) ==/ 4 Q, (1 + Ay(s,v) 16)
+ (3 Tri v 2q2 \ Zqz) Lt (

e E,(s,A) € a integral correspondente entre os extremos
vy e at | E,(s,A) € meromérfica em todo plano A, exce-
to por polos para )\ inteiro negativo. E facil perceber-
mos isso, se lembrarmos que a integral do produto de
duas funcSes analiticas(1%) num intervalo de integracido
finito € analitica. Tal apenas nio acontecera para valo
res de ) inteiros e negativos, para os quais QA € singu-
lar. Portanto, vemos que as singularidades de B.(5.42),
se existirem, sao geradas em Di(s,x). O limite infe -
Tior da integral em (16) & az, mas a2 € arbitrario e po-
de ser escolhido muito grande, se bem que finito, de tal
maneira que Di(s,l) pPassa a depender apenas da expansao
assintdtica de Ai(s,v) para v + o, Dois tipos de expan-
sées fisicamente aceitdveis szo (16)

a,(s) ¢, (s)
Zbi(s) v ~ + Zdt(s) v " # w4 (17a)

A, (s,v)

o, (s) B,(s)
2b,(s) v ~ (&n v) ~ P (17b)

Ai(s,v)




Quando substituimos (17a,b) em (16), notamos que D, (s,})
e portanto Fi(s,A), tem um polo para A=oa(s). Esse polo
€ conhecido como polo de Regge. O estudo da estrutura
analitica de F,(s,)A) ja atingiu o grau de complexidade
suficiente e podemos nos dedicar, especificamente, ao es
tudo das propriedades analiticas da trajetdria de polos

a(s), conhecida como trajetdria de Regge.

As posigoes a(s) do polo podem ser obtidas re

solvendo-se a equacao

D' (s, a,(s)) = 0 (18)

Se D_l(s,k) ¢ uma funcao regular na vizinhanca de um
+ ¢ ¢

ponto s,X = a,(s) e se

0, (19)
[A=a, (s)

o teorema da fungao implicita mostra que a,(s) € tambéem
uma fungao regular de s. Da mesma maneira, a,(s) sera

singular nos pontos em que Dil(s,l) € singular ou em

que a derivada se anula(17).

D;l(s,h) tem, no plano s,
pontos de ramificagao para s > 4u? e para

y
S:—az—i__ (20)

az—4u2

(para particulas escalares de massa ). Mas para a



muito grande, o ponto de ramificacdao a esquerda tende a

a - » e pode ser ignorado. Isto e, a, (s) tera apenas um

corte para s 2 4u? (no eixo real) e nao tem o corte a es

querda que aparece em F_(s,}).

Para s real abaixo de 4u?, o, (s) é real(ls).
Disso e do fato que temos um corte sobre o eixoreal para

s > 4u?, concluimos que (19)

a(s™) = a"(s) . (21)

E ainda, a exemplo do que concluimos na

teoria de potencial (ref. 14), vamos supor que

Im a(s) > 0 para s > 4u? | (22)

Além disso, necessitamos das seguintes hipote

ses de crescimento:

$B

oLs) ' < M (23)

ao longo de qualquer direcao no semi-plano superior e ao

longo do eixo real.



CAPITULO II

LIMITES PARA O COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE a(s)

Conhecidas as propriedades analiticas de a(s)
e feita a hipotese de crescimento (23), para determinar
os limites do comportamento assintdotico das trajetérias,

podemos aplicar o seguinte método.

Seja N um numero inteiro arbitrario que & par
(Iimpar) quando a "signature'" de a(s) € +(-). Considere -

mos a fungao

F(s) = la(s)-N]e_h(S) (24)
onde
& ] ds' ¢, (s")
h(s) = —T;I (25)
s'(s'-s)
0
com
Y, (s) = 1im y(s+ie)
e>0
e
a(s)-N = ‘a(s)—N[eiw(S). (26)

Se supomos que ¥, (s) tem limites finitos, ¥, (=), quando
S > *w, a integral em (25) sera convergente. Para
5p<s<te exp[-h(s)] tera uma fase (20) que cancelara a

fase de [a(s)-N], a discontinuidade desaparecera e So

- 11 =



nao sera mais um ponto de ramificagdo. Vamos ver qual &
o carater do ponto So Para a fungao F(s). Para isso de-

vemos estudar h(s) nas vizinhancas de s Supondo que

0
Y(s) satisfaz a condicao de H8lder nas proximidades de
Sy

[W(s)-¥(sg) | £ K |s-s,|" (27)

onde u > 0, teremos

Sgte ©
h(S) = ‘TT ds' + F e ——— =
s'(s'-s) s'(s'-s)
S0 S +E s +€
S _+€E 0 0 >
0" ds: v, (s")-p, (s,) v, (s")ds"
=V, (50) 2 —erpy + 2 0 ase 3 12 .
+:70 nJ s'(s'-s) s'(s'-s) m s'(s'-s)
S
S +
°0 ’ Sg*e 0" "
v, (sq) (sg-5) (s,*€) v, (s")-v,(s,) b, (s")ds’
- _ *'70 iy 0 0 o %f * 0 ds '+ S ___+___ (2
m so(so+e—s) s'(s'=s) T s'(s'-s)
s S, te
0 0
Para a segunda integral, usando (27), temos
Sa+E SA+E
0 ' : u
s Yo (s")-y, (s) ie ks (15'-sgl o
T s'(s'-s) " 2
som)[s'-s|
S
0 So
Sg*e
u
< Ks ls'-s Iu—l ds* « Ks ¢ i
- 0 p
0 S Sp™ u

Fica claro, entao, que a segunda e terceira integrais em
(26) sao limitadas e que o primeiro t&rmo nio & limitado

em s, de fato, tem uma singularidade logaritmica a menos

- 9 =



que w+(so) se anule. Substituindo (28) em (24) obtemos

¥, (sy)

F(;)(”\~/ (s-so) T [a(so)-N] , (29)
s+s )

Como Ima(so) =0, w+(so) deve ser 0 ou m. Se escolhemos
N>a(so), vemos que a equagao (26) s0 € satisfeita para
w+(so)= m. Dessa maneira concluimos que F(s) tem um ze-

ro no limiar. Como F(s) nao tem singularidades no plano s

finito, ela € uma fungdo inteira.

Sugawara e Tubis(21) mostraram que a condigao
p, (=) finito & equivalente d condigdo [a(s)-N] tem. um
numero finito de zeros. Como o térmo exp[-h(s)] sé con-
tribui com um zero, F(s) tera um namero finito de zeros
e portanto sera uma fungao inteira de ordem finita p ,

onde p € um numero inteiro.

Quanto ao comportamento assintotico de F(s),

Frye e Warnock (22) mostraram que, quando |s |- e,

v, (»)
[e_h(s)| - s m e)\(s) (30)
com [A(s)|<e 2n r para todo € > 0 e r =|s| . Assim, o

crescimento de F(s) € o mesmo que de a(s) (dado pela

equagao 23), isto €,

F(s) = 0(rM) (31)

quando r + « ,

= g =



Vamos examinar, agora, o que acontece com
Y, (s) quando.s se move para o infinito ao longo do eixo
real. O nimero complexo a(s)-N se move no plano do mo-
mento angular complexo como uma fungao de s. Como vimos,
para N > a(so), w+(50)= m, isto €, o ponto que represen-
ta o(s)-N para $=5, s€ encontra no eixo real negativo. A
medida que s cresce, esse ponto nao pode cruzar o eixo

real, pois

Im [a(s)-N]= Imos) # 0 (32)
para s>s, . Portanto
[V, (s)-m| < m (33)

e, em particular,

0 < ¥, (=) < 27 . (34)

Usando a condicao Im a(s) >0, obtemos o re -

sultado

0 <y, (=) < m. (35)

Existe uma estreita relagao entre os zeros de
uma fungao inteira e o seu comportamento assintdotico.
Portanto, € de nosso interesse estudar os zeros de F(s).
Ela nao tem zeros no semi-plano Re s > s, desde que

a(s) seja uma trajetoria crescente, pois sempre que

- 14 -



a(m®-im T) = J (36)

onde J € um nimero inteiro de paridade adequada e

m2 > 54, teremos uma ressonancia de massa m, spin J e
larguraTl . Mas F(s) nao tem ponto de ramificagao, sendo
totalmente definida na folha fisica, ao passo que resso-
nancias sdo polos na segunda folha. Portanto, nao pode-
remos ter algo como a igualdade (36). Como a*(s)=a(s*),
a(s) esta proibido, também, de atingir valores J no qua-
drante conjugado complexo. Valores inteiros de a(s) no

eixo real sao proibidos, para s > Sg pela condigao

Im a(s) > 0 .

Abaixo do limiar (Re s < SO)’ nao se pode ex-
cluir zeros de «a(s)-N com o argumento de que as trajeté

rias conhecidas sao crescentes e N foi escolhido como

sendo maior que a(so), pois estamos tratando com valo
res complexos de s, enquanto o que & observado crescer &
a parte real da trajetOoria para s real. Valores intei -
ros da trajetoria no semi-plano abaixo do limiar nio re-
presentam ressonancias e, em principio, eles podem ocor-
rer em numero finito. Esse numero determina, essencial-
mente, o comportamento assintdtico das trajetorias, isto
€, quanto maior o nimero de zeros de a(s)-N, maior o com

portamento assintdtico de a(s) como poténcia de s.

Como F(s) & uma fungao inteira de ordem intei
ra, o teorema pequeno de Picard (23) nos diz que

F(s)=P(s) eQ(S) (37)

_15_



onde P(s) e Q(s) sao polinomios . A condicao (31) reduz

Q(s) a uma constante e nos temos

F(s)= A(s—sl)... (s-sk) (s—so) (38)

onde A é uma constante e Spseces Sy sao nameros cuja

parte real € menor que s NOs contamos n vezes um ze-

0
ro n-uplo. Devido a condigao de realidade, os zeros
sao reais ou agrupados em pares de conjugados complexos;
F(s) € real para s real, portanto A deve ser real. Para
s grande, podemos ver de (23) e (30) que A deve ser posi

tivo. Entao, recorrendo a expressao (24), podemos escre-

ver
a(s)= A(s—sl)... (s—sk)(s-so) e h(S)+N. (39)

A equacao (29) mostra que o fator (s-so) € cancelado
quando s se aproxima do limiar. Para s grande, o compor

tamento assintdtico € dado por
’ k+1 - V4 (™)
0(S) ~ A s T M=) (40)
isto e, &€ da forma
a(s) ~~ st (41)
e, devido a (35), com

k < n < k+1, (42)

onde k & o nimero de zeros de F(s) abaixo do limiar.



E importante discutir o limite quando s tende
a - @. Como todas as condigdes para a aplicacdo do teo-
rema de Phragmén-Lindelsf (24) po semi-plano superior sao

satisfeitas, a funcao

b, (=) (43)
m

tende ao mesmo limite quando s + * o ap longo do eixo

real. E mais conveniente trabalhar com a funcao

a(s)

¥, (=) (44)
k+1- T

(-s)

Quando S > + ®, (44) tende ao limite

_ _ b, ()
A e111)+(°o) elﬂ(k+l- ——

(45)

Para s » - =, o limite € o mesmo, portanto

-s) m (46)

Dados experimentais sobre trajetdrias de
Regge (veja apéndice) possuem uma caracteristica univer-
sal: as trajetorias sao aproximadamente lineares, sendo
razoavelmente bem extrapoladas da regido de espalhamento

(s negativo) para a regiao de ressonancias (s > o) - Nao



se dispoe de dados entre a origem e o limiar, exceto pa-
ra trajetdrias que contém uma particula estavel. De qual
quer maneira, todas as trajetorias sdo bastante parecidas,
.crescendo praticamente linearmente de -« a +® enquanto s
faz o mesmo ao longo do eixo real. NG&s queremos, em con
sequencia, que o(s) tenda a -» com s. Da equacao (46),

segue que k deve ser par.

As equagoes (40) e (46) contém o que se su -
poe seja o caso normal: um zero de F(s) ou, em outras pa
lavras, nenhum valor inteiro de a(s), com a paridade cor
reta, maior que a(so), abaixo do limiar. Nesse caso, os

comportamentos assintoticos sao

im(1-n)
a(s) ~— Be s (47)
S=>+oo
im -
a(s) ~ B e (-s) (48)
SF>=-00
e, da equagao (47),
Re a(s) ~—~ B cosvr(l—n)sn (49)
S>+oo
Im a(s) ~~~ B sin w(yﬁnlf (50)

§++

com a restrigao 0<n<l . Se, além disso, exigimos que

as larguras sejam positivas, isto &,



r(s) = -Imals)

e d Rea(s)
ds

(51)

obtemos, substituindo (49) e (50) em (51)(25),

%‘<n<l. (52)

- 19 -



CAPTTULO III

CONDICOES PARA QUE NAO EXISTAM ZEROS DE a(s)-N

Como dissemos no capitulo anterior, considera
mos caso normal a situagao na qual F(s) tem apenas um ze
ro. Examinemos as hipoteses devido as quais a(s)-N nio
tem zeros, para a(50)<N. Dizer, como se faz usualmente,
que a trajetdria € crescente ndo significa nada pois de-
vemos excluir zeros devidos a valores complexos de s e,
portanto, estaremos lidando com fungoes complexas, para
as quais nao existe o conceito de crescimento. Uma gene-
ralizagao adequada do fato observado que a parte real de
a(s) cresce quando s cresce ao longo do eixo real € a se

guinte:
a(s) = op(sp*+i sp) + dag(sp + i sq) (53)

Suponhamos que, para Sp < Spo

9 an(sy,*i s,)
RR | S (54)

BSR

para qualquer valor de Sy Isso &€ uma generalizagao no
sentido que ela requer que ap seja uma fungao crescente

de Sp 2o longo de qualquer paralela ao eixo real e nao

= 20 =



apenas ao longo do eixo real. Como (s) & analfitica nes-

sa regiao, a condigao de Cauchy-Riemann deve ser satis -

feita e podemos escrever

9 aI(sR + 1 s1)

>0, (55)
asI

isto &, o; & uma fungdo crescente de s; ao longo de qual
quer paralela ao eixo imagindrio abaixo do limiar.
Quando a(s) for igual a um nUmero real, tere-
mos a(s) = a”(s). Como, por outro lado, a*(s)=a(s*), se-
gue que a(s)=a(s”). Isto &, sempre que para s complexo
a(s) for igual a um numero real, a(s*) serd igual ao mes
mo numero real. Nesses pontos aI(s) = 0 e podemos ir de

s para s* por meio de uma linha com s, constante. Mas a

R
condigao (55) nos diz que ao longo de tal linha ar e sem
pre crescente e, como ele se anula no eixo real, nao po-
de se anular em nenhum outro lugar. Finalmente, zeros

reais de a(s)-N sdo excluidos para s < .S, porque ap e

crescente e a(so) < N.

A condigao (54) € muito forte pois ela exclui
nio s6 valores inteiros como também valores reais de
a(s), para Re s < Sp°

Vamos mostrar, agora, que deve existir uma hi
potese mais fraca que garante a nao existencia de zeros
de a(s)-N. Faremos isso provando que € possivel se cons
truir uma expressao para a trajetoria que satisfaz (52)

mas nao satisfaz a desigualdade (55).



- da

——

S

I
I

Examinemos um modelo devido a Fleming e

(26)

Predazzi Suponhamos que o(s)-N n3o tem zeros. En -
tao, de (52), vemos que podemos escrever uma relagao de

dispersao com uma subtragdo para a(s),

(e o]

s-so-[ ds' al(s')

a(s) = a(sy) + — ' (56)
(s'-50) (5'-5) -
S
0 .
fazendo, agora,
a,(s)
I
/s T(s) = ——— = y(s-s,.) (57)
R
onde vy € uma constante positiva, obtemos
- ' L. ' '
L. YS; ds' (s so)a R(s )
I m : 2 2 (58)
(s —sR) * sy
e } 50
da ds'(s'-s,)a',(s"')
'85—1=%f o s 5% slk. 89
I 4 {(s -sp)®+s; }

Se desmembrarmos a integral em (59), temos

[0
[oe]

-

Y(SRZ‘SIZ)I’ds'(s'—So)“'R(S') 2ysg j' ds' s'(s'=spla'p(s’)

m Sy {(s'—sR)2+ 512}2 m J {(S"SR)2+ SI2§2
0
cods's'z(s'-s Ja',(s")
£ X , 02 ZR (60)
T {(s'—sR) +SI}
50

Observando as integrais em (60), notamos que todos os
integrandos sdo positivos definidos e que o sinal de
3aI/BSI depende dos fatores que multiplicam as integrais,

donde se conclui que essa expressao pode ser negativa pa

Ta valores convenientes de SR e SI .

+



Como esse modelo fornece solucdes consistente
com (52), isso € suficiente para mostrar que a hipotese
(54) nao € a mais fraca. De fato, uma hipGtese mais fra-
ca fica evidente de (58): oy deve ter o mesmo sinal que

s., isto e, deve ser uma fungao de Herglotz(27).

I 9



APENDICE

As figuras 1,2 e 3 exibem algumas trajetdrias
de Regge mesonicas. Note-se que todas as trajetérias

kS
sao praticamente lineares e possuem aproximadamente a -

mesma inclinacao (a'~1.0 GeV-2

). O conhecimento de tra-
jetdorias mesonicas nao € muito bom pois as ressonancias
mesonicas so podem ser investigadas em experiéncias de
producao (devido a impossibilidade pratica de se obter
um alvo conveniente para experiencias de formagao), nas

quais € muito dificil achar as ressonancias e determinar

spins e paridades.

Um exemplo classico da obtencdo de um grafico
de Chew-Frautschi (Re a(t) versus t) € visto para a tra-
jetoria do p:

Os dados de altas energias da distribuigao an

gular numa direcao proxima da dianteira para O processo

Tp + ﬂon sio mostrados na figura 4. Observamos que

d .
a% depende da energia como

is 2a(t)-2

—It - ¢(1) (—g—a) (A1)

onde Sy & um fator de escala arbitrario (usualmente se

faz s 1 GeVz) . Da expressao (Al), obtemos



dt (s.t)
&n
do
5(s;,t) S
a(t) =1+ 34 L4E1 in 2 (A2)

1

Os valores obtidos, da figura 4, para o(t) s3o mostrados

2

na figura 5. Um ajuste para valores t>- 0.28 GeV” da a

trajetoria

o = 0.58 + 1.00 t (A3)

e quando extrapolamos para a regiao t > 0 ela passa pelo
valor fisico do momento angular J = 1 proximo da massa

do p

A parte imaginaria da trajetdria € obtida,
por intermédio da largura das ressonancias que ela inter
pola, como segue

Im a(t) = VE T @—ﬁiﬁ (A4)

As figuras abaixo foram tiradas de : An Intro-
duction to Regge Theory, P. D. B. Collins, curso dado na
British Universities Summer School in Theoretical Phys-

ics, R. H. E. L., setembro de 1972.
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(7) Froissart, M., Phys. Rev. 123, 1053 (1961).

—

(8) Substituindo (4) em (1), temos

*1 +1 -
N-1
1. N A_(s,t')dt:
Fl(s) =3 z Cn(s)[.dz Pl(z) al %.f dz P,(z) E__/' t( ) "
n= 'Q‘ m |N 1
-1 -1 t t (t _t)
+1 0
N 7A (s,u")du’
1 u u>""?
+ —z-[dz PQ,(Z) _TT[ |N )
g v u'-u)
-1 0
Trocando a ordem de integracao vem
+]1 ) +1 N
1 -l n 11 1 t PR‘(Z)
F,(s) =35 L. C_(s)|dz P (z)t" + =} dt'A_(s,t') 5| dz ——vr +
L 2 _n N T % 2 P
n=0 + t'(t'-t)
“ 0 -1
© +1
N
1 1 u'Py(2)
+ = | du' A (s,v')j- dz N
o u _u| (U."U)
u
0 -1
Para 2 > N, o 1° termo se anula pela ortogonalidade dos

PQ(Z); usando

tN - 1 _ 1 g tN—r t,r—l
tNeereey o0 -t o el
: uN - 1 _ 1 2 uN—r u,r-l
u N(U'-u) u'-u u'N r=1

0 29 e 39 termo, pela mesma propriedade de ortogonalida-

de, se reduzem a

+1 © +1
. P, (2z) 1 Py(2) (22N)
‘. & ¢ & | 42 == =
(s) = L] 440 | % +_1_fdu'A(S,u)2 aT-u
) = fder A (st F)dz g T E u 2
tg =] Yo

w 3L =



Fazendo-se & substituigao t = - 2q(1+z) e u = -2q2(1-7)

00 +1 o] . +1
Po(z) P,(z)
1| dt’ L 9! 2
= %-f;;; At(sit )2 sz 7' -z ( Au(sau )'z‘[dz ~z7o% (RgN)
_l o
tO U 1
como
+i
P,(z)
QQ'(Z') = —%— [ dz .
-1 Z" -2
chegamos a expressao
_1{de : ) = 1SR Kk peur g ) (22N)
i o

0
ou seja

(sJ-% ( 35? (5,20 (e - — { —~—-A (5,u)Qy(-1- ). (221

2q
ty u,
= 4 bt s, finalmente
Lembrando que ch—z) = -(-1) Qz(z), obtemos, s
« 1
IS) =§i( 2L 0, [T+ 2 [A (s,v)+(—1)£Au(s,v)]. (22N)
Yo

(9) Barut, A.0., Calogero, F., Phys. Rev. 128, 1383(1962):

z)c

Q2= /= T

< - 6, 6>0 e com

para |arg(ztl)| < m,|arghl

o Q/n(z + 4 Zz+ l)

E L = cosh "z =

- 33 -
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(10) Essa expressao para Fi(s,kj € conhecida como proje
cao de Froissart-Gribov.

(11) Veja, p. ex., ref. (4)

(12) Veja ref. (5).

(13) Veja, p. ex., Eden, R.J., High Energy Collisions of
Elementary Particles, Cambridge (1967).

(14) O ponto de ramificacdo 4 esquerda € obtido fazendo-se

L

d( 4“)
w1 il
v-4u?

)
o

6u?. Substituindo-se esse

]
o
¥
<
u

(v-4u?)?

valor de v em (13), obtemos s < -8u2.”
(15) Q,(z) & analitica em todo plano z para z fora dos

cortes sobre o eixo redl z <-1 e |z| < 1. A, (s,¥)
€ analitica pela propria estrutura da equagao (4).
(16) Veja ref. (5).
(17) A derivada pode se anular, p. ex., num ponto onde
as trajetérias se cruzem. Suponhamos que
a(sy) = ay(sy) = @y € que D-l(s,k) é regular na
vizinhanca do ponto (sj, @gy). Como D—1(50,00)=0v o
o de Weierstrass (Markushevich,

I,

teorema preparatori

A., Teoria de las funciones analiticas, Vol.

?

Editorial Mir, Moscou (1970)) nos permite afirmar

- - -
que nas proximidades de s=s;, 2 superficie a(s) e

R .



T el ek g e e e -

(18)

da forma geral

1
aj (S'SO)H v

o8

a(s) = ay *

j=1

Para o caso particular n = 2, onde temos duas tra-

jetorias se cruzando,

- 1/2
al,Z(S) = 0 + const (s—so) / + ..

Na verdade, as duas trajetdorias sao, simplesmente,
ramos diferentes de uma mesma fungdo analitica e,
em consequencia disso, a(s) tem um ponto de ramifi

cacao para s = S Se s é real, podemos fazer

0
z = (5-50)1/2

€ escrever

L

al(s) = a(z) , az(s) = a(-z{;

«
1
t

Um exemplo no qual surge um ponto de ramificagao

desse tipo sao as trajetérias fermionicas que poOsS-
suem um ponto de ramificagao para s = O?IdEVidO a
colisdo de trajetdrias na origem. Diga-se de pas-
tringire -

sagem, esse 6 o motivo pelo qual nos TeS

mos ao estudo das trajetorias mesonicas.

Tomamos essa afirmagdo da teoria de potencial (ver

de Alfaro, V., Regge, T., Potential Scattering,

North Holland, Amsterdam -(1965)), pois para S real
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(19)

(20)

(21)
(22)

e es-

tados de espalhamento que possuenm largura nul
nula o

que acarreta Ima(s) = 0.

Veja, p. ex., ref. (4) : Principio de reflexdo d
e

Riemann-Schwarz.

[e o]

s d5'¢+(5')
h(s) = ;.(

s'(s'-5)

>0

@

o [ ds'v (s

h(s) = = + 1 w+(s) . ( o trago na inte-
s'(s"~-s)

0

gral significa valor principal).

s

Sugawara, M.

e

Frye, G., Warnock, R.L., Phys. Rev. 30, 478(1963) -

pu———

No apéndice A do trabalho eles estudam o comporta -

mento da integral no expoente quando |s|= 1> =

Porém existe uma maneira bem mais simples de obter

0 comportamento assintotico de h(s), que € usando

um teorema devido a Tricomi (Tricomi, F.G-» Inte -

gral Equations, Interscience publ., Inc., P8 182

(1957)). Para isso, devemos fazer a seguinte trans

formacao de variaveis: jg

0
s = =
Quando substituimos em h(s), temos
+1 28
¢, (¥) (__Q_)
h(s)>f(x) = lf’_ﬂi—ﬂ— dy onde 0, (y) = by (T=x
y-X

= eore

. adi ot
Para y »+1 (s» =) obtemos, por interméd10 d

_36_

, Tubis, A., Phys. Rev. 130, 2127(1963).



(23)
(24)

(25)

ma de Tricomi,

A
f£(x) = = &n (1-x) + 0(1 .
xX>+1

Portanto

b, (=) 2s P
h(s , S0 _ . Lm)

(s) oy = In (—=) — &n s
ou seja |,
b, ()
ehs) ., m

S>+o

Markushevich, A., op. cit., Vol. II.

Veja ref. (4) : Teorema de Phragmén-Lindeldf: 'Se-
ja f(z) uma fungao analitica de z = ret?, regular
na regido D entre duas linhas retas, que formam

um angulo % entre si na origem € nas linhas. Su-

ponha que

|£(z)| < M (+)
nas linhas e que, quando T * %

B
£(z) = 0(e’ )

s 30 a de-
onde B < o, uniformemente nO angulo. Ent

sigualdade (x) vale pard toda regiao D™

_Qﬁgﬁlél— em
De qualquer maneira que se calcule =

uida to-
(51), isto &, derivando-sé Rea(s) € em S€g

..3'7.-



mando o limite para s—++o gy vj
vVice-versa
» Obtemos o

mesmo resultado, como se pode verificar facilment
€nte,

(26) Fleming, H., Predazzi, E., op. cit.

(27) As funcoes de Herglotz sao caracterizadas pela pro

priedade

?—h
e
(S8
A
4

A quando |z]| +

N

em todo setor

u
0 <e <argzsm-e ,0<e< 5.



