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Sao discutidas as hipGteses tedricas que levam 4 de
terminagdo da fungdo distribuicdo que descreve os eldtrons dentro
de um Orbitron. Comparando-se as medidas do espectro de energia
dos Ions feitas por Cybulska e Douglas com o espectro tedrico e
concluido que os elétrons sdo adequadamente descritos supondo um
estado de equilibrio estatistico. E feita uma estimativa do tem
20 de relaxagao que mostra que o tempo médio de permandncia  dos

N

elétrons dentro do aparelho & suficiente para que se estabeleca

eguilibrio térmico. E mostrado como & possivel calcular de um mo

u

2lo auto-consistente a modificacZo do potencial e da densidade

guando & levado em conta a carga eletrdnica espacial. O espectro

oh
(D

frequéncias medido por Troise & interpretado dentro do modelo

estatistico considerando-se as frequéncias de vibragoes coletivas

fu
Q

gas de el@trons dentro do Orbitron.



The theoretical assumptions that lead to the deter
mination of the distribution function describiling the electrons
in orbitrons are discussed. Comparing the ion energy spectrum
measured by Cybulska with the theoretical spectrum it is concluded
that the electrons are appropriately described if a state of
statistical equilibrium is assumed. The relaxation time is
estimated it is shown Ehat the average time spent by the electrons
insicde the orbitron is sufficient for thermal equlibrium to
attain. A self-consistent calculation of the potentical and
the density is done taking the electronic charge into account "
The radio-frequencies spectrum measurement of Troise is interpre-

ted on the basico of the statistical model, by considering the

frequencies of the collective vibrations of the electron gas

inside the orbitron,

et e i
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I. INTRODUCAO

O Orbitron foi proposto em 1963 por Herb, Pauly e Fisher
(1) como um dispositivo capaz de conter o eletron em seu interior
através de um campo eletrostdtico. O aparelho consiste essencial—
mente de um condensador cilindrico em que o cilindro externo, o ca
todo, & ligado a terra e o cilindro interno, o anodo, € mantido em
um potencial alto tipicamente da ordem de 103V. Os eletrons sao

injetados na regido entre os cilindros por um filamento mantido em

<

um potencial 'positivo baixo. A presenca do filamento modifica o
campce de tal modo gue os eletrons emitidos podem adquirir momento
angular suficiente para escapar da atragao do anodo. Eles passam

entac a orbitar em torno da haste central do aparelho e o importan

cf

e € que podemos ter desse modo livres caminhos madios muito gran-
Ces, da ordem, por exemplo, de 103cm(l).

O Orbitron foi propcsto tanto como um calibrador(z) como
uma bomba de vécuo{B). O aperfeicoamento conseguido na construcgao
dos calibradcres convencionais limitou o interesse do Orbitron co-
mo um calibrador. No entanto, o seu uso como uma bomba de vacuo
esti estabelecido devido ao seu baixo consumo e a facilidade de
sua construgao quando comparado cCoOm OS aparelhos mais convencionais
baseados no campo magnético. O desempenho do Orbitron como uma
bomba depende do modo como os-eletrons se distribuem no seu interi
or e este fato levou a tentativas de se determinar a distribuicao
espacial de carga eletrdnica tanto de um ponto de vista tedrico co
mo experimental.

A medida direta da densidade dos eletrons dentro do Orbi
tron & muito dificil e os Ginicos resultados que conhecemos foram as
medidas indiretas feitas por Cybulska(4) e DouglaS(S). A grandeza

medida por esses autores foi o espectro de energia dos ions positi

Vos que chegam ao catodo em uma situagac de pressdo baixa e também



de carga eletronica total pequena. Deste espectro & possivel de-
duzir a densidade dos eletrons como veremos agora.

Seja f(?,ﬁ) a funcao distribuicao para uma particula no
espago das fases e seja n,a densidade do gas neutro dentro do Ox
bitron. O numero de ions, %%.produzidos por unidade de volume e
unidade de tempo pode ser escrito, desprezando a velocidade dos

atomos do gas, como

~

; 3 2 e
dl _ e Nmo\&Fp w0 §(7 %) W
oSk

o,

sendo N o nlumero total de eletrons,'3 a velocidade do eletron e (0.

a segao de choque de ionizacdo para o gis neutro dentro do GOrbi-

ot

. - » - .
ron. A densidade de carga eletronica em um ponto r e dada por

p'\?’):—_—el\{iﬁ}ag{?,F) (2)

H

e se definirmos

\\ A > ! ;
- _ e .
Cva > = . (3)
a equacao (1) fica

AL _ e pUFIED (4)
QR !
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O Orbitron pode ser pensado como dividido em trés zonas
como mostrado na figura 1. As medidas de corrente de Ions da re-

erénciail)foram feitas na regiao central, onde podemos considerar

+h

O campo eletrostatico como um campo radial com simetria cilindrica.
Se alem disso considerarmos que os Ions sd3o produzidos com energia
cinética desprezivel entdo eles terdo uma energia total E=eV(r) sen

i . -
V(r) o potencial na posicao de raio r. Dal se segue gue os Tons com ener



gia entre E e E+dE provém de uma concha cilindrica de raio r e Vo
lume dil= 2WWi%dI sendo z, a altura da zona central do Orbitron.

Podemos entao escrever

I dT . iﬂ'\"zo i Ar
E = ai_ﬂ e d\' (5)

e usando a equagao (4) teremos para a densidade na posigao r a ex

pressao

LT dv
: T ~ 2
Pir)= € (mv o<w> e o

r

onde o potencial V(r) pode ser considerado logaritmico no limite
de carga eletronica total pequena. Quanto a grandeza <VJO > co-

Mo podemos ver da sua deflnlgao, equagao (3), ela depende da fun

Hh

-
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¢ado distribuigio £(¥,B). Este fatio torna o cilculo da densidade

{r} dependente do modelo empregado para descrever os eletrons
dentro do Orbit

As primeiras descrigOes tebricas da distribuicdo dos e-

létrons dentrc do Orbitron foram feitas supondo que & possivel

Geésprezar as interacdes entre os elétrons e como consequencia e-

-

les seguem Orbitas est@veis determinadas pelas condigOes iniciais
no instante em gue s3o emitidos pelo filamento. Desse modo Hoo-
verman descreveu os elétrons como se movendo em drbitas planas
que ele calculou, perpendiculares ao eixo do Orbitron e que se -

S

esiocavam lentamente na diregao axial. Dentro desta hipotese e

(J)
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uma pequena distribuicao de momentos angulares Feaks(7)et

o)

1 concluiu que a distribuicdo radial da carga eletrdnica teria

Qu

ois maximos correspondentes aproximadamente aos apogeus e perige
us das Orbitas planas. Dentro do mesmo modelo Deichelboher(S)
considerou outras distribuigbes possiveis para o momento axial e

© momento angular do eletron no instante da emiss3o. Em particu-



lar ele mostrou, que a introduggo de uma distribuicao larga do mo
mento axial tem o efeito de reduzir a carga eletrdnica préxima ao
catodo e eventualmente eliminar o segundo pico da densidade, encon
trado anteriormente. As tentativas de justificar os dados obtidos
por Cybulska e Douglas utilizando os modelos descritos acima nao
foram satisfatorias.

Se deixamos de desprezar a interagdo entre os el&trons
nao podemos mais consideri-los seguindo &rbitas estiveis determina
das pelas condigdes iniciais. Podemos ent3o tentar descrevé-los su
pondo gue eles se distribuam segundo um modelo estatistico. Em
1971, dois trabalhos (9} (10) foram feitos que mostraram ser possi
vel obter um'ajuste razoavel aos dados experimentais tratando os
elétrons como um gis ao qual se faziam algumas restrigdes aos mo
mentos dos elétrons. Essas restrigdes eram necessirias para se eli
minar da distribuicao elétrons gque pudessem tocar no Orbitron.

Em 1976 resolvemos retomar a pesguisa tedrica sobre o)

Orbitron e discutir o mais amplamente possivel gual dos dois modelos

I

€ o mais satisfatdrio para interpretar os dados experimentais obti

4
dos por Cybulska (').
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rimeirc construindo dentro
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do modelo de Orbitas estiveis uma funcdo distribuicao gue fosse a

eral possivel. Em seguida, dentro do modelo estatistico tra

nz i

mn
(8}

tando os elétrons como um gis ideal mas introduzindo restricgdes
A0S mOmentos que nos parecem mais corretas do que as restricoes im
postas anteriormente. Esperamos desse modo poder concluir de um
modo definitivo em favor do modelo estatistieo como mais adeguado
para a interpretacgao dos dados.

Finalmente, no Gltimo capitulo, tentaremos mostrar como
€ possivel explicar dentro do modelo estatistico os dados experi
mentais obtidos por Troise (11) em 1971, Este autor utilizando a

haste central do Orbitrom como uma antena, mediu um espectro de

radiofrequéncias em um Orbitron em funcionamento.



Pretendemos mostrar que as frequéncias obtidas por ele

-podem ser relacionadas as frequéncias das vibracdes coletivas do

gas de elétrons dentro do Orbitron (12).



II. ORBITAS ESTAVEIS

II.1) A EQUACAO DE LIOQUVILLE

Os eletrons dentro do Orbitron formam um sistema de par
ticulas cujo movimento pode ser descrito pela fungdo distribuicio
fN(gi"';ﬁN'?l”’°’?ﬁ’t)’ em que N é o numero total de eletrons e
ﬁi{?i sao o momento e o vetor posigéo do i-ésimo eletron. A fun-

cao fy satisfaz a equagdo de Liouville

N
%;Z(éﬁ.iﬁﬁﬁﬂ,ﬁiﬁf\ (rr.1)

(:':4

onde H & a Hamiltoniana do sistema

N ' N
L { ',?2— e =7 \ L el
H= P —e V() o . (I1.2)
i=4 : (Ly)=0 %4
- #5 : _
sendo V(r) o potencial do campo criado peloc anodo e r, .= }?.-?.‘.

a9 i3
A funcao distribuigio f., da a probabilidade no instante
iN

>
&

1

. e — —> 5 -2 - . .
posigac I, com momento P5; © esletron 3 com Y3 € p3, assim por di-

. - a - : 3 >
t Go eletron 1 estar na posigac com momento Pyi © eletron 2 na

- ozl AT l 1 el sleiniE e alb = =z
ante até o N-&simo eletron com posigdo Ty e momento By.

Consideremos agora a funcao distribuicdo para uma parti

cula £ {fi,ﬁl,t) gue nos dia a probabilidade do eletron 1 estd com

3
A 4

- .4 I .
momento p; na posigao Iy, Com Os outros eletrons em posigdes quais

quer e momentos quaisquer. Teremos entac por definigao
a2 L (‘»s_ Iy 3,
'Sg_ H;)‘}]’L,'{:) =\ AT .. .CP{.FNCLJ[?L:. '{AFN 3—“ (IT.3)
J

Se derivamos a funcao fl em relagac ao tempo e usarmos a

equagao de Liouville obtemos



M.
O (g, (220 o oy .0
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A somatdria no segundo membro da equagao se reduz ao termo i=1. Is

to pode ser visto usando a identidade

OH 2% _2H 35, 5 (5,28~ 2..(;, 24 | 5y
O L 9K et ~:«ﬂ‘ag'(~a?)

que transforma as integrais em d3r e d3p em integrais de superfici

e que se anulam porgue a fungao fN se anula nos seus limites.

24 3 a3 , .
'—j}— = gdv'rz, &, &, 78}};} L@‘H . éji " -a_ﬁ__ , _ajﬂ} (TT.6)

! ! = =2 =
£ T ’Yi. . Ti- 2 Ty

Se subtituimos a Hamiltoniana, equagao (II.2) e efetua-

mos as integrais ficamos com

’3}‘5!. oV i [ ¥ ﬁ. o o - s 2 :

_}1 _:'-""e :_;‘ __."i- _— __;!-,_ ‘ﬁ - G\,ST:,’- .5‘."1;}0{‘?%:_ d_?r _C}_‘_ H e \; a i'\/

di C:“L .Q\'ii oY | e a—rf =z Y- = a—*.» (II.?)
= €
t.k"::‘i’. & T!.
L?J

A scmatdria dupla no integrando do Gltimo termo se reduz a uma so
ma simples porgue ¢ Indice i ou j tem de ser igual a 1. Ficaremos

com a soma de (N-1) termos iguais e teremos entao a equagdo

~ ¢ hervid ~

) = o4y g A ] ~

e £ R W = oV ¢ L 3 A3, A ! S

ik ™ or = “"(N-l)-: r)\r'ott, f\_b -——3‘—:‘ . _£3 2(‘%}’»%?;*
l eF orF X \F=r') G‘:F'

{1I.B)

onde £, & a fungao distribuicdo para duas particulas definida por

2 2 oy i 3 3 : i3 i
S’_( L ’j';.) S E’-_ ;Jt}':* Sd'ra“ - ‘}V"‘-}i’a"‘di"d j"’ (11.9)



Vamos fazer agora a aproximacao de que a funcao f2 pode ser escri-

ta como um produto de fungdes fl’ isto e,

REOLTEO< (LD S0 R

Esta aproximagao & necessiria pois o problema nio tem solucao exa-
ta. Se escrevessemos uma equagdo para a funcgio fz essa equgao en-
volveria a funcgdo f3, e assim por diante até a equacdo de Liouvil—
le para fN” Essa cadeia de equagdes tem de ser quebrada em algum
PONto por uma aproxi..agao. A escolha que fizemos corresponde a
desprezarmos - as correlagoes e & chamada de aproximagdo de trajeto-
rias independentes.

A equacao (II.8) pode agora ser escrita como

N ¢ v r, .I.. ;“-\-.3 ’\L 7oy
AT LA ,Zn m_;iﬂ.fgi = K ETL.11)
_...1_‘... - \=_> - Pl y
2+ of &F ¥ 0}
J

EYe)

v()

L=12)

O @ltimo termo de h(r,B,t) & a energia potencial do eletron no cam

O© criado pelos outros eletrons. A presenga cda funcgao f, na hami}

g

toniana h{¥,B,t) faz com gue a fungao (II.11l) seja n3o linear o

1Q

ue dificulta a sua resolugao. No entanto, podemos em primeira a-

-~

roximagao desprezar o termo gue contém fl, O gue se justifica de-

o]

vido ao fato dos dados experimentais que pretendemos analisar te-—

rem sido obtidos em uma situacao em que a carga espacial era peque
4 - . bag) - 3 - - -

na( ). Alem disso, uma solucido da equacac linear € o inicio de um

processo iterativo de solugdo da equacao ndo-linear como veremos

depois. Por outro lado estamos interessados em estados estaciona-



rios, isto &, o sistema em um regime em gue as grandezas fisica
nao dependem explicitamente do tempo. Nessas condigdes a equacido

(IT.11) se reduz a

I ¢ oL, o
L | S . L -0
ag o7 oF &g AT 1.5)

onde a hamiltoniana ho € obtida desprezando o Gltimo termo na equa

cao (II.1l2) ou seja

p ..*i _Q‘v’(r) (DL, 1d)

5
<

. 2m

II.2) SOLUCOES POSSIVEIS DA EQUAGCAO LINEAR

A equacao (II.13), deduzida acima, nada mais é do que o
parentesis de Poisson de ho e £f; e o fato dele se anular signifi-

ca gque a fungao f£. & uma constante de movimento do eletron e, por

|

-~

tanto, £ pode ser escrita como uma fungao das outras constantes
ce movimentoc gue noO caso sac a hamiltoniana ho’ O momento angular
em torno do eixc e a componente axial do momento.

1 - - ~ . “'"Kho

Uma escolha possivel para fl e uma funcao do tipo e

que corresponde a uma situacao de equilibrio estatistico. No en-
tantc, estamos interessados agora em discutir as possiveis distari,
buigoes dentro de uma hipdtese de Orbitas estiveis. Nessa situa-

ribuigao e portanto a fungao f

v(
ul
9]
W
[N
I.J
n
[y

1 e determinada pelas con
digOes em gue os eletrons sdo injetados dentro do Orbitron. A si
tuagao mais simples & aquela em que cada constante de movimento F4
tem o mesmo valor fixo para todos os elétrons. Nessa situacao os

elétrons seriam descritos por uma funcio distribuicao que chamare

mos de g dada por:



(IT.15)

(LY. 36

Usando na equacio
acima a identidade

oo <1{ b - b o (frc - i)
ol&h) = U G vl -
| Sook)) pe
—_——t
e i !

e efetuando as integrais ficamos com

b b g
. !(‘ v G = o]
‘2'2[-\ 261\\":\" jid :Zﬁhic.‘ _C_‘:,'; "-':_¥K'Cb M:f':l”ﬁzb_i—:i
} N I
€ = %, EELA D

onde z € a altura do Orbitron e T & o tempo que o eletron leva

ir do perigeu ao apogeu da sua Orbita. Portanto, a constante -

-

X de normalizac3o & igual a

an oz, T (T118)

do os eletrons sao descritos pela funcao g integrando g em todo o

€spaco dos momentos.

de probabilidade n dada por



"Y\o("'eo,i'a;f’a)-_—; i _ i L i

- — » Wi gen 2 b7 s & ‘
A TTY  2marT (2 il = fea)
\ Wi (II.19)

onde usamos a equacgao (II.14) com ho=Eo e escrevemos o momento em
coordenadas cilindricas. A fungao ng e inversamente proporcional
a componente radial da velocidade e diverge portanto no perigeu e

no apogeu da Orbita onde v, se anula. Os primeiros cdlculos tedri

T

cos da densidade de eletrons no Orbitron foram feitos com funcoes,

do tipo acima (4)(7). Na figura 2 mostramns a comparagao de fun-

coes n, com O0s dados experimentais feitas por Cybulska (figura 19
e

da referencia (4)) onde vemos que as curvas tedricas ndo se ajistam

fur

curva experimental.
Para obter uma solugao mais geral da equagao (II.13) va-

onstruir uma superposigao de fungdes g obtendo entao a fungao

2
O
]
0

(!
M
"’
o
o
Jte
vl
e

O

'
',!.
0]

¥ (1%, 20)

gue & também solugao da equacao (II.13) devido & linearidade desta
equacao, onde a fungéoiu{Eo,Lo,po) especifica a probabilidade do e
letrcon ter constantes de movimento Eo’Lo e p, e deve satisfazer

portanto, & condicao de normalizagao

\QE‘-’ d"Lc ol i?v W ".\EE*YCK‘!"“‘\} = /j— (II-?—-l)

II.3) DISTRIBUICAO DE MOMENTO

Os eletrons sao injetados dentro do Orbitron com veloci-

dades pequenas, porém, proximo ao filamento o campo nao é radial e



desse modo eles sao acelerados, adquirindo momento angular e momen
to axial suficiente para escaparem da atragao do anodo e se deslo
carem para o interior do Orbitron. Vamos simular essa situagdo su
pondo que os elétrons sac injetados com uma certa distribuicZo de
momentos em um‘campo radial uniforme. Por outro lado, como estamos
desprezando as colisOes entre os elétrons, a energia total deles
se mantem constantes com ¢ valor igual ao valor no instante da
emissdao, isto &, —er sendo Vf o potencial do filamento.

Vamos escolher para a funcgao mu%EO,LO,pO) que como vimos
na secao anterior da a probabilidade do elétron ter constantes de

€

movimento Ed,Lo e p, , a expressio

: B
-—g& = e Le-L ; .
“v\"(Ec,Lc,..?o):awf, d(EreV;)e % e*( o) {TE-22)

-
&

- ; v Crom
orrce a ungac gio

O+evc)1mp5e gue todos os elétrons tenham a mesma

energia, -evV., & as fungoes gaussianas selecionam valores de P, ©

LO em torno de B= 0 e Lom L, respectivamente dentro de um certo

intervalo. Os pa:émetrosct1 e<12 permitem que variemos as larguras

das fungoes gaussianas, enguanto p_ e L_ sd3o cos valores maximos ,
- & m m

qies o 3
gue ceterming

£
11

emos a seguir,; gue a componente axial do momento e o
momento angular dos elétrons podem ter. A constante & fixada pela
condigao de normalizagdo, equagdo (II.21). A equagdo (II.22) dis
poe de trés parametros independentesX, , &, e L cuja variagdo for
nece um amplo espectro de distribuicoes possiveis para os elétrons
dentro do Orbitron.

O maior valor P, due a componente axial do momento do
elétron pode ter, corresponde ao momento dos elétrons emitidos nu-
ma direcao perpendicular a direcao radial e com um momento angular
minimo, que chamaremos de L,, suficiente para que o elétron nao ve
nha a se chocar com a haste central durante o seu movimento. Como
a energia total dos elétrons tem o valor fixo —er temos para P
a expressac



B £y (po)
19% —\j}:Z'm (. eV, — . 'f_;z oy \/(-g)) (X, 23)

onde rg & o raio da posicao do filamento e o momento angular mini-
mo Ll(pm) depende por sua vez do valor do componente axial do mo-
mento. Para um valor qualquer Pgr Ll sera o momento angular de um

eletron em uma drbita que passa tangente & haste e serad dado por

1

¢ 2
Lilpl=a Zm("evi‘ﬁ 4.4:‘_\1,"\ (I1.24)

cnde V_ & o potencial do anodo. Fazendo PP, N3 equagao (II.24)

acima e levando L, na equagao (II.23) obtemos para p O valor

. -

s vy 1
i { ! Vo E" _ J{Y; ! A
’?w:\;"im PSS S Y = ;} “ (I1.25)
; i Bomad,

- i re ’t

Notemos agora gue O momento angular maximo gue os eletrons injeta-
dos com momento axial P, podem ter, corresponde ao momento angular

dos eletrons emitidos perpendicularmente a direcdo radial e & dado

por
/
‘ == ¥ / be
L»ﬁ" f\/ Imi-ey, -2 4 e‘v’u;)\, (I1.26)
e G v /j

Na express3o acima obtemos o momento angular maximo L para os elé

trons dentro do Orbitron fazendo p = 0, ou seja,

\

= Y ‘ K__)'..'
L_W 5 \ Sifm\ eV 4 e\/(rf]) (I1.27)
£ Gitil considerarmos também o momento angular maximo que
os eletrons em uma posicao de raio r qualquer dentro do Orbitron e

com momento axial B podem ter. Esse momento que chamaremos de Lr



corresponde COmO nOsS casos anteriores aos eletrons com velocidade

radial nula e e dado por

(LY.28])

- -%2.- + e Vir)

2

)

ObserQemos que anular a velocidade radial do eletron em
uma posigao de raio r & equivalente a considerar os eletrons que
estao no apogeu ou no perigeu das suas Orbitas. Na equagao (II.28)
O gue vamos ter & que para I ry teremos o momento angular dos e-
létrons no perigeu enguanto para r),rf teremos o momento angular
dos eletrons no apogeu da Orbita. Notemos também, que L

: 1
y Para r=a e Lm@%)éigiﬂ.ali para r=r. como era de se esperar.

€ igual

-

a L
Mostremos agora, na figura 3, graficos de L. em funcao

do raio r para alguns valores da grandeza po/pm. Os calculos fo

2l
B
Fh

2itos para o Orbitron da referéncia (2). Vemos da figura
gue existe um cilindre, de raio menor gque o raio do Orbitron, den

tro do qual todos os eletrons estdao contidos. O raio deste cilin

minimo (p_=0 na eguacao (II.24}). O que decorre do fato demons-
trado por Hooverman gue oS eletrons gue mais se afastam do anodo

sa2c também os gue mais aproximam. Ainda na figura observemos que

a2 medida gque p, Cresce o apogeu das Orbitas diminui e como conse-
gquéncia, para posicoes com raios r>re teremos um momento axial

maximo menor gue P gue chamaremos de;a#r).Um eletron com momen
it —

-

to p»_ = p_ (r) estard em uma Orbitra com apogeu de raio ry re € peri-

hY

geu em r=a, e portanto Rﬂhﬂ fica determinado fazendo L1=Lr o gue le

1
eV — € Vel z

4 —aye

ﬁér):viw\ ~2V e\, {1X.29)

A equagao (II.29) completa a determinacao dos limites de
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variagao das componentes do momento dos eletrons dentro do Orbi-
trons e estamos agora em condigoes de passar na segcao seguinte ao

calculo da densidade de eletrons.
IT.4) DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Substituindo as fungoes p e g, equacgoes (II.22) e (II.
15), na equagao (II.20) obtemos para a funcao distribuicdo

£ (r,pr,L,pZ) a expressao

% o .&i 2 4 I’L{;‘r\:
=, t — Bepsst., o % i TR, . s
%ar,*ﬁ.,:.,'?)r-g“t"odmiecws’ﬂGﬂcn-wﬂe Be T die 2)etndifep)
{I1:30]
Gue depois de efetuadas as integracdes se reduz a
s ¢k =T AL
5. Mg 5"% el L.HL) Mo (LT 313
-5( ,?,'L,r* V= cons T L = K o{-eu}—ac) :

Se integramos agora a funcac distribuicao acima, equagao (II.31),
no espago 4dos mementos, obtemos a densidade de probabilidade, gque

probabilidade por unidade de volume do eletron estd em uma

(el
U
u

posicac de raio r dentro do Orbitron. Em coordenadas cilindricas

- C iy : _“‘f{ = az(:f—z )2 » g ¥ )
A=A db wmad. £ ¥ WS Tedie-g, (I1.32)

E

(4}

etuando a integral em dpr € comparando com a equagao (II.19) que
define a2 densidade N, Vemos que a densidade n(r) pode ser escrita

como

S
I

fr 4
n{r)= Ceu.s+. Si}?z SC‘LL

i

= Z
P c —
B (ST)
;

fnc(g~evh1,h) (II.33)

<o
oo



A equagao (II.33) mostra que n(r) & uma superposicio, com pesos

dados pela fungéoﬂv(B,L,pz), de densidades n_- Os limites de in-
tegragao pysLy e Ly sao fixados - ver segao anterior - do seguin-
te modo: Pq7Pp, equacao (II.25), para posigoes de raio r{re e

Py pm(r), equagao (II.29), para r>rg e L,=L,., equagdo (II.28) ,

r’
se L. L eL, =L, eguagdo (II.27), se By T
A densidade n(r) tem de ser calculada numericamente e &
conveniente introduzirmos agora algumas grandezas adimensionais.
Assim introduziremos uma coordenada x=r/b que em particular, toma
0s valores xo=a/b, xf=rf/b e para r=b, x=1. Definiremos também
uma fungéo&}lx)=2?lzobzxn(bx), proporcional ao nimero de eletrons

entre os cilindros de raios X e x+dx e que satisfaz, por defini-

~ -

\s'ao, a Ccndi\;ao de normali Zagac
(LN VR ] A Wi = "f ( ] 34
X JoLR _— I ™ )

Substituindo a egquagao (II.19) na equagdo (II.33) e le-

)
fut

vando a expressac obtida para n(r) na definigdo da fungdo q(x) te

mo

wn
0]

menos de uma constante multiplicativa

—

: Ly ) {g;ciev.n_éi__igr
\"Y\'\ T 2“‘\‘1 < +ev (II.BS)

Comparando com equagao (II.28) vemos que\7(x) pode ser

escrita como

i % a2 » E—E)Z
__3(1‘1% e

1] Gy Benihe B Ap €
. Tad ;2 2
¢ » N L — L (II.36)

Na equagao (II.36) T & o tempo que o eletron leva para

(6)

ir do perigeu ao apogeu de sua orbita. Hooverman estudando o



movimento de particulas carregadas em um campo com simetria cilin-
drica, como o campo dentro do Orbitron, mostrou que esse tempo, T,
depende do momento angular e da parte da energia da particula no
plano da Orbita gue no caso seria —er_EE A dependéncia de T com
©o momento angular, nos calculos que ele fez, se revelou suficien-
temente pequena para que possamos despreza-la agui no calculo da

densidade (ver Deichelbohrer ref.3 ) e quanto a dependéncia de T

com p, &€ dada a menos de uma constante por

T=c ;{ énl;i“kﬁmeyal

(IX.37)
Substituindo T na equagao (II.36) temos
=T \2
| "‘ft = s) 3 “%( =)
nEYy= CmST- 2 \\ ikv% 1\"‘% : T \‘ f‘""‘*——::;
‘ J, Ji, JE - 1% AL =38

2 equagao (II.38) apresenta o inconveniente do integrando divergir
para L=L_, no entanto, realizandoc uma integragao por partes na in-
o =

tegral em 4L obtemcs para M {X) a expressao
] i

P EIIUAE A TS
L. ) {\ ) ( eV = A*/} ’7;-‘»"5'
N t) = Cons | Kxa?é S
i |

(rT.39)

Q)
o
M
s
e
Q

contém divergéncias e & adequada para o calculo numérico

0,
0
——
&

A equagao (II.39) mostra que a fungéoiq(x) depende dos
parémetros(!l,{xz e L. Vejamos entao os graficos de q(x) (figura
4) quando tomamos para L o valor L = Lm/2 e paraixl os valoreScKl=O

e5(l=10 com<X2=l/8 eixl=32. Fazendo€£l=10 eX,=64, temos fungdes



o 18 .

gaussianas estreitas e portanto estamos selecionando elétrons com
momentos iguais aproximadamente aos valores médios Lm/2 para L e
zero para p,. O grafico de n(x) correspondente a esses valores de
OLl eX,, curva (10,32), apresenta um pico acentuado préximo  ao

catodo e um pegueno pico proximo a haste central. Esses picos

correspondem ao apogeu e ao perineu das oOrbitas, respectivamente,
e o fato do segundo pico ser maior decorre dos elétrons terem e
locidades menores proximo ao apogeu das suas Orbitas. Devemos es
perar também picos mais acentuados a medida gue estreitarmos mais
as fungaes gaussianas. Na curva (10, %) alargamos a distribuigéo
de momentos angulares e como consequéncia desaparece o pico proxi
mo ao anodo, aparecendo no entanto, um pico na posigdo do filamen
to. Isto era de se esperar pios, a posigao do filamento & uma
posigao comum onde todos os elétrons passam. Finalmente, nas ou-
tras duas curvas da fiqura 4, (0, %) e (0,32), tomamos uma distei
buigao uniforme, DLl = 0, para a componente axial dos momentos e

vemos entao que os elétrons, a menos do pico na posicdo do  fila

mente, tendem a se distribuir uniformemente dentro do Orbitron.
as figuras sequintes, fig. 5 e 6 ;, usande os mesmos valores
dos parametros da figura 4, calculamos a fungéo)](x) / X que e

- -

proporcional ao nimero de elétrons por unidade de volume. Na Yefe

vy

r2ncia (8) Deichelbohrer calculou esta densidade de elétrons, su

momento dos elétrons. Ver, vpor exemplo, a figura 2 da re
ferencia (14) . O ponto que queremos ressaltar €& que os gréfi
cos da figura 5 reproduzem os resultados que ele obteve, quais

0

ejam, com uma distribuicao estreita para L e P,/ temos uma densi
dade com dois picos, curva (10,32) (essencialmente uma densidade
n, eliminadas as divergéncias), em seguida alargando a cistxibal

cao do momento angular obtemcs uma densidade uniforme e finalmen-
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te alargando a distribuicaoc de momento axial eliminamos o pico da

densidade proximo ao catodo

IT.5) COMPARAGCAO COM OS DADOS EXPERIMENTAIS

A grandeza fisica medida experimentalmente por Cybulska
foi o espectro de energia da corrente de ions positivos coletada pe
lo catodo. Esse espectro, gque di o nimero de ions com energia en-
tre £ e E+dE, estd ligado & densidade n de eletrons através da equa
¢do (I.6). Substit-indo o potencial logaritmico nesta equagao ob-—
temos, a menos de uma constante multiplicativa, a relacgao

a1 T ri¢~vg
= consl. 7 {vTxymn (I1.40)

Usando na equagac acima os valorss da densidaae calculados na segao
anterior, podemos determinar um espectro tedrico para a energia dos
ions e comparar desse modo com ¢ espectro medido. Precisamos no en
tanto, antes calcular a grandeza‘(v{r>dentro do modelo de Orbitas

s ou seja a partir da funcgao distribuicao gue estamos usando.

[0}
n
ct
[N
<
5..1.

e

n
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o
n
(D
H
+
o
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O
n
3
0
0

ct
u

nto, gue dentro deste modelc a energia cinética

trons & determinada pela posigao em gue eles se encontram e

[}
0
n
(]
|
m

como tanto v guanto O sao fung5es apenas da energia cinética podemos

escrever imediatamente

e Y | P

< v g > = \.,'2.?\‘. {r-—".“.ll-! {—‘Z\"irl} :rr\—*’f f -.‘-G‘Vf.ra (I1.41)

A 9 :
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onde tomaremos para a segao de choque de ionizagcdo 07 os valo-
res da referencia (13). Finalmente, a constante multiplicati-
va na equagao (II.40) sera fixada normalizando a curva tedrica
de tal modo a termos uma corrente total de Ions igual a 2002Amp
que € o valor obtido quando os pontos experimentais, figura
14 gda refeféncia (4) , sao ligados por uma linha poligonal.

Na figura 7, mostramos graficos do espectro de Ions
construidos usando a equagdo (II.40) com a densidade calculada
para os valores dos parémetrosiﬁl,(xz e L indicados na figura
e também os pontos experimentais com oOs erros respectivos. Ve
mos gue péo existe ajuste entre as curvas tedricas e os dados.
Da fato,‘enquanto Os valores experimentais crescem na regiao
de potencial alto, isto &, proximo ao anodo, as curvas tedricas
apresentam picos na regiao de potencial baixo ou seja, proximo
20 catodo do aparelho. A variacdo dos parémetrosc(l,[xz e L,

nao traz medificacio significativa na situacao apresentada pe-

Vejamos entao gque podamcs concluir da figura 7. O ponto
importante & gue construlmos(dentro da hipdtese dos eletrons
seguirem Orbitas esta@veis com a energia mec3nica tendo um valor
constante fixado pelas condigOes iniciais) uma teoria de gene
ralidade muito grande. De fato, alédm desta hipotese, as ou-
tras restricOes ( limites na variac3o das componentes do momen
tc do eletron) decorrem da aplicacdc das leis da mecanica as
condigdes de funcionamento do Orbitron. ‘Por outro lado, a va-
riagcao dos parémetrosc<l,c<2 e L permite, dentro do modelo con
siderado, um amplo espectro de densidades possiveis para os e-
letrons dentro do Orbitron. Se impOe portanto a conclusio de
que a hipdtese dos eletrons seqguirem orbitas estiveis & inade-
quada para justificar os dados experimentais obtidos por Cybuls

ka.



Observemos agora que os dados experimentais da referén
cia (4) tendo sido obtidos em um Orbitron tipico sao suficientemen
te representativos para podermos concluir que Os elétrons dentro
de um Orbitron ndo seguem Orbitas estdveis determinadas pelas con
dicSes iniciais. O que deve ocorrer portanto & que as interacoes
entre os elétrons modificam a energia com que eles 530 injetados
pelo filamento. No capitulo seguinte veremos entdo o que acontece

quando consideramos que a energia dos elétrons se distribuam como

em um estado de equilibrio térmico.



ITTI. HIPOTESE DE EQUILIBRIO ESTATISTICO

III.1) FUNGAO DISTRIBUICAO

Vamos supor agora que os elétrons dentro do Orbitron
possam ser considerados em um estado de equilibrio estatistico

descrito pela fungao distribuigao de Maxwell-Boltzmann, ou se

ja,

g o L RT

Y D ey .

_J-U“,Af. = R E (III.1)
em gue A & uma constante de normalizacao, T & a temperatura

do gas formado pelos elétrons e k & a constante de Boltzmann.

A hamiltoniana h & a hamiltoniana para um elétron no campo cri

AL ;

! A % -

= B = V() (111.2)
LM

onde V{r) & o potencial logaritmico. Desprezaremos neste capi

]

tulo a modificacZo do campo devida A carga eletrdnica  dentr

<
@]

dc Orbitrcn, considerando esse efeito de um modo auto-consis -
tente no Capitule V.
A densidade de probabilidade n(r) do elétron estar

em uma posicdo r com um momento gualqguer seri dada por

S g
n(r) = S $¢3,%) 0(5?; (II1.3)
D
sendo D o dominio do espago dos momentos onde a integral e
feita. Essa restrigao no dominio de intergragao & necessaria pa
ra eliminar da distribuicao os elétrons que tenham momentos /

tais que em seu movimento colidem com a parede externa ou a haste

central do aparelho. O ponto & que os elétrons tem livre cami
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nho médio muito grande e se um eletron em uma colisao passa pa
ra uma trajetdria que toca no anodo ou no catodo sera absorvi-
do antes que ocorra uma outra colisao. Em particular observe-
mos gue pela mesma razao um eletron em uma orbita desse tipo
nao & contado no processo de medida.

Para que os eletrons nao colidam com o catodo basta
impor gue suas energias sejam negativas, ou seja, devemos ter

a desigualdade

2 -2 2
j{’-r 2 i _+__tz___Q'\r’(r\<O (IT1.4)

i Tamy? 2

I

E para gue naoc colidam com o anodo, os eletrons devem ter mo-

mento angular superior a um valor minimo dado por

P z (ExTE.5)

gue & o momento angular de um eletron com momento axial ‘E e

que passa tangente a haste central. Substituindo a expressao

da hamiltoniznz na equagao {III.5), a condigao Ly L ;, pode ser
escrita como
2 JPz ;
( iL_ )\ = - <(\£-—\(ﬂ> =0 P
\ @ ¥ )am  2m v 111.6)

£ conveniente introduzirmos agora algumas varidveis

3

adimensionais. Assim vamos definir a coordenada x = e uma
Fanes 5 ; y - V(bx)
fungao F(x) proporcional ao potencial dada por |(x)= =

a,

Em particular xoz%, F(xo)ﬂl e F(1)=0. Se dividirmos as desi-

gualdades (III.4) e (III.6) por kT e introduzirmos novas varia

veis u:=~“ii»- - L e -t:___ﬂiﬂ_ elas podem en-

'02'""\/;?—‘ i'mr‘/;;‘ ,)'Z'm,/rj::f_..




tao ser reescritas como

¢f-+v}+-t2<<y F ) (ITT.7)

2
(%z*i)’vlﬂ_ u2>o<(i—Fc>c)) (111.8)

]

€ Va
kT

Se considerarmos agora um sistema de eixos ortogona-

onde o parametro & & definido pof X =

¢ - % " —~
is onde marcamos as variavels v, u e t a inequacao (III.7) re-
presentara neste sistema os pontos dentro de uma esfera de raio

VX ¥ e a ineguagao (III.8) os pontos dentro das superficies

- iy : R
( _..i\irgz_ﬁz__:ry\{n_ar> (111.9)
/

As intersecgOes desses conjuntos de pontos definem o dominio D

no gual a funcao distribuicac 2 integrada. Observemos que a
hamilitoniana h & guadratica nos momentos e portanto, as contri

buigcdes para a densidade dos diversos guadrantes do sistema v,

for
rt.
0

ac iguais, bastando por isso efetuar a integral no pri-
meiro guadrante.

Na figura 8 mostramos o corte do dominio D com o pla
no u v. Nessa fiqura, v1 & o valor de v na equagéo (ITI.9)

para o gual u=0, ou seja

(r11.10)

€ v, & determinado pela intersecgdo da hipérbole com o circulo

de raio /o F . calculando, obtemos



s X (III.ll)
1’2: > ]

Finalmente, v5 & o raio da esfera e portanto

|

(LT, 12)

ot
I
<.
P2
T

Observemos agora que o dominio D n3o serad vazio, ou seja, a den
sidade serd diferente de zero, se vy for maior que v, para valo

res de x no intervalo X < x 1. E facil mostrar a partir das
eguacoes (III.10) e (III.12) que isto ocorrerd se a funcao F(x)

satisfizer a desigualdade

Fx) > (”‘“\} (ITI.13)

- b x
= =
" i R
Nz figura 9 mostramos num mesmo grafico as funcoes t?gﬂ) e

t1j
1)
<
[0}
3}
(6]
0n
e
et
o
Ty

desigualdade (III.13) & satisfeita para valo

1tre Xo e um valor %, muito proximo de x=1. Os elé-

1
trons da distribuig3o estardo portanto contidos em um cilindro
de razio aproximadamente igual ao raio do Orbitron.

Se fizermos agora X tender a X. na equacao (III.9)

vemos gue 2 hipérbole degenera nos seguimentos de reta =0 pas-

=

8 ¥ &= vl(xo) e u=0 para v > vl(xo), com vl(xo) sendo calcula-

omando o limite x - 0 na equagao (III.10), o que da

o))
cr

O

v (%c) - ;( S A
Ao
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Portanto, a densidade de elétrons se anula na haste central do

Orbitron como era de se esperar.
IITI.2) DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Passemos agora ao calculo da densidade de probabilidade.

Inicialmente, vamos substituir na equacdo (III.2) a expressio da

fungao distribuigdo, equac@o (III.1l), e escrever o elemento d3p
em coordenadas cilindricas, d3p = dpr Q% dpz,_obtendo entao
t
P~ -
— - ;l ——
Mry=a e’ Solf%‘:c{f% g A (III.16)

b

Utilizemos na equacgao (III.16) as variaveis sem dimen -

)

a

u
C

¥, 4, v e t gue definimos anteriormente e passemos para uma

o

ensidade linear de probabilidade () ligada 2 densidade n(r)

pela relagdo

. E g
,«}.{,q__-.,lﬂ Z brn{) (II1.17)
A fungao Y)(x) satisfaz por forga da normalizacdo da densidade
I
n(r) i condicdo de normalizacio
4
S‘"’lm‘*x =1 (I1%.18),
o .

Substituindo n(r) dado pela equagao (III.16) na eguacao (III.17)
obtemos para (x), em termos das novas variaveis, e a menos de

uma constante de normalizac3o, a expressao
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(IT11T.19)

equagao (III.19), a integral & efetuada no primeiro quadran-

Na
te do sistema v, u, t, fixando inicialmente u e v com a integral
em dt sendo feita desde t=0 até o valor t=tm que corresponde a

um ponto na esfera “= raio JxF , e portanto, € dado por

tm , (IT1.20)

::Jb<FV-AE~b;

r

Em seguida v & mantido fixo e a integral em A« @& efetuada des

.

de zero atd um valor maximo gue no intervalo Vil Vv 4 v, € d=
gual a3 _
Mple=l) = [r=X .y 2
at=b) of ke [FesaCl e (I11.21)
calculiade fazendo t=0 na eguagd3o (III.8) da hipérbole, e no in-
1a

v i o F (I17.22)

.{A:e(‘f;:O):_\;—o 4+ F

aiculado fazendo t=0 na equagzo da esfera. Finalmente, as in-

0

is em dv de vy ate v, e de v, ate V3 sao somadas.

rf.

egra

Das equagoes acima que definem a fungéoi?(x), vemos

que a densidade de eletrons fica determinada, a menos de uma

constante multiplicativa, pelos parametros X, €0r. O parametro

%, € fixado pela geometria do Orbitron e o que observamos & que

a forma da densidade sera a mesma para Orbitrons que diferem
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por um fator de escala. Quanto ao paridmetro & ele contém a tempe
ratura do gas de elétrons que nao estda determinada. Temos portan
to, agora uma teoria que dispde de um Gnico paradmetron independen
te - com um significado fisico claro - que podemos variar para
obter ajuste aos dados experimentais.

Antes de tentarmos uma comparacao com os dados experi -
mentais, mostremos graficos da fungﬁo)](x), para alguns valores
dos parametros ¢ e x_ . Isto esta feito nas figuras 10 e 11. Na
figura 10 com o wvalor X, = 0,06/4,5 correspondente ao Orbitron da
referencia (4) calcu’amos q (x) para os valores de X indicados
e na figura 11 com el = 10 fizemos Xy = 0,1 = 0,0133333, A ca
racteristica geral dessas curvas como pode ser visto destas figu
ras & a presenca de um pico muito proximo de x = X con177(x) ten
dendo em seguida para zero guando X tende a 1. Podemos dizer por
tanto gue dentro do modelo estatistico os elétrons se concentram
muito proximos do anodo.

Dentrc da hipdtese de drbitas estiveis que vimos no
capitulo anterior, os elétrons se distribuam mais uniformemente /
dentro do Orbitron ou apresentavam um pico prdximo do catodo como

5 S I 4 .
pode ser visto na figura 4. N

os outros calcules da densidade, su
S ja tinhamos picos  proxi
mos ac anodo, no entanto, a fungao Y] (¥) n3o tendia tao rapidamen
te para zero como estamos obtendo agora. Isto pode ser visto na
figura 12 onde comparamos o comportamento proximo de x=1, da fug‘
i(x} calculada na referéncia (10). Nessa referé@ncia, em lu
gar de impor que as energias dos eléetrons sejam negativas, a fun-
géo)?(x) foi calculada impondo sobre os momentos uma outra desi -
gualdade gue impedia os elétrons de tocar no catodo sem no entan-
to restringir a componente P, do momento. A restricao que usamos

agora, elimina portanto, elétrons proximos ao catodo acentuando /

0 pico junto a haste, e fazendo desse modo Tl(x) tender a zZero

P S



mais rapidamente quando x tende a 1. Veremos depois que esse e
to aproxima a forma das curvas teoricas da forma sugerida pelos
dados experimentais.

Voltando & figura lo observemos gque ?7(x) tem um  pico
maior para maiores valores do parametro ¢l . Isto era de se espe
rar, pois maiores valores de ol significam menores valores da tem
peratura e (ou) campo elé&trico méior, como consequéncia, eléetrons
com energias cinéticas relativamente menores que sao entdo puxa
dos para mais perto do anodo.

Quanto a modificacdo da funcdo V(x) com o parametro X

vemos da figura 11 gue as curvas se achatam quando X, Cresce.

III.3) COMPARACAO COM OS DADOS EXPERIMENTAIS

dos por colisac dos elétrons com os atomos do gias dentro do Orbi-

tron, a menos de uma constante multiplicativa, a expressao

Lt i} c;‘j“;r v j:'(;?, *,F) (I11.23)
Y

onds usamos o potencial logaritmico. Substituindo a fungdo dis

tribuicao, eguagac (III.1l), e usando a definicio do dominio D, a

IIT.23). em termos das variaveis adimensionais definidas

4

antsericrmente fica
N -h-(rte) t Oy (t=2) tm
¢ 3 s &
s i - - 4&..
EL _ eonst Sc&e dn ™ “lagz b \dape® d«e de & /:E
AL 5 N2mkT b5 vAmhT
] 0 0 z_

(IIT.24)



sendo p o momento total do eletron e

5 .
J-_-'-‘p(}- = ,,qz-}- vit* O B{T (uz.pfz-t,-&l)_‘l_ (II1.25)
AmbT

onde usamos para a secao de chogue de ionizagao, 0, os valores
experimentais da referéncia (13), com os pontos fora da tabela
sendo calculados por interpolagdo. A constante multiplicativa na
equagao (III.24) & fixada impondo que a corrente total formada pe
los Ions seja igual a 9000 Amp.

Mostremos >ntao os resultados obtidos. Na figura 13 te

mos trés graficos do espectro de Ions calculados usando a equagao

(=

(II1.24) com x, =0,06/4,5 e =8, 10 e 13 e marcamos também os
5 : w 4

os valcres experimentais medidos por Cybulska (4) com oOs erros

respectivos. Vemos gque a curva para ™ = 10, ou seja para uma tem

peratura kT = 80 €V , se ajusta razoavelmente bem aos dados expe

Observemos qgue ¢ calculo do espectrc de Ions que fize
mos supondo equilibrio estatistico em um trabalho anterior (10)

! 4

j& apresentava um ajuste satisfatdrioc aos dados experimentais,ve

e

or exemplo, a figura 7 daz referéncia (14). A diferenca entre o

0n

(B

cdlculos, no eantanto, & gue naquele trabalho a curva do espectro

tinha no trecho inicial - energias baixas - uma concavidade vol
tada para baixo engquantc agora temos nesta regiao do espectro uma
concavicade voltada para cima que & comportamento sugerido peloé
pontos experimentais. Finalizando ressaltemos que & na regido de

baixa energia do espectro que se concentram os elétrons secunds -

rios gue dificultam a interpretacao dos dados experimentais.
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IV. CONSIDERACAQ SOBRE O MODELO ESTATISTICO

IV.1l) GENERALIDADES

Tentemos agora justificar algumas das suposicoes que es
tamos fazendo qﬁando usamos para os elétrons dentro do Orbitron o
modelo estatistico do capitulo anterior. 0 primeiro ponto a res
saltar & que nio se trata de umestado de equilibrio estatistico usual.
O que queremos dizer com isso & que se o filamento for desligado

os eletrons nd3o se manter3oc orbitando. De fato, colidindo entre

(53}
fa

os elétrons passam para Orbitas que tocam na haste ou na pare

[o]]
m

externa e s3o absorvidos. Os elétrons tém, portanto, um tempo

de permanencia dentro do Orbitron e o que temos de mostrar & que

0

tempe médio de permanéncia dos eldtrons & suficiente para que

147}
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G3o0 estatistica de equilibrio. Deixemos no
enctanto para a sSegao seguints, a apresentacio de um cilculo do
percurso necessidrio para um eldtron que & injetado pelo  filamen
to, atingir o eguilibrio térmico com Os outros eldtrons e vejamos

agora algumas consideragoes gerais a respeito da funcao distribui

Primeliramente observemos que quando escolhemos uma dis

tribuicac de Maxwell-Boltzmann estamos admitindo que os efeitos

2
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cos sao despreziveis. Mostremos que isto &
verdade para um Orbitron tipico. As energias cindticas dos ele.

trons em uma situacdo tipica & da ordem de XT (no capitulo ante

ricr XT ~ B0 eV) e temos ent3o para a velocidade média dos elé
—
trons Yo~ (=1 onde C, & a velocidade da luz no vacuo e
=] s Te
-
mec; = {0,511 MeV & a massa de repouso do eletron. Desses valores

obtemos v/c -~ 10H2 e portanto a velocidade média €& muito menor
que a velocidade da luz. Quanto aos efeitos quanticos eles serao

despreziveis se o comprimento de onde de Broglie for muito menor



que a distancia média entre os elétrons, ou seja, se

N<e £ (IV.1)

-

com X =& (h constante de Planck) e €~m? sendo p=mv e n a
densidade média de elétrons. Numa situagao tipica a densidade de

elétrons dentro do Orbitron & da ordem de 102 eldtrons/cm° e poxr

T iy ‘ RCo G
tanto €~40em . Quanto a )\ temos }\:;hcg";' que depois de
e
substituido os valor=s numéricos di N~ 1078 cm e a relacao

(Iv.1) & desse modo satisfeita.

Outra suposigac que estamos fazendo & de que seja vali
da & aproximacdo de trgjetérias independentes, equagdo (II.10),ou
seja, que o movimento de cada eldtron seja independente do movimen

to de outros el2trons, o que implica na duracac de uma colis3o en

jol

=

re elétrons ser muito menor gue o intervalo de tempo entr duas

colisces. Aqui temos no entantc um problema que surge do fato da
interagio coulombiana entre os elétrons ser uma interagao de lon-
¢o alcance, onde nd3c pedemos definir uma distdncia a partir da
qual a interag3o cessa. Podemos contornar essa dificuldade argu
mentando gue o fato mesmo de ser uma interagdo de longo alcance
faz com gue a maior parte do tempo cada elétron exprimente o cam
po médic criado pelos outros eldtrons e s& por intervalos de tem
PO muito curtos a interacdo eldtron - elétron seja importante. )
Os elétrons dentro de um Orbitron se moveriam desse mo
do em um campo externo gue seria o campo da haste central mais o
campo ma2dio criado pela carga eletrdnica, o que significa conside
ra-los formando um gas perfeito como fizemos no Capitulo anterior.
Além disso sobre a hamiltoniana do capitulo anterior ,

convém ressaltar que estamos desprezando o campo medio que atua

em um elétron devido aos outros elétrons, Isto se justifica poxr



que as medidas experimentais foram feitas em uma situagdo de car
ga espacial muito pequena. No entanto & possivel, como veremos no
capitulo seguinte, fazer um calculo auto-Consistente que leve em

conta o campo médio criado pelos elé&trons.

IV.2) CALCULO DA PERDA DE ENERGIA

Imaginemos O que ocorre quando umn elétron & injetado
pelo filamento no interior do Orbitron. No instante mesmo da emis
sac sua velocidade & praticamente nula mas rapidamente ele & ace-
ierade pelo campo el2trico e junto & haste central ele tera  uma
enercia cinetica da ordem de 103 eV. Esta & uma energia muito al
ta se comparada com a energia cinetica média para a temperatura /
em ctorno de 80 eV gue vimos no capitulo anterior. No entanto r
quando o elétron passa pela nuvem formada pelos outros elétrons
sofre a agao do campo médio criado por eles e & desse modo freia
do com sua ensrgiz se distribuindo por todo o sistema. Calcule
mOS entldo O percursc necessdrio para a energia cindtica do  eld-
tron chegar a um valor da ordenm de 102 eV. Como sG estamos in
cerassados em ordem de grandeza faremos a aproximagd3o que o  elé
tron da nuvem na3o se movimenta durante a colis3o e que o elédtron
considerado nao se desvia. Nessas condicSes o momento transferi—

[

2o »' serz na diregdo normal ao movimento do eldtron e serd dado

,F:S‘E (4) it (1V.2)

s

sendo ﬁ; a componente normal da forga de interacdao entre os elé -

trons. Introduzindo um eixo coordenado x como mostra a fig.l4
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FIG. 14
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v e a velocidade do eletron injetado e b & o parimetro de

impacto da colisao a integral na equagao (IV.2) pode ser escri
ta como
o8]
R A
Yo | & enx O
T 12 2 Iv.
i 3 Py - (1. 3)
oo
Integrando, cbtemos
i3 2_¢4
b= (IV.4)
l b

a velocidade do eletron da nuvem no instante da

N
@]
|._l
=]
n
(VR
0]
(D

+ O eletron considerado transmite no choque uma

< 2
g ST Py MeV
eV b e v.5
o P 2 :
Operando obtemos
\ 12 — _._-7"’
E.T: + Ve

(IV.6)
2M,



Levemos en conta agora o fato que devido ao longo al
cance da interacao coulombiana as colisdes mais importantes
sao as de parametro de impacto grande, ou seja, as colisodes

com pequena transferéncia de energia. Dal temos que

»‘f’<< me V

€ portanto podemos desprezar o primeiro termo na segundo mem-—

bro da equagao (IV.6) ficando entio

= |

J = .
= V. | (IV.7)

ITi

Substituindo o valor de p' dado pela equacao (IV.4) temos

-—

v T
-

[T]
il

e

4 (I¥.8)

=
Facamos agora uma m&dia em todas as velocidades V possiveis do
eletron da nuvem 2 fim de obter a relacdo entre a energia trans
feridz E' e ¢ par2metro de impacto b. Observemos no entanto,
a0 & o— >, . . - z
gue a media 4o cm( v b‘) introduz um fator numérico que pode
mos tomar igual a um, pois estamos interessados apenas em oOr-

dem de grandeza. Podemos entao escrever

2

o= 3 A2 v
E = == : (1v.9)
b
onde V € a velocidade média dos eletrons dentro do Orbitron na

posigao considerada.

Calculemos agora o numero de colisdes C’!)(E)JG{E’AE‘(
que o eletron sofre em um percurso dx de sua trajetdria com
transfereéncia de energia entre E' e E'+dE'. Esse ntmero e i-

gual ao nimero de colisdes F(b)dbdx com parametro de impac-—



- G -

to entre b e b+db no percurso dx, ou seja,
LF(E")a{E’a{ac P F'(b)@& Ax (IV.10)

0 segundo membro da equagao & dado por

F(L)O“;ﬁ(x — mn7 LAL Ax (IV.11)

em que n é a densidade de eletrons. Por outro lado da equagao

(Iv.9) temos

db = 2 (zv. 12}

Levando as eguagoes {IV.11l) e (IV.13) na equagio

(IV.10) ficamos com

I} (IV.14)

Determinada a funcao é}(E’) a perda total de energi

da pela integral
O
E % 1 F sl e
ek = e (e')AE
Ax -
Eq (Iv.15)

onde introduzimos um corte E;>no limite inferior para evitar a
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divergéncia devida ao alcance infinito da interagdo coulombiana.
Este corte pode ser definido por um parametro maximo bo que to-
maremos igual a lcm.

Substituindo %(E') na equacao (IV.15) temos

o
de _ | 21, 81V 42
A — Elgﬁfz
[0}
que integrada da
! -
dE _ sNen (%) (IV.16)

N
et v

onde E;-:; —_— e portanto
c j:nr“ A~
) — 2 7
dE _ Lae (X Y)h
— = e Y\ ;) e (IV.17)
WS

que € a expressio para perda de energia do eletron por unidade

de Balescu, ref.(15} - para obtermos uma estimativa a
partir &z eguacdc (IV.17) do tempo necessirio para o eletron
stade dentro do Orbitron chegar ao equilibrio termico com
Os outros eletrons.

Na teoria do movimento Browniano consideramos uma par
ticula que & injetada dentro de um fluido com uma velocidade Ve
muito superior a velocidade média das particulas do fluido. O

movimento da particula & descrito pela equagao de Langevin



oL o -\ 4 Ett) (IV, 18)
At )

ondeigft)é a forca microscopica que atua sobre a particula de-
vido as colisdes cadticas que a particula sofre com as particu
las do fluido. A forgaﬁi(t) nao pode ser inteiramente especi-
ficada mas podemos supor que o seu comportamento médio satisfa

¢a a certos requisitos gerais. Assim supomos gque

5 R
LAal) > =0 (IV.19)
" 45D
€ gue para cada componente, por exemplo A, (t), temos
A (o £ge ) — j« + 1
< ﬁxﬁb;} AKLJ}} P i— T%’(bi*tﬁ) CENF.200)

onde a fungac éaif} & guase uma funcdo-d , ou seja, sb & dife
rente de zero para Hti muito proximo de zero. As médias nas £
7.20) sao feitas em um ensemble de particu

no instante t=0. Com essas suposicoes &
possivel mostrar em um cilculc elementar gue para tempos t
tais gue T >> & a particula injetada no fluido terid esque-
cido a condigao inicial ;; e teri o comportamento médio das
particulas do fluido. .

Observemos que tomando a madia da eguacdo (IV.18) e

usando a equagao (IV.19) temos

~>
d dF >, = — AV > (1Iv.21)

< )
o '\.:o

e portanto atua sobre a particula uma forca média de atrito pro

porcional & velocidade.



A eguacao (iIV.17) deduzida na segdo anterior implica

em gue atua sobre o eletron uma forca média de atrito. De fa-

S { C{E s
to temos OC% = e substituindo £ = *?1_— M "

na equacgao (IV.17) obtemos

.2 2 —
qnemb, v

28 b ]
G (IV.22)

av —
ol

Comparando as eguagoes (IV.21) e (IV.22) ndés vemos que se to-

marmos para N o valor

.ZZ‘ z)-—"’
/\: 4:‘(67\ - Y

2 (Iv.23)
’Yhe f\,C

=
i

atuard sobre a particula no fluido uma forca de atrito inferi-
or a forga de atrito gue atua scbre o eletron dentro do Orbi-
tron e portante o tempo de relaxacao obtido com este valor de A

sera superior ac tempo de relaxac2o do eletron. Utilizaremos

&
L Vg o
e T N T Lt - (Iv.24)
% 97 e“mb, v
comc uma estimativa do tempo necessario para o eletron injeta-

rbitron chegar ao equilibrio térmico com os ou-

[N

4
O tempo de permanéncia U, de um eletron dentro do

- P
Orbitron & dade por
t»{, - v (Iv.25)

onde Q;é o percurso médio do eletron gue pode ser determinado

experimentalmente. Dividindo €  por tP temos



2
_/C( Yie Vo
—= 2 _
t Ll’ﬂe’ﬂbdec

P

que & o parametro que deve ser muito menor gue um para ser va-

{IV.26)

lida a hipbtese dos eletrons estar em equilibrio estatistico.

; . . Me \r: 3
Substituindo os wvalores numéericos 7 ~4do eV y

2 -3 ] -

f. ~ 40 2V ) M~ 4 Q,Q/%';’» e £~ :1.0304«‘4 temos
10 (IV.27)
B

gue &, portanto, muito menor gue um. Isto significa que o tem
po médio que’um elétron leva para chegar ao eguilibrio & muito
menor gue o tempo médio que ele permanece dentro do Orbitron
ica a boa toncordancia com os dados experimentais

gue cbtivemos noc capitulec anterior considerando todos os  elé



V. POTENCIAL E DENSIDADE AUTO-CONSISTENTES

V.1l) EQUACAO DE POISSON

Neste capitulo nao faremos mais a aproximagao de despre
zar a carga espacial formada pelos elétrons dentro do Orbitron .
Consequentemente, o potencial el@trico n3o seri mais o potencial

logaritmico

(V.1)

gue usames nos capitulos anteriores.
Para calcularmos como o potencial se modifica considere

mos & eguacac de Peoisson
= 3

5. = o
v bom (v.2)
- 3 -~ L - - r --3 .
satisfeita peloc canmpo elétrice E, sendo faa densidade de carga
eletrénica em um ponto no interior do Orbitron. Integremos a

sguacdo acima no volume S de um cilindro de altura h e raio =« ’

cem a<r<b., Temos entan

dinE &N = L (pan (v.3)

No segundo membro da eguagao (V.3) a integral & igual

carga dentro do volume considerado e vamos escrevé-la como

[OF}

9, + g{r) sendo 9, @ carga no anodo e g (r) a carga eletrdnica até
© raio r. No primeiro membro a integral no volume pode ser trans
formada em uma integral na superficie do volume /L e se nos restrin

girmos a zona central do Orbitron, ver figura 1, onde o campo &

radial, teremos



Eanrf = MMHCU)

€, (V.4)
Substituindo a relagao Ezn-%%- entre o campo e o potencial na
equagao anterior obteremos a equacao
_d:,_v_-_;-_' G 7 ;(r) (V.S)
ol 2nfe,r
que integrada em dr desde a até um raio arbitrario r, fica
V-V, = — g ”’oL ' Wt}
t ln{eo

.

sendoc V_ o potencial do anodo. Como a parte externa do Orbitron

& ligada & terra o potencial V(r) satisfaz i condicdo de contor

no V{b}=9 e esta condicao fixa a carga 95 depositada na haste
central, De fato, fazendo r=b na egquacao acima obteremos para
G, & expressac
b
y U s
-'.’1”".-..5.»\ \“ 1 _}{_T A"
Qsc;—_ N = e TC{" (V<7
PR bai b o
—_
Um casc particular desta relacac & guando g{r)=0 para todo r. Nes
ses caso, & haste central conterd por unidade de comprimento uma

e ' (V.8)

Substituindc a expressao de g, na equagdo (V.6) obtemos

viry =V, ) ) M“Hg g S&é’_m (V.9)
QML/&) 2rfe, It

Para calcular a carga g(r) integramos a densidade de

carga p(r) no volume /Le, devido i simetria da ditribuicao de
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carga na zona central do Orbitron, obteremos

r

‘%{r)rlﬂ%\ f’etr')ab\r‘ (V.10)

Levando g(r) na equagao (V.9) ficamos com

b r

L.(r ; () : B
Vie)= L 2l) | 4 Nl R O ANR Py S,U,,,,,H '] (V.11)
'p"‘(“/b) €° 2“[%’) o (-3 a b

Dividindo agora a expressac acima por Va vamos introduzir o poten
Yir)
’

,

~

com x_ = a/b, Além disso, vamos definir um pardmetro }3 positivo
~

cial normalizado t(x;= com x = r/b tal que F(xo) =1 e F(1)=0

&
af %MJLPJ/‘:\) *
R= — __";:E_) _ - (¢) vl v.12)
‘. QC E.:-.VIC‘. JG\
gue por definigao & uma medida da carga espacial total no inte-

& i ™
'z i@ 3 ;': Oj:":' A *G""'}cai‘" S{f P' "}rdﬂ'f i
p ”V\-X 3 i 1‘( e A.JC\' e a r ('-'-!—3)
T Bax BACUE LS * - , b
\_“’ CRiT IS EPI‘(P}M N
(-4
Finalizando essa séries de transformacdes que estamos fa

zendo usemos na equagac (V.13) a densidade linear n(x), definida
itulos anteriores, proporcional a rf{r) . Desse modo che=

gamos a seguinte expressac final para a funcddo F (x)

i ~ % X’
_ , o ' , V.14
‘s-'{,x';;:g‘”"" EO T Lo oL, %ngmu O TR R AL V.14
2 X 1 X L NN 9, &8 X.GX % A x!

o KO



O primeiro termo do lado direito da eguacao & o valor da funcao
F(x) quando desprezamos a carga eletronica, ou seja, guando B=0.
O segundo termo & a modificagao em F(x) devida ao campo criado pe
los elétrons dentro do Orbitron.

Observemos agora que s podemos calcular F(x) usando a
equacao (V.1l4) se soubermos Nl (x) e esta funcao por sua vez depen
de de F(x). Temos, portanto, de obter F(x) e il(x) através de um
calculo auto-consistente. Veremos nas secoes seguintes como esse
calculo pode ser feito primeiro supondo equilibrio estatistico e

em seguida supondo um nodelo de Orbitas estaveis.

V.2) MODELO ESTATISTICO
Nesta secao veremos a modificagfo no potencial e na

densidade devida & carga espacial guando consideramos os elétrons

em equilibrio estatistico. A densidade linear deles & dada pela

Ty '“g\Lﬁ:fﬁ r_:{m S v, (4=} Jt“h 3
I“ S i of Jz_ 1 "
=Bl £ 7 S S G (- -f
i ) —-\'.-‘ ﬂ . AR Y £ L i d,\-\ d,‘i"
Birl= nsi AT i3ﬁx f%{ f&‘*‘m* < %k (v.15)
' 1 :31. o Jv" oy ¢ o
-

acima depende dc potencial F(x) e as duas equagoes (V.14) e
{(V.13) tem de ser resclvidas simultaneamente. Isto foi feito do
seguinte modo:

1) O processo & iniciado calculando Q(x) tomando para
a fungao F(x) na equacao (V.15) o valor F (x) =Ynx/gnx0.

2) Levando o valor de n(x) calculado anteriormente na
equagao (V.1l4) calculamos a fungao F(x).

3) Com o valor obtido para F(x) voltamos & equacdo ¥

(V.15) com o processo sendo entao reiniciado. Isto & feito 'su



funcao 7](x) satisfacam 3 desigualdade

N T
Z [’]zu(*i) = "]a("éf_l < 16° (V.16)
i=1

onde N & o niimero de pontos em que o intervalo [Xo’ i] fod, divi
dido e o indice i se refere 3 iteragdo i-ésima.

Passemos ent3o a0s resultados obtidos. Na figura 15
veémos o efeito da carga espacial sobre o potencial F(x) e na figu

ra 16 o efeito Ssobre 3z densidade Y](x). Os calculos foram feitos

I“h
a
N
]
3
(o1
O
2.
I
ot
[ew]
D
™
I

0,01333 e tomando para fg Os valores indi-

iida gue o parametroféjcresce. Em termos de campo
elétrico o gue occrre & um aumento da intensidade do campo junto
a@ haste (curvas de F{x) mais vertical nessa regiao) e uma diminqi
F20 prozimo 3 parsde (curvas mais horizontais). o aumento junto 3
haste pode ser entendido a partir da equagao (V.7) que mostra que
& <arga no anodo crasce Com a carga espacial, Por outro lado a

diminuigds junto 3 varede & ums conseguéncia da blindagem, pelos

2latrons dentro do irblzron; da carga na haste central. Quanto 3
densidade, a ficura 16 mostra gque os elétrons tendem a se concen-—

tron wm raio efetive dentro do gual os elétrons estao contidos na

Sua maioria e gue diminui guando o parémetro;? Cresce. Este efei

2

ausado pelo Crescimento da intensidade do Campo que passa a
atrair mais fortemente os elétrons para o anodo.

Mencionemos agora due a convergéncia do calculo auto -
Consistente feito com as equagsCes (V.14) e (V.15) se torna
-mais dificil 3 medida gque tomamos maiores valores para o parémg
tros f? - Quanto a isto o importante & sabermos se existe um  13i

mite paraJB a partir do qual a distribuicdo de elétrons n3o 5 |

ados nas figuras, Aas curvas da figura 15 mostram que o potencial



ca mais estavel. O que pode ocorrer & gue a blindagem da carga
positiva da haste central pelos elétrons pode levar o potencial
a assumir valores negativos junto a parede do Orbitron. Isto tor
naria inviavel a fungdo distribuicdo que estamos usando como pode
ser visto nas equagOes (III1.20) e (III.21) que perdem sentido pa
ra valores negativos de F(x). Fisicamente o que teriamos era um
campo elétrico que em vez de confinar os elétrons dentro do Orbi
tron passaria a puxa-los no sentido do catodo.

Vamos entao definir um novo pardmetro que chamaremos%?'

dado por .
i df'b)
2
P= = ahe (v.17)
Te
= gue por definigdo & a relagc3o entre a carga espacial total e a

carga positiva depositada no anodo. A carga &_ deve ser maior em
mdédulo que a carga g{b) para garantirmos uma distribuicao estavel

de elétrons dentro do Orbitron, O© pardmetro &' deve desse modo

mente para o valor 8' = 1 a medida gue & toma maiores valores e
& b /

nac teriamos portanto nenhum limite tedrico para a carga espacial

t

V.3) ORBITAS ESTAVEIS

Para estudar o comportamento da densidade de elétrons
- calculada segundo a hipbtese de Orbitas estiveis - quando leva
mos em conta a presenga da carga eletrdnica dentro do Orbitron ,

tomaremos para os parametros oLy s 0(2 e L os valoresol,= 0



o ,=2eL=0. A funcio (x), equagao (II.39) proporcicnal 3
2 o Y) > i

densidade de elétrons, para L = 0 fica sendo

L » 2
= R
noy=castx ((ap lElgSm )b
o (v.18)
e £ 2

. 2 1 -

i, Yoo B g \dL @ Bz \e
« Jancos(Li)e L;—w»cos(’i%)é 2, Mwa(_i)zi

r T A. r

com Tlfpmf“ﬂa ¢ L. sendo dados de acordo com o que vimos no 29 capi
tulo, onde agora o potencial V(r) que aparece nas equagaes de defé
niczo dessas grandezas & calculado usando a equacao (V.1l4) da se-
cao anterior tom V(r]=Y ¥ . Combinando entdo as equacdes(V.14) e
{V.18) podeﬁos determinar em um calculo iterativo anilogo ao da g
¢ac anterior, os valores auto-consistentes das funcoes f?(x) e F(x).
Na figura 18 mostramos graficos da funcido F(x) calculada
para os valores 0, 0,5 e 1 do parémetro’é?. Como era esperado o
aumento da carga eletrdnica (maiores valores de /9 ) reduz os valo
res de F(x). Se compararmos a redugéo-de F(x) nas figuras 15 e
18, para um mesmo valor éejé:, por exemplo /5)= 1, veremos gue na
figura 15 F{x}! tem mencres valores do que na figura 18, para X
proximo de X_. ZIsto & uma consequéncia da carga estar concentrada
em volta dc anodoc no meodelo estatistico enquanto com Srbitas esta

veis os elétrons se distribuem mais uniformemente dentro do Orbi

Na figura 19 apresentamos os graficos da funcao 7](x) Pa

i - ) & .
ra os valores 0 e 1 do parametro 4. Vemos.que o raio efetivo do

(@)
H
ty
J 1
ot
5]
Q
3
06\
a1
v
'...l
o
Q.r
Q
Q
s
=

indro dentro do qual os elétrons estdo con

inui com o aumento da carga eletrdonica. Vejamos porgue /

} '
n
rt
Q
4]
Q
O

ntece. O raio efetivo @ igual ao apogeu da Orbita com mo
mento angular minimo Ll obtido fazendo B, = 0 na equagao (II.24) .
Ele & portanto determinado fazendo na expressdo da energia p. = 0,

p, =0 e L =1L, oque nos leva a equagdo



1 v — !
B T = S (v.19)

Esta equagao ndo tem uma solugcdo fechada, mais podemos
marcar em um mesmo grafico em funcdo de r os dois lados da equa
g¢ao e encontrar o valor do raioc efetivo pela interseccdo das cur

vas correspondentes as duas fungbes de r. Se observarmos agora a

: - . ~ £ : . -
figura 18 & facil entender que a funcao 1‘ Loy interseptara as
22a

curvas do potencial! de tal modo que para maiores valores de 5 te

/

remos raios. efetivos menores justificando portanto a situacao

IR

presentada pela figura 19.
Finalmente, observemos que o cialculo iterativo com as

equagces (V.14) e (V.18) apresenta as mesmas dificuldades de con

géncia da secgao anterior guando tomamos valores crescentes cc



VI) VIBRACOES COLETIVAS

VI.1l) INTRODUCAO

Em 1970, Salvador Troise, utilizando a haste central
do Orbitron como uma antena verificou gue existia um espectro

de radio-frequéncias associado ao funcionamento do aparelho.

LIEL)

Num trabalho ; que era sua tese de mestrado, além de apre

sentar as medidas gue foram feitas ele discutia diferentes mo
delos gue pudessem justificar a presenca desse espectro. Es-

ses modelos baseavam-se na hipdtese dos eletrons seguirem Orbi

tas estaveis determinadas pelas condicgdes do filamento. Foi
encontrada uma concordadncia razoavel entre algumas das frequén
ias mais baixas medidas e as freguéncias correspondentes as
Srkitas fechadas do eletrocn. No entanto, nem todas as frequén
cias foram possiveis de ser explicadas desse modo, e além dis-
so o modelo nao previa freguéncias acima de 83 MHz enquanto
uma parte do espectro estd acima desse valor.

Em 1971, Rodger Rogério, também em sua tese de mes-

modo, a0 menos gualitativamente, o espectro obtido. No seu
trabalhc ele supos que os eletrons estavam err equilibrio esta-
icc distribuidos de acordo com a funcao distribuicao defi-
z na referéncia (10). Neste capitulo vamos calcular as fre

ruéncias dos modos normais de vibrac3o dos eletrons supondo

que eles se distribuem segundo a fungdo distribuic3o que esta-
belecemos no capitulo II¥,ou seja, vamos supor que a densidade

de probabilidade %(?f?) de um eletron estar na posicao ¥ com
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momento _f? seja dada por

)rt

%u > )= A e " (VI.1)
- -—2 ~ — 5 : _—
se ¥ e T estao no dominio D definido pelas inequagoes (III.4)e
(III.6) e fora desse dominio §(¥})=0 . Na equagdo (VI.1)
tomaremos a hamiltoniana na aproximacao de carga espacial nu-

la, ou seja, N

2:
B = ;.{F‘ —€ev(r) (VI.2)

U

sando V(r) o potencial logaritmico criado pela haste central.
Designemos por ﬁ:, N, e lo os valores de equilibrio
respectivamente da présszo, densidade e temperatura do gas de
s em um ponto gualguer nc interior do Orbitron. Estas
randezas, como estamocs desprezandc as correlacoes ( equagao
(II.10))ou seja dentrc de uma aproximacac de trajetdrias inde-

{4C)
- ~ \
pendentes satisfazem a relagzae

,'{5 — M, i i Ao
{

gue & a eguacao de estado de um gas ideal.
Consideremos agora peguenas oscilagoes do gas de ele
trons em torno do estadoc de eguilibrio. Teremos em um ponto

ssac p dadas® por

o]
{7
v
I_ !

0
{
(D
H
3]
[o N
1]
=
n
1‘.'
joF
v
Qs
0]
=
[§)]
Y
i 5

#:: TO_+ T] (VI.5)

em que n' e p' sdo os desvios dos valores de equilibrio e va-

y ,
mos supor sempre gque M < Mg 2 "f'<< ?Q .



As oscilagoes dos eletrons nao sao arbitririas mas obedecem a
duas equagoes basicas. A primeira, & a equacdo da continuida-
de que decorre da conservagao do nimero de eletrons e a segun-
da & a equagao de Euler gue & a equagao de movimento de um ele

mento de volume do gas. Explicitamente,temos respectivamente:

é)_'__ & OEA.’\J“ (’Y\"I‘Z) =0 (VI.6)
ct
- —_
g iz -9 - gux,ci P (VI.7)

-
- n - =7 - .
onde Mo & a massa do eletron,’v(ﬂ%) e a velocidade do ele-
N - - - - L - D . - .
mentc de volume do gas na posicao ¥ no instante t e g € a for-

ca por unidade de volume que atua no elemento considerado e

D

gue na situacao de equilibric & igual 3 forga devida 3 diferen

ca de pressac. As eguacoes (VI.6) e (VI.7) combinadas levam a
L3

equacao de ondas gue descreve as oscilacoes do gas de eletrons

dentro do Orbitron como veremos a seguir.

Faremos agora uma série de transformacoes nas equa-—

) afim de obter a equaczo de ondas que pro-

v(i
m
(]
0n
=

!
foud
o
(@)1
0]
‘/1
1
<3

curamos. YNessas transformacgoes, além de alguma algebra e do
uso de algumas relacces termodinamicas desprezaremos todos os

] -z
a crcdem em n', p € V gue trataremos sempre co

Consideremos primeiro a equagao {VI.6). Usando a re

lacao operacional



d _ J

= J
;—J—C— -_5; +’L.?xao\, (v1.8)

podemos reescrevé-la como

An  m div(R)=0 (VI.9)

Supondo que as oscilacgoes do gas de eletrons sejam processos
adiabaticos a densidade e a pressao estario entio relacionadas

e podemos escrever

(VI.10)

an\ A
- GEk

Qo

onde o Indice S indica gque a derivada deve ser calculada manten

@ j&
{

do a entropia constante. Para calcular [ e¢n \ utilizaremos

: e N N
I\ 2T Jm [ Im ) .
~ i | == P ‘K Ny (¥E.51)
1 ~ o -4 o) f —
\\ = fj:‘.'} F Chy \ i 1
‘ V9T I
Da definigao de calor especifiro a pressac constante e a volum
constante temos gue
f Ihg
{ .’/b
{ oT jn _ Sy — L
( 35 C? o Cil1P)
p—
L dT’j%
onde para um gas ideal %ﬁ;é? . Por outro lado da eguagido de
& ~
estaco
( S ) = 4 (VI.13)
Pl kT

Substituindo (VI.12) e (VI.13) na equacao (VI.1ll) obtemos



é)j\_) _ i 4

em gue tomamos T = TO a menos de termos de primeira ordem e defi-
nimos a constante C com dimensdao de velocidade. Levando agora a
equagao (VI.1l4) na equagdo (VI.1l0) e substituindo SE%. na equacao

(VI.9) obtemos

'micz 251 i 3\&&?03 § g div (#) =0 (VI.15)

onde usamos-.também a relagdo (VI.8) e fizemos p = p, + p' despre
zando cos termos de segunda ordem,

Consideremos agora a equacao (VI.7). Substituindo nela

L U

as expressoes (VI.4) e (Vi.5) e retemdo apenas termos de primeira
ordem cbtemos
8T Y A & 9 i
N Me B2 — — ANGA B, — e O
- e ~ . . n
A Torga g na eguagao acima pode ser expandida em torno do valor
- - " :
de eguilibrio Do ate termos de primeira ordem

-~ —> Er '\"‘- £}
S = & ,,‘,'—:%; jogﬂr} A

erivada e calculada mantendo a entro-

joh

onde indicamos com S gue a

wn

pia constante e o Indice 0 significa gue estamos tomando o valor

!

no estado de equilibrio. Observemos agora que como es

(o]

e

QL"

(1 D]
“F(hen b

ot

amos supondo oscilagles adiabdticas, as relacdes entre as grande

zas validas no equilibrio se mantém e portanto podemos escrever

_.:>’. —
gﬁ;— ey —§é¥i (VI.18)
a‘r O’S 3)’0 S



Levando a relagao acima na equacgao (VI.17) e substituindo a ex

pressao da forga'g que obtemos, na equagao (VI.1l6) ficamos com

s

L .
Mo Mg 9% —-%:) '\» gﬂad\ t (VI.19)

—

onde cancelamos a forga 30 com grad‘% porgue no equilibrio te

mos a igualdade

Bo =g

SsSemos agora para o calculo da derivada L~0ﬁ9> gque aparece
5

v}
0

21

>

o
lil
"0

ao {VI.19). Para isso vamos inicialmente substituir 9

o)
O
kQ

% segundo a igualdade acima ou seja

L

A0
o v

(vz.20)

—_— = '3 e \
ff elq;: \ 1 C/ :}!\./LG‘\_“ { ai'c \'x
el BVl i) X A (Vi.21)
\ % | 1. % T /g
\ ‘QC }S o
onde pudemos calcular a derivada { 2_3.\ do seguinte
L P i
modo
.T,.—, ‘\\ N A V
ARG
! ‘ = | A HF == T
g N v Js -w,-;z,b'“c s R amg T
vodPe /s [2 -~ (a-’ﬁe ) (VI.22)
'a')’\e < a’n(_ S -

em gue no numerador usamos a equagao de estado Tgw-ﬂah“r =



s 55 —_—

denominador usand lacdo (VI.1l4 m db\ _ 1
no denomi sando a relagdo ( ) temos que (ﬂ"?) 3 i?

A equagao (VI.22) fica entao

] A = .
°oT, mok 25A%’i; knd Te
T = — i, (VvI.Z3)

EFO S %‘ﬁ% bia ?‘

Invertendo na equagao (VI.21)a ordem das operacdes 2 e arad e subs
= s

tituindo Eﬂﬁ) pela expressao que calculamos acima obtemos
Tfs Js

92 _ qady,

3]90 " )‘}o (vi.24)

Levando este resultado na equacaoc (VI.19) ficamos com

~=? / Py
i I Gaact Yo )_\1 v )
iy Wy i | FEeE Vb — ?ac{ F (V1.25)
° 3t U H /)

Finalizando essa série de transformacoes vamos divi-

N
= b 0 Y ~ . 5 - i P
dir a eguagao acima por VM, e definir uma nova variavel Tkz-j:
Po
obtendo entao para a equacao de movimento de um elemento de

volume do g8s a expressao

—_— —~

ey e [8.15 0%
By gs, o o ™ (VI.26)
2t X

‘onde usamos a eguagao de estado e o valor da constante ¢ defi-

nida anteriormente.

Voltando a exprsssac final gque tinkamos obtido da e-

ac {VI.15), vamos dividi-la tam-
4 ‘.L".A . -

= £ e a variavel M

& e

guagao da continuidade, egu

)
w()

<
ol 5

bém por M, e introduzir um vetor

gt —> . >
%%_%E-+ §.1r4 dxv(% ):(j (VIi.27)



O par de equagCes (VI.26) e (VI.27) levam imediatamente a equa
cao linear de ondas que estamos procurando. De fato, derivan-
do a equacgao (VI.27) em relagao ao tempo e substituindo a ex-

-~
pressao de %% dada pela equagao (VI.26), obtemos

2

5 ‘ i 2 .
sz& . %.%moly - = d—ﬁ = 0 (VI.28)

gue @ a equacgao que usaremos para estudar as oscilagoes do gas

de eletrons dentro do Orbitron.
VI.3) SOLUCAO DA EQUACAO DE ONDAS

Para resolver a egquacao de ondas gue estabelecemos

na segdo anterior, eguacao (VI.28), tentaremos uma solugcao que

seia um produtc de Ffungoes separadas de cada variavel. Comega
-~ ) L o TP o .
ramos supondo que a fungao (¥ t) possa ser escrita como
i
;. —itwb
. SN . 3 iy
w (T, tl= M(¥) L (VI.29)
onde A (Y ! % funcao apenas das coordenadas espaciais e, co-
mo estamos interessados em estudar as oscilacCes do gas, tormemos uma de

\ = ~ g - ~
cia »2 . Substituindo a exXpressaoc acima para rk(mt)na equacgao
(Vi.28) obtemos a equagao diferencial

y 2
2 — 2 Lopgs
Vi o+ g ad s (% ) (VI.30)

{

L=

satisfeita pela fungao air).
Em vista da simetria apresentada pelo Orbitron & con
veniente introduzirmos coordenadas cilindrica vy, e ,Z . Em ter

mos dessas variaveis a equagao (VI.30) fica



azu_}_d;é,_—{—i-o———-.{.a“'
Sy Y or

4y z
per TH S =0 1.3

—_—
onde o produto escalar QE‘%““aﬁ*

se reduz a um sd termo,
uma vez que a pressao de equilibrio C

é uma funcgado apenas
. . - . %
do raio e da definigao do vetor % temos

__i.kdo
= 3 b Ezfi

. ~ rd
Considerando agora a funcao «(7)

<

como um produto
wW(T)= U (Dt (8) 1, (2)

r E
a - . .

e Z , a equagao (VI.31) fica
epois de dividida por u
! aZ. 2 2
s e, 1 dohiy | L il i W oW
_}_ { c}{'hr—h .3 ;ii&r—#i « ¥ 2 .T i s 24 "If' = 0[' z ..1.___.2' ____O
N ! '{'r i wly, int HEN 0[21 &
*, \d‘_l v Y voAT T g AL 2
(VI.32)
Para gue a igualdade se mantenha guando variamos arbitrariamen
te cada coordenada independen

te na equagao acima & preciso que
©s termos gue sO dependem de uma variavel sejam constantes.
Assim para a variavel

L

z devemos

ter
%4 2 )
O\u% ' .
S i = Gy (VI.33)
{\l
/\/Lz_ |74 S o
onde {, & uma constante real para termos sclugoes periodicas.
Como

a fungao W, deve satisfazer a condicdo de contorno

‘\'L%(O)—_" M}(Zc\:o

(VI.34)



sendo Z, o comprimento do Orbitron tomaremos solucoes senoi-

dais e teremos entao a menos de uma constante multiplicativa,

w, = S Cy & (VI.35)

com C; sendo dado por

e =" wm om=4,2,3,. (VI.36)
1 Z,

Voltando a equagao (VI.32) temos para 4y a equacgao

: 2 _
C{’U-S "&
L e e (VI.37)
s " Il
AL g
com ¢, real. A funcdo u, deve ser periddica em & com perio

do 27 , ou seja devemos ter

(W]

AL (Q\:’U‘bk ‘:‘2}1\, (VI.38)

com =71y , sendo Yy um nimero inteiro gualquer

Levande (VI.33) e (VI.37) na equacao (VI.32) obtemos

para 4. a eguacgao )
N z T 7.
i N Au 7ok g !
Al e L r wo v = e
—— =5 | -?r T-.'[:)’"‘{_ % K—i o b(? “’O (VI.40)
Ayt N Ar £ r C

Encontrar as soluctes desta equagao que satisfazem & condigao



de contorno

b (a) =t (b)=0 (VI.41)

& encontrar os valores de & que correspondem as frequéncias
dos modos normais de oscilacao do gas de eletrons dentro do Or-

bitron.
VI.4) DETERMINACAO DOS AUTO-VALORES

A eguacao (VI.40) tem de ser resolvida numericamente
e descreverémcs agora, nesta secao, o método empregado para re
soivé-la. BAntes no entanto vamos reescreve-la em termos de va
riiveis adimensionais mais convenientes.

Primeiro passaremos da fungéo-ur para uma nova fun-
gac \{ , proporcional a %, , que normalizaremos depois de um mo
do adequado para ¢ cidlculo. Devido 2 homogeneidade da equagao

(VI.40) a funcac v satisfaz 3 mesma equagao diferencial satis-

feita por «. , ou seja temcs também para a eguacao
= 7 ") =
5 s gl 2
Aw  {a Ll 3 T W 2N S Y. o 8]
E3 ~.5 7 52 £ rl\ oy ~ 2 2 3
LW LAY L. © Z. Y

(VI.42)

2
Multipliguemos a eguagac acima por b , sendo b o raio externo

R - = —
Srbitron, e lembrando a variavel X—E; usada nos capitulos

"J:‘fw"*' / 0 . / ‘:L«}l "{11 n ‘.j)i Ne C
—4- 4ibg v = \ S+ 9’3 _ . e g_
f"-‘\.}(\ 1 [ T ) 6"/_‘[_ < zc X

(VI.43)

onde a fungao 'ﬁ{x} satisfaz as condigoes de contorno



(g:o la(gl, =0 (VI.44)

Na equagao (VI.43) o coeficiente de 5}3 no segundo
x
termo da equagao & uma funcdo de x que chamaremos de p{x). Es

ta fungao, p(x), depois de substituirmos Q- pelo seu valor

_ i dne
%rvx\"‘o Aar

fica sendo

(VI.45)

A
Py Ax X

"

Finalmente no Qltimo termo da eguacdo (VI.43) vamos

definir o par@metro \ pela relacio

—_ = (VI.46)

'3
C
p

t

?

5.
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L4
L |
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L]
11=9
s~
P

Queremos encontrar os valores do parametro A para os quais as
solugOes da equagdo (VI.47) satisfaz 3s condigdes (VI.44) de
contorno. Esses valores sao os auto-valores da equacdo e uma

vez determinados podemos leva-los na equacao (VI.46) e obtermos

s frequéncias dos modos normais de vibracao dos eletrons

[
Ho
it
e
0
v

tro do Orbitron.

0,
L

Para construir numericamente as solugoes da equagao
(VI.47) vamos dividir o dominio % ¢ x ¢ 4 em intervalos iguais

de largura d dada por (k um inteiro)



g = e (VI.48)
2k

Teremos portanto Z2k+4{ pontos que designaremos por x; com j
variando desde j=1 até j=M com M=2k+l. A cada xj corresponde
um valor yj da funcao y e um valor pj da fungdao p. Em particu
lar X, =Q e xMt.E . Nos calculos tomamos k=100.
Substituiremos agora as derivadas primeira e segunda

de y em relagdo a x na equacao (VI.47) pela expressoes aproxi-

madas
{ iLi:L) Yiea~ 3;'——1
A% /g 24 (VI.49)
¢ ,‘2-, pre Ry .
s S W 2 s ¥ Ji-t (VI.50)
\ "-r-i\z-}{_l jja‘ CJJ’.
d =
Fazendo isso obtemocs
. , 2
Yie—dYs + Y i - 2 f EE \
ThpeTo b Tadme o b AN gdTh 4 [y - 13 = O (VI.51
& - e o Y Hé ' -51)

Resclvendo a equacac acima para 2é+x ficamos com a e-

2

/ A L ( / s k 2,
T s \§—a53-d?;}'t~;-ﬁi 2+ (F5)- Ay,
\2:dd [} Y N 2 P (vi.s2)

que permite calcular o valor da funcac v em um ponto se souber
mos os valcres da funcao nos dois pontos anteriores.

Na equagao (VI.52) os valores Té da funcao p defini-
da pela equacao (VI.45) foram calculados numericamente em ter-

mos da densidade linear q usando a expressao aproximada



1:,!.__,‘ Qo Mies . M2\, o (VI.53)
i 2pd Ni-e  Xer| %

Observemos no entanto que a expressao acima nao pode

ser usada para calcular e e o que fizemos para estes pon

tos foi usar as relacgoes mais diretas

(VI.54)
-, _3}.‘13 R NI (VI.55)
{FM-L“ 240l L X %
! $o WM-L M-2 M-1

das acima estad mostrada na figura 20, para os valores oC 5 e
x, = 0333, A principal caracteristica de p{x) & gue ela tem
vzlores muito grandes nos extremos x = X, © X = 1.

Estamos agora em condigdes de construir a funcdo y(x)
r partindo de um dos extremos
do intervalc e indo, pontoc a ponto, até o outro extremo. Falta
lor para ﬁz Se comegarmos por exem-
plo do primeiro extremo. Esse valor pode ser fixado arbritaria -
mente, © gue corresponde a2 uma normalizagéo arbitraria da fun
gao y e o valor tomado nos cidlculos foi ‘git.Qi_ .

Na figura 20 mostramos um grafico do valor 4., da funcio-
g A ¢

~
~

{(x) para x = b em fungac de » . tomando para xo o valor
x = 0,0333... correspondente ao Orbitron em gue Troise mediu o}
espectro e fazendo ol = 15, Vemos que oscila & medida que

partir do valor )~= 0. Os valores de )\ que anulam a

[}
H
(D
wn
(@]
0]
w

fungéo 3M()J sao justamente os auto-valores que gqueremos deter-
ré}

minar. Vamos designa-los com um Indice M. com P =033 84 :nsm 0

sendo N.= 0 o valor do Indice correspondente ac menor auto- va-

lor. O auto-valor dependera portanto de dois Indices N. e Ny -
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Na figura a funcao %Moq foi calculada para My=0 e Mg=41 .
Uma vez determinados os auto-valores 'erfn& as frequén
cias dos modos normais de vibracdo da distribuicdo dos elétrons

sao calculadas pela equacdo (VI.46), onde fazendo u}:iﬂf e operan

.
) C } 22 2
i.'“h“g,"na—. 13 b \' }\mr,"e+ z“_::—ni' (VI.SG)

A velocidade c¢ de propagagao das oscilacdes & dada pela equagao

do obtemos

\

(VI.14) que pode ser escrita como

€ =5, @—&—T-

wnqu (VI.57)

z
o a

a velocidade de propagacao da luz no vacuo e ™me €

massa de repouso do elétron. Levando ¢ na equagéo (VI.56) podemos

Nas tabelas 1 e 2 mostramos as freguéncias dos modos 5 2 8
ciais de vibragao para ©{=28 e ol = 15 calculadas usando os va
lores correspondentes ao Orbitron empregado por Troise ou seja
a=20,07cm , b=2,25cm e z, = 10,8 cm. Observemos que as fre

gusncias nac dependem muito de oK . Passemos agora para uma compa

As freguéencias medidas por Troise foram as seguintes ({em
R | L+ 0 | ! N < < e
:ifi“ 456 TG4 T4 =585123¢ $3=432,0 £ 37
5 & 2y & = 8350+2.8 =2i3. 4 + 4
T T A S Y

JE{} =12},013,3 3[3:260"01“66



Comparando o espectro acima com as freguéncias das ta-
belas 1 e 2 da secao anterior vemos que as cinco primeiras fre-
guéncias medidas se encontram abaixo das frequédncias calculadas.
Como as frequéncias nao dependem muito de X nao devemos esperar
gue variando este parametro consigamos frequéncias abaixo de
100 mHz. Deixemos entao as frequéncias mais baixas do espectro
para serem discutidas depois e tentemos encontrar correspondén-
cias para as frequéncias mais altas

Observando as frequéncias calculadas para <X =15, ta-

bela 2, & possivel estabelecer a seguinte identificacao

A freguéncia s ¢ nao tem correspondéncia experimental. As
s entre os valores calculados e os valores medidos -
peguancs na realidade - podem ser entendidas como uma conse-
guéncia do Orbitron em que Troise mediu o espectro ser de di-

mensoss reduzidas nao sendo entao inteiramente justificavel des-

H
0}
™

)
o
0]
m

s inhomogeneidades do campo elétrico devidas & pre-
senca do filamento. No entanto este fato nao pode explicar a
e frequéncias abaixo de 100 mHz.

Uma possivel explicacao para as frequéncias baixas

=
()
o1}
o
(o]
W]
n
"

or Troise foi apresentada por Rogerio em sua tese de

- 12 - - - 535) -
hestraco( ). A ideia e levar em conta os termos nao-lineares

que foram desprezados na deducao da eguacao de ondas. Um resul-

(16)

tado bem conhecido da Mecanica nos diz gue esses termos

nao lineares considerados como perturbagoes pequenas da equagao
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de onda geram combinagoes lineares das frequéncias previamente
estabelecidas. Assim se {; e ﬁ- sao frequéncias obtidas quan
do linearizamos a equagao de ondas devemos esperar O apareci-
mento de frequéncias do tipo fﬁ—ij e jf+j§ guando levamos
em conta termos nao lineares pequenos.

A primeira frequéncia 5i =13,610,2 poderia entao ser
entendida como resultado do batimento das frequéncias fq%3

€ oo 4 gue da
j.'c,&’,S _jt‘,o.i = 4.2,?

O batiment> das frequéncias ;.. e fCi , da origem
7 il Py =

medidas dac muite proximo da frequdncia ¥, enguanto as diferen
e jgmfé sac proximas de fg. Quanto a frequéncia

deriamos identifici-la como resultando dc batimento entre

-3

YO

4 -~
Lo

se no seu trabalho estudou também o comporta
mento das freguéncias do espectro guando eram variados os para
metros do Orbitron. Assim ele pode observar que as frequéncias
mais altas se mantinham aproximadamente constantes enguanto as
freguéncias baixas variavam intensamente quando era variado o
comprimento do aparelho. Este comportamento esta de acordo com
2 nossz interpretacdo das frequéncias baixas como resultando do
batimento entre as frequéncias naturais.

Primeiro observemos que as frequéncias naturais

g dadas pela equagao (VI.56) n3o dependem muito do
N, Mg "'ﬂiz



comprimento z, porque o termo que contém z, dentro do radical
€ muito menor que .Xwn,nepara pequenos valores de n,.
1

Consideremos agora uma frequéncia [3% gque resulte do

batimento entre uma frequéncia 5:;Sﬁ'ng*n’ e uma frequéncia
12

:“f . ; ou seja,
ey M,

Af: = [\[)H 1Ln H’}\‘Lb ] (VI.58)

Derivando a expressao acima em relacdo a z_ obtemos apos algu

ma algebra

X i
e(ad) & M e (VI.59)
3%, 4zs \ 4 7

gue mostra gue a freguéncia {5% de fato depende fortemente do

Ainda sobre a eguagao (VI.59) pcdemos considerar dois

casos. Primeiro podemos ter o batimento entre frequéncias com

A s i - oa z = .
mesmo A , isto e, A=) = né T, . 2 £f3cil wver da equa
~ i . ~ Y s .
$ac aclma gue nessa situacao vfbif teria uma valor negativo
)
s & = . -‘ME-O
€ portanto 44 decresceria guando 2z aumentasse.
4
A outra possibilidade seria considerar o batimento

- -~ s ! :
entre frequencias com mesmo n_ , n' = n,, e X;? XA . Neste

z
caso com § ;»% 2(84) seria positivo e A4 seria ent@o  uma
t

22
funcao crescente do comprimento Z, - E esse o comportamento da
Gnica freguéncia para a qual Troise apresenta as medidas fei
tas.

Concluindo vemos gue a suposicdo de gque algumas das
freguéncias medidas resultam do batimento entre as frequéncias
naturais de vibragao do gis de elétrons dentro do Orbitron ex

plica a diferenca de comportamento das frequéncias do espectro



quando e variado o comprimento do aparelho.

Finalmente nas figuras 22 e 23
da fungao y (x) construida com a equacio
e x = 0,03333 com os valores de n_ , n

o} = E

nas figuras. Esses graficos mostram que

na regiao onde a densidade & mais baixa,

apresentamos graficos
(Vi.52) para & = 15
;e A indicados

as oscilagoes ocorrem

ou seja, proximo do

anodo. Este fato reforga a necessidade de levar em conta os

termos nao - lineares na equacao de onda.



VII. CONCLUSAO

A distribuigao dos eletrons dentro do Orbitron tem si
do calculada a partir de dois pontos de vista opostos: (i) su-
pondo gue a interacao entre os eletrons nio & importante e que
portanto a distribuigao & determinada pelas condigoes em que e-
les sao injetados pelo filamento; (ii) supondo que as colisdes
entre os eletrons sao suficientes para levd-los a um estado de

equilibrio estatistico. E claro que devemos considerar essas

{1

uas possibilidades como casos extremos dos guais a situagao re

1 dos eletrons se aproxima.

o

No Capitulo II construimos uma funcgao distribuicao

-

dentro da suposicao (i) gue chamamos de hipbtese de drbitas es-

tiveis e tentamcs obter ajuste acs dados ewperiventais da referdncia
{4} e no Capitulo III fizemos o mesmo suporndo os eletrons em
equilibrio estatistico. Dessas comparagdes fica evidente, ver

13, gue a hipdtess mais adequada para a descricdo

feita no Capitule IV da perda de energia do eletron por u-
nidade de comprimento do percurso, de onde deduzimos que o tem-
po de relaxacao & muito menor que o tempo de permandéncia do ele

tron dentro do Orbitron, achamos gue a hipdtese de equilibrio

estatistico & valida para gual

I8!

uer Orbitron com as caracteristi
cas tipicas gue supomos durante ¢ calculo. Observemos gue mes-

gue nac aceitemos gue essa estimativa gue fizemos seja sufi-

o
O

ciente para concluirmos gque os eletrons dentro de um Orbitron
tipico estao em equilibrio estatistico, ela torna extremamente
improvavel a hipdtese dos eletrons seguirem Srbitas estaveis

determinadas pelas condi¢oes iniciais.



Para determinar a distribuicao dos elétrons dentro do
Orbitron & necessario impor algumas restricoes no dominio de va
riacdo das componentes dos momentos. Essas restrigoOes eliminam
da distribuicdo os elétrons que durante os seus movimentos toca
riam no aparelho. No Capitulo III introduzimos restrigoes dife

rentes daguelas usadas em um trabalho anterior (10)

e da compara
cao feita com os dados experimentais pudemos concluir que estas
gue usamos aqui sao as mais adequadas, ou seja, o momento angu

lar deve ser superior a um valor minimo que impede o elétron de

tocar na haste central e os elétrons devem ter uma energia meca

No Capitulo V determinamos tanto para o modelo esta
tistico como para o modelo de Orbitas est3veis, em um calculo
auvto-consistente, a moéificagéo da densidade dos eletrons e do
potencial eletrostatico quando levamos em conta o efeito da car
ga espacial formada pelos elé&trons dentro do Orbitron. O ponto
importante . que gueremos ressaltar desse c@lculo & gque para
o valor do pardmetro , gue mede a carga eletronica total,
0.08 correspondente ac Orbitron onde foram feitas as medi
Gzs experimentais da referéncia (4), as modificacOes na densida
de no potencial sdo muito peguenas e portanto nao alteram os

resultados cbtidos nos Capitulos II e III desprezando a carga

Finalmente, no Capitulc VI calculamos as frequéncias
dos modos normais de vibragao do g3s de elétrons dentro do Orbi
tron e comparamos com o espectro de frequéncias medido na refe
réncia (11) utilizando a haste central do aparelho como uma an
tena. As frequéncias tedricas foram calculadas supondo oscila-

¢oes de pequenas amplitudes para que pudéssemos linearizar a

equacao de ondas.



A comparac3o mostra que as frequéncias mais altas me
didas podem ser identificadas com pequena margem de erro a al
gumas das frequéncias previstas teoricamente. Quanto as Fre
guéncias baixas & possivel encontrar corresponddncia tebrica /
para elas considerando a existéncia de batimento entre as Ere
guéncias naturais. A presenga de batimento corresponde a tra
tar os termos de segunda ordem como perturbagOes da equagdo 1i
near de ondas. O ponto importante & que essa interpretacdo /
permite entender a diferenga de comportamento cbservada experi

mentalmente entre as frequéncias baixas e as altas quando &

1
variado o comprimento do Orbitron.

Concluindo achamos que considerando os elétrons em

o

rio estatistico conseguimos construir uma teoria para o

Orbitron consistente com os dados experimentais disponiveis .

("
[0

Nessa teoria as condigCes de iniecdo dos elétrons pelo filamen

-

eles dentro do apare

£

o
Q
3
e
o]
ol
[ N
=]
g
O
21
¢t
o))
o
ol
(D
n
[
{'é!_'
HE

distribuicao

1ho determinada por tnico parametro gue & a temperatura.
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Mz
Mg | My ~ 1 Z 3 4 o
Alig ([ L4
0| 16,0 | 426,8 | 4343 | 2384 | 1456 164,73
O
1152,4 12243
O | 20,6 14358 ’
1
1162,0 |24%,2
10T
£ 1'82,4 | 2343
O 1458 1212,8
P B 1F
{2 | 4033 | 324,%
; £ < a
101 €32 2554
L
7 - ]
i i 41388 { 36§5,2 |
Tabela 2 - Os valores das freguéncias e & auto-valor

culados para x_ = 0,03333 e ol =15

Q0

=
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Fig.i— £sbogo de um Orbitron; -a haste externa ou anodo; o cilindro externo
ou cetodor 3—o0 fubo refietor; 4— o filamento;5—a zona do filomento; 6—a
zong central e 7-g zone afastada.
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fig 3— O momento do angular A, em fungdo do pardmetro

P
°]3'Z"' para x:=0,8 e x;=0,06/4,5.
o

z=0

oS a1t
;7
: i 5 i 1 1
z o1 02 03 04 C3x=05 07 &3 08 1,0 xx%-
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fig.4— A funcao q(x) coiculuda  dentro

de orbitas

estaveis com x,=0,06/4,5 +x:=0,3467 e Z-=52EEL pare alguns

valores dos pardmetros (o) ,ol2 ),
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o 2 Cep.2 figura 7

fig.7— Os pontos experimentais obtidos por Cybulska para espectro em
energia dos ions positivos. O eixo horizontal ¢ a energic em eV. As

curvas solidas foram calculadas supondo &rbitas
lores dos parametros indicados na figura.
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fig.12— Comparagdo do comportamento da densi-
dade n(x) proximo de x=| para dois modelos
estatisticos. Na curva da direita sem restricdo
na energia, e na curva da esquerda impondo:
E<OQ. As curvas formam calculadas fazendo
«=11,42 e x=0,06/4,5
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Na cuto consistente calculodo
dentro do modelo de drditas estdveis para 30=0,06/45 ,x:=0,347,
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