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Resumo

Desenvolvenios no presente trabalhio um tratzmento perturbativo para a matriz
densidade reduzida de forma siniilar a regra durea de Fermi para espalhamento.
Aplicamos a teoria a varios exemplos ¢ em particular reprodugimoes os resulfados
experimentals obtidos no laboratorio Kastler Brossel e ebtivemos uma relagie entre
os tempos caracteristicos de dissipagdo e decoeréncia.

Por outro lado, desenvolvemos um modelo simples para duas molécunlas interagin-
do com um reservatdrio. Mostramos resultados surpreendentss quando temos mails
que dois substemas interagindo: no caso particular em que as moldoulas estdo num
sstado infcial coerente, bombardeadas por fontes de mesma intensidade, o estado
assintotico apresenta uma concentracdo de energia no modo de menor freqiéncia,
Este resultado dd suporte a um modelo fenomenclégico de sistemas bioldgices ande
a condensacio de Bose- Einstein é produzida e o estado final também exibe uma
concentracio de energia no modo de freqgiiéncia mais baixa.



Abstract

In the present work we developed a perturbative treatment of reduced density ma-
trices which is similar fn spirit to Fermi’s Gelden Hule for scattering, We applied the
theoty to several examples and in particular reproduced the results obtained in the
taboratory Kastler Brossel experiment guantifying the relation hetween decoherence
and dissipation characteristic times.

On the other hand we developed a stmple model for two meolecules interacting
through a reservoir. We show that rather surprising results may arise when we
have more than two subsystems in inferaction: in the pariicular case where both
mwlecules are initially in coherent states, if they are pumped with the same strength,
the asymptotic state shows 3 concentraction of energy on the mode with smallest
freguency. This result gives support to a phenomenclogical model for binlogical
systems where a Bose- Einstein condensation is predicied and the final state also
gxhibits a concentration of energy in the lowest frequency mode.
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Introducao

O século que viu nascer a Mecdnica Quantica estd terminando com um vertigino-
$C progresso tecnolégico que tem peymifido nas dliimas décadas testes contundentes
de aspectos da interpretagdo da teovia quantica gue foram assuntos de longas dis-
cugsGes, debates e divergéneias ao longo do mesmo{22]. Um exemplo marcante éoda
existéncie de superposi¢des coerentes de estados macroscopicamente distinguivels,
previsto pela Mecanica Quintica 2 que implicaria necessariamente {uma vez reivindi-
tado wm cardter universal desta teoria) no aparecimento do mesmo fendmeno a nivel
macroscopico (paradoxo do “gato de Schrddinger "[13, 22, 39]). Uma das solugdes
propostas para este problema fol a modificacio da propria equagio de Schrddinger
(31] ou sua substituicdo por equagdes estocdsticas{ll, 17} ou ainda hamiltonianos
dependentes do tempo [4, 37, 38]. A outra vertente gue propde a solugio atualmen-
te mais aceita € a de considerar-se como sistema fechado o sistema de interesse mais
o ambiente que o cerca {ou o aparelho de medida). Quantize-se entdo o sistema
composto de acordo com as regras de quantizacfio usuais. Dentro deste contexto, a
“nao observacionalidade”de fendmenos de interferéncia a nivel macroscdpico é entdo
atribuido ac acoplamento entre o sistema de interesse ¢ 0 ambiente que o cerca. Q
mecanismo responsdvel pelo fendmeno é essencialmente quintico ¢ conhecido como
decoeréncia (perda de pureza) [13]. Recentemente, o grupo do laboratorio francés
Kastler - Brossel, em Paris, observou a evolugiio temporal de uma superposicio de
astados coerentes numa cavidade supercondutora e mostrou que no caso em que
a separagio entre os estados que compde a funcéo e onda inicial se¢ torna ma-
croscépica, o tempo de decoeréncia forna-se muite menor do que gualquer outre
tempo caracteristico do sistema [8].

Uma primeira contribuicdo deste trabalho & no sentido de caracterizar mate-
maticamente o processo de decoerdncia e o processo concomitante de dissipacio
em geral. Para tanto, desenvolvemos uma teoria de perturbacio para densidades
reduzidas, bastante similar em espirito & regra durea de Fermi para o espalliamento.
Em particular, aplicamos o formalisme ao experimento de Paris caracterizando as
escalas de tempo de decoergncia e dissipacdo e comprovando quantitativamente o
resultado experimental. Usamos nossos resultados ainda para investigar oulros casos
de interesse.

Uma outra vertente importante de investigacdo atual relativa as bases da Mac8nica

7



Quantica fol propiciada pela observagzo em laboratdrio de condensados bosbnicos
de atomeos frios. Desde sua descoberta um enorme estorgo tedrico tem sido dedicado
& sua compreensao {1},

Q fendmeno de condensagio bosdnica e correlacdes de muitos corpos ndo parece
ser objete de estudo exclusivo da Fisica. J4 em 1968 H. Fréhlich {32] propde um
mecanismo de coeréncia de longo alcance 2m sisternas bioldgicos que resultaria mum
fendmeno desse &ipo também: a idéla principal é gue se moléculas com momento
dipolar ndo nulo estdc mergulhadas num reservatdnio comum, vac trocar epergia
através do reservaidrio e, se energia for bombeada a essas moléculas, haverd trans-
feréncia da mesnia aos outros graus de liberdade presentes no processo de tal forma
que o estado estaciondrio que serd atingido apresentard um excesso de ensrgia ¢a-
nalizado para um dnico node {exatamente como no fendmeno de condensagiio de
Bose - Einstein}. Esse modo é 0 modo de menor freqiiéneia.

QObviamente a solu¢do completa desse problema é extremamente complicada, No
antanto, a construgdo de um modele esquemidtico com duas moléculas interagindo
com um reservatdrio é possivel de ser mostrado e, erabora esteia longe de poder
exibir o fendmeno de condensagdo bosénica, permite estudar alguns mecanismos
importantes para ¢ nwsmo de forma analitica. Com essa mobivagio construfmos
entio um models de dois osciladores acoplados via reservatério. Do ponto de vista
da Mecinica Quiinticy este € um problema interessante em si, por snvolver mals
do que dois subsistemas em interagdo. Pudemos observar que as propriedadss de
transferéncia de energia, por exernplo, podem revelar comportamentos inesperados
e surpreendentes. Em particular mostramos que, sendo os osciladores inicialmente
em estados coerentes, bombeados por fontes de mesma intensidade, {essa condigio
pode ser eventualmente relaxada) o estado assintdtico serd tal que o oscilador de
menor freqliéncia concentrara a mailor quantidade de energia.

A resclugdo completa e analitica deste problema fol possivel gragas a uma ex-
tengio de técnicas de algebra de Lie para superoperadores {14, 24, 28], Esta técnica
foi originalmente proposta & usada para o céleule de correlagdes. Ela pode ser ge-
neralizada para sistemas linearmente acoplados e, como fizemos, para o célculo de
densidades reduzidas.

Assim cono propriedades de transferéncia de energia em sistemas que envol
vem mais do gue dois graus de liberdade sdo surpreendentes, as propriedades de
decoeréncia também constituem um estudo muito rico dindmicamente. Resultados
preliminares indicam que hd também “transferéncia de coeréncia” entre os subsiste-
mas em questio.



Capitulo 1

Consideracoes Gerais

Este capitulo é um compéndio das ferramentas necessiriaz para o desen-
volvimento da tese, Serve também ao propdsito de estabelecer a hngua-
gem gue serd usada até o im do nosso trabalhe.

1.1 Formulagao da Dindmica Quantica

() estado de um sistema quintico é completamente especificado por um elemento
de um espago vetorial. Na representagdo de coordenadas, os vetores sdo dados
pelas funcdes de onda de quadrado integravel cujo madulo ao quadrado mede a
probabilidade de encontrar a particula no ponto “x". Para obtermos a evolugio
de um gistema quintico “postula~se” a existéncia de nm hamiltoniano, H, ¢ que a
evolugdo de um sstado |P{t)} seja de acorde com a equagio de Schrédinger.

i3 ) = i)y (L1)

onde H ¢ up observavel ¢ portanto hermiteano. Supondo gue H nio dependa
explcitamente do tempo, entdo, formalmente podemos escrever:

{0} = e T (k) (1.2)
onde [{#]} ¢ o estado do sistema no instante fp. Seja
Ult, fg} = ¢ 7 BE), (1.3)
Como H € hermiteano, entdo
Ul{t, 1p) = eFFU-8) = U= 1),

ou seja, U{¢tp) € um operador unitdrio. Ele possul as seguintes propriedades
notavels:



1. Conserva a condigdo de normalizacio do vetor de onda no tempo, satisfaz a
equUacao

é&%ﬁ{t?t{;}mﬁﬁ{z,&}, com Ut 1) = 1. (1.49)

2. Satisfaz a propriedade de grupo

UL, £)U{E, te) = U2, ts), propriedade que resulta da evoluglo matematica
determinista da equacao de Schridingser.

No caso de H depender explicitaments do tempo, um operador de evolugiio pode
ser definido generalizando a equagio 1.4

z‘ﬁ%’[}'(t,tg) = H(8)U{t, tg) com Ultg, 20} == 1 e H(t) hermiteans.

Neste caso, no entante, o Hamiltoniano H{t), em geral, ndo comuta consigo mesmo
em tempos diferentes, ou seja,

[EL (8, Ho(8)] £ 0 se 1 # 1.

Supondo que H, e H; sejam independente do tempo nos intervales #y < &y < tg+ A
& ty + AF < 1y < tp + 2A¢ respectivamente, entdo

Ulto + 2At, 1) = Ualty + 248, 4y + AU (g + AL, 1)

~EHa A~ FHL A # o i (L Ha )4t

= £ &

pois, [H, (£;), Ha(t2)] # 0, mostrando que U2, ;) # €73 Jeo 0 que seria de fato
a solugdo correta se H{2) fosse uma fungio numérica,

A solucio que leva em conta a nic comutatividade do Hamiltoniano sm tem-
pos diferentes poderd ser pensada emt fermos de uma sucessBo de transformagdes
unitarias infinitesimais que avancam no tempo em intervalos df durante os quais »
variagdo de H{t} € desprezivel

Ult+dt) =1~ émz);zz + CHdt®).

Cuja representagio integral é dada por [26]
;o

Ultto) =1~ f (VUL 1)t
L5

Seja H dependente ou independente do tempo, U{E, y) deve ser unitdrio ¢ satis-
fazer a propriedade de grupo. No que segue consideraremos o caso de hamtiitonianas
independentes do tempo, por simplicidade.

A evolugdo unitdria pode ser imaginada como uma “rotagiio”continua do veter
de estado no espago de Hilbert, £, que goza das seguintes propriedades:
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1. O produto escalar de dois vetores no espago de Hilbert, £, permanece constante
se ambos forem submetidos & mesma evoluge unitdria

{Uy|Ug) = ({U'Ug) = {]¢).

2. Uma evoluglo unitdria leva estados ortogonais, ¢y, ¢,, onde n; n; s8o indices
discretos arbitrdrios, & estados ortogonais

(U, [Un,) = (U U, ) = (In|Bn,) = Suin; se {[ni)} for ortogonal.

3. Transforma um vetor de estado [¢f) em |4}, segundo a regra |¢') = Ul).
Com isto, a svolugdo de um estado {¢(t); (1.1), pode ser descrita por uma
tranformagio unitaria

Wo()) = UL, te){¢(te)} com a condicio inicial, para £ = &, Uffg,tp) = 1

Deste modo, a probabilidade de encontrar o estado|¥{tg)} no vetor de estadc

n) €&
Palte) = (Balb{to))
evolui dinamicanente no tempo ¢ como:

Polt) = [(Balw () = [(@nfUG ta)lwttal

4. Transforma um operador hermiteano, O, escarito na base {in}}, O =5 O.lniimi,
em um operador ¥ na base {|n)'}, onde |nY = Uln}, segundo a regra

U=5 Omir¥iml =3 0uUnimU =U (Z Onm|n} (mi) Ul = yout.

No caso geral, a evalucio ne tempo do valor médio de qualquer grandeza devido &
evolucdo do vetor de estado, pode ger representada por

{0} (2) = {w)|Ol(2)) = (Pl | U2, 1) DU 210 ) 1i{t0)) (1.8}
= (P {0)|Qar (B 19(t)), onde

Oy (1) = UL, ta)OU{, #;) ¢ chamada represeniagdo de Heisenberg do operador.

Nesta representacio o operador evolui com ¢ tempo e o vetor de estado ndo varia
no tempo. Na representagdo Schrédinger , a evolucio temporal € atribuida ao vetor
de estado mantendo-se os operadores fixos no tempo.

A equivaléncia das duas representagdes é estabelecida pela equagio 1.5, ou seja,

g (t) = U, 6)0s (£ )U (L, 1), ou ainda,

a(te)) = Ullys(t)) = UMUR(t)) = [{to)). (1.6)

11



A evolugio temporal dos operadores na representagio de Heisenberg, ¢ dada por:

d _ gy (8 ey [ 2
Eg-@g{t}— (&U)@sﬁ—%i} (é}g@g){}*é*'{f@s L&{}
. yy »
= %‘%iﬁﬁg@gﬁ + U ('ég@s) U-— %ﬁ?@ms{}

e

' {_- (U'HSU) (U'05U) + U (3@5) U + (U'GsU) {u%xgzs)}

E?
' {i@sg (), El + A (§;®S)ﬁ}

i

] e

d N
ZﬁEEQH(t) = !@;{(ﬁ),ﬁ;{] 3 Zﬁ L*gg@c;) o

onde Hy = Hg = H.
Se o operador @ ndc depender explicitamente do tempo, entio

ih -0 (1) = [0 (2), Hy) (1.7)

As descrigdes de Heisenberg e de Schrédinger ndo esgotam as alternativas de
formulagdo para a dindmica quantica. B comum estudar sistemas cujo hamiltoniano,
independente do tempo, pode ser decomposto em uma parte nio interagente, Hy, e
uma parte que descreve a interagio do sistema com gutro, Hy:. Neste caso, em que
Hiow: = H = Hy+Bi, € conveniente usar a representogdo de interogdo introduzida
por Dirac, que ent certo sentido & intermadidria entre a representagio de Schridinger
( evalugao do vetor de estado no tempo em relaglo apenas a Hi.) € de Heisenberg
{ evolugio dos operadores uo tempo em relagio apenas a Hy). Nesta representacio,
define-se, além do jd definide operador unitdrio da equagio 1.3, um operador de
evolugdo também uniddrio, mas associado sonente a He

Uplt, tg) = e~ EMeli-ta),

Deste modeo, evoluglo dinamica da probabilidade calculada no tempo, £ poderd
ser escrita pon

palt) = |{galp()]? = |(6alUE to)lelt))

2

= [{#aJUslt, ta) UL, tYU2, tod 1 {2e))

= |l Unlt )R,

12



gue pode ser interpretada em termos do produto escalar do autovetor dependents
do tempo Ul{t, t5)|da} com o vetor de estado dependente do tempo, definido na
representacac de interagdo, por

[ (2)) = ULt to)lws(8))-

A evolugio deste estado ¢ dada por:
%;{5{3}) = (g;vé{z; 2&)) s (2)) + Uglt, o) (fjii?f)s{f}})
= + LU G ol (t) — LU, o)l (8)
= — 2 UL, o) Hindiss(2)

i

=~z (Ohe, o) MUl 1)) (U2, 000 (s (2}

d ~ i -
E,Elv(f]} = “gHeﬂz(f)W(t}} {1.8)

ontle
Hine(t) = Ub(t, to)HineUg (8, £g) = efPoli-toly, o= i Holi-ta) (1.9)

Hq independente do tempo

note que o vetor de estado na representagie de interacio, ]{b»(t)), evolui devido
apenas a hamiltoniana de interacic dos sistemas.

Por outro lado, a evolu¢do no tempo de gualquer varidvel dindmica O3, de acordo
com & equagdo 1.5, nos leva a:

@ (1) = @EIOPE) = BIUNE 00U, 0)5(1))
= @EIBEIE)

onde
B8 = U2, 10)0Us {2, 1) (110}

define um operador na representagiio de interagio,
A evolugao temporal dos operadores na representacio de interacdo ¢ dado por:

L, €= . 8
z}@%@{g} = 2§§£ (I}%{Z} f{;}@'{}g(t} t;}})

= —H Q) + thULL, tg) (%@) Ut t) + D{t)H,.

13



Como € ndo depende explicitamente do tenipo,entio
525 = [@(t) H, |
T i

Se compararmaos a equagio anterior a equaglo 1.7 observamos que a evolugio tem-
poral dos operadores na representagdo de interacio, @{t] se dd devido apenas a
hamiltoniana intrinseca do sistema.

1.2 Operador Densidade

Descrever um sistema fisico através de um vetor de estado ndo ¢ a lorma mais geral,
Um formalismo geral que permite descrever qualquer sistema fisico ¢ o formalismo
da mairiz densidade, que caracteriza o sistema {isico por um conjunto de vetores
de estado, [#;{t)}, e por um conjunto de pesos arbitrarios, p;, que especificam a
contribuicio relativa de cada um de seus estados,

Cada um dos estados possiveis, [;{f)}.que é normalizado mas ndo necessdriamente
ertogonal, poders ser expandido numna base, &, onde {¢q|dm) = dum & 3 1da M ] =
1 (relagio de completeza).

5(0) = 3 CEBga) = COE) = (Balis(2)).

Assim, podemos escrever a matriz densidade por:

e = 3 P3N (@5(Dlén) = > T ().
3

3

Se A & um observivel com elementos de mairiz Amn = (Pn Al entio, o valor
médio de A no instante £ serd:

A0 = Em e 0AR )
- Z PO (1T S 6n) (350
= ZZ?}{%’;@) A“?S’n} ((éﬁ!"j’z@)}}

=3 ({%!Zpﬂ@csn) W50 Al
x
=3l (Z PR 0| Al

14



ol 56ja

{AY () = Trplt) A (1.11}

onde

2} =3 pslw{8)}{us(t)] € o operador densidade. (1.12)

3

Portanto o operador densidade ¢ a generalizagio do vetor de estado e » matriz
densidade € a representacac do operador densidade em certa base,
O operador densidade ohedece as seguintes propriedades:

1. o hermiticidade

f
P = (Z_p,w}crnw}z)

= > gl ).
3
Comeo
p; =p; Pois p; é real,
entio
o' = p(t).
Consegiientemente:

(a} O valor médio de qualquer observavel é real,

(AY (1) = (Trplt)A) = Tr{pt)A)
=Tr{p(2)) (A)! = Trp(t}A

= {A}{t}.
{b} O operador densidade pode ser diagonalizade por uma transformacéo
unitaria
Aty = Upp)ut (1.13)

= Trp{t) = TrUp(tU! = TrUUR{HY = Trplf)
==» o trago de um operador € un invariante 2 mudanga de representagio.

15



2. o Pagitividade semi definida

Seja um estado qualquer {7}, entdo
(vla(Ole) = (] 3 o) (w50l
b
= 3 el wstele)

= Z?} el En)* 20

1
p(t) = 0.

3.0 Trp(ty <1

\
Tre’(t) =3 (#al (ZP}‘ !%(@)(%(@l}i (Zp;;!?é’}k(t}}{@f}k(f}) i¢n)
=205 Pk D (We(Bl6n) (uliy ()5 (1) 9he(1)

da relagiio de completeza, S |@ap{dal = 1, teremos
Tro*(t) = Y _ps 3 o [ (@O (0]
3 %

Como

[ <1 e Y m=1= 3 pel{(t)les(E)]? < L para V£,
E Ed

entao

Trof(t) S ) py = 1.
b

1.2.1 Estado Puro e Mistura Estatistica

O operador densidade pode ser visto como uma distribuicde muito grande de siste.
mas idénticos, ensemble, preparados de tal forma que cada fraggo p; estd no estado

s (£}
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Se considerarmos um nlimero muito grande de sistemas idénticos, todos preparados
num mesmo estado quintico, entao

py=1Y je iji%{i)}(%(f)i = [ (]

Um tal conjunto é denominado estedo puro onde, o operador densidade passa a ser
um projetor e conseqiientemente idempotente, ou seja,

plt) = [@){y| (projetor) == Trp®(t) =1 (idempotente)

Desta forma, é possivel interpretar os autovalores de p como probabilidades de que ¢
sistema, cujo estada é descrito por p, se encontre no autovetor correspondente a esge
autovalor. Tals probabilidades sio chainadas probabilidades de ocupacdo associadas
aos respectivos vetores de estado,

Potanto, uma maneira necessdria e suficiente para se medir a pureza de um estado,
que em laboratério & sempre um procedimento delicado de se obter, é verificar se

o8y = p(t) ouse Trot{ty =Trolti=1

Caso contrdric teremos uma mistura esintistica, onde
) # oty e Tro*(t) <1

A diferenca entre estados puros e mistura estatistica estd relacionada a medida
da “desordem”do sistema [25] através da entropia de Boltzman-von Newman [35]

Sg = ~Tr{plnp)

ou através da entropia linsar [5, 13

8(t) = Tr (o~ o) defeito de idempoténcia (1.14)

1.2.2 Evolucéo Temporal

Derivando-s¢ o operador densidade, definido na equagdo 1.12, em relaglo ao tempo,
obtemos

D’s( I9;(2) )‘i%if}HZw,-(tn (f;w:)s;)

Se o ensemble ndo é perturbado, cada um dos sistemas evolui de acordo com a
equacio de Schrédinger 1.1, cujo hermiteano conjugado é

—ih {%i*(f)l (W(2)[H.
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Cortn isto,

%p(z} =37 (;—%H) R0+ Y pilibs (M (8] (“;%5)
7 ;

- 1u (Zmiézg(m{%{z}i) -5 (Z z}fiéf;{t}}%{f}i) H
= & (Hp(6) - p(H),

teremos

oit) = = [H,p(0)] (115)

Devido a analogia cotn a mecdnics classica, esta gquacio € conhecida como equagde
de Liouwille-von Neumann. Se definirmos um superoperador linear

1,
L= M, (1.16)

denominado superoperador Houvilliano (a notagdo (+) denota o superoperador), que
atua sobre o operador densidade p(t), podemos escrever a equagio de Liouville-von
Neumann numa forma mais compacta, ou seja,

% (t) = Zo(t) (1.17)

1.2.3 Operador Densidade Reduzido

Conforme jd mencionamos, é comum estudar sistenmas cujo hamiltoniano pode ser
decomposto numa parte intrinseca, Hp, ¢ numa parte de interagio, M. Para
podermos estudar o5 subsistemas deste sistema composto, através do operador den-
sidade, temos que definir um operador densidade para cada um dos subsistemas.

Para tanto, vamos considerar um sistema composto, a -+ &+ ..., formado pelog sub-
sistemas a, b,.... onde os estados de um sistema composto sio associados a vetores
produto no espage de Hilbert, correspondentes aos estados de cada um dos sub-
sistemas, ou seia, o espage de estado do sistema composto € o produto tensorial
Eevpe. = Ea & £ & ... dos espagos de estados dos subsistemas a, 4. gerados por
bases ortonormals, {|n.3}, {Im}, .. dos espacos &,, &,,... respectivamente. Entdo,
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uma base do espaco produte, & = £, ¢ constituida pelos vetores, também orto-
normais da forma {|ne.)} = {na}} @ {ln)} @ ...
Assim, qualguer vetor, do espago £, por exemplo, pode ser escrito como

2} = > Gnalma),

e um vetor gendrico no espage produto, de dois subsistemas g e & por exemplo, serd
escrito por

[} = Z {@nalne)} @ (Gmplre)) -

nanb

Seia O, um observédvel de &, ¢ O = O, & 1, 2 sua exiensdo em £,
(3 valor esperado de Q, ¢ dado por ¢

{0y} = Trp0

onde p € o eperador densidade em £, associado ao sistema composto.
Assti:

(Og) = 3 {nam|pQinang}

Aand

e Z{?’&anﬂﬁ(oa & 15”?‘33?’2‘5}

fanh

s Z{nanblﬁ{(}a{ﬂa) & lnb}}

fignd

= Z<”“| (Z(”blplnb}) Ogln,).

o Tih

Definindo o operador densidade reduzide do subsistema ¢ por:

o Y (mualplne) = Tryp (1.18)

onde Try denota ¢ traco parcial no espaco &, podemos escraver

(O = 5 (na]paOalria} = TrepOa. (1.19)

Hy

1.3 Dinamica reduzida

A evolucio temporal do operador densidade redusido, g;, € dada através do cdloulo
do trago da equagio 115

19


http:L(n,n,lp(O.ln

Ty (5610)) = 7o (H 0]
4

4 ot

2522;%{15} = Ty, ({H, p(£3]} .

Se ndo houver interacio entre os sistemas ¢ e b entio o hamilioniane total, H, poderd
ser decomposto em H = H, + H, e a evoluglio do operador densidade reduzido gerd
upitdria como a equagédo 1.15, ou seia,

iﬁggpa{t} = {H,, pa(t}].

Por outro lade quando hd interacBo entre os sistermas, Hy,,, a evolougio do operador
densidade reduzido, p,, nio serd em geral unitdria. Formalmente, a maneira mais
direta de ver isto consiste em considerarmos a densidade reduzida na representacie
de orbitais naturais, i ¢, na representagdo em que ele é diagonal Teremos entio

pa(t) = 3 _pi(tllas(6))as(t)

onde p;(t) representa a probabilidade de ocupagdo do orbital no tempo .
Considerando a derivada temporal de pa(t),

i%ﬁa(i) = [B(£), palt)] + Z la;(£)) (ipj(g)) {a;(t)]

onde h{t) ¢ o operader hermiteano que caracteriza a transformagio unitdria res-
ponsdvel pela evolugdo dos orbitals naturals lg;{8)), notamos claramente que o
dltimo termo do lado direito € uma contribuigio ndo unitéria pois, desereve a mu-
danga dos autovalores como funcdo do tempo. Esta dindmica jamals poderd ser
caracterizada em termos de nm operador unitério.

E possivel encontrar uma relacio formal entre h{f), #;(t) ¢ os ingredientes da
dindmica, H,, H;y e i, [18], em termos de operadores de projecio e integrais
de memdria. Embora a estrutura da evolugio guintica de subsistemas interagentes
esteja completamente contida na descrig3o exata da referéncia [18], é muito dificil
utilizé-la na pratica ov Implementar aproxtmagdes. Pada a importéncia de com-
preendsr melhor a dindmica das correlacBes quanticas e do processo de decoerdncia
em casos de Interesse pratico, preferimos aqui, neste trabalho, adotar uma outra
estratégia. Deduziremos entio, no que segue a equagdo que serd o ponto de partida
para as aproximacdes posteriores.

A evolucio do operador densidade, p(f), na representagio de interacio, conforme
equagdo 1.10, é dada por:

d . L d .
gt =iy (Ul e Ua(t 1))
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= —HeBle) + HULE, o) (§9{2}> Uelt, 1e) + p(11H,

= — [Hy, 5(#)] + U{t, to} [H, p(t)] Ug(t. to)

m — [Ho, 0] + U, to) [Hy + B, p(6)] Uglz, 1)

z= e [Hy, BE)] + HLE(E) — BOH, + ULt o) [Hine, p(8)] Uolt, ta)

= UL, to M nUs (2, t) — UL, to)pHneUsle, £

ﬁmt{t]
= Ub{t, to)EineUn{t, to) Ub(t, )2 U (2, 1) —
o)
A
- U};(ti f;))ﬁwg(t, to}péft‘ iUJHintUO(tt iﬁ)» o ﬁmf(i)ﬁ(i) i E{t}ﬁint(t)r
f’i,-;(z)
on seja,
1L 5(0) = [Baae), 5(0)] (1.20)
Yt

A equacgio diferencial 1.20 é equivalente a equagio integral

0 =50+ (~1) [ ¢ (Bt 501 a2

Nas iltimas décadas, uma questiio que temn assumido relevancia crescente & o tra-
tamento de sistemas quinticos abertos. A idéia central é que, apesar da Mecinica
Quéintica ger aplicada a sistemas fechados, na pratica ¢ impossivel isolar complata-
mente o sistema <o ambiente que o cerca. Para tornar o problema tratdvel, mo-
dularemos 0 ambiente como um banho de osciladores harménicos e o acoplamento
ao sistema de interesse, um oscilador harmonico, serd linear. Trataremos sistemas
guéntices gerais cuja dindmica possa ser sscrita por:

Kmﬁsﬁ*ﬁ}q%’ﬂgm (222}

ende Hy & o hamiltordane do sistema, Hy é o hamiliontano do reservaiorio {(banho)
e M. ¢ o hamiltoniano de interacis.

Os dois tipos mais utilizados de hamiltonianas que se encaixam nestas premissas
SA0:
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1. Posigio-posigio

3{0{,} = B (ﬁgﬁ*‘“ ) b &Z (w;g::,&{:; 4 )

Y

Hy }i"g

+ 30 (@+at) (weh +ze) (1.23)

k

™,

2y

2. Onda girante

1 1
— i It i ot
Htﬁ;y,qjmﬁlam(a 3"}"2)'}'& Ek (wkékc;,+2)

My ) e
+ Y yhel + el (1.24)
a:ui

onde Hgw 4y decorre da primeira se desprezarmos termos ndo ressonantes. Isto é
uma excelente aproximacdo no regime de acoplamento fraco {20, 21, 18]

A densidade reduzida do sistema de interesse nestes dois casos pode ser abtida
facilmente na aproximagdo de Born-Markov e a deduglio das eguages resultantes
pode-ger encontrada em vérios livros textos [9, 16, 30, 8] ¢ nio serd repetida aqui'.
O resultado &

i205(6) = Cicups(t) = — [Hs, ps(0)
+& (7 + 1) (28pg(t)a’ — alaps(f) — ps(6)a’a)
+k7 (28 ps(t)a — 28 ps(t) — ps(t)aat)
—kM (2alpal = (@17 p = p(a1)")
~kM* (28p4 — 8% — pal) (1.25)

. d ]
I&Ps(f) = Lipwayps(t) = —% [Hs, ps{t}]

Ynia seglio 4.1 faremos a dedugio para dois ssciladores
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+k (7 + 1) (28ps(t)a! — alaps(t) — ps(t)a'a)

+k7 (281 ps(2)a — 28l ps(t) — ps(t)aaly, (1.26)
Se o banho for frio  — 0 podemos escrever %

ggﬁs(i) = “‘;.;f [Hs, ps(8)] + k (28p5(t)a" — 8'ape(t) - ps(e)ala) (1.27)

{3 segundo terme n3c unitérios na evolugdo, caracterizados por anticomutadores e
termos do tipo 813 é em geral chamado, o dissipador.

1.4 Decoeréncia, correlacao e dissipacao

Um dos problemas mais intrizanies no que se refere a contrastes eptre a Mecdnica
Classica ¢ & Mecinica Quintica € a inexisténcia de superposicdes coerentes de
estados macroscapicamente distingiiiveis na primeira. Em principio, a existéncia
de fendomenos de interferéncia a nivel microsedpico implicaria no aparectimento do
mesmo fenémeno a nivel macroscopico. O intrigente € a inexisténcia cldssica dos
fenomenos de interferdéncia quintica advindos de correlacdes. A mals famosa ilus-
tragdo do problema foi proposta por Schrddinger em 1935 com o “Paradoxo do
Gato”[22]. Na tentiva de resolver esta questfo, os conceitos de decoeréncia, de su-
perposi¢hes coerentes e dissipagio aparecem como ingredientes fundamentais. Ge-
ralmente o sistema observado, que inteérage com o ambiente, relaxa em diregdo a
um equilibrio térmico com o ambiente, fendmeno comuments conhecido como dis-
sipagio {12]. Por outro lado, o ambiente age sobre o sistema devido as futuagtes
térmicas provocando a destruicfo de estados quinticos puros numa escala de tempo
extremamente curta, processo esse que é denominado decoergncia (perda de pureza)
19, 13, 10, 3, 6, 7, 2]. Neste contexto, através desses processos, decoeréncias € dis-
sipacdo, num estado quintico compostio por uma superposicio coerente de estados
distingiiivels, torna-se uma mistura estatistica. Apesar de ambos terem origem no
acoplamento do sistema ac meio, dissipagio e decoerdncia sio fendmenos distintos
gue podem ocorrer independentemente[3].
No presente trabalho trataremos especificamente destes tipos de efeitos ndo unitérics.
Conforme mencionado anteriormente, embora o8 dois processo estejam relacio-
nndos intimamente, eles s3o essencialmente distintos. Um dos objetives do presente
trabalhe é propor uma expans3o pertubativa tanto para a decoeréncia como para a
dissipagio e estudar casos de interesse. Para isso € conveniente introduzir uma medi-
da de decoeréncia através do defeito de idempoténcia {ou entropia linear} conforme
equagio 1.14

é}(fi) =1 T‘Fﬁ;z {128}

*vaja segio 4.1
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e da dissipagao

Ei(t) _ tr (Hipi(t))
Ei(0) ~ tr (H;pi(0) (1.29)

onde ¢ € um indice mudo, podendo representar o sistema, o ambiente ou a inte-
ragio e E;(t), E;(0) sdo as energias do sistema “z"no instante ¢ e no instante inicial
respectivamente.
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Capitulo 2

“Regra Aurea” para Decoeréncia e
Dissipacao

Ne presente capitulo deduziremnos expressdes gerais perturbativas para
o cdlenlo do defeito de idempoténcia e da dissipagio. AplicagGes serdo
feitas para os hamiltonianos de um oscitador Hnearmente acoplado a um
banhe de osciladores, conforme eguagdes 1.23 ¢ 1.24. Estes exemplos
tem cardter diddtico e nos mostrardo os mecanismos carackeristicos da
dissipacdo e decoérencia. Finalmente, aplicaremos a teoria desenvolvida
para estudar a decoeréncia e dissipagiio de uma superposicao coerente de
estados coerentes. Mostraremos a relagio quantitativa entre os tempos
caracteristicos dos dols processos.

2.1 Expansao Perturbativa da Densidade Reduzi-
da

A dindmica completa do sistema, equacio 1.22, € descrita como mostrado no capitulo
anterior pela equagao de Lioville-von Neumann, 1.17 on na representacao de inte-
ragdo 1.20.

A equagdo na representagho de interacio pode ser iterada ¢ truncada numa dada
ordem desde que a interacBo entre o sistema e o ambiente possa ser considerada
fraca num sentido adeguado.

A itervacio ¢ feita substifuindo 1.21 em 1.20 até segunda ordem em Hy,,, obtendo:

a(t) = p(o} + ~§ /ﬁ { dt’ ﬁa(t} ﬁit’)]
= p(0) — ‘”;;;/; ity [fim(ti),ﬁ(ﬂ)]

1 ¢ @ s - B \
_E/{} dig/@ dat} {ng(ig}, {Hm:{iﬂ,ﬁ({})}] L @{Hfﬁt}
:5{8}_%;}@}%;3{2} PR
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A dindmica reduzida do sistema de interesse 5 ou K serd dada por
pi=Tr;p  onde{, j representam os sistemas e 1 3 J.

Esta ¢ a equacdo de partida para o cédlculo pertubativo do defeito de idempoténcia,
1.28, e dissipagio, 1.29, definidos no capitulo anterior. Deniro do contexto pertur-
hativo exposto e supondo que a condicdo inicial o(0) é fatorizada, podemos escrever
expresshes gerais para d5(1) e Es(2} ou para da(f) e Ex{t) como segue:

&My =0

81t = ~tr (67(1))” - 26rs® (02 1) (2.1)
B = TrHel (o)
ERw =T j=Somk (2.2)

2.2 Acoplamento Linear a um banho de Oscilado-

res
Consideremos inicialmente a dindmica dada pela hamiltoniana Hpw 4 da equacio,
1.24, com 7y, real por simplicidade.
Para uma condigio inicial, p(0), fatorizdvel

2(0) = ps(0) ® pr{0),

podemos escrever a dinfimica reduzida numa forma compacta por:
t
Egﬁ(i) me “g??mf igil [H,‘m{f}),stn}}

By =35 {f dt (83,08 [8] (1), ﬁz(f?)]}
i Fe

p‘“{fj(z) s wg?’?“m f dts f i dty {ﬁm(tz}y [ﬁinz(iz}sg{a}n

%@mWZZU&Jﬁlhmmﬁ@m(w@m

J P

Gan={ 2 |

+ [5{(52), G (tl}fo’}(ﬂ}] (07, (£2)07,(t1))
- [o1te2), 0167 (12)] Gn(en)oE 02}

(Gdy={ o

pnde:
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1. Se “I" for o sistema € “m” for o reservatdrio entio
. Ty =%, ’?;eé"‘"{“’&”“"’}zéi para j= com §
é? {f) -
P{t) = 37, memfleswoltgc para j = sem

. sl g
é;’{t}:{ &' paraj com 1
& paraji=semt

Logo

e f dt, {[a1, Bl 0)] (T(ta )} -+ [3, Fel0)) {133}

By = L / / dtadty {18, 18, s(O) {TH)THt1))

+[al, [a", 75 (0)}] (T {30 ()}
+ (&, 855(0)] (T@ETH0)) + [8,8155(0)] (T (20 (1)}
~ [ Be{0¥a' ] (P (1)) — (81, Bs(0)a] (P8I (2)) ]

2. Caso contririo, se “I"for o reservaidrio e “m” for ¢ sistema entio teremos:

A = - f dty {[[V(82), Br(0)] 8} + [T(t1), Br(0)] (81}

O = -1 f f‘”dtzdtl T (ta), (T(t1), Br(0)] 812)

+ (D), M6, (0)]] &)
+ [THta), T(0)Fa(0)] (A8 + [D22), T2 )o(0)] (a4)
~ [Tita), F=(®)(0)] (38" ~ [P(t2), Fr(O)0()] (8'a) )

Tomemos 2 condigido injcial
ps(0) = m{n, pr(0) = Lo o,

p0) = [n}n| & 3o PHn,

onde |r}{n| ¢ » densidade correspondente a wm auto estado do oscilador principal,
Hp é dado pela equaglo 1.24 ¢ Z 2 fungdo de particho correspondente. Com isto
temos todos 08 ingredientes necessdrios para o calonlo perturbativo da decoeréneia
e dissipagio. A dinf@mica reduzida para o subsistema 5, em segoenda ordem, serd:

25
{2}({} = |n}{n] — Z,};g {w&) ;
—n{f; + 1) i?z - 13n o 1 (-~ 1 En o+ 13 n + 1]}

{2n+ 138+l n){nd
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onde & = {w, ~ wy) € Ty & 0 nlimero de excitagdes do banho.

Neste caso simples ja podemos identificar alguns dos mecanismos xmpartantes da
dindmica reduzida a tempos curtos: primeiramente notamos Que p_% (£} deixard de
ser um estado puro adquirindo as contribuigdes dos termos diagonals [n—1)}{n—1| e
in+ 1){n+ 1. Além disto, podemos claramente identificar 0 que acontece a tempos
muito curtos, no que é freglientemente chamado regime pré-cindtico: para fempos
tais que

sin® %f:

2
(%)
¢ porianto a expressdo para a densidade redusida fica independente das frequéncias
do problema. Em particular isto irplica que fodos os mades do banho para os quais
v ¥ O vio contribuir para a densidade reduzida do sistema de interesse, mesmo
agueles com energias nuite diferentes da snergia inicial disponivel. Vemos entio
que o regime pré-cinético é dominade pelo principio da incerteza energia-tempo.
s §

Apés este tempo, fe &t ~ 1 a fungio (sin® %) (%) comega a limitar a contri-
buigdo dos estados mas distantes tal que

dut < 1, o termo dependenis do tempo -y §?

sin® &
y2
(%)
e & contribuigio do reservatorio 2 evoluclo do subsistema de interesse serd predomi-
nantemente abtraves dos estados com energia préximas a wy. Inicla-se entfio o regime
cingtico, onde se aplicars as consideragdes que serdo feitas na deduglo da equagdo

mestra®.
Substituindo pg?} (£) nas equagbes 2.1 ¢ 2.2 encontramos respectivamente:

et § {tdg = Mg}i {2.3)

sin® éﬁt

§s(t) = 8D () «»zzq g{2n~§~1)nk+n}( 73

e
sin® éﬁﬁ
smm,(f) = fiwaz Voo (Tl — n) OF
3
L
2 gﬁ.
sin*® =g
B pw ay (£) = nhwy -+ fiwg Z Vg (A — ) (&)22 (2.4)
K 2

Das expressdes acima vé-se nmediatamente algumas diferencas essenciais entre os

processos de decoeréncia e dissipacio: no caso da decoeréncia, todas as contribuicdes

incorporadas a p(sz)(t) pela interagho adicionam-se contribuindo positivamente para

Yrnaiores detathes na segdo 4.1

tsecio 4.1
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a perda de pureza. No caso da dissipaglo, vemos que o3 modos que tem R, > »
tendem a excitar o sistema enguanto que o5 que tem 7y < n tendem a desexcité-
o, O resultado € portanto um balango entre perda & ganho de energia como se
vé claramente na expressio 2.4. Em particular este balanco poderd ser nulondo
havendo dissipacio mas havendo decoeréncia. £ razodvel entio pensar que o tempo
caracteristico da perda de pureza ¢ mals rapido do que da perda de energia. Isto
serda demonstrado mais rigorosamente na seccdo2.3. K possivel tambem usar um
gstado inicial do tipo

ﬁﬁfe
A

onde p,{0] é um estado inicial qualguer do sistema de interesse, Neste caso obtemos
para a dissipacio e decoeréncia até segunda ordem

e {2}
gsmwﬁzif} - 5{:153',1;(2} S;mmz{g}

p(0) = Y & (2.5)

sin” &1
= TrHgps(0) + szw i« (7~ (8'))

(’«Ezg 2
{2.6)
gﬁwwa;{ﬂ = Eglwa){ t)+ Fg}ﬂwm( }
28 ;;t
= TrHzpa{0) ~ ﬁzww g (B ™ (ata}) w(n )2
2
(2.7)
éﬁmwﬁ;{t:} =1- t?"ﬁgsm}
+ZZ o sin’ {mf?‘p s(0) + (27 -+ 1 tr ([81, 805(0)] ps(0)) }
28)

%‘3*

Mpwaltl  =1—trp “a{0) + Z ¥ sz “““ ) “2; {i [Ck, {,?g({}}} ey, ox (03] (23(8H

+ 2{atayir g p(0) + 2 (2{&18) + 1) #r ([e;, &ﬁpg({;)} pR{{}}j} .
(2.9}

I clare que o resultado anterior pode ser imediatamente obtido das expressdes acima.
O fato da energia total se conservar,

A{Esmw”(t) + Eﬂmway(t) + Efﬂ*{mvm(t)} =,

nos leva a conchiir em segunda ordem, usando a condicdo 2.3, que a corregdo 4
interagio se anula, ou s¢ja,

Agf'mgawg; (f) - “&{Esmwm(t) + Eﬁmw&;(t}} i “{g&xwm(t} + ER{&W&} (ﬂ} = {.
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Por outre lado, oa dois subsistemas perden: pureza como pode ser visto a partir
de 85{f) e 8x{t) como ronseqiidneia direta da interag8o pois 85(¢) ¢ §x(t) tornam-se
positivos,

Um caso interessante € ¢ acoplamento posiclo posicio dado pela equagio 1.23
onde consideraremos novamente v real por simplicidade. Tomando a mesma con-
diclo inicial 2.5, ¢ vsando as mesmas téenicas é simples obler as expresses para
E®3) e 472(3). No entanto estas expressbes sio pouco elucidativas e por isso ndo as
ssereveremmos explivitamente. Vale a pena, entretanto investigar um fendmenc que
acontece com a variaglo de energia na interacio. Bm segunda ordem,

ES = ~EP (- EP @)

assegurando a conservagiio da energia, comoe deve ser. Para fazer este ¢dleulo utiliza-
i P 1 .
TEMos uina sxpansio em série de Taylor no tempo de (ﬁzazﬁiﬂi {t}) dos subsistemas
a tempos curtos. Mostramos entdo apenas as expressdes em ordem de #° para as
energias do sistema de interesse, do reservatério e do acoplamento
2 : .
ggj (8) = g Y ¥ (2 + 1)
&

Pl
BY 0 =0nY wet (2ala) + (@) + (@)% +1)
&

EE () = —Phay > % (27 + 1)

Mg ) -
~13 s (2818 + (@) + (@) + 1)
&

Note que aqui, contrariamente a0 que ocorre no caso anterior, as duas energias
crescem. Fom particular, a energia do oscilador principal cresce independentemente
do estado incial p(0). Isto quer dizer que mesmo que o estado inicial seja o estado
fundamental do oscilador em questdo, e mesmo se os osciladores do banho também
estiverem em seus estados fundamentais, iy = (), essa energia aumenta. Jsto é
um efeito quantico devido 3 interacdo. No caso anterior, o estado fundamental do
hamiltoniano de partida consiste em ter todos os osciladores individualmente em
seu estados fundamentais. Agui isto )4 ndo é mais verdade ¢ existe uwmn estado com
energia menor do que a deste, gue € o estado fundamental do sistema fora da RWA,
Ent3o € posstvel, para o estado inicialmente utilizado, uma tentativa de atingir esse
estado de menor energia, sendo para isso necessdrio geder energia.

2.3 Decoeréncia e Dissipacao de uma Superpo-
sicao Coerente

Vamos agora aplicar o esquema parturbativo desenvolvido para sstudar quantiiativa-
mente a relagio entre as escalas de tempo caracteristicas da decoeréncia ¢ dissipagio
para un: estado inicial especial, wma superposicio coerente de estados coerentes.
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Seja
p(0) = N*(@) (le) + | — @) ({e] + (—al) @ [ ] 164} (64l (2.10)
k

com

(M

N(a) = (2 -+ 26—2|Q[:) -

que evolui sob a hamiltoniana Hgw 4 equacdo 1.24. Note que no estado inicial
considerado o banho encontra-se a temperatura nula 7; — 0. O simbolo |6,)
indica que o k-ésimo oscilador encontra-se no estado fundamental. Obtemos até
segunda ordem conforme equagao 2.6
(0) 2 2 —2ja? p Sin® éz”
Bsinwn (&) = By (&) = N2 {(@)haolal® (1 - 7201 347, OE
& 2
para a energia (dissipacdo ). Note que o sistema de interesse vai perder energia para
o banho, neste caso. Por outro lado, da equagao 2.8

Sln
65y (E) = 2N?(a)|af? ( e~ 2lal? ) 272

Para definir tempos caracteristicos de decoeréncia e dissipa.géo fazemos o seguin-
te: supomos um espectro suave e continuo para o reservatério e uma dependéncia
suave de -, com k. Nestas condigGes, as somas que aparecem nas expressoes acima
podem ser convertidas em integrais. Usando uma densidade de estados® D (w) e a
condigdo 2.3, escrevemos

ES(R“’") (t) = Eé?l:wm (t) - N2(C()ﬁbd0|0.'|2 (1 - e_zlaiz) TZ(WD)D(Wo)t
5S(RIVA}(t) = 2N2(o:)|a|2 (1 - e—2|o[”) TQ(WD)D(wg)t
0 que nos permite definir as escalas de tempo da seguinte forma

1]
E.‘(S‘(me(t) - ES(.R“’A](t) t

_ - = — (2.11)
Siawa)
onde
glOpure (cx|Fie ata + 1 la) = Buwg | |a* + 1 (2.12)
Staway 0 2 - 2/ .
Assim,
jof? (1 - 29") 72(wp) Diwo)
Taiss = V(@) :

2 1
o + 3

Smaiores detalhes na segio 4.1
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Analogamente definimos

t
O imay(B) = —
(AW A) Tdec

com
ik = 2N%(@)|of? (1 - e7") *(wo) D(w).
A relagdo entre esses tempos é

Tdiss _ 2lal®> +1

Tdec
Esta relacio foi obtida na referéncia [7] de forma qualitativa. Mostramos entio
que o tempo de decoeréncia é de fato mais curto que o tempo de dissipagio e serd
tanto menor quante maior for |a|?, ie, quanto mais macroscépico for o estado de
“gato de Schriodinger ”. Esta relacdo espelha matematicamente o entendimento
da emergéncia do mundo cldssico: quanto mais “classico”maior o niimero médio
de fotons dos estados que compde a superposigdo coerente, maior |a]?, mais dificil
sera detectar efeitos quinticos que eles passam a produzir, pois a coeréncia entre as
componentes serd perdida rapidamente.
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Capitulo 3

Técnicas de Lie para
Superoperadores

No presente capitule mostramos como a algebra de Lie para superope-
radores pode ser utilizada para o desacoplamentode uma dlgebra que
envolve dois graus de liberdade. Particular énfase é dada ao calenlo de
operader densidade. Discutimos os vérios métodos possiveis ilustrados
comes exemplos.

3.1 Algebra de Lie para Superoperadores

A solucdo de equacéo de Liouville-von Newmann, 4.16, quando o Liuvilliano, £, é
independente do tempo & dada por

o{t) = £ pq {3.1)

Em muitos cases de interesse £ € uma combinagdo linear de wm conjunto de su-
peroperadores que queremos expressar como um produto ordenado de exponenciais
destes superoperadores,

eﬁ:j&y&ag.&gém s a;ﬁ,’gﬁ;}?g‘“

onde o conjunto dos elementos {A;} formam uma algebra de Lie [28] ¢ {a;} 580
numeros complexos.

(s superoperadores atuam no espaco formado pelos operadores lineares que atuam
uo espaco vaitdrio £. O espage de atuvagdo dos superoperadores é chamado ¢spago
de Lionville £,

Urna algebra de Lie é definida por um conjunto de operadores A = {A, A,, .. A}

fechado sob comutaglo, ou sejs, a operagio de comutaco entre qualguer par de
elementos do conjunto, resulta numa combinaclo linear de slementos do préprio
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conjunto.

£
r S
{&.ii ﬁ.;} e ZCE;&;

Rl

onde ¢ niimero de elementos da Algebra, 7, define sua dimensionalidade ¢ cgk} s&o

denominadas constantes de estratura da dlgebra que satisfaz a identidade de Jacobi

3 (el + el + eflefy’) =0

ER

g a anti simetria do comutador

3 k
o) s )
{k}

Reciprocamenie, dado as constantes ¢
as constantes de uma dlgebra de Lie.
A principal vantagem do uso das téenicas algébricas de Lie reside na sua generali-
dade. Pois, uma vez que uma algebra é gerada por um espace vetorial, uma base
pode ser escothida para o espaco vetorial de gualquer dlgebra.

No caso especifico que envolve osciladores harmdnicos surge o aparecimento de su-
peroperadores bosdnicos que para um hamiltoniano de interacdio linear nas varidves
& ¢ § dos osciladores, estes snperoperadores bosdnicos formam uma dlgebra fechada,
o que permite aplicar as téenicas da algebra de Lie.

Os superoperadores bosénicos representam a agdo dos superoperadores, de criagio
e aniquilagio do oscilador harménico, &) ¢ &, respectivamente, sobre um operador
A qualquer,

i; que satisfacam estas igualdades, elas serdo

(81:) A = &, A (a;‘) A=alA (a)A=A% (a])A=Aal (32)

que obedecen: as relagties de comutagiio

(B, @] =@y =1 [(a(ah] = ~(1) = -1 (3:3)

sendo nula as demais combinacdes ds comutagdo.

QO produto bilinear dos superoperadores bosboicos é dado por:

(%) = (B)" = (&) (Ba) (-81%) = (81)? = (&) (&)
(828l = @) (a) = (&) @) (da)=(al) @y lag
(slae) = (8)2 @2 = [dhas] <0 (alar)? = (slar) (alan) |

idem para a troca de & com §§ o1 &, com :§§
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3.1.1 Transformagao de Similaridade e Formula de Haus-
dorff

Seiam A e B operadores pertencenies a algebra de Lie, ¢ 2 um ndmero complexo.
Seja f{z) = e*ABe 3 sujeito 3 condigio flz =0) = B,
entao, f{z) satisfaz & squacdo diferencial de primeira ordem

% Fle) = AcFABe ™A 4 FAB AL A) = Af(z) ~ Flo)A = (A Fle)]

cuja soluclo serd:

fla) =B+ j; "' (A, F&]

Substituindo f{z'} = B+ j::’ da” [A, f(z")] e prosseguindo iterativamente, obie-
Moes:

“n" comutadores
Y

2 Pl ,
f(z) = A Be~* = B + 2 [A, B) + :‘;» (AJA, Bl + .. + g;’% (A A, (A, B].]]

Podemos ainda escrever a equacio diferencial para f{z} na forma:

d

= f(e) = (A ] (=)

cuja solucdo sera:

f(:f:) = @x[A’]f(x oS 0) o évx[A:lB
obtendo assint a identidade:

e:r.A.BewmA —_ ez[A,:}B

Resumidamente, uma transformagio de similaridade de Hausdosff [24, 36 £ de-
finida por:

Pt nemutadores b
.

*ABe ™ =B+ z[A,B]+ L ]AAB]+ 5]A (A, . ]A,B].]]

o e zn;Ai‘}ﬁB s {3.5)

i ::l?

m TR
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onde, A ¢ B € A e o superoperador {A, " indica:

(A, 'B =B
[A*% ']B = QA: B]
A, FB={A.]((A,1B) = [A.-](A.B) = [A,[A,B]

{gi '}aB = [As 'Eﬂ-i[‘é’w Bi

Através da delinigdo da equacio 3.5 pode-se mostrar que se expandinmos em série
de Taylor uma hungdo, G{A,, Aq, ... A,), dos slementos da dlgsbra de Lie, remos
obter:

A G (AL Ag, o, An) = e2G (AL As, L An)e™
=G (el1A, et Tay, elhila ) (3.6}

3.1.2 Pdoérmulas de Baker-Campbell-Hausdorff e de Zasse-
nhaus

A férmula de Baker-Campbell-Hausdorff { férmula BOH) estabelece que para quais-
quer operador A e B € A existe um operador C € A tal que:

ereP = g (3.7)
onde [23]
C=A+24i+ g4 Dy + ...
com
Z1 = B
7, = %gai B)
i
Z = z {[A.[A. Bl + {[4.B], B[}

A expressio dual, conhecida como formula de Zassenhaus |34, 23], ¢ dada por:

... (3.8)

onde, C,, constitul uma soma de produtos de comutadores de n-ésimo gran de A e
B.
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Suzuki, [27], estudou a convergéncia de 3.8 ¢ deu uma forma sistematica para ob-
tencio dos operadores C,, cujos termos de menor ordem sio:

1
Ch = “—i{A,ﬁ]

C, = %g& {A, Bl + %{A? (A, B]]

3.1.3 Exemplo - O operador Deslocamento unitdrio de Glau-

ber
Seja: A = o8l e B = —a*a;.
Corm isto, usando a formula BCH 3.7, onde
Z, =8B = -0o"4,
_ i, 1 ; . 1l
Zg = §‘A,B] = -2-{ ﬁz,“&’ 511} e ‘é’!&’l

Z; =0, pois, [AAB]= [adylaf” =0
C=A+Z +Zo+ ..+ 2+ .. = af) wa*élw&éialg,
podemas obter o operador unitirio de deslocamento de Glauber

Dia) = 87" = gahi p-ata o= o’ (3.9)

3.2 Desacoplamento e ordenamento de operado-
res
Existerm diversas técnicas para desacoplar uma exponencial de elementos de uma

algebra de Lie em produtos de exponenciais destes elementos,
As téonicas que iremos ressaltar a0

3.2.1 Técnica matricial

A técnica matricial, introduzida por Baker & Hausdorff ¢ redescobertas por Gilmore
i28, 20|, utiliza a representagdc matricial de menor dimensionalidade dos elementos
de uma algebra de Lie, expressando as exponenciails destes elementos por meio de
uma série de poiéncias de matrizes,

3.2.1.1 Exemplo

Uma importante classe de sistemas de interesse em mecinica quintica £ a classe de
operadores que representam a dlgebra SU{2) de momento angular. As relaghes que
definem essa &lgebra s3o;

{};,_ fié e :i:s}x§ {}wg., JM] = 24,

-
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Uma representacdo bi-dimensional dessa dlgebra é dada pelas seguintes matrizes

01 0 0 Lo
ne(34) 2=(28) (1)

Podemos escrever o exponencial de uma combinacio linear de operadores em forma
matricial

8‘“&3%“;“‘3:@,*;“ oo ‘iOShk -+ %3: sinh & w_g.' sinh & » \
“-sinhk coshkmgnginhk/ !

com k= /32, 4+ wiw.. Por outro lado temos

o L -
Pty gFads glade o | €7 +::+f_e 7 Ta
" R 4 —
Coe™ e

w;':’

ke

€

o

).
onde os fatores ' s80 dados em termos dos fatores w e & come segue

Fowln (2& cosh b — w, sink k

ramat P R LI

2% ) ro= W sinh kr w. sinhk

3.2.2 Técnica de Witschel e Técnica por derivagao de pardmetros

A técnica de Witschel (23], basea-se nas transformagdes de similaridade de Hausdorff,
3.5 ¢ 3.6, que é aplicada sucessivamente permitindo obter um conjunto de equacdes
algébricas cuja solugdo fornece os coeficientes de desacoplamento,

A defini¢do da derivada de um operador exponencial em relacdo a wn pardnmetro
foi proposia por Wilcox [33]. Fla objetiva determinar os coeficientes, B, que per-
mitem expressar ums exponencial de combinagdes lineares de operadores w Ay +
s Aa 4. Ay, B oum produto de exponenciais de operadores, em qualquer ordem.

eté’tzé«z sondat. Oals . eﬁiﬁzeﬁeﬁ'zmeﬁnﬁn

Para tanto, as Srmulas de Baker-Campbell-Hausdorfl & de Zassenhaus, sdo suficien-
temente gerais, porém a efetiva fatoragio das exponenciais dependem da dlgebra
dos operadores.

A aplicagiio da técnica por derivagdo de pardmetros [14] consiste em:

» multiplicar a soma, oy A|+oslAg+ .0 Ay, por um pardmetro, ¢ por exemplo,
fazendo com que os coeficientes 3; sejam funcdes destes parametros, ou seja,

0
&E:Ll G"A.if — H eﬁ({f]A.
i=1
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e derivar em relagio ao parametro, {,

Z“:O!iAi (eZI‘=10-Anf) = Bl(t)AI ﬁeﬁa“)At + B‘z(t)eﬂl{t)AlAg ﬁeﬁ;(:]m +
i=1 i=1 i=2

n—1

ﬁn (t) H eﬁ:(tlAiAneﬁl(i)An

i=]

e Usar a transformacio de semelhanca 3.5 (para o segundo termo por exemplo)

BillAL A — eﬁl(i)AlAze“‘ﬂl(f}AIeﬁl(ﬂAl — Z Br(t) (A, ,]" Anef1(tA

nl
n

Fa(B1(t), {A;})ePr A1 = FefrlA

analogamente para os termos seguintes,

F3 = F3(Ai(t), B2(2), {As}); Fa = Fa(8i(2), B2(t), - Br-1(t), {As})

e e escrever
> oA, (CE?=‘“'A‘t) = (Bl(t)Al + Ga(t)F2 + .. + Bn(f)Fn) o

i=1
G) (eZT:l Q.‘A.‘t)

ou ainda

> @A =Bt A; + Ba(t)F2 + ... + Bu(t)Fn

i=1

onde, ao compararmos os coeficientes dos operadores {A;}, iremos obter um
sistema de equacoes diferenciais, cuja solug2o nos fornece os coeficientes f3;,
com a condigdo inicial 8;(t = 0) = 0.

E importante notar que se desacoplarmos numa ordem diferente, iremos obter
diferentes equagtes diferenciais que poderdo ser mais fdceis ou mais dificeis de
serem resolvidas.
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3.2.2.1 Exemplo: O oscilador harménico forgado dissipative

Vamos tratar aqui um exemplo muito imporsante, o de wm oscilador harmonico
forgado e acoplado a um banhko fric. Por simplicidade, vamos adotar também, como
condigdo inicial um estado coerente.

A equagio que governa este sisterna pode ser eserita da 1.27 onde ¥ ¢ dado por
st , X i .
Hs = iy aa%»zf; + Afa 4 RfA.
Com isto teremos

g’i (ty = Loft) — plt) = e"p(0)

onde
L= —iwg [a14,.] —i[fal + f°a,-] + & (24-8" ~ &la ~ .4'4)

Através das relagfes de comutagio B.1, verificamos que a dlgebra, dada pelo liow-
villiano da equagio anterior, se fecha, Com isto, podemos ordenar essa exponencial
como um produto de seus elementos,

bt piCH-IDE Lot o MO (0D () Co

onde

C=j@ -4, D=f(-48),

Lo —ing (818, ] + & (288" - 84 — -575),
M) = p{0) = v{0) = 0,

(Lo, €] = ~ (it + &) C

(Lo, D] = (ke = £} D

(&, Dl =@,

Derivando em relagdo ao pardmetro £ obtemaos:
L6t = (,i(z}c’ + gz{z},{;) e 4 (1) eMOC D £ B0
Como

MUl r ge\::ii}i@ gD Lne w;xiz}f}ﬁa{iweﬁitiﬁa
entio

L8 = (i{t}{? + ;2{2)23*) T e A s

40



Aplicando o lema 3.5,
- @ . .
MO8 Lo #NE — E porl ID, Ly = Lg = pp{twg ~ k) D

ESCTEVErEmos
Lot = (A(t)C + ﬁ(t)D) ect + MO [(t) Lo = D(t)p (i — k) D] PP grlt)Eo
= [;x(t)c + 2(8)D ~ o()pe (g — k) 1:)] et 4 (1) eMIC LoilP grltioo
Como
8%{;)(?{:63;:[4}96»5);:@ — ek(z}cﬁﬁeukgz}{:esiﬁwgy{t};z}eﬁii}ﬂg - ﬁziz}{?ﬁee—;\{z}ceﬁ
entio
Lo = {ﬁa{z}c + D — () (hg — &) z;%] e + (1) MO Lo METLL

Aplicande o lema 3.5,

;‘?1
UG £~ Z = (C, ] = Lo+ Albwy +5)C

n

escreveremos
Lo = {[;\(t) + 5(8) (i + k)] C 4 (n{t) — D(t)pe (g — K] D + i;(t)[:o} et
Com isto
£ = [A@) + 9(0)2 (i + x.-)] C + [jlt) — 5(t)e (i — B)] D + #(t) Lo

Comparando os coeficientes obtemaos

1 liea—i}t 1w - liwpthie
Zi(i} = {, 1"&(?5} = m

Ordenando £ na forma
gCat — I THOM LpleP
ondet

J=aal, M=4ala, P=ala
(L M]=J, [JP=J [PM=0

Lver relagfes de comutagio B.1

41



Derivando em relacho ao pardmetro £ ¢ procedendo de mansira andloga ao que fol
feito anteriormente, obtemos

) =™ 1, ot} = —dwgt — Kt p(t) = dwgt - k= 0 {2).
Assim, a evolugio temporal de um oscilador harmonico forgado dissipativo

p(t) = e“p(0)
- e.\(t]C‘e,u(t)Dej(t)Jem{t)‘Mep(t)Pp(O),

para um estado inicial coerente p(0) = la){al, ¢ dada por®:

VRSP SND SN TR W NS S’ SR A S T v
o{i) = lae Nf*’f;fi*i"{z?g( e Ve g {1—e )i

que é um estado coerente desiocado com amplitude que depende da razio entre 2
fonte {f} e a freqiidnga do oscilador {wq) com o coeficiente de dissipagio £.

*ver apéndiceA
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Capitulo 4

Sistema aberto para dois
osciladores

Tendo considerads em capitnlos anteriores possiveis tratamentos para
a decoeréncia ¢ dissipagdo de dois sistemas quinticos acoplados, vamos
mostrar aqui a possibilidade de tratar shmultaneamente trés subsistemas.
Escolhemos por simplicidade dois osciladores harmdnicos acoplados entre
si, em contato com um veservatdrio frio e bombeados por fontes externas.
Estendemos a téonica desenvolvida no capitulo 8 para o tratamento de
dois osciladores.

4.1 Deducao da equacao mestra

Nesta seccdo, deduziremos a equacio Mestra, considerando aproximactes adequadag
para a dinimica de dois osciladores acoplados entre si, forgadoes externamente @ em
contato com um reservatério {banho) térmico. O Hamiltoniano total é dado por:

H = K{} +Hint

onde:

H =1y (mtla+ojedl) + 55 (Belb + 5rab!)
k k

§ o Hamiltoniano de interacio entre os osciladores representados pelos operadores &1,
&, bl b, o reservatdrio representado pelos pperadores éi, € e oy, [ 880 constantes
de acoplamento. O hamiltoniane livre Hy, € eserito como:

Ho = Hg + Hp, He = Hg +H, + Hy

onde



¢ o Hamiltoniano do reseyvatirio,
Hs =H, +H, = hw, (‘*‘+ \~+~5wb (bfb+ )
¢ o Hamiltoniano dos osciladores,
H, = hig (a'b + a6')
¢ ¢ Hamiltoniano de acoplamento entre os osciladores,

H; = hf,a' + Afa+ kb + BED

é o Hamiltoniano de acoplamento dos osciladores com suas fontes externas. Note
que o3 acoplamentos, tanto dos osciladores entre si quanto de cada um deles com o
reservatdrio & do tipo RWA. Além disso, os osciladores podem acoplar-se ao reser-
vatdrio com constantes de acoplamento o e &, diferentes ¢ 0 bombeamento externo
de energia, matematicamente expresse pelos termaos de fonte, ¢ independente para
cada oscilador.

Tomando ¢ trage sobre o reservatdrio da equagdo 1.20, 2 equagio da densidade
reduzida para ¢ sistema constituido pelos dois osviladores “ab” sera:

Ss(e) = Shtra [Hatt), B10)]

Note que esta ndo ¢ uma equacio diferencial fechada para p5(t), pois nela aparece
(8}, A idéia é obter uma equacio fechada em fungdo de ps{t)

d .. -
Eﬁs{ﬁ) = Aps(2),

para isso, iremos determinar A em funcdo de Hy,,, através da evolugdo do operador
densidade na forma integral, equagfo 1.21, truncands na ordem dominanie. Pardl-
remos, conforme 4 mencionamos, da equagiio 1.21, interando-a uma vez,

%5 {t} = wgtm {Hm;(ﬁ} P{G}] 137"3 [ﬁmz(t‘.) f dt’ [ me(t'), A {}]] » (41

onde,

P

[Bncle), [Binelt), 58] | = Bond 9 Bindt3(2") ~ i ()50 it
-%—5@;}&5”;{1’3 mi(t} ﬁmz{z {2 }Hmi{t} {42)

Como, da equagdco 1.9,
Hino{t) = UL H i Unlt) = UL (0)eFERH, 0 85U o (1)
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onde Ug{f] é o propagador relativo & hamiltoniana dependente do tempo He, entlo

H;..(t) ﬁz UL (t)eiHrta, 8l ae~ 5HR£{?51(£) + nZﬁf;(i}ei’%‘zy’ck@e ERa (1)

+nZUf (tei Bt g el be  iHA U o (1) +ﬁZU‘ () Hagre, ble~ t8at g (2),

Com o objetivo de simplificar 2 notagio, definiremos

LI = A, et dl To(t) = AT, e ™ B1ey, }
(4.3)

&) = UL A Us (1), B(t) = LU,

gue podemoes substitulr em H;,, obtendo:
Hoo(t) = FHBM) + Th (041 (8} + TLB) + Ta (0B E).

Substituindo no primeire termo do duple comutador da equagho 4.2, teremos:

e () Hine (2502 = (I‘zii HOIrh @A) + Tal i)

a

+ Talt)b (OTH()B(t) + To(OB ()T (¢)a(e)

+ THOAOT ()8l ) + TIAT()bY(E)
)b

(t
+ THOBIT()B} () + DB 1) Bir)

( riwa®riEae) + TinaEiEbe)
THOBHTL B + THHBHT()al)
b ROREINERE) + TOS TR
+ TotBI DB (E) + DB AT (081) ) ()

Para compactar a notac3o, definiremos a{t) = 8,(¢), b(t) = 8,(t) e escrevaramos:

Z

B inele)7(¢) = 3 (TOTY8L(0)6:(8) + THOT,(¢)8:(2)6}(¢}) At

ERES

~+~Z( DIBHE)EB6:() + DT ()8](D6}(¢)) At

ENE ]

Podemos agora, proceder de maneira andloga para os outros tenmos e reescrevera
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equagio 4.1, na forma:

2 sty = ~2ora Y [Tleoute) + Titaial ), 50)]

i=}1

-—z;»g [ dt Z (z (Tl 8:{(t) + THOD{E)5:(1)6! (5*3} 7

IR}

_—am f dt’ Z (z‘*(z}?*{z 18l 2165 + TN (IT {8l ()0l (¢ })

=1

; 2
sdirn [ a3 (THOBREIT;)8] () + Tu(nol (ORI )65

g §g=1

stra [ a3 (CHOSOROTIEH(E) + TSRO O8))

g 13....1

2

~gtra [ @ 3 5 (Tl @ad8)(0 + T8l

ii=1

—tra f a3 7 (D OT08:(E)6,0) + LT 08! (1)8)(0))

2

st f dt' S (THE)S(E BT (8} () + Tu€)aHE BT} 8)65(2))

if=i

1 ¢
‘g,;i?"ﬁ

dt’ Z (r-} ()6 F TS, (E) + Ti{2)0) (€150 T 546} (:))

9 ij=t

(4.4)

Esta equaco ainda € exata, ndo fechada e sem solugho. Pars tomi-la analiticamente
tratavel faremos as seguintes hipéteses dindmicas:

1. Hipdtese para p{t'} descorrelacionade ¢ um banho estatico.
() = p5{¥) @ Br(0}, sendo ${0) um banho térmice dado por

-}

== (o) o= 1 (22 (22) ™

onde 4 = {fcg’}*)*ﬂ kg, é a constante de Boltzmann, 7', temperatura, e %y €
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o numero médio de fotons no reservatdrio do k-ésimo modo, dado pela distri-
buigdce de Planck, ou seja,

1 1 -t
——— - - wBhwpn
ﬁ;"meﬁfwfa_} — Zﬁ%ﬁkw}_e“ﬁﬁ«a Zfﬁ :
el
Conseqiientemente, usando uma base de estado de Fock, podemos concluir
quanto aos tragos sobre as varidveis do reservatério da equagio 4.4

Trpp(0)E]™ & = (& &) = & &) bur S
¢ (4.5)

LA DRt = (TLE) TH) = (D) = TLE = 0.

Fisicamente esta hipdtese assume que o banho nao ¢ afetado pela presenga
do subsisterma S, supostamente muito menor que ¢ reservatdrio, implicando
implicitamente que a interacio entre ambos é fraca. A prépria validade dessa
aproximacio pode ser um critério quanto & forca do acoplamento entre § ¢
o banho. Essa aproximacido € ndio perturvativa no sentido em que todas as
ordens na interacio serfo consideradas para a evolugio de S, porém restrings
a classe de densidades reduzidas Aquelas que satisfazem a0 ansatz proposto
como hipétese.

. Hipbtese de ruido branco onde o reservatdrio € considerado infinito, fazen-
do com gue o intervale entre dois modos adjacentes atinja o limite continno.
Assim, pode-se definir uma densidade de modos, D{w), do reservatdrio on-
de D{w)dw fornecs o ndmero de modos no intervalo compreendido entre w e
w + dw & fazer as seguintes substituicles:

Y - /; wD(w}dw

k
Fig =4 «ﬁ{tu‘:l
ar -~ ofw)

By =~ Blw)

Na hipétese de ruido branco, é suposts gque D{w)}la(w)]?, D{wla{w)8*(w),
D(w) |ow) #{w),.. sdo fungbes suficientemente suaves de w. Com isto, a
transformada de Fourier dessas fun¢tes terd a forma de uma fungioe que decai
de maneira tic rdpida quanto mais suave forem estas fungdes, de tal modo que
no limite em que as fungdes 580 completamente planas, o tempo de decaimento
de sua transformada tende a zero.
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Assim podemos modelar o banho na forma:

D) law)ff = %; D) B} ~ 2,
Dlw)alw)f W) ~ o5 = j“", ) (4.6)

Esta hipdtese € usnal ¢, como veremos, serd responsavel pelo cardter marko-
viano da equacdo resultante.

A primeira hipétese, reduz a equagio, 4.4 a

Sty = [ a 3 (morkenol o) + EOTOB ) 5(0)
: F
w5 [ @ 2 (Erlmie(ms()6)e) + CETs0EE)a())

] 2
s [ a0 Aste) (CHOT el (e) + (CeITH6l 650

L]

o
i %

zfi’

g

({r T ENSE P10} (2} + THOT NS Bs()05(1))

;“33**‘
s
,..

(4.7)

Resolvendo o primeiro termo da equaclo anderior obtemos

}?f;é'(?l {g}zﬂi {g’)} - Z{é&é;}&;Qk?e»i{:@i*wk;z’} - Z {%;; + 1} ;{xkl 28—-2‘{9;;{{-{1}‘

B A
1 ‘ -
SO OTHE) = 3 (@l dagbee@t=rd = 37 (@, + 1) ajfee™s 1),
&5 &
}3‘5{?2{5}?;(5}) = Z<§ké&*)ﬁ;&k-’ﬁmﬁ%gm{w{,} = Z {Fir + 1) Broge i1,
ER %
S CANTHEY = 3 (@l e st = 5 (m 1) ] o),
kA Iy

(4.8)

D3a segunda hipdtese, equaciio 4.6, teremos:
RO = [ D)+ Dl e
o
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1
1

AN = 4+ 1) 2 /u " ettt
OOE) = [ d)De) 7+ Darpern
D) = | dwiDiw) (7 + 1) o’ fe

i

TN @+ 2 [ e,

(rz( JTi(t)) = /{;md(w}]}( Y 7+ 1) aftt e =)
J,
FEOTE) = @+ = [T e,

fgg'ff’z{i}?é{gf}} - /8 % dw)D{w) (7 + 1) [f{w)] 2~
)
%(Pztt}rg(f’}} = (F 4+ 1) w/ d{w)e w60,

/ dwet = Z}:i:z}’()

onde P {1} denota a parte principal de (1}, podemos escrever:

Uma vez que

IOTHEY = O = B G+ 1) k80 — £,
(BTN = (MLEOTHOY = B2 (7 + 1 kbt — 8),
(PPT () = (T2} (E) = R® (7 + 1) kb (t - £),
(ToA)TE(E) = (T2(EITHE) = K2 (7 + 1) kb (t — ¢').

Estas expressiies foram escritas sem as contribuigbes da parte principal P (1), cujo
efeito sobre a dindmica de Jr nio é tratado agui. Na literatura, ele é geralmente
assumido como pegueno.

Resclvendo de maneira andloga para os outros fermos da equagio 4.7 e retor-
nando & notagdo original, teremos:

2550 = -7 (kA ) + KBEHB'() 7s(0)

~ike (a()B1(2) + B! (1) Bt
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Por outro lado:

- 7+ 1) (ka8 ()800D! (1)B(8)) s )
~ i+ Dk, (a'0b) + B @A) Bs(e)
+7 (ka8 ()7 (0)3(2) + kBT (D7s(5(2))
7k, (81 (0Ps (0(1) + B (O (03(1)
+ (i + 1} (Ral)Bsa e + kbEFsb (1)
+ (7 ke (A0AOBN(1) + B)Bs (118 (1))
~ () As(t} (koa(2)81 () + Rub()BY(2})
~ (7) Bs{tpke (A(1B! (1) + B (1))
= (3 1) 7s(t) (ke8! (98(2) + kB! (£)B(2))
~ (7 1) s (ke (&1 (0B(E) + BT (2)a(t))
71 (ka8 (1)Fs(£)a(2) + kB (O)Bs()B (1))
w7k (81 (0)Fs(1)B(E) + BU(E)Fs(VA(1))
+ 04+ 1) (kaat)Fs()a' ) + kb))

+ {5+ Dk (3@FB' (0 +beEsaln)  (19)

1. Explicitando a representagio de interagdo para {1),

d.

E’gf’-’s(t) =

chegaremos a

::;gy; .

§; (UL @eimetpse U (0) = & (UL (ps(Us (2)

Ho 0+ U () { Sos0)) U

Us(t) ( 57s(0)) UL(0) = 7 (o ps(e)] + Zooste)

&0



2. 8e tomarmos ¢ primeire termo da sguacdo 4.9 como exemplo ¢ substituirmos
a relagho 4.3,

anal{tigs(s) =
= UL {13 Ue (UL ()8 U (1)UL (1)e iP5 pg (e A0 U g (1)
= UL.(t)aalps (1)U (2),

concluiremos que

Us (08081 (651 UL () = 88 ps(2). (4.10)

Procedendo de maneira aniloga para o8 outros termos da equacio 4.9, concluiremos
a idéia inicial desta seclo e podemos escrever a equagio mestra markoviana para o
sistema aberto, 5,

& pslt) =~ [ ps(0)]

dt
kg (7 + 1) (28p5(t)a" - 8apg(2) — ps(t)ala)
kg (75 + 1) (213;;3@)1&' ~ BV bps(t) ~ pg(t)ETf))
ke (7 -+ 1) (2805(t)B! - a'Bps(t) — ps(£)316)
ke {7+ 1) (zfsps{a)éf — Blaps(t) - ps(:yﬁ*a)
+k7 (281 pe(t)a — 881 ps(t) ~ ps(t)an’)
+7 (B os ()b — BB ps(t) ~ as(t)bb! )
Ak A (2&?,95{?}%’ ab'ps(t) - psit)a i)
).

ket (26'ps(t)a ~ Balps(t) — ps(t)bA (4.11)



O eesultado para um banho com tempereturaeratura nula, # -+ J; serd:

& ps(t) = 3 [Flo ()]

+k, (28pg(t)al — alaps(t) — ps(t)a'a)
+hs (2bps()B! — Blbps(t) ~ ps(t)B'B)
ke (28ps(0)B' - 8'Bps(t) — ps(t)a!D)

sk, {zépsgz}é¥ ~ Blags(t) - ps{z-}i-;fa) , (4.12)

Da definigiio do superoperador Liouviliane, 1.18, e da equago 1.17 obtemos o Houvil-
lianc para um sistema de dois osciladores acoplados entre si, forcados externamente

e em contato com wm reservatorio:

¢
= -5 o)

821
L ala (i, — ko) + 8400w, — k) + 26,48
+BIb { iy — ko) + BBty — 3} + 25,5D1
+alh: (wig — k) + &b (ig — k) + 28,8
+a8b! (~ig — k) + -ab’ (ig — k) + 2k,b-a!

~i[fu' + f18,] ~ 1 | 7B + £3B, } (4.13)

onde k.* = kyks.

A presenca das fontes e do acoplamento entre 0s osciladores, que esta contida dentro
do hamiltoniano, ¥ s, ndo altera a estrutura da equagdo 4.11 pois, ao definirmos a
relacdo 4.3 e fazermos a substituicio 4.1, n&o precisamos saber quem é Hy dado
que 2 dependéncia temporal de A() mantém plausivel as aproximaches feitas pois
ela € lenta comparada com as escalas de tempo do reservatdno. Com isto, podemos
escrever o superoperador Livuvilliano com ou semn fonte f, com ou sem acoplamento

g, s¢ cancelarmos na squacdo 4.13 os termos que nBo nos interessam, sem compro-
meter a deducdo da equagdo Mestra. Assim podemos escrever o5 hamiltonianas,
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H, + H; + H,, dos dois osciladores acopladoes, em modos normais, por exemplo, ¢
obter a equagido Mestra

L= 51&3&* (—diwy = ky) + -2l 4y (i — ky) + 2ky4,-3)
848y (~iwy — k) + -8L3g (dwn — ko) + 2kofig-al
8L 8 (—ky) + -BLAg (—ks) + 2hs8,-8)

8385 (—hg) + Fah (k) + 28,8
~i[nad+ fra, ] - o [nad+ e

G

ﬁ s é;%i‘ (Wi{s}; - kz) 4 ;éz {2&}; - ;;,;} + 23&;3.1 éi
+8h8y (~iws ~ ko) + 880 (iws — ky) + 2hy8p-8)
"'7"31;3 (281 ey &iﬁz‘ s '§§ “2)
+ky (285-8] - 8L ~ 8,81 )
~i A8l + fiae| i [fadh + fi8n, ) (414)

onde ky” = koky.
Se os osciladores ndo forem forcados, podemos simplesmente eliminar a fonte da
equacio anterior  escrever:

Ly w ﬁiﬁl (««iwl ]xl) e‘§. 133 (2&)1 MY+ leﬁyﬁi
”’ll"ﬁ.;ﬁg‘ (Miwg o kg) ?25 ( gy ~ kg) -+ ngétz»ég

kg (2808 ~ &}y ~ 414,
iy (232 ) (4.15)

onde &‘32 m 3?2;{1*

Note que se fzermos, na equacio 4.13, uma troca de indices € eliminarmos g ob-
teremos a egquagio 4.14. Por outro lado, se escrevermos a equagdo 4.13 em modos
normais, obteremos estruturalmente 2 mesma equagdo anderior com diferenca na
redefiniciio dos ks, ou seja, nesie caso:

by = kBl 4 kyh) + 2k,
by = kB + Epht — 2k hiha,
kg = hyho (kg = ko) + ko (BT — R3)
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onde

v [ I £
o= Bz, hy = /g,

g TR
g B J{wﬁ wwb)z o 4§: Qi b m%mi
4 == Aydly — e, b = hydy + oy,
g % Jay

Note que existe um limite superior fisico para a intensidade da constante de aco-
plamento entre oy osciledores. No limite para ¢ = Jw,wy teremos £ = § e para
valores malores vma instabilidade serd gerada, pois um dos modos normals apresen-
taréd freqiiéncia negativa.

Podemos observar ainda que a existéncia de &, {ou k3) vem do fato dos osciladores

estarem imersos no mesmo banho, enquanto que k:{im} existe independente deste fa-
to. Quando os osciladores nao estdo no mesmo banho, 2 hamiltoniana de interagio
e, s altera, alterando a estrutura da equagdo 4.11. Observando o desenvolvimen-
to da equacio Mestra, verificamos gue sendo os banhos diferentes cada oscilador terd
sua hamiltomiana de interacdo fazendo com que os termos cruzados que gerant A,
(ou ky), equagio 4.4, deixem de existir, ou seja:

(Ch (&) Th {8) =0 para ki #h; == B k. (ou ky)

4.2 Operador densidade para dois osciladores

Deduzida a equagio Mestra, podemos calcular a evoluglio ftemporal de um es-
tado inicial coerente fatorizado ps5{0) = jou}{en] @ lagi{on] onde |oy), o) sd0

astados dos osciladores representados pels hamiltoniana Hy = A, (éié; + %),

Hy = B (§§§2 4 é) respectivamente. Para obfermos a evolugdoe temporal, da-
da pela equagio 1.17, utilizaremos o ordenamento do louvilliano sem fontes dado
no apindice B.2 e escreveremos?:

p(tls = plt)
{setn fortes]
e eﬁzzz}&l-ag ejﬁ(t)ﬁg‘ﬁg ex(i}ﬁg-ﬁi ez'{:)al-a.i, eq{tjﬁ,fz;- 69’((]*&152 em;(t)ﬁii&g» em;(t)-agﬁg o)
@em;(:}a{m- o (D8] ar o(0a] a2 07 {t)-8:45 o6 (4.16)

Para. calcularmos os coeficientes (g(t), mq(t), ma(t) e 51{2), 72(f), 2(2), equacbes B.2
g A.20 respectivamente) deste desacoplamento, utilizamos o sistema descrito pela

Ydoravante omitiremos o subscrito 5.
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equagdo 4.15. Podemos entretanto utilizar o mesmo procedimento para calcular
08 coeficientes do sisterna descrite pela equagdo 4.13 sem fontes obtendo resultado
semelhante ac encontrado. Assim, podemoes generalizar os coeficientes escrevendo:

qlt) = 20 (1- € ") (Aye ~A) para 7 £0

(4.17)
-~ R

8m1{£} e fj«é;me“%ﬁ {Z}a.@érz - :ﬁﬁ)

gmgii} " ﬁwﬁﬁ fewmi{fzt

pucle
r= Vol 4 402, c=ky—ky+i(6 ~),
Wkg*{*k; i(ﬂg"%ﬂl) _ -+

D = k; para o sistema descrito pala equagdo 4.15
D=k, +14g  para o sistema descrito pala equacio 4.13 sem fontes

D= L, para o sistemna descrito pala equacdo 4.13 sem fontes ¢ desacoplado.

A atuagdo dos superoperadores, dados na equacio 4.16, sobre um estado coerente
foi desenvolvida no apéndice A 3, & o resultado € dado pela equagfio A21

Pt} = laudond ® fagei{oa] {4.18)
onde
oy = €W 4 angltlemi® (4.19)
o = aglt}e™ W + o [‘3m’m + f}(f)zem{q] . ‘

De maneira andloga podemos escrever para o sisterna descrito pela equacio 4.13

A(t) = levarH{oa] @ log) {am (4.20)

onde
o = ape™® + agq(t)emill) (42
apm = aag()e™ +ag [em W 4+ g(t)?e™ 0] 21)
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e os coeficientes sdo dados pelas condigdes da equagdo 4.17.
Podemos mostrar o simetsia entre &g, © &y partindo de v mesmo estado iuicial
Xy == Ly = 0y

o = o™ (14 ¢(8)),
g = & &™) 4 g(8)e™ @ (14 g(1))]

fazendo as constantes de dissipacio e as fregii@ncias iguals ¢ utilizando a equacdo
B.4, obtendo

Qe = Qrgy == aa—(iw-ﬂk t}
Além de notarmos a simeiria, como era esperado, vemos que os osciladores dissipam
energia com constantes de dissipagdo dobrada devido ao acoplamento entre eles via
banho.

Uma outra maneira de observarmos a simetria entre @y & as; é ordenarmos a equagfio
4.16 de forma a trocar *1"com *2". A svolugio temporal que encontraremos tem
estrutura inversa & exposta na equagda 4.19, com coeficientes diferentes.

A equacio 4.14 representa o mesmo sistema que acabamos de descrever, acrescida
de fonte. Podemos calcular o eztado coerente estacionario do sistema descrito pela
squacio 4.14 ou do sistema descrito pela equacio 4.13, sem conhecer sua evolucio
temporal, fazendo:

a
— Y =
=) =0 —  Lp(0)=0
& encontrar um produto de estados coerentes dado pon:
ff’estm,={e4;}(«4;f®fﬁg){ﬂ§] {4.22)

onde:
1* Se o sistema for descrito pela equagio 4.14

ifzks —ify (dwe +k: |
- H 3 17 B
Aé ity + i ({b‘;}ﬁz ks &J}kl) {4 3)

%° Se o sistema for descrito pela equagio 4.13

ifs (ig + ko) ~ ifa (m -%-?\:zs)
An = md ol B A (4.24)
B {g® ~wawp) +i{wakp +wgka)

A condigiio necessaria para gerar o denominador da eguacio 4.23 on 4.24 ¢ dada
pela parte real do denominador igual 2 zero. Isto 50 ocorre guandoe tivermos uma
particula livre, ou seja, quando wy ou wy for igual a zero, consegiientemente dada
a condigdo de energia positiva 0 € ¢° < wawp ~— g = 0, ou ainda uma “particula
livre nos modoes normais”, pois s 9° = wawp -+ wy = . Para obtermos a
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evolugic temporal de um dos sistemas com fonte, podemos utilizar o ordenamento
dos superaperadores sem fontes, £y, acrescentando os superoperadores da fonte. Ao
fazermos o desacoplamento, notamos gue 3 presenca dos superoperadores com fontes
n3o geram os superoperadores de £y. Conseqiientemente, os cosficientes encontrados
no desacoplamento de £ permanecer®o o8 mesmos. Assim, podemos escrever o op-
denamento partinde da evolucdo temporal py{t) obtida na equagio 4.16 sem fontes®
e obter:

plt) = eftp(0) = feldn =~ Sl l0{Er - 81) o fa(t)(ad ~ BL) AOGE]- - 8] oLt

p{t) == pfelDier = G2l Al - Budeleld) ~ A AOBL - 41, g {4.25)

Utilizando a téenica exponencial 3.2.2, detalhada no apéndice B, encontraremos wm
sistema de egnagles cuja solugdo nos dard os coeficienies

hity==f)  fAlt)=~-fa(t)

: L
(b =4 i+ 2 e (r- - (e 3]

+£e'(:‘ ng ({:?Wﬂ‘ _ 1) {426}

B

onde H, r e Aé 580 dados pelas equagbes 4.17 e 4.23 respectivamente.
Com isto, podemos escrever a evolugdo temporal para wm estado inicial produte

de dois estados coerentes e descorrelacionados para o sistema descrito pela eguagdo
4.34

plt} = leanpdionpl @ Jenp (oo {4.27)
onde
= oyt A1),
e apy, f L (¢} sfio dados pelas equagbes 4.19, 4.26 respectivamente.
A equagBo Mestra leva para um sstade que € assintoticaments independente do
tempo, sem importar de qual estado se parta. Portanto, calcular a solugio geral
como funcidc do tempo, p{f] e tomar o Hmite assintdtice € o mesmo que encontrar ¢

estado estaciondrio calculado em 4.22, ou seja,

}i‘& P(t) =2 fostac.

Zdesenvolvimento semelhante foi feito na secfio 3.2.2.1

57



De maneira analoga podemes caloular a evolucio temporal para o sistemsa des-
crito pela eguagdo 4.13 e esorover:

p(t) = laapraanl @ lopsgicas (4.28)
onde
g = ot 3,

. ~(R=gk L, .
(1) = g {1+ S [ (= 5) - (=)

ol o 5 1
*é*iiwg?m““)“fg (8“” — 1)

e o5 coeficientes H, r e fig s#0 dados pelas equagdes 4.17 & 4.24 resprctivamente.

4.3 Limite Assintético - Aplicacoes

Enconirados os estados estacionarios, equacdes 4.23 e 4.24, podemos calcular a ex-
citacdo média, &, para cada um dos osciladores e analizar as trocas de excitagdes
medidas peles acoplamentos dos osciladores entre si e via banho. Considerando o
sistema descrito pela equagio 4.14 obtemos

ey =o{ (50) (2040

ou
I Y
_f2a I\{p‘zﬁ + k% P+ fz’.'k?g — 2f Fakake
Er oz od : 1L L - {4.29)
3 [w;&gwi-wz?:l}g-i-w 1Un
Analogamente para o sistema descrito pela eguagio 4.13
2 2 2 2 a2 F2on3 e

£ fia (&} 8-tk §) + ey ek e —2fafs (fic&ﬁ é-fzwg} (430

B Ew,gkg 4 tapk g - Egﬁ:‘{z} 24 (5}2 — e 4 kakp ~ wgwg) 2
Calculande através da equagio 4.29, a excitagdo média para os osciladores aco-
plados via banho com a2 mesma constante de acoplamento, on sgja, ¢ = 0
ki = ky = k3 = K iremos obter:
£ Jhw?s + K2 (fL - fa)®
! k2 (w; o wg) 2y w%wzg’

£, = SPaw?y A+ K2 (fy — fa)?

- k2 (w; —+ wz) ? wzlwgg’

(4.31)

(4.32)

Essas expressfes nos permite concloir que:
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+ Se o bombeamento dos osciladores forem iguais, fg = fp = f, entdo terd
major excitacdo quem tiver menor freqiiéncia.

» A diferenca de excitagio entre os dois osciladores cresce com o quadrado da
amplitude da fonte f.

» Quando as fontes forem diferentes & obedecerem a desigualdade

f{wmenw] > f(w'mﬁ!'ﬂ?)

Wimenor}  W{musior)

que € uma espécie de “fluxo de excitagdes”, notamos que se o “Huxe de exci-
tacBes” for o mesmo para os dois sistemas entio o sistema de menor freqiiéncia

terd maior excitacio

As figuras 4.1 ¢ 4.2 nos mostram que quem tem maior excitagio é o oscilador
que tem menor freqitfncia, no caso oscilador 1, Note nestas fguras que ¢ que estd
prevalecendo & a desizualdade fiwp, 2 fowp e ndo o fato do oscilador de malor
excitaglo estar sendo mais ou menos bombeado.

Kiseiladoy ") * {menor ftequincial .|

e  Orador 2"
At REg gy annEE l((ll:)x:

§
& 333 &467 ia

$

=
wyx®

Excitagio Médis {moins nofynais)
k3

Figura 4.1; Comparando 2 excitagio média do oscilador 1 com o oscilador 2 onde wy = 2,
wy =3, fiowm 1E fr= 10, by = ke =09
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Figura 4.2: Comparando a excitagiio média do uscllador 1 com o sscilador 2 snde wy = 2,
wr =4 1=10 f2=15,k =k =09

Com o objetive de tenlar entender z diferenga sssencial enire o5 acoplanen-
tos “via g "e “via banheo, ke comparamos a excitagho média, £,do oscilador
“A”dissipande aum banho &

[Palels+ k)

Exg = - 4.33
A9 (w,;ﬁ;,g ‘1“&.!,35.‘,;) 2o lkakg — wgwg}z { J
ol
P
con:

» A excitagdo média dele acoplado a “B”que dissipa em outro banho, £;. Devido
ao contato com este segundo oscilador, o oscilador A sofre dinAmicamente uma
alteragdo na sua excitagio média. Em particular, no regime estaciondrio, sua
excitagio média pode ser maior, igual ou menor que o oscilador “A” desaco-
plade do item anterior, Esta taxa é controlada essencialmente pela fonte do
oscilador B.

Para escrever a excitagdo média do nscilador A, usamos a equaco 4.30 e con-
sideramos k- = 0 obtendo:

FralPs +228) + fug(fng ~ 2faws)

Ean = .
A2 T Toakn + waka)? + (g° 4 kiakg — wawg)?
on
£ = Fal’s +4°0) + fag(fpg ~ 2 awn)
A !:&2,;&3 + wg;{z,g} L3 (&gég = Q}g{z{g:} 2.4 ga {3}2 b Fhakyg - 2%.0,;&!3}’

{4.34)

Verifica-se nesta equagdo quese fy > 2 fgﬁf« au fpoe= 0 entdo Zay > Eap
Note que fp tem que ser maior que urm fator de f4 e isto néo garante ¢ fato
de quer se fa > f4 entlo L4, > £40. Um outro fato curiose de s& notar é que
s¢ ¢ oscilador “B” ndo for bombeado, mesmo assim £ 4, serd maior que 4.
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o A excitagio média dele acoplado a “B” através da dissipagio por um mesmo
hanho, &. Neste caso, o acoplamento dos osciladores “A ¢ B” serd via banho.
Para escrever a excitagio média do oscilador A, usamos a equagio 4.30 e
consideramos g = 0 obtendo:

_ FPalw’s + K°p} + fokc (fokc — 2fakg)
{w,g}ég “+ wgkA) Z . {fc‘g;&g —wawpl)® + Ko (K% — Bhakn + 2&14&!3) z
(4.35)

Eas

A restri¢io imposta na dedugdo da equaglo Mestra, A ky < wawg, faz com
que ¢ denominador desta equagao sgja maior que o da equagio 4.33 do primeiro
item dificuitando garantir as condicOes de maior excitagho média para £ap. A
garamtia que podemos teréadequese o € fp < 2 fﬁg‘g« entdo &4 < &5

Na figura 4.3 observamos que: o oscilador * A” tem maior excitagho quando acoplado
“via g"e a amplitude de oscilacdo da fonte ™ B for 1gual a zero; sxiste uma faixa de
amplitude de oscilagdo da fonte “ B onde o oscilador YA"tem malior excitagio se
for acoplado “via k”; o acoplamento “via g”e “via k"ndo corresponde a soma deles
individualmente,

—_
a

i

-

$3F

6.567 1

3133

1667

Excitagdo Média do oscilador "A"

L=}

[ 4 i3 16 1) 3b 34 43 L M

Amplitude de escfagie da fote B

Figura 4.3: Comparande ¢ oscilador “A” desacoplade, com ele aeoplado de vérios modos
com eledesacoplado wa =7, wp=4, fa= 15 hy= kg =04 g=2

Para sabermos as condigdes que leva a um dos osciladores “A ou B” ter malor
excitacio média consideramos um caso particular onde os dois osciladores estio
acoplados ¢ sendo bombeados, mas apenas ¢ oscilador "A” dissipa mun banho, Neste
case, para caleularmos s excitacio média dada pela equacdo 4.30, consideraremos
Ap = kp = O e iremos obter:

PP+ g — 2fafpgwp

e ‘ 436
A {wpka)?+ (g7 — wawp)? (4.36)
FPola+ B+ fPag® — 2fafpgwa

Ep = > %
B (wpka)? + (g7 ~ waws)*

(4.37)
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Veja que neste caso, a excitagdo média do oscilador “A”sempre diminuird devido ao
fato dele estar imerso num banho, enquanto que o oscilador “B”poderd perder ou
ganhar excitagio média devido ao fato do oscilador “A”estar dissipando. Particu-
larmente se as freqiiéncias e 0s bombeamentos forem os mesmos, wsy = wg = w €
fa = fg = f respectivamente a excitagao média do oscilador *B”serd maior que a
do oscilador “A”como era de se esperar. Por outro lado, se o oscilador “B”nao for
bombeado, fg = 0, € 5€ Wimenor) £ § < Wimaior), €NtA0 terd maior energia quem tiver
menor freqiiéncia. A figura 4.4 mostra esta relagdo e mostra também que existe
uma faixa de amplitude de oscilacao da fonte “B”que faz o oscilador “B"”ter menor
excitagdo média.

Na figura 4.4 observamos que: o oscilador “ B” podera ter excitagio média
maior ou menor que a do oscilador “ A”quando a amplitude da fonte “B”for zero,
dependendo do valor de ¢; a freqtiéncia do oscilador *A”determina se a excitagio do
oscilador “ B”ird manter-se maior que a do oscilador “ A” para qualquer freqiiéncia.

=4

-
T
-
A
]
uE
N
1
&
.

(7Y
I

- ooy .
", . i

[ R, LY ey DL Sl W

0 1 2 3 a4 5 6 1t @ 9 W0 u 13 13w

Amplilude de oscilagiio da fonte B

Excitacio média dos osciladores

o

Figura 4.4: Comparando o oscilador “A” acoplado & um oscilador “B” via g. w4 = 11,
wp=3, fa=20,ka=2,kp=0

Tivemos a curiosidade de saber qual a probabilidade P de num certo instante t,

o estado estaciondrio ser atingido, ou seja,
p = trp(t)pe = el AF

Dada a quantidade de parametros envolvidos tornando a expressio pouco elucidati-
va, optamos por elucidar graficamente. Observado na figura 4.5 podemos a principio
definir duas escalas de tempo; uma ligada a condigao inicial e outra ligada a dindmica
propriamente dita. O grafico nos mostra também que o estado inicial & interfere
na dindmica do sistema. Constatamos em varios graficos que fizemos que o bom-
beamento das fontes f mantém por mais tempo a condigio inicial enquanto que a
dissipagao & leva rapidamente ao estado estaciondrio.
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Figura 4.5: Comparando a excitagho média doo oscilader 1 com o oscilader 2 onde w; = 2,
wy = 4, f o= M, fpome 18, Ry shp = 0.8

4.4 Decoeréncia e Dissipacdo de uma Superpo-
sicao Coerente

0 fendmeno que iremos analisar € a dinimica do entrelagamento. Em todos os casos

estudados com a condicgiio inicial de dois estados cosrentes fatorizados, este fenémeno

naoe ocorren. Partimos entdo de um estado que € constituido por uma superposicao

coerente de estados coerentes em um dos osciladores e o outro num estado coerente

fundamental. Vamos fazer uma aplicagdo para estudar quantitativamente a relagio

entre as escalas de tempo caracteristicas da decoeréncia e dissipagao *.
Seja

p(0) = N* (e} {ja) + | =~ o)) ({a| + {~al) @ 0){0] (4.38)
com
N(o) = (2 + 23”:{9“’5:)“% .
A evolugho temporal sem fontes dada pela equagdo 4.16 nos fornece
p(t} = N*(a) (Jergr o | @ legzd{oge| + | — apd{—anl ® | — ap){—ag)

%ﬁz(ajewzmi%ﬁii%1”+|aqzl’3;%lxm%z| & JogzH{ ~cege]

+N*(a) gl S2{lag P +aw ) [~ apdoal @)~ api{og] (4.39)

onde

gy = ae™® g = glt)ag

“semelbante a0 que sstudamos na segfo 2.3
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e us coeficientes m;{#), ¢(¢} sho dados pela equagfio 4.17.
Para obtermos a evolugio temporal para cada um dos osciladores faremos:

pr(t) = trap(t)
m(t) = NZ(Q) (feegs){xga| + 1|~ 0‘91}<““%ID
+ N e ent (log M magy| + | = agMogl),  (4.40)

pa{t} = tri (]
palt) = W) (jogilage] + | — ) {~aql)
+ NP {ade 2ol el (Jog) (o] + | = rga) {crge]) (4.41)

Como era de se esperar, ambos os osciladores dissipam para o reservatério & atingen
seus estados fundamentais a tempos longos. Nesse processo, o oscilador 1 sofre a
caracteristica decoeréncia de sua superposigio inicial.

Note entretanto que ha “transferdneia de coeréneia” ocasionada pelo acoplamen-
to. (O oscilador 2, apesar de inicialmente sem superposicfes, é levado a apresentar
coeréneia entre estados distintos lap) e |~ o) e, a semelhanga do oscilador 1,
também apresentard processo de decoerncia. Uma vexz gue os coeficientes, m;{f)
e g{t), sio generalizados para varios sistemas de dois osciladores, entdo a evolucio
temporal também pode representar a evolugiio de qualquer win dos sistenas apre-
sentados,

Podemos agora estudar a dissipagio desses subsistemas, atraveés do cdleule da ener-
gia.

E(i) e i?‘H;gf)(ﬁ}
E{t) = 2w, N2 o) ag * lapl? [: 1- e*zlﬂ%’) {4.42)

Eg (f} e g?‘ﬁ;ﬁ; (5)
By(t) = 2 N {a)jog[? {1 ~ e7#F) (4.43)

Ez(t) s ﬁ?“Hg{Jg(t)
Fy(t) = 2hnN*(@)legal? (1 — €% (4.44)

E interessante observar que a razio entre as energias Bo(f) e E {t) em qualquer
instante, resulta no médulo ao quadrado do coeficiente g(£)i* gue é diretamente
proporzional 2 constante de “comunicacio” entre oz osciladores, acoplamento g ou
dissipagio k3 ou &g, dependendo do sistema utilizade.

Estudando & decoeréncia destes subsistemas através do defeito de idempotencia
obtermos

§(t) = 1 = trp(t)

4


http:fundamenta.is

1 i = ¥ H .
é(i} e § _ 2?‘54(&} (ewﬁiiagziz-i-iaq:i } + o= del gﬁ(gagdg J(&Qﬁ!?}) 2 (4‘45)

ift) =1~ irpy (1)
5 (t) = % ~ 2N4(@) (7200 4 ¢~ Holellon ) 2 (4.46)

Ba(t) = 1 — trp%a(2)
8o(¥) = 321 ~ 2N¥ ) (e“zi*-‘*«ﬁ* + e-2¥°i’e%253) g (4.47)

Vamos definir os tempos caracteristicos de decceréncia e dissipacdo fazendo uma
expansao em série de Taylor & tomando os termos até primeira ovdem para o os-
cilader cujo estade inicial é dado por uma superposi¢fio de estados {no nosse caso
é o oscilador 1}, Assim escreveremos para a energia e o defeito de idempotencia,
respectivamente:

D) = (Bu(O) +¢ { B0

() = B taky ol e N3 (1~ &30 (4.48)

t=fl

0 = (B O)eo +¢ [ F00))

4 i=0
5 (8) = 18ky || 2N?(a) (1 _ e"*?iai’) (4.49)
Definindo uma escala de tempo de dissipacdo

B -EP@) ¢

Eﬁf}m " Tdies
onde
L dhlelPNe) (1 - eEer)
Thias e+ I :
Analogamente definimos
z
500 = —

{oin
’?t}::i Ee Sk; IQFNQ(Q} (l _ 3“22‘3;2) ‘

Uma vez garantido que o oscilador cujo estado inicial é dado por nma superposicio
de estados estd imerso em um banho, &y 5 0, entdo podemos fazer a relacio entre
estes tempos

2 = e+ 1
Tdec
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e obter curicsamente o mesmo resultado obtido na seqdo 2.3,

Voltamoes 20 modelo de dois esciladores acoplades dissipande em banhos diferentes,
fizemos uma expansio para ¢ defeito de idempotencia do sistema “1"em £ e em i;%
& encontramos

2
(1) = 8tlaPN* (o) [1 — e~?lef? ( 3 [P A—
((e) = Btla V() ( )\ e

onde conclulmos que guanto maior o acoplamento do sistema “27, &y, ou guanto

maior a diferenca de oscilacdes dos sistemas oy — wy, menor a decoeréncia. Em
particular se o sistema *1"ndo estiver acoplado, £y = 0, entdo

85(8) = Stlal*N¥{a) (z — ﬁmzigzz) ( & )

X {wog iy 12
k2 + St

guante malor o acoplamento menor a decoerdncia.
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Conclusao

Este trabalho € dedicado em parte ao desenvolvimento de ferramentas tedricas gue
permitem tratar decoeréncia e dissipagéio de sistemas acoplados. Para tempos curtos
comparados com 0s tempos caracteristicos da evolugio livre dos subsistemas, mos-
tramos que smbora esses dois fendmenos tenham ingredientes comuns, s8o profun-
damente distintos. Utilizamos essa técnica perturbativa para explicar 2 “emergéncia
da classicidade” em situagdes que envolvem superposicbes de estados quinticos. In-
troduzimos escalas de tempo caracteristicas desses fenbmenos gue podem ser usadas
faciimente em oulros contextos.

Estudamos também fenOGmenos essencialmente vinculades a mais do que dois
sistemas em inderagdo. Para isto, investimos em construir téenicas para caleular
a densidade reduzicda em casos que sua dindmice € suposta linerar, markoviana ¢
obedeca aos critérios do tecrema de Lindblad. Essas técnicas envolvem dlgebra de
Lie para superoperadores ¢ foram usadas por [14], dentre outros.

O que inovamos no capitulo 3 e no apéndice B foi aplicar as técnicas diretamente
para ¢ cdleolo do estado e ndo da fungéo de correlag¢do associadas como havia sido
feito anteriormente.

Em posse das técnicas apropriadas, calculamos a evolugiio temporal para vario tipos
de sistemas. Calenlamos a densidade total do sistema comeo fungie do tempo para
a condicio inicial de um produto de estados coerentes, fizemos aplicagBes para ob-
servar propriedades do estado assintdtico mostrando gue existem comportamentos
surpreendentes advindos desta dinfmica, como por exemplo o fato de uma fonte
externa Ser maior para um dos sistemas, nio significar que este terd maior energia.
Tende como motivagio principal um trabalho de H. Fréhlich gue prevé compor-
tamentos ndo usuais e bastante interessantes para sistemas bioldgicos envolvendo
molécuias com momento dipolar que podem trocar energia através do reservatéric
térinico no qual estdo imersas, consideramos duas moléculas representadas por dois
osciladores em modos normais dissipando num mesrmo reservatorio com mesma cons-
tante de dissipacio ¢ mostramos que mesmo neste caso simples, comportamentos nio
usnais ac senso comum também ocorrem, como ¢ fato de ter maior energia quem
tiver menor freqiiéncia mesmo que este esteia sendo bombeado com menor intensi-
dade que o cutro. Guardada as devidas proporedes, este resultado foi encontrado no
traballio de H. Fréhlich o gue nos motiva muito a buscar um modelo teérice mais
proximo 2o modslo experimental proposto por sle

Finalmente verificamos a dindmica do entrelagamento que ocorre ¢om o8 sub-
sistema quando o estado inicial de wm deles € correlacionado. Definimos, através
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de uma expansio, e calculamoes os tempos de dissipagio e decoeréncia como feito
no capitulo 2 para tempos curtos € surpeendentemente encontramos a mesma razio
entre os tempos encontrada no capitule 2, o que nos leva & crer que para ¢ estado
inicial dado, a razéo entre os tempos de dissipaglo ¢ decogrdncia nio £ afetada pela
presenga do outro oscilador nem do acoplamento entre eles. Fizemos uma expansiio
para o defeito de idempotencia do sistema “1"em & e em & para um modelo de
dois osciladores acoplados e dissipando em banhos diferentes e concluimos que se
aumentarmos o acoplamento do outro sistema, ou se aumentarmos & diferenga de
nscilacBo dos sistemas wp — wy, poderemos “segurar’ a decosréncia.

68



Apéndice A

Evolucao de um estado coerente

A.1 Estados coerentes

Um estado coerente é um estado de incerteza minima. Tais estados sdo autoestados
do operador de destruigao &, que nao é auto-adjunto, tendo autovalores complexos.
O estado coerente do oscilador harménico simples, |«}, pode ser expresso em termos
do operador deslocamento de Glauber, 3.9, atuando no estado de vacuo |0}, ou seja,

ou ainda

ja) = D(@)|0) = e HeFeotie="30)

= ez e%® (1~ 0"a 4 ...} |0)

{
lo) = ezl em@ |0y 5 (a] = e~ 7ol (0|28

4

— o-ilaf? 0y oy -}lal? o~ o
a)y=¢e"2 — (& 0y =e"2 —|n
|} ; n! (@')" |0y ;ml )

e-}lalzla)

N,
| + B) = o~ slatBl? JlatB)at 10y = o~ latBl® Bl jaal 10)

02 7 -
lee + B) = e%e'%"""’ﬁ"eﬁ“*la)
l
gat ~122 1iaapp?
e ay =e" "z e ja + B)
{

<a|e§ﬁ = e-‘%:eélawiz(a + 4,
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mostrando gue os estados coerentes n&o sdo auto estado de at.
Para mostrarmos que (o) € auto estado de &, faremos o seguinte céloule:

aD(o) = a (e“ﬁfe“%:“ e 3) = e £(a)

=8y E‘-‘- @ fa) =3 ‘_’-,-a (ah" s(a)
LOImO
a ()] = [a.8%] (&) +atfa, (@)
- 5.8 @) 8 5.8 @) - @0 o (0] -
=n ()" = a(e) - ()4
entac
aD(a) = Z — (g@) Af(3) +eo z 1}% (8" fa)
nmﬁ —1--'3
= a8+ alD{a) = D{a}(d + o)
4
DHedaD{a) =8+ a
4
Da)ale) = DHe)AD(2)]0) = (4 + a)|0) = «l0)
4
D(e)D(a)ala) = D(e)a|0)
b
ale) = aje) = {aa! = {ala” (A.5)

De maneira similar, demonstra-se que
DHa)a'D{e) =4l + "

Para verificarmos a ortogonalidads dos estados cosrentes farsmos o produto es-
calar de dois estados coerentes la} ¢ |3) expandindo numa base de numers, 1 &

w i {laffsi82 8™ N o ol a5
(Bl = o0 ;»;_a,);{ (g—} Sin) = ¢4 iﬁi)§&m§nm
(Bla) = & 3 {lal*4187) Z cvi[ = g~ 2{iaf-208" 4181} 4 Sus (A 8)

n

mostrando assim que a base dos estados coerentes nio é ortonormal,
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A.2 Superoperadores agindo em um estado coe-
rente

Do praduto bilinear, 3.4, podemos agrupar a atuagdo das exponenciais dos supero-
peradores dados pela equagio 4.16, de trés maneiras:

* 1% Maneira - Saperoperadores “tipo 1-2"com ponto 3 direita ou i esquerda.
A exponencial desses superoperadores atuando num estado coerente desloca o
estado coerente. Detalharemos a seguir os cdleulos para os quatro superope-
radores que aparecem na equag¢do em questdo, da segunte forma:

1. Superoperador 4] &g

(?@éiéz‘) ‘ |

sda |
0N oy Qo) = Y &l

&

o) B Jo)

onde exprassamos a exponencial na forma de soma.

Uma vez que {é;-,&;} = 0, equagdo 3.4, podemos separay éii de &, 2

gncrover

&
N (t)al-
eqit}a{ﬁz-lal} ® I():z} = z (Q‘ - {W)M(ﬁg.}kla:]} @ lOI:Z)
& !

Coma o estado coerente |as) € auto estado do operador d,, entdo

L ot)a}: .
e o) @ o) = 3 (—“;;ri")“(az{:"“‘ézlm} ® o)
. TTH

(q{g)é;’}k fn Rl
ZTMWE%*) Bplon) @ jon)
E
()l
> (—q";;)“&z"‘m ® lag)

i

H

retorpande 3 forma exponencial
ais il
HI0y) © o) = 98 ) & o),

Por outro lade, da equagio A.3 podemos concluir ques

japt?  legre(t)aai?

1M E |0y @ o) = 6™ e T oy ok g(an) ® lag). (AT
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2. Superoperador &, éév
- aoal ~ -
Para obtermos a atuagio de %9853 1a,} ® og), basta trocar &4 com &,
& & com o do item anterior, i &

equ}ﬁ;ﬁé‘ml} @ low) = 3(}{&}&,2"&‘1(.!1) & laea) = e?{t}(m}é;‘;‘mg) & |ey)

taal? |¢33‘+"F(”“1§

34[13315£‘|ﬂ3} Gl =¢e" "7 & 7 o} @ loa + g{t)ay ). (ﬁ_g}

3. Superoperador -y éi

5
o | g (£)-848}
&7 BBl (o L&) fargf = > -(T—)—(m[ ® {ony|
¥

= Tl fos aiy O8]

. . &
“Z<ﬁif@{az!az{ sl i% @3351:«“

SICIEIE ay O8]

*
= {C&’li & {le ;aztkg“%?i}w

= Ry {fhe” (] @ {es].
Da equagao A.4 concluimos

japi?  lajantthadl?
- 2 {

e 88l (o 1| = e He o +glel{os)l  (AD)

4. Superoperador »s"% Ho
. el s N A
Para obtermos a atuagio de % W %% {¢, [{a,], basta trocar &; com 4 ¢
oy com & do item anterior, i e

8 g ] = T80 o g = 8" O(01) 52 g
4
japt?  lalre’(tial 2

eq?ifixﬁiéﬁ{ad{az i=e" % ¢ 3 {onl{cs + gy, . {A.10)

» 2% Maneira - Superoperadores “tipo 11%ou “tipo 22" com ponto & direita ou & esquerda.

Para mostra que a exponencial desses superoperadores atuando num estado
coerente, “gira” o estado e cria vma fase faremos os calculos para os quatros
superoperadores que aparecem na equacio 4.16.
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1. Superoperadores ﬁfl 8- e & A,

MRS o) == 57 €™ ) ] on)
b {X;ﬁf

— milfin £ = 2
Ze jn}nin’)e Nz

ny

H
e—%iﬂzizg :emiiﬁﬂwaz g™ Hlong?® § t{{‘zie
" y‘n?

iy #
jlaaf e‘ia;emzf*?;ﬁewé;mamzw;&E (‘3‘13 { }

Vnl

m%w

i

e” 7y

#n

oMo
(algmiitz )n

Iazem;{ﬂ} — e—§|el¢mz(ﬂE2 Z v{,;; |?‘£>1

a
entdo podemos concluir

em,{s}ﬁ}a;-lal} = e~ il zlem el gmalthy {A.11)

Analogamente

‘1“ 2 m
gratlaziz gy — e Elanf? gile™a el Iazemn{‘}}‘ (A.12)

2. Superoperadores -} &; e -ah 4p

DR loy] =
=3 In{nll (e
N wrt
— zem;{t}n* !?Z}(n;(%x!gw;imi* Qy

o vl

= g dlo Z myfom 21 (:n;

g 3{‘}

e Z(a i

2 3. mtUEE L Lies pmyithk
= e‘%lﬂlé e%fﬁzc’nl{ P o—3laje™ity z

¥

(agemit)”

Val

(x|

Como

(a;em;m) n

(g e™W| = g~ Haae™ P Z Y = {n|

n
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entdo podemos concluir

em;(t]‘ﬁlﬁt (all — e—%|01|26%IEm1(‘)01|2 <Q:1€ml(£)|- (A13)
Analogamente
emi (08582 (0| = g Hlazl® o 3lem2Wanl® (1 pmatt)y (A.14)

s 3% Maneira - Superoperadores“tipo 11”ou “tipo 22" com ponto no meio.
Para mostra que a exponencial desses superoperadores atuando num estado
coerente ndo altera o estado, faremos o segunte calculo:

1. Superoperadores &, -é;, ag-a;, éIéL e ég'ﬁl

k
= ejl(‘”“”2|a1)(a1|. (A.15)

jitt)ay -at _ jl(t)k 2 Ak Atk
e Yo} en| = E 5 (81)% ) {0 |(3])
, !

Analogamente:

%
= e |0, (), (A.16)

. k
e 332 0y) (0| = ”(.? (82)*foxa) (cezl (8)*
k

&
— (,3.-.{t)¢:mct;|02)(&1[II (A.l?)
. . k
e* W18z 0 Va,| = Z %(ﬁl)ﬂal)(azl(ﬁg)k
P’ !
— e:-(t)a;m]alxazll (A].S)

A.3 Evolucao de py = |a){a1| @ |as){as|
Com o estado inicial em questdo, mostraremos a evolugdo de p(¢) da equagdo 4.16.

1. Os superoperadores das equagdes A.7 e A.9 atuando em |oa){c:]| ® |aa2){as],
resultam:

aqal. gv(t)-aba,
eq(t)aza]_ P (t)-83 |Q’1><a],| @ |Q:2><O.’2|

= emlleleitatel o) 1 g(t)an) (o + g(t)as| @ |az) (o
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oom 1810

p(t) = eletl emlmnattios? oty 8] 5p(thar &) o2l tiad] =" (0 B olBlind)
o JERUE PN G LS em‘;{i}‘ﬁéégemz{i}&i&i‘gm;{t}w&iﬁ;! ey + g{Daz ©

© {on + glt)oa| ® o}l

2. Os superoperadores das equaces A1l, A.12, A.13 ¢ A12 atuando em
fon + g{tlen o + ¢{floe] @ Jor}onl, resultam:

engz}agﬁz- EHOELCNES ETIE & f3alay &

Oles + gltjacien + ¢ltier| @ lazjlod] =
= g—imitaltert o teltieale™ i mloal® lage™atiliE o

O fon + g{f)oal ™ @ {fon + glt)az] €] @ Jace™ ) (o™
com isto
p(i) = el gllarrattian)e™s O p~laal glase™s 92 )
@ i (Ara] pia{t)iza] or(Daa-8] o2 (Dhy & (082 8h v (08]ds &
© o + glthaa] ™ V) + a(t)aa] €™ | @ Joze™ D) forpe™ )

3. Os superoperadores das equagdes A.8 e A.10 atuando em
Hey + g(Don) e™ ) oy + glt)on] €| @ Jone™ ) {ape™ ] resultam:

Tkt (8132 (o + g(t)ars) ™) (e -+ qthaa) ™ Pl
3i92€”‘2[”}{a23m={‘3§ o elose U o $g(en)e™ I slazema Ut
o) e + Q(f}&z]emi(i}}{[{lz +g{t)os] emi{z); ®
®|&zemz(z3 + ¢{t} [&'z + g{t)oa] &™ [z}}(&.ﬁm{é} e q(t) {051 + g{8) Clz] gm’m?
Definindo

4 H
Cege

{A.19)

ape™ 0 4 apg(flem®
qq{t)e™ ) 4 oy [0 4 (1) e ]

teremos
p{z} - ol i e;e,,,;? e i }? ezagez‘v’ pH1in8 -4} e,fg{ﬁ}éﬁ‘ﬁé 3“‘}&“‘&%% Peatts st &l o

Olager{o] @ lozo{od.

4, Os superoperadores das equacdes das equagBes A.17 e A.18 stuando em
i (o] @l o], resultam:

[0En-BE = {1VAx AL
e=t82 8 o= A8ty Yol © o) (o] =
e:(t){m:}'azae:'{f}aza(aze}“ chlt)<a1<| & |a2£)<a2‘[,

(L]


http:z(t)�2.al

com isto
plt) = 8”3“&52E”fﬁé§383{3}{&u}‘ﬂﬁzez’{‘}ﬁzf{ﬁzar el Janf ©
. & sfBasdl
Ol P e *2lory {00 ® lomey {oadl.

5. Os superoperadores das equagdes A.15 e A.16 atuando em
led{or| © foeay{rge], resultam:

s (4 -al d il 4
e};(i}‘ﬁu 3632[133? é?lﬁu}{{}ul 2 |&2£}{,a2£| =
- ejzitlémzl"eizif}lwzzig;au}(mﬂ ® |aa){azd,

com isto

p(t) - e“’i‘*i|:"e"'!¢¥2126:(¥}(ﬂu]'fame:‘(i)ﬂll{az)' 0

®8f51{£)+1naui28{52(£)+1)|u::12 lae o] ® |an o).

Uma vez gue Trp(t) = 1, entdo podemos determinar os coeficientes 7,(1), £ (t),

z{1),

o) = (1 + 1)) (e[ 7) -1

'

ie(t) = |em™ W g g 2e it 4 (|gle)?) (|em={=1|—2) _1 {(A.20)

2(t) = —g{t)e” i) — g (14 o)) =] T

Asgim, podemos finalmente obter a evolugio temporal do estado coerente ohjsto
desta segiio, e escrever:

plt) = loyHendl B leadoa]. {A.21)
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Apéndice B

Aplicacao da técnica 3.2.2 para
dois osciladores

B.1 Relacao de comutacio

Dadas as relacdes de comutagdo entre 08 superoperadores bosénicos,

(a1, @1)] = (1) =1

(54), (a])]

(a0, (a})] = [(81). (a])] = 0

,H.,(,l) e 1

construiremos, a seguir, uma tabela de comutacio entre os superoperadores,

{ T at = .. i P s a2t .. R =ta A £ a2t o B
ﬁ%ﬁy = MI: Ay = I?l, 31‘&% = -‘]‘il: a;_az‘ HE N, a;ag = @, Ao ]; i Z,
{1252‘ &z Mg, -étzﬁg =1y, 52‘52 = Jz, é;fl;g b Nz, 515L = @1, ﬁlﬁ; = %,,

de interssse ao nosso trabalho.
i —f

[, 3 = [alar s al] =ar [a) ac,a)] + [ah aa ] ad = -3y




Py Ja

H




ki
o
[
fn
13—
o
]
52
ropees

st [ 51 2 4]
Al |-l -2, As

s P at 2 o4
&3 -8y 8n, 8y
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Sendo as demais relaces de comutagdo utilizadas no nosso trabalho iguais a zero,
podemos resumir todas as relagdes de comutagle calenladas na tabela que segue;

dh

g:g’
=
BBOL B

F2]

oz

&l

£ 0 9 19

E’E&}a :z»@; :;m

5 S0

o]

-8 ;

(B.1}



B.2 Desacoplamento de dois osciladores

O luvilliano encontrade na dedugdo da equacdo Mestra 4.15, pods ser ordenado da
seguinte maneira;

eLot = (ejm}ﬁx) (63'21:}3:) (e:zii}?l-{) (6&‘(‘}&) (em(f}f‘ﬁ) (e"{‘]f’) 0
& (8%“3223) (8;*2{;)'?2} (em;g;?:ﬁi) (eﬁzgg}%z) (eﬁ‘{i}@) (eé?:{f}{?z) .

Parz caleularmos os coshicientes do ordenamento dado, utilizaremos a técnica de
derivacio de pardmstros apresentada no capitulo 3.

O objetivo desta técnica ¢ obter através de derivagho, a mesma exponencial em am-
bos os lados da igualdade e manter os superoperadores que nio estiverem na cabeca
das exponenciais, por conta da derivada, sernpre a esquerda das exponenciais,
para que possam ficar “livres”, serem comparados e seus coeficientes determinados.
Para atingir este objetivo de uma maneira prética definiremos:

1. & = eq{f}ﬁ‘e%{i}@) 2 8, = (em&g;;f%) (épz{z;g’z) (emz{ez?‘;?z) (gﬂzgz;?z) 8,
3, éa o em:{}ﬂéﬁx 4, é‘j = eﬂz{i}”&éza

A‘ -~ - -y
5. By = 6“”"34, 6. ég = 8‘“'(‘)2'&5,

I piunl1pd 2
7. ghel = piun 18323}?2%;

en: geguida faremos a derivada no tempo de cada item definido, poy exemplo &4,
ssorevendo o resultado como nm produto de um superoperador vezes o proprio item
definido, 8. Procuraremos explicar detathadamente até a derivada da segunda de-

fini¢do e depois utilizaremos o mesmo raciocinio para as derivadas das definiges

seguintes até que consigamos escrever Loelo! == (5 de superoperadores)e®! e deter-

minarmos os valores dos coeficientes.
1. A derivada no tempo para 84 é dada por.

(gééi*) = Kfﬁ;?{ﬂ)@* (f;fzz(%))@] &

atingindo o objetivo de maneira direts, pols de acordo com as equacgtes B.1,
a relagdo de comutacio entre estes superoperadores é zero.

2. A derivada no tempo para &, é dada por
d.\ _J/d N e 7 d o d o d o .
(@) = (G )i+ (et + (G0 (o) o

) () o) () (30).

81



ohservamos que ¢ primeiro termo atinge o objetivo proposto, enquanto que no
segundo termo podemos substiturir &, caleulade no item 1

d

(E}Eeg ) [| — oy (t}) My + (ﬁmgqt))}%‘ﬁz + (gigm (’t}j B+ (%pz(t}) ff"z] €
+ (emants) (o) {emant) (emo®) [ [ £t )@+ ( Fat0) )@ ex

Para podermos escrever ¢ segundo termo em fungao de &;, temos que trans-
portar as exponencials para a direila dos superoperadores Qe Q. O artificio
usado € mostrado a seguir.

(i“z) = [(imz(t))ﬁ""z + (“&%mz(to% + (dpx 5})?1 + (d}?z(f}) E’z] &
) o) o) () ()

i

i (i) (o) (emots) (o) (0 )@ 0

!

1

As relagBes de comutagdo em B.1, nos indica que os superoperadores BB
Fa‘%l, &%z comutam gnire 8f & com os supergperadores @ e @; respectivaments,
entdo

(gféz) N [(%ml{t))ﬁé; + (%mz(t))gﬁz + (%pl(i})?; + ({%mcz})%z] &,
o) o) () o) (o)
0 (e”‘" ) (6’“‘* 1) ( m:[fz'f::) (8m1{‘}lﬁn) &

\. #

+ (3p°"} 3 8"“‘?&*) (;qz )@}‘ “ﬁzz:}?‘z) (g“?amfﬁ ) o
(63’3‘” ) (83’"”?‘) Ml ) ( mutr'«':fl)é]

o

-
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(%éz) = [(%ml(t)>gﬁl + (%mz{ﬂ)gﬁz + (*‘%pl(t}) Py o+ (%pg(ﬁ))?g] 8o
o) ) () o) ()
() () (Fa00)0 (208) ()

Para que os superoperadores, & e ¢, figuem a esquerda das exponenciais,
utilizaremos a transformacio de semelhanga 3.5 ¢ as relaces de comutagio
dadas em B.1como segue

PR P I (%Q{Q)Q e~ g maatis

- (";é"‘?(t) em-_-(g)?;?z em;{,}?ﬂ@ e&mzwﬁil 6*?}12;;}[:2‘! _—
t L

it ) " .
s (&%q(t)) gaute (1 + mift) - m12(l) 4 ) Q| emmanbi

s gty )

4 A

(fo)e [ 2- )q

a
o |2 sufti-malt)
( {ﬁfz(t))t‘ @

epau}?aepl(uf’l -Ei—»q;(t) @‘ e“Pug)L&le“‘“pg“]:‘}gm
dt
d Pun?z | gPun?1dy, pPriofi] ampaigFe
s «{-%«Egi(t) et 2 gPun Qle $E3F g RHGY

N 2 -
T

&3




= (%@z(ﬁ) et -e"’i‘if”f@g“?@u}?a]

d / 2
= (E?Q‘I(t)) 8?1{1} ‘ I\l - %g%ﬂ + pzéf) - ,.“) @]

!
- P ~p3lfig,
L{ﬁ?:(f})e G,

g finalmente atinjir nosse obhjetivo escrevends:

(5%) = | (Fmo) i + (gm )i+ (g00)2+ (o0 )] o

d N d R
ki {ra{ty—ma(t)} hd P (O-p2 i3 | &
+ Kdzq(t)je Q-+ (&@{5)} @:] 8;.

Para as derivadas das definighes restantes, utilizaremos o mesmo roteiro que
foi detalhado para é;.

3. A derivada no tempo da terceira definicho 8, = "8, ¢ dada por:

(ieg) = (z‘%n(t)) Né&g + (e”wﬁ) Iiggéz)
= () [ (0 ) + (st + (o)) mir-man]
(e | (G0 )2+ (gm0} (Gate))ermingl e,
+ (én(t}) fes.

Utilizando os artificios feitos para o segundo caso e as relagdes de comutaciio
dadas em B.1, teremos:

&y = (em;cn‘z) [(%ml(ﬂ)ﬁ% + {%mﬂij)ﬁ&J (e“nmzfz) &
+ (é{q@)) elmit=matt) [ (07 g (=ri0) ) g
+ [(jﬁ ( )g»z . k Pl(é )?1 + (%qr[g}>g{?3{i}"m(t}}%} &y
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kmn{f}) Még,

Da transformacdo de semethanga 3.5 podemas transportar os superoperadores
M, M,, © para e esquerda das exponencials, como mostramos a seguir,

(") (Eﬁi”’“f”)) (o) = ( m;(é})&fi; (%m;(ﬁ))n{t]§f
( eniz}z‘f) ( émg{ij)ﬁg (gm&}ﬁ) - (%m?( })?&‘ﬁg - («%mg(i}) n{tiN
(e ﬁ{fii?) (4 q(i}) om0y (M) -

= () )OO (@ 4 n(t) - (¥ — (e )

e atijir nosso objetivo escrevendo:

20) . () -
1L, [(ggmg(t)) + nit) (ggq(t)) efmd*?*msf*ﬂ] &

%n(t)) - n(ey (§§q(a>) =) g

(ggmz(é}> n{E) — (; m«s(t)) ﬂ(t}] &y

Q{ el é - {i
é L L (e (-ps s, | &
éﬁpz{i}) By + ({itpz{t))?z + (iigi?fif})@ Qz] &3

4. A derivada no tempo da quarta definigia 8, = 078, ¢ dada por:

(gfga,,) = (ea;{z;z“%z) (iég) (éﬁ;(t})&éi
= (e”“{‘”‘g‘} ¥, [(wml{ }) - n{z‘}( q{t}>gimzif}~w£t>}]
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T Kgm(i}) + %{f}( @(ﬂ) e"’“{ﬁ”’”"“”]

L /d _
& (%q{g))eimi{f}”mkﬁ}}] &

)
)
) § [ (En)) - ntey (Gat))emiomn)
)
)

A ot (G ) -3 (ot s
[(3;192(2}) B+ (ggﬁz(t)) Py + («é%q{{@)eim(f}wm{t}}@] &

d s
+ (ai’q(i]) Ni&4.

Utilizando os artificios ja mostrados e as relacdes de comutagio dadas em B.1,
teremos:

(%94) =M, [(%ml[t)) — n(t) (ggq(g)) e(mlfi}wmz(i}}] &
+M, [(%mg{t)) +n(tj( q(t})eimait}wmn(ﬂ)] Y

‘».
(o {d)—maft)}i 4
+ 8 Q

+R (;ﬁn{z)) ~ 6 (o)) el 0 o,

81 [oft ()] — nt0) )| 4
+ (o) [ (a0 o+ (om0 )] (%)
4 (gg@(g}) -l [ (mOR) @ (el I;)} é,

d o
+ (5?2;[3}) N8,

Da transformacio de semelhanga 3.5 podemos esgrever:
{ )T E B VB, et ) j{ \*f% - fi s AR
(e} (ot e (@) = (L) o = (Spat0) o
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: d « ¢ d AP d .
(T — ~ae{tilly we | - H
() (o) )Bu () = (St 1+ () o
d . ;
adtiyy [ 2 {prit)—mlt)) 2 Y L
(e} ( ot Jaro-mngy (s-nirh)
d ) , i .
( dtqf(t)) et (G 4 ry (), — mt)By — (1))

e atiiir nosso objetivo escrevendo:

(£0.) =5 [ (o (9) — tr{ et
+F4, K;; 2(t }) 4—?2(:}( g{i)) fmf:}—m:m;] &,

o :(%q(ﬂ)gimfﬁmwmw}z] &
+N i(gn(z}) - nft)? (gq{t)) ef"’“if?“’“?f‘”] 84
8 :n(z] (%mz{t)) ~ nf) (%mg{i})} 84

(_‘E{pi{gg - m(t)( q‘,@) (1 () m{ﬂ}] &

H [ﬁz(ﬂ( () = (0 t0) | o

5. A derivada no tempo da quinta definicdo &g = 1058, ¢ dada por:

I we,&} ( ‘[”ﬁ) (géea) + (%z{ﬂ)@éa
N (ezcz):::) i, K %ml(t}) — nt) (ggq‘it}) eimtii)*meiiﬁ] 5,

&7



& }gfﬁz [(ggmz(t}) - ’Il(ﬁ} (g;fI{t))e"’”*(*}“ma(f}}] &,
.(%q(t)) e(ml([}wm:;(t))jl 8,
] (%n(t)) B n(t)z (%Q(t:’) e(m"[‘}“mz(f}]] 8

A [ne{ Fm) - @) 0| &

d

)
)
)
)
#(e0%) 8, | (£m00) - mio) Galo )0 e,
)
)
)
)

520+ Fatn)eroro] o,

NEE

)0 (g,

#(202) | () - m(e? (o) )00 g,
() B e gm0} -t (o) | &
@»(%z@;)m

Utihzando o artificios j4 mostrados e as relagdes de comutagdo dadas em B,
feremos:

() (4 s )]
+ (e 1, (e0)] [’d— ma(t)) ~+nce)(;q(tJjef*’“ﬂ‘?*m“n] 5

+Q K —g(t) ) hm(t)m:(e))] &
+ [(g*’«’fz}fi) R (ewziﬁﬁ)] [(-{%n(i}\} — n{t)? (éq(g}) eimz(ﬁ}wm:[t})] 5
+ {(gzizz'ﬁi) 3] (e~a{23i)] [n{i)( mz{t}) — n{t) (ﬁ%m)]

&8


http:e(m,(fJ-m,(.jJ

{( ~(z3«} ~zz}~)] Kggpz(z}) - (] (ggqi{g)) e{?z{i%;}z{é}}] &

(¢
RICDRECD St
[0 (o) [ (g
+14, [(ggm{z}) — ny{t) (gzggit)) gfm{@“mff??] &
54 [ 5} - (S5m0 6
+ (%:(z}) 2y,

Da transformacio de semelhanca 4.5 podemos escrever:

Eezérzig By (e70%) = By + 2(2)2 éezwﬁ% & (e0%) = @+ 2(0];

502 i, (e*zitiﬁ) =M + 202 (O3 (e"“‘}f‘) = N+ z{t)],

& atijir nosso ohietivo escrevendo:

(,gges) =M [({imzit}) - zz{z}(giq(gj;}g{mz{f}—msiz;;jl Bs
+¥s [(ﬁngf)) ~§«n(£}(§£g{t)) e{mziiiwmz{i}il :

.5_@ (;iq(g)) e{mzli}*mz(t})] Be

+N j(%«rz{z}) —~ n{t)? <§q(g}) eimsitzwm{z};] &

4R n@}( () o) 2 mate) |
+F, d?t@)) “?’@f{t)(ggt?:(t)) 6(}”(0“92“})] &

. TFd 4 ] “
+Py _(gg?}?{g}) ~+ ?’ZZ(:{) (éggi(g}) &,{m{z} m{:}}] 3

+@i | Qt(f )8fﬁ;ff]—ﬂ2(f3}j| By
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+By [(»&ém{z}) - n{tV (f;q;(z}) gimi‘iwmffﬁ] &5
84 (0 (0] ~ ) Gou00) ] s

" - h?
+2z(t) [n{t) (ggq(z}) glmilflmaltl] o iy k%@ {z)) eimié}-p:it}}] &5

%[!ié%z(ﬂ) (prl )) (g};mg(t))ji{és
+J,2(t) [l"' f{n(g)) - nft)? (é‘fng} e{msif}wmztfi}l 85

+51z(tn(t) [( m:(ﬁ)) (gimz(ﬁ))] &y

+Ja [N(t)( q;{:t)) (paity~ p«(m]

6. Derivando no tempo a sexta definicio &y = ey, utilizando os artificios
j& mostrados e as relagdes de comutagdo dadas na tabela B.1 obtemos:

() ) 2] i
o [ 1 )] [ o) - i ) )
1 | (Sma)) 4 (0 Sato) ) elmo-m] g,
# () @ (2] [( Sty )emt-mm|
+1[(Z00) - a2 () e g
+8 o) Fma)) - nt0) (g;mz(:}j] &

-+ [(;?1@3) ~ it (“‘“é’z@)) elmltr- ""’{23}] &

N {(gxz{z}ﬁ:) &, (g«»zzw&)} [(é’ég&{g}) +alt) (é@({)) gzmzfz-m{f;z] .
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m‘;.@ [(g&.q‘{t‘})eim{ﬁ—ﬁz@} 8y

# [(er0m) R (e02)] [( 0] — w2 Fate))emomo] o
(e f (e [t £mn00)) o) ) 6
+3(0) [t at0) )00 () Lo ) 020
a[(g) o) ()]
s3ia(e) | { 5n0)) = nte  at0 el g,
Fuston() | () = (Fm)] &
+Ja [z(t) (4 Zalt) )e‘*’l“’"m“”] &
+(§z;(z)}ﬁ;@§x

Da transformacio de semelhanca 3.5 podemos escrever:

(e;‘{c)ﬁ;) @2 (emz;(:}it) o E“nz + Z;(t}g: (e&e[t}ﬁt) @ (e—n(f}i:) am @ e z;(t]ﬁg

(ﬁz‘mi‘) A (ﬁ"z‘[g}?“) =M, + 2(t)Z (f‘a’z‘mi‘) 5 ( —ali ) = Ry o+ a{t)

€ abilir nosso objetivo escrevendo:

(jz ) N Kéml{t)) - n{i)(§§{g))3f’”1{‘1—mz{fiz:{ &

+M [(ggmz(ﬂ) +nft) (3‘%9(@) e“"““’“’“““”] &

+ [(ggq(g)} 6{?’?13{{}“332{‘}3] &

+RN [( n{t)) - ?lef}z(%q(ﬁ))gfml{‘}“mﬁ{f}}:] &

B

a1



[(t)( (t)) ()(d 2(t))]é6

9) - (o)
;;-{p t)) + 0 t)( ) (p[)—p:{t}}] 86
) (pr(t)-p (n]
(t)) m( ( — t)) (pr(t)-p (n]

() - )
+33:0) [ (00 = 7 ( at0))emo-mi0| g,

+312(t)n(t) [(jtm (t)) (%mz(t))] &

+Hhau(t) [(%n;(t)) - n;(t)2(%ql(t))e(m(t)wz{t))] s
S (CORE)

3 0 )]

+lan(t) [(%ml(t)) —n(t) (%q(t))e(mfﬂ-mztm} &6
+2z(1) ["(ﬂ (%q(t))e""“"‘”““” ~ n(t) (%q;(t)) e{m“]-mtfn] &

+Z [(%z(t)) + z(2) ((%pl(t)) + (%mg(t)))] &g
. d .

d
dP

+#, n

(
+P, (
(
(

T

n d
+Q a*'q

L)

4.
d

("4-

N
i [0

(p1(8)—pa(t)} _ n(t) (%Q(t)) e(m;(t)—mg(t))] 8g.
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7. Derivando no tempo & sétima definicio e m ehun’reinadsgy utilizando os
artificios mencionados e as relaghes de comutacio dedas pela tabela B.1 obte-

Bos:

L4650 = ghulaginain (

d d 5 oot d ,Ne g
‘(};96) (&;31( ))515 -i"(a;h(i})ize

= [3.51{9333}%{1 e"“jm;;’l] [(§m1 (t}) ~ nf#) (%q(g))é{m:{f}"mz(i))] elet

4 [@:(r‘ﬁz"’yﬁwéz;:;&z

...i_

g};zmé aMﬂ e"}“.*gg}z
ejz{zjg 2@8“’@19;;1

g}*zz;}gzﬁe"‘jsmég

eim)i:g?ge“iacr;i:

g}ﬁf?‘g lﬁwl PRp T

it 1@‘3“}';4;}:

elnnd ol @ ~faeyta

@l iﬁze"m:)c 1

g] Kggmzitﬂ ~i*n(t)(ggg(g)>eims(t1~m3{a}} oLt

] (gz{;(ﬁ}) e(mli"—)‘mzfi}}} eﬁnt

[T ———

nit?(«%mi cn) - n@)(gmg(z;)]

i [(Mpi(tl) m{f}( qf{t}) {m{t}wpz(x))] Lot

L éﬁz(i‘)) + m(ﬂ( qf[:g}) efpz(i}—?zfiz}} Lot

3 [/Ezqf(t))eimiz%mft])J prey
LN

11 _Eg_ 2f 4 (P —pa{t}H] L0t
*(dgw{i}) - 1t} (dtg;(i])e e

:’szi}(épx(i}) - ny(t) (gi?}?{‘})J gLot

+J2(t) Kﬁn{g)) - n(t}2(%Q(t))e[mziﬁwmz{i}}] oot

izt [(;t 1(33) " (%mz{f))] Lot

+312(t) [({%m(é}) - ni(t)z( gz{g)) P{t}-p2 t})}

+diatt) () ((5mn0)) - (00 )] e

a3



( Jh{)) ( Jz(i))ﬂaec“t

+1 [z(t (jtqf{z)) g[m(t)—p:{t})] Lot
*32‘*{ {¢) [(gém}{i)) -n(t}( g{g}) 3("‘?.(‘}“1’”?(5}3] Ligl

»éng”(g [ g} (;q{g}) e{mz{ﬁ“mz{i}} ?Zz(i} (;gggf{i}) &{ﬁzié}wpgii}}] ﬁz:@z

() {2 ()
2 [(a’é ()) kéml{t)) + (gg?z(f}xi]e‘*"

~|~zz [m(ﬂ( f}i{t}\ {prlti-p2{t} __ n(t) (Wt’;(i}) fmy{r) wmg{tl}} Lot

Da transformacio de semelhanga 3.5 podemos escrever:

a s: . —r ‘I' L) . - . ;{ "y - ) . ~
ehwl VB (emod) = B + jygldy  (eh0l) By (emhnh) = By 4 At

. ’:? v o ’.} ) . - - ® A o iy 3? 4 . -~
ei2dy M:? g el ' p Mz +J2{t}32 -2 1132 & IHOYR ) E’Q «}*32{1]‘52

7

. " . LI Y - . = o . " A

gl @ ?y:ﬁ:gnuj o @ + .fi (g}z eh)et | @ EmIRaYL | @ o jl(f)g’t
f

etz ) § {einmds) = N+ 4(1)Z, 352(”53) K (eriols) = § + 40002

€ atijir nosso objstivo final escrevendo:

Loe™ = Bl [(%mi (i)) - ?z{z}( q{{}) {m:{ﬁ"m{f}}] oFot
- d 5\ d B
e —THo — {rmsilf-msi{th} | Lof
i [ Sma)) + nt6)( a0 ) |-
+0 ‘(éq‘itj) e{mziﬁ—m;r[t}}] oot

+§ :(&‘%ﬂ(t)) ~ nft)? ( Ed;q(t)) gimzt_:;wm,m]] oLt

+R :n(t) (%ml (t)j () (%mg(t)j] Lot

o [ Fd N
+Py [l Ei—i-pi (i}) — my{t) (-——wa t}} efi‘:(‘]“m{ﬁ}:l et
kS
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+P,
+Q
+ giz

+8

Ie: d \
(&‘t‘}?z{ﬂ) + m(t} (quf[g}) e{px{s]mp,(g)}] pLot

[/ d
g lE {p{ad—paltd} i Lot
( dif}’z( ))8 e

"/ d ;
-(gn{{i}) - R{({)z (gng{sz)e{i?i{i}wm{{}}] Eﬁn:

) () - me( Gu(9)] e

+Ji2(8) [(%n{i)) — n{i)? ( §§ {;(ﬁ)) Q{Msif}wmv(z‘v}}] oot

-h?i

) )

sduate) | () - m2 (G ) eoe0-m ] o

(f)- ()

alt) [t
#3une) | () = n@) Grat0 ) etmor-me] o
+33(t)[( p(t) n;{:}kdzqf )u {}}]& o
SAEAE
1-32(3;;2(5})6

*‘32[ (t) (ééq(:}) ei?:ii}-m{£}}] glot

+J2z(t) (—m (z) n(t) ( )gtm O m{}}] Lot

+Jaia(t)

—ms(t] i + nft) ( )e( xitlwmzit}jj L0t

(s
+J272(t) (-—-p (t) ) t}( —qil) ) {p:(6} m(i))] ¢ Cat
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%ﬁz(i}[ {¢ )( (t}) emO-mal) g (1) (%G{(t))etmiﬁ}wm(t}i] ol
Z [(%33)) + 2(t) ((%pl(t)) + (%mg(t)))] ghot
+8 [sz (t}(‘%g{”) elml-ma0) jg{t)] Lot

+Zja(t) Kggm(t)) - m{t)? (d%gf(g}) eff*’f{i}*:’z{ﬁ}] Lot

+ 52 (i (8) [(ggp;{t)) - (g;pz(i))] X
st (Zat) + () + (Gml0)] e

+24 [ﬂi(i}(a}@f{g}} glealti=22ltly _ n{t}( g(i))g{mx{f] mz{i)}} plut
d 2 d {ry (Lma{t}} | Lot
- Zudalt) wn(t} — n{t) qu(t) gl 2N | plo

+Binte) | m®) - (diimgm)] ebe,

Escrevendo a equagio para L em termos dos superoperadores &y 4, obtemos:

Lo = - | ()] = nto) Fat))emr-mt0)
“I"ﬁ;ﬁ [( d mﬁf}) + n{g)( Q(f}) {mzifiﬂm%ﬁ}]

d
*‘I‘“é;ég [(EEQ{t}) e,{mx’:‘}“m’:ii}}]

sl [ d .
+848) “(«&;nif}) - n(t)? (E}q{t}) el L{‘}"mzii)}]

A8y ) :n(t)(gt«ml(t)) -—n(t)(aémg(t))]

+aid, (%pl())wm(t]( q,(t))e(mm_p (tll]

[/ d d
wafaa | (T + (0 Fa )ero-mo)]
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4dyal (gng(;g}> é?zi‘?“?z{f}}]
ia 114 af @ {pr{t)-palt)}
*‘&132 gg?i;(g) - %g{i} *é*gf}z(z} €

+-al &, :%di}(éé?;{ﬁ) wnzii)(épzii))]

+ay-a2(8) [(ggn(f)) - n(t)? (»&%q(t)) eim:iﬁ"mi‘?ﬁ]

i s=0ni) [ () - (Lo

-8 2(t) (gm{z}) - {)? (gigl{g)) efmiz}»mtzz:]

8 8] 2 (1) jﬂz(i) ((%ﬁz{*)) - (%m(i}))]

808 (1) ‘(ggm,m) - nt) (g;q(wjeimwwmwn]

. /d d -

+&; -8 71(8) “(&Epl(t)) - n;(t)(a?q;(t))e["m ”’(']}]

. oafd.
+31-a'1(a~£jl(t))

s -~ d -
+ag-a; (EEJZ (ﬁ])

=t d (o2 {8} -p3()

+az8y |2(F) X?z(f) g PP

: Z?ml(i)) - n(t) (%c}{t}) e{mzi@wmz{a)}]

Lonal)) -+ n(t) a0 ) em-ms)

+§3-.§;z;(£}

(
+8g-8} 7o) (
(

+arali(t) (7)) + 0 Fato Jer o]

+ m g 17 - FTL f g B
+8,-al2() [n{t} (quig)) gl {tmaltl} | n{t} I\gi@{z)) elmis mm}]
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+agal [(gﬁm) 0 ((i “J) + (f&mz(”))]

raal (16 Sa) )l 4 50

+aralat) [(Sne)} - m(e? (Gt Jero-m0)]
+azAlin{Bn() [(ém{z}) - (éﬁz(i))]

(£ (i) )]

+8;-5 [m(t) (we;fz(t}) glPr{fl=pa()) n(:}( {t)) eimiiﬁ*mww}]
sanalnlt) | 5000 ) - a2 Gato) Jermr-mo)]

+&y 855 (Em(t) K a ml(t)) (jt z(z))] .

B.3 Ciélculo dos coeficientes

Se compararmos os coeficientes da derivada obtida acima com o louvilliano, Ly,
da seeglio 4.1, equacio 4.15, encontraremoes um sistema de equages lineares gue
apresentaremos a Segulr.

{“}ampammia} os coeficlentes dos superoperadores {814;.), (alay), (813,
(3:4l-), obtemos respectivamente:

1) (Fm©) - o Fate ) emomo = i, -,

2) () n){ o0 ) emOm 0 = i, -

e
T
g P

o]

e (g)) plm(Q=mzt) . kg

o8



4) (%n{t)) + n{t} [( gm,{z}) - (;‘;mz(g))] - n(g}?(gf{;(g)) glmitl=malt)) — _p,

Comparando os coeficientes os superoperadores (-Al4y), (&las), (-8,41),
(-414;), obtemos respectivamente:

) (50) -t a0 < i, -1,
6) ( d ?z{f}) + ‘?Zz(?i}( f}z(g}) o822l 300y - by

d P
7) (&E%{g})g{mw Pritd) o kg

) (50} + i | (50) = (00| - w2 (Fato) ) et =

Ao resolver o sistemna de equagbes 1, 2, 3, 4, que é simétrico ao sistema de
equagdes 5, 6, 7, 8, encontraremos uma equacdo de Riceati cuja solucio nos forne-
cera os coeficientes que estamos procurando:

g(t) = n{t) = (@(5))" = (m(t})’ ]

g(t) = kg (1 — " ) (Aye™t = A)" para 70

0 = S (3 - B = el

> {B.2)
PRCIU WS- 7. 4 PR ST QN T0 )
onde
rw \fOE 4+ Ak, €=k — Ky + (0~ ),
B bl Qi) Apy=c WE
Note que m{f) ¢ me{i) fendem a —oo quando § — o, visto que
{k; +k9) > Re{r} {B.3}
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Com efeito, se (k) + k) > Rel{r} entdio (k; + k2)? > (Re{r})?, pois &y e &y sdo
positivos.
A equacio B.2 mostra que

(B + k)% > (Relr})? =

Iy o+ o) ® > 3 {(ka — 1) 2o 4he? — (S — 0%}

1
%é»»f{(é:z — Rk - (S — ) 2 {0~ ) (e — By )+ 4Kg1 02
20 + k) = {(le — k)2 + 47 - (- )P~ 47} )2 >
{{f’»z s ;31)2 adu 41{‘3? - (Qz — Ql)z —_ 492} 242 {(ga o Ql}(fiz s ;81} e 45}%33}?
Como ks* == kks entdo a desigualdade torna-se,
{2ks (92 — ) — 2g (k2 — £1)} 2 > 0

que ¢ sempre verdadeiro, comprovando assim a desigualdade da equagdo B.3.
Note ainda que se by = Ry = k3 = k € th = wy = w teramos

qlt) = (1 - &) (14 )
1+ g{t) = 2{1 +e2*8)™"
—qlt) = e {1 + q(2}} * {B.4)

g™ = g Rtk (1 4 ot}

el = e (1 + g(t)) (1~ ¢(8)) |
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