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Resumo 

Desenvolvemos no presente trabalho um tratamento perturbativo para a matriz: 
densidade reduzida de forma símilar a regra áurea de Ferroi para espalhamento. 
Aplicamos a teoria a vários exemplos e em particular reproduzimos os resultados 
experimentais obtidos no laboratório Kastler Brossel e obtivemos uma relação entre 
os tempos característicos de dissipação e decoerêncía. 

Por outro iado, desenvolvemos um modeio simples para duas moléculas interagin­
do com um reservatório. Mostramos resultados surpreendentes quando temos mais 
que dois su bstemas interagindo: no caso particular em que as molécula..'i estão num 
estado inicial coerente". bombardeadas por fontes de mesma intensidade. o estado 
assintótico apresenta uma concentração de energia no modo de menor freqüência. 
Este resultado dá suporte a. um modelo fenomenológico de sistemas biológicos onde 
a condensação de Bose- EinsteÍn é produzida e o estado final também exibe uma 
concentração de energia no modo de freqüência mais baixa. 

! 
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Abstract 

In the prescflt. work we developed a perturbativc treatment of reduced density ma­
trices whkh ís sÍlnilar in spirit to Fermi's Golden Ru!e for scattecing, 'Ale applíed the 
theory to several examples and in particular reproduced the results obtainoo in Lhe 
laboratory Kastler Brossel experiment quantifying the relatíou between decoherence 
and dissipatíon characteristic times. 

Ou the other hand VlC developed a sim pIe mode! for two llloIecules interacting 
through a reservoír, We show that rather surprising results may adse when we 
have more than two subsystems in interaction: in the particular case wilere both 
mo]ccu]es are initially in coherent states, if they are pumpoo with the same strength1 

the asymptotic state shúws a concentraction of energy on the mode with smallest 
frequency. This result gi....es support to a phenomenological mudel for bioiogical 
systems where tl Sose- Einstein condensation lS predicted and the final 5tate a)50 

exhibits a concentration of energy in the IO\\'eSt frequency mode. 
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Introdução 


o século que viu nascer a Mecânka Quântica está terminando com um vertigino­
so progresso tecnológico que tem permitido nas últimas décadas testes contundentes 
de aspectos da interpretação da teoria quàntica que foram assuntos de longas dis­
cussões, debates e divergências ao longo do mesluo[22}. Um exemplo marcante é o da 
existência de superposições coerentes de estados rnacroscoplcan.1ente distinguiveis, 
previsto pela :'viecânica Quântica e que jmplicaria necessariamente {uma vez reivindi~ 
cado um caráter universal desta teoria) no aparecimento do mesmo fenômeno a nível 
macroscópico (paradoxo do "gato de Schrõdinger "[13, 22, 39]). Uma das soluções 
propostas para este problema foi a modificação da própria equação de Schrõdinger 
[31] ou sua substituição por equações estocásticas[l1, 17] ou ainda hamiltonianos 
dependentes do tempo [4, 37, 38]. A outra vertente que propõe a solução atualmen­
te mais aceita é a de considerar-se como sistema fechado o sistema de interesse mais 
o ambiente que o cerca (ou o aparelho de medida). Quantiza-se então o sistema 
composto de acordo com as regras de quantização usuais. Dentro deste contexto, a 
\(não observacionalidade" de fenômenos de interferência a nível macroscópico é então 
atribuido ao acoplamento entre o sistema de interesse e o ambiente que o cerca. O 
mecanismo responsável pelo fenômeno é essencialmente quântico é conhecido como 
decoerência (perda de pureza) [13]. Recentemente, o grupo do laboratório francês 
Kastler - Brossel, em Paris, observou a evolução temporal de uma superposição de 
estados coerentes numa cavidade supercondutora e mostrou que no caso em que 
a separação entre os esta.dos que compõe a função de onda iniciai se torna ma­
croscópica, o tempo de decoerênda torna-se muito menor do que qualquer outro 
tempo característico do sistema [6]. 

Uma primeira contribuição deste trabalho é no sentido de caracterizar mate­
maticamente o processo de decocrênda e o processo concomitante de dissipação 
em geraL Para tanto, dcstmvolvemos uma teoria de perturbação para densidades 
reduzidas, bastante similar em espírito à regra áurea de Fermi para o espalhamento. 
Em particular, aplicamos O formalismo ao experimento de Paris caracterizando as: 
escalas de tempo de decoerência e dissipação e comprovando quantitativamente o 
resultado experimental. Usamos nossos resultados ainda para investigar outros casos 
de interesse. 

Uma out.ra vert.ente importante de investigação atual relativa às bases da Mecânica 
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Quântica foi propiciada pela observação em laboratório de condensados bosônicos 
de átomos frios. Desde sua. descoberta um enorme esforço teórico tem sido dedicado 
à sua compreensão [I}, 

O fenômeno de condensação bosônica e correlações de muitos corpos não parece 
ser objeto de ""tudo exclusivo da Física. Já em 1968 H. Frõhlich [32J propõe um 
me<::anismo de -coerência de longo alcance em, sistemas biológicos que resultaria num 
fenômeno desse tipo também: a idéia principal ê que se moléculas com momento 
dipolar não nulo estão mergulhadas num reservatório comum, vão trocar energia 
através do reservatório e, se energia for bombeada a essa.s moléculas, haverá trans­
ferência da mesma aos oútros graus de liberdade presentes no processo de tal forma 
que o estado estacionário que será atingido apresentará um excesso de energia ca­
nalizado para um único modo (exatamente como no fenômeno de condensação de 
Bose - Einstein). Esse modo é o modo de menor freqiiêncía.. 

Obviamente a solução çompleta. desse problema é extremamente complicada, No 
entanto, a construção de um modelo esquemátíco com duas moléculas interagindo 
com um reservatório é possível de ser mostrado e, embora esteja longe de poder 
exibir o fenômeno de condensação bosônica, permite estudar alguns mecanismos 
importantes para o mesmo de forma analítica. Com essa motivação construímos 
então um modelo de dois osciladores acoplados vIa reservatório. Do ponto de vista 
da Mecânica Quântica este é um problema interessante em si, por envolver mais 
do que dois subsistemas em interação. Pudemos observar que as propriedades de 
transferência de energial por exempio, podem revelar comportamentos inespera.dos 
e surpreendentes. Em particular mostramos que, sendo os osciladores inicia.lmente 
em estados coerentes) bombeados por fontes de mesma intensidade, (essa condição 
pode ser eventualmente relaxada) o estado assintótico será tal que o oscilador de 
menor freqüência concentrará a maior quantidade de energia. 

A resolução completa e analítica deste problema foi possível graças a uma ex­
tenção de técnicas de algebra de Lie para superoperadores {141 24, 29]. Esta técnica 
foi originalmente proposta e usada para O cálculo de correlaçôes. Ela pode ser ge­
neralizada para sistemas linearmente acoplados e, como fizemos, para o cálculo de 
densidades reduzidas. 

Assim como propriedades de transferência de energia em sistemas que envol­
vem mais do que dois graus de liberdade são surpreendentes, as propríedades de 
decoerência também constituem um estudo muito rico dinàmicamente, Resultados 
prelimínares indícam que há também "transferência de coerência" entre os subsjste~ 
mas em questão. 
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Capítulo 1 

Considerações Gerais 

Este capítulo é um compêndio das ferramentas necessárias para o desen­
volvimento da tese, Serve também ao propôsito de estabelecer a Hngua­
gem que será usada. até o fim do nosso trabalho. 

1.1 Formulação da Dinâmica Quântica 

o estado de um sistema quântico é completamente especificado por urn elemento 
de um espaço vetorial. Na representação de coordenadas, 05 vetores são dados 
pelas funções de onda de quadrado integrável cujo módulo ao quadrado mede a 
probabilidade de enCOntràr a partícula no ponto "x". Para obtermos a evolução 
de um sistema quântico "postula-se" a existência de um hamiltoniano, H, e que a 
evolução de um estado 11,b{t)) seja de acordo com a equação de Schrodinger. 

. d 
,lidtl;,>(t) = HI1f;(t) (1.1) 

onde H é um observável e portanto hermiteano. Supondo que H não dependa 
explicitamente do tempo, então, formalmente podemos escrever: 

1;'>(1) = e-r.H(Holl;,>(t.» (1.2) 

onde !W{ta» é o estado do sistema no instante to. Seja 

U(t. to} '" e-;;Hlt-t,,} (1.3) 

Como H é hermiteano, então 

Ui(t, t.) = e,H(H"l = U-\(t, to), 

ou seja, U(t j to) é um operador unitário. Ele possui as seguintes propriedades 
notáveis: 
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1. 	Conserva a condição de normalização do vetor de onda no tempo, satisfaz a 
equação 

d 	 • 
ihdt U(t, lo) = H D(/, to), com D(/, I) = L (IA) 

2, 	 Satisfaz a propriedade de grupo 

D(I, t1)U(t" lo) = U(/, to), propriedade que resulta da evolução matemática 

determinista da equação de Schrõdinger, 

No caso de H depender explicitamente do tempo, um operador de evolução pode 
ser definido generalizando a equação 1,4 

ili!!.U(t, lo) = H(/)U(t, to) com U(to, I.) = i e H(t) hermiteano.
dt 

Neste caso. no entanto, o HamHtoniano H(t), em geral, não comuta consigo mesmo 
em tempos diferentes, ou seja. 

IH1(t,), H,(I,)I i' O se t, i' I,. 
Supondo que Hl e H z sejam independente do tempo nos intervalos to < tI < to +.6.t 
e tn + êlt < t'2 < to + 2D..t respectivamente, então 

U(to+ 2M, t,) = U,(to+ 2L'>t, to + L'>t)Uj(to + L'>t, to) 

= 	e-KH~6te-r.H•.6t :F e-A(H.+H~)Llt 

pois, [H,(td, H,(t,») # O, mostrando que U(/, lo) # e~;Jfo l!(t')d1' que seria de fato 
a solução correta se H(t) fosse uma função numérka, 

A solução que leva em çonta a não comutatividade do Hamiltoniano em tem­
pos diferentes poderá ser pensada em termos de uma sucessão de transformações 
unitárias infinitesimais que a'vançam no tempo em intervalos dt durante os quais a 
,,,,dação de H(t) é desprezível 

U(! + dt) = j - ~H(t)dl + O(dt'). 

Cuja representação integral é dada por [26) 

U(t,I.) = i - ~lt H(/')U(t',/o)dl'. 
t, 

Seja H dependente ou independente do tempo, U(trtO) deve ser unitário e satis­
fazer a propriedade de grupo. No que segue consideraremos o caso de bamiltonÍanas 
independentes do tempo, por simplicidade, 

A evolução unitária pode ser imaginada como uma nrotação"contínua do vetOr 
de estado no espaço de Hilbert, &, que goza das seguintes propriedades: 
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1. 	o produto escalar de dois vetores no espaço de Hilbert, E, permanece constante 
se ambos forem submetidos à mesma evolução unitária 

(U1i'IU<p) = (,,;,iUIU<p) = (1/>lqi). 

2, Uma evolução unitária leva estados ortogonais, !/in, r/in, onde n, nj são índices 
discretos arbitrários) à estados ortogonais 


(UrP",IU<Pn,) = (<p",IUIU<P") = (",,,.1,",,,) = <I".", se {Ini)} for ortogonal. 


3. 	Transforma um vetor de estado 11/» em l.p'), segundo a regra 11/>') = UI1/»· 
Com isto, a evolução de um estado 11/>(t}) (1.1), pode ser descrita por uma 
tranfol'mação unitária 

11,&(t» = U(t, to}I.p(to)) com a condição inicial, para t = to, U(lo, to) = j 

Deste modo, a probabilidade de enCQntrar o estadol1/J(to»no vetor de estado 
IrPn) ê: 

p,,(to) = (iÓ"I1,&(to»IZ 
evolui dinamicarnente no tempo t como: 

p,,(t) = 1(,""I1/>(t» I' = 1(<,I;"IUít,to)I7,b(to»l' 
4. 	Transforma um operador hermiteano .. O, escrito na base (In»), O = ~O"mln)(ml. 

em um operador OI na base {In)'}, onde In)' = Uln), segundo a regra 

OI 	= 2:Onmln)'(ml' =2: OnmUln)(mlUI = U (2: Onmln)(ml) UI = UOU!. 

No caso geral, a evolução no tempo do valor médio de qualquer grandeza devido à 
evolução do vetor de estado, pode ser representada por: 

(O) ít) = (w(t) 10l1/>(I)) = (1,&(to) Iu· (t, I.)OU(t, t,) 1";'(to) 	 (1.5) 

= 	í"vítolIOH(tll1/>(t,)), onde 

OH (t) ~ UI (t, to)OU(t, to) é chamada representação de Heisenóerg do operador. 

Nesta representação o operador evolui com O teu1po e o vetor de estado não varia 

no tempo. Na representação Schrõdinger 1 a evolução temporal é atribuida ao vetor 

de estado mantelldo-se os operadores fixos no tempo. 

A equivalência. das duas representações é estabelecida pela equação 1.5, ou seja, 


OH(t) = UI(!,!o)<Ols(to}U(!,to}, ou ainda, 

I"vR(!') = U l i1/>s(t) = UIUI7,b(to» = 11/>(to). (1.6) 
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A evolução temporal dos operadores na representação de Heisenberg, é dada por: 

I 
;tOH(t) = (;tU1) OsU + UI (!Os) U + UtOs (~u) 

1 
.I 

= +iUtHsOsU + UI (~Os) U - iUtOsHsU 
ft fu h'I 

= -~ {- (UtHsU) (UIOsU) + UI (!Os) U + (U10sU) (UI HsU) } 

,; 
= -~ {iOH(t),HH] +ili (:tOs) J 

I + 
, 

i d (8 ) 
* ~ ih dt OH(t) = IOH(t), HH] + ili \ 8t Os fi 

onde HH = H s = H. 

Se o operador O não depender explicitamente do tempo, então 


ili~OH(t) = 108 (1), HH]' (1,7) 

As descrições de Heisenberg e de Schrõdinger não esgotam as alternativas de 

formulação para a dinâmica quântica. Ê comum estudar sistemas cujo hamiltoniano) 

independente do tempo, pode ser decomposto em uma parte não interagente, H o\ e 

uma parte que descreve a interação do sistema com outro j H int - Neste caso, em que 

R laml = H = Ho +Hin!, é conveniente lisar a representação de interoção introduzida 

por Dirac, que em çerto sentido é intermediária entre a representação de Schrõdinger 

( evolução do vetor de estado no tempo em relação apenas a H 1flt ) e de Heisenberg 


I ( evolução dos operadores no tempo em relação apenas a Ho). Nesta representação, 


'I define-se, além do já definido operador unitário da equação 1.3, um operador de 

; evolução também unitário, mas associado somente a Ho 

U.(t, lo) "" e-k"o{H"l,I 
Deste modo, evolução dinâmica da probabilidade calculada no tempo, t poderá 

ser escrita por: 

Pn(t) - !(<pnll{;(t))I' = 1(<PnIU (t,to)I1/:(to»I' 

1(if>nIUo(I, 10)Ub(l, lo)U(I, 1,)11/I(to)) 12 

I 
1(<p"IUo(t, to) l;jj(t)) I' , 
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- - -

que pode ser interpretada em termos do produto escalar do autovetor dependente 
do tempo U~(t, to)lcPn} com o vetor de estado dependente do tempo) definido na 
representação de interação, por 

I~(t)) :: U~(t, to)l"'s(t». 

A evoluçâo deste estado é dada por: 

:tl~(t)) ~ (:t ut(t, to») l"'s(I» + U!(t, lo) (~ I"'s(t))) 

i t i 1 
= +jjU,(t,lo)Hol"'s(t)) - ;;U,(t,lo)HI\lJs(t» 

, t 
= -liUo(l, to)H'n""'s(t» 

= -~ (ut(t, t,)H'n,U.(t, to») (ul(!, to») I"'s(t» 

! 
d -
dtIID(I» = 

i - -
-;;H, .. (llI"'(t» (1.8) 

onde 

H,.. (I) = Ut(t,I,)H'n,Uo(t,t,) = ~*Ho(Ho)Hin,e-!H,(H,), (L9) 
v 

Ho independente do tempo 

note que o vetor de estado na representação de interação) l,;p(t)}, evolui devido 
apenas a hamiltoniana de interação dos sistemas. 

Por outro lado, a evolução no tempo de qualquer variável dinâmica 0, de açordo 
com a equação 1.5, nos leva a: 

(O) (t) (\I1(t) 10\11(1)) = (,p(t) IUt(l, !,)OU, (t, t.)I,p(I) 

(\11( t) IO(t) 1\I1(t» 

onde 

- t0(1) = u.(t, to)OU.(I, to) (1.10) 

define um operador na representação de interação, 

A evolução temporal dos operadores na representação de interação é dado por: 


d­
ihdi0(1) = ih :t (U!(t,lo)OU,(t,t.») 

; -H.Õ(I) + iIíU~(t, to) (~()) U.(I, to) + Õ(t)H;" 
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Como O não depende explicitamente do tempo,então 

d - [- 1ihdtO(t) = O(t),Ho . 

Se compatarmos a equação anterior à equação 1.7 observamos que ti evolução tem­
poral dos operadores na representação de interação, Õ(t), se dá devido apenas a 
hamiltoniana intrinseca do sistema. 

1.2 Operador Densidade 

Descrever um sístema fisko através de um vetor de estado não é a forma m.ais geral. 

Um formalismo geral que permite descrever qualquer sistem.a físico é o formalismo 

da matriz densidade, que caracteriza o sistema físico por um conjunto de vetOres 

de estado, !~i{t», e por um conjunto de pesos arbitrários, Pj, que especificam a 

contribuição relativa de cada um de seus estados. 

Cada um dos estados possíveis, !1f1At»,que é normalizado mas não necessAriamente 

ortogonal, poderá ser e.xpandido numa base,,pn onde (,pnl,pm) = ó»m e I:.I<P.)(ibnl = 

1 (relação de completez"l· 


.pj(t») = L C~)(t)I4>.) => C~)(t) = (4).I.p;(t)). 

" 

Assim, podemos escrever a matriz densidade por: 

p" = LPj(4),lw;(t))(w;(t)Iq,,) =L ejil(t)c;(j)(t). 
j j 

Se A é um observável com elementos de matriz Aml'l == {.q,mIA!tPn) então, o valor 
médio de A no instante t será: 

(Ai (f) = LP;(w;(t)íAlw;(t)) 
; 

= LP;(";;(11IAi L l'''n)(4)>>1";;(1» 
; • 

= L Lp;(,,;;(t)IAI4>.i «<I>.I1/Ij(t))) 
" j 

= ~ (<P"I2tP;I1/I;(I)) (1/I;(t)lAI4>.) 

= ~("'nl (2tP;I\I!;(!l)(w;tt)l) AI4>.) 
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ou seja 

(A) (I) = Trp(I)A 	 (L11) 

onde 

p(t) 	= LPiIWj(I))(Wj(lll é o operador den"dade. (1.12) 
j 

Portanto o operador densidade é a generalização do vetor de estado e a matriz 

densidade ê a representação do operador densidade em certa base. 

O operador densidade obedece às seguintes propriedades: 


L o hermiticidade 

1'1 = (~PjIW}(t))(1/;AI)I) I 
L 	 p; l1/;j(I»)(Wj(I). 

} 

Como 

Vj = pj pois Pi é real, 

então 

1'1 = p(t). 

Conseqüentemente: 

(a) 	O valor médio de qualquer observável é real 1 

(A)' (I) 	 = (Trp(t)A)" = Tr(p(I)A)1 
= Tr (1'(1))1 (A)I = Trp(t)A 

= (A) (I). 

(b) O operador densidade pode ser diagonalizado por 	uma transformação 
unitária 

1(1) = Up(t)U' (1.13) 

=<- TTI(t) = TTUp(t)UI = TTUIUp(t) = TTp(t) 

=} o traço de um operador é um invariante à mudança de representação, 
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2. o Positividade semi definida 

Seja um estado qualquer Iv), então 


(vlp(tllv) = (vi 2::>, 1\Ô;(t)) (1/>j(t)!lv) 

j 

= LP;(vlw;(I)}(1/>;{t)I!V) 
j 

= LPj l(vl\Íi;(t»I' ~ O 
j 

t 
p(t) ~ O. 

3 ., Trp'(t) :s 1 

Trp'(t) = L(~nl (LP,I1/>;(i»(1/>j{lll\' (LPk!1/>k(t))(1/>k(t1) 14>n1 
n J J k 

= LP; LPk L(1/>k(t1IQln)(<Pnl1/>j(t»(\Ó;(i)l1/>k(t» 
j k n 

da relação de completeza. Lnl;\n)(\Ónl = 1, teremos 

Trp'(t) = LP; LPk 1(1/>,(t)IWj(t»I'· 
j 1..­

Como 

1(1/>k(tll1/>j{t)), :s 1 e LPk = 1 "* LPk 1(\Ôk(tJIl/>;(t»I , :s 1 para V k. 
, k 

então 

Trp'(t) $ LPj = L 
; 

1.2.1 Estado Puro e Mistura Estatística 

o operador densidade pode ser visto wrno uma distribuição muito grande de siste· 
mas idênticos, ensemble, preparados de tal forma que cada fração Pi está no estado 
11/I;(t» 
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Se consíderarrnos um número muito grande de sistemas idênticos, todos preparados 
num mesmo estado quântico, então 

Pj = 1 'i j e LP;I1/>;(t»('Mtll = 11/»(1/>1 
j 

Um tal conjunto é denominado estado pUTO onde, o operador densidade passa a ser 
um projetor e conseqüentemente idempotente, ou seja, 

p(t) = 11/»(1/>1 (projetor) = Tr/(t) = 1 (idempotente) 

Desta forma, é possível interpretar os autovalores de p como probabilidades de que o 
sistema, cujo estado é descrito por p, se encontre no autovetor correspondente a esse 
autovalor. Tais probabilidades são chamadas probabilidades de ocupação associadas 
aos respectivos vetores de estado, 
Potanto, uma maneira necessária e suficiente para se medir a pureza de um estado, 
que em laboratório é sempre um procedimento delícado de se obter, é venficar se 

p'(t) = p(t) ou se Trl(t) =Trp(t) = 1 

Caso contrário teremos uma mistura estatistica, onde 

P'(t) i' pCt) e Trp'(t):S 1 

A diferença entre estados puros e mistura estatistica está relacionada. a medída 
da "desordem!) do sistema [25] através da entropía de Boltzman-voll Newman [35] 

8 8 = -Tr(plnp) 

ou através da entropia linear [5, 13: 

&(t) = Tr (p - p') defeito de idempotência (1.14) 

1.2.2 Evolução Temporal 

Derivando-se o operador densida.de, definido na equação 1.12, em relação ao tempo, 
obtemos 

:tp(t) ~ LPí (!I1iJj(t))) (1/>;(t}l+ LPíl,pí(t) (:t(,p;(tli). 
) ) 

Se o ensemble não é perturba.do, cada um dos sistemas evolui de acordo com a 
equação de Schrõdinger 1.1, cujo hermiteano conjugado ê 

-ih! (1/>(t) I = (,p(t)IH. 
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Com isto, 

:tp(t) = 2:::>; C~H) l\!Jj(t)}(1,b;(tll + LPjlwj(t»(\!J,(tll ( - i~H), , 
= i~H (~>jl"';(tllíWj(t)l) - i~ (~PMj(t))("';(t)l) H 

1 
= ih (Hp(t) - p(t)H) , 

teremos 

d 1 
dl(t) = ih IH, p(t»). (1.15) 

Devido a analogia com a mecânica clássica, esta equação é conhedda como equação 
de Liouville~'1lon Neumann. Se definirmos um supcroperodor linear 

(1.16).c= i~:H"J 

denominado superoperodor liouvillíano (a notação (.) denota o superoperador), que 
atua sobre o operador densidade p(t), podemos escrever a equação de Liouville-von 
Neumann numa forma mais compacta, ou seja, 

d 
dl(t) = .cp(t). (1.17) 

1.2.3 Operador Densidade Reduzido 

Conforme já mencionamos, é comum estudar sistemas cujo hamiltoniano pode ser 
decomposto numa parte intrinseca, Ro, 1;:1 numa parte de interação j Ri"t. Para 
podermos estudar os subsistemas deste sistema composto, através do operador den­
sidade, temos que definir um operador densidade para cada um dos subsistemas_ 
Para tanto, vamos considerar um sistema composto, a + b + ..., formado pelos sub­
sistemas 11, 01"" onde os estados de um sistema composto são associados a vetores 
produto no espaço de Hilbert, correspondentf'.s aos estados de cada um dos sub­
sistemas, ou seja, o espaço de estado do sistema composto é ° produto ten."iorial 
Ea+h+.. = Ea ® Eê ®.- dos espaços de estados dos subsistemas 11, li,,,, gerados por 
bases ortonormais, {In.)}, {!n.)}, ... dos espaços ea , e" ... respectivamente. Então, 
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uma base do espaço produto, E = E'a+b+."é constituida pelos vetores, também orto­

normais da forma 11"",Jl = {ln.}}® Iln,)} ® ... 

Assim, qualquer vetor, do espaço te. por exemplo, pode Ser escrito como 


n. 

e um vetor ge.nérico no espaço produto, de dois subsistemas a e b por exemplo, será 
escrito por 

In) = L (an.ln.» ® (a.,ln,». 
nu nb 

Seja Oa um. observáve1 de eu e O = Oa ® h a sua. extensão em éo+b-

O valor esperado de Oa é dado por: 

(O.) = TrpO 

onde p é o operador densidade em EG+h associado ao sistema composto. 
Assim; 

(O,) - L (n.nblpOln.n,)
"".b 

- L (n,n,lp(O. ® l,)I".n,) 
n",nb 

= L(n,n,lp(O.ln,) ® In,» 
n"nb 

- pnal (pn,IPIn,») 0.1",,) 

Definindo o operador densidade reduzido do subsistema a por: 

P. = l)n,lpl11') "" Tr,p (118) 
Oh 

onde Trb denota o traço parcial no espaço Eb! podemos escrever 

(1.19) 

1.3 Dinâmica reduzida 

A evolução temporal do operador densidade reduzido j Pal ê dada através do cálculo 
do traço da equação 1.15 
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Tr, UtP(t») = i~TT. (iH, p(t)]) 

t 

ilí!Pa(t) = Tr, ([H, p(t)]). 

Se nào houver interação entre os sistemas a e b então o hami1toniano total) H j poderá 
ser decomposto em H = Ho. +Hb e a evolução do operador densidade reduzido será 
unitária como a equação 1.15, ou seja, 

ih:tPd(t) = [Ha,Pa(t)]. 

Por outro lado quando há interação entre os sistemas\ H int , a evoluçã.o do operador 
densidade reduzido, Pa, não será em geral unitária, Formalmente, a maneira mais 
direta de ver isto consiste em considerarmos a deusidade reduzida na representação 
de orbitais naturais, i e, na representação em que ele é diagonal. Teremos então: 

Pa(t) = Lpj(t)laj(t»(aj(tl] 
j 

onde Pj(t) representa a probabilidade de ocupação do orbital no tempo t, 
Considerando a derivada temporal de Pn(t), 

i :tPa(t) = [h(t), Pa(t)1 + L laj(t» (!Pj(t)) (aj(tll 
• 

onde h{t) ê o operador hermiteano que caracteriza a transformação unitária res­
ponsável pela evolução dos orbitais naturais laj(t)l notamos claramente que o 
último termo do lado direito €i uma contribuição não unitária pois, descreve a mu­
dança dos autovalores como função do tempo, Está dinâmica jamais poderá Ser 
caracterizada em termos de um operador unitário. 

E possível encontrar uma relação formal entre h(t), Pj(t) e os ingredientes da 
dinâmica, HIl' Hb e Ri"t, [18L em termos de operadores de projeção e Integrais 
de memória. Embora a estrutura da evolução quântica de subsistemas interagentes 
esteja completamente contida na descrição exata da referência [18}, é muito difícil 
utilizá-la na prática. ou implementar aproximações. Dada a importância de com­
preender melhor a dinâmica das correlações quânticas e do processo de decocrência 
em casos de interesse prátíco, preferimos aquí, neste trabalho, adotar uma outra 
estratégia. Deduziremos então, no que segue a equação que será o ponto de partida 
para as aproximações posteriores. 

A evolução do operador densidade, P(t)l na. representação de interação j conforme 
equação 1.10, é dada por: 

ili!ií(t) = ilí:t (ul(t, to)p(t)Uo(t, to)) 
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= ~Hop(t) + iIiUb(t, to} (!P(t») Uo(t, to} + p(t)Ho 

= - [Ho,p(t)] + uMt, to) [H,p(t)] Uo(t, t.) 

= -lHo, p(t») Ub(t, to) [H, +Hi."p(I)J U.(I, to) 

= ~ lHo, p(t)] + H.p(t) - p(t)Ho + ut(t. to} [Hin,. p(!») Uo(!,to} 

= U!(t, to)H,.,pU.(t, t.) - Ul( t, t.)pH'n' Uo(I, lo} 

Hmt(t)
,....,.-------:.:.:.- ­

= UUt, to)H;n,Uo(t, to>,U!(I, to)pVo(t, to)­
~ ~• 

p(t} 

piO 

- Uh(t, to);Uo(t, to) UICI, tO)Hi., Vo(t, to) 
~ 

= ÍÍ;.,(t)p(t) - p(t)Hi.,(t),, 
v 

H'''f(!) 

ou seja, 

ili:l(t) = [H..,(I), p(t)] , (1.20) 

A equação diferencial 1.20 ê equivalente a equação integral 

p(t) = p(O) + (-ü l dI' [Hin,(t'),p(t')] , (121) 

Nas últimas décadas, uma questão que tem assumido relevância crescente é o tra­
tamento de sistemas quânticos abertos. A idéia central é que, apesar da Mecânica 
Quântica ser aplicada a sistemas fcchado.."!, na prátíca é impossível isolar tompleta­
mente o sistema do ambiente que o cerca. Para tornar o problema tratável; mO­
dularemos Q ambiente como um banho de osciladores harmônícos e o acoplamento 
ao sistema de interesse, um oscilador harmônico j será linear, Trataremos sistemas 
quânticos gerais cuja dinâmica possa ser escrita por: 

H=Hs+HR Hint (122) 

onde Hs é o hamHtoniano do sistema, H R é o harníltoniano do reservatório (banho} 

e H int é o hamiltoniano de interação, 

Os dois tipos mais utilizados de hamiltónianas que se encaixam nestas premissas 

são: 
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L Poslção-posição 

H(CLI = I!w. (â'â + D+ hI: (Wkê!ê. + D 
~ ~ kMs ~,--=---i ~ 

R 

+I: (â+ â') (1'kê[ + 1'kêk) (1.23) 
, k 

V 

H,,,/ 

2. Onda. girante 

HIRIVAI = I!wo (â!â + D+ liI: (Wkêlêk +D 
, • k

Ms '~~----i~n------

'" ••, ·-f·+L.t Ikack + "'ik a CI; (1.24) 

, k 
v 

, 
H .... 

onde H(RWA) decorre da primeira se desprezarmos termos não ressonantes. Isto é 
uma excelente aproximação no regime de acoplamento fraco 120, 21, 19]. 

A densidade reduzida do sistema de interesse nestes dois casos pode ser obtida 
facilmente na aproximação de Born-Markov e a dedução das equações resllltante.s 
pode-ser encontrada em vários livros textos [9, 16, 30) 81 e não será repetida aqui l . 

O resultado é: 

i !ps(t) = CICLIPs(t) = -~ [Hs,ps(t)] 

+k(n+ I) (2âps(t)â! - ãfàps(t) - ps(t)ã!ã) 

+kll (2â!ps(t)â - ââ!ps(t) - ps(t)ãã') 

-kl\cf (2âfpãf _ (â!) , P _ P(ã!)') 

-kJv[' (2âpâ - â'p - pá'). (1.25) 

i :tPs{t) = L(RlVAIPS(t) = -~ [Hs• Ps(t)] 

'na seção 4.1 faremos a dedução para dois oscila.dores 
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+k (n + I) (2âps(t)âl ~ â1ãps(t) ~ ps(t)â1ã) 

+kn (2ã1ps(t)ã ~ ââ tPs(t) ~ ps(t)ââl ) , (1.26) 

Se o banho for frio li -+ O podemos escrever 2; 

~ps(t) = ~~ IHs,Ps(t)] + k (2âps(t)âl ~ ã1âps(t) ~ ps(t)ãfã) (1.27) 

o segundo termo não unitários na evolução, caracterizados por anticomutadores e 
termos do tipo ãLã é em geral chamado, o dissipador. 

1.4 Decoerência, correlação e dissipação 

Um dos problemas mais intrigantes no que se refere a contrastes entre a Mecânica 
Clássica e a Mecânica Quântica é a inexistência de superposições coerentes de 
estados macróscópicamente distingüíveis na primeira, Em princípio) a existência 
de fenômenos de interferência a nível microscópico implicaria. no aparecimento do 
meSmO fenômeno a nível macroscópico, O intrigante é a inexistência clá.'1Sica dos 
fenômenos de interferência quântica advindos de correlações. A mais famosa ilus­
tração do problema foi proposta por Schrõdinger em 1935 com o "Pa.radoxo do 
Gato" [22]. Na tentiva de resolver esta questão, os conceitos de decoerêncía, de su­
perposições coerentes e dissipação aparecem como íngredientes fundamentais. Ge­
ralmente o sistema observado, que interage com o ambiente, relaxa em direção a 
um equiHbrio térmico com o ambiente, fenômeno comumente conhecido como dis­
sipação {12j. Por outro lado, o ambiente age sabre o sistema devido às flutuações 
térmicas provocando a destruição de estados quânticas puros numa escala de tempo 
extremamente curta, processo esse que é denominado decoeréncia (perda de pureza) 
[9, 13: 10; 3, 6, 7; 2]. Neste contexto, através desses processos, decoerêncías e dis­
sipação, num estado quântico composto por uma. superposição coerente de estados 
distingüíveis, torna-se uma mistura estatística. Apesar de ambos terem origem no 
acopJamento do sistema ao meio, dissipação e decoerênda são fenômenos distintos 
que podem ocorrer índependentemente[3j. 
No presente trabalho trataremos especificamente destes tipos de efeitos não unitários. 

Conforme mencionado anteriormente, embora os dois processo estejam relacío­
nados intimamente, eles são essencialmente distintos, Um dos objetiVôs do presente 
trabalho ê propor uma expansão pertubativa tanto para li decoerência Como para a 
dissipação e estudar casos de interesse. Para isso é convenIente introduzir uma medi~ 
da de decoerência através do defeito de idempotência (ou entropia linear) conforme 
equação 1.14 

/;,(t) = 1 ~ Trp,' (1.28) 

2veja seção 4.1 
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I 
! 

! 	 e da dissipação 
-i 

Ei(t) tr (HiPi(t)) 
(1.29)

Ei(O) tr (HiPi(O)) 

onde i é um índice mudo, podendo representar o sistema, o ambiente ou a inte­~ 
.1 
I 	

ração e Ej(t), Ei(O) são as energias do sistema "i"no instante t e no instante inicial 
respectivamente. 

I 

i 
. ! 

I 

I 

! 

- 1 

I 
I 

I 

I 
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I 
..! 	 Capítulo 2 

"Regra Aurea"para Decoerência e 
Dissipaçãoi 

! 
, ,, 	 !'Iv presente capítulo deduziremos expressões gerais perturbativas para 

o cálculo do defeito de idem potência e da dissipação. Aplicaçôes serão 
feitas para os hamHtonianos de um oscilador linearmente acoplado a um 
banho de osciladores, conforme equações 1.23 e L24. Estes exemplos 
tem caráter didátíco e nos mostrarão os mecanismos caract.erísticos da. 
dissipação e decoêrencía. Finalmente, aplícaremos a teoria desenvolvida 
para estudar a decoerência e dissipação de uma superposição coerente de 
estados .coerentes. Mostraremos a relação quantitativa entre os tempos 
característicos dos dois processos. 

2.1 	 Expansão Perturbativa da Densidade Reduzi­
da 

A dinâmica completa do sistema, equação 1.22, é de.<;crita como mostrado no capítulo 
, anterior pela equação de Lioville-von Neumann, 1.17 ou na representação de inte­. ,, 

ração 1,20, 

A equação na representação de interação pode ser iterada e truncada numa dada 

ordem desde que a interação entre o sistema e o ambíente possa ser considerada 

fraca num sentido adequado. 

A iteração é feita substituindo 1.21 em 1.20 até segunda ordem em H int , obtendo: 


p(t) = piO) + ~i l'dt' :iL,(t'), p(!')] 

= piO) ~ *1' dt, [H;nt(t,l,p(Ol] 

1 f' r" [- ­I 	 ~2fjJo dt, J. dt, Ri,,(t,), [Rin«t,),p(O)]l +ilJl(H;n')
.1 

= piO) + pill + pi2) + ... 
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A dinâmica reduzida do sistema de interesse S ou R será dada por 

Pi == Trjp onde i, j representam os sistemas e i #- j, 

Esta é a equação de partida pata. o cálculo pertubativo do defeito de idempotência j 

1.28; e dissipação, 1.29, definidos no capítulo anterior. Dentro do contexto pertur~ 
bativo exposto e supondo que a condição inicial p(O) é fatorizada, podemos €screver 
expressões gerais para ós(t) e Es(t) ou para fiR(I) e ER(t) como segue: 

a;IJ(t) = 	O 

6)'1(/) = 	-tr (p;')(t)r -2trpjOI(t)pj'l(t) (2.1) 

E;ll(t) = TrHjp;ll(t) 


Ej'l(t) =TrHj pl2)(t) j = S ou R. (2.2) 


2.2 	 Acoplamento Linear a um banho de Oscilado­
res 

Consideremos inicialmente a dinâmica dada pela hamiltoniana H nwA da equação, 

1.24, com Ik real por simplicidade. 

Para uma condição inicial, p(O), fatúrizável 


prO) = Ps(O) ® Pn(O), 

podemos escrever fi dinâmica reduzida numa forma compacta por: .! 

~ll(t) = -iTrml'dt, [il:.n,(/,),P(O)] 


PllJ(t) = -iLL {1' dt1 (õ!:.(td) [ô!(t1),P,(Ol]} ., _ ,.m' 

) J':;:J (j,) j~ {J'~'" t} 

1.,(2J 	 - - ­1, l'1', (t) = -:iTrm ° di, ° di, [H'n,(I,), [Hin,(i",p(OI]] 


pj'}(t) = -~L~ {1' dt, f dt, [ôl(t,l, [õ!(t!l,p,(Ol]] (õi~(t2)õi~(t,)) 

J 1 y-) 

+ [ô! (t,), ôf (i, )p,(O)1(õ~ (t,)ô!n(t,) 

- [ô!(t,),p,(O)ô{(t,)] (ôl,,(tllô~(t2l) }( . .,}={,om '} 
),} n>n 	1 

onde: 
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1. Se "I" for o sistema e "m" for Q reservatório então 

. { f'(t) = I:. 'keih(w'-"")'êl para j = com t 
ô;'.(t) = 

r(t) = Li; lke- it,(wh-WQ)têk para j = sem t 

paraj = com t 
ôf(t) = { :' para j = sem t. 

Logo 

{J~)(t) = -I.' dtd[ãt,ps(O)] (f(tli)+ [â,ps(O)J(fl(t.»} 

p~)(t) = -~ 1.'1." dt,dt, (lã, [ã,ps(O))) (fi(t,)rt(t,» 

+ [ã', [â',ps(O)]l (r(t,)r(t,)) 

+ [ã',âps(Ol] (r(t,)r'{t,) + [ã,ã'ps(O)] (r'(I,)[(t11) 
- [ã,P5(0)â1] (r(t,)fl(t,) - [ã',Ps(OJã] (pt(ttlr(t,»}. 

2. Caso contrário, se "ll1for o reservatório e "mil for o sistema então teremos: 

~J(tJ = -I.' di, {[rt(t,),Pn(O)] (á) + [r(tl),pn(O)] (ã'») 

PliJ(t) = -?11'1"- dt,dt1 {[r(t,), [r(t,),PR(O)1l (ã") 
- o o 

+ [rl(t,), [r'(t,),p(Ol]J (ã'l 
+ [r'(t,),r(t,lPR(Q1J (áãt) + [r(t,),rt(t,)p(Ol] (atá) 

- [r(t,),PR(O)rt(t1l] (ãâ'l - [rt(t'),PR(O)r(t, )] (ã'ã}). 

Tomemos a condição inicial 

1'5(0) = n}íni, 1',,(0) = .l.e-PHR 
z ' 

1'(0) = In)(nI0 !e-flHR , 

onde In){nl é a densidad~ çorrespondente a um auto estado do oscilador principal, 
H R é dado pela equação 1.24 e Z a função de partIção correspondente Com isto 
temos todos os ingredientes necessários para o cálculo perturbativo da decoeréncia 
e dissipação. A dinâmica reduzida para o subsistema S, em segunda ordem, será: 

sin2 !tt
p~)(t) = In)(nl- 2:"I" (" ,2, {[(2n + l)n, + nJ In)(nl 

, 2 

-n (n, + 1) In - 1)(" - 11- (n - l)n,l" + 1)(,,+ 11} 
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, 

I . ,, 
I onde Ih. = (w" - Wk) e n/,,- é o número de excitações do banhoI , 

Neste caso simples já podemos identificar a.lguns dos mecanismos importantes da 
dinâmica reduzida a tempos curtos: primeiramente notamos que p~)(t) deixará de 
ser um estado puro adquirindo as contribuições dos termos diagonais In -l)(n -11 e 
!n + l)(n + E Além disto, podemos claramente identificar o que acontece a tempos 
muito curtos~ no que é freqüentemente chamado regime pre·cinético: para tempos 
tais que 

sin2 ~t 
-c~,-,~ ,liht <!: 1, o termo dependente do tempo ('i')2 -> t 

I 
e portanto a expressão para a densidade reduzida fica independente das freqüências 
do problema. Em particular isto implica que todos os modos do banho para os quais 
Ik #- O vão contribuir para a densidade reduzida do sístema de interesse, mesmo 
aqueles com energias muito diferentes da energia inicial disponíveL Vemos então 
que o regime pré-cinético é dominado pelo princípio da incerteza energia-tempo. 
Após este tempo, ie ákt "'" 1, a função (sin2~t) (~r2 começa a limitar a contri­
buição dos estados maiS distantes tal que 

sm2 ~t
(!tl''. 

-+ Ii(w. - "'k)t (2.3) 

e à contribuição do reservatório à evolução do subsistema de interesse será predomi­

nantemente atraves dos estados com energia próximas a wo. Inicia-se então o regime 

cinético, onde se aplicam as considerações que serào feitas na dedução da equação 

mestra:2 . 

Substituindo p~)(t) nas equações :;Ll e 2.2 encontramos respectivamente: 


sin2 2kt 
8s(t) =Ii~)(t) = 22.:: ,'.{(2n + 1) 'h +n} (i;,2 

k , 

e 

" :2 ~t 
(2) ""' 2 _ fim:2

ES(nWA)(t)=IiwO~'1 dn.-n) ('i')' 

~ 
sin2 §kt 

ES(RWA) (t) = nliwo+ liwo2.:: ,'. (fi. - n) (i;" (2.4). , 
Das expressões acima vê-se imediatamente algumas diferenças essenciais entre os 
processos de decoerência e dissipação: no caso da decoerênda.1 todas as contribuições 
incorporadas a p~)(t) pela interação adicíonam~se contribuindo positivamente para 

1maiores detalhes na seção 4.1 

2seção 4.1 
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a perda de pureza. No caso da dissipação, vemos que os modos que tem nk > n 
tendem a excitar o sistema enquanto que os que tem nk < n tendem a desex:dtâ~ 
to. O resultado é portanto um balanço entre perda e ganho de energia como se 
vê claramente na expressão 2.4. Em particular este balanço poderá. ser nulo,não 
havendo dissipação mas havendo decoerênda. É razoável então pensar que o tempo 
característico da perda de pureza é mais rápido do que da perda de energia. Isto 
será demonstrado mais rigorosamente na secção2,3, É possível tambem usar um 
estado inicial do tipo 

p(O) = p~) ® e-$HR (2.5)
Z 

onde p.,(Q} é um estado inicial qualquer do sistema de interesse. Neste caso obtemos 
para a dissipação e decoerência até segunda ordem 

- E(O) (t) + E(2) (t)ESUH>'A)(t) - SíilWAj S/l'IlVA) 

= TrHsps(O) + h L Wo,'. (n, (âtã») .in' 'tt 
, (~) , 

(2.6) 

- ElO) (t) .;. E(') (t)En<RWAl(t) - R(RW A)' RUiU' A) 


. :z 6,. t
Sln -". 
= TTHRPR(O) - li ~Wk"h (nk - (âfã») ('t)', 

(2.7) 

áS(RlVA){t) = 1- trp's(O) 

sin2 ~t 
+2 ~ -ik ('t)" {n,irp'5(0) .;. (2n. + 1) tr ([ãf ,ãps(Ol] ps(O)) ) 

(2.8) 

, :2 ht 
&R!I'IW~,{t) , '" , SIn , {[-f ]1- I - f= 1 - tTp R{O) + '7' ' '(f)' tr c•• PR(O) Ck, PR(O) (a)(ã) 

+ 2(âfã)trp'R(O) + 2 (2(ât â) + 1) tr ([êL êkPR(O)] pn(O»)} . 

(2.9) 

É claro que o resultado anterior pode ser imediatamente obtido das expressões acima. 
O fato da energia total se conservar, 

tl.{ES<RWA)(t) + ER)RWA)(t) + Ein){RWA,(t)) = O. 

nos leva a concluir em segunda ordem, usando a condição 2.3, que a correção à 
interação se anula, ou seja, 

LlEinl,.w.,(t) = -tl.{Es,"wA,(t) + EncnWA)(t)) = -{Es'RWA) (t) + ERmwA,(t)) = O. 
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For outro 1ado, os dois subsistemas perdem pureza como pode ser visto a partir 
de às(t) e ",,(t) COUlO conseqüência direta da interação pois bs(t) e ÓR(t) tornam-se 
positivos. 

Um caso interessante ê o acoplamento posição posição dado pela equaçãO' 1.23 
onde consideraremos novamente "'ik real por simplicidade. Tomando a mesma con­
dição inicial 2.5, e usando as mesmas técnicas é simples obter as expressões para 
E{2)(i) e ó(2){t). No entanto estas expressões são pouco elucidativas e por isso não as 
escre'\'t~remos explicitamente, Vale a pena, entretanto investigar um fenômeno que 
acontece côm a variação de energia na interação. Em segunda ordem, 

E,2l(t) - _E(2)(t) E(2l (t)
mt - R - S 

assegurando a conservação da energia, como deve ser, Para fazer este cálculo utHiza­

remos uma expansão em série de Taylor no tempo de tr (Hintp!;1(t) ) dos subsistemas 

a tempos curtos. Mostramos então apenas as expressões em ordem de (l para as 
energias do sistema de Interesse, do reservatório e do açopiamento 

E'fl (t) = t'líw. '" ,'k (2il, + I)
(1'-1'i L.., 

k 

E~,:_,) (t) = t' li 2:: wn''. (2(â!ã) + í(á!) ') + «ã) 2) + 1 ) 
k 

E;;l 	 (t) = -t'líwo'" L- "1\ (2il, + I)
,1'-1') 

k 

-t' li 2::wn'k ( 2(â!ã) + «(â!) ') + «á) ') + 1 ) 
k 

Note que aqui, contrariamente ao que ocorre no caso anterior, as duas energias 
crescem. Em partícular, a energia. do oscilador principal cresce independentemente 
do estado incial p(O). Isto quer dizer que mesmo que o estado inicial seja o estado 
fundamentai do osciiador em questão, e mesmo se os osciladores do banho também 
estiverem em seus estados fundamentais, nk == 0, essa energia aumenta. Isto é 
um efeito quântico devido à interação. No caso anterior, o estado fundamental do 
hamiltoniano de partida consiste em ter todos os osciladores individualmente em 
seu estados fundamentais. Aqui isto já não é mais verdade e existe um estado com 
energia menor do que a deste) que é o estado fundamental do sistema fora da RWA, 
Então é possível, para o estado inicialmente utilizado, uma tentativa de atingir esse 
estado de menor energia, sendo para isso necessário ceder energía. 

2.3 	 Decoerência e Dissipação de uma Superpo­
sição Coerente 

Vamos agora aplicar o esquema perturbativo desenvolvido para estudar quantitatíva­
mente a relação entre as escalas de tempo características da decoerência e díssipaçâo 
para um estado inicial especial, uma superposIçào coerente de estados coerentes. 
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Seja 

p(O) = N'(a) (Ia) + 1- a)) ((01 + (-01) 09 rr IÔk)(ôkl (2.10) 
k 

com 

N(a) = 
• 

(2 + 2e-'lal')-' 

que evolui sob a hamiltoniana H RWA equação 1.24. Note que no estado inicial 
considerado o banho encontra-se a temperatura nula nk ---+ o. O símbolo IÔk) 
indica que o k-ésimo oscilador encontra-se no estado fundamental. Obtemos até 
segunda ordem conforme equação 2.6 

. 2 ~t 
- E(O) () N'()1iw I I' ( -'Ial') '" ,sm ,­E S(RWA) ( t ) - S(RWA) t - Q o Q 1 - e ~ I k (lk.)' 

k , 

para a energia (dissipação). Note que o sistema de interesse vai perder energia para 
o banho, neste caso. Por outro lado, da equação 2.8 

. 2!!&.t 
_, , ( -21(12) "'" 2 sm 2ÓS'RWA,(t) - 2N (0)101 1- e L- l' k ('" •• 

k , 

Para definir tempos característicos de decoerência e dissipação fazemos o seguin­
te: supomos um espectro suave e contínuo para o reservatório e uma dependência 
suave de Ik com k. Nestas condições, as somas que aparecem nas expressões acima 
podem ser convertidas em integrais. Usando uma densidade de estados3 D (w) e a 
condição 2.3, escrevemos 

ES'RWA,(t) = E1:~WA,(t) - N'(a)liwolal' (1- e-'Ial') ,'(wo)D(wo)t 

ÓS'RWA,(t) = 2N'(a)lal' (1- e-'Ia l') ,'(wo)D(wo)t 

o que nos permite definir as escalas de tempo da seguinte forma 

E1~~WA)(t) - ES{RWA)(t) t 
(2.11)

E(O)puro Tdiu 
S{RWAJ 

onde 

. (2.12)E1::'~::; = (alliwo (âtâ + Dia) = liwo (1 0 1' + D 
Assim, 

101' (1 - e-'Ial') ,'(wo)D(wo) 
'di;, = N'(a) I I' 1 .

0'-+2' 

3maiores detalhes na seção 4.1 
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Analogamente definimos 

t
(t) -­

ÓS(RWA) - Tdec 

com 

Ti.; = 2N'(a)lal' (1- e-'Iol') ,'(wo)D(wo). 

A relação entre esses tempos é 

Tdi$~ = 210f + 1 
Tdec 

Esta relação foi obtida na referência [7] de forma qualitativa. lvIostramos então 
que o tempo de decoerência é de fato mais curto que o tempo de dissipação e será 
tanto menor quanto maior for Iof, ie, quanto mais macroscópico for o estado de 
"gato de Schr6dinger ". Esta relação espelha matematicamente o entendimento 
da emergência do mundo clássico: quanto mais "clássico"maior o número médio 
de fotons dos estados que compõe a superposição coerente, maior 10:1 2 , mais difícil 
será detectar efeitos quânticos que eles passam a produzir, pois a coerência entre as 
componentes será perdida rapidamente. 
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• • 

Capítulo 3 

Técnicas de Lie para 
Superoperadores 

No presente capitulo mostramos como a álgebra de Lie para superope~ 
radores pode ser utilizada para o desacoplamentode uma álgebra que 
envolve dois graus de liberdade, Particular ênfase é dada ao cálculo do 
operador densidade. Discutimos os vários métodos possíveis ilustrados 
como exemplos. 

3.1 AIgebra de Lle para Superoperadores 

A solução de equação de Liouville-von Neumann, 4.16, quando o Liuvilliano, L, é 
independente do tempo é dada por 

p(t) = e"po (3.1) 

Em muitos casos de interesse C é uma combinação linear de um conjunto de su­
peroperadores que queremos expressar como um produto ordenado de exponenciais 
destes superoperadores, 

enlAl+(l~A;!+H' = eo',A'en~A~ H' 

onde o conjunto dos elementos {Ai} formam uma algebra de Li. [28] • {ai} são 
númerOS complexos. 
Os superoperadores atuam nQ espaço formado pelos operadores lineares que atuam 
no espaço unitário C, O espaço de atuação dos superoperadores é chamado espaço 
de Liouvitle 1:. 

Uma algebrade Lie é definida por um conjunto de operadores A = {AI, A" ... ,An} 
fechado sob comutação, ou seja, a operação de comutação entre qualquer par de 
elementos do conjunto, resulta numa combinação Hneat de elementos do próprio 
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conjunto. 
• 

, J - '" (k)tA., Aj - L.J CiJ Ai>. 
k=l 

onde o número de elementos da álgebra) n l define sua dimensionalidade e c~1 são 
denominadas constantes de estrutura da álgebra que satisfaz a identidade de Jacobi 

'" ( (,) (m) (') (m) (,) (m») O
L..t ciJcr,k + Cj,kCl,; + Ck"Cí,j = 
l,m 

e a anti simetria do comutador 
(k) _ (k)

c"l,) - -c'·),t 

Reciprocamente, dado as constantes c~~'t que satisfaçam estas igualdades, elas serão 

as constantes de uma álgebra de Lie. 

A principal vantagem do uso das técnícas algébricas de Lie reside na sua generali­

dade, Pois: uma vez que Ulua álgebra é gerada por um espaço vetorial, uma base 

pode ser escolhida para o espaço vetorial de qualquer álgebra. 

No caso específico que envolve osciladores harmônicos surge o aparecimento de su­

peroperadores bosónÍCos que para. um haml1toniano de: interação linear nas variáves 

j; e fi dos osciladores, estes superoperadores bosõnicos formam. uma álgebra fechada, 

o que permite aplicar as técnicM da algebra de Lie, 

Os superoperadores bosônicos representam a ação dos superoperadores, de criação 

e aniquilação do oscilador harmônico, ã~ e ã 1 respectivamente, sobre um operador 

A qualquer, 


(ã"'A=ã,A (ã\')A=ãIA (·â,)A=Aâ, ('â\)A=Aâ\ (3.2) 

que obedecem as relações de comutação 

f(á,.), (ã;)] = (1) = 1, [(â,), (ãO] = -(1) = -1 (3.3) 

sendo nula M demais combinações de comutação. 

o produto bilinear dos superúperadores bo.~ônicos é dado por: 

(ã, .2) = (ã,.)' = (ã..) (ã,.) (·à,') = (.à,)' = (·á,) (·á,) 

(ã,á\) = (ã,.) (-ã\) = Cá\) (â,) (ã\â,.) = (ã\.) (ã,.) 

alal' = a l a1" ataI'(ãlã2·r = (ãi·)2(âz,)2# [âLâ2] =0 (-1-)' (-1-) (-t- ) 

idem para a troca de â1 COl)l di ou ã'l com â; 
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3.1.1 	 Transformação de Similaridade e Fórmula de Haus­
dorff 

Sejam A e B operadores pertencentes a álgebra de Lie, e x um número complexo. 

Seja I(x) = ezABe-zA sujeito à condição J(x = O) = B, 

então l f(x) satisfaz a equação diferencíal de primeira ordem 

::,}(x) = Ae·ABe-zA + c"ABe-·A(_A) = Af(x) - f(")A = [A, 1(")] 

cuja solução será: 


f{x) = B + I." dx' [A, !(x'l] 


Substituindo f(x') = B + f," Iix" [A, f(x")J e prosseguindo iterativamente, oble­
mos: 

"n"CQffl.utacWrl!:S 
x2 	 xrl 

'" 

I(x) = e'ABe-xA = B + x [A, BI + 2! [A, [A, BIl + ". + u! jA, [A, ... [A, BJ ...11 

Podemos ainda escrever a equação diferencial para f (x) na forma: 

d
-!(x) = 	(A,.J I(x)
dx 

cuja solução será: 

!(x) = e'IA.IJ(x = O) = e'IA,'IB 

obtendo assim a identidade: 

eXABe-l:A 	= eZ"!A,·JB 

Resumidamente, uma transformação de siU1Baridade de Hausdorff [24, 36] é de~ 
finida por; 

"n"c<?mutadQf'es 

<"ABe-,A = B + x [A, BJ + ~; [A [A, BJJ + .~: jA, [A, ... IA,BJ ".li 
(3.5)

= "'" 	," IA .J"BL.,.1l=O n! 	 ' 

= e"IA..IB 
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onde, A e B E A e o superoperador LA, T indica: 

[A,,)'B = B 

[A, ,)B = 	(A, B] 

[A, ,fB = iA, ,) ([A, ')B) = [A, ,] ([A, BD = [A, [A, BlI 

[A ,)"B = [A .:·"[A B: 
j I 4 '4 

Através da definição da equação 3.5 pode-se mostrar que se expandinnos em série 
de Taylor uma função, G (AI, A2, ... , An), dos elementos da álgebra de Lie, iremos 
obter: 

e:A,,.JG(A,,A,, .. " An) = é'G(A"A" ' .. A.)e·A , 

= G (eIA"'JA, , eIA"'JA,, .. ,efA,,·JA.) (3.6) 

3.1.2 	 Fórmulas de Baker-Campbell-Hausdorff e de Zasse­
nhaus 

A fórmula de Baker-Campbell-Hausdorf! ( fórmula BCH) estabelece que para quais­
quer operador A e B E A existe um operador C E A tal que: 

eAeB = eC 	 (3,7) 

onde [23J 
C =A+ Z, +Z, + ... + Z. + .. , 

com 

Z, =B 
1 

Z, = 2[A,B] 

1 
Z, = 12 ([A, [A, BI) + [[A, B) , BI} 

A expressão dual, conhecida como fórmula de Zassenhaus l34, 231, edada por: 

eA +B ::::: eAeBeC~ ... ec".", 	 (3,8) 

onde, Cn 	 constitui uma soma de produtos de comutadores de n-ésimo grau de A e 
B. 
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Suzuki, [27], estudou a .convergência de '},8 e deu uma forma sístemátíca para ob­
tenção dos operadores CIl' cujos termos de menor ardem são: 

1 
C, = 	-2 [A,BI 

CS = 	~ IB, [A, BII + ~ [A, [A, BlI 

3.1.3 	 Exemplo - O operador Deslocamento unitário de Glau­
ber 


· A ,I B .'
ScJa: = (tal c = -(t aI' 

Com isto, usando a fórmula BCH 3.7, onde 


Zl = 	B = -o-àl 
1, I I[ I • 1 2' az, = 	2,A,B = 2' oã, ,-a ã, = 1 11, 

Z, = 	0, poi" [A, :A,B11 = [oâ" 101': = O 
C = A + Zl + Z2 + ... + Zn + ." := o:âi - (l"-âl + ~ 1012 

! 

podemos obter o operador unitário de deslocamento de Glaubcr 
.,.~ .\.~ 111'D(a) 	= eCl<\l-Cl "1 = e<l.1l1e-a D1e-:r (I (3.9) 

3.2 	 Desacoplamento e ordenamento de operado­
res 

Existem diversas técnicas para desacoplar uma. exponencial de elementos de uma 

álgebra de Lie em produtos de exponendais destes elementos. 

As técnicas que iremos ressaltar são; 


3.2.1 Técnica matricial 

A técnica matricial, introduzida por Baker e Hausdor.ff e redescobertas por Gilmore 
i28, 291, utiliza a representação matricial de menor dimensionalidade dos elementos 
de uma álgebra de Líe, expressando as exponenciais destes elementos por nIeío de 
uma série de potências de matrizes. 

3.2.1.1 Exemplo 

Urna importante classe de sistemas de interesse em mecânica quãntica é a classe de 
operadores que representam a álgebra. SU(2) de momento angular, As reÍações que 
definem essa álgebra são: 

[J", hl ~ ±J±: [J±, J_I = 2J, 
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Uma representação bi~dímensíonal dessa. álgebra é dada pelas seguintes matrizes 

_(O 1) _(0 0) _(~ O ) J+ -	 - 1 O ' J, - O _~ .O 	° ' J~ 
Podemos escrever o exponencial de uma combinação linear de operadores em forma 
matricial 

~sinhk \e'+J++.,;~J:+w-J- = ( 	<:osh k + ~k sinh k 

:::::.. sinh k c~hk-::!.;.sinhk I,

k 	 2k J 

com k = ltw2;; + w+w_. Por outro lado temos 

ü. ,. 
r+e- z,. )er+J+er~J;(l-J~ = e2 +['r+f_e- z , ,

( r_c-T e-!f 

onde os fatores r são dados em termos dos fatores 'J} e k como segue 

r.=ln( ........... 2k 'J, r+=w+,ínhkr., L=w.sinhkr .. 

• 2kcoshk w,sinhk 	 k' k' 

3.2.2 Técnica de Witschel e Técnica por derivação de parâmetros 

A técnica de \Vitschel [23], basea*se nas transformações de similaridade de Hallsdorff, 
3.5 e 3.6: que é aplicada sucessivamente permitindo obter um conjunto de equações 
algébricas cuja solução fornece os coeficientes de desacoplamento. 

A definição da derivada de um operador exponencial em relação a um parâmetro 
foi propOSta por Wilcox [33], Ela objetiva determinar os coeficientes, PaI que per­
mitem expressar uma exponencial de combinações Hneares de operadores {.ttAl + 
0"2Az + ...anAf!. em um produto de exponenciais de operadores, em qualquer ordem. 

eÓ'jÁ1+0'~A2+.,.0'... An = e'hAlef3lA~ .. ,eOnA... 

Para tanto, as fórmulas de Baker~Campbe1I-Hausdorff e de Zassenhaus1 sào suficien­

temente gerais, porém a efetiva fatoração das exponenciais dependem da álgebra 

dos operadores. 

A aplicação da técnica por derivação de parâmetros [141 consiste em: 


• 	 multiplicar a soma, alAl +U2A :l + > ••CtnAn, por um parâmetro, t por exemplo, 
fazendo com que os coeficientes Pi sejam funções destes parâmetros, ou seja, 

" eI:~""1 QiÁil II ~;(!)A. 

i=l 
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• • 

• derivar em relação ao parâmetro, t, 

~ 
• 

QiA ; ( eL~=1 a'A,t) /3, (t)A, II eP,('IA, + /3,(t).!dtIA,A, II .!,(tIA, + 
;=t ;=2 

.-, 

.../Jn (t) TI eP,(tlA; AnePdtlAn 

;=1 

• Usar a transformação de semelhança 3.5 (para o segundo termo por exemplo) 

.BdtlAI A 2 = ePdtlAl A2e-.BdtlA'e.BdtlA' = L !3r~t) [At, r A2ePdtlA,e 
• 

n . 

"F,(fJ,(t),{Ai})eP>ltIA, =F,eP>ltIA, , 

analogamente para os termos seguintes, 

F3" F3 (fJ, (t),fJ,(t), {Ai}); F. "F.(fJ,(t), fJ,(t), ..fJ.-,(t), {Ai}) 

• e escrever 

• 
L "iAi (e2::=, a'A,t) = (/3,(t)A, + /3,(t)F, + ... + /3.(t)F.) 0 
;=1 

o ( eL~=1 a;A;t) 

ou ainda 

• 
L"iAi = /3,(t)A, + /3,(t)F, + ... + /3. (t)F. 
;=1 

onde, ao compararmos os coeficientes dos operadores {Ai}, iremos obter um 

sistema de equações diferenciais, cuja solução nos fornece os coeficientes f3j, 

com a condição inicial !3i(t = O) = O. 

É importante notar que se desacoplarmos numa ordem diferente, iremos obter 

diferentes equações diferenciais que poderão ser mais fáceis ou mais difíceis de 

serem resolvidas. 
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3.2.2.1 Exemplo: O oscilador harmônico forçado dissipativo 

Vamos tratar aqui um exemplo muito importante, o de um oscilador harmonico 
forçado e acoplado a um banho frio. Por símplicidadc! vamos adotar ta.mbém, como 
condição inicial um estado coerente, 

A equação que governa este sistema pode ser escrita da 1.27 onde H s e dado por 

H s = """ (à1à+ D+ li/à1+ lírã_ 

Com isto teremos 

d
dtP(t) = .cp(t) -; p(t) = é'p(D) 

onde 

.c = -i",o [ã1à, -] - i [fã1 + rã, -] + k (2â-ã1 - ã1à- - -à1à) 

Através das relações de comutação B.I, verificamos que a álgebra! dada pelo HO\1­
vilBano da equação anterior, se fecha, Com isto, podemos ordena.r essa exponencial 
como um produto de seus elementos! 

e'1 = e""iCi~iDtH..lJt = e>.(t)Cc,u(f)Dell(t)Co 

onde 

C=J(ã1---ã1), D=J'(ã---ã), 

.co = -í"" [â'â,-] + k (2â-â' - â1ã- - -ã1ã) , 
À(O) = I'(O} = v(O) = O, 
[L"C] = - (iw, +k)C 

[.c" Dl = (íw, - k) D 

[C, Dl = o-
Derivando em relaçào ao parâmetro t obtemos: 

J:.é' = (Á(t)C + p(t)D) c" + v(t)e"j')CeP(')D.c,ev(')l,_ 

Como 

é(t)1).coet>{!)!:u = eP(t)D.coe-p{t}Def«tjD eu{tjCo • 

então 

J:.é' = (Á(tlC + i«t)D) é' +v(t)e"(t)Ce"jt)D.c.e~p(t)DeP(')Dev(')C,_ 
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Aplicando o lema 3.5, 

e"(IIDL,e-p('ID = L 1': [D,Lo: = L, -I'(iw, - k)D 
n. 

" 
escreveremos 

cé' = (~(t)C + fJ.(t)D) e"1 + eÁ(IIC [v(t)C, - ;1(t)1' (iw, - k) D] e"II)De*)Co 

= [>,(t)C + i«t}D - V(l)I' (i"" - k) Dl é' + v(t)eÁit)CC,e"(')De'il)Co. 

Como 

eÀ(t)CL: eP(4)D e,;(t)Co = eÀ(t)C .coe->'(I)Cé~{t)Cel'(t)Det'W'co = eÀ{t)C4,e-À{t)Cé t 
o

então 

Ce" = [.x(t)C + p.(t)D - li(t)1' (íw. - k) Dl e'1 + v(t)e.\(')CCoe-Á1l)Ce'1. 

Aplicando o lema 3.5, 

Ã" 
e'lIleC,.->(I)C = L -, [C,·] = c, +,\ (iw, + k) C 

n. 
n 

escreveremos 

cé' = {[>,(t) + ,;(t)'\ (iw, + k)] C + [MI) - ,;(tl/l (iw, - k)] D + ,;(t)C,} é'. 

Com isto 

c = [.x(t} + ;,(t)Ã (iw, -'- k)] C + [fJ.(I) -;,(t)1' (iWo - k)] D + ,;(I)C, 

Comparando os coeficientes obtemos 

{iWQ-k)fI e /l(t} = I - e-I"""+')'v(t) = t, '\(t) = ih +Wo ih _ w. = -À'(t). 

Ordenando C.O na forma 

é01 = ei{!JJ em(t)M eP~t)P 

ondet 

J = â·ât AI = âtâ: 1 P = ·ã!ãj 

[J,M] = J, [J,P] = J, [P,M] =0. 

í ver relações de comutação RI 
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Derivando em relação ao parâmetro t e procedendo de maneira análoga ao que foi 
feito anteriormente. obtemos 

j(t) ~ e'k' ~ 1, m(t) = ~i""t - kt, p(t) = iw,t - kt = m'(t). 

Assim l a evolução temporal de um oscilador harmonÍC:o forçado dissipativo 

p(t) = é'p(Q) 
= e.\(t)C eP(t)Dei(t)Jem(t)M eP{t)P p(O), 

para um estado inicial coerente p(O) = kx)(o:l, é dada por2~ 

p(t) = 100e(~"",,-k) +. f (1- e(iW,-k)')iaeH",,-k).,.. f (1 ~ e(,""-k)l) ; 
tk+wo tk+wn I 

que é um estado coerente deslocado com amplitude que depende da razão entre a 
fonte (I) e a freqüência do oscilador (wn) com o coeficiente de dissipação k. 

;<ver apêndlceA 
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Capítulo 4 

Sistema aberto para dois 
osciladores 

Tendo considerado em capítutos anteriores possíveis tratamentos para 
â decoerência e dissipação de dois sistemas quânticos acoplados, vamos 
mostrar aquí a possibilidade de tratar simultaneamente três subsistemas. 
Escolhemos por simplicidade dois osciladores harmônicos acoplados entre 
si, em contato com um reservatório frio e bombea.dos por fontes externas. 
Estendemos a técnica desenvolvida no capítulo 3 para o tratamento de 
dois osciladores. 

4.1 Dedução da equação mestra 

Nesta secção, deduziremos a equação Mestra, considerando aproximações adequadas 
para a dinâmica de dois osciladores acoplados entre si, forçados externamente e em 
contato com um reservatório (banho) têrmico. O Hamiltoniano total é dado por: 

H=Hó+Hint 

onde: 

H -li"( ·1· ••. ,) Ii"(a.tb',a"b't)i>l! - L..t CfJ,;cka + QkCka + L.,; i-'kCk -r J.lkCk 

k k 

é o Hamiltoniano de interação entre os osciladores representados pelos operadores ã,f, 

â, 61, b, o reservatório representado pelos operadores êl, êk e Cf!.:, J3k são constantes 
de acoplam,ento. O harniltoniano livre H o. é ese:ríto como; 

Ho = Hs' +Hn, Hs' = Hs + Hg + H, 

onde 

Hn = E Ilw, (êkêk+ ~) 
k \ 
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é ú Hamiltoniano do reservatório: 

Hs = H, + H, = ""', (âtâ + ~1+ ""'. (jjtjj +~)
2/ \ 2 

ê o Hamiltoniano dos osciladores, 

H, = /ig (âtjj + âjjl) 

é o HamHtoníano de acoplamento entre os osciladores, 

H I = lif,ât + Iif~â + hj,jj! + hf;íl 

é o Hamiltoniano de acoplamento dos osciladores com suas fontes externas. Note 
que os acoplamentos. tanto dos osciladores entre si quanto de cada um deles com o 
reservatório é do tipo R\VA. Além disso, os osciladores podem acoplar-se ao reser­
vatôrio com constantes de acoplamento ai> e fh:; diferentes e o bombeamento externo 
de energia, matcmatkamente expresso pelos termos de fonte, é independente para 
cada oscilador, 

Tomando o traço sobre o reservatório da equação 1.20, a equação da densídade 
reduzida para o sistema constituído pelos dois osciladores "ab" será: 

d -i [- ]dls(t) = li tTR H'n,(t),p(t) . 

Note que esta não ê uma equação diferencial fechada para Ps(t), pois nela aparece 
p(t). A idéia é obter um. equação fechada em função de PsCt) 

!ps(t) = Aps(t), 

para isso, iremos determinar A em função de H inf através da evolução do operador 
densidade na forma integral, equação 1.21\ truncando na ordem dominante. Parti­
remos, conforme já mencionamos, da equação 1.21, ínterando-a. uma vez, 

!PS(!) = ~itTR [H'n,(t),P(OJ] + ~~trR [Hin,(t l,[dt' [H,n,(t'),P(!'JJ), (4.1) 

onde, 

[Hin,(ll, [Rn,(t'),p(t')]] 	= H'n,(t)H'n,(t')P(t') - H'n,(t)p(t')Hin,(t') 

+p(t')H'n,(t')Hin,(t) - H'n,(t')p(t')H'n,(t). (4.2) 

Como, da equação 1.9, 

Rn,(t) = U!(t)Hin,UO(t) 	= U~,(t)e,Hn'H'n,e-t.H·'Us,(t) 
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onde US'{t) é o propagador relativo à hamiltonialladependente do tempo Hst, então 

Hin,{t) = li I:U~,{t)e!HR'''kêtâe-kH·'Us'(!) + h I:u1· (l)ctHR'",ckãle-,H·'Us' (I) 
k k 

+n I: U~.(t)ekHR'Pkêtbe-*HR'Us,(t) + Ií I: Uk.(t)clHR'P;êkbtc-r.HR'US,(t). 
k k 

Com o objetivo de simplificar a notaçãot definiremos 

r t(t) - li <:'" c'w,. c·t r (t) - "<:'" -iw,I a'· }1 ;;;:;; L....tk Clk k' 2: = H 6/.; e iJkC.b 

(4.3) 
át(t) =U1,(t)ãtUs·(t), h(t) '" U~,(t)hUS'(t), 

que podemos substituir em H üH obtendo: 

Hinl(t) = r/(t)ã(t) + rj(t)át(l) + r;(t)h(l) + r,(t)ht(t). 

Substituindo no primeiro termo do duplo cOh1Utador da equação 4.2, teremos: 

H,n.(t)H,n,(t')p(t') = (r,{t)ã'(t))rl(t')ã(t') + rj(t)â'(t»)r!(t')b(e) 

+ r,(t)ht(t)r;(t')h(t') + r,(t)b'(t)rlct')ã(t') 
+ rl(t)â(t)rj(t')ãt(t') + rl(t)â(t)r,(t')bt(t') 

+ rl(t)b(t)r,(t')b'(t') + r!(t)b(t)rj(t')ã'(t'») p(t') 

+ ( rl(t)â(t)rl(t')ã(t') + rl(t)â(t)r!(t')b(t') 

+ r!(t)b(t)r!(t')b(t') + rltt)b(t)rt (t')ã(t') 
+ rj(t)â'(t))r,(t')ã'(t') + r,(t)â'(t))r,(t')b'(t') 

+ r,(t)bt(t)r,(t')bt(t') + r,(t)b'(t)r,(t'Jãl(t'») p(t') 

Para compactar a notação, definiremos ã(t) '" Ôj(t), b(t) '" õ,(t) e escreveremos: 

, 
H'n.(t)H'n,(t')ii(t') = I: (ri(tJr)(t')ô!(t)Ôj(t') + rl(tlrj (t')õ,(I)õj(l'l) p(t') 

i,j:::::l 

2 

+ I: (rl(t)r;(t')ô,(t)Ôj(t') + r;(t)rj(t')ô! (t)ôj(t'») p(t') 
i.j:::::l 

Podemos agora, proceder de maneira análoga para os outros termos e reescrevera 
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equação 4.1, na forma: 

d . 2 


d/,S(t) = -~tTRL [ri (t)ô,(t) + ri(llô/(I), p(Ol] 

i=1 

1- li' trR l' dI! L, (l'i(tlrj(t')ôl(t)Ôj(t') + rI (t)rj(t'lõ,(i)õj(t'») p(!') 
o ;,j=l 

1 t 2 

-1i,trR1di' L (rl(t)rj(t')Õ,(I)Õj(I') + r i(l)rj (t')õl(t)õj(I')) p(I') 
{} í.j=l 

I+ li' tTR l' dI' L, (r)(t)ô,(t )p(t')rj(t'lõj(t') + r,(llól (t)p(t')r) (I')Ój(I') ) 
o i,j=l 


1 1 Z 


+ li' trR 1dt' L (ri (t )õ,(t)p(t')r)(t'jõJ(I'l + ri(1)ô; (t)p(t')r, (i')Õj(t')) 
o i,j=l 


1 L 2 


- li' trR 1dt' L p(t') (ri(t')rj(l)ô,(t'jõ) (t) + r,(t')r)(t)ô; (t'lãj (!) ) 
o i,j=l 

I-li' tTR l' dt' L, p(t') (ri (t')r)(t)ô,(t')Ôj(t) + ri(t')rj(t)õ: (t')ô) (t») 
o i,i""l 

I+ h' trR l'dt'L, (ri (t')ô,(t')p(t')r}(t)ô] (I) + rirt')õl(I')p( nr}(t)Ôj(l) ) 
{} I,)~l 

1+ 1i,IrR l' dt' L, (ri (l'lô,(t'lp'(t'lrl(tlôJ(t) + 1',(I')õ: (t')p(t')r;Ct)ôj (t) ) 
{} i.j=l 

(4.4) 

Esta equação ainda é exata, não fechada e sem solução. Para torná-la analíticamente 
tratável faremos as seguintes hipóteses dinâmkas: 

1. 	 Hípótese para p(t1
) descorrelacionado e um banho estático. 


p(t') = Ps(t') ® PR(O), sendo h(O) um banho térmico dado por; 


PR(O) = PR(O) = rr (f e-~""n) -l e-8""":,, = rr ( 1_) ( n, )'1" 
k n=O 	 k 1 nk 1 + Tlk 

onde f3 = (keT)-l, kB , é a constante de Boltzmann l T, temperatura~ e nk é 
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o número médio de fótons no reservatório do k-ésimo modo, dado pela distri­
buição de Planck j ou seja, 

1 	 1 
00 

_ 	V -·fJfwkn 
fi;,. = efJtw..k _ 1 -t 1 + ti", = 1 _ e-ffhwl. - L., e . 

n={i 

Conseqüentemente, usando uma base de estado de Fock, podemos concluir 
quanto aos traços sobre as variáveis do reservatório da equaç~ 4.4 

(D) 'lm 'n (,Im 'n) ('Im 'm) , ,T rpR C k Ck' = Ck Ck' = C'" Ck Ukk' Um" 

" 	 (4,5) 

(r,(I) r,(I')) = (rl(t") [l(t» = (r,(I» = (rl(;')) = 0, 

Fisicamente esta. hipótese assume que o banho não é afetado pela presença 
do subsistema S, supostamente muito menor que o reservatório, implicando 
implicitamente que a interação entre ambos é fraca. A própria vaUdade dessa 
aproximação pode ser um critério quanto à força do acoplamento entre S e 
o banho, Essa aprü.'Cimação é não perturvativa no sentido em que todas as 
ordens na interação serão consideradas para a evolução de Ps, porém restringe 
a classe de densidades reduzidas àquelas que satisfazem ao ansatz proposto 
como hipótese. 

2. 	 Hipótese de ruído branco onde o reservatório é considerado infinito, fazen­
do com que o intervalo entre dois modos adjacentes atinja o limite contínuo. 
Assim, pod~se definir uma densidade de modos, D(w), do reservatório on­
de D(w)dw fornece o número de modos no intervalo compreendido entre w e 
w + dw e fazer as seguintes substituições: 

L -> 1'" D(w)dw 
k o 

ri. -> fi(w) 
a, -t a(w) 

fi, -> fI(w) 

Na hipótese de ruído branco, é suposto que D(w) 1"("')12 
, D(w)à(w)fI'(w), 

D(w) lo(w)12 n(w), .. são funções suficientemente suaves de IJ), Com isto) a 
transformada de Fourier dessas funções terá a forma de uma função que decai 
de maneira tão rápida quanto mais suave forem estas funções l de tal modo que 
no limite em que as funções são completamente pianas, o tempo de decaimento 
de sua transformada tende a zero" 
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Assim podemos modelar o banho na forma: 

k
D(w) la(w)I' '" k" D(w) 1i3(w)I' "' 2,

" 	 ". 

D(w)a(w)P'(w) R: 	k, = ~ n(w) ",n. (4.6)
1f ,,' 

Esta hipótese é usual e, como veremos, será responsàvel pelo caráter marko­
viano da equação resultante. 

A primeira hipótese, reduz a equação, 4.4 a: 

: ps(t) = - ~, r' dt' t (f,(t)fj(t'))õ/(tlÕj(t') + (r;(tlr;(t'»õi(tlõj(t'») ps{t') 
t lo j,j""t 

+~,l dt' t (fj(t')f!(t»õ,(I)ps(t')õj(t') + (f)(I')f,(t»Õ!(I),õs<t')Ôj(t'») 
o iJ=l 

1
, , 

- :" dt' I: ps(t') (fl(t')fj(t»ô,(t')ôj(l) + (fi(t')rj(t)íõl(t')õj(tj) 
li), , ,

l.;= 

+~2l dt' t (fj (ljr1<t))Õ,(t')PS(I')õj (I) + (f)(l)f,(t'))ôl(t')ps(t')õ;(t») 
o i,j=l 

(4.7) 

Resolvendo o primeiro termo da equação anterior obtemos 

:" (f, (I)fl (I')) = I: (éké~)a;o"e-'(w,t-w"n = I: (n. + 1) Inkl'e-'w,('-n, 
lI,k' 	 k 

~2 (f, (t)fl(t'» = I:(é,êl, )";p"e-i(w,'-w,,n = I: (n, + 1) a;fJ.,e-iw,(H'), 
kX 	 k 

~2(r,(t)fl(t'» = I:íê.êl.)i3;<>.·e-i(w"-w,,,t') = I: (n, + 1)p;<>~e-'w,('-"), 
k,k' 	 k 

~2 (f,(t)fl(t'» = I:(êkê~ )p,p",e-'(w,t-w"t') = I: (n. + 1) li3d 'e-"",(t-(J 
k,kf 	 k 

(4.8) 

Da segunda hipótese, equação 4.6, teremos: 

Jí' 
1 

(f, (t)f\ (1'» = J,{~ d(w )D(w) (n + 1) I<>(wl!'e-'W(H') 
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.. 
~(r,(t)fl(t')) = (iH 1) k·1°O d(w)e-iw('-"I,
h,2 1l' (I 

00 

li'1 (f,(t)f~(t')) = 1o d(w)D(w) (n.;. l)a'j3e-iw(t-t') 

.. 
00 

1 k 1 d(w)e-iw(t-fl,, (r,(I)fj(t')) (n + 1) --" 

fi 1f o 


00 

~, (fz(I)ft (I')) = 1 d(w )D(w) (n + 1) ap" e-;",(t-t'J 

+ 100 

1 k1l,(f,(I)rl(I')) = (n+ 1): • d(w)e-iw(t-t'J, 

00 

~, (r,(t)r~(t'») = 1 d(w)D(w) (n + 1) 1P'(w)l'e-iW
('-") 

+ 
00 

1, (r,(t}fl(t'» = (n + 1) k, 1 d(w)e,·'w(t-t'1.
• rr o 

Uma vez que 
001 dwe±'W' = 1fJ(O ± iP G) , 

onde P (t) denota a parte principal de (t), podemos escrever: 

(f,(t)r1(I'» = (fdl')rl(t» = li' (n + 1)k.6(t - t'), 

(r,(t)r!(t'» = (f,(I')f;(t)) = li' (n + 1) k,õ(t - t'), 

(f,{I)fl(I'») = (f,(t')f((t» = fi' (n + 1) k,6(t - t'l, 
(f,(t)r!<t'll = (f,(t')f;(t» = fi' (n + 1) k,6(t - I'). 

Estas expressões foram escritas sem as contribuições da parte principal P (i), cujo 
efeito sobre a dinâmica de PS não é tratado aqui. Na literatura, ele é geralmente 
assumido como pequeno. 

Resolvendo de maneira análoga para os outros termos da equação 4.7 e retor~ 
nando à notação origjnal~ teremos: 

!PS(I) = -'fi (k.ã(t)ã1(t) + k,b(t)b1{t») ps(t) 

-nk, (ã(t)b1(t) + b(t)ã1(1») ps(t) 
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- (li + 1) (k.â'(t)â(t)k,b'(t)b(t») Ps(l) 

- (n + 1) k, (ã'(t)b(t) + b'(tlã(t)) ps(tl 

+li (k.ã' (tlps(t)ã(t) + k,b' (t)ps(t)b(t») 

+lik, (ã'(tlps(t)b(t) + b'(t)ps(t)ã(t)) 

+ (n + 1) (k.â(tlps(t)ã' (I) + k,f,(tlp.(I)b' (I)) 

+ (li -+- 1)k, (ã(tlps(t)b'(t) + b(t)ps(t)iil(tl) 


- (il) Ps(tl (k,â(/lã'(t) + k,b(t)f,'(t)) 


- (li) ps(t)k, (ã(t)b'(t) + j)(t)ã'(tl) 


- (li + 1) ps(t) (k,ã'(t)ã(t) + k,])I(I)])(t)) 


- (n + 1) Ps(t)k, (li' (1)])(1) + ]), (t)ã(t)) 


+li (k.li' (t)PS( t)â( t) + k,])' (t)p.(t)])(t) ) 


+nk, (ã'(t)PS(t)])(t) + j)t(t)PS(t)ã(t)) 


+(n + 1) (k.ã(t)PS(t)â'(t) + k,b(t)PS(t)b'(t)) 


+(il + I) k, (ã(t)PS(t)b'(t) + b(t)ps(t)ã'(t)) (4.9) 


Por outro lado: 

L Explicitando a represtmtação de interação para p(t), 

:ls(t) = ~ (U~(t)ekH"ps(t)e-kHRtU,,(t») = :t (U),,(t)ps(tlUs,(tl) 

= ~ IHs"p.(t)j + U~,(t) (!ps(t») Us,(t), 

chegaremos a 

d_ ), i[= j dUs,(t) dtPs(t) US'(t) h HS',Ps(t) + dtPs(t)( 
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2. 	 Se tomarmos o primeiro termo da equação 4.9 como exemplo e substituirmos 
a relação 4.3, 

â(t)ât(t)ps(t) = 

= 	U~,(t)ã Us,(t)U~,(t)ã'Us,(t)U~, (t)etHR'ps(t)e-liHntuS,(t) 

= 	U~,(t)ããtPs(tlUs,(t), 

concluiremos que 

Us,(t)â(i)ât (t)ps(t)U1,(t) = ããtps(t). (4.10) 

Procedendo de maneira análoga para os outros termos da equação 4,9, concluiremos 
a idéia inicial desta seção e podemos escrever a equação mestra markoviana para o 
sistema aberto, 5, 

d i 
dtPs(t) = -ij [Hs"ps(t)[ 

+k, (n + I) (2ãps(t)ãt •• ãtôps(t) - ps(t)ã1ã) 

+k, (fi + 1) (2bps(t)b l - b1bps(t) - ps(t)btf,) 

+k, (n + 1) (2âps(t)b' - ã'bps(t) - ps(tJãlb) 


+k, (n + 1) (2bps(t)ô' - f,'ãps(t) - ps(t)btã) 


+k,n (2âtps(t)â - ââtps(t) - ps(t)ãã') 


+k,n (f,tps(t)b - bbtps(t) - ps(t)bbt ) 


+k,n (2á1ps(t)f, - áb1ps(t) - ps(t)âbl) 


+k,n (2f,lps(t)â - bã1ps(t) - ps(t)bãl ). (4.11) 
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o resultado para um 	banho com tempereturaeratura nula) ti -} O) será: 

d í 
dtPs(t) = -li [Hs"ps(t)]

\ 
+ko (2âps(t)â' - ã âps(t) - Ps(t)ã1ã)\ ' 

\, 

+t, (2í)ps(t)í)' - í)lí)ps(t) - ps(t)í)lí)) 


\ 	 +k, (2âps(t)í)t - ã'í)ps(t) - ps(t)ã1í)) 

+k, (2í)ps(t)á1 - í)'âps(t) - ps(t)í)'á) , (4,12) 

I Da defiuição do superoperadúr Liouviliano, 1.16, e da equação 1.17 obtemúSo lioU\:iJ­

I !iano para. um sistema de dois osciladores acoplados entre si, forçados externamente 

I 
, 

e em contato com um reservatórÍú: 

i
L:=-Ii[Hs,,'j 

+k, (2â'ãl - á'ã, - .ãtã) + k, (2í).í)' - í)1í), - ,í)tf,) 

+k, (2ã,í)' - â'í), -	 'áI6) H, (2ij, - í)lã, - .í)lã) , 

ou 

L: = ã ' ã, (-íw. - k,) + 'â'ã(íw, - kol + 2koã,ã' 
+í)Ií), (-iw, - k,) + ,í)Ií)(iw, - k,) + 2k,í)·6' 


I +â'í), (-ig - k,) + ,â1ij (;g - k,) + 2k,ã·6
' 
+âf,l, (.;g - k,) + ,ãí)' (í9 - k,) + 2k,ij'ãl 

-i [j,ã' + f:ã, 'j - i 	[/;6' + 1,6, ,] (4,13) 

onde kc2 
:=; kbkll'

I 
A presença das fontes e do acoplamento entre os osciladores) que está contida dentro I 

I 	 do hamiltonianú, HS'J não altera a estrutura da equação 4.11 pois, ao definirmos a 
relação 4.3 e fazermos a substituição 4.10, não precisamos saber quem é Ho dado 
que a dependência temporal de â(t} mantém plausível as aproximações feitas pois 
ela é lenta comparada com as escalas de tempo do reservatório. Com isto, podemos 
escrever Q superoperador Liouvilliano com ou sem fonte f> com ou sem acoplamento 
g, se cancelarmos na equação 4.13 os termos que não nos interessam, sem compro­
meter a dedução da equação Mestra. Assim podemos escrever as hamiltonianas, 
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Ha + Hb + H g> dos dDis osciladDres acoplados, em modos normais, por exemplo, e 
.obter a equação Mestra 

L = ãlã,.(-iw, - ktl + .ã\â, (iw, - k,) + 2k,ã,·ã\ 
+âlâ,· (-iw, - k,) + .ã~â, (i"" - k,) + 2k,â,·ã\ 
+ãlã,· (-k,) + .ãlã, (-k,) + 2k,â,·â\ 

+â,â\· (-k,) + ·â,~ (-k,) + 2k,â"â\ 

[ftâ\ + fiá" .]- I [fz~ + 1;á".] 
ou 

, 
(4.14) 

onde k3 2 = kzk1 • 

Se os osciladores não forem forçados, podemos simplesmente eliminar a fonte da 
equação anterior e escrever: 

, 

(4.15) 
,. 

.onde k32 = k2k1, 


Note que se fizermos, na equação 4.13, uma troca de ínàices e eliminarmos 9 ob­

teremos a equação 4.14. P.or outro lado, se escrevermos a equação 4.13 em modos 

normais) obteremos estruturalmente a mesma equação anterior com diferença na 

redefinição dos ks, ou seja j neste caso: 


k1 = kt:hi + kbh~ + 2kchth2' 

kz = kchi + kbhi - 2kchl~. 

k, = h,h, (k. - k.) + k, (h; - hil 
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onde 

h = fõ;~:;~.= jlli~Wk, 2h1 V-R' 

f.b = 1tJ"...-w. '!: RR = V(W, - W,)' + 4g, , . 
â = h1ã1 - h2ã'l1 b = hlá~ + h2â11 

g S ..jWilWb 

Note que existe um limite superior físico para a intensidade da constante de aco­
piamento entre os osciladores. No limite para g = .jWilWb teremos n2 = O e para 
valores maiores uma instabIlidade será gerada. pois um dos modos normais apresen­
tará freqüência negativa, 
Podemos observar ainda que a existência de ke (ou kJ ) vem do fato dos osciladores 
estarem imersos no mesmo banho, enquanto que kimn

} existe independente deste fa­
to, Quando os oscila.dores não estão no mesmo banho, a hamUtoniana de interação 
Hi»t, se altera, alterando á estrutura da equação 4.11. Observando o desenvolvimen­
to da equação Mestra, verificamos que sendo os banhos diferentes cada oscilador terá 
sua hamiltoniana de interação fazendo com que os termos cruzados que geram kc 
(ou k3), equação 4.4, dcixem de existir, ou seja: 

(rI<, (t) r~, (t)) = o para h; # hj => tl k, (ou k,) 

4.2 Operador densidade para dois osciladores 

Deduzida a equação Mestra, podemos calcular a evolução temporal de um es­
tado inicial coerente [.toriz.do Ps(O) = l<>l)("d ® 1",)(",1 onde I",), I"',) são 
estados dos osciladores representados pela hamHtoniana H1 :::::: Jü1 t (Úiâl + ~) 1 

H 2 :::::: 1m2 (â~ã2 + ~) respectivamente. Para obtermos a evolução temporal, da­

da pela equação 1.17, utilizaremos o ordenamento do liouvilliano sem fontes dado 
no apêndice 8.2 e escreveremosl

: 

p(t)s '" ",,(t) 
(sem fumes) -

= ,)tit)ih ·ií.l ei1(t)à~.à~ e",(t}ã~.ãl ez·{t)iil'~é(t)ãl~' eq' (/l,a!i;! em~(t)iiJã::.em;(lHi!ii:l 0 

0e ffll (!)ãl«l'efflj (t!-i4 âl ey(t}âl $.::-eq' (t).âlâ; Pu (4.16) 

Para calcularmos os coeficientes (q(t), ml(t), m,(t) e j,(t), j,(t) , z(t), equações B.2 
e A,20 respectivamente) deste desacoplamento l utilizamos o sistema. descrito pela 

lâoravante omitiremos o subscrito S. 
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equação 4.15. Podem.os entretanto utilizar o mesmo procedimento para calcular 
os coeficientes do sistema descrito pela equação 4.13 sem fontes obtendo resultado 
semelhante ao encontrado. Assim, podemos generalizar os coeficientes escrevendo: 

-! q(t) = 2D (1- e")(",+e" - ",-,-' para r f O 
~ j 

(4.17) 
e-Ri 

entt(í) = -'2';.-e-"'2' (Ll+eTt -ll._) 

em~ítl = e<tR !e-mdt) 

onde 

I r = ";Cii4D' , c = k, _. k, -+- i (O, - O!l , 

I 
I _ k, + k, i (n, + O,J

R - 2 + 2 ' "'(+J=c(~)r 
, D = k3 para o sistema descrito pala equação 4.15 

. I 

. i D = kc + i,q para o sistema descrito pala equação 4.13 sem fontes 
I 

D = k;,: para o sistema descrito pala equação 4.13 sem fontes e desacoplado. 

A atuação dos superoperadores, dados na equação 4,16, sobre um estado coerente 
foi desenvolvida no apêndice A.3, e o resultado é dado pela equação A.21 

p(t) = I"lt)("'ltl ® 1",,,)(0,,1 (4.18) 

onde 

nu =(tleml{tj + Q2q(t)emttt} } 
(419)

02t ;:: Q:lq(t)eln1Ct) + 02 [em,í t ) + q(t)2emtttl ] . 

De maneira análoga podemos escrever para o sistema descrito pela equação 4.13 

p(t) = !frA')(<>A,I®I<>Bt)(<>BtI (4.20) 

onde 

D:At =O:Aefflr{t) + uBq(t)em\(I) } 
(4.21 )

aSI =QAq(t)em1 {!) + 0:8 [em~(~) + q(tY'~eml{t)] , 
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e os coeficientes são dados pelas condições da equação 4.17. 
Podemos most.rar a simetria ent.re Qu e 0'21 partindo de um mesmo estado inicial 

(Xt=a2=ã: 

"'1< = '>em 
•I') (1 + q(t)) , 


"2t = '" [em'I') + q(t)emdt) (1 + q(t))] , 


fazendo as constantes de dissipação e as freqüências iguais e utilizando a equaçào 
BA, obtendo 

O"H :::: O'2t = ae-(;w+21.: t) 

Além de notarmos a simetria, Cômo era esperado, vemos que os osciladores dissipam 
energia com constantes de dissipação dobrada devido ao acoplamento entre eles via 
banho. 
Uma outra maneira de observarmos a simetria entre Q:1t e á'2l é ordenarmos a equação 
4.16 de forma a trocar 41" com. 11 A evolução temporal que encontraremos tem 112 • 

estrutura inversa à exposta na. equação 4.19) com coeficientes diferentes. 
A equação 4.14 representa o mesmo sistema que acabamos de descrever, atresdda 

de fonte. Podemos calcular o estado coerente estacionário do sistema descrito pela 
equação 4.14 ou do sistema descrito pela equação 4.13) sem conhecer sua evolução 
temporal, fazendo: 

d 
dtP(t) = O -+ f.p(O) = O 

~ encontrar um produto de estados coerentes dado por: 

P,~~. = IA, )(A, I® IA, )(A, I (4.22)
A A D EI 

onde: 

1° Se o sistema for descrito pela equação 4.14 


if"lk3 - i/I (i:u~ + kz \1 
I ~ 1 liA I = . (4.23)

3 -W1WZ + i (w1k2 + w;lk1) 

2;0 Se o sistema for descrito pela equação 4.13 

íf.(ig+kç)-i/A (iWB +kB) 
ÁA = A .a A A. (4.24) 

B (9' - WAWB) + i (wAk. + wBkA ) 

A condição necessária para ~ O denominador da equação 4.23 ou 4.24 é dada 
pela parte real do denominador igual a zero. Isto só ocorre quando tivermos uma 
partícula livre, ou seja, quando WA ou Wn for igual a zero, conseqüentemente dada 
a condição de energia positiva. O :S si S; WAWB ---t 9 = 0, ou ainda uma "partícula 
livre nos modos normais", pois se g2 :::: WAWB --t W2 = O. Para obtermos a 
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evolução temporal de um dos sistemas com fonte, podemos utilizar o ordenamento 
dos superoperadores sem fontes, Lo, acrescentando os superoperadores da fonte. Ao 
fazermos o desacoplamento, notamos que a presença dos superoperadores com fontes 
não geram os superoperadores de Co- Conseqüentemente l os coeficientes encontrados 
no desacoplamento de Lf] permanecerão os mesmos. Asslm) podemos escrever o or­
denamento partindo da. evolução temporal PI)(t) obtida na equação 4.16 sem fontes2 

e obter: 

p{t) = CC t p(O) = e/!!!{!}{A.2' - 'A'l)e!r{t){â1 " - "ãl)eh(t}(ã~' - .a1)e1t{t)(âl· - .ãl)e'ut 

p(t) = eb:!{t}(~. - ·n.:<JeJI(t}(il' ~ .ih;e!:l{tHàb· - .ii~)eh(tHâi· ~ .âllPt)(t). (4.25) 

Utilizando a técnica exponencial 3.2.2) det.aihada no apêndice Sj encontraremos um 
sistema de equações cuja solução nos dará os coeficientes 

h(t) = - /,'(t) 12(1) = - f,;(t) 

(~:i:D = Ai {I + e (:-0' [e-" (R - ~) - (R + ~)1 } 
ie-(R-~)t 

+ 
T 

" 
, 

(e-c! _ 1) (4.26) 

onde RI T e Ai são dados pelas equações 4.17 e 4.23 respectivamente. , 
Com isto) podemos escrever a evolução temporal para um estado inicial produto 
de dois estados coerentes e descorrelacíonados para o sistema descrito pela equação 
4.14 

p(t) = 1"l/')(c'I/!1 ® 1"2/I)(a2/tI (4.27) 

onde 

"(;)/! = "(DI + fi (t), 

e "'(;l" f; (t) são dados pelas equações 4,19, 4.26 respectivamente. 

A equação Mestra leva para um estado que é assíntoticamente independente do 
tempo, sem importar de qua.l estado se parta. Portanto, calcular a solução geral 
como função do tempoj p(t) e tomar o limite assintótico é O m~mo que encontrar o 
estado estacionário calculado em 4.22 1 ou seja; 

lim p(t) = Pestac. 
Hoo 

2desenvolvimento semelhante foi feito na seção 3.2.2.1 
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De maneira anãloga podemos calcular a evolução temporal para o sistema des­
crito pela equação 4.13 e escrever: 

p(t) = t<>A!,)(OAJtI ® IUB/,)(o8,tI 	 (4.28) 

onde 

"(tl)" = Ct(~), + f tl (t), 

G;;!D = A~ {1 + e-(:-')' [e-" (R -~) - (R+ ~)l } 
ie-(R-,), 

+~---..:.- (e-" - I) 
r 

e os coeficientes R, r e AA são dados pelas equações 4.17 e 4.24 respectivamente, 
D 

4.3 Limite Assintótico - Aplicações 

Encontrados os estados estacionários, equações 4.23 e 4.24, podemos calcular a ex­
citação média1 eI para cada um dos osciladores e analizar as trocas de excitações 
medidas pelos acoplamentos dos osciladores entre si e via banho. Considerando o 
sistema descrito pela equação 4.14 obtemos 

li; = Tr {(~!~l) (IA1)(A11)}
a.a2 IA,)(A21 

ou 

1'. II(;;'2, + k2~1+ j2:;k2
3 - 2bbk3k"1 

Ct= j 1 11 I (4.29)1.. 
2 2

" (W1 k2 + wzkd 2 + W 1W 2 

Analogamente para o sistema descrito pela equ~ão 4.13 

f'A ("". +k'.) + 1'.9' + f'.k'c - 2IAIB (kCkB + gWB) 
t:A 	= J) A A A A A .........~..._, (4.30)

" (wAkB +wBkA - 2gkc) , + (g' k'c + kAkB - WAW,,) , 

Calculando através da equação 4.29, a excitação média para os osciladores aco­
plados via banho com a mesma constante de acoplamento, ou seja, 9 = O 
k1 = kz = k3 = k iremos obter: 

li _ J'IW'2 + k' (lt - j,) 2 
(4.31)

1 - k2 (WI + W2r~ + W21W22 ' 

li, = 1',01'1 + k' (lt - !z) 2, (4.32) 
~ 1;;2 (WI + W2) 2 + W21W22 

Essas expressões nos permite concluir que: 
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• 	 Se o bombeamento dos osciladores forem iguais, f A = f B = f, então terá 
maior excitação quem tiver menor freqüência. 

• 	 A diferença de excitação entre os dois osciladores cresce com O quadrado da 
amplitude da fonte f. 

• 	 Quando as fontes forem diferentes e obedecerem a desigualdade 

f{Wm~,,=) > f(wma;=) 

W(metlcr) W{moi01') 

que é urna espécie de "fluxo de excitações", notamos que se o "fluxo de exci­
tações" for o mesmo para os dois sistemas então o sistema de menor freqüência 
terá maior excitação 

As figuras 4.1 e 4,2 nos mostram que quem tem maior excitação é o oscllador 
que tem menor freqüência, no caso oscilador 1. Note nestas figuras que o que está 
prevalecendo é a desigualdade ftwz ~ fzWt e não o fato do oscilador de maior 
excitação estar sendo mais ou menos bomheado. 

I 	~ . 
g 	~a ~r' :O>cil.odo.·l·(""'..... f>fllJÕ...,~ª rI \ _ r
!36 
~ 	11 •• 
~ . . 
::E ':. •• .... 	 o"'~ "2'1:au.:". 	 ~ 8- .... • • ............................. .
;:! .. .. ... .," 

-." 1) * • 

~ I) DE UM UI 

Figura 4.1; Comparando a excitação média do oscilador 1 com o oscilador 2 onde Wl = 2, w, ~ 3, " = 15, h = 10, kl = k, = 0.9 
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Figura 4.2: Comparando a excitação média do osdlador 1 com (I oscilador 2 onde Wl = 2, 
"" ~ 4, j, = !o, h = 15, k, ~ /,., = 0.9 

Com o objetivo de tentar entender a diferença essencial entre os acoplamen­
tos ':"'-ia g "e "via banho, kc," comparamos a excitação média, e,do oscilador 
,jA"dissipando num banho Eo 

é = I' A(,,:'B + k's) 	 (4.33)
AO 

(wAkB + wSkA)' + (kAkg - WAWe) 2 
ou 

1'A 
éAII ;;;;;;; 2 'k'lAWAT 

com: 

• 	 A excitação média dele acoplado a UB"que dissipa em outro banho, E9' Devido 
ao contato com este segundo oscilador, o oscílador A sofre dinâmicamente uma 
alteração na sua excitação média. Em particular, no regime estacionário) sua 
excitação média pode ser maior, igualou menor que o oscilador (IA" desaco­
piado do item anterior. Esta taxa é controlada. essencialmente pela fonte do 
oscilador B. 
Para escrever a excitação média do oscilador A, usamos a equação 4.30 e con­
sideramos kc = O obtendo: 

c _ f'A(w'e+k's)+!Sg(fBg-2IAWO) 
~A9 - ((WARe + WBkA) , + 9' + kAke - WAWB) , 


ou 


é = 	 /'A(w'g+k'B)+!ey(feg- 2!AW e)
A
9 (wAke + WekA)' + (kAks - WAWe)' + g' (g' + 2kAke 2wAwBl" 

(4.34) 

Verifica-se nesta equação que se f E 2: 2fA~ ou in = O então l:Ag > l.A,O 
Note que IB tem que ser maior que um fator de IA e isto não garante o fato 
de que: se Ie > IA então tA!} > EAO • Um Outro fato curioso de se notar é que 
se o oscilador "B" não for bombeado, mesmo assim t Ag será maior que EAO . 

60 




• 	 A excitação média dele acoplado a UB" através da dissipação por um mesmo 
banho, el.;. Neste caso, o acoplamento dos osciladores jlA e B U será via banho. 
Para. escrever a excitação média do oscilador A, usamos a equação 4.30 e 
consideramos 9 ;;::: O obtendo: 

tA' = J' A (W'B + "'B) + fBkC (fBkC - 2fAk s ) . 
(wAks + wSkA) , + (k.kB - WAWS) 2 + k'c (k'c - 2kAko + 2WAWS) ' 

(4.35) 

A restrição imposta na dedução da equação Mestra, f.:;tks < WAW8, faz com 
que o denominador desta equação seja maior que o da equação 4.33 do primeiro 
Item dificultando garantir as condições de maior excitação média para EAk - A 
garantia que podemos ter é a de que se o ~ JB ::s; 2f A ~ então eAk < eAO-

Na figura 4.3 observamos que: o oscilador 11 A" tem malOr excitação quando acoplado 
"via glle a amplitude de oscilação da fonte" B" for igual a zero; existe uma faixa de 
amplitude de oscilação da fonte t, B" onde o oscilador HA"tem maior excitação se 
for acoplado "via k"; () acoplamento "via gl'e \'via k"nào corresponde a SOma deles 
individualmente, 

;.: lQ I 	 ········r .......; 


~ l>e<:l)t.&>"_Jí ,I I I ~ zS' J I , , 	 ., a M" " '" "" Amplí!l)de de. osCllaçào (Ia fonte:S " 

Figura 4,3: Comparando o oscilador "A" desacoplado, com ele acoplado de vários modos 
com ele desacúplado WA = 7, WB = 4, IA = 15, k,A = kB;:;; 0.9, 9 = 2 

Para sabennos as condições que leva a um dos osciladores "A ou B" ter maior 
excitação média consideramos um caso particular onde os dois osciladores estão 
acoplados e sendo bombeados, mas apenas o oscilador "A" dissipa num banho. Neste 
caso, para calcularmos a excitação média dada pela equação 4.30, consideraremos 
lia == kc ::;;;; O e iremos obter: 

tA = FAW'B + reg' - 2fAf,,9W". (4.36)
(WSkA)' + (g' - WAW,,) , 

E _ j'B (w' A + k'A) + f'Ag' - 2fAfs9WA 
(4.37)

B - (wBkA) 2 + (g' - WAwe)' . 

,g .em 
i'l 
o .u,•o 
o 
~ 

1 
o 

',," 
.~ 

61 




Veja que neste caso, a excitação média do oscilador "A" sempre diminuirá devido ao 
fato dele estar imerso num banho, enquanto que o oscilador "B"poderá perder ou 
ganhar excitação média devido ao fato do oscilador "A"estar dissipando. Particu­
larmente se as freqüências e os bombeamentos forem os mesmos, W A = W B = W e 
iA = lB = i respectivamente a excitação média do oscilador "B"será maior que a 
do oscilador "A"como era de se esperar. Por outro lado, se o oscilador "B"não for 
bombeado, iB = O, e se W(menor) ::; 9 ::; W(ma.ior), então terá maior energia quem tiver 
menor freqüência. A figura 4.4 mostra esta relação e mostra também que existe 
uma faixa de amplitude de oscilação da fonte uB" que faz o oscilador ('B" ter menor 
excitação média. 

Na figura 4.4 observamos que: o oscilador " B" poderá ter excitação média 
maior ou menor que a do oscilador" A" quando a amplitude da fonte "B" for zero, 
dependendo do valor de g; a freqüência do oscilador "N' determina se a excitação do 
oscilador" B"irá manter-se maior que a do oscilador" A" para qualquer freqüência. 

~ ~[r-r-r-~'-'--r~-.-,r-r-r-~'-. 
,] ....1 , O..,ll>dor"B"..P2•. 

~ u 

• 
o 

o 
\'':1''''''' -'-, ~'I 

• 

I 
•• 

....,.
~ ... .:"w 
~ ". lo",llAdôr "A", r;-41 #I" 

E "I <-"
'13. ---_ ". ,,:.
!'< "" -...:~_ " •••• 'c r"A",r;'
'ü ..... ••••-- •••' 
Q .... '."".' -- ­o .'- •• , 

02456 91011111314 

Amplitude de oscilação da fonte B 

Figura 4.4: Comparando o oscilador "A" acoplado à um oscilador "B" via g. WA = 11, 
WB = 3, f A = 20, kA = 2, kB = O 

Tivemos a curiosidade de saber qual a probabilidade P de num certo instante t, 
o estado estacionário ser atingido, ou seja, 

p = trp(t)poo = e-lalfl-All~ 

Dada a quantidade de parâmetros envolvidos tornando a expressão pouco elucidati­
va, optamos por elucidar graficamente. Observado na figura 4.5 podemos a princípio 
definir duas escalas de tempo; uma ligada a condição inicial e outra ligada a dinâmica 
propriamente dita. O gráfico nos mostra também que o estado inicial fr interfere 
na dinãmica do sistema. Constatamos em vários gráficos que fizemos que o bom­
beamento das fontes i mantém por mais tempo a condição inicial enquanto que a 
dissipação k leva rápidamente ao estado estacionário. 
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Figura 4.5: Comparando a excitação média doa oscilador 1 com o oscilador 2 ondewl = 2, 
Wz =4, b = 10, h = 15, k, = k, = 0.9 

4.4 	 Decoerência e Dissipação de uma Superpo­
sição Coerente 

o fenômeno que iremos analísar é a. dínâmíca do entrelaçamento. Em todos os casos 
estudados com a condição inicial de dois estados coerentes fatorizados, este fenômeno 
não ocorreu. Partimos então de um estado que é constituido por uma superposição 
coerente de estados coerentes em um dos osciladores e O Outro num estado coerente 
fundamental. Vamos fazer uma aplicação para estudar quantitativamente a relação 
entre as escalas de tempo características da decoerência e dissipação .3. 

Seja 

p(O) = N'(,,) (I") + 1- Ct» «"I + (-aI) (10)(01 (4.38) 

com 
, 

N(",) = (2 + 2e-"""f' . 

A evolução temporal sem fontes dada pela equação 4.16 nos fornece 

p(t) = N'(a) (1"")(",1101",,)(",,1 + 1- "g,)(-ag,j 01- a")(-o,,I) 
+N'(")e-'Io[' .,([a,>I'+lo"I') 1"91)(-a'll ® ler.,) (-a., I 

+N'(<»e-'[O['e'([·,>I'+lo"I')I_ <>9') (a,d "'! - a,,)(a,,1 (4.39) 

onde 
0'91 = o:efflt(tl "" = q(t)agl 

lIsemelbante ao que estudamos na seção 2.3 
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e os coeficientes m,(t), q(t) são dados pela equação 4.l7. 

Para obtermos a evolução temporal para cada um dos osciladores faremos: 


p,(t) = tr,p(t) 


p,(t) = N'(<» (1<>")("9.1 + 1- <>")(-<>9,1) 

0+N'(<»,-21 1' ,'lo,," (I<>gl){ -<l9d + 1 - "")(a,,I), (4.40) 

",(t) = tr,p(t) 

",(t) = N'(a) (1",,)(0<,,1 + 1- 0,,)(-a",1) 

+N'(<»e-'·I'e'lo,'I' (1<>,,)(-<>,,1 + 1- "")(,,,,1) (4.41 ) 

Como era de se esperar, ambos os osciladores dissipam para o reservatório e atingem 
seus estados fundamenta.is a tempos longos. Nesse processo, o oscilador 1 sofre a 
característica decoerência de sua superposição inicial. 

l\'ote entretanto que há "transferência de coerência"ocasionada p€lo acoplamen­
to, O oscilador 2, apesar de inicialmente sem superposíções, é levado a apresentar 
coerência entre estados distintos !Cln} e i - CXrl} e, a semelhança do oscilador 1, 
também apresentará processo de decoerência, Uma vez que os coefiçientes, mI(t) 
e q(t), são generalizados para vários sistemas de dois osçiladores, então a evolução 
temporal também pode representar a evolução de qualquer um dos sistemas apre­
sentados. 
Podemos agonl. estudar a dissípação desses subsistemas, atra.vés do cálculo da. ener­
gia. 

E(t) = trH"p(t) 


B(t) = 2/i'w,w,N'(a)I",d'o",l' (1- e-'Iol') (4.42) 


B,(t) = trH1PI(t) 


E,(t) = 21ú.;1N'(a)jQg, I' (1- e-'iol') (4.43) 


E,(t) = trH,p,(t) 


E,(t) = 21iw,N'(a)la"I' (1 _ e-'lul') (4.44) 


É interessante observar que a razão entre as energias E:t{t) e E1{t) em qualquer 
instante, resulta no módulo ao quadrado do coeficiente jq(t)j2 que é diretamente 
proporcional à constante de "comunicação\> entre os osciladores! acoplamento 9 ou 
dissipação k3 ou kc I dependendo do sistema utili'Zado, 
Estudando a decoerência destes subsistemas através do defeito de idempotenda 
obtemos 

J(t) = 1 - tr/(t) 
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b(t) ~ ~ _ 2N'(a) (e~2(la"!'+la"I') + e~'lo!' e'{:o,d'~IO,,!'))' (4.45) 

ó,{t) = 1- trp"{t) 

o5,(t) = ~ - 2N'(a) (e~'I."I' + e~'lol'e'la,<I')' (4.46) 

.l,(t) = 1 - trp',(t) 

o,(t) = ~ - 2N'(",) (e~'lo,,:, + e~'lol' e'lo",,) '. (4.47) 

Vamos definir os tempos caraeteristicos de decoerênda e dissipação fazendo uma 
expansão em série de Taylor e tomando os termos até primeira ordem para o os­
cilador cujo estado inicial é dado por uma superposição de estados (no nosso caso 
é o oscilador 1). Assim escreveremos para a energia e o defeito de idempotencia) 
respectivamente: 

(d)E,('I (t) = (Ei(t)),., + t -aE,(t) 
t t=(j 

E;il(t) = E;ol - t4k,I",I'/i.:<i1'\"("') (1- e~'lal') (4.48) 

6f'l(t) = (6, (t»),., +t (dd o5,(t)) 
t t,.,-t} 

6f'l(t) = t8kdal'N'(a) (1- e~'lal') (4.49) 

Definindo uma escala de tempo de dissipação 

E;OI _ E;'I(t) t 

E(O) 7,,"
pu"'" ....s~ 

onde 

r-' = 4k,I",I'N'(a) (1- e-';·I') 
aUll laj2 + ~ .. 

Analogamente definímos 

,,('l(t) = t _ 
1 Td~c 

com 

Tio; =8k,lal'N'(a) (1- e-'I.I'). 

Uma vez garantido que o oscilador cujo estado inicial é dado por uma superposição 
de estados está imerso em um banho, k1 t O, então podemos fazer a relação entre 
estes tempos 

Tdiss = 2jaf + 1 
Tdet 
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e obter curiosamente o mesmo resultado obtido na seção 2.3. 

Voltamos ao modelo de dois osciladores acoplados dissipando em banhos diferentes) 

fizemos urna expansão para o defeito de idempotencia do sistema "l"em fi e em g 

e encontramos 


ó(1)(t) = 8tlal'N'(a) (1- e-2Iol ') (kl + 9' )
1 ~ k2 ' (,,,~ wJ)2.,I \ .. h2 

onde conduimos que quanto maior o acoplamento do sistema "2", k7 , ou quanto 
maior a diferença de oscilações dos sistemas ~~ - Wt, menor a deçoerêncía. Em 
particular se o sistema ;'l"não estiver acoplado, k1 = 0, então 

21001' g~, )
oi')(t) = 8tlal'N'(a) (1- e- ) (k2+ íw,;;,l' 

quanto maior o acoplamento menor a decoérência. 

i 

i 
I, 
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Conclusão 


Este trabalho é dedicado em parte ao desenvolvimento de ferramentas teóricas que 
permitem tratar decoerência e dissipação de sistemas acoplados. Para tempos curtos 
comparados com os tempos característicos da evolução livre dos subsistemas l múS~ 

tramas que embora esses dois fenômenos tenham ingredientes comuns, são profun­
damente distintos. Vtmzamos essa técnica perturbativa para explicar a I'emergência 
da dassicidadel

' em situações que envolvem superposições de estados quântkos. In* 
traduzimos €sÇalas de tempo características desses fenômenos que podem ser usadas 
facilmente em outros contextos. 

Estudamos também fenômenos essencialmente vinculados a mais do que dois 
sistemas em interação. Para ísto, investimos em construir técnícas para calcular 
a densidade reduzida em casos que sua dinâmica é suposta linerar, markoviana e 
obedeça aos critérios do teorema de Lindblad, Essas técnicas envolvem âlgebra de 
Lie para superoperadores e foram usadas por [14::, dentre outros, 
O que inovamos no capítulo 3 e no apêndice B foi aplicar as técnicas diretamente 
para o cálculo do estado e não da função de correlação associadas como havia sido 
feito anteriormente. 
Em posse das técnicas apropriadas, calculamos a. evolução temporal para vário tipos 
de sistemas, Calculamos a densidade total do sistema como função do tempo para 
a condição inicial de um produto de estados cú<:rentes, fizemos aplicações para. ob­
servar propriedades do estado assintótico mostrando que exístem comportamentos 
surpreendentes advindos desta dinâmica, como por exemplo o fato de uma fonte 
externa ser maior para um dos sistemas. não significar que este terá maior energia. 
Tendo como motivação principal um trabalho de H. Frõhlich que prevê co.mpor~ 
tamentos não usuais e bastante interessantes para sistemas biológicos envolvendo 
moléculas com momento dipolar que podem trocar energia através do reservatório 
térmico no qual estão imersas, consideramos duas llwléculas representadas por dois 
osciladores em modos normais dissipando num mesmo reservatório com mesma cons~ 
tante de dissipação e mostramos que mesmo neste caso simples, comportamentos não 
usuais ao. senso comum também ocorrem) como O fato de ter maior energia quem 
tiver menor freqüênda mesmo que este esteja sendo bombeado com menor intensi­
dade que o outro, Guardada as devidas proporções! este resultado fOI encontrado no 
trabalho de H. Frôhlich o que nos motiva muito a buscar um modelo teórico mais 
próximo ao modelo experimental proposto por ele. 

Finalmente verificamos a dinâmica do entrelaçamento que ocorre com os sub.. 
sistema quando o estado inicial de um deles é correlacionado. Definimos, através 

67 




de uma expansão, e calculamos os tempos de dissipação e decoeréncia corno feito 
no capitulo 2 para tempos curtos e surpeendentemente encontramos fi mesma razão 
entre os tempos encontrada no capítulo 2, o que nos leva a crer que para o estado 
inicial dado, a razão entre os tempos de dissipação e decoerênda não é afetada pela 
presença do outro oscilador nem do acoplamento entre eles. Fizemos uma expansão 
para o defeito de idempotencia do sistema uI"em fi e em Zi para um modelo de 
dois osciladores acoplados e dissipando em banhos diferentes e conduimos que se 
aumentarmos o acoplamento do outro sistema, ou se aumentarmos a diferença de 
oscílação dos sistemas W<J - Wl> poderemos "segurar>! a decoerêncía, 
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Apêndice A 

Evolução de um estado coerente 

A.! Estados coerentes 

Um estado coerente é um estado de incerteza mínima. Tais estados são autoestados 
do operador de destruição â, que não é auto-adjunto, tendo autovalores complexos. 
O estado coerente do oscilador harmônico simples, In), pode ser expresso em termos 
do operador deslocamento de Glauber, 3.9, atuando no estado de vácuo la}, ou seja, 

I") = D(,,)IO) = e- llol ' eonle-o'nIO) 
._)n 

= e-!loI2 eC..it '" 
00 ( 

-Q a la)
L- n! 
n=O 

= e-!laj2 eoâ! (1- o:*â + ... ) la) 
t 

I") = e-llol'eo.' 10) ---; ("I = e-llol'(Oleo·., 

t 
00 n 00 n 

I,,) = e- llol' '" ~ (ât )" 10) = Ô lol' '" ~In) (A.!)L- n! L-~ 
n=O n""O . 

ou ainda 

2
e!IQl ja).....---.. 

la + (3) = e-!IQ+tW e(a+Plãl la) = e- !lo+.81
2e.8ãl eaât lO} 

I" + (3) = e~ e-llo+PI' epn' I") (A.2) 

t 

a-I ,<>,2 11 "I'


e"a I") = e-'-e' 0+" I" + (3) (A.3) 

t 
("lePn = e-~ ello+PI' (" + 131, (A.4) 
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mostrando que os estados coerentes não são auto estado de ã t . 

Para mostrarmos que lo) é auto estado de â, faremos o seguinte cálculo: 

a-D() =a,(e••' e-!:O:'-.'â) =e - .ã'f(-)ao 2 

00 n 	 00 n 

= ã I: ~! (ãt
)" f(â) = I: :' ã (ãt

)" f(ã) 
n=O 	 n~O 

como 

e_ ('t)"] _ [0 -I" (ãt)"ol + -t[- (,t)"-I]~a, a - a,a. a a, a 

= rã, ã!] (ãt)"ol + ã' [ã,àt] (ãt)"o' + (ãt)' [ã, (àl)"-'] = 

_ (,t)ool __ (,t)" (_I)" " '" - n a - a 	 a - a a 

então 

~ n 	 ~ A-I 

âD(a) = I:;- (ãl )" ãf(â) +<> I: (0:_ )1 (ãt )"-' f{â)
n. 	 n 1.n=D 	 n_l=O 

= D(o:)ã ~ "D(,,) = D(o:)(â + ,,) 
J) 

Dt(,,)âD(a) = ã +" 

J) 


])t(a)âl") = DI(a)âD(a)IO) = (â + (0)10) = aiO) 
J) 

D(et)D!(Q)ãla) = D("),,,IO) 
,J, 

ãlu) = "Ia) ==> (<<Iãl = (ai,,' 	 (Ae5) 

De maneira similar, demonstra-se que 

])I(a)ãtD(a) = â t + ex'e 

Para verificarmos a ortogonalidade dos estados coerentes faremos o produto es­
calar de dois estados coerentes la) e 1.8) expandindo numa base de numero, i é; 

(Bm\' " 	 »a... 
(RI) _e -1(1)>1'+18 :') "'( • _ I ~, ,_ -Hlol'+IPI') '" a IJ $ 

J.I 	 Ct - e L.t ml ;;;:;i" rl1nl -, e L.. ~Vnm 
rt,m \ m! J v n! »,111 \ n!m! 

B'O
(1'IIa) = e-l(lol'+I8:') I:::'- = e-HI.I'-20P"+IPI') f ó.P 	 (A.5) 

n, 
o 

mostrando assim que a base dos estados coerentes não é ortoIlormaL 
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A.2 	 Superoperadores agindo em um estado coe­
rente 

Do produto bilinear! 3.4) podemos agrupar a atuação das exponenciais dos supero­
peradores dados pela equação 4.16) de três maneiras: 

• 	 lU Maneira ~ Superoperadotes I<tipo 1-2'!com ponto à direita ou à esquerda. 
A exponencial desses superoperadores atuando num estado coerente desloca o 
estado coerente. Detalharemos a seguir os cálculos para os quatro superope­
radores que aparecem na equação em questão, da segunte forma: 

1. 	Superoperador ãl â 2 ' 

.)'(q(t)ãiâ2 ­

.'('jál·'-I",) ® I",) = " o k! I",) €I 1<>,) 
k 

onde expressamos a exponencial na forma de soma. 

Uma vez que [ãl·,â~.] = O. equação 3.4, podemos separar âl de â2e 
escrever 

_,_ 	 (q(t)âl·)' . 
•,I'j""·I",) ®I«z) = "~(ã2fl",) 01",)o k! 

k 

Como o ~sta.do coerente j0'2} é auto estado do operador â2, então 

k 

( q(t)ãl- )
.,(llál"·I"I) 01".) = L ,., (ã,-)k-'â2 Ia,) 01"") 

k 

(q(tlâl)" ,_ k-'_ 
= 	L ,., ".,a,·) a.lo,) €lI",) 

k 

(q(tlâl)" k 

= 	L ... "'. 1",) €lI",) 
k 

re:tornando à forma exponencial 

o'(1Ió,a'·I"I) ® 1"2) = .'('ln,.I·!"I) €lI",), 

Por outro lado, da equação A.3 podemos concluir que: 

e,(l)álá'-I<>I) ® I",) = e-'"l" e'"'"'~""'" la, + q(t)",) €lI",). (A.7) 
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2. Superoperador â 1 ât· 

Para obtermos a atuação de eq{t}ãtã~'IQ:l} ® la2}. basta trocar â1 com â2 


e 0:1 com 0"2 do item anterior, j e; 


eQ(')ãlâ~'IQl} ® 10 2) = é(t)ii~"ãl'IQl) ® lu:ú = eq(!}(Ul)ã~'1(X2) ® 10'1) 

t 
. 	 -1 l<>z'" 1"':1+'1(1)",(1,

e'(')"·'·lo,)01",)=<-' e"', o,) 0 la,+q(t)",). (A.S) 


3, Superoperador ·â1 ã~ 


e,·(t)·"ál(ad 0 (a,1 = '" (qO(i).âtâ\)"
~ k! (od ® (a, I 

= L(a,1 ® (",I(·ã!,l'(qO(t).âtl' 
• 	 k! 

= 	L (a,i ® (a,lâ\(â\)k-l (qO(t)·â,)" 
k 	 k! 

= 	L ("ti ® (a, lã\(.ã!,)·-''" (gO(tlã'" 
k 	 k! 

= ("d ® (a,1 L ",.(qO(t):ât )' 

1 

= e ",'(')0" (ad ® (a,l. 


Da equação AA concluimos 


"(t) ã ·1 I<>!i~ l"i+9·(t)"~12
e' . ,., (ad (<>,1 = e- 'e' , (a, + q(t)a,I("',I. (A.9) 

4. Superoperador 'âl ã1 


Para obtermos a atuação de e'lt{t)-ãiãli {at!{a21. basta trocar â 1 com â 2 e 

aI com 0'2 do item anterior, i e: 


e'iI')":"(ad("',1 = e,·(t)A·á, (a,I(a,1 = e"('I(o')'&'(od(<>>I 

t 
• I 	 !al!~ 1,,;+q·{i)"'iI2

.',(')··'''(ad(a,1 = e- '. ' (ad(a, + q(t)ad,. (A.IO) 

• 	 2<1 Maneira - Superoperadores "tipo 11"ou "típo 2t'com ponto à direita ou à esquerda. 
Para mostra que a exponenôal desses superoperadores atuando num estado 
coerente, "gira1> o estado e cria uma fase faremos os cálculos para os quatros 
superoperadores que aparecem na equação 4.16. 
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1. Superoperadores âl â1 · e â~ âz· 

ern,('liti"I<>l) = ~emd')>>ln)(nil<>l) 
» 

I" 12 CC)= L emd!lnln){nln!)e-l"'Ol M.' 
I'I,n' 

n ( m,(I))" 
= e-!IU1i1L em1(t)n 0:1 In) = e-tIO!1! L ale In},;;;r ,;;;r

" . 
m,(I))" 

= e-~lulf é!a1e=1111j2 e-~!Ule"'l(lli2 L (
(Xt 

e In) 
n ,;;;r 

como 

lCt-leffl1(t1) = e-~IOle'''I('}12 L (CXICmt(t)r 
n Vn! In), 

então podemos concluir 

eml(t}ãtã1'!at) = e-~!Qd~ e!fe,ndf)odl!IO'lem!(I», (A.H) 

Analogamente 

effl2(t)âtii.:l·lct2} = e- ~!Q~12 e~!cm~(e)<-ll!I~ 1a:2effl2{t», (A.12) 

2, Superoperadores .ãl â] e .â~ â 2 

emift).ãiàl{Ctll = 

= ~ em;(,)n"ln)(nll(a,1 
n 

.n' 
= L emimn~ln){nl(n'le~ilnd~ ~ 

• .n' .. 
_1jo.112 "" emj{tjfi a~(nl

= e:< ~ vn~ 
n n 

( 'emitI))
-' lod' '" uI,;;;r (nl=e 1 L n! 

n 

(a'emitll )"1 
- e-~Iall e1'1ale'''l"1'1'·.-I C-3'I'ale,",)(t);l ~ I Vn: (11.1, ~ r:::i, 
- n 

comO 

(nlem1 (t)t = e-!la1e"'1(IJI2 '" (o:iemj(t)rL- C" (nl
fi vnl 
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então podemos concluir 

emi (tHi lâ l {ali = e-!Iad::! e!ICml(t)ad~ (ateml(l) I_ (A.13) 

Analogamente 

em2(t)-â~â2(a21 = e-!la~l::! e~ICm2(l)a21~ (a2em2 (t) I (A.14) 

• 	 3° Maneira - Superoperadores"tipo ll"ou "tipo 22" com ponto no meio_ 
Para mostra que a exponencial desses superoperadores atuando num estado 
coerente não altera o estado, faremos o segunte cálculo: 

- -) - -) - -) - -)1_ Superoperadores aI-aI' a2-a2, al-a2 e a2-al 

ej,('lâ,âtl<>,)(<>d = Lj,~~)k (â,)kl<>,)(<>d(âlt 
k 

= ei'(')lo,I'I<>,)(<>d. 	 (A.15) 

Analogamente: 

ei,('lâ,AI<>,)(<>,1 = '" j,(t)k (âdl<>,)(<>,I(â~)k
L., k! 

k 

= ei,(')lo,I'I<>,)(<>,1. 	 (A.16) 

k 

e'('lâ,.âtl<>2)(<>d = L z~: (â,)kl<>')(<>d(âl)k 
k 

= e'('lo,O;I<>,)(<>,1. 	 (A.17) 

e'·('lâ,.fi11<>,)(<>,1 = L (z·~~))k (â,tl<>,)(<>,I(â~)k 
k 

= e'·('IO;O'I<>,)(<>,I. 	 (A.18) 

A.3 Evolução de po = 10:1)(0:11 ® 10:2)(0:21 

Com o estado inicial em questão, mostraremos a evolução de p(t) da equação 4_16_ 

L Os superoperadores das equações A.7 e A.9 atuando em I<>,)(<>d 01<>,)(<>,1. 
resultam: 

é(t)â2âi-éO(t)-âtâllol)(atl ® laÚ(a21 

= e-Io,l' elo,+Q('lo,I'I<>, + q(t)<>,)(<>, + q(t)<>, 1 0 1<>,)(<>,1 
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COm isto 

p(t) = e 1nd2 e -la 1 ~(t)a~l:;l ei1(t)ãt .ã1 eil(tjá:r'~ e z(t)â2.al eZ"(tlÚl .ã~ eq(t)ihà~. 0 

o eq·(~)-iiiã.-;!emdt)~ã2' em;(I),~ã2emt{tliilâl·emi{t}.alàt lal + q(t)o:z) 0 

o (al + q(t)",1 ® la,)(a,1 

2. 	 Os superoperadores das equações A.lI, A.12, A,13 e A.12 atuando em 
IUl + q(t)a,)(al + q(t)a,1 ® la,)(",I, resultam; 

em~(t)ã!âZ' em;(t).~ii2 em:{t)iilIh,emi(tj.â! â10 

01", + q(t)",)(ol + q(t)Ct2: ® lu,)(",1 = 
= 	e-!Ql+q(t)a~!Zel(al+q(l}n2)e"'l(l}l~e-lnz)Ze:n2c"'l{l)12 0 

01 lOl + q(t)o;,] em'('»(["1 -,- q(t)0'21 em'«)1 ® 1",em'('»(Q,ern'(')1 

COrri isto 

p(t) = e-1a1!2 el(al+q{t)Q~)effll(t)f e-lu~12e!o:cffi2 (t)!: 0 

o ei! {t)âl·âi ei~{!)â2·â~e:(l)ih·ãl e:" (r)â, ·ai eq(t)âl á~. e"l~(t),âl â:l 0 

01 [al + q(t)",] em'(')([<>l + q(t)",J em'(/)1 ® la,em,(/) (",.",,(/) I 

3. 	 Os superoperadores das equações A.S e A,lO atuando em 
11"1 + q(t)",1 emd '» nÜI + q(t)",j em,(/) I® I",em,(/) (o,em,(/) i, resultam: 

é(')','I'é'(I)"\"1 (<>1 + q(t)fr,) em,{/)!(", + q(t)",) em,(I)I® 
'Zlj 2em:(t) (0'2em~{!)1 = e-IO:)fl"'Zmll cj(O) +q{OO))c"'j(tll::+lalCffi;:(Oll 0cr

01 [aI + q(t)a,J em ,(.))(["" + q(t)fr,l em,(I)1 ® 


0Ia,em,(.) + q(t) i", T q(t)a,J em, (t))(a,em,(') + q(t) [aI + q(t)<>,J em,(/):. 


Definindo 

(tIl =O'lemi\t) + fraq(t)eml(t) 	 } 
(A.19)

fr2t = 0:1q{t)enl1(t) + fi:;: [emz(t} + q(t)2eTl'l1(tl] 

teremos 

p{t} = e-IalfelQlIfe-fe.:d: e~n"l! eil{t)ãt.aleil!(t)ã~·atez{ti&,·ãie:·it)âl·ã! 0 

0Ia,,)(0:,,1 ® 11>,,)(02<1· 

4, 	 Os snperoperadores das equações das equações A.17 e A.18 atuando em 
:o'lt)(aH- ® I02t}(U2/1, resultam: 

e=(I)âl!.âle;:~(t)jh ·â~ IOH) (nu! ® ICk~JI) (Ck2( I= 
e:(t){a 1t r Qn e Z• (t)OIl(021 j"latt }(Cl:ttI® Ifr2r){õ::u I! 
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com isto 


p(t) = e-lati:!e-Ia~fez{t){nH)'oZtez·(tiouÍ\"i:!tf e1oul!!' elo!:I:! 0 


0eit(f)Ú t ·ã.le}2(1)â2·üilcxlt) (altl ® la2t}(a2tl­

5. 	 Os superoperadores das equações A.15 e A.16 atuando em 

1"")(,,,,1 ® 1",,,)(,,,,1, resultam: 


e"dt)ãpliei2(t)à':rà~lalt){O'1iI0IC2t){Ct":ul = 


= ,,;'(0 0 ,,1'"h(tllo"I'I<>lt)(altl ® 1",t)(""1. 


çom isto 


p{t) = e-l<ql'Je- iQ!'zI2 e!(t){a-HrQ:2Ie;·(t)ou(o~)· 0 

0e(i!(t)+1)!OI,i
2 
e(h(t)+1)lulI12IQu)(altl®lo2t)(0:'2tl· 

Uma vez que Trp(t) = 1, então podemos determinar os coeficientes 12(t), j,(t), 
z(I), 

j,(t) = (I + Iq(t)I') (leID'(tT') - 1 

J,(t) = le-m,(tl + q(t)'e-m,ltll' + (Iq(tr') (I"m,(tr') -I (A.20) 

z(t) = _q(t)e-{m,ltl+ffi,(tI) - q'(t) (1 + Iq(t)!') lem ,ltJI-2 
. 

Assim, podemos finalmente obter a evolução temporal do estado coerente objeto 
desta seção, e escrever: 

p(t) = j"lt){"ltl ® 1<>,,)(<1,,1· 	 (A.21) 
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Apêndice B 

Aplicação da técnica 3.2.2 para 
dois osciladores 

B.1 Relação de comutação 

Dadas as relações de comutação entre os superoperadores bosônícos, 

[(â,.).(â[.)] = (I) = 1 

[(ã.), ('ãl)] = -(·1) =-1 

[(.âtl, (ãl·l] = [(â,.J.(âll] =0 

construiremos, a seguir, uma tabe1a de comutação entre os superoperadores, 

â'ã -,-. -,- -l!'- - -, -. - -, -~, -, - -.n. - -, -" 11'=1~.tI1, 'a1al= 1, a1'a1 =·II1, al~' = l~. a132':;;;; '\f, a2'a1 = (U~ 
-,- -i" -,- -n>' li ã' -. -i - -~, - -, - h li li' - .;,U282' = l'ifJi2, -a2a2 =. 2, 2' 2 = .lI2, 'ala2=1~1, 'a}a2 = "'t'1, l' z=.a../. 

de interesse ao nosso trabalho. 

U -âl' 
~~ 

[.-. li] = [ãl- lil'a-']1 - a1 ,ar,'- ã']1 [-'a1 'ar,al'-]'1'31 =-,Jjl;iv.tI,.lIl lal', =a}' [-' + ­

[",n,] [-,- -'-] [-' - -, l' ,n,1....!.l1,'I,l ;;;;: ~alal·,ala2· :::;o: al'aI',al , az'='I,l 

[úl'111,1'1",] = ['I.a1a1',3132' - -I] [-I - - ]-' a 2 ' =-1'4,;;,a 1 ,al',al' 
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[Ml!Zl] = râifh·,â1'~J = [â~, â1"â1.]'ã; ~ -ZI 

[a\,jtJ = [.ãiãt.âl-ãiJ = f'ãl 'â11â:t,] .ãl +ãi , ['âl 'ãl "â1] = -3} 
~ ~. "-. 

[
i> .n..] [-,. . .,] [.,. - 1 -, '" :tll~ = -al al, 'a182 = 'aI ,al1·al~ ·az = "'" 

[i!" ii;,] [-'- .1.] ['1' .1]. ~,},111 = ,a1a11·alaZ = -a} ,al,·a1 ·a2 = -l'il 

"" ",] [ .,. . .,] . [-' - -I] /Ji[ilha:.: = 'al f\1,aZ'a1 = az' ·al -al,'at =-a, 

[_., ã"] ., -1]­[.vI,,,,,!rr ,,] = aI'all ta:;,' = [.aI' 'a},a}' azo = II.J " 

i A] [a1'a1,"&la2.., - -I] [- ., -] -I = .;;
[d'1,'ilI = = a)"a1,·al "az iúl 

[Mz.lz] = [ã.bâ2"â2'â~] = [â~' â2-,ã2·1·â~ = -j2 

['-A ,,] [-I. "ã] .\ [-,. -].'1M2!""! = 8 2a2',a}2" =a1" 8z·a2',a2" = -Q 

[M"fI] = [ã!ã"â.ã!'] = â. [â~. ã2,ã~'l = N 

[M:t,Z] = tâ~ã2·,ã2-ã1j =[ã~-âz·,ã2·J -ãl =-z 

"" J'] [_'o - .1] - [-I - -I] rr[ '2 = -8za:;:, az,az = az' -az ·a~.h 'a2 =lf2! -.;12 
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- ",] [ãl- --'] - [-I - ãl]= -Q,[1', 2~ "<!i- = ' 2al, -ala2 = -aI ·a:l '32,' 2 

[""'] [-I-â'ã]-a282,' 1 z = 'al-1[-1--] =N/i'2,l'<l -a2 ·a2, '3.2 

li>,;;l [-I- - -I] - [-I - -I] " ll2,!iJf; = 'a2a:hal'U2 =al' -a2 -8.2,·a2 = -jjJl 

[l'l'w] = [ãz.âtâlâ~'J = â1,[â2..ãtã~'J = z, 

[ i ;;'] = [- -I =-a-I1 [-:.a:r-aZ1·a2-] " J1Z,t~l a;:l:,az,·ataz-'-] -I =jjJ 

~' ",] [- -, - -I] - [- -I -I] + [- -, - ] -, 1\[1'';, lU a1a2',a2"3.1 = az' aI' az ', ·a1 aI' a2",a2' -aI = -.h 

l-;;' ,,] [-1-·a,a2,3ra2- -I] - r-, - ãl] + [-' - - ]-1-a2 -.!liF</)lZ.>j = :;::: ar L,aI ,az,' '2 ·a1 -aZ l a1' = 1\ 

["'" ~,'-'J7.] = [--a1821-I a2'a1 - [- -, + [--ai -a-I21 a2'- ] -I- -I] = a2' -aI -a21 -aI-I] -aI = -'J-1 

lA",] = [ã'- - -I] = ar - [-'aI" a2',';2 - âl -'-, [-I - -] -a2-, = - J- '2~1tiJl 182',81'a2 aI' a2',al' 

-I -]'" A] [- -, -, - 1 [- -, -1]- -I [- - ­[i'!.,'\,.! = aI8:/:'181(;\2'; = ar a 2 ",81' 82' 8 1 ' aI' az',82' =M2 -M1 

[~' n.] :;;;; [-a-I1a21'- ã âl'2] = ·a1 ,a2,"a1- 'a2 -aI'- [ã1
l 'a21- ,ãl] =J[2-.Iq·,;; '" l\ljj'<,!j 1 [-' -] -I + '2 
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Sendo as demais relações de comutação utilizadas no nosso trabalho iguais a zero, 
podemos resumir todas as relações de comutação calculadas na tabela que segue: 

• [ Mil, = (;l ) , . [ (~) ] = ( ,P"(~J ] ~~ ) 

· [M" (i) ]= [r) , . [ (~) ] = ( ~i ) , Ê'" 

·[]I' (~') ] ( t ) , = 

.[ z, (i,) ]=(1;), 
N 
Mi, 

• I Q) li -
MI, 
:1;, 

N, 
ri 

• 	 I Q" ], 
f, 
z 

-


M1 -M:2 
-Q 
-z 

Q 

-]'1 

fi - Ê', 
-Q, 
-z, 

Q, 
-,i, 

, • 

• 

.[]2' (i')] J),
= 

• [ z" (~') ] =(lJ ' 

JIl, 

N{. 

Q 
&h 
M, 
j, 
z 

Q, 
1\ 
P, 
j, 
z, 

-


-

M, -M, 

N 


-N 
-:1:, 
-jl\ 

:P, - fi'l 
NI 


-N, 

-z 
-], 

(B.I) 
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B.2Desacoplamento de dois osciladores 

o liuvmiano encontrado na dedução da equação Mestra 4.15, pode ser ordenado da 
seguinte maneira: 

eLoI = (eil{t)~l) (eh!ti;~) (e:;/(t)!) (e~(t}~) (enl(i)i1j) (en(tlfr) 0 

o (em,{f)t~) (eP21t)?!) (e1nl(t)6h) (ePl{t)?I) (eq{t)Q) (e'll{t)Q) . 
Para calcularmos os coeficientes do ordenamento dado, utilizaremos a técnica de 

derivação de parâmetros: apresentada no capítulo 3. 

O objetivo desta técnica é obter através de derivação, a mesma exponencial em am­

bos os lados da igualdade e manter os superopel'adores que não estiverem na cabeça 

das exponenciais, por conta da derivada, sempre a esquerda das exponenciais, 

para que possam ficar Hlivres", serem comparados e seus coeficientes determinados< 

Para atingir este objetivo de uma maneira prátka definiremos: 


1. ê ~ eq{i}Ç'eq/{l}'Ôs , 2. ê:z; (emZUlfi::'l) (eP=(I}f':;) (em1{t)ri;,) (ePllllt't)él'1 

' 3 = en(t)rl e' '=e-~e'43, e - 2. 4e. - 31 

5• e' .5 = - e=(t)Ze'4, 6. ê6 :;;; e",(1)2'ês • 

7. e'1,ll:= eil{t)~leh(t)h~, 

em seguida faremos a derivada no tempo de cada item definido, por exemplo ê1 j 

escrevendo o resultado como um produto de um superoperador vezes o próprio item 
definido; ê1 . Procuraremos explicar detalhadamente até a derivada da segunda de­
finição e depois utilizaremos o mesmo raciocínio para as derivadas das definições 
seguintes até que consigamos escrever Coéot = (L: de superoperadores)e'o/ e deter­
minarmos os valores dos coeficientes. 

L A derivada no tempo para ê1 é dada por. 

(:tê1) = [(~q(t))Q+ (:tq,(tJ)(b] ê,. 

atingindo o objetivo de maneira direta) pois de acordo com as equações B.l, 
a relação de comutação entre estes superoperadores é zero. 

2. A derivada no tempo para ê2 é dada por: 

(d) [/d \, (d \, (d ), (d ),]

dt ê, = ~dtml(t»)M. + ~dtm2(t»)M2 + dtP,(t) I!'. + dl,(t) I!', ê, 

+ (em".),~.) (e"""e,) (em".),;" ) (e","h) Utê} 
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observamos que o primeiro termo atinge o objetivo proposto, enquanto que no 
segundo termo podemos substiturir ê1 , calculado no item L 

(d \ [fd ), (d ), (d \, (d ),]
dtêz)= I,dtm,(t) M,+ dtm,(t) M,+ dt1,,(t»)íl',+ dl,(t) Il', ê, 

+ (em"",;~) (""".'?') (em",,'%,) ("""",,) [(!q(tl)(1!+ (:tq,(tl)Q,] ê, 

Para podermos escrever O segundo termo em função de ê2 , temos que trans­
portar as exponenciais para a direita dos superoperadores Ô e Ô _O artifício 
usado é mostrado a seguir_ 

(:t ê') = [(:tlnl(tl)MI + (:tm,(ll)M, + UlI(tl)p, + (!p,(t»)p,] ê, 

+ (em".,'ê,) (&""';;') (em"",;,,) «,,,,,?) (:iq(t l)Q0 
o (e-ml{Õjr;!l ) (em1ll}:;:;I) (e-m2{ot4~) (ern::(I)!~) ê l 

~ v >" 

I 

+ (em".'l%') (""",,;;') (em.,.,,;,,) (eP".,?,) (~ql(t»)Q, 0 

o (e-P1(;)?1) (ePI(I)i\) (e- P2(1)!?z) (ePl{H~2) fh. 
, v -'--~~--' , 

As relações de comutação em D.l, nos indica que 05 superoperadores ft: f2 e 
M1 ; Mz comutam entre sÍ e com os superoperadores Qe Q respectivamente; 
então: 

(;tê,) = [(:tm,(tl)MI + (;tm,(ll)M, + (:t1,,(I))p, + (:t P2(I))ll',] /l, 

+ (em",,';',) (e,"""fl') (!q(t))Ô (e-m""r%, ) (e-m""r;" ) 0 

o (eP2(1)!?~) (eP1fl):?1) (eml(ílf~~ ) (em1{(jrl:1) ih 
~ V' ~ 

" 
+ (e""'?') (<,,>(<,?,) (!q,(tl)Q, (,-'<l'}") (e-P""?') 0 

o ( eP3!!I?Z) (ePI!!)?l) (em2(fl:~) (emno!;:l) ê] 
, .... J 

" 
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(:tê2) = [(!mt{t»)Mt + (:tm2(t»)f~2 + (:tPt(I»)Í't + (:l2(t»)t>,] ê, 

+ (e ffl210 !1.::!) (em1(I)rih ) (:t q(t)) Q(e-mw,f:i\) (e-m2(I,tVf2) ê2 

-;. (eP""") (e""<);') (!q,(I»)i:b (0-,,,,,7,) (e~p,,,,?,) ê,. 

Para que os superúperadores, Q e Q) fiquem. a esquerda das exponenciaL:;: 
utilizaremos a transformação de semelhança 3,5 e as relações de comutação 
dadas em B.l,como segue 

em:!!!);;:, eltl1(t)t4:t (:tq(t))Ó e-m1(llr;:1 e-m1{f)t4a = 


= (dt(}d()t) "~'r '-'] e-m:u!)ka =
,',- -,em~(I)"! e m1f!)."lQe-m1 !1}"! 

(1 mt(t) ,m,(t)2 ) ,f, e-m2(/11i,:~= (!q(t») em",,'''" + l' T 2! + ,.. '" 
, v ' 

=Cml{1) 

= (!q(t))em 01') [em"<)';-"Qe~m"",;r,] 

= (!q(t»)emd'j [(1- m~;t) + m~!t)Z _) Q] 

= (:t q(t») effl,('l-m,l') Q, 

eP~(O~~ePl(/):?1 (:t ql(t) }QI e-Pl(l)?le-P2(1)?~ = 

= dtd q/(t}) eP~(I)" 1 [.- 'l e-Plilj:fl• ePW10 lQ/ e-PIí/)?1 .,( 

= (!ql(t))e"'<')?' [(1 +PIS) + pti:)2 +,) i:b] e-P"<)'" 
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= (:tql(t»)ep,(II [""""?'(àe'''''''?'] 

= (~ql(t»)ep,(,j [(l-P'l\t) +1'2;;)' -)(à] 

(d )= ~dtql(t) eP,('j'P'll)(à, 

e finalmente atinjir nosso objedvo escrevendo: 

(d ) [/d ), (d \, (d ), (d ),]
\dtê , = \dtm,(t) Mh+ dt m,(t)jll1I,+ dtP,(t) Il',+ dt P2(t) Il', ê, 

+ [(~q(t») e(m'('I-m,(t))1i> + (~ q,(t») e(P,(<I-p,(t))(à ] ",. 

Para as derivadas das definições restantes, utilizaremos o mesmo roteiro que 
foi detalhado para ê2 _ 

3. A derivada no tempo da terceira definição ªa =e"(t)flê2 é dada por: 

(~ê.) = (~n(t)}\;ê. + (e»('liI) (:t"') 
= (e"(IliI) [(~m,(t»)M, + (~m,(t)}il:, + (:tq(t»)e(m'(II-m'('IIQ] ê, 

+ (e"(I)l') [(~P2(t») J?,+ (:tp,(t») J?, + (~ ql(t)) e(P,(tI-p,(II)(à ] e, 

+(:t n (t1)Wê3 . 

Utilizando os artifícios feitos para o segundo caso e as relações de comutação 
dadas em B.I, teremos: 

ê.= (e"(II"') [(;tm,(tJ)M,+ Utm,(t1)Miz] (e'"(IF")ê. 

+(;q(t») e(m,(tJ-m,(t)) [(en(l)n) li> (e-»(IF") ] ê. 

+ [UtP,(t») Í', + (~p, (I») P,+ Ut q,(t)) elP,(II,p,(I))(à ] (" 
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(d ),
+~dt\*J ]\Iê._ 

Da transformação de semelhança 3,5 podemos transportar os supetoperadores 
Mh. Mz • Ó para e esquerda das exponenciais, como mostramos a seguir, 

(COlllO) (:tm,(tJ)M) (rl'lll) = (:tm,(t1)M) + (:tm)(tJ)n(t)N 

(e"II){;) (~m,(t»)Mz (e~nll)fl) = (~mz(t»)M, - (~m,(i))n(I)N 

(e"(I)fl) (:tq(I»)e(P'IIJ-P'II))Q (e-n(l)'-') = 

= (!q(t) )e(P1(I)-",(t)) (<Ô! + n(t)M, - n(t)M) - n(t)'N) 

e atijir nosso objetivo escrevendo: 

(:tê3) =M) [(!m)(t») -n(t)(1tq(t»)e(m,lt)m,(I))] é3 

+M, [(:tffi,(t») +n(t) (!q(t»)elmtlll-m'I'))] é. 

+Q [(!q(t»e1m'ltl-m'(t l1] ê. 

+N [(:t n(t») - n(t)' (:t q(!))elffi,(tJ-m,(Ill] '" 

+N [(:tffi)(t1)n(ll - (!m'(ll)n(t)] ê. 

+ [(:t P2(t»)Í',+ (~P)(t»)lÍ') + (:tm(I))eIP,llJ-P\lllIQ] ê,,­

4. A derivada no tempo da quarta defimção ê4 = ertl(t)f~ê3 é dada por: 

(:tê4) = (en'I'ln,) (!ê.) + (!n,(t1)N,ê. 

= (e"'('lÍ!') M, [(!mdt») - n(t) (!q(t») e1m,«1-m\I<ll] •• 
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+ (e",('ln,) M, [(:t ffi2 (t») +n(t)(~q(t»)eím,(I)-m'('))l Õ. 

+ (e",(Ijf' ) Q [ (:t q(t) ) eim,(Ij-m>ifll1ê. 

+ (e",(t1fi, ) N [ (:t n(t») - n(t)' (~q(t») eim'('l-m'it))] ê. 

+ (e"dfl'-') N[n(l) (!mt(I») -n(t)(~m,(t»)] ê. 

+ (e",(tjfi,) [( :tP2(I») Ê', + (:lt (t)}rl + (!g,(I)) e(ptÍ'I-"'i'))Q,] é. 

+Ut n[(t») fi,e•. 

Utilízando os artifícios já. mostrados e as relações de comutação dadas em RI, 
teremOS: 

(!ê.) = MIl [(:tmt(l») - n(t) Utq(tl)elffl,(fl-m,I'»] ê. 

+MI, [(!m,(t1) + n(tl(:tq(t1) clmtlfl-m,I'II] ê, 

+Q [(:':q(tl \1 im,ill-m,lf))] ê. 

,dt I 


+N [(!n(t)) - n(I)' (:t q(t») eim,(,)~m'it))] ê. 

+N [n(t) (:tmt(t1) -n(t)(~ffi2(t»)] ê, 

+ (e"'ill'-') [UiP2(t1) r, + (!Pl (t)}í't] (e-"'iljn,) li. 

+(!q,(t») ép,II)-Ptll)) [(e",llli,) Q, (e-",(t)f',)1li. 

+(!n,(I») N/ê, 

Da transformação de semelhança 3.5 podemos escrever: 

íe"dtl'-") (:':p,(t))wz(e-n,ltl'-') = (:':p,(t) \pp, - (:':p,(t1) n/(t)N, 
, dt, di; dt 
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• 


(e",'I)"') (~Pl(t»)1i'1 (e-o"I)(I,) = (:ll(tl)li', + (;tPI(t»)n,(I)N/ 

(eOt(tlfl/) (:t qdt))e{Pl{l>-Plf!»Q (e-fli{t):lj) = 

= (:Iq/(t))elP'I')-"'['ll (ÔI + n,(I)J?, - n,(I)Ii', - n,(1)2M,) 

e atijir nosso objet.ivo escrevendo: 

(!ê4 ) = M, [(~m,(I)) - n(t)(~q(I»)elm'II)-m'i'll]". 

+f;1, [(!m,(tl) +n(t)(!q(I))e1m,I'1-m'i'll]ll. 

+Q [(!q(l) )e1m,(II-m,lm] ê. 

+N [(:ln(I)) - n(IJ"(!q(I»)e1m,111-m,111J]". 

+N [n{l) (:t m,(I») - n(l) (!m,(t») lê. 

+P, [(!Pl(I») - n,(I) (:1 q,(t)) e1p,(')-p,lt))1ê. 


+li', [(:l,(I») +n,(I) (!q,(t) ) elp,II)-p,I'))1". 


+ÔI [( :1 q,(t) ) e(P'('I-"I'))] ê. 


+N, [(:In,(t») - n,(tf (:tq,(ll) elp'I'H"('ll] ê. 


+N, [n,(I) (!Pl(t») - n,(t) (:l,(t») 1". 
5. A derivada no tempo da quinta definição ês =é(t}tê4 é dada por: 

I d \ ( 'o) (d ) (d ) . 1\ di ".) = e*l- di"' + dlz(l) Zê, 

+ (e*l~) M, [(:1m, (t)) -n(l) (!q(t») e(m,(I)-rn,(I))1". 
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" I 

+ «'(f)3) M, [(!m,(t)) + 1l(1) (:tQ(t»)e1m'lfl-m'It))] '" 

+ (eoitIZ)Q[(:tq(t))e(m,(tI-m,(III] '" 
I 

+ (.'(1)::) H[(!n(t)) - n(t)'(:tq(t))e(m>lll-m,(Ijl] é.I 

+ (e*)~) fi [n(t) (:tm,(t») - n(ll(!m2(t))] '" 

+ (e*12) IP, [(!Pl(tJ) - n/(ll(!q,(I»)eIP'(')" ",(t))] ê. 

+ (e*)2) F, [(:l,(t)) + n,(t) (:1 q,(t)).(,,(I)-.,(f»)1ê. 

+ (eoitl?;) Q, [(!ql(t))e(p,(I)-P,(/II] li. 

+ (e*lê) N, [(:tnl(tl) - n/(tl'(!q/(tl)e(p>I/I-P,(III] ê, 

+ (.'(1)2) fi, [n,(t)(!Pl(tl) - n/(tl(:tP2(tl)1é. 

+(!Z(tl)Zês 

Utilizando os artifícios já mostrados e as relações de comutação dadas em R1, 
teremos: 

(!ê.) =M, [(!m1(tl) _n(tl(!q(tl)émdfj-m,(m] és 
+ [(e*12) M, (e-*lê)] [(:troz(!)) + n(t) (:t q(t») e(m,(fJ-m,(.jJ] ê5 

+Q [(!q(tl) e("',(II-m,(III] ê, 

+ [(e'('Jt) N(.-*Iê)] [(:tn(t») -n(t)'(:tq(tl)elmdlJ-m,IIII] é5 

+ [(e*Jê)N(e-'(/lt)] [n(t)(!m,{t») -n(tl(!mz(tJ)]ê, 
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+ [(e'l'l:}P1 (e-*13)] [(!PI(I») -nl(tl(!ql(I»)eW,(Il-,,(t))]êS 

+iP, [(!P2(t») + nl(t) (!91(t») el"IIl-"llll] és 

+ [ (e'IIlê) Q, (.-'10::)] [(:1ql(t)) .W,IIlp,(I))1ê, 


+WI [(:t,,/(I») - n/(t)'(:t91(1»)e(P,(I)-"II))] ê, 


+w/ [nl(t) (:tPI(tl)-n/(t) (!p,(t1) ]ês 


+(:{(t»)Zê5. 

Da transformação de semelhança 3.5 podemos escrever: 

(e*)~) ~l (e-*lt) = iP~ + z(tJZ_ (e'I/)~) Q, (.-'11):) = Q, + z(l)j, 

(e'rll-) MI, (e-*l~) = MIz + z(t)Z ( e'103) N(e-'II1::) = N+ ,(I)] I 

e atijit nosso objetivo escrevendo: 

(!	és) = M, [(!m,(ll) - n(t) (1i q(l) )elm'II1-m'lm] és 


+M, [(:tm,(tJ) +n(tl(:tq(t»)elm,II1-m,I/)1] és 


+Q [(:tq(tJ)elmdl)-m,IIlI] és 


+N [(!n(t l) _n(I)'(!q(t1)e1m>l'1-m,It))] é, 


+W [n(tJ(!m,(t») -n(ll(!m,(t»)] és 


+iP1 [(!P,(I») -n/(t) (:tq/(tl)eIPdtl-P,I/11] ê s 


+iP, [(!P2(I») +n,(t1(!q,(t»)eIP,I')-Po(ln] ês 


+Q 	[(:tq/(t»)eIP,(/l-P,II)}] ê. 
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+N, [(;'n'(t)) - ",(t)'(;19,(I)),("(I'-"(I))] ê, 

+N, [n/(I)(;tPI(t)) -n/(t)(;tP2(t))] é. 

, [ dI q(t)) - Id \ ê.+Zz(t) n(t) (d .(""(/)-,,,,(1)) n,(t) \ dI q,(t) ) e(p,(,)-p,(1))] 

+Z [(;tZ(t)) +z(t) ((;tPdt)) + (~m,(t)))1ê. 

, [rd) (d \ ]+.lhz(t) I -n(t) - n(t)' -q(t) le(".,(,)-m,(<)) ê. 
,dt dt / 


+.íhz(t)n(t) [(~ml(tl) - (!m,(t1)] ê, 


+.íl, [Z(t) (!q/(t)).IP>lII-"I'lj] ê,. 


6, 	 Derivando no tempo a sexta definição êt) = e"lj(t)zJêr;. utilizando os artifícios 
já mostrados e as relações de comutação dadas na tabela B.1 obtemos: 

(;t"") = (e,,(lI~,) (;t ê.) + (;t Z,(t))Z,ê6 

= [(e"(')~') MI, (e-"II)t,)1[(:tm, (t)) - n(t) (:t q(t)) ém>l,j-m,(,))] ê. 

+M, [(!m,{t)) + n(t) (!g(tl)e1m,(II-m,(lll] ê. 

+ [(e,,(t)~,) ()l (.-,,(O!,)1[(!q(t)) .(m,(o-m,I/)I] €l. 

+N [(!n(t)) - n(t)' (;lq(l) )e(m'('I-""(II)] ê. 


+N [n(t1(!m,(tl) - n(tl(;tm2(tl)1ê. 


+P, [(;'Pl(t)) - n,(t) (!q/(t)) .(.,(IH,(/))1ê. 

+ [(e"('I~,) P, (.-"(llt,)] [(!P2(I)) + n/(tl(!q/(t))e(p,(t)-p,(ln] ê. 
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+0, [(!q,(ll)eIP,IIJ-p,I!))] ê. 

+ [(e',ltlt,) fi, (.-',lt)2,)1[( :1?!,(t)) - n,(I)' (!q,(t)) e(po(I)-"IIII1ê. 

+ [(e,,(I)t,) N, (e-',I')!,)1[n,(t) (!Pl (I)) - n,(t) (!p,(t)) ] ê. 

+Zz(t) [n(/) (~q(t)) e(m,(tl-m,(<)) - n"t) (:t q,(I)) e""ltl-",III'] ê. 


+z [(!z(t)) +z(l) ((!Pl(ll) + Utm,(t)))] ê, 


+,Ú,z(l) [(!!.n(t)1- n(I)' ( !!.q(I») elm,I'I-m,lt))] ê. 

dt J ,di 

+],z(l)n(t) [(!m,(t)) - (!m,(t)) ]'" 


+]2 [Z(I) (!q'(ll)elp'I'I-"ltll]ê. 


+(!Z"ll)Z,ê6 

Da transformação de semelhança 3.5 podemos escrever: 

(e',I'I:,) P, (e-"I'lt,) = h + z,(t)i, (e',III:,) Q (.-',I'lt,) = Q + z,(t)], 

(e',lt)t,) M, (e-',I'lt,) = M, + z,(t)Z, (."1'1:';') Nr (e-toM';') = N, + z,(I)], 
e atijir nosso objetivo escrevendo: 

(!ê.) =M, [(!m,(I)) -n(t)(!q(t))elm ,"I-m,I'Il]ês 


+M, [Utm,(t)) + n(t) (!q(t))elm,l.l-m,IIIl] ê. 


+Q [(!q(t)) .lm,I,)-m,(tl'] '" 

+N [(!n(I)) - n(l)' (!q(t) ).lm,I,,-m,II))] ês 
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+N [n(t) (:tm,(t)) -n(t) (!m,(t))] ê. 


+Ii\ [(:ll(t)) - n,(t) (!q,(t))eIP,{'I-P,It))] ê. 


+i', [ (:l'(t)) + n,(t) (!q,(t)) eIP,{tl - p ,«II] ê. 

+Q [(:t q,(t)) eIP,{'I-P,I'II] ê. 

+N, [(:t n,(t)) - n,(t)' (:t q,(t)) eIP,I'I-P,I'II] ê. 

+N, [n,(t) (!Pl(t)) - n,(t) (!p,(t)) ]ê. 


+],Z(t) [(!n(t)) -n(t)'(:tq(t))e1m,I'I-m,I'II] ê. 


Üz(t)n(t) [(:t m, (t)) - (:t m,(t)) ]ê. 


+],Z,(t) [(!n,(t)) - n,(t)' Ut q,(t)) eIP,I'I-P,I'II] ê. 


Üz,(t) [n,(t) ((:ll(t)) - (:l,(t)))] ê. 


+], [2(t) (:tq,(t)) eIP,I'I-P,ltll] ê. 


+],z,(t) [(:t m1(t)) - n(t) (!q(t)) e1m,{'I-m,I'II] ê. 

+Zz(t) [n(t) (!q(t)) e1m,ltl-m,I'11 - n,(t) (!q,(t)) eIP,{tl-P,I'II] ê. 

+Z [(:tZ(t)) + z(t) ((!Pl(t)) + (:t m,(t)) )] ê. 


+Z, [(:tZ,(t)) + (!m1(t)) + (!P2(t))] ê. 


+Z, [n,(t) (!q,(t) )e1p,{tl-p,lt)) - n(t) (:t q(t)) e1m,I'I-m,I'II] ê._ 
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7. 	 Derivando no tempo a sétima definição eCo!:=: eh{!!}leh<:12·ôe , utilizando os 
artifícios mencionados e as relações de comutacão dedas pela tabela B.l obte­
mos: 

c .•• (d ) (d)" dt i2 (t}\)j2e41Loe oi == eJ 101JI
e1:!{<)41 dtê6 + dt j1 (t) .Ii1éut + (d 

= 	 [eí""l'Ml e~;""j'l [(!ml (t)) - n(t) Ut q(t)) e<m,I'J-m,(,»] et:ot 

+ ["""'!'M,e-;'«')'] [(:,m,(t)) + n(t) (!q(t)) elm,(tJ~mllt))] .c,1 

+ ["""')'Qe-j""J,] [(:tq(tl)e(m,l,j-m'('l)] é o' 

+ [e'""l'N[h"l,] [( :tn(t)) - n(t)' (!q(t)) elm,(<)~m'II))] et:ol 

+ ["''''')'Ne-j",,),] [n(t)(!m1(ll) - n(t)(!m,(t))] .co' 

+ [",,,,,J,j''!e-i ,,,,),] [(!Pl(t)) -n/(t)(!q/(I»)e(P,I/)-P,I'»] .c,t 

+ ["''',')'j?,e-j 
",,),] [(:tJlz(t)) +n,(t1(:tq/(t))eIP,('J-P,I'))] .co' 

+ [",,,,,hQe-i ',,,),] [(!q/(t))elP,(,)-P,I'lI] é" 

+ 	[",,,,,l'N/c- i ,,,,),] [(!n/(t)) - n/(!)'(!q/(t))elP>(II-P.>(I))] é ol 

+ [""v,l'N,e-h ",),] [n/(t) (:tP1(t)) - n,(t) (1i Jlz(t»)] é o' 
+.1',z(t) [(!n(t)) - n(t1'(:t9(t))e(m,(II-m,(lll] é ol 

+J,z(t)n(t) [(:r1(1)) - (:tm,(t)) ] é" 

+]IZ/(t) [(:tn/(t1) - nl(t)'(!q/(t1)e(P>{'J-",(t))] é" 

+jlz/(I) [n/(I) ((:ll(I)) - (!p,(i1))] ..,I 
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+(!j,(t))],é't+ (:th(t))],é't 

+], [z(t) (:tqtCt)) elp,(t)-P'lt})] eC,i 

+]:,.,(1) [ (:tm,(t)) -n(t) (!q(t)) elmtltl-""It),] é,i 

+Zz(t) [n(t) (1tq(t) )e1m'(tJ-m'(t)) - n,(t) (!q,(t l) e(P,(tI-P,It))] e"" 

+Z [(!Z(I») +z(l) ((!p,(tl) + (1Im,(t»))] .c" 

+Z, [(!z,(t1)+ (!m,(t)) + (!p,(tl)] e<.I 

+:1:, [n'(t) (~ql(tlIel.. II'-",II)) - n(t) (~q(t») e1m,(,j-m,(I))] é"
d / d . 

Da transformação de semelhança 3.5 podemos escrever: 

ejl(n~1 ~l (e-~I(')~l) = ~l + Jl(t)~l 
eJ2(1j~S M2 (e 'J!!(j)~2) = M2 + jZ{t).IJz 

e,,.,,l, ~(e-"I":') =~+jl(t)~ 
eJl{lll~ N (e-J~ljiS~) = N + j2(t)Z{ 

e atijir nosso objetivo final escrevendo: 

e)",,~') !, 

eJ2'.)~Z 1P'2 

eh(ll~1 , I OI 
el1(ll:::) ~lt 

e-h(t)]\ 

, 
e-j~(,)~::: 

, 
e-j l.(t)41 

. ,e- .1:{tl_';l 

= ;, + jl(tjJ, 

= ;, + J,(il.i. 

= Q, + j,(t)Z, 

= fi, + j,(t)Z 

C.,é,i = M, [(1tm, (f») - n(t) (!q(t) )e1m'111-m'ltll] .c" 

. [( d \ (d \ ]+1\11, dt1n,(t») + n(t) dt q(t») e1m,('I-m,l'n é" 

+Q [(:tq(t))e1m'l'j-m'I'JI] e<" 

+N [(:tn(tl) - n(ll' (:tq(t)) e1m,!II-m,II)I] e<.I 

.[ (d ) (d \]+N n(t) dtm,(t) -n(t)~dtm,(t)) é" 

- ['d)I -p,(t) - nj(t) (d \ ]+11', _q,(t))eIPt(O-P,llll .c" 
,dt dt 
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.j 

I 
+P, [(:l2(t)) +n'(t)(~q,(t))e(P'{'I-P,I'II] é"I 

I 

í 
 +Q, [(:t q,(I) ) el.,II)-",{I))] .4' 


+N, [(:tn,(t») - n,(t)' (:t g,(t) )<1.,ltl-",I'»)] é" 


+N, [n,(I) (:ll(t») - n,(t) (:t 172(t») ]eCo! 

+J!z(t) [(:tn(I») - n(t)'(~q(I»).lm,(I)-m'(t))] e4' 

+i,z(t)n(t) [(:Im,(t») - UtffiZ(t»)] é" 


+],z,(t) [(~n,(t)) - n,(t)'(:lq,(t»)e(P,(II-p,(f})] é" 


+]12,(1) [n,(t) ((:l,(t)) - (:l2(t»))] é" 


+.lÚl(t) [(:t m,(t») -n(t) (~q(t») e1mdl)-m,I'))] é" 


+JIÍ, (t) [ (:t P' (t)) - n,(t) (:t q,(t)) <1.,111-",(111] é" 


+$, (:tJ,(ll) é" 

+J, (~j,(t») é" 


+J, [2(1) (!g,(t») eIPt(!I-"'It))] .4' 


+í,z,(t) [(:tm,(I») -n(l) (!q(t1)<lm'I'I-m'I!)I] é" 


+J2jz(l) [ (!m,(I») + n(t) (!q(t)) <lm'I<)-m'III'] é" 


+],j,(I) [ (!p,(t)) + n,(I) (!q,(t))e(P'I'I-"'I'Il] é" 
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+Zz(t) [n(t)(~q(t))e<m'I'I-m",)) -n,(I) (:tq,(t))el>"'I.""I)] el" 

+Z [(~ Z(t)) + z(t) ( (:tp,(t)) + (:t",,(t)) ) ] é" 

+Z [j,(t)(~g(t))elm'I')-m",)) + j,(t1] e'" 

+Zj,(t) [ (:t n/(t)) - n,(tf (!q,(t) ) <I>"I)-"IIIl] e"I 


+Zj,(t)n,(t) [(:ll(t)) - (:tP,(t1)1<'" 


+z/ [(!z/(t)) + (!m,(t») + (!P2(t)) 1<", 


+z/ [n/(t) (:t q/(t») e,·,III-Mrl
)) - n(t) (:t q(t) )erm'I'I-m,'m] é" 


+zô,(t) [(:tn(t») - n(tf (!q(t») e'm,(tl-m,III)1eC" 

+Zô,(t)n(t) [(~m,(t») - (!m,(t)) 1é". 

Escrevendo a equação para Co em termos dos superoperadores â1 â2 obtemos: 

c, ~ ã\ â,· [ (~m,(t)) - n(t) (!q(t)) e1m,(l)-m,«))] 

+â;â, . [(!m,(t1) + n(tJ (!q{t1)elm",)-m,rl)] 


+âlâ,. [(!q(l))erm,r'l-m,(t))] 


+â,ã~· [(!n{t») - n(t)' (:tq(t») e1m,UI-m"t))] 


+â,â;. [n(t) Ut m, (t») - n(l) Utm,(I»)1 

+·ãlâ, [(!Pt(I») - n/(t) (:tq/(t»)eIP"I)-P,(I))] 


+-âtâ, [(!P2(t») + n/(t) (!q/(t)) e(p,(l)-p,II))1 
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+.ã,â~ [(!ql(t»)e(V,(t)-P,(I))] 

+·ã\ã, [(:t n,(t)) n,(t)' (!q,(t)) .(V,(I)-",(t»1

í 
! 	 +ãlã, [n/(I) (!v,(t)) -n,(t) (!v,(t») ] 


+ã,ãlz(t) [(:t n(t)) n(t)' (:t q(t)) .Im,«)m,(/))1 


+â,âlz(t)n(t) [(!m,(t1) - (!m,(t)) 
+â"âiz,(I) [ (:t n/(t») - n,(tl' (!q/(t)) e1p,(tl-"'I'»] 


1 


+ã,.âlz,(t) [nl(t) ((:tp,(t») - (!P2(t») )1 

, +â,·âlittt) [(! In, (t)) - n(t) (:t q(t») e(mtl')-m,j'»1 


I +ã,.ã\j,(t) [(!p,(t)) - nl(t)(:tq,(t»)e{Ptl'l~v,(r))l 


__ I(d.(»)+aloa1 dt)l tI 
_ _ t (d . ( ))

+a:2°a2 dt'J2 t 

+ã,·ã~ [Z(t) (!q,(t») elv,('H,('»1 


+â,·â~z,{t) [(~mL(t») -n(t) (:t q{t}) elm,I'I-m,(I))] 

+ã,.â~j,(t) [(!m,(tl) +n(t)(:tq(tl)e(m,«)~m'(tl)l 

+ã,·ã;j,(I) [(!p,(t») + n,(t) (!q,(t l ) cIV'I'l-V'I!)l] 

+â,·ã\ z(t) [n(t) (:t q(l) ) elm>!')-m,('ll - n,(I) (!q,(t») elp/Il)-p,(tll1 
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+âz·â\ [(:tZ(t») + z(l) ((!P,(I») + (!m,(t»))] 
+â,.â\ [j,(t) (!q(I») e1m,ltl-m,(<)) + j,(I)] 

+â,.âli>(tl [(:In,(tl) - n,(tl' (!q,(t») eIP,j'I-P,Ir))] 

+â,.â\j,(t)nt(t) [(!PI(t») - (:t1'2(t»)]
I ,~l +â,·â~ [(!Zt(t») + (:tm1(t») + (!p,(t»)1 
,,, 

+ã,,~ [n,(t) (;q,(t») e1p,('I-p,('I) - n(t) (;q(t») e1m,ltl-rn,(I))] 

+âl·~j,(t) [ (:tn(t») -n(t)' (:tq(t») e(m,('J-m,l,jl1 

+â,ãb(t)n(t) [(:t ml(t») - (!m,(t»)]. 

B.3 Cálculo dos coeficientes 

Se çomparannos os coeficientes da derivada obtida. acima com o liouvilliano: !o, 
da. secção 4,1 1 equação 4,15, encontraremos um sistema de equações lineares que 
apresentaremos a seguir. 

Comparando os coeficientes dos superoperadores (ãiã1 ·), (ãtã~d1 (ãiãz'), 
(âlâ~'), obtemos respectivamente: 

1) (.'!.m,(t») - n(tl (.il,q(t1) e(m,(')-m,(')) = 
dt . dt 

2) (.'!.m,(t1) + n(t) (.'!.q(t») elm,('I-m,[')) = • & 

3) (:t q(t») e!m>l'I-m,[t)) = -k, 
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I, 4) (;n(I») +n(t) [(!m,(ll) - (;1112(1»)]- n(t)'(:tq(I»)e(m,l,j-m,lt)) = -k, 

, I 

Comparando os coeficientes os superoperadores ('ãiât}, (·â~â2») (·â1â1). 
(·ãlâ2 ), obtemos respectivamente: 

5) (:tPL (t») - n,(t) (:tq,(t)) el"(Ij-,,,I')) = in, - k, 

6) (;1',(1») + nl(t) (:tq,(t») elp'ltl-p,(.jl = in, ­ k:t 

7) (:tql(t»)e(p,l,j-P,I'l) = -k, 

8) (;nl(I») + nl(t) [(!PL(t)) ­ (!P2(!»)]- nl(t)2 (;tª'(tl)e(Pd'I-Pt1t)) = -k, 

Ao resolver o sistema de equações 1, 2, 3, 4, que ê simétrico ao sistema de 
equações 5, 6, 7, 8, encontraremos uma equação de Riccati cuja solução nos forne­
cerá os coeficientes que estamOS procurando: 

q(t) = n(t} = (q,(t»" = (n,(t»)" 

q(t} = 2ks (!-e")(,,+e't-,,_)-' para '"'0 

em1{t) = C;;I e~rt (A+eTt _ D._) = e(Pl(tjf 

effi:r(t) = e-2R le-ml(t) := e(.P;l(tlr 

onde 

r = ';c' + 4k'" c = k, ­

R = k,!+kl ..!- i(n~+nl)
' 

(B.2) 

k, + i (n, - n,), 

, , "(ê) = c el r. 

Note que mdt) e m:;:(t) tendem a -00 quando t --+ cc, visto que 

(k, + k,) > ~e{r} (B.3) 
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Com efeito, se (k , +k,) 2: !Re{r} então (k , + k,)' 2: (Re{r))', pois k, e k, são 
positivos. 

A equação B.2 mostra que 


(k, + k,)' > (!Re{r}), = 

(k , + k,)' >:11 
{(k, - k,)' +4k,' - (11, - ílIl'} 

1 
+p/{(k, - ")' + 4/;/ -- (n; -- n;pp +:2 {(o, - íl,) (k, - kIl + 4k,}' 

{2(k, + k,)' - {(k, -k,)' +4k,z- (11, - O,)' _ 4g'}} , > 

{(k, - ")' + 4k3' - (O, - O,)' - 4g'V + 2 {(O, - O,)(k, - k,) + 4gk,} , 

Como k32 = k1k-z então a. desigualdade torna-se, 

{2k, (O, - 0.,) - 29 (k, - k, ))' > O 

que é sempre verdadeiro, comprovando assim a desigualdade da equação B.3. 
Note a.inda que se k1 = k2 = k3 ::: k e Wl = W2 = w teremos 

q(t) = (1 - e2k ') (1 + e2k ') ~I 

1 + q(t) = 2 (1 + e2k ') ~I 

1 - q(t) = e'" (1 + q(t)) (B.4) 

em ,(,) = e-R 'e-' , (1 + q(t))-I 

em,(,) = em,(,) (1 + q(t)) (1 - q(t)) 
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