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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo da dinamica de subsistemas quanticos dando énfase ao
fenémeno da decoeréncia. Em particular, estudamos os efeitos da decoeréncia num sistema de dois
niveis acoplado a um outro sistema cujo espectro de energia ¢ um continuo no contexto do fendmeno
quantico de tunelamento. Investigamos também aspectos da relagao entre a descricao do sistema
de dois niveis e a descricdo do modelo linear na aproximagao de onda girante em termos de uma
equagao mestra na aproximacao de Born-Markov e a dindmica exata destes dois subsistemas. Estu-
damos também o experimento proposto por L. Davidovich e colaboradores para medir a decoeréncia
de superposi¢oes mesoscopicas de estados coerentes dentro do contexto da computacao quantica.
Este experimento pode ser re-interpretado como um computador quantico capaz de solucionar o
problema de Deutsch. O grande problema deste experimento, do ponto de vista da computacao
quantica, ¢ a presenca da decoeréncia. Esta decoeréncia provoca o aparecimento de erros no resul-
tado final. Assim, nds mostramos uma maneira de reduzi-la, diminuindo assim os eventuais erros
que possam aparecer. Finalmente, mostramos através de dois exemplos a relagao entre o efeito Zeno
e a decoeréncia.



Abstract

We study the quantum decoherence process in different contexts. In particular, we study decoheren-
ce effects in the dynamics of a two-level system coupled to another system which has a continuous
energy spectrum. We also investigate when the master equation description, in a Born Markov
approximation reproduces the exact solution. We extend this investigation to the model which
describes the interaction between a harmonic oscillator and a thermal bath of harmonic oscillators
in the rotating wave approximation. We also study the two atom correlation scheme originally pro-
posed by Davidovich, Brune, Raimond and Haroche for measuring the decoherence of a mesoscopic
superposition of coherent states of a QED cavity in the context of quantum computation. We show
that this experiment is equivalent to a quantum computer solving Deutsch’s problem. We find a
way to reduce the errors due to decoherence. Finally, we show how the Zeno effect is related to the
decoherence process.

Vi
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Capitulo 1

Introducao

A Mecénica Quantica foi elaborada para descrever sistemas fechados, isto é, completamente isolados.
No entanto, na prética a situacdo é bem diferente, pois o sistema estd sempre interagindo com
alguma coisa, seja um aparelho de medida ou o proprio ambiente. Esta interagdo do sistema com
o exterior provoca uma troca de energia entre eles, enquanto que o exterior injeta algum tipo
de ruido no sistema, por difusdo [1, 2]. Dado isso, a necessidade de incorporar tais fenémenos a
Teoria Quéantica foi reconhecida, surgindo dois tipos de enfoque. O primeiro deles tentar modificar o
esquema de quantizagio canonica [3, 4, 5], a fim de podermos quantizar sistemas nao-hamiltonianos.
O segundo enfoque, bem mais difundido, mantém esta quantizacao inalterada, mas muda o sistema.
Assim, considera-se o sistema de interesse acoplado a um reservatorio térmico e estuda-se a dindmica
efetiva do subsistema de interesse. Este método foi originalmente proposto por Senitzky no estudo
da relaxag¢io dos modos normais do campo eletromagnético dentro de uma cavidade [6]. Com este
segundo procedimento conseguiu-se estabelecer relagoes entre a dindmica macroscépica irreversivel
e a dindmica microscopica reversivel. A evolucao do sistema serd irreversivel quando considerarmos
o reservatorio com um nimero infinito de graus de liberdade. A vantagem do segundo procedimento
estd relacionada ao isolamento do sistema composto “reservatério+sistema”. Dentro deste contexto,
surge uma equacao exata que governa a dindmica do sistema, porém esta equacao é de dificil solugao
devido aos efeitos provenientes dos termos de memoria na evolugiao temporal do sistema. Entdo,
lanca-se mao da aproximagdo markoviana, que consiste em desprezar os efeitos de memdria que
surgem devido ao estabelecimento de correlagbes entre o sistema e o reservatério. Assim, dentro
desta aproximacao, o comportamento do sistema no passado nao afeta o comportamento no presente.

A Teoria Quantica introduziu inovagdes em relagdo a Teoria Cldssica. Uma delas estd relaciona-
da a inexisténcia de superposicoes coerentes de estados macroscopicamente distinguiveis, que surge
quando revindicamos o cardter universal das leis da dindmica quantica. A existéncia do fendmeno
de interferéncia em nivel microscépico implicaria, entao, no aparecimento do mesmo em nivel ma-
croscopico. O que intriga os fisicos é a inexisténcia da interferéncia em nivel macroscépico. A
mais famosa ilustragao do problema foi dada por Schrodinger, em 1935, com o “Paradoxo do Gato”
[7, 8], ou da “Gata” como diz a ref. [9]. Na tentativa de resolver esta questdo, um dos modelos
propostos enfatiza o papel da flutuacao e dissipacao como os responsdveis pela transformacao de
superposi¢oes coerentes em misturas estatisticas [10, 11]. Esta transformacdo ¢ conhecida como
decoeréncia ou perda de pureza [12, 13| e a escala de tempo em que ela ocorre é, em geral, extre-
mamente rapida. E importante perceber que tanto a dissipacao quanto a decoeréncia tem a mesma



origem dindmica, ou seja, elas sdo resultado do acoplamento do sistema com o exterior, embora pos-
sam ocorrer independentemente [14] . Outra inovagio estd relacionada & penetragdo da particula
numa regiao classicamente proibida, conhecida como tunelamento. Este fendmeno pode ser enten-
dido como resultado de efeitos dispersivos na evolucao temporal dos estados quanticos localizados.
Os processos de tunelamento podem ser divididos em dois grupos principais: 1-) Tunelamento Ma-
croscopico Quantico (MTQ) no qual o sistema tunela de um estado metaestivel do potencial para
um continuo [16, 17, 18] e 2-) Processos de Coeréncia Macroscpica Quantica (MQC) no qual os-
cilagoes semelhantes as da molécula de amoénia aparecem entre dois estados degenerados do poco
separados por uma barreira classicamente impenetravel [16]. Dentro deste contexto, o fenémeno de
interferéncia quantica desempenha um papel importante, sendo de extrema relevancia o estudo da
decoeréncia nestes sistemas tunelantes. No entanto, dentro do formalismo semi-classico usual utili-
zado para descrever tais sistemas, este tratamento torna-se muito dificil. Entao, para introduzir os
fenomenos de decoeréncia e dissipacao na descricao, deve-se acoplar este sistema tunelante com um
outro sistema. Um modelo muito famoso, conhecido como modelo spin-bdson, investiga os efeitos
da dissipacdo num sistema de dois niveis tunelante acoplado a um banho de osciladores harmonicos
[19]. Variagdes deste modelo tem aparecido recentemente na literatura. Uma delas consiste em
truncar os osciladores do banho num sistema de dois niveis, o que resulta num banho de varios
sistemas de dois niveis que pode ser visto como um banho de spins [20].

Um outro aspecto da Teoria Quantica ainda obscuro é a questao da medida. I sabido que qual-
quer medida feita num sistema quéntico, o perturba de maneira irreversivel, a menos das medidas
nao demolidoras (QND). A medida estabelece correlagdes entre o estado do objeto medido e o do
aparelho de medida. Um tratamento completo da medida deve levar em conta, além da interacao
entre os dois sistemas, a dinamica intrinseca do sistema, o que podera acarretar mudancas no estado
a ser medido [21, 22, 23, 24, 25]. Além disso, a dindmica do dispositivo de medida e de sua interagéo
com o sistema observado devem ser tratadas, por razoes de consisténcia, também em termos da te-
oria quantica. No entanto, esta descricdo tende a ser complicada, devido & natureza macroscépica
do dispositivo de medida, e as peculiaridades da cinematica quantica. Observando os estados re-
sultantes de uma medida, verifica-se a imunidade de tais estados ao principio de superposicao, ja
que nunca se observou combinacoes lineares de estados do tipo “posicoes do ponteiro”, e isso é
entendido como uma caracteristica do aparelho de medida que é visto como um objeto classico. O
que se procura intensamente é a emergéncia desta classicalidade a partir da teoria quéantica. Um
tratamento padrao dessas questoes consiste na introducao de um postulado adicional que, numa de
suas versoes correntes, efetivamente “prescreve” o estado do sistema quantico apds a conclusao do
processo de medida. O estado encontrado, apds a medida de um determinado observével g, sera
reduzido a sua projecdo normalizada sobre o sub-espaco dos autovetores degenerados de g associ-
ados ao autovalor obtido. Este “postulado” é freqiientemente designado como “redugao do pacote
de ondas”. Um tépico interessante associado a teoria da medida estd ligado a inibicao da evolugao
temporal natural de um determinado sistema quéntico devida a observagao continua. Neste sentido,
o sistema tem sua dindmica congelada. No entanto, existe muita controvérsia na compreensao deste
efeito. B visivel a divisio de determinados grupos: o primeiro deles aposta no postulado da reducao
como o responséavel por este efeito [26] e o segundo deles responsabiliza a forte perturbagao causada
pela interagio entre o aparelho de medida e o sistema a ser medido [27, 28, 29].

O avango das técnicas experimentais tem possibilitado um estudo detalhado de sistemas quénticos,



abrindo caminho para uma verificagdo da Teoria Quéantica que tanta perplexidade tem causado, dada
a peculiaridade dos resultados previstos por ela. Estas técnicas permitiram a obtencao de sistemas
mesoscopicos, onde é possivel observar a decoeréncia numa escala de tempo observavel. Um dos
exemplos mais espetaculares de tal observacao é o experimento que foi feito pelo laboratoério francés
Kastler Brossel em 1997, onde eles utilizam superposicoes de estados coerentes do campo localizado
dentro de uma cavidade supercondutora como estados mesoscdpicos [30]. Além disso, estas técnicas
tem possibilitado a utilizagdo de sistemas quanticos aplicados a tecnologia. Muitos exemplos podem
ser citados, no entanto um deles vem tendo destaque nos ultimos tempos, embora seja uma idéia ja
antiga: a obtengdo de um computador quantico [31, 32]. E claro que a sua construcao estd longe de
ser obtida, mas muitos algoritmos tém sido solucionados com o auxilio de sistemas quanticos tais
como armadilhas de fons [33, 34], cavidades supercondutoras [35, 36, 37], sistemas que apresentam
ressonancia nuclear magnética [38] etc... . A grande dificuldade em controlar a informagao, que deve
estar armazenada dentro destes sistemas quanticos para se executar um algoritmo, esta relacionada
ao processso de perda de coeréncia devida a interacao do sistema quantico com o meio.

Neste trabalho discutimos um pouco estas questoes da Teoria Quantica dando énfase ao fendémeno
de decoeréncia. No capitulo 2, introduzimos os conceitos necessarios para o tratamento de subsis-
temas quanticos, além de discutirmos um pouco o significado das correlacoes e da decoeréncia. No
capitulo 3, estudamos um modelo que mostra os efeitos da decoeréncia num sistema de dois niveis
tunelante acoplado a um outro sistema, cujo espectro de energia é continuo, através da probabili-
dade de tunelamento, do defeito de idempoténcia e das taxas de tunelamento dissipativa e unitaria.
Além disso, discutimos o resultado exato fornecido pelo modelo com o obtido através da aproxi-
macao mestra. No capitulo 4, estudamos a solugéo exata do modelo linear de osciladores harmonicos
na aproximacao de onda girante, que consiste em desprezar os termos anti-ressonantes presentes na
hamiltoniana, e a comparamos com a soluc¢ido obtida pela equacio mestra, a partir de uma condicao
inicial particular. Discutimos também as variacoes de comportamento da decoeréncia com relacao
a finitude ou nao dos graus de liberdade do reservatério térmico. No capitulo 5, re-interpretamos o
experimento feito no laboratério Kastler Brossel, do ponto de vista do problema de Deutsch, que
consiste em determinar se uma funcdo é ou nao constante no contexto da computagao quantica
[32]. Discutimos ainda uma maneira de reduzir os efeitos da decoeréncia para tornar vidvel a im-
plementagao deste experimento como um algoritmo para soluciond-lo. No capitulo 6, discutimos
o efeito Zeno do ponto de vista de um processo dindmico, onde a decoeréncia apresenta um papel
fundamental. Mostramos dois exemplos, onde fica claro o papel da decoeréncia na obtencio deste
efeito, além de discutirmos o resultado obtido do ponto de vista do postulado da reducdo. Este
trabalho contém trés apéndices. No primeiro deles, mostramos que é possivel obter as taxas de
tunelamento dissipativa e unitdria para um sistema descrito por uma matriz densidade de dimensio
n X n. No segundo apéndice, mostramos a solucdo exata para a matriz densidade reduzida do
sistema de dois niveis referente ao modelo descrito no capitulo 3, quando o espectro do sistema é

limitado. No terceiro e ultimo apéndice, discutimos a obtencao da equacao mestra na aproximacao
de Born-Markov.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

2.1 Introducao

Neste capitulo, faremos uma breve revisao dos conceitos fundamentais necessarios para estudarmos
a Teoria dos Sistemas Quanticos Abertos, dando énfase ao fendmeno da decoeréncia, presente nos
subsistemas quanticos, assunto principal deste trabalho. Dentro deste contexto, o formalismo dos
operadores densidade é o mais adequado para se descrever a dinamica do subsistema quantico, pois
ele contém toda a informacao a respeito dos termos ligados a interferéncia e também torna possivel
uma descricao fechada e completa, dependendo do caso. Este tratamento, embora simplifique a
descrigdo do sistema, torna seu estudo vidvel.!

Na secao seguinte, desenvolveremos este formalismo que estd por tras do estudo do subsistema
quantico. Na terceira se¢ao, falaremos das correlagoes, onde discutiremos a relacdo entre o grau
de coeréncia e as probabilidades de ocupacgao dos orbitais naturais. Além disso, mostraremos um
exemplo que ilustra bem o fendémeno da decoeréncia para um dos subsistemas.

2.2 Subsistemas Quanticos e Matriz Densidade

Na formulagao usual da Mecéanica Quéntica os estados de um sistema sdo associados a vetores
pertencentes a um espacgo Hilbert, em geral de dimensao infinita. Os estados de dois ou mais
sistemas quanticos estao associados a vetores pertencentes a um espago produto dos espagos de
Hilbert de cada um dos subsistemas.

Considere os vetores ortonormais {|u;)} com 7 =1,2,3... uma base no espago de Hilbert #; e
os vetores ortonormais {|v;)} com i = 1,2,3... uma base no segundo espaco de Hilbert #,. Entao
a base no espago produto H = H; ® Hs é constituida pelos vetores ortonormais.

wig) = |ui) ® v;) com 4,5 =1,2,...

O produto escalar destes vetores é dado por

!Parte do formalismo utilizado neste capitulo pode ser encontrada nas notas de aula do curso “Dindmica Efetiva
de Subsistemas e Teoria de Muitos Corpos™ ministrado pelo professor A.R. de Toledo Piza em Agosto de 1987, pag.
695, publicagio interna do IFUSP



(W tlwig) = (ug|u) ® (vilvg) = dirdii-

Podemos ainda escrever um vetor genérico |¢) do espago produto como

¢} = Z Cij|wis), (2:1)

mas cabe aqui chamar atencdo para o fato de que o estado |¢) de maneira geral, ndo pode ser
escrito como o produto de um certo vetor pertencente ao primeiro espago de Hilbert por outro vetor
pertencente ao segundo espago de Hilbert. Isso sé serd possivel quando o coeficiente ¢;;, tiver a
forma particular, ¢;; = a;b; assim

16) = cijlwg) =Y abi(ju) @ ) = > ailu) ® Y bslv;)
i i

|#) =la) @ [b). (2.2)

Vamos agora nos concentrar na dindmica do sistema e para isso, os espacos de Hilbert #H; e
Ho sao escolhidos de tal forma que podemos estudar varidveis dindmicas relativas a um subsistema
apenas, por exemplo #H;. Formalmente, estas variaveis sdo operadores hermiteanos agindo nio
trivialmente num dos espagos envolvidos no produto. Estes operadores podem ser escritos em
termos da base |w;;)

0 =" = |wir)Oss{wjil (2.3)

ik

com coeficientes Oijék; — (Cdz'k|O|UJﬂ) = (u,;|OA|uj)5k,;. Este operador O é um operador do espago de
Hilbert H; estendido ao espaco produto, agindo como a identidade no espago H,.

As quantidades relevantes relativas ao primeiro subsistema aparecem como valores esperados do
operador O (2.3), em algum estado do sistema, cujo termo é dado por (2.1), isto é,

(0)s =(8101¢) = _ clilwin|Olwjt)cs
ijkl
= Ot (2.4)

gl

Uma forma conveniente de escrever valores esperados é através do trago (O)s = Tr[0p] com
p = |#){¢|, onde o trago Tr significa a soma dos elementos de matriz diagonais numa base qualquer
e p é o operador densidade que corresponde aos chamados estados quénticos puros e podem ser
associados a um vetor no espago, como |¢}, por exemplo. Na base do estado produto |w;), (O)¢
pode ser escrito como



(O) = Z(wiklomwik) = (wir| Olp}(Blwir)
ik ik
= (lwik) (wix|Olg) = (4|0|4), (2.5)

ik
que é idéntico a equagao (2.4), como deveria ser. Cabe aqui relembrarmos uma importante e simples
propriedade do trago, conhecida como invariancia ciclica, isto ¢, Tr(OPQ) = Tr(QOP) = Tr(PQO)
e assim é possivel escrever (O), = Tr(0p) = Tr(p0). Como este operador O se refere apenas a um
dos subsistemas, entdo é possivel escrever este valor médio da seguinte maneira

O)y = Z Cu!OlJCJl = Z OZJ Z Cutit = Z O'-'Jpﬁ

ijl

onde os operadores O e p sdo operadores pertencentes ao espaco de H;

0 =) 1u)Oy(ul e p=>_ |uppsful = pt

com

pii =Y cicn = (wald)lwa) = > (45 @ (ui]) [8)(] (lws) ® ur))
)

1 !
:<'“j| Z(U1|f3|w)|ui> = (u;| Traplus) = (uj|pr|us)
!

onde p; = Tryp é conhecido como a matriz densidade reduzida relativa ao subsistema pertencente a
1, j4 que eliminamos as varidveis do sistema pertencente a Hy. E importante nao confundir 5 com
p1, J4 que a primeira descreve o sistema completo e corresponde a um estado puro, o que nem sempre
¢ verdade para p;. Outro fator importante relaciona-se as quantidades observdveis (tracos), que
sdo lineares na densidade, mas quadraticas nos vetores de estado. Isto significa que as densidades
atuam no nivel das probabilidades, enquanto que os vetores atuam no nivel das amplitudes de
probabilidade.
A matriz densidade tem algumas propriedades importantes que serdao mostradas a seguir:

1. Se |¢) é um vetor normalizado, (¢|¢) = 1, entdo é imediato mostrar que a densidade completa
p = |¢){¢| é um operador projecio, isto é, p = p* e seus autovalores sdo, portanto, 0 e 1. Desta
forma, é possivel interpretar os autovalores de p como probabilidades de que o sistema, cujo
estado é descrito por p, se encontre no autovetor correspondente a estes autovalores. A estas
probabilidades damos o nome de probabilidade de ocupacio associada aos respectivos vetores
de estado. Entdo, a probabilidade de um sistema quéntico descrito por p, ser observado num
estado [¢) (normalizado) pode ser escrita como

(Wlaly) = [(p1d)|* = Tr{pl)(w]].



2. Se p é um operador proje¢io, em geral, p; = Tryp ndo é. De fato, embora p) seja hermiteano,
Py = pJ{ em geral, é falso que g; = p?. Caso seja verdade que g, = p?, entdao novamente temos
como autovalores 0 e 1, o que significa

pr = la)(ai],  (ar|ar) =1

com |a;) € Hy e neste caso, a densidade completa p deve ter a forma de um produto de
estados, isto é,

p=10)(8l = (lar) ® [b2)) ({ar] ® (ba]) = |ar)(a1| ® [b2) (D]

onde |a1) € Hy e |by) € Ha.

3. O operador densidade completo p e os operadores reduzidos gy e gy sao positivos semi-definidos
Dy p1, P2 = 0 e tem traco igual a um, Trp = Trp, = Trpy, = 1. Nestas condi¢oes, podemos
aplicar o teorema de Hilbert-Schmidt [39], segundo o qual o espectro de gy é discreto e caso
haja um ntmero infinito de autovalores positivos nao-nulos, o tinico ponto de acumulagao
possivel para o espectro é zero. Desta forma, é possivel escolher uma base, em particular, a
base |u;) de Hj, como constituida pelos autovalores de gy devidamente ortonormalizados

prlui) = pilui), pi 20, (uiluy) = (2.6)

e neste caso, g, tem a forma simples,

pr =) lu)pilui (2.7)

i

e o fato de que g, # p,° aparece como diretamente ligado A existéncia de mais de um autovalor
p; diferente de zero, dada a normalizacdo Trpy = >, p; = 1. Os autovalores p; podem ser
interpretados também como probabilidades de ocupacdo : eles ddo, de fato, a probabilidade
de que o sistema composto no estado associado a densidade reduzida completa p , tenha o
subsistema associado a #; no estado |u;)

pi = (] (Jui)(wi| ® 12)18) = Tr [(us)(wi| ® 12)p] = Try [Jus) (uslpu] -

Por outro lado, em analogia a p;, podemos também definir um operador densidade reduzido
para o subsistema correspondente a H,, e para isto basta calcularmos g = Tr; p. No caso das
duas densidades reduzidas p; e ps terem o mesmo espectro, entdo uma base completa no espago
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produto H; ® H, é composta dos autovetores |u;) com autovalores nao-nulos associados a H; e
autovetores |v;) com autovalores néo-nulos associados a Hs e a estes estados que diagonalizam
p1 e pg em relacdo a densidade completa sao chamados de orbitais naturais. Consideramos,
por exemplo, um vetor |¢p) € H; ® Hy e a base {|u;)} € H; referente aos autovetores de py,
podemos expandir |¢) da seguinte maneira

16) = 5 fus) ® las)

i

onde estes vetores |ag;) de H, sdo os “coeficientes” da expansao dados pelo produtos escalares
em Hy “lag;) = (ug|®)” que para uma expansio especifica tem a forma

lvi) = \/171'71 |asg;:) com p; # 0.

Assim, |¢) pode ser escrito como

|4) = Z Vi [ui) ® |vi). (2.8)

Esta expressao tem caracteristicas especiais, tais como a expansao ser sempre do tipo discreta
devido ao Teorema de Hilbert-Schmidt [39], os vetores |v;) e |u;) formam conjuntos ortonor-
mais, respectivamente, em 7; e Hy e os coeficientes da expansao, ,/p;, estao diretamente
ligados as probabilidades de ocupacao dos estados |u;) pelo subsistema correspondente a H;.
A matriz densidade reduzida para o subsistema pertencente a Ha, fo, para a expansao (2.8)
tem a forma

p2 = Z |vg) ps{vi] (2.9)

que se comparado a equagdo (2.7) mostra também que |v;) sdo autovetores de py associados aos
autovalores p;, que sao autovalores de p;. Desta forma, p; e p, tem o mesmo espectro. A base
completa do espago produto H; ® H, é formada dos autovetores de autovalor nao-nulo |u;),
correspondente ao espaco Hj e |v;), correspondente ao espago #Hs,. De posse da base produto,
lu;) ®|v;) a expansdo geral (2.1) fica reduzida a forma da equagao (2.8), onde aparecem apenas
os termos do tipo ¢ = j. Entdo, os orbitais naturais, neste caso, sdo os estados |u;) e |v;),
pois eles diagonalizam, respectivamente, as densidades reduzidas p; e pp com relagdo a uma
densidade completa p. Assim, estes estados ficam completamente determinados a partir de
|#) e da escolha de um espago produto, fornecendo as propriedades intrinsecas do sistema
composto, com as respectivas probabilidade de ocupacgao.
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2.3 Correlacoes, Estados Naturais, Probabilidade de
Ocupacao e Decoeréncia

Na secdo anterior, vimos que o operador densidade total p, que é um projetor, corresponde a
estados quénticos puros, como |¢). No entanto, as densidades reduzidas p, = Trop e p2 = Tr1p nao
correspondem, em geral, a estados quanticos puros dos respectivos subsistemas, o que significa que
existem correlacoes entre eles. As densidades correspondentes a estes estados quanticos nao-puros
sdo conhecidas como misturas estatistica de estados com mais de uma probabilidade de ocupacao
diferente de zero, como é o caso de (2.7) e (2.9). Uma mistura estatistica nada mais é do que uma
média ponderada com as probabilidades de ocupagao p; de densidades correspondentes aos estados
quAnticos puros ortogonais |u;) e |v;). Uma maneira de medir a transicao de um sistema puro para
um mistura estatistica é através do cdlculo da entropia linear ou defeito de idempoténcia definido
como [12, 13]

(1) = Te(p(t) — 72(8)) = 1 - Te*(1) (2.10)

onde p uma matriz densidade qualquer que pode ser completa ou reduzida. O defeito de idem-
poténcia varia no intervalo 0 < d(¢) < 1, onde §(t) = 0 significa que o estado é puro e caso
contrario, o sistema é uma mistura estatistica, que quando §(¢) = 1 caracteriza uma situagao de
méxima correlacao entre os sitemas envolvidos. A transformagao de um estado puro numa mistura
estatistica é chamada de decoeréncia, podendo, entdo, ser medida pelo defeito de idempoténcia. Es-
ta decoeréncia é resultado de uma evolu¢do ndo-unitéria e ndo-linear dos estados, caracteristica de
sistemas abertos. A decoeréncia pode ser observada durante um processo de medida que perturba o
sistema de interesse de tal maneira que ele evoluiu de um estado puro para uma mistura estatistica.
Expressoes do tipo (2.7) e (2.9) e expanses em termos dos orbitais naturais para descrever o estado
|¢), como por exemplo, (2.8) deixam explicitas as correlacbes que existem entre os subsistemas do
sistema total dado que ele seja descrito pelo estado |¢). Um maior nimero de termos nestas ex-
pansdes significa um maior condicionamento dos estados do sistema e neste sentido, eles estao mais
correlacionados. Neste sentido a menor correlagio corresponde a um tnico termo |@) = |u;) ® |v;)
com p; = 1 e portanto, |¢) é um estado fatorizdvel do tipo dado pela equagdo (2.2).

Os valores esperados dos observdveis em tais misturas aparecem também como somas incoerentes
dos valores esperados nos respectivos estados puros, igualmente ponderados com a probabilidade
de ocupagao

(O)y =Tr1[0f] = Try

> Jua)pi u¢|O:1 Zm ;| Olus) :sz-(o). (2.11)

i

O grau de incoeréncia de (2.11) estd diretamente relacionado as probabilidades de ocupac¢ao p; que
controlam também o ntimero de termos na expansido em estados naturais de |¢). Além disso, um
determinado estado natural (Ju;) € H, ou |v;) € Hy) s6 aparece uma vez na expansao do vetor |¢),
desde que o p; correspondente seja ndao-nulo. Isto estabelece uma correspondéncia biunivoca entre
os estados naturais de H; e Hy e implica que dado que o subsistema 1 esteja no estado |u;) € Hy,
entdo o subsistema 2 devera necessariamente estar no estado correspondente |v;) € Ha.
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2.3.1 Exemplo Tlustrativo: O modelo Jaynes-Cummings (MJC) na sua
versao mais simplificada

O objetivo desta subsecao é ilustrar os conceitos que foram discutidos anteriormente, através de um

exemplo simples. A hamiltoniana que descreve o modelo MJC [40] para um acoplamento do tipo
RWA ¢é

H= hwg% + hwa'a + EQ(o_a’ + 0ya), (2.12)

onde wy e w correspondem, respectivamente, as freqiiéncias caracteristicas do dtomo e do campo.
Note que o, + afa é uma constante de movimento, o que permite considerar apenas o subespaco
gerado pelos vetores |e) ® |0) e |¢g) ® |1), que é desacoplado do espaco complementar. Assim, o
campo pode conter ou ndao um féton, enquanto que o 4tomo composto por dois niveis ativos |e) e
|g), pode ou ndo sofrer uma transi¢do. Vamos, entdo, representar a hamiltoniana (2.12) na base

{l0e), [19)}

" hw
fﬂOe)::w§9¢06)4~hfulg)

ﬁmp:@—%ﬁ)+mm)

que quando w = wy se reduz a

NN
! 2
H= (m b ) (2.13)

Podemos diagonalizar (2.13), determinando os autovalores e autovetores de H

R =7 (00 +119); By =" ho
1 huwg
B =00~ llg)i  B-="52 10

e a partir deles, podemos escrever os vetores |0e) e |1g) da seguinte maneira

|0e) = (lE+> +|E-))

(IE )= 1E-)) -

-

l1g) =

S-
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Vamos estudar a evolugao temporal de um estado |¢(t)) dentro do formalismo das matrizes den-
sidade, que é dada pela equagao de Liouville-Von Neumann, derivada diretamente da equacéao de
Schrodinger

dp  —ips

% _ g
it~ h [ r

a partir da condigao inicial p(0) = |0e){(0e|. Neste caso, obtemos o seguinte operador de densidade

total (considerando A = 1)

p(t) = |o(£)){(p(t)| = cos® Qt |0e){0e| + sen? Qt |1g) (1g| + i sen 20t |0e)(1g| — i sen 20t |1g){0e.

Note que a matriz de densidade total contém, além das populagoes, os termos de interferéncia entre
os dois subsistemas, portanto esta densidade total representa um estado puro, isto é p = p%. Desta
forma, o defeito de idempoténcia é nulo para todos os tempos, d(t) = 0.

A seguir, estudamos a dindmica reduzida de um dos subsistemas, por exemplo o dtomo. A
matriz densidade reduzida do subsistema atomo p, é obtida apds tomarmos o traco nas varidveis
do segundo subsistema, no caso o campo, isto é g, = Tr.p

pa = Trop = |e) cos® Qt(e| + |g) sen® Qt(g],
que tem a forma de uma mistura estatistica, vide (2.7) e portanto, g, # f,°. Assim podemos

calcular o defeito de idempoténcia que mede a decoeréncia sofrida por um dos subsistemas, no caso
atomo devida a interagdo com outro subsistema, o campo

1
a(t) = 1 — Trp? = 2sen® Ot cos® Ot = 5 sen”(2Qt).
Podemos calcular também a matriz densidade relativa ao outro subsistema, no caso o campo e
para isso, devemos eliminar as varidveis do subsistema dtomo
pe(t) = Trap(t) = |0) cos® (0| + |1) sen? Qt(1],

que também tem a forma de uma mistura estatistica e o defeito de idempoténcia é dado por

6elt) = 1 — Tep = %sen2 20)t.

Repare que tanto d.(¢) como d,(t) se anulam para todos os instantes multiplos de 7/2§) e neste
instante, 4tomo, campo e o sistema completo sao representados por estados puros. O sistema
completo tem, portanto, a forma de um estado fatorizdvel do tipo |1) ® |g) com p; = 1, idéntico a
equacio (2.2), correspondendo a uma situagéo de menor correlacio entre os subsistemas. A medida
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Figura 2.1: O defeito de idempoténcia como
funcao do tempo

que nos afastamos dos tempos miiltiplos de 7/2€2, observamos que o sistema comeca a perder
coeréncia até atingir o méximo grau de decoeréncia em t = nw/4Q, com n = 1,3.... Para esses
tempos os subsistemas estdo maximamente correlacionados sendo representados por uma mistura
estatistica dos estados |0e) e |1g), em que peso estatistico de cada um deles é 1/2. Durante a
transi¢io de um estado puro para uma mistura estatistica, o sistema perde coeréncia e o quanto foi
perdido é medido por §(t).



Capitulo 3

Modelo para o Tunelamento de Sistemas
Biestaveis.

3.1 Introducao

O fendmeno de tunelamento é uma das manifestacoes da Mecanica Quantica que se da através da
penetracido da particula numa regiao classicamente proibida. Este fendomeno é uma conseqiiéncia
direta da equagado de Schrodinger e tem sido descrito por tratamentos semi-cldssicos tais como a
aproximagdo WKB em diversos contextos [41, 42, 43]. Geralmente, o movimento num fenémeno
de tunelamento pode ser entendido como resultado de efeitos dispersivos na evolugao temporal dos
estados quénticos localizados, os quais nao sao autoestados da energia. Dentro deste contexto, o
fenémeno de interferéncia quéantica pode desempenhar um papel muito importante. Entao, nos
perguntamos como a decoeréncia afeta esse processo de tunelamento, o que se torna muito dificil de
observar dentro do formalismo semi-classico. Os processos de tunelamento podem ser divididos em
dois grupos principais: 1) Os processos chamados Tunelamento Macroscépico Quantico (MQT) no
qual o sistema tunela de um estado metaestavel do potencial para um continuo, isto é, transicoes
entre estados localizados em um lado do pogo [15, 16, 17, 18] representado pela figura (a) de
(3.1). 2) Os processos de Coeréncia Macroscépica Quantica (MQC) [15, 44, 45, 46, 47] no qual
aparecem oscilagoes similares as da molécula de amonia [48] entre os dois estados degenerados do
pocgo separados por uma barreira de potencial classicamente impenetravel, representado pela figura
(b) de (3.1). A menos de eventuais complicagdes técnicas ligadas ao espectro continuo no caso MQT,
estes dois grupos de fendomenos podem ser abordados também em termos dos efeitos dispersivos na
evolucdo temporal quantica de estados nao estacionarios.

Neste capitulo, trataremos os fenémenos de dissipacdo e decoeréncia dentro do contexto da
coeréncia macroscépica quantica (MQC). Dentro de certas condigdes, torna-se adequado o uso da
aproximacao de dois niveis, principalmente no caso de sistemas quanticos complexos com espectro
de energia discreto que tem apenas dois estados estaciondrios com participagdo ativa na dinamica.
Desta forma, os outros estados estaciondrios sdo ignorados permitindo um tratamento analitico
completo da dindmica. Dentro deste contexto se encaixam sistemas simétricos, bi-estaveis e ligados
cujo espectro discreto de energia é caracterizado por uma estrutura de estados do dubleto. Uma
maneira esquematica de representar o que estd acontecendo é considerar dois pogos separados por

15
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IIMQTH “MQC"

Figura 3.1: Tunelamento macroscépico quantico e coeréncia macroscopica quantica,

uma barreira infinita. Os estados estacionarios destes dois pogos sdo degenerados, pois estes pogos
tém a mesma largura. A medida que a altura desta barreira torna-se finita, temos um tnico sistema.
Os autoestados de menor energia sdo agora combinagOes simétricas e anti-simétricas dos estados
anteriores e a degenerescéncia é removida pela possibilidade de haver tunelamento entre esses dois
pogos. A diferenca de energia entre os dois estados estd diretamente relacionada com a altura
e a largura da barreira. Na situa¢io em que a diferenca de energia entre o dubleto do estado
fundamental e o dubleto do primeiro estado excitado for maior do que a diferenca entre os niveis
que compoem o dubleto e no caso particular em que os efeitos térmicos sdo despreziveis, o sistema
estard efetivamente restrito a um espago de Hilbert de duas dimensdes gerado pelo dubleto do estado
fundamental. Na aproximacgio de dois niveis é conveniente expressar o sistema em questdo, em
termos de uma dlgebra de spin 1/2. Os fendmenos de decoeréncia e dissipagio sao introduzidos nesta
descricao através do acoplamento do sistema de dois niveis com um outro sistema, possivelmente
com um espectro de energia continuo. Este tipo de sistema foi usado na década de 60 para estudar
o movimento de impurezas em sélidos cristalinos [49] e mais recentemente, explorado por Leggett e
seus colaboradores no contexto de sistemas abertos em Mecédnica Quéntica [19, 15].

Leggett e seus colaboradores estudaram a dindmica de um sistema de dois niveis acoplado a
um banho de osciladores harmoénicos conhecido como modelo spin-béson. Aqui estudaremos a
dindmica de um sistema de dois niveis acoplado a um sistema genérico cujo espectro de energia
é continuo. Este modelo é soliivel e apresenta muitos aspectos semelhantes ao modelo spin-bdson
e permite o calculo da matriz densidade reduzida associada ao sistema de dois niveis em todos
os tempos, mostrando explicitamente os efeitos de decoeréncia e dissipa¢do. Um dos efeitos mais
interessantes do modelo spin-béson é a localizacdo do sistema a temperatura nula no regime de
acoplamento sub-6hmico [19]. Isto significa que neste regime, o estado localizado é um autoestado
da Hamiltoniana. No modelo tratado por nds, observamos o aparecimento de uma localizacao parcial
que s6 aparecerd no caso do espectro do sistema responsédvel pela dissipacao, o qual chamaremos de
continuo, ser limitado inferiormente. Mostramos também que estes dois modelos tém uma estrutura
muito semelhante e que este fendmeno de localizacao depende fortemente do modelo adotado para
descrever o reservatério térmico.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na segunda se¢do, mostramos as ferramentas
bésicas que serdo utilizadas ao longo do capitulo. Nas se¢Oes que seguem, discutimos as solucoes
exatas estaciondrias, num espectro puramente continuo e num espectro limitado e a partir destas
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solucoes exatas, determinamos a matriz densidade reduzida do sistema de dois niveis, permitindo um
estudo completo da dinamica do sistema reduzido, em questao. Na peniltima se¢ao, comparamos o
modelo spin-bdson com o modelo discutido ao longo deste capitulo, onde damos énfase ao fenémeno
da localizac¢do no contexto da aproximagao adiabatica. Finalmente na ultima se¢ao, comparamos
os resultados fornecidos pela equagdo resultante da aproximacao de Born-Markov obtida para o
modelo proposto com os resultados exatos discutidos nas se¢oes anteriores.

3.2 Ferramentas Basicas

Esta secdo expoe os conceitos bédsicos que utilizamos ao longo deste capitulo. Revisamos a evolugao
temporal, em termos do formalismo de matrizes densidade, para um sistema de dois niveis a partir
da condicao inicial que representa um dos estados do dubleto do poc¢o de potencial simétrico.
Calculamos também a probabilidade do sistema ser encontrado no outro estado do dubleto e isso
n6s chamamos de probabilidade de tunelamento. Neste caso temos um sistema isolado. Para
estudar os efeitos da decoeréncia desse sistema, devemos acopld-lo a outros graus de liberdade.
Desta forma, usamos a entropia linear ou defeito de idempoténcia §(¢) para medir a pureza do
estado e a relacionamos com o médulo do vetor de Bloch e com a taxa de tunelamento.

O tunelamento entre os estados localizados a esquerda e & direita num pogo de potencial na
aproximacao de dois niveis pode ser descrito pela Hamiltoniana efetiva

€ ~
H, = 3 (o3 + 15),
onde 1, é a matriz identidade 2 x 2 e 0, é a matriz de Pauli cujos autovetores sdo |+) e |—) e
conseqiientemente autoestados da energia. Ja os estados localizados nao sao autoestados da energia
e sim superposicoes desses autoestados de H. Os estados localizados a “esquerda” e & “direita”
tém, respectivamente , as formas

V2
Calculamos, a seguir, a matriz densidade na base |£) (com A = 1) num dado tempo ¢, a partir
da condigao inicial p(t = 0) = |I)({|

e |7y =

(0= S ) =70 (3.)

Repare que esta matriz densidade (3.1) representa um estado puro, pois p(t) = p?(t). A partir desta
matriz densidade, podemos calcular a probabilidade de encontrarmos o sistema num dado tempo ¢
no lado direito do pogo |r){r|, ou seja, no estado ortogonal e, neste caso, complementar ao estado
inicial

P(t) = T [) {rlp(®) = sen® 5. 5.2
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Ao acoplarmos este sistema a outros graus de liberdade, temos uma matriz densidade reduzida
hermiteana, positiva e de traco unitario que nem sempre representa um estado puro (isto é, que ndo
¢é em geral idempotente). Os efeitos de decoeréncia sofridos pelo subsistema de dois niveis devido a
interacao com outros graus de liberdade podem ser medidos através do defeito de idempoténcia ou
entropia linear definido como § = 1 — Tr[p?(¢)] [12, 13]. A forma mais conveniente de representar
esta matriz densidade reduzida é usando os autovalores e autovetores, isto é

Z [t, k)pi(t) (¢, K- (3.3)

Note que, no caso mais geral, os autovalores e autovetores dependem do tempo. A dependéncia
temporal dos autovalores pi(t) revela uma mudanga no tempo das propriedades de coeréncia do
estado do subsistema, enquanto que estes autovetores evoluem unitariamente, pois eles formam
uma base ortonormal dependente do tempo no espago de fase quéntico do sistema de dois niveis.
O defeito de idempoténcia pode ser escrito em termos destes autovalores e autovetores

d=1- prc =2p1(t)(1 — pa(2)) (3.4)

onde foi usada a propriedade de unitariedade do trago de p(¢). No caso da eq. (3.1) temos um
estado puro, § = 0 e é facil verificar que os autovalores da matriz densidade sao p; = 1 e p, = 0.
Supondo que a matriz densidade reduzida evolui a partir da condicéo inicial p(t = 0) = |I) (], entao
a probabilidade de tunelamento em termos dos autovetores e autovalores é

Zpk (rlt, k)|

Este jeito alternativo de escrever a probabilidade de tunelamento facilitard a visualizacao dos efeitos
unit4rios e ndo-unitérios, especialmente quando calcularmos a taxa de tunelamento R(t) = P(t).
Esta taxa de tunelamento pode, entdo, ser dividida em duas contribuigbes: a unitdria R,(¢) e a
dissipativa Ry(t)

)= P = S o011+ S ou0) gl B = Ral) + R0,

e com o uso da unitariedade do trago e também da normaliza¢do de |r), podemos escrever essas
taxas Ry(t) e R,(t) da seguinte forma

Zm (rlt, D) = (21(rlt, DI = 1) pu (2) (3.5)
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Rult) = - mele) 1ol B = (2mn(6) — 1) il P (3.

Repare que no caso de uma evolugao puramente unitaria, como é o caso da eq. (3.1), tém-se Ry = 0
e R, = §sen(et). Esta decomposicido da taxa de tunelamento na parte unitdria e dissipativa pode
ser estendida para casos onde a matriz densidade possua dimensdes maiores e isso estd mostrado
no apéndice A.

A matriz densidade 2 x 2 pode ser também convenientemente representada pelo vetor de Bloch
com as componentes definidas como os valores médios das matrizes de Pauli

B(t) = (@) = Trp(t).
A seguir, mostraremos a relagao entre o vetor de Bloch e o defeito de idempoténcia. Esta relacao
¢ muito 1til porque fornece uma representagio geométrica para a perda de pureza. O defeito de

idempoténcia esta diretamente ligado ao médulo do vetor de Bloch, isto é, § =1 — |[§ |2, enquanto
que a evolucao temporal unitiria dos autovetores de p(t) é dada em termos dos dngulos esféricos
de E(t) Desta forma, a probabilidade de tunelamento também pode ser escrita em termos do vetor
de Bloch, ja que esta estd relacionada diretamente aos autovalores e autovetores de p(t)

1 = "
Pt)=3 (1+80)-4),
onde £, ¢ o vetor de Bloch associado a matriz densidade |r}{r|. As taxas de tunelamento dissipativa
e unitaria também podem ser escritas em termos do vetor de Bloch onde todas as informagoes sobre
a coeréncia de p(t) encontra-se no médulo do vetor de Bloch /.

3.3 Solucao Exata Estacionaria

O tunelamento pode, ser entendido como resultado de efeitos dispersivos presentes na evolucao
temporal dos estados quénticos espacialmente localizados que nao sado autoestados da energia. O
interessante ¢ estudar como a decoeréncia afeta este processo e para isso consideramos como modelo
um sistema de dois niveis cujo espectro de energia é caracterizado por uma estrutura de estados
do dubleto acoplado a um outro sistema cujo espectro de energia contém um estado discreto,
representado pelo vetor normalizado |0;), e um continuo de estados |n), normalizados em energia
como (n|n') = é(n —n’). A Hamiltoniana que caracteriza este modelo tem a forma

€ 5 & f 5
H=5on-+ 1) © 1o+ (0eo0d + | anladael) 1,

0

+ [ an oo+ " lovor o] (3.7

o

v " an [ ) m)o0ul + 9 ) 08)o-— (o]

1]
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onde g(n) e ¢'(n) sdo os elementos de matriz acoplamento (—n|g| + 0,) e (+n|§’| — 0s) que podem
depender de 7. Repare que no caso especial g(n) = ¢'(n) = g*(n) = ¢g*(n) e 1 = 0, a hamiltoniana
(3.7) torna-se estruturalmente semelhante a hamiltoniana que descreve o modelo spin-béson [19]

€ ~ A ﬁ ~
1 =S(oa+ 1) & o+ (0eal0d + [ anliatol) o1,
gl

0

vo. [ " dn (g (m) 0l + 109" () (] (3.9)

0=0

O sistema total e o caso particular representados, respectivamente por, eqs. (3.7) e (3.8) podem ser
construidos na base {|s0), {|sn)}}, com s = +, — e ny < 7 < 7. Além disso, a forma de acoplamento
mostra que os sub-espagos gerados por duas bases {|+0), {|—n)}} e {|—0s), {|+n)}} s@o invariantes
sob a ac¢do de H, dando origem a duas dindmicas independentes, cada uma delas com o seu tempo
de relaxagio. Este modelo permite o estudo de uma grande variedade de regimes cujas mudancas
dependem exclusivamente da escolha dos pardmetros € €, da faixa do espectro continuo que varia
de 1 até 77 e das formas dos acoplamentos: ¢(n) e ¢'(n).

O vetor de estado mais geral em cada um dos sub-espagos invariantes de H pode ser escrito
como

) =ol +0) + [ Al -

o

) =tol ~ 00+ [ * SnB e

70

e a partir destes vetores de estado, o problema dos autovalores de H

(E-H))y=0

pode ser reduzido a dois pares de equacoes independentes, mas com uma estrutura de coeficientes
de expansao muito semelhante

n
(B—e—e)al® = f dng* () A (),

o

(E — n)A® () =g(n)af® (3.9)

ﬁ I
(B — eo)b®) = / dng* () B(n),

70

(B —e—n)BP(n) =¢' (n)b5”. (3.10)
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A solugao destes dois sistemas de equacoes linearmente acopladas (3.9) e (3.10) foi encontrada por
Fano [52] para descrever as propriedades do decaimento de um estado quéntico em interacdo com
um espectro continuo de estados em teoria de espalhamento quantico e por van Kampen [53] dentro
de um outro contexto, a saber, no estudo da equacao de Vlasov. No caso do conjunto de equacoes
(3.9), temos como solucdo para a amplitude do estado discreto

(E))2 _ |9(E)]2
0 = F G- FEP F BT el

onde F(E) ¢ o valor principal da integral

F(E) = ’Pfﬁ an 9L (3.12)

AP ) = [57’— + AB)S(E — n)] g(n)al® (3.13)

com

o J, -

2B = mP

O valor da amplitude de a{(]E) dado por (3.11) carrega a convencao de fase adotada que ird aparecer
na varidvel continua A®)(n) através da equaciio (3.13). A solugio do outro conjunto de equagio
(3.10) é completamente andloga , ndo havendo nenhuma necessidade de ser mostrada aqui.

O espectro de H é composto de energias associadas a estados do continuo, as quais chamare-
mos de £, assim como energias associadas aos estados discretos que se localizam fora da faixa do
continuo, tanto abaixo como acima dela, as quais denominaremos E, (inferior) e E; (superior).
Estas energias associadas ao continuo sdo determinadas por Z(F), enquanto que as energias ligadas
aos estados discretos s6 aparecem quando a faixa do continuo for finita, o que significa que os limites
de integracao sao finitos. No caso de um dos limites ser finito e o outro infinito, por exemplo, n = 0
e 11 — 00, apenas uma entre as duas solugoes discretas sobrevive e, no caso dos dois limites serem
infinitos (o — —oo0 e 7 — 00), nenhuma delas sobrevive. Estas solugbes discretas mais baixas,
tornam-se relevantes para comparar este modelo tratado com outros modelos dissipativos, tais como
o modelo spin-béson. Estes autovalores ligados aos estados discretos podem ser obtidos a partir da
solucao da equacao de dispersao

7 lg(n)?
E—e—eO:/ dn ; (3.14)
10 &= 7
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sujeita as condigoes: Ey < 19 ou Ey > 7. Esta equacdo fornece dois autovalores: E; e E; para
diversos tipos de acoplamento |g(n)|?. Depois de determinar tais autovalores, encontramos a solugao
da eq. (3.13), associada a eles

A(Ed)(n) - _g;(_’r_])_aéEd) (3.15)

e de aw) que é determinada a partir da condigdo de normalizacdo (a menos de uma fase)

{2 = (1 (jg) )_1. (3.16)

3.3.1 Calculo das Amplitudes para Diversos Tipos de Acoplamento

A seguir, determinamos esses dois autovalores discretos e as amplitudes a Fa) o AlFa) () para alguns
tipos de acoplamento:

1-) O acoplamento é uma funcdo de 7, mais especificadamente | g|2\/ﬁ dentro do intervalo 79 <
n < 7. Este tipo de acoplamento corresponde ao regime de acoplamento sub-6hmico no caso do
modelo spin-bdson [19]. A equagio de dispersao para esta forma de acoplamento é:

ii 2
E—e—eozfan.
7o E—n

No caso de 19 = 0, uma das raizes da equagao acima serd negativa E; < 0 e a outra raiz serd positiva
E; > n. No entanto, & medida que n — oo a amplitude de probabilidade Ia{Ed)F de obtermos o
estado discreto no estado correspondente a energia fify vai a zero. Por outro lado, a outra raiz Fj
tende para menos infinito E; — —o0, & medida que 77 — oo e a amplitude de probabilidade |a(Z#)|?
de obtermos o estado discreto associado a energia Ey se aproxima de um. A solucao da equacao de
dispersdo acima é, entao,

4 |9|\/—
7 :/
d 0 . Ed_

= — 2|g*V/7 + 2|g|*\/ Eq arctan 4/ Ei (3.17)
d
e a amplitude de probabilidade |a(F#)|? associada a E = E; < 0 é

i 9lvE arctanh(y/g-)E  arctanh(y/4-)7

Bi—1  VEE-m) | VBE-7)

Ia(Ed)|2 —

(3.18)
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(a) Fy4 versus 7 (b) ag versus 7j
Figura 3.2: Célculos realizados com g¢(n) = 92\/77; gony g =1, e= 0506 gg==

e no limite de 7 — oo, esta raiz By — —oco e a |a(EdJ|2 — 1 e este comportamento pode ser visto
respectivamente, nos graficos de (3.2).

2-) O acoplamento é independente de 7 e vale |g|? no intervalo 7y < 1 < 7] e zero para qualquer
outro intervalo. Entao, para esta forma de acoplamento a equacao de dispersao tem a forma

ity
E — 1
=gl In(—>) (3.19)

Esta equacdo fornece duas solugdes: Ey < 1y e Eq > 7 e a partir delas, calculamos a amplitude de
probabilidade |a(E)|2 de obtermos os estados discretos associados as energias Fy e Fy, isto é,

|a®)? = (1 9P g _1)_(;0_ ?70)) - (3.20)

onde E = Ey, E;. No caso de  — o0, a equacio (3.19) tem como solugio apenas uma raiz i
medida que F; — —oo, enquanto que a amplitude de probabilidade |a(#)|> — 1 e isso pode ser
visto, respectivamente, nos graficos de (3.3).

Este comportamento é idéntico ao caso anterior e estd ligado ao fendmeno da localizagdo que
aparece no modelo de spin-béson. No entanto, deixaremos esta discussao para a tltima secao deste
capitulo.
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o 20000 40000 .n 60000 80000 100000 o 20000 40000 ?? 60000 80000 100000

(a) Eq versus 7j (b) ap versus 7j
Figura 3.3: Célculos realizados com g(n) = g% comg=1,e=05eey =0

3.4 Densidade reduzida do sistema de dois niveis no re-
gime de acoplamento constante e espectro de energia
puramente continuo

Nesta se¢do consideramos o caso onde o intervalo de energia ¢ muito grande tanto abaixo como
acima de ey ou em outras palavras,

7o < €p e eg +e &1

Isso significa que nao teremos contribuicoes de estados discretos e assim, os estados estaciondrios
se reduzem a

02) =as®] 400+ [y AP )] ) (3.21)

Ul

1)y =by®)| — 0y + [ dn BE)(n)| +n).
o

= ©

onde F representa os autovalores de H que correspondem a parte continua do espectro. Vamos
considerar a evolucao temporal de um estado localizado

[+ =)
t=0)=—"—""F7"®|0) =|l)®|0). 3.22
=0 = o o) = 1) ooy (322
As componentes | + 0p) e | — 0) podem ser escritas em termos dos estados estaciondrios de H

determinados a partir das solugdes das egs. (3.9) e (3.10), pois sabemos como o operador evolugao
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U(t,ty = 0) = exp(—iHt) (com h = 1) age nestes estados. Assim, o estado do sistema num dado
tempo ¢ é

_ ~iHt i 7 s
9=t =0) = (["amaf ey + [ amuFI) (323)
7o o

que deve ser re-expressa em termos dos estados estacionarios dados pela eq. (3.21). A matriz
densidade reduzida do sistema de dois niveis num dado tempo ¢ é obtida, a partir de (3.23), apds
tomarmos o trago sobre a varidvel associada ao continuo, resultando em

p++(t) p+-(t)
p(t) =
Pig(t) 1 — pi4(2)

com

2

pi+(t) = % (1 £

7 :
f dE |aéE)|26—?.Et
7

0

gl i
. f dE |ng) |28—zbt
n

0

2) (3.24)

1 7 ; ; 7 T
o) =3 ([ aBlPPem [ ap e
2 7o 1o

gl 7 ; ! 7l ;
+ f dE f dE'by " af? e~ B -B) / dnB(E)(n)A*(E)(n)), (3.25)
no 70 o

que dependem explicitamente das amplitudes dos estados discretos, a menos do 1ltimo termo da eq.
(3.25), que é o tinico em que as amplitudes do continuo A®)(n) e B®¥)(n) intervém explicitamente.
Este ultimo termo descreve a re-correlacao das componentes do estado do sistema de dois niveis no
sub-espaco continuo do sistema b ao qual estdo acoplados através de ¢g(n) e ¢'(n). Repare que este
termo desaparece se qualquer um dos acoplamentos for igual a zero.

A probabilidade de tunelamento do subsistema de dois niveis no estado inicialmente localizado
a esquerda |l) para o estado complementar |r) num dado tempo ¢, definida em termos da matriz
densidade reduzida p(t) como na eq. (3.2), é dada por

P(t) = Tr[[r)(rlp()] = 5 (1 = 2Repy-) (3.26)

DI =

e o defeito de idempoténcia (3.4) da matriz densidade reduzida do sistema tem a forma

8(t) =2 [pe+ () (1 = pr+ () — lo+- ()] - (3.27)
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Este modelo permite o estudo de diversos regimes, inclusive o regime de acoplamento forte que
acontece quando g(n) e ¢'(n) sdo muito maiores do que a separac¢do entre os estados do dubleto.
Vamos estudar agora o que acontece com o tunelamento e a decoeréncia no caso simples ¢'(n) = 0,
ou seja, quando o sistema tem um tnico tempo de relaxacao. Neste caso, em particular, o estado
| — 0p) é um estado estaciondrio de H, enquanto que, os estados |+ 0,) e | — ), associados ao outro

acoplamento g(n), ndo sdo. A matriz densidade reduzida para este caso pode ser determinada a
*(B')

partir das eqs (3.23), fazendo b, ' = 0, o que significa ¢'(n) = 0, resultando em,
1] f7 B, el
P 5| [ dBIP g@=0 (3.28)
TIo
e
1 . —i(E—e
pi(®) = 5 [ Bl ) =0 (3.29)
o

onde ]agE)|2, eq. (3.11), é a densidade espectral. Neste caso, estas expressoes podem ser calculadas
de forma exata e fechada quando, por exemplo, o elemento de matriz g(n) for independente de 7, e
a correcao deslocamento da energia F'(E), eq. (3.12) depender suavemente da energia no intervalo
da ordem de 7|g|* na vizinhanga de F = € + ¢¢. Este é exatamente o caso onde a faixa do continuo
¢ muito larga, tanto acima quanto abaixo desta energia. Entdo, a equagdo (3.11) é adequadamente
aproximada por uma Breit-Wigner [54]

— =

(B —en) + 7P~ 27 (B —en) - T

|aéE)|2 |g|2 1 F

onde eg — € — ey — Fleg) = 0 e I' = 27|g|* é a largura da Breit-Wigner dada pela Regra 4urea.
Note que para valores maiores que 7 — ey = ey — 7o, temos F'(eg) =~ F(eg) ~ 0 entdo er — e =~ €.
Estendendo os limites de integragio para oo, a matriz densidade é facilmente obtida através de
integracoes simples de contorno

1 | P
p+(t) = 56_” e p-(t) = Ee_z(ereo)ty% (3.30)
e a partir destas solugoes, fica trivial calcularmos a probabilidade de tunelamento também numa

forma fechada

Plt) = % (1 —e cos(eg — eg)t) : (3.31)

A decoeréncia é medida através do defeito de idempoténcia §(t) (3.4) que também tem uma forma
fechada
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) = %eﬁ“ (1—eTY) (3.32)

e a partir de P(t) e d(t), calculamos as taxas de tunelamento e de perda de coeréncia

P(t) = <l (E cos(egr — eg)t + (er — €p) sen(ep — eg)t)

2 2

Note que ambas sao proporcionais a largura da Breit-Wigner I, que estd diretamente relacionada a
dissipacao, gerando um tnico tempo de relaxagao 7,4 definido como 74 = 1/T". Além disso, a taxa de
tunelamento R(t) = P(t) contém uma escala de tempo adicional relacionada ao perfodo de evolucio
unitdria 7, = 27/(er — ep) ~ 2mw/e. Repare que na auséncia de acoplamento, como é o caso da
se¢ao 3.2, tanto a probabilidade de tunelamento P(t), como a taxa de tunelamento R(t) = P tem
como escala de tempo caracteristica 7, = 27 /¢ e neste tempo, o sistema j& retornou para o estado
inicial, o que significa que P(7,) = P(Tu) = 0. Na presenga do acoplamento, como vimos, existem
duas escalas de tempo caracteristicas 7, e 74 e a situagdo anterior é modificada, como mostram as
equagoes acima, entdo, torna-se apropriada a separagdo da taxa de tunelamento na parte unitéria
R,(t) e dissipativa Ry(t) definidas na secdo 3.2 deste capitulo, pois elas nos mostram aspectos
importantes da dindmica que sao governados por estas partes. Estas quantidades dependem dos
autovalores e autovetores da matriz densidade reduzida, como mostram as eqs. (3.5) e (3.6). Os

autovalores da matriz densidade reduzida p(t) sao

1

1
Ax = ) == ”2‘\/1 = A g | L~ Do) =i iflge

Como os autovalores e os autovetores, e conseqiientemente as taxas de tunelamento dissipativa e
unitdria tém expressdes muito pouco elucidativas, tornando-se dificil tirar alguma conclusao imedi-
ata, nos explicaremos o comportamento do sistema através de graficos. No regime de acoplamento
fraco 74 >> 7,, a probabilidade de tunelamento do sistema é dominada por um comportamento
oscilatério e isso acontece porque ha um dominio de efeitos unitdrios, que é confirmado pela contri-
bui¢do unitdria na taxa de tunelamento, R, (t). A taxa dissipativa é bem pequena e é responsével
pela diminuicao da amplitude do movimento com relagao ao caso sem nenhum acoplamento descrito
na secao 3.2. Repare que o sistema perde apenas um pouco de sua pureza dada a fraca atuacao
da parte nao unitaria, o que significa que nao ha um entrelacamento intenso entre os dois sistemas.
O vetor de Bloch confirma isso. Podemos calcular explicitamente as componentes deste vetor de
Bloch: (04(t)), (oy(t)) e (0,()) e a partir delas, temos todas as informagdes sobre a trajetéria deste
vetor ao longo da esfera. Além disso, dada a relacdo entre este vetor e o defeito de idempoténcia,
também temos informagoes sobre a perda de pureza do sistema. As componentes sdo dadas por
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(02(8)) = Tr(po,) = pyy — p—- =€ =1, (3.33)
(0,(8)) = Tr(poy) = ps- + p_y = e sen[(er — o)t (3:34)
(0:(8)) = Tr(po2) = pes — p = e cos|(en — eo)] (3.35)

e 0 médulo do vetor de Bloch é,

lo(t)] = /1= e T¢H1 — e T%).

Repare que a trajetéria que o sistema faz até completar um periodo 7, = 27, mostrada pela figura
(3.5), localiza-se muito préximo a superficie da esfera, caracterizando um estado que perdeu um
pouco de sua pureza, demorando um pouco para atingir o estado final e esta demora esta relacionada
as oscilagoes que aparecem em P(t). No regime de acoplamento forte 74 < 7, eq. (3.31), a taxa de
tunelamento P(t) é dominada por efeitos de perda de coeréncia para tempos ¢ < 74 levando a uma
saturagdo em P = 1/2 e este comportamento estd totalmente ligado a efeitos nao-unitarios, que
é responsavel também pelo desaparecimento das oscilagoes. Neste caso, a contribuicdo dada pela
taxa dissipativa torna-se importante. O defeito de idempoténcia §(t) mostra que o estado voltard
a ser puro quando a taxa dissipativa for a zero. Neste caso, o sistema perde muito mais pureza
se comparado ao regime de acoplamento fraco. O vetor de Bloch confirma esse fato através da
trajetéria que se dd dentro da esfera e o estado ndo dé tantas voltas para chegar ao estado final.
Assim, este regime é caracterizado por um forte entrelagamento entre o sistema de dois niveis e o
continuo.

As figuras (3.4) e (3.6) mostram P(t), 6(t) e as taxas de tunelamento total, dissipativa e unitdria,
dadas respectivamente por, R(t), R4(t) e R,(t) para os regimes de acoplamento fraco e forte. As
figuras (3.5) e (3.7) mostram a evolugao temporal do vetor de Bloch para os regimes de acoplamento
fraco e forte.

A dependéncia linear com o tempo de P(t) e §(t), eqs. (3.31) e (3.32) em ¢t = 0 merece um
comentério. E ficil mostrar que ambas as quantidades, quando a faixa do continuo 1y < 7 < 7j é
finita e estd sujeita as condicdes 1y << eg e ey + € << 7, s20 proporcionais a ¢2. E importante

B2 . " : 3 ; i
ressaltar, que para este caso, |a,EJ )| nao pode mais ser aproximado por uma Breit-Wigner, ja
que outras energias contribuirdo para a forma da linha. Além disso, a correcdo na freqiiéncia,
dada por F(FE), passa a ser relevante. Desta forma, podemos escrever para tempos ¢ < 1/A com

A = sup(7, |no|)
H e ) 1 )
/dE|a0 [# (1—’£Etﬁ-~E2t2)
o 2

(1 - (I, - IH)t*) + Oot")

N | =

1
t) ~ —
pi+(t) )

onde

ij
fnzf dE | |PE",

o
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Figura 3.4: O primeiro grafico mostra a probabilidade de tunelamento P(t) e o defeito de idem-
poténcia §(t) para o regime de acoplamento fraco com apenas um tnico tempo de relaxagao com
e=1eI =0.3. O segundo grifico mostra as taxas de tunelamento total. dissipativa e unitdria
para um regime de acoplamento fraco com apenas um unico tempo de relaxagao.

Trajetoria do vetor de Bloch
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Figura 3.5: Trajetéria do vetor de Bloch no regime de acoplamento fraco com apenas um 1inico
tempo de relaxacao.
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Figura 3.6: O primeiro grifico mostra a probabilidade de tunelamento P(t) e o defeito de idem-
poténcia §(t) para o regime de acoplamento forte com apenas um tnico tempo de relaxagao com

e=1el'=3. O segundo grafico mostra as taxas de tunelamento total. dissipativa e unitdria para
um regime de acoplamento forte.

Trajetéria do vetor de Bloch
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Figura 3.7: Trajetéria do vetor de Bloch no regime de acoplamento forte com apenas um tnico
tempo de relaxacao.
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j4 que quando ¢'(n) = 0, temos |py_|? = p4+/2, eq. (3.27) o que resulta na seguinte expressao para
o defeito de idempoténcia

§(t) = (I — It + O(t4).

Uma expansao semelhante para o fator exponencial pode ser feita para os elementos da matriz
densidade reduzida p,_, eq. (3.25) que junto com a eq. (3.26) também mostram que P(t) o
t* + O(t*). Note que I, cresce linearmente com A enquanto que I; = € + ¢y vai com A — oo, entao
o coeficiente de t? na expansdo de tempo curto de 6(t) diverge neste limite. O resultado para I
é a bem conhecida regra de soma do centréide, que sai diretamente da primeira equagéo (3.9) ao
ser multiplicada por aS(EJ e integrada em E. Esta dependéncia da decoeréncia com o tempo serd
discutida também no préximo capitulo, dentro de um outro contexto, onde nés também verificamos
que este tipo de dependéncia com o tempo estd diretamente relacionada a finitude ou nao da faixa
do espectro do outro subsistema envolvido no problema.

A seguir, discutimos o que acontece com o tunelamento e com a decoeréncia num caso mais
geral, onde existem dois tempos de relaxacio envolvidos. Neste caso, os acoplamentos g(n) e ¢'(n)
sao diferentes de zero e os elementos da matriz densidade sdo dados pelas eqs. (3.24) e (3.25).
Calculamos estes elementos de matriz fazendo as mesmas hipdteses do caso mais simples onde
obtemos

par(t) = % (1 e Tt e*”) (3.36)

onde I é definido como a largura da Breit-Wigner associada a

B =
TR
21 (B —elp)? + I

com I'" = 27|¢'|? (¢’ considerado independente de n) e p4— é obtido a partir das eq. (3.25), usando
eq. (3.13) e o método da ref.([52])

1 : ! 4. 2V ]._\FI ; / r+41
_ = | pmiler—ep)t—T5t ilep—ep)t P -
p+—(1) = !e R t o T R (1 e 2 )} ; (3.37)

Aqui j4 se pode notar a caracteristica dindmica nova introduzida pelo acoplamento ¢’. A existéncia
simultdnea dos dois tipos de acoplamento da origem ao fendmeno da recorrelacao, mencionado
anteriormente e matematicamente expresso pelo segundo termo da equagao acima. As conseqiiéncias
fisicas desta recorrelagdo podem ser facilmente apreciadas na probabilidade de tunelamento eq.
(3.26)

r+r’

{1 — e~ 7 tcoset —

e LE (1 eﬁrjﬁit) cos et
'+ I '



32

onde se vé claramente que o papel desta recorrelacao é provocar oscilagoes estacionarias que vao
sobreviver apds um tempo transiente caracterizado pelo sup(%, %), 0 que nao ocorre nos €asos
estudados anteriormente. Isto também estd refletido no comportamento do defeito de idempoténcia

% (1 4Tt _ efF’t) (1 _ g T e—m) _ %e—(I‘+F‘)t

i ’ ’ A/ ! !
- (1—6"&5%) [e“ﬁ%tcos2et+ 2 (lme‘&ﬁ'it)].

5(t) =

T'TY
r+1v r4+1
Repare que as duas grandezas acima P(t) e (t) sdo governadas pelas constante dissipativas I" e I".
No caso destas duas constantes serem iguais I' = IV, P(¢) adquire maxima amplitude de oscilagdes e

as exponenciais responsaveis pelo amortecimento, se cancelam, recuperando a mesma forma obtida
para o caso sem acoplamento discutido na secao 3.2

1
Pll) = 5(1 — cos (et)) (3.38)
no entanto, d(¢) ndo recupera o resultado da secao 3.2, ou seja, o estado que tunela ndo é mais puro
e 0(t) atinge seu valor maximo e neste limite, se reduz a

§(t) = 2T (1 —e™"*) sen®et.

Repare que o defeito de idempoténcia adquire um comportamento diferente do esperado: quanto
mais forte for o acoplamento com relacdo a diferenga de energia entre os estados do dubleto e,
mais puro é o estado que tunela e esse comportamento pode ser visto com a ajuda do grafico 3.10.
Assintoticamente, tanto P(t) como () apresentam oscilagdes estacionérias e 6(t) também tem valor
nao nulo e portanto, o estado estacionario que oscila com freqiiéncia € nao é puro, ao contrario do
caso onde o acoplamento ¢ nulo, o que quer dizer g(n) = ¢'(n) =0,

. 1 2.4 1 id
o) =3~ TP

Podemos ainda calcular, explicitamente, os valores médios: (o4 (t)), (o,(t)) e (0.(t)), dados respec-
tivamente por,

Bl !
(02()) = cos[(er — ep)t]e? T+ + 2—%5

1 / 2\/ ! '
(Oy(t)) = sen [(e'r - e?")t]ei(r‘-l_r‘ J TF}_‘(]. e 6%(F+F )t) sen [(8?- = e,.a)t], (340)

{ox(t)) =€ — T (3.41)

(1 — 2T+ cos [(er — er)t], (3.39)

que se reduzem, quando I' =I", a
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(0:()) "% cos[(er — er)t], (3.42)
(0,()) =5 sen[(er — er)t](e™ Tt — 1), (3.43)
(o:(8) =5 0 (3.44)

e a partir deles determinamos o vetor de Bloch e a sua trajetéria, conforme mostram as figuras
abaixo. As taxas de tunelamento dissipativa Ry e unitaria R, podem ser obtidas a partir da matriz
densidade reduzida. A figura abaixo mostra um resultado tipico para um regime de acoplamento
forte moderado.

0.75

0.5

0.25

Taxas de tunelamento (t")

0 2 4 6 8 10 12

Figura 3.8: O primeiro grafico mostra a probabilidade de tunelamento P(t) e o defeito de idem-
poténcia 6(¢) para o regime de acoplamento forte moderado com dois tempos de relaxacdo com
e=1,IT=1elI"=0.05 O segundo gréifico mostra as taxas de tunelamento total, dissipativa e
unitdria para um regime de acoplamento forte moderado com dois tempos de relaxacao.

3.5 Densidade reduzida do sistema de dois niveis no regime
de acoplamento constante e espectro limitado para um
caso particular

No apéndice B pode ser encontrada a solugao exata mais geral, para o caso do espectro ser limitado,

tal que 79 < n < 7. Neste caso, todas as solugbes contribuem, ou seja, aquelas relacionadas ao
estados do espectro discreto e aos estados do espectro continuo.
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Trajetéria do vetor de Bloch

0
-0.5

(o) T (04)

Figura 3.9: Trajetéria do vetor de Bloch no regime de acoplamento forte moderado com dois tempos
de relaxacao.

Nesta se¢ao consideramos a solugao exata para um caso particular onde o intervalo de energia é
finito, ny < m < 7 — oo, tal que 7y seja da ordem ey. Neste caso, as solugoes discretas mais baixas
do espectro E; e E) tornam-se importantes, ja as amplitudes relevantes para as solugoes discretas
localizadas acima de 7 desaparecem a medida que 7 — oo. Os estados estaciondrios sao dados por

Ul
a5 =0+ 03)+ | dn A(n)®| = )
0

gl
1 ™) =bo )| — 0y) + f dn B(n)™)| + 1),

o

onde F, é um dos autovalores da energia relacionado a dinamica descrita por g(n) , o qual pode
estar associado tanto a estados discretos de energia mais baixa F,; como a estados continuos F,
enquanto que £, é um dos autovalores da energia associado a dindmica descrita por ¢’(n), o qual
pode estar associado tanto a estados discretos de energia mais baixa E!, como a estados continuos
E'. A equacdo de dispersdo (3.14) determina as energias destes estados discretos.

O préximo passo serd calcular a evolucao temporal da matriz densidade reduzida de dois niveis
para este caso de espectro puramente discreto. Devemos, entdo, escrever a condi¢do inicial em
termos dos estados estacionarios |1, ®) e |1, e depois re-escrevé-los em termos de | + 0,) e
| — 04), obtendo
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Figura 3.10: Estes gréaficos mostram o comportamento do defeito de idempoténcia no regime pu-
ramente continuo envolvendo dois tempos de relaxagao iguais. O grafico representado pela linha
continua mostra o comportamento do defeito de idempoténcia no caso onde o acoplamento é fraco
(I' =I" = 0.1) com relagdo a diferenca de energia entre os estados do dubleto (e = 0.5). O gréfico
com a linha tracejada cujo espacamento é maior representa o comportamento do defeito de idem-
poténcia no caso onde o acoplamento e a diferenga de energia entre os estados do dubleto tem o
mesmo valor (¢ =I' = IV = 0.5). O gréfico com a linha tracejada cujo espacamento ¢ menor ilustra
o comportamento do defeito de idempoténcia no caso onde o acoplamento é forte (I' = I" = 1) com
relagdo a diferenca de energia entre os estados do dubleto (e = 0.5). Repare que quanto mais forte
for o acoplamento com relagao a diferenca de energia entre os estados do dubleto, mais puro é o
estado que tunela.

+)+ |-
[t = 0) =% ® |0p)
1 77—}00 9 2 ﬁ'—'}OO o 9
= (o [ amaP ) 1o+ (15 + [T 4R -
'\/i 7o 70
fi—00 S5 - f—+00 =00 o(E) .
+ dnaz 0 A(n)®o) 4 f dn f dE® An)® ) | - )
no o no

=00 *(E’ ) ; 1—00 f1—00 B ;
+ ( f dnby ¥ B(n)Fa) 4 / dn f dE'b )B(n)(E)) I+n)]- (3.45)
7o 7o

0

O estado do sistema num dado tempo ¢ é, portanto,
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V2l
+( ap o A () g 4. / dn f dEay )A(n)‘E}e‘*Et) =}
7o

(E f—>00 N -
( d —1Ed / dEf|b(()E )| e iE t) I _ 0b>
Mo

fios *(E]) E') —iEht L e (') (B') ,—iE't
o f dnbs " B () (ED e =4 +f dn/ dE'b; " B(n)Ee EY) | +9)| .  (3.46)
0 yl

o n 0

1 (Ea) % —iByt e (E) o—iEt
|t) : lag™| e 4 dFE|ag | + 0p)
7o

+

A matriz densidade reduzida é obtida apds tomarmos o traco nas varidveis, que representam um

sistema cujo espectro é caracterizado por um continuo, na matriz densidade total |£)(t|. Assim
sendo, obtemos os seguintes elementos de matriz,

1
P++—2

i e (£3) BNt e e (E") E') —iE'dt
+f dnby ¥ B(n)Fale +/ dE/ dnby” ' B(n)F)e™ (3.47)

70 u 70

F—00 2

2 Py 2 e i ;
|agEd)| e~ iFat |agﬂd)| e—zEdt_’_/ dE|a(E)|2 —iBt

o

1 2 . oL oo
,0+_(t) :E{(M(()Dd)l 6—2Ea:t_i_ |a(()Ed)l e—zﬂdt+/

7o

2 _i 2 fj—>00 ' P
(lbéﬂd)l etBat 4 lb(()Ed)| ezEdt+f dEilb(()E)izezE t)

70

fl—>00 f1—00 ) —»00 fj—rco . :
+ ( / dE / dna§™ A (n)etPat 4 f dE [ dn agb‘)A*(E’(n)e*Et)
7o 7o

U o

P T gD i [0 e PPl < i
(/ dE/ dnb, B(Ed)( ) ——1Edt+f dEf dnbf,( )B(E)(n)e—zEt)},
no 70

ul 70
(3.48)

dE |agE)|2eiEt)

que, no caso 1y < n < ) —+ 00, se reduzem a

- 1
P+ X
- 1
P =¥ B
1 . ’
Py — 56_"(E‘*_Ed)t (3.49)

P—+ =Py,
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j& que quando 77 — oo, apenas um dos autovalores sobrevive: Fy — —oo para o caso da dinamica
envolvendo g(n) e B} — —oo para o caso da dindmica envolvendo ¢'(7n), enquanto que as amplitudes

2 AW !
do discreto [a{™]” — 1 e |ng°‘)| — 1 e as solugdes do continuo A(n)#4) — 0 e B(n)Fa) — 0. Para
determina-los, resolvemos em primeiro lugar as equagoes de dispersao abaixo, como mostrado na
secao 3.3.

j— 00
Edue—eozf dn 9(n)
7

0 Eq—n

ii—00 '
g'(n)
E) — eg =/ dn . (3.50)

7o E:i =]

Er:wo- El:oo‘
0 20000 40000 n 60000 80000 100000 0 20000 40000 n 60000 80000 100000
(a) Eq versus (b) E' versus 7j

Figura 3.11: Energias discretas mais baixas para as dindmicas envolvendo g¢(n) ¢'(n) e , para

g(n) =4g'(n) = /1

Uma andlise numérica das equagoes acima indica que a diferenca entre estas energias discretas,
Eq — E}, serd proporcional a diferenca de energia entre os estados do dubleto, e. Os gréficos de
(3.11) e de (3.12), mostram, respectivamente, os autovalores E; e E/ e o comportamento das

amplitudes |aéE“")|2 e |b§]E‘fi)|2 para um regime de acoplamento dependente de 7, mais precisamente
g9(n) =g'(n) = g*/n.

Os préximos gréficos ilustram a diferenga entre as duas energias discretas mais baixas, isto é, Fy— E)
(3.13(a)) e a diferenca entre as amplitudes, isto é, |aE)E“)|2 - |béE‘r")|2 (3.13(b)). Numericamente é
possivel ver que a diferenca entre estas energias discretas tende a diferenca de energia entre os
estados do dubleto, dada por €, & medida que n — co.

A partir dos resultados acima, podemos calcular a probabilidade de tunelamento P(t) e o defeito
de idempoténcia d(¢). A probabilidade de tunelamento é dada por

P(t) = = (1 — cos|[(Eq — E})t]) (3.51)

DO | =
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(a) ap versus 7 (b) bo versus 7

Figura 3.12: Célculos realizados com g =1, e = 0.5 e eg = 0 para g(n) = ¢'(n) = /1
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o 20000 40000 n 60000 80000 100000 [ 20000 40000 7? 60000 80000 100000
(a) Diferenca das energias discretas mais baixas (b) Diferenga entre as amplitudes associadas as ener-

gias discretas mais baixas

Figura 3.13: Célculos realizados com g =1, e = 0.5 e ey = 0 para g(n) = ¢'(n) = /1
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que recai no caso discutido na segéo 3.1. O sistema tunela com freqiiéncia (E4 — EJ) que estd ligada
a diferenca de energia entre o dubleto. O tunelamento nao ird ocorrer somente quando os estados
do dubleto forem degenerados ¢ = 0, o que significa, Fy = E, que s6 acontece quando g(n) = ¢'(n).
Neste caso, havera ”localiza¢io”do estado |t)(¢| — |I){l]. O defeito de idempoténcia é dado por

5 = (% » i) =} (3.52)

que representa um estado puro, como deveria ser. Isso pode ser entendido em termos dos estados
estaciondrios que atuam nos dois casos: no caso puramente discreto apenas os dois estados funda-
mentais que sdo discretos atuam na dinamica, enquanto que no caso puramente continuo e no caso
mais geral (ny < 1 < 7j) existe uma contribuigdo de mais de um estado, havendo correlagao entre
eles, o que modifica a pureza do estado que tunela.

3.6 Comparacao entre o modelo continuo e o modelo spin-
béson

O modelo spin-béson introduz efeitos dissipativos na dindmica de subsistema de dois niveis através
do acoplamento deste subsistema com um reservatério térmico caracterizado por um banho de
osciladores harménicos. Num artigo de revisdo [19], A. Leggett e colaboradores estudam a dindmica
desse sistema de dois niveis acoplado ao reservatério de osciladores harmonicos usando o método
das integrais funcionais. Eles obtém expressoes quantitativas, tais como, valor médio de o, e
fung¢do de correlagio simétrica C(¢), em termos de uma série que contém contribuigdes do termo
difusivo e dissipativo dependendo apenas da densidade espectral J(w) do reservatério térmico. Esta
densidade espectral estd diretamente relacionada com o acoplamento g. As diversas formas de J(w)
possibilitaram um estudo detalhado do comportamento do tunelamento na presenca de um meio
dissipativo. O caso mais interessante ocorre quando J(w) = Aw®, com 0 < s < 1, o sistema
fica localizado a temperatura zero. Como o modelo discutido neste capitulo se encaixa dentro
do contexto do modelo spin-bdson, ji que ele também é composto por um sistema de dois niveis
acoplado a um outro sistema cujo espectro de energia pode ser continuo, introduzindo assim efeitos
de dissipacdo e decoeréncia, nos perguntamos quais as semelhancas ou diferencas entre estes dois
modelos.

O modelo tratado neste capitulo torna-se estruturalmente semelhante ao modelo spin-bdson
quando g(n) = ¢'(n) = g*(n) = g*(n) e n = 0 dado pela hamiltoniana eq. (3.8). Em ambos os
casos a hamiltoniana total pode ser dividida em trés partes H, + Hy + H;,, com H, = %crz para os
dois modelos e

Hy = [05)eo{0] + f " dnl) (o

U

Hog i, / " dng () (im0l + [05) (1)) = 0G

0
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para o modelo continuo e

i = Z hwaa‘taa

/| h
Hint = 0Og Za:ga 2mawa (a’:rx + a’a) - awG
para o modelo spin-bdson.

Uma maneira conveniente de representar estes operadores consiste em adotar como base os
estados localizados do spin na qual o, é diagonal. A hamiltoniana de ambos os casos representada
nesta base tem a forma

s ( Hb;gG H?—GG ) | (3.53)
2

Vamos considerar uma aproximagio do tipo adiabética (Born-Oppenheimer) no limite extremo,
ou seja, € = 0, para eliminar os osciladores que compoe o reservatério no modelo spin-bdson e no
caso do modelo tratado aqui, elimina-se o continuo. Os operadores H +G podem ser diagonalizados
separadamente nos dois casos,

(Hy + G) W) =B, |[y{™)
(Hy — G) [y =E_[9") (3.54)

No caso do modelo spin-bdson, estes dois operadores H 4+ G sao escritos em termos de novos
operadores b, e bl,, com by = a, — A, e b, = al, — A}, que diagonalizam H, + G. Desta forma,

h
Hb:l:G:ZﬁwaaLaazl:Zﬁlgm - (af, + aq)
o o Yo

h
a(Bhbe + |AZD) £ 3 (AGD + A%y [ ——
—);h&) (bab +| ai ) Za:( ¢ * * zmawaga)

= hwoblba + EF (3.55)

onde Ay = Fga// 2mew3hi? é o valor adequado para esta constante que diagonaliza a hamiltoniana
acima, ji que ela elimina os termos cruzados da nova transformacao. A partir dela, calculamos E(T

h *
By =|AZP £ ) | gayf5—— (4L + A7) (3.56)
o Y
Za MWy
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Note que Ej = Ej; e neste caso, os operadores ja diagonalizados H, &G tem a mesma hamiltoniana
referente a um oscilador harménico deslocado e portanto, os autovalores E, e E_ sao iguais, isto
significa que estes autovalores sio degenerados.

No caso do modelo continuo, os operadores H, £+ G sao

Hy 4G (|ob>eo<o.-,| + [an ln)n(nl) [ anglon I o0l + 0 (3.57)

0

que podem também ser diagonalizados. Neste caso, os autovetores e autovalores da primeira equagao
de (3.54) sdo, respectivamente,

7]
9 = )+ 0+ [y AP =) (3.58)

70

(B — eo)ol™) =2 f " ang’ () AF ),
0
(B — ) A% (n) :%g n)ay™* (3.59)
e no caso da segunda equagao de (3.54), sdo

05 = el 40+ [ dn A ) (3.60)

e o

(B~ e =~ 3 [ dng' A=),

70

(By ~ WA () = = Sg()al”), (3.61)

onde E, e E_ sdo energias associadas tanto a parte do espectro continuo como a discreta, assim
como os autovetores. Uma maneira elucidativa de discernir as contribuicoes discretas das continuas
consiste em separar os autovalores e autovetores resultante destas duas contribuicdes. Assim, temos
para os autovalores E., as contribuicoes discretas e continuas, as quais identificaremos como Fgyy
e 7, associadas aos autovetores [tgs) € |,4), respectivamente,. Estes autovalores e autovetores
podem ser resolvidas pelo método do Fano e van Kampen, seguindo os passos descritos na secao
3.3. Desta forma, a solugéo para o coeficiente continuo existe A(n)**) do autovetor é

P 1 ;
ABD ) = | g + Z(B)(By ~m) | 59(m)ay™ (3.62)
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para o conjunto de equagoes (3.59) e

P 1

45 = | 52+ 2(E)0(5- - )| (~go(mal™)) (3.63)
E_—n 2

para o conjunto de equagdes (3.61). A equacio de dispersdo é composta de energias associadas a

estados discretos e a estados do continuo e a forma é a mesma para os dois grupos de egs. (3.59) e

(3.61). No caso do espectro discreto, esta equacao se reduz a

U1 lg(n)I”
Bt — €0 = 1 /0 dﬂEdi e (3.64)

onde as solugoes para a equacao acima sdo obtidas para Eg. < 19 ou Egi > 7, conforme discutido
na se¢ao 3.3. Para a regido do espectro 7y < 74 < 7, temos como solugao Z(n.) cuja forma é

\ 4(i"—60——Pf ﬁi”)n)

7 = 3.65
(?7:{: |g(7?:l:)|2 ( )
Desta forma, diagonalizamos os operadores H, + G para o modelo continuo, isto é,
]
Hy + G = |gz) Bax (Yax| + / ANy )0 (Pn+ | (3.66)
70

onde E;y sdo os autovalores correspondentes aos autovetores discretos, enquanto que 7. sdo os

autovalores do espectro continuo. As energias associadas ao espectro discreto Fyy sdo obtidas a
partir da eq. (3.64) e sdo idénticas, pois ambas dependem apenas do acoplamento através de |g(n)|>.

Os estados discretos associados a estas energias podem ser escritos da seguinte maneira

5y = aggil + o) + [ dn i) - (367

70
d— Eq- ﬂd AEd:b _
W)d ) = agg— |+ 0p) + n A2 ()| —n) (3.68)
o

COImn

/ﬂ gt Ed+ o ) (3.69)
/m dn—9_ Ed_ o 2)—1 (3.70)

ofst = (1+

N e

a(‘;‘;j (1 +
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2
AEd+ s |g(n)| aEd+ 3.71
o (Ear — ) i ( )

2
AP _ 9@l sy 3.72
4= 7 (Byo —n) O )

Os autoestados associados a parte do continuo que se encontram no intervalo 79 < 74 < 7, podem
ser obtidos a partir das egs. (3.58) e (3.60) fazendo Ey = 04, ou seja,

wwvza?«+m»y/2MAmmn—n> (3.73)

70

ww=www+f@%wwm (3.74)

70

onde A™(n) e A" (n) sdo determinados, respectivamente, pelas equagdes (3.62) e (3.63), depois de
nela substituirmos a equagdo (3.65). Para descobrir quem sio aj* e aj~, basta substituir A" (n)
na segunda equacgio do sistema descrito pela eq. (3.59) e A (n) na segunda equacdo do sistema
descrito pela eq. (3.61). Estas energias n, = n_ sio idénticas porque dependem apenas da forma
do acoplamento, como é o caso das energias discretas.

Agora vamos considerar a aproximagao adiabatica para um e bem pequeno, o que permite
um tratamento do problema por Teoria de Perturbacao, onde o termo correspondente a ela, nos
dois modelos, é o termo fora da diagonal :I:%. Como as energias que aparecem no problema de
autovalores sao degeneradas, devemos utilizar o método de Teoria de Perturbagdo Degenerada,
onde iremos nos concentrar apenas nos estados adiabdticos de energia mais baixa. Estes estados,
para os dois modelos, sio os estados do dubleto denominados |$3F) com energia Ey. A matriz secular
M correspondente a este caso é

_ E'§ ﬂﬁ(qﬁﬁ*leﬁ&))
= ( i (golod) | Es :5)

onde no caso do modelo spin-bdson, temos
E'y = By + (95| ) hwablbal 45)

e no caso do modelo continuo

0

2 ]
B’y = Ef + (¢ (Z |’l/)di)Edi(¢di|) |65 + (5] (f Adn [P, )0+ (Pn, |) |65)
i=1 g

onde {(¢g|d, ) representa o produto escalar ”overlap”das funcdes de onda. Entdo, diagonalizando
esta matriz obtemos que a diferenca entre os autovalores é proporcional a este produto escalar,
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isto é, Ay — A = €0, com Q = (¢ |¢y). Isto significa que estes autovalores serdo degenerados,
se e somente se, este produto escalar for zero ou quando os estados do dubleto forem degenerados
e = 0. Mostraremos, a seguir, que este ”overlap”depende do modelo em questdao. No caso do
modelo spin-béson, este ”overlap” (¢ |¢5) envolve estados coerentes de osciladores harmonicos com
deslocamentos opostos que dependem, em particular, dos acoplamentos g, [19]. A diminuicao
do ”overlap”implica numa diminuicao da diferenca de energia entre os estados nao perturbados
e como conseqiiéncia disso, temos a localizagdo destes estados, o que acaba sendo responsdvel
pelo retardamento observado na probabilidade de tunelamento entre estes estados localizados. No
caso do modelo continuo, por outro lado, Ey é a raiz da equagao de dispersdo (3.64) no caso

Ey < o, correspondendo aos estados representados por (3.58) e (3.60), onde |¢§f_d+)) — |od) e

|1,b£(fd“)) — |¢g ) e portanto, o ”overlap”tem uma expressao fechada que depende do acoplamento
g(n) e da solugdo da equagdo de dispersao para Ej.

1 — [ _laml*
e o 4(Bo—
(#5198) = — 7 otap— (3.76)
0 4(Bo—n)®

No caso de g(n) = yn® com 0 < s < 1 e para ey = 19 = 0, observamos que Ey — —oo, |a,gE°)2| — 1,
a medida que 7 — 0o e neste limite o "overlap” (¢¢|¢y) — 1, conforme mostramos na segao 3.3
e a probabilidade de tunelamento se aproxima do valor livre conforme mostramos na secao 3.5.
Para valores de 77 ndo tao grandes, se comparados com ¢, este "overlap”é menor do que um, o que
provoca um retardamento na probabilidade de tunelamento. Este resultado é andlogo ao obtido
para o modelo spin-béson. Para o modelo continuo, a localiza¢ao ocorrerd apenas quando os estados
do dubleto forem degenerados e = 0, portanto, a localizacao obtida a partir do modelo spin-béson
é uma conseqiiéncia direta do espectro de osciladores harmonicos. Sendo assim, ndo estd garantido
que qualquer outro espectro ocasione este fendmeno de localizagao.

3.7 Comparacao da Solucao Exata com o Resultado da
Aproximacao Born-Markov para o Subsistema de Dois
Niveis

A din&mica dissipativa da matriz densidade reduzida de um sistema de dois niveis é freqiientemente
descrita em termos da equacao mestra valida no regime de acoplamento fraco derivada sob a hipétese
de acoplamento fraco com um reservatério de osciladores harmonicos, conforme mostra o apéndice
B. Estes muitos graus de liberdade serdo eliminados da descricao através da hipétese de validade
da aproximagio de Born-Markov. Além disso, as funcoes de correlagao envolvendo estes graus de
liberdade do reservatério podem ser calculadas para todos os tempos usando a condigao inicial do
sistema. A forma usual da equagio mestra (21, 55, 56, 57] é obtida considerando a hamiltoniana de
interacao entre o reservatério e o sistema
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Hu=Y (gkbLa_ n g;bkm,) (3.77)
k

onde by, bL sao os operadores de abaixamento e levantamento que atuam no k-ésimo oscilador
harménico do reservatério. Este termo de acoplamento é semelhante ao termo que envolve g(n) na
eq. (3.7) se associarmos ao estado fundamental ao estado discreto do modelo |0y) e neste caso, a
Hamiltoniana de interagdo é dada por

1 [7 .

Hi =5 [ dnlo(mino-(] + "m0 (] (378)
o

As equacdes mestras geradas a partir das hamiltonianas (3.77) e (3.78) sdo idénticas e no limite de

temperatura nula, tem a forma abaixo

plt € i)

2O — i€ los, 0] + L @o-p(B)o — 010-p(8) ~ B0

onde v é o coeficiente de atrito relacionado a hamiltoniana de interacao e a distribuigao de freqiiéncias
do reservatorio.

A solugdo desta equacdo mestra sujeita a condigdo inicial p(0) = |r)(r|, isto é ,

P = () = (3.79)

D~

1 1

p++(t) = "2‘6_% e pi-(t) = ¢

iet— X
i€t 2t

que reproduz o resultado exato para um tnico tempo de relaxacdo eq. (3.30), com uma corres-
pondéncia direta entre v <> . No entanto, a equagao mestra trata apenas o regime de acoplamento
fraco devida a aproximacgdo de Born-Markov envolvida na sua deducao. Neste caso, portanto, a
equagao mestra reproduz exatamente o resultado exato para um tnico tempo de relaxagao num re-
gime de acoplamento fraco. Um resultado andlogo a este sera mostrado no préximo capitulo, dentro
de um outro contexto. Entdo nos perguntamos se esse resultado ndo seria geral e portanto, este
resultado merece uma investigagdo mais detalhada que, no entanto, foge do ambito deste trabalho.

No caso da existéncia de dois tempos de relaxac¢io, devemos inserir mais um termo associado a
g), na hamiltoniana de interacao, ou seja,

Hu =Y (gkb};m + g;bka+) +y (g;b,’ga+ + g’Zbka_) (3.80)
k k
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no caso de um banho de osciladores e g'(n) no caso do modelo continuo,

Hyy = lfn dn [g(n)Im)o—(0s] + g*(m)|0p)o 4 (n]] + lfﬁ dn [g'(n)|Imyo—{0s| + g"* (1) 0s) o (nl]

2 10 2 0
(3.81)
As equagdes mestras geradas pelas hamiltonianas (3.80) e (3.81) sdo novamente iguais
: € ¥
pt) = = 15 [o3, p(0)] + 5 (20-p(t)os — 040-p(t) — p(t)os0-) (3.82)

4 !

+ T @osp(t)o- — o_owp(t) - p(t)o-os) +

(201p(t)or +20_p(t)o-)

onde 7' ¢ uma constante andloga a y, mas estd associada ao novo termo da hamiltoniana de interagao.
A soluciao desta equagio sujeita a mesma condigdo inicial (3.79) é

1 / 'Y, . /
B R g el (1 == G )i)
p++(t) ) v+

e— ()t

Pr-(t) = ——=

que é diferente dos resultados exatos para dois tempos de relaxagao. No caso do elemento de matriz
Pi+, 9. (3.36), exato envolvendo dois tempos de relaxagio diferentes, temos uma exponencial en-
volvendo I' e outra exponencial envolvendo [, enquanto que o mesmo elemento de matriz calculado
pela equagdo mestra apresenta uma tnica exponencial envolvendo a soma dos dois pardmetros I e
I'". No entanto, existe uma relagio entre estes calculos, que aparecem ao expandirmos a exponencial
até primeira ordem nos parametros dissipativos I' , I'". Neste limite, em particular, o resultado dado
pela equagdo mestra coincide com o resultado exato e ¢é igual a

[\/'mf’ — g€ sen (2 € — vy t) + v/ €2 — v cos (2 €2 — ! t)]

!
e () = % -2+ Lo

com uma equivaléncia entre y <+ I' e v/ <+ I''. O mesmo vale para o elemento p,._(t), eq. (3.37). Este
resultado é uma conseqiiéncia da aproximagao de Born-Markov envolvida na deducao da mestra. A
aproximagao de Born implica num truncamento da expansao no acoplamento a partir da segunda
ordem, produzindo um resultado o qual é exponenciado em todas as ordens devido a aproximagao de
Markov. Desta forma, ndo hd nenhuma garantia que a equagao mestra reproduza adequadamente
resultados exatos que vao além do truncamento envolvido na aproximacao de Born. Por exemplo,
em dinamicas envolvendo mais de dois tempos de relaxagdo coincidentes, isto é, v = 4/, a equagao
mestra reproduz o resultado exato em regime de acoplamento fraco , a menos de uma correcao na
freqiiéncia original do sistema e.



Capitulo 4

Modelo de um oscilador acoplado a
diversos osciladores nao interagentes
entre si na aproximacao RWA

4.1 Introducao

Neste capitulo, trataremos mais um caso onde a equa¢ao mestra reproduz completamente o calculo
exato. Esse resultado esclarece de uma vez a duvida relacionada a validade da equagio mestra
para o modelo discutido aqui no regime de temperatura nula. A reproducdo da solugdo exata
a partir da aproximagdo Born-Markov ji foi mostrada dentro de outros contextos, tais como o
modelo discutido no capitulo anterior. Além disso, mostraremos a condigdo que é responsavel pela
diminuigao da decoeréncia sofrida pelo sistema, a partir de uma determinada condicao inicial, sujeita
a hamiltoniana deste modelo na aproximacao RWA. O modelo em questao é bem conhecido e pode
ser utilizado para tratar sistemas dissipativos em Mecanica Quéntica, entre outras coisas [59, 60,
61]. Este modelo consiste em acoplarmos linearmente um oscilador harménico a um reservatério
térmico que é composto por um conjunto de N osciladores nao interagentes. Consideramos ainda
a aproximacao RWA (Rotating Wave Approximation) que consiste em desprezar os termos anti-
ressonantes presentes na hamiltoniana que descreve este modelo. Em problemas de 6ptica quéntica,
esta aproximagao é muito conveniente no caso da constante de acoplamento ser muito pequena em
relagdo a freqiiéncia natural do sistema. Este modelo dentro desta aproximagdo é usado para
tratar, por exemplo, a perda de coeréncia e a dissipagdo sofrida pelo campo eletromagnético que
se encontra dentro de uma cavidade e isso acontece devido a interagao entre o modo relevante
do campo e os modos da cavidade [1, 10, 62, 63, 64]. M. Rosenau da Costa e colaboradores [61]
utilizaram este método para resolver analiticamente este modelo dentro e fora da aproximacao
RWA, a fim de estudar as condicoes de validade da RWA e mostrar que a existéncia dos estados
coerentes dissipativos estd intimamente relacionada a esta aproximacao. W. D. José e colaboradores
também utilizaram a mesma técnica para resolver analiticamente este modelo na aproximacgao RWA
e estudar a relagdo entre a decoeréncia e a forma de linha [65]. No préximo capitulo mostraremos
na pratica um caso onde o resultado obtido neste capitulo pode ser aplicado.

47
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4.2 Solucao Exata para o Modelo Linear

A hamiltoniana que descreve um oscilador harménico linearmente acoplado a outros varios oscila-

dores harmonicos nao-interagentes entre si, que compoem o reservatério térmico, na aproximacao
RWA ¢é

k k
i = hwpala+ 5> wblbe + 55 (%b}ca el ﬁbka’f) (4.1)
k k

onde wy é a freqiiéncia do oscilador principal e wy é a freqiiéncia de um dos k& osciladores do
reservatorio térmico. Esta hamiltoniana é adequada para descrever a perda de coeréncia e dissipagio
sofrida por um campo eletromagnético que se encontra dentro de uma cavidade supercondutora
[1, 10, 62, 63, 64].

A seguir, calculamos as equagdes de Heisenberg para os operadores a(t) e by(t) a partir da
hamiltoniana (4.1)

k
94  —iunalt) ~ i > vitn() (4.2)
Pe®) — iunbe(t) — ireal) (4.3)

A partir da evolugdo temporal destes operadores, fica ficil calcularmos a evolugao temporal para
qualquer condicao inicial. Uma maneira de resolver este sistema de equagoes acopladas consiste
em considerar os modos normais que diagonalizam o sistema de equagbes acopladas acima (4.2) e
(4.3) e também a hamiltoniana (4.1). Desta forma, as novas varidveis do problema passam a ser
os coeficientes de expansao dos operadores a(t) e by(t) nos novos operadores de modos normais
e para determina-las, além de utilizar as equagoes acopladas (4.2) e (4.3) para as novas varidveis,
devemos utilizar também a nova equagao de Heisenberg proveniente da hamiltoniana diagonalizada.
Considere os modos normais

a(t) = Y cf"Cu(t) (4.4)
bi(t) = 6" Cult) (4.5)

onde c[()”) e cgc”) sdo os coeficientes de expansdo dos operadores a(t) e bi(t) nos novos operadores

C'y(t), e satisfazem a equacao de normalizagio

M Z M =1, (4.6)
n
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Assim, podemos escrever C,, () como
Co(®) = Ma +Zc( Vor (t (4.7)

que satisfaz a relagdo de comutacao [OH,O,L] = 1. BEstes operadores diagonalizam a hamiltoniana
(4.1) que passa a ter a forma

H=k) HCIC, (4.8)
e a partir dela, determinamos a nova equagao de Heisenberg

dCalt) _
2 —ifuCat), (49)

que tem como solugao C’n(t) = CA'n(O)e‘if“t, onde f, é o espectro de freqiiéncia dos modos normais.
Devemos, entdo, substituir (4.4) e (4.5) nas equagdes (4.2) e (4.3), o que resulta em

Z e dC —iwp Z ML () — i Z Z v C(2) (4.10)
Z cg") dC:;t = —iwp Z cin)én(t) — Y Z M E (1) (4.11)
n n n

e para obtermos as equagdes em termos das novas varidveis, devemos substituir (4.9) nas equagoes
(4.10) e (4.11), obtendo

k
(= wo)cgn) = Z’ch;(cn) (4.12)
k=1
(fo — wi)e” = mco. (4.13)

A partir destas equagoes determinamos a expressao para a freqiiéncia dos modos normais f,, iso-
lando os cgc") de (4.13) para depois substituir a expressao resultante em (4.12), isto é,

E
(wo — fn) = ; = fn (4.14)

Podemos ainda reescrever a equacgio acima (4.14), separando a contribuicgio da freqiiéncia livre mais
préoxima da freqiiéncia dos modos normais f,, entao temos,
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2 2
(wo_fn)_(wkﬁfn #Z k_.fn
i fYkJ
(wa fn) + O, (4.15)

onde wy; é a freqiiéncia do reservatério mais préxima da freqiiéncia dos modos normais f,. Note
que o primeiro termo do lado direito, que contém a contribui¢ao da freqiiéncia mais préxima da
freqiiéncia dos modos normais, é significativamente maior do que a dos outros termos representados
por &,, que a rigor dependem dos coeficientes 7, também, em particular como eles dependem de k.
Podemos, ainda reescrever a expressao acima da seguinte forma

(U-’O e e 571)2 _ ,}/I%j
%, (wr; — fn)?’

(4.16)

que sera ttil para calcularmos a expressao fechada para cg("). Para obté-la, devemos primeiro elevar

o 5 . 2(11,) ” d ’
ao quadrado a equagdo (4.12), para em seguida isolarmos ¢;' e na expressao resultante substituir o
resultado de (4.16), além de utilizarmos a condi¢ao de normalizagdo para os coeficientes de expansao

" e cfcn), o que resulta em

i

o) = (HZ ch_f ) ; (4.17)

que também pode ser reescrita, separando a contribuigio de freqiiéncia mais proxima de f,. Assim,
temos

-1

2(n) j
g =11+
v Z (wkj - fﬂ.)2

k#k;

Il
i
—

_|_
>
_|_

=
k‘h
\-—._.-/
|
=
}.._i
&

onde o termo

(ij - fn)2 ,
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no limite de acoplamento fraco e para este caso, temos wy; ~ f,. Finalmente substituindo (4.16)
em (4.17), temos

2
2 s
(wU - fn - 671)2 + 'ijg(l s An)

(4.19)

Esta expressao é exata e dela podemos extrair algumas informagoes. O acoplamento introduz uma
correcao 0, na freqiiéncia, que deve ser tanto menor quanto menor for o acoplamento, além de
introduzir uma largura ’}’%}_ (1+A,), que para acoplamento fraco pode ser considerada constante. O
efeito desta interagao é distribuir os graus de liberdade do oscilador em termos dos modos normais
do sistema completo na forma de um pico f, ~ wy— 4, com largura de aproximadamente (1+A,)7?.
A partir de (4.19) e (4.13), podemos determinar o coeficiente ¢\, j& que i e ¢{™ esto diretamente
relacionados pela equagao abaixo

) 72c2(”)
= k0 (4.20)
(fn - wk)
(n) , n

Depois de determinadas as expressoes para os coeficientes ¢~ e ¢, ), fica facil calcularmos as ex-

pressoes fechadas para a(t) e Ek(t), encontrando assim, a solucao para o sistema de equacoes aco-
pladas dadas por (4.2) e (4.3).

As expressoes para os operadores @(t) e by (t) sio obtidas a partir de (4.4) e (4.5), respectivamente,
substituindo a expressao para C, (t), o que significa

at) = Y 6" [§Va(t) + ) " Be(B)e (4.21)
be(t) = > cledMat) + > b (t))e . (4.22)

Agora que conhecemos a forma destes operadores, podemos calcular a evolucao temporal do sistema
a partir de uma dada condigdo inicial e é o que faremos na préxima segao.

Vamos reescrever (4.1) considerando o espectro de excitagdes do reservatério continuo. Neste
caso, podemos aplicar a mesma técnica jd utilizada no capitulo anterior, desenvolvida por Fano e
van Kampen [52, 53]. Este tratamento ji foi utilizado por diversas pessoas [61, 62, 65, 66]. Um
trabalho bem completo sobre este assunto foi desenvolvido por Rosenau e colaboradores [61], onde
eles discutem o modelo Caldeira- Leggett [15, 60] e também a aproximagdo RWA. Eles investigam a
evolucao temporal de um estado coerente e a relagdo entre a forma da linha e o tipo de acoplamento.
Assim, a hamiltoniana RWA (4.1) escrita no continuo tem a forma:

H = hwoatd + hf dwwELBw + h/ dwy(w) (&Tf)w - &5:{,) ! (4.23)

wo wo

onde os operadores b, ¢ bl satisfazem a relacio de comutacao [b,, b.] = 6(w — @)
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As equagdes de movimento para esta hamiltoniana (4.23) sdo andlogas as equagoes (4.2) e (4.3)
e tem a forma

dt?;it) = —iwpa(t) — z/: dwy(w)by (), (4.24)
db;t(t) = byl — He) B (4.25)

~

e para soluciond-las, devemos escrever os operadores a(t) e b,(t) em termos dos modos normais

a(t) = / ’ dQco(Q)Ca(t) (4.26)
bo(t) = / ’ dQc, () Cal(t), (4.27)

onde os coeficientes co(2) e ¢, (§2) sdo os coeficientes de expansdo dos operadores a(t) e by (t) nos
novos operadores Cq(t) que satisfazem a relagdo de comutagdo [Cg, C’;rz] = §(Q2 — ). Podemos,

entdo, escrever Cq(t) como

Calt) = eo@alt) + | " duca (@b (), (4.28)

o qual diagonaliza a hamiltoniana (4.23), que passa a ter a forma

B=n f d00C G (4.29)

0

e a partir dela, determinamos a nova equagao de Heisenberg

dColt .

dond) —iQCq (1), (4.30)
dt

cuja solugio é Co(t) = GQ(O)e—iﬂt, onde Q é o espectro de freqiiéncia dos modos normais. Para

determinarmos a solugio para o sistema de equagdes descrito por (4.24) e (4.25), devemos repetir o

procedimento utilizado para o caso discreto. Assim, substituindo (4.26) e (4.27) em (4.24) e (4.25),

obtemos um resultado andlogo para continuo das expressoes (4.12) e (4.13)

)

(0 = w)e() = / Aol (4.31)

wo

(92— w)eu() = 7(w)eo(Q). (4.32)
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A solucao deste sistema de equagdes é obtida usando o método desenvolvido por Fano e van Kampen
[52, 53], idéntico ao descrito no capitulo 3 e tem a forma

l9) = | + 23— )| 1w)an(@) (4.33

que ao ser substituida na primeira equagao de (4.31), fornece
(Q — wo) = wadw 7w 2020 (4.34)
’ w (Q - w) .

0

A equag@o acima representa, a equacgdo de dispersdo para o sistema, andlogo a equacao (4.15).
Repare que aqui também podem aparecer freqiiéncias associadas as energias correspondentes aos
estados discretos, além das freqiiéncias associadas as energias correspondentes aos estados que estao
no continuo, como acontece com o modelo do capitulo 3. As solucoes discretas sao obtidas fazendo
Y*(R2) = 0 em (4.34) que tendem a desaparecer quando o espectro de freqiiéncias é ilimitado, ou
seja, wy — —00 e W — 00, restando apenas, as freqiiéncias associadas aos estados do continuo. A
partir de (4.34), encontramos o valor de Z(f)

ﬂm:ﬂ_ﬁéfwx (4.35)
onde
}WQ)E}i/M&%g?iL. (4.36)

Substituindo ¢,,(£2) na condicio de normalizagio derivada através do calculo do comutador [Co, CA’;%] =
5(Q — ), isto 6,

co(Q)co () + /dwcw(Q)cw(fZ) =4(0 - Q) (4.37)

e utilizando o procedimento descrito por Fano, encontramos como solugio para ¢i(2) a equagao

Z(Q

A(Q) = Lo 5
(@ — wo — FQP + [r7?(2)]

(4.38)

que ¢ analoga a solugdo para o caso discreto dada por (4.19). Esta expressdo descreve exatamente
como o sistema se distribui em termos dos modos normais. A correcio na freqiiéncia F'(2) de-
pende totalmente da forma do acoplamento e de sua intensidade *(w). Sabe-se que 7?(w) esté
diretamente ligado & densidade espectral J(w) que apresenta diversos comportamentos dependendo



54

do tipo de regime, a saber 6hmico sub-6hmico e supra-6hmico [19, 15, 67] e 0 mesmo vale para o
acoplamento discreto . Assim essa equacdo nos mostra a relagéo entre a forma de linha c3(9) e
densidade espectral J(w), que estd associada & largura da linha. A partir de ¢2(£2), podemos obter
outro coeficiente ¢, (£2), substituindo ¢Z(£2) em (4.33) e assim obtemos uma forma fechada para os
operadores a(t) e by (t)

a(t) = / ’ dQeo () [eo (Q)a(t) + / ’ dwe, (Q)b,, (1)) e~ (4.39)
b,(t) = f ’ A, () [co(Q)a(t) + / ’ dwey, ()b, (t)]e . (4.40)

A partir destes operadores a(t) e f)w(t), podemos calcular a evolugdo temporal do sistema para
qualquer condicao inicial.

Na préxima segdo, estudamos a evolugdo temporal quando o sistema tem como condicao inicial
uma superposicao de estados coerentes, enquanto que o reservatério estd no estado fundamental
(T' = 0) e a partir do estado resultante desta evolugdo construimos a matriz densidade reduzida do
sistema, onde estudamos a decoeréncia.

4.3 Evolucao Temporal de uma Superposicao de Estados
Coerentes quando o Reservatério se Encontra no Esta-
do Fundamental

Considere, inicialmente, o sistema num estado coerente e o reservatério no estado de vacuo fun-
damental (ou de “vdcuo”), isto é, |, 0). Sabe-se como os operadores a(t) e Ew(k) (t) continuos (e
discretos) agem num estado coerente, assim como no vécuo. Desta forma, a evolugio temporal do
operador a(t) no caso discreto agindo nesta condigio inicial tem a seguinte forma

a(t)]a, 0) = a(t)a, 0) = ag > _ ca™e |, 0) (4.41)

e para o caso continuo

a(t)|a, 0) = a(t)|a, 0) = ag / ) c2()e ¥ |a, 0), (4.42)

wo

onde «(t) depende da forma da linha, isto é,

i i 2 —ifnt
A Vi e
at) = a E 2 g=ifat E o : 4.43
() ’ n x O(WO_fn_an)2+7gj(1+An) ( )

n
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para o caso discreto e

i P w 72(9) 3

at) = aO/ d1e2(Q)e 5% = a()/ ds? 2 se (4.44)
wo w (2 —wo— F(Q))" + (m7*(R))

para o caso continuo, que no caso do espectro ser ilimitado, ou seja, wy — —co0 e @ — 00, a(t)

pode ser interpretado como a transformada de Fourier da forma de linha. A evolucao do operador

do banho discreto by(t) é dada por

b(t)]cx,0) = Bi(®)]a,0) = ap Y ef Ve |a, 0), (4.45)

enquanto que a evolucio do operador do banho continuo b, (t) é

w

bo (t) |, 0) = B (t)|er, 0) = cm/ co(Q) e, (Q)e |, 0). (4.46)
wo
Considere, agora, que inicialmente o sistema esteja preparado numa superposicao de estados
coerentes e o reservatério no estado fundamental, isto é, N,[|,0) £ | — «, 0)]. E possivel mostrar
que a solucao da equacao de Schrodinger, a partir da hamiltoniana (4.1) para esta condigdo inicial
tem a forma [24, 68, 69]

|t) = Na (Ia(t)) o[[18@) £ -a@)e]] Iﬁk(f))) ; (4.47)
k k

onde N, é o fator de normalizacao. A partir desta solugao (4.47) determinamos a matriz densidade
reduzida do sistema tomando o trago nas varidveis do reservatorio

(1) = Na [le®)(®)] + | - a()-a(t) & (la@)Ts@){-alt)] + | - @I @) ,
(4.48)

onde T'y(t) = Hﬁ(—ﬁk(t){ﬁk(t)) = HE e~ 2O = =25 IBI° | Estamos interessados no calculo da

decoeréncia que pode ser medida pelo defeito de idempoténcia d(t) = 1 — Trpi(i)(t), que é dado

pela expressdo abaixo [12, 13]

_ [ +TR@IL + T3] £+ Ca(t)Tu(2)
§(t) = {1 b TESWON: } : (4.49)

onde T,(t) = (—a(t)|a(t)) = e2o®F  Podemos determinar I'4(t), jé que conhecemos e(t), assim
como I'y(Z) e para simplificar o cdlculo desta quantidade utilizaremos a conservagao do niimero de
fotons, isto &, ol = |a(t)]® + Zz |8e(t)]>. Assim, para o caso discreto I'y(t) e T'y(t) tem a forma
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Ty (t) = elool” T ep™ emitin=sat (4.50)
Ty (1) = elooP (=S g™ emiUn=soy, (4.51)

enquanto que o defeito de idempoténcia 6(t) é dado por
n oy TP S n 1Y ek gl
[1 + efleol” nw 6™ e Un=i0 1 4 otlaol’ (1= S cgWeg™ e Un=indt))

Sty =[1- —s , (4.52)
2[1 + ¢2laol?)

onde cﬁ(”’(cﬁ{”')) é dado por (4.19) que no caso de acoplamento fraco e temperatura nula, podemos

aproximar cg(n) como [65]

2n) “/2

o
(wc e fn)2 I 72

A seguir, calculamos o defeito de idempoténcia para o caso continuo, onde as quantidades I',(t) e
Ty(t) sdo iguais a

(4.53)

P (1) = ool U, M@ M, v ey(@)e ) (4.54)

1y (£) = ool (U, ancb@e o1 fZ, aneg(@)e’s) (4.55)

onde c2(2)(cZ(Q")) pode ser aproximado no limite de acoplamento fraco como

200) A my? (wo)
C(](Q) o [Q r— F(wo)]2 + [71")(2((.00)]2, (456)

onde y(wp) é a forma da largura da linha e pode ser considerada constante no regime de temperatura
nula, levando a uma linha do tipo Breit-Wigner e F'(wp) é uma correcao na freqiiéncia que é pequena
neste caso [54]. Assim, se estendermos @ — 00 e wy — —oo em (4.54) e (4.55), I'4(¢) e I'y(t) passam
a ser dados por

—2|a0|2(1—e"'72(“’0>*)

T,(t) = e~ 2oole™ @0 o gy (4.57)

No caso de temperatura nula quando a largura da linha é do tipo Breit-Wigner, o defeito de
idempoténcia pode ser calculado e tem a forma abaixo

(4.58)

i) =11 1+ 8”4|“°|2(1_8_M2t)][1 + e‘4|a0I28_”23] 4 e~ 4lool”
a 2[1 + e~2lool’]2 '
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Podemos ainda estudar o caso onde a faixa de freqiiéncias dos osciladores do banho é limitada a
wo < 2 < w. Podemos expandir a quantidade |« (t)| para tempos t, tais que, ¢t << A = sup|(@, wo)],
o que resulta em

2

~
~

2
=1-(L - +0@1Y

(4.59)

() = / 40 Q)=

0

f dQc () (1 —iQt — %Q%ﬂ)

0

onde I, = f‘i dQc ()™, Assim, as quantidades T'y(t) e T'y(t) também podem ser expandidas

L) = e 2@ — p—2laol’(1-(l2=11*)t?) o, 8—2IaoJ2(1 + M = L5 (4.60)
I‘b(t) = 62(1050|2"-Ia(t)lz)e—2|a012(12_1'12)52 ~ ‘5>-"2|050|2(2(1T2 _ 112)t2) (4_61)

e conseqiientemente, os termos fora da diagonal sdo proporcionais a t* assim como o defeito de
idempoténcia. Por outro lado, no caso da distribuicdo em freqiiéncias ser ilimitado, a expansao
acima nao ¢ vélida e a expressdo que deve ser expandida é (4.57), levando a

Talt) = 6_2%0[0'2(1 + 2| * 7y (wo) ) e Ty(t) = 1 — 2| a2 (wp)t. (4.62)

Repare que existe uma diferenca crucial de como estas quantidades se comportam em torno de t = 0
e esta diferenca de comportamento esta totalmente relacionada a finitude da faixa de freqiiéncias
do banho. O defeito de idempoténcia apresenta uma dependéncia quadratica com o tempo para
o caso do espectro ser limitado, enquanto que uma dependéncia linear aparece quando o espectro
¢ ilimitado. Temos, portanto, um resultado analogo ao obtido no capitulo 3. Assim, podemos
afirmar que o comportamento das fungoes para tempos curtos, no caso o defeito de idempoténcia,
dependem crucialmente da finitude ou nao da faixa de freqiiéncias do banho. No préoximo capitulo,
mostraremos um caso real onde este resultado podera ser aplicado. Na préxima se¢io comparamos
este resultado exato com o fornecido pela equacéo mestra.

4.4 Comparacao entre a Solucao Exata e a Fornecido pela
Aproximacgao de Born-Markov

A dinadmica da matriz densidade reduzida pode ser descrita pela equacdo mestra, considerando a
hamiltoniana total dada por (4.1 e 4.23) a temperatura nula (7" = 0). A dedugdo da equagio mestra,
cuja interagdo tenha a forma Hy,, = A}, S;R;, onde S; sdo os operadores que pertencem ao espago
de Hilbert do sistema e R; sdo os operadores que pertencem ao espago de Hilbert do reservatério
térmico, pode ser encontrada no apéndice C. Para este caso ela se reduz a

dp(t
-% = —iwpla'a, p| + k (2a'pa — alap — pa'a), (4.63)
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onde k é a constante dissipativa, que nos casos discreto e continuo adquirem, respectivamente as
formas

k= e k=7w). (4.64)

Repare que em ambos 0s casos, a constante dissipativa estd diretamente relacionada ao acoplamento
ligado a freqiiéncia mais préoxima a freqiiéncia livre do sistema. No caso da equagao mestra, isto
ocorre porque devido ao cardter fraco da interacao entre o sistema e o reservatério, o termo que
mais contribui para o tempo de correlagao do reservatorio é aquele que esta ligado a freqiiéncia livre
do sistema. Assim, existe apenas um tunico tempo de relaxacao envolvido, ou em outras palavras,
apenas o(s) oscilador(es) do reservatério cuja freqiiéncia é da ordem desta freqiiéncia livre contribui
significativamente para a funcao de correlacao do banho e conseqiientemente, para os coeficientes
dissipativos e difusivos. D importante lembrar que esta freqiiéncia também estd relacionada a
largura da linha, como mostram as equagdes (4.19) e (4.38) e estas larguras podem ser aproximadas
como fy,%j ou v2(wp) no regime de acoplamento fraco e que no limite de temperatura nula, podem ser
consideradas constante, lembrando sempre que neste caso, a forma da linha é do tipo Breit-Wigner
[54, 65].

A solugao desta equagao mestra p(t) = ) p(0) pode ser dada através dos métodos algébricos de
Lie que permitem o desacoplamento da exponencial de superoperadores, tornando possivel a agao
da exponencial desacoplada na condi¢ao inicial [70, 71, 72, 73, 74]. No caso em questdo, a solugao é

p(t) - 6{3“2“ml)Jteﬁ(kH-z'wo)Mte(ﬁkt—kiwo)Ptp(O), (4.65)
onde J = aea', M = alae e P = eala sdo os superoperadores. Considere como condicéo inicial
o seguinte estado p(0) = N, [(Jo) £ | — a)) ({a] & {(—a])] , entdo a matriz densidade reduzida num
tempo ¢ é da mesma forma que a obtida para o caso exato (4.48),

master(£) (1) = N, [|a(t))(a(t)| + | — a®)H{—a(t)| + (|a(t))r,,(t)(—a(t)| + | —a(t)) P(* I)] ;
4.66)

onde ['y(t) = e~ Xleol~a®)?) = ¢=2leo*(1-¢"**)  Podemos obter o defeito de idempoténcia, a partir
de (4.66), com

Pa(t) = 6—2|a(t)|2 = 8—2|a0|2e—2kt (467)
Ty(t) = e 2ool’ (1 — g=2kty, (4.68)

onde k é dado por (4.64), dependendo do caso em questao. Cabe aqui chamar a atengdo para a forma
do resultado acima (4.67) e (4.68), pois ela é idéntica a obtida para o caso exato quando temos apenas
um tempo de relaxacdo envolvido e o espectro de freqiiéncias do reservatério é ilimitado (veja (4.57)).
Esta reproducao perfeita da equacao mestra acontece quando, no caso exato, temos apenas uma
freqiiéncia que contribui mais expressivamente, o que caracteriza um regime de acoplamento fraco
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coincidindo com uma das hipdteses envolvidas na deducao da mestra e como conseqiiéncia temos
apenas um tempo de relaxacao envolvido. Este tempo estd relacionado, como ja dissemos antes,
a freqiiéncia cuja contribuigdo é a importante. Cabe aqui mencionar que os erros sao despreziveis
(largura < wq se estendermos a faixa de freqiiéncia para @ — co e wg — —00, a0 invés de mantermos
o limite usual @ — oo e wy — 0, ji que a contribuicdo de peso maior vem de freqiiéncias da ordem
de wp. Assim, concluimos que a equagao mestra reproduz perfeitamente o resultado exato quando
existe um tunico tempo de relaxacdao envolvido e neste caso, isso estd relacionado a hipétese de
acoplamento fraco. No entanto, fora deste regime, a forma da linha apresenta contribuicoes de
outras freqiiéncias, o que ocasiona o aparecimento de diversos tempos de relaxacao dado que o
reservatorio é composto de varios osciladores e estes novos tempos de relaxagdo estao ligados as
freqiiéncias dos osciladores presentes no reservatério que contribuem com mais forca. No trabalho
de Rosenau e colaboradores [61], eles estudam como a forma da linha muda nos diversos regimes e
é facil ver a transi¢io do regime onde apenas uma freqiiéncia contribui (acoplamento fraco) para o
regime onde mais freqiiéncias associadas a outra faixa do espectro contribuem.

E importante notar que para duas hamiltonianas diferentes, a estudada neste capitulo e a es-
tudada no capitulo 3, encontramos o mesmo resultado, ou seja, que a equacao mestra reproduz
adequadamente o cédlculo exato, quando temos apenas um tnico tempo de relaxacdo envolvido.
Assim, seria interessante investigar se é possivel determinarmos uma condicao geral que determina
este resultado apenas olhando para a dedugdo da equagido mestra, mas sem especificar a forma da
hamiltoniana, o que ficard para um trabalho futuro.



Capitulo 5

Revisando o Experimento de Paris do
ponto de vista do Problema de Deutsch

5.1 Introducao

A idéia de computacdo quintica vem sendo muito explorada ao longo das tultimas décadas (veja,
por exemplo ref.[75, 76, 77]) ja que foi demonstrada a eficiéncia de sistemas quénticos para otimizar
algoritmos lentos, tais como aqueles para fatorizacao de niimeros, ou para solucionar problemas nem
sempre factiveis em computadores cldssicos. Schor desenvolveu um algoritmo para fatorar niimeros
em computadores quanticos [78] e através dele, foi demonstrada a vantagem que a computagao
quantica tem em relagao a cldssica, em termos dos tempos envolvidos na execucao de tal algoritmo,
além de enfatizar as dificuldades de realizar experimentalmente tais computadores. E importante
lembrar que o modelo usual de computacao esta baseado nas portas légicas universais e algum tempo
depois foi mostrado que estas portas légicas poderiam ser montadas utilizando sistemas quanticos
a0 invés dos tradicionais sistemas cldssicos [31, 32, 75, 76, 77]. Este resultado abriu caminho para
se pensar na utilizacdo de sistemas quéinticos para se resolver um algoritmo, ja que a evolucao
unitéria é sempre reversivel. A conexao entre as leis da fisica e o que é computavel foi enfatizada
por Feynman e Deutsch [31, 32]. Um computador quéntico pode aceitar como entrada, estados que
representam uma superposi¢ao coerente de diferentes entradas e subseqiientemente evoluir para uma
superposi¢cao coerente de saidas. No entanto, como os sistemas nao estdao completamente isolados
do ambiente, estas superposicoes quanticas podem ser destruidas pela decoeréncia, transformando
estes estados em misturas estatisticas. Assim, a decoeréncia destréi as duas caracteristicas principais
do computador quantico: o emaranhamento entre os qubits e o fendmeno da interferéncia, sendo,
portanto, a principal fonte de erro no resultado final da computagdo. Do ponto de vista de sistemas
fisicos, a unidade bésica de informagao chamada de qubit, é representada por um sistema de dois
niveis que pode ser preparado num dos dois estados de base |0) ou |1). Sistemas légicos quanticos
foram demonstrados utilizando armadilhas de fons [33, 34], cavidades supercondutoras (QED) [35,
36, 37, 79] e sistemas que apresentam ressonancia magnética nuclear (NMR) [38].

Neste capitulo, nos concentraremos na re-interpretacao do experimento que mediu a perda de
coeréncia de uma superposicao mesoscépica de estados coerentes, que se encontra dentro da cavidade
supercondutora C', formada pela passagem de dtomos de Rydberg excitados [30]. Este experimento

60
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foi proposto por L. Davidovich e colaboradores em 1996 [80] e mais tarde colocado em prética
por Brune e colaboradores [30]. Este experimento pode ser visto como um computador quantico
baseado nos qubits, formados pelo 4tomos e pela superposicao coerente de estados do campo dentro
da cavidade supercondutora. Em particular, é possivel implementar uma funcdo bindria f(z) e
responder a pergunta feita por Deutsch: se esta fungao é constante ou varia. No caso do experimento,
esta implementacdo da funcao acontece quando o atomo interage com o campo dentro da cavidade
supercondutora. Uma realizagao experimental deste problema foi mostrada em 1998 por dois grupos
diferentes usando sistemas que apresentam NMR [81, 82]. Durante a redagio deste capitulo apareceu
um trabalho onde eles utilizam o mesmo sistema fisico para descrever um computador quantico e
investigar os efeitos da decoeréncia dentro do contexto das equagdes mestras [83]. O nosso trabalho
vai um pouco além do resultado obtido na ref.[83], pois utilizamos o resultado exato e através dele,
discutimos também uma forma de reduzir esta decoeréncia.

5.2 0O Problema de Deutsch

Considere uma fungéo binaria f(z) de um niimero bindrio z. O problema de Deutsch [32] consiste
em descobrir se f(x) é uma fungéo constante ou se ela varia. Deutsch mostrou que um computador
quantico pode responder esta pergunta da seguinte maneira: O sistema que compde o computador
é composto de dois qubits |z}|y), onde |z} é o estado de entrada/saida e |y) é a parte do sistema
que evolui de acordo com a regra

) [y) = |ay © f(2)), (5.1)

onde @ representa uma soma bindria definida como

000=0
1®1=0
0@l=1 (5.2)
190=1

Uma forma particular de um estado de entrada do computador (ignorando o fator de normalizacao)
é dada por

lin) = (|0) + [1))(10) — [1)). (5.3)

E possivel escrever os dois estados possiveis de saida, sem o prévio conhecimento da fungao f(z)

lout) = (|0} + [1))(1f(0)) — |7(0))), (5.4)

onde o sinal de soma corresponde a f(x) =constante e sinal de subtrac¢do correspondente a f(x) F#constante.

A notagdo f(z) significa “ndo f(z)”. Numa medida simples da saida do sistema |z), a resposta a
questdo proposta por Deutsch pode ser respondida apés rodarmos |z) da seguinte maneira
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0) = 10 +[1)
1) — [0) —[1),
(5.5)

e efetuarmos uma medida. O resultado desta medida serd |z) = |0) com probabilidade um se a
fungio é constante, ou |z) = |1) se a fungdo é ndo constante. Note que a resposta do problema de
Deutsch é dada através do resultado da medida do estado |z).

5.3 Descricao do Experimento

O avanco experimental essencial que permitiu a monitoragao e observacao do processo de deco-
eréncia e estados macroscopicamente distinguiveis em Optica Quéntica foi a possibilidade de obter
estados aprisionados em cavidades supercondutoras com alto fator de qualidade, pois faz com que
o estado a ser observado tenha um aumento do tempo de decoeréncia diminuindo acoplamentos
externos, o que significa que o sistema se aproxima do caso isolado [84, 85]. Nestas condigdes, a
decoeréncia do estado produzido é medida através de medidas de correlacoes entre os estados finais
dos dois dtomos de Rydberg [30] que interagem seqiiencialmente com um dos modos da cavidade.
Nao cabe aqui uma descri¢ao detalhada dos experimentos que tém sido propostos, entao nesta segao,
ilustraremos sucintamente um destes experimentos proposto por Davidovich e colaboradores [80].
Este experimento permite a criagio de superposi¢oes de estados coerentes do campo (popularmente
conhecidos como “gatos épticos”), que se encontram dentro da cavidade supercondutora, através
da passagem de um atomo de dois niveis pela aparelhagem mostrada na figura 5.1. A decoeréncia
destas superposi¢oes é monitorada pela passagem de um segundo dtomo de dois niveis pela mes-
ma aparelhagem . Esta experiéncia utiliza a idéia de estados emaranhados (entangled) do tipo
“atomo+campo” e portanto, a medida de um certo estado atomico fornece informagoes a respeito
do campo que se encontra armazenado numa das cavidades que compdem esta aparelhagem.

5.3.1 Passagem do Primeiro Atomo

A formagdo dos “gatos 6pticos” foi experimentalmente obtida através da passagem de um tnico
atomo por toda a aparelhagem abaixo com freqiiéncias e intensidades de campo escolhidas de forma
apropriada [30].

O 4tomo é preparado no estado |e)(n = 51) em B e entra na primeira Zona de Ramsey R1,
onde interage com o campo classico ressonante [86]. Ao deixd-la o dtomo estd numa superposigio
de estados |e) e |g), onde |g) corresponde ao nimero quantico principal n = 50

1
7

O atomo esta pronto para atravessar a cavidade supercondutora C. Esta cavidade nao é ressonante
com a freqiiéncia de transicdo atdomica |e) — |g), mas é quase ressonante com a transicdo atOmica

[Yitomor) = —7=(le) + |9)) (5.6)
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Figura 5.1: Aparato Experimental utilizado na preparagao dos “gatos 6pticos”

correspondente dos niveis |e) e |i), onde |#) corresponde ao nivel quintico n = 52. A freqiiéncia de
transicdo entre |e) — |g) é igual a 51,099 GHz. Ao atravessar a cavidade C, o estado atémico |e)
provoca uma defasagem na fase do campo, enquanto que |¢g) ndo provoca nenhuma defasagem, como
mostraremos a seguir. A interacao entre o elétron e o campo de radiagao é muito bem aproximado
nas condi¢oes experimentais por [10, 87]

.I;T - HTU + H;nt = ﬁcampo + ﬁétomo e ﬁint-

Explicitamente, a forma da hamiltoniana acima é

H = hweala + hwio, + iQ(ao_ + aoy), (5.7)

onde w, é a freqiiéncia caracteristica do campo presente na cavidade supercondutora C, w; é a
freqiiéncia correspondente & transi¢do atémica entre os niveis |e) e |i}, e Q é a freqiiéncia de Rabi.

Uma andlise por Teoria de Perturbagao Independente do Tempo até segunda ordem é conve-
niente para tratar o problema de autovalores e autovetores da hamiltoniana total acima, ja que
a dessintonia § = w, — |w;e| é muito grande em relagio a freqiiéncia de acoplamento de Rabi (2,
portanto, para um estado de campo genérico, o efeito deste interagdo produz um estado |¢') que
pode ser escrito como

) = (DRG] + el el + o) (g]) I, (58)

onde |10) é o estado do conjunto “campo-+dtomo” antes da passagem do dtomo pela cavidade C e
é dado por
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1
[} = 7 (le) +19)) ® |a) (5.9)
e ¢ ¢ uma, fase definida como
Q2

onde t é o tempo que o dtomo permanece na cavidade supercondutora C. No caso desta proposta
experimental, o 4&tomo que passa no estado |e) provoca uma defasagem 7 no campo coerente que
estd dentro da cavidade supercondutora C, enquanto que o dtomo que passa no estado |g) nada
provoca no campo presente em C, portanto, ¢ = w. Apos a passagem pela cavidade supercondutora
C, o estado do “dtomo+campo”, torna-se

1¥) = 75 (le,=0) +1g. +o9). (511)
¢ atravessa a Segunda Zona de Ramsey R2 e novamente, sofre uma rotagao andloga a descrita na
Primeira Zona de Ramsey R1 . O estado do conjunto “4dtomo-campo” apds atravessar a Segunda
Zona de Ramsey R2 é

) = % [(le) +19)) ® | — @) + (~le} + g)) ® [e}]. (5.12)

Logo apés deixar a Segunda Zona de Ramsey, o primeiro 4tomo poderd ser detectado no estado |e)
ou |g) e a partir da detecgao e do uso do Postulado da Reducdo do Pacote, sabemos em qual estado
o campo dentro de C se encontra. Estes estados encontrados dentro de C sao os tais “gatos dpticos
pares e impares”

o) = Ni0(|a> + ] — a)), (5.13)

onde Ny é a constante de normalizacao e o valor do angulo 6 dependera do estado em que o 4&tomo
serd detectado. Se o dtomo for detectado em |e), § = m, caso contrdrio, isto é, se o dtomo for
detectado em |g), @ = 0. A constante de normalizacdo é dada por

Ny = /2 (1 + eite-2laP),

Cabe aqui ressaltar o importante papel da segunda Zona de Ramsey que é formar os “gatos épticos”

dentro de C, a partir da rotacao que ela efetua no atomo, que nesta etapa, estd emaranhado com

o campo dentro de C. Outro fato importante é que devemos utilizar o Postulado da Redugao para

determinarmos qual é o tipo de gato que se encontra dentro de C, a partir da detecgdo do dtomo.
A matriz densidade correspondente ao estado dado em (5.13) é

1

pl(gat: 0) = F
0

(lo) + €| = ) ({a| + {(—a]e™™). (5.14)
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5.3.2 Passagem do Segundo Atomo

O segundo 4tomo é enviado depois que o primeiro dtomo deixa a cavidade supercondutora C.
Durante o tempo em que o segundo dtomo atravessa R1 e atinge C, o campo deixado dentro de
C evolui através de sua interagdo com o “reservatério”. O tempo durante o qual o segundo dtomo
interage com esse campo serd representado por 7. Apds a passagem do segundo dtomo por R1, o
estado do conjunto “atomo-+campo” sera

P (0,7) = = (lea) + |g2)) ((eal + {g2) ® p1(6,7), (5.15)

Do =

onde p;(6,7) é o operador evoluido no tempo 7 levando em conta a interagdo com a cavidade C

p(0,7) = " pi(6,0), (5.16)

onde L representa o liouvilliano que modela adequadamente a interagao da “cavidade+campo” cuja
a forma ¢é do tipo RWA descrita no capitulo anterior pela eq (4.1). Apds a passagem do segundo
4dtomo pela cavidade supercondutora C, o estado do conjunto “ dtomo+campo” serd

A0, 7) = (e#'%le) (el + Ig)gl) A" (0, 7) (e *'le) (el + laal) (5.17)

Substituindo (5.15) em (5.17), temos

1 ] i i —igaTa
A0, 7) = 5 (ledele'2p1 (6, 7)e %' + le) (gle***'*p1 (0,7) + |g) (elor(8, T)e™"* + |g) (gla(6,7) )
(5.18)

O segundo 4tomo vai, ainda, passar pela segunda Zona de Ramsey antes de ser medido. Ao deixar
a segunda Zona de Ramsey R2, o sistema “segundo dtomo+campo” é descrito pela seguinte matriz
densidade

(2)

Pz (0,7) = ((|e>+|9))((e|+(9|)8”‘”"'91(9,T)8‘”‘““+(|6>+lg))(—(el+(9|)6i¢“1“p1(f?,f)

1
4

+(~le) + 19)) ({el + (g]) p1(8, 7)™ + (=le) + |g)) (—(el + (g]) P (6, T))-
(5.19)

A probabilidade de detec¢do do segundo dtomo no estado |e) ou |g) é

;>, (5.20)

Pe(6,7) = <; Tr, o (0, )
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onde Tr, é o traco nas variaveis do campo e 6 é o angulo determinado pela detec¢ao do primeiro
atomo no estado |e)(6 = ) ou |g)(# = 0). Portanto,

Pe (7] = % {1 T e Re [Tr (e““‘s‘lf"'pl (9,7))]} (5.21)

e no caso em questio ¢ = 7w [80]. O sinal de subtragdo em (5.21) corresponde a medida de
probabilidade de deteccio do segundo dtomo no estado |e), enquanto que o sinal de soma corresponde
ao estado |g).

Na préxima secao iremos re-interpretar este experimento do ponto de vista do problema de
Deutsch, exposto na secao anterior.

5.4 Reinterpretacao do Experimento de Paris: Uma reali-
zacao Experimental do Problema de Deutsch

O experimento descrito na secdo anterior pode ser visto como uma realizacdo do problema de
Deutsch para uma funcéo do tipo f(z) = z, ou seja ndo constante. Este experimento é bastante
conveniente para tratar o problema de Deutsch porque o dtomo envolvido no experimento ¢ do tipo
de dois niveis (le} e |¢g)). O mesmo acontece com o campo dentro da cavidade supercondutora,
j4 que existem dois tipos de superposicoes de estados coerentes, dada a existéncia de apenas dois
autovalores nao nulos, relacionados & diagonalizagdo da matriz densidade reduzida associada ao
campo para a condigdo inicial do experimento [68, 69]. Assim, o estado do campo dentro da
cavidade corresponde ao outro sistema envolvido na computagdo, mesmo nao sendo ortogonais,
como devem ser os sistemas bindrios. E é este estado do campo dentro da cavidade que ird evoluir
de acordo com a regra de Deutsch 2 — = @ f(z) = z, enquanto que o dtomo nada sofre durante
a evolugdo. No caso dos computadores quinticos, estes dois sistemas sdo chamados de “qubits”,
entdo convenientemente, adotaremos a seguinte linguagem

le) — 1) |+ ) = [1)
lg) = 10) | —a) = |0).

A execucgdo do algoritmo ocorre na segunda etapa do experimento, onde o segundo dtomo passa
pela aparelhagem (veja secio 5.3.1, figura 5.1). Nesta etapa, ja se sabe qual é o tipo de superposigao
mesoscopica de estados coerentes é encontrada dentro da cavidade supercondutora C, desde de que
o observador use o Postulado da Redugdo, pois a medida do primeiro dtomo num determinado
estado estd diretamente relacionada a uma das duas superposigdes de estados coerentes (“gatos”),
pois estes dois sistemas, estao correlacionados. No caso deste algoritmo, a superposigao mesoscopica
do campo mais adequada é a do tipo “gato fmpar”, isto é (Ja) — | — a)) — (|1) — |0), enquanto que
no caso do dtomo, ele deve ser preparado no estado |e) — [1).

Considere o campo dentro da cavidade supercondutora C numa superposi¢ao de estados coe-
rentes do tipo "gato impar”e o segundo dtomo preparado no estado |e) — |1). Primeiramente, este
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atomo preparado em |e) — |1) atravessa a Primeira Zona de Ramsey R1 A zona de Ramsey tem
o papel de rodar o atomo e este torna-se uma superposi¢ao entre os dois niveis de Rydberg ativos
le) = 1e|g) — 0, ou seja,

1) = (11) +10)).

Repare que este estado resultante produto direto com o estado de gato impar, que se encontra
dentro da cavidade supercondutora C é o estado de entrada da computagao

(1) +10)) ® (|1) = |0}).

Depois que este atomo passou por R1, ele atravessa a cavidade supercondutora C. Esta cavidade
supercondutora é responsavel pela implementagao da funcao f seguindo a regra de Deutsch, que no
caso do experimento em questao, pode ser vista como a mudanca de fase que o &tomo provoca no
estado do campo que se encontra dentro de C. Esta mudanca de fase é definida como

le)|a) — |e)|ea) (5.22)
|9}y — |g)|e),

onde ¢ é a fase que depende dos parametros da cavidade e velocidade atomica, que aqui escolhemos
convenientemente ¢ = w. Desta forma, para ¢ = 7 em (5.22), a regra de Deutsch é do tipo
Jj— j® (f(z) = x), resultando na evolugao abaixo

@)
a) (5.23)
o)
o)

D) = D@ 1) =[1)|0)
D0} = [DI0® 1) = [1)[1) (5.24)
0} 1) = [0)[1 @ 0) = [0)[1)
10}/0) = [03]0 @ 0) = [0}]0)

Portanto, podemos afirmar que este experimento ¢ = 7 reproduz adequadamente uma fungio do
tipo f(x) = x, embora nao seja o problema original de Deutsch, este experimento j& possibilita um
grande avanco para alcangarmos a solugao do problema original onde a funcdo f é uma constante.
Mudar esta fungdo f(z) = x para uma fun¢io constante, no caso deste experimento, implicaria em
uma mudanca da fase da cavidade através do ajuste da velocidade do atomo e da defasagem da
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cavidade supercondutora, que sao fatores de extrema importancia para o sucesso deste experimento.
No caso de f(z) =constante a fase da cavidade deveria ser ajustada para ¢ = 27. Assim, para o
caso ¢ = m, o estado que deixa a cavidade tem a forma

(Ig) = e () = | = }) = (10) = [1)(|1) = 10))

Por 1ltimo, este atomo atravessa a Segunda Zona de Ramsey R2, Nesta etapa, apenas o estado
do atomo sofre modificagio, enquanto que o campo permanece inalterado, isto se em principio, néo
considerarmos os efeitos da decoeréncia. Desta forma, o estado resultante é

%) o le)(le) = [ = a)) = [1)(|1) = [0)) (5.25)

e se efetuarmos uma medida no dtomo, obtemos com certeza absoluta o estado |e) que carrega a
informagao a respeito do tipo da funcdo f, pois afinal foi a forma dela que gerou este estado final.
Como mostramos, este experimento pode ser visto como uma espécie de problema de Deutsch,
cuja forma da fungdo é do tipo f(z) = z, que é ndo constante. No entanto, existe um problema
com o experimento do ponto de vista da computagio quintica: a decoeréncia a que o campo
estd sujeito devido a interacdo com os modos da cavidade, que alids foi o motivo crucial para
elaboragdo e montagem deste experimento [30, 80]. Eles medem uma probabilidade condicional,
que nos diz qual a probabilidade de medir o primeiro atomo num certo estado e o segundo num
outro, Pe.q)(0,t), e para o caso discutido nesta secao, temos certeza da medida desses dois estados
do 4tomo, ji que o estado do campo conveniente para a computagdo, no inicio, é um gato impar,
associado a medida do primeiro dtomo no estado |e)(|1)), enquanto que o segundo dtomo sé pode
ser medido com certeza em |e), como mostrado pela eq. (5.25). Foi mostrado teoricamente [68, 69]
que esta probabilidade condicional é diretamente proporcional aos autovalores da matriz densidade
reduzida do campo, portanto, uma medida direta da decoeréncia. Na auséncia da decoeréncia,
esta probabilidade condicional P, deve ser igual a um para todo o tempo, P,, = 1. Uma das
conseqiiéncias mais graves da decoeréncia para a computacao quantica é a perda de informagéo, e
conseqiientemente nao podemos mais afirmar com certeza total quem é a funcdo f. Na préoxima
se¢ao, mostraremos como reduzi-la no caso deste experimento.

5.5 Discussao da Decoeréncia do Campo dentro da cavida-
de: Calculo Exato e Mestre:

A decoeréncia é um dos fatores responsaveis pelo aparecimento de erros na computacdo quintica,
justamente porque ocasiona perda de informacdo. A questdo agora é investigar se existe uma
maneira de reduzir este erro causado por ela e é o que tentamos fazer, no que segue.

O campo presente dentro da cavidade supercondutora, comega a perder coeréncia e a sofrer
dissipagao, embora pequena, a partir de sua preparagao , identificada pela deteccao do segundo
dtomo (k = 1/2teay; teay = 160us e @ = 5,1 x 107) [30]. Um modelo freqiientemente adotado
para estes efeitos é acoplar linearmente o modo relevante da cavidade supercondutora C a um
conjunto de N osciladores harmdnicos desacoplados [87, 10, 24]. O acoplamento entre o campo e os
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osciladores ”externos”é suposto do tipo RWA. A hamiltoniana adequada para descrever o sistema,
em questdo, ¢ da mesma forma da do capitulo anterior, cuja forma é

k k
A = hwgala+ 5 wbfbe + 1Y (wbla+vibual) (5.26)
k k

Note que nés introduzimos explicitamente uma freqiiéncia de corte superior k que caracteriza uma
cavidade cujos modos sao finitos. Esta finitude dos modos da cavidade pode reduzir considera-
velmente o tempo de decoeréncia, como mostramos no capitulo anterior . Como discutido nas
referéncias [68, 69], a probabilidade de detectarmos o segundo 4tomo no estado |e) é obtida da
seguinte maneira. Considere a condi¢ao inicial da forma

|t =0) = No (la) £ | — @) @ |0p), (5.27)

que representa o estado do campo dentro da cavidade C apds a detecgao do primeiro dtomo em
le) ou |g), respectivamente, representada pelos sinas de subtragio e adigdo. O reservatério térmico
encontra-se inicialmente no estado fundamental |0;), que corresponde ao caso de temperatura nula.
A evolugao temporal desta condig¢io inicial (5.27), sujeita & acio da hamiltoniana (5.26), é

% k
) = N [ le@®)) @ [T18:) £ | —a®)) @ [T - B:®) | , (5.28)
A k
onde as amplitudes «(t) e Bi(t) so solugdes das equagdes linearmente acopladas
k
Q= Z 'Ykﬁk (5.29)
k
iB =(wi — we) Br + Yror. (5.30)

Podemos construir a matriz densidade reduzida do sistema num dado tempo ¢, a partir de (5.28)

5 () = Ng [la(®) ()] + | = a(®)){~a®)] £ [a@)Ts@)(—a(t)] £ | - )T O (+a@)l], (5.31)

onde

Ty = [[(-B8)IB2).

k

Foi mostrado que a matriz densidade reduzida dada por (5.31) tem sempre dois autovalores e
autovetores nao nulos e este fato estd diretamente relacionado a condigao inicial adotada [68, 69] e
entao, a matriz densidade reduzida pode ser escrita como
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) = N2[(1o®) + ] — e O (elt)] + (—a ()
+ (la(®) = | = e (at)] - (—a)])], (5.32)

onde )\gi) e Aj(,i) sao diretamente os autovalores da matriz densidade reduzida cuja a forma é

[+ Ta(®)][1 £ To(2)]

X = 2[1 £ T, (0)] (533)
@ _ (1= Ta@®)][1 F Ty(t)]
N = 211 % T (0)] (334}
onde
I,(0) = ¢ 2leol (5.35)
Ta(t) =(-a(B)|a(f)) = e HOF (5.36)
k
T(t) =(—Bu()|Be(2)) = [ [ ¢ 2POF = g Aol (5.37)
k

Mostrou-se que estes autovalores estdo diretamente relacionados a probabilidade de deteccdo do
segundo adtomo em [e) e |g) condicionada & observagdo do primeiro dtomo em um destes estados
[80, 30]. Neste caso, devemos substituir a eq. (5.32) em (5.21) e como esta matriz densidade
reduzida é exata, nds temos uma forma exata para esta probabilidade condicional também

P @) = 17 O - X2 ) (5.3

Assim, vé-se imediatamente a relagio entre esta probabilidade e os autovalores e para isso, utilizamos
o fato da soma destes autovalores serem sempre um, ou seja, )\I(,i)(t) s )\Ei)(t) =1

Bl = )

Peg(t) = )‘; (t)

Pye(t) = A (2) (5.39)
ng(t) == /\;- (t)

Como estamos interessados no estudo dos efeitos da decoeréncia do ponto de vista do computador
quantico, escolhemos como condicdo inicial, o caso que retrata o gato impar, isto é, a condicao
inicial com o sinal de subtracdo da eq. (5.27), que estd associada a medida do primeiro 4tomo em
le). Com o desenvolvimento do algoritmo de Deutsch, obtemos como medida com certeza absoluta,
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na auséncia da decoeréncia, o estado |e) para o segundo dtomo. Entdo, a probabilidade condicional
mais conveniente para estudar os efeitos da decoeréncia neste caso é P.(t), que estd associada ao
autovalor A; (t), isto é,

[1 = Ta@I[1 + Ty (#)]
21 =Te(0)] ~

Plf) = (5.40)
onde k indica que a cavidade tem um nimero de modos finito, o que significa que um espectro de
freqiiéncias limitado. As quantidades I', () e I'y(¢) sédo dadas, respectivamente, pelas equagdes (5.36)
e (5.37). No caso do espectro de freqiiéncias associado aos modos da cavidade ser continuo, isto é,
k — 0o e se considerarmos 7, = 7, podemos calcular o valor exato da probabilidade condicional dada
pela equagao (5.40), usando a forma usual dada pela equagio mestra. Com base no que foi mostrado
no capitulo anterior, sabemos que a equacgdo mestra reproduz adequadamente o resultado exato,
no caso particular desta condicao inicial usada aqui, cujo estado do campo é uma superposicio de
estados coerentes e o estado do reservatoério térmico encontra-se inicialmente no estado fundamental.
Entdo,para o caso do espectro ser continuo, k — oo, temos

[y g=#lool®e™™ (5.41)
T, — ¢~20ol’(1-e7%) (5.42)
e portanto, a probabilidade condicional (5.40) é descrita pela expressao abaixo

ik s T
1 e—2|a0|2e L - 8-—2|O¢0|2(1—-e 1_C-)

k—o0 e
P ) =541~ =y : (5.43)

onde t. é o tempo de relaxagdo da cavidade e |ap|? é o nimero de fétons da cavidade. O estado,
que se encontra dentro da cavidade, j4 estd em processo de decoeréncia mesmo para tempos curtos
t << t., ou seja, ele é uma mistura estatistica de superposi¢oes pares e impares de estados coerentes.
Para tempos intermedidrios, esta mistura estatistica atinge seu valor méximo, ou seja, Pe(t) = 1/2,
até que a cavidade comece a relaxar e atinja seu estado assintético, o estado de vdcuo num tempo
que é muito longo se comparado com o tempo de relaxacao da cavidade ¢, = 1/. Assim, podemos
expandir a equagao (5.43) para tempos curtos, t << t,, resultando em,

PEe(t) =1- f('050|2)§;, (5.44)

onde
1 + ¢~ 2ool®
£(log)) = | —=mm | lowl® (5.45)
1 — e—2laol

Observe que &(|ag|*) tem uma dependéncia aproximadamente linear para valores de |ag|*> > 2,
pois a medida que o nimero de fétons existentes na cavidade for maior, as exponenciais em (5.45)



72

tendem a zero. Entdo, a chance de que ocorra um erro na computacao quantica dentro deste regime
é |o|?(t/tc), como mostra (5.44), isto é,

PEoo(t) =1 — oo’ (5.46)

Fica claro na expressio acima o efeito causado pelo niimero de fétons dentro da cavidade para a
decoeréncia, o que significa que quanto maior for o niimero de f6tons dentro de C, maior serd a
decoeréncia e conseqiientemente, o erro na computacdo. No caso do experimento, |Od()|2 = 2 e vale
a expansdo dada pela eq. (5.46).

No caso dos modos normais serem finitos, ou seja, o espectro de freqiiéncias é limitado e portanto,
k é finito, a equacdo mestra ndo reproduz de maneira correta o resultado exato. Temos, entao, que
usar a solucdo exata obtida no capitulo anterior. Veremos, a seguir, que a finitude dos modos da
cavidade tem um papel extremamente importante para a decoeréncia. Assim, no caso de espectro
finito temos

I, — e~ ool la®P? (5.47)
Ty — e 2Tk Bl — g=2NeolP(1-1a(®)l") (5.48)

onde |a(t)|? = |a(t)|2/|col® e a partir de (5.47) e (5.48), obtemos a probabilidade condicional dada
por (5.40)

i 1 e—2laol?lal)? _ g~2laol2(1-la{t)[?)
PEy==4{1- .
ee( ) D) {1 (1 . 610‘0'2) H (5 49)

que tem uma forma qualitativa andloga a equagio (5.43), a menos da solugao formal para |&(t)|?,
cuja a expressdo formal pode ser encontrada apds a solugao das equagoes acopladas (5.29) e (5.30).
Como estamos interessados no comportamento de Pfe(t) para tempos curtos, faremos uma €xXpansao
da funcdo |a(t)|* em série de Taylor em torno de ¢ = 0, isto &,

da(®)l, Pl

> B
O ool + 25, -

(5.50)

que para o caso da condicdo inicial dada por (5.27), se reduz a

2 2 2 9 2 i
|la(t)]” ~ |ao|™ [ 1 — 52% = laol" (1= 55 | (5.51)
k C

onde ¢? = (ZE v2)~1. Assim podemos expandir (5.49) para tempos curtos, onde |x(t)|? é dado por
(5.51) que resulta em



73

PE(t) = 1 - €(Joof?) (f) | (552)

onde %, é o tempo de relaxacio definido como #, = (35 |[?)"!. Note que se k for finito esta
expansio ¢ perfeitamente valida porque temos um coeficiente finito que acompanha o termo ¢2. No
caso de um banho usual de osciladores harménicos em um regime de dissipagdo 6hmica [88], ¢, é
proporcional ao inverso da constante de dissipa¢do, ou seja, £, = 1/4. Entretanto no limite £ — co
o coeficiente do termo ¢? diverge e como conseqiiéncia, a expansio (5.52) ndo é valida, dando lugar
a expansao feita em (5.46) cuja dependéncia é linear no tempo. Assim, é evidente como os efeitos
da decoeréncia sao reduzidos quando a cavidade tem modos finitos. Uma maneira experimental de
implementar esta finitude dos modos seria por exemplo introduzir um filtro do tipo banda baiza,
responsavel pela filtragem de algumas freqiiéncias que se localizam acima de k.



Capitulo 6
O Efeito Zeno

6.1 Introducao

O processo de medida em Mecanica Quantica ainda nao foi completamente entendido e tem sido
motivo de muita discrdia entre os pesquisadores [23, 21]. A medida tem como objetivo determi-
nar o valor de um observavel fisico associado & dinamica do sistema com o maximo de precisao
possivel. E sabido também que qualquer medida feita num sistema quantico, o perturba de maneira
irreversivel, a menos das medidas conhecidas como QND (“Quantum Non-Demolishing”) [21]. A
medida estabelece correlacdes entre o estado do objeto medido e o do aparelho de medida. Se o
aparelho mede a varidvel dindmica R do objeto com autovetores |r), entdo a evolugao do estado do
conjunto “objeto + aparelho”, a partir de um estado inicial descorrelacionado |7) ®|ayp), é um estado
final do tipo |r) ®|a,.), onde |r) é o estado do objeto e |a,) é o vetor de estado do aparelho [89]. Este
tipo de medida é o mesmo introduzido por von Neumann em 1932, onde por simplicidade, o estado
da varidvel dindmica que serd medida nio muda [90]. No entanto, para um tratamento completo
da medida, deve-se levar em conta, além da interagao entre os dois sistemas, a dinamica intrinseca
do sistema, o que podera acarretar mudancas no estado a ser medido [21]. Considere agora que o
objeto tenha como estado inicial uma superposicao coerente de autovetores r , inicialmente, descor-
relacionado do aparelho de medida. Entéo, este estado |9 (to)) = >, ¢|r) ®|ap) evolui para o estado
final [1(¢)) = >, ¢|r) ® |}, que exibe claramente uma correlagao entre o aparelho e o objeto. O
operador densidade para o conjunto tem a forma num tempo t, p(t) = |1, (¢)) (- (t)| e descreve um
estado puro. No entanto, a matriz densidade reduzida do objeto, obtida apés tomarmos o trago
nas varidveis do aparelho de medida, ndo representa mais um estado puro. Se os estados |a,) do
aparelho forem todos ortogonais, entdo a matriz densidade do objeto serd uma mistura estatistica
p(t) = 3, ler 2Ir) (r| [27]

Neste capitulo, nos concentraremos num topico relacionado a teoria da medida conhecido como
Efeito Zeno. A formulacdo original dela foi dada por Misra e Sudarshan [91] e Khalfin [92], onde
eles se referem ao Efeito Zeno como a inibigao do processo de emissao espontinea de uma particula
que se encontra num estado instdvel, devida a observagdo continua. Misra e Sudarshan se baseiam
na seqiiéncia evolucdo temporal unitéria e colapso da fungao de onda para interpretar os resultados
de medidas continuas [91]. Num outro trabalho, junto com Chiu, eles mostram o anulamento da
derivada da probabilidade de sobrevivéncia P(t) que no exemplo P(t) ~ 32 levando a inibigdo
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do decaimento de um sistema quantico instdvel [93]. Existem outros trabalhos [94, 95] onde os
autores constréem um modelo quantico para medidas, onde um dos exemplos estudados num destes
trabalhos [95] é um sistema de dois niveis interagindo impulsivamente com o aparelho de medida,
que adiciona ruido branco ao sinal da medida, levando a uma equagao do tipo mestra para descrever
a evolucdo do sistema, onde o duplo comutador que aparece nesta equagio mestra contém os efeitos
da medida. Aqui, o Efeito Zeno é obtido no regime de acoplamento forte I' — oo e medidas
extremamente rapidas [95]. Neste regime de acoplamento forte, obtém-se para tempos curtos uma
dependéncia ndo linear no tempo (no caso, quadrética), caracteristica de sistemas que apresentam
Efeito Zeno [21, 96, 91, 92]. Estes sdo s6 alguns exemplos dos trabalhos teéricos que tém aparecido
com o intuito de entender tal efeito.

Em 1988, Cook propds um experimento usando um tnico fon em uma armadilha para demons-
trar o Efeito Zeno. Mais tarde, em 1990, Itano e colaboradores observaram este efeito num ensemble
de fons presos numa armadilha do tipo Penning [97]. No experimento, a populagao dos dois niveis
é medida através do acoplamento com o terceiro nivel atdémico, que ao decair emite uma luz flu-
orescente. Os dois primeiros niveis representam o objeto medido e o terceiro nivel junto com os
fotons emitidos fazem o papel do medidor. Os dois niveis de energia menor |1) e |2) estdo separados
por uma freqiiéncia da ordem de 320 MHz devido a presenca do campo magnético da ordem de
0.87 dentro da armadilha [98]. Este experimento é muito interessante, e vem provocando muitas
discussdes entre os pesquisadores (veja, em particular, L. Ballentine [27], A. Peres [29], T. Petrosky,
S. Tasaki e I. Prigogine [28], S. Inagaki, M. Namiki e T. Tajiri [99] e Itano e colaboradores [26]).
Itano e colaboradores responsabilizam o colapso da fungido de onda como o responsdvel pela obser-
vacio do Efeito Zeno. No entanto, L. Ballentine [27], H. Fearn e W. Lamb [101], Anu Venugplan
e R. Ghosh [102], entre outros [21]. atribuem a forte perturbagio causada pelos pulsos dpticos e o
acoplamento com a radiacdo como a responsavel pela inibi¢do da excitag¢do do dtomo. Ballentine
diz ainda que o Postulado da Redugdo do Pacote de onda pode levar a resultados incorretos para
medidas repetidas [27, 103].

Virios trabalhos reavaliaram o Efeito Zeno como um processo puramente dindmico [21, 99, 100].
Entre eles, podemos citar o trabalho de Pascazio e Namiki [100], onde eles mostram que quando um
sistema evolui a partir de uma certa condi¢io inicial e estd sujeito a um tipo de evolugio impulsiva,
é possivel mostrar que o sistema nao decai. Neste capitulo, discutiremos o Efeito Zeno deste ponto
de vista dindmico, seguindo a mesma linha desenvolvida por Pascazio e Namiki, onde mostramos o
papel fundamental da decoeréncia na inibi¢do da evolugdo temporal natural do sistema de interesse.
Através de dois exemplos ilustraremos este papel da decoeréncia para a observacao do Efeito Zeno.

6.2 A Esséncia do Efeito Zeno

Nesta secdo, faremos uma breve revisio do que é o chamado Efeito Zeno e quais sdo as condigoes
necessarias para que ele ocorra.

Considere um modelo que descreve a medida do decaimento de um sistema e suponha que
inicialmente, este sistema tenha sido preparado num estado instavel |u). Entdo o vetor de estado
que representa o sistema num dado tempo ¢, pode ser escrito da seguinte maneira
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[T (t)) = e u) = (lu)(ul) e fu) + (1 Ju)(ul) e |u). (6.1)

A probabilidade de que o sistema esteja no estado inicial apés um tempo ¢ > 0 é

P(t) = [{ule"H|u)|". (6.2)

Podemos expressar este estado |u) em termos dos autoestados da energia |n) e esta representagao é
conveniente e suficiente para lidarmos com uma situacao dindmica cujo sistema principal correspon-
de a hamiltonianas de espectro continuo limitados inferiormente e que se estendem até co. Neste
caso, os vetores de estado sdo dados em termos de fungdes de quadrado integrivel ¢(n) = (n|¢) no
intervalo 0 < 1 < oo, e eles evoluem de acordo com o operador evolugio unitdrio U(t) = e~ que
estd, definido para todas as fungdes de quadrado integravel ¢(n). A hamiltoniana é um operador
auto-adjunto gerador do grupo de tais transformagoes unitdrias cujo dominio é um conjunto D de
funcoes 1p(n) € D tal que o limite

1 — e-—th
Wity so———=—p
1t

existe [39] e que correspondem a fungdes cujo segundo momento ¢ finito

wp €D — / dnleo(m)P < oo
0

A probabilidade do sistema ser encontrado no mesmo estado ndo estacionario e normalizado ¢(n)
preparado em ¢ = 0 é dado por

P(t) = | ] " dnlé(m)Pei| | P(0) =1 (6.3)

Esta probabilidade envolve basicamente a transformada de Fourier da fun¢io distribuigio da energia
|6(n)|? do estado inicial. Chiu, Sudarshan e Misra mostraram que uma das condicdes para que o
efeito Zeno exista, além do espectro ser limitado inferiormente, P(t) deve desviar do comportamento
exponencial em tempos curtos também, e isso significa uma dependéncia nao linear e a quantidade
que mede este desvio é a taxa de variagdo da probabilidade P(¢) que deve ser igual a zero para
tempos curtos e isto s6 acontece quando a energia média é finita [93]

| antorn < o= Lo <o (6.4
0

Existe uma versdo do Efeito Zeno, onde o Postulado da Reducao do pacote de onda desempenha
um papel fundamental. Considere p(0) a matriz densidade inicial que descreve o sistema instével.
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A evolugao temporal desta matriz densidade é dada em termos do operador unitario U(t), com a
energia limitada inferiormente. Se utilizarmos o Postulado da Redugao, a evolugao temporal desta
matriz densidade pode ser escrita como

p(t) = QU(L)p(0)U'(1)Q, (6.5)
onde @ é o operador projegao pertencente ao subespacgo do estado instdvel que informa se o estado
permanece no estado instavel, apés uma medida ideal efetuada num certo tempo t. £ importante
lembrar que a normalizagao estd embutida no Postulado da Redugao, o que significa que o estado
resultante da aplicagdo do Postulado j4 estd normalizado Trp(t) = 1. Entdo, a probabilidade de
encontrar o sistema no estado instavel é

P(t) = Tr{U(H)p(0)U' () Q). (6.6)

Uma medida, representada por @, é efetuada apds a preparagdo do estado em p(0). Entéo, esta
medida projeta este estado no estado instdvel. Se uma série de observagoes seja feita nos tempos
t/N,2t/N,...,(N — 1)t/N,t, entdo o estado resultante serd

P () = Vv (£)p(0) Vi (2), (6.7)

com

Vn(t) = [QU(t/N)Q)Y

PY (1) = Tr[Vy(#)p(0)Viy), (6.8)

que no limite N — oo (observagao continua) se reduz a

P(t)= lim P¥(t)=1 (6.9)

N—=oo

No caso de processos de decaimento exponencial, a coisa é bem diferente, P'(¢) tem um decai-
mento exponencial P'(t) = e ') que ndo ¢é influenciado pelo limite de medidas continuas N — oo,
isto €,

P’(t) - (e—I‘{t/N))N e G_Ft,
que dentro do formalismo do Efeito Zeno Quéantico visto como um processo dindmico, P’(t) apresenta
uma dependéncia linear em t para tempos curtos, isto é, P'(t) = 1 — I't , enquanto que a taxa de
variacio desta probabilidade é ndo nula, isto é, P'(t) = —T', contradizendo a eq.(6.4), ¢ assim, este
sistema nunca apresentard Efeito Zeno.

Seguindo a mesma linha desenvolvida por Chiu, Sudarshan e Misra [93] e Pascazio e colabora-
dores [100], isto é, nos baseando sempre em (6.4), iremos determinar qual a fisica que esta por tras
desta inibicao da evolu¢do natural de um sistema quéntico.
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6.3 Decoeréncia e Efeito Zeno

Nesta se¢do iremos investigar qual é a fisica que ocasiona o Efeito Zeno, no sentido de que, a taxa de
variacio da probabilidade va a zero, resultando numa dependéncia nao linear para a probabilidade
em tempos curtos.

Investigaremos a evoluc¢io temporal de um estado nao estacionério v(n), préximo do estado de
referéncia ¢(n) e para isso, calcularemos a uma quantidade anédloga a P(t)

2

Py(t) = | fo ) dng*(me " (n)| , (6.10)

o que nos ajudard a entender o que acontece durante a evolugdo temporal natural de um sistema
quéntico e a partir dela, determinar sob quais condi¢des ela poderd ser inibida. O estado 9(n) esté
normalizado e como estd préximo do estado de referéncia ¢(n), pode ser escrito como

Y(n) = aod(n) + oL (n), (6.11)

tal que |Bo|2 = 1 — |(|@)|> << 1 e |ao|* + |Bo|* = 1 e portanto, sendo decomposto no vetor ¢(n) e
no vetor ortogonal a ele ¢, (1) também normalizado, definido como,

pu() = ——— () — ) {B1)). (6.12)

V1= 1wl

Entao, a quantidade Py (t) pode ser escrita como

fe’s) 2

dnl(n])’e=™ + By f dnd* (n)e™ "6, (n)| (6.13)

7M0=0

oo

Py(t) =lao |

1o=0

o0 o0
= |ao[’| dnlp(n)Pe™ ™ + | Bo|’| dng*(n)e” "1 (n)|?
Mo=0 1n0=0

+ 2Relo}fo [ dnlon) e / dng* (me~"p, (n)],
o=

70=0

com Py(0) = |ag|? e como estamos interessados no comportamento de Py(t) em torno de ¢ = 0,
calculamos a taxa de variacdo da probabilidade de modo a verificar ou nao, a condicao dada por
(6.4), onde obtemos

de(t) QdP(t) 2d /oo —int E
— Ll = — | — dnao* o 6.14
P =0 = |l at |i=0 + | Bol dt' - ne*(n)e ¢L(?7)|t:0 ( )
d ) 00 o 00 T )
w2 Relodpo [ dnlple™ [ an o) g oo
70=0 1no=0
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O primeiro termo descreve a taxa de variagio do vetor ¢(n) com relagio a condigdo inicial, no caso,
#(n) e ele ird se anular, ji que a energia média deste estado é finita, conforme discutido na secdo
5.2, veja a eq.(6.3) e (6.4). O segundo termo pode ser calculado e tem a seguinte forma

6P dn [ a6 )l - Yoo 610 )e
n= n=

onde ¢(n) e ¢, (n) sdo ortogonais. Este termo ird a zero quando nio dng*(n)¢L(n)n < oo e isso
pode ser mostrado com a ajuda da desigualdade de Schwarz, pois os estados ¢(n), ¢1(n) e 1(n) tém
energia média finita. Desta forma, a tnica contribui¢do ndo nula em P(t) vem do ltimo termo,
j4 que os estados ¢(n) e ¥(n) tém energias médias finitas. Este tltimo termo envolve a coeréncia
entre as componentes perpendicular e paralela do estado 1(n) com relacdo a ¢(n), entdo, a taxa
de variac@o de Py(t) ¢ igual a taxa de variagdo deste tltimo termo, pois os demais sdo nulos como
vimos

dP ()
dt

om0 = 2Im[ofi f "~ @ (o ) (6.15)

n=0

e portanto, mostramos que a evolugao de um estado nao estacionario, cuja a energia média é finita,
desenvolve uma taxa de variagdo nao nula para tempos curtos, assim ele adquire uma componente
perpendicular ao estado inicial e esta taxa envolve, como mostra a eq. (6.15), a coeréncia entre
entre as componentes paralela e perpendicular. Uma maneira de matar esta parte nao nula da
taxa consiste em destruir esta coeréncia e isso pode ser feito através da interacao entre os graus de
liberdade externo e do sistema em questdo. Uma vez feito isso, o Efeito Zeno pode ser observado.
A seguir, daremos um exemplo, onde este efeito é visto claramente.

6.3.1 Exemplos: Decoeréncia e o Efeito Zeno

Considere graus de liberdade externos representados como sendo um sistema de dois niveis esta-
ciondrios, pelos autovetores |+) da matriz de Pauli o,. A interacdo entre o sistema de dois niveis
e o sistema principal serd do tipo impulsiva e ocorrerda num tempo ¢ = 7. Entdo, uma possivel
hamiltoniana associada a esta interagdo, que pode funcionar como uma medida, pode ser escrita
como

Hing = g6(t — 7)[llp ® 15 + 111 ® 0] (6.16)

onde Iy = |¢)(¢|, [I, =1 -1y, 1s e 0, sdo matrizes 2 X 2, respectivamente, a matriz identidade e
a matriz de Pauli usual o, e g é a constante de acoplamento adimensional (h = 1). A evolugdo do
“sistema principal + sistema de dois niveis”num intervalo de tempo 7 — € e 7+ ¢, com ¢ infinitesimal
serd governado pelo seguinte operador evolucao

Uit (T — €, 7 + €) = e o tLos — 1+ (e"’;g — 1)IIy)[1 + (cos(g) — 1)II, — ssen(g)I1,,]
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que se reduz a

Uit (T — 6,7 + €) = —i(Ily + 11, 04)

quando g = /2. Entdo, se o sistema de dois niveis estiver no estado |—) inicialmente, a evolugao
do sistema composto durante este intervalo de tempo, sera

[od(n) + BodL(M)] ® | =) = —i[and(n) ® | =) + Bodr(n) & [+)], (6.17)

isto significa que as componentes paralela e perpendicular do sistema principal correspondente ao
estado de referéncia inicial ¢(n) estdo correlacionadas aos estados ortogonais do sistema de dois
niveis e nesta condicdo, estao impossibilitados de gerar uma taxa de variacdo nao nula, levando
portanto, a inibicdo da evolucao natural de um sistema quéntico. Devemos ressaltar que a primeira
etapa do experimento descrito no capitulo anterior, reproduz exatamente o que foi descrito acima
(vide (6.17)), apds a passagem do dtomo, que j& esta correlacionado com o campo dentro da cavidade
supercondutora, pela segunda Zona de Ramsey.

A seguir, vamos investigar outro exemplo onde observamos também que a decoeréncia, leva ao
aparecimento do Efeito Zeno. Este exemplo encaixa-se na mesma linha do trabalho desenvolvido
por Pascazio e colaboradores e do experimento realizado por Itano e colaboradores [98], baseado por
sua vez na proposta experimental desenvolvida por Cook [97]. No entanto, como ja dissemos Itano
e colaboradores responsabilizam o Postulado da Redugdo como o responsavel pelo Efeito Zeno que
eles 14 observam, enquanto que Ballentine [27], H. Fearn e W. E. Lamb [101], Pascazio e Namiki
[100], entre outros [21] seguem a linha da decoeréncia para explicar a observacao de tal fendmeno.

Considere o sistema de dois niveis, como o sistema que sera medido, descrito pela hamiltoniana
abaixo

€ —€
Hy = |+)={+] + |-} (-
o= )+ + 1) 5
e um “medidor” que consiste de um sistema de trés niveis descrito, também quando isolado, pela
hamiltoniana

+1
Hn = ) |®;)j6(®;]

=1

onde os autovalores associados aos autovetores |+) de Hy sdo portanto €/2, enquanto os autovalores
associados aos trés autovetores |®;), j = —1,0,+1 de H,, sdo respectivamente —d, 0 e +d. Esses
dois sistemas podem ser acoplados através de uma hamiltoniana adicional H;,, dependente do
tempo e impulsiva , cuja agdo se limita apenas ao instante em que é feita a medida ¢ = ¢;. Esta
hamiltoniana de interacdo é escolhida de modo a efetuar uma medida que transforme um estado,
que antes da medida era do tipo
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|6) ® | o) = (c|¢+) + c-|-)) @ [Ro) (6.18)
em um estado do tipo
cilps) @ |P41) +c-|p-) @ |P_1). (6.19)
apos a medida, com
Y /i

Desta forma, a hamiltoniana que descreve a interagio que acarretard a mudanga acima tem a forma

T

Hiu(t) = §hé(t —tg) (| @41 )14 (Po| + |P_1)II_(Po| + hermiteano conjugado)
= ghé(t — )T,

onde I1. sdo os operadores de projecio Iy = |¢i)(d+|.
A seguir, calculamos a evolu¢io temporal do sistema total, descrita pela hamiltoniana completa
H = Hy + H,, + H;(t), a partir do estado inicial

[Wom(t =0)) = |bs) ® [Do) (6.20)

até um tempo T > t;. A evolucdo temporal deve ser dividida em duas etapas. A primeira delas vai
de t =0 até t = t; — n, onde apenas Hy + H,, governam a evolugio do sistema, j& que H;y(t) =0
neste intervalo de tempo. A segunda atua no intervalo de tempo t = ty — n até ¢ = £, + 7, onde
consideramos apenas a atuacao de Hj,; e como ela é do tipo impulsiva, podemos desprezar os efeitos
de Hy e H,,. Entao, o operador evolu¢io que atua no intervalo t = 0 até t =, — n tem a forma

U(0,tg — n) = e~ i(Ho+Hm)(to—n) (6.21)

enquanto que o operador evolugdo que atua no intervalo t =ty —n e t =ty +n é dado por

- rtot+n dt'

Uint(to — 0, to +n) = e "2 Jto=n o —tg)l" (i - I‘z) + I cos(g) — i'sen (g), . (6.22)

onde escolhemos convenientemente g = 7/2 que anula o termo proporcional a fungao cosseno, em
outras palavras, o termo proporcional a I'>, Qualquer outro valor de g implicaria na existéncia de
uma componente proporcional a |®y) no estado posterior a interagao , o que poderia ser interpretado
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como um processo de medida cuja eficiéncia ¢ menor do que 100%. No caso onde g = 7/2, o operador
evolugdo (6.22), se reduz a

Uint(tﬂ -, tU + 7?) = —i[ (623)

Desta forma, a evolucdo temporal do estado inicial (6.20), durante o intervalo t = 0 até ¢t = ¢, — 7,
tem como estado resultante

lim [Won(to — 7)) = e #Fo+nlojg, ) @ @)
-

= (oo 2100 —isen o)) @ 2). (6.24)

cuja forma é idéntica a do estado descrito pela eq. (6.18). Agora, vamos calcular a segunda etapa
da evolugdo temporal, onde somente H;,; atua, assim, devemos aplicar o operador dado pela eq.
(6.23) no estado resultante (6.24), fornecendo o resultado abaixo

l1m |Wom(to + 7)) = (cos py) @ |B41) — zsen |¢ Y ® | P )) (6.25)

cuja forma ¢é idéntica a do estado descrito pela eq. (6.19). A evolugdo subseqliente, de ¢t = ¢y + 7
até T' > 1y, é novamente determinada por Hy + H,, apenas, e portanto, operador evolugao que atua
no estado (6.25) durante este intervalo de tempo ¢ (6.21)

|Tom(T)) = —i ¢~ i (Ho+Hm)(T—to) (cos —|¢+) ® |Pyy) — zsen |qﬁ ) ® |<I>_1)) =
B eto e(T — to) . (T — to) —id(T—to)
= —zcos2—h ( ST'¢+> i sen ——— lp-) | ® |Py1)e
B eto " G(T = t[)) E(T = tO) i6(1T— to)
sen o (—z sen T|¢5+> + cos ~on |9-) | ® |®-1)e (6.26)

A seguir calculamos a probabilidade P, (T") de que o sistema medido esteja no estado |¢,) no tempo
T (para T > ty, e independentemente do estado do “medidor”) como

Pi(T) = (Youm(T)| (I¢2){(d+]) ® 1| Wom(T)) = (6.27)
_atty o e(T — 1) a€to €T —1t) 1 eto (T — 1)
= COS 5% cos ~on 4-HEh" %sen =gpem 1+ cos 5 cos——h .

e para comparamos o resultado obtido acima, vamos calcular a mesma probabilidade para o caso
onde a interacdo representada por H;,, nao tivesse ocorrido, entdo o estado do sistema composto
no tempo 7" (e para qualquer 7' > 0) seria dado simplesmente por
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1
Figura 6.1: P.(z) (linha cheia, z > 0.5) e @E 0.9
PP(z) (linha cheia, z < 0.5 e traccjada, =
z > 0.5), com z = €T'/h. A evolugdo com a i’«
intervencao de H'(t) em z = 0.5 corresponde 0.8
3 linha cheia, dex =0axz = 1.
0 g ; ; L
0 0.25 0.5 0.75 1
X
0 el ; el
82 = (cos grlen) — 2isenplo-) ) @)

e assim a probabilidade correspondente a Py (T) seria

i r

Pio)(T) =5 (1 + cos %) : (6.28)

A comparagio entre as expressoes (6.27) e (6.28) mostra que a presenca da interagao inibe a evolucao
temporal livre de PJ(FU)(T ), conforme mostra a figura 6.1 e esta inibigao da evolugao livre de Pf) )
pode ser vista como Efeito Zeno.

O préximo passo consiste em investigar o mecanismo responsivel por esta inibicdo, causada
pela presenca da interagido impulsiva e para isso, devemos trabalhar com a taxa de variacdo da
probabilidade, seguindo os passos discutidos nesta se¢do. A taxa de variacao dessa probabilidade
com o tempo é dada em geral por

D = 2 Wl [H(2),16)(64] ® L] [¥orm)

com H(t) = Hy+ Hp, + Hipy(t). Para qualquer ¢ # tp o termo impulsivo de interacdo é nulo e a
expressio se reduz a

D o 2 (Wl (160841~ [6:)(8-1) @ Ll W) =
- *%Im(\po,ﬂ(|¢_)(¢+|)®im|\p0,m), t 7 to. (6.29)

que quando o estado ¢ do tipo (6.18), o que quer dizer, um estado que é o produto de uma combinacao
linear de |¢) e |¢_) com um estado normalizado qualquer do sistema de trés niveis, que no caso do
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exemplo se reduz a (6.25). Desta forma, a taxa de varia¢ao da probabilidade se reduz simplesmente
a

dP
i —~—€—Imc”ic+,

estado (6.18) — o o7

que se anula para ¢ = 0 (pois entéo ¢ = 0) e cresce para 0 < ¢ < ¢, a medida que c_ cresce devido a
evolucao temporal do estado inicial e estes resultados se encaixam totalmente dentro do formalismo
desenvolvido para W(n) préximo do estado de referéncia ®(n). E importante aqui perceber que
a taxa de variagdo da probabilidade envolve um “termo cruzado” dos coeficientes de expansao
do estado do sistema de dois niveis na base {|¢.)}, que é andlogo ao termo descrito por (6.15).
Por outro lado, para um vetor de estado do tipo (6.19), no qual as componentes |¢) e |¢_) se
correlacionam com estados do sistema de trés niveis que sao ortogonais entre si, 0s termos cruzados
necessarios para levar a um valor nao nulo da taxa de variagiao da probabilidade sdo excluidos devido
ao fato de que (®41|1,,|®+1) = 0. Desse modo

4P,

sTRES

estado (6.19) —>
Concluimos, portanto, que a presenca da interagao leva ao anulamento da taxa de variacao da pro-
babilidade através da destruicdo dos termos cruzados necessarios para que seu valor seja diferente
de zero. O mecanismo responsavel por esse anulamento é justamente o estabelecimento de corre-
lagGes entre as componentes |¢.) e |¢p_) do estado (6.18) com estados do sistema medidor que sdo
ortogonais entre si. O processo de decoeréncia sofrido pelo sistema de dois niveis através da inte-
ragao Hin(t), e pode ser, portanto, apontado como o ingrediente bésico que leva ao comportamento
de P, (T) mostrado na figura 6.1. Este resultado concorda com a discussao feita logo abaixo da
expressao (6.15) e sob o ponto de vista das condig¢oes de Chiu, Misra e Sudarshan, este resultado
para P, (T) é visto como Efeito Zeno, ji que a taxa de variagdo da probabilidade se anula quando
ocorre a interacao.

O préximo passo serd discutir o Efeito Zeno do ponto de vista do Postulado da Redugao. De
fato, utilizando o Postulado, o estado do sistema apdés uma medida cujo resultado indica que o
estado é |¢,) serd novamente |¢,), e como a probabilidade para tempos curtos, apés a preparacao
pode ser expandida como, 1 — (2£)2) a probabilidade de obter este mesmo resultado ao longo de

2h
uma série de medidas continuas separadas por intervalos de tempo do tipo &t sera

o= [ (O] =-w (B DI e

Se a seqiiéncia de N medidas é efetuada em um tempo total T, §t = T'/N e entdo

2 2
™y T 1T
B = = Wk sl o (;) + ..
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o que, mantendo 7' fixo e tomando o limite N — oo (que corresponde & “observacdo continua”),
leva a

lim PV =1,
N—oo

isto é, o estado do sistema permanece igual ao estado inicial com probabilidade 1. E claro que
o Postulado da Reducdo desempenha um papel central nessa formulagido, pois é usado de forma
essencial para escrever a relagio (6.30).

A seguir, extrapolamos o calculo da probabilidade, que leva ao resultado da figura 6.1 para o caso
correspondente a uma série de N interagoes H' agindo em tempos ndt, n =1,2,..., N e envolvendo
seqliencialmente N sistemas independentes de trés niveis. O resultado desse cédlculo é

P ot = —;— (1 + cos™ 6—;?) (6.31)

que se reduz também a 1 nas mesmas condigoes que (6.30).

I5 preciso comentar ainda o fato de que as probabilidades (6.30) e (6.31) levam a resultados
diferentes no caso de uma sucessao finita de N medidas ou interacoes, separadas por intervalos
de tempo curtos mas também finitos dt. De fato, utilizando a evolugio temporal definida para o
modelo, a equagdo (6.30) aparece sob a forma

g

P(N)
2h

N i (6.32)
que difere de (6.31) para N > 2. Essa diferenga se deve ao cardter inclusivo da probabilidade
dada por (6.31), em que sdo computadas também as probabilidades associadas as componentes
|¢) resultantes da evolugdo unitdria da componente |¢_) presente imediatamente apés a interagao
precedente, e que sao excluidas pelo argumento que envolve o postulado da redugao. Isso faz com
que se tenha Py (N dt) > PJ(FN) para N > 2 e, quando N — oo (com dt fixo), Py (N dt) — 1/2
enquanto PiN) — 0. A partir de (6.31) e de (6.32) pode-se verificar também que o efeito de
uma medida ou interac¢ao adicional sobre as probabilidades, apds uma seqiiéncia de N medidas ou
interagoes anteriores, é o de alterar essas probabilidades de acordo com as relagoes

_ (N+1)
PN+ nedt 1-P(NOt) nedt Pi" ,edt
P, (N 6t) 2h | P.(N6t) 2h ~ pM) 2h

A vantagem de olharmos o Efeito Zeno do ponto de vista de uma processo dindmico é que néao
nos envolvemos em questoes filoséficas da Mecénica Quéantica, o que acaba ocorrendo no caso do
Postulado da Redugdo. Baseado no que mostramos aqui, fica claro o papel fundamental que a
decoeréncia tem no processo de inibigdo da evolucao natural do sistema. Assim, podemos ver o
Efeito Zeno como uma conseqiiéncia direta deste processo dinamico quantico. Cabe aqui lembrar
o que Pascazio e Namiki [100] j& haviam notado: o Postulado da Redu¢do nao é um pré-requisito
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fundamental para a ocorréncia do Efeito Zeno. Além disso, o Postulado fornece um resultado
diferente do caso onde ha interacdo quando N observagoes finitas sao efetuadas, pois na presenca
da interagdo a outra componente, resultante da evolugao livre é levada em conta, o que nao acontece
com o uso do Postulado.



Capitulo 7

Conclusao

No presente trabalho, investigamos aspectos da Teoria Quéntica de sistemas abertos dando énfase
ao fendmeno da decoeréncia. Em particular, discutimos as conseqiiéncias relativas a presenca desta
decoeréncia em sistemas de dois niveis tunelantes, em sistemas nos quais observa-se Efeito Zeno e
por dltimo em um oscilador harmonico acoplado linearmente a outros osciladores nao-interagentes,
no sentido de reduzir os efeitos dela sobre este sistema, onde os resultados obtidos nos auxiliaram
na re-interpretagao do experimento proposto por L. Davidovich e colaboradores, que recentemente
foi montado no laboratério Kastler Brossel [80, 30], do ponto de vista do problema proposto por
Deutsch.

Nos sistemas tunelantes, obtivemos a solucao exata para a matriz densidade reduzida do sistema
de dois niveis acoplado a um outro sistema cujo espectro de energia é um continuo, onde investi-
gamos diversos regimes de acoplamento para um tnico tempo de relaxacao e também para dois
tempos de relaxacgio diferentes e iguais. No caso do espectro ser puramente continuo, observamos o
aparecimento de duas escalas de tempo. A primeira delas estd relacionada ao periodo de evolucao
unitdria 7,, enquanto que a outra estd relacionada a dissipagao 74, caracterizando um regime onde
apenas um unico tempo de relaxacao estd envolvido. No regime de acoplamento fraco 74 > 7,
a probabilidade de tunelamento é dominada por um comportamento oscilatério e o sistema perde
apenas um pouco de sua pureza, devido ao dominio da contribui¢do unitaria, conforme mostram
as taxas de tunelamento unitaria e dissipativa e a taxa do defeito de idempoténcia. No regime de
acoplamento forte 7, < 7,, a taxa de tunelamento é dominada pela componente dissipativa, levando
a uma saturacdo P(t) = 1/2 para tempos t < 74 e o defeito de idempoténcia mostra que o sistema
perde pureza rapidamente, caracterizando um regime de forte entrelagamento entre o sistema de
dois niveis e o outro sistema cujo espectro de energia é continuo. No caso onde existem dois tempos
de relaxacao envolvidos, observamos o aparecimento do fenémeno de interferéncia dos coeficientes
do continuo, ao qual chamamos de recorrela¢do e como conseqiiéncia, ocorre o estabelecimento de
oscilagoes estacionarias que sobrevivem apds um tempo transiente caracterizado como sup(%, ~1§;)
Estas oscilagoes estaciondarias sdo encontradas tanto na probabilidade de tunelamento como no de-
feito de idempoténcia. No regime onde estes dois tempos de relaxagdo sdo iguais, a probabilidade de
tunelamento adquire amplitude méxima e o estado tunela com freqiiéncia igual a diferenca de ener-
gia entre os dubletos, no caso e. J4 o defeito de idempoténcia apresenta um resultado bem diferente
do esperado: o estado tunelante nao é puro e quanto mais forte for o acoplamento se comparado
com a diferenca de energia dos dubletos, mais puro serd o estado tunelante. Por outro lado, no caso
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onde o espectro é puramente discreto e os dois tempos de relaxagao sao iguais, o estado tunela com
uma freqiiéncia que é aproximadamente a diferenca de energia dos dubletos e é um estado puro, e se
comparado com o caso puramente continuo, ocorre um retardamento no tunelamento. No entanto,
o estado que tunela ndo chega a congelar, como ocorre no caso do modelo spin-béson.

No caso dos osciladores acoplados linearmente e no sistema de dois niveis tunelante, a equagao
mestra reproduz adequadamente o resultado exato, quando existe apenas um tnico tempo de re-
laxacao envolvido e o espectro pode ser aproximado como uma Breit-Wigner. Seria interessante
investigarmos se este fato é apenas uma coincidéncia ou se podemos extrair da deducao da equacao
mestra ingredientes que permitam afirmar que este ¢ um comportamento geral destas equagcoes.
Observamos também que o tamanho do sistema que faz o papel de reservatério térmico, ser fini-
to ou nao, é decisivo para o comportamento da decoeréncia ser do tipo linear ou quadratico no
tempo para regime de tempo curto. Este resultado permite que o problema de Deutsch seja imple-
mentado experimentalmente nas cavidades de alto @, através de uma limitacao da participacao de
alguns modos da cavidade no experimento, reduzindo assim a decoeréncia que é tao prejudicial na
implementacdo de um algoritmo via computagao quantica.

Mostramos também que a decoeréncia tem um papel fundamental na inibi¢do da evolucao na-
tural de um sistema quéntico quando este estd interagindo com um outro sistema, seguindo o
formalismo geral desenvolvido por Pascazio e Namiki [100] aliado &s condigoes desenvolvidas por
Misra, Sudarshan, Chiu [93] e Khalfin [92]. Assim, podemos justificar o aparecimento do Efeito
Zeno sem falar no Postulado da Reducao, pois como enfatizado por Pascazio e Namiki, o Postulado
nao ¢ pre-requisito para a observacao do Efeito Zeno.



Apéndice A

Taxa de Tunelamento Dissipativa e
Unitaria: Caso Geral

Neste apéndice, estendemos o formalismo utilizado no capitulo 3 para tratar matrizes densidade
de mais de duas dimensdes, onde mostramos como devem ficar as taxas de tunelamento unitdria e
dissipativa.

A matriz densidade reduzida geral pode ser sempre escrita em termos dos orbitais naturais |n(t))
e dos autovalores associados a eles p,(t), conforme ji mostramos no capitulo 1

= 3 @) ()]

A probabilidade que este estado, em questdo, seja encontrado num dado subespaco definido em
termos do projetor,

P=3" Ibe) (el
k

onde |b;) constituem uma base ortonormal, é dada por

P(t) =T [p(t)P].

Os vetores |b;) podem ser expandidos nos orbitais naturais de p(t) como |bx) = > B (#)In(t)),
tal que P(t) pode ser escrito como

= palt) D18V

As contribuigoes d1531pat1vas e unitdrias sao obtidas através das derivadas com relacao ao tempo
proporcionais a p, e Bn ), respectivamente
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Apéndice B

Densidade reduzida do sistema de dois
niveis no regime de acoplamento
constante e espectro limitado para o caso
geral

Neste apéndice mostraremos a solu¢do exata completa para a matriz densidade reduzida do sistema
para o caso do espectro ser limitado, ou seja, 7y < n < 7, ficando clara as contribui¢oes que vem
do continuo e do discreto. Na se¢io 3.5 do capitulo 3 estudamos um caso particular desse espectro
limitado, cuja a faixa abrangente era 0 < n < co. Neste limite observamos que a contribuicao
dominante vinha da parte discreta do espectro.

A matriz densidade reduzida para um dado tempo t foi obtida seguindo o método discutido ao
longo da seg¢do 3.4 do capitulo 3 sujeita a mesma condicao inicial, isto é,

1

p(0) = 5 (1 00) + | = 03)) ((+04] + (~04])],

Assim, esta matriz densidadade reduzida para um dado tempo ¢ é dada por
pr+(t)  p+-(t)
p(t) =
A 1—pralt)

72 ay2 .= I .
|agﬂa)| e—zEdt+|agEd)| eﬁzEdt_i_/ dEIagE)lze—zEt

2) (B.1)

com

pt(t) = *;“ (1 +

£ e L = 2 - i )
_ "ngd)l e—zEdt_*_lngd)! 6~zbdt+/ dE|b§)E)|2e_1Et
i

0
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1 2 P2 . Ul y ‘
o
AN (Y 7 L yr—
(Ibﬂ d | elEdt—{* |bO d | e'r.Edi +f dEu’ |b(() )lzetE t)
7o
Ul : ) ’
+f dn b;{Ed)a{()Ed)A*(Ed)(n)B(Ed) (’r])e*i(Ed*Ed)t
>
+ / J dn b;(E;) a0 A*(B) (1) BUED (1) =B~ Bt
no
ﬁ T B g =i - [ g B () 44 E)
+ dE | dE'by " ‘ay e dn BE) () A*E) () 4| (B.2)
& b 0
onde Ey, F; sdo as energias do discreto e E é a energia do continuo, associadas aos estados per-

T o= : 5 1 2
tencentes a dindmica governada por g(n). E,, F4 sdo as energias do discreto e E é a energia do
’ . . A . ¢ W =
continuo, associadas aos estados pertencentes a dindmica governada por ¢ (7). Podemos simplificar

. ~ : bstitui . Jios fici (Eq,E4,F)
um pouco mails as expressoes acima, ao su stituirmos as so ucoes para 0S coe clentes Gy 1

A(n){Ed’E“’E), b{(]E‘“E“’E) e B(n)(Ed’Ed’E ), obtidas a partir do método utilizado na se¢io 3.4. As so-
lucoes abaixo sao obtidas a partir de energias que dependem da parte discreta do espectro para a
dindmica envolvendo g(7)

RO U P 11C) i WX PR 10) MY
lag | = (1+fnodn(Ez‘—?7)2) A ("?)—( 0 s (B.3)

com FE; = By, Ey. A seguir mostramos a solucio para estes mesmos coeficientes no caso da energia
pertencer a parte continua do espectro

dBP = l9(E)[? e A® _ P - 0B
T = e FmrrREr © A7 = [Eo A .
B.4

onde a correcao na freqiiéncia F'(E) e a solugao do continuo Z(E) sdo dadas por

F(E):fﬁan e Z(E):E_E_QD_F(E)

(£ —mn) l9(E)[?

Expressoes andlogas a (B.3) e (B.4) sio obtidas para a dindmica envolvendo ¢'(n), isto é,

' 2 i e % ' /
(E;) 1g'(n)] (ED) g'(n) (&)
0| = 1+/ dn-—— e BY%i(n) = =Z~——aq; V, (B.5)
1% ( no (B — 77)2 (E; —n) ’
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com E; = E,, E e

(B _ |g’(E’)|2 (E") _ ' ' ! (E")
WO = e ¢ B0 = gy + 2B — )] el

com F(E') e Z(E'") dadas, respectivamente, por

F(E) =f a S OF oy = E"€|;(2,")"|2F(E).

Consideramos agora ¢g(n) = g e ¢'(n) = ¢', tornando possivel resolvermos algumas integrais que
aparecem em (B.1) e (B.2). Entéo, para este caso de acoplamento constante, obtemos as seguintes
expressoes para (B.1) e (B.2), respectivamente

1 e—iEat e—iE'a,t i |g(E) |2e~a‘Et

p++(t) =-|1+ = T = s dE 2 1
2 N g9 7 gLl B —it—ty—F(B 2|g(E
1+ nﬂdn(_Ec‘g_l—n_)f 1+ Uﬂdn(_E'IW Mo [ €— € ( )] +m |g( )|
2
~iEt —iEjt i BN e—iBt
- NSRRIV L S +/dE lg(E)[ e ;
1+ [Pdpdfl, 14 [Pdp i, Jo (B —eo — F(E")]" + 72|g'(E")|
o (Ed""?) o (Ed"“"?)

que se reduz a 1/2 no caso de g = ¢, como deveria ser e
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1 e—iEat eﬁiEdt ij |g|2 —iBt
py_(t) == - gt 7+ f dE 3 1
2 7 |9 Lol e s gy == 2
1+ o dnm 1+ 7?0 ﬂmf 7o [ g~ gy = F(H )] + m?|g]|
eiE;t + zEd / o |g | iE't
Lt fngfls 1+ [ dn gl — e = F(B)) + g
a~ T
‘o 1 / ! e E ( (Ba—1)(B, - 7) )
7 lgl® g g2 E,—E Eq—n0)(E, —
+ iy dnm \(1 -+ - d?](E:i—_n)z) ( d d) ( d TI'U)( d 770)
- 1 ( 1 e BB ( (Eq — 7)(Eq — 7) )
(Ea — n0) (Ey — m0)

P T | B
Lt Ly dngpityye ) \ O+ S dnggZos) | (B B

ﬁ gl'e® e
-+ gg’/ dE/ dE' 5 T 5 T
0 o [E — ¢ — e — F(E)]” + 7|g| [E' — ey — F(E)]” + n?|g'|

[Z(E)Z(E’)é(E _ )+ L) (111 ((E —m)(E ~ ”O)) +72(E - E') + 2(E) - Z(E))] } .

(B - E (71— E)(7 - E)

(B.8)

onde a corre¢do na energia ¢ dada por

7 2 , 7 "12
F(E):f dn-—19! e F(E)z/ dn—9
70 7

(E—??) 0 (E —77).

A solugao das equagoes depende de cdlculo numérico, principalmente quando se trata da parte do

4 : E E " ; : . ,
continuo. As quantidades |af) )12 e |b(0 )|2 ndo podem mais ser aproximadas por Breit-Wigner como
fizemos na sec¢io 3.3, pois vdrias energias irdo contribuir e nao poderemos mais desprezar a corregao
na energia que neste limite de espectro limitado, passa a ser importante.



Apéndice C
Deducao da Equacao Mestra

Neste apéndice faremos uma breve revisao da deducao da equacgao mestra. Esta deducao pode ser
feita de vérias maneiras que podem ser encontradas nas referéncias [10, 21, 55, 56, 104]. Escolhemos
o formalismo desenvolvido na ref. [55].

Considere a hamiltoniana total

H = Hg + Hp + Hipy, (C.1)

onde Hg e Hp sao, respectivamente, as hamiltonianas que descrevem o sistema S e o reservatorio
térmico R, enquanto que H;,; descreve a interagdo entre eles. Considere o operador densidade
total p(t) definido no espago S ® R e o operador densidade reduzido do sistema definido como
ps(t) = Trrp(t), onde o traco é calculado nas varidveis do reservatério.

Procuramos uma equagao dinamica para o operador densidade reduzido do sistema e para isso,
utilizamos a equacgdo de Liouville-Von Neuman para o operador densidade total

% = S H, )], (©2)

onde H é a hamiltoniana total dada por (C.1). Agora, escrevemos (C.2) na representagio de
interacao, separando o movimento gerado por Hg + Hp do movimento gerado por Hj,;

B o [ inlt), O, (©3)

com j = enHs+HR) p(p)e= i (Hs+HHR o FT, (t) = ek (HsHHRF, e~ w(Hs+HR) Integrando formalmen-
te (C.3), temos

o0 =50+ 7 | ' [Hu?), 7)) (C.4)

e substituindo (C.4) no comutador presente em (C.2), temos
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1

) = 0,500~ 35 [ U0, ), O] (©5)

Esta equacédo é exata e de dificil solugio, pois ela é linear e ndo-markoviana [105]. A vantagem de
uma equacao formal exata é a de que ela pode nos revelar muito do ingredientes fisicos essenciais
que governam a dindmica efetiva. Esta equag¢do contém uma parte unitdria e uma parte nao unitaria
contida no termo da integral, responsdvel por propriedades importantes, caracteristicas de evolugoes
de subsistemas, tais como, decoeréncia, dissipagio, variacdo da energia entre outras. Entdo, nela
faremos algumas aproximacoes de modo que a solucdo de (C.5) torne-se vidvel.

Consideramos que inicialmente o sistema e o reservatério estdo descorrelacionados, entao a
matriz densidade total, neste tempo, deve ser escrita como

p(0) = ps(0) ® pr(0), (C.6)

onde pr(0) é o operador densidade do reservatério inicial. Entéo, substituindo (C.6) em (C.5),
encontramos a seguinte equagio, apds tomarmos o trago nas varidveis do reservatoério,

dps(t)

dt hz dt TrR{[Hznt( /8 [ﬁint(f),ﬁ(t’)”}, (i)

onde usamos Trz[H;p, pr(0)] = 0.

Esta situacio inicial de descorrelagdo entre os dois sistemas é modificada ao longo do tempo,
devido a interacdo entre eles descrita por H;,. Esta interagio é considerada fraca e como o reser-
vatério é um sistema grande, entdo ele é pouco afetado por esta interagao. Assim sendo, podemos
supor que o reservatério permanece no mesmo estado em que foi preparado inicialmente para todo
o tempo. Com isso a matriz densidade total pode ser escrita como

p(t) = ps(t)pr(0). (C.8)

Faremos agora a segunda aproximagao que consiste em desprezar termos de ordem maior do que
a segunda ordem em H,. Esta aproximagio ¢ conhecida como aproximagdo de Born. Assim a
equagdo (C.7) se reduz a

dﬁ;(t) = 512 At Ter{ [Hina (), [Hine (1), 55 () pr(0)]]}- (C.9)

A equacdo acima (C.9) continua sendo complicada, pois ela ndo é markoviana, o que significa que a
evolucdo de pg(t) depende do passado através da integracdo de pg(t'). Num sistema markoviano, o
comportamento do sistema no passado néo afeta o comportamento no presente. Entao, a préxima
aproximagao a ser feita serd markoviana que consiste em substituirmos pg(t') por pg(t) em (C.9),
isto é
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dﬁjf“ = ;2 At T {[Hans (1), [Hint (1), 55 (£) pr(0)]]}- (C.10)

Esta equacgdo é conhecida como equagdo mestra na aproximacgao de Born-Markov. Para entender
um pouco melhor o significado do integrando de (C.10), vamos especificar um pouco a hamiltoniana
de interacao, isto é,

Hing :ZSiFi: (e11)

onde S; e I'; sdo, respectivamente, operadores nos espacos de Hilbert de S e de R. Substituindo
(C.11) em (C.10), temos

=—§jﬁdﬂ@dﬁﬁ%ﬂﬂﬂﬁwmAWMm@Mﬁme

+ [As()S5(¢)Si(t) — Si(t)As(¢') S5 ()5 () Ti() v} (C.12)
(EOT () = TelprO T (¢)] (c.13)
(F5(¢)F4(0)) x = Tenlpn (OO ()P4 (0) (C.14)

As propriedades do reservatério entram em (C.12) através das fungdes de correlagio (C.13) e (C.14).
Uma maneira de justificar substituicdo de pg(t') por ps(t) na equagio (C.9) estd relacionada ao
decaimento destas fungdes de correlagdo do reservatério, ou seja, esta substitui¢ao é valida quando
esta escala de decaimento é muito mais rdpida se comparada com a escala de em que pg(t) varia.
Portanto, a aproximacdo markoviana estd baseada em duas escalas de tempo: uma escala lenta a
qual o sistema S varia e uma rdpida que caracteriza o decaimento das funcoes de correlacao do
reservatério. Idealmente, estas fungoes de correlagiao do reservatdrio podem ser aproximadas como

BT ()~ (¢ — ). (C.15)

Na secdo seguinte, mostraremos, como exemplo, a dedugao da equagao mestra para o modelo li-
near na RWA. As outras equagoes mestras, que aparecem no presente trabalho, podem ser deduzidas
da mesma maneira.
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C.1 Equacgao Mestra para um Modelo Linear na RWA

Deduziremos a equagao mestra para um oscilador linearmente acoplado a outros osciladores nao-
interagentes na aproximagao RWA para ilustrar dedugao acima. A hamiltoniana que descreve este
modelo é dada por

H = hwea'a+ Y hw;blb; + h(al'" + o'T). (C.16)
J

com I' = Zj k;bj, onde w, é a freqiiéncia do oscilador principal e w; é a freqiiéncia do j-ésimo
oscilador do reservatério.

O reservatério térmico encontra-se num estado de equilibrio térmico a temperatura 7T e é descrito
por,

% bt R
pr(0) = He ’“BTb"bk(l — e*sT),
7
onde kp é a constante de Boltzmann.

Identificando os termos presentes na hamiltoniana de interagio (C.16) com a hamiltoniana de
interagao na forma geral (C.11), encontramos

si=a , sy=a' , Ti=) Kbl e o= kb, (C.17)
J J

que na representacao de interagao adquirem a forma

51(t) = ae~et
5o(t) = afelet
Lile) =) = ) il

J

To(t) =T(t) = kjbje™s" (C.18)
J

Podemos calcular as somas em (C.12) que variam i = 1,2 e j = 1, 2, reduzindo esta equacao a

di—i” N ”/0 dt'{[aaps(t) — aps(t')ale T (¢)) r + hec.

+ [atal 55 () — alps(t)al]e™ TR (E)) R + h.c.
+ [aal ps(t)) — al ps(t)ale”@CENTHHT(#)) g + h.c.
+ [afaps(t') — aps(t)al]e WD E)) g + h.c]} (C.19)



99

onde as fungoes de correlagao do reservatorio sao dadas, explicitamente, por

(CHOTH () =0 (C.20)

(COT(E)r =0 (Co)
(COT( )k = Z il e =iy, T), (C.22)
T (E) e = Z ke = 7w, T) + 1], (C.23)

COom

s
e kpT

(w;, T) = Trp(pr(0)blb;) = (C.24)

—hws
1 —gks®

onde 7(w;j, T') é o nimero médio de fétons para o oscilador com freqiiéncia w; em equilibrio térmico
a temperatura T. As funcoes de correlagao do reservatorio envolvem somas sobre os osciladores do
reservatério e esta soma pode ser substituida por uma integral, desde que a densidade de estados
D(w) seja introduzida, tal que D(w)dw dé o nimero de osciladores com freqiiéncias dentro do
intervalo w até w + dw. Efetuando uma mudanca de varidvel 7 =t — ¢ em (C.19), temos

%(gﬂ = = fo dr{[aa’ps(t — 7) — a'ps(t — 7)ale < (TH()T(t — 7)) g + h.c.

+ [ataps(t — 7) — aps(t — 7)al]e™ (DHOTHt — 7)) g + h.c]} (C.25)

onde as fungoes de correlacdo do reservatorio, apés transformarmos a soma nos osciladores do
reservatorio em integrais, sao iguais a

LONOIIEY " dwD(@)lk(w) e (w5, T), (C.26)
(f‘(t)f‘*(t'))g = /000 de(w)|k(w)|ze‘im[ﬁ(wj, T) + 1], (C.27)

com 7(w;, T") dado por (C.24) substituindo w, por w.

A seguir, nos concentraremos na aproximagao markoviana. A aproximagdo markoviana supoe
que o tempo de correlagao do reservatério é curto se comparado com a escala de tempo onde ocorrem
as mudancas em pg. A primeira questdo a ser investigada estd relacionada a situagdo em que as
equagoes (C.26) e (C.27) podem ser aproximadamente proporcionais a §(7). O tempo de correlagéo
do reservatorio pode ser calculado explicitamente através destas equagoes, a partir de um certo
k(w). A estimativa para este tempo de correlagio do reservatério pode ser dada, por exemplo,
considerando k(w) uma constante. Note que na equagio (C.25), a exponencial e**” multiplica a
funcao de correlagao do reservatério e sao somente as freqiiéncias w & w, que sdo importantes em
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(C.26) e (C.27). Entdo, pode-se estender o limite de integragio inferiorpara —oo em (C.26) e (C.27)
e assim, temos uma transformada de Fourier e o tempo de correlagao é facilmente obtido. Baseado
nestes argumentos, podemos afirmar que o integrando varia numa escala muito mais rdpida do que
a escala de evolucdo de jg, e assim, podemos substituir pg(t — 7) por pg(t) em (C.25), obtendo

dps (t)
dt

= alaps(t)a’ — ataps ()] + Blaps(t)al + a'ps(t)a — alaps(t) — ps(t)aal] + hc.  (C.28)

com

a—/ dT/ dwe @) D (w)|k(w)]? (C.29)
8= [ dr f dwe= =9 D () |k () PA(w, T). (C.30)

Note que t é a escala de tempo caracteristica da mudanca de pg e como a integragao em 7 é dominada
por escalas de tempo muito mais rapidas do que esta, entdo pode-se estender o limite de integracao
superior de T para oo, onde para calcularmos os valores de « e §, utilizamos

t
. P
lim [ dre {9 = 1§(w — w,) + 14 , (C.31)

t—o0 0 We — W

onde P indica o valor principal de Cauchy. Entao, encontramos

CcOom

A= P/w de((;‘))!ﬁ(u"j))jg, (C.34)
A =P f h dw%lﬁﬁ(w,i“). (C.35)

Finalmente, temos a equa¢io mestra, apds substituirmos os valores de « e 8 dados, respectivamente,
por (C.32) e (C.33) e voltarmos para a representagao de Schrodinger, onde

iz z_[HS’pS] +EE

Lot dPSe-Hgt
dt

dt

Assim, a equagao mestra é descrita por
INSTITUTO DE FISICA
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ke —iwl[ata, ps] + K(2apsal — alaps — psa’a) + 2kn(apsal — a'psa — alaps — psaa’), (C.36)
onde w!, = we + A, k = 7D(w)|k(we)|* e i = n(we, T). Note que no caso de temperatura nula, a
equacao mestra acima se reduz a

dos

e —iw![ata, ps] + K(2apsa’ — alaps — psala). (C.37)

Este mesmo procedimento foi utilizado para deduzir as equacgoes mestras presentes na se¢ao 3.7.
Para o caso onde temos um tnico tempo de relaxacdo, as hamiltonianas de interacao, utilizadas
para deduzir as equagbes mestras respectivas a elas, tém as formas

Hoy = Z (gkb};a_ + gzbkmr)

k

Bipgi= /n dn [g(n)Imyo—-(0s] + g*(n)|0s)o—(n]] -

7o

DO =

Para o caso onde temos dois tempos de relaxacao, as equagoes mestras sao obtidas a partir das
hamiltonianas

His = Z (gkblog + g,’;b;c0+) -+ z (gjcb‘,ta_ + g';bka+)
K k

Ho =5 [ dnlonlndo-+ 5" @0ao-tl)+ 5 | dn [f @m0l + 5" (IO (0]

70

Note que todas estas hamiltonianas de intera¢ao podem ser escritas na forma (C.11).
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