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Resumo

Transdutores baseados em asas piezoompósitas têm uma vasta apliação no

ampo de estruturas inteligentes, prinipalmente omo atuadores, sensores e oletores

de energia. Essas estruturas piezoompósitas são geralmente ompostas por dois ou

mais tipos de materiais, omo por exemplo materiais piezelétrios, ortotrópios elástios

(possuem �bras de reforçamento) e isotrópios (materiais homogêneos). Vários fatores

devem ser onsiderados no projeto de transdutores baseados em asas piezoompósitas,

omo o tamanho, a forma, a loalização e a polarização do material piezelétrio, bem

omo a orientação das �bras do material ortotrópio. O projeto desses transdutores

é omplexo e trabalhos anteriores envolvendo esses tipos de materiais sugerem utilizar

Método de Otimização Topológia (MOT) para aprimorar o desempenho dos transdutores

distribuindo o material piezelétrio sobre substratos �xos de materiais isotrópios e

ortotrópios, ou otimizar a orientação das �bras dos materiais ortotrópios om material

piezelétrio om tamanho, forma e loalização previamente estabeleidos. Assim, nesta

tese, propõe-se o desenvolvimento de uma metodologia baseada no MOT para projetar

transdutores piezoompósitos de asa onsiderando, simultaneamente, a otimização da

distribuição e do sentido de polarização do material piezelétrio, e também a otimização

da orientação das �bras de materiais ortotrópios, que é livre para assumir valores

diferentes ao longo da mesma amada ompósita. Utilizando essa metodologia, são obtidos

resultados numérios para atuadores e sensores em regime estátio e para oletores de

energia om iruito elétrio aoplado, em regime dinâmio amorteido. Para os asos

dos sensores e dos oletores de energia, também são onsideradas as tensões meânias na

estrutura, as quais devem obedeer os ritérios de von Mises (para materiais isotrópios)

e de Tsai-Wu (para materiais ortotrópios) para que não haja falhas na estrutura, que

está sujeita a esforços meânios.

Palavras-have: Otimização Topológia, Transdutores Piezelétrios, Casas

Piezoompósitas, Orientação de Fibras, Coletores de Energia, Restrição de Tensão

Meânia.



Abstrat

Transduers based on laminated piezoomposite shell strutures have a wide

appliation in the �eld of smart strutures, espeially as atuators, sensors and energy

harvesting devies. These piezoomposite strutures are generally omposed by two

or more kinds of materials, suh as piezoeletri, isotropi, and elasti orthotropi

(�ber reinforement) materials. Several fators must be onsidered in the design

of piezoomposite transduers, suh as size, shape, loation and polarization of the

piezoeletri material and the �ber orientation of the orthotropi material. The design

of these transduers is omplex and previous studies involving these types of materials

suggest using �Topology Optimization Method� (TOM) to enhane the performane of

piezoeletri transduers by distributing piezoeletri material over �xed isotropi and

orthotropi substrate or to optimize the �ber orientation of orthotropi materials with

piezoeletri pathes previously established. Thus, this thesis proposes the development of

a methodology based on the TOM to design laminated piezoomposite shell transduers by

onsidering simultaneously the optimization of distribution and the polarization diretion

of the piezoeletri material, and also the optimization of the �ber orientation orthotropi

material, whih is free to assume di�erent values along the same omposite layer. By using

this methodology, numerial results are obtained for atuators and sensors under stati

response, and energy harvesting devies with an eletrial iruit oupled, in dynami

damped analysis. In the ase of sensors and energy harvesting devies, whih are subjeted

to mehanial loads, the mehanial stresses in the struture are also onsidered, whih

must satisfy two stress riteria to prevent failure: von Mises for isotropi materials and

Tsai-Wu for orthotropi materials.

Keywords: Topology Optimization, Piezoeletri Transduers, Piezoomposite Shell,

Fiber Orientation, Energy Harvesting, Mehanial Stress Constraints.
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1

1 INTRODUÇ�O

Materiais piezelétrios têm a propriedade de onverter energia elétria em energia

meânia, ou vie-e-versa. Essa propriedade tem sido alvo de uma grande variedade de

trabalhos nas últimas déadas, desde apliações de ultrassom omo, sonares (DESILETS et

al., 1999; SHUYU, 2005), levitação aústia (ANDRADE; BUIOCHI; ADAMOWSKI, 2010; XIE

et al., 2006), diagnóstio e tratamento médio (WHITTINGHAM, 2007; HAAR, 2007), miro e

nano posiionadores e manipuladores (CARBONARI; SILVA; NISHIWAKI, 2005; CARBONARI,

2008), sensores de pressão (NAKASONE; SILVA, 2010) e aústios (LI; CHENG, 2010), e

até mais reentemente dispositivos de oleta de energia (SODANO; INMAN, 2004; BEEBY;

TUDOR; WHITE, 2006; ERTURK; INMAN, 2008; RUPP et al., 2009; RUPP; DUNN; MAUTE,

2010). Geralmente, os materiais piezelétrios são utilizados juntamente om outros tipos

de materiais, omo por exemplo, materiais isotrópios e ortotrópios elástios

1

. Estruturas

ompostas por esses tipos de materiais são hamados de estruturas piezoompósitas.

Neste trabalho, são analisadas estruturas piezoompósitas �nas, onde a espessura é muito

menor que o omprimento e largura. Elas são denominadas de estruturas de plaa e asa

multi-amadas piezoompósita e têm sido alvo de grande interesse na área da Engenharia,

prinipalmente no ampo de estruturas inteligentes, onde podem ser utilizadas para

sensoriamento, atuação e oleta de energia (TZOU; TSENG, 1990; AGRAWAL; TREANOR,

1999; MUKHERJEE; JOSHI, 2002; SODANO; INMAN; PARK, 2005; PARK et al., 2010b).

Um exemplo de estrutura de asa multi-amadas piezoompósita é mostrado na

Fig. 1.1, onde amadas de diferentes tipos de material são empilhadas de modo que se

possa aproveitar as vantagens ofereidas por ada material. O material isotrópio pode

servir omo �molde� para que se possa olar as outras amadas, omo um espaçador

entre amadas diferentes, ou até mesmo omo eletrodo para as amadas de material

piezelétrio. O material ortotrópio pode ser utilizado tanto para aumentar quanto para

reduzir a rigidez da estrutura, dependendo dos requisitos do projeto, modi�ando-se o

1

Denomina-se, nessa tese, materiais ortotrópios elástios aqueles ompostos por materiais �brosos,

omo �bra de vidro ou arbono, dentro de uma matriz de epóxi. A partir deste ponto, esses materiais

serão denominados somente de materiais ortotrópios, por simpliidade.
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Figura 1.1: Estrutura de asa laminada piezoompósita.

ângulo de orientação das �bras em ada amada. Já as amadas de material piezelétrio

servirão omo meanismos de atuação ou sensoriamento, utilizando tanto a apliação

de potenial elétrio quanto deformações meânias, respetivamente, omo prinípio

de funionamento. As apliações para esse tipo de estrutura inluem o ontrole de

deformação (por sensoriamento e atuação) em, por exemplo, asas de aeronaves (TZOU;

TSENG, 1990) e pás de turbinas (LUND, 2009), espelhos deformáveis para telesopia

espaial (RIVA et al., 2010), antenas re�etoras (AGRAWAL; TREANOR, 1999), sensores de

monitoramento de tráfego (LI; YANG; LI, 2006) e também atuadores omo os bilaminares e

de asa ilíndria (também onheidos omo �C-blok�) (BREI; MOSKALIK, 1997; ERVIN;

BREI, 1998; BALAMURUGAN; NARAYANAN, 2001) (ver Fig. 1.2), que são amplamente

empregados na indústria de automação e também na aeronáutia (MUKHERJEE; JOSHI,

2002).

1.1 Otimização Topológia apliada a Transdutores

Piezoompósitos

A distribuição de material piezelétrio afeta o desempenho da estrutura, e portanto,

a quantidade, forma, tamanho, loalização e sentido de polarização devem ser

simultaneamente onsiderados num problema de otimização. Nesse sentido, ferramentas

de otimização, omo o Método de Otimização Topológia (MOT), têm sido amplamente

utilizadas para enontrar a topologia ótima de transdutores piezoompósitos de asa

(KÖGL; SILVA, 2005; KANG; TONG, 2008a, 2008b; ZHENG; CHANG; GEA, 2009; RUPP et

al., 2009; RUPP; DUNN; MAUTE, 2010). O MOT é uma ferramenta de projeto estrutural

que tem omo prinípio básio enontrar a distribuição ótima de material dentro de um

domínio �xo pré-determinado para maximizar ou minimizar funções objetivos e satisfazer
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PSfrag replaements
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Figura 1.2: Representação de atuadores do tipo bilaminar (a) e �C-blok� (b).

ertos requisitos de projeto.

Um dos trabalhos pioneiros na apliação do MOT no projeto de transdutores

piezelétrios foi Silva, Fonsea e Kikuhi (1997), que empregam o MOT para o projeto

de miroestruturas (ou élulas unitárias) de materiais piezelétrios, busando melhorar o

desempenho desses materiais. Seguindo esse ontexto, a apliação do MOT no projeto

de atuadores piezelétrios �extensionais é apresentada por Silva e o-autores (SILVA et al.,

1999; SILVA; KIKUCHI, 1999b, 1999a; SILVA; NISHIWAKI; KIKUCHI, 1999, 2000), utilizando

o oneito de energia mútua e de �exibilidade média (NISHIWAKI et al., 1998; FRECKER

et al., 1997). Utilizando um software de MOT pode-se obter o projeto de um atuador

piezelétrio �extensional apenas espei�ando o domínio de projeto, a exitação de entrada

(potenial ou arga elétria) e a direção dos desloamentos de saída em um determinado

ponto desejado. Isso viabilizou o projeto de atuadores piezelétrios não-onvenionais

omo garras, grampos, pinças, et (CARBONARI, 2008).

Além da maximização de desloamentos e tensões elétrias, outras araterístias de

transdutores piezelétrios também podem ser aperfeiçoados através do MOT. Silva e
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Kikuhi (1999b) empregam o MOT para o projeto de transdutores piezelétrios busando

o aumento dos oe�ientes de aoplamento eletromeânio e abordando também requisitos

referentes à frequênia de ressonânia desses transdutores. Carbonari, Silva e Nishiwaki

(2005) empregam o MOT para o projeto de miromanipuladores piezelétrios para

manipulação e posiionamento de preisão.

A otimização da distribuição de material piezelétrio, juntamente om a otimização

do sentido de polarização em transdutores de plaas e asa, foi iniialmente apresentada

por Kögl e Silva (2005) que propuseram um novo modelo de material, o �Piezoeletri

Material with Penalization and Polarization� (PEMAP-P). Esse modelo se baseia no

modelo tradiional �Simple Isotropi Material with Penalization� (SIMP) para modelar a

distribuição de material piezelétrio e sugere a riação de uma nova variável de projeto

para modelar o sentido de polarização do material piezelétrio.

Reentemente, vários trabalhos têm sido publiados para otimizar transdutores

piezoompósitos de plaas e asas. Kang e Tong (2008a) apresentam um trabalho

apliando o MOT em plaas laminadas piezelétrias, numa abordagem estátia, através

da distribuição de material piezelétrio e também da determinação dos valores de tensão

elétria ótima para aionamento do atuador. Em seguida, revendo a viabilidade prátia de

apliar a distribuição ótima de tensões elétrias obtidas, Kang e Tong (2008b) apresentam

novos resultados, desta vez onsiderando uma distribuição de tensão elétria uniforme em

todo o domínio. Mais reentemente, Howard et al. (2009) utilizam o MOT para estruturas

de plaas e asas piezelétrias, apresentando resultados para o projeto das deformações

livres em transdutores piezelétrios �nos.

Considerando o projeto de oletores de energia baseados em estruturas multiamadas

de plaas e asas, Zheng, Chang e Gea (2009) apliaram otimização topológia para

maximizar a onversão de energia meânia em elétria operando no modo estátio. Além

disso, Rupp et al. (2009), Rupp, Dunn e Maute (2010) onsideraram o projeto dinâmio

de oletores de energia e otimizaram a topologia das amadas piezelétrias aopladas à

uma amada de material isotrópio, om um iruito elétrio externo de oleta de energia

aoplado à estrutura.

Essenialmente, esses trabalhos onsideram apenas materiais isotrópios omo

substrato e apliam a otimização topológia nas amadas piezelétrias, ou otimizam o

substrato tendo a posição do material piezelétrio pré-determinado. Existem na literatura

vários trabalhos de otimização topológia em estruturas meânias de plaas e asas,

que propõem a utilização de materiais ortotrópios para aumentar a rigidez da estrutura
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mediante esforços meânios (DUVAUT et al., 2000; STEGMANN; LUND, 2005a; LUND, 2009;

LINDGAARD; LUND, 2011). Materiais ortotrópios possuem propriedades elástias que,

em geral, são diferentes ao longo de ada eixo. Um exemplo bem omum de material

ortotrópio é um polímero reforçado por �bras paralelas de vidro ou arbono. A rigidez

de tal material ompósito é geralmente maior na direção paralela às �bras do que nas

direções transversais. Utilizando essa propriedade, as �bras em ada amada de material

ortotrópio podem ser orientadas arbitrariamente de modo a, por exemplo, maximizar a

rigidez da estrutura.

Seguindo essa abordagem, alguns trabalhos (RAY; REDDY, 2004b, 2004a, 2005;

WANG; TAI; QUEK, 2006) propuseram a utilização de materiais �brosos em transdutores

piezelétrios e apliaram a otimização topológia para melhorar o desempenho em

apliações de ontrole de vibração e de forma. Contudo, esses trabalhos utilizam o MOT

ou para otimizar a distribuição de material piezelétrio mantendo as �bras das amadas

ortotrópias onstantes, ou otimizando a orientação das �bras dessas amadas sendo que a

posição do material piezelétrio é pré-estabeleido e �xo durante o proesso de otimização.

1.2 Restrição de Falha Meânia em Problemas de OT

Outro tópio importante abordado nesta tese é a inlusão de restrições de tensão

meânia no problema de otimização. Estruturas sujeitas a esforços meânios externos

apresentam uma distribuição de tensão meânia que depende da amplitude da força

apliada, da frequênia utilizada (em asos dinâmios), da distribuição de material no

domínio, e, no aso de se utilizar materiais ortotrópios, depende também da orientação

das �bras desse material.

Na área de transdutores piezoompósitos, essa abordagem tem grande relevânia

em apliações de sensores e oletores de energia, uma vez que eles estão sujeitos a

arregamentos meânios externos, que muitas vezes são dados de projeto e não podem

ser alterados. Por exemplo, no aso de oletores de energia, para aproveitar a energia de

vibração de uma estrutura, o transdutor deve ser aoplado à essa estrutura e utilizar a

mesma amplitude e frequênia da vibração. Já no aso de sensores de pressão, a estrutura

deve suportar grandes pressões, por exemplo. Porém, no aso de atuadores, a análise

de tensões meânias não é neessária pois a própria estrutura piezelétria provoa os

desloamentos, os quais podem ser ontrolados pela amplitude da tensão elétria apliada.

É possível enontrar na literatura, diversos trabalhos que onsideram a tensão
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meânia em suas formulações de otimização topológia, tanto omo restrição (que é

mais omumente utilizado) (CHENG; GUO, 1997; DUYSINX; BENDSØE, 1998; LE et al.,

2010) ou omo função objetivo (YANG; CHEN, 1996; ALLAIRE; JOUVE; MAILLOT, 2004;

GROENWOLD; HAFTKA, 2006). Entretanto, esses trabalhos estão limitados a problemas

estruturais omo, por exemplo, minimização de volume om restrição de falha meânia,

ou a minimização da tensão meânia máxima om restrição de volume de material.

Na área de estruturas piezoompósitas de asa, nenhum trabalho envolvendo tensões

meânias foi enontrado até o momento da �nalização desta tese. Assim, esta tese propõe

uma nova abordagem no projeto de transdutores piezoompósitos inluindo restrição de

falha meânia na formulação de OT, sendo que, para ada tipo de material, é utilizado um

diferente ritério para alular a restrição. Nas amadas de material isotrópio a restrição

é utilizada para garantir que as deformações permaneçam no regime linear elástio, ou

seja, as tensões meânias devem ser menores que a tensão meânia de esoamento

do material (LE et al., 2010). Nas amadas de material piezelétrio, a restrição evita a

despolarização da erâmia (CALDERON-MORENO, 2001), sendo que a tensão meânia

que ausa a despolarização é muito menor que a tensão meânia de ruptura da erâmia.

Finalmente, nas amadas de material ortotrópio, a restrição é utilizada para evitar a

falha da estrutura (GROENWOLD; HAFTKA, 2006), ou seja, a ruptura das �bras ou da

matriz de epóxi.

1.3 Proedimento do MOT

O proedimento típio de projeto de uma estrutura de asa utilizando o MOT

é apresentado na Fig. 1.3, que divide-se em seis etapas: de�nição do domínio

iniial, disretização em elementos �nitos, obtenção on�guração ótima da estrutura

(onsiderando a topologia, polarização e orientação das �bras), pós-proessamento do

resultado, veri�ação através de uma nova análise de MEF e, �nalmente, a fabriação do

protótipo para veri�ação experimental, ompletando o ilo de projeto.

Neste trabalho é apresentado o proedimento de OT até a veri�ação do MEF

do resultado pós-proessado, ou seja, este trabalho não trata a fabriação nem os

proedimentos que a fabriação abrange.
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Figura 1.3: Proedimento de projeto de um transdutor piezoompósito de asa utilizando

o MOT abordado nessa tese.

1.4 Objetivo

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma metodologia para projetar transdutores

piezoompósitos multiamadas de asa utilizando métodos de otimização topológia. A

otimização visa melhorar o desempenho desses transdutores através da distribuição de

material (piezelétrio e não-piezelétrio), da esolha do sentido de polarização do material

piezelétrio e da esolha da orientação das �bras do material ortotrópio, numa otimização

simultânea desses parâmetros. Como menionado anteriormente, restrições de tensão

meânia são inluídas na formulação para evitar falhas estruturais que podem vir a

oorrer aso as deformações ultrapassem um erto limite.

São onsiderados três tipos de projetos diferentes: atuadores, sensores e oletores de

energia. No projeto de atuadores piezoompósitos, deseja-se maximizar os desloamentos

em ertos pontos de uma dada estrutura, num regime estátio. Para isso, propõe-se

maximizar os desloamentos em pontos pré estabeleidos nas direções desejadas, gerados

pela apliação de potenial elétrio nos eletrodos das amadas piezelétrias. No projeto de

sensores, o objetivo é melhorar a sensibilidade elétria da estrutura dada uma perturbação

meânia onheida, também no regime estátio, respeitando ertos limites de tensão

meânia. Assim, propõe-se maximizar o potenial elétrio gerado nos eletrodos da
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amada piezelétria devido ao arregamento meânio apliado, mantendo o valor máximo

de tensão meânia abaixo de uma dada restrição. Finalmente, no aso dos oletores de

energia, dada uma vibração externa onheida, deseja-se maximizar a potênia elétria

gerada pela estrutura ligada à um resistor externo, também sujeita a limitações de tensão

meânia.

1.5 Justi�ativa

Nas últimas déadas, o resente aumento da utilização de materiais ompósitos

na engenharia tem despertado grande interesse na área de estruturas inteligentes. A

otimização da distribuição de material piezelétrio já tem sido apresentada em diversos

trabalhos (KÖGL; SILVA, 2005; KANG; TONG, 2008a, 2008b; ZHENG; CHANG; GEA, 2009;

RUPP et al., 2009; RUPP; DUNN; MAUTE, 2010). Entretanto, a possibilidade de modi�ar

a rigidez da estrutura do substrato (estrutura de suporte do material piezelétrio)

alterando-se a orientação das �bras do material ompósito, traz onsigo novos oneitos na

otimização estrutural de transdutores piezelétrios. No aso de atuadores, orientando-se

apropriadamente as �bras do material ompósito pode-se ter um substrato mais �exível

numa dada direção de atuação, e mais rígido em outras direções, melhorando-se assim o

ontrole de desloamentos e também a distribuição de tensões meânias. Essa mesma

abordagem pode ser apliada para sensores e oletores de energia, onde é possível melhorar

a resposta elétria do transdutor otimizando, onjuntamente, a distribuição e a polarização

de material piezelétrio e a orientação das �bras.

Além disso, omo dito anteriormente, a distribuição de tensão meânia na estrutura

é um fator que pode invalidar a solução ótima visto que, no aso de sensores e oletores

de energia, a amplitude e frequênia do arregamento meânio pode não ser ontrolável

pelo projetista. Portanto, é neessário inluir restrições de tensão meânia no problema

de otimização.

É possível enontrar na literatura trabalhos que onsideram a otimização da

distribuição de material piezelétrio (que também utilizam materiais ortotrópios) e

outros trabalhos que onsideram a otimização da orientação das �bras utilizando material

piezelétrio em loais pré-determinados que permaneem �xos durante a otimização.

Contudo, não foi enontrado nenhum trabalho onsiderando, simultaneamente, a

otimização de distribuição de material piezelétrio, bem omo sua polarização, e também

a otimização de orientação das �bras do material ortotrópio, e nem trabalhos que

onsiderem restrição de falha meânia no projeto de transdutores piezoompósitos.
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Assim, este trabalho traz um estudo pioneiro no projeto otimizado de transdutores

piezoompósitos laminados de asa.

1.6 Contribuição Cientí�a

Como prinipal ontribuição ientí�a deste trabalho destaa-se o desenvolvimento

de uma metodologia que ombina métodos de otimização topológia onsiderando,

simultaneamente, a distribuição e sentido de polarização do material piezelétrio e a

orientação das �bras do material ortotrópio. É proposto então ombinar um modelo

de material para a otimização de distribuição e polarização do material piezelétrio

(PEMAP-P) junto om uma ténia de otimização de material disreto para otimizar

a orientação das �bras do material ortotrópio. A generalidade da metodologia

implementada permite projetar diferentes tipos de transdutores, omo atuadores, sensores

e oletores de energia de forma totalmente sistemátia. De forma a divulgar essa nova

metodologia de projeto um artigo foi publiado em periódio internaional (KIYONO;

SILVA; REDDY, 2012) e mais dois foram submetidos (MELLO et al., Submetido em julho de

2012; KIYONO et al., ). Além disso, outros dois artigos foram apresentados em ongressos

internaionais (KIYONO; NAKASONE; SILVA, 2010; KIYONO; SILVA, 2011).

Outra ontribuição deste trabalho é a inlusão de restrições de tensão meânia na

formulação do problema de otimização de transdutores piezoompósitos de asa. As

restrições de tensão são neessárias para garantir que os limites de falha dos materiais

não sejam ultrapassados. São apresentados resultados numérios para omprovar que as

restrições de tensão são neessárias. Essa abordagem é nova e não foram enontrados

trabalhos na literatura om essas araterístias.

Além dessas ontribuições, o elemento de asa piezelétrio apresentado neste trabalho

tem omo ontribuição, não a sua formulação, que pode ser enontrada em diversos

trabalhos (BATHE, 1996; KÖGL; SILVA, 2005; BALAMURUGAN; NARAYANAN, 2008), mas

sim na ompilação das informações e no detalhamento da implementação apresentada

(que inlui a integração do MEF om o MOT) para futuras pesquisas.

1.7 Organização do Trabalho

No Capítulo 2 é apresentada a formulação detalhada do elemento de asa laminada

piezelétria.
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Em seguida no Capítulo 3 é feito um detalhamento do MOT utilizado, inluindo o

modelo de material, modelo de otimização de orientação de �bras e a ténia de projeção

�Heaviside�, e a formulação da restrição de falha meânia proposta nesta tese. Neste

apítulo, é apresentado também a análise de sensibilidades dessas formulações.

Nos Capítulos 4, 5 e 6 são apresentados os problemas de otimização e os projetos

otimizados de atuadores, sensores e oletores de energia, respetivamente, onsiderando

estruturas piezoompósitas de asa. Dentro de ada um desses apítulos, é apresentada

uma introdução sobre o tema, a formulação do problema de otimização topológia, análise

de sensibilidades e resultados referente a ada tipo de projeto.

Finalmente no Capítulo 7 é apresentada a onlusão geral do trabalho realizado e,

adiionalmente, são apresentadas também algumas sugestões de trabalhos futuros que

podem ser realizados a partir deste.

No Apêndie A, é desrita a obtenção do sistema de oordenadas nodal-loal e

da matriz elástia anisotrópia, para serem utilizados no MEF. No Apêndie B, a

validação do MEF é apresentado em 5 asos: para atuadores planos somente om material

piezelétrio, para sensor de plaa om alumínio e om material piezelétrio, para atuador

piezoompósito de asa, om �bra de arbono e material piezelétrio, para oletores de

energia em regime dinâmio, e para travamento por isalhamento.
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2 MODELAGEM DE CASCAS

PIEZOCOMPÓSITAS

UTILIZANDO O MÉTODO DE

ELEMENTOS FINITOS

Cada iteração da rotina de otimização topológia exige que análises estruturais de

geometrias omplexas sejam realizadas, o que é feito utilizando o MEF. O elemento

de asa piezelétria utilizado neste estudo é baseado na teoria de asa laminada de

primeira ordem (também onheido omo elemento de asa degenerado) (AHMAD; IRONS;

ZIENKIEWICZ, 1970; REDDY, 2004) e no elemento piezelétrio de plaas e asas proposto

por Kögl e Bualem (2005b).

O elemento de asa degenerado foi iniialmente proposto por Ahmad, Irons e

Zienkiewiz (1970), onde as equações elástias 3D de um elemento sólido tridimensional

são disretizadas em relação à sua superfíie média. O elemento de asa degenerado é

muito atraente pois pode ser empregado para análise de estruturas de plaas e asas

ompósitas laminadas om qualquer geometria, espessas ou delgadas e podendo ser

utilizada para análises linear e não-linear. Na Fig. 2.1(a) enontra-se a representação

desse tipo de elemento, om a posição dos nós na superfíie média, e na Fig. 2.1(b) pode

ser vista a representação de um elemento isoparamétrio de 8 nós, om o sistema de

oordenadas naturais, normalizadas nas 3 direções.

O omportamento de asa degenerada é simulado pela imposição de hipóteses

inemátias e meânias, as quais orrespondem a uma generalização da teoria de plaas

de Reissner-Mindlin:

• A hipótese inemátia: Partíulas iniialmente alinhadas om um vetor diretor

V k
n , iniialmente normal à superfíie média, permaneem alinhadas om este vetor

durante todo o movimento. Entretanto, o vetor diretor V k
n não neessariamente

deve permaneer normal à superfíie média durante o movimento. A Fig. 2.2(a)
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Figura 2.1: Representação do elemento de asa degenerado obtido a partir de um

elemento sólido 3D, om a posição dos nós na superfíie de referênia, e do elemento

isoparamétrio de 8 nós.

ilustra esta hipótese om as posições iniial e a deformada.

• A hipótese meânia: A omponente normal do tensor das tensões de Cauhy

na direção do vetor diretor de um ponto qualquer da superfíie média deve ser

nula durante todo o movimento, admitindo assim um estado plano de tensão. Na

Fig. 2.2(b) são apresentadas as tensões de Cauhy num sistema de oordenadas

genério (1, 2, 3), onsiderando σ33 = 0.

Dessa forma, o elemento utilizado neste trabalho possui 8 nós (um em ada vértie

e um no entro de ada aresta), onsidera tanto as deformações por �exão, quanto

por isalhamento (BATHE, 1996; KÖGL; SILVA, 2005; BALAMURUGAN; NARAYANAN,

2008), operando no regime linear elástio. Apesar de ser um elemento ustoso

omputaionalmente, pois possui muitos graus de liberdade, este elemento apresenta uma

boa relação entre e�iênia, preisão e baixa omplexidade de implementação para tratar

problemas omo travamento por isalhamento ou de membrana.

2.1 Equações Piezelétrias

As equações onstitutivas piezelétrias desrevem o aoplamento entre os ampos

elétrio e elástio da seguinte maneira (IKEDA, 1990):

σ = 

Eε− eE (2.1)

D = e

Tε+ ǫSE (2.2)



13

PSfrag replaements

V k
n

V k
n

V k
1V k

1

V k
2

V k
2

Posição Iniial

Posição Deformada

(a) Hipótese Cinemátia

PSfrag replaements

1
2

3

σ11

σ11

σ22

σ22

τ13

τ12τ12

τ23

(b) Hipótese Meânia

Figura 2.2: Representação das hipóteses inemátia (a) e meânia (b) em oordenadas

genérias (1, 2, 3).

onde σ, ε, D e E são os vetores de tensão meânia, deformação meânia, desloamento

elétrio e ampo elétrio, respetivamente, sendo que

σ =
{

σ11 σ22 σ33 τ12 τ23 τ13

}T

(2.3)

ε =
{

ε11 ε22 ε33 γ12 γ23 γ13

}T

(2.4)

D =
{

D1 D2 D3

}T

(2.5)

E =
{

E1 E2 E3

}T

(2.6)

As propriedades do material são desritas pelo tensor elástio 

E
(obtido em ampo

elétrio onstante), tensor piezelétrio e e o tensor dielétrio ǫS (obtido em deformação

meânia onstante). Neste trabalho, utilizam-se materiais piezelétrios e puramente

elástios. Os materiais piezelétrios mais omumente utilizados para atuadores e sensores

são da lasse de simetria hexagonal das famílias 6mm (PZT-5A) e ∞m (PZT-5H),

respetivamente, uja polarização é de�nida na direção 3. Para esses tipos de materiais
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piezelétrios, as matrizes 

E
, e e ǫS podem ser esritas da seguinte forma:



E =















c11 c12 c13 0 0 0

c12 c22 c23 0 0 0

c13 c23 c33 0 0 0

0 0 0 c66 0 0

0 0 0 0 c44 0

0 0 0 0 0 c55















; e =















0 0 e31

0 0 e32

0 0 e33

0 0 0

0 e24 0

e15 0 0















; ǫS =







ǫ11 0 0

0 ǫ22 0

0 0 ǫ33







(2.7)

onde c22 = c11, c23 = c13, c55 = c44, c66 = (c11 − c12)/2, e32 = e31, e24 = e15 e ǫ22 = ǫ11.

Para materiais puramente elástios, utiliza-se neste trabalho os materiais isotrópios

e ortotrópios, sendo que as onstantes piezelétrias e dielétrias devem ser nulas nesses

asos. Para ambos os tipos de materiais, a matriz elástia 

E
pode ser obtida a partir

dos módulos de Young e dos oe�ientes de Poisson, ujo álulo pode ser visto no

Apêndie A.2.

No aso da modelagem por elementos de asa, de aordo om a hipótese meânia,

assume-se o estado plano de tensões σ33 = 0 (AHMAD; IRONS; ZIENKIEWICZ, 1970), o

que possibilita esrever as equações onstitutivas piezelétrias, de uma forma ondensada,

pelo seguinte sistema matriial:







σ11

σ22

τ12

τ23

τ13

D1

D2

D3







=





















c∗11 c∗12 0 0 0 0 0 e∗31

c∗12 c∗11 0 0 0 0 0 e∗31

0 0 c66 0 0 0 0 0

0 0 0 ks ∗ c44 0 0 e15 0

0 0 0 0 ks ∗ c44 e15 0 0

0 0 0 0 e15 −ǫ11 0 0

0 0 0 e15 0 0 −ǫ11 0

e∗31 e∗31 0 0 0 0 0 −ǫ∗33



























ε11

ε22

γ12

γ23

γ13

−E1

−E2

−E3







(2.8)

onde

c∗11 = c11 −
(c13)

2

c33
; c∗12 = c12 −

(c13)
2

c33

e∗31 = e31 −
c13
c33

e33 ; ǫ∗33 = ǫ33 −
(e33)

2

c33
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2.2 Geometria e Cinemátia do Elemento de Casa

Nesta seção, são apresentados quatro oneitos básios para a formulação do elemento

�nito de asa: de�nição dos sistemas de oordenadas, obtenção das oordenadas dos nós,

álulo do ampo de desloamentos e �nalmente o álulo do ampo de deformadas.

2.2.1 De�nição dos Sistemas de Coordenadas

Na formulação do elemento de asa, deve-se, iniialmente, de�nir três diferentes

sistemas de oordenadas: o sistema global (x, y, z), sistema natural (r, s, t), o sistema

loal (x′
, y′, z′), omo pode ser visto na Fig. 2.3.
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x′

y′z′
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Figura 2.3: Sistema de oordenada para um elemento de asa piezelétrio de 8 nós.

O sistema de oordenada global é de�nido pelos eixos artesianos e é adotado para

desrever os dados de entrada omo oordenadas dos nós e forças apliadas, bem omo

resultados de desloamentos. O sistema de oordenada natural failita a riação das

matrizes de rigidez e massa e dos vetores de força utilizando a integração numéria e pode

ser de�nido a partir da sequênia dos nós em ada elemento. O sistema de oordenada

loal é de extrema importânia, pois ele é utilizado para desrever a geometria do elemento

e as propriedades do material. Esse sistema é de�nido, em ada nó, pelos versores unitários

{
V k
1 , V k

2 , V k
n

}
representando (x′

, y′, z′), respetivamente, e o álulo para obtenção desse

sistema é apresentado no Apêndie A.1. A geometria do elemento é representada pela

sua urvatura que é de�nida pela diferença entre os sistemas loais de ada nó, e as

propriedades dos materiais devem ser de�nidas om base nas direções (x′
, y′, z′). Para

materiais isotrópios, nenhuma onsideração deve ser tomada, já que as propriedades

são iguais para todas as direções. Para materiais piezelétrios, a únia onsideração

importante é de�nir a direção de polarização omos sendo igual à direção z′, ao longo da

espessura, já que, neste trabalho, são utilizados materiais piezelétrios om isotropia no

plano perpendiular ao da polarização. Entretanto, no aso de materiais ortotrópios, a



16

�bra segue uma direção ontida no plano perpendiular ao vetor normal da superfíie, e o

ângulo de orientação da �bra é de�nido a partir do eixo x′
, aumentando onforme a regra

da mão direita ao redor do eixo z′, omo representado na Fig. 2.4.

PSfrag replaements

x′ y′
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Figura 2.4: Sistema de oordenada do material. Direção prinipal da �bra do material

ortotrópio representada pela linha traejada.

Assim, é de�nido mais um sistema de oordenadas hamado sistema de oordenada do

material, representado por (1, 2, 3), mesma notação utilizada nas equações onstitutivas

1

(Eq. (2.8)) para failitar o entendimento. Esse sistema pode ser adotado por qualquer

material, sendo que para materiais isotrópios e piezelétrios, faz-se (x′ = 1, y′ = 2 e

z′ = 3). Como as propriedades do material são de�nidas nesse sistema, as tensões e

deformações devem ser também obtidas para esse sistema de oordenadas de modo a

failitar os álulos de ritérios de falha, omo o ritério de Tsai-Wu por exemplo. Ou

seja, ao invés de se utilizar as tensões em oordenadas globais (σxx e σyy), adotam-se

as tensões e deformações nas direções longitudinais e transversais (σ11 e σ22) à direção

preferenial das �bras (no aso de material ortotrópio). O álulo do ritério de falha de

Tsai-Wu está apresentado mais adiante.

2.2.2 Obtenção das Coordenadas Nodais

A inemátia de um elemento de asa de 8 nós é desrita pela interpolação de sua

geometria e de suas variáveis de desloamento. As oordenadas globais de um ponto

qualquer do elemento de asa utilizado são dadas por (BATHE, 1996; REDDY, 2004):







lx

ly

lz







=
8∑

k=1

Nk(r, s)













lxk

lyk
lzk







+ t
hk

2







lV k
nx

lV k
ny

lV k
nz













(2.9)

1

As equações onstitutivas podem ser utilizadas em qualquer sistema de oordenadas, mediante orreta

utilização das propriedades do material.
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onde Nk(r, s) são as funções de forma para os nós k = 1, ..., 8 (BATHE, 1996), r, s, e t são

as oordenadas isoparamétrias (oordenadas naturais), e:

lx,l y,l z = vetor que de�ne as oordenadas artesianas

de qualquer ponto no elemento;

lxk,
l yk,

l zk = vetor que de�ne as oordenadas nodais;

hk = espessura do elemento para o nó k;

lV k
nx,

l V k
ny,

l V k
nz = omponentes do vetor diretor

l
V

k
n para o nó k;

sendo que todos esse vetores são de�nidos no sistema global de oordenadas.

O sobresrito esquerdo l denota a on�guração do elemento, podendo ser on�guração

iniial l = 0, ou deformada l = 1.

2.2.3 Campo de Desloamentos

Os desloamentos de um ponto qualquer do elemento ontínuo de asa são obtidos

através da diferença entre a oordenada do ponto após e antes da deformação (BATHE,

1996):







u

v

w







=







1x

1y

1z







−







0x

0y

0z







=
8∑

k=1

Nk(r, s)













uk

vk

wk







+ t
hk

2







V k
nx

V k
ny

V k
nz













(2.10)

onde V

k
n =

{

V k
nx V k

ny V k
nz

}T

representa a diferença entre os vetores diretores antes e

depois da deformação:

V

k
n =1

V

k
n −0

V

k
n (2.11)

De�nindo αk e βk omo as rotações do vetor diretor

0
V

k
n em torno dos vetores

0
V

k
1 e

0
V

k
2 (que de�nem o sistema loal, ver Fig. 2.2(a)), a expressão Eq. (2.11) pode ser esrita

da seguinte maneira:

V

k
n = −0

V

k
2αk +

0
V

k
1βk (2.12)
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Substituindo a Eq. (2.12) na Eq. (2.10) hega-se a:







u

v

w







=

8∑

k=1

Nk(r, s)













uk

vk

wk







+ t
hk

2







−V k
2x V k

1x

−V k
2y V k

1y

−V k
2z V k

1z







{

αk

βk

}







(2.13)

que pode ser esrito omo

u =
[

A1 A2 · · · Ak

]







û1

û2

.

.

.

ûk







= Aue (2.14)

onde

Ak =







Nk 0 0 −thk

2
NkV

k
2x thk

2
NkV

k
1x

0 Nk 0 −thk

2
NkV

k
2y thk

2
NkV

k
1y

0 0 Nk −thk

2
NkV

k
2z thk

2
NkV

k
1z







(2.15)

ûk =
{

uk vk wk αk βk

}T

(2.16)

A obtenção do sistema loal (que é um sistema ortonormal)

{
0
V

k
n,

0
V

k
1,

0
V

k
2

}
está

desrita no Apêndie A.1, e sua de�nição pode ser vista na Fig. 2.2(a).

Assim, de�ne-se o ampo de desloamentos de um elemento genério de asa

omposto por 5 graus de liberdade meânios por nó, onsiderando 3 omponentes de

translação dos nós da superfíie média uk, vk e wk (em oordenadas globais), e duas

rotações αk e βk (em oordenadas loais) do vetor nodal V

k
n em relação aos vetores

tangentes nodais V

k
2 e V

k
1.

2.2.4 Campo de Deformações

Uma vez de�nidos os desloamentos de um elemento genério de asa, as omponentes

do tensor de deformação podem ser obtidas, em oordenadas globais, da seguinte maneira:

¯̄ε =







εxx

εyy

εzz

γxy

γyz

γxz







=







u,x

v,y

w,z

u,y +v,x

v,z +w,y

u,z +w,x







=
[

B

u1 B

u2 · · · B

uk

]







û1

û2

.

.

.

ûk







= B

u

ue (2.17)
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sendo que B

u

é a matriz das derivadas das funções de forma. Cada termo B

uk é alulado

utilizando-se a matriz Jaobiana e as funções de forma, e pode ser esrita omo (BATHE,

1996; BALAMURUGAN; NARAYANAN, 2008; REDDY, 2006):

B

uk =















ak 0 0 −dkV
k
2x dkV

k
1x

0 bk 0 −ekV
k
2y ekV

k
1y

0 0 ck −gkV
k
2z gkV

k
1z

bk ak 0 −
(
ekV

k
2x + dkV

k
2y

) (
ekV

k
1x + dkV

k
1y

)

0 ck bk −
(
gkV

k
2y + ekV

k
2z

) (
gkV

k
1y + ekV

k
1z

)

ck 0 ak −
(
dkV

k
2z + gkV

k
2x

) (
dkV

k
1z + gkV

k
1x

)















(2.18)

onde k = 1, 2, . . . , 8 para um elemento de asa quadrilátero de 8 nós. Os oe�ientes

dessa matriz são obtidos por:







ak

bk

ck







=







J∗
11 J∗

12

J∗
21 J∗

22

J∗
31 J∗

32







{

Nk,r

Nk,s

}

;







dk

ek

gk







=
hk

2






t







ak

bk

ck







+







J∗
13

J∗
23

J∗
33







Nk







(2.19)

onde J é a matrix Jaobiana (J

∗
é a sua matriz inversa) de transformação do sistema

de oordenadas global (x, y, z) para o sistema de oordenadas natural (r, s, t) (REDDY,

2006):

J =







x,r y,r z,r

x,s y,s z,s

x,t y,t z,t







; J

−1 = J

∗ =







r,x s,x t,x

r,y s,y t,y

r,z s,z t,z







(2.20)

Como já foi dito, as tensões e deformações devem ser aluladas no sistema de

oordenadas do material de modo a failitar sua interpretação e o álulo de ritérios

de falha. Portanto, as deformações de�nidas anteriormente no sistema de oordenadas

globais (Eq. (2.17)) devem ser transformadas em deformações no sistema de oordenadas

do material. Para isso, são neessárias duas transformações de oordenadas, a primeira

transformando do sistema de oordenadas global para o sistema de oordenadas loal, e

a segunda transformando o sistema de oordenadas loal para o sistema de oordenadas

do material. Essas duas transformações podem ser representadas pela Fig. 2.5.

Outro ponto importante a ser onsiderado vem da hipótese meânia, menionada
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Figura 2.5: Representação da transformação entre sistemas de oordenadas: (a) global

para loal; (b) loal para material.

anteriormente, que admite o estado plano de tensões no elemento de asa. Assim, tanto

no sistema de oordenadas loais, quanto no sistema de oordenadas do material, essa

hipótese é válida, ou seja, σz′z′ = 0 e σ33 = 0, e onsequentemente εz′z′ e ε33 podem ser

desonsiderados. Portanto, referente à primeira transformação, as deformações loais ε̄

(no sistema de oordenadas loais) estão relaionadas om as deformações globais

¯̄ε omo

ε̄ =







εx′x′

εy′y′

γx′y′

γy′z′

γx′z′







= Tε







εxx

εyy

εzz

γxy

γyz

γxz







(2.21)

onde

Tε =












l21 m2
1 n2

1 l1m1 m1n1 n1l1

l22 m2
2 n2

2 l2m2 m2n2 n2l2

2l1l2 2m1m2 2n1n2 l1m2 + l2m1 m1n2 +m2n1 n1l2 + n2l1

2l2l3 2m2m3 2n2n3 l2m3 + l3m2 m2n3 +m3n2 n2l3 + n3l2

2l3l1 2m3m1 2n3n1 l3m1 + l1m3 m3n1 +m1n3 n3l1 + n1l3












(2.22)

e l1, l2, l3, m1, m2, m3, n1, n2 e n3 podem ser onvenientemente obtidos a partir da matrix

Jaobiana (Eq. (2.20)) de transformação entre o sistema de oordenada global (x, y, z) e
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o natural (r, s, t):

ê1 =
{

l1 m1 n1

}T

= (J1)norm

ê3 =
{

l3 m3 n3

}T

= (J1 × J2)norm

ê2 =
{

l2 m2 n2

}T

= (ê3 × ê1)

(2.23)

onde ê1, ê2 e ê3 são os vetores unitários que representam o sistema de oordenadas loais

(x′
, y′, z′). Ji é a oluna i da matrix Jaobiana, `×' representa o produto ruzado dos

vetores e `norm' india a norma do vetor.

A segunda transformação leva em onta a orientação das �bras do material ortotrópio,

ou seja, é uma rotação no plano da asa (Fig. 2.5(b)), onde as direções z′ e 3 são iguais.

Assim, as deformações no sistema de oordenadas do material ε se relaionam om as

deformações loais ε′ da seguinte maneira:

ε =







ε11

ε22

γ12

γ23

γ13







= Tθ







εx′x′

εy′y′

γx′y′

γy′z′

γx′z′







(2.24)

onde Tθ é a matriz de rotação ortotrópia dada por:

Tθ =












c2 s2 sc 0 0

s2 c2 −sc 0 0

−2sc 2sc c2 − s2 0 0

0 0 0 c −s

0 0 0 s c












(2.25)

sendo que c = cos(θ) e s = sen(θ) e θ é o ângulo de orientação da �bra (ver Fig. 2.4).

Portanto, as deformações no sistema de oordenadas do material ε estão relaionadas

om desloamentos globais u

e
da seguinte maneira:

ε = TθTεBuue (2.26)
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2.3 Potenial Elétrio

Neste trabalho, o potenial elétrio é interpolado tridimensionalmente dentro do

elemento de asa piezelétrio (KÖGL; BUCALEM, 2005b, 2005a; KÖGL; SILVA, 2005;

BALAMURUGAN; NARAYANAN, 2008). Considerando que eletrodos são olados nas

superfíies inferior e superior da amada piezelétria, assume-se que essas superfíies são

equipoteniais, ou seja, toda a superfíie deve possuir o mesmo potenial elétrio. Assim,

de�ne-se um grau de liberdade elétrio para representar a ligação entre os eletrodos das

superfíies superior e inferior de ada amada piezelétria. Esse grau de liberdade elétrio

é denominado de ∆φ e é atribuído no entro de ada elemento. Entretanto, o ∆φ de todos

os elementos de uma mesma amada piezelétria são aoplados para simular a existênia

de eletrodos.

O potenial elétrio pode ser interpolado de maneira linear ou quadrátia ao longo

da espessura, omo representado na Fig. 2.6. Neste trabalho, é utilizada a variação

quadrátia de potenial elétrio pois assim é possível modelar preisamente o ampo

elétrio induzido por deformações de �exão e a rigidez resultante da estrutura (KÖGL;

BUCALEM, 2005b, 2005a).

PSfrag replaements
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Figura 2.6: Variação do potenial elétrio ao longo da espessura: (a) linear e (b)

quadrátia.

Assim, utilizando uma variação quadrátia ao longo da espessura, tem-se que o

potenial elétrio na amada piezelétria pode ser esrito em termos das oordenadas

naturais (r,s,t) omo sendo uma função da diferença de potenial elétrio entre os eletrodos

da amada piezelétria ∆φ e do potenial elétrio da superfíie média φm:

φ (r, s, t) =
1

2

(
t + t2

)
∆φ+

(
1− t2

)
φm (r, s) (2.27)

Da Eq. (2.27) pode-se obter os poteniais elétrios das superfíies superior (t = 1),
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inferior (t = −1) e da superfíie média (t = 0):

φ (t = 1) = ∆φ , φ (t = −1) = 0 , φ (t = 0) = φm (2.28)

assumindo-se que o eletrodo da superfíie inferior é sempre aterrado. Disretizando-se a

estrutura em elementos �nitos, o potenial da superfíie média φm pode ser interpolado

da seguinte maneira:

φm =
8∑

k=1

Nk (r, s) φ̄mk (2.29)

onde Nk são as funções de forma (quadrátias) para um elemento de 8 nós e φ̄mk são os

graus de liberdade de potenial elétrio nodal da superfíie média da amada piezelétria.

Assim, o potenial elétrio dentro do elemento de asa piezelétrio é aproximado por:

φ (r, s, t) =
1

2

(
t + t2

)
∆φ +

(
1− t2

)
8∑

k=1

Nk (r, s) φ̄mk (2.30)

2.4 Campo Elétrio

Neste trabalho, faz-se a modelagem de estruturas piezelétrias �nas de asa em

qualquer lugar do espaço Tridimensional (3D). Assim, o ampo elétrio (E) deve ser

onsiderado nas três dimensões no sistema de oordenada do material (1, 2, 3) (que no

aso de materiais piezelétrios, esse sistema se iguala ao sistema de oordenadas loais

(x′
, y′, z′)). O ampo elétrio em ada direção é dado pelo gradiente do potenial elétrio

(dado pela Eq. (2.30)). Para failitar o entendimento, o ampo elétrio é de�nido no

sistema de oordenadas loais (x′
, y′, z′). Como a posição de qualquer ponto da estrutura

foi de�nida anteriormente (Eq. (2.9)) para o sistema de oordenadas globais (x, y, z),

faz-se neessária uma transformação de oordenadas. Assim, o ampo elétrio pode ser

esrito da seguinte maneira:

E (φ) =







Ex′

Ey′

Ez′







= −







∂φ
∂x′

∂φ
∂y′

∂φ
∂z′







= −Tφ







∂φ
∂x

∂φ
∂y

∂φ
∂z







(2.31)

sendo que Tφ é a matriz de transformação de oordenadas de potenial elétrio dada por

Tφ =







l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n3







(2.32)
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onde li, mi e ni (i = 1, 2, 3) são dados pela Eq. (2.23), e







∂φ
∂x

∂φ
∂y

∂φ
∂z







= J

−1







∂φ
∂r

∂φ
∂s

∂φ
∂t







(2.33)

Derivando a Eq. (2.30) em relação à r, s e t, e substituindo a Eq. (2.33) na Eq. (2.31),

pode-se reesrever o ampo elétrio omo:

E (φ) = −TφBφφe (2.34)

sendo que Bφ é a matriz de interpolações piezelétrias e φe é o vetor de poteniais elétrios

no elemento, dados por:

Bφ = J

−1







(1− t2) ∂N
∂r

0

(1− t2) ∂N
∂s

0

−2tN (0.5 + t)







e φe =

{

φm

∆φ

}

e

(2.35)

onde N é o vetor de funções de forma e φm é o vetor de poteniais elétrios nodais da

superfíie média:

N =
[

N1 ... N8

]

; φm =
[

φ̄m1 ... φ̄m8

]T

(2.36)

2.5 Tensões Meânias

Como já foi dito anteriormente, o sistema de oordenadas utilizado para alular as

tensões meânias é o sistema de oordenadas do material. Para materiais ortotrópios,

permite melhor identi�ação das tensões nas direções longitudinais e transversais à �bra.

Para materiais piezelétrios e isotrópios as tensões nos sistemas de oordenadas loal e

do material são iguais, já que os dois sistemas são oinidentes. Assim, substituindo a

Eq. (2.26) de deformação e a Eq. (2.34) de ampo elétrio na Eq. (2.1), a forma genéria

para álulo das tensões meânias, independente do tipo de material, pode ser esrito da

seguinte maneira:

σ =







σ11

σ22

τ12

τ23

τ13







= 

E
TθTεBuue + eTφBφφe (2.37)
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ou seja, para materiais piezelétrios e isotrópios, utiliza-se θ = 0o, e para materiais

ortotrópios e isotrópios, utiliza-se a matriz e om valores nulos. Deve-se lembrar que

está sendo onsiderado o estado plano de tensões, ou seja, σ33 = 0.

Entretanto, a Eq. (2.37) é utilizada quando se tem um ampo elétrio apliado na

estrutura, que é o aso de atuadores. No aso de sensores e oletores de energia onde o

ampo elétrio é nulo, a Eq. (2.37) �a:

σ = 

E
TθTεBuue (2.38)

Como este trabalho propõe utilizar o álulo de tensões somente para sensores e

oletores de energia, por simpli�ação, será utilizada apenas a Eq. (2.38) para representar

as tensões no elemento deste ponto em diante. Deve-se ressaltar que σ não está esrito

om índie pois ele representa a tensão em qualquer ponto do domínio. Utilizando o MEF,

ue representa os desloamentos do elemento e que ontém o ponto no qual a tensão está

sendo alulada.

2.6 Equações de Equilíbrio

As equações governantes que desrevem o equilíbrio de um meio ontínuo piezelétrio

podem ser obtidas utilizando-se vários prinípios variaionais. Neste trabalho, é utilizado o

prinípio de Hamilton que parte do prinípio variaional para desrever o trabalho virtual

exerido por forças externas meânias e elétrias (TIERSTEN, 1967; ALLIK; HUGHES, 1970;

BALAMURUGAN; NARAYANAN, 2008). Assim, a forma integral da equação de equilíbrio

estátia, resultante do prinípio variaional, pode ser esrita da seguinte maneira:

∫

Ω

(
σT δε−D

T δE+ ρüT δu
)
dΩ−

∫

Γ1

t

T
SδudΓ− t

T
P δu + q

T
P δφ = 0 (2.39)

onde u é o vetor de desloamentos meânios, φ é o vetor de poteniais elétrios (mais

de um domínio piezelétrio pode ser onsiderado) e δ é uma quantidade virtual. t e q

são os vetores de forças meânias e argas elétrias, respetivamente, e os subsritos S

e P denotam arregamento distribuído (em uma superfíie) ou onentrado (em pontos

distintos), respetivamente. Assim, os termos

∫

Γ1

t

T
SδudΓ, t

T
P δu e q

T
P δφ representam

os trabalhos virtuais exeridos pela pressão na superfíie Γ1, pela força pontual e pela

arga elétria pontual, respetivamente. É importante ressaltar que, apesar da arga

elétria (ou potenial elétrio) ser apliada numa superfíie, ela é tratada nesse trabalho

omo arregamentos pontuais (em todos os elementos) e são aoplados de modo que toda
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superfíie tenha o mesmo arregamento.

Assumindo regime harm�nio (u = uee
iωt
, φ = φee

iωt
), om ω = 2πf e f sendo a

frequênia de exitação, hega-se ao seguinte sistema de equações de equilíbrio piezelétrio,

om amorteimento estrutural, na sua forma global:

[

K

uu

− ω2
M+ iωC K

uφ

K

T
uφ Kφφ + iωKR

]{

U

Φ

}

=

{

F

Ψ

}

ou KŪ = F̄ (2.40)

onde Ū é o vetor global de desloamentos e poteniais elétrios e F̄ é o vetor global de

forças meânias e argas elétrias. A matrizes globais de rigidez (K

uu

,K

uφ eKφφ), massa

(M) e amorteimento (C) devem ser montadas a partir das suas respetivas matrizes

loais de ada elemento, as quais são de�nidas na Tabela 2.1, sendo que αD e βD são os

oe�ientes de amorteimento de Rayleigh e ρ é a densidade do material utilizado.

A matriz KR é a matriz do resistor elétrio e é esrita de seguinte maneira (RUPP et

al., 2009):

KR =

[
1

ω2R
0

0 0

]

(2.41)

onde o valor 1/ω2R está posiionado no grau de liberdade elétrio no qual o resistor está

onetado e R é o valor da resistênia elétria utilizada.

Tabela 2.1: De�nição das matrizes e vetores eletroelástios.

K

e
uu

=
∫

Ωe B
T
u

T

T
εT

T
θ 

E
TθTεBudΩ Matriz de rigidez meânia

K

e
uφ =

∫

Ωe B
T
u

T

T
εT

T
θ eTφBφdΩ Matriz de rigidez piezelétria

K

e
φu = K

e
uφ

T

K

e
φφ = −

∫

Ωe B
T
φT

T
φǫTφBφdΩ Matriz de rigidez dielétria

M

e = ρ
∫

Ωe A
T
AdΩ Matriz de massa onsistente

C

e = αDM
e + βDK

e
uu

Matriz de amorteimento

No projeto de atuadores piezoompósitos, a exitação elétria é feita por potenial

elétrio, ou seja, é apliada tensão elétria (V ) nos eletrodos das amadas piezelétrias,

que orresponde ao grau de liberdade elétrio ∆φ (ver seção 2.3). Assim, para resolver

o sistema de equações da Eq. (2.40), é neessário presrever o potenial elétrio uja
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desrição é apresentada na seção 4.2.

Já no projeto de oletores de energia, utiliza-se exitação harm�nia de movimento, ou

seja, a estrutura vibra devido a desloamentos presritos em regiões pré-estabeleidas da

estrutura. Assim, deve-se presrever os desloamentos onheidos utilizando a formulação

desrita na seção 6.1. Além disso, neste trabalho, são onsiderados oletores de energia

om um resistor aoplado à estrutura piezelétria. Esse resistor tem a �nalidade de

representar um dispositivo eletr�nio uja alimentação elétria é proveniente dos oletores

de energia.

2.7 Teoria �Layer-Wise� para Aoplamento entre

Camadas

Neste trabalho, as estruturas a serem modeladas são estruturas de asa

piezoompósitas, ou seja, amadas de diferentes materiais são aopladas entre si. Dentre

as diversas abordagens para se modelar estruturas de asa laminadas, duas se destaam:

a Teoria Laminar Clássia (ou �Classial Laminate Theory� - CLT) (REDDY, 2006) e a

Teoria de �Zig-zag� (ou teoria �Layer-wise�) (KÖGL; BUCALEM, 2005a). Uma on�guração

de estrutura de asa piezoompósita é apresentada na Fig. 2.7.

Figura 2.7: Representação de uma estrutura piezoompósita de asa.

Na Teoria Laminar Clássia, o omposto é onsiderado omo se fosse apenas uma

amada, gerando uma variação suave no ampo de desloamentos ao longo da espessura

do ompósito (ver Fig. 2.8(a)). Nessa abordagem, os graus de liberdade são de�nidos na

superfíie média do omposto e não em ada amada.

Na Teoria de �Zig-zag�, ada tipo diferente de material é onsiderado omo uma

amada distinta do omposto. Nessa abordagem, os graus de liberdade são de�nidos nas

superfíies médias de ada amada, gerando um ampo de desloamentos om variação

abrupta nas interfaes (ver Fig. 2.8(b)). Essa abordagem, apesar de aumentar o usto
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omputaional, apresenta resultados mais preisos e dá a possibilidade de se apliar

diferentes poteniais elétrios em ada amada piezelétria.

(a) Teoria Laminar

Clássia

(b) Teoria de �Zig-zag�

Figura 2.8: Deformações ao longo da espessura de asas ompostas.

Assim, este projeto utiliza a teoria de �Zig-zag� proposta por Kögl e Bualem (2005a)

por se tratar de estruturas piezoompósitas e haver a liberdade de se apliar diferentes

poteniais elétrios em ada amada piezelétria.
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Figura 2.9: Adesão entre duas amadas m e n.

Considerando, então, que duas amadas m e n estão perfeitamente aderidas uma à

outra, omo mostrado na Fig. 2.9, o ampo de desloamentos na interfae, apesar de ter

uma variação abrupta, deve ser ontínua. Baseando-se nas oordenadas naturais (r, s, t),

os desloamentos de ambas as amadas, na interfae, podem ser esritos omo:
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(2.42)

Como os desloamentos são alulados diretamente nos nós, as funções de forma da

Eq. (2.10) são iguais a 1 somente para o nó em questão e zeros para os outros nós. Assim,
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os desloamentos das amadas m e n podem ser esritos omo:
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Substituindo as Eqs. (2.43) e (2.44) na Eq. (2.42), tem-se a seguinte equação de

aoplamento:

[

Ā

k,m −Āk,n
]

︸ ︷︷ ︸

Ā

k

{

û

m
k

û

n
k

}

= 0 (2.45)

que pode ser introduzida na equação de equilíbrio (Eq. (2.40)) através dos multipliadores

de Lagrange da seguinte maneira (BATHE, 1996):
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(2.46)
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3 MÉTODO DE OTIMIZAÇ�O

TOPOLÓGICA

Neste apítulo é apresentado o método de otimização topológia utilizado juntamente

om o oneito do modelo de material adotado para otimizar simultaneamente a topologia,

a polarização (do material piezelétrio) e a orientação das �bras (do material ortotrópio),

onsiderando restrição de falha meânia. É também apresentada a implementação do

método de otimização utilizado nesta tese por meio de um �uxograma. Os oneitos

básios do MOT, omo tipos de otimização estrutural, Domínio Fixo Estendido (DFE) e

instabilidades numérias, são desritos no Apêndie D.

3.1 Introdução ao MOT

A OT é uma ténia e�iente para a otimização estrutural que onsiste em distribuir

material dentro de uma região onheida (a DFE), om o objetivo de satisfazer os

requisitos do projeto e melhorar o desempenho da estrutura. Basiamente a OT ombina

ténias de otimização om métodos de análise estrutural (MEF) para, iterativamente,

obter o resultado de topologia ótima. A primeira implementação de otimização topológia

surgiu om Bendsøe e Kikuhi (1988) que propuseram o método da homogeneização para

maximizar a rigidez de estruturas om restrição de volume de material. O método da

homogeneização se baseia em projetar élulas unitárias de uma miroestrutura a partir de

parâmetros (α, β e θ) que de�nem um espaço vazio dentro dessas élulas (ver Fig. 3.1),

para então alular suas propriedades meânias efetivas. Assim, os autores sugerem que

o ompliado problema de otimização topológia pode ser simpli�ado por um problema

disreto de otimização paramétria onde as variáveis de projeto são os parâmetros α, β e

θ. Entretanto, ao riar essas miroestruturas porosas, o resultado da OT aaba por tornar

o proesso de fabriação inviável.

Em seguida, Bendsøe (1989) prop�s um método baseado na distribuição de
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Figura 3.1: Modelo de miroestrutura para o método da homogeneização.

pseudodensidades na mirostrutura, hamada de método das densidades. As variáveis

de projeto são as pseudo-densidades de ada elemento da malha de elementos �nitos, que

podem variar de 0 (vazio) a 1 (sólido), onforme um modelo de material adotado. O

modelo de material mais onheido e largamente utilizado é o SIMP (BENDSØE, 1989;

ROZVANY; ZHOU; BIRKER, 1992) pela sua simpliidade de implementação e pela boa

ompatibilidade om o MEF. Assim omo o método da homogeneização, o método

das densidades também apresenta instabilidades numérias, tais omo instabilidade

de tabuleiro, dependênia de malha e ontrole de membro mínimo, as quais podem

ser evitadas utilizando ténias omo �ltros espaiais (SIGMUND; PETERSSON, 1998),

ontrole de perímetro (JOG; HABER, 1996), projeção (BRUNS; TORTORELLI, 2001; GUEST;

PREVOST; BELYTSCHKO, 2004), entre outros. Assim, o SIMP tem se mostrado bastante

robusto em diversas apliações omo por exemplo, problemas elástios lineares (BENDSØE;

SIGMUND, 2003) e não-lineares estátios (BRUNS; TORTORELLI, 2001; STEGMANN; LUND,

2005b), problemas dinâmios (DIAZ; KIKUCHI, 1992; MA; KIKUCHI; CHENG, 1995) e

sistemas multifísios (KÖGL; SILVA, 2005; CARBONARI; SILVA; NISHIWAKI, 2005).

Esses dois métodos desritos anteriormente se baseiam na abordagem de miroesala,

ou seja, projetam a miroestrutura do material. Existem outros métodos que são

baseados na abordagem de maro esala, que utiliza uma distribuição disreta durante

todo o proesso de otimização e é baseado na geometria de funções de distribuição de

material. Os prinipais métodos baseados na geometria são: o método evoluionário

(�Evolutionary Strutural Optimization� (ESO)) (XIE; STEVEN, 1993, 1994), onde a

topologia ótima da estrutura pode ser representada pela adição ou remoção de elementos

da malha de MEF utilizando ritérios heurístios; o método de derivada topológia

(EECHENAUER; KOBELEV; SCHUMACHER, 1994; NOVOTNY et al., 2003), que modi�a a

topologia da estrutura aloando `buraos' no domínio; e os métodos �level-set� (SETHIAN;

WIEGMANN, 2000; ALLAIRE; JOUVE; TOADER, 2004) e o �phase-�eld� (TAKEZAWA;
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NISHIWAKI; KITAMURA, 2010; GAIN; PAULINO, 2012), que de�nem os ontornos da

topologia da estrutura baseando-se em urvas de nível.

3.2 Formulação Adotada

Neste trabalho, são onsideradas as otimizações de topologia, de polarização (do

material piezelétrio) e de orientação do ângulo das �bras do material ortotrópio, sujeita

a uma restrição de falha meânia. Assim, é neessário que a formulação de OT adotada

onsidere três tipos diferentes de variáveis de projeto e que permita alular as tensões

meânias adequadamente. Como nenhum trabalho anterior aborda esses três tipos de

otimização simultaneamente, propõe-se um novo método que ombina formulações que

onsideram ada tipo de otimização separadamente.

O primeiro trabalho envolvendo otimização simultânea de topologia e de polarização

do material piezelétrio foi apresentado por Kögl e Silva (2005) que apliaram o MOT

para o projeto de transdutores piezelétrios de asa e plaa. Baseados no método das

densidades, mais espei�amente no modelo SIMP, os autores propõem o modelo de

material PEMAP-P, que utiliza a mesma abordagem do SIMP para otimizar a distribuição

de material e adiiona uma nova variável de projeto à propriedade piezelétria para

modi�ar o sentido da polarização do material piezelétrio para estruturas de plaa e

asa.

Já Stegmann e Lund (2005a) propõem um modelo para otimização simultânea de

topologia e de orientação de �bras para maximizar a rigidez de estruturas de asas.

Eles denominaram esse modelo de Otimização de Material Disreto (OMD), ou �Disrete

Material Optimization� (DMO) omo é onheido na literatura, e também se baseiam

no modelo SIMP para penalizar a ontribuição dos ângulos no álulo das propriedades

efetivas do material.

Para problemas envolvendo restrição de falha meânia, são enontrados diversos

trabalhos tratando da relaxação do espaço de soluções para ontornar algumas di�uldades

inerentes ao problema do álulo de tensões na OT (CHENG; GUO, 1997; ROZVANY;

SOBIESZCZANSKI-SOBIESKI, 1992; DUYSINX; BENDSØE, 1998; BRUGGI, 2008; LE et al.,

2010). Esses trabalhos também baseiam-se nos métodos das densidades, e alguns deles

espei�amente utilizam o modelo SIMP (DUYSINX; BENDSØE, 1998; BRUGGI, 2008; LE

et al., 2010).

Por esse motivo é adotada uma formulação baseada no método das densidades,
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ombinando os modelos PEMAP-P e OMD para realizar a otimização de topologia,

polarização e orientação de �bras simultaneamente, e o modelo SIMP para alular as

tensões meânias no domínio de projeto. A ombinação desses 3 modelos é uma das

ontribuições ientí�as deste trabalho om relação ao MOT.

Dentro do DFE, a distribuição de material deve ser parametrizada para que a OT

possa determinar a existênia ou a ausênia de material em ada ponto. Neste trabalho,

que utiliza o método de densidades, a distribuição de material é parametrizada pelas

pseudodensidades, representadas por γ. Assim, as pseudodensidades são parâmetros

om valores entre 0 e 1, e de�nem se um ponto é sólido, vazio ou possui densidades

intermediárias. As pseudodensidades são utilizadas para alular as matrizes de rigidez e

massa, e portanto, são responsáveis pela topologia da estrutura.

3.2.1 PEMAP-P

Para análises estátias piezelétrias, resultados quase preto-e-brano (sem materiais

intermediários) são obtidos utilizando o modelo de material PEMAP-P proposto por Kögl

e Silva (2005). O modelo PEMAP-P baseia-se prinipalmente no modelo SIMP (BENDSØE,

1989; ROZVANY; ZHOU; BIRKER, 1992) para modelar a distribuição de material e adiiona

uma outra variável de projeto, que neste trabalho é hamada de variável de polarização

̺, utilizada para modelar o sentido de polarização dos materiais piezelétrios. Assim,

é possível levar em onsideração tanto a otimização de material piezelétrio, quanto o

sentido de polarização de ada ponto, ao invés de deixá-lo �xo em todo o proesso. Desse

modo, ria-se um grau de liberdade a mais na obtenção dos resultados de transdutores

piezelétrios. Assim, as matrizes de propriedades efetivas elástia 

E
, piezelétria e e

dielétria ǫS podem ser aluladas, em qualquer ponto x do domínio, pelas seguintes

expressões:



E(x) = γpc(x)E0 (3.1)

e(x) = γpe(x) (2̺(x)− 1)pi e0 (3.2)

ǫS(x) = γpǫ(x)ǫS0 (3.3)

onde 

E
0 , e0 e ǫS0 são as matrizes de propriedades base do material. Para qualquer tipo

de material não-piezelétrio, e0 e ǫS0 são matrizes nulas. pc, pe e pǫ são os oe�ientes de

penalização utilizados para reuperar o aráter disreto da solução, ou seja, om reduzida

quantidade de material intermediário na distribuição de material. pi é o oe�iente

de penalização para a polarização do material piezelétrio, que deve ser um número
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ímpar para permitir valores negativos de polarização. Nota-se que o modelo PEMAP-P

é basiamente o modelo SIMP para distribuição de material, adotando oe�ientes de

penalização diferentes para ada propriedade, adiionando um modelo para alterar o sinal

de polarização somente na propriedade piezelétria.

Neste trabalho, o modelo PEMAP-P desrito aima é utilizado tanto para análises

estátias quanto dinâmias. Entretanto, para as análises dinâmias é neessário adotar

um modelo de material para alular a matriz de massa da estrutura. Assim, seguindo a

formulação do PEMAP-P, a densidade do material, em qualquer ponto x do domínio, é

alulada da seguinte maneira:

ρ(x) = γpm(x)ρ0 (3.4)

onde ρ0 é a densidade do material utilizado e pm é o oe�iente de penalização da massa.

A esolha dos valores dos oe�ientes de penalização pode ser feita arbitrariamente,

seguindo o ritério do projetista ou, em asos espeí�os, seguir ritérios próprios de forma

a garantir a onvergênia de solução (KIM et al., 2010).

Ao disretizar o domínio em uma malha de elementos �nitos, as pseudodensidades (γ)

e as variáveis de polarização (̺) são atribuídas a ada elemento e, tendo valor onstante

dentro deste. Dessa forma, as propriedades dos materiais (Eqs. (3.1) a (3.4)) são também

aluladas para ada elemento, podendo ser reesritas da seguinte forma:



E
e = γpc

e 
E
0 (3.5)

ee = γpe
e (2̺e − 1)pi e0 (3.6)

ǫSe = γpǫ
e ǫS0 (3.7)

ρe = γpm
e ρ0 (3.8)

Assim, substituindo as Eqs. (3.5) a (3.8) nas matrizes de rigidez e massa da Tab. 2.1

tem-se que:
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sendo que a pseudo-densidade γe e o termo (2̺pie − 1) podem ser retirados da integral por

serem variáveis esalares, representando um valor onstante dentro de todo o elemento e.

A esolha dos oe�ientes de penalização do modelo de material pc, pe, pǫ e pi é de

extrema importânia para se obter um resultado de qualidade em termos de quantidade de

materiais intermediários. Kögl e Silva (2005) e Silva e Kögl (2004) mostram que resultados

quase sem materiais intermediários são obtidos utilizando pǫ = pi = 1 e pc = pe = 3, ujos

valores foram obtidos empiriamente. Kim et al. (2010) apresenta um estudo sobre os

valores desses oe�ientes no modelo PEMAP-P e onlui que existe uma relação entre

os valores desses oe�ientes. Entretanto, nos testes realizados neste trabalho, as relações

entre os valores dos oe�ientes apresentados por Kim et al. (2010) não apresentaram

nenhuma melhora nos resultados, prejudiando a onvergênia dos resultados em alguns

asos. Assim, os valores dos oe�ientes de penalização do modelo PEMAP-P utilizados

neste trabalho são baseados no trabalho de Kögl e Silva (2005) e Silva e Kögl (2004).

3.2.2 Otimização de Orientação de Fibras utilizando o Método

OMD

Como já foi dito anteriormente, além de materiais isotrópios e piezelétrios, são

utilizados também materiais ortotrópios, ujas propriedades elástias dependem da

orientação do ângulo da �bra. O ângulo da �bra é representado por θ e a matriz de

rotação ortotrópia é dada pela Eq. (2.25). A matriz de rigidez elástia K

e
uu

apresentada

na Eq. (3.9) já onsidera a rotação ortotrópia nas propriedades elástias pelo termo

T

T
θ 

E
0 Tθ. Assim, pode-se de�nir 

E
θ omo a matriz de propriedades elástias rotaionada

da seguinte maneira:



E
θ = T

T
θ 

E
0 Tθ (3.13)

lembrando que a matriz de rotação ortotrópia Tθ é obtida utilizando-se a Eq. (2.25)

A ideia prinipal é otimizar os ângulos das �bras em ada elemento de modo a atingir

um melhor desempenho da estrutura, ou seja, a ada novo valor de θ, uma nova matriz

de propriedades 

E
θ deve ser alulada e a rigidez da estrutura é modi�ada. Entretanto,

se onsiderar o ângulo das �bras omo um parâmetro ontínuo no proesso de otimização,

ou seja, θ variando entre -90

o
e +90

o
, por exemplo, o espaço de soluções se torna

não-onvexo, e portanto, seria neessário lidar om um problema om múltiplos mínimos

loais (STEGMANN; LUND, 2005a; LUND, 2009). Neste trabalho, é utilizada a formulação

proposta por Lund e o-autores (STEGMANN; LUND, 2005a; LUND, 2009) hamada de
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OMD, ou DMO omo onheido na literatura, onde utilizam a estratégia de ombinar

diferentes tipos de materiais, sugerido por Sigmund e oautores (SIGMUND; TORQUATO,

1997), onde a propriedade efetiva do material �nal é alulada omo uma somatória

ponderada dos diferentes materiais andidatos. A partir dessa ideia, Lund e oautores

sugerem que a matriz de propriedades elástias efetiva 

E
ef deve ser alulada omo uma

soma ponderada de um número �nito nc
de matrizes onstitutivas 

E
θi
, om i = 1, ..., nc

,

da seguinte maneira (STEGMANN; LUND, 2005a):



E
ef =

nc
∑

i=1

woi
E
θi
= wo1

E
θ1 + wo2

E
θ2 + · · ·+ wonc

E
θnc

, 0 ≤ woi ≤ 1 (3.14)

sendo que ada 

E
θi

representa o mesmo tipo de material om as �bras orientadas em

diferentes ângulos disretos θi e pode ser obtida utilizando-se a Eq. (3.13). woi são os

oe�ientes de peso, ujos valores devem estar entre 0 e 1, e que vão determinar qual

ângulo andidato i deve ser esolhido para ada elemento.

Para utilizar essa formulação, a matriz de rigidez elástia K

e
uu

, apresentada na

Eq. (3.9), deve ser reesrita da seguinte forma:

K

e
uu

= γpc
e

∫

Ωe

B

T
u

T

T
ε 

E
efTεBudΩ (3.15)

ou seja, 

E
ef substitui o termo T

T
θ 

E
0 Tθ.

O objetivo da otimização é esolher somente uma dessas matrizes onstitutivas em

ada elemento, fazendo om que apenas um dos oe�ientes woi tenha valor igual a 1 e os

demais iguais a zero. No iníio da otimização, 

E
ef é formado pela ontribuição de todos os

materiais andidatos, ou seja, é uma mistura de todos os ângulos. No �nal da otimização,

a parametrização dos oe�ientes de peso devem umprir a exigênia de que apenas um

ângulo andidato seja esolhido (LUND, 2009).

Para alançar esse objetivo, mais um tipo de variável de projeto deve ser de�nido.

Essa variável é hamada, neste trabalho, de variável de orientação, representada por ϑe
i ,

ujo valor varia de 0 a 1. Os índies i e e indiam, respetivamente, o ângulo andidato e o

elemento no qual ele é de�nido. Dessa forma, para ada elemento da amada de material

ortotrópio, são assoiadas nc
variáveis de orientação, o que gera um grande número de

variáveis mas evita o problema de múltiplos mínimos loais (STEGMANN; LUND, 2005a;

LUND, 2009). Assim, os oe�ientes de peso woi são alulados da seguinte maneira:

woi =
ŵi

∑nc

k=1 ŵk

, onde ŵi = (ϑe
i )

pϑ

nc
∏

j=1,j 6=i

(
1−

(
ϑe
j

)pϑ
)

(3.16)
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Para tentar aproximar as variáveis ϑe
i para os valores 0 ou 1, é utilizado o oe�iente

de penalização pϑ para penalizar os valores intermediários, assim omo no modelo SIMP.

pϑ é normalmente igual a 2 no iníio da otimização e, a ada 10 iterações, adiiona-se

uma unidade até que pϑ = 8. Além disso, o termo 1 −
(
ϑe
j

)pϑ
é introduzido de modo

que um arésimo em ϑe
i resulta numa penalização para reduzir os oe�ientes dos outros

andidatos. O método OMD para otimização do ângulo das �bras está ilustrado na

Fig. 3.2.
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Figura 3.2: Método OMD para otimização de ângulo, onde θi é o ângulo andidato, ϑi

e 

E
θi
são, respetivamente, a variável de orientação e a matriz onstitutiva assoiada ao

ângulo i, e nc
é o número total de ângulos andidatos.

3.2.3 Variáveis de Projeto Nodais e Ténia de Projeção

Este trabalho utiliza a abordagem proposta por Guest, Prevost e Belytshko (2004)

que adota variáveis de projeto nos nós da malha de elementos �nitos e utiliza a ténia de

projeção linear proposta por Bruns e Tortorelli (2001) para alular as pseudodensidades

nos elementos. Com esta abordagem, Guest, Prevost e Belytshko (2004) mostram

resultados que não apresentam dependênia de malha nem padrões de tabuleiro, porém

eles tambémmostram que não é possível evitar o apareimento de materiais intermediários

ao utilizar a ténia de projeção linear, já que essa ténia faz uma média ponderada

dos valores vizinhos ao elemento em questão. Então, para ontornar este problema, os

autores omplementam a ténia de projeção om uma função �degrau�, ou �Heaviside�
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omo é denominado por Guest, Prevost e Belytshko (2004), fazendo om que as

pseudodensidades intermediárias tendam a 1 e que somente valores bem próximos a zero

representem elementos vazios.

Primeiramente, de�ne-se d nos nós da malha de elementos �nitos omo sendo as

variáveis de projeto que representam parâmetros independentes e que são utilizadas para

a determinação das pseudodensidades γe em ada elemento, que por sua vez determinam

a topologia da estrutura. Por isso, neste projeto, d é denominada de variável topológia,

já que existem outros dois tipos de variáveis de projeto (de polarização e de orientação).

Entretanto, apesar deste trabalho utilizar o elemento de asa de 8 nós, as variáveis

topológias d são atribuídas apenas nos vérties dos elementos om o intuito de reduzir o

usto omputaional sem perda de resolução nos resultados.

Em seguida, é neessário identi�ar os nós que in�ueniam o valor da pseudodensidade

do elemento e. A função de projeção do elemento e engloba os nós que estão loalizados

dentro de um subdomínio irular Ωe de raio rmin e entralizado no entroide do elemento

e, omo mostra a Fig. 3.3(a). O valor de rmin deve ser independente da malha, ou seja, se

a malha é re�nada, a únia diferença é a quantidade de nós que fazem in�uênia no valor

de γe, omo mostra a Fig. 3.3(b).

De�nidos os nós dentro do subdomínio do elemento e, é possível alular a média

ponderada µe das variáveis dj dentro de Ωe, dada por:

µe =

∑

j∈Ωe
djwp(xj − xe)

∑

j∈Ωe
wp(xj − xe)

(3.17)

onde dj é o onjunto de variáveis topológias dentro da área de in�uênia Ωe do elemento

e, e wp(xj − xe) é a função peso da projeção que alula o quanto a variável dj in�uenia

a pseudodensidade γe. Neste trabalho utiliza-se a função de projeção linear proposta por

Bruns e Tortorelli (2001), dada por:

wp(xj − xe) =

{
rmin−rj
rmin

se x ∈ Ωe;

0 aso ontrário.

(3.18)

sendo que Ωe é de�nido omo:

x ∈ Ωe se rj = ||xj − xe|| ≤ rmin (3.19)

onde r é a distânia entre um nó arbitrário e o entroide do elemento e, x e xe são suas

respetivas oordenadas, e rmin é o raio da projeção. A Fig. 3.3 ilustra a ténia de

projeção om a função peso wp linear, sendo que rmin não depende da disretização da
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malha.
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Figura 3.3: Representação da ténia de projeção.

Assim, é possível determinar o valor da pseudodensidade do elemento γe utilizando a

função �Heaviside� da seguinte maneira:

γe = 1− e

−βpµe + µee
−βp

(3.20)

onde βp que ontrola a urva da função exponenial e, onsequentemente, penaliza os

valores intermediários de µe. A Fig. 3.4 mostra omo o parâmetro βp in�uenia no valor

de γe em função do valor de µe.
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Figura 3.4: Função �Heaviside� para vários valores de βp.

Para valores altos de βp, por exemplo βp = 30, o problema se torna disreto, ou seja,

não tem solução únia. Assim, sugere-se utilizar o método da ontinuação onde βp omeça

om um valor baixo, por exemplo βp = 1 e aumenta gradativamente até que a solução não
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apresente valores intermediários de pseudo-densidades (GUEST; PREVOST; BELYTSCHKO,

2004).

Além disso, de aordo om o grá�o da Fig. 3.4, para que a pseudodensidade γe se

on�gure omo um elemento vazio, seu valor deve ser igual a zero. Ou seja, pequenos

valores de µe e altos valores de βp resultam em altos valores de γe, on�gurando elemento

heio (ou sólido). Entretanto, se o elemento for vazio, e onsequentemente γe = 0, as

matrizes de rigidez, massa e amorteimento podem se tornar singulares, impossibilitando

a obtenção dos desloamentos. Assim, é neessário inluir um valor mínimo de γmin,

geralmente igual a γmin = 10−6
, para evitar essas singularidades numérias. Dessa forma,

as matrizes de rigidez e massa das Eqs. (3.15), (3.11) e (3.12) devem ser reesritas da

seguinte maneira:

K

e
uu

= (γpc
e + γmin)

∫

Ωe

B

T
u

T

T
ε 

E
efTεBudΩ (3.21)

K

e
φφ = − (γpǫ

e + γmin)

∫

Ωe

B

T
φT

T
φǫTφBφdΩ (3.22)

M

e = (γpm
e + γmin) ρ0

∫

Ωe

A

T
AdΩ (3.23)

lembrando que para elementos sólidos, o termo (γp
e + γmin) deve respeitar o valor máximo

igual a 1. A matriz de rigidez piezelétria (Eq. (3.10)) não neessita da inlusão de γmin

já que ela não faz parte da diagonal da matriz global de rigidez e se ela for totalmente

nula, on�gura um elemento piezelétrio sem polarização.

Entretanto, utilizar ténias de ontinuação aumenta o número de iterações e o

resultado �a dependente do ritério utilizado para aumentar o valor de βp. Guest,

Asadpoure e Ha (2011) propuseram algumas modi�ações no método para eliminar o

método da ontinuação. A primeira modi�ação é no limite superior das variáveis de

projeto d. Para que as pseudo-densidades γe apresentem valores onsistentes om a

distribuição 0 e 1, ou seja, vazio ou sólido, as variáveis de projeto são usualmente restritas

a valores entre 0 e 1. Entretanto, utilizando o �ltro proposto, as variáveis de projeto

não tem sentido físio até que elas sejam projetadas para o álulo das pseudo-densidades

dos elementos γe (GUEST; ASADPOURE; HA, 2011). Ao relaxar o valor máximo dmax, a

média ponderada µe também é relaxada, permitindo que o produto βpµe da Eq. (3.20)

tenha um valor alto. Entretanto, a função �degrau� deve ser modi�ada para que as

pseudo-densidades permaneçam entre os limites 0 e 1. Assim, a Eq. (3.20) deve ser

reesrita da seguinte maneira (GUEST; ASADPOURE; HA, 2011):

γe = 1− e

−βpµe +
µe

µmax

e

−βpµmax
(3.24)
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onde µmax = dmax. Utilizando essa nova formulação, é possível manter o valor de βp

pequeno e onstante. Neste trabalho, utiliza-se valores de βp e dmax propostos por Guest,

Asadpoure e Ha (2011), ou seja, βp = 2 e dmax = 100. Além disso, Guest, Asadpoure e Ha

(2011) propõe modi�ar o álulo das assíntotas móveis das duas primeiras iterações do

algoritmo �Method of Moving Asymptotes� (MMA) de modo que as primeiras assíntotas

não �quem muito longe das variáveis de projeto. Para as duas primeiras iterações da

otimização, o MMA alula as assíntotas da seguinte maneira (SVANBERG, 1987):

low(k) = d(k) − 0, 5
(
dmax − dmin

)

upp(k) = d(k) + 0, 5
(
dmax − dmin

)
(3.25)

onde k é a iteração da rotina de otimização, low e upp são as assíntotas inferior e superior,

e dmax
e dmin

são os limites que as variáveis de topologia podem assumir. O álulo

apresentado depende da diferença entre dmax
e dmin

, que se for grande pode fazer om que

as assíntotas �que muito distantes do valor das variáveis de topologia d, gerando muita

osilação na solução da rotina de otimização. Assim, Guest, Asadpoure e Ha (2011)

propõe a seguinte modi�ação no algoritmo de MMA para as das primeiras iterações:

low(k) = d(k) − 0, 5

βp + 1

upp(k) = d(k) +
0, 5

βp + 1
(3.26)

Utilizando essa formulação, Guest, Asadpoure e Ha (2011) apresentam resultados de

otimização em estruturas de vigas e meanismos �exíveis om distribuição de material

pratiamente 0-1, ou seja, sem materiais intermediários gerados pela ténia de projeção

de Bruns e Tortorelli (2001).

3.3 Otimização Topológia om Restrição de Falha

Meânia

Neste trabalho, a falha meânia é baseada nos valores das tensões meânias

aluladas na estrutura. Existem diversos ritérios de falha meânia, omo por

exemplo, ritérios de tensão normal máxima, von Mises (BRUGGI; VENINI, 2008; LE et

al., 2010), Tsai�Hill, Tsai�Wu (GROENWOLD; HAFTKA, 2006), ritérios de delaminação

para estruturas laminadas (JOHANSEN; LUND, 2009), dentre outros. Existem alguns

trabalhos na literatura que utilizam alguns desses ritérios omo restrições de falha

meânia em problemas de otimização (GROENWOLD; HAFTKA, 2006; BRUGGI; VENINI,
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2008; JOHANSEN; LUND, 2009; LE et al., 2010), entretanto nenhum ainda apliado a

transdutores piezelétrios. Assim, deseja-se demonstrar neste trabalho a in�uênia da

restrição de falha meânia no projeto otimizado de transdutores piezoompósitos.

O problema de otimização topológia inluindo o álulo de tensões meânias

apresenta algumas di�uldades que preisam ser ontornadas para que o problema de

OT seja soluionado om e�áia (BENDSØE; SIGMUND, 2003).

A primeira está relaionada om o fen�meno das topologias singulares, que onsiste na

degeneração do espaço de soluções (CHENG; JIANG, 1992; CHENG; GUO, 1997; ROZVANY,

2001). Ou seja, a solução ótima global geralmente faz parte de um espaço degenerado

de soluções (CHENG; JIANG, 1992; KIRSCH, 1990), o que implia na inapaidade de

algoritmos tradiionais de otimização, baseados nos gradientes, de atingir o ponto ótimo

(STUMP, 2006; BRUGGI; VENINI, 2008). A Fig. 3.5 apresenta um exemplo de um domínio

que apresenta um ponto ótimo singular. Para ontornar esse problema, as tensões,

aluladas em todo o domínio, devem ser relaxadas para eliminar as regiões degeneradas.

Diversas ténias de relaxação têm sido publiadas para tentar ontornar esse problema

(CHENG; GUO, 1997; DUYSINX; BENDSØE, 1998; BRUGGI, 2008).
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Figura 3.5: Representação genéria de um domínio de projeto que apresenta um ótimo

singular.

A segunda di�uldade está relaionada om o fato de que a tensão meânia é uma

grandeza loal, assim, as restrições devem ser onsideradas para todos os pontos (LE et al.,

2010). Num domínio disretizado, omo é no aso da análise feita pelo MEF, o número de

pontos em que as tensões são aluladas é �nito, porém esse número pode ser relativamente

grande o que implia num número de restrições que pode aumentar relativamente o tempo
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omputaional, tanto para o álulo das sensibilidades dessas restrições, quanto para

a solução do problema de otimização por algoritmos tradiionais (STUMP, 2006; LE et

al., 2010), omo o MMA. Uma possível solução é adotar uma formulação de apenas

uma restrição ujo valor se aproxima do valor de tensão máxima no domínio, omo a

função �norma-p� (DUYSINX; BENDSØE, 1998). Embora a restrição pela �norma-p� seja

omputaionalmente e�iente, ela não fornee um ontrole adequado da distribuição das

tensões (LE et al., 2010), ou seja, pode haver regiões om alta onentração de tensão.

Além disso, omo são utilizados diferentes tipos de materiais, o ritério de falha

também deve ser diferente. No aso de materiais isotrópios, propõe-se utilizar o ritério

de tensão máxima de von Mises e ompará-la om um erto limite de tensão. Para metais,

é utilizado o limite de esoamento do material, e para erâmias piezelétrias é utilizado

o limite de despolarização (CALDERON-MORENO, 2001), pois seu valor é bem inferior ao

limite de ruptura da erâmia. Já para materiais ompósitos propõe-se, nesse trabalho,

utilizar o ritério de falha de Tsai-Wu. Este ritério onsidera a interação entre as tensões

nas diferentes direções om suas respetivas forças de resistênia (HANSEL; BECKER, 1999).

Para materiais ortotrópios, são onsiderados apenas as tensões no plano da asa (σ11,

σ22 e τ12), e o ritério avalia se a estrutura falha ou não, mas não distingue qual o modo

de falha (longitudinal de tração ou ompressão, transversal de tração ou ompressão, ou

isalhamento) (HANSEL; BECKER, 1999; GROENWOLD; HAFTKA, 2006).

Assim, o problema quando se utiliza a tensão de von Mises juntamente om o ritério

de Tsai-Wu é que as grandezas dos valores são muito diferentes. Enquanto que as tensões

de von Mises devem ser restritas na ordem de MPa, o índie de Tsai-Wu é adimensional e

deve ter seu valor menor que 1 para não apresentar falhas. Essa grande diferença de valores

ausa também grande diferença nos valores das suas derivadas, o que pode atrapalhar na

onvergênia da função objetivo.

Nesse aspeto, propõe-se utilizar o álulo do fator de segurança omo medida de

normalização entre os diferentes ritérios de tensão, já que ele é um valor adimensional

e o menor valor admissível para o fator de segurança é igual a 1, que india que os

arregamentos apliados estão no limite das tensões do material. O fator de segurança foi

utilizado por Groenwold e Haftka (2006) para otimizar estruturas ompósitas utilizando

os ritérios de Tsai-Wu e de Tsai-Hill. Os autores sugerem utilizar o valor do fator de

segurança omo função objetivo ao invés de utilizar diretamente os valores de Tsai-Wu

e Tsai-Hill pois eles dependem do valor do arregamento apliado. O valor do fator de

segurança india o número de vezes que o arregamento apliado pode ser aumentado de

modo que os limites de tensão onsiderados ainda sejam respeitados. Assim, Groenwold e
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Haftka (2006) maximizam esse valor de modo que o arregamento possa ser aumentado.

Portanto, propõe-se neste trabalho utilizar o fator de segurança omo restrição do

problema de otimização para qualquer tipo de material utilizado. A seguir é apresentado

o método de relaxação utilizado para ontornar a singularidade de tensões. Em seguida

são apresentados os álulos dos ritérios de von Mises e Tsai-Wu, bem omo o álulo

dos respetivos fatores de segurança.

3.3.1 Relaxação das Tensões

Dentre os tipos de formulação para relaxação das tensões, destaam-se a função

relaxação-ε (CHENG; GUO, 1997; ROZVANY; SOBIESZCZANSKI-SOBIESKI, 1992) e os

modelos baseados no SIMP (DUYSINX; BENDSØE, 1998; BRUGGI, 2008; LE et al., 2010).

Entretanto, esses autores mostram que ao utilizar o modelo baseado no SIMP para

relaxar as tensões, a penalização das tensões deve ser menor que a penalização do modelo

estrutural. Ou seja, onsiderando que a penalização da tensão é representado por pσ

e a penalização estrutural é representado por pc, então pσ < pc. Duysinx e Bendsøe

(1998) também mostram que esse modelo, além de apresentar o mesmo nível de relaxação

do modelo de material, evita a desontinuidade das tensões loais quando um elemento

se torna vazio. Assim, este trabalho também utiliza o modelo de relaxação de tensões

baseado no SIMP.

Então, seguindo a ideia de Le et al. (2010), o modelo de material para as matrizes

de rigidez e massa ontinua o mesmo. Para alular as tensões no elemento utiliza-se

a Eq. (2.38) multipliada pela pseudodensidade do elemento, elevado ao expoente pσ da

seguinte maneira:

σ = γpσ
e 

E
efσTεBuue (3.27)

onde γe é alulada pela função �degrau� da Eq. (3.20) e 

E
efσ

é alulada pelo método

OMD da seguinte forma:



E
efσ =

nc
∑

i=1

woi
E
Tθi = wo1

E
Tθ1 + wo2

E
Tθ2 + · · ·+ wonc

E
Tθnc , 0 ≤ woi ≤ 1 (3.28)

sendo que os oe�ientes de peso woi são alulados da mesma maneira que na Eq. (3.16).
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3.3.2 Critérios de von Mises e Tsai-Wu

Neste trabalho utiliza-se as tensões de von Mises e de Tsai-Wu. A tensão de von Mises

(σvm) é alulada da seguinte maneira:

σvm =
√

σ2
11 + σ2

22 − σ11σ22 + 3 (τ 212 + τ 223 + τ 213) (3.29)

que pode ser alulada na forma matriial omo:

σvm =
√
σT
Vσ (3.30)

onde σ =
{

σ11 σ22 τ12 τ23 τ13

}T

alulada pela Eq. (2.38), e

V =












1 −0.5 0 0 0

−0.5 1 0 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 3












(3.31)

Para elementos de asa assumindo estado plano de tensões, om materiais

ortotrópios, o índie de Tsai-Wu (σtw) pode ser expresso omo (GROENWOLD; HAFTKA,

2006)

σtw = Y1σ11 + Y2σ22 + Y11σ
2
11 + Y22σ

2
22 + 2Y12σ11σ22 + Y66τ

2
12 (3.32)

sendo que os oe�ientes Y1, Y2, Y11, Y22, Y12 e Y66 estão relaionados om a resistênia

do material da seguinte maneira (GROENWOLD; HAFTKA, 2006):

Y1 =
1
T1

− 1
C1

; Y2 =
1
T2

− 1
C2

; Y11 =
1

T1C1

Y11 =
1

T2C2

; Y66 =
1
S2 ; Y12 = −

√
Y1Y2

2

(3.33)

onde T1 e C1 são as resistênias à tração e ompressão no sentido longitudinal da �bra,

T2 e C2 são as resistênias à tração e ompressão no sentido transversal à �bra e S é a

resistênia ao isalhamento. É também possível expressar o índie de Tsai-Wu na forma

matriial omo:

σtw = σ̄T
Yσ̄ (3.34)
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onde σ̄ =
{

σ11 σ22 τ12 1 1
}T

e

Y =












Y11 Y12 0 0.5Y1 0

Y12 Y22 0 0 0.5Y2

0 0 Y66 0 0

0.5Y1 0 0 0 0

0 0.5Y2 0 0 0












(3.35)

3.3.3 Restrição Global de Tensão

No domínio de elementos �nitos, seria neessário utilizar uma restrição para ada

ponto onde as tensões são aluladas. Isso impliaria numa quantidade exessiva de

restrições, tornando o problema muito ustoso omputaionalmente. Assim, Le et al.

(2010) propõem utilizar somente o valor máximo da tensão no domínio omo restrição.

Essa abordagem reduz o usto omputaional signi�ativamente, porém, ela não garante

um ontrole sobre a distribuição de tensões no domínio, podendo gerar áreas om altas

onentrações de tensão. No entanto, nesse trabalho, essa abordagem já preenhe os

requisitos de limite de tensão pois não há a preoupação em ontrolar a distribuição de

tensões.

Como menionado anteriormente, para ada tipo de material é utilizado um erto

ritério para avaliar as tensões limites. A equação a seguir desreve as restrições.

max
g=1...nσ

{σvmg
} ≤ σy, para materiais istrópios metálios;

max
g=1...nσ

{σvmg
} ≤ σd, para materiais erâmios piezelétrios;

max
g=1...nσ

{σtwg
} < 1, para materiais ortotrópios.

(3.36)

onde σy e σd são as tensões de limite de esoamento (do material isotrópio) e de limite

de despolarização(do material piezelétrio), g refere-se aos pontos onde as tensões são

aluladas no domínio disretizado do MEF e nσ é o número total desses pontos. Para que

o álulo das tensões seja preiso, deve-se alulá-las nos pontos de Gauss da integração

reduzida, ou seja, para um elemento de 8 nós, a integração reduzida é de 4 pontos de

Gauss (COOK et al., 2007). Além disso, estruturas sujeitas a deformações de �exão tem a

distribuição de tensões de aordo om a Fig. 3.6, onde os valores máximos de tensão são

enontrados nas suas superfíies (TIMOSHENKO, 1984). Assim, propõe-se neste trabalho

utilizar 8 pontos em ada elemento, sendo 4 na superfíie inferior e 4 na superfíie superior,

ou seja, nσ = 8ne onde ne é igual ao número de elementos.
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Figura 3.6: Distribuição de tensão ao longo da espessura em uma estrutura sujeita à �exão

Entretanto, utilizar três restrições om ordens de grandeza diferentes pode prejudiar

a onvergênia do problema de otimização, já que os gradientes também terão grandezas

diferentes. Assim, propõe-se utilizar uma únia restrição da seguinte maneira:

min
g=1...nσ

{sg} ≥ 1 (3.37)

onde sg é o fator de segurança alulado em ada ponto g do domínio. Ou seja, o valor

de sg para qualquer ponto, independente do tipo de material, deve ser maior ou igual a

1, o que muda entre os diferentes tipos de material é o modo omo ele é alulado.

Para materiais isotrópios, sg é alulado pela razão entre o limite de esoamento (σy)

e a tensão de von Mises. No aso das erâmias piezelétrias, alula-se sg pela razão

entre o limite de despolarização (σd) e a tensão de von Mises. Ou seja, para esses tipos de

materiais, pode-se resumir que sg é alulado pela razão entre a tensão limite do material

(σlimite) e a tensão de von Mises. Assim, sg pode ser esrito omo:

sg =
σlimite

σvm
(3.38)

onde σlimite é igual ao limite de esoamento (σy) para materiais isotrópios ou o limite de

despolarização (σd) para materiais piezelétrios.

No aso de materiais ortotrópios, sg é alulada omo a solução de uma equação de

segundo grau. Considerando que sg entra na Eq. (3.32) multipliando as tensões, pode-se

reesrever o ritério de Tsai-Wu da seguinte maneira (GROENWOLD; HAFTKA, 2006):

s2g
(
Y11σ

2
11 + Y22σ

2
22 + Y66τ

2
12 + 2Y12σ11σ22

)
+ sg (Y1σ11 + Y2σ22)− 1 = 0 (3.39)
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Assim, o fator de segurança para materiais ortotrópios é obtido por:

sg =
−b +

√
b2 + 4a

2a
(3.40)

onde

a = Y11σ
2
11 + Y22σ

2
22 + Y66τ

2
12 + 2Y12σ11σ22 (3.41)

b = Y1σ11 + Y2σ22 (3.42)

Os termos a e b podem ser onvenientemente alulados matriialmente realizando-se

a seguinte manipulação:

a = σ̄T
Y1σ̄ (3.43)

b = σ̄T
Y2σ̄ (3.44)

onde

σ̄ =







σ11

σ22

τ12

1

1







; Y1 =












Y11 Y12 0 0 0

Y12 Y22 0 0 0

0 0 Y66 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0












; Y2 =












0 0 0 Y1 0

0 0 0 0 Y2

0 0 0 0 0

Y1 0 0 0 0

0 Y2 0 0 0












(3.45)

Entretanto a função max não é derivável. Uma alternativa para se enontrar o

valor mínimo de um onjunto de valores é a função �norma-p� (LE et al., 2010). Assim,

substitui-se a restrição da Eq. (3.37) por:

sNP =

(
nσ∑

g=1

spng

)1/pn

≥ 1 (3.46)

sendo que pn < −1 é a penalização utilizada para aproximar o valor de sNP do valor

mínimo de sg. Quanto maior for o módulo de pn, mais próximo sNP será do valor mínimo

de sg.

Assim, tem-se uma únia restrição global que atende os requisitos de tensão para ada

tipo de material utilizado, uja função seja derivável.
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3.4 Implementação do MOT

A metodologia do MOT proposta nesta tese segue basiamente o �uxograma

apresentado na Fig. 3.7. Iniialmente é neessário entrar om os dados da malha omo

oordenadas dos nós, onetividade dos elementos, apliação de forças (ou desloamentos)

e ondições de ontorno. Em seguida, as variáveis de projeto (de topologia, de polarização

e de orientação) são iniializadas. Antes do laço de otimização, os nós são mapeados

para enontrar os nós vizinhos de ada elemento para apliar a ténia de projeção.

Assim, dá-se iníio ao proesso iterativo om a obtenção das pseudodensidades utilizando a

ténia de projeção �Heaviside�. Em seguida, são onstruídas as matrizes de rigidez, massa

e amorteimento, para então obter os desloamentos e poteniais elétrios soluionando-se

o sistema do MEF. O próximo passo é alular as funções objetivo e restrições para

que se possa veri�ar a onvergênia e a viabilidade da solução. Na primeira iteração,

a onvergênia não é veri�ada, passando para o álulo das sensibilidades (derivadas)

das funções objetivo e restrições om relação às variáveis de projeto. O último passo

do laço de otimização é utilizar uma rotina de otimização para enontrar o mínimo da

função objetivo respeitando as restrições impostas. A rotina de otimização utilizada neste

trabalho é o MMA desenvolvido por Svanberg (1987) que utiliza a primeira derivada

(análise de sensibilidades) das funções objetivo e das restrições e atualiza as variáveis de

projeto onforme um dado ritério. Esse proesso é repetido iterativamente até que se

observe a onvergênia da função objetivo. O software de otimização está implementado

na linguagem do software omerial MATLAB (The Mathworks In., Natik, MA, USA)

e para gerar a malha iniial de elementos �nitos é utilizado o software omerial ANSYS

(ANSYS In., Canonsburg, PA, USA).

Neste trabalho são utilizadas diferentes funções objetivo para ada tipo de apliação,

atuadores, sensores e oletores de energia. As funções e suas respetivas análises de

sensibilidade são apresentadas nos apítulos individuais de ada projeto. Entretanto, as

formulações apresentadas nesta seção são utilizadas para todos os projetos apresentados.

Assim, é apresentada a análise de sensibilidades dessas formulações na seção a seguir.

3.5 Análise de Sensibilidades das Formulações do MOT

Para implementar o método de otimização proposto utilizando o algoritmo de

otimização MMA (SVANBERG, 1987), é neessário realizar a análise de sensibilidades das

funções objetivo e restrições do problema abordado. A análise de sensibilidades onsiste
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Figura 3.7: Fluxograma do proedimento de otimização implementado.

em alular a primeira derivada de ada função objetivo e restrição em função das variáveis

de projeto. Nesta tese propõe-se utilizar 3 diferentes variáveis de projeto: de topologia d,

de polarização ̺ e de orientação ϑ.

As derivadas das funções objetivo para o projeto de atuadores, sensores e oletores

de energia são apresentado nos seus respetivos apítulos. Na próxima seção, são

apresentadas as derivadas das matrizes de rigidez e massa, da ténia de projeção e do

método OMD e na seção seguinte é apresentada a derivada da restrição de falha meânia.

3.5.1 Derivadas das Matrizes de Rigidez e Massa

As derivadas das matrizes de rigidez e massa são obtidas derivando-se as Eqs. (3.21),

(3.22), (3.10) e (3.23). A derivada da matriz de amorteimento C é igual à soma das

derivadas das matrizes K

uu

e M, assim, não será demonstrado aqui. Derivando-as em
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relação às variáveis de topologia dn, tem-se:

∂Ke
uu

∂dn
=

(

pcγ
pc−1
e

∂γe
∂dn

)∫

Ωe

B

T
u

T

T
ε 

E
efTεBudΩ (3.47)

∂Ke
uφ

∂dn
=

(

peγ
pe−1
e

∂γe
∂dn

)

(2̺e − 1)pi
∫

Ωe

B

T
u

T

T
ε e0TφBφdΩ (3.48)

∂Ke
φφ

∂dn
= −

(

pǫγ
pǫ−1
e

∂γe
∂dn

)∫

Ωe

B

T
φT

T
φǫTφBφdΩ (3.49)

∂Me

∂dn
=

(

pmγ
pm−1
e

∂γe
∂dn

)

ρ0

∫

Ωe

A

T
AdΩ (3.50)

pois somente γe depende de dn e n é o índie da variável topológia que está sendo

analisada. Derivando as matrizes em relação à variável de polarização ̺e somente a

derivada da matriz piezelétria K

uφ será diferente de zero, ou seja:

∂Ke
uφ

∂̺e
= (γpe

e + γmin)
[
2pi (2̺e − 1)pi−1]

∫

Ωe

B

T
u

T

T
ε e0TφBφdΩ (3.51)

Com relação às variáveis de orientação ϑe
i , apenas a matriz K

e
uu

apresenta derivada

não nula, e pode ser alulada da seguinte maneira:

∂Ke
uu

∂ϑe
n

= (γpc
e + γmin)

∫

Ωe

B

T
u

T

T
ε

∂Eef
∂ϑe

n

TεBudΩ (3.52)

Agora, é neessário alular a sensibilidade das pseudodensidades γe em função

das variáveis topológias dn derivando-se a ténia de projeção om a função �degrau�.

Portanto, derivando-se primeiramente a Eq. (3.24) pela regra da adeia, tem-se:

∂γe
∂dn

= βpe
−βpµe

∂µe

∂dn
+

e

−βpµmax

µmax

∂µe

∂dn
(3.53)

onde ∂µe/∂dn é obtida derivando-se a função de projeção linear da Eq. (3.17), que resulta

em:

∂µe

∂dn
=

wp(xn − xe)
∑

j∈Ωe
wp(xj − xe)

(3.54)

Finalmente, é neessário obter a sensibilidade do método OMD em função das variáveis

de orientação ϑe
n, que pode ser obtida alulando-se as derivadas das Eqs. (3.14) e (3.16),

que pode ser esrita da seguinte forma:

∂Eef
∂ϑe

n

=
nc
∑

i=1

∂woi

∂ϑe
n



E
θi

(3.55)
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onde

∂woi

∂ϑe
n

=
∂ŵi

∂ϑe
n

1
∑nc

k=1 ŵk

− ŵi
(∑nc

k=1 ŵk

)2

nc
∑

k=1

∂ŵk

∂ϑe
n

(3.56)

sendo que

∂ŵi

∂ϑe
n

=







pϑ (ϑ
e
n)

pϑ−1
nc
∏

j=1,j 6=i

(
1−

(
ϑe
j

)pϑ
)

se n = i

− (ϑe
i )

pϑ pϑ (ϑ
e
n)

pϑ−1
nc
∏

j=1,j 6=i,j 6=n

(
1−

(
ϑe
j

)pϑ
)

se n = j
(3.57)

3.5.2 Derivada da Restrição de Falha Meânia

A sensibilidade da restrição de falha meânia utilizada neste trabalho é obtida

derivando-se a Eq. (3.46). Assim, om relação à uma variável genéria υ, sua derivada

�a:

∂sNP

∂υ
=

1

pn

(
nσ∑

g=1

spng

) 1

pn
−1 [ nσ∑

g=1

pns
pn−1
g

∂sg
∂υ

]

(3.58)

A derivada de sg depende do tipo de material onde se está alulando. Para materiais

isotrópios e piezelétrios, deriva-se a Eq. (3.38):

∂sg
∂υ

= −σlimite

σ2
vm

∂σvm

∂υ
(3.59)

sendo que a derivada de σvm é obtida derivando-se a Eq. (3.30), que �a da seguinte forma:

∂σvm

∂υ
=

1

σvm

(

σT
V

∂σ

∂υ

)

(3.60)

onde σ é o tensor de tensões. Substituindo a Eq. (3.60) na Eq. (3.59) a derivada do fator

de segurança para materiais isotrópios e piezelétrios �a:

∂sg
∂υ

= −σlimite

σ3
vm

σT
V

∂σ

∂υ
(3.61)

Para materiais ortotrópios, derivando-se a Eq. (3.40), obtém-se:

∂sg
∂υ

=
− ∂b

∂υ
+ 1

2
√
b2+4a

(
2b ∂b

∂υ
+ 4 ∂a

∂υ

)

2a
− −b+

√
b2 + 4a

4a2
2
∂a

∂υ
(3.62)
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que simpli�ando e agrupando os termos em

∂a
∂υ

e

∂b
∂υ

�a:

∂sg
∂υ

=
1

a

(
1√

b2 + 4a
− sg

)
∂a

∂υ
+

1

2a

(

−1 +
b√

b2 + 4a

)
∂b

∂υ
(3.63)

onde

∂a
∂υ

e

∂b
∂υ

são obtidos derivando-se as Eqs. (3.43) e (3.44), respetivamente:

∂a

∂υ
= 2σ̄T

Y1
∂σ̄

∂υ
(3.64)

∂b

∂υ
= 2σ̄T

Y2
∂σ̄

∂υ
(3.65)

sendo que

∂σ̄

∂υ
=












1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


















σ11

σ22

τ12

τ13

τ23







= I10
∂σ

∂υ
(3.66)

Substituindo a Eq. (3.66) nas Eqs. (3.64) e (3.65), e depois substituindo-as na

Eq. (3.67), a derivada de sg para materiais ortotrópios �a:

∂sg
∂υ

=

[
2

a

(
1√

b2 + 4a
− sg

)

σ̄T
Y1 +

1

a

(

−1 +
b√

b2 + 4a

)

σ̄T
Y2

]

I10
∂σ

∂υ
(3.67)

Analisando as Eqs. (3.61) e (3.67), a derivada do fator de segurança pode ser esrito,

de uma maneira genéria, omo:

∂sg
∂υ

= Smat
∂σ

∂υ
(3.68)

onde Smat é um vetor linha que depende do tipo de material que está analisando. Portanto,

para materiais isotrópios e piezelétrios, Smat é igual a

Smat = −σlimite

σ3
vm

σT
V (3.69)

e para materiais ortotrópios, Smat é igual a

Smat =

[
2

a

(
1√

b2 + 4a
− sg

)

σ̄T
Y1 +

1

a

(

−1 +
b√

b2 + 4a

)

σ̄T
Y2

]

I10 (3.70)

Chega-se �nalmente à derivada do tensor de tensões σ em função da variável genéria

υ que é obtida derivando-se a Eq. (3.27), ujos termos que dependem das variáveis de
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projeto são γe, 
E
efσ e ue. Assim, apliando a regra da adeia, tem-se que:

∂σ

∂υ
= pσγ

pσ−1
e

∂γe
∂υ



E
efσTεBuue + γpσ

e

∂Eefσ
∂υ

TεBuue + γpσ
e 

E
efσTεBu

∂ue

∂υ
(3.71)

Substituindo a Eq. (3.71) na Eq. (3.68) e posteriormente na Eq. (3.58), a derivada da

função �norma-p� �a:

∂sNP

∂υ
=

(
nσ∑

g=1

spng

) 1

pn
−1 nσ∑

g=1

{

spn−1
g Smat

[(

pσγ
pσ−1
e

∂γe
∂υ



E
efσ+

γpσ
e

∂Eefσ
∂υ

)

TεBuue + γpσ
e 

E
efσTεBu

∂ue

∂υ

]}

(3.72)

É possível separar os termos que multipliam ue dos termos que multipliam ∂ue/∂υ.

Assim, a Eq. (3.72) pode ser reesrita da seguinte forma:

∂sNP

∂υ
= Aux1 + Aux2 (3.73)

onde

Aux1 =

(
nσ∑

g=1

spng

) 1

pn
−1 nσ∑

g=1

[

spn−1
g Smat

(

pσγ
pσ−1
e

∂γe
∂υ


E
efσ + γpσ

e

∂E
efσ

∂υ

)

TεBuue

]

(3.74)

Aux2 =

(
nσ∑

g=1

spng

) 1

pn
−1 nσ∑

g=1

(
spn−1
g γpσ

e Smat
E
efσTεBu

∂ue
∂υ

)
(3.75)

O termo Aux1 é failmente alulado em ada ponto g da malha de elementos �nitos,

lembrando que

∂γe
∂dn

é alulada pelas Eqs. (3.53) e (3.54), e

∂E
efσ

∂ϑe
n

é alulada de maneira

análoga à Eq. (3.55). Entretanto, o termo Aux2 possui a derivada dos desloamentos, que

é um pouo mais ompliado de ser alulado pois envolve inversão de matrizes.

Todavia, o termo Aux2 pode ser devidamente rearranjado, de forma a ser alulado

por uma multipliação de dois vetores:

Aux2 = F

T
σ

∂U

∂υ
(3.76)

onde a derivada do vetor global de desloamentos U depende da forma omo o MEF é

resolvido, o que difere para ada tipo de apliação apresentado nesta tese. Assim,

∂U
∂υ

é

desrito nos apítulos dos projetos de atuadores, sensores e oletores de energia.
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4 PROJETO ESTÁTICO DE

ATUADORES

PIEZOCOMPÓSITOS DE

CASCA

Neste apítulo é apresentado o projeto otimizado de atuadores piezoompósitos de

asa operando em regime estátio. Os atuadores são apazes de gerar desloamentos

devido à apliação de potenial elétrio nos eletrodos do material piezelétrio. Assim,

a otimização topológia é apliada para que, dada a apliação de um potenial elétrio

onheido, o atuador possa gerar desloamentos em determinados pontos de forma que a

direção e sentido possam ser ontrolados. Deseja-se, então, maximizar os desloamentos

em determinados pontos gerados pela apliação de um potenial elétrio entre os eletrodos

do material piezelétrio otimizando-se a distribuição e o sentido de polarização do material

piezelétrio e a orientação das �bra do material ortotrópio.

O apítulo está organizado da seguinte maneira: primeiramente é apresentado

um breve histório da apliação de otimização topológia no projeto de atuadores

piezoompósitos de plaa e asa. Em seguida é apresentada uma modi�ação no sistema

de equações do MEF para adaptar a problemas de atuadores exitados por potenial

elétrio. Na ontinuação, o problema de otimização topológia para atuadores é formulado

para o domínio ontínuo e para o domínio disretizado. A próxima seção mostra o álulo

da sensibilidades da função objetivo om relação às variáveis de projeto. Na sequênia,

são apresentados alguns resultados numérios para exempli�ar o método. Finalmente,

as onlusões desta parte do trabalho são apresentadas.
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4.1 Histório

A apliação de ténias de otimização em projeto de atuadores de plaa e asa

não é reente (FRECKER, 2003; MUKHERJEE; JOSHI, 2002). Entretanto, o oneito de

otimização topológia apliado a esse tipo de atuadores foi introduzido por Kögl e Silva

(2005) que apliaram o MOT para a distribuição de material piezelétrio numa estrutura

laminada juntamente om o sentido de sua polarização, om o objetivo de maximizar os

desloamentos em determinados pontos da estrutura.

Mais tarde, Kang e Tong (2008b) utilizaram o MOT para o projeto de estruturas

laminadas através da distribuição de material piezelétrio e do valor das tensões elétrias

ótimas para onseguir o desempenho desejado de seus atuadores. No entanto, Kang e

Tong (2008a) apontam ertas di�uldades de se apliar um ampo de tensões elétrias

arbitrário num dado domínio. Assim, os mesmos autores apresentam novos resultados,

onsiderando uma distribuição uniforme de tensões elétrias para um ontrole estátio

das deformações.

Howard et al. (2009) apliam a OT de maneira similar ao trabalho de Kang e Tong

(2008b), generalizando a apliação tanto para estruturas de plaa omo para estruturas

de asa.

Mais reentemente, Kang e Wang (2010) apliam a OT em atuadores de plaa

multiamada ujo objetivo é obter um melhor ontrole dos desloamentos.

4.2 Exitação por Potenial Elétrio

No projeto de atuadores piezoompósitos, o material piezelétrio é exitado

apliando-se uma diferença de potenial elétrio entre seus eletrodos. Como dito na

Seção 2.3, a modelagem do MEF de asa piezelétrio utilizada neste trabalho onsidera

dois tipos de grau de liberdade elétrio: um de�nido nos nós da superfíie média da

amada (φ̄m) e outro representando a ligação entre os eletrodos em ada amada (∆φ),

os quais podem ser globalmente representados por Φm e ∆Φ, respetivamente. Assim, a

Eq. (2.46), onsiderando somente regime estátio (ω = 0), pode ser reesrita da seguinte
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maneira:
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(4.1)

onde φ1 e φ2 representam os graus de liberdade φ̄m e ∆φ, respetivamente, e Q e P

representam as respetivas argas elétrias internas (dos nós) e do eletrodo. Entretanto,

as argas elétrias om respeito aos graus de liberdade elétrios internos são iguais a zero,

ou seja, Q = 0.

Quando somente potenial elétrio ∆Φ é apliado entre os eletrodos, a resposta

da estrutura é alulada presrevendo-se os graus de liberdade de potenial elétrio e

assume-se que não há força apliadas na estrutura, ou seja, F = 0. Assim, a Eq. (4.1)

pode ser simpli�ada omo:







K

uu

K

uφ1
Ā
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∆Φ ou K̂Û = F̂ (4.2)

sendo que esse sistema é resolvido pelo Matlab.

4.3 Formulação do Problema de OT para Atuadores no

Domínio Contínuo

Considerando-se que Û1 são os desloamentos da estrutura gerados pela apliação

de potenial elétrio ∆φ1 nos eletrodos do material piezelétrio (representado por Γφ),

o objetivo da otimização é maximizar os desloamentos Û1a numa erta região desejada

Γfa, seguindo a direção e sentido de uma força auxiliar unitária f1a . A direção e sentido de

f1a são dados de entrada do problema e, portanto, podem ser ontrolados pelo projetista.

A Fig. 4.1 representa um domínio de projeto ΓΩ de um atuador piezoompósito, onde a

sequênia de amadas, de baixo para ima, representa os materiais isotrópio, ortotrópio

(om �bras representadas pelas retas pontilhadas) e piezelétrio, respetivamente.

Assim, a função objetivo relaionada à maximização dos desloamentos Û1a em Γfa

na direção f1a pode ser esrita da seguinte maneira:

L1 = Û1a =

∫

Γfa

f

T
1aÛ1dΓΩ (4.3)
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PSfrag replaements

Û1 (saída)

ΓB

ΓΩ ∆φ1 (entrada)Γφ

f1a (auxiliar)

Γfa

Figura 4.1: Representação do domínio de projeto de um atuador piezoompósito. Os

ontornos traejados representam os desloamentos Û1 devido à apliação de potenial

elétrio ∆φ1.

Entretanto, a ordem de grandeza do valor de L1 é igual a ordem de grandeza de Û1a .

Svanberg (1987) sugere que o módulo do valor da função objetivo utilizada esteja entre

1 e 100 para que o algoritmo MMA retorne valores razoáveis das variáveis de projeto.

Assim, propõe-se neste trabalho, utilizar a seguinte função objetivo para o problema de

otimização:

£obj = lnL1 (4.4)

que normaliza o valor de L1. Caso sejam obtidos valores negativos de L1 nas iterações

iniiais, uma função objetivo alternativa é utilizada, já que a função ln não permite valores

negativos. A função alternativa pode ser esrita omo:

£obj =
1

L1

(4.5)

que é utilizada até que L1 seja maior ou igual a 0, e então a função da Eq. (4.4) passa a

ser utilizada.

No domínio ontínuo, a distribuição de material, a polarização do material

piezelétrio e a orientação das �bras do material ortotrópio são parametrizadas pelas

pseudodensidades γ, pelas variáveis de polarização ̺ e pelos ângulos θ, respetivamente.

Portanto, o problema de otimização para atuadores piezoompósitos pode ser formulado,
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no domínio ontínuo, da seguinte maneira:

Maximizar:

γ,̺,θ
£obj

sujeito à: Equações de equilíbrio

0 ≤ γ(x) ≤ 1

0 ≤ ̺(x) ≤ 1

−90o ≤ θ(x) ≤ 90o

(4.6)

Deve-se lembrar que as equações de equilíbrio estão sujeitas às equações de

aoplamento entre amadas, desrita na Seção 2.7. Neste trabalho, está sendo adotada

uma formulação de otimização topológia sem restrição de volume, omo pode ser

observado na Eq. (4.6). Assim, é possível obter o volume ótimo de material piezelétrio

que deve ser utilizado para maximizar os desloamentos desejados.

Vale ressaltar que a função objetivo aqui proposta funiona para o problema de

otimização topológia onde sempre existe uma amada de substrato que não está sujeita

a alterações na topologia. Caso ontrário, deve-se utilizar uma função para garantir

uma erta rigidez na estrutura, omo a função de �Mean Transdution� (SILVA; FONSECA;

KIKUCHI, 1997; SILVA et al., 1999; CARBONARI; SILVA; NISHIWAKI, 2005), para evitar uma

solução onde se tenha grandes desloamentos mas om uma estrutura vazia.

4.4 Formulação do Problema de OT para Atuadores no

Domínio Disretizado

Para implementar o MOT de aordo om o �uxograma apresentado na Seção 3.4 é

neessário transformar o problema de otimização, apresentado anteriormente, do domínio

ontínuo para o disretizado. Primeiramente, disretiza-se a função L1 da seguinte

maneira:

L1 = F

T
1 Û1 (4.7)

onde F1 (que tem o mesmo tamanho de Û1) é o vetor global de força auxiliar que

ontém valor igual a 1 somente nos graus de liberdade em que se deseja maximizar os

desloamentos e valor nulo nos graus de liberdade restantes, e Û1 é o vetor global de

desloamentos obtido a partir da solução do sistema linear da Eq. (4.2).

Agora no domínio disretizado, a distribuição de material e a orientação das �bras

são disretizadas pelas variáveis topológias d de aordo om a ténia de projeção, e
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pelas variáveis de orientação ϑ de aordo om a OMD. A polarização ontinua sendo

representada pela variável de polarização ̺. Assim, o problema de otimização para

atuadores piezoompósitos pode ser formulado, no domínio disretizado, da seguinte

maneira:

Maximizar:

d,̺,ϑ
£obj

sujeito à: K̂Û = F̂

0 ≤ d ≤ 1

0 ≤ ̺ ≤ 1

0 ≤ ϑ ≤ 1

(4.8)

4.5 Análise de Sensibilidades

Como dito na Seção 3.4, a rotina de otimização MMA utiliza a primeira derivada da

função objetivo e das restrições para enontrar os valores ótimos das variáveis de projeto

a ada iteração. Assim, neste aso de atuadores, é neessário somente obter a primeira

derivada da função objetivo, já que não são utilizadas restrições no problema. Assim

derivando-se a função objetivo £obj (Eq. (4.4)) em função de uma variável genéria υ,

tem-se:

∂£

∂υ
=

1

L1

∂L1

∂υ
(4.9)

onde a variável υ é utilizada para simpli�ar o desenvolvimento das derivadas, sendo que,

posteriormente, ela deve ser substituída por d, ̺ ou ϑ. Para valores negativos de L1,

deve-se derivar a Eq. (4.5) que �a:

∂£

∂υ
= − 1

L2
1

∂L1

∂υ
(4.10)

O próximo passo é derivar a função L1 da Eq. (4.7):

∂L1

∂υ
= F

T
1

∂Û1

∂υ
(4.11)

onsiderando que

∂F1

∂υ
= 0 já que F1 não depende das variáveis de projeto.

Em seguida, para obter a derivada do vetor de desloamentos Û1, deve-se derivar a
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Eq. (4.2) om relação à uma variável genéria υ, resultando em:
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∆Φ1(4.12)

Como o potenial elétrio ∆Φ1 é presrito, sua derivada om relação às variáveis

de projeto é nula. Além disso, λ1 não depende das variáveis de projeto, o que resulta

em derivada nula. Isolando do lado esquerdo o termo que multiplia a derivada dos

desloamentos, tem-se:
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∆Φ1(4.13)

No lado direito, o termo λ1 multiplia somente zeros e pode ser removido da equação.

Pode-se ainda, juntar os dois termos do lado direito desta equação. Assim, a Eq. (4.13)

pode ser reesrita da seguinte maneira:
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(4.14)

Finalmente, isolando a derivada do vetor de desloamentos, hega-se a:
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(4.15)

De aordo om a Eq. (4.15) é neessário realizar uma inversão da matriz de rigidez

global para ada variável de projeto, o que resulta num alto usto omputaional,

inviabilizando o problema. Para ontornar essa situação, é utilizado o método adjunto

que alula a derivada da função objetivo diretamente, ao invés de alular a derivada de

Û1 para ada variável de projeto.
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Assim, substituindo Eq. (4.15) na Eq. (4.9), a derivada da função objetivo �a:
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O método adjunto se aplia substituindo o termo

F

T
1
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pela solução de um sistema linear na forma
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Û1adj = F1 (4.18)

resultando em
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(4.19)

Como Û1adj não possui termos om derivadas, ele pode ser alulado apenas uma vez

a ada iteração, reduzindo o usto omputaional.

4.6 Resultados

Nesta seção, são apresentados resultados numérios de dois exemplos para o projeto

otimizado de atuadores piezoompósitos de asa utilizando a metodologia proposta. O

primeiro exemplo utiliza uma estrutura urva que representa um quarto de ilindro e

o segundo exemplo utiliza uma estrutura de plaa quadrada. Para ada exemplo, são

estudados três asos de otimização para demonstrar a metodologia proposta apliada a

projeto de atuadores:

aso 1: substrato de alumínio oberto por duas amadas de material piezelétrio,

onsiderando otimização de distribuição e de polarização do material piezelétrio;

aso 2: substrato omposto de uma amada de �bra de arbono entre duas amadas
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de alumínio, oberto por duas amadas de material piezelétrio, onsiderando

otimização de distribuição e de polarização do material piezelétrio e otimização

de orientação das �bras;

aso 3: aso 2 om agrupamento de �bras.

A Fig. 4.2 ajuda a ilustrar os três asos. Para os três asos, as amadas de substrato

e piezelétrias têm espessura iguais a ts = 0, 4 mm e tp = 0, 2 mm, respetivamente.

Nos asos 2 e 3, o substrato é dividido em três amadas, duas de alumínio om uma

de �bra de arbono entre elas e suas espessuras são iguais a ta = 0, 05 mm e tc = 0, 3

mm, respetivamente, ou seja, a espessura do substrato ontinua om 0,4 mm. Nesses

dois asos, a amada de alumínio serve omo eletrodo para as amadas piezelétrias,

já que a amada de �bra de arbono não é ondutora de eletriidade. Para os dois

exemplos apresentados, as propriedades dos materiais utilizados podem ser enontrados

no Apêndie C sendo que, neste trabalho, utiliza-se o material piezelétrio utilizado da

Tab. C.3.

(a) Caso 1 (b) Caso 2 () Caso 3

Figura 4.2: Representação do empilhamento de amadas para o exemplo de atuadores de

plaa. A mesma sequênia é utilizada para o exemplo de asa. As ores azul, vermelho

e roxo, indiam as amadas de material piezelétrio, de alumínio e de �bra de arbono,

respetivamente.

As otimizações de distribuição de material e de sentido de polarização são apliadas

somente às amadas de material piezelétrio para veri�ar sua in�uênia no valor do

desloamento desejado. As amadas de substrato não sofrem alteração da topologia,

somente de orientação de �bras no aso da �bra de arbono. Essa abordagem é adotada

para evitar a utilização de outra função objetivo para minimizar a �exibilidade da

estrutura, omo a função de �exibilidade média (SILVA et al., 1999; SILVA; NISHIWAKI;

KIKUCHI, 2000; CARBONARI; SILVA; NISHIWAKI, 2005, 2007). Esse tipo de função funiona,
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basiamente, minimizando os desloamentos na estrutura, o que prejudiaria a e�áia da

função de maximização de desloamentos.

Para a otimização de orientação dos ângulos de �bras no aso 2, são adotados 12

ângulos andidatos θ = [−75o −60o −45o −30o −15o 0o +15o +30o +45o +60o +75o

+90o]. Neste trabalho, atribui-se, iniialmente, valores iguais para todas as variáveis de

topologia d = 0, 5 e de polarização ̺ = 0, 6. Não se utiliza o valor ̺ = 0, 5 para não gerar

polarização nula logo no iníio do proesso de otimização e riar instabilidades numérias

no método. O valor iniial para as variáveis de orientação deve ser igual a 0,5 de modo

que nenhum ângulo andidato seja favoreido no iníio do proesso de otimização. Para

todos os exemplos apresentados, foram realizadas várias análises utilizando diferentes

valores para as variáveis iniiais, que no �nal de ada análise, resultou em pratiamente

os mesmos resultados om valores de desloamento muito próximos, om diferenças de no

máximo 2%. Assim, é possível a�rmar que para os exemplos apresentados, hegou-se a

soluções ótimas que estão muito próximas ao ótimo global.

São apliados poteniais elétrios de 100 V e -100 V nos eletrodos das amadas de

ima e de baixo, respetivamente, onforme Fig. 4.3(a), de modo a simular uma ligação

em paralelo dos eletrodos numa apliação real, onforme Fig. 4.3(b).

PSfrag replaements

100 V

-100 V

(a) Eletrodos no modelo de

elementos �nitos

PSfrag replaements

100 V

(b) Interpretação dos eletrodos para

uma apliação real

Figura 4.3: Esquema dos eletrodos para apliação de potenial elétrio.

Nas �guras de distribuição de material, são apresentados os valores das

pseudodensidades, onde a or preta representa o elemento heio e a or brana representa

o elemento vazio. Valores intermediários das pseudodensidades são apresentadas em

esalas de inza. Nas �guras de polarização, os elementos em preto e brano possuem

polarização positiva e negativa, respetivamente. Nas �guras de otimização de orientação,

são apresentadas as orientações ótimas em ada elemento por meio de uma reta. Nas

�guras das deformadas, as amadas em verde e azul representam as amadas piezelétrias
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om polarização negativa e positiva, respetivamente, e as amadas em vermelho e roxo

representam as amadas de alumínio e de �bra de arbono, respetivamente.

Finalmente, os valores dos oe�ientes de penalização do modelo PEMAP-P são

baseados nos trabalhos de Kögl e Silva (2005). Assim, pǫ = pi = pm = 1, pc = 3 e

pe = 4. Entretanto, para evitar que a solução �que �presa� num mínimo loal por ausa

dos expoentes pc e pe, utiliza-se o método da ontinuação nesses valores. Iniialmente,

pc = pe = 1. Nas iterações 10, 20 e 30, pe é inrementado em uma unidade, e nas

iterações 30 e 40, pc é inrementado em uma unidade. Para o oe�iente de penalização da

orientação pϑ também é utilizada a ténia da ontinuação omo proposto por Stegmann

e Lund (2005a). Neste trabalho, iniialmente pϑ = 1, e tem seu valor aumentado em uma

unidade nas iterações 10, 20, 30, 40 e 50, �nalizando om valor igual a 6.

4.6.1 Exemplo 1

Neste exemplo, é utilizado um domínio de um quarto de ilindro, onforme

apresentado na Fig. 4.4. O omprimento da estrutura é igual a l = 15 mm e o raio

interno é igual a ri = 20 mm. O raio utilizado na ténia de projeção é igual a 2 mm. Os

ângulos das orientações das �bras são também representados na Fig. 4.4 onde o ângulo 0o

segue a direção irunferenial e 90o segue o eixo z. O sentido de polarização do material

piezelétrio segue a direção radial, sendo que a polarização positiva segue o sentido de

dentro para fora do ilindro.

Os retângulos em inza representam os planos nos quais a estrutura está engastada, ou

seja, os desloamentos e rotações são nulos (ux = uy = uz = 0 e α = β = 0). Entretanto,

somente a amada de substrato está engastada, ou seja, a amada de material piezelétrio

está apenas olada sobre o substrato e não é presa no engaste. Essa abordagem aproxima a

modelagem de uma estrutura real, já que a �xação geralmente é feita apenas no substrato.

Foi realizada uma análise de onvergênia da malha de elementos �nitos e foi

onstatada onvergênia nas análises quando a estrutura é dividida em 30 elementos

na direção irunferenial e 15 elementos na direção do eixo z em ada amada. Não foi

utilizada uma malha mais re�nada pois o elemento de asa utilizado, junto om o método

OMD são muito ustosos omputaionalmente.

A Fig. 4.5 apresenta a forma deformada da estrutura sem apliar nenhuma otimização,

ou seja, as amadas de material piezelétrio são totalmente heias e om polarização

negativa para gerar desloamento positivo em y no ponto A. Esse aso será hamado de
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Figura 4.4: Domínio de projeto para o exemplo 1 de atuador. Medidas em mm.

aso 0, e obteve-se um desloamento de 16,67 µm.

Figura 4.5: Forma deformada da estrutura para o aso 0 do atuador de asa, ou seja, sem

otimização, om as amadas piezelétrias totalmente heias e om polarização negativa.

As Figs. 4.6 e 4.7 referem-se aos resultados de otimização de topologia e de polarização

para o aso 1 e a Fig. 4.8 apresenta sua respetiva deformada. O valor de desloamento

obtido neste aso é de 22,36 µm, 34,13% maior que no aso 0. Nota-se pela Fig. 4.6

que não é neessário que as amadas piezelétrias estejam totalmente heias sendo que

os volumes ótimos de material piezelétrio para as amadas interna e externa são iguais

a 93, 28% e 88, 57%, respetivamente. Entretanto, o fator que realmente ontribui para
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a maximização do desloamento no ponto A é a diferença de polarização numa mesma

amada omo apresentado na Fig. 4.7.

(a) Camada piezelétria

interna

(b) Camada piezelétria

externa

PSfrag replaements

sólido

vazio

Figura 4.6: Resultado da otimização de topologia das amadas piezelétrias para o aso

1 de atuadores de asa.

(a) Camada piezelétria

interna

(b) Camada piezelétria

externa

PSfrag replaements

positivo

negativo

Figura 4.7: Resultado da otimização de polarização das amadas piezelétrias para o aso

1 de atuadores de asa.
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Figura 4.8: Forma deformada da estrutura para o aso 1 de atuadores de asa. Em

vermelho está representada a amada de alumínio, e em azul e verde está representada a

amada piezelétria om polarização positiva e negativa, respetivamente.

Na Fig. 4.9 são apresentadas as distribuições de tensão meânia nas superfíies

inferior e superior somente das amadas de material piezelétrio, pois são as amadas que

apresentam valores de tensão mais próximos do limite. Entretanto, pode-se observar que

as tensões resultantes estão bem abaixo dos limites de tensão (50 Mpa e 300 Mpa para as

amadas piezelétria e de alumínio, respetivamente), mostrando que não é neessária uma

restrição de tensão neste problema. Os valores máximos de tensão de von Mises, seguindo

a sequênia de empilhamento piezelétrio/alumínio/piezelétrio são iguais a 17,08, 25,53

e 13,63 MPa.

As Figs. 4.10, 4.11 e 4.12(a) referem-se aos resultados de otimização de topologia,

de polarização e de orientação para o aso 2 e a Fig. 4.12(b) apresenta sua respetiva

deformada. O valor de desloamento obtido neste aso é de 29 µm, 29,7% maior que

no aso 1 e 74% maior que no aso 0. Pela Fig. 4.10, é possível notar que os volumes

�nais das amadas interna e externa são diferentes que no aso 1 e são iguais a 89, 37% e

90, 87%, respetivamente. O aumento nos desloamentos do ponto A no aso 2 foi possível

por ausa da otimização da orientação das �bras da amada de �bra de arbono, já que

o resultado de otimização de polarização é bem pareido om o do aso 1.

Como pode ser observado nos resultados de otimização de topologia das Figs. 4.6

e 4.10, foram obtidas on�gurações quase 0-1 para a distribuição de material, o que,

para a apliação proposta, on�rma que a ténia de projeção om a função �degrau� é

e�iente em eliminar pseudo-densidades intermediárias. Para os resultados de polarização

das Figs. 4.7 e 4.11, pode ser observado algumas regiões om materiais intermediários,

representando polarização intermediária. Entretanto, essas regiões oinidem om
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Figura 4.9: Distribuição das tensões de von Mises das amadas de material piezelétrio

para o aso 1 de atuadores de asa. Valores de tensão em MPa, onde o valor máximo da

esala representa o valor máximo de tensão nas amadas piezelétrias.

(a) Camada piezelétria

interna

(b) Camada piezelétria

externa
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Figura 4.10: Resultado da otimização de topologia para o aso 2 de atuadores de asa.

áreas sem material dos resultados de otimização topológia, e assim essas regiões om

polarização intermediária podem ser desonsideradas.

Na Fig. 4.13 são apresentadas as distribuições de tensão de von Mises nas superfíies

inferior e superior apenas das amadas de material piezelétrio, por apresentarem valores
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(a) Camada piezelétria

interna

(b) Camada piezelétria

externa
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Figura 4.11: Resultado da otimização de polarização para o aso 2 de atuadores de asa.

(a) Camada de �bra de

arbono

(b) Forma deformada

Figura 4.12: Resultado da otimização de orientação de �bras e a forma deformada da

estrutura para o aso 2 de atuadores de asa.

mais próximos do limite do que as outras amadas. Entretanto, pode-se observar que as

tensões resultantes estão bem abaixo dos limites de tensão para ada tipo de material (50

Mpa e 300 Mpa para as amadas piezelétria e de alumínio, respetivamente). Os valores

de tensão de von Mises das amadas interna e externa de material piezelétrio são iguais

a 15,21 e 13,90 MPa, respetivamente. Para as amadas de alumínio são iguais a 33,68 e

21,74 MPa. Na amada de �bra de arbono, o valor máximo da tensão de Tsai-Wu é igual
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Figura 4.13: Distribuição das tensões de von Mises das amadas de material piezelétrio

para o aso 2 de atuadores de asa. Valores de tensão em MPa, onde o valor máximo da

esala representa o valor máximo de tensão nas amadas piezelétrias.

a 0,05, ou seja, muito abaixo do limite de falha, que é igual a 1. Dado que as tensões nas

amadas de alumínio e de �bra de arbono são menores do que 10% do limite de tensão,

não são apresentadas as distribuições de tensão para essas amadas. Assim, é possível

a�rmar que a restrição de tensão não é neessária nesse exemplo.

A orientação das �bras tendem a deixar o substrato de �bra de arbono mais �exível

para o movimento soliitado. Entretanto, as ténias de fabriação de ompósitos que

existem atualmente não garantem uma disretização tão pequena das �bras, ou seja,

não é possível atribuir um ângulo para ada elemento. Assim, deve-se utilizar algumas

restrições na otimização de �bras. Neste trabalho, propõe-se atribuir as variáveis de

orientação a grupos de elementos adjaentes de modo que o mesmo ângulo de �bra ubra

uma área maior.

Assim, é apresentado um outro resultado onsiderando essa restrição de �bras, sendo

que os elementos da amada de �bra de arbono são agrupados em duas grandes regiões

para que se tenha apenas dois ângulos na amada. Isso failita a manufatura desses

transdutores, sendo possível fabriar até mesmo pelo método manual de infusão a váuo de

resina. As Figs. 4.14, 4.15 e 4.16(a) referem-se aos resultados de otimização de topologia,

de polarização e de orientação para este aso de orientações agrupadas (aso 3) e a

Fig. 4.16(b) apresenta sua respetiva deformada.

O valor de desloamento obtido nesse aso é de 27,07 µm, que é 21% maior do que no
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Figura 4.14: Resultado da otimização de topologia para o aso 3 de atuadores de asa.
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interna
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externa
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Figura 4.15: Resultado da otimização de polarização para o aso 3 de atuadores de asa.

aso 1, mas é 7,13% menor do que no aso 2. Essa redução no valor do desloamento no

aso 3 omparado om o aso 2 já era esperado, já que não é permitido tanta liberdade

para a otimização de �bras, restringindo assim, a �exibilidade do substrato. Entretanto

o aso 3 se apresenta omo uma solução mais viável do ponto de vista de fabriação, já

que apresenta uma melhora no desempenho quando omparado om o aso 1.
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(a) Camada de �bra de

arbono

(b) Forma deformada

Figura 4.16: Resultado da otimização de orientação de �bras e a forma deformada da

estrutura para o aso 3 de atuadores de asa.

Na Fig. 4.17 são apresentadas as distribuições de tensão de von Mises nas superfíies

inferior e superior apenas das amadas de material piezelétrio, por apresentarem valores

mais próximos do limite do que as outras amadas. Entretanto, pode-se observar que as

tensões resultantes estão bem abaixo dos limites de tensão para ada tipo de material.

Os valores de tensão de von Mises das amadas de material piezelétrio e alumínio

são iguais a 15,25, 34,28, 20,86 e 14,61 MPa, seguindo a sequênia de empilhamento

piezelétrio/alumínio/alumínio/piezelétrio, sendo que as tensões admissíveis são iguais

a 50 e 300 MPa, para as amadas piezelétrias e de alumínio. Na amada de �bra de

arbono o valor máximo da tensão de Tsai-Wu é igual a 0,05, ou seja, muito abaixo do

limite de falha, que é igual a 1. Assim, é possível a�rmar que a restrição de tensão também

não é neessária neste exemplo.

A Tab. 4.1 apresenta os valores de desloamento vertial no ponto A (uya), de tensão

máxima de von Mises nas amadas piezelétrias (σinf
vmmax

e σsup
vmmax

) e de volume �nal das

duas amadas piezelétrias otimizadas (V inf
ot e V sup

ot ) para todos os asos apresentados.

Tabela 4.1: Dados dos resultados apresentados para o exemplo de atuadores de asa.

uyA σinf
vmmax

σsup
vmmax

V inf
ot V sup

ot

µm MPa MPa % %
aso 0 16,67 - - - -

aso 1 22,36 17,08 13,63 93,28 88,57

aso 2 29,00 15,21 13,90 89,37 90,87

aso 3 27,07 15,25 14,61 82,15 85,89
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Figura 4.17: Distribuição das tensões de von Mises das amadas de material piezelétrio

para o aso 3 de atuadores de asa. Valores de tensão em MPa, onde o valor máximo da

esala representa o valor máximo de tensão na amada piezelétria.

4.6.2 Exemplo 2

Neste exemplo, é utilizado um domínio de plaa quadrada, onforme apresentado na

Fig. 4.18, de lados iguais a l = 300 mm. O raio utilizado na ténia de projeção é igual

a 2 mm. Os ângulos das orientações das �bras são também representadas na Fig. 4.18

onde o ângulo 0o segue o eixo x e 90o segue o eixo z. O sentido de polarização do material

piezelétrio segue o sentido da direção y.
PSfrag replaements

l

l

A

B

x

y

z

0o

90o

Figura 4.18: Domínio de projeto para atuadores. Medidas em mm.

A estrutura está engastada nos dois lados em ontato om os bloos inza esuro.

Entretanto, somente a amada de substrato está engastada, ou seja, a amada de material

piezelétrio está apenas olada sobre o substrato e não é presa no engaste. Essa abordagem

aproxima a modelagem de uma estrutura real, já que a �xação geralmente é feita apenas
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no substrato.

Uma análise de onvergênia da malha de elementos �nitos revelou que a onvergênia

nas análises é obtida quando a estrutura é dividida em 30x30 elementos. Não foi utilizada

uma malha mais re�nada pois o elemento de asa utilizado, junto om o método OMD

são muito ustosos omputaionalmente.

A Fig. 4.19 apresenta a forma deformada da estrutura sem apliar nenhuma

otimização, ou seja, as amadas de material piezelétrio são totalmente heias e om

polarização negativa para gerar desloamentos positivos em y nos pontos A e B. Esse

aso será hamado de aso 0, e obteve-se um desloamento de 1,27 mm em ambos os

pontos.

Figura 4.19: Forma deformada da estrutura para o aso 0 de atuador de plaa, ou seja, sem

otimização, om as amadas piezelétrias totalmente heias e om polarização negativa.

As Figs. 4.20 e 4.21 referem-se aos resultados de otimização de topologia e de

polarização para o aso 1 e a Fig. 4.22 apresenta sua respetiva deformada. Os valores de

desloamentos obtidos nos pontos A e B são idêntios e iguais a 2,96 mm, 133,07% maior

que no aso 0. Nota-se pela Fig. 4.20 que não é neessário que as amadas piezelétrias

estejam totalmente heias sendo que os volumes ótimos de material piezelétrio para as

duas amadas são iguais a 74% do volume total da amada.

Na Fig. 4.23 são apresentadas as distribuições de tensão meânia nas superfíies

inferior e superior somente das amadas de material piezelétrio, pois são as amadas que

apresentam valores de tensão mais próximos do limite. Entretanto, as tensões resultantes

estão bem abaixo dos limites de tensão (que são iguais a 50 e 300 MPa para o material

piezelétrio e para o alumínio, respetivamente), mostrando que não é neessária uma

restrição de tensão neste problema. Os valores máximos de tensão de von Mises, seguindo

a sequênia de empilhamento piezelétrio/alumínio/piezelétrio são iguais a 21,93, 19,92

e 21,93 MPa.

As Figs. 4.24, 4.25 e 4.26(a) referem-se aos resultados de otimização de topologia,
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(a) Camada piezelétria interna (b) Camada piezelétria externa
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Figura 4.20: Resultado da otimização de topologia das amadas piezelétrias para o aso

1 de atuadores de plaa.

(a) Camada piezelétria inferior (b) Camada piezelétria superior
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Figura 4.21: Resultado da otimização de polarização das amadas piezelétrias para o

aso 1 de atuadores de plaa.

Figura 4.22: Forma deformada da estrutura para o aso 1 de atuadores de plaa. Em

vermelho está representada a amada de alumínio, e em verde está representada a amada

piezelétria om polarização negativa.
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Figura 4.23: Distribuição das tensões de von Mises das superfíies superior e inferior das

amadas de material piezelétrio para o aso 1 de atuadores de plaa. Valores de tensão

em MPa, onde os valores máximos da esala representam os limites de tensão.

de polarização e de orientação para o aso 2 e a Fig. 4.26(b) apresenta sua respetiva

deformada. O valor de desloamento obtido neste aso é de 3,21 mm, 8,44% maior que

no aso 1 e 152,75% maior que no aso 0. Os volumes �nais para as duas amadas são

iguais a 74, 67% do volume total da amada. O pequeno aumento nos desloamentos dos

pontos A e B no aso 2, omparado omo aso 1, foi possível por ausa da otimização da

orientação das �bras da amada de �bra de arbono, já que os resultados de otimização

de topologia e de polarização são semelhantes aos resultados do aso 1.

Nos resultados de otimização de topologia das Figs. 4.20 e 4.24, foram obtidas

on�gurações quase 0-1 para a distribuição de material, o que, para a apliação proposta,

on�rma que a ténia de projeção om a função �degrau� é e�iente em eliminar

pseudodensidades intermediárias. Já para os resultados de polarização das Figs. 4.21

e 4.25 pode ser observado algumas regiões om esala de inza, representando polarização

intermediária. Entretanto, essas regiões oinidem om áreas sem material dos resultados

de otimização topológia, e assim essas regiões om polarização intermediária podem ser

desonsideradas.

Na Fig. 4.27 são apresentadas as distribuições de tensão de von Mises nas superfíies

inferior e superior apenas das amadas de material piezelétrio. A distribuição de tensão
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Figura 4.24: Resultado da otimização de topologia para o aso 2 de atuadores de plaa.

(a) Camada piezelétria inferior (b) Camada piezelétria superior
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Figura 4.25: Resultado da otimização de polarização para o aso 2 de atuadores de plaa.

(a) Camada de �bra de arbono (b) Forma deformada

Figura 4.26: Resultado da otimização de orientação de �bras e a forma deformada da

estrutura para o aso 2 de atuadores de plaa.
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(a) Camada piezelétria inferior (b) Camada piezelétria superior
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Figura 4.27: Distribuição das tensões de von Mises das amadas de material piezelétrio

para o aso 2 de atuadores de plaa. Valores de tensão em MPa, onde o valor máximo da

esala representam o valor máximo de tensão nas amadas piezelétrias.

das outras amadas não são apresentados por apresentarem valores menores do que

11% do limite de tensão de ada material. Entretanto, mesmo na amada de material

piezelétrio, pode-se observar que as tensões resultantes estão bem abaixo dos limites de

despolarização. Os valores de tensão de von Mises das amadas de material piezelétrio

são iguais a 12,85 e 12,85 MPa (tensão limite igual a 50 MPa), e para as amadas de

alumínio são iguais a 35,64 e 35,64 MPa (tensão limite igual a 300 MPa). Na amada de

�bra de arbono o valor máximo da tensão de Tsai-Wu é igual a 0,064, ou seja, muito

abaixo do limite de falha (que é igual a 1). Assim, é possível a�rmar que a restrição de

tensão não é neessária nesse exemplo.

A orientação das �bras tendem a deixar o substrato de �bra de arbono mais �exível

para o movimento soliitado. Entretanto, as ténias de fabriação de ompósitos que

existem atualmente não garantem uma disretização tão pequena das �bras, ou seja,

não é possível atribuir um ângulo para ada elemento. Assim, deve-se utilizar algumas

restrições na otimização de �bras. Neste trabalho, propõe-se atribuir as variáveis de

orientação a grupos de elementos adjaentes de modo que o mesmo ângulo de �bra ubra

uma área maior.

Assim, é apresentado um outro resultado onsiderando essa restrição de �bras, sendo
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que os elementos da amada de �bra de arbono são agrupados em duas grandes regiões

para que se tenha apenas dois ângulos na amada. Isso failita a manufatura desses

transdutores, sendo possível fabriar até mesmo pelo método manual de infusão a váuo de

resina. As Figs. 4.28, 4.29 e 4.30(a) referem-se aos resultados de otimização de topologia,

de polarização e de orientação para este aso de orientações agrupadas (aso 3) e a

Fig. 4.30(b) apresenta sua respetiva deformada.

(a) Camada piezelétria inferior (b) Camada piezelétria superior
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Figura 4.28: Resultado da otimização de topologia para o aso 3 de atuadores de plaa

(a) Camada piezelétria inferior (b) Camada piezelétria superior
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Figura 4.29: Resultado da otimização de polarização para o aso 3 de atuadores de plaa.

O valor de desloamento obtido nesse aso é de 3,19 mm, que é 7,7% maior do que no

aso 1, mas é 1% menor do que no aso 2, pratiamente o mesmo valor de desloamento,

já que a orientação ótima das �bras no aso 2 �ou muito semelhante ao do aso 3.

Entretanto o aso 3 se apresenta omo uma solução mais viável do ponto de vista de
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(a) Camada de �bra de arbono (b) Forma deformada

Figura 4.30: Resultado da otimização de orientação de �bras e a forma deformada da

estrutura para o aso 3 de atuadores de plaa.

fabriação, e apresenta valores bem pareidos om o aso 2. Os volumes �nais para as

duas amadas são iguais a 82, 98% do volume total da amada, ou seja, foi neessária uma

quantidade maior de material piezelétrio para onseguir desloamento semelhante ao do

aso 2

Na Fig. 4.31 são apresentadas as distribuições de tensão de von Mises nas superfíies

inferior e superior apenas das amadas de material piezelétrio. A distribuição de tensão

das outras amadas não são apresentados por apresentarem valores menores do que

11% do limite de tensão de ada material. Entretanto, mesmo na amada de material

piezelétrio, pode-se observar que as tensões resultantes estão bem abaixo dos limites de

despolarização. Os valores de tensão de von Mises das amadas de material piezelétrio

são iguais a 15,25 e 14,61 MPa (a tensão limite é igual a 50 MPa), e para as amadas de

alumínio são iguais a 34,28 e 20,86 MPa (a tensão limite é igual a 300 MPa). Na amada

de �bra de arbono o valor máximo da tensão de Tsai-Wu é igual a 0,05, ou seja, muito

abaixo do limite de falha (que é igual a 1). Assim, é possível a�rmar que a restrição de

tensão também não é neessária neste exemplo.

É importante ressaltar que, neste exemplo, não foi utilizado nenhum reurso para que

o resultado �asse simétrio. A simetria obtida em todos os asos, tanto de topologia,

polarização, orientação, e até de tensão meânia são deorrentes da natureza simétria

do problema e da boa estabilidade na onvergênia da função objetivo.

A Tab. 4.2 apresenta os valores de desloamento vertial nos pontos A e B (uya e

uyb), de tensão máxima de von Mises nas amadas piezelétrias (σinf
vmmax

e σsup
vmmax

) e de

volume �nal das duas amadas piezelétrias otimizadas (V inf
ot e V sup

ot ) para todos os asos

apresentados.
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(a) Camada piezelétria inferior (b) Camada piezelétria superior
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Figura 4.31: Distribuição das tensões de von Mises das amadas de material piezelétrio

para o aso 3 de atuadores de plaa. Valores de tensão em MPa, onde o valor máximo da

esala representa o valor máximo de tensão nas amadas piezelétrias.

Tabela 4.2: Dados dos resultados apresentados para o exemplo de atuadores de plaa.

uyA uyA σinf
vmmax

σsup
vmmax

V inf
ot V sup

ot

mm mm MPa MPa % %
aso 0 1,27 1,27 - - - -

aso 1 2,96 2,96 21,93 21,93 74 74

aso 2 3,21 3,21 12,85 12,85 74,67 74,67

aso 3 3,19 3,197 15,25 15,25 82,89 82,89

4.7 Disussão

O projeto de atuadores piezoompósitos apresentado neste apítulo demonstra que não

é neessária uma restrição de volume de material para se hegar a um resultado ótimo

de topologia, já que o objetivo da otimização é maximizar o desloamento num ponto e

não reduzir o volume de material da estrutura. A análise da distribuição de tensões dos

resultados otimizados também mostram que, para a ordem de grandeza de tensão elétria

(entenas de volts) que se aplia, a restrição de falha meânia não é neessária, já que

as deformações ausadas pelas erâmias tem valor baixo.

A formulação implementada atendeu aos requisitos de projeto propostos em ada

exemplo. A otimização da distribuição de material junto om a otimização de polarização
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se mostrou essenial para se obter um ontrole adequado do ampo de desloamentos na

estrutura. Além disso, otimização da orientação das �bras se mostrou uma opção a mais

para aumentar o valor do desloamento, pois assim é possível alterar a rigidez da amada

de substrato. Apesar da disretização das �bras em ada elemento não ser uma realidade

atualmente, restrições podem ser impostas para que vários elementos tenham a mesma

orientação. Assim, esse projeto traz um novo oneito na área de otimização topológia

apliada a transdutores piezoompósitos.
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5 PROJETO ESTÁTICO DE

SENSORES

PIEZOCOMPÓSITOS DE

CASCA COM RESTRIÇ�O DE

TENS�O

Neste apítulo é apresentado o projeto otimizado de sensores piezoompósitos de asa

operando em regime estátio. Sensores piezoompósitos são estruturas apazes de detetar

forças onvertendo as deformações meânias em potenial elétrio. Assim, o objetivo da

otimização é maximizar o potenial elétrio entre os eletrodos de ada amada piezelétria

gerado pela apliação de uma força ou pressão, aumentando assim a sensibilidade do

sensor.

Embora sensores sejam amplamente utilizados em apliações de ontrole de forma

(TZOU; TSENG, 1990; MUKHERJEE; JOSHI, 2002; BALAMURUGAN; NARAYANAN, 2008),

apenas dois trabalhos foram enontrados abordando métodos de otimização topológia no

projeto de sensores. Wang, Tai e Quek (2006) apresenta um trabalho sobre o ontrole da

deformação por vibração torional de plaas e aplia otimização topológia nas amadas

de material piezelétrio para melhorar o sensoriamento e a atuação, de modo que as

deformações sejam suprimidas. Entretanto, esses autores utilizam métodos genétios om

uma malha de elementos �nitos pouo re�nada, e ainda assim, sua taxa de onvergênia

é muito baixa, ou seja, são neessárias muitas iterações. Além disso, seus resultados

de topologia são pouo onlusivos sem informar ao erto qual é a topologia do sensor

ou do atuador. O segundo trabalho sobre o projeto de sensores utilizando o MOT foi

apresentado por Nakasone (2010) em sua tese de doutorado, que apliou o MOT para

otimizar a distribuição de material piezelétrio sobre uma amada de alumínio e, além

disso, otimizou o sentido de polarização desse material. Nesse sentido, o autor dessa tese

submeteu reentemente um artigo (MELLO et al., Submetido em julho de 2012) om essas
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araterístias em onjunto om outros pesquisadores do grupo.

Neste trabalho, propõe-se apliar ténias de otimização topológia no projeto de

sensores baseados em estruturas de asa onsiderando não somente materiais isotrópios

e piezelétrios, mas também materiais ortotrópios, ujas �bras são adequadamente

orientadas para se maximizar o potenial elétrio no sensor. Além disso, o projeto de

sensores apresentado nesta tese analisa também a distribuição de tensões meânias na

estrutura. Esta análise é importante pois nem sempre é possível ontrolar as pressões

apliadas na estrutura, que podem gerar grandes deformações e, onsequentemente, altos

valores de tensão meânia. Assim, a otimização deve distribuir material piezelétrio,

esolher o sentido de polarização e orientar as �bras do material ortotrópio de maneira

adequada para maximizar o potenial elétrio gerado pelo sensor e garantindo que os

limites de tensão não sejam ultrapassados. Como já foi dito anteriormente (ver seção 3.3),

esse trabalho utiliza três tipos de materiais, isotrópios, ortotrópios e piezelétrios e,

para ada tipo de material, é utilizado um diferente limite de tensão. Neste projeto são

utilizados o limite de esoamento do material isotrópio, o limite de despolarização do

material piezelétrio e o limite de ruptura das �bras do material ortotrópio.

Portanto, a metodologia aqui apresentada traz importantes ontribuições, não

somente na área de projeto de sensores, mas também em projetos envolvendo restrição

de falha meânia.

Este apítulo está organizado da seguinte maneira: primeiramente é apresentada

a modelagem dos eletrodos pelo MEF piezelétrio de asa seguida pela formulação

do problema de otimização topológia para sensores, para o domínio ontínuo e para

o domínio disretizado. A próxima seção mostra o álulo das sensibilidades da

função objetivo e das restrições om relação às variáveis de projeto. Na sequênia são

apresentados resultados numérios para onsolidar a metodologia proposta. Finalmente,

as onlusões desta parte do trabalho são apresentadas.

5.1 Modelagem dos Eletrodos no MEF Piezelétrio de

Casa

No aso do projeto de sensores e oletores de energia, onsidera-se que os graus de

liberdade de potenial elétrio nos elementos (∆φ) de toda uma amada estão aoplados

de forma a produzirem apenas um valor de potenial elétrio, ou seja, esse aoplamento

representa a utilização de eletrodos nas superfíies dessa amada. Da mesma forma que
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no aoplamento entre amadas (seção 2.7), deve-se riar uma matriz de aoplamento

dos poteniais elétrios de uma mesma amada e introduzí-la no sistema de equações de

equilíbrio através dos multipliadores de lagrange.

Primeiramente, adota-se um grau de liberdade de potenial elétrio mestre, geralmente

o primeiro grau de liberdade daquela amada. A matriz de aoplamento deve ser riada

para que todos os outros poteniais elétrios naquela mesma amada tenham o mesmo

valor do potenial elétrio do grau mestre. Assim, o sistema de aoplamento dos poteniais

elétrios pode ser esrito da seguinte maneira:
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(5.1)

AE∆Φ = 0 (5.2)

onde nec é o número de elementos na amada em questão e também representam os graus

de liberdade de potenial elétrio de eletrodo.

No projeto de sensores apresentado nesta tese, é onsiderado o regime estátio, assim

omo no projeto de atuadores. Assim, a matriz AE deve ser introduzida no sistema de

equações de equilíbrio da Eq. (4.1). Além disso, é apliado somente arregamento de

pressão na estrutura. Assim, Q = 0 pois se refere às argas elétrias internas da asa

e P = 0 pois onsidera-se que os terminais dos eletrodos estão em aberto. Portanto, o

sistema de equações de equilíbrio para o aso de sensores �a:
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ou K̆Ŭ = F̆ (5.3)

sendo que esse sistema é resolvido pelo Matlab.
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5.2 Formulação do Problema de OT para Sensores no

Domínio Contínuo

Considere o mesmo domínio genério apresentado na Fig. 4.1 sendo que, neste aso, f2

é uma pressão apliada em uma determinada região Γfa que gera o potenial elétrio ∆φ2

de saída na região Γφ e também os desloamentos U2 em todo o domínio ΓΩ. A Fig. 5.1

ilustra esse novo oneito.

PSfrag replaements
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Figura 5.1: Representação do domínio de projeto de um sensor piezoompósito. A

apliação de f2 gera os desloamentos U2 e o potenial elétrio ∆φ2.

Assim, a função objetivo para maximizar o potenial elétrio, pode então, ser esrita

da seguinte maneira:

L2 =

∫

Γφ

∆φ2dΓΩ (5.4)

Como restrição de projeto, deseja-se garantir que o valor mínimo do fator de segurança

alulado em todo o domínio seja maior ou igual a 1. Assim, utiliza-se a função �norma-p�

da Eq. (3.46) para se alular uma aproximação do valor do fator de segurança mínimo

de modo que a derivada da restrição seja ontínua.

Assim omo no projeto de atuadores, no domínio ontínuo, a distribuição de material,

a polarização do material piezelétrio e a orientação das �bras do material ortotrópio são

parametrizadas pelas pseudodensidades γ, pelas variáveis de polarização ̺ e pelos ângulos

θ, respetivamente. Portanto, o problema de otimização para sensores piezoompósitos
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pode ser formulado, no domínio ontínuo, da seguinte maneira:

Maximizar:

γ,̺,θ
L2 =

∫

Γφ
∆φ2dΓΩ

sujeito à: Equações de equilíbrio

sNP =

(
nσ∑

g=1

spσg

)1/pσ

≥ 1

0 ≤ γ(x) ≤ 1

0 ≤ ̺(x) ≤ 1

−90o ≤ θ(x) ≤ 90o

(5.5)

onde ∆φ2 é o potenial elétrio obtido devido à apliação da pressão f2, sNP é a �norma-p�

dos fatores de segurança sg e pσ é o oe�iente de penalização da �norma-p� que deve

ser negativo, que no aso deste trabalho pσ = −12 apresenta uma boa aproximação do

valor mínimo de sg. Além disso, as equações de equilíbrio estão sujeitas às equações

de aoplamento entre amadas, desrita na Seção 2.7. No projeto de sensores, também

está sendo adotada uma formulação de otimização topológia sem restrição de volume,

omo pode ser observado na Eq. (5.5). Assim, é possível obter o volume ótimo de material

piezelétrio que deve ser utilizado para maximizar o potenial elétrio gerado pelo material

piezelétrio.

5.3 Formulação do Problema de OT para Sensores no

Domínio Disretizado

Para implementar o MOT de aordo om o �uxograma apresentado na Seção 3.4 é

neessário transformar o problema de otimização, apresentado anteriormente, do domínio

ontínuo para o disretizado. Esta seção apresenta a função objetivo L2 e a formulação

do problema de otimização no domínio disretizado.

Primeiramente, apresenta-se a função L2 esrita no domínio disretizado da seguinte

maneira:

L2 = F

T
auxŬ2 (5.6)

onde Faux (que tem o mesmo tamanho de Ŭ2) é o vetor global de força auxiliar que

ontém valor igual a 1 somente no grau de liberdade mestre de potenial elétrio e valor

nulo nos graus de liberdade restantes, e Ŭ2 é o vetor global de desloamentos meânios

e poteniais elétrios, obtido a partir da solução do sistema linear da Eq. (5.3), sendo que

F̆2 é o vetor global que ontém as pressões apliadas na estrutura.



89

No domínio disretizado, a distribuição de material e a orientação das �bras são

disretizadas pelas variáveis topológias d de aordo om a ténia de projeção, e pelas

variáveis de orientação ϑ de aordo om a OMD, respetivamente. A polarização ontinua

sendo representada pela variável de polarização ̺. Assim, o problema de otimização

para sensores piezoompósitos pode ser formulado, no domínio disretizado, da seguinte

maneira:

Maximizar:

d,̺,ϑ
L2 = F

T
auxŬ2

sujeito à: K̆Ŭ2 = F̆2

sNP =

(
nσ∑

g=1

spσg

)1/pσ

≥ 1

0 ≤ d ≤ 1

0 ≤ ̺ ≤ 1

0 ≤ ϑ ≤ 1

(5.7)

5.4 Análise de Sensibilidades

Como dito na Seção 3.4, a rotina de otimização MMA utiliza a primeira derivada da

função objetivo e das restrições para enontrar os valores ótimos das variáveis de projeto

a ada iteração. Assim, neste aso de sensores, é neessário obter a primeira derivada da

função objetivo e da restrição de falha meânia.

Derivando a função L2 da Eq. (5.6) em função de uma variável genéria υ, tem-se:

∂L2

∂υ
= F

T
aux

∂Ŭ2

∂υ
(5.8)

onde a variável υ é novamente utilizada para simpli�ar o desenvolvimento das derivadas,

sendo que, posteriormente, ela deve ser substituída por d, ̺ e ϑ. Faux não depende das

variáveis de projeto, e assim, sua derivada é igual a 0.

A derivada do desloamento Ŭ2 é alulada derivando-se o sistema K̆Ŭ2 = F̆2 que

�a:

∂Ŭ2

∂υ
= −K̆−1∂K̆

∂υ
Ŭ2 (5.9)

já que ∂F̆2/∂υ = 0, pois F̆2 não depende das variáveis de projeto. A matriz K̆ pode ser

invertida apenas uma vez e ser utilizada para todas as variáveis de projeto. Além disso,

substituindo a Eq. (5.9) na Eq. (5.8) é possível utilizar o método adjunto para evitar a
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inversão da matriz K̆. Assim a Eq. (5.8) pode ser reesrita da seguinte maneira:

∂L2

∂υ
= −ŬT

adj

∂K̆

∂υ
Ŭ2 (5.10)

onde Ŭadj é a solução de um sistema na forma:

K̆Ŭadj = Faux (5.11)

A derivada da restrição de falha meânia é obtida substituindo-se a Eq. (5.9) na

Eq. (3.76) e em seguida na Eq. (3.73), resultando em:

∂sNP

∂υ
= Aux1 − F

T
σ K̆

−1∂K̆

∂υ
Ŭ2 (5.12)

sendo que nesse aso, o método adjunto também pode ser utilizado, ou seja:

∂sNP

∂υ
= Aux1 − Ŭ

T

adjσ

∂K̆

∂υ
Ŭ2 (5.13)

onde

K̆Ŭadjσ = Fσ (5.14)

O álulo de Aux1 (Eq. (3.74)) e de
∂K̆
∂υ

foram apresentados na seção 3.5.

5.5 Resultados

Nesta seção, são apresentados resultados numérios de dois exemplos do projeto

otimizado de sensores piezoompósitos de asa om restrição de tensões meânias.

Para a otimização de orientação dos ângulos de �bras no aso 2, são adotados 12

ângulos andidatos θ = [−75o −60o −45o −30o −15o 0o +15o +30o +45o +60o +75o

+90o]. Neste trabalho, atribui-se, iniialmente, valores iguais para todas as variáveis de

topologia d = 0, 5 e de polarização ̺ = 0, 6. Não se utiliza o valor ̺ = 0, 5 para não gerar

polarização nula logo no iníio do proesso de otimização e riar instabilidades numérias

no método. O valor iniial para as variáveis de orientação deve ser igual a 0,5 de modo

que nenhum ângulo andidato seja favoreido no iníio do proesso de otimização. Para

todos os exemplos apresentados, foram realizadas várias análises utilizando diferentes

valores para as variáveis iniiais, que no �nal de ada análise, resultou em pratiamente

os mesmos resultados om valores de desloamento muito próximos, om diferenças de no

máximo 2%. Assim, é possível a�rmar que para os exemplos apresentados, hegou-se a
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soluções ótimas que estão muito próximas ao ótimo global.

Os valores dos oe�ientes de penalização seguem a mesma abordagem utilizado no

projeto de atuadores, ou seja, iniialmente, pc = pe = pϑ = 1, nas iterações 10, 20 e 30, pe

e pϑ são inrementados em uma unidade, e nas iterações 30 e 40, pc e pϑ são inrementados

em uma unidade. O raio utilizado na ténia de projeção é igual a 2 mm.

Nas �guras de distribuição de material, são apresentados os valores das

pseudodensidades, onde a or preta representa o elemento heio e a or brana representa

o elemento vazio. Valores intermediários das pseudodensidades são apresentadas em

esalas de inza. Nas �guras de polarização, os elementos em preto e brano possuem

polarização positiva e negativa, respetivamente. Nas �guras das deformadas, as amadas

em verde e azul representam as amadas piezelétrias om polarização negativa e positiva,

respetivamente, e as amadas em vermelho e roxo representam as amadas de alumínio

e de �bra de arbono, respetivamente. Nas �guras de otimização de orientação, são

apresentadas as orientações ótimas em ada elemento por meio de uma reta.

Os exemplos apresentados neste apítulo tem o intuito de mostrar uma melhora

inremental no projeto de sensores. Primeiramente mostra-se a neessidade de se inluir

uma restrição de falha meânia. Em seguida é apresentado um exemplo que mostra

que o resultado ótimo depende do arregamento apliado ou da restrição utilizada.

Finalmente, para onsolidar a metodologia proposta para sensores, são apresentados

exemplos onsiderando, simultaneamente, a otimização de distribuição e de polarização de

material piezelétrio e de orientação das �bras do material ortotrópio, sujeito à restrição

de falha meânia.

5.6 Exemplo 1

No primeiro exemplo, a estrutura analisada é um ilindro onforme apresentado na

Fig. 5.2. O omprimento da estrutura é igual a l = 15mm e o raio interno é igual a ri = 20

mm. Neste aso, é possível analisar somente um quarto da estrutura pois assume-se

simetria geométria, o que gera um espelhamento das variáveis (de topologia, polarização

e orientação) e dos desloamentos om relação aos planos x�z e y�z. São estudados

dois asos de empilhamento, substrato de alumínio oberto om uma amada de material

piezelétrio, e um substrato omposto de uma amada de alumínio e uma amada de

�bra de arbono, obertos por uma amada de material piezelétrio. As propriedades do

alumínio, da �bra de arbono e do material piezelétrio utilizado podem ser enontrados
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no Apêndie C. A amada de substrato permanee �xa durante a otimização, ou seja,

não é retirado material desta amada para evitar singularidades numérias ao apliar

arregamento em elementos vazios. A espessura da amada piezelétria é sempre igual a

tp = 0, 2 mm. A espessura da amada de substrato de alumínio é igual a ts = 0, 4 mm. Já

para o substrato omposto, as duas amadas têm espessuras iguais a ta = tc = 0, 2mm, ou

seja, sua soma é igual a 0,4 mm para poder omparar os resultados deste empilhamento

om os resultados do outro. O sentido de polarização do material piezelétrio segue a

direção radial, sendo que a polarização positiva segue o sentido de dentro para fora do

ilindro. É apliada uma pressão na superfíie interna do ilindro igual a 1 MPa.
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Figura 5.2: Domínio de projeto para o exemplo de sensor de asa piezoompósito.

Camada interna é o substrato (alumínio ou alumínio/�bra de arbono) e a amada externa

é de material piezelétrio.

A estrutura está engastada em todo o lado em que z = 0. Entretanto, somente

a amada de substrato está engastada, ou seja, a amada de material piezelétrio está

apenas olada sobre o substrato e não é presa no engaste. Essa abordagem aproxima

a modelagem de uma estrutura real, já que a �xação é feita apenas no substrato. Foi

realizada uma análise de onvergênia do MEF para a estrutura simétria e foi observada

a onvergênia de potenial elétrio e de tensões meânias om uma disretização de 40

elementos na direção irunferenial e 20 elementos na direção do eixo z em ada amada.

O primeiro aso estudado neste exemplo refere-se ao domínio iniial de projeto, om

a amada piezelétria totalmente heia, e om polarização negativa para gerar potenial

elétrio positivo nos eletrodos. Ou seja, nesse exemplo é feita somente uma análise da

estrutura. Para medidas de omparação, esse aso passa a ser denominado de aso 0.
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Figura 5.3: Forma deformada da estrutura para o aso 0 do projeto de sensores de asa,

ou seja, sem otimização, om as amadas piezelétrias totalmente heias e om polarização

negativa.

A Fig. 5.3 apresenta a forma deformada da estrutura para o aso 0, ujo potenial

elétrio é igual a 69,31 V. Analisando a distribuição das tensões, apresentada para as

superfíies inferior e superior de ada amada, onforme Fig. 5.4, perebe-se que os

valores de tensão meânia estão respeitando os limites estabeleidos. A tensão máxima

alulada na amada piezelétria é igual a 49,30 MPa, pratiamente igual à tensão limite

de despolarização σd que é igual a 50 MPa. Já a tensão máxima alulada na amada de

alumínio é de 85,19 MPa, bem abaixo do limite de esoamento de σy = 300 MPa. Ou

seja, estamos partindo de uma on�guração onde a restrição de falha é respeitada.

No próximo aso, é realizada somente as otimizações de topologia (distribuição de

material) e de polarização para que se possa avaliar o omportamento da função objetivo

sem a restrição de falha. Esse aso passa a ser denominado de aso 1. As Figs. 5.5(a)

e 5.5(b) referem-se aos resultados de otimização de topologia e de polarização para esse

aso e a Fig. 5.6 apresenta sua respetiva deformada.

O valor do potenial elétrio da estrutura otimizada é igual a 84,46 V, 21,86% maior

que no aso 0. Esse aumento no valor do potenial elétrio se justi�a pela distribuição

de material somente onde é neessário. Ou seja, nota-se pela Fig. 5.5(a) que nas regiões

próximas ao engaste e à borda livre não deve haver material. O volume ótimo �nal da

amada piezelétria é igual a 50% do total desta amada. Na Fig. 5.6 é apresentada a

forma deformada da topologia �nal.

Analisando agora a distribuição das tensões, representado pela Fig. 5.7, é possível

observar que há agora regiões na amada piezelétria om tensões maiores que a tensão

de despolarização. As tensões máximas aluladas nas amadas de alumínio e de material
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(a) Camada de alumínio �

Superfíies superior e inferior

(b) Camada piezelétria �

Superfíies superior e inferior
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Figura 5.4: Distribuição das tensões de von Mises para o aso 0 do projeto de sensores

de asa. Valores máximos: 85,16 MPa e 49,30 MPa para as amadas de alumínio e

piezelétria, respetivamente.

piezelétrio são iguais a 91,77 MPa e 57,08 MPa, respetivamente. Ou seja, apesar de ter

um grande aumento no valor do potenial elétrio, a restrição de falha é desrespeitada.

Assim, para o próximo exemplo, denominado de aso 2, é realizada a mesma

otimização do aso 1, onsiderando agora a restrição de falha meânia. Como foi desrito

anteriormente, a restrição de falha é implementada pela restrição de fator de segurança,

que serve para normalizar os valores de tensão e nos dá uma ideia do quanto podemos

aumentar ou diminuir o arregamento apliado. Ao impor o fator de segurança omo

restrição, o valor mínimo alulado em toda a estrutura deve ser maior ou igual a 1.

As Figs. 5.8(a) e 5.8(b) apresentam os resultados de otimização de topologia e de
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(a) Topologia ótima (b) Polarização ótima
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Figura 5.5: Resultado da otimização de topologia (a) e de polarização (b) da amada de

material piezelétrio para o aso 1 do projeto de sensores de asa.

Figura 5.6: Forma deformada da estrutura para o aso 1 do projeto de sensores de asa.

polarização para o aso 2 e a Fig. 5.9 apresenta sua respetiva deformada.

O valor do potenial elétrio da estrutura otimizada é igual a 83,78 V, 20,88% maior

que no aso 0 e apenas 0,8% menor que no aso 1. A Fig. 5.9 mostra a forma deformada

da estrutura e a Fig. 5.10 mostra as distribuições de tensão.

Nota-se qua a topologia ótima neste aso, ilustrado pela Fig. 5.8(a), abrange uma

região maior que no aso 1, om volume ótimo de material piezelétrio igual a 85,05%

do total da amada, sendo que apenas a região próxima ao engaste não possui material

piezelétrio. Essa maior quantidade de material permitiu que a restrição de falha meânia
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(a) Camada de alumínio �

Superfíie superior

(b) Camada piezelétria �

Superfíie superior

() Camada de alumínio �

Superfíie inferior

(d) Camada piezelétria �

Superfíie inferior
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Figura 5.7: Distribuição das tensões de von Mises para o aso 1 do projeto de sensores

de asa. Valores máximos: 91,77 MPa e 57,08 MPa para as amadas de alumínio e

piezelétria, respetivamente.

voltasse a ser respeitada fazendo om que a estrutura se tornasse mais rígida. Analisando a

distribuição de tensões da Fig. 5.10 pode-se observar que o maior valor de tensão meânia

�a ao longo da borda livre ujo valor é igual a 48,69 MPa. A tensão máxima alulada

na amada de alumínio novamente tem valor bem abaixo do limite de esoamento, e é

igual a 92,89 MPa.

O próximo exemplo (aso 3) onsidera agora um valor maior na restrição de falha

meânia de modo que o sensor não opere no limite. Foram testados os valores de
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Figura 5.8: Resultado da otimização de topologia (a) e de polarização (b) da amada de

material piezelétrio para o aso 2 do projeto de sensores de asa.

Figura 5.9: Forma deformada da estrutura para o aso 2 do projeto de sensores de asa.

restrição iguais a 1,5, 1,3 e 1,1. Entretanto, para essas 3 restrições, o resultado ótimo

é uma estrutura sem amada piezelétria, ou seja, uma topologia ótima de material

piezelétrio vazia. Consequentemente, o valor do potenial elétrio para ada resultado é

nulo. Por esses motivos, não são apresentadas nenhuma �gura de otimização de topologia,

de polarização, e nem de distribuição de tensões meânias.

O último exemplo (aso 4) onsidera a otimização de topologia, de polarização e de

orientação de �bras, sujeitas a restrição de falha meânia. Neste aso, parte do substrato

de alumínio é substituído por uma amada de �bra de arbono. Ou seja, a sequênia de

empilhamento é alumínio/�bra de arbono/piezelétrio. Como foi dito anteriormente, a
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Figura 5.10: Distribuição das tensões de von Mises para o aso 2 do projeto de sensores

de asa. Valores máximos: 92,89 MPa e 48,69 MPa para as amadas de alumínio e

piezelétria, respetivamente.

espessura da amada de alumínio reduz de 0,4 mm para 0,2 mm para dar espaço a amada

de �bra de arbono, uja espessura é igual a 0,2 mm, que tem a função de alterar a rigidez

do substrato, permitindo deformações maiores em algumas regiões e menores em outras,

maximizando o potenial elétrio e reduzindo o valor das tensões.

As Figs. 5.11(a) e 5.11(b) apresentam os resultados de otimização de topologia e de

polarização para o aso 4 e a Fig. 5.12(b) apresenta sua respetiva deformada.
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Figura 5.11: Resultado da otimização de topologia (a) e de polarização (b) da amada de

material piezelétrio para o aso 4 do projeto de sensores de asa.

O valor do potenial elétrio da estrutura otimizada é igual a 88,53 V, o maior de

todos os asos. Nota-se qua a topologia ótima neste aso, ilustrado pela Fig. 5.11(a),

é totalmente heia. Entretanto, próximo ao engaste, a polarização é positiva pois

as deformações nessa região são de ompressão, enquanto que no resto da amada, a

polarização é negativa pois as deformações são de tração. A Fig. 5.12(b) mostra a forma

deformada da estrutura e a Fig. 5.13 mostra as distribuições de tensão meânia.

Analisando a distribuição das tensões meânias no aso 4, os limites de tensão para

todas as amadas foram obedeidas e, portanto, não apresenta falhas. As tensões máximas

de von Mises aluladas nas amadas de alumínio e de material piezelétrio são iguais a

97,52 e 50,12 MPa, e a tensão máxima de Tsai-Wu para a amada de �bra de arbono

é igual a 0,07. Assim, a otimização de orientação de �bras junto om a otimização

de distribuição e da polarização de material piezelétrio, além de aumentar o valor dos

poteniais elétrios gerados, os valores de tensão são reduzidos

A Tab. 5.1 apresenta os valores de potenial elétrio gerado (∆φ), de tensão máxima

de von Mises na amada piezelétria (σpiezo
vmmax

) e na amada de alumínio (σAl
vmmax

), de tensão

máxima de Tsai-Wu na amada de �bra de arbono (σFC
twmax

) e de volume �nal da amada

piezelétria otimizada (Vot) para todos os asos apresentados.
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(a) Camada de �bra de arbono (b) Forma deformada

Figura 5.12: Resultado da otimização de orientação de �bras (a) e forma deformada (b)

do resultado pós-proessado para o aso 4 do projeto de sensores de asa. Em vermelho

está representada a amada de alumínio, e em azul e verde está representada a amada

piezelétria om polarização positiva e negativa, respetivamente.

Tabela 5.1: Dados dos resultados apresentados para o exemplo de sensores de asa.

∆φ σpiezo
vmmax

σAl
vmmax

σFC
twmax

Vot

V MPa MPa %
aso 0 61,31 49,30 85,19 - -

aso 1 84,46 57,08 91,77 - 50

aso 2 83,78 48,69 92,89 - 85,05

aso 3 - - - - -

aso 4 88,53 50,12 97,52 0,07 100

5.7 Exemplo 2

No segundo exemplo estudado, a estrutura analisada é uma plaa quadrada de lados

l = 50mm, onforme apresentado na Fig. 5.14. São estudados dois asos de empilhamento,

substrato de alumínio oberto om uma amada de material piezelétrio, e um substrato

omposto de uma amada de alumínio e uma amada de �bra de arbono, obertos por

uma amada de material piezelétrio. As propriedades do alumínio, da �bra de arbono

e do material piezelétrio utilizado podem ser enontrados no Apêndie C, nas Tabs. C.1,

C.5 e C.3, respetivamente. A amada de substrato permanee �xa durante a otimização,

ou seja, não é retirado material desta amada para evitar singularidades numérias ao

apliar arregamento em elementos vazios. A espessura da amada piezelétria é sempre
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Figura 5.13: Distribuição das tensões de Tsai-Wu da amada de �bra de arbono e de von

Mises das amadas de alumínio e de material piezelétrio para o aso 4 do exemplo 1 de

oletores de energia. Valores de tensão de von Mises em MPa.

igual a tp = 0, 2 mm. No primeiro aso de estudo, a espessura da amada de substrato

de alumínio é igual a ts = 0, 4 mm. Já para o substrato omposto, as duas amadas têm

espessuras iguais a ta = tc = 0, 2 mm, ou seja, sua soma é igual a 0,4 mm. O sentido de

polarização do material piezelétrio segue a direção da espessura da plaa, ou seja, o eixo

y, e o sentido de polarização positiva segue o mesmo sentido positivo de y. É apliada

uma pressão na superfíie inferior da plaa igual a 0,05 MPa.

A estrutura está engastada em todos os lados. Entretanto, somente a amada de
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Figura 5.14: Domínio de projeto para o exemplo de sensor de plaa piezoompósito.

Camada inferior é o substrato (alumínio ou alumínio/�bra de arbono) e a amada

superior é de material piezelétrio.

substrato está engastada, ou seja, a amada de material piezelétrio está apenas olada

sobre o substrato e não é presa no engaste. Essa abordagem aproxima a modelagem

de uma estrutura real, já que a �xação é feita apenas no substrato. Foi realizada uma

análise de onvergênia do MEF para a estrutura simétria e foi observada a onvergênia

dos valores de potenial elétrio e de tensões meânias om uma disretização de 30x30

elementos em ada amada.

O primeiro aso estudado refere-se ao domínio iniial de projeto, om a amada

piezelétria totalmente heia, e om polarização negativa para gerar potenial elétrio

positivo nos eletrodos. Ou seja, nesse exemplo é feita somente uma análise da estrutura.

Para medidas de omparação, esse aso passa a ser denominado de aso 0.

A Fig. 5.15 apresenta a forma deformada da estrutura para o aso 0, ujo potenial

elétrio é igual a 3,40 V. Entretanto, analisando a distribuição das tensões, apresentada

para as superfíies inferior e superior de ada amada onforme Fig. 5.16, perebe-se

que existem regiões da amada piezelétria que apresentam tensões maiores do que o

limite tolerado. A tensão máxima alulada na amada piezelétria é igual a 86,62 MPa,

enquanto que a tensão limite de despolarização σd é de 50 MPa. Já a tensão máxima

alulada na amada de alumínio é de 113,18 MPa, 62% abaixo do limite de esoamento

de σy = 300 MPa.

No próximo aso estudado, denominado de aso 1, é realizada a otimização de

distribuição e de polarização do material piezelétrio sobre o substrato de alumínio,

onsiderando a restrição de falha meânia. As Figs. 5.17(a) e 5.17(b) apresentam os

resultados de otimização de topologia e de polarização para o aso 1 e a Fig. 5.18 apresenta

sua respetiva deformada.
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Figura 5.15: Forma deformada da estrutura para o aso 0 do projeto de sensores de plaa,

ou seja, sem otimização, om as amadas piezelétrias totalmente heias e om polarização

negativa.
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Figura 5.16: Distribuição das tensões de von Mises para o aso 0 do projeto de sensores

de plaa. Valores em MPa.

O valor do potenial elétrio da estrutura otimizada é igual a 69,03 V, mais de 20

vezes maior que no aso 0. Esse grande aumento no valor do potenial elétrio é devido à

diferença de polarização na mesma amada de material piezelétrio, pois existem regiões

onde a deformada é por tração e outras regiões que a deformada é por ompressão. Assim,

foi distribuído material piezelétrio om polarização negativa (em verde) na região entral

e om polarização negativa nas regiões próximas aos ontos da plaa para aproveitar
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Figura 5.17: Resultado da otimização de topologia (a) e de polarização (b) da amada de

material piezelétrio para o aso 1 do projeto de sensores de plaa.

melhor essas deformações. A quantidade de volume na estrutura �nal é igual a 76% do

volume total permitido na amada. A Fig. 5.18 mostra a forma deformada da estrutura

e a Fig. 5.19 mostra as distribuições de tensão.

Figura 5.18: Forma deformada da estrutura para o aso 1 do projeto de sensores de plaa.

A amada de alumínio está representada na or vermelha e a amada piezelétria está

representada nas ores azul e verde, om polarização positiva e negativa, respetivamente.

Analisando a distribuição das tensões no aso 1, é possível observar que ainda há

regiões na amada piezelétria om valores de tensões meânia que estão aima do limite

de despolarização (σd = 50 MPa). As tensões máximas aluladas nas amadas de

alumínio e de material piezelétrio são iguais a 138,67 e 57,21 MPa, respetivamente.

Ou seja, mesmo onsiderando restrição de falha, nesse problema, para o valor de pressão

utilizada, não foi possível atingir uma topologia que respeitasse o limite de despolarização

do material piezelétrio.

Assim, no próximo exemplo, deseja-se veri�ar se é possível hegar a uma topologia

que atenda os limites de tensão. Para isso, parte do substrato é substituído por um outro

material. No aso, a �bra de arbono, que possui alta rigidez na direção longitudinal

das �bras, e baixa rigidez na direção transversal. Assim, a ideia é que a otimização de
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Figura 5.19: Distribuição das tensões de von Mises para o aso 1 do projeto de sensores

de plaa. Valores em MPa.

orientação de �bras esolha adequadamente os ângulos das �bras para que em regiões

de maior tensão meânia, a amada de �bra de arbono �que mais rígida, reduzindo

o valor da tensão meânia no material piezelétrio. Nas regiões om baixas tensões,

a amada de �bra de arbono pode �ar mais �exível para que o material piezelétrio

gere mais potenial elétrio. Como foi dito anteriormente, a espessura da amada de

alumínio reduz de 0,4 mm para 0,2 mm para dar espaço a amada de �bra de arbono,

uja espessura é igual a 0,2 mm.

As Figs. 5.20(a) e 5.20(b) apresentam os resultados de otimização de topologia e de

polarização para o aso 2 e a Fig. 5.21 apresenta sua respetiva deformada.

O valor do potenial elétrio da estrutura otimizada é igual a 67,16 V, um pouo

menor que no aso 1. Entretanto, a pequena redução no valor do potenial elétrio obtido

no aso 2 se justi�a pelo fato de que, agora, as tensões meânias na estrutura obedeem

aos limites de ada material. A quantidade de volume na estrutura �nal é igual a 82,27%

do volume total permitido na amada. A Fig. 5.21 mostra a forma deformada da estrutura

e a Fig. 5.22 mostra as distribuições de tensão.
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Figura 5.20: Resultado da otimização de topologia (a) e de polarização (b) da amada de

material piezelétrio para o aso 2 do projeto de sensores de plaa.

Figura 5.21: Forma deformada da estrutura para o aso 2 do projeto de sensores de plaa.

A amada de �bra de arbono está representada na or roxa e a amada piezelétria está

representada nas ores azul e verde, om polarização positiva e negativa, respetivamente.

Analisando a distribuição das tensões no aso 2, é possível observar que os limites

de tensão para todas as amadas foram obedeidas, e portanto, não apresenta falhas.

As tensões máximas de von Mises aluladas nas amadas de alumínio e de material

piezelétrio são iguais a 97,47 e 49,93 MPa, e a tensão máxima de Tsai-Wu para a amada

de �bra de arbono é igual a 0,05. Assim, a otimização de orientação de �bras junto

om a otimização de distribuição e da polarização de material piezelétrio, apesar de ter

reduzido o valor do potenial elétrio gerado, garante que os limites de tensões meânias

são obedeidos.

A Tab. 5.2 apresenta os valores de potenial elétrio gerado (∆φ), de tensão máxima

de von Mises na amada piezelétria (σpiezo
vmmax

) e na amada de alumínio (σAl
vmmax

), de tensão

máxima de Tsai-Wu na amada de �bra de arbono (σFC
twmax

) e de volume �nal da amada

piezelétria otimizada (Vot) para todos os asos apresentados.
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Figura 5.22: Distribuição das tensões de Tsai-Wu da amada de �bra de arbono e de

von Mises das amadas de alumínio e de material piezelétrio para o aso 2 de oletores

de energia de plaa. Valores de tensão de von Mises em MPa.

Tabela 5.2: Dados dos resultados apresentados para o exemplo de sensores de asa.

∆φ σpiezo
vmmax

σAl
vmmax

σFC
twmax

Vot

V MPa MPa %
aso 0 3,4 86,62 113,18 - -

aso 1 69,03 57,21 138,67 - 76

aso 2 67,16 49,93 97,47 0,05 82,27

5.8 Disussão

Assim, é possível onluir que as tensões meânias não podem ser desprezadas no

projeto de sensores, já que a amplitude do arregamento apliado in�uenia na topologia

ótima e no valor resultante de tensão elétria. Foi observado que a amada rítia é sempre

a amada de material piezelétrio, pois sua tensão de despolarização é muito baixa.

A restrição de falha meânia se mostrou e�az ao manter o valor máximo da tensão de

von Mises na amada de material piezelétrio dentro dos limites impostos no problema,

omo pode ser visto omparando os asos 1 e 2. No aso 3, ao aumentar o valor da

restrição, o valor máximo da tensão de von Mises �ou ainda menor, entretanto, o valor
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da tensão elétria de saída também foi reduzida, on�gurando numa solução pior que no

aso 2. Assim, sugere-se que a restrição de falha meânia seja utilizada sempre no limite,

ou seja, o valor mínimo do fator de segurança deve ser maior ou igual a 1.

A otimização da orientação de �bras se mostrou omo um parâmetro importante no

projeto de sensores, já que foi possível aumentar o valor do potenial elétrio gerado

no exemplo dos sensor de asa, mantendo os valores de tensão abaixo dos limites dos

materiais.

Além disso, restrições de volume não devem ser utilizadas juntamente om restrições

de tensão, já que uma topologia totalmente heia de material pode-se on�gurar omo

uma estrutura om menor valor de tensões.
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6 PROJETO DINÂMICO DE

COLETORES DE ENERGIA

PIEZOCOMPÓSITOS DE

CASCA COM RESTRIÇ�O DE

TENS�O

Neste apítulo é apresentado o projeto otimizado de oletores piezoompósitos de

asa operando em regime harm�nio amorteido. Os oletores de energia são estruturas

apazes de transformar a energia meânia (em forma de vibrações) em energia elétria

que possa ser utilizado por um outro dispositivo. Assim, deseja-se maximizar a potênia

elétria (medida em um iruito elétrio aoplado) gerada pela estrutura piezoompósita

exitado por desloamentos meânios harm�nios em uma região onheida.

Reentemente, oletores de energia, ou �energy harvesting� omo é onheido na

literatura, tem reebido grande atenção na área de transdutores piezelétrios. Neste tipo

de transdutores, materiais piezelétrios são geralmente inorporados à estruturas para

aproveitar vibrações e deformações provenientes do ambiente em que ela está inserida

para transformá-las em energia elétria aproveitável. Com os avanços nas ténias de

miniaturização e portabilidade de equipamentos eletr�nios, omo sensores e atuadores,

aumenta-se a neessidade de se reduzir ou eliminar fontes externas de energia elétria ou

baterias. Neste sentido, materiais piezelétrios são muito promissores pois eles podem ser

diretamente inorporados à estrutura e a energia gerada pode ser diretamente utilizada

(BEEBY; TUDOR; WHITE, 2006; RUPP et al., 2009). Diversos trabalhos têm sido publiados

nesse assunto (SODANO; INMAN, 2004; DUTOIT; WARDLE; KIM, 2005; BEEBY; TUDOR;

WHITE, 2006; ANTON; SODANO, 2007; PRIYA, 2007; COOK-CHENNAULT; THAMBI; SASTRY,

2008; ERTURK; INMAN, 2008; RUPP et al., 2009; RUPP; DUNN; MAUTE, 2010). Muitas

on�gurações de oletores de energia onsistem em estruturas de plaas e asas obertas

por amadas de material piezelétrio em um ou nos dois lados (RUPP et al., 2009).
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Esses tipos de estrutura são geralmente utilizados pois eles permitem uma área maior

de geração de energia (quanto maior a área sujeita à deformações meânias, maior é a

produção de energia). Neste sentido, existe um vasto ampo de pesquisa om o objetivo de

oletar a energia que seria desartada ao ambiente e transformá-la em energia utilizável,

prinipalmente em dispositivos embarados de baixo onsumo.

Assim omo no projeto de atuadores, ténias de otimização topológia têm sido

amplamente utilizadas para se projetar os oletores de energia de modo a aproveitar ao

máximo a onversão de energia. Zheng, Chang e Gea (2009) utilizam uma metodologia

de otimização topológia para apliações estátias de plaa piezelétria om o intuito de

maximizar a onversão de energia meânia em elétria. Rupp et al. (2009), Rupp, Dunn

e Maute (2010) onsideraram o projeto dinâmio de oletores de energia e otimizam a

topologia e o sentido de polarização das amadas piezelétrias aopladas à uma amada

de material isotrópio, om um iruito elétrio externo de oleta de energia aoplado à

estrutura. Já Chen et al. (2010) projetaram oletores de energia utilizando um método

de otimização topológia baseado no método de �level-sets�.

Alguns desses trabalhos sugerem ainda utilizar uma massa onentrada em algum

ponto da estrutura para que as amplitudes de vibração sejam ampliadas, produzindo

maior potênia elétria. Entretanto, aumentando-se as amplitudes dos desloamentos,

aumenta-se também o valor das tensões meânias na estrutura. Materiais piezelétrios

são frágeis e, além disso, possuem um limite de tensão que gera despolarização, ujo valor

é muito inferior à tensão de ruptura do material. Assim, propõe-se neste trabalho obter

topologias ótimas de oletores de energia onde a distribuição de material piezelétrio

sobre o substrato onsiga gerar quantidade signi�ativa de energia sem utilizar massas

onentradas, respeitando os limites de tensão meânia. Portanto, este trabalho traz

uma nova abordagem no projeto de oletores de energia.

Este apítulo está organizado da seguinte maneira: primeiramente é apresentada uma

modi�ação no sistema de equações do MEF para adaptar a problemas de oletores

de energia om iruito elétrio aoplado, exitados por desloamentos harm�nios

onheidos. Na ontinuação, o problema de otimização topológia para oletores de

energia é formulado para o domínio ontínuo e para o domínio disretizado. A

próxima seção mostra o álulo da sensibilidades da função objetivo e restrições om

relação às variáveis de projeto. Na sequênia são apresentados resultados numérios

para exempli�ar o método. Finalmente, as onlusões desta parte do trabalho são

apresentadas.
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6.1 Exitação por Desloamento Meânio e

Modelagem dos Eletrodos

No projeto de oletores de energia piezoompósitos, a estrutura é exitada pela

movimentação de uma base osilante, omo representado na Fig. 6.1.

Figura 6.1: Representação de uma estrutura om exitação por movimento de uma base

osilante.

Considera-se então que no sistema de equações de equilíbrio dinâmio amorteido,

om resistor aoplado, do MEF desrito pela Eq. (2.46), é neessário presrever os

desloamentos onheidos para ser possível alular os desloamentos do restante da

estrutura e o potenial elétrio gerado nos eletrodos do material piezelétrio. Separando-se

os graus de liberdade dos desloamentos onheidos (ou presritos) omo Up e os graus

de liberdade dos desloamentos desonheidos Ud, e onsiderando o aoplamento dos

graus de liberdade elétrio para modelar os eletrodos apresentado pela Eq. (5.3), pode-se

reesrever a Eq. (2.46) da seguinte maneira:
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(6.1)

sendo que em Φ estão inlusos os graus de liberdade elétrios internos e de eletrodo, e as

matrizes Ā e AE são as matrizes de aoplamento entre amadas e de potenial elétrio,

respetivamente, de�nidas nas seções 2.7 e 5.1. Deve-se salientar que o sistema da Eq. (6.1)

gera números omplexos omo desloamento, exeto pelos desloamentos presritos que

possuem apenas valores reais. O sistema da Eq. (6.1) é resolvido utilizando-se o software
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Matlab.

Sabendo-se que Fp é nulo e utilizando Up omo a exitação de base, o sistema da

Eq. (6.1) pode ser simpli�ado omo:
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Up (6.2)

ou

K̃Ũ = F̃ (6.3)

Deve-se onsiderar também que os graus de liberdade de potenial elétrio nos

elementos (∆φ) de toda uma amada estão aoplados de forma a produzirem apenas

um valor de potenial elétrio, ou seja, esse aoplamento representa a utilização de

eletrodos nas superfíies dessa amada. Assim, o mesmo proedimento da seção 5.1 deve

ser onsiderado.

6.2 Formulação do Problema de OT para Coletores de

Energia no Domínio Contínuo

Considere um domínio genério apresentado na Fig. 6.2. Ao invés de ser apliada

forças omo no projeto de sensores, a estrutura é exitada pela exitação de desloamentos

de uma base. Essa base é representada pelo bloo preto na Fig. 6.2 que osila em apenas

uma direção, z por exemplo. Essa osilação gera um potenial elétrio ∆φ entre os

eletrodos da amada piezelétria, os quais estão ligados à uma resistênia elétria R que

simula um dispositivo que será alimentado.

A saída do oletor de energia é medida omo a potênia elétria gerada na resistênia

elétria R. A potênia pode ser medida pela seguinte expressão (RUPP et al., 2009):

℘ =
|∆φ|2
2R

(6.4)
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Piezelétrio
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Ortotrópio

Isotrópio

Figura 6.2: Representação do domínio de projeto de um oletor de energia piezoompósito.

o que também pode ser onsiderada omo função objetivo.

O operador módulo é neessário pois ∆φ é um número omplexo, proveniente da

solução do sistema dinâmio amorteido da Eq. (2.46).

Assim, o objetivo da otimização neste projeto é maximizar a potênia elétria medida

no resistor R, a qual é gerada pela exitação de uma base osilante na qual a estrutura está

engastada, e sujeita a restrição de falha meânia. A restrição de falha é a mesma utilizada

no projeto de sensores, ou seja, deseja-se que o valor mínimo do fator de segurança

alulado em toda a estrutura seja maior ou igual a 1, assim omo no projeto dos sensores.

Assim omo no projeto de atuadores e sensores, no domínio ontínuo, a distribuição

de material, a polarização do material piezelétrio e a orientação das �bras do material

ortotrópio são parametrizadas pelas pseudo-densidades γ, pelas variáveis de polarização

̺ e pelos ângulos θ, respetivamente. Portanto, o problema de otimização para oletores
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de energia piezoompósitos pode ser formulado, no domínio ontínuo, da seguinte maneira:

Maximizar:

γ,̺,θ
℘ = |∆φ|2

2R

sujeito à: Equações de equilíbrio

sNP =

(
nσ∑

g=1

spσg

)1/pσ

≥ 1

0 ≤ γ(x) ≤ 1

0 ≤ ̺(x) ≤ 1

−90o ≤ θ(x) ≤ 90o

(6.5)

onde ∆φ é o potenial elétrio obtido devido a apliação de desloamento de base. Além

disso, as equações de equilíbrio estão sujeitas às equações de aoplamento entre amadas,

desrita na Seção 2.7. No projeto de oletores de energia, também está sendo adotada uma

formulação de otimização topológia sem restrição de volume, omo pode ser observado

na Eq. (5.5). Assim, é possível obter o volume ótimo de material piezelétrio que deve ser

utilizado para maximizar o potenial elétrio gerado pelo material piezelétrio.

6.3 Formulação do Problema de OT para Coletores de

Energia no Domínio Disretizado

Para implementar o MOT de aordo om o �uxograma apresentado na Seção 3.4 é

neessário transformar o problema de otimização, apresentado anteriormente, do domínio

ontínuo para o disretizado. Esta seção apresenta a função objetivo e a formulação do

problema de otimização no domínio disretizado.

Primeiramente, apresenta-se a função ℘ esrita no domínio disretizado da seguinte

maneira:

℘ =

∣
∣
∣F

T
auxŨ

∣
∣
∣

2

2R
(6.6)

onde Faux (que tem o mesmo tamanho de Ũ) é o vetor global de força auxiliar que ontém

valor igual a 1 somente no grau de liberdade de potenial elétrio do elemento ao qual

está onetado o resistor R e valor nulo nos graus de liberdade restantes, e Ũ é o vetor

global de desloamentos meânios e poteniais elétrios, obtido a partir da solução do

sistema linear dinâmio amorteido da Eq. (5.3).

No domínio disretizado, a distribuição de material e a orientação das �bras são

disretizadas pelas variáveis topológias d de aordo om a ténia de projeção, e pelas
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variáveis de orientação ϑ de aordo om a OMD, respetivamente. A polarização ontinua

sendo representada pela variável de polarização ̺. Assim, o problema de otimização para

oletores de energia piezoompósitos pode ser formulado, no domínio disretizado, da

seguinte maneira:

Maximizar:

d,̺,ϑ
℘ =

|FT
auxŨ|2
2R

sujeito à: K̃Ũ = F̃

sNP =

(
nσ∑

g=1

spσg

)1/pσ

≥ 1

0 ≤ d ≤ 1

0 ≤ ̺ ≤ 1

0 ≤ ϑ ≤ 1

(6.7)

lembrando que o valor de pσ deve ser negativo para que sNP se aproxime do valor mínimo

do fator de segurança alulado na estrutura, omo desrito na seção 3.3.3.

6.4 Análise de Sensibilidades

Como os desloamentos são números omplexos, a sua derivada deve onsiderar a

parte real e a parte imaginária. Assim, derivando-se a Eq. (6.6), tem-se:

∂℘

∂υ
=

∣
∣
∣F

T
auxŨ

∣
∣
∣

R

∂
∣
∣
∣F

T
auxŨ

∣
∣
∣

∂υ
(6.8)

onde a variável υ é novamente utilizada para simpli�ar o desenvolvimento das derivadas,

sendo que, posteriormente, ela deve ser substituída por d, ̺ e ϑ.

Considerando que F

T
auxŨ é um número omplexo na forma a + bi, e que o módulo

desse número omplexo pode ser alulado omo:

|a + bi| =
√
a2 + b2 (6.9)

então, a derivada de F

T
auxŨ pode ser alulada da seguinte maneira:

∂
∣
∣
∣F

T
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∣
∣
∣
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1
∣
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∣F

T
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(6.10)
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Substituindo a Eq. (6.10) na Eq. (6.8), e onsiderando que Faux não depende de

nenhuma variável de projeto, ou seja, ∂FT
aux/∂υ = 0, tem-se que:

∂℘

∂υ
=

1

R

{

ℜ
[

F

T
auxŨ

]

ℜ
[

F

T
aux

∂Ũ

∂υ

]

+ ℑ
[

F

T
auxŨ

]

ℑ
[

F

T
aux

∂Ũ

∂υ

]}

(6.11)

A derivada

∂Ũ
∂υ

é obtida derivando-se a Eq. (6.2), que resulta em

∂Ũ
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= −K̃−1
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(6.12)

lembrando que KR é onstante e sua derivada em relação a qualquer variável é nula.

Substituindo a Eq. (6.12) na Eq. (6.11), é possível apliar o método adjunto para

evitar muitas inversões de matrizes. Ou seja, a Eq. (6.11) pode ser reesrita da seguinte

maneira:
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onde

∂k̃

∂υ
=








∂(KT
upud

−ω2
M

T
pd+iωCT

pd)
∂υ

∂(Kudud
−ω2

Mdd+iωCdd)
∂υ

∂K
udφ

∂υ
∂KT

upφ

∂υ

∂KT
udφ

∂υ

∂Kφφ

∂υ

0 0 0








(6.14)

e Uadj é a solução de um sistema linear na forma:

K̃Uadj = Faux (6.15)

A derivada da restrição de falha é apresentada na seção 3.5.

6.5 Resultados

Nesta seção, são apresentados resultados numérios de dois exemplos para o projeto

otimizado de oletores de energia piezoompósitos de asa. O primeiro exemplo utiliza

uma estrutura plana que representa uma plaa quadrada e o segundo exemplo utiliza uma

estrutura urva que representa um quarto de ilindro. Para ada exemplo, são estudados

dois asos de otimização para demonstrar a metodologia proposta apliada a projeto de
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oletores de energia:

aso 1: substrato de alumínio oberto por uma amada de material piezelétrio,

onsiderando otimização de distribuição e de polarização do material piezelétrio;

aso 2: substrato omposto de uma amada de �bra de arbono oberto por uma amada

de alumínio, e mais uma amada de material piezelétrio sobre elas, onsiderando

otimização de distribuição e de polarização do material piezelétrio e otimização de

orientação das �bras.

Em ambos os asos é utilizada a restrição de falha meânia proposta neste trabalho.

As propriedades dos materiais utilizados podem ser enontrados no Apêndie C sendo que

neste trabalho utiliza-se o material piezelétrio da Tab. C.3.

As otimizações de distribuição de material e de sentido de polarização são apliadas

somente às amadas de material piezelétrio para veri�ar sua in�uênia no valor da

potênia elétria gerada. As amadas de substrato não sofrem alteração da topologia,

somente de orientação de �bras no aso da �bra de arbono. Essa abordagem é adotada

para evitar a utilização de outra função objetivo para minimizar a �exibilidade da

estrutura, omo a função de �exibilidade média (SILVA et al., 1999; SILVA; NISHIWAKI;

KIKUCHI, 2000; CARBONARI; SILVA; NISHIWAKI, 2005, 2007). Esse tipo de função funiona,

basiamente, minimizando os desloamentos na estrutura, o que prejudiaria a e�áia da

função de maximização da potênia elétria gerada.

Para a otimização de orientação dos ângulos de �bras no aso 2, são adotados 12

ângulos andidatos θ = [−75o −60o −45o −30o −15o 0o +15o +30o +45o +60o +75o

+90o]. Neste trabalho, atribui-se, iniialmente, valores iguais para todas as variáveis

de topologia d = 0, 5 e de polarização ̺ = 0, 6. Não se utiliza o valor ̺ = 0, 5 para

não gerar polarização nula logo no iníio do proesso de otimização e riar instabilidades

numérias no método. O valor iniial para as variáveis de orientação deve ser igual a 0,5 de

modo que nenhum ângulo andidato seja favoreido no iníio do proesso de otimização.

Para todos os exemplos apresentados, foram realizadas várias análises utilizando diferentes

valores para as variáveis iniiais, que no �nal de ada análise, resultou em pratiamente os

mesmos resultados om valores de desloamento muito próximos, om diferenças no valor

da potênia gerada de no máximo 2%. Assim, é possível a�rmar que para os exemplos

apresentados, hegou-se a soluções ótimas que estão muito próximas ao ótimo global.

Nas �guras de distribuição de material, são apresentados os valores das

pseudo-densidades, onde a or preta representa o elemento heio e a or brana representa
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o elemento vazio. Valores intermediários das pseudodensidades são apresentadas em

esalas de inza. Nas �guras de polarização, os elementos em preto e brano possuem

polarização positiva e negativa, respetivamente. Nas �guras de otimização de orientação,

são apresentadas as orientações ótimas em ada elemento por meio de uma reta. Nas

�guras das deformadas, as amadas em verde e azul representam as amadas piezelétrias

om polarização negativa e positiva, respetivamente, e as amadas em vermelho e roxo

representam as amadas de alumínio e de �bra de arbono, respetivamente.

Finalmente, os valores dos oe�ientes de penalização do modelo PEMAP-P são

baseados nos trabalhos de Kögl e Silva (2005). Assim, pǫ = pi = 1, pc = 3 e pe = 4.

Entretanto, Kögl e Silva (2005) faz um estudo de projetos estátios e não inlui a matriz

de massa e nem o oe�iente pm. Foram feitos alguns testes om os exemplos apresentados

e hegou-se a um valor de pm = 3 que minimiza o apareimento das pseudodensidades

intermediárias. Para evitar que a solução �que �presa� num mínimo loal por ausa

dos expoentes pc e pe, utiliza-se o método da ontinuação nesses valores. Iniialmente,

pc = pe = pm = 1. Nas iterações 10, 20 e 30, pe e pm são inrementados em uma

unidade, e nas iterações 30 e 40, pc é inrementado em uma unidade. Para o oe�iente de

penalização da orientação pϑ também é utilizada a ténia da ontinuação omo proposto

por Stegmann e Lund (2005a). Neste trabalho, iniialmente pϑ = 1, e tem seu valor

aumentado em uma unidade nas iterações 10, 20, 30, 40 e 50, �nalizando om valor igual

a 6. Nos asos estudados aqui, é utilizado amorteimento estrutural onde βD = 10−5
para

estabilizar a amplitude de vibração se a estrutura entrar em ressonânia.

6.6 Exemplo 1

Neste exemplo, é utilizado um domínio de plaa quadrada, onforme apresentado na

Fig. 6.3, de lados iguais a l = 100 mm. O raio utilizado na ténia de projeção é igual

a 3,5 mm. Os ângulos das orientações das �bras são também representadas na Fig. 4.18

onde o ângulo 0o segue o eixo y e 90o segue o eixo x. O sentido de polarização do material

piezelétrio segue o sentido da direção z. As espessuras das amadas de substrato e de

material piezelétrio são iguais a ts = 0, 4 mm e tp = 0, 2 mm, respetivamente.

A estrutura está engastada no bloo inza esuro, omo pode ser visto na Fig. 6.3,

sendo que a dimensão a é igual a 30 mm. Entretanto, somente a amada de substrato

está engastada, ou seja, a amada de material piezelétrio está apenas olada sobre o

substrato e não é presa no engaste. Essa abordagem aproxima a modelagem de uma

estrutura real, já que a �xação geralmente é feita apenas no substrato. A exitação de
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Figura 6.3: Domínio de projeto para oletores de energia de plaa. Medidas em mm.

base tem amplitude igual a u = 1 mm na direção de z, e a frequênia de exitação é

igual a fω = 200 Hz pois está próxima à uma frequênia de ressonânia, frequênia na

qual são gerados os maiores valores de potênia elétria. A frequênia angular ω é igual

a ω = 2πfω. A resistênia elétria utilizada tem valor igual a R = 300Ω.

Uma análise de onvergênia da malha de elementos �nitos revelou que a onvergênia

nas análises, tanto de potênia elétria, quanto de tensões meânias, é obtida para uma

disretização de 30x30 elementos. Não foi utilizada uma malha mais re�nada pois o

elemento de asa multiamada utilizado, junto om o método OMD são muito ustosos

omputaionalmente.

A Fig. 6.4 apresenta a forma deformada da estrutura sem apliar nenhuma otimização,

ou seja, a amada de material piezelétrio está totalmente heia e om polarização

positiva. Contudo, omo a potênia é uma função módulo, o sentido de polarização

não faz diferença. Esse aso será hamado de aso 0, e obteve-se uma potênia elétria

gerada igual a 0,023 W. Esse baixo valor de potênia elétria é devido a toda amada

ter o mesmo sentido de polarização, sendo que, enquanto uma região gera um potenial

positivo, uma outra região gera potenial negativo. Como os graus de liberdade elétrios

estão aoplados, a somatória �nal aaba gerando baixas potênias.

Além disso, analisando a distribuição de tensões da Fig. 6.5, nota-se que existem

regiões nas duas amadas que apresentam tensões aima do limite do material. Na amada

de alumínio, o valor máximo de von Mises é igual a 876,96 MPa e na amada de material

piezelétrio é igual a 537,38 MPa, ou seja, estão muito aima dos limites de esoamento do

alumínio e de despolarização do material piezelétrio, respetivamente. Os altos valores

de tensão são deorrentes do alto valor da amplitude de osilação da estrutura, que nesse
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Figura 6.4: Forma deformada da estrutura para o aso 0 de oletores de energia de

plaa, ou seja, sem otimização, om a amada piezelétria totalmente heia e polarização

positiva.

aso hega a ser igual a 7,36 mm, devido ao fator dinâmio da quantidade de material

utilizada. Assim, a restrição de falha meânia torna-se neessária no projeto de oletores

de energia.

(a) Camada de alumínio (b) Camada piezelétria

PSfrag replaements

1 300

PSfrag replaements

1 55

Figura 6.5: Distribuição das tensões de von Mises das superfíies superior e inferior das

amadas de material piezelétrio para o aso 0 de oletores de energia de plaa. Valores

de tensão em MPa, onde os valores máximos da esala representam os limites de tensão.

As Figs. 6.6(a) e 6.6(b) referem-se aos resultados de otimização de topologia e de

polarização para o aso 1 e a Fig. 6.7 apresenta sua respetiva deformada pós-proessada.
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O valor da potênia elétria obtida neste aso é igual a 0,13 W (0,129 W para o resultado

(a) Resultado de otimização topológia (b) Resultado de otimização de polarização

PSfrag replaements

sólido

vazio

PSfrag replaements

positivo

negativo

Figura 6.6: Resultado da otimização de topologia (a) e de polarização (b) das amadas

piezelétrias para o aso 1 de oletores de energia de plaa.

pós-proessado), 5,65 vezes maior que no aso 0. O volume �nal da amada piezelétria

é igual a 64, 88% do volume total da amada. Nota-se na Fig. 6.6(a) que existem

algumas regiões de material intermediário (inza). Embora a ténia de projeção om

a função �degrau� seja e�iente em problemas estátios, no problema dinâmio alguns

outros uidados devem ser tomados, omo por exemplo, a esolha do oe�iente de

penalização pm. Neste trabalho, o valor utilizado de pm = 3 onseguiu minimizar essas

regiões. Na Fig. 6.6(b) observa-se uma grande região de polarização intermediária (inza),

mas que oinide om as regiões onde não há material piezelétrio, podendo assim, ser

desonsiderada.

Figura 6.7: Forma deformada do resultado pós-proessado para o aso 1 de oletores de

energia de plaa. Em vermelho está representada a amada de alumínio, e em azul

e verde está representada a amada piezelétria om polarização positiva e negativa,

respetivamente.

Na Fig. 6.8 são apresentadas as distribuições de tensão meânia nas superfíies
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inferior e superior das duas amadas. As tensões máximas de von Mises nas amadas

de alumínio e de material piezelétrio são iguais a 212,55 e 45,9 MPa, respetivamente,

os quais obedeem aos limites de tensão adotados no problema.

(a) Camada de alumínio (b) Camada piezelétria

PSfrag replaements

1 300

PSfrag replaements

1 50

Figura 6.8: Distribuição das tensões de von Mises das superfíies superior e inferior das

amadas de material piezelétrio para o aso 1 de oletores de energia de plaa. Valores

de tensão em MPa, onde os valores máximos da esala representam os limites de tensão.

Analisando a topologia na Fig. 6.6(a) e a distribuição de tensões da Fig. 6.8, observa-se

que a OT distribuiu material próximo aos ontornos da estrutura, porém tentando evitar a

região de engaste. Além disso, reduzindo-se a quantidade de material na região entral da

estrutura, reduz-se também a massa da estrutura e, onsequentemente, a amplitude de

desloamentos, que passa a ser menor que 2 mm. Isso foi o fator determinante para

a redução nos valores de tensão para que os limites fossem obedeidos. Apesar das

amplitudes serem reduzidas, a otimização do sentido de polarização foi responsável pelo

aumento no valor da potênia elétria gerada, já que foi possível ajustar adequadamente

o sentido de polarização onforme as regiões de tração e de ompressão.

Agora para o aso 2, as Figs. 6.9(a), 6.9(b) e 6.10(a) referem-se aos resultados de

otimização de topologia, de polarização e de orientação e a Fig. 6.10(b) apresenta sua

respetiva deformada do resultado pós-proessado. O valor da potênia elétria obtida
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Figura 6.9: Resultado da otimização de topologia (a) e de polarização (b) das amadas

piezelétrias para o aso 2 de oletores de energia de plaa.

neste aso é igual a 0,21 W (0,196 W para o resultado pós-proessado), 1,61 vezes maior

que no aso 1 e 9,13 vezes maior que no aso 0. O volume �nal da amada piezelétria

é igual a 81, 10% do volume total da amada. Nota-se na Fig. 6.9(a) que existem

pouas regiões de material intermediário (inza) omprovando a e�áia da ténia de

projeção om a esolha adequada dos oe�ientes de penalização do modelo PEMAP-P.

Na Fig. 6.9(b) observa-se uma grande região de polarização intermediária (inza), mas

que também oinide om as regiões onde não há material piezelétrio, podendo assim,

ser desonsiderada.

Figura 6.10: Resultado da otimização de orientação de �bras (a) e forma deformada (b)

do resultado pós-proessado para o aso 2 de oletores de energia de plaa. Em vermelho

está representada a amada de alumínio, e em azul e verde está representada a amada

piezelétria om polarização positiva e negativa, respetivamente.

Na Fig. 6.11 são apresentadas as distribuições de tensão meânia nas superfíies

inferior e superior das três amadas. A tensão máxima de Tsai-Wu na amada de �bra de

arbono é igual a 0,31, e as tensões máximas de von Mises nas amadas de alumínio e de
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material piezelétrio são iguais a 74,63 e 48,08 MPa, respetivamente, os quais obedeem

aos limites de tensão adotados no problema.
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Figura 6.11: Distribuição das tensões de Tsai-Wu da amada de �bra de arbono e de

von Mises das amadas de alumínio e de material piezelétrio para o aso 2 de oletores

de energia de plaa. Valores de tensão de von Mises em MPa.

Na Fig. 6.11, as imagens de ima e de baixo representam as superfíies superior e

inferior, respetivamente, onde os valores máximos da esala representam os limites de

tensão para ada ritério.

Analisando a topologia na Fig. 6.9(a) e a distribuição de tensões da Fig. 6.11,

observa-se que a OT neste segundo aso também distribuiu material próximo aos ontornos

da estrutura, omo no aso 1, também tentando evitar a região de engaste. Pode-se notar

agora que foi distribuído mais material do que no aso 1 (15% a mais), permitindo gerar

mais potênia pelo fato de ter mais material (e também pela otimização do sentido de

polarização, omo omentado anteriormente). Todavia, essa quantidade de material a

mais foi possível por ausa da adequada orientação das �bras na amada de �bra de

arbono, o qual, junto om a ausênia de material piezelétrio no entro da estrutura,

foram responsáveis pela redução dos valores de tensão em todas as amadas, já que o

desloamento máximo da estrutura é igual a 1,84 mm, menos do que no aso 1.
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A Tab. 6.1 apresenta os valores de potênia elétria gerada (℘), de tensão máxima de

von Mises na amada piezelétria (σpiezo
vmmax

) e na amada de alumínio (σAl
vmmax

), de tensão

máxima de Tsai-Wu na amada de �bra de arbono (σFC
twmax

) e de volume �nal da amada

piezelétria otimizada (Vot) para todos os asos apresentados.

Tabela 6.1: Dados dos resultados apresentados para o exemplo de oletores de energia de

asa.

℘ σpiezo
vmmax

σAl
vmmax

σFC
twmax

Vot

W MPa MPa %
aso 0 0,023 537,38 876,96 - -

aso 1 0,13 45,9 212,55 - 64,88

aso 2 0,21 48,08 74,63 0,16 81,10

O grá�o da Fig. 6.12 apresenta a resposta em frequênia do oletor de energia.

Analisando a linha azul que representa o aso 0, existe uma frequênia de ressonânia,

ujo valor é igual a 190 Hz, que está bem próxima à frequênia de exitação de 200 Hz.

Isso fez om que a potênia gerada tivesse um alto valor. Entretanto, as tensões nesse aso

ultrapassavam todos os limites de tensão estabeleidos no problema, omo apresentado

anteriormente.
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Figura 6.12: Grá�o logarítmio da resposta em frequênia dos três asos apresentados

anteriormente.

Nos asos 1 e 2, pode-se notar que a estrutura foi ajustada para que as frequênias

de ressonânia não �assem próximas à frequênia de exitação. Esse fen�meno pode ser
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justi�ado pela utilização da restrição de falha meânia, que impede que as amplitudes

de desloamento tenham valores muito altos.

No aso 1, representado pela linha verde, observa-se duas frequênias de ressonânia,

uma igual a 170 Hz e outra igual a 285 Hz. No aso 2, representado pela linha vermelha,

tem-se uma resposta bem pareida om a do aso 1, sendo que as frequênias são um pouo

inferiores, 145 e 265 Hz. Pode-se observar que, em ambos os asos, existe uma região de

estabilidade onde os valores de potênia elétria não são tão afetados pela mudança na

frequênia de operação. Essa região pode ser hamada de faixa de operação, que é uma

faixa de frequênia na qual o oletor de energia pode trabalhar gerando pratiamente

o mesmo valor de potênia. Entretanto, pode-se veri�ar que a faixa de operação do

aso 1 está em torno de 220 Hz, já no aso 2, essa faixa �a em torno de 200 Hz, ou

seja, o resultado do aso 2 apresenta melhor estabilidade na faixa de trabalho. Assim,

pode-se onluir que, no aso 2, a otimização simultânea da distribuição e da polarização

de material piezelétrio e da orientação das �bras do material ortotrópio, além de gerar

maiores valores de potênia elétria na frequênia de 200 Hz, foi possível ajustar a faixa

de operação para valores mais próximos da frequênia de exitação.

6.7 Exemplo 2

Neste exemplo, é utilizado um domínio de urvo representando uma estrutura de

meio ilindro, onforme apresentado na Fig. 6.13. As dimensões são apresentadas na

própria �gura e o raio utilizado na ténia de projeção é igual a 5 mm. Os ângulos das

orientações das �bras são também representadas na Fig. 4.18 onde o ângulo 0o segue

a direção irunferenial e 90o segue o eixo z. O sentido de polarização do material

piezelétrio segue a direção radial, sendo que a polarização positiva segue o sentido de

dentro para fora do ilindro. No aso 2, o substrato é dividido em duas amadas, uma de

�bra de arbono e uma de alumínio e suas espessuras são iguais a tc = 0, 35mm e ta = 0, 05

mm, respetivamente. Nesse aso, a amada de alumínio serve omo eletrodo para as

amadas piezelétrias, já que a amada de �bra de arbono não é ondutora de eletriidade.

As propriedades dos materiais utilizados podem ser enontrados no Apêndie C, sendo

que o material piezelétrio utilizado é o da Tab. C.3.

A estrutura está engastada no bloo inza esuro, omo pode ser visto na Fig. 6.13.

Entretanto, somente a amada de substrato está engastada, ou seja, a amada de material

piezelétrio está apenas olada sobre o substrato e não é presa no engaste. Essa abordagem

aproxima a modelagem de uma estrutura real, já que a �xação geralmente é feita apenas
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Figura 6.13: Domínio urvo de meio ilindro para o exemplo 2 do projeto de oletores de

energia. Medidas em mm.

no substrato. A exitação de base tem amplitude igual a u = 1 mm somente na direção

x, omo mostrado na Fig. 6.13(b) e a frequênia de exitação é igual a fω = 200 Hz pois

está próxima a uma frequênia de ressonânia, frequênia na qual são gerados os maiores

valores de potênia elétria. A frequênia angular ω é igual a ω = 2πfω. A resistênia

elétria utilizada tem valor igual a R = 300Ω.

Uma análise de onvergênia da malha de elementos �nitos revelou que a onvergênia

dos valores de potênia elétria e de tensão meânia é obtida quando a estrutura é dividida

em 20 elementos na direção z e 30 elementos na direção irunferenial. Não foi utilizada

uma malha mais re�nada pois o elemento de asa multi-amadas utilizado, junto om o

método OMD, são muito ustosos omputaionalmente.

A Fig. 6.14 apresenta a forma deformada da estrutura sem apliar nenhuma

otimização, ou seja, a amada de material piezelétrio está totalmente heia e om

polarização positiva Contudo, omo a potênia é uma função módulo, o sentido de

polarização não faz diferença. Esse aso será hamado de aso 0, e obteve-se uma potênia

elétria gerada igual a 1,13 W.

Além disso, analisando a distribuição de tensões da Fig. 6.15, nota-se que existem

regiões nas duas amadas que apresentam tensões aima do limite do material. Na amada

de alumínio, o valor máximo de von Mises é igual a 513,42 MPa e na amada de material

piezelétrio é igual a 347,38 MPa, ou seja, estão muito aima dos limites de esoamento do
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Figura 6.14: Forma deformada da estrutura para o aso 0 de oletores de energia de

asa, ou seja, sem otimização, om a amada piezelétria totalmente heia e polarização

positiva.

alumínio e de despolarização do material piezelétrio, respetivamente. Os altos valores

de tensão são deorrentes do alto valor da amplitude de osilação da estrutura, que nesse

aso hega a ser igual a 8,57 mm. Essas altas amplitudes são geradas pela vibração da

grande quantidade de massa que a estrutura possui, já que o material piezelétrio tem alto

valor de densidade. Assim, a restrição de falha meânia torna-se neessária no projeto de

oletores de energia om o objetivo de reduzir as amplitudes de vibração aliviando assim,

as tensões na estrutura.

As Figs. 6.16(a) e 6.16(b) referem-se aos resultados de otimização de topologia e de

polarização para o aso 1 e a Fig. 6.17 apresenta sua respetiva deformada pós-proessada.

O valor da potênia elétria obtida neste aso é igual a 0,26 W (0,22 W para o resultado

pós-proessado), 4,34 vezes menor que no aso 0. Essa redução no valor da potênia

elétria é devido, prinipalmente, à restrição de falha meânia que agora é obedeida.

Ou seja, os valores máximos de tensão de von Mises para as amadas de alumínio e de

material piezelétrio são iguais a 205,21 e 49,98 MPa, respetivamente, omo podem ser

observados na Fig. 6.18. A amplitude de desloamento máxima na estrutura é igual a

1,7 mm, 2,6 vezes menor que no aso 0. Assim, embora esse resultado produza um valor

menor de potênia elétria, pode-se garantir que nenhuma das amadas ultrapassa seu

respetivo limite de tensão.

O volume �nal da amada piezelétria é igual a 56, 55% do volume total da amada.

Nota-se na Fig. 6.16(a) que existem algumas regiões de material intermediário (inza),

ou seja, a metodologia utilizada não onseguiu eliminar essas regiões indesejáveis, mas
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Figura 6.15: Duas vistas da distribuição das tensões de von Mises das superfíies rítias

das amadas de alumínio e de material piezelétrio para o aso 0 de oletores de energia

de asa. Valores de tensão em MPa, onde os valores máximos da esala representam os

limites de tensão.

onseguiu minimizar a sua oorrênia. Na Fig. 6.16(b) observa-se uma grande região

de polarização intermediária (inza), mas que oinide om as regiões onde não há

material piezelétrio, podendo assim, ser desonsiderada. Na Fig. 6.18 são apresentadas

as distribuições de tensão meânia nas superfíies inferior e superior das duas amadas.

Agora para o aso 2, as Figs. 6.19(a), 6.19(b) e 6.20 referem-se aos resultados de

otimização de topologia, de polarização e de orientação e a Fig. 6.21 apresenta sua

respetiva deformada do resultado pós-proessado.

O valor da potênia elétria obtida neste aso é igual a 0,28 W (0,21 W para o

resultado pós-proessado), 4,03 vezes menor que no aso 0, mas 7% maior que no aso 1.

Os valores de tensão meânia são ainda menores que no aso 1, sendo 54,32 e 43,10 MPa

para as amadas de alumínio e de material piezelétrio, respetivamente, e 0,16 para a

amada de �bra de arbono. Ou seja, a otimização da orientação das �bras ontribuiu

para a redução do valor da tensão máxima na estrutura, permitindo maior quantidade de
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Figura 6.16: Resultado da otimização de topologia (a) e de polarização (b) das amadas

piezelétrias para o aso 1 de oletores de energia de asa, representados em duas vistas.

material no resultado �nal, aumentando assim a potênia gerada, que é maior do que no

aso 1. A amplitude máxima de desloamento na estrutura é igual a 1,7 mm, a metade

do valor obtido no aso 1. Ou seja, a estrutura �ou mais rígida que no aso 1, mas gera

mais potênia.

Na Fig. 6.22 são apresentadas as distribuições de tensão meânia nas superfíies

inferior e superior das três amadas. As imagens de ima e de baixo representam

as superfíies superior e inferior, respetivamente, onde os valores máximos da esala

representam os limites de tensão para ada ritério. Como o máximo valor de Tsai-Wu

na amada e �bra de arbono é igual a 0,16, optou-se por não apresentar a distribuição

dos valores de Tsai-Wu.
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Figura 6.17: Forma deformada do resultado pós-proessado para o aso 1 de oletores

de energia de asa. Em vermelho está representada a amada de alumínio, e em azul

e verde está representada a amada piezelétria om polarização positiva e negativa,

respetivamente.
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Figura 6.18: Duas vistas da distribuição das tensões de von Mises das superfíies rítias

das amadas de material piezelétrio para o aso 1 de oletores de energia de asa. Valores

de tensão em MPa, onde os valores máximos da esala representam os limites de tensão.
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Figura 6.19: Resultado da otimização de topologia (a) e de polarização (b) das amadas

piezelétrias para o aso 2 de oletores de energia de asa, representados em duas vistas.

A Tab. 6.2 apresenta os valores de potênia elétria gerada (℘), de tensão máxima de

von Mises na amada piezelétria (σpiezo
vmmax

) e na amada de alumínio (σAl
vmmax

), de tensão

máxima de Tsai-Wu na amada de �bra de arbono (σFC
twmax

) e de volume �nal da amada

piezelétria otimizada (Vot) para todos os asos apresentados.

Tabela 6.2: Dados dos resultados apresentados para o exemplo de oletores de energia de

asa.

℘ σpiezo
vmmax

σAl
vmmax

σFC
twmax

Vot

W MPa MPa %
aso 0 1,13 347,38 513,42 - -

aso 1 0,26 49,98 205,21 - 56,55

aso 2 0,28 43,10 54,32 0,16 90,84
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Figura 6.20: Resultado da otimização de orientação de �bras para o aso 2 de oletores

de energia de asa.

Figura 6.21: Forma deformada do resultado pós-proessado para o aso 2 de oletores

de energia de asa. Em vermelho está representada a amada de alumínio, e em azul

e verde está representada a amada piezelétria om polarização positiva e negativa,

respetivamente.

O grá�o da Fig. 6.23 apresenta a resposta em frequênia do oletor de energia.

Analisando a linha azul que representa o aso 0, existe uma frequênia de ressonânia,

ujo valor é igual a 190 Hz, que está bem próxima à frequênia de exitação de 200 Hz.

Embora o valor da potênia elétria gerada neste aso ser baixo, as deformações são altas,

gerando altos valores de tensões meânias que ultrapassam todos os limites de tensão

estabeleidos no problema, omo apresentado anteriormente.

Nos asos 1 e 2, pode-se notar que a estrutura foi ajustada para que as frequênias

de ressonânia não �assem próximas à frequênia de exitação. Esse fen�meno pode ser

justi�ado, novamente, pela utilização da restrição de falha meânia, que impede que as

amplitudes de desloamento tenham valores muito altos.
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Figura 6.22: Duas vistas da distribuição das tensões de von Mises da superfíie rítia das

amadas de material piezelétrio para o aso 2 de oletores de energia de asa. Valores

de tensão em MPa, onde os valores máximos da esala representam os limites de tensão.

No aso 1, representado pela linha verde, nota-se que a frequênia de ressonânia

aiu para, aproximadamente, 175 Hz, e no aso 2, representado pela linha vermelha, a

frequênia reduziu ainda mais, e �ou igual a 140 Hz. Na frequênia de exitação de

200 Hz, pode-se observar que os valores de potênia elétria gerados pelos asos 1 e 2

são pratiamente iguais. Entretanto, pode-se veri�ar que no aso 2, existe uma faixa

de frequênia em torno da frequênia de 200 Hz que apresenta uma boa estabilidade

nos valores de potênia elétria gerada. Essa faixa normalmente é hamada de faixa

de operação. Já no aso 1, essa faixa de operação �a entre 260 e 280 Hz. Essa faixa

de estabilidade é importante para que a estrutura não seja tão sensível om relação às

mudanças no valor da frequênia de operação, ou seja, se por algum motivo qualquer, a

frequênia de exitação aumenta ou diminui, o valor da potênia gerada não tende a se

alterar.
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Figura 6.23: Grá�o logarítmio da resposta em frequênia dos três asos apresentados

anteriormente.

6.8 Disussão

Assim, onsiderando os exemplos apresentados do projeto de oletores de energia,

nota-se que é neessário utilizar restrições de tensão meânia para garantir que os valores

de tensão não ultrapassem ertos limites. No aso do material piezelétrio, sua tensão

limite de despolarização é muito baixa, fazendo om que essa amada sempre seja a

amada rítia.

A otimização de distribuição de material foi essenial para essa redução nos valores

de tensão, já que reduzindo a quantidade de material piezelétrio, reduz-se as amplitudes

de vibração da estrutura, aliviando as tensões. Já a otimização de polarização se mostrou

importante para aproveitar as deformações de tração e ontração existentes no modo

em que a estrutura vibra. Finalmente, a otimização de orientação de �bras ontribuiu

para que a estrutura �asse mais rígida em algumas regiões, permitindo maior volume de

material e, onsequentemente, maior geração de potenial elétrio e portanto, de energia

elétria, om tensões meânias reduzidas.
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7 CONCLUSÕES

Utilizando MOT, foi desenvolvida uma metodologia genéria para o projeto

de transdutores piezoompósitos de asa multi-amada onsiderando a otimização

simultânea de distribuição e polarização de material piezelétrio e da orientação das �bras

do material ortotrópio, sujeita à uma restrição global de tensão meânia. A metodologia

proposta foi utilizada para apliações de atuadores, sensores e oletores de energia.

No aso de atuadores, foi visto que a restrição de falha meânia não é neessária,

já que os desloamentos são pequenos e podem ser ontrolados pelo potenial elétrio

apliado. A utilização do modelo PEMAP-P junto om a ténia de projeção om a função

�degrau� se mostrou bastante e�az na obtenção de resultados pratiamente disretos,

ou seja, om distribuição 0�1. Também foi visto que, ao otimizar simultaneamente a

distribuição de material junto om o sentido de polarização, foram riadas topologias

om sentido de polarização opostos na mesma amada. Isso signi�a que, ao apliar o

mesmo potenial, algumas regiões devem se ontrair, e outras estender, melhorando assim

o ontrole dos desloamentos gerados. Além disso, a otimização da orientação das �bras

se mostrou uma opção para deixar o substrato mais �exível sem ter que retirar material

dele, e assim, maximizando os desloamentos desejados.

No aso de sensores, foi mostrado que a restrição de falha meânia é essenial para se

obter uma topologia ótima que respeite os limites de tensão de ada tipo de material. Foi

observado também que a otimização da polarização auxilia na maximização do potenial

elétrio já que podem existir regiões om deformação de tração e de ompressão na

estrutura deformada. Já a otimização das �bras faz om que as regiões om maiores

deformações �quem mais rígidas, resultando em valores de tensão meânias abaixo dos

limites, e para as regiões de baixa deformação, a amada de �bra de arbono tende a �ar

mais �exível, possibilitando maior geração de potenial elétrio.

Já no aso dos oletores de energia, a adequada distribuição de material e de orientação

de �bras foram esseniais para a redução dos valores de tensão meânia na estrutura,

uma vez que no problema dinâmio tem-se o fen�meno da ressonânia, ou seja, são
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frequênias na qual a estrutura vibra om amplitude máxima. Assim, a OT neste aso

distribui o material e orienta as �bras adequadamente para que a vibração da estrutura

seja ontrolada a níveis aeitáveis de tensão, e força que exista uma faixa de operação

estável próxima à frequênia de exitação. Já a polarização, novamente, se adequa à

deformações da estrutura de forma a aproveitar tanto as deformações de tração quanto

as de ompressão.

Os resultados estátios de atuadores e sensores apresentaram topologias pratiamente

disretas, ou seja, 0�1. Assim, p�de se omprovar a e�áia da ombinação do modelo

de material PEMAP-P (KÖGL; SILVA, 2005) (om esolha adequada dos oe�ientes de

penalização) om a ténia de projeção om a função �degrau�, proposta por Guest,

Asadpoure e Ha (2011). Nesse estudo entretanto, os resultados dinâmios de oletores

de energia apresentaram algumas regiões de valores intermediários de pseudodensidade.

Notou-se que essas regiões de pseudodensidade intermediárias são deorrentes da

instabilidade do problema dinâmio, já que este pode envolver modos naturais de vibração.

Entretanto neste trabalho mostrou-se que o uso adequado dos oe�ientes de penalização

pode minimizar o apareimento das pseudodensidades intermediárias.

Assim, este trabalho traz uma abordagem inovadora no projeto de transdutores

piezoompósitos de asa multiamada.

7.1 Sugestão de Trabalhos Futuros

Como prinipal sugestão de trabalhos futuros, pode ser implementada uma formulação

para a araterização experimental dos transdutores aqui menionados, otimizados

utilizando a metodologia proposta nesta tese. Entretanto, omo foi dito no apítulo de

atuadores, algumas restrições de manufatura devem ser onsideradas, omo por exemplo,

o agrupamento de regiões om a mesma orientação de �bras, já que métodos atualmente

disponíveis não onseguem altas disretizações de elementos.

Quanto à geometria, pode-se iniialmente projetar transdutores de plaas, utilizando

erâmias piezelétrias planas, que são failmente enontradas. Em seguida, para fabriar

os transdutores om superfíies urvas, sugere-se utilizar os materiais piezelétrios �brosos

(WILKIE et al., 2006; PARK et al., 2010a; KIM; SOHN; CHOI, 2011), ou �Maro Fiber

Composite� (MFC) omo são onheidos na literatura. Esses materiais podem ser olados

em estruturas urvas pois são �exíveis, omo mostra a Fig. 7.1 de um MFC.

Entretanto, esses materiais não foram utilizados nesta tese pois não há na literatura
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Figura 7.1: Materiais piezelétrios �brosos, ou MFC.

um trabalho sobre a araterização das propriedades desse tipo de material. O que é

omumente utilizado, são propriedades homogeneizadas misturando-se as propriedades

de um material piezelétrio om as de uma resina. Nesse sentido, sugere-se que se faça

uma validação de resultados numérios e experimentais de uma estrutura simples para

avaliar a diferença que o modelo numério pode apresentar, e então utilizá-lo na otimização

e na fabriação de protótipos otimizados.
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Apêndie A -- MEF Piezelétrio

A.1 De�nição do Sistema de Coordenadas Nodal-Loal

O sistema de oordenadas nodal-loal é obtido onsiderando-se a orientação do sistema

de oordenadas naturais (veja Fig. 2.3) e os eixos do sistema de oordenadas globais.

Portanto, as funções de forma do elemento e as oordenadas globais de ada nó são

utilizados. Assim, as oordenadas naturais nodais para r e s (utilizadas para alular as

funções de forma) são dadas na Tab. A.1.

Tabela A.1: Coordenadas naturais r e s
para os nós de um elemento.

Nó (ne) 1 2 3 4 5 6 7 8

r 1 -1 -1 1 0 -1 0 1

s 1 1 -1 -1 1 0 -1 0

Utilizando esses pontos, dois vetores auxiliares podem ser alulados para ada nó k

do domínio:

v1k =

{
q∑

ne=1

xne
∂Nne

∂r

q∑

ne=1

yne
∂Nne

∂r

q∑

ne=1

zne
∂Nne

∂r

}T

v2k =

{
q∑

ne=1

xne
∂Nne

∂s

q∑

ne=1

yne
∂Nne

∂s

q∑

ne=1

zne
∂Nne

∂s

}T
(A.1)

onde Nne e xne são as funções de forma e as oordenadas globais x do nó ne,

respetivamente, e q é o número de nós em ada elemento (q = 8 neste trabalho). Ou

seja, para ada nó k do domínio, todos os nós ne dos elementos à que k pertene devem

ser onsiderados para alular seu sistema de oordenada nodal.

Assim, o vetor normal à superfíie média no nó k pode ser alulado por:

V

k
n =

v1k × v2k

‖v1k × v2k‖
(A.2)
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Entretanto, se um nó k pertene a mais de um elemento, a Eq. (A.2) deve ser alulada

para ada elemento ao redor de k, e então, eles devem ser somados e normalizados pela

seguinte expressão:

V

k
n =

en∑

e=1

V

ke
n

∥
∥
∥
∥

en∑

e=1

V

ke
n

∥
∥
∥
∥

(A.3)

onde en é o número de elementos aos quais o nó k pertene.

Utilizando V

k
n e os eixos do sistema de oordenada global, os vetores unitários

tangentes à superfíie média no nó k podem ser alulados por:

V

k
1 =

ey ×V

k
n∥

∥
∥
∥
ey ×V

k
n

∥
∥
∥
∥

V

k
2 = V

k
n ×V

k
1

(A.4)

onde ey = [0 1 0]. Se Vk
n é paralelo à ey, então V

k
1 = ez.

A.2 Obtenção da matriz elástia C para materiais

isotrópios e ortotrópios

Para obter a matriz elástia na forma



E =















c11 c12 c13 0 0 0

c12 c22 c23 0 0 0

c13 c23 c33 0 0 0

0 0 0 c66 0 0

0 0 0 0 c44 0

0 0 0 0 0 c55















(A.5)
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a partir dos módulos de Young (Ei) e oe�ientes de Poisson (νij) de materiais isotrópios

e ortotrópios, é neessário inverter a seguinte matriz

̄ =















1
E1

−ν21
E2

−ν31
E3

0 0 0

−ν12
E1

1
E2

−ν32
E3

0 0 0

−ν13
E1

−ν23
E2

1
E3

0 0 0

0 0 0 1
G12

0 0

0 0 0 0 1
G23

0

0 0 0 0 0 1
G31















(A.6)

onde Gij = Ei/2(1 + νij) e
νij
Ei

=
νji
Ej

Para materiais isotrópios, os valores de E, ν e G são iguais para todas as direções.

Já para materiais ortotrópios, tem-se E3 = E2, ν31 = ν21. Assim:



E = ̄

−1
(A.7)
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Apêndie B -- Validação do MEF

Implementado

Para que o MOT tenha um bom desempenho na obtenção de topologias ótimas, é

muito importante que as análises feitas pelo MEF estejam orretas e preisas. Assim é

neessário validar o MEF implementado omparando-o om análises feitas por algum

método analítio, por algum software omerial de elementos �nitos ou por análises

apresentadas em artigos na literatura utilizando elementos já bem fundamentados.

Nesta seção é apresentada a validação do MEF de asa multi-amada piezoompósita

utilizada neste trabalho. A validação é feita omparando-se resultados de análises

utilizando o MEF implementado om resultados de análises apresentados por Kögl e

Bualem (2005a) e por Balamurugan e Narayanan (2008), e om o software omerial

Ansys.

São apresentados 5 exemplos para validar o MEF implementado:

1.atuador bilaminar plano somente om material piezelétrio;

2.sensor de plaa om uma amada de material piezelétrio;

3.atuador de asa piezoompósito, om material piezelétrio e ortotrópio;

4.oletor de energia em regime harm�nio om iruito elétrio aoplado;

5.travamento por isalhamento.

Nos 4 primeiros itens, são avaliados os valores de desloamentos ou de potenial

elétrio gerado pelo material piezelétrio. Já no item 5 é feita uma veri�ação se o

elemento implementado apresenta ou não o problema de travamento por isalhamento

(�shear loking�).

O elemento de asa piezoompósito implementado passa a ser representado pela

sigla PCS8 (�PiezoComposite Shell� om 8 nós) de modo a failitar sua identi�ação nas

omparações das seções a seguir.
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B.1 Atuador Bilaminar Plano

Neste primeiro exemplo, é avaliada uma viga bilaminar piezelétria plana representada

na Fig. B.1.

PSfrag replaements
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Figura B.1: Modelo da viga bilaminar piezelétria.

Este é um exemplo lássio de atuador bilaminar que onsiste em duas amadas

piezelétrias (propriedades do PZT podem ser enontradas na Tab. C.3 do Apêndie C)

om espessuras h1 e h2, atuadas pelos poteniais elétrios ∆φ1 e ∆φ2, respetivamente.

A viga tem dimensões iguais a l1 = 100 mm e l2 = 20 mm, e é engastada em x = 0.

São apliados ampos elétrios invertidos em ada amada, pois, enquanto uma amada

estia, a outra ontrai, provoando um movimento de �exão na viga. Os ampos elétrios

são iguais a E1 = −E2 = −10 V/mm. Considerando que a polarização é de�nida ao

longo da espessura no sentido positivo de z na Fig. B.1 e que o ampo elétrio pode ser

alulado omo E = −∆φ/h, é possível obter os valores de poteniais elétrios apliados

em ada amada por ∆φ = −Eh. Neste exemplo, a espessura da amada 1 é �xa e tem

valor igual a h1 = 1 mm e portanto, ∆φ1 = 10 V. Já h2 é variável om valores iguais a

10, 1 e 0,1 mm resultando em ∆φ2 igual a -100, -10 e -1 V, respetivamente. A Tab. B.1

mostra os desloamentos vertiais no ponto A para os 3 asos de espessuras h2, obtidos

utilizando o elemento PCS8 e omparando-o om os resultados apresentados por Kögl e

Bualem (2005a), que utiliza o elemento MITC9, e Balamurugan e Narayanan (2008),

que utiliza um elemento piezelétrio de asa degenerado de 9 nós, representado aqui por

PLS9.

Analisando a Tab. B.1 nota-se que os resultados obtidos para o elemento PCS8

apresentam exelente onordânia om os resultados apresentados por Kögl e Bualem

(2005a) e Balamurugan e Narayanan (2008), sendo que a diferença entre os resultados

apresentados é inferior a 6%. Assim, por apresentar valores baixos de diferenças entre
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Tabela B.1: Desloamento vertial no ponto A.

h1 h2 PCS8 MITC9-P PLS9

(mm) (mm) (µm) (µm) (µm)

1 10 0,78 0,78 0,76

1 1 15,31 15,39 15,29

1 0,1 7,91 7,94 7,88

outros modelos, pode-se onluir que o elemento implementado apresenta exelente

desempenho na obtenção do ampo de desloamentos no aso de um atuador bilaminar.

B.2 Sensor de Plaa Piezelétrio

No segundo exemplo utilizado para validar o MEF implementado, é avaliado o

desempenho de um sensor piezelétrio multi-amada de plaa. O modelo onsiste em

uma plaa metália quadrada de lados la = 100 mm e espessura igual a ha = 1 mm

no qual são aoplados quatro sensores piezelétrios quadrados de lados lp = 25 mm e

espessura igual a hp = 0, 1 mm. Uma representação deste modelo pode ser visto na

Fig. B.2, a qual mostra também o posiionamento dos sensores sobre a plaa. A estrutura

está engastada em x = 0 e uma força distribuída igual a t = 0.1 N/mm é apliada ao

longo de metade do lado y = 0, omo mostra a Fig. B.2. Os materiais utilizados são o

alumínio e o PZT (KÖGL; BUCALEM, 2005a) e as propriedades desses materiais podem

ser enontradas, respetivamente, nas Tabs. C.1 e C.3 no Apêndie C.
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Figura B.2: Modelo de um sensor de plaa piezelétrio.

Os poteniais elétrios ∆φ1 a ∆φ4 (gerados nos sensores 1 a 4 respetivamente) e o

desloamento vertial uA
z no ponto A são apresentados na Tab. B.2. Os resultados obtidos
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Tabela B.2: Poteniais elétrios ∆φ1 a ∆φ4 [V℄ e desloamento uA
z [mm℄.

Elemento Malha ∆φ1 ∆φ2 ∆φ3 ∆φ4 uA
z

MITC4-P 8×8 16,879 9,751 2,912 4,305 2,247

MITC4-P 64×64 16,483 9,570 2,881 4,172 2,263

MITC9-P 8×8 16,608 9,643 2,902 4,205 2,263

MITC9-P 24×24 16,391 9,508 2,887 4,140 2,267

HEX20-P 24×24×4 16,654 9,667 2,908 4,215 2,261

PCS8 8×8 16,898 9,879 3,144 4,276 2,268

PCS8 24×24 16,521 9,594 2,968 4,182 2,268

PCS8 64×64 16,473 9,559 2,921 4,164 2,268

utilizando o elemento implementado PCS8 são omparados om os dados apresentados

por Kögl e Bualem (2005a).

Analisando a Tab. B.2, onlui-se que o elemento implementado PCS8 utilizado omo

sensor está em exelente onordânia om os elementos MITC4-P, MITC9-P e HEX20-P

apresentados por Kögl e Bualem (2005a).

B.3 Atuador de Casa Piezoompósito

O próximo exemplo onsiste numa estrutura de asa na forma de 1/4 de ilindro,

omposta por quatro amadas de material ortotrópio e uma amada de material

piezelétrio, onforme representado na Fig. B.3. A estrutura é engastada nas duas

bordas z = 0 e y = 0 somente da amada piezelétria. Duas diferentes on�gurações

de empilhamento de amadas são onsideradas, [0/90/90/0/p] e [p/0/90/90/0], onde p

representa a amada piezelétria e os valores 0 e 90 representam o ângulo de orientação

das �bras do material ortotrópio, ujas direções estão representadas na Fig. B.3.

O raio R = 200 mm é onsiderado na linha média da amada mais interna e o

omprimento é igual a l = Rπ/2 mm. Cada amada ortotrópia tem espessura igual a

hc = 0.375 mm e a amada piezelétria tem espessura igual a hp = 0, 5 mm, totalizando

h = 2 mm. Neste exemplo, é feita a validação para o aso de atuadores urvos, medindo o

desloamento radial na linha z = l/2 deorrente da apliação de um potenial elétrio igual

a ∆φ = 200 V na amada piezelétria. Assim, além de se onsiderar a estrutura urva de

asa, é avaliado também o omportamento da orientação das �bras da amada de material

ortotrópio, ou seja, veri�a-se a in�uênia da orientação das �bras no desloamento

gerado pela atuação do material piezelétrio.

As propriedades do material piezelétrio podem ser enontradas na Tab. C.4. Para
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Figura B.3: Modelo de um atuador de asa piezoompósito.
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Figura B.4: Desloamento radial normalizado w/h ao longo da linha média em z = l/e
da primeira amada.

o material ortotrópio, é utilizado a �bra de arbono om matriz de epóxi, ujas

propriedades podem ser enontradas na Tab. C.5.

Na Fig. B.4 é mostrado o per�l dos desloamentos radiais ao longo da linha média
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da primeira amada para z = l/2. A linha azul ontínua representa o resultado

obtido utilizando o elemento PCS8, enquanto as linhas traejadas vermelha e verde

representam os resultados obtidos por Balamurugan e Narayanan (2008) e Saravanos

(1997), respetivamente. Analisando os grá�os da Fig. B.4, nota-se que os resultados

obtidos utilizando o elemento implementado e os da literatura são bem próximos,

validando o MEF de asa piezoompósito multi-amadas.

B.4 Coletor de Energia em Regime Harm�nio om

Ciruito Elétrio Aoplado

Nesta seção é apresentada a validação do MEF implementado para oletores de

energia operando em regime harm�nio om exitação de base, ontendo um iruito

elétrio (resistor) aoplado nos eletrodos da erâmia piezelétria. O MEF implementado

é omparado om a modelagem feita no software omerial Ansys. Entretanto, omo o

ANSYS não possui elemento de asa piezelétrio, a omparação é feita om o elemento

sólido SOLID5 que possui graus de liberdade meânios e elétrios.

Na Fig. B.5 é apresentada uma representação da geometria do domínio utilizado neste

exemplo, o qual onsiste numa estrutura de 1/4 de ilindro om dimensões l1 = 0, 05 mm,

r = 0, 1 mm, h1 = 1 mm e h2 = 0, 5 mm. O raio r é medido do entro do ilindro até a

linha média da primeira amada. A estrutura é engastada numa base (representada pelo

bloo inza na Fig. B.5) que vibra somente na direção z om amplitude de 1 mm.

Os materiais utilizados são: alumínio e PZT para as amadas interna (vermelha) e

externa (azul), respetivamente. As propriedades desses materiais podem ser enontrados

nas Tabs. C.1 e C.3, respetivamente.

Neste aso, é feita uma análise harm�nia (resposta em frequênia) entre 0 e

2000Hz om passo de 10Hz (faixa de frequênia aleatória somente para veri�ação) om

amorteimento estrutural β = 10−5
e om um resistor de R = 1000Ω aoplado aos

eletrodos do material piezelétrio.

A Fig. B.6 mostra o grá�o da resposta em frequênia das duas análises, a linha azul

representando o elemento implementado PCS8 e a linha vermelha, o elemento SOLID5

do Ansys. Nesse grá�o é possível observar que os valores de potênia elétria obtidos

utilizando o PCS8 estão bem próximos om os valores obtidos om o elemento SOLID5

do Ansys. Entretanto, próximo às frequênias de ressonânia de 180 Hz e 560 Hz, existe

uma diferença bastante signi�ativa entre os valores obtidos nos modelos, que pode
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ter sido ausada pela diferença do algorítimo utilizado pelo Matlab e pelo Ansys para

resolver sistemas lineares, pela diferença do tipo de elemento utilizado ou pela própria

singularidade ausada no sistema de equações de equilíbrio quando hega próximo à

ressonânia. Contudo, essa diferença entre valores na ressonânia não invalida elemento

PCS8.
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Figura B.6: Grá�o da resposta em frequênia do modelo apresentado entre 0 e 2000 Hz.

No grá�o da Fig. B.7 é apresentada novamente a resposta em frequênia para a

mesma faixa de 0 a 2000 Hz, om a diferença que o valor no eixo das ordenadas representa o
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logaritmo na base 10 da potênia elétria. Assim, é possível observar om mais preisão os

valores das frequênias de ressonânia nessa faixa de frequênia analisada. Desse grá�o,

nota-se que os valores de frequênia de ressonânia obtidos pelo PCS8 está pratiamente

igual aos valores obtidos utilizando o SOLID5 do Ansys.
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Figura B.7: Grá�o logarítmio da potênia elétria em função da frequênia do modelo

apresentado entre 0 e 2000 Hz.

Já as Figs. B.8 e B.9 apresentam a resposta em frequênia de duas faixas de frequênia

(400�700 Hz e 1200�1500 Hz) om maior preisão (passo de 1Hz) para avaliar melhor

os valores de potênia obtidos. A Fig. B.8 mostra o grá�o próximo à frequênia de

ressonânia de 560 Hz que apresenta uma diferença signi�ativa entre os valores obtidos

pelos modelos, hegando a 30% no ponto máximo da ressonânia, porém na região estável

do grá�o, essa diferença não passa de 5%. Já a Fig. B.9 apresenta o grá�o próximo

da frequênia de 1350 Hz que, apesar dos valores estarem pratiamente iguais, existe

uma diferença no valor da frequênia de ressonânia, ausando uma defasagem em todo

o grá�o do PCS8. Entretanto, essa diferença é menor que 2%, o que não prejudia na

validação do MEF.
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Figura B.8: Grá�o da resposta em frequênia do modelo apresentado entre 400 e 700 Hz

om intervalo de 1 Hz.
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Figura B.9: Grá�o da resposta em frequênia do modelo apresentado entre 1200 e 1500

Hz om intervalo de 1 Hz.

B.5 Travamento por Cisalhamento

Dependendo do tipo de elementos de plaa e asa utilizados no MEF, o modelo

pode estar sujeito ao efeito hamado de travamento por isalhamento (ou �shear loking�)

quando a razão de aspeto da estrutura (razão entre omprimento e espessura) for muito

grande (BATHE, 1996; KÖGL; BUCALEM, 2005b, 2005a). O �shear loking� faz om que

estruturas muito �nas tenham rigidez arti�ial muito grande, omprometendo a solução

da análise da estrutura. Assim, se não houver um tratamento para evitar o �shear loking�,

todo o proedimento de otimização topológia pode ser invalidado.

Neste trabalho, é implementado o elemento de asa piezoompósito de 8 nós. Para

evitar o �shear loking�, é utilizada a integração reduzida seletiva, ou seja, na integração

numéria para obtenção das matrizes de rigidez, são utilizados 9 pontos de Gauss para os
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efeitos de membrana e �exão e 4 pontos para os efeitos de isalhamento. Para veri�ar se

este proedimento está ou não sujeito aos efeitos do �shear loking�, é utilizada a mesma

abordagem utilizada por Kögl e Bualem (2005a). Neste trabalho, os autores onsideram

uma plaa quadrada metália (Aço) om um sensor piezelétrio aoplado em sua superfíie

superior. Os autores a�rmam que, quanto menor for a espessura do sensor piezelétrio,

menor deverá ser a sua in�uênia na rigidez total da estrutura. Os autores ainda mostram

que, se nenhuma ténia for utilizada para prevenir o �shear loking�, diferenças maiores

que 16% podem ser enontradas no ampo de desloamentos da estrutura.

Considere uma plaa de aço quadrada de lado igual a l = 1000 mm e espessura igual

a h0. Uma amada piezelétria de tamanho 1000 mm × 200 mm e espessura igual a h1

é olada na superfíie superior da plaa de aço onforme apresentado na Fig. B.10. A

estrutura é engastada em x = 0 e uma força distribuída tz = 1 N/m é apliada em x = l.

Os álulos são feitos para uma malha de 10×10 elementos na amada de aço e 10×2
elementos na amada de PZT. As propriedades do aço e do PZT utilizados podem ser

onferidos nas Tabs. C.2 e C.3, respetivamente.
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Figura B.10: Modelo utilizado para veri�ação do efeito de �shear loking�.

Os resultados para o desloamento vertial uC
z no ponto C (vide Fig. B.10) são obtidas

para diferentes espessuras h0 e h1. Na Tab. B.3 são apresentados os valores da razão

uC
z /u

C,ref
z , onde uC,ref

z é o desloamento vertial no ponto C sem a amada piezelétria.

Assim, quanto menor for a espessura h1, a razão uC
z /u

C,ref
z deve onvergir para 1. Os

dados para os elementos MITC e isoparamétrio foram obtidos do trabalho de Kögl e

Bualem (2005a).

Analisando a Tab. B.3, nota-se que os resultados utilizando o elemento implementado

PCS8 apresenta resultados idêntios ao do elemento MITC apresentado por Kögl e
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Tabela B.3: Efeito do travamento para �nas amadas de material piezelétrio.

h0 [mm℄ 1 10

h1/h0 PCS8 MITC isop. PCS8 MITC isop.

0,1 0,976 0,976 0,077 0,976 0,976 0,819

0,01 0,998 0,998 0,363 0,998 0,998 0,978

0,001 1,000 0,999 0,836 1,000 1,000 0,998

Bualem (2005a). Como era esperado, onforme a espessura da amada piezelétria

diminui, sua rigidez se torna desprezível om relação à rigidez total da estrutura.

Entretanto, os resultados utilizando o elemento isoparamétrio sem tratamento do �shear

loking� (apresentado por Kögl e Bualem (2005a)) são fortemente afetados pela amada

piezelétria quando h0 = 1 mm.

B.6 Conlusão

A partir dos exemplos apresentados anteriormente, pode-se onluir que o elemento

implementado neste trabalho apresenta ótimo desempenho na modelagem de estruturas

�nas de asa e plaa multi-amadas, onsiderando atuação, sensoriamento e oleta de

energia, operando nos regime estátio e dinâmio amorteido, e om a possibilidade de

se utilizar materiais ortotrópios de forma a modi�ar a rigidez da estrutura onforme o

ângulo da orientação das �bras, sem apresentar travamento por isalhamento.
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Apêndie C -- Propriedade dos Materiais

Tabela C.1: Propriedades do Alumínio

E = 71 GPa ν = 0, 334 ρ = 2700 kg/m

3 σy = 300 MPa

Tabela C.2: Propriedades do Aço

E = 210 GPa ν = 0, 3

Tabela C.3: Propriedades do material piezelétrio utilizado por Kögl e Bualem (2005a).

C11 = 107,60 GPa e31 = -9,6 C/m2 ρ = 7800 kg/m3

C12 = 63,12 GPa e33 = 15,1 C/m2 σd = 50 MPa

C13 = 63,85 GPa e15 = 12,0 C/m2

C33 = 100,40 GPa ǫ11 = 1936ǫ0 F/m
C44 = 19,62 GPa ǫ33 = 2109ǫ0 F/m
C66 = 22,24 GPa ǫ0 = 8, 854× 10−12

Tabela C.4: Propriedades do material piezelétrio utilizado por Balamurugan e Narayanan

(2008).

C11 = 139,00 GPa e31 = -14,8 C/m2 ρ = 7500 kg/m

3

C12 = 77,84 GPa e33 = 0 C/m2 σd = 50 MPa

C13 = 74,28 GPa e15 = 12,67 C/m2

C33 = 115,41 GPa ǫ11 = 1474,36ǫ0 F/m
C44 = 25,64 GPa ǫ33 = 1299,41ǫ0 F/m
C66 = 30,58 GPa ǫ0 = 8, 854× 10−12

Tabela C.5: Propriedades da �bra de arbono om matriz de epóxi (Performane Composite

Ltd, ).

E1 = 150 GPa ν12 = 0,33 T1 = 2000 MPa

E2 = 9 GPa ν13 = 0,33 C1 = 1500 MPa

E3 = 9 GPa ν23 = 0,5 T2 = 40 MPa

G12 = 6 GPa C2 = 150 MPa

G13 = 6 GPa ρ = 1500 kg/m

3 S = 80 MPa

G23 = 3 GPa
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Apêndie D -- Método de Otimização

Topológia

D.1 Introdução

O projeto de estruturas envolve, iniialmente, a de�nição de materiais e uma geometria

preliminar que atenda uma série de requisitos de projeto. Em seguida, avalia-se a

neessidade de se melhorar o desempenho da estrutura, seja propondo tipos de materiais

alternativos, ou modi�ando sua geometria, de forma a minimizar os esforços e ustos na

tentativa de que a nova estrutura tenha desempenho similar ou superior ao iniialmente

proposto.

Assim, a otimização de estruturas busa melhorar a on�guração do projeto de modo

a atender aos requisitos de projeto (função objetivo). Como um exemplo para ilustrar

esta ideia, onsidere um problema que onsiste em obter uma estrutura om maior rigidez

para um dado peso que suporte uma erta arga meânia apliada. A Fig. D.1 apresenta

três tipos de abordagens para este problema de otimização.

Na primeira abordagem (Fig. D.1(a)) assume-se, por exemplo, uma estrutura formada

por elementos de treliça, onde araterístias geométrias, omo a área das seções

transversais de ada treliça, são de�nidas omo as variáveis de projeto. Essa abordagem

é onheida omo otimização paramétria (VANDERPLAATS, 1984). Assim, apliando

algoritmos omputaionais para enontrar as áreas das seções de ada elemento de treliça,

obtém-se o resultado apresentado na Fig. D.1(a).

A segunda abordagem (Fig. D.1(b)) é onheida omo otimização de forma (HAFTKA;

GURDAL; KAMAT, 1990), onde os ontornos internos e externos da estrutura são

parametrizados através de urvas splines e os parâmetros dessas urvas assumem o papel

das variáveis de projeto. Por meio de algoritmos omputaionais, os parâmetros ótimos

das urvas splines são determinados e onsequentemente, a forma ótima é obtida (ver

Fig. D.1(b)). Essa abordagem aumenta o espaço de soluções, sendo um método mais
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Figura D.1: Exemplo de 3 tipos de otimização estrutural.

genério que a otimização paramétria. No entanto, a prinipal desvantagem deste

método é lidar om a ontínua mudança de forma do domínio. Se o MEF for utilizado

para a análise das estruturas durante o proesso de otimização, faz-se neessário utilizar

omplexos algoritmos de remalhamento, que, se a forma do domínio mudar muito, podem

gerar elementos demasiadamente distoridos.

Finalmente, a tereira abordagem é hamada de Otimização Topológia (OT) que

onsiste em distribuir material dentro de um domínio �xo (Fig. D.1()), permitindo a

riação de regiões vazias onde não houver neessidade de material. As variáveis de projeto

podem ser, por exemplo, medidas que indiam a quantidade de material em ada ponto

do domínio. A OT é a abordagem mais genéria dentre as aqui apresentadas, sendo que

a estrutura obtida por OT tende a ser mais leve e om melhor desempenho.

Assim, o Método de Otimização Topológia (MOT) onsiste num método

omputaional que, na sua implementação tradiional, ombina métodos de otimização

om o MEF e permite, segundo um erto ritério de usto, projetar a topologia ótima
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de uma estrutura. Basiamente, o MOT distribui o material no interior de um domínio

�xo de forma a maximizar (ou minimizar) uma erta função usto espei�ada, sujeita a

restrições de projeto. Um algoritmo de otimização é utilizado para enontrar a distribuição

ótima de material, o que, de forma iterativa, torna o proesso rápido, aso ontrário

seriam neessárias milhares de análises para enontrar a distribuição ótima de material no

domínio. Para aelerar o proesso de busa da distribuição ótima de material, os métodos

de otimização utilizam-se das informações dos gradientes (ou derivadas) da função usto

em relação à quantidade de material em ada elemento. Assim, a distribuição de material

é representada, por exemplo, assoiando-se um valor (variável de projeto) a ada ponto

do domínio.

D.2 Coneitos do MOT

Alguns oneitos teórios da OT devem ser abordados para melhor entendimento da

formulação implementada. Os oneitos apresentados a seguir são: domínio �xo estendido,

modelo de material e alguns aspetos numérios do MOT.

D.2.1 Domínio Fixo Estendido

O domínio �xo estendido (DFE), mais onheido omo domínio de projeto, é o espaço

limitado no qual o algoritmo de otimização topológia pode onstruir a estrutura. A

Fig. D.2.1 mostra a DFE, ujos ontornos, apoios e arregamentos são �xos e não mudam

durante a otimização, e a estrutura otimizada.
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Figura D.2: Coneito de Domínio Fixo Estendido.

Assim, o domínio de projeto deve ser de�nido pelo projetista no iníio da análise

de modo a de�nir um espaço de soluções viável de aordo om os requisitos de projeto
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(limitação de dimensões e a geometria). O objetivo da otimização topológia é determinar

a distribuição ótima de material in�ueniada pela função objetivo e restrições de projeto.

A grande vantagem em relação aos outros tipos de otimização é que o modelo de elementos

�nitos do domínio não é alterado durante o proesso de otimização, simpli�ando a análise

estrutural em ada iteração.

D.2.2 Modelo de Material

Para que a OT possa enontrar a estrutura ótima dentro da DFE, deve-se

primeiramente parametrizar a distribuição de material de modo que uma função χ(Ω)

possa determinar se ada ponto do domínio deve ser sólido ou vazio. A função χ(Ω) pode

ser de�nida da seguinte maneira:

χ(Ω) =

{

1, presença de material

0, ausênia de material

(D.1)

sendo que essa função deve ser válida para qualquer ponto dentro do domínio Ω de�nido

pela DFE. A função χ(Ω) é disreta, ou seja, possui somente valores 1 ou 0, para presença

ou ausênia de material, respetivamente.

Entretanto, a distribuição disreta (0 � 1) de material resulta em um problema que

não possui solução únia (SIGMUND; PETERSSON, 1998), pois depende da disretização da

malha. Assim, a função χ deve ser relaxada de modo a permitir valores intermediários

entre 0 e 1 durante o proesso de otimização, garantindo a uniidade de solução.

Num projeto onde se deseja a distribuição ótima de material podendo haver buraos

na estrutura, os estágios intermediários de material não têm signi�ado físio, sendo

apenas um reurso matemátio deorrente da relaxação do problema, inviabilizando sua

fabriação. Portanto, é neessário utilizar uma penalização nos valores intermediários de

forma a reuperar o aráter disreto ao �nal da otimização.

Então, é introduzido o oneito de modelo de material que, essenialmente, é uma

equação que de�ne a mistura em miro-esala de dois materiais, sendo que um deles pode

ser �vazio�. Existem basiamente duas abordagens para modelos de materiais relaionados

à distribuição de material: modelos baseados em miroestrutura, que se baseiam na

existênia de uma miroestrutura em ada elemento uja geometria é parametrizável,

omo por exemplo o método da homogeneização (BENDSØE; KIKUCHI, 1988; NISHIWAKI

et al., 2001), e os modelos hamados de arti�iais, que de�nem uma função matemátia

ontínua de modo a variar as propriedades dos materiais entre 0 e 1 em ada ponto do
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domínio, omo por exemplo o �Solid Isotropi Material with Penalization� (ou SIMP)

(BENDSØE, 1989; ROZVANY; ZHOU; BIRKER, 1992).

D.2.3 Aspetos Numérios do MOT

Neste item são apresentados os aspetos numérios mais relevantes do método de

otimização topológia que, se não forem ontornados, omprometem a solução �nal do

problema.

O primeiro aspeto numério é deorrente da relaxação da função densidade

volumétria, na qual ela assume valores entre 0 e 1. Em geral se esolhe a or brana para

representar a ausênia de material (valor 0) e preto para representar o presença (valor 1),

sendo que os valores intermediários são representados por uma esala gradativa de inza

que varia do brano ao preto. Por isso, este aspeto numério é omumente hamado de

esala de inza. Uma representação da esala de inza pode ser vista na Fig. D.3.
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Figura D.3: Representação de um resultado om esalas de inza e o padrão de tabuleiro.

O meio mais omum de se tratar a esala de inza é utilizando as penalizações no

modelo de material, que faz om que os valores intermediários se aproximem dos limites

0 ou 1, reuperando o aráter disreto da distribuição de material. Entretanto, essa

abordagem não garante que os resultados não apresentarão esala de inza (STOLPE;

SVANBERG, 2001).

O segundo aspeto numério é deorrente do problema disreto 0-1, no qual a solução

depende da disretização da malha. Este problema é onheido na literatura omo

dependênia de malha, que, onforme a malha utilizada é re�nada, mais espaços vazios

surgem no domínio, fazendo om que as estruturas �quem demasiadamente delgadas,

omo representado na Fig. D.4. Entretanto, essa dependênia aparee também quando
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se utilizam modelos de material penalizados, que no �nal reuperam o aráter disreto

da solução. Para ontornar esse problema, podem ser apliadas algumas ténias

omo a de restrição de perímetro (AMBROSIO; BUTTAZZO, 1993), �ltros no ampo

das pseudo-densidades (BOURDIN, 2001; SWAN; KOSAKA, 1997), �ltro nos gradientes

(SIGMUND, 2001), ou ténias de projeção (BRUNS; TORTORELLI, 2001; GUEST; PREVOST;

BELYTSCHKO, 2004; GUEST; ASADPOURE; HA, 2011).

(a) Malha 10x10 (b) Malha 20x20

Figura D.4: Representação de um exemplo onde a solução depende do re�namento da

malha.

O tereiro aspeto numério relevante é a instabilidade de tabuleiro, uja araterístia

é formar uma estrutura onde elementos adjaentes apresentam presença e ausênia de

material, dispostos em forma de tabuleiro, omo mostrado na Fig. D.3. Diaz e Sigmund

(1995) e Jog e Haber (1996) onstataram que a instabilidade de tabuleiro é um fen�meno

inerente a problemas de variaionais mistos. O problema de OT utilizando métodos das

densidades pode ser interpretado omo um problema que ontém um variaional misto

envolvendo o ampo de densidades. Assim, mesmo utilizando elementos de alta ordem (9

nó por exemplo) ainda é observada a presença desses padrões de tabuleiro (JOG; HABER,

1996). A formação dos padrões de tabuleiro não é um aspeto que aparee somente

em problemas de OT. Essa instabilidade também é observada na solução de MEF para

diversos outros problemas om variaional misto, omo por exemplo, na solução do MEF

para obter a distribuição de pressões num problema de esoamento de �uidos de Stokes

(ODEN; KIKUCHI; SONG, 1982), ujo variaional envolve veloidades e pressões.

Em problemas de OT, a instabilidade de tabuleiro se arateriza pelas variações

brusas nos gradientes das variáveis de projeto. A abordagem mais utilizada na literatura

para evitar o padrão de tabuleiro é a implementação de �ltros espeiais na formulação e OT

(BENDSØE; SIGMUND, 2003), que introduz métodos de ontrole da variação espaial das
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pseudo-densidades no domínio de projeto. Além disso, essa abordagem também permite

ontrolar a omplexidade da topologia obtida pelo MOT (BOURDIN, 2001), bem omo

a dependênia de malha. Sigmund (2007) apresenta uma análise dos métodos utilizados

para reduzir os problemas numérios da OT e apresenta uma revisão ompleta dobre esse

assunto, e sugere a utilização da ténia de projeção de Bruns e Tortorelli (2001).


