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RESUMO

A Tomografia de Impedância Elétrica é uma técnica de obtenção de imagens não

invasiva que pode ser usada em aplicações clínicas para estimar a impeditividade dos tecidos

a partir de medidas elétricas na superfície do corpo. Matematicamente este é um problema

inverso, não linear e mal posto. Geralmente é usado um filtro espacial Gaussiano passa

alta como método de regularização para resolver o problema inverso. O objetivo principal

deste trabalho é propor o uso de informação estatística fisiológica e anatômica da distribuição

de resistividades dos tecidos do tórax, também chamada de atlas anatômico, em conjunto

com o filtro Gaussiano como métodos de regularização. A metodologia proposta usa o

método dos elementos finitos e o algoritmo de Gauss-Newton para reconstruir imagens de

resistividade tridimensionais. A Teoria do Erro de Aproximação é utilizada para reduzir os erros

relacionados à discretização e dimensões da malha de elementos finitos. Dados de tomografia de

impedância elétrica e imagens de tomografia computadorizada coletados in vivo em um suíno

com diferentes alterações fisiológicas pulmonares foram utilizados para validar o algoritmo

proposto. As imagens obtidas foram consistentes com os fenômenos de atelectasia, derrame

pleural, pneumotórax e variações associadas a diferentes níveis de pressão durante a ventilação

mecânica. Os resultados mostram que a reconstrução de imagens de suínos com informação

clínica significativa é possível quando tanto o filtro Gaussiano quanto o atlas anatômico são

usados como métodos de regularização.
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ABSTRACT

Electrical Impedance Tomography is a non invasive imaging technique that can

be used in clinical applications to infer living tissue impeditivity from boundary electrical

measurements. Mathematically this is an non-linear ill-posed inverse problem. Usually a spatial

high-pass Gaussian filter is used as a regularization method for solving the inverse problem. The

main objective of this work is to propose the use of physiological and anatomical priors of tissue

resistivity distribution within the thorax, also known as anatomical atlas, in conjunction with

the Gaussian filter as regularization methods. The proposed methodology employs the finite

element method and the Gauss-Newton algorithm in order to reconstruct three-dimensional

resistivity images. The Approximation Error Theory is used to reduce discretization effects and

mesh size errors. Electrical impedance tomography data and computed tomography images of

physiological pulmonary changes collected in vivo in a swine were used to validate the proposed

method. The images obtained are compatible with atelectasis, pneumothorax, pleural effusion

and different ventilation pressures during mechanical ventilation. The results show that image

reconstruction from swines with clinically significant information is feasible when both the

Gaussian filter and the anatomical atlas are used as regularization methods.
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1 INTRODUÇÃO

A Tomografia por Impedância Elétrica (TIE) é uma técnica de obtenção de imagens que

consiste na determinação de um mapa de distribuição de impeditividades (ou condutividades)

em um determinado volume a partir de medições elétricas em sua superfície.

Existem diversas configurações de equipamentos de TIE utilizadas para a coleta de

dados. A configuração mais usada injeta correntes elétricas alternadas e mede potenciais,

mas também é possível impor potenciais elétricos e medir correntes. Em ambos os casos, a

frequência da corrente injetada ou do potencial imposto pode variar entre dezenas de hertz a

alguns megahertz [1], sendo que alguns grupos trabalham em múltiplas frequências.

A principal classificação das imagens obtidas através da TIE se refere ao modo como

é estimada a propriedade física de interesse. Nas imagens absolutas, os valores obtidos se

referem aos valores dessa propriedade. Já nas imagens de diferenças, coloquialmente chamadas

de relativas, os valores obtidos indicam variações dos valores dessa propriedade em relação a

uma referência não nula.

Outra classificação comum considera a natureza temporal da estimação. Em processos

estáticos, as imagens obtidas são estáticas. Porém, em um processo dinâmico, é possível obter

imagens estáticas ou dinâmicas. Nas imagens estáticas ou estacionárias, como é o caso deste

trabalho, obtém-se uma imagem referente a um dado instante. Nas imagens dinâmicas ou

não-estacionárias, o resultado obtido apresenta uma dinâmica temporal. Neste caso, o algoritmo

leva em consideração a dependência no tempo da distribuição de resistividades. Um exemplo

de trabalho em que se obtém imagens dinâmicas foi desenvolvido por Moura[2].

Uma variável que tem grande influência na complexidade do equipamento é o número

de eletrodos, que geralmente varia entre 8 e 128. Além disso, existem três modos de se

realizar as medidas. No caso de medidas diferenciais, estas são geralmente feitas entre pares

de eletrodos adjacentes ou pulando-se um número fixo de eletrodos. Nos equipamentos

pseudo-diferenciais, um eletrodo é utilizado como referência para as demais medidas. No

terceiro caso, chamado de absoluto ou single-ended, todas as medidas são flutuantes.
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Nos tecidos biológicos, o fluxo de corrente se dá na forma de fluxo iônico, enquanto

que no sistema de medição o fluxo de corrente é elétrico. A transdução entre o fluxo iônico e o

elétrico apresenta uma impedância significativa [3]. Essa impedância é chamada de impedância

de contato.

A queda de potencial devido à impedância de contato é proporcional à corrente que

atravessa o eletrodo. Assim, podemos ou não utilizar os mesmos eletrodos para medição

do potencial e para injeção de corrente. Em um sistema de medição bipolar, utilizado neste

trabalho, o mesmo par de eletrodos é utilizado tanto para injeção de corrente elétrica quanto para

medição de potencial, fazendo com que a impedância de contato afete as medidas de potencial

nesses eletrodos. De modo a diminuir o efeito da impedância de contato nas medidas, alguns

equipamentos (ver [4–7]) utilizam um sistema de medição tetrapolar, descrito originalmente na

década de 1960 (Schwan[8], 1963 apud Brown[9], 2003). Nos sistemas tetrapolares, a injeção

de corrente e a medição de potencial são feitos por pares de eletrodos distintos. Neste caso, os

eletrodos usados na injeção e na medição são geralmente circulares e concêntricos, de modo

que o eletrodo interno é usado para injeção de corrente e o externo para realizar a medição.

Atualmente, a TIE é aplicada em diversas áreas. Através da TIE é possível obter

imagens em concreto para detecção de fissuras tanto em geometrias cilíndricas [10] quanto

em superfícies planas [11]. Lukaschewitsch, Maass e Pidcock[12] estudam o problema de

domínios sem limites na área da geofísica, tendo como aplicações a geração de imagens de

vulcões ativos, a otimização de projetos geológicos de perfuração, investigações arqueológicas,

exploração hidrogeológica e investigações ambientais. Na área industrial, Lipponen, Seppänen

e Kaipio[13] geraram imagens tridimensionais de escoamento de fluidos. Outras aplicações

nessa área incluem a monitoração de fluidos miscíveis [14, 15], processos de transporte de

massa [16, 17], misturadores [18], separadores [19, 20] e reatores químicos [21].

Na área de bioimpedância, suas principais vantagens em relação a outras técnicas

de imagem são o baixo custo, a inexistência de perigos conhecidos relacionados ao seu uso

mesmo em monitoramentos a longo prazo, a elevada resolução temporal e a possibilidade de

caracterizar tecidos através de medições espectrais [9]. A sua principal desvantagem é a baixa

resolução espacial quando comparada a outras técnicas de imagem.

Apesar de ainda pouco utilizada na rotina médica, a TIE possui grande potencial

nessa área. A impedância de um tecido depende de várias características celulares, tais

como o tamanho das células, sua orientação, a espessura de suas membranas e quantidade

de água dentro e fora das células [22]. Existem diversos trabalhos utilizando TIE em

aplicações clínicas com diferentes níveis de sucesso. Uma das aplicações clínicas mais
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validadas da TIE é o monitoramento da função gastrointestinal [9]. Alimentos ou líquidos de

condutividade conhecida podem ser usados como contraste [23] para medir não só a velocidade

de esvaziamento gástrico como também a motilidade gástrica [24]. Outra aplicação comum

da TIE é o monitoramento da função pulmonar [25–28], incluindo a geração de imagens de

ventilação e perfusão pulmonares, a investigação de embolia pulmonar, derrames e efeitos

da ventilação mecânica. Além dessas aplicações, podem-se citar ainda o monitoramento do

sistema circulatório [28–31] e a detecção de câncer de mama [32]. O monitoramento da

atividade cerebral [33, 34] também aparece entre as aplicações promissoras da TIE, uma vez

que durante uma isquemia cerebral a impedância do tecido cerebral aumenta em até 100% [9].

Uma aplicação clínica de interesse neste trabalho é a detecção de alterações patológicas

pulmonares pré-existentes. A detecção de algumas alterações pulmonares já é feita com o

uso de TIE, como a detecção de pneumotórax [25] e colapso alveolar [26], mas são baseadas

em imagens de diferenças da caixa torácica e, por isso, é necessário que a monitorização

seja iniciada antes do aparecimento da alteração pulmonar. A obtenção de imagens absolutas

tridimensionais do pulmão pode possibilitar a detecção e localização dessas alterações nos

casos em que a condição já existia antes do início da monitoração com TIE. Hahn et al.[27]

compararam o uso de imagens bidimensionais de diferenças e absolutas de resistividade do

pulmão para detectar pneumotórax e atelectasia. Eles mostraram que, apesar das imagens

absolutas obtidas por eles apresentarem uma elevada quantidade de artefatos, o uso de imagens

absolutas tem potencial em indicar tais condições quando tanto a precisão do sistema de medidas

quanto as técnicas de obtenção de imagens absolutas melhorarem.

O sistema proposto neste trabalho pode ser estendido a outras aplicações clínicas,

como por exemplo na detecção de contração muscular. Apesar do monitoramento do sistema

músculo-esquelético através de TIE ter sido pouco explorado, existe a necessidade de se

identificar dinamicamente e de maneira não-invasiva quais músculos estão em uso durante um

determinado movimento, permitindo o diagnóstico de disfunções da ativação neuro-muscular.

Isto é importante, sobretudo, na musculatura mais profunda, quando mesmo uma equipe

multidisciplinar ainda falha em identificar quais grupos musculares estão sendo ativados. O

uso da TIE nesses casos poderia auxiliar na identificação da ativação muscular, através, por

exemplo, da observação da variação da área da sua seção transversal, ou ainda estimar a tensão

existente nele, uma vez que a relação entre a área da seção transversal e a tensão existente em

um músculo é conhecida [35].

Este trabalho está organizado da seguinte forma. O capítulo 1 apresenta a introdução e

os objetivos do trabalho. O capítulo 2 apresenta a formulação teórica do problema, bem como
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a descrição do método de obtenção de malhas de elementos finitos. Nesse capítulo detalha-se

também o efeito da discretização das malhas de elementos finitos nos potenciais calculados.

No capítulo 3, mostra-se um dos métodos para a solução do problema inverso com a finalidade

de se obter uma distribuição de resistividades no interior de um domínio a partir de medidas

de potencial elétrico realizadas em seu contorno. Aqui são apresentados os equipamentos

utilizados neste trabalho e discutem-se também formas de regularizar o problema de modo a

se encontrar uma solução estável. O capítulo 4 mostra como é possível utilizar informação

estatística fisiológica e anatômica da distribuição de resistividades de uma população, também

chamada de atlas anatômico, para regularizar o problema inverso. São também apresentados

resultados de imagens de resistividade obtidas a partir de dados reais medidos in vivo de

diferentes alterações fisiológicas pulmonares observadas em suíno, e são feitas comparações

com imagens de tomografia computadorizada do mesmo animal nas mesmas situações. No

capítulo 5 é feita uma discussão sobre os resultados obtidos e são dadas sugestões para os

próximos passos do trabalho.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo desenvolver um algoritmo de obtenção de imagens

estáticas absolutas tridimensionais de TIE, capaz de detectar e localizar alterações patológicas

pulmonares comuns na prática clínica, considerando um domínio de resistividade isotrópica.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram utilizados dados simulados de tórax suíno,

dados coletados em um fantoma experimental e dados coletados in vivo em suíno.



5

2 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA NA TIE

2.1 Modelo do domínio

Segundo Cheng et al.[36], podem-se descrever os fenômenos eletromagnéticos

que ocorrem na TIE através de alguns modelos matemáticos, dependendo das hipóteses

consideradas.

O modelo chamado de Continuum Model não considera a existência de eletrodos.

Neste caso, a corrente é injetada por toda a fronteira do domínio. A principal vantagem deste

modelo é a facilidade matemática na sua aplicação. Entretanto, as medidas de potencial obtidas

ao se utilizar este modelo chegam a superestimar medidas experimentais em até 25%. Um

segundo modelo, chamado Gap Model, considera a existência de eletrodos finitos. Assim,

a corrente é injetada em segmentos da fronteira do domínio. Apesar de também ser de

fácil implementação matemática, as medidas de potencial obtidas com este modelo também

superestimam os valores reais de resistividade, uma vez que esse modelo também ignora a

elevada condutividade dos eletrodos, os quais fornecem um caminho de baixa resistência para

a corrente elétrica. Considerando que o eletrodo é formado por um material metálico, pode-se

admitir que, devido à baixa resistividade do metal, toda sua superfície está em uma isopotencial,

em curto. Neste caso, temos o chamado Shunt Model. Este modelo melhora a precisão das

medidas obtidas. Porém, esses valores são subestimados em relação aos medidos, apresentando

um offset, sugerindo que existe uma resistência entre os eletrodos e o meio que não é levada

em consideração. Considerando também o efeito da impedância de contato entre o eletrodo e a

fronteira do domínio, obtém-se o Complete Electrode Model, ou Modelo Completo de Eletrodo.

Este modelo é capaz de prever os potenciais elétricos medidos experimentalmente com uma

precisão de 0,1% [37].

Este último, descrito em mais detalhes no Apêndice A, é o modelo utilizado neste

trabalho.



6

2.2 Discretização do domínio

A solução numérica do problema inverso é obtida através da discretização do meio

físico. Essa discretização é feita através do método de elementos finitos, onde o domínio é

discretizado em p elementos de resistividades ρi, i = 1,2, ..., p, constantes por elemento.

Após a discretização, o modelo completo de eletrodo, descrito pelas equações A.7,

A.11, A.12 e A.14, pode ser reescrito como:

Y (ρ)φ =C, (2.1)

onde Y (ρ) ∈Rm×m é a matriz de condutividade global, φ ∈Rm é o vetor de potenciais elétricos

nos nós da malha, C ∈ Rm é o vetor de correntes impostas e m é o número de nós da malha.

A obtenção da matriz de condutividade global para uma malha de elementos finitos

tetraédricos é detalhada no Apêndice B.

2.2.1 Gerador de malhas de elementos finitos

O sistema proposto para a geração das malhas foi inspirado no modo de preparo

e colocação de uma faixa de eletrodos ao redor do tórax1 em um ambiente clínico, onde,

geralmente, os eletrodos são previamente dispostos em uma faixa aderente, aproximadamente

equidistantes entre si e, posteriormente, essa faixa aderente é colada no corpo a ser estudado,

como mostra a Fig. 2.1.

1Salienta-se que o sistema proposto pode ser usado na obtenção de malhas de outras partes do corpo.
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(a) (b)

Figura 2.1: (a) Preparação da faixa de eletrodos. (b) Faixa de eletrodos colocada em um suíno.

A primeira etapa é gerar uma malha de elementos finitos 2D da faixa de eletrodos,

respeitando o posicionamento dos mesmos, como mostra a Fig. 2.2. Essa malha possui a mesma

altura da malha que queremos obter, e comprimento igual ao perímetro do tórax na altura central

dos eletrodos. Assim, o i-ésimo ponto desta malha possui coordenadas ui,vi correspondentes à

sua posição no corpo em relação a uma referência na superfície do tórax.

(a)

(b)

Figura 2.2: (a) Geometria da faixa de eletrodos. (b) Malha de elementos finitos da faixa de

eletrodos.

A segunda etapa consiste em obter o contorno externo do tórax em diferentes planos
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transversais ao redor da região dos eletrodos, como mostra a Fig. 2.3. Imagens de Tomografia

Computadorizada (CT)2, por exemplo, podem ser usadas nesta etapa.

Figura 2.3: Contorno externo do tórax de um suíno em 5 diferentes planos.

Depois, são definidos um pixel central e um ângulo de início comum a todas as

imagens. Para cada imagem, o contorno do tórax é dividido em um determinado número de

pontos, como mostrado na Fig. 2.4, e, para cada ponto, são calculados a distância (raio) em

relação ao pixel central e o ângulo em relação ao ângulo de início. Também é calculada a

distância percorrida ao longo do contorno desde o ângulo central até o ponto em questão, como

sendo a soma das distâncias entre os pontos do contorno nesse segmento. Como o tamanho real

de cada pixel é conhecido em imagens de CT, todas as distâncias são convertidas para valores

em metros. O resultado é uma tabela de valores de comprimentos (u), raios (r) e ângulos (θ ) do

contorno de cada imagem.

Figura 2.4: Identificação dos pontos do contorno da imagem.

A partir desta tabela e das coordenadas (ui,vi) obtidas na etapa anterior, são

determinados, por interpolação linear, os valores de ri e θi de cada ponto da malha da faixa

de eletrodos. Assim, a posição no espaço x,y,z é dada por

2em inglês, Computed Tomography.
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xi = risen(θi)

yi = ricos(θi) .

zi = vi

(2.2)

Cada triângulo na malha 2D da faixa de eletrodos é projetado para o espaço

tridimensional, conforme a Eq. (2.2). Como resultado, obtém-se a geometria da malha

tridimensional, vista na Fig. 2.5.

Figura 2.5: Geometria da malha tridimensional de um suíno.

Com o contorno definido, o volume é delimitado por 2 planos paralelos e a malha

tridimensional de elementos tetraédricos do tórax é gerada, como mostra a Fig. 2.6.

Figura 2.6: Malha de Elementos Finitos do tórax de um suíno.

Todas as malhas de elementos finitos utilizadas neste trabalho foram geradas seguindo

esta metodologia, através de um programa implementado em C. As discretizações da geometria

da faixa de eletrodos e do volume do objeto foram realizada com o auxílio do software Gmsh3.

A Fig. 2.7 mostra o modelo de elementos finitos da faixa de eletrodos utilizada no

3obtido em http://www.geuz.org/gmsh/, distribuído sob os termos da GNU General Public License
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suíno da Subseção 4.6.1. A posição de cada eletrodo foi obtida por verificação das imagens de

CT (Fig. 2.8(a,b)).

Figura 2.7: Malha de Elementos Finitos da faixa de eletrodos de um suíno com a posição real

dos eletrodos.

Foram obtidos os contornos externos de 20 imagens de CT, espaçadas 5mm ente si

(Fig. 2.8(c,d)). Com os contornos definidos, foi possível obter malhas com diferentes níveis

de discretização através de ajustes de parâmetros do software Gmsh. A malha mostrada na

Fig. 2.8(e,f) é composta por 35848 elementos tetraédricos e 6236 nós.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 2.8: (a),(b) Volume gerado pelas imagens de CT de suíno; (c),(d) Volume gerado pelas

imagens dos contornos; (e),(f) Malha de elementos finitos obtida.
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2.2.2 Impedância de contato e modelos de eletrodo

Na aplicação clínica, a impedância de contato pode variar significativamente entre

eletrodos. Rosell et al.[38] realizaram medições, em humanos, da impedância de contato entre

a pele e eletrodos com gel condutivo e área de 1cm2 em diferentes frequências (Fig. 2.9). Os

locais de medição incluíram o tórax, pernas e rosto, e a frequência do sinal variou entre 1Hz

e 1MHz. Os resultados desse trabalho mostram que a impedância medida a 1Hz variou entre

10kΩ e 1MΩ, a 100kHz foi de aproximadamente 220Ω e a 1MHz de aproximadamente 120Ω.

Figura 2.9: Impedância de contato versus frequência medida em humanos em diferentes partes

do corpo. Extraído e adaptado de [38].

Existem vários modos de se incluir a impedância de contato no modelo completo de

eletrodo. O modo mais utilizado na TIE é o modelo de eletrodo proposto por Hua et al.[39],

descrito para 2D. Neste modelo, a interface entre a parte metálica do eletrodo e a pele é formada

por elementos retangulares, onde a é a largura de cada retângulo, t é a espessura da interface, Ii

é a corrente injetada e Vi é a corrente medida no i-ésimo eletrodo, conforme mostra a Fig. 2.10.

Neste modelo, considera-se que a espessura da interface é muito menor que a largura de cada

elemento e que os nós 4, 5 e 6 estão no mesmo potencial.
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Figura 2.10: Modelo de eletrodo tradicional proposto por Hua et al.[39]. Extraído e adaptado

de [39].

A matriz de condutividade local 2D para elementos retangulares é dada por:

1
3atρ



a2 + t2 a2

2
− t2 0 −3a2

2

2
(
a2 + t2) a2

2
− t2 −3a2

a2 + t2 −3a2

2
sim 6a2
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φ2

φ3

φ4

=


0

0

0

Ii

 (2.3)

Ao se considerar que t� a, a Eq. (2.3) pode ser reescrita como:

1
3tρ


a a

2 0 −3a
2

2a a
2 −3a

a −3a
2

sim 6a




φ1

φ2

φ3

φ4

=


0

0

0

L

 (2.4)

Um modelo similar aplicado em problemas 3D é proposto por Vauhkonen et al.[40].

Nestes dois modelos, a impedância de contato é modelada através de um parâmetro para

cada eletrodo, e a queda de potencial elétrico causada pela impedância de contato pode ser

descontada dos potenciais medidos, conforme a Eq. (A.14).

Neste trabalho optou-se por incluir a impedância de contato diretamente na malha

de elementos finitos do modelo, como uma camada, de espessura ajustável, de elementos

tetraédricos entre a superfície do corpo e uma superfície de mesmo potencial que representa

a parte metálica do eletrodo, onde os potenciais elétricos são medidos. Assim, esses elementos
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permitem descrever não só o efeito da impedância de contato, mas também o efeito da camada

de gel condutor presente nos eletrodos utilizados em aplicações clínicas. Este modelo é

chamado de prismático, uma vez que, na camada de tetraedros que é adicionada à malha de

elementos finitos, é possível obter elementos prismáticos agrupando os tetraedros em trios.

Um modelo similar, chamado de Patacon, mostrado na Fig. 2.11, que representa a

camada de gel por várias camadas de elementos, e onde a superfície metálica é representada na

malha de elementos finitos por uma camada de elementos de alta condutividade, assim como

uma comparação entre diferentes modelos de eletrodos, foram apresentados por Silva[41]. Essa

comparação foi feita utilizando uma malha de elementos finitos cilíndrica e de resistividade

uniforme, de modo que, devido à simetria do problema, os potenciais calculados, ao se

utilizar diferentes pares de eletrodos na injeção de corrente, deveriam ser os mesmos. Assim,

o potencial elétrico calculado no eletrodo 1, ao impor uma certa corrente elétrica entre os

eletrodos 1 e 5, deveria ser igual ao potencial elétrico calculado no eletrodo 2, ao impor a

mesma corrente entre os eletrodos 2 e 6, e assim por diante.

A utilização de várias camadas de elementos para representar a ação composta da

impedância de contato e da camada de gel no modelo Patacon permite melhor descrever a

distribuição de potencial elétrico nesta camada, diminuindo o erro causado pela discretização

no método dos elementos finitos, de maneira similar a se utilizar equacionamentos de ordem

maior nos elementos, e a inclusão da camada de elementos de alta condutividade (porém finita)

permite melhor descrever o efeito de curto (shunt effect) nos eletrodos quando os mesmos não

possuem uma camada metálica, o que pode ocorrer em algumas soluções de equipamentos para

aplicações clínicas.

Silva[41] mostrou que o modelo prismático, utilizado neste trabalho, apresenta

comportamento bastante similar ao modelo Patacon quando um material metálico de

resistividade 10−8Ω.m é considerado nos eletrodos e, apesar do segundo apresentar uma

convergência mais rápida quando analisados os potenciais calculados em função do número

de elementos da malha de elementos finitos (ver Fig. 2.12), o número de elementos da malha

pertencentes aos eletrodos aumenta consideravelmente em relação ao número de elementos total

da malha e, para malhas pouco discretizadas, o modelo prismático chega a apresentar um erro

menor que o modelo Patacon.

É importante ressaltar ainda que, nos eletrodos ativos (onde é imposta a corrente), o

valor para onde o potencial calculado converge no modelo Patacon à medida em que se aumenta

a discretização da malha é cerca de 1% maior do que no modelo prismático. Já nos demais

eletrodos, ambos os modelos convergem para o mesmo valor.
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Figura 2.11: Modelo de eletrodo Patacon. Extraído de [41].

(a) (b)

Figura 2.12: Potenciais calculados nos eletrodos ativos (utilizados para injeção de corrente)

em um problema simétrico, para malhas com diferentes números de elementos, utilizando:

(a)Modelo Patacon; (b) Modelo prismático. Extraído e adaptado de [41].



15

(a) (b)

Figura 2.13: Potenciais calculados nos eletrodos passivos (sem passagem de corrente) em um

problema simétrico, para malhas com diferentes números de elementos, utilizando: (a)Modelo

Patacon; (b) Modelo prismático. Extraído e adaptado de [41].

2.2.3 Estimação da impedância de contato

Neste trabalho, propõe-se a utilização de três métodos para a estimação das

impedâncias de contato.

O primeiro método, mais simples, consiste em considerar que a variação de potencial

elétrico na superfície do objeto é suave e segue uma equação de terceiro grau. Assim, supondo

que os eletrodos estão equidistantes entre si, pode-se ajustar um polinômio de ordem 3 nos

valores de potencial medidos nos eletrodos vizinhos ao que realiza a injeção de corrente, e

assim, estimar o potencial na superfície da pele nesse eletrodo. A queda de potencial entre o

valor estimado e o medido seria causado pela impedância de contato. Essa queda de potencial

é usada como dado de entrada em um modelo de elementos finitos representando um eletrodo,

e sua resistividade é estimada através do algoritmo de Gauss-Newton. Neste método, a escolha

de um polinômio foi feita visando a simplificação do problema, e sua ordem foi determinada

empiricamente com base no ajuste das medidas dos eletrodos vizinhos ao eletrodo de injeção.

Os valores obtidos por este método podem ser utilizados diretamente na solução do problema,

ou podem ser usados como uma estimativa inicial da impedância de contato nos outros dois

métodos.
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Figura 2.14: Potenciais elétricos medidos ao longo da superfície do tórax de um suíno e o

polinômio ajustado nesses ponteciais.

No segundo método, os eletrodos são modelados com uma espessura pré-definida e

resistividade uniforme, e são incluídos no modelo de elementos finitos do meio. A resistividade

do meio é também considerada uniforme, ficando o problema com e+ 1 incógnitas, onde e

é o número de eletrodos do modelo. Assim, o algoritmo de Gauss-Newton é utilizado para

determinar as impedâncias de contato e a resistividade média do meio. Devido ao número

reduzido de incógnitas, os valores podem ser calculados sem a necessidade de se incluir

regularizações no problema.

O terceiro método é similar ao segundo, mas aqui a resistividade do meio não é

considerada uniforme e os valores das impedâncias de contato são estimados em conjunto com

os demais parâmetros do modelo. Assim, o problema fica com e+ p incógnitas, onde p é o

número de parâmetros do meio a serem estimados.

A Fig. 2.15 apresenta o resultado da estimativa dos valores de resistividade dos

elementos pertencentes aos eletrodos para um suíno utilizando-se os três métodos, para

eletrodos com espessura de 1,0mm, quando são utilizados os valores originais, sem correção

relativa à dimensão e discretização da malha. Com a correção das medidas, temos o resultado

da Fig. 2.16.
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Figura 2.15: Estimativa da impedância de contato em um suíno usando valores de potencial sem

correção relativa às dimensões e discretização da malha.

Figura 2.16: Estimativa da impedância de contato em um suíno usando valores de potencial

com correção relativa às dimensões e discretização da malha.
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2.2.4 Efeito da discretização das malhas

Conforme pode ser observado nas Figuras 2.12 e 2.13, a discretização da malha de

elementos finitos influencia significativamente os potenciais calculados, mesmo em uma malha

com resistividade uniforme. A densidade de corrente não é uniforme no interior do domínio, de

modo que malhas mais discretizadas apresentam uma melhor representação da distribuição de

potencial elétrico em seu interior.

Como a variação da densidade de corrente é maior próximo aos eletrodos, uma melhor

representação da distribuição de potencial pelo método dos elementos finitos é obtida ao

se aumentar a discretização nessa região. Assim, neste trabalho, optou-se por controlar a

discretização da malha em seu interior e ao redor dos eletrodos por parâmetros diferentes. Esses

parâmetros são passados ao software Gmsh durante a discretização das malhas. O primeiro,

lcint , controla o comprimento característico dos elementos no interior da malha. O segundo, lce

controla o comprimento característico dos elementos pertencentes aos eletrodos.

De modo a observar este efeito, foram realizadas simulações com diferentes

discretizações ao redor dos eletrodos, em malhas com formato do tórax suíno. A Fig. 2.17

mostra a norma euclidiana das 1024 medidas simuladas em função do número de elementos da

malha. A Fig. 2.18 apresenta o mesmo resultado apenas para a medida em um eletrodo durante

a injeção de corrente nesse eletrodo. A Fig. 2.19 mostra o resultado para a medida no mesmo

eletrodo, com injeção de corrente em um eletrodo adjacente. Cada curva nos gráficos representa

a utilização de um valor diferente para o controle do comprimento característico dos elementos

pertencentes aos eletrodos.
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Figura 2.17: Norma euclidiana das medidas simuladas em função da discretização da malha.

Figura 2.18: Medida simulada para um eletrodo injetando corrente em função da discretização

da malha.
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Figura 2.19: Medida simulada para um eletrodo sem injeção de corrente em função da

discretização da malha.

Nessas simulações, pode-se observar que, nos eletrodos onde ocorre a injeção de

corrente elétrica, que possuem uma maior variação na densidade de corrente ao seu redor, os

potenciais calculados apresentam uma variação significativa em função da discretização nessa

região. Já nos demais eletrodos, onde não ocorre a injeção de corrente elétrica e, portanto,

apresentam uma variação na densidade de corrente menor, os potenciais calculados são menos

influenciados pela discretização.

Ao se utilizar diferentes discretizações para o interior da malha e para a região dos

eletrodos deve-se ficar atento ao número de condição da matriz de condutividade global da

malha. Shewchuk[42] mostra que, quando a malha não apresenta elementos tetraédricos de

forma ruim, isto é, onde a relação entre seu maior lado e seu menor lado é grande, o maior

autovalor da matriz global é proporcional ao maior comprimento entre os lados de todos os

tetraedros da malha (lmax), e o menor autovalor é proporcional ao volume do menor tetraedro

da malha (Vmin). Assim, o número de condição da matriz global é proporcional à relação entre

esses dois valores (κ ∝ lmax/Vmin).

Outro fator que afeta a variação da densidade de corrente em uma malha de elementos

finitos é a distribuição de resistividades em seu interior. Regiões onde ocorre grande variação

de resistividade apresentam grande variação em suas densidades de corrente. É de se esperar

também que, uma vez que a resistividade no interior da malha é constante por elementos,
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e a interface entre regiões de diferentes resistividades não é bem definida na malha, uma

mesma distribuição de resistividades não uniforme em um meio contínuo produz diferentes

distribuições de resistividades em um meio discretizado.

Nas Figuras 2.20 e 2.21 pode ser observada a diferença percentual em relação à malha

de maior discretização, para os potenciais calculados nos eletrodos ativos, com imposição

de corrente, e passivos, sem imposição de corrente, para uma malha com formato de um

tórax suíno, com resistividade uniforme e com resistividade obtida a partir da segmentação

de imagens de CT de um suíno, com utilização de 5 resistividades diferentes provenientes do

coração, ossos, pulmões com ar, pulmões colapsados, e demais tecidos.

(a) (b)

Figura 2.20: Diferença percentual, em relação à malha de maior discretização, para o potencial

single-ended calculado no eletrodo com corrente imposta, para um determinado padrão de

injeção, em função do número de elementos da malha, para: (a) resistividade uniforme; (b)

resistividade não uniforme.
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(a) (b)

Figura 2.21: Diferença percentual, em relação à malha de maior discretização, para os

potenciais single-ended calculados nos eletrodos sem imposição de corrente, para um

determinado padrão de injeção, em função do número de elementos da malha, para: (a)

resistividade uniforme; (b) resistividade não uniforme.

A influência da diferença entre as distribuições de resistividade se torna mais evidente

ao se analisar os potenciais calculados de maneira diferencial (pula-3), como pode ser viso nas

Figuras 2.22 e 2.23.

(a) (b)

Figura 2.22: Diferença percentual, em relação à malha de maior discretização, para os

potenciais diferenciais calculados com eletrodos com corrente imposta, para um determinado

padrão de injeção, em função do número de elementos da malha, para: (a) resistividade

uniforme; (b) resistividade não uniforme.
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(a) (b)

Figura 2.23: Diferença percentual, em relação à malha de maior discretização, para

os potenciais diferenciais calculados com eletrodos sem imposição de corrente, para um

determinado padrão de injeção, em função do número de elementos da malha, para: (a)

resistividade uniforme; (b) resistividade não uniforme.
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3 SOLUÇÃO DO PROBLEMA INVERSO

Na TIE a obtenção de imagens é feita em duas etapas: coleta dos dados e solução de

um problema inverso.

O problema inverso pode ser resolvido de forma analítica em alguns casos, ou

utilizando métodos numéricos. A solução analítica geralmente impõe que a forma do objeto

seja simples, como por exemplo um cilindro ou uma esfera. Os métodos numéricos permitem

a solução do problema para formas mais complexas e são divididos em métodos iterativos e

não iterativos. Nos métodos não iterativos geralmente considera-se que o problema é linear, ou

seja, a distribuição de potencial é uma função linear da distribuição de impeditividades elétricas.

Pode-se citar como exceção o método D-bar [43–45], que constitui um algoritmo não iterativo

sem a necessidade de linearizar o problema físico. Nos métodos iterativos, como por exemplo

no método de Gauss-Newton, o problema é, em geral, linearizado em torno de uma estimativa

inicial. Essa linearização é utilizada para encontrar uma melhor estimativa dos parâmetros do

problema e o problema é novamente linearizado em torno da nova estimativa. Esse processo é

repetido até que se atinja um critério de parada.

3.1 Algoritmo utilizado

Foram desenvolvidos softwares em C e C++ para solução dos problemas direto e

inverso. O algoritmo implementado para solução do problema inverso foi o Gauss-Newton

na forma generalizada (Eq. (C.37)), descrito no Apêndice C. Este algoritmo utiliza uma

linearização da função objetivo, que pressupõe o cálculo de um Jacobiano e de um Hessiano.

Neste caso, a função objetivo a ser minimizada antes da regularização é dada por:

r(ρ) =
1
2
‖φm−φ(ρ)‖2

2 =
1
2
(φm−φ(ρ))T (φm−φ(ρ)), (3.1)
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onde φm é o vetor de potenciais medidos e φ(ρ) é o vetor de potenciais calculados a partir da

estimativa de resistividades ρ .

Uma vez que minimizar r(ρ) é equivalente a minimizar 2r(ρ), o termo 1
2 da Eq. (3.1)

pode ser negligenciado, resultando em:

r(ρ) = (φm−φ(ρ))T (φm−φ(ρ)), (3.2)

Neste caso, a matriz Jacobiana J é dada por:

J =
∂φ

∂ρ
=

∂Y−1

∂ρ
C =−Y−1 ∂Y

∂ρ
Y−1C (3.3)

onde C é o vetor de correntes aplicadas e Y é a matriz de condutividade global da malha montada

a partir do cálculo algébrico das matrizes locais dos elementos conforme descrito no Apêndice

B.

O cálculo de ∂Y
∂ρ

foi implementado algebricamente. Os cálculos das inversas da matriz

global e da matriz Hessiana foram feitos numericamente com o uso da biblioteca matemática

Intel r Math Kernel Library versão 10.3. No algoritmo implementado, o tamanho do passo

(ver Eq. (C.1)) pode ser fixo ou variável. No caso de se utilizar um tamanho do passo variável,

o algoritmo procura qual o valor de α que minimiza o índice de erro a cada iteração.

No software desenvolvido os potenciais elétricos, medidos e calculados, podem ser

tratados de maneira diferencial ou absoluta (single-ended).

O algoritmo de Gauss-Newton foi escolhido por ser de implementação simples e

possibilitar uma fácil interpretação dos resultados.

3.2 Problemas mal-postos

Para a solução de problemas inversos é necessário que se realize uma análise do

problema com relação à existência, unicidade e estabilidade da solução. Um processo físico

modelado por A(x) = y, onde x ∈ X é a função de entrada do processo, y∈Y é a função de saída

do processo, A : X → Y é um operador e X e Y são espaços apropriados, é dito bem-posto se

atende a essas três condições, conhecidas como condições de Hadamard:
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1. A é sobrejetor (existência): para y ∈ Y , existe x ∈ X tal que A(x) = y;

2. A é injetor (unicidade): para y ∈ Y e A(x1) = A(x2) = y, então x1 = x2;

3. A−1 é contínua (estabilidade): para todo ξ > 0, existe δ (ξ ,y) > 0 tal que dy(y,y1) < δ

implica que dx(x,x1)< ξ .

No caso da TIE, a condição mais difícil de ser tratada é a descontinuidade de A−1. É

possível mostrar que A−1 não é contínua no problema não linear da TIE [2].

A característica típica da discretização de problemas mal-postos é o elevado número

de condição de A, fazendo com que pequenas alterações no vetor de dados y produzam grandes

variações na solução. Segundo Hansen[46], sob um ponto de vista puramente matemático,

problemas de dimensão finita sempre apresentam solução de mínima norma estável e, portanto,

não é necessário o uso de regularização para solução do problema. Assim, a discretização

de um problema contínuo em um problema discreto sempre tem um efeito de regularização

(regularização por discretização). Entretanto, esse ponto de vista não leva em consideração, por

exemplo, efeitos de arredondamento na solução do sistema, levando a solução de problemas

mal-postos a resultados desastrosos devido ao elevado número de condição da matriz A.

Na prática, A e y estão sujeitos a diversas fontes de erros. O próprio processo de

discretização insere erros de aproximação tanto em A quanto em y, erros do sistema de medição

afetam y, além dos erros de arredondamento nos cálculos numéricos de A e y, que não podem

ser evitados. Assim, podemos escrever o vetor de dados na forma y = yexato + εy, onde yexato é

o vetor de dados livre de erros e εy é o ruído na medição. De modo similar, A = Aexato + εA.

É importante notar que a presença de ruído nas medidas em geral faz com que o vetor

de medidas não pertença à imagem de A, ou seja, y /∈ Y , levando a problemas de convergência

na solução do problema inverso [47].

A solução de problemas lineares mal-postos geralmente leva a um problema de

minimização do tipo:

xLS = argmin
x∈Rn

‖y−Ax‖2, (3.4)

onde a matriz A ∈ Rm×n, m ≥ n = posto(A), tem seus valores singulares decaindo para zero

gradualmente sem saltos. Hansen[46] mostra que a quantidade de informação que pode ser

extraída desse sistema é limitada pelos níveis dos ruídos εy e εA e que, no caso de problemas

mal-postos, a solução xLS tipicamente não é de utilidade prática pois a influência do ruído é
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dominante.

Assim, para estabilizar a solução, ou seja, manter o nível de ruído nos dados sob

controle, é necessário algum método de regularização adicional.

3.3 Ajuste da regularização de Tikhonov generalizada

O uso de regularização no algoritmo de Gauss-Newton na forma generalizada envolve

a utilização de um termo de regularização da forma λ 2‖L2(θ − θ ∗)‖2 que deve ser ajustada

através da escolha de λ , L2 e θ ∗ apropriados.

Conforme descrito no Apêndice C, o parâmetro de regularização λ controla o peso

dado à regularização em relação ao vetor de observações. Como o uso de regularização modifica

o problema de minimização, sua influência no resultado deve ser a menor possível na qual se

obtenha uma solução estável para o problema. Assim, deve-se optar por valores de λ menores

enquanto o resultado for aceitável.

As escolhas de L2 e de θ ∗ influenciam diretamente no comportamento da

regularização. O parâmetro θ ∗ dita o que será regularizado, e a matriz de regularização L2

controla a forma como a regularização será feita. O uso de L2 = I, sendo I a matriz identidade,

regulariza o problema minimizando a norma do termo (θ −θ ∗). Se θ ∗ for um vetor de zeros,

a regularização irá minimizar a norma do vetor de parâmetros θ estimados, ao passo que se for

escolhido um valor constante k, os valores estimados estarão próximos de k.

Caso a matriz de regularização L2 seja um filtro Gaussiano espacial passa-altas F ,

chamada neste caso de informação a priori Gaussiana, a regularização suavizará o termo (θ −
θ ∗). Se θ ∗ for ajustado com um valor constante qualquer, os valores estimados θ serão suaves.

Uma aplicação interessante é a utilização de informação a priori em θ ∗, como por exemplo em

regiões de descontinuidade conhecidas. Neste caso, como a regularização suaviza o vetor de

diferenças entre os parâmetros estimados θ e a informação a priori θ ∗, os valores estimados θ

também serão descontínuos.

Assim, com o uso de informação a priori Gaussiana, a Eq. (3.2) pode ser reescrita

como:

r(ρ) = (φm−φ(ρ))T (φm−φ(ρ))+λ
2(ρ−ρ

∗)FT F(ρ−ρ
∗) (3.5)
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3.4 Equipamentos utilizados

Esta Seção descreve os equipamentos utilizados neste trabalho para a coleta de dados

experimentais.

3.4.1 Protótipo Dixtal

Os dados de suíno mostrados na Subseção 4.6.1 foram coletados com um protótipo

do Tomógrafo por Impedância Elétrica Enlight DX 1800 cedido pela empresa Dixtal. Este

tomógrafo possui 32 eletrodos e realiza 1024 medidas de potencial a 50Hz com injeção de

corrente bipolar a 125kHz e de amplitude ajustável até 10mA. Tanto a injeção de corrente

quanto as medidas de potencial são diferenciais, obedecendo o padrão pula 3.

As medidas de potencial correspondem à amplitude do potencial elétrico medido. A

fase do sinal, apesar de medida, não é gravada pelo programa de aquisição de dados deste

protótipo.

Através de testes de bancada, verificou-se que o protótipo da Dixtal apresenta saturação

em medidas de potencial acima de aproximadamente 0,45V , o que limita o valor da amplitude

de corrente que pode ser utilizada. A relação entre o maior e o menor valor de potencial

diferencial medidos em uma coleta típica em suíno é de aproximadamente 103, o que faz com

que tanto a precisão de leitura quanto a relação sinal/ruído das medidas com menor amplitude

sejam prejudicadas devido à limitação da corrente imposta pela saturação das medidas.

Para a obtenção de imagens estáticas de resistividades, propõe-se neste trabalho a

coleta de dados em dois valores distintos de amplitude de corrente e posterior tratamento das

medidas, levando-se em consideração a linearidade entre a amplitude da corrente injetada e

os valores de potencial medidos na frequência em uso e as variações fisiológicas pertinentes

entre as duas coletas (ciclos respiratório e cardíaco, por exemplo). Assim, uma das coletas

deve ser realizada no maior valor possível de amplitude de corrente ajustável no equipamento,

mantendo a precisão em medidas afastadas do par de eletrodos que injetam corrente. A outra

coleta deve ser feita na maior amplitude de corrente que não apresente saturação nas medidas de

potencial. As duas coletas devem ser normalizadas para o mesmo valor de corrente, bastando

para isso multiplicar as medidas pelo fator entre a corrente desejada e a corrente utilizada.

Após a normalização, os valores de medidas saturadas na coleta a alta amplitude devem ser

substituídos pelas medidas realizadas com corrente de baixa amplitude.

Outra característica observada no protótipo da Dixtal foi apresentar alta precisão e
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baixa acurácia nas medidas.

3.4.2 Frankie

Durante a realização deste trabalho, foi montado pelo nosso grupo de pesquisa um

tomógrafo para testes, batizado de Frankie. Este tomógrafo é composto por uma fonte de

corrente alternada monopolar tipo Howland e um conversor analógico-digital de 32 canais

ICS-645 (Interactive Circuits and Systems LTD, 5430 Canotek Rd, Gloucester ON, K1J 9G2,

Canada), com 16 bits de precisão a uma taxa de amostragem de 2,5MHz. O sinal de entrada da

fonte de corrente foi obtido com um gerador de funções DS360 (Ultra Low Distortion Waveform

Generator, Model DS-360; Stanford Research Systems, 1290-D Reamwood Ave., Sunnyvale, CA

94089).

Neste equipamento, é possível medir a amplitude dos potenciais, assim como a fase do

sinal apenas entre canais, uma vez que a fase do sinal da fonte de corrente não é medida.

Este equipamento, na etapa atual de desenvolvimento onde alguns cabos ainda captam

ruído eletromagnético, apresenta uma precisão menor e acurácia maior que o protótipo da

Dixtal. Este equipamento foi utilizado nas coletas com o fantoma experimental.

3.4.3 Fantoma experimental

Foi utilizado nas coletas de bancada um fantoma experimental composto por uma cuba

cilíndrica de acrílico com 300mm de diâmetro, 60mm de altura e 32 eletrodos equidistantes,

mostrado na Fig. 3.1.
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Figura 3.1: Fantoma experimental.

3.5 Imagens bidimensionais e tridimensionais

Muitas vezes nas aplicações clínicas, a localização correta de uma alteração pode ser

de extrema importância para guiar o profissional da saúde durante um tratamento, como por

exemplo na drenagem de um pneumotórax. Entretanto, as cintas de eletrodos dos equipamentos

de TIE comercialmente disponíveis possuem, geralmente, eletrodos dispostos em um único

plano, devido à facilidade de manuseio em um ambiente clínico. Isso acarreta um problema de

observabilidade em imagens tridimensionais, fazendo com que seja difícil distinguir a posição

de objetos no eixo crânio-caudal.

Nesta Seção procuram-se, através de simulações, exemplificar este efeito e mostrar

que mesmo uma cinta com eletrodos dispostos em dois planos próximos já permite distinguir

claramente objetos no eixo crânio-caudal, além de melhorar a resolução da imagem quando a

reconstrução é tridimensional.

3.5.1 Simulações com esferas

Com o objetivo de detectar algum possível erro de posicionamento na imagem

reconstruída, foram simulados dados em uma malha de elementos finitos de 18000 elementos

tetraédricos com resistividade uniforme exceto pela presença de duas esferas conforme mostra

a Fig. 3.2.



31

Figura 3.2: Malha de elementos finitos e distribuição de resistividade usados para simulação de

medidas com esferas.

As reconstruções de imagem foram feitas com uma malha de 8500 elementos

tetraédricos. A Fig. 3.3 mostra o resultado após 5 iterações do algoritmo de reconstrução,

utilizando como matriz de regularização um filtro espacial Gaussiano passa-altas, parâmetro de

regularização λ 2 = 10−6, tamanho do passo fixo α = 10−2 e vetor nulo para θ ∗. Utilizou-se

como condição inicial no algoritmo um vetor de resistividades uniforme.

Figura 3.3: Imagem reconstruída a partir das medidas simuladas com esferas.

O posicionamento das esferas no plano xy pode ser verificado através de uma projeção

da imagem de resistividades no eixo z, conforme mostra a Fig. 3.4.

(a) (b)

Figura 3.4: Projeção da imagem no eixo z: (a) dos dados simulados; (b) da imagem reconstruída.
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3.5.2 Simulações com estruturas fisiológicas

Para verificar o efeito das estruturas fisiológicas na imagem, foram gerados dados

simulados a partir da segmentação de imagens de CT de um suíno. A Fig. 3.5 mostra o resultado

da segmentação dos ossos, enquanto que a segmentação dos pulmões é apresentada na Fig. 3.6.

Figura 3.5: Imagem dos ossos segmentada de uma CT de suíno.

Figura 3.6: Imagem dos pulmões segmentada de uma CT de suíno.

A simulação dos dados foi feita de duas formas: com os eletrodos posicionados em

um mesmo plano, e com os eletrodos em uma configuração zig-zag, onde os eletrodos são

posicionados intercalados em dois planos distintos. A simulação dos eletrodos em um mesmo

plano visa verificar o efeito da baixa observabilidade no eixo cranio-caudal nessa configuração,

uma vez que todos os dados disponíveis de suíno até o momento foram coletados dessa forma

pois visavam a reconstrução de imagens bidimensionais.

A Fig. 3.7 apresenta as malhas de elementos finitos utilizadas tanto na simulação

quanto na reconstrução das imagens. Para os eletrodos em um mesmo plano, a malha usada

na simulação possui 99600 elementos e a malha da reconstrução possui 17600 elementos. Na

configuração zig-zag, a malha da simulação possui 101000 elementos e a malha da reconstrução,

17600 elementos.

Figura 3.7: Malhas utilizadas nas simulações com estruturas fisiológicas.
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A seguir são apresentados os dados utilizados nas simulações. A Fig. 3.8 mostra os

elementos representando ossos e os elementos dos pulmões são apresentados na Fig. 3.9.

Figura 3.8: Elementos representando ossos durante a simulação das estruturas fisiológicas.

Figura 3.9: Elementos representando pulmões durante a simulação das estruturas fisiológicas.

As reconstruções de imagem foram feitas variando-se o parâmetro de regularização e

utilizando-se como matriz de regularização um filtro espacial Gaussiano passa-altas, tamanho

do passo fixo α = 10−2, vetor nulo para θ ∗ e resistividade uniforme como condição inicial

nos dois casos. A Fig. 3.10 mostra a projeção da imagem simulada no eixo cranio-caudal.

A Fig. 3.11 mostra a projeção da imagem reconstruída para diferentes valores do parâmetro

de regularização após 5 iterações do algoritmo na configuração zig-zag, e o resultado para os

eletrodos num mesmo plano são apresentados na Fig. 3.12.

Figura 3.10: Projeção no eixo cranio-caudal dos dados simulados com estruturas fisiológicas.
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(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 3.11: Projeção no eixo cranio-caudal das imagens reconstruídas na configuração zig-zag

para diferentes valores de λ 2: (a) 10−7; (b) 10−8; (c) 10−9; (d) 10−10; (e) 10−11.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 3.12: Projeção no eixo cranio-caudal das imagens reconstruídas com eletrodos em um

mesmo plano para diferentes valores de λ 2: (a) 10−7; (b) 10−8; (c) 10−9; (d) 10−10; (e) 10−11.

Na Fig. 3.13 são apresentadas as imagens simulada e reconstruídas em corte para o

caso λ 2 = 10−9 após 5 iterações, mostrando a baixa observabilidade no eixo cranio-caudal no

caso em que os eletrodos estão posicionados em um mesmo plano.

(a) (b) (c)

Figura 3.13: Corte das imagens simulada e reconstruídas. (a) Dados simulados; (b) Eletrodos

em zig-zag; (c) Eletrodos em um mesmo plano.

3.6 Teoria do erro de aproximação

Nos problemas inversos mal-postos geralmente não temos uma solução única

ou estável, fazendo com que seja necessário utilizar modelos que apresentem elevada

acurácia. Muitas vezes estes modelos não estão disponíveis ou demandam um elevado poder



35

computacional. Para lidar com esse problema, é proposto por Kaipio e Somersalo[48] o uso

da Teoria do erro de aproximação, na qual os erros relacionados à aproximação causada pelo

uso de um modelo mais simples são analisados estatisticamente e essa informação estatística

é utilizada na solução do problema de estimação. A formulação proposta por Kaipio e

Somersalo[48] leva em consideração erros causados tanto pela discretização espacial quanto

pela temporal, sendo utilizada em problemas inversos não estacionários.

Apesar de ter um elevado custo computacional, o cálculo das estatísticas do erro de

aproximação precisa ser realizado apenas uma vez para cada sistema de medição e pode ser

realizado antes de se realizar medições. Além disso, os modelos com elevada acurácia utilizados

nesse cálculo não são necessários na solução do problema de estimação em si.

O uso desta teoria pode ser estendido para tratar de parâmetros desconhecidos na

modelagem do problema. Os modelos dos erros de aproximação são derivados para os erros

causados pelas incertezas desses parâmetros e suas estatísticas podem ser estimadas utilizando,

por exemplo, métodos baseados em amostragem.

Dado um sistema que descreve um fenômeno físico, considere um modelo aproximado

ha:

y = ha(xa)+ ε
a, (3.6)

onde xa é o vetor de parâmetros aproximados e εa é o erro desse modelo. Considere agora um

modelo preciso hp, onde o erro deste modelo ε p� εa.

y = hp(xp)+ ε
p (3.7)

Somando e subtraindo a Eq. (3.6) na Eq. (3.7), temos:

y = hp(xp)+ ε
p +ha(xa)+ ε

a−ha(xa)− ε
a (3.8)

= ha(xa)+ ε
p +(hp(xp)−ha(xa)) (3.9)

Pode-se perceber, pela Eq. (3.9), que ao somarmos o termo (hp(xp)−ha(xa)), o

modelo aproximado deixa de ter um erro elevado εa e passa a ter um erro pequeno ε p.
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Essa formulação foi utilizada neste trabalho para corrigir a discretização em todas as

malhas. No caso de dados reais coletados em suíno, além da correção da discretização, o modelo

preciso corrige também as dimensões da malha. Para isso, as extremidades inferior e superior

das malhas foram alongadas na direção cranio-caudal em 10cm cada, mantendo-se os contornos

das extremidades, ficando a malha final com 30cm de altura. Nessa correção, a distribuição de

resistividades no interior da malha também foi alongada da mesma maneira, acompanhando-se

a distribuição de resistividades das superfícies em questão.

Figura 3.14: Exemplo de correção das dimensões das malhas de elementos finitos.

3.6.1 Dados coletados em fantoma experimental

Foram realizadas medições no fantoma descrito na Subseção 3.4.3 contendo solução

salina de cloreto de sódio e três fatias de pepino com a mesma altura da solução salina (27mm),

conforme mostra a Fig. 3.15.

Figura 3.15: Desenho esquemático da cuba de acrílico mostrando a posição das fatias de pepino.

As reconstruções de imagem foram feitas utilizando como matriz de regularização

um filtro espacial Gaussiano passa-altas, tamanho do passo α = 5 ·10−3, vetor nulo para θ ∗ e

resistividade uniforme como condição inicial. O critério de parada utilizado foi a verificação de

um mínimo local, limitando-se o número de iterações em 300. A Fig. 3.16 mostra o resultado da

reconstrução para diferentes valores do parâmetro de regularização, quando são utilizadas todas
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as medidas na reconstrução, sem correção relacionada à discretização do modelo. A malha de

elementos finitos utilizada possui 11000 elementos e pode ser vista na Fig. 3.17.

(a) (b) (c) (d)

Figura 3.16: Reconstrução dos dados medidos com pepinos no fantoma experimental utilizando

todas as medidas sem correção da discretização da malha, para diferentes valores de λ 2: (a)

10−3; (b) 10−4; (c) 10−5; (d) 10−6.

Para verificar o efeito de uma possível correção no erro de discretização mostrado

na subseção 2.2.4, foram simuladas medidas em uma cuba com resistividade uniforme para

duas malhas, uma com 1,483 ·106 elementos e outra com 11000 elementos, apresentadas na

Fig. 3.17. O valor de resistividade utilizado foi a resistividade média calculada para o meio,

como descrito na subseção 2.2.3. Com isso, foi possível identificar a diferença nas medidas

provocada apenas pela diferença de discretização entre as malhas. Essa diferença foi descontada

nos valores medidos, de modo que

φT EA = φpeq−φgr (3.10)

φcorrigido = φmed +φT EA (3.11)

onde φcorrigido é o vetor de potenciais corrigido, φmed é o vetor de potenciais medidos, φT EA

é o vetor de correção dos potenciais referente à discretização, φpeq é o vetor de potenciais

calculado para a malha pouco discretizada e φgr é o vetor de potenciais calculado para a malha

mais discretizada.
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Figura 3.17: Malhas de elementos finitos da cuba de acrílico usadas no cálculo da correção da

discretização.

O resultado da reconstrução utilizando φcorrigido pode ser observado na Fig. 3.18.

(a) (b) (c) (d)

Figura 3.18: Reconstrução dos dados medidos com pepinos no fantoma experimental utilizando

todas as medidas com correção da discretização da malha, para diferentes valores de λ 2: (a)

10−3; (b) 10−4; (c) 10−5; (d) 10−6.

Uma vez que a correção φT EA verificada foi maior nas medidas dos eletrodos realizadas

durante a injeção de corrente nos mesmos, as imagens foram reconstruídas desconsiderando-se

essas medidas. O resultado para as medidas sem correção da discretização pode ser visto

na Fig. 3.19, e para as medidas com correção da discretização, na Fig. 3.20. É possível

notar que ambas as imagens apresentam uma melhor definição do objeto quando comparadas

com a Fig. 3.18, sugerindo que, neste caso, uma malha discretizada com aproximadamente

106 elementos não fornece potenciais calculados com precisão suficiente para corrigir

adequadamente as medidas, ou que o modo como foi calculada a correção, utilizando uma

resistividade uniforme, não foi apropriado.



39

(a) (b) (c) (d)

Figura 3.19: Reconstrução dos dados medidos com pepinos no fantoma experimental utilizando

as medidas sem injeção, sem correção da discretização da malha, para diferentes valores de λ 2:

(a) 10−3; (b) 10−4; (c) 10−5; (d) 10−6.

(a) (b) (c) (d)

Figura 3.20: Reconstrução dos dados medidos com pepinos no fantoma experimental utilizando

as medidas sem injeção, com correção da discretização da malha, para diferentes valores de λ 2:

(a) 10−3; (b) 10−4; (c) 10−5; (d) 10−6.
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4 ATLAS ANATÔMICO

Kaipio e Somersalo[48] afirmam que o passo mais crucial e geralmente mais desafiador

na teoria estatística dos problemas inversos é a construção de uma função densidade de

probabilidade a priori. No caso da TIE, o objetivo é determinar uma função densidade de

probabilidade πpr tal que:

πpr(ρ)� πpr(ρ
′) quando ρ ∈ E,ρ ′ ∈U, (4.1)

onde E é um conjunto de resistividades plausíveis e U é um conjunto de resistividades não

plausíveis.

A informação a priori mais utilizada em problemas inversos é a Gaussiana, devido à

sua fácil construção. Modos de se utilizar esse tipo de informação a priori podem ser vistos na

Seção 3.3.

Outro tipo de informação a priori que pode ser usada para regularizar problemas

inversos é a baseada em amostragem, onde a obtenção da função densidade de probabilidade

é baseada em um conjunto de amostras previamente obtidas da variável aleatória em questão.

Em aplicações de imageamento médico, essa informação a priori pode ser obtida através de

dados obtidos cirurgicamente ou de outras modalidades de imagem, e pode ser chamada de

atlas anatômico[48].

Para uma variável aleatória x, a aproximação mais direta da função densidade de

probabilidade é a aproximação Gaussiana. Neste caso,

πpr(x) ∝ exp
(
−1

2
(x− x̄)T

Γ
−1 (x− x̄)

)
, (4.2)

onde Γ é a matriz de covariâncias de x.
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Kaipio et al.[49] mostram a viabilidade, a partir de dados simulados, de se utilizar

informação a priori anatômica para a solução de problemas inversos. Em seu trabalho, a matriz

de covariâncias da condutividade da cabeça é usada para controlar a suavidade da solução

entre regiões dentro das quais a distribuição de condutividade é esperada ser suave, permitindo

variações abruptas de condutividade entre regiões. Seu modelo, bidimensional, considera a

existência de 3 tecidos: couro cabeludo, crânio e cérebro.

Neste trabalho foi desenvolvido um atlas anatômico de suínos contendo a função

densidade de probabilidade da resistividade do tórax de suínos para uso com TIE.

A metodologia proposta para determinar essa distribuição, apresentada por Camargo et

al.[50], consiste na segmentação de imagens de CT de suínos identificando diferentes tecidos1.

Em seguida é feita uma normalização do tamanho e forma dessas imagens e posteriormente são

geradas imagens de resistividade a partir das imagens segmentadas e de medidas de resistividade

realizadas in vivo desses tecidos.

4.1 Obtenção de imagens de resistividade a partir de
imagens de CT

Nas imagens de CT, o brilho de cada pixel da imagem corresponde à absorção de

raios-X dos tecidos naquela região. Como essa absorção varia significativamente entre os

tecidos de interesse, é possível segmentar os tecidos através de um algoritmo de limiarização,

com escolha manual do limiar, e posterior aplicação de uma cadeia de operações morfológicas

binárias [51] para eliminar artefatos indesejados e regularizar o contorno das segmentações,

como mostra a Fig. 4.1.

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Exemplos da aplicação de algoritmos: (a) de limiarização na Fig. 4.2(a); (b) de

preenchimento de buracos na Fig. 4.1(a); (c) de abertura na Fig. 4.1(b).

1Inicialmente foi proposto segmentar apenas o pulmão aerado e os ossos, considerando para o restante da
imagem a resistividade de músculo esquelético. Entretanto, os resultados obtidos com dados reais de TIE não foram
satisfatórios, e decidiu-se, então, incluir mais dois tecidos às imagens do atlas anatômico: atelectasia (pulmão não
aerado) e coração.
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A normalização das imagens tem como objetivo identificar uma transformação afim

apropriada para escalar as imagens segmentadas a um tamanho único, além de transladar e

rotacionar as imagens para uma mesma referência. Uma vez que o contorno do corpo do

suíno possui uma grande variabilidade, apresentando dobras de pele e a presença de parte dos

membros anteriores em algumas imagens, conforme mostra a Fig. 4.2, propõe-se a utilização

da caixa torácica para realizar essa normalização. O efeito da normalização na caixa torácica

pode ser visto na Fig. 4.3.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.2: Exemplos de imagens de CT do tórax suíno para diferentes animais.

(a) (b)

Figura 4.3: Efeito da normalização da Fig. 4.2(a) baseada na caixa torácica. (a) Antes da

normalização; (b) Após a normalização.

Após a aplicação da transformação afim, todas as imagens são mapeadas para um

contorno médio. O contorno médio é gerado pela identificação dos pixels presentes em pelo

menos 50% das imagens segmentadas, conforme mostra a Fig. 4.4.

(a) (b)

Figura 4.4: (a) Soma de todos os contornos segmentados das CTs de suínos; (b) Contorno

médio.
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A Fig. 4.5 mostra as imagens segmentadas e normalizadas resultantes quando são

segmentados dois tecidos: pulmão aerado e ossos. As imagens de resistividade são obtidas pela

substituição dos valores de resistividade dos tecidos em suas respectivas regiões segmentadas.

Propõe-se usar, como valor de resistividade do corpo, medidas realizadas em músculos

esqueléticos, uma vez que este é o tecido predominante nessa região.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.5: Fig. 4.2(a-f) após a segmentação, com identificação dos ossos (branco), pulmões

(cinza claro) e resto do corpo (cinza escuro).

4.2 Medidas de impeditividade dos tecidos

Neste trabalho foram utilizados três diferentes conjuntos de valores de resistividade no

cálculo do atlas anatômico.

Gabriel, Lau e Gabriel[52] apresentam a resistividade de diferentes tecidos medida in

vitro em diferentes frequências. A Tab. 4.1 mostra os valores encontrados para os tecidos de

interesse neste trabalho.
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Tabela 4.1: Resistividades dos tecidos a 125kHz medidas

in vitro [52].

Tecido Resistividade em Ω.m

Sangue 1,42

Fluido corporal 0,67

Osso trabecular 11,89

Osso cortical 47,94

Medula óssea 295,69

Músculo cardíaco 4,5

Músculo esquelético 2,72

Gordura 40,87

Cartilagem 5,57

Pulmão inflado 9,17

Pulmão desinflado 3,63

Entretanto, uma vez que esses valores foram obtidos in vitro, não levam em

consideração o efeito da perfusão sanguínea nos tecidos. Para corrigir esse efeito Sousa et

al.[53] realizou medidas de resistividade in vivo de alguns tecidos em suínos. A Tab. 4.2

apresenta a média e o desvio padrão dos valores encontrados.

Tabela 4.2: Média e desvio padrão das resistividades em Ω.m

dos tecidos a 125kHz medidas in vivo [53].

Tecido valor médio desvio padrão

Pulmão 3,98 3,2

Músculo cardíaco 2,19 0,9

Músculo esquelético 2,27 0,71

Pode-se observar que a perfusão dos tecidos influencia significativamente o valor de

resistividade encontrado. Ainda assim, esses valores não levam em consideração o efeito de

outros tecidos presentes no tórax, como gordura nos tecidos musculares, cartilagem da caixa

torácica e fluidos corporais. Por esse motivo, foi realizado um teste onde uma malha de

elementos finitos de aproximadamente 20000 elementos foi segmentada em 5 regiões, uma para

cada tecido, de acordo com a segmentação obtida de imagens de tomografia computadorizada,

e foi utilizado o algoritmo de Gauss-Newton para determinar, a partir de dados medidos de TIE
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em um suíno, a resistividade dessas 5 regiões, assumida constante por região. A Fig. 4.6 mostra

um corte da imagem obtida com essa malha.

Figura 4.6: Corte da imagem obtida para malha segmentada em 5 tecidos, para 0 < ρ < 4Ω.m.

Os 5 valores encontrados são apresentados na Tab. 4.3.

Tabela 4.3: Resistividades dos 5 tecidos

encontradas com Gauss-Newton em Ω.m.

Tecido valor médio

Músculo 2,931

Pulmão aerado 2,844

Atelectasia 2,051

Coração 0,433

Osso 29,57

Os valores utilizados para o cálculo do atlas anatômico composto de 3 tecidos utilizado

nas simulações foram escolhidos arbitrariamente, e são apresentados na Tab. 4.4.
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Tabela 4.4: Resistividades

dos tecidos utilizadas no atlas

anatômico com 3 tecidos em Ωm.

Tecido valor médio

Músculo 2,6

Pulmão 8,0

Osso 30,0

Inicialmente, os valores apresentados nas tabelas 4.1 e 4.2 foram utilizados para o

cálculo do atlas anatômico composto de 5 tecidos, porém as imagens obtidas nesse caso

apontavam para valores diferentes, o que sugere que os valores não eram adequados.

Com exceção do valor do coração, todos os demais valores obtidos através da malha

segmentada parecem plausíveis. Mesmo ao se considerar que o volume de sangue no interior

do coração é similar ao volume de músculo cardíaco, o valor encontrado foi muito abaixo

do esperado. Assim, para o cálculo do atlas, esse valor foi substituído pela média entre

a resistividade do sangue e do músculo cardíaco medido in vivo. O desvio padrão da

resistividade dos tecidos utilizado foi obtido da Tab. 4.2 quando presente, ou seu valor foi

definido arbitrariamente. Os valores finais utilizados no atlas anatômico com 5 tecidos são

apresentados na Tab. 4.5.

Tabela 4.5: Média e desvio padrão das resistividades dos

tecidos utilizados no atlas anatômico com 5 tecidos em

Ωm.

Tecido valor médio desvio padrão

Músculo 2,931 0,71

Pulmão aerado 2,844 3,2

Atelectasia 2,051 1,0

Coração 1,805 0,9

Osso 29,57 0,1
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4.3 Imagem média e covariância do tórax suíno

Foi gerada uma imagem média tridimensional de resistividade do tórax suíno a partir

de 39 escaneamentos de CT de diferentes animais2 transformados em imagens de resistividades

conforme a metodologia descrita na Seção 4.1.

A distância entre cada imagem nos escaneamentos de CT disponíveis varia entre

1,0mm e 1,6mm. Para cada escaneamento de CT, foram obtidas as imagens na altura da vértebra

T8 e em alturas equidistantes a aproximadamente ±20mm e ±40mm. Devido à imprecisão

no posicionamento dos eletrodos para obtenção das imagens de TIE, e à elevada variação na

posição das costelas entre imagens de CT próximas entre si (ver Fig. 4.7), optou-se por utilizar,

para cada altura descrita anteriormente, todas as imagens de CT disponíveis em uma faixa

de ±10mm, como se fossem diferentes amostras. Isto equivale a utilizar 660 conjuntos de 5

imagens de cortes de CT. Apesar desse procedimento introduzir uma correlação artificial entre

as imagens, as imagens são suficientemente diferentes entre si e isso faz com que o posto da

matriz de covariância aumente consideravelmente.

Figura 4.7: Imagens de cortes de CT numa faixa de ±10mm para um mesmo animal.

Considera-se, neste trabalho, que as funções densidade de probabilidade de todos os

tecidos são Gaussianas e independentes entre si. Assim, é possível descrever a função densidade

2dados fornecidos pelo Prof. Dr. Marcelo Amato, da Faculdade de Medicina da Universidade de São Paulo.
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de probabilidade do atlas através de uma média e de sua covariância.

Dadas as Np imagens tridimensionais de CT, segmentadas em Nt tecidos cada, de todos

os indivíduos e as medidas experimentais de resistividade, o atlas anatômico pode ser calculado.

Para cada indivíduo j, j = 1, ...,Np, podemos segmentar sua imagem X j em t = 1, ..,Nt

regiões Ωt, j.

Para cada região Ωt, j, temos sua função característica χt, j, definida como:

χt, j =

{
1 if x ∈Ω

0 caso contrário
, (4.3)

onde x é o vetor de coordenadas de um pixel da imagem. Podemos definir uma matriz [χ j] cujas

colunas são χt, j.

Seja a estatística da resistividade elétrica ρt de todos os Nt tecidos conhecida e dada

pelas suas funções densidade de probabilidade πt , para t = 1,2, ...,Nt . Seja ρ ∈ RNt um vetor

aleatório composto de todas as resistividades. Seja ρ̄ t e Γρt
a média e a matriz de covariâncias

de ρ t .

Dada uma amostra da resistividade ρs, obtida a partir dessas funções densidade de

probabilidade, uma amostra da imagem X s
j pode ser formada a partir das funções características

multiplicadas pelas resistividades amostradas

X s
j =

Nt

∑
t=1

ρt,sχt, j = [χ j]ρs. (4.4)

Para um número elevado de indivíduos Np e um número elevado de amostras Ns, as

estatísticas do atlas anatômico para toda a população podem ser aproximadas pelo cálculo das

estatísticas de todas as amostras X s
j para todas os Np indivíduos. Isso pode ser feito a partir de

uma simplificação analítica [50], excluindo a necessidade de gerar explicitamente as amostras

para cada indivíduo. Uma vez que é assumido que o atlas anatômico é formado por variáveis

aleatórias Gaussianas, ele é completamente descrito por sua média X̄ e covariância ΓX.

A média X̄ é então calculada por:
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X̄=
1

NpNs

(
Ns

∑
s=1

X s
1 +

Ns

∑
s=1

X s
2 + . . .+

Ns

∑
s=1

X s
Np

)
=

=
1

Np

Np

∑
j=1

(
1
Ns

Ns

∑
s=1

X s
j

)
=

1
Np

Np

∑
j=1

X̄ j, (4.5)

onde X̄ j é a imagem média do j-ésimo indivíduo:

X̄ j = E{X s
j}= [χ j]ρ̄ t . (4.6)

A covariância ΓX é calculada por:

ΓX =
1

NpNs−1

Np

∑
j=1

(
Ns

∑
s=1

(X s
j − X̄)(X s

j − X̄)T

)
=

=
Ns−1

NpNs−1

Np

∑
j=1

Γ j +
Ns

NpNs−1

Np

∑
j=1

(X̄ j− X̄)(X̄ j− X̄)T, (4.7)

onde Γ j é a matriz de covariância do j-ésimo indivíduo:

Γ j = E{(X s
j − X̄ j)(X s

j − X̄ j)
T}= E{[χ j](ρs− ρ̄ t)(ρs− ρ̄ t)

T[χ j]
T}= [χ j]Γρt

[χ j]
T. (4.8)

No limite Ns → ∞, as duas frações na Eq. (4.7) antes das somatórias tendem a 1
N p .

Definindo ∆X j = X̄ j− X̄, a Eq. (4.7) pode ser reescrita como:

ΓX =
1

Np

Np

∑
j=1

(
[χ j]Γρt

[χ j]
T +∆X j∆XT

j
)
=

1
Np

Np

∑
j=1

W jYW T
j (4.9)

W j =
[
[χ j] ∆X j

]
(4.10)

Y =

[
Γρt

0

0 1

]
. (4.11)

Finalmente, essa equação pode ser escrita na forma:
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ΓX =
1

Np

Np

∑
j=1

(W j
√

Y )(
√

YW j)
T = KKT (4.12)

K =
1√
Np

[
W 1
√

Y W 2
√

Y . . . W Np

√
Y
]
. (4.13)

onde
√

Y é a matriz raiz quadrada de Y .

Com a inclusão do atlas anatômico como regularização, a função a ser minimizada

pelo algoritmo Gauss-Newton, dada pela Eq. (3.5), fica agora com 3 termos:

r(ρ) = (φm−φp(ρ))
T (φm−φp(ρ))+λ

2(ρ− ρ̄)FT F(ρ− ρ̄)+ γ
2(ρ− ρ̄)Γ−1(ρ− ρ̄) (4.14)

onde γ é o parâmetro de regularização associado ao atlas anatômico, controlando o peso dado a

esse termo da regularização. Uma vez que as amostras das imagens X s
j não são muito diferentes

entre si, a matriz de covariâncias é singular ou quase singular. Assim, através do método

Tikhonov clássico, podemos reescrever a Eq. (4.14) como:

r(ρ) = (φm−φp(ρ))
T (φm−φp(ρ))+λ

2(ρ− ρ̄)FT F(ρ− ρ̄)+ γ
2(ρ− ρ̄)(Γ+β I)−1(ρ− ρ̄)

(4.15)

onde I é a matriz identidade e β é um parâmetro que controla o nível de ruído branco adicionado

à matriz de covariâncias, tornando-a não singular e inversível.

O primeiro termo leva em consideração as medidas, uma distribuição de resistividades

ρ candidata e o modelo de elementos finitos do domínio. Ele penaliza a distância entre medidas

e predições de um modelo numérico. O segundo termo é a norma Euclidiana da diferença da

distribuição de resistividades candidata e a distribuição esperada ρ̄ após um filtro passa-altas.

Ela penaliza componentes de alta frequência espacial nesse vetor de diferenças. O terceiro

termo é a informação a priori anatômica e fisiológica, que minimiza a diferença entre uma

distribuição de resistividades candidata e a imagem esperada estatisticamente ρ̄ ponderada pela

inversa da matriz de covariâncias Γ.

A imagem média de resistividades obtida é composta por 5 imagens bidimensionais

em diferentes alturas. Para o atlas anatômico composto por 3 tecidos (pulmão aerado, ossos

e corpo), utilizando os valores de resistividade apresentados na Tab. 4.4, obtemos a imagem
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média da Fig. 4.8.

Figura 4.8: Imagem média tridimensional de resistividade para atlas anatômico com 3 tecidos.

Ao se incluir coração e atelectasia no atlas anatômico, utilizando os valores de

resistividade apresentados na Tab. 4.5, a imagem média passa a ser:

Figura 4.9: Imagem média tridimensional de resistividade para atlas anatômico com 5 tecidos.

Os cálculos da imagem média e da matriz de covariâncias são feitos em pixels. Para

poder utilizá-los no algoritmo, é necessário passar os valores de resistividade de cada pixel

para a malha de elementos finitos utilizada. Isso pode ser feito através de uma interpolação

Gaussiana. O resultado pode ser visto nas figuras 4.10 e 4.11.

Figura 4.10: Imagem média do atlas anatômico com 5 tecidos interpolada na malha de

elementos finitos.
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Figura 4.11: Imagem média do atlas anatômico com 5 tecidos interpolada na malha de

elementos finitos, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m.

4.4 Simulações com imagem média e pneumotórax

De modo a verificar o efeito do uso da imagem média no algoritmo Gauss-Newton

com regularização de Tikhonov generalizada, foram realizadas simulações em 3 casos: suíno

saudável, suíno com pneumotórax moderado e suíno com pneumotórax grave. As simulações

foram baseadas na segmentação das imagens de CT apresentadas na Tab. 4.6. Nos três casos,

a imagem média apresentada na Fig. 4.8 foi utilizada tanto na condição inicial como em θ ∗

durante a regularização.

As reconstruções de imagem foram feitas utilizando como matriz de regularização um

filtro espacial Gaussiano passa-altas, parâmetro de regularização λ 2 = 10−6 e tamanho do passo

α = 10−2. O número de iterações do algoritmo não foi limitado neste teste e o critério de parada

utilizado foi a verificação de um mínimo local.

A Fig. 4.12 mostra as malhas de elementos finitos utilizadas neste teste. A malha

utilizada para o problema direto possui 1,244 ·106 elementos, e a malha do problema inverso,

9500 elementos.

Figura 4.12: Malhas de elementos finitos utilizadas nos testes do atlas anatômico com imagem

média e simulação de um pneumotórax.

A Fig. 4.13 mostra a imagem de resistividade usada para simulação de um suíno
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saudável. A Fig. 4.14 mostra a imagem de resistividade de um suíno com pneumotórax

moderado, e a Fig. 4.15 mostra a imagem de resistividade de um suíno com pneumotórax

grave. Essas imagens são compostas de 5 imagens bidimensionais em diferentes alturas. A

sexta imagem mostra a projeção das 5 imagens no eixo cranio-caudal. Durante a simulação,

utilizou-se para a região do pneumotórax (região branca nas imagens) uma resistividade de

1000Ω.m.

Figura 4.13: Dados usados para simulação de suíno saudável nos testes do atlas anatômico.

Figura 4.14: Dados usados para simulação de suíno com pneumotórax moderado nos testes do

atlas anatômico.

Figura 4.15: Dados usados para simulação de suíno com pneumotórax grave nos testes do atlas

anatômico.

O resultado da reconstrução é apresentado a seguir. A Fig. 4.16 mostra a imagem

reconstruída para o suíno saudável. A reconstrução para o suíno com pneumotórax é mostrada

na Fig. 4.17 para o caso moderado e na Fig. 4.18 para o caso de pneumotórax grave.

Figura 4.16: Imagem reconstruída com dados simulados de suíno saudável após 168 iterações.



54

Figura 4.17: Imagem reconstruída com dados simulados de suíno com pneumotórax moderado

após 201 iterações.

Figura 4.18: Imagem reconstruída com dados simulados de suíno com pneumotórax grave após

186 iterações.

4.5 Simulações com matriz de covariância e esferas

De modo a verificar o efeito da matriz de covariâncias na regularização do atlas,

foram feitas simulações do tórax de um suíno. Em uma primeira simulação, foi utilizada

uma distribuição de resistividades obtida a partir da segmentação de imagens de tomografia

computadorizada, utilizando os valores da Tab. 4.4. Na segunda simulação, foi utilizada a

mesma distribuição de resistividades, porém com a inclusão de duas esferas de alta resistividade

(150Ω.m) no interior da caixa torácica, como mostra a Fig. 4.19. A malha utilizada na simulação

das medidas possui 45000 elementos.

(a) (b) (c)

Figura 4.19: (a) Imagem média interpolada em uma malha de 9500 elementos. (b) Distribuição

de resistividades simulada em uma malha de 45000 elementos, sem esferas. (c) Localização das

esferas no interior da caixa torácica.

As imagens reconstruídas para os dados com e sem esferas, assim como a diferença

entre as duas imagens, causada pela inclusão das esferas, podem ser vistas na Fig. 4.20. As
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imagens sem utilizar Γ foram obtidas com λ 2 = 10−9. As imagens com utilização da Γ foram

obtidas com λ 2 = 10−9, γ2 = 10−16 e β = 10−12. Uma malha de elementos finitos de 9500

elementos foi utilizada no problema inverso. O algoritmo Gauss-Newton rodou, em todos os

casos, até o índice de erro divergir, por aproximadamente 300 iterações, com tamanho do passo

fixo α = 0,02.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.20: Imagens obtidas sem utilizar Γ para: (a) pulmões sem esferas; (b) pulmões com

esferas; (c) diferença das imagens com e sem esferas. Imagens obtidas utilizando Γ para: (d)

pulmões sem esferas; (e) pulmões com esferas; (f) diferença das imagens com e sem esferas.

As duas imagens de diferenças foram geradas na mesma escala de resistividades.

Pode-se observar claramente que a inclusão da matriz de covariâncias na regularização faz

com que os objetos fiquem mais visíveis, com formato e amplitude mais próximo do esperado,

apesar do valor encontrado em ambos os casos ter sido subestimado. É importante notar que

a informação utilizada no cálculo do atlas anatômico não inclui nenhum caso com esferas ou

outro caso similar em que ocorra elevada resistividade no interior da caixa torácica.
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4.6 Reconstrução a partir de dados reais

4.6.1 Alterações fisiológicas pulmonares

Com o objetivo de se avaliar o efeito de diferentes situações fisiológicas comuns em

ambiente de Unidades de Terapia Intensiva nas medidas, foram analisados imagens de CT e

dados de TIE coletados em um mesmo suíno3 em diferentes situações fisiológicas provocadas

artificialmente.

A coleta de dados foi realizada com o protótipo da Dixtal (Subseção 3.4.1).

Para minimizar qualquer alteração provocada pelos ciclos ventilatório e cardíaco entre

as medidas em diferentes correntes, as coletas foram realizadas durante 3 minutos em cada

corrente gerando aproximadamente 9000 medidas com 1024 valores cada. Em seguida, foi

realizada uma média no tempo dessas medidas, obtendo-se um vetor com 1024 valores para

cada coleta.

Na Fig. 4.21 é possível verificar as medidas do primeiro padrão de injeção de corrente

antes e depois do agrupamento, para uma situação de referência (suíno saudável ventilado

mecanicamente com PEEP de 12cmH2O). Claramente notam-se medidas saturadas próximo

aos eletrodos de injeção para a coleta realizada a 10.0mA.

Figura 4.21: Agrupamento de medidas realizadas em diferentes correntes.

3dados fornecidos pelo Prof. Dr. Marcelo Amato, da Faculdade de Medicina da Universidade de São Paulo
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A Fig. 4.22 apresenta em detalhe as medidas realizadas nos eletrodos afastados dos

eletrodos de injeção.

Figura 4.22: Agrupamento de medidas realizadas em diferentes correntes - detalhe das medidas

afastadas dos eletrodos de injeção.

Os resultados para uma amplitude de corrente de 10mA podem ser observados na

Tab. 4.6. A variação nas medidas de potencial foi calculada seguindo a forma da função objetivo

do problema de mínimos quadrados (Eq. (C.8)), sendo:

Falt =
1
2
(φalt−φre f )

T (φalt−φre f ), (4.16)

onde φre f é o vetor de medidas em uma situação de referência e φalt é o vetor de medidas na

situação com alteração fisiológica.
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Tabela 4.6: Dados coletados em suíno em diferentes situações fisiológicas

Estado fisiológico Imagem de CTa Falt [V 2]

Pulmão aerado bilateralmente em pressão

média (PEEPb de 12 cmH2O)

referência(
1
2
‖φre f ‖2

2 = 84,3V 2
)

Pulmão aerado bilateralmente em pressão alta

(PEEPb de 25 cmH2O)
5,97∗10−3

Pulmão aerado bilateralmente em pressão

baixa (PEEPb de 5 cmH2O)
2,00∗10−2

Atelectasiac total em um dos pulmões 1,80∗10−1

Pneumotóraxd moderado 6,24∗10−1

Pneumotóraxd grave 6,60∗10−1

Derrame pleurale moderado em um dos

pulmões
7,73∗10−1

Derrame pleurale grave em um dos pulmões 1,49

a Imagem média de uma região de 100mm de espessura centralizada na altura dos eletrodos
b Pressão positiva no final da expiração (Positive End-Expiratory Pressure, em inglês)
c Colapso do tecido pulmonar
d Acúmulo de ar entre o pulmão e a pleura
e Acúmulo de líquido
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4.6.2 PEEP de 5 cmH2O

A imagem de CT de um suíno ventilado bilateralmente com PEEP de 5 cmH2O em 5

diferentes alturas pode ser vista na Fig. 4.23.

Figura 4.23: Imagem de CT em 5 diferentes alturas de um suíno ventilado bilateralmente com

PEEP de 5 cmH2O.

A Fig. 4.24 mostra a identificação das principais estruturas fisiológicas do lado

esquerdo do tórax para o corte central da Fig. 4.23.

Figura 4.24: Identificação das estruturas fisiológicas em uma imagem de CT do tórax de um

suíno.
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Neste caso, é possível notar a presença de atelectasia na região posterior dos dois

pulmões, ocasionada pelo efeito da baixa pressão utilizada na ventilação, da força da gravidade

e da posição do animal.

Devido às dimensões da aorta e da baixa resistividade do sangue, espera-se encontrar

uma região de baixa resistividade próximo à coluna na imagem de TIE. Além disso, devido à

ausência de ar na atelectasia, espera-se uma resistividade menor em toda a região posterior dos

pulmões.

As figuras 4.25 e 4.26 mostram a imagem de resistividades reconstruída utilizando

λ 2 = 10, γ2 = 10−11 e β = 10−12, após 1 iteração do algoritmo com tamanho de passo variável,

ao se utilizar as medidas originais.

Figura 4.25: Imagem reconstruída para PEEP de 5 cmH2O. Valores originais.

Figura 4.26: Imagem reconstruída para PEEP de 5 cmH2O, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m. Valores

originais.

Ao se incluir nas medidas a correção relacionada à discretização e às dimensões da

malha, para a mesma regularização, obtemos a imagem das figuras 4.27 e 4.28.
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Figura 4.27: Imagem reconstruída para PEEP de 5 cmH2O. Valores corrigidos.

Figura 4.28: Imagem reconstruída para PEEP de 5 cmH2O, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m. Valores

corrigidos.

As figuras 4.29 e 4.30 mostram o resultado ao se utilizar dois valores de corrente na

medida, além das correções, para a mesma regularização.

Figura 4.29: Imagem reconstruída para PEEP de 5 cmH2O. Valores corrigidos, com duas

correntes.
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Figura 4.30: Imagem reconstruída para PEEP de 5 cmH2O, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m. Valores

corrigidos, com duas correntes.

Nota-se, no caso das medidas sem correção, uma clara subestimação dos valores de

resistividade no interior da caixa torácica. Nas imagens obtidas com correção das medidas,

é possível identificar claramente a região da aorta, da atelectasia e do coração, apresentando

uma definição um pouco melhor das regiões ao se utilizar dois valores de corrente (1.0mA e

10.0mA), conforme esperado.

Ao se comparar essas imagens com a imagem média (figuras 4.10 e 4.11), nota-se que

o valor da resistividade nos pulmões ficou um pouco abaixo da média. No caso do coração, a

imagem obtida a partir de duas correntes mostra um valor ligeiramente menor que a da imagem

média. Nos demais casos, a resistividade do coração é mais subestimada.

A seguir é exemplificado o efeito de cada uma das regularizações, Gaussiana e atlas

anatômico, utilizadas. A Fig. 4.31 mostra o termo (ρ − ρ̄) da Eq. (4.15), sobre o qual as

regularizações são aplicadas, para λ 2 = 10, γ2 = 10−11 e β = 10−12.

Figura 4.31: Imagem do termo (ρ − ρ̄) para PEEP de 5 cmH2O, para λ 2 = 10, γ2 = 10−11 e

β = 10−12. Valores corrigidos, com duas correntes.

Quando se utiliza um peso maior na regularização Gaussiana, obtemos a imagem de

variações de resistividade (ρ− ρ̄) da Fig. 4.32.
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Figura 4.32: Imagem do termo (ρ− ρ̄) para PEEP de 5 cmH2O, para λ 2 = 102, γ2 = 10−12 e

β = 10−12. Valores corrigidos, com duas correntes.

Neste caso é possível ver como a regularização Gaussiana suaviza o termo (ρ− ρ̄).

Ao se utilizar um peso maior na regularização do atlas anatômico, obtemos a imagem

de variações de resistividade (ρ− ρ̄) da Fig. 4.33.

Figura 4.33: Imagem do termo (ρ − ρ̄) para PEEP de 5 cmH2O, para λ 2 = 1,0, γ2 = 10−10 e

β = 10−12. Valores corrigidos, com duas correntes.

Neste caso, a regularização do atlas anatômico procura soluções onde tecidos similares

(com elevada covariância entre si) apresentam a mesma variação.

4.6.3 PEEP de 12 cmH2O

A imagem de CT de um suíno ventilado bilateralmente com PEEP de 12 cmH2O em 5

diferentes alturas pode ser vista na Fig. 4.34.
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Figura 4.34: Imagem de CT em 5 diferentes alturas de um suíno ventilado bilateralmente com

PEEP de 12 cmH2O.

Este caso é bastante similar ao de PEEP de 5 cmH2O, porém a região da atelectasia

é um pouco menor. Aqui, espera-se uma resistividade na região dos pulmões um pouco maior

comparado ao caso anterior, devido à maior pressão utilizada na ventilação do animal.

A distribuição de resistividades obtida para este caso, utilizando λ 2 = 10, γ2 = 10−11

e β = 10−12, após 1 iteração do algoritmo com tamanho de passo variável, a partir das medidas

corrigidas e com utilização de duas correntes, pode ser vista nas figuras 4.35 e 4.36.

Figura 4.35: Imagem reconstruída para PEEP de 12 cmH2O. Valores corrigidos, com duas

correntes.

Figura 4.36: Imagem reconstruída para PEEP de 12 cmH2O, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m. Valores

corrigidos, com duas correntes.



65

4.6.4 PEEP de 25 cmH2O

A imagem de CT de um suíno ventilado bilateralmente com PEEP de 25 cmH2O em 5

diferentes alturas pode ser vista na Fig. 4.37.

Figura 4.37: Imagem de CT em 5 diferentes alturas de um suíno ventilado bilateralmente com

PEEP de 25 cmH2O.

Neste caso, espera-se uma resistividade maior dos pulmões. Atelectasia, de tamanho

reduzido, é vista apenas no segundo corte da imagem de CT, não estando presente nos demais

cortes.

A distribuição de resistividades obtida para este caso, utilizando λ 2 = 10, γ2 = 10−11

e β = 10−12, após 1 iteração do algoritmo com tamanho de passo variável, a partir das medidas

corrigidas e com utilização de duas correntes, pode ser vista nas figuras 4.38 e 4.39.

Figura 4.38: Imagem reconstruída para PEEP de 25 cmH2O. Valores corrigidos, com duas

correntes.
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Figura 4.39: Imagem reconstruída para PEEP de 25 cmH2O, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m. Valores

corrigidos, com duas correntes.

4.6.5 Atelectasia total em um dos pulmões

A imagem de CT de um suíno com ventilação seletiva, com PEEP de 12 cmH2O,

apenas do pulmão direto, em 5 diferentes alturas pode ser vista na Fig. 4.40.

Figura 4.40: Imagem de CT em 5 diferentes alturas de um suíno com atelectasia total no pulmão

esquerdo.

Como pode ser observado, a ventilação seletiva provocou neste caso a atelectasia quase

total do pulmão esquerdo. É possível observar atelectasia também no pulmão direito. No

primeiro corte, nota-se a presença do diafragma.

A distribuição de resistividades obtida para este caso, utilizando λ 2 = 10, γ2 = 10−11

e β = 10−12, após 1 iteração do algoritmo com tamanho de passo variável, a partir das medidas

corrigidas e com utilização de duas correntes, pode ser vista nas figuras 4.41 e 4.42.
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Figura 4.41: Imagem reconstruída para ventilação seletiva. Valores corrigidos, com duas

correntes.

Figura 4.42: Imagem reconstruída para ventilação seletiva, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m. Valores

corrigidos, com duas correntes.

4.6.6 Pneumotórax moderado

A imagem de CT de um suíno ventilado bilateralmente com PEEP de 12 cmH2O, com

um pneumotórax moderado causado artificialmente do lado esquerdo, em 5 diferentes alturas

pode ser vista na Fig. 4.43. Nas imagens de CT o pneumotórax aparece como uma região de cor

preta ao redor do pulmão, sendo possível distingui-la das regiões com tecido pulmonar aerado,

em cor azulada.

Figura 4.43: Imagem de CT em 5 diferentes alturas de um suíno com pneumotórax moderado.

Através da segmentação das regiões com apenas ar no tórax deste animal, vista na

Fig. 4.44 de diferentes ângulos, é possível melhor entender o efeito esperado na imagem de
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TIE. Aqui é possível ver que o pneumotórax envolve quase completamente o pulmão esquerdo,

isolando-o eletricamente e dificultando a observabilidade pela TIE não só deste pulmão como

de todo o interior da caixa torácica, uma vez que a densidade de corrente que atravessa a caixa

torácica é supostamente menor.

Figura 4.44: Segmentação das regiões com ar no interior do tórax, vista de diferentes ângulos.

A distribuição de resistividades obtida para este caso, utilizando λ 2 = 10, γ2 = 10−11

e β = 10−12, após 1 iteração do algoritmo com tamanho de passo variável, a partir das medidas

corrigidas e com utilização de duas correntes, pode ser vista nas figuras 4.45 e 4.46.

Figura 4.45: Imagem reconstruída com pneumotórax moderado. Valores corrigidos, com duas

correntes.
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Figura 4.46: Imagem reconstruída com pneumotórax moderado, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m.

Valores corrigidos, com duas correntes.

Observa-se, aqui, uma elevada resitividade de toda a região pulmonar. Em comparação

com as imagens para PEEP de 12 cmH2O e PEEP de 25 cmH2O, nota-se que a maior variação na

resistividade em relação a esses casos ocorre no pulmão esquerdo, onde ocorre o pneumotórax.

4.6.7 Pneumotórax grave

A imagem de CT de um suíno ventilado bilateralmente com PEEP de 12 cmH2O, com

um pneumotórax grave causado artificialmente do lado esquerdo, em 5 diferentes alturas pode

ser vista na Fig. 4.47.

Figura 4.47: Imagem de CT em 5 diferentes alturas de um suíno com pneumotórax grave.

Pode-se notar que o ar injetado no tórax do animal causou o colapso total do pulmão

esquerdo.

A distribuição de resistividades obtida para este caso, utilizando λ 2 = 10, γ2 = 10−11

e β = 10−12, após 1 iteração do algoritmo com tamanho de passo variável, a partir das medidas

corrigidas e com utilização de duas correntes, pode ser vista nas figuras 4.48 e 4.49.
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Figura 4.48: Imagem reconstruída com pneumotórax grave. Valores corrigidos, com duas

correntes.

Figura 4.49: Imagem reconstruída com pneumotórax grave, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m. Valores

corrigidos, com duas correntes.

4.6.8 Derrame pleural moderado

A imagem de CT de um suíno ventilado bilateralmente com PEEP de 12 cmH2O, com

um derrame pleural moderado causado artificialmente do lado esquerdo, em 5 diferentes alturas

pode ser vista na Fig. 4.50.

Figura 4.50: Imagem de CT em 5 diferentes alturas de um suíno com derrame pleural moderado.

Na Fig. 4.51 é possível ver a região do derrame destacada em vermelho.
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Figura 4.51: Identificação do derrame moderado nas imagens de CT.

Espera-se, na região do derrame, uma resistividade menor do que no caso da ventilação

seletiva, onde ocorreu atelectasia quase total do pulmão esquerdo.

A distribuição de resistividades obtida para este caso, utilizando λ 2 = 10, γ2 = 10−11

e β = 10−12, após 1 iteração do algoritmo com tamanho de passo variável, a partir das medidas

corrigidas e com utilização de duas correntes, pode ser vista nas figuras 4.52 e 4.53.

Figura 4.52: Imagem reconstruída com derrame pleural moderado. Valores corrigidos, com

duas correntes.

Figura 4.53: Imagem reconstruída com derrame pleural moderado, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m.

Valores corrigidos, com duas correntes.

A imagem obtida neste caso é similar ao caso da ventilação seletiva, porém a

diminuição da resistividade observada é mais acentuada na região posterior do pulmão

esquerdo.
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4.6.9 Derrame pleural grave

A imagem de CT de um suíno ventilado bilateralmente com PEEP de 12 cmH2O, com

um derrame pleural grave causado artificialmente do lado esquerdo, em 5 diferentes alturas

pode ser vista na Fig. 4.54.

Figura 4.54: Imagem de CT em 5 diferentes alturas de um suíno com derrame pleural grave.

Na Fig. 4.55 é possível ver a região do derrame destacada em vermelho.

Figura 4.55: Identificação do derrame grave nas imagens de CT.

A distribuição de resistividades obtida para este caso, utilizando λ 2 = 10, γ2 = 10−11

e β = 10−12, após 1 iteração do algoritmo com tamanho de passo variável, a partir das medidas

corrigidas e com utilização de duas correntes, pode ser vista nas figuras 4.56 e 4.57.

Figura 4.56: Imagem reconstruída com derrame pleural moderado. Valores corrigidos, com

duas correntes.
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Figura 4.57: Imagem reconstruída com derrame pleural moderado, para 1,5 < ρ < 3,5Ω.m.

Valores corrigidos, com duas correntes.

Observa-se, aqui, o mesmo efeito ao do caso anterior, com derrame pleural moderado,

porém chegando a valores menores de resistividade.

4.6.10 Resumo dos resultados

A seguir encontra-se um resumo dos casos analisados, visando facilitar a comparação

entre os mesmos. Em todos os casos foram utilizadas as medidas com a correção da

discretização e do tamanho da malha de elementos finitos, e obtidas a partir da coleta em duas

correntes distintas, 1.0mA e 10.0mA, agrupadas conforme descrito na Subseção 3.4.1, além de

β = 10−12. As impedâncias de contato foram estimadas utilizando-se o terceiro método descrito

na Subseção 2.2.3.

Para todas as imagens, ao se utilizar tamanho de passo variável, o algoritmo divergiu

na segunda iteração, devido à presença de ruído nas medidas. Regularizações mais fortes

estabilizam melhor o problema, fazendo com que o algoritmo demore mais iterações para

divergir, chegando nas regularizações testadas a um máximo de 6 iterações com tamanho de

passo variável. Entretanto, a variação da resistividade a partir da segunda iteração é pequena,

da ordem de 1% nos casos observados.

Nas reconstruções realizadas, os parâmetros das regularizações λ 2 e γ2 testados

variaram em progressão geométrica, com razão de 10. A Tab. 4.7 mostra as imagens obtidas

para λ 2 = 10 e γ2 = 10−11, sendo essa a regularização mais fraca onde as imagens apresentam

significado clínico e o caso usado como referência para as demais tabelas.

A Tab. 4.8 apresenta as imagens obtidas com uma regularização Gaussiana 10 vezes

mais forte e mesma regularização para o atlas, ou seja, λ 2 = 102 e γ2 = 10−11. A Tab. 4.9

apresenta as imagens obtidas com uma regularização do atlas anatômico 10 vezes mais forte

e mesma regularização Gaussiana, ou seja, λ 2 = 10 e γ2 = 10−10. A Tab. 4.10 apresenta as
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imagens obtidas com uma regularização Gaussiana 10 vezes mais fraca e mesma regularização

para o atlas, ou seja, λ 2 = 1.0 e γ2 = 10−11. A Tab. 4.11 apresenta as imagens obtidas com

uma regularização do atlas anatômico 10 vezes mais fraca e mesma regularização Gaussiana,

ou seja, λ 2 = 10 e γ2 = 10−12.

É possível observar nas tabelas 4.10 e 4.11 que as imagens obtidas deixam de

apresentar o comportamento esperado para cada caso quando é utilizada uma regularização

mais fraca, tanto Gaussiana quando do atlas anatômico.

Ao efetuar pequenas modificações nos parâmetros das regularizações, é possível

melhorar alguns casos em detrimento de outros, como mostram as tabelas 4.12 e 4.13. Na

Tab. 4.12, onde foram utilizados λ 2 = 30 e γ2 = 3.0× 10−12, é possível observar uma melhor

distinção entre as situações com derrame pleural e atelectasia total de um dos pulmões, por

exemplo, mas quase não se nota diferença entre um pneumotórax moderado e uma ventilação

com pressão elevada (PEEP de 25cmH2O). Ao se utilizar λ 2 = 60 e γ2 = 6.0× 10−12 (4.13),

observa-se uma distinção melhor entre o caso do pneumotórax moderado e da ventilação com

pressão elevada, mas os resultados para as situações de derrame pleural e atelectasia total de um

dos pulmões passam a ser bastante similares.
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Tabela 4.7: Resultados para λ 2 = 10 e γ2 = 10−11 (1,5 < ρ < 3,5Ω.m)

Imagem média do atlas

PEEP de 5 cmH2O

PEEP de 12 cmH2O

PEEP de 25 cmH2O

Pneumotórax moderado

Pneumotórax grave

Atelectasia total do pulmão esquerdo

Derrame pleural moderado

Derrame pleural grave
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Tabela 4.8: Resultados para λ 2 = 102 e γ2 = 10−11 (1,5 < ρ < 3,5Ω.m)

Imagem média do atlas

PEEP de 5 cmH2O

PEEP de 12 cmH2O

PEEP de 25 cmH2O

Pneumotórax moderado

Pneumotórax grave

Atelectasia total do pulmão esquerdo

Derrame pleural moderado

Derrame pleural grave
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Tabela 4.9: Resultados para λ 2 = 10 e γ2 = 10−10 (1,5 < ρ < 3,5Ω.m)

Imagem média do atlas

PEEP de 5 cmH2O

PEEP de 12 cmH2O

PEEP de 25 cmH2O

Pneumotórax moderado

Pneumotórax grave

Atelectasia total do pulmão esquerdo

Derrame pleural moderado

Derrame pleural grave
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Tabela 4.10: Resultados para λ 2 = 1.0 e γ2 = 10−11 (1,5 < ρ < 3,5Ω.m)

Imagem média do atlas

PEEP de 5 cmH2O

PEEP de 12 cmH2O

PEEP de 25 cmH2O

Pneumotórax moderado

Pneumotórax grave

Atelectasia total do pulmão esquerdo

Derrame pleural moderado

Derrame pleural grave
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Tabela 4.11: Resultados para λ 2 = 10 e γ2 = 10−12 (1,5 < ρ < 3,5Ω.m)

Imagem média do atlas

PEEP de 5 cmH2O

PEEP de 12 cmH2O

PEEP de 25 cmH2O

Pneumotórax moderado

Pneumotórax grave

Atelectasia total do pulmão esquerdo

Derrame pleural moderado

Derrame pleural grave
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Tabela 4.12: Resultados para λ 2 = 30 e γ2 = 3.0×10−12 (1,5 < ρ < 3,5Ω.m)

Imagem média do atlas

PEEP de 5 cmH2O

PEEP de 12 cmH2O

PEEP de 25 cmH2O

Pneumotórax moderado

Pneumotórax grave

Atelectasia total do pulmão esquerdo

Derrame pleural moderado

Derrame pleural grave
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Tabela 4.13: Resultados para λ 2 = 60 e γ2 = 6.0×10−12 (1,5 < ρ < 3,5Ω.m)

Imagem média do atlas

PEEP de 5 cmH2O

PEEP de 12 cmH2O

PEEP de 25 cmH2O

Pneumotórax moderado

Pneumotórax grave

Atelectasia total do pulmão esquerdo

Derrame pleural moderado

Derrame pleural grave
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5 DISCUSSÃO E CONCLUSÃO

O objetivo deste trabalho era a obtenção de imagens absolutas de resitividade do

tórax que possibilitassem a identificação e localização de patologias pulmonares comuns na

prática clínica. Os resultados obtidos para dados reais mostram claramente que a distribuição

de resistividades encontrada segue as medidas de potencial e não reproduzem apenas uma

distribuição de resistividades proveniente do atlas anatômico.

O número de imagens de tomografia computadorizada utilizado para a construção do

atlas anatômico foi pequeno, proveniente de apenas 39 animais, logo espera-se que a qualidade

estatística do atlas possa melhorar substancialmente ao se incluir novos animais. Ainda assim,

mesmo com o número limitado de indivíduos, a inclusão do atlas anatômico na regularização

do problema inverso da TIE mostrou uma melhora significativa na imagem, permitindo a

identificação das diferentes alterações fisiológicas testadas.

As imagens obtidas para dados simulados mostram que é possível localizar alterações

fisiológicas no eixo crânio-caudal utilizando-se uma formulação tridimensional na TIE. Além

disso, o uso de informação a priori com descontinuidade na regularização Gaussiana permite

uma melhor definição das estruturas internas do meio modelado, em particular da caixa torácica,

como pode ser observado ao se comparar a Fig. 3.11, sem o uso dessa informação, com a

Fig. 4.16, onde essa informação é utilizada. Os dados simulados também mostram que a

inclusão da matriz de covariâncias na regularização melhora não só a definição de objetos da

imagem como também a estimativa do valor da sua resistividade, inclusive para objetos que

não foram incluídos no atlas, o que sugere que é possível identificar patologias mesmo quando

apenas indivíduos saudáveis são usados na construção do atlas.

Os dados reais foram obtidos com eletrodos dispostos em um mesmo plano, o que

limitaria a observabilidade no eixo crânio-caudal. Ainda assim, devido à informação do atlas

anatômico ter sido calculada para um domínio tridimensional, as imagens obtidas para esses

dados não apresentaram problemas de observabilidade significativos nessa direção.

Os dados disponíveis coletados em suínos mostram que as alterações fisiológicas de
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interesse tem um impacto pequeno nas medidas de potencial elétrico, como pode ser visto na

Tab. 4.6, sugerindo que a maior parte da corrente passa pelos tecidos periféricos, dificultando

a observação na região de interesse (pulmões). Esses dados sugerem ainda que a melhora da

precisão e acurácia nas medidas deve ser buscada sempre que possível, através de melhores

configurações de equipamentos de TIE, de processos de calibração de medidas criteriosos e

com o uso de diferentes valores de corrente, otimizando a precisão das leituras nos canais onde

a amplitude do potencial elétrico medido é pequena.

O método de geração de malhas proposto resulta em malhas não estruturadas que

descrevem adequadamente a geometria do meio a ser modelado quando comparadas com o

volume gerado a partir de imagens de CT. Uma melhoria importante nos modelos de elementos

finitos utilizados foi a correção, baseada da Teoria do erro de aproximação, da discretização e

das dimensões das malhas de elementos finitos nas extremidades superior e inferior das malhas

de suínos, permitindo a obtenção de imagens com malhas de apenas 10cm de altura. O efeito

de uma discretização pobre do meio pode ser compensado nas medidas conforme mostra a

Fig. 3.18, mas o modo de realizar essa compensação ainda deve ser melhor estudado. Ao se

incluir o atlas anatômico na regularização, a correção da discretização com o uso de malhas

com número de elementos da ordem de alguns milhões se mostrou suficiente para a obtenção

de imagens com significado clínico. Porém, a correção desse efeito com o uso de malhas com o

número de elementos dessa ordem não é adequada quando se é utilizada apenas a regularização

Gaussiana, como mostra a Fig. 2.17, o que sugere que é possível melhorar essa correção. A

opção de se desprezar as medidas realizadas em eletrodos durante a injeção de corrente nos

mesmos, o que melhorou a qualidade da imagem nesse último caso, deve ser evitada, uma vez

que diminui significativamente o número de medidas disponíveis para a solução do problema

inverso.

O uso de um atlas anatômico com a informação de apenas 3 tecidos (ossos, pulmões

aerados e corpo) se mostrou ineficaz na obtenção de imagens a partir de dados reais. Apenas

com a inclusão de mais dois tecidos (atelectasia e coração) ao atlas foi possível gerar imagens

com algum significado clínico.

O método proposto apresenta resultados satisfatórios com dados simulados e com

dados reais. Entretanto, ainda existem diversas melhorias a serem implementadas. As malhas

de elementos finitos utilizadas para dados reais levam em conta o formato correto do corpo,

assim como a posição correta dos eletrodos, ambos obtidos a partir de imagens de tomografia

computadorizada. Sugerem-se, para trabalhos futuros, o estudo do efeito da utilização do

contorno médio proveniente do atlas e de eletrodos equidistantes no modelo, assim como a
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inclusão de algoritmos de estimação de contorno e de posicionamento dos eletrodos. O modelo

do erro de aproximação pode ser utilizado para compensar erros em parâmetros cuja inclusão

no modelo pode ser complexa, ou em parâmetros cuja estimação seja pouco confiável, como

no posicionamento dos eletrodos, no formato do corpo, na compensação da impedância de

contato ou na anisotropia dos tecidos, e também deve ser melhor investigado. Também é

possível elaborar diferentes atlas para situações clínicas distintas, como por exemplo com a

inclusão de ocorrências de pneumotórax ou com casos onde observa-se baixa resistividade dos

pulmões, como na presença de derrames ou de atelectasia. Assim, após uma estimativa inicial da

distribuição de resistividades no interior do tórax pode-se selecionar um outro atlas anatômico

com inclusão de casos específicos para a obtenção de uma nova estimativa.
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APÊNDICE A -- MODELO COMPLETO DE
ELETRODO

O campo eletromagnético no interior de um meio linear e isotrópico pode ser modelado

pelas Equações de Maxwell:

∇ ·εE = q (A.1)

∇ ·B = 0 (A.2)

∇×E =−∂B
∂ t

(A.3)

∇×µ
−1B = J+ ε

∂E
∂ t

, (A.4)

onde ε é a permitividade elétrica do material, E é o campo elétrico, q é a densidade de carga

livre, B é a densidade de fluxo magnético, µ é a permeabilidade magnética do material e J é a

densidade de corrente livre.

Segundo Hua et al.[54], quando o meio é atravessado por frequências inferiores a 30

MHz, a dependência no tempo pode ser desprezada, e a aproximação quasi-estática ∂B
∂ t = 0

pode ser utilizada. Assim, a Eq. (A.3) pode ser reescrita como:

∇×E = 0. (A.5)

Neste caso, existe um potencial elétrico φ tal que [55]:

E =−∇φ . (A.6)

Como J = σE, onde σ é a condutividade do material, e ∇ ·J = ∇ ·(∇× µ−1B) = 0,
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temos que [56]

∇ ·σE = 0. (A.7)

Substituindo a Eq. (A.6) na Eq. (A.7), obtemos a Equação de Laplace generalizada

∇ · (σ∇φ) = 0. (A.8)

A Eq. (A.8) descreve a distribuição de potencial no interior do domínio. Na fronteira

do domínio a Eq. (A.7) fica

∇ ·σE = ∇ ·J. (A.9)

Assumindo que a densidade de corrente J injetada no meio é uma função contínua,

temos que no contorno

σ
∂φ

∂n
=−J ·n≡ j, (A.10)

onde n é um versor normal apontando para fora do meio e j é a componente normal negativa

da densidade de corrente injetada J.

A Eq. (A.8) e a Eq. (A.10) formam o Modelo Contínuo. No caso real, a densidade

de corrente j é desconhecida, sendo conhecida apenas a corrente total Ie =
∫

se
jdS, onde se é a

superfície do eletrodo e e S é a superfície do domínio. Assim, a Eq. (A.10) pode ser reescrita

como [56] ∫
se

σ
∂φ

∂n
dS = Ie. (A.11)

Na superfície entre os eletrodos a componente normal à superfície do eletrodo da

densidade de corrente j = 0. Assim, entre os eletrodos, temos:

σ
∂φ

∂n
= 0. (A.12)

O efeito de curto nos eletrodos (shunting effect) pode ser levado em consideração

impondo nos eletrodos a condição

φ =Ue, (A.13)
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onde Ue é o potencial no e-ésimo eletrodo.

A Eq. (A.13) considera que toda a superfície externa do eletrodo está em um mesmo

potencial elétrico.

Quando tanto o efeito de shunt quanto a impedância de contato nos eletrodos são

levados em consideração, obtém-se o Modelo Completo de Eletrodo [36]. Neste caso, a Eq.

A.13 pode ser reescrita como:

φ + zeσ
∂φ

∂n
=Ue, (A.14)

onde ze é a impedância de contato entre o objeto e o eletrodo e.

Neste caso, o termo ∂φ

∂n se refere à densidade de corrente que atravessa o eletrodo.

Assim, as medidas de potencial no contorno do domínio são obtidas ao descontarmos, dos

potenciais medidos no eletrodo, uma queda de potencial equivalente ao produto da densidade

de corrente que os atravessa e da impedância de contato nesse eletrodo.
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APÊNDICE B -- DISCRETIZAÇÃO DO DOMÍNIO

Neste trabalho as malhas de elementos finitos são compostas de elementos tetraédricos.

Considere o elemento tetraédrico da Fig. B.1 composto pelos nós l, m, n e o.

Figura B.1: Elemento tetraédrico

Utilizando-se uma função de interpolação linear, a distribuição de potencial elétrico φ

no interior de um elemento é dada por

φ = a1 +a2x+a3y+a4z. (B.1)

Na forma matricial, a equação acima fica

φ(x,y,z) =
[
1 x y z

]


a1

a2

a3

a4


. (B.2)

Estendendo-se a Eq. (B.2) para os pontos nodais l, m, n e o, referente ao i-ésimo
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elemento, temos 
φil

φim

φin

φio


=


1 xl yl zl

1 xm ym zm

1 xn yn zn

1 xo yo zo




a1

a2

a3

a4


= Xi{a}. (B.3)

Resolvendo-se para os a’s, temos

{a}= X−1
i {φi}. (B.4)

Um modo de calcular o inverso da matriz Xi é pelo método do cofator. Assim

X−1
i =

CT

|Xi|
, (B.5)

onde Ci j = (−1)i+ j|d| e d é a primeira menor de Xi. O inverso de Xi fica então

X−1
i =

1
6V


αl αm αn αo

βl βm βn βo

γl γm γn γo

δl δm δn δo

 , (B.6)
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onde V é o volume do tetraedro e

αl = xmynzo + xoymzn + xnyozm− xoynzm− xnymzo− xmyozn (B.7)

βl =−ynzo− ymzn− yozm + ynzm + ymzo + yozn (B.8)

γl = xnzo + xmzn + xozm− xnzm− xmzo− xozn (B.9)

δl =−xnyo− xmyn− xoym + xnym + xmyo + xoyn (B.10)

αm =−xlynzo− xoylzn− xnyozl + xoynzl + xnylzo + xlyozn (B.11)

βm = ynzo + ylzn + yozl− ynzl− ylzo− yozn (B.12)

γm =−xnzo− xlzn− xozl + xnzl + xlzo + xozn (B.13)

δm = xnyo + xlyn + xoyl− xnyl− xlyo− xoyn (B.14)

αn = xlymzo + xoylzm + xmyozl− xoymzl− xmylzo− xlyozm (B.15)

βn =−ymzo− ylzm− yozl + ymzl + ylzo + yozm (B.16)

γn = xmzo + xlzm + xozl− xmzl− xlzo− xozm (B.17)

δn =−xmyo− xlym− xoyl + xmyl + xlyo + xoym (B.18)

αo =−xlymzn− xnylzm− xmynzl + xnymzl + xmylzn + xlynzm (B.19)

βo = ymzn + ylzm + ynzl− ymzl− ylzn− ynzm (B.20)

γo =−xmzn− xlzm− xnzl + xmzl + xlzn + xnzm (B.21)

δo = xmyn + xlym + xnyl− xmyl− xlyn− xnym. (B.22)

Substituindo a Eq. (B.6) na Eq. (B.4), encontramos o vetor a:
a1

a2

a3

a4


=

1
6V


αl αm αn αo

βl βm βn βo

γl γm γn γo

δl δm δn δo




φil

φim

φin

φio


. (B.23)

Finalmente, substituindo a Eq. (B.23) na Eq. (B.2) temos

φ(x,y,z) =
1

6V
[(αl +βlx+ γly+δlz)φil

+(αm +βmx+ γmy+δmz)φim

+(αn +βnx+ γny+δnz)φin

+(αo +βox+ γoy+δoz)φio ]. (B.24)
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Na forma matricial, a Eq. (B.24) pode ser reescrita como:

{φ}= N{φi}, (B.25)

onde N é a matriz de funções de forma do tetraedro.

O gradiente de potencial elétrico g é dado por

g = ∇φ =


δφ

δx
δφ

δy
δφ

δ z

 . (B.26)

Usando a Eq. (B.24) na Eq. (B.26), temos na forma matricial

{g}=


1

6V (βlφil +βmφim +βnφin +βoφio)
1

6V (γlφil + γmφim + γnφin + γoφio)
1

6V (δlφil +δmφim +δnφin +δoφio)

=
1

6V


βl βm βn βo

γl γm γn γo

δl δm δn δo




φil

φim

φin

φio


= [Mi]{φi}.

(B.27)

A relação entre o fluxo de corrente J e o gradiente de potencial elétrico ∇φ é dada por

J = [σ ]∇φ , (B.28)

onde [σ ] é a matriz de condutividade do material definida por

[σ ] =


Kxx 0 0

0 Kyy 0

0 0 Kzz

 . (B.29)

A matriz local de condutividades pode ser encontrada utilizando-se o princípio

variacional [54, 57], minimizando a seguinte equação

πi =
1
2

∫∫∫
V

σ |E|2dV −
∫∫
S

JφdS =
1
2

∫∫∫
V

σi|∇φ |2dV −
∫∫
S

JφdS. (B.30)

Usando as equações (B.25), (B.27) e (B.29) na equação (B.30), podemos escrever πi

na forma matricial

πi =
1
2

∫∫∫
V

[{g}T [σ ]{g}]dV −
∫∫
S

{φi}T [N]T JdS. (B.31)
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Substituindo a equação (B.27) na equação (B.31), e usando o fato de que os potenciais

nodais φi são independentes das coordenadas gerais x, y e z, temos

πi =
1
2
{φi}T

∫∫∫
V

[{Mi}T [σ ]{Mi}]dV

{φi}−{φi}T
∫∫
S

[N]T JdS. (B.32)

Minimizando a equação (B.32) em função de φ , temos

δπi

δφ
=

∫∫∫
V

[{Mi}T [σ ]{Mi}]dV

{φi}−
∫∫
S

[N]T JdS = 0. (B.33)

Temos então que

k{φi}=
∫∫
S

[N]T JdS (B.34)

k =
∫∫∫

V

[{Mi}T [σ ]{Mi}]dV, (B.35)

onde k é a matriz de condutividade local do elemento.

Substituindo as equações (B.27) e (B.29) na equação (B.35), e, sendo todos os termos

da integral da equação (B.35) constantes, temos

k =V{Mi}T [σ ]{Mi}

=
1

36V


βl γl δl

βm γm δm

βn γn δn

βo γo δo




Kxx 0 0

0 Kyy 0

0 0 Kzz




βl βm βn βo

γl γm γn γo

δl δm δn δo



=
1

36V


βlKxx γlKyy δlKzz

βmKxx γmKyy δmKzz

βnKxx γnKyy δnKzz

βoKxx γoKyy δoKzz




βl βm βn βo

γl γm γn γo

δl δm δn δo

 . (B.36)

Considerando o material isotrópico, temos Kxx = Kyy = Kzz = 1/ρ , onde ρ é a
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resistividade elétrica do elemento. Assim

k =
1

36V ρ


βl γl δl

βm γm δm

βn γn δn

βo γo δo




βl βm βn βo

γl γm γn γo

δl δm δn δo

= (B.37)

=
1

36V ρ


β 2

l + γ2
l +δ 2

l βlβm + γlγm +δlδm βlβn + γlγn +δlδn βlβo + γlγo +δlδo

β 2
m + γ2

m +δ 2
m βmβn + γmγn +δmδn βmβo + γmγo +δmδo

β 2
n + γ2

n +δ 2
n βmβo + γmγo +δmδo

sim. β 2
o + γ2

o +δ 2
o

 .
(B.38)

A matriz de condutividade global pode então ser calculada pela soma das matrizes de

condutividade local, respeitando-se a numeração global dos nós do modelo.
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APÊNDICE C -- MÉTODO DE NEWTON

O método de Newton é usado para encontrar o ponto de zero de funções não lineares.

Uma boa revisão do método de Newton e suas variações foi feita por Vauhkonen[56] e é

apresentada a seguir.

Seja f (x) uma função não-linear, f : R→ R. Dada uma aproximação inicial x0 de um

ponto de zero de f (x), uma melhor aproximação é dada por x = x1 onde a tangente da função

em x = x0 cruza o eixo x. Assim, o método de Newton iterativo pode ser escrito como

xk+1 = xk−αk
(

f ′(xk)
)−1 f (xk), (C.1)

onde αk é o tamanho do passo dado na direção de xk+1.

Para que ocorra a convergência do método xk não pode ser ponto estacionário de f (x),

xk e xk+1 não podem entrar em ciclo e f ′(x) deve ser de classe C1 ao redor da raiz.

Caso se deseje obter um ponto de mínimo de uma função não-linear, é necessário

utilizar a derivada da função. Seja F(x), F : Rn → R a função que queremos minimizar. Se

F(x) puder ser aproximada por uma função quadrática, um modelo quadrático da função pode

ser obtido pelos primeiros três termos da expansão em série de Taylor

F(xk + pk)≈ F(xk)+∇F(xk)
T pk +

1
2

pT
k ∇

2F(xk)pk, (C.2)

onde ∇F(xk)
T =

(
∂F(xk)

∂x1
, ..., ∂F(xk)

∂xn

)
, ∇2F(xk) é a matriz Hessiana de F e pk é o passo na

direção que minimiza F .

Para minimizar F , a condição F(xk + pk)< F(xk) deve ser satisfeita. Essa condição é

satisfeita se pk é um ponto de mínimo da função quadrática1

1Minimizar φ(pk) é similar a obter pk no método de descida mais íngreme (Steepest Descent Method, em
inglês)
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φ(pk) = ∇F(xk)
T pk +

1
2

pT
k ∇

2F(xk)pk. (C.3)

Diferenciando a Eq. (C.3) em relação a pk e igualando a 0, temos

∇pkφ(pk) = ∇F(xk)+
1
2
(
∇

2F(xk)
T +∇

2F(xk)
)

pk (C.4)

= ∇F(xk)+∇
2F(xk)pk = 0. (C.5)

Assim,

pk =−
(
∇

2F(xk)
)−1

∇F(xk). (C.6)

O ponto pk é um ponto de mínimo único da Eq. (C.3) se ∇2F(xk) é positiva definida.

O Método de Newton fica então

xk+1 = xk−αk
(
∇

2F(xk)
)−1

∇F(xk). (C.7)

Se ∇2F(xk) não for positiva definida, a Eq. (C.2) não possui mínimo. Se ∇2F(xk) for

positiva definida e F(x) for uma função quadrática apenas um passo do Método de Newton é

necessário para se obter o mínimo de F(x); caso contrário, a efetividade do método depende da

informação da curvatura da função fornecida pela matriz Hessiana.

Um caso particular do método de Newton ocorre quando a função F(x) é da forma

F(x) =
1
2

r(x)T r(x) =
1
2
‖r(x)‖2

2, , (C.8)

onde r(x) = (r1(x),r2(x), ...,rm(x))
T é uma função r : Rn→ Rm.

Neste caso, temos
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∇F(x) =
1
2

∇
(
r(x)T r(x)

)
(C.9)

=
(
∇r(x)T)r(x) (C.10)

=
(

J(r)(x)
)T

r(x), (C.11)

onde J(r)(x) é a matriz Jacobiana de r. A Hessiana de F fica

∇
2F(x) = ∇(∇F(x))T (C.12)

= ∇

((
J(r)(x)

)T
r(x)

)T

(C.13)

= ∇

(
r(x)T J(r)

)
(C.14)

=





∂

∂x1
∂

∂x2...
∂

∂xn


[
rT J(r)1 rT J(r)2 · · · rT J(r)n

]


(C.15)

=


∂ rT

∂x1
J(r)1 · · · ∂ rT

∂x1
J(r)n

... . . . ...
∂ rT

∂xn
J(r)1 · · · ∂ rT

∂xn
J(r)n

+


rT ∂J(r)1
∂x1

· · · rT ∂J(r)n

∂x1... . . . ...

rT ∂J(r)1
∂x1

· · · rT ∂J(r)n

∂x1

 (C.16)

=


∂ rT

∂x1...
∂ rT

∂xn


[
J(r)1 · · · J(r)n

]
+


m
∑

i=1
ri

∂ 2ri

∂x2
1

· · ·
m
∑

i=1
ri

∂ 2ri

∂x1∂xn
... . . . ...

m
∑

i=1
ri

∂ 2ri

∂xn∂x1
· · ·

m
∑

i=1
ri

∂ 2ri

∂x2
n

 (C.17)

=
(

J(r)(x)
)T

J(r)(x)+
m

∑
i=1

ri(x)G
(r)
i (x), , (C.18)

onde J(r)j é a j-ésima coluna de J(r) e G(r)
i (x) = ∇2ri(x). Substituindo as equações (C.11) e
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(C.18) em (C.7) temos

xk+1 = xk−αk

((
J(r)(xk)

)T
J(r)(xk)+

m

∑
i=1

ri(xk)G
(r)
i (xk)

)−1

.J(r)(xk)
T r(xk). (C.19)

A Eq. (C.19) é chamada Método de Newton-Raphson. Este método é bastante utilizado

para resolver problemas de mínimos quadrados, quando se quer minimar um erro v de um

modelo de observações dado por:

v = z−Hθ , (C.20)

onde z é o vetor de observações, θ é o vetor de parâmetros a serem determinados e H é o modelo

matemático entre z e θ . Neste caso, a função a ser minimizada é

F(θ) =
1
2

n

∑
i=1

v2
i =

1
2

vT v (C.21)

=
1
2
(z−Hθ)T (z−Hθ). (C.22)

Derivando em relação a θ , temos

∇F(θ) =
1
2

(
∂

∂θ
(z−Hθ)T (z−Hθ)

)
(C.23)

=
∂ (z−Hθ)T

∂θ
(z−Hθ) (C.24)

=−HT (z−Hθ). (C.25)

A Eq. (C.22) possui um ponto único de mínimo se
∂ 2F(θ)

∂θ 2 = HT H é uma matriz

positiva definida. Neste caso, a estimativa do ponto de mínimo θ̂LS por mínimos quadrados é

θ̂LS =
(
HT H

)−1
HT z. (C.26)

Se a relação entre z e θ é não-linear, temos que
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z = h(θ)+ v. (C.27)

Neste caso, a função a ser minimizada fica

F(θ) =
1
2
(z−h(θ))T (z−h(θ)) . (C.28)

A Eq. (C.28) é equivalente à Eq. (C.8) quando r(θ) = z−h(θ). Neste caso, J(r)(θ)i j =
∂ (zi−hi(θ))

∂θ j
=−∂hi(θ)

∂θ j
=−Ji j, onde J é a matriz Jacobiana de h(θ). A Eq. (C.19) fica então

θ̂k+1 = θ̂k +αk

(
JT

k Jk +
m

∑
i=1

(
zi−hi

(
θ̂k
))

Gi
(
θ̂k
))−1

JT
k
(
z−h

(
θ̂k
))

, (C.29)

onde Jk = J(θ̂k) e Gi = G(r)
i .

De modo a acelerar o cálculo da matriz Hessiana, que consome muito tempo e

memória, algumas aproximações podem ser feitas. Uma delas é considerar que o termo
m
∑

i=1

(
zi−hi

(
θ̂k
))

Gi
(
θ̂k
)

da Eq. (C.29) é desprezível. Isto ocorre quando o chute inicial θ̂0

é próximo do mínimo θ ∗, ou seja, quando z− h(θ̂0) ≈ 0, ou quando o modelo h(θ̂k) é

aproximadamente linear próximo a θ̂k, fazendo com que Gi ≈ 0. Assim, a Hessiana é dada

por

∇
2F(θ)≈ J(θ)T J(θ). (C.30)

A Eq. (C.29) fica então

θ̂k+1 = θ̂k +αk
(
JT

k Jk
)−1

JT
k
(
z−h

(
θ̂k
))

. (C.31)

O mesmo resultado pode ser obtido considerando que h(θ) é linear em torno de θ0, ou

seja, h(θ)≈ h(θ0)+ J(θ0)(θ −θ0). A Eq. (C.31) é chamada Método de Gauss-Newton.

No caso de problemas mal-postos, a solução por mínimos quadrados é instável. Neste

caso, é necessário modificar o problema de minimização de modo que exista uma solução
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estável. Esta modificação é chamada de regularização do problema.

Uma regularização bastante conhecida é a regularização de Tikhonov. Nela, o espaço

de soluções é restrito pela imposição de um delimitador do tipo ‖I(θ − θ ∗)‖2, onde θ ∗ é um

chute inicial da solução e I é a matriz identidade.

No caso de problemas não-lineares, a função a ser minimizada fica

F(θ) =
1
2
[
‖z−h(θ)‖2

2 +λ
2‖I(θ −θ

∗)‖2
2
]
, (C.32)

onde λ ≥ 0 é chamado de parâmetro de regularização e controla o peso dado à restrição ‖I(θ −
θ ∗)‖2

2.

O método de Newton-Raphson iterativo passa a ser

θ̂k+1 = θ̂k +αk

(
JT

k Jk−
m

∑
i=1

(
zi−hi

(
θ̂k
))

Gi
(
θ̂k
)
+λ

2I

)−1

.
(
JT

k
(
z−h(θ̂k)

)
−λ

2(θ̂k−θ
∗)
)
. (C.33)

Quando a aproximação
m
∑

i=1

(
zi−hi

(
θ̂k
))

Gi
(
θ̂k
)
≈ 0 é usada, a iteração fica

θ̂k+1 = θ̂k +αk
(
JT

k Jk +λ
2I
)−1 (

JT
k
(
z−h(θ̂k)

)
−λ

2(θ̂k−θ
∗)
)
. (C.34)

Quando se tem alguma informação a priori, essa informação deve ser utilizada de modo

a se obter uma resposta mais precisa. A informação a priori pode ser relacionada com o vetor

de erros v ou com os parâmetros θ a serem estimados. Considere uma função F(θ) da forma

generalizada

F(θ) =
1
2
[
‖L1(z−h(θ))‖2 +λ

2‖L2(θ −θ
∗)‖2] . (C.35)

O método de Newton-Raphson na forma generalizada é dado por
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θ̂k+1 = θ̂k +αk

(
JT

k W1Jk−
m

∑
i=1

(L1(i, :))
(
z−h

(
θ̂k
))

L1Gi
(
θ̂k
)
+λ

2LT
2 L2

)−1

.
(
JT

k W1
(
z−h(θ̂k)

)
−λ

2LT
2 L2(θ̂k−θ

∗)
)
, (C.36)

onde W1 = LT
1 L1 é chamada matriz de ponderação.

Caso a aproximação ∇2F(θ̂k)≈ JT
k W1Jk +λ 2LT

2 L2 seja usada, a iteração passa a ser

θ̂k+1 = θ̂k +αk
(
JT

k W1Jk +λ
2LT

2 L2
)−1

.
(
JT

k W1
(
z−h(θ̂k)

)
−λ

2LT
2 L2(θ̂k−θ

∗)
)
. (C.37)

O algoritmo da Eq. (C.37) é chamado algoritmo de Gauss-Newton na forma

generalizada e sua regularização, regularização de Tikhonov generalizada.

A matriz de ponderação W1 geralmente é escolhida como sendo a matriz identidade,

considerando assim que todos os componentes do vetor de erros v possuem variâncias iguais e

são independentes. Caso suas variâncias sejam diferentes, a matriz de ponderação pode ser

escolhida como sendo W1 = diag(σ−2
1 , · · · ,σ−2

m ), onde σk é o erro da k-ésima observação.

Assim, observações com erros menores terão pesos maiores na solução.

A matriz L2 é chamada matriz de regularização. Quando é escolhida como sendo a

matriz identidade, temos a regularização de Tikhonov. Também pode ser usado algum operador

derivativo, quando a solução que se quer obter é suave no espaço.
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