FLAVIA MILO DOS SANTOS

IMPACTO HIDRODINAMICO VERTICAL DE CORPOS
AXISSIMETRICOS ATRAVES DE UMA ABORDAGEM VARIACIONAL

Sao Paulo
2013



FLAVIA MILO DOS SANTOS

IMPACTO HIDRODINAMICO VERTICAL DE CORPOS
AXISSIMETRICOS ATRAVES DE UMA ABORDAGEM VARIACIONAL

Tese apresentada a Escola Politécnica da
Universidade de Sdo Paulo para obtencéao
do titulo de Doutor em Ciéncias

Sao Paulo
2013



FLAVIA MILO DOS SANTOS

IMPACTO HIDRODINAMICO VERTICAL DE CORPOS
AXISSIMETRICOS ATRAVES DE UMA ABORDAGEM VARIACIONAL

Tese apresentada a Escola Politécnica da
Universidade de Sdo Paulo para obtencéao
do titulo de Doutor em Ciéncias

Area de concentracao:
Engenharia Mecanica

Orientador: Prof. Dr. Celso Pupo Pesce

Sao Paulo
2013



Este exemplar foi revisado e corrigido em relagao a versao original, sob
responsabilidade Unica do autor e com a anuéncia de seu orientador.

Sao Paulo, 03 de dezembro de 2013.

Assinatura do autor

Assinatura do orientador

FICHA CATALOGRAFICA

Santos, Flavia Milo dos

Impacto hidrodinamico vertical de corpos axissimétricos
através de uma abordagem variacional / F.M. dos Santos. --
versdo corr. -- Sao Paulo, 2013.

153 p.

Tese (Doutorado) - Escola Politécnica da Universidade de
Sao Paulo. Departamento de Engenharia Mecénica.

1. Método numérico variacional 2. Técnicas dessingulari-
zadas 3. Impacto hidrodinamico 4. Corpos axissimétricos
(Impacto) 5. Abordagem GvKM I. Universidade de Sao Paulo.
Escola Politécnica. Departamento de Engenharia Mecéanical ll. t.




DEDICATORIA

Aos meus pais, Ademar e Fatima,

e minhas irmas, Débora e Daniela.



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais e irmas, pelo carinho e pelo grande incentivo dado a minha formagao.

Em especial, agradego ao meu namorado Ricardo, pelo incentivo, apoio incondicional e,

principalmente, pela compreensao e carinho nesses anos.

Ao Prof. Dr. Celso Pupo Pesce pela orientagdo e por seu apoio ao longo desses anos,

possibilitando a concretizagdo deste trabalho.

Ao Prof. Dr. Alexandre N. Simos pelas valiosas discussdes que em muito contribuiram

para o desenvolvimento desta tese.

Ao Prof. Dr. José A. P. Aranha pelas discussdes conceituais e sugestdes dadas durante a

qualificacgao.

Ao Prof. Dr. José¢ Roberto Nogueira, da Unesp de Presidente Prudente, que sempre me

incentivou a dar prosseguimento em minha formagao académica.

Aos meus primos Cassius e Luciana, que me auxiliaram quando da minha chegada na

cidade de Sdo Paulo.

Aos meus queridos amigos (em ordem alfabética), Ana Beatriz Milo Serra, Daniela
Cambui, Livia Silva Alvarenga, Marjorie Xavier, Pedro Andrade, Rogério Galante, Rosiane

Cristina de Lima e Thais Piva pelo companheirismo € momentos de descontragao.

Aos colegas de laboratorio Amin Assad Neto, Edna Moratto, Marta Veris, Luigi Greco,
Rafael Salles e, em especial, a Marcos Rabelo, Marilda Nagamini ¢ Paula Falcon, pela
amizade, colaboracdo e incentivo durante esse periodo. Agradecimentos especiais a Leonardo

Casetta pelas discussdes tedricas e troca de ideias durante o desenvolvimento deste trabalho.
Ao Eng. Edgard Malta pelos resultados numéricos obtidos através do WAMIT®.

A FAPESP, Funda¢io de Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo, pelo suporte
financeiro através de bolsa de doutorado no periodo 08/2010 — 02/2013, processo nimero

2010/07008-9.

A Petrobras, pelo suporte financeiro através de bolsa de estudos no periodo 03/2009 —
07/2010, no ambito do projeto de pesquisa em “Topicos Avancados de Hidrodindmica de
Sistemas Oceanicos”, quando estes estudos foram iniciados. Em particular, ao Dr. Marcos

Donato Ferreira, do CENPES, coordenador daquele projeto.

A todos que direta ou indiretamente contribuiram para a conclusao deste trabalho.



RESUMO

Do ponto de vista da hidrodinamica classica, o problema de impacto hidrodinamico
configura-se como um problema de contorno com fronteiras méveis cuja posicdo deve ser
determinada simultaneamente a solu¢do da equacao de campo. Essa caracteristica traz
dificuldades para obtencdo de solucdes analiticas e numéricas. Nesse sentido, o presente
trabalho propde o desenvolvimento de um método numérico especifico para analisar o
problema de impacto hidrodinamico de corpos solidos rigidos contra a superficie livre da
agua. A solucao da equacdo dindmica ndo linear do problema de impacto depende da
determinagdo do tensor de massa adicional a cada instante de tempo, o qual depende da
posicdo e atitude do corpo no instante considerado. Um método variacional especifico ¢é
empregado, através do qual os coeficientes de massa adicional sdo determinados com erro de
segunda ordem, na posi¢ao considerada. Tal método ¢ exemplo de técnicas numéricas
dessingularizadas, através das quais o potencial de velocidade ¢ aproximado em um espago
finito-dimensional formado por fungdes-teste derivadas de solu¢des potenciais elementares,
tais como polos, dipolos, anéis de dipolos, de vortices, etc. O problema potencial de impacto
hidrodinamico, que se caracteriza pela dominancia das for¢as de inércia, ¢ formulado
admitindo-se a superficie liquida como equipotencial, o que permite a analogia com o limite
assintotico de frequéncia infinita do problema de radiagdo de ondas causada pelo movimento
de corpos flutuantes. O método desenvolvido é entdo aplicado ao caso de impacto vertical de
corpos axissimétricos, formulando o problema sob o chamado modelo de von Karmén
generalizado (GvKM). Nesse modelo as condigdes de contorno na geometria exata do corpo
sdo satisfeitas, porém os efeitos do empilhamento de agua junto as raizes do jato, que se
forma ao longo da intersec¢do com a superficie livre, ndo sdo considerados no caso geral.
Resultados numéricos do coeficiente de massa adicional para uma familia de esferoides sao
apresentados e tabulados para o pronto uso em analise e projeto. Além disso, consideracdes
acerca da inclusdo do efeito de empilhamento de agua junto as raizes do jato, ou seja, da
elevagdo da superficie livre s3o também feitas para o caso de esferas, fazendo uso de

abordagens analiticas encontradas na literatura especializada.

Palavras-chave: Método numérico variacional. Técnicas dessingularizadas. Problema de

impacto hidrodinamico. Impacto vertical de corpos axissimétricos. Abordagem GvKM.



ABSTRACT

In terms of classical hydrodynamics, the hydrodynamic impact problem is characterized
as a boundary problem with moving boundary which position must be determined
simultaneously with the solution of the field equation. This feature brings difficulties to get
analytical and numerical solutions. In this sense, the purpose of this work is to present a
variational method technique specifically designed for the hydrodynamic impact problem of
axisymmetric rigid bodies on the free surface. The solution of the nonlinear dynamic equation
of the impacting motion depends on the determination of the added mass tensor and its
derivative with respect to time at each integration time step. This is done through a variational
method technique that leads to a second-order error approximation for the added mass if a
first-order error approximation is sought for the velocity potential. This method is an example
of desingularized numerical techniques, through which the velocity potential is approximated
in a sub-space of finite dimension, formed by trial functions derived from elementary
potential solutions, such as poles, dipoles, and vortex rings, which are placed inside the body.
The potential problem of hydrodynamic impact, characterized by the dominance of inertial
forces, is here formulated by assuming the liquid surface as equipotential, what allows the
analogy with the infinity frequency limit in the usual free surface oscillating floating body
problem. The method is applied to the vertical hydrodynamic impact of axisymmetric bodies
within the so-called Generalized von Karman Model (GvKM). In such approach, the exact
body boundary condition is full-filled and the wet correction is not taken into account.
Numerical results for the added mass coefficient for a family of spheroids are presented.
Moreover, considerations are made on the effects of the free surface elevation for the specific

case of an impacting sphere, through analytical approaches.

Keywords: Variational numerical method. Desingularized techniques. Hydrodynamic impact

problem. Vertical impact of axisymmetric bodies. GVKM approach.
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LISTA DE SIMBOLOS

Alfabeto Romano

a a

a

b3

~

F(a,b;c;w)
FB

Fy(o.v)

FR

G=|6, 1))
G(.v)

g

raio caracteristico do corpo de impacto (raio da esfera ou semidiametro no
eixo de revolucao z de um esferoide oblato)

semidiametro de um esferoide oblato

raio de um disco circular
constante

coeficiente de slamming

fator de correcao; ver Miloh (1991a)
forca

funcdo hipergeométrica

for¢ca de empuxo

funcional de Rayleigh

numero de Froude

matriz energia cinética

funcional energia cinética
aceleracdo da gravidade

variavel auxiliar (APENDICE B; APENDICE C); altura de queda de um
corpo de impacto (ver Figura 5.17)
funcado trigonométrica recursiva
Lagrangiana do campo potencial ¢
massa adicional

tensor massa adicional

aproximacao variacional para o tensor massa adicional

massa do corpo de impacto; intensidade de uma fonte

massa de liquido deslocada por um corpo totalmente submerso

namero natural

numero de dipolos do conjunto de fungdes-teste



n namero natural

n vetor normal

n, numero de dipolos para compor o anel discreto de dipolos
n, numero de dipolos para compor o anel discreto de fontes
p pressao

q= {qj} vetor de coeficientes

R raio do anel de vortices

r vetor posi¢ao

r variavel radial em coordenadas cilindricas

r, raio do duplo-corpo associado a profundidade de penetragcao &
S superficie

T energia cinética

T.(r) fun¢ao-teste

t tempo

u mudanga de variaveis, u :%

U vetor velocidade

U componente vertical do vetor velocidade

\Y volume

V(y) funcional trabalho

V, ={V,(T))}  vetor trabalho

WO (V) espaco de Sobolev

z variavel axial em coordenadas cilindricas

z, deslocamento vertical em relagdo ao plano z =0

Alfabeto Grego

a angulo de abertura de um setor circular de raio R

a, coeficiente de interpolagdo para a massa adicional

p massa especifica, adimensional

4 variavel auxiliar (APENDICE B; APENDICE C); variavel de integrago

(Eq. (5.24))
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Subscritos
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wfd

variagao
variavel auxiliar (APENDICE B; APENDICE C);

erro da solugdo fraca na condicao de contorno

erro no coeficiente adimensional de massa adicional

profundidade de penetragdo do corpo

cota do ponto de intersec¢do da superficie livre com a superficie do corpo;
ver Figura 5.23

funcdo que descreve a elevacao da superficie livre

cota do ponto de intersecc¢do da superficie livre com a superficie do corpo;
nomenclatura utilizada em Faltinsen (1990)

intensidade de um filamento de vortices

variavel auxiliar (APENDICE B; APENDICE C)

massa de liquido deslocada em fung¢ao da profundidade de penetragao do
corpo

densidade do liquido

variavel adimensional; ver, por ex., Eq. (B.19)

variavel angular (ou azimutal) em coordenadas cilindricas

potencial de velocidade
aproximag¢ao numérica para ¢
funcdo quadrado integravel

angulo solido

referente ao instante inicial
superficie molhada do corpo
seio do dominio liquido (bulk)
superficie livre

funcao-teste (trial function)

totalidade do dominio fluido, jatos sdo considerados (whole fluid domain)



Superescritos

* designacdo de variavel adimensional

0 referente a linearizagdo do problema de impacto (ver, p.ex., se¢ao 3.3.1)
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1 INTRODUCAO

1.1  Motivacao e objetivos

A determinacdo das forgas e cargas de impacto e a avaliagdo da decorrente resposta
dindmica de estruturas quando sujeitas a uma rapida interagdo com meio liquido ¢ usualmente
denominada problema de impacto hidrodinamico (em inglés, hydrodynamic impact problem).
Conhecido ha milénios, posto ser responsavel por fendmenos de grande efeito visual e
destrutivo, particularmente quando das agdes de ondas do mar em arrebentacdo contra obras
costeiras, Figura 1.1, o problema de impacto hidrodindmico tem igualmente preocupado a
Engenharia Naval. Nao sdo raras as descri¢gdes de sérios danos ocasionados por ondas ao

atingirem navios € embarcacdes em navegagao oceanica e costeira.

Figura 1.1 —Arrebentacdo de ondas em um farol na Bretanha, Franca. Extraido de
< http://pinterest.com/pin/278871401897474251/>; acesso em 26 ago. 2013.

O mesmo vem ocorrendo no ambito da Engenharia Oceanica, quando do impacto
provocado pela violenta interacdo entre a superficie do mar e os mais diversos tipos de
estruturas oceanicas. No ambito da exploracao de petroleo no mar, o impacto hidrodindmico
comparece na interagao de ondas contra plataformas de prospeccdo e produgao de petrdleo,

sejam elas fixas ou flutuantes.
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De uma forma geral, a interagdo abrupta entre a superficie do mar e as embarcagdes e
estruturas oceanicas recebe o nome de slamming. (ver FALTINSEN et al.,, 2004 para
exemplos). O classico problema de impacto hidrodinamico de corpos contra a superficie livre
da agua ¢ parte fundamental, e elementar, do estudo do fendmeno de slamming. Ilustragdes de

situacdes reais de slamming em navios sdo apresentadas na Figura 1.2 e Figura 1.3.

S

Figura 1.3 — Fendmeno de slamming e green-water em um navio, em 1963. O movimento
vertical relativo entre o navio e as ondas causa uma parede quase vertical de 4gua ao redor da
proa. Extraido de Faltinsen (2005).

Exemplos de problemas correlatos sdo:

1) acdo direta da arrebentagdo de ondas contra o casco de VLCCs (very large crude

carrier), colunas de Semi-Subs e TLPs (tension-leg platform).
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i1) acdo indireta de ondas, nos fendmenos de run-up, em conveses, equipamentos €
instalacdes de Semi-subs e TLPS e/ou de dgua embarcada (green-water) em equipamentos e
instalagdes de FPSOs (floating production storage and offloading). Esbogos dos fendmenos

de run-up e green-water sao apresentados na Figura 1.4 e Figura 1.5, respectivamente.

NN

i

Wave runups
and slamming

Figura 1.4 —Esbogo do fendmeno de run-up e slamming em plataformas. Extraido de
Faltinsen et al. (2004).

Figura 1.5 —Esboco do fenomeno de green-water (ou d4gua embarcada). Extraido de Faltinsen
et al. (2004).

iii) sloshing' em tanques; ver Figura 1.6. “Sloshing must be considered for almost any
moving vehicle or structure containing a liquid with a free surface and can be the result of

resonant excitation of the tank liquid”. (FALTINSEN; TIMOKHA, 2009, p.1).

! Sloshing pode ser definido como um fendmeno de interagio fluido-estrutura ocorrente no interior de tanques e
afins, e que se caracteriza por movimentos de grande amplitude de massas de liquido, na presenca de interface
com o0 ar ou com outra mistura gasosa. Tais movimentos sdo usualmente respostas a excitagdes ressonantes da
massa liquida, associadas a movimentos impostos a estrutura do tanque, ou a subitas aceleragdes por ele sofridas.
Os movimentos de grande amplitude causam violentas interacdes do liquido ao atingir as paredes internas do
tanque, as quais estdo associados intensos picos no campo de pressdo fuido-dindmica na interface sélido-liquido,
o que pode ocasionar danos estruturais ou mesmo perda de estabilidade do veiculo que o contém. Exemplos de
ocorréncia de sloshing podem ser encontrados em: tanques de combustivel de veiculos aeroespaciais e de
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Figura 1.6 — Sloshing em um tanque retangular. Extraido de Faltinsen e Timokha (2009).

iv) na eventual queda de um corpo contra a superficie liquida, como ¢ o caso de
capsulas de salvamento lancadas de plataforma, ver Figura 1.7; ou em caso de acidentes

durante operacdes com cargas suspensas por guindastes em operagdo offshore.

(b)

Figura 1.7 — Queda livre de capsulas de salvamento na agua (free fall lifeboats). Extraido de
Sauder (2007) e Sauder e Fouques (2009), respectivamente.

veiculos rodoviario; contentores de transporte de liquidos em veiculos em geral, como caminhdes, navios-
tanque, navios de transporte de gas liquefeito de petroleo.
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Devido a complexidade no tratamento do cléssico problema de impacto de um corpo
contra a superficie livre da dgua (e, consequentemente, do problema de slamming), o tema ¢
de interesse recorrente da engenharia. Tal complexidade esta associada a agdes e decorrentes
mudangas abruptas nas grandezas fisicas envolvidas, em especial nos instantes iniciais do
impacto. De fato, a grande desaceleragdo sofrida pelo corpo ocorre em seus primeiros
instantes de penetragdo. Como pode ser visto na Figura 1.8, durante o impacto ocorre o
desprendimento, a alta velocidade, de finos jatos de agua, expelidos do seio do liquido a partir
das proximidades da chamada linha de contato solido-liquido, que ¢ a linha que define a

intersec¢do geométrica entre o corpo de impacto e a superficie livre da agua.

Figura 1.8 — Impacto vertical de um hemisfério contra a superficie livre da dgua. Extraido de
Backer et al. (2009).

Do ponto de vista da hidrodindmica cléssica, o problema de impacto hidrodindmico
configura-se como um problema de contorno com fronteiras méveis cuja posicao deve ser
determinada simultaneamente a solu¢cdo da equagdo de campo, nesse sentido, analogo ao
classico problema de interacdo de movimentos de corpos flutuantes com ondas de superficie.
Tal analogia sera explorada na presente tese. Essa caracteristica o diferencia dos problemas de
escoamento ao redor de corpos rigidos e totalmente submersos (problemas de contorno com

fronteiras fixas). A expulsdo dos jatos constitui singularidade fisico-matematica, que
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representa uma dificuldade adicional a formulacdo do problema e a obten¢do de solugdes

analiticas e numéricas. Por essa razdo, modelos simplificados ainda sdo muito empregados.
Discussao apresentada em documento da DNV, DET NORSKE VERITAS, (ver DNV-

OS-E406, 2010), para o projeto de céapsulas de salvamento, ressalta a complexidade do

problema e da determinagdo das cargas de slamming, conforme trecho a seguir:

Determination of slamming loads on a lifeboat during impact is considered complex
and difficult to describe with simple expressions, or simulations. This applies to the
use of general slamming simulation software or Computational Fluid Dynamics
(CFD) codes. In particular, the complexity in analyses increases significantly when

including waves. (DNV-0S-E406, 2010, p.42)

O referido documento da DNV discute o emprego de ferramentas analiticas e
numéricas, dentre as quais sugere o VOF (Volume-of-Fluid) ¢ o BEM (boundary element
method) como métodos computacionais proprios para analise do slamming. Ressalta ainda
que, nesses métodos, o dominio computacional deve ser suficientemente grande para evitar
interferéncias provenientes das fronteiras. Além desses citados no documento da DNV, outros
métodos numéricos merecem destaque como, por exemplo, os métodos de particulas (SPH:
smoothed-particle hydrodynamics; MPS: moving particle semi-implicit), que sdo métodos

sem malha e que adotam abordagem Lagrangiana.

Neste contexto, o presente trabalho propde e constroi um método numérico especifico
para o problema de impacto hidrodindmico de corpos convexos contra a superficie liquida.
Tal método ¢ formulado para a fase do problema de impacto denominado de entrada na agua
ou water-entry problem. Enfatiza-se que esse método ndo ¢, ao menos teoricamente,
fortemente dependente da geometria do corpo. Ressalta-se também que nesse método o
problema de interferéncia das fronteiras no dominio nao existe. O método ¢ baseado em uma
adaptacao de formulagdo variacional, proposta por Aranha e Pesce (1989), originalmente
construida através de uma formulagdo fraca para tratar de problemas de radiagao e difragdo de
ondas de superficie por corpos flutuantes.

Uma linearizagdo consistente da condi¢do de contorno na superficie livre leva a um
problema equivalente de escoamento potencial ao redor de um duplo-corpo em fluido infinito,

a cada instante de tempo. A condicdo de contorno na superficie livre, ¢ =0, pode ser entdo

recuperada através da analogia com o limite assintotico de frequéncia infinita no problema de
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radiagdo de ondas de superficie causada pelo movimento oscilatério de corpos flutuantes na
interface ar-agua (ver NEWMAN, 1977). A luz da Mecénica Analitica, a for¢a de impacto
hidrodinamico pode ser obtida através do conhecimento, a cada instante de tempo, da massa
adicional do corpo associado a correspondente profundidade de penetracao.

O método aqui apresentado baseia-se numa formulacdo variacional fraca do problema
potencial associado. A solucdo da correspondente equagdo fraca ¢ obtida em um espago
finito-dimensional formado por fungdes-teste derivadas de solugdes potenciais elementares
singulares. As singularidades sdo posicionadas dentro do corpo, evitando problemas
numéricos nas integrais calculadas sobre as superficies. Assim, o método pode ser
classificado como um método dessingularizado ou de solugdes fundamentais; ver, p.ex., Cao
et al. (1991). Recentemente, a técnica dessingularizada foi utilizada por Scolan (2010a,b) para
simular o impacto de ondas em uma parede vertical. A principal vantagem desta abordagem
variacional ¢ permitir determinar os coeficientes de massa adicional com erro de segunda
ordem quando comparado ao erro da solugdo numérica dos potenciais de velocidades a eles
associados. Para tanto, e para estudos de convergéncia numérica, uma forma integral &
proposta e utilizada para a avaliagdo do erro cometido na satisfagdo da condigdo de
impermeabilidade na superficie do corpo.

O método desenvolvido ¢ entdo aplicado ao caso de impacto vertical de corpos
axissimétricos, fase de entrada na agua, formulando o problema sob o chamado modelo de
von Karman generalizado (GvKM). Nesse modelo as condi¢des de contorno na geometria
exata do corpo sao satisfeitas, porém os efeitos do empilhamento de agua junto as raizes do
jato, que se forma ao longo da intersec¢d@o com a superficie livre, ndo sdo considerados.

Objetivando usos imediatos em analise e projeto, resultados numéricos do coeficiente
de massa adicional para uma familia de esferoides sdo entdo apresentados e devidamente
representados em séries de poténcia na varidvel que mede a profundidade de penetracao na
agua. Complementarmente, consideragdes acerca da inclusdo do efeito de empilhamento de
agua junto as raizes do jato, ou seja, da elevacdo da superficie livre sdo também feitas, porém

restritas ao caso de uma esfera.

1.2 Estrutura do trabalho

O Capitulo 2 apresenta um apanhado bibliografico do problema de impacto

hidrodindmico, a partir da citacdo de alguns dos principais trabalhos realizados ao longo das
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ultimas décadas. Este apanhado compreende alguns trabalhos experimentais, outros teoricos
(tanto analiticos quanto numéricos), ¢ faz mencdo a abordagens para o tratamento do
problema. Mencgodes e consideragdes especificas a algumas dessas referéncias sdo encontradas
ao longo de todo o texto.

A fundamentagdo tedrica e a formulacdo matemadtica do problema de impacto
hidrodindmico sdo apresentadas no Capitulo 3. Alguns modelos classicos que abordam o
problema de impacto hidrodindmico de forma simplificada, mas que levam a boas estimativas
para a forca hidrodinamica, sdo também discutidos nesse capitulo. Esses modelos abordam
questdes essenciais como a consideragdo ou ndo da superficie molhada exata do corpo e da
correcao molhada referente ao empilhamento de dgua junto as raizes dos jatos.

No Capitulo 4 ¢ apresentado o método numérico especificamente construido para o
problema de impacto. O problema potencial de impacto hidrodindmico, caracterizado pela
dominancia de forcas inerciais, ¢ entdo formulado admitindo-se ser a superficie livre
equipotencial, o que, como j& mencionado, permite a analogia com o limite assintdtico de
frequéncia infinita nos usuais problemas de radiacdo de ondas de superficie por corpos
flutuantes. A formulacdo matematica do método variacional para problemas potenciais em
fluido infinito ¢ entdo apresentada, bem como a constru¢do da base de fungdes de
representacdo (fungdes-teste) que ¢ utilizada. Nesta se¢do ¢ também proposta uma medida
integral do erro da solugdo numérica do potencial de velocidade. Além disso, a metodologia
adotada para a solugdo numérica do problema matematico ¢ apresentada.

Os resultados da aplicagdo do método variacional ao problema de impacto vertical de
corpos axissimétricos sdo apresentados no Capitulo 5. Esse capitulo encontra-se dividido em:
calculo da massa adicional de impacto; resolu¢do da equagdo de movimento para o impacto
vertical e consideragdes acerca do tratamento simplificado da elevacao da superficie livre
junto aos jatos, usualmente conhecida como corre¢ao molhada. Na se¢do do calculo de massa
adicional de impacto estdo também dispostos os resultados de validagdo do procedimento de
solugdo numérica, que culmina com a constru¢do de funcdes parametrizadas que cobrem o
caso de uma familia de esferoides.

O Capitulo 6 apresenta as conclusdes deste trabalho, bem como algumas sugestdes para
possiveis trabalhos futuros.

As referéncias bibliograficas apresentadas ao longo do trabalho encontram-se no final
deste texto, que ¢ acompanhado por apéndices contendo dedug¢des matematicas

complementares e resultados numéricos adicionais.
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2 BREVE APANHADO BIBLIOGRAFICO

A revisdo bibliografica a seguir apresenta um panorama geral, guiando o leitor pelas
principais referéncias do problema de impacto hidrodindmico, sem, contudo, ter a pretensao
da completude ou de esgotar as discussdes sobre o tema. De fato, a bibliografia nessa area ¢
bastante extensa, ndo s6 com relagdo a quantidade de trabalhos publicados, mas também no
que se refere ao periodo temporal. Os primeiros estudos datam da década de 1920.
Transcorridos quase 100 anos, muitas questdes vem sendo ainda investigadas, o que reafirma
a alegada complexidade do problema, bem como o interesse recorrente cientifico e da
engenharia. Dessa forma, o texto aqui apresentado limita-se a realgar os desenvolvimentos
considerados por esta autora como de maior relevancia na area bem como aqueles de
publicagdo mais recentes. Ao longo das sec¢des subsequentes, referentes a formulacdo
matematica e ao método proposto e utilizado para resolver o problema de impacto vertical,
alguns trabalhos aqui mencionados serdo revisitados, assim como meng¢ao a outras referéncias
serdo incluidas.

Os primeiros estudos do problema de impacto hidrodindmico, de natureza tedrica,
iniciaram-se na década de 1920 com os trabalhos de von Karmén (1929) e Wagner (1931).
Motivados pelo projeto de flutuadores de hidroavides, esses autores pioneiros estudaram o
problema do pouso do hidroavido, quando os flutuadores tocam a superficie da dgua de forma
abrupta, modelando o flutuador (corpo de impacto) como se fosse uma placa plana
equivalente, que ¢ considerada “colapsada” no plano da superficie liquida, z=0. Nessa
aproximagdo, a superficie de contato solido-liquido, tridimensional em sua forma original,
passa a ser considerada como uma superficie de contato bidimensional. Na abordagem de von
Kérman, a elevagdo da superficie livre nas proximidades do corpo (empilhamento de agua
junto as raizes dos jatos) ndo ¢ considerada, e a dimensdo caracteristica da placa plana torna-
se tdo somente associada com a profundidade de penetragdo. Assim, a priori, ¢ possivel
estabelecer uma relagdo puramente geométrica entre a dimensdo caracteristica da placa e a
profundidade de penetracdo do corpo de impacto. No entanto, quanto mais rombudo for o
corpo e menor for sua profundidade de penetracdo, mais significativa serd a influéncia da
elevacdo da superficie livre. Essa influéncia, i.e., the piled-up water effect, foi entdo
considerada por Wagner em seu trabalho. Vale mencionar que, tanto a abordagem de von

Kérman quanto a de Wagner, embora visdes simplificadas do problema, trazem consigo as
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informagodes fisicas a ele essenciais e, por conseguinte, fornecem uma primeira boa estimativa
para a forca hidrodindmica de impacto.

Nas abordagens seminais destes autores, a forca de impacto ¢ determinada através da
segunda lei de Newton, modelando a forca inercial reativa do liquido sobre o corpo como
representavel pelo tradicional conceito de massa adicional.

Ao longo das ultimas décadas, os avangos conseguidos foram essencialmente de
natureza tedrica como, por exemplo, os trabalhos de Cointe ¢ Armand (1987), Cooker e
Peregrine (1995) e Cointe et al. (2004), entre outros. A abordagem de cunho analitico vem se
preocupando com questdes eminentemente conceituais que envolvem a formulacdo
consistente do problema. A maioria dos estudos se restringe a corpos bidimensionais, tais
como Dobrovol’skaya (1969), Molin et al. (1996) e Mei et al. (1999), e casos axissimétricos.
Neste sentido, podem ser ressaltados os estudos analiticos de Chuang (1969) e Miloh
(1991a,b), para cones e esferas, respectivamente.

Shiffman e Spencer (1945, 1951) investigaram analiticamente o problema de impacto
vertical de esferas e cones, aproximando os corpos de impacto por lentes e elipsoides. No caso
de cones, p.ex., embora esse procedimento ndo leve em conta a geometria exata do corpo,
Shiffman e Spencer (1951) mostraram ser essa aproximacao bastante razoavel se comparada
ao calculo da massa adicional correspondente a geometria exata. Além disso, a remocao de
“cantos vivos” da geometria original do corpo, conseguida com o emprego dessa abordagem,
permite uma maior eficiéncia e rapidez em calculos numéricos a ele associados, por exemplo.
Nessa abordagem, a correcdo da massa adicional referente a elevacao da superficie livre nas
proximidades do corpo ¢ feita de forma puramente geométrica.

Trabalhos teoéricos sob abordagem da mecanica analitica também sdo encontrados, ver,
p. ex., Miloh (1984), Pesce (2005), Casetta (2008), Casetta e Pesce (2007) e Pesce et al.
(2006). Em tais trabalhos, importante discussao ¢ realizada acerca da coerente defini¢ao do
conceito de massa adicional no contexto do problema de impacto quando da aplicagdo da
Equagdo de Lagrange ao problema de impacto, tendo em considerag¢@o a formagdo de sprays
ou jatos de alta velocidade nas proximidades da regido de contato solido-liquido, durante o
chamado estagio inicial de penetra¢ao do corpo de impacto.

Os trabalhos experimentais sobre o fendmeno de impacto hidrodindmico sdo dificeis de
serem conduzidos, em parte devido a forte ndo linearidade do problema associada a existéncia
dos jatos. Alguns exemplos de trabalhos experimentais podem ser vistos, p.ex., em May
(1951), Moghisi e Squire (1981), Pesce et al. (2003), Yettou et al. (2006), De Backer et al.
(2009), El Malki Alaoui et al. (2012) e Troesch e Kang (1986).
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No entanto, apesar dos avangos na area, existem poucos métodos capazes de considerar
geometrias convexas mais gerais para o corpo de impacto e simultaneamente supor que este
penetre a superficie livre de modo obliquo e/ou com rotagdo. Por essa razdo, modelos
simplificados baseados na teoria de Wagner ainda despertam muito interesse; ver Korobkin e
Scolan (2006).

Outro ponto importante a ser destacado diz respeito a métodos que tratem as condi¢des
de contorno na geometria exata do corpo e que considerem a elevagao da superficie livre junto
a raiz dos jatos. Situados entre o modelo de von Karman e aquele que poderia ser designado
como modelo ndo linear completo existem modelos intermedidrios tais como o de von
Kérman generalizado (GvKM), o modelo de Wagner generalizado (GWM), ver Zhao et al.
(1996), Faltinsen e Chezhian (2005) e Korobkin (2004), e o modelo de Logvinovich
modificado (MLM), ver Malenica e Korobkin (2007) e Korobkin ¢ Malenica (2005). Os
modelos GWM e MLM consideram a elevacdo da superficie livre. Outros detalhes sobre
modelos de impacto também podem ser encontrados em Greenhow e Yanbao (1987).

A influéncia da superficie livre na area de contato s6lido-liquido provoca o acoplamento
entre as equagdes do problema. Além das dificuldades matematicas impostas por esse
acoplamento entre as equacdes, os métodos de solugdo disponiveis sdo bastante dependentes
da geometria do corpo. Um exemplo desse fato pode ser observado nos trabalhos de Scolan e
Korobkin (2001) e Dobrovol'skaya (1969). Enquanto no primeiro, geometrias tridimensionais
e que produzem linhas de contato solido-liquido em forma eliptica sdo tratadas através do
chamado método de Wagner inverso, nesse segundo trabalho, o caso de cunhas
bidimensionais € com angulos de abatimento ndo tdo pequenos ¢ abordado via técnicas de
auto-similaridade.

A abordagem numérico-computacional do problema de impacto hidrodinadmico ¢, por
sua vez, relativamente recente, como por exemplo, Zhao e Faltinsen (1993), Zhao et al.
(1996), Peseux et al. (2005). Por sua vez, nos trabalhos de Takagi (2004), Sun e Faltinsen
(2006), Wu (2006) e Xu et al. (2008), a solugdo numérica ¢ obtida através do método dos
elementos de contorno (BEM: boundary element method).

Na linha de recente abordagem numérica Lagrangiana, men¢do deve ser feita aos
métodos de particulas como, por exemplo, SPH (smoothed-particle hydrodynamics) e MPS
(moving particle semi-implicit); ver Monaghan (2005), Panciroli et al. (2012), Anghileri et al.
(2011), Shao (2009), Koshizuka e Ota (1996) e Lee et al. (2010). Considerando a abordagem

Euleriana, os métodos mais comuns sao VOF (Volume-of-Fluid) e CIP (Constrained
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Interpolation Profiles); ver Aquelet et al. (2006), Kleefsman et al. (2005), Yang e Qiu (2012)
e Zhu et al. (2007).

Em que pese a existéncia de um grande esfor¢co de pesquisa no trato do problema de
impacto hidrodinamico, conforme atesta a longa lista de referéncias bibliograficas, diversos
aspectos conceituais estdo ainda por ser adequadamente compreendidos e resolvidos. O
tratamento tedrico ou experimental do problema reflete tais dificuldades, que estdo associadas
a propria fenomenologia singular e nao-linear que envolve o impacto hidrodinamico.

Assim, conforme anunciado no inicio desta secdo, ao longo do texto outros trabalhos
serdo citados e alguns ja mencionados neste apanhado serdo, de maneira oportuna, discutidos

de forma mais detalhada.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA E FORMULACAO MATEMATICA

3.1  Descricdo do problema de impacto

O problema de impacto hidrodindmico € caracterizado pelo conjunto dos fendmenos
fisicos associados aos instantes iniciais do processo de penetragdo de um corpo, rigido ou
deformével, na superficie livre da d&gua. A visualizacdo de experimentos (ver, p.ex.,
GREENHOW e LIN, 1983) mostra que o que bem caracteriza o fendomeno de impacto
hidrodinamico ¢é: (i) o desprendimento, a alta velocidade, de finos jatos de agua a partir das
proximidades da chamada linha de contato sélido-liquido, que ¢ a linha que define a
intersec¢do geométrica entre o corpo de impacto e a superficie livre da agua e (ii) a grande
desaceleragdo sofrida pelo corpo em seus primeiros instantes de penetragao.

A formulagcdo do problema de impacto hidrodindmico, quando obtida a partir das
equagoes de conservacao de grandezas fisicas como massa, quantidade de movimento e
energia mecanica, se faz na forma de um problema de contorno. Enquanto nos problemas de
contorno com fronteiras fixas, condi¢des sdo impostas sobre superficies de forma conhecida,
no problema de impacto hidrodindmico as posi¢des da superficie livre e das superficies de
contato corpo-liquido dependem da solucao da equacao de campo, levando a uma forte ndo-
linearidade geométrica. Dessa forma, trata-se de um problema de contorno com fronteira
movel. Isso faz com que, mesmo em se utilizando de hipdteses simplificadoras, as equagdes
do problema permanecam acopladas, tornando complexa sua resolugdo. Adicionalmente,
existe uma forte singularidade matemadtica na regido que define a fronteira das interfaces
liquido-ar e liquido-corpo. Ainda que sob formulagdo de escoamento potencial, o que implica
em conservacao de energia, a descricdo do fendmeno de liberag@o de “sprays” ou jatos de alta
velocidade desta fronteira movel ¢ de dificil formulagdo matematica, o que tem levado a
discussao de aparentes paradoxos no ambito da mecanica (ver PESCE, 2003, 2005).

Adicionalmente, os efeitos de compressibilidade do ar e da 4gua podem ser
significativos nas fases iniciais de contacto liquido-corpo (ver, por exemplo, CAMPANA et
al. (1998); KOROBKIN, 1992, 1994, 1996). Em uma primeira fase, a camada de ar,
localizada entre a superficie livre € o corpo, desempenha o papel de um “colchao” (ver, p. ex.,

KOEHLER; KETTLEBOROUGH, 1977; VERHAGEN, 1967). A segunda fase ¢ aquela que
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ocorre quando a profundidade de penetra¢do do corpo no meio liquido ¢ ainda pequena. Nessa
fase, a propagacdo da linha de interface do contato corpo-liquido pode se dar com velocidade
supersonica, tornando invalida a formulacdo no ambito de escoamento potencial

incompressivel.

3.2  Formulacio do problema de impacto

Considere que o liquido esteja inicialmente em repouso. O instante inicial ¢ = 0 ¢
definido como o instante em que o corpo toca a superficie liquida, em um unico ponto, que
sera definido como a origem do sistema de coordenadas cartesianas Oxyz; Figura 3.1. O
fluido ¢ suposto incompressivel e de viscosidade nula (inviscido) e o corpo rigido, rombudo e
estritamente convexo. O escoamento pode ser considerado irrotacional de tal forma que uma

funcdo escalar potencial @(x,y,z,t) possa definir o associado campo de velocidades. Forcas

volumétricas externas nao sdo levadas em consideracdo. Em particular, sdo desconsiderados
os efeitos gravitacionais, por serem de pequena monta quando comparados aos inerciais, na
fase inicial de contato e penetragdo; ver, p.ex., Korobkin (1988).

A formulacdo do problema de impacto hidrodindmico segue da consideragao de
conservagdo de massa do fluido (Eq. (3.1)), de impermeabilidade do corpo (Eq. (3.2)), das
condi¢des de contorno cinematica e dinamica para a superficie livre (Egs. (3.3) e (3.4),

respectivamente), da condi¢ao de evanescéncia para o potencial de velocidade ¢ = ¢(x, y, z,t)
e para a elevacdo da superficie livre z=7(x,y,f) (Eq. (3.5)) (ver Figura 3.1), e das condigdes

iniciais para essas duas fungdes (Eq. (3.6)). Assim, t€m-se as seguintes equagoes:

X Sy

Figura 3.1 — O seio (bulk) do dominio liquido, a descri¢cdo da elevacao da superficie livre e a
superficie molhada do corpo (area de contato sélido-liquido).
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A¢ = 0 no dominio liquido V', (3.1)

(V¢ —U)-n =0 na superficie do corpo S, (3.2)

on , 0pon  0¢on _op

= 0 na superficie livre S,
o ox ox oy oy oz P . (3.3)
op | I
5+3V¢-V¢:0 na superficie livre S, (3.4)
¢, n — 0 quando ||x|| —> 0, (3.5)
P(x,y,t=0)=0, n(x,y,t =0)=0. (3.6)

Na Eq. (3.2), U ¢ o vetor velocidade e n o vetor normal unitirio, positivamente
orientado para o exterior do dominio fluido.

A forca hidrodindmica pode ser calculada através da integracdo do campo de pressdo p

sobre a superficie molhada S, (ver Newman, 1977), i.e.,

p- [rnis--of[besss vias o

Sp Sp

sendo p adensidade do liquido.

Assim, as Egs. (3.1)-(3.7) compdem o chamado problema de impacto hidrodinamico
ndo-linear. Como mencionado essa nao-linearidade esta associada ao desconhecimento, a
priori, da posi¢ao da superficie-livre e da superficie molhada do corpo. Tal ndo-linearidade se
manifesta nas condi¢gdes de contorno (3.2), (3.3) e (3.4) e faz com que o potencial de
velocidade e a posigdo destas fronteiras sejam mutuamente dependentes. Em outras palavras,
tém que ser determinados simultaneamente, a maneira de problemas associados a interagdo de
corpos flutuantes com ondas de superficie, exceto pela ndo consideracdo de efeitos
gravitacionais na equagao (3.4). Vale mencionar que, nos problemas de contorno com

fronteira fixa, tanto a posi¢ao quanto os valores associados as fronteiras sao prescritos.
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3.3  Exemplos de alguns modelos de impacto

Existem, publicados na literatura cientifica especializada, diversos modelos para
abordar o problema de impacto, em sua fase de “entrada na &gua”, que, muito embora

simplificados, podem fornecer boas estimativas para a for¢a hidrodindmica de impacto.

3.3.1 Modelo de von Karman

O modelo de von Karman (vKM) (ver VON KARMAN, 1929) pode ser visto como um
dos primeiros modelos desenvolvidos para se buscar solu¢des analiticas € mesmo numéricas
para o problema de impacto hidrodinamico. A estratégia de aproximag¢do do corpo de impacto
por uma placa plana foi introduzido nessa primeira e seminal abordagem. Tomando partido da
forma convexa da superficie do corpo e das pequenas profundidades de penetragdao
consideradas, a superficie de contato solido-liquido, tridimensional em sua forma original, ¢
aproximada por uma placa plana, colapsada na posicao inicial da superficie livre da dgua (ver
Figura 3.2).

Na abordagem de von Kéarman, a elevacdo da superficie livre nas proximidades do
corpo nao ¢ levada em conta, ¢ a dimensao caracteristica da placa torna-se entdo associada
apenas a profundidade de penetracdo. Isso faz com que seja possivel estabelecer, a priori, uma
relacdo geométrica entre a dimensdo caracteristica da placa e a profundidade de penetracao do
corpo (ver FALTINSEN, 1990, para exemplos).

As principais caracteristicas desse modelo sd3o: 1) ndo consideracdo da elevacdo da
superficie livre para o célculo da superficie molhada; 2) aproximagao da superficie molhada
por uma placa plana equivalente localizada no plano z =0; 3) linearizagdo da condi¢do de
contorno no corpo (ver Eq. (3.9)) e das condi¢gdes de contorno na superficie livre (ver Egs.

(3.10) e (3.11)), desta feita considerada como sendo fixaem z=0.
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Figura 3.2 — Esboco da area de contato no modelo de von Kérman (vVKM).

As Egs (3.1)-(3.7) seguem entao simplificadas na forma:

A¢ = 0 no dominio liquido V°, (3.9)
¢ _ , 0

% —U na superficie molhada S, (3.9

Z

o _ 99 superficie livre S}, (3.10)
ot 0z

op . 0 )
§’¢ = 0 na superficie livre S, (3.11)
¢, n — 0 quando ||x|| — ©, (3.12)
P(x, y,t = 0), n(x,y,t =0), Sy(x,y,t=0)=0. (3.13)

A forga vertical de impacto hidrodinamico, determinada a partir da integracdo do campo

de pressio linearizado®, fica expressa:

? Exceto na linha de intersec¢iio do corpo com a superficie livre; ver Pesce (2005), Casetta (2004, 2008), Casetta
e Pesce (2007) e Pesce et al. (2006). Desconsiderar esta singularidade tem sido causa de erroneas interpretagdes
que levam a falsos paradoxos, quando métodos de integracdo de pressdo ou métodos da Mecénica Analitica sdo
confrontados; Pesce (2005).
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F* = [ pn.ds =—pI6—‘fnzdS~ (3.14)

3.3.2 Modelo de Wagner

O modelo de Wagner (WM) (ver WAGNER, 1931) vale-se das mesmas equagdes do
modelo de von Kadrman. No entanto, a elevacdo da superficie livre junto a linha de contato
passa agora a ser levada em conta para o célculo da superficie molhada do corpo, o que
implica ser a placa plana representativa do corpo de impacto no modelo de Wagner maior do
que aquela associada a de von Karman (ver Figura 3.3). De fato esta placa plana ¢ a prépria
projecdo da superficie molhada do corpo em z =0. Como j4& mencionado, isso faz com que
ndo seja possivel determinar a priori uma relagdo entre a profundidade de penetragdo do corpo
e a dimensdo caracteristica da placa plana. No entanto, para algumas poucas geometrias
especificas, como cilindros, prismas, esferas e elipsoides, técnicas assintdticas (ver
FALTINSEN, 1990) sao empregadas para relacionar, através da chamada condicao de
Wagner (ver SCOLAN; KOROBKIN, 2001) a profundidade de penetragdo do corpo a
elevagdo da superficie livre e a geometria do corpo. Tais aproximagdes sdao, no entanto,
originalmente elaboradas para o caso particular de impacto sob velocidade do corpo mantida

constante.

RS
y” S’

B

Figura 3.3 — Esboco da area de contato no modelo de Wagner (WM).

® Ver discussdo em Pesce (2005).
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O exemplo a seguir refere-se a um caso bidimensional em que a proje¢do da superficie

molhada do corpo ¢, na realidade, uma placa plana de largura 2 ¢; ver Figura 3.4. Tem como

objetivo ilustrar técnica assintdtica que permite considerar a corregao molhada no modelo de
Wagner. Modelo tridimensional andlogo, para o caso de uma esfera, ¢ apresentado por Miloh

(1991a) e sera discutido na se¢do 5.5.3.

3.3.2.1 Impacto vertical de um cilindro circular de comprimento infinito

Considere, por exemplo, o caso de impacto de um cilindro circular de comprimento
infinito, que atinge a superficie livre em configuragdo horizontal e em translagdo a ela
perpendicular; portanto, um problema bidimensional. A componente vertical do vetor
velocidade na superficie livre, em um determinado ponto, designado pela varidvel cartesiana

x, ¢ dada por (ver FALTINSEN, 1990; CASETTA, 2004; WAGNER, 1931, para detalhes):

o _ U

o Tz/xz—U,para |x|>cez:0, (315)

onde c(¢) ¢ metade da largura da placa plana, que ¢ a proje¢do da superficie do corpo em

z =0; ver Figura 3.4.

Z A

<) e(t)
| S

Figura 3.4 — Definicao dos parametros geométricos para o corpo durante impacto.

t

~ o . 0 N

Como a elevagao da superficie livre pode ser escrita como 77 = Ia—ndt, tem-se entao, a
t

0

partir da Eq. (3.10),em z =0,
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(3.16)

[

Il
S —
(&)
SRS

=

Assim, utilizando as Egs. (3.15) e (3.16), segue que

VS PR | N
n{(m U}h !(WU Ujdt. (3.17)

Utilizando a seguinte equacdo, denominada condicdo de Wagner na literatura

especializada, ver Scolan e Korobkin (2001),

My =T7+J.Udt, (3.18)
0

eaEq. (3.17), tem-se

t

n, =ILUdt. (3.19)

[.2 2
X —C

0

Introduzindo ¢ como a nova variavel de integragdo, ou seja, t:t(c), e fazendo

dt dc, e lembrando que ¢ = x na interseccdo da superficie livre com a superficie do

" de/dt

corpo, resulta

X

n, = j ———ude, (3.20)

[..2 2
0 X C

onde 77, * ¢ a cota do ponto de intersec¢io da superficie livre com a superficie do corpo, e

. A representagao matematica do contorno do corpo ¢ entdo considerada na forma

T dedi

* Nomenclatura utilizada em Faltinsen (1990).
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Fazendo u = C, 3, + C,Bc+C,B,c* +...+ C,B,c", tem-se
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O lado direito da Eq. (3.22), pode ser expresso como:

a’c=xC0,BO%,

t 1
xC, 3, [ —
0 0'([ ,—xz—cz

de =x"C,f3,,

xcﬂx;

2
c

Ch[

de=x’C,p, % ,

e 2,
XC, B, | ———=dc=—x"C,p,,
3 3.([m 3 373

e assim por diante. Substituindo entdo as Egs. (3.23)-(3.26) na Eq.(3.22), obtém-se

_16,

Cozg;clzl;czzi;(j}:i;(ll— gevee
T 2 RY/4

Logo,

uzzﬂo +ﬁlc+iﬂ2c2 +3ﬂ3c3 +£ﬂ4c4 +oo
V4 V4 2 RY/4

(C,B,+CBc+...+C B " de,
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(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Ou seja, para problemas bidimensionais que exibem simetria em relacdo a normal de

impacto, a obten¢@o do parametro ¢ se dard por meio de relagdes geométricas que variardo de

acordo com o corpo considerado. No caso do cilindro circular, ver Faltinsen (1990),
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x> ~2m,R, sendo R o raio do cilindro. Considerando a aproximagdo da Eq. (3.28) até

L U .
primeira ordem ¢ u = ——, obtém-se

dc/dt
c=2JUIR . (3.29)
3.3.3 Abordagem de Shiffman e Spencer

Na abordagem aproximada de Shiffman e Spencer, desenvolvida para cones (ver
SHIFFMAN; SPENCER, 1951), a geometria exata do corpo que esta localizada abaixo do
plano z =0 ¢ substituida por um semielipsoide a ela circunscrito, conforme mostra a Figura
3.5. Assim, seguindo essa abordagem, resolver o problema de impacto hidrodindmico
significa resolver para cada instante, ou seja, para cada valor da profundidade de penetracao
do corpo, o problema do escoamento ao redor de um elipsoide, cujas dimensdes sdo tdao

maiores quanto maior for a profundidade de penetracao do corpo de impacto.

0

. R
X . Q 0
*y o S B

Figura 3.5 — Esboco da area de contato na abordagem de Shiffman e Spencer (1951).

A correspondente correcdo da superficie molhada ¢ também levada em conta nessa

abordagem; ver Shiffman e Spencer (1951).
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3.3.4 Modelo de von Kirman generalizado (GvKM)

Nesse modelo, a superficie molhada considerada ¢ aquela localizada abaixo do plano
z=0. A elevacdo da superficie livre, assim como na classica abordagem de von Kéarman,
tampouco ¢ levada em conta. A diferenca entre essas duas abordagens ¢ que, enquanto na
abordagem de von Kérméan a superficie molhada do corpo ¢ aproximada por uma placa plana
equivalente, no modelo de von Kérman generalizado (GvKM) (ver, p.ex., MALENICA e
KOROBKIN, 2007), a superficie molhada do corpo ¢ representada pela por¢dao exata da

geometria do corpo que se localiza abaixo do plano z =0 (ver Figura 3.6).

z
0 Sr
_—-I-""‘M
V 1 1 y
1 1
I X SB I
1 1
1 z 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 0 1 S2
O y
X Sg

Figura 3.6 — Esboco da area de contato tridimensional no modelo de von Karméan
generalizado (GvKM).

3.3.5 Modelo de Wagner generalizado (GWM)

A diferenca desse método (GWM) com relacdo ao modelo de Wagner ¢ que a condi¢ao
de contorno no corpo ¢ satisfeita na superficie exata do corpo, i.e., a superficie molhada nao ¢
aproximada por uma placa plana, ver Zhao et al. (1996), Faltinsen e Chezhian (2005),
Korobkin (2004) e Malenica ¢ Korobkin (2007). Além disso, a condi¢do de contorno na

superficie livre, ¢ =0, ndo ¢ imposta em z =0, e sim em um plano horizontal z=pn=* (ver

Figura 3.7 e Figura 3.8).
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Figura 3.7 — Esbogo da area de contato tridimensional no modelo de Wagner generalizado
(GWM).

A tabela a seguir classifica caracteristicas basicas de alguns modelos, do conhecido

modelo de von Karman ao modelo potencial ndo linear completo.

Tabela 3.1 — Alguns modelos potenciais de impacto”.

Modelo
Aspectos\Modelo vKM WM GVvKM GWM MLM® nio linear
completo
Condicao na
superficielivre o, -0 emz=0 emz=0 emz=p* emz=0 em z =77
(¢=0)
Correcao ~ . ~ . . .
nao Sim nao sSim Sim sSim
molhada
Forma exata N N . . . .
nao nao Sim sSim apr0x1madamente sSim

do corpo

z=n(xy,H

Figura 3.8 — Esbogo dos diferentes modelos de impacto.

> Ver Figura 3.8 para detalhes geométricos.

% Ver Malenica e Korobkin (2007) e Korobkin ¢ Malenica (2005) para detalhes sobre o modelo de Logvinovich
modificado (MLM).
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A solu¢do numérica do problema de impacto vertical apresentada neste trabalho
enquadra-se na classe dos modelos GvKM; ver Secdo 4.1. Nao obstante, consideragdes serao
feitas acerca do emprego do método sob modelo de classe GWM, ou seja, com consideracdes
acerca da corre¢ao da superficie molhada. Para simplificar a notacdo, desse ponto em diante, o

superescrito ‘0’, referente a linearizacdo do problema de impacto, sera omitido.

3.4  Formulacio via mecanica analitica

O problema de impacto hidrodinamico pode ser formulado a partir do formalismo
Lagrangiano. Como discutido em Pesce (2003, 2005), a forca vertical de impacto que age
sobre um corpo rigido pode ser determinada a partir do conhecimento da fun¢ao que define a
massa adicional associada a esse corpo. Para tal, duas sdo as perspectivas’: analise
considerando a totalidade do dominio fluido, inclusive os jatos; e analise considerando o seio
do dominio fluido, quando entdo os jatos sdo considerados como representativos de um fluxo
de energia do sistema. Pode ser mostrado (ver PESCE, 2003, 2005) que, considerando a
primeira abordagem e a forma usual da equacdo de Lagrange, a for¢a de impacto aplicada

pelo corpo no fluido pode ser escrita como

or..\ oT.
pood |, L (3.30)
dt\ oc oc

sendo T, a energia cinética da totalidade do dominio fluido, incluindo os jatos, e & a

profundidade de penetragdo do corpo. Escrevendo a energia cinética do sistema fluido como

T, =%M,,¢’ resulta da Eq. (3.30),

d

F=--
dt

N 1dM, .,
M  C)+——C", 3.31
( w/dg) & 4 (3.31)

Nessa abordagem, M, € andloga ao conceito de massa adicional e representa a energia

cinética da totalidade do dominio fluido.

7 Ver discussio aprofundada em Casetta e Pesce (2006).
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Alternativamente, se a segunda abordagem for considerada, a for¢ca de impacto aplicada
pelo corpo sobre o seio do liquido pode ser determinada com o uso da equagdo de Lagrange
estendida, valida para sistemas com massa explicitamente dependente da posi¢ao (ver PESCE,
2003, 2005). Nessa abordagem, apenas a energia cinética do seio do dominio fluido ¢

considerada. Entdo,

dt

_ d(er) or, 1aM, .,
} (65]%4 2oc 7 (.32)

sendo Tb(§ N )= "M, (g” )C ® a energia cinética do seio do fluido € M, a massa adicional a

ela correspondente. Pode-se mostrar, Casetta ¢ Pesce (2005), que no impacto vertical grande
parte da energia cinética do corpo ¢ transferida aos jatos, conforme expressdo deduzida por
esses autores. Este resultado estende e generaliza o caso particular de impacto vertical sob
velocidade constante, em que sdo iguais as parcelas transferidas aos jatos e ao seio do
dominio fluido, conforme deducdes anteriores devidas a Molin et al. (1996), no caso de
impacto vertical bidimensional, a Scolan e Korobkin (2003), no caso de corpos
tridimensionais com linha de contato eliptica e a Cointe et al. (2004), no caso tridimensional
com corpo assimétrico. Complementarmente, Casetta et al. (2011) mostram que a terceira

parcela da Eq. (3.32) pode ser vista como uma fun¢do de dissipagdo de Rayleigh, com

b

coeficiente variavel na forma . Este termo representa a energia transferida do seio do

dominio fluido para os jatos.

Da Eq. (3.32) resulta entao

d .
F :—E(Mbg). (3.33)

Essa segunda abordagem ¢ pratica usual da hidrodinamica maritima e, por essa razdo, ¢
considerada no presente trabalho.
Através da segunda lei de Newton, desconsiderando forgas de outra natureza, a forca de

impacto aplicada ao corpo ¢ dada por

F=mis, (3.34)
dt
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sendo m a massa do corpo. Eq. (3.34) e Eq. (3.33) conduzem a seguinte equacgdo de

movimento
dé  .dM
+ M. )—=+ —bz(); 3.35

(m+,) dt d dt (3:35)

ou, Como %=%d—g=M;é’, entao
dt d¢ dt

(m+M,)E+M;¢ =0, (3.36)

sendo M, = a, :
d¢

Considere a varidvel tempo adimensionalizada como

) , (3.37)
a

de tal forma que posicao, velocidade e aceleracao ficam dadas, na forma adimensional, por

o (3.38)
a

o _dgT _dgmdg dt 1

¢ = i A di dr UOC, (3.39)

po_dS”_dCTdS di_ a
& =7 iZ di dt*—UOZC, (3.40)

sendo a o raio caracteristico maximo do corpo de impacto (o raio de uma esfera ou o

semidiametro de revolucdo de um esferoide, por exemplo) e U, a velocidade vertical no

primeiro instante de impacto, ¢ =0". Assim, a equacdo de movimento (3.36) ¢ dada na

forma adimensional por
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M.,
S oy | O (3.41)
B+M,

onde B=m/m, e M, =M,/m, sio, respectivamente, formas adimensionais da massa do
corpo (massa especifica) e da massa adicional, com m, a massa de liquido deslocada pelo
corpo quando totalmente submerso.

A Eq. (3.41) integrada a partir de condigdes iniciais ¢"(2,)=0; £ (t,)=1 leva a
determinagdo da forga de impacto, desde que seja calculada a evolugdo da fungdo
M,(S7(¢")). Para tanto, as fungdes M, (¢ )e M, (£") podem ser calculadas em cada instante
de tempo ou interpoladas a partir de valores pré-calculados, para uma faixa pré-escolhida de
cotas ¢ .

Note que a Eq. (3.35), escrita como

< omrn,)8)=0. (3:42)

pode ser integrada uma vez fornecendo

(m+M,)¢ =mU,, (3.43)

conduzindo a forma adimensional

é‘,* — 1 — ﬂ
M) M)

(3.44)

Isto ¢ consistente com o fato de ter sido implicitamente desconsiderado em (3.32) e,
portanto, em (3.33), o fluxo de quantidade de movimento transferido aos jatos, que ¢ de
segunda-ordem quando comparado, na forma adimensional, ao fluxo de energia (ver MOLIN
et al., 1996). A Eq. (3.44) mostra que a velocidade do corpo pode ser escrita como fungao
explicita da penetragao.

Por outro lado, caso o efeito de empuxo, que passa a ser importante na fase final da
penetracao do corpo, fosse considerado, a equagcdo de movimento adimensional ficaria dada

por
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M., i
Gy M g, (3.45)
IB+Mb UO IB+Mb
com
* * /J :
uD(C )=‘;nL§) (3.46)
D

sendo g a acelera¢do da gravidade e p,, (( *) a massa de liquido deslocada, escrita como

funcdo da profundidade de penetragao adimensional do corpo. Note, porém, que tal inclusdo
¢, estrito senso, inconsistente. Sim, pois os efeitos gravitacionais haviam sido a priori
desconsiderados do problema de contorno, porquanto de menor importincia nos primeiros
instantes da interacao corpo-liquido. Uma formulagdo completa deveria tomar em conta a
acdo do campo gravitacional desde o principio, quando entdo decorreria a formagao de onda
de superficie, de efeito concomitante ao empuxo. Isso posto, considere, como em Pesce et al.

(2006), um numero de Froude de impacto definido como

Fp = : (3.47)
A ga
Portanto, a Eq. (3.45) pode ser escrita na seguinte forma,

5 *

ok M ‘*2 1 /«l
T H—L 5=
B+M, F, p+M,

(3.48)

O efeito do empuxo ¢ aqui relacionado ao inverso do quadrado do numero de Froude de
impacto (geralmente um valor muito alto), que torna o quociente 1/F; Rz relativamente

pequeno se comparado aos efeitos inerciais, nos primeiros instantes do problema do impacto

hidrodindmico. De fato, ¢ facil mostrar, como em Pesce et al. (2006), que a razdo entre as
forgas de inércia e de empuxo € da ordem F, / F; = O(F Rz), posto que a ordem de magnitude
do pico da for¢a de impacto é F, :O(ﬂ*IFRzmg):O(FRszg) e a for¢a de empuxo

maxima é F, =m,g = 'mg. Se, por exemplo, o corpo de impacto ¢ solto (no vicuo) a
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partir do repouso, de uma altura H, tal que U, =,/2gH , o nimero de Froude de impacto

pode ser simplesmente calculado como

Fo= " (3.49)

o que conduz a F,/F, ~O(2H/a) um nimero em geral grande para elevadas alturas de

queda, como ¢ o caso do langamento de capsulas de salvamento.
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4 O METODO NUMERICO VARIACIONAL APLICADO AO

PROBLEMA DE IMPACTO HIDRODINAMICO

Esta secdo encontra-se dividida em cinco partes. Na primeira, ¢ discutido como o
método variacional proposto por Aranha e Pesce (1989), e aplicado por Pesce e Simos (2008)
ao problema de escoamento em torno de corpos rigidos em fluido infinito, pode ser
diretamente adaptado ao problema de impacto hidrodinamico, através da consideragao de um
duplo-corpo equivalente. Na segunda e terceira segdes, sdo apresentadas a formulacdo
matematica do método variacional aplicado a problemas potenciais em fluido infinito e a
formulacao das fungdes-teste utilizadas no trabalho. Na quarta secao, ¢ introduzida uma forma
integral que permite avaliar o erro da decorrente aproximacdo numérica do potencial de

velocidades. Na quinta e ultima secdo, o procedimento de solu¢do numérica ¢ apresentado.

4.1 O método variacional aplicado ao problema de impacto

O método usado no presente trabalho, para determinar a massa adicional e
posteriormente resolver a equacdo de movimento do problema de impacto hidrodinamico,
consiste na adaptacao do método variacional utilizado em Pesce e Simos (2008). Tal método
foi desenvolvido para a resolucdo de problemas potenciais envolvendo o escoamento ao redor
de corpos em fluido infinito. O método foi originalmente proposto e construido para
problemas de radiacdo e difragdo de ondas de superficie por corpos flutuantes (ver PESCE,
1988; ARANHA; PESCE, 1989).

A condi¢do de contorno de superficie livre do problema potencial associado, quando
consistentemente linearizada, permite que o problema de impacto hidrodindmico seja
interpretado, a cada instante de tempo, como um problema de escoamento ao redor de um
duplo-corpo totalmente submerso. A condicdo de contorno ¢=0 em z=0 (condicdo de
Dirichlet) corresponde ao limite assint6tico de alta frequéncia no problema de radiacdo de

ondas por corpos flutuantes, no caso de oscilagdes em heave, pitch e roll (ver, por exemplo,

NEWMAN, 1977; FALTINSEN, 1990).
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De fato, como observa Newman (1977), em seu livro®:

[...]1 The opposite situation applies in the high-frequency limit (158), where the
potential must be odd in y, and the resulting asymmetry requires the image phase

to be as shown in figure 6.22. Here, the vertical modes of motion correspond to
those of a rigid body, and thus (159) will apply for i, j =2,4,6, as @ — . On the

other hand, the horizontal modes correspond to shearing deflections of the double
body that cannot be related to the potentials obtained in chapter 4 or to the resulting

values of my. (NEWMAN, 1977, p. 298)

Logo, para o limite assintético de alta frequéncia @ — o, a condi¢do de contorno ¢ =0

¢ valida para as situagdes de duplo-corpo mostradas na Figura 4.1.

— T
.

«—

—
(a) (b)

Figura 4.1 — Limite de alta frequéncia para os seguintes casos:(a) surge, sway ou yaw;
(b) heave, roll ou pitch. Adaptada da figura 6.22 de Newman (1977).

Para o caso de impacto vertical, o duplo-corpo associado ¢ aquele ilustrado pela Figura
4.1 (b). As linhas de corrente do escoamento para o movimento vertical (heave) do duplo-

corpo em fluido infinito sdo ilustradas na Figura 4.2.

J@L
2l

Figura 4.2 — Linhas de corrente para o movimento vertical do duplo-corpo (heave), referente a
Figura 4.1 (b).

¥ No texto a seguir, extraido de Newman (1977), p. 298: (i) (158) e (159) correspondem & numeragio de
equacgdes daquele texto; (ii) a coordenada y ¢é perpendicular a superficie liquida, correspondendo a coordenada

Z no presente texto.
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E interessante notar que o procedimento adotado é sugerido em documento da DNV:
“The rate of change of vertical added mass can be estimated by calculating the high
frequency limit of the added mass by a sink-source potential flow method at increasing

submersion depth”. (DNV-OS-E406, 2010, p. 41).

Assim, para cada instante de tempo, sera necessario determinar a massa adicional de um
duplo-corpo, que ¢ simétrico com relagdo ao plano z =0 e cuja dimensdo estd associada a
profundidade de penetragdo do corpo de impacto, ver Figura 4.3. Essa aproximacao ¢ valida
para os instantes iniciais da interagdo, intervalo no qual ocorre o pico de desaceleracao e no
qual também se verifica que o comprimento caracteristico da superficie molhada ¢ muito
maior que sua profundidade de penetragdo. Como discutido em Newman (1977), sob tal

condi¢do de contorno na superficie, ¢ =0, a massa adicional do corpo de impacto (por¢ao

submersa) corresponde a metade da massa adicional do duplo-corpo a ele associado.

SF

JoeTLl
o
X
o
o+
o+
o
o

Figura 4.3 — ParAmetros geométricos do duplo-corpo’.

O método numérico aqui construido, para a determina¢do da massa adicional do corpo
em penetracdo, ¢ baseado em uma formulacdo fraca variacional do problema potencial. A
solucdo para a equagdo fraca correspondente ¢ obtida em um espaco dimensional finito,
formado por um conjunto de funcdes-teste que satisfazem a equagdo de campo. Tal conjunto
de fungdes-teste ¢ construido a partir de fungdes potenciais elementares de velocidades, tais
como polos, dipolos e anéis, sejam de vortices, de polos ou de dipolos. As singularidades sdo
posicionadas dentro do corpo, evitando problemas numéricos nas integrais que sao calculadas

sobre sua superficie. Neste contexto, tal método variacional pode ser classificado como um

? A posigio da superficie livre é considerada colapsada no plano horizontal z=0. O superescrito ‘0’ foi
omitido, apenas para simplificar a notagao.
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método dessingularizado ou de solugdes fundamentais; ver, por exemplo, Cao et al. (1991). A
principal vantagem deste método ¢ que os coeficientes de massa adicional sdo determinados
diretamente, com erro de segunda-ordem, sem que haja necessidade de se obter o potencial de
velocidades. Isto reduz o tempo computacional para determinar a solugao do problema.

Na aplicacdo do método variacional, as condi¢des de contorno de impermeabilidade sdo
aplicadas na superficie exata do corpo, o que caracteriza uma abordagem segundo o
denominado modelo de von Karman generalizado (GvKM). Ou seja, a forma tridimensional
do corpo ¢ considerada, ver Figura 3.6. Entretanto, os efeitos da elevagdo da superficie livre
junto a raiz do jato, na intersec¢do corpo-liquido, ndo serdo incluidos, de uma forma geral, na
presente formulagdo. Consideracdes sobre a aplicagdo de procedimentos que permitem tomar

em conta a correcdo molhada serdao objeto da se¢do 5.3.

4.2 O método variacional para problemas potenciais em fluido infinito

A formulagdo do método variacional aqui apresentada baseia-se em Pesce e¢ Simos
(2008). As seguintes equacdes sdo satisfeitas para problemas potenciais de escoamento em

torno de corpos solidos em fluido infinito,

V=0
Vo-n=U-n=U, emS, , 4.1)

V¢ —0, com ||r||—>oo

sendo U =U(?) o campo que caracteriza a velocidade do corpo € S, sua superficie.

Seja w(r) qualquer funcdo quadrado integravel, na seminorma,

lw| = I (Vy)yar|”. (4.2)

Vv

Esta classe de fungdes constitui um espago de Sobolev, W,”(V); ver, p.ex., Debnath e
Mikusinski (1999).
Tomando-se o Laplaciano do campo potencial de velocidades ¢ (ver Eq. (4.1)),

multiplicando-o por v e integrando-o no dominio fluido vem:
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mas,
jv-(ws w)dV—IV;é VydV=0. (4.4)

E, do teorema da divergéncia,

I(V¢-n)wdS=£V¢'VWdV : (4.5)

Sp

A partir da condi¢do de contorno de impermeabilidade na superficie do corpo, Eq. (4.1),
e como V¢,V — 0 quando ||r|| — o (ver Eq. (4.1) novamente), a Eq. (4.5) pode ser escrita

como

j(U~n)WdS=SjU,,V/dS:£v¢-w/dV. (4.6)

Sp

Definindo os funcionais

G(¢,l//):SjV¢-nwdS:£V¢ VydV

, 4.7
Viy)= [yU,dS 47
Sp
das Egs. (4.5) e (4.6), obtém-se uma equacao fraca para o problema potencial
G.y)=Vy), (4.8)

que deve ser satisfeita para todo w € W, (V). Note a simetria contida no funcional G(¢,y).
Considerando ¢ =w no funcional G(¢4,i), Eq. (4.7), a energia cinética associada ao

campo potencial de velocidades perturbado ¢ ¢ simplesmente dada por
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sendo p a densidade do fluido. Por outro lado, a Lagrangiana que rege o campo ¢ pode ser

posta na forma

L) =5 PGG.H) - PV (@) . 4.10)

tal que a estacionariedade de L(¢) conduz a Eq. (4.8) e vice-versa, ver APENDICE A.

Seja agora Jk(r) uma aproximacdo numérica de ¢,(r), onde k£ € o indice associado a
dire¢do de movimento do corpo e k =1,...,6. A Eq. (4.8) pode ser resolvida em um subespago
dimensional finito, varrido por um conjunto linearmente independente de fungdes-teste
{T (), j=L....Np } Tais fungdes devem satisfazer a equacao de campo (equagdo de Laplace)

e a condi¢do no infinito (evanescéncia). Escrevendo entdao

Nor Ny

@(r)=zqiTi(r) e %(r)=2q_,T,-(r), @.11)

sendo k,/ =1,...,6, e substituindo-os na Eq. (4.7) chega-se a

G(¢-4)=G(@,-9)= [V, ng dS:J(iquTi]-n(iqudeS:

) (4.12)
Nrr Nyy
=> > a4, [VT,-nT,ds
==l g, '
~ ~ Nop Nop
V@) =Vi(d)= [gvdS= D q,T,v,dS =) q, [T,v,dS . (4.13)
Sy Sy J=1 j=1 Sy
Substituindo as Eqgs. (4.12) e (4.13) na Eq. (4.8) segue que
N N Nyp
Z%q,-G(TwTAf)=Z%Vk(Tf) ; (4.14)

i=1 j=1 j=1
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e a equagdo fraca transforma-se em um sistema algébrico linear nas incognitas

g,:) =1osNpy L isto &,

Gq=V,
G =[6.1)] (4.15)
q=1g,} ' |

Vv, = (1)}

Note, através da Eq. (4.15), que sdo &,/ =1,...,6 os sistemas lineares do tipo Gq=V .

Resolver a Eq. (4.15) ¢, de fato, buscar o ponto estacionario da fun¢do de Lagrange
(Eq. (4.10)), e o resultado obtido ¢ a melhor aproximacdo que pode ser calculada no

subespaco de dimensdao finita que ¢ varrido pelo

conjunto de fungdes-teste
\T.(0); = 1y Npy .

A condi¢ao de contorno de impermeabilidade ¢ dada por

Vé-n=(U+Qxr')n,

(4.16)
sendo r'=xi + y]’ +zk ; (x, y,z) € S, ou, alternativamente,
Z—¢=U~n+9~(r'xn). (4.17)
n

Considerando as solugdes ¢, (r'); k=1,2,...,6 entdo associadas aos problemas de

velocidade ou rotacdo unitdrias no grau de liberdade k£ (no sistema de referéncias do corpo)

tal que
6
¢=ZUk¢k : (4.18)
k=1
e escrevendo-se Eq. (4.17) como

Un+Q- (r'xn) =Un +U,n, +Usng +Q, (r'xn)l + Qz(r'xn)z + QS(r'Xn)S ’ (4.19)
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das Egs. (4.18) e (4.19), chega-se a

O,

Vg, -n=—"=v, emS,
on

vo=u, n=n; k=123 (4.20)

v, =(r'xn), ,; k=45,6

onde denotaremos as componentes de translacdo (surge, sway e heave) por k=123 e as
componentes de rotacdo (roll, pitch e yaw) pork =4,5,6.

A Eq. (4.18) sera solugdo desde que as respectivas componentes ¢, satisfagam

V2¢k =0

Vg, >0, com || >’ (421)

e as condi¢des no corpo, Eq. (4.20).
O tensor de massa adicional, M , pode ser escrito através dos funcionais definidos na

Eq. (4.7), 1.e.,
Mkl/p =G(4,4)=G(P,9) =V (B) =V, (4) - (4.22)

Da ja observada simetria do funcional G(¢,y) pode-se notar, na Eq. (4.22), as usuais

relagdes de reciprocidade. Seja entdo

Vi@V, ()

Fy(o,w)= G(b.v)

, (4.23)

um funcional definido no espago do produto cartesiano W,” (V)xW," (V) '°. Assim, o tensor

de massa adicional fica escrito como

M,, = pE (.4, - (4.24)

' Deve-se notar que F(.) é bem definido e nulo quando G(+)=0. Note também sua semelhan¢a com o
quociente de Rayleigh, usual na mecanica do continuo.
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Para a solucdo obtida no subespaco de dimensao finita,

%=G(@,%)=G(%,@>=Vk@=m$k>, (4.25)
sendo

b, =d +50,; k=1,.6, (4.26)
pode-se mostrar (ver PESCE; SIMOS, 2008; ARANHA; PESCE, 1989) que

G(64,,9) =0V . (4.27)

Em palavras, uma condicao de ortogonalidade do tipo Galerkin ¢ obedecida. Tal fato

leva a concluir que

M, =M, +pG(54,,54,) . (4.28)

Da Eq. (4.28) pode-se ainda mostrar que

oM | < c[max{|5g, 5|66 1T . (4.29)

M

sendo ¢ uma constante independente. Ou seja, uma aproxima¢do numérica para a fungao
potencial com um erro de ordem & implica uma aproximacdo para o tensor massa adicional
com erro de ordem &°.

Em termos da expansdo em série de Fourier generalizada, na base composta pelas

fungdes-teste, o tensor de massa adicional fica escrito por

NTF NTF
My =pY Y ald\GT!.T)) . (4.30)

=l j=1

Pode-se também mostrar que (ver PESCE e SIMOS, 2008)
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|56, =[G(5¢,.58)]" =[G(¢,.58)]" =V, (5¢)]" . (4.31)

4.3  Funcgoes-teste

Através do método variacional, o potencial de velocidades ¢ aproximado em um espago
finito-dimensional formado por fungdes-teste derivadas de solu¢des potenciais elementares,
tais como polos, dipolos, linhas e superficies de densidade de polos e dipolos, anéis de
vortices, etc. A escolha do conjunto de fungdes-teste deve considerar a natureza cinematica de
cada problema. Uma escolha apropriada de fungdes-teste, baseada no padrao qualitativo do
campo de escoamento, pode reduzir drasticamente a dimensao do espago de representagdo que
¢ requerido para a convergéncia numérica. De qualquer forma, isso ndo ¢ mandatorio. No caso
do problema em fluido infinito o escoamento sempre podera ser reproduzido por um conjunto
extensivo de singularidades elementares, como as aplicadas nos codigos do método de
elementos de contorno, por exemplo.

A formulagao matematica das fungdes-teste utilizadas na exemplificagdo dos resultados
principais que sao apresentados no corpo deste texto ¢ desenvolvida a seguir. Uso ¢ feito de
coordenadas cilindricas. Complementarmente, nos apéndices, a formulagdo matematica para
um anel de vortices ¢ apresentada, APENDICE B (ver PESCE; SIMOS, 2008), bem como a
formulagdo desenvolvida para um anel de fontes, APENDICE C. O uso dos anéis de vértice é

ilustrado no APENDICE E.

4.3.1 Dipolo

A cléssica solucao analitica para o campo potencial de escoamento associado a uma
esfera de raio a, deslocando-se com velocidade constante unitaria e imersa em dominio de
fluido infinito, corresponde ao de um dipolo nela centrado e ¢ escrita em coordenadas

cilindricas na forma,
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1 ) 3/2
(“—J z, (4.32)"

¢(er;a):5 72172

do qual as derivadas sdao prontamente calculaveis como

o4 3, 1 5/2
w__2 , 4.33
or 2ra [r2+zzj - (4.33)

of l(L] —izch(;j . (4.34)

0z 2\ r?+z? 2 rt4z?

4.3.2 Anel de dipolos

O potencial de velocidade de um i-ésimo dipolo no plano z =0, porém deslocado (em

r') com relagdo a origem do sistema de coordenadas, ver Figura 4.4, é dado por

1 2 3/2
4, (r,-",Z";a)=—(ﬁJ z", (4.35)"

. +z

de tal forma que o potencial de um anel de dipolos'® (com raio ', ver Figura 4.4) pode ser

escrito como um somatorio de dipolos deslocados com relagao a origem, ver Eq. (4.35). Ou

seja,

or".2%a)= 30 122", “36)

sendo n, o nimero de dipolos que representa o anel aqui denominado “discreto”.

" Note que, usualmente, a solugdo é encontrada em coordenadas esféricas; ver, p.ex., Lamb (1932).

"2 Dipolo vertical posicionado em O" .
13 ~ : r . , .
Nao confundir com um anel “continuo” de dipolos, que também poderia ser empregado.
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y)\

=V

Figura 4.4 — Esbogo do dipolo deslocado no plano z=0.

E facil deduzir, ver APENDICE D, que

P =7 4" = 2rr cos(p— ). (4.37)

Consequentemente, para o i-¢simo dipolo no plano z =0 - porém deslocado de »' com

relacdo a origem do sistema de coordenadas - a Eq. (4.37) pode ser escrita na forma

2
r =1+ =2 cos(p - ).

1

Portanto, nas Egs. (4.35) e (4.36), " =r> +7'> =2rr'cos(p— @), com ¢ =
n,

Os anéis de dipolos de raio ' sdo posicionados no plano z=0, de tal sorte que z"=z,

Assim, da Eq. (4.36), tem-se que:

(4.39)

V¢(r", z"; a) = iVﬁ. (r[", z"; a).
i=1

As derivadas do potencial de velocidade do i-ésimo dipolo deslocado (em ') sdo entdo

expressas por:
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5/2
o¢g.  0O¢. or' 3 1 , '
a_¢a_¢a_5(— ] rerieostomel) o
5/2
; r etz
€
a¢ 1 5 3/2 3 1 5/2
: a
Eza(ﬁJ —522a3 [ﬁ] . (442)
v; +z r; +Zz

44  Uma medida do erro da soluc¢ao fraca

A solugdo através do método variacional ¢ obtida pelo uso da formulagao fraca do
problema, na forma da Eq. (4.7). No presente trabalho, o erro da aproximagao numérica 5 (r)

¢ avaliado através do seguinte parametro

Lvanw—LUmw‘

Epe _‘

, 443
L U-ndS ( )

que pode ser visto como um erro para a solucdo fraca com respeito a satisfacdo da condicao

de contorno na superficie do corpo. Em outras palavras, a condi¢do necessaria para que a
aproximagdo do potencial de velocidades ¢(r) seja uma aproximacdo adequada para o
problema ¢ que &,, — 0.

A avaliacdo do erro da solugdo através da Eq. (4.43), mesmo que em uma forma
integral, ¢ satisfatoria, pois a massa adicional ¢ uma grandeza hidrodindmica relacionada as
propriedades integrais do campo de escoamento. Além disso, como apresentado

anteriormente, no ambito do método variacional, uma aproximacdo numérica para a fungdo

. . . . ~ 2
potencial com um erro de ordem & implica uma aproximagdo com erro de ordem &, para o

tensor massa adicional, ver Secao 4.2 para detalhes.
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4.5  Estratégia de implementacio numérica

Nesta se¢do ¢ apresentado o procedimento numérico adotado para aplicacdo do método
variacional ao problema de impacto vertical de corpos axissimétricos. Além disso, sdo feitas

consideragdes acerca da extensao do método a um caso de impacto mais geral.

4.5.1 Impacto vertical

Conforme apresentado na secao 4.1, um método numérico variacional pode ser
empregado para o problema de impacto hidrodinamico vertical assumindo-se a superficie
liquida como equipotencial, o que permite a analogia com o limite assintotico de frequéncia
infinita do problema de radiacdo de ondas causada pelo movimento de corpos flutuantes.
Dessa forma, com base no modelo GvKM, para resolver o problema de impacto ¢ necessario
determinar, para cada instante, a massa adicional de um duplo-corpo, que ¢ simétrico com
relacdo ao plano z =0 e cuja dimensdo esta associada a profundidade de penetragdo do corpo
de impacto. A estratégia aqui utilizada consiste em estabelecer, a priori, algumas

profundidades de penetragdo, ¢ , e “construir” o duplo-corpo associado aquele ¢, conforme

ilustra a Figura 4.5.
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(©)

Figura 4.5 — Representagdo esquematica da estratégia de solugdo numérica.

O coeficiente de massa adicional associado a cada duplo-corpo ¢ entdo calculado a
partir da formulacdo do método variacional para corpos em fluido infinito; ver se¢do 4.2.
ApoOs o célculo da massa adicional para os valores de profundidade de penetragao

preestabelecidos, ¢ realizada uma interpolacao desses resultados para obtencdo da funcao

massa adicional. A partir do conhecimento das fungdes M, (<) e M, ({), a equagdo de
movimento (3.41) € integrada sob condigdes iniciais ¢ (¢,) =0 e I () =1.

Os resultados numéricos foram obtidos através de rotinas programadas em

MATLAB®",

'Y MATLAB®: ‘Matrix Laboratory’. E uma linguagem de alto desempenho e ambiente interativo para
computagdo numérica, visualiza¢do e programacao.
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4.5.2 Possivel extensao do método variacional a um caso mais geral de impacto

A condi¢do de contorno ¢ =0, que corresponde ao limite assintotico de alta frequéncia

no problema de radiagdo de ondas geradas por corpos flutuantes ao se movimentar de forma
oscilatoria, ¢ valida para o caso de oscilagdes em heave, pitch e roll (ver, por exemplo,
NEWMAN, 1977, e Figura 4.1). As linhas de corrente do escoamento para o movimento
vertical (heave) e com rotagdo (roll ou pitch) do duplo-corpo em fluido infinito sao ilustradas

na Figura 4.6.

| l | =0 +C3|

(a) (b)

Figura 4.6 — Linhas de corrente para o movimento do duplo-corpo: (a) heave; (b) roll ou
pitch.

Como serd visto adiante, o0 método variacional empregado neste trabalho para o calculo
do coeficiente de massa adicional (em heave), poderd ser estendido para um caso de impacto
mais geral, considerando-se rotagdes e mesmo incidéncia obliqua relativamente a superficie

liquida, ver Figura 4.7.

‘.

\

Figura 4.7 — Representagdo esquematica do impacto obliquo e com rotagao.
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Para o problema de impacto vertical, o calculo da massa adicional pode ser feito para
valores de profundidades de penetracdo preestabelecidos, conforme apresentado na secao
anterior. Uma interpolagcdo ¢ entdo realizada com os coeficientes de massa adicional para
depois ser realizada a integracdo da equac¢ao de movimento. No entanto, para um caso de
impacto mais geral como, por exemplo, impacto com rotacdo, essa metodologia ndo ¢é tao
eficiente, pois seriam muitas as possibilidades de combinagdo relativas a posicdo e a atitude
do corpo. A eficiéncia computacional do método variacional permitird, por outro lado, que o
tensor massa adicional seja calculado a cada instante de tempo, dentro de uma rotina numérica
que conduza a solu¢do da equacdo de movimento, Eq. (3.41). Através dessa estratégia,
acredita-se que a construgdo prévia de um grande banco de dados, varrendo intimeras
possibilidades relativas a posi¢ao e atitude do corpo, aproximacdao usada por Sauder e
Fouques (2009) através do WAMIT®'®, ndo seria necessaria.

Considere, por exemplo, o caso de impacto com rotagdo em que a atitude do corpo no
momento do impacto ¢ paralela a superficie do liquido. Apesar da formulacdo matematica
para tratamento do problema de impacto para um caso mais geral ter sido apresentada na
secdo 4.2, a implementacdo numérica requereria maior atencdo com relacdo a escolha e
posicionamento das funcgdes-teste. Nesse sentido, para se considerar o impacto com rotagdo,
seria necessario alterar a composicao das fungdes-teste. A Figura 4.8 apresenta um esbogo de
como poderiam ser dispostos anéis de vortices para tratamento do problema de impacto com
rotacdo de um corpo convexo. Note que teriamos uma fungdo-teste composta por um par de
semianéis de vortices, ou 7z -rings. No entanto, uma analise mais cuidadosa, no que tange o
tratamento numérico das func¢des hipergeométricas que comparecem na expressao matematica

associada aos anéis de vortices, seria entdo relevante.

Figura 4.8 — Esquema de composi¢ao de fungao-teste: um par de semianéis de vortices
(7 -rings); adaptado de Pesce e Simos (2008).

> WAMIT®: ‘Wave Analysis Massachusetts Institute of Technology’. E um programa baseado na teoria potencial
linear e de segunda ordem para analise de corpos submersos ou flutuantes na presenca de ondas.
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Outro conjunto de fungdes-teste poderia ser formado por pares de dipolos no plano
z =0, de sinais trocados em torno do eixo de rotagdo, de forma a constituir uma tnica fung¢ao-
teste composta de duas funcdes elementares, ver Figura 4.9. Cada dipolo emulard um
escoamento em um sentido, um contrario ao do outro. Assim, podem ser incluidos varios

pares (ou anéis discretos concéntricos) de dipolos, emulando-se o padrao de escoamento ao

Figura 4.9 — Esquema de composi¢do de fungdo-teste par de dipolos no plano z=0.
Simbolizado pela seta dupla, o dipolo de linha tracejada tem sinal contrario ao dipolo
de linha continua.

redor do duplo-corpo.

Considere agora o impacto obliquo, com atitude nula no momento do impacto com
relagdo ao plano horizontal, de forma que a simetria geométrica, na vertical, seja preservada.
O movimento do corpo de impacto penetrando a superficie liquida de forma obliqua ¢
composto pela combinacdo do movimento vertical do duplo-corpo e do “movimento
cisalhante” na horizontal. Considere também, que os movimentos podem ser calculados de
forma desacoplada. De fato, em casos gerais, que ndo exibam simetria, todos os elementos
cruzados do tensor massa adicional devem ser calculados. O movimento vertical ja foi
amplamente discutido, ver novamente Figura 4.6 (a). Para tratar do movimento horizontal,
poderiam ser utilizados pares de fontes-sorvedouros, deslocados do plano z=0, e também
invertidos em relacdo ao plano de impacto. Ou seja, para cada par fonte-sorvedouro um
sorvedouro-fonte; somados de forma a constituir uma unica funcao-teste composta de 4

fungdes elementares, como ilustra a Figura 4.10.



68

z=0 -
N N
7 7
+
s o
N N

N

Figura 4.10 — Esquema de composic¢ao de fungdo-teste utilizando pares de fontes-sorvedouros
deslocados do plano z=0.
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5 RESULTADOS NUMERICOS - IMPACTO VERTICAL DE

CORPOS AXISSIMETRICOS

Nesta se¢do ¢ apresentada a aplicagdo do método numérico variacional ao problema de
impacto hidrodindmico vertical de corpos axissimétricos, sob abordagem do modelo GvKM.
Primeiramente sdao apresentados os resultados de calculo do coeficiente de massa adicional
utilizando o método variacional. Nesse caso, o procedimento adotado considera a interpolagao
de resultados de massa adicional tendo como base valores correspondentes a profundidades de
penetragdo preestabelecidas, ao invés de resolver o problema de massa adicional em cada
instante de integracdo no tempo. Em seguida, com a fun¢dao massa adicional conhecida, a
equagao de movimento para o problema de impacto vertical ¢ resolvida. Complementarmente,
discussdes e consideragdes acerca da correcao da superficie molhada sdo apresentadas para o
caso de impacto vertical de uma esfera, em que a velocidade de penetracdo ¢ mantida
constante.

As simulag¢des numéricas foram obtidas através de rotinas desenvolvidas no software

MATLAB®Y; ver APENDICE G.

5.1 Método numérico variacional para calculo de massa adicional

Sao apresentados os resultados de célculo de massa adicional para corpos axissimétricos
durante impacto vertical, obtidos através do método variacional. Inicialmente sdo exibidos
resultados de validacdo da ferramenta numérica. Em seguida, os resultados de massa adicional

para uma familia de esferoides sdo apresentados.

5.1.1 Validacao dos resultados numéricos

Os resultados de validagdo do método numérico variacional para o calculo de massa
adicional sdo aqui apresentados. Para isso sdo considerados dois corpos: esfera e esferoide
oblato. O célculo obtido através do software WAMIT® ¢ adotado como paradigma numérico

para os coeficientes de massa adicional.
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5.1.1.1 Esfera

O impacto vertical de uma esfera de raio a ¢ considerado. As profundidades de
penetragdo adimensionais preestabelecidas sdo (¢ =¢/a): ¢ =0,02;0,05;0,10;0,15;0,20;
0,25;0,30;0,40;0,60;1.

Embora a forca de impacto atinja seu valor maximo no estagio inicial, isto ¢, em

pequenas profundidades de penetragio, valores moderados e mesmo elevados para ¢~ foram
também considerados, 0 < ¢ <1, por completude e para ilustrar o processo de convergéncia

numérica como funcio da esfericidade do corpo. Note que ¢ =1 significa a penetragio de
todo o hemisfério. Nesta situacdo, o duplo-corpo equivalente ¢ uma esfera completa. Em
situacdes intermediarias de penetragdo o duplo-corpo associado ¢ uma dupla lente esférica.

O conjunto de N, fungdes-teste ¢ composto por um dipolo vertical e por (NTF —l)
anéis concéntricos, e circulares, de dipolos verticais discretos '®; ver Figura 5.1. Todas as
fungdes-teste sdo posicionadas no plano de simetria z =0. O dipolo vertical ¢ posicionado na
origem e os anéis de dipolos sdo posicionados ao redor de eixo de simetria. O raio do anel de

dipolos, R,, 1<;j<(N,.-1), ¢é dado por Rj:[0,045+(j—1)AR]r sendo

J c?

AR(NTF—2)=0,93 e 7, o raio do duplo-corpo associado a referida profundidade de

penetragdo; ver Figura 4.5 (b) e (c). Assim, os raios dos anéis variam de 4,5%r, a 97,5%r,.

Figura 5.1 — Esquema do posicionamento das fung¢des-teste no plano z=0. O simbolo
representa um dipolo vertical e o anel circular de dipolos discretos ¢ simbolizado pela linha
pontilhada.

' A fungdo-teste aqui denominada anel de dipolos discretos refere-se a dipolos discretos posicionados de forma
circular. Daqui por diante essa fung@o sera denominada apenas como anel de dipolos. Note que anéis continuos
de dipolos também poderiam ser utilizados.
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A escolha das funcdes-teste ¢ baseada na fisica do padrdo de escoamento ao redor do
duplo-corpo. Visto que a solugdo elementar de um dipolo representa, de forma exata, o
escoamento ao redor de uma esfera, o procedimento sistematico usado neste trabalho baseia-
se na inclusao de um dipolo vertical na origem a fim de emular o escoamento ao redor de uma
‘esfera inscrita’ com raio igual a profundidade de penetracdo, ¢, e dipolos outros,
posicionados de forma equidistante ao longo de anéis circulares — ou, simplesmente, anéis de
dipolos — para representar, por justaposi¢do, toda a superficie do duplo-corpo, como mostrado
na Figura 5.2. A linha pontilhada em vermelho representa, pictoricamente, a contribui¢ao do
dipolo vertical posicionado na origem, e os circulos pontilhados na cor azul representam
contribuigdes de dipolos constituintes dos anéis concéntricos. No exemplo da Figura 5.2, tem-

se N, =9, sendo um dipolo vertical e 8 (oito) anéis, concéntricos, de dipolos discretos.

Figura 5.2 — Representagdo pictorica esquematica (em corte) das contribuigdes da fungdes-
teste do tipo dipolo para uma determinada profundidade de penetracio da esfera, ¢ =0,15.

A linha continua na cor preta representa o duplo-corpo. A linha pontilhada em vermelho
representa a contribui¢do do dipolo vertical, e os circulos pontilhados na cor azul representam
as contribui¢des dos dipolos posicionados nos anéis concéntricos.

Obviamente, uma inclusdo sistematica de anéis de dipolos pode melhorar os resultados
numéricos porque o escoamento emulado aproxima-se do escoamento ao redor da superficie
exata do duplo-corpo. De fato, isso pode ser visto na Figura 5.3 (a) e (b), que ilustra um
Mh

estudo de convergéncia para o coeficiente adimensional de massa adicional, M, = ﬁ
4
3 p7a

2

assim como o parametro de erro ¢, (ver Eq. (4.43)), ambos em fun¢do do nimero de

fungdes-teste, N, . Pode-se também avaliar na Figura 5.3 (c) que erros de segunda ordem nos
coeficientes de massa adicional sdo associados a erros de primeira ordem na aproximagao

numérica do potencial de velocidades. Na Figura 5.3 (¢), ¢,. ¢ uma medida do “erro” do

coeficiente de massa adicional quando comparagdo ¢ feita com os resultados produzidos pelo

processamento WAMIT®. Cumpre mencionar que tais resultados, tomados como paradigma,
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sdo fruto de um adequado e rigoroso estudo de convergéncia numérica. Tal afirmagdo ¢
ilustrada na Figura 5.5, onde os resultados numéricos obtidos com o programa WAMIT® séo

confrontados com resultados analiticos obtidos por Miloh (1991a) para uma esfera.
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Figura 5.3 — Resultados numéricos e estudo de convergéncia para o impacto hidrodinamico de
uma esfera, em fungdo de N, : (a) coeficiente adimensional de massa adicional; as linhas
tracejadas representam os resultados obtidos através do WAMIT®; (b) erro da solugdo fraca
na condi¢do de contorno; (c) erro no coeficiente adimensional de massa adicional. A legenda
em (c) ¢ também utilizada nas figuras (a) e (b).

r

A Figura 5.3 (a) mostra que a convergéncia ¢ “rapida”. Um namero pequeno de

funcdes-teste € necessario para uma convergéncia satisfatoria, se considerados os coeficientes
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de massa adicional. Além disso, com uma inclusdo sistematica de anéis equidistantes de

dipolos ocorre uma redugdo no erro &, e, consequentemente, no erro €y (ver Figura 5.3 (b)

e (c)). Cabe mais uma vez lembrar que, utilizando o método variacional, o erro na massa
adicional ¢ de ordem O(g,fc). Assim, os erros nos valores convergidos de massa adicional sdo
menores do que 4%; ver Figura 5.3 (c) novamente. Para os valores de profundidade de
penetracdo & " >0,25, tem-se que &, < 0,4%.

Outro conjunto de fungdes-teste composto por dipolos e anéis de vortices (ver
formulagio matematica no APENDICE B) foi também usado para calcular a massa adicional;
ver APENDICE E. O uso de anéis de vortice acabou, no entanto, preterido, devido ao maior
esfor¢co computacional requerido quando comparado a utilizagdo dos anéis de dipolo, portanto
nao justificadvel no caso de impacto vertical.

Resultados correspondentes ao menor valor do pardmetro de erro ¢,, sdo obtidos (aqui
simplesmente denominados “6timos”), ver Figura 5.3 (b), e os resultados correspondentes de
massa adicional adimensional sdo comparados, graficamente, com o paradigma numérico e

apresentados em funcdo de ¢ na Figura 5.4.
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Figura 5.4 — Massa adicional adimensional de impacto hidrodindmico de uma esfera em
fun¢do da profundidade de penetracio adimensional, ¢ .

Note que para a profundidade de penetracdo ¢ =1, ou seja, uma esfera totalmente

submersa, o valor analitico exato ¢ prontamente recuperado, com apenas um dipolo, como
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esperado. Cabe enfatizar que a massa adicional do corpo de impacto (por¢do submersa)

corresponde a metade da massa adicional do duplo-corpo. Logo, na Figura 5.4, para ¢ =1
tem-se M Z =0,25, ou seja, exatamente a metade do bem conhecido valor do coeficiente de

massa adicional de uma esfera em fluido infinito.

Como discutido anteriormente, a Figura 5.4 mostra que os resultados obtidos através da
aplicagdo do método variacional estdo bastante aderentes ao paradigma numérico adotado,
1.e., a concordancia entre os resultados ¢ muito boa. Atengdo pode ser voltada para pequenos
valores de penetragdo, regido na qual a for¢a hidrodinamica (ou a desaceleragcdo do corpo) de
impacto atinge seu valor maximo.

Os resultados numéricos para a massa adicional sdo também comparados com
resultados analiticos assintdticos. Através do uso de técnicas assintdticas e o emprego da

teoria de similitude, pode ser mostrado que a massa adicional de uma esfera durante impacto

33 a3
—q
T

vertical pode ser aproximada por M, = , segundo o modelo de Wagner (WM), ou

, se a abordagem de von Karméan (vVKM) ¢ levada em conta (ver, p.ex.,

* 2'\/5 2 x3/2
M=

CASETTA, 2004). Os resultados numéricos também serdo comparados aos resultados
analiticos de Miloh (1991a), para os quais a curvatura da esfera ¢ considerada, ver Eq. (5.1).
Para essa confrontacdo do método variacional (MV), interpolou-se curva para os resultados de
massa adicional, a partir dos dados da Figura 5.4, utilizando o método dos minimos

quadrados; ver coeficientes na Tabela 5.1. Comparagdo ¢ apresentada na Figura 5.5, onde
apenas a faixa inicial, arbitrada como ¢ " <0,15, é considerada, consistentemente a teoria
assintotica. Cabe ressaltar que a interpolagdo apresentada na Tabela 5.1 garante que a primeira
derivada da funcdo seja nula na origem, de forma consistente as solugdes analiticas de von

Kérman e de Wagner e mesmo a solu¢ao assintotica devida a Miloh (1991a).

;=2 102 oy oy -0y o™, 5"

' A Eq. (15) apresentada em Miloh (1991a) corresponde a massa adicional de um duplo-corpo. Aquela equagdo
foi entdo multiplicada por % e dividida por % , para adequé-la a adimensionalizacdo de massa adicional adotada
neste trabalho (ou seja, pela massa deslocada de uma esfera totalmente submersa), resultando a Eq. (5.1).
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Tabela 5.1 — Coeficientes de interpolagdo para a massa adicional de uma esfera utilizando-se

. ~ * %3/ * %5/
pequenos valores de profundidade de penetracdo, sendo M, = a,& gt a,l g a8 "

*

M, a, a, a;
MV 0,9974 -0,8805 0,1331
WAMIT® 1,0144 -0,9226 0,1581
Miloh, Eq. (5.1) 0,9000 -0,4463 -0,3139
von Karman 0,9000 0 0
Wagner 1,6540 0 0
0,12
Wagner
= - von Karman
0,10 |
= = =<Miloh (1991a)
— —WAMIT
0,08 | MV

*

= 0,06 |

0,04 }

0,02 }

0,00

0,00 0,03 0,06 0,09 0,12 0,15
é‘*
Figura 5.5 — Comparagao da massa adicional de impacto hidrodindmico de uma esfera para os
casos: analitico (Wagner, von K4arman e Miloh) e numérico (MV, WAMIT®).

Conforme ja mencionado, os resultados numéricos obtidos através do método
variacional sdo praticamente coincidentes aos do paradigma numérico adotado (WAMIT®). A
Figura 5.5 também mostra que a concordancia entre os resultados numéricos e a aproximagao
de Miloh ¢ excelente. Cabe ressaltar que, assim como as abordagens numéricas (MV e
WAMIT®), a aproximagdo assintética de Miloh considera a convexidade do corpo para o
calculo do coeficiente de massa adicional; ver Miloh (1991a).

Além disso, os resultados numéricos e aqueles da abordagem de Miloh estdo
relativamente proximos daqueles obtidos a partir do modelo de von Karméan (vKM), sendo a
eles inferiores. Recorda-se que esses primeiros tomam em conta a tridimensionalidade do

corpo, ao contrario do modelo vKM, e, de fato, a massa adicional de um corpo tridimensional
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¢ menor do que a massa adicional associada a 4rea da se¢do transversal diametral desse corpo
(Figura 3.2 e Figura 3.6).

Por outro lado e de forma coerente, os resultados numéricos mostram-se bastante
diferentes dos resultados obtidos com a abordagem de Wagner (WM), a qual leva em conta
correcdes ao seu modelo planar devidos a efeitos do empilhamento de agua. Esses efeitos

serdo discutidos na se¢do 5.3.

5.1.1.2 Esferoide oblato

O impacto vertical de um esferoide oblato ¢ considerado. A equagdo do corpo, centrado

na origem do sistema de coordenadas cartesianas, ¢ dada por

2 2 2
X z
ELrLE (52)
b~ b° a
No presente exemplo, a=0,6 e b=1 sdo os semididmetros vertical e horizontal,

respectivamente. A Figura 5.6 ilustra os detalhes geométricos do corpo de impacto.

1,0
00 % e e—
0,5 —
1,0 5 ;-T
! S\ ) |
: 5 |
0,0 |
. |
P ~—J
05f s
1,0 3
-0,5 ___/")‘
0,0
0,5 /"'*

10
Figura 5.6 — Esferoide oblato (a/bh=0,6), sendo b o semididmetro e a no eixo
de revolugdo z.

Assim como no caso do impacto de uma esfera, profundidades de penetracao

predefinidas ¢ =0,02;0,05;0,10;0,15;0,30;0,45;0,6 sao  consideradas, tais que

¢ =0,03;0,083;0,16;0,25;0,50;0,75;1, sendo 0<¢ <1 e ¢ =¢/a. O conjunto de N,
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fungdes-teste ¢ composto por um dipolo vertical e por (NTF - 1) anéis concéntricos de dipolos
discretos, conforme descrito na se¢do 5.1.1.1. A “lei de composi¢ao” do raio de cada anel de

dipolos, R;, também ¢ considerada segundo a mesma expressdo apresentada para o caso da

esfera. A Figura 5.7 apresenta os resultados numéricos (MV ¢ WAMIT®) para o coeficiente

. . .. * M R ~
adimensional de massa adicional, M, = %—bbz’ ¢ dos parametros ¢, ¢ ¢, . em fungéo do
3 P !

numero de fungdes-teste N, .

0,50
- -2 -8 --E--E----- ------ .- - - -
040 } W
]
0,30 |
s
0,20 |
—————— R REE - -E---B---RE-----®--- -
0,10 |
‘xé‘@‘“ea-'ea'---ea----ea---—ea —————
TR B EEEL EEEL EEEL SEEL SEEEE
0,00 B-3¥ - - ¥e--¥-z-F-cq--_x
0 10 20 30 40 50 60
NTF
(a)
100 % 100
mr=1 * =),
x Ex 4 £ =0,75
vy £*=0,50 ®{*=025
80 80 ve ® (20,167 ¥ C*~0,083
® X (% ~0,033
v
60 | ® x _ 60 |
g g e
& ® S v
m v b 4 « X x
40 40
v
®
v x ! @ x
b 4 v
20 | = ] v v 20 F b 4
X ® v v
[ | = e v
2] ] ® ) v x
= ® = ] =t R v x
IZEGB @ a ¥ o Y
(L . A L M B — 0 —.-.-u—i-—-u&--.--&——&l—x—
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Nrg Npp
(b) (c)

Figura 5.7 — Resultados numéricos e estudo de convergéncia para o impacto hidrodinamico de
um esferoide oblato (a/ b= 0,6), em funcdo de N, : (a) massa adicional adimensional; as
linhas tracejadas representam os resultados obtidos através do WAMIT®; (b) erro da solucdo
fraca na condi¢do de contorno; (c¢) erro na massa adicional adimensional. A legenda em (c) ¢
também utilizada nas figuras (a) e (b).
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Como no caso da esfera, a concordancia dos resultados numéricos obtidos com o MV
com aqueles calculados pelo processamento do programa WAMIT® ¢ muito boa. O erro do
coeficiente de massa adicional cai rapidamente com a inclusdo sistematica de fungdes-teste,
ver Figura 5.7 (c). Pode-se observar que para N,. =40, os erros nos valores de massa
adicional s3o menores do que 10% para as menores profundidades de penetragdo, e sdo
praticamente despreziveis para as maiores.

A exemplo do caso da esfera, outro conjunto de fungdes-teste composto por dipolos e
anéis de vortices foi também usado para calcular a massa adicional; ver APENDICE E.

Resultados “o0timos” para &,. sdo obtidos (isto ¢, menor valor de &,,.), ver Figura 5.7
(b), e os resultados correspondentes do coeficiente de massa adicional sdo uma vez mais

. , . ~ * .
comparados ao paradigma numérico e apresentados em fun¢do de £ na Figura 5.8.

0,50
O WAMIT
+ MV ®
0,40 | ®
0,30 }
N )
gﬁ
0,20 |
®
0,10 |
]
@
0,00 9 M M M M M M
0,00 0,00 020 030 040 0,550 060 0,70

¢
Figura 5.8 — Massa adicional adimensional de impacto hidrodindmico de um esferoide oblato

(a/b=0,6) em fungio da profundidade de penetragdo adimensional, ¢

5.1.2 Massa adicional para uma familia de esferoides

Na secdo anterior, foram apresentados os resultados do coeficiente de massa adicional
para dois corpos de impacto sob a abordagem GvKM: esfera e esferoide oblato (a/ b= 0,6).

Ap6s a validacdo do método numérico para esses dois casos, resultados de massa adicional
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para uma familia de esferoides serdo apresentados. Salvo quando mencionado explicitamente,
a sistematica de escolha e posicionamento das funcdes-teste ¢ a mesma apresentada na se¢ao
5.1.1. A familia de esferoides compreendera a faixa 1/5<a/b <5, totalizando 9 geometrias.
Serdao considerados 4 casos de esferoides oblato (quando a <b na Eq. (5.2)), 4 esferoides
prolato (quando a > b na Eq. (5.2)) e a esfera (caso particular quando a =b na Eq. (5.2)).
Note que os resultados poderiam ser facilmente estendidos para outros valores de a/b .

Na Figura 5.9 sdo apresentados os resultados numéricos obtidos através do método

Mb
W’ para oS
3

casos de impacto vertical de esferoides oblatos (a <b) em fungdo da profundidade de

variacional para o coeficiente adimensional de massa adicional, M, =

penetragdo adimensional ¢ . O estudo de convergéncia e os resultados para o parAmetro de
erro ,, sdo apresentados no APENDICE F. Note que o caso do esferoide oblato (a/b = 0,6)

¢ novamente apresentado, com a inclusdo de valores de massa adicional para outras

profundidades de penetragao.
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Figura 5.9 — Coeficiente adimensional de massa adicional de impacto hidrodinamico para
esferoides oblatos em fungio da profundidade de penetragdo adimensional, ¢ .

O caso apresentado anteriormente para a esfera ¢ aqui retomado e resultados numéricos

M,
———, para outros valores de

% prma

profundidade de penetragdo sao calculados, ver Figura 5.10, além da inclusdo dos valores ja

para o coeficiente adimensional de massa adicional, M, =

previamente apresentados. O estudo de convergéncia e os resultados para o pardmetro ¢,, sdo

apresentados no APENDICE F.
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0,28

+ a/b=1
0,24 | +

0,20 |

0,16 } +

M *

012 } +
0,08 |

0,04 | +

+
0,00 * A A A A A
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

¢

Figura 5.10 — Coeficiente adimensional de massa adicional de impacto hidrodindmico para
uma esfera em funcio da profundidade de penetracio adimensional, ¢ .

Na Figura 5.11 s3o apresentados os resultados numéricos para o coeficiente

adimensional de massa adicional, M, = -, para os casos de impacto vertical de

esferoides prolatos (a > b) em funcio da profundidade de penetragio adimensional ¢ . As
razdes de esbeltez a /b para os esferoides prolatos sdo: a/b=125; a/b=1,67; a/b=25
e a/b=5. O estudo de convergéncia e os resultados para o parametro de erro &, sdo

apresentados no APENDICE F.
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Figura 5.11 — Coeficiente adimensional de massa adicional de impacto hidrodindmico para
esferoides prolatos em funcio da profundidade de penetragio adimensional, ¢ .

No célculo da massa adicional para os esferoides prolatos, além do dipolo vertical
posicionado na origem e dos anéis de dipolos concéntricos, posicionados no plano z =0, sdo
utilizados dipolos verticais dispostos ao longo do eixo vertical z ; ver discussdo detalhada no
APENDICE F.

Note que para se obter os resultados de massa adicional de cada duplo-corpo
correspondente, basta multiplicar os resultados apresentados anteriormente (Figura 5.9 a

Figura 5.11) por 2 (dois).
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Um ajuste de fungdes ¢ realizado a partir dos resultados dos coeficientes de massa
adicional calculados para a familia de esferoides. Assim, a fun¢do massa adicional, M, ("),

poderd ser facilmente determinada por interpolagdo e utilizada para a integragdo da equagdo
de movimento do impacto vertical de qualquer esferoide que pertenca ao intervalo
paramétrico estudado. Como mencionado anteriormente, a fungdo massa adicional e sua
derivada primeira devem ser nulas na origem; conforme solucdo assintdtica devida a Miloh

(1991a), dada pela Eq. (5.3). Essa restricdo tem natureza fisica e garante que a desaceleragdo,

e’

—» a ser obtida através da resolugéo da equacdo de movimento, Eq. (3.41), seja nula no
dt

instante inicial.

. 3|1642

My =2 | = (@)=L - 0837 [+ 0. (53)
/4

Com base na solugdo assintotica de Miloh valida para a esfera, Eq. (5.3), a seguinte

funcdo € proposta para representar o coeficiente de massa adicional para a familia de

esferoides, no ambito do modelo GvKM.

% %3/ * %5/ *
M =al " va, o vl (5.4)
Ou, alternativamente,
X 14+n/2
*® x1+n
M = Zang : (5.5)
n=l

sendo N um numero natural.

Os valores dos coeficientes «, sdo apresentados na Tabela 5.2. Esses coeficientes sdo

obtidos através do método dos minimos quadrados.



Tabela 5.2 — Coeficientes para interpolagdo da fungao massa adicional para uma

familia de esferoides.

Geometria/

interpolagio alb a, a, o, a, o o
o 0,20 0,0015 27,5405 -76,1232 96,0709 -62,7716 16,7855
% = 0,40 0,3989 12,4286 -37,8180 50,6480 -34,3454 9,4019
“g 78 0,60 0,8329  3,3379  -8,2748  5,3801  -0,0955 -0,7271
™ 0,80 1,2487  -2,0562  5,6064 -10,4995 8,5429  -2,5166
Esfera 1,00 0,8870  -0,4077 -0,4789  0,1963  0,0533 0
o 1,25 0,7453  -0,7752  0,9664  -1,7726  1,3991  -0,3723
% L% 1,67 0,4936  -0,1248 -0,7824  0,8804 -0,4127  0,0788
o % 2,50 0,3749  -0,5581 0,6975 -0,8811  0,6059  -0,1610
= 5,00 0,0753  0,4875 -1,8987  2,6262  -1,6587  0,3977

Os resultados de massa adicional adimensional de impacto hidrodinamico para uma
familia de esferoides sdo reunidos e reapresentados na Figura 5.12, na mesma escala, a partir

da Eq. (5.4) e dos coeficientes de interpolacdo apresentados na Tabela 5.2.

1,60
= === a/b=0,2 _
140 | = = ab=04 -
a/b=0,6 ’,’
120 | = — an=08 L
a/b=1 ,/’
— 4
100 | a/b=1,25 .
= = a/b=1,67 R4
;n 0g0 b = = ab=25 S/
’ = = a/b=5 P
I’ - = =
-
0,60 | S/ _ -
/, P -
U4
0,40 | J/ PR
’ P — - -1
’ R
0,20 } s 7 -
’ P d - - e -
S22z Z2zz==z=-z=ZZZ2C
000 les = =m = =S = == .
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figura 5.12 — Coeficiente adimensional de massa adicional de impacto hidrodindmico para
uma familia de esferoides em funcdo da profundidade de penetragio adimensional, ¢ .

Para uma melhor visualiza¢ao dos resultados na faixa de maior interesse ao problema de
impacto, os dados da Figura 5.12 sdo reapresentados para pequenos valores de profundidade

de penetracao, ver Figura 5.13.
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Figura 5.13 — Coeficiente adimensional de massa adicional de impacto hidrodindmico para
uma familia de esferoides em funcdo da profundidade de penetragio adimensional, ¢ .

Note que, para pequenos valores de profundidade de penetracdo, o primeiro termo da
Eq. (5.4) ¢ o dominante. Note também que nos modelos classicos de Wagner e von Karman,
conforme discutido na secdo 5.1.1.1, a expressdo para a massa adicional também ¢ funcao da

penetragdo elevada ao expoente 3/2, ver Eq. (5.6).

M, =cc”, (5.6)

sendo C :ﬂ para a aproximacdo de Wagner e C :£ para a de von Kéarman (ver
V4 V4

CASETTA, 2004).
Lembre que a for¢a de impacto depende da massa adicional e de sua derivada com
relacdo a penetragdo, ver se¢ao 3.4. A equagao de movimento adimensional, Eq. (3.41), ¢

reapresentada a seguir

M” .,
vt 7 =0, (5.7)
B+M,

Reescrevendo a Eq. (5.5) na forma

%3/2

My =pES, (5-8)
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sendo
Y=, +a, " ra T v, T (5.9)
ou
a /2-1/2
(¢ )=Zan§* : (5.10)

n=1

a Eq. (5.7) pode ser reescrita na forma

{ =~ 4* *3/2{p’(d*)fﬁp(:*)}é”, (5.11)
B+p(¢E 2

Note que no instante inicial de impacto, a desacelaragdo ¢ nula. No instante

imediatamente posterior, ocorre um pico, tdo mais pronunciado quanto menor for a densidade

do corpo de impacto, S . De fato, é imediato verificar que em ¢ — 0", quando ¢~ — 0%,

*3/2

& E—l[p’(é*)i +§p(§*)é*”2}§'*2- (5.12)

p

No caso de p(¢7) ser constante, como nas aproximagdes de von Karmén e Wagner,

tem-se nos instantes iniciais, respectivamente

"*N_EE #1712 242
¢ = 2ﬂ-§ g, (5.13)

com C=22/7x para a aproximacao de von Karmén e C = 337 para a de Wagner.

5.2  Impacto vertical

Como enfatizado anteriormente, para o calculo da forca hidrodinamica de impacto ¢

necessario o conhecimento da fungdo massa adicional e da velocidade (ver Eq. (3.33)). Dessa
forma, conhecidas as fungdes M,(¢") e M, ({7), a equagdo de movimento (3.41) €
integrada. Nesta se¢c@o sdo apresentados os resultados da integragcdo da equacdo de movimento

para os seguintes corpos de impacto: esfera, esferoide oblato (a/ b= 0,6) e esferoide prolato
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(a/b = 1,67). Note que os resultados subsequentes podem ser facilmente estendidos para a

familia de esferoides, tratada na se¢do 5.1.2.

Da determinagdo das fungdes M, (<) e M, ({7), ver segdo 5.1.2, a Eq. (3.41) é

integrada a partir das condi¢des iniciais ¢ *(0)= 0e { *(O)=1. As figuras a seguir, Figura

5.14 a Figura 5.16, mostram posicdo, velocidade e aceleracdo'® para os casos de impacto

vertical de uma esfera e de esferoides (oblato e prolato), respectivamente, considerando

diferentes valores de massa especifica f.
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Figura 5.14 — Posicao, velocidade e aceleragao adimensionais para uma esfera durante
impacto versus tempo adimensional, para trés valores de massa especifica . Equacdo de
movimento sem for¢ca de empuxo, Eq. (3.41).

. ~ . . * * , , .
'® Note que, quando nio considerada a forca de empuxo, a aceleragdo adimensional d 24’ Jdt? éa propria

for¢a de impacto adimensional.
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Figura 5.15 — Posi¢do, velocidade e aceleracdao adimensionais para um esferoide oblato
(a/b=0,6) durante impacto versus tempo adimensional, para trés valores de massa especifica

. Equacdo de movimento sem for¢a de empuxo, Eq. (3.41).
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Figura 5.16 — Posi¢do, velocidade e aceleracdo adimensionais para um esferoide prolato
(a/b=1,67) durante impacto versus tempo adimensional, para trés valores de massa
especifica f. Equacao de movimento sem forca de empuxo, Eq. (3.41).

A forca de empuxo ¢ considerada a seguir. Serd suposto que os trés corpos de impacto

estudados sdo soltos do repouso, de uma altura igual ao raio do corpo (H /a :1), como

ilustrado na Figura 5.17, para o caso de uma esfera. No caso dos esferoides, a altura da qual o

corpo ¢ solto ¢ igual ao semieixo vertical. A massa de liquido deslocada como fun¢do da

profundidade de penetragdo do corpo, ver Egs. (3.45) e (3.46), ¢ dada por

_ pmab’

¢ )= PR 3-¢).

Para o caso da esfera, a =b na Eq. (5.14).

(5.14)
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Figura 5.17 — O corpo de impacto solto do repouso. Na figura ¢ ilustrado o caso de uma esfera

de raio a.

As figuras a seguir, Figura 5.18 a Figura 5.20, mostram os resultados da integragao da

equacdo de movimento para o caso de impacto vertical com e sem for¢a de empuxo.
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Figura 5.18 — Posicao, velocidade e aceleragao adimensionais para uma esfera durante
impacto, versus tempo adimensional, para trés valores de massa especifica . Equagdo de
movimento com e sem forca de empuxo, Egs. (3.48) e (3.41), respectivamente.
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Figura 5.19 — Posigao, velocidade e aceleragao adimensionais para um esferoide oblato
(a /b= 0,6) durante impacto, versus tempo adimensional, para trés valores de massa
especifica f. Equagdo de movimento com e sem for¢a de empuxo, Egs. (3.48) e (3.41),

respectivamente.
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Figura 5.20 — Posicao, velocidade e aceleragdo adimensionais para um esferoide prolato
(a/b=1,67) durante impacto versus tempo adimensional, para trés valores de massa
especifica f. Equacdo de movimento com e sem forca de empuxo, Egs. (3.48) e (3.41),
respectivamente. A legenda em (a) é também utilizada na figura (c).

Como antecipado na secdo 3.4, o efeito relativo da forca de empuxo ¢ realmente

pequeno, mesmo para uma altura de queda relativamente pequena, ver Figura 5.18 a Figura

5.20. Pode ser observado também que o efeito de empuxo passa a ser importante apenas na

fase final da penetra¢do do corpo, sendo tanto maior quanto menor for a massa especifica do

corpo. Como observado, nesta fase final do impacto, o efeito da perda de energia por geragao

de onda de superficie, desconsiderada na presente analise, seria igualmente relevante.
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Consideracoes sobre a correcio molhada

Nesta secao serdo discutidas, sem pretensoes conclusivas, algumas aproximacdes para a

consideracdo da elevacdo da superficie livre, ou correcdo molhada. Para tanto, serad

considerado o coeficiente de slamming de uma esfera, mantida a velocidade constante. Os
resultados serdo comparados com dados disponiveis na literatura.

c - F

N

O coeficiente de slamming, C_, para uma esfera de raio a ¢ definido por:

- 27727
1 pmaU

(5.15)
sendo F' a for¢a de impacto, componente vertical, ¢ U a velocidade do corpo. No caso de
velocidade constante,

pod0,) . d0,)

di - d¢

(5.16)

Note que neste caso, de velocidade mantida constante, a for¢a de impacto independe da

x M
= eM,=—"2

T > tem-se que:
3 pma

densidade do corpo; depende apenas de sua geometria, como seria esperado. Considerando as
adimensionalizagdes ¢ = ¢

d(M,) ipm’d(M]) 4
¢

*

,dM]
2 =—pra o,
a 4’ 3 dc

(5.17)
Logo, utilizando as Eqgs. (5.16) e (5.17), o coeficiente de slamming, Eq. (5.15), pode ser
reescrito na forma

Uszm2 dM;
C =

N

dg" _8dM,
L pra*U? 3de

(5.18)

Note que, ao invés da Eq. (5.16), a for¢a poderia ser obtida através da integragdo do

campo de pressao, Eq. (3.14). Dessa forma, o coeficiente de slamming pode ser escrito como
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[ pn.ds. (5.19)

Sp

s

- % D 72U

Os resultados numéricos obtidos com o método variacional sdo comparados com
aqueles obtidos por Battistin e Iafrati (2003), com as aproximacdes assintoticas de Wagner e
Miloh (1991a), e com dados experimentais de Baldwin e Steves (1975) e Nisewanger (1961).

A comparagdo do coeficiente de slamming é apresentada na Figura 5.21 em funcdo da

profundidade de penetragdo adimensional. A funcdo massa adicional para a esfera, obtida

N
através do método variacional, ¢ dada por M, = E a,s

1+n

2 (ver secdo 5.1.2) com os

n=1

coeficientes ¢, apresentados na Tabela 5.2.

[
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0,20 A& B Miloh (1991a) - Eq. (17)
MYV - massa adicional
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¢

Figura 5.21 — Comparagao do coeficiente de slamming versus profundidade de penetragao
adimensional ¢~ para uma esfera em impacto a velocidade constante, para os seguintes casos:

(1) experimental (Baldwin e Steves; Nisewanger); (ii) tedrico com correcao molhada: Wagner
(analitico), Battistin e lafrati (numérico); (ii1) tedrico sem corre¢cdo molhada: Miloh
(analitico), MV (numérico, Egs.(5.18) e (5.19)).

Na Figura 5.21, o resultado correspondente a aproximacao assintdtica de Miloh (ver Eq.
(17) de MILOH, 1991a) nao leva em conta o efeito da corre¢do molhada, o que justifica a boa
concordancia com os resultados numéricos obtidos através do método variacional, que
tampouco o considera. Além disso, pode ser observado que o coeficiente de slamming

calculado por meio da massa adicional, Eq. (5.18), mostra-se de fato muito proximo daquele
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obtido através da integracdo do campo de pressdo, Eq. (5.19), ambos obtidos através do MV.
Como esperado, os resultados obtidos por meio da massa adicional, mostram-se ainda mais
aderentes aos resultados de Miloh, que segue 0 mesmo procedimento. Deve-se mais uma vez
ressaltar que uma aproxima¢ao numeérica para a fungdo potencial com erro de ordem o
implica uma aproximacio para o tensor massa adicional com erro de ordem §°. Vale ainda
mencionar que a boa concordancia entre os resultados experimentais e o resultado de Battistin
e lafrati (2003) deve-se ao fato desse ultimo considerar o efeito da correcdo molhada em sua
abordagem numérica.

Complementarmente, em sua abordagem assintotica, Miloh (1991a) calculou um fator

de corregdo, C, , para uma esfera, a ser aplicado na Eq. (5.3), dada na forma,

C. =1327-0,154"+0(C™). (5.20)

A expressao acima ¢ estritamente valida para pequenas penetracdes. O valor maximo do
fator de correcdo para uma esfera ¢ 1,327.

O procedimento adotado por Miloh para incorporar essa correcdo ao coeficiente de
slamming consiste em considerar 42 =¢ C, na expressao da massa adicional, dada por (5.3).
A partir dessa substitui¢do, o coeficiente de slamming pode ser obtido a partir da Eq. (5.18).

Seguindo esse procedimento, considerando apenas o termo dominante, C, =1,327, e

utilizando a fun¢do massa adicional obtida na secdo 5.1.2, Eq. (5.5), a Eq. (5.18) passa a ser

reescrita na forma

C, = §F%C352§*”2 +2a,C2¢" +§a3cijzc;*”

* 7 *
=315 +3a4C3vg”2+Ea5sz/2§ ”}, (5.21)

com os coeficientes «,;n =1,...,5 dados na Tabela 5.2.

Alternativamente, se os dois termos da Eq. (5.20) sdo considerados, o coeficiente de

slamming fica escrito na forma da Eq. (5.22).
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c, %E% (e veree ™ haaleie ve i)
Saleretreras hale e (522
%0!5 (C7W/2§*5/2 +C§2C;§*7/2):| ’
sendo C/, = d—Cﬁ
d¢

Os resultados para o coeficiente de slamming de uma esfera durante impacto vertical
com velocidade constante, utilizando a aproximacdo de Miloh para correcdo da superficie

molhada, sdo apresentados na Figura 5.22.
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020 A& ®  Miloh (1991a) - Eq. 27)
MYV - Eq. (5.21)
¢ MV-Eq.(5.22)
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¢

Figura 5.22 — Comparagao do coeficiente de slamming versus profundidade de penetragao
adimensional ¢~ para uma esfera em impacto a velocidade constante para os seguintes casos:

(1) experimental (Baldwin e Steves; Nisewanger); (ii) tedrico com correcao molhada: Wagner
(analitico), Miloh (analitico), Battistin e lafrati (numérico), MV (numérico). Os resultados
obtidos com o método variacional (MV) incluem o fator de corregdo para a superficie
molhada da aproximacdo de Miloh.

Com o fator de correcdo proposto por Miloh, Eq. (5.20), os resultados do coeficiente de
slamming do MV se aproximam bastante dos resultados experimentais e numéricos
(BATTISTIN e IAFRATI, 2003), para baixa profundidade de penetracdo; ver novamente
resultados sem correcao na Figura 5.21. Para maiores valores de penetragdo, a diferenga entre

esses resultados ¢ significativa.
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No entanto, observa-se que a corre¢do proposta por Miloh, e que aqui ¢ utilizada no
MV, ¢ estritamente vélida para ¢~ << 1. Tal fato estimula a busca de uma solugio analitica ou

numérica mais abrangente, para maiores profundidades de penetracgao.

Note também na Figura 5.22, que os resultados da aproximagao de Miloh (Eq. (27) de
MILOH, 1991a) e do MV (Eq. (5.21)) utilizam C, =1,327 para corrigir a massa adicional e,
consequentemente, o coeficiente de slamming. Por sua vez, os resultados obtidos com a
incorporagdo dos dois termos da Eq. (5.20) ao coeficiente de slamming, Eq. (5.22),
apresentam uma reducdo de valores, para maiores valores de profundidade de penetracio,

quando comparados aos resultados utilizando apenas termo dominante de C,, .

Consideracdes adicionais acerca da corre¢ao molhada podem ser feitas utilizando-se a

relacdo da evolucdo do raio c(¢) do disco, que € a projecdo da superficie molhada no plano
horizontal, em fun¢ao da profundidade de penetracdo {(¢). Tal relacdo, valida para um corpo

de impacto rigido e axissimétrico, no ambito da teoria de Wagner, ver Korobkin e Scolan

(2006), ¢ dada por:

¢(t)= If(c(t)senﬂ)senﬁ ag, (5.23)

0

sendo f(r) a fungdo que descreve a forma do corpo em coordenadas polares. Substituindo

f(ry=a—+a’—r® para o caso de uma esfera de raio a, a Eq. (5.23) resulta em

((t)z J‘(a—w/az —czsenzﬁ)senﬂdﬂ, (5.24)

isto é,

/2

C(t)=a- J‘w/az —c’sen’ B senfdp . (5.25)
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A Eq. (5.25) pode ser escrita na forma '

- _e . —1/1—% F(—
a a

em termos de uma fung¢do hipergeométrica, F', ou, ainda,

oo L e ay eyl
il )

A partir da Figura 5.23, tem-se

|~

13 c’
35959_ az _czj; (526)

AN A S
Nl S ¢

Figura 5.23 — Definicao dos parametros geométricos para o corpo durante impacto,
considerando a elevacao da superficie livre.

A

g=¢+n, (5.28)
€

c=2al 27 (5.29)
resultando

é*zgzl— 1-(%) . (5.30)

' As formas (5.26) e (5.27) foram obtidas através do software Mathematica”.



99

Considere, assim, uma segunda ‘“aproximacdo” para a correcdo molhada segundo a
estratégia apresentada a seguir. Os resultados de massa adicional, M,(¢"), para uma esfera
apresentados na se¢do 5.1.2, sdo reinterpretados como sendo fungdo de cf "= é: /a . Considera-
se entdo que a superficie equipotencial ¢ =0 esteja deslocada em relagdo ao plano z=0,
passando para a posi¢do 77, ver Figura 5.23. Conhecido o valor de CA ", 0 valor correspondente
de ¢ ¢ obtido pela relagdo geométrica dada pela Eq. (5.29). Por fim, utilizando a Eq. (5.27)
(ou Eq. (5.26)), podemos reapresentar os resultados de M, (42 "), em fungdo de ¢ ; ver Figura

5.24. Este “procedimento” ¢ apresentado na Eq. (5.31), considerando as aplicagdes g, ¢ g, .

0

-
Il

N
|
S

Figura 5.24 — Parametros geométricos para o duplo-corpo, considerando a condicdo ¢ =0
deslocada do plano z=0.

A

g : & > M ("), calculado através do MV,
) (5.31)
g,:¢ = ¢, utilizando as Egs. (5.29) e (5.27).

Ou seja, determina-se a massa adicional do “corpo aumentado pela corregdo molhada”,

substituindo f " na funco massa adicional obtida na anteriormente; ver se¢do 5.1.2.
O coeficiente de slamming ¢ entdo obtido a partir da Eq. (5.18). Note que, através desse

procedimento, M, =M, ({"). Assim,

_8dM, 8dM, d." 8dM, dCA*(dé*J_l (5.32)

YU3deT 340 deT 3dE de | de

A partir da Eq. (5.30),
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“© o > (5.33)
deai-(c/a)
e, da Eq. (5.27),
d_g“*:_l 1+£ In (l—ﬁj( a j +
dc 4 c’ al\a+c (5.34)

o)

O coeficiente de slamming pode entdo ser obtido através das Egs. (5.32) a (5.34). Os
resultados sdo apresentados na Figura 5.25, mas como fun¢do da profundidade de penetragao
real, ou seja, medida a partir do plano z =0. A titulo de comparagdo os resultados da Figura

5.22 sdo também incorporados.

1,60 7
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120 g pleeesgy
] ne L 4 ®
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B Miloh (1991a) - Eq. (27)
’ ¢ MV-Eq.(522)
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0,00 0,10 0,20 0,30 0,40
¢

Figura 5.25 — Coeficiente de slamming versus profundidade de penetracio adimensional ¢~
para uma esfera, calculada a partir da Eq. (5.32).

Vale enfatizar que em ambas as correcdes consideradas, a de Miloh (1991a) e de

Korobkin e Scolan (2006), que utiliza a equacdo (5.23),a massa adicional ¢ reinterpretada em
funcao de ga ". Através desse procedimento de “reinterpretagio da cota de penetragio”, ambas

as corregdes levam a melhores estimativas do coeficiente de slamming nas regides de pequena
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penetra¢do, quando comparadas as dos modelos sem corre¢do molhada, cujos resultados
foram apresentados na Figura 5.21. No entanto, ambas superestimam o pico do coeficiente de
slamming, fato de certa forma esperado, uma vez que as corregdes analiticas empregadas sao
construidas para pequenos valores de penetragio ¢ . Para valores moderados de ¢, notam-
se diferencas significativas entre os resultados previstos e deles com relacdo aos
experimentais. Essa dispersdo ¢ também observada em Tassin et al. (2010), conforme
ilustrado em sua figura 9.

Tal resultado se, por um lado, instiga o aprofundamento do tema, por outro, do ponto de
vista da engenharia, ¢ conservador, porquanto leva a valores superestimados do coeficiente de
slamming, em faixa moderada de ¢ . Investigagdes adicionais devem, portanto, ser
empreendidas, no ambito do método variacional. Cabe também mencionar que a Eq. (5.23) foi
empregada por Tassin et al. (2012) no ambito de um modelo analitico-numérico que utiliza o
BEM combinado ao MLM (Modified Logvinovich Model), com bons resultados.

Adicionalmente, o aprofundamento dessa questao poderia considerar o caso de impacto

de um corpo axissimétrico em queda livre.
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

No problema de impacto hidrodinamico as posi¢des da superficie livre e das superficies
de contato corpo-liquido dependem da solucdo da equagdo de campo, levando a uma forte
ndo-linearidade geométrica. Ou seja, trata-se de um problema de contorno com fronteira
movel. Isso faz com que, mesmo em se utilizando de hipdteses simplificadoras, as equagdes
do problema permanecam acopladas, tornando complexa sua resolugao.

A formulacdo do problema de impacto vertical de corpos rigidos axissimétricos aqui
adotada enquadra-se no modelo de von Kédrmén generalizado (GvKM), assim denominado na
literatura técnica especializada. Nesse modelo, as condi¢gdes de contorno de impermeabilidade
na superficie do corpo sdo aplicadas em sua geometria exata, durante o processo de
penetracao na agua. Porém os efeitos do empilhamento de dgua junto as raizes do jato, que se
forma ao longo da intersec¢do do corpo com a superficie livre, ndo sdo considerados.
Consideracdes do problema de impacto hidrodindmico, a luz da Mecanica Analitica, mostram
que sua formulagdo pode ser consistentemente conduzida a partir do conhecimento da massa
adicional do corpo em fun¢do da profundidade de penetracdo. Tendo entdo por base a
conhecida analogia com o limite assintotico de frequéncia infinita no problema de radiacdo de
ondas de superficie causada pelo movimento oscilatorio de corpos flutuantes na interface ar-
agua, o problema de determinacdo da massa adicional durante o impacto foi formulado a
partir de problema a ele equivalente, i.e., de um duplo-corpo que se move em fluido infinito,
cuja dimensdo e forma variam de acordo com a profundidade de penetragdo do corpo de
impacto. Tal discussdo e formulagdo constitui uma primeira contribuicao da presente tese.

A segunda e principal contribuicdo deste trabalho ¢ a aplicagdo de um método
variacional, que fora construido inicialmente para problemas de radiagdo e difragao de ondas
de superficie por corpos flutuantes (ver PESCE, 1988; ARANHA; PESCE, 1989), para a
determina¢do da massa adicional do corpo de impacto. O referido método variacional foi
devidamente adaptado e entdo aplicado para a avaliacdo da massa adicional de corpos
axissimétricos convexos durante impacto vertical contra a superficie livre da 4gua. A principal
vantagem desta abordagem variacional é permitir determinar os coeficientes de massa
adicional com erro de segunda ordem quando comparado ao erro da solugdo numérica dos
potenciais de velocidades a eles associados. Para tanto, e para estudos de convergéncia

numérica, uma forma integral foi proposta para a avaliagdo do erro cometido na satisfacdo da
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condi¢do de impermeabilidade no corpo. Observa-se que a formulagdo do método ¢ geral e
sua implementacdo ¢ extensivel a casos outros, de impacto obliquo com rotacdo e mesmo a
corpos que nao exibam axissimetria.

Na elaboragao do método numérico para aplicacdo do método variacional ao problema
de impacto vertical, fungdes-teste foram construidas e implementadas, de tal sorte a permitir
reproduzir o padrdo de escoamento ao redor do duplo-corpo. Fungdes-teste do tipo anel de
fontes (discreto e continuo) e anel de dipolos discretos foram desenvolvidas, muito embora
apenas esta ultima tenha sido utilizada. Conforme ja discutido ao longo do texto, uma escolha
apropriada de funcdes-teste, baseada no padrdo do campo de escoamento, pode reduzir a
dimensdo do espaco de representacdo que ¢ requerido para a convergéncia numérica,
melhorando assim a aproximagdo numérica do potencial de velocidade. De qualquer forma,
no caso do problema em fluido infinito o escoamento sempre podera ser reproduzido por um
conjunto extensivo de singularidades elementares como, por exemplo, as aplicadas nos
codigos do método dos elementos de contorno (BEM). Assim, novas funcdes-teste poderiam
ser empregadas no método variacional, além daquelas apresentadas neste trabalho.

Geometrias convexas simples, esfera e esferoide oblato, foram utilizadas para validagao
do célculo numérico da massa adicional através do método variacional. Os resultados
numeéricos obtidos através do método variacional apresentaram boa concordancia com aqueles
obtidos com o uso do programa WAMIT®, cujos resultados foram adotados como paradigma
numérico.

Ponto ja mencionado, mas que merece destaque na presente tese, € a proposi¢ao de uma
medida integral do erro da solugdo numérica, Eq. (4.43), medida esta definida com respeito a
satisfacdo da condi¢dao de contorno de impermeabilidade na superficie do corpo. A avaliacdo
do erro da aproximacdo numérica do potencial de velocidades, gZ (r), mesmo que na forma
integral proposta, mostrou-se satisfatoria, pois a massa adicional ¢ um pardmetro
hidrodinamico relacionado as propriedades integrais do campo de escoamento. Isso garante
que, estabelecendo-se uma tolerancia razodvel para a medida deste erro, a massa adicional
seja corretamente obtida, uma vez que, através do método variacional, uma aproximagao

numérica para a fungdo potencial com erro de ordem ¢ implica uma aproximagdo para o

tensor massa adicional com erro de ordem &°. Dessa forma, o método variacional, no ambito
do GVKM, podera ser estendido para corpos convexos mais gerais.
Enfatiza-se, novamente, que a melhor escolha das func¢des-teste depende do padrdo de

escoamento e, por conseguinte, da geometria do corpo. No caso de um paraboloide eliptico,
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por exemplo, poderiam ser utilizados anéis elipticos de dipolos, e ndo circulares como os
utilizados para os esferoides.
Estabelecida a sistemdtica para distribuicdo dos anéis de dipolos e com base na

estimativa do erro na aproximacdo numérica do potencial de velocidade, ¢,., o método

variacional foi aplicado a uma familia de esferoides em impacto normal ou vertical. Sob a
abordagem GvKM, construiu-se entdo uma funcao representativa do coeficiente adimensional
de massa adicional de impacto, M,, para esta familia de esferoides, resultado numérico
original.

Complementarmente, mas sem pretensdes conclusivas, consideracdes e discussoes
foram feitas em relagdo a necessaria abordagem do problema de “corre¢ao molhada” (piled-
up water), para que se possa levar em consideragao a elevacao da superficie junto aos jatos,
durante o processo de impacto. Tais consideracdes foram tecidas para o caso de impacto
vertical de uma esfera, mantida a velocidade constante. Os resultados obtidos para o
coeficiente de slamming sdo bastante bons na regido de pequena penetragdo, mas

superestimam o pico na regido de penetracdes moderadas.

No que tange a continuidade de abordagem do tema no ambito do MV, os principais
pontos a destacar estdo relacionados a aplicacdo do método variacional para casos mais
gerais. Na secao 4.5.2, foram discutidas algumas estratégias para extensao do método
variacional para considerar, por exemplo, impacto obliquo e/ou incluindo rotac¢do. De especial
interesse ¢ o desenvolvimento de técnica suficientemente geral, que permita calcular, ainda na
abordagem do MV, a correcdo necessaria a evolugdo da area da superficie molhada durante o
processo de penetracdo do corpo, provavelmente o ponto mais complexo a ser abordado.

Casos de geometrias convexas mais gerais também despertam grande interesse imediato.

Por fim, a incursdo futura a modalidades do problema de impacto que levem em
consideragdo corpos deformaveis ou geometrias nao simplesmente convexas sao,
evidentemente, temas de interesse da engenharia oceanica. Tais temas tém sido objeto de
intensa investigacdo pela comunidade cientifica, ver p.ex. Casetta et al. (2013), Carcaterra e
Ciappi (2004) e Carcaterra et al. (2000), e sdo indicados como pontos de interesse ainda mais

avancados.
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APENDICE A — LAGRANGIANA DO CAMPO POTENCIAL @

A estacionariedade da Lagrangiana que rege o campo ¢, Eq. (4.10), implica na equacdo
fraca Eq. (4.8) e vice-versa. De fato, considerando a primeira variacdo de L com relagdo a ¢

tem-se

SL = % plG(5¢,4) + G(¢,58)]- poV (¢) = %p[ZG(@ )= p¥ (5p) =

(A.1)*
= plG(4.69) -V (6p)]
Assim, a estacionariedade 6L =0 implica em
G(4,09) =V (69). (A.2)
Como 8¢ é uma variagio arbitraria restrita a W,” (V), chega-se a
Gpy)=V(y); Yy e, (V). (A3)

2 Nota-se que foi utilizada a simetria do funcional G(;)=0.
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APENDICE B - FUNCAO-TESTE ANEL DE VORTICES

Apéndice B.1 — Formulacio matematica do anel de vortices

A formulagdo de anéis de vortices dispostos na borda de setores circulares baseia-se em
Pesce e Simos (2008).
O potencial de velocidade de um filamento de vortices, de intensidade x, induzido em

um ponto P ¢ dado por (ver MILNE-THOMSON, 1968),
cosd
ﬂ—dS—— - (B.1)

sendo @, o angulo so6lido delimitado em P por algum diafragma que tem o filamento de
vortices C como seu bordo. Em (B.1) S ¢ a superficie do diafragma; ~ ¢ a distancia entre
um ponto Q desta superficie ao ponto P; € ¢ o angulo entre o vetor normala S em Q e o
vetor (P-Q).

Considerando a superficie S como sendo um setor circular com angulo de abertura «

(ver Figura B.1) e P' um ponto de integragdo, dentro do diafragma que compreende o anel, a

Eq. (B.1) pode ser escrita, em coordenadas cilindricas, como

Figura B.1 — Esbogo de um anel de vortices disposto na borda de setor circular ou « —ring;

adaptado de Pesce e Simos (2008).
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R a
H(r,0,2:R,2) ﬁz” r _dp'dr. (B.2)?!
4 r +z7 41" =2r cos(p' - go)3

Pode-se separar a dependéncia angular na equagdo acima através da seguinte
transformagao

!

R a
1 1
7,0,z R, a =—zIr j do' |dr', B.3
#rop ) Ar J 0(;»2+22+r’2)3/2 (1_2rr'cos((o'—(p))3/2 Y (B3)

rrz? 4t

R a
K 1
pzRa)=z[ralzr) | dg' |dr" B4
SR T L | v e o) A L
sendo
l(r,z,r')z ! 5
(r2 +z7 4 r'z)
(B.5)
N 2rr'
7(F>Z””)_r2+zz+r;2
Considerando ¢ = y cos (go’ - go) na expansdo em série de Taylor
1 Q2+l
mzl‘F A W&' ) €<1, (B6)
e visto que
2rr' 2rr
< = <1 , .
ro+r (r r')2 +2rr (B.7)

I No artigo de Pesce e Simos (2008), Eq. (6), observa-se um erro tipografico. O termo — ZCos((p' - (o) dever ser

multiplicado por pp’, termo rr' no presente trabalho, conforme Eq. (B.2). No entanto, tal falha tipografica néo
implicou em erros nas dedugdes matematicas subseqiientes daquele artigo.
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isto é,

yeos(p' —p)<1 , (B.8)

tem-se que

(27’1 n
3/2 =1+ E APSTINCI ,2 7COS (0 _¢7)) . (B.9)
(1-ycos(¢' - 0)) 2

Logo, a Eq. (B.4) pode ser reescrita na forma

R a 0
. K , 2n+1)! F WY o
¢(V,¢,Z,R,a)—az-!‘r;t j(l+;w(ycos((p (p)) ]d(p Ja’r =

0

. 3 (B.10)
_ K (. @n+1)! a (o |
_4ﬂzjrﬂ a+z I y" Icos (go go)dgo Jdr
0 0
Fazendo H = ;/ v, Z, 1 J-cos Q- dq) na Eq. (B.10) chega-se a
R 2 +1)!
+1)!
#(r,0.2;R, ) J ( (2’;”'2) H]dr' . (B.11)
0 n=1 :

A integral I, =Icos”(¢'—¢)d¢’; n>0, pode ser definida através das relagdes
0

recursivas

10((0,05)= o
I, (go,a)= sin((x —(p)+ sing
(B.12)

I, ((o,a) = %[cos”1 (a - (o)sin(a - (p)+ cos"” gsin (o]+ ”7_1]” (go, a)
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(2n+1)!

Como In(go,a):a, y”(r,z,r’)zl W—l,para n=0,aEq. (B.11) torna-se

#(r0,2,R, @) J'( '/12 i’z’f'lz "I (pra )]d . (B.13)

Rearranjando os termos da Eq.(B.13), tem-se

47 R

Kk z~o (2n+1)! ) R | noag 1
¢(7’ Y,z R 0{) —Zwln(¢,a)(2—n‘!‘}/ l"ﬂdl"} . (B14)

Substituindo as relagdes da Eq. (B.5), obtém-se

R R R ( ,)n+1
—nJ‘y”r'/ldr':Rr” I ; : ey, dr' |=
2 ' O(r +z5 47 )

R
__ R ()" |z
- (Rz)n+3/2 r j I n+3/2 dr

‘ ( 2 j ; (B.15)

!

r-+z , ., r
. Através da mudancga de variavel u:E’ com 0<u<l, a

sendo o’(r,z;R) = 3

Eq. (B.15) resulta em
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R R 1 ! ( R)n+1
— | y'r'Adr' = r" - Rdu |=
2n R2n+2 ( 2 2 )n+3/2
0 ) \O +u
1
Rn+2 ., un+1
=’ j 5 L\ du|= . (B.16)
R f (cr +u )

e

Das Egs. (B.14) e (B.16) chega-se a

= (2n+1)! !
¢(r,(o,z;R,a)=ﬁ% {(2’:'2) I,(p;a) fn(r,z;R)(%j } : (B.17)
n=0 .
sendo
1 un+l
fn(V,Z;R):fn(U):Imdu , (B18)
0
e
2 2
az(r, z;R): A ;22 (B.19)
Para n=0,

o

1
=—(1-
o o} N1+ o2

). (B.20)

u
2 2

fo(VaZaR)—fo(U)—!(u o )3/2 du—[ (u2+0'2)1/2:|

Para n>1, a Eq. (B.18) pode ser escrita em termos de fungdes hipergeométricas

1 1 n 3 n 1
r,z;R)=f (o) = Fll+—,—+n2+————|; Vo>1. B.21
f;z( ) f( ) (2+n) (0_2);1+3/2 ( 2 2 2 O_ZJ ( )
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A fungdo hipergeométrica F (a,b;c;w); we C, ¢ usualmente expressa em termos da

série de Gauss (ver ABRAMOWITZ; STEGUN,1970; ERDELYT et al., 1953) dada por

Fla,b;c;w)= wa—k , (B.22)

pary (C)k k!
sendo
(a)k(b)k_ _ab‘a(a+1)b(b+1)‘a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2)‘
O ‘{1’? cer) T derller2) } (B:23)

A continuacdo analitica da Eq. (B.21) resulta nas seguintes equacdes, validas para todo

o >0, (ver Apéndice B.2),

f.(o)= 1 5 ! 7 F 3+n,1;2+£; 12 ; Vo>0, (B.24)*
Q+n) (c?+D)"7 |2 2’ (1+0?)
ou
1 1 1 nl n n 1
o)= Fll+———2+—;——+|;Vo>0 23
fn( ) (2+n) (02)1/2n+1/2 (O_2+1)1+n/2 ( 27’2 9 7 (1+02)j (B.25)

As derivadas do potencial de velocidades, Eq. (B.17), sdo entdo dadas por:

%(,,’Z,(/,;R,a):Lli[i{@nﬂ)!In((p;a)%%(ijn}

al" 471' R R pury 2nn!2 ao_ —— .
= . ) (B26)24
| (2n+1)! e
+ Z‘{% L(p:a) £, (7, z; R)H(Ej H

22 A respectiva equagdo em Pesce ¢ Simos (2008), Eq. (16a), foi equivocadamente apresentada. A deducio
completa da Eq. (B.24) ¢é apresentada no Apéndice B.2.

 Idem 4 nota de rodapé anterior, mas referente 4 Eq. (16b) de Pesce e Simos (2008).
* Na respectiva equagdo em Pesce e Simos (2008), Eq. (C10a), o sinal ‘+’ aparece equivocamente como -’



ZZ (r Z,¢; R, Of) Kz Z[(zznn;i)! In((P’a)f (r z; R)(Rjn} ,

47rR

o K1 Qn+1)! Y
)= R[Z{ﬁ Ligia) (.58 }

+%Z{(22n—;})' I, (@a)%ﬁ (%”]

n=0

sendo (ver dedugdo no Apéndice B.2)

ou,

L/ 2n+3)F(l+ﬁ,i+n;2+£;—%j +
do 2+n(02) 272 2" o
2

]{(1+n/2)(3/2+n)F(2+121 §+ st %ﬂ

1
+{2+n )"

(2+n/2) o
Vo>1,
%——(2n+3)i ! F§+n1-2+ﬁ- ! +
do 2+4n) (@) (@2 +1)™* 2 777 27(+07)
(2n+3) 1 1 5 no1
— F|=+nl13+=——|;V0>0
B I e CHE N 70} A
Ii(p,a)=0

I/(p,a) = —cos(a — ¢)+ cosp

1 (p@)=~[(n- 1o (@~ p)sin’ (2~ p)-cos” (@ p)-

(n l)cos @ sin” ¢+ cos (p]+—11,,2((0, )
n

Para n=0,

2

120

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)
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da, _df, o 1

do  do (1+02)3/2 o (B.32)

Para o caso de anéis de vortices circulares e completos, ou seja, com angulo de abertura

a=2r,as Egs. (B.12) e (B.31) podem ser escritas como

I, (q0,272) =2r
I, (g0,27z) =0
: (B.33)
In(¢’2”): n- ]n—2
n
I'(p27)=0 . (B.34)

Apéndice B.2 — Fung¢des hipergeométricas

Neste apéndice sdo apresentadas, de forma mais detalhada, as fungdes hipergeométricas
utilizadas na formulagdo matematica dos anéis de vortices (ver Apéndice B.1).

Pode-se construir a continuagdo analitica da Eq. (B.21) a partir da relagao

F(a,b;c;w):(l—w)_bF[b,c—a;c;Lj, (B.35)

w—1

ver relagdo 15.3.5 de Abramowitz e Stegun (1970). Dessa forma, segue que:

-3/2-n )
fu(o)= : 21 7 1+i2 F g+n,1;2+ﬁ;—f‘2 -
2+n) (o)™ o 2 2 (-0 -1

1 1 o2 Y (3 I
FlSemi2e i |- (B.36)

T2 () ol +1 2 (0 +1)
= ! > ! +3/2F 3+n,1;2+2; ! — 1> Vo>0.
(2+n) (07 +1)’ 2 2 (1+0%)

Alternativamente, através da equagao
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F(a,b;c;w)=(1—w)”F(a,c—b;c;ll), (B.37)
W

a Eq. (B.21) pode ser reescrita na forma

2 1+n/2
£ (o) =—" ! (flj F(l+n/2,1/2=n/2:2+n/2;1/(1+ 7)) =

2+n) ()" o* +

1 1 1
e e a2 A0 (B
YVo>0.

Utilizando a relagao

d’ F(a,b;c;w): (a)"(b)” F(a+n,b+n;c+n;w), (B.39) 2

dw’ (<),

e a Eq.(B.21), tem-se que a derivada da funcdo f, (o) pode ser escrita como:

%:Li(o_—h%)}y 1+£’§+n;2+2;_L +
do 2+ndo 2 2

2+n( 2)n+3/2% >
n3 n 1
__2+n(2n+3)(o_)mF(l+_a + ’2+_,_?J
(B.40)
2_1”( 2;n+3/2 d_z F(1+ =+ n2+—; I/O'zji( cl)=
d-c7?) do

= —L(zn +3); F(1+ﬁ,§+ n;2+£;—Lj+
> 22 2

1 1 (1+n/2)3/2+n) ns n. 1)2
241 () (2+n)2) F(2+ Y j

Logo,

» Ver relagdo 15.2.2 de Abramowitz e Stegun (1970).
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@, _ | 1 1 . (2n+3)F(1+ﬁ,§+n;2+2;_%) N
do \2en(o)” 272 2 o

o2 {(1+n/2)(3/2+n)1:(2+£,§+n;3+ﬁ;_iﬂ; (B.41)
2+n (0.2)n+3 (2+n/2) s : 0-2
Vo>1

~3/2-n
df, :_(2n+3) 1 (1+Lj F §+n,l;2+ﬁ.; .
do (2+n) (Gz)n+2 3 5 .

L), oy
1 2 2 2 ( LY ) 1
I+— |  F| +nl3+
+(2+n) (O_z)n+3 (44_”) k-l-az} [ +nl: +2’(1+62)
: (B.42)
2 Z3/2-n
__Onx3) 1 (o) 3 o 1
@en) (2] L o (+0?)
2 —5/2-n
T lm = le A2 vne !
(4+n)(02) L o 2 2 @+ol)
Portanto,
do o A3
o e e )
e 1 > 1 (B.43)
n+ )
+ — F| —+nl;3+—; Vo0
(4+n) (O') (O_z +1)n+5/2 (2 5 (1+O-2) J
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APENDICE C —- FUNCAO-TESTE ANEL DE FONTES

Apéndice C.1 — Anel “discreto” de fontes

O potencial de velocidades dado por uma fonte, ver Newman (1977), € escrito na forma:

—-1/2

m
¢(x’yaz)=__(x2+y2+zz) ) (C1)26
4z
sendo m uma constante. Em coordenadas cilindricas,

orz)=-2 L (C.2)

47[ (]/'2 +Zz)l/2
O potencial de velocidades da i-ésima fonte no plano z=0, deslocada (em ') em

relacdo a origem ¢ dado por:

(2" )= ——— (C.3)

e, analogamente ao apresentado para o anel discreto de dipolos (ver se¢do 4.3.2), o potencial

de um anel discreto de fontes ¢ dado por:

n_ f

#rz")= 402", (C4)

/. . 2
sendo n, o numero de fontes para compor o anel discreto, 7" = r*+r'"? =2rr' cos (go— qol.’) e

z" = z; ver se¢do 4.3.2 para detalhes.

Da Eq. (C.4), segue que

26 . . . .
Potencial de velocidades centrado na origem do sistema de coordenadas.
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Ve(r,z")= ZV@ (r2"). (C.5)

Assim, as derivadas do potencial de velocidade da i-ésima fonte deslocada (em ') s@o

dadas por:

o _og o _m( 1 V. ,

o ot ar e CTreslome)) o

3/2

o¢p. 0@ or' m 1 ' '

8_?;:%8_(;:@(#’24@2} rrsenlp i), 7
€

o _m 2

oz 4r (r.rr2+22)3/2 ' (C.8)

Apéndice C.2 — Anel “continuo” de fontes

A formulagdo do anel de fontes ¢ analoga aquela apresentada para a funcgao-teste anel de
vortices, ver APENDICE B.

Considerando a superficie S como sendo um setor circular (ver Figura C.1) ¢ P’ um
ponto de integragao, dentro do diafragma que compreende o anel, o anel ‘continuo’ de fontes

pode ser escrito, em coordenadas cilindricas, como

Figura C.1 — Esboco de um anel de fontes de setor circular ou o —ring.
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R a

m r' r g

¢5(r »,z; R, a —4—jj ; N7z do'dr'. (C.9)
4 r +r' = 2rr cos(¢—¢))+z )

Pode-se separar a dependéncia angular na equagdo acima através da seguinte

transformagao

R a
m 1 1
ro,z,R,a =——Ir' j
#rp ) 4rd | (r2 +z° +r’2)1/2 (1_ 2rr'cos((p—(o')jl/2

rr4+z? 4+

de'|dr',  (C.10)

(r.0.z:Ra)= —%]:r%(r,z,r')[j - (r’z’r,)ios P d(o’Jdr', (C.11)
sendo

Az.r')= (r2 + zzl+ r'z)”z

(C.12)
Considerando & = y cos (go - go') na expansdo em série de Taylor

ﬁ:hrgz(i’;)!ig”; e<l, (C.13)
visto que

y < 2y (C.14)

rt+r? (r — r')z +2rr'

isto &,
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7cos((p—(p')£ 1, (C.15)
tem-se que
1 2n)!
(l—j/COS((/) 1/2 = +Z 2(2”11)'2 7COS ¢ - (/))) (C.16)

Logo, a Eq. (C.11) pode ser reescrita na forma

¢5(r,<0,z;R,06):—%J‘r'/1 j {” (20! (7008(¢’¢))"]d¢’]dr’=

V4 f - 27"l
. 3 (C.17)
:_ﬂj‘rrl a_’_i (2”)' 7/71 ICOSn(¢’—¢)d¢7’ dr'
Az d 2l

Fazendo H =y" r z,r J.cos o' - d(p na Eq. (C.17) chega-se a

R 2 '
#r.0.z:R,a) j ( 2(2,1”),5 H]dr’. (C.18)

n.
0 n=1

A integral I, :Icos"(go’—(p)d(o’; n>0, pode ser definida através das relagdes
0

recursivas

L(p.a)=a
I(p,a)=sin(a — @) +sing
(C.19)

I(p.a)= %[cos"‘1 (a — @)sin(a — @)+ cos" psin (p]+ nT_lln_z (p,a)

(2n)!
22n n!2

Como In((p,a)=a, 7"(r,z,r’)=l e =1,para n=0, a Eq. (C.18) torna-se
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n=0

R
_ _om N (Zn)! . _ ,
¢(r,(p,z,R,a)——E ! [mzmy In((o,a)Jdr. (C.20)

Rearranjando os termos da Eq. (C.20), tem-se

oo mimea) R
#(r. 0,z R,a)= TR I, ((ﬂ,a){z—,, j y"r'Adr J (C.21)

Substituindo as relagdes da Eq. (C.12), obtém-se

R R R ( ,)n+1
J‘J/nl”'/”tdr' = Rr"[j 4 ,2)n+1/2 dr’] =
0

2" 0(r2+z2+r

(Rz)n+]/2 ) (r2+22+r’2 JHH/Z = (C 22)

2 2 '

sendo az(r,z;R)z ! I;Z . Através da mudanga de variavel u =%, com 0<u<l1, a Eq.

(C.22) resulta em

1 n+l
I"n{J‘—( 2(MR)2 )n+1/2 Rdu} =
0 o +u

deuJ = . (C.23)
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Das Egs. (C.21) e (C.23) chega-se a

= (2n)! ’
¢(r,go,z;R,a)=—%R2 L(’;)z ]n(go;a)fn(r,z;R)(%j } (C.24)
n=0 .
sendo
! n+l
u
f.,(r.z:R)=f,(c)= I e (C.25)
) (2 +07)
e
) rt 4z
o (r,z;R)= e (C.26)
Para n=0,
l 2 |
fo(r,z; R) = f,(0) :Iﬁdu = [(u2 +02) ]O =+\l+c’ -0o. (C.27)
u+o

De maneira similar a formulagdo para o anel de vortices, a Eq. (C.25) pode ser reescrita

em termos de func¢des hipergeométricas, na forma

1 1 n 1 n 1
ﬁl(r,Z’R)=ﬁ1(6)=(2+n) (0_2)’1+1/2 F(1+5,5+7’l,2+5,—?j, YVo>1. (C28)

Ou, alternativamente, utilizando a Eq. (B.35),

£ R) = £,(0) =— 1 F(Lf”’l?z*ﬁ;‘—l 2)} Vo>t a9

Q+n) (c*+D)"™? " (2 2" (l+o

As derivadas do potencial de velocidades, Eq. (C.24), sdo entdao dadas por:
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o¢ N A I N 20) | RN rY'
o aRa)= ER{ZL"W L) [Ej }

) ' - : (C.30)
3| ek s s 1) H

Gl ' om oo @n) L N

D prnra)— R ZL 1)1, i) ) } ©31)

o¢ m .,z (rY

- D(r,z,0:R, )= RZLH ; 1( aam[RJ } (C.32)

sendo

o[ 1 % (2n+1)F(1+£,l+n;2+£;—L2j +
do 2+n (o))" 2°2 2 o

{ 12 j[(l+n/2)(l/2+n)F(2+z §+n-3+ﬁ-—iﬂ- (C.33)
2’272 ’

2+n (o) (2+n/2) ’

o
Vo>1,

ou, utilizando a Eq. (B.35),

df, (2n+1) 1 1 1 no1
i — F|—+n1;2+=;
do (2+n) (o) (o2 +1)"" (2+"” +2’(1+02)}r
(2n+1) 1 1 3 noo1 (€34
— Fl2+n13+=——— | ;Vo>0
e I'(p;a) dado pela Eq. (B.31).
Para n=0,
df, d
4, _do__ o | (C.35)

do do (1+52)”2
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APENDICE D - OBTENCAO DE ", UTILIZADO NA FORMULACAO

DOS ANEIS DE DIPOLO E DE FONTES

A partir da Figura 4.4, tem-se
rseng =r'seng’+r'seng” , (D.1)
rcosp=r'cos@ +r"cose". (D.2)

Substituindo seng” = /1—cos” ¢" na Eq. (D.1) e utilizando a Eq. (D.2), obtém-se

rseng =r'seng’+ r"\/r”2 G Cos;/jz_ r'cos ¢') : (D.3)
Assim,

(rseng—r'seng’)’ =r"> —(rcosp—r'cos¢’) . (D.4)
Logo,

" =(rseng—r'seng’)’ +(rcosp—r'cos ¢'), (D.5)

P =1’ 417 = 2rr'(sengseng’ + cos pcos @), (D.6)

7/_02 :rz +7/"2 —ZVVICOS(gﬁ—(D,). (D7)
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APENDICE E - RESULTADOS DE MASSA ADICIONAL

EMPREGANDO ANEIS DE VORTICES

Um experimento numérico simples, considerando apenas um dipolo vertical e um anel
de vortices (com angulo de abertura o =27) posicionados no plano de simetria z=0, ¢
sistematicamente realizado para diferentes valores de profundidade de penetragdo
adimensional ¢”. Tal experimento investiga quio preciso pode ser o resultado numérico com
o uso de apenas um anel de vortices. Valores 6timos para o raio do anel de vortice, R, para

cada ¢, sdo obtidos através do pardmetro ¢,,, ver Eq. (4.43). Isso é mostrado na Tabela C.1

A ~ ~ *
e Tabela C.2, onde os pardmetros ¢, e &, . sdo apresentados como fungéo de ¢ para os
b

casos de impacto de uma esfera e de um esferoide oblato (a/b=0,6).

Tabela C.1 — Resultados numéricos para uma esfera em fungdo de ¢, empregando apenas
duas fungdes-teste (dipolo e anel de vortices).

- R/, M, (WAMIT) M, (VM) &, (%) €, (%)
0,05 0,827 0,0089 0,0090 14,1567 1,2958
0,10 0,880 0,0230 0,0222 12,4549 3,5169
0,15 0,905 0,0393 0,0385 14,5313 2,0235
0,20 0,921 0,0572 0,0561 13,2230 1,8072
0,25 0,941 0,0750 0,0758 10,2013 1,0639
0,30 0,944 0,0917 0,0920 5,6063 0,2705
0,40 0,954 0,1250 0,1244 7,8814 0,4966
0,60 0,980 0,1833 0,1819 3,4683 0,7737

Tabela C.2 — Resultados numéricos para um esferoide oblato (a/b =0,6) em fungio de ¢~
empregando apenas duas fungodes-teste (dipolo e anel de vortices).

- R/, M,(WAMIT) M, (VM) &, (%) €, (%)
0,08§ 0,740 0,0319 0,0253 482692 20,7868
0,16 0,840 0,0812 0,0739 26,7426 9,0147
0,25 0,865 0,1345 0,1214 17,6676 9,7864
0,50 0,910 0,2853 0,2730 12,1889 4,3386
0,75 0911 0,3930 0,3801 10,2604 3,2889

1 0,924 0,4539 0,4295 10,4454  5,3683




133

Como pode ser visto na Tabela C.1 e Tabela C.2, a concordancia entre os resultados
numéricos ¢ boa, uma vez que apenas duas fungdes-teste foram utilizadas, isto ¢, um dipolo e
um anel de voértices. Uma inclusdo sistematica de anéis de vortices pode ser feita a fim de

diminuir o parametro ¢, , melhorando assim o resultado para a massa adicional.

No entanto, a sistematica para inclusdo de anéis de vortices ndo ¢ tdo ‘intuitiva’ quanto
aquela empregada com os dipolos e anéis de dipolos. Fisicamente ndo ¢ tdo imediato intuir
como dispor os anéis de vortices dentro do duplo-corpo. Além disso, para garantir a simetria
da matriz G, presente no sistema da Eq. (4.15)), condi¢do essa que deve ser satisfeita ao se
utilizar qualquer fungdo-teste, ¢ necessario um numero muito grande no somatério que
compoe a fun¢do anel de vortices (ver Eq. (B.17)). Isso ¢ particularmente verificado para
pequenas profundidades de penetracdo, regido de maior interesse para o problema de impacto
hidrodindmico. Quanto menor a profundidade de penetra¢do, maior o nimero de termos, 7,
da série que compde o anel de vortices. Assim, como o primeiro termo da série, ver Eq.
(B.17), passa a apresentar valores muito altos, pois trata-se de um fatorial, os resultados
numéricos divergem para alguns casos. Tais dificuldades levaram ao abandono do uso
sistematico dos anéis de vortice e a considerar apenas o conjunto de funcdes-teste formado

por dipolos e anéis de dipolos, de tratamento numérico muitissimo mais simples.
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APENDICE F - RESULTADOS ADICIONAIS PARA UMA FAMILIA DE

ESFEROIDES

Neste apéndice sdo apresentados o estudo de convergéncia e os resultados para o
pardmetro &,,, em fun¢do do numero de fungdes-teste N,,., para a familia de esferoides. Sdo
apresentados os resultados para esferoides oblatos, esfera e esferoides prolatos. Para o calculo
da massa adicional de esferoides oblatos e de uma esfera, durante impacto vertical, o conjunto
de fungdes-teste € sempre composto por um dipolo vertical e por (NT - 1) anéis concéntricos
de dipolos. As fungdes-teste sdo todas posicionadas no plano z=0. O dipolo vertical ¢
posicionado na origem e os anéis de dipolos sdo dispostos ao redor do eixo de simetria. O raio
do anel de dipolos, R, 1</< (NTF —1), ¢ dado por R, = [0,045+(j—1)AR] r., sendo
AR (N o 2) =093 e r. o raio do duplo-corpo associado a referida profundidade de

penetracao; ver se¢do 5.1.1 para detalhes. O estudo de convergéncia para o coeficiente

adimensional de massa adicional, M, =/V[—”bz , € 0 parametro de erro ¢, (ver Eq. (4.43))
3 P

em fun¢do de N, sdo apresentados a seguir, Figura F.1 a Figura F.5, para o caso de

esferoides oblatos e de uma esfera.
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Figura F.1 — Resultados numéricos e estudo de convergéncia para o impacto hidrodindmico de
um esferoide oblato (a/b = 0,2), em fungdo de N, : (a) coeficiente adimensional de massa

adicional; a linha tracejada representa o resultado obtido em Newman (1977); (b) erro da
solucdo fraca na condig¢ao de contorno. A legenda em (b) ¢ também utilizada na figura (a).
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Figura F.2 — Resultados numéricos e estudo de convergéncia para o impacto hidrodindmico de
um esferoide oblato (a /b= 0,4), em fun¢do de N, : (a) coeficiente adimensional de massa

adicional; a linha tracejada representa o resultado obtido em Newman (1977); (b) erro da
solu¢do fraca na condi¢do de contorno. A legenda em (b) ¢ também utilizada na figura (a).
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Figura F.3 — Resultados numéricos e estudo de convergéncia para o impacto hidrodindmico de
um esferoide oblato (a/b=0,6), em fungio de N, : (a) coeficiente adimensional de massa

adicional; a linha tracejada representa o resultado obtido em Newman (1977); (b) erro da
solu¢do fraca na condi¢do de contorno. A legenda em (b) ¢ também utilizada na figura (a).
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Figura F.4 — Resultados numéricos e estudo de convergéncia para o impacto hidrodindmico de
um esferoide oblato (a/b = 0,8), em fungdo de N, : (a) coeficiente adimensional de massa

adicional; a linha tracejada representa o resultado obtido em Newman (1977); (b) erro da
solugdo fraca na condi¢do de contorno. A legenda em (b) ¢ também utilizada na figura (a).
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Figura F.5 — Resultados numéricos e estudo de convergéncia para o impacto hidrodindmico de
uma esfera (a/b = 1), em fungdo de N, : (a) coeficiente adimensional de massa adicional;
(b) erro da solugdo fraca na condi¢ao de contorno. A legenda em (b) ¢ também utilizada na

figura (a).

Cabe lembrar que no caso da esfera, a/b =1, o valor de massa adicional para ¢ =1 ¢

prontamente recuperado com apenas um dipolo e por isso esse resultado ndo consta na Figura

F.5. Pode ser observado em todas as figuras anteriores que poucas funcdes-teste sio
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necessarias para uma convergéncia satisfatoria para a massa adicional. Além disso, uma
inclusdo sistematica de anéis de dipolos reduz o pardmetro ¢, . Note que, os raios dos anéis
de dipolos utilizados para os calculos anteriores variam de 4,5%r. a 97,5% r, . Para pequenos
valores de profundidade de penetragdo, poderiam ser acrescentados mais anéis de dipolos com

raios maiores que 97,5%r,, aproximando-se mais da superficie do duplo-corpo, a fim de

diminuir ainda mais o parametro &, .

A sistematica utilizada para a escolha do conjunto de fungdes-teste para os esferoides

prolatos € apresenta a seguir.

Para profundidades de penetracdo elevadas, tem-se ¢ >r. . Assim, se incluido um

dipolo vertical na origem a fim de emular o escoamento ao redor de uma “esfera inscrita” com

raio igual a profundidade de penetracdo, ¢ , essa “esfera” serd maior do que o duplo-corpo
real. Esse procedimento ¢ valido para ¢ <r, - particularmente ¢ aqui utilizado para
¢ /r. =080, para todas as razdes a/b >1 consideradas.

Para maiores valores de profundidade de penetracdo ¢, o conjunto de fungdes-teste

utilizado ¢ formado por pares de dipolos verticais dispostos ao longo do eixo vertical z, ou
seja, deslocados do plano z =0; ver Figura F.6. Assim, cada fun¢do-teste “par de dipolos™ ¢

dada porT =T(+z,)+T(~z,), onde T representa a fungdo elementar dipolo.

Figura F.6 — Esquema de composicao de funcgao-teste utilizando pares de dipolos verticais
deslocados do plano z =0. Note que um dipolo vertical (simbolizado por 1) estd deslocado
para a posicdo (r,¢,z) =(0,0,+z,) e o outro para (r,¢,z) =(0,0,—z,) .

No conjunto de funcdes-teste formado por N, pares de dipolos deslocados em z, o

deslocamento de cada fungdo, z,,, ¢ dado pela relagdo z, =[0,001+(j-1)Az,] , sendo

Az, (N, -1)=0,99£ -0,001 e 1< j<N,,com N, >1.
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A Figura F.7 apresenta os resultados numéricos para o coeficiente adimensional de

. . . M . o , o
massa adicional, M, = —bz, para ¢ =1, em fungdo do nimero de fungdes-teste N,

¥ prab

para a familia de esferoides prolatos.
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Figura F.7 — Resultados numéricos e estudo de convergéncia do coeficiente de massa
adicional para o impacto hidrodindmico de uma familia de esferoides prolatos, em funcdo de

N,,., considerando o caso ¢ =1. As linhas tracejadas representam os resultados obtidos em
Newman (1977).

Note que a concordancia entre os resultados é excelente. Além disso, o pardmetro &, ¢
. * .
muito pequeno, &,. <1,3%, para todos os casos de { =1 apresentados na Figura F.7.

Conforme mencionado anteriormente, para pequenos valores de ¢, o conjunto de
funcdes-teste ¢ formado por um dipolo na origem e por anéis concéntricos de dipolos,
posicionados no plano z=0. Nesse caso, o raio do anel de dipolos, R, 1< /< (NTF —1), ¢
dado por R, =[0,045+(j —1)AR]r,, sendo AR (N, —2)=0,93 e r, o raio do duplo-corpo
associado a referida profundidade de penetracao.

Para valores moderados de penetragdao, em alguns casos sdo incluidos anéis de dipolos
concéntricos no plano z =0, além dos pares de dipolos deslocados, ver Figura F.6, para
emular o escoamento nas “quinas” do duplo-corpo, conforme empregado anteriormente.

Nesses casos, o raio de cada anel de dipolos, R, ISjS(NTF—Nd), ¢ dado

porR, =[0,10+(j—1)AR]r,, sendo AR (N,, =N, —1)=0,875.
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Os resultados numéricos para a massa adicional e para o pardmetro &, considerando

outros valores de profundidade de penetragio ¢, sdo apresentados na Tabela F.1 a Tabela

F.4, para toda a familia de esferoides prolatos.

Tabela F.1 — Resultados numéricos para M, e &, , para um esferoide prolato (a/b =1,25)

em fungdo de ¢

- N, Conjunto de fungdes-teste?’ M, &, (%)
0,05 50 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,0067 12,6248
0,10 50 dipolo na origem + (NTF 1) ADDem z=0 0,0175  9,0512
0,20 50 dipolo na origem + (NTF ) ADDem z=0 0,0432  6,3704
0,30 50 dipolo na origem + (NTF ) ADDem z=0 0,0702  3,3565
0,40 50 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,0958  4,1215
0,50 50 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,1194  1,0727
0,60 50 dipolo na origem + (N, 1) ADDem z=0 0,1399  1,3749

0,70 42 14 dipolos deslocados + (N ) ADDem z=0  0,1568 3,8711
0,80 24 14 dipolos deslocados + (NTF ) ADDem z=0  0,1709  3,3952
090 18 14 dipolos deslocados + (N, —14) ADDem z=0  0,1822  1,5750

Tabela F.2 — Resultados numéricos para M, e &,, , para um esferoide prolato (a/b = 1,67)

em fungdo de ¢

- N, Conjunto de fungdes-teste M, &, (%)
0,02 60 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,0013 14,3021
0,03 50 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,0024 12,4025
0,04 50 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,0036 11,0402
0,05 42 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,0049  9,9239
0,10 60 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,0126  6,1296
020 40 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,0309  2,9444
0,30 34 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,0495  2,0648
040 64  l4dipolos deslocados + (N,, —14) ADDem z=0  0,0671  6,1638
0,50 44 14 dipolos deslocados + (NTF ) ADDem z=0  0,0833 5,6907
0,60 34 14 dipolos deslocados + (N,. —14) ADDem z=0  0,0976  4,2293
0,70 28 14 dipolos deslocados + (N,. —14) ADDem z=0  0,1097  2,8098
0,80 18 14 dipolos deslocados + (N,. —14) ADDem z=0  0,1195  2,5270
0,90 14 N,,. dipolos deslocados 0,1272  1,0136

" Na tabela, a abreviatura ADD representa anel discreto de dipolos, ¢ os dipolos deslocados referem-se a pares
de dipolos deslocados do plano z = 0. Valido também para as tabelas subsequentes.
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Tabela F.3 — Resultados numéricos para M, e &, , para um esferoide prolato (a /b=25) em

fungio de ¢ .

*

*

g Ny Conjunto de fung¢des-teste M, &y (%)
0,10 26 dipolo na origem + (N, —1) ADD em z =0 0,0078  3,9963
020 50 14 dipolos deslocados + (N,. —14) ADDem z=0  0,0186  3,2682
030 50 14 dipolos deslocados + (N,. —14) ADDem z=0  0,0296  6,0069
0,40 42 14 dipolos deslocados + (N,. —14) ADDem z=0  0,0401  5,0848
0,50 28 14 dipolos deslocados + (N,. —14) ADDem z=0  0,0497  3,5503
0,60 24 14 dipolos deslocados + (N, —14) ADDem z=0  0,0580  2,5581
0,70 16 14 dipolos deslocados + (N,. —14) ADDem z=0  0,0649  1,9209
0,80 22 N, dipolos deslocados 0,0709  0,1847
0,90 22 N, dipolos deslocados 0,0751  0,2477

Tabela F.4 — Resultados numéricos para M, e &, , para um esferoide prolato (a/b = 5) em

fungdo de ¢~ .

*

s

4 N, Conjunto de fungdes-teste M, & (%)
0,10 32 18 dipolos deslocados + (N, —14) ADDem z=0  0,0034 1,5816
0,20 24 18 dipolos deslocados + (NTF —14) ADDem z=0 00,0078 2,7474
0,30 21 18 dipolos deslocados + (NTF —14) ADDem z=0 0,0125 2,7856
0,40 21 18 dipolos deslocados + (NTF —14) ADDem z=0  0,0158 3,6146
0,50 28 18 dipolos deslocados + (NTF —14) ADDem z=0 0,0194 11,5542
0,60 28 18 dipolos deslocados + (N,. —14) ADDem z=0  0,0224  0,3193
0,70 26 N, dipolos deslocados 0,0248  1,3023
0,80 26 N, dipolos deslocados 0,0270  0,9702
0,90 26 N, dipolos deslocados 0,0285  0,3436
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APENDICE G - ROTINAS COMPUTACIONAIS

A seguir sdo apresentadas as rotinas computacionais desenvolvidas em Matlab® para a

presente pesquisa.

Apéndice G. 1 — Calculo dos coeficientes de massa adicional

Programa Principal

[}

% Pardmetros de Entrada

un=-1; $componente do vetor velocidade na direcdo k
U=[0 0 -17; $vetor velocidade
k=1; $intensidade do anel de voértices

Q

%Escolha da Geometria

disp ('Geometria')

disp('0 : Esfera')

disp('l Esferoide')

disp(' ")

geometria=input ('Escolha a geometria (0/1/2) : ');

disp(' ")

while geometria~=0 && geometria~=1l && geometria~=2
geometria=input ('Erro. Escolha a geometria (0/1/2) = ");

end

disp(' ")

if geometria==

a=input ('Digite o raio da esfera = ");
h=input ('Digite a profundidade de penetracdo dimensional = ');
while h<=0 | h>a
disp(' ")
h=input ('Erro. Digite outra profundidade de penetracdo dimensional
(O<h<=a) = ");
end
disp(' ")
rc=(2*a*h-h"2)"0.5; %raio da calota
elseif geometria==
a=input ('Digite o valor do semieixo em z = ");
b=input ('Digite o valor do semieixo em r = ');
h=input ('Digite a profundidade de penetracdo dimensional = '");
while h<=0 | h>a
disp(' ")
h=input ('Erro. Digite outra profundidade de penetracdo dimensional
(O<h<=a) = ");
end
disp(' ")
rc=b* ((1-(((a-h)/a)”2))70.5); $raio da calota

end
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[}

$Escolha das Funcgdes Teste

disp(' ")
N=input ('Digite a gtde de funcdes teste = '");
Nd=input ('Digite a gtde de dipolos = ");
if Nd==N
Nav=0; $numero de anéis de vértices
Nad=0; $numero de anéis de dipolos
ntermo=0;
adip=0;
else
Nav=input ('Digite a gtde de anéis de vértices = ');
end

somaN2=Nd+Nav;

if somaN2==N

Nad=0;
adip=0;

else
Nad=input ('Digite a gtde de anéis de dipolo = ");

end

if Nav==
Rav=0;
z1=0;
ntermo=0;

end

if Nad==
rho0=0;
d=0;

end

[}

% Verificacdo do numero de funcdes teste
somaN=Nd+Nav+Nad;
if somaN~=N
disp('erro')
else

for j=1:Nav
razao (j)=input ('Digite a razdo entre os raios (Ranel/Rcorpo) = ");
Rav (j)=razao(j) *rc;
ntermo (j)=input ('Digite o n° termos p/ compor o anel de vértices
(0<nt<1019) = "),
end

for j=1:Nad
razao?2 (j)=input ('Digite a razdo entre os raios (Ranel.dipolo/Rcorpo)

I oe

')
razao2 (3)=(0.045+((j-1)/(N-2))*(0.975-0.045)) ;
rhoO (j)=razao2 (j) *rc;
end
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% adip= []; %$incluir os raios das esferas inscritas, para cada dipolo
deslocado

% d = [1; %incluir numéro de dipolos para compor cada anel discreto de
dipolos

$Construcdo do vetor V e da matriz G

oe

load termoAl.dat
Al=termoAl; %utilizado para os anéis de voértices

oe

disp(' ")
disp('Célculo do vetor V')

for j=1:N
jv=3;
save entradas a adip b d geometria h jv k Nad Nav Nd ntermo Rav rc
rho0 un Al
V(j) = -2*dblquad(@vetorVv,0,rc,0,2*%pi, [],@quadl);
end

disp('Célculo da matriz G')

for 1=1:N
for m=1:N
if m>1 || l==m
save entradas a b adip d geometria h k 1 m Nad Nav Nd ntermo
Rav rc rhoO un Al

G(l,m) = -2*dblquad(@matrizG,0,rc,0,2*pi, [],@quadl);
else
G(l,m)=G(m,1);
end
end
end

% Solucdo do Sistema G g =V

% Eliminacédo de Gauss
% %$ n, i, k —--> indices

% if N==

% q=V/G;

% Vtil=qg*V;

% else

;  %sistema Ax=b

% for 1 = k+l:n

% mik = -A(i,k)/A(k,k);

% A(i,:) = A(i,:) + mik*A(k,:);
% b(i) = b(i) + mik*b(k);

% %Solucdo do sistema triangular superior

% x(n)=b(n)/A(n,n);
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oo

for k = n-1:-1:1

% x (k) =b (k)

% for 1 = k+l:n

% x(k) = x(k) - A(k,1)*x(1);
% end

s x (k)=x(k) /A (k,k);

% end

% for p=1:N

5 q(p)=x(p);

oo

s=q(p) *V(p) ;
Vtil=vVtil+s; %acumulador (phi til)

oo

% end
% end
$0u
g=G\V';
a
vVtil=0;
for p=1:N
s=q(p) *V(p);
Vtil=Vtil+s;
end

Q

%$Célculo da massa adicional
disp(' ")
disp('Massa adicional')

disp(' ")

if geometria==

md=(4/3) *pi*a"3; tmassa deslocada da esfera totalmente
submersa
elseif geometria==
md=(4/3) *pi*a* (b"2); $massa deslocada do esferoide
totalmente submerso
end

disp('massa adicional adimensional Mb*')
a33=(1/md) *vtil $duplo-corpo
a33 meio=(1/md)*Vtil/2

disp('massa adicional dimensional')
Mb=Vtil $duplo-corpo
Mb meio=Vtil/2

Q

% Calculo do erro da solucdo fraca na condigdo de contorno na superficie do
corpo

save entradas a b adip d e geometria h k N Nad Nav Nd ntermo Rav g rc
rho0 un Al

El = -2*dblquad(Q@auxl,0,rc,0,2*pi, []1,Q@quadl) %coordenadas cilindricas

E2 = -2*dblquad(Q@aux2,0,rc,0,2*pi, []1,Q@quadl) %coordenadas cilindricas

%parametro ?bc

erro=abs (E1-E2) /abs (E2)



Programas auxiliares ao calculo do erro

function y = auxl (r,theta)
load entradas

%grad phi . n

gradphi_ total=0;

if geometria==
z=((a."2-r."2).7(0.5));
zlinha=z- (a-h);
dS=(r.*(a./((a”"2-r.”2).70.5)));
%Vetor normal
nr=(1l/a)*r;
nz=(1/a)* (z);

elseif geometria==
z=(((a"2)-((r.”2)*((a/b)"2)))."0.5);
zlinha=z- (a-h);

ds=(((1+(r.”2) .*((a/b)"4).*((a”2-(r.”2)*((a/b)"2)) .7 (-1)))."0.5) .*r);

$Vetor normal
nr= (((a/b)"2)*r)./((((a/b)"4)*(r."2)+(z.72)).70.5);
nz=(z)./((((a/b)™4)*(r."2)+(z.”2))."0.5);

end

%$Calculo de gradphi . n

for 1=1:N
if 1<=Nd && Nd~=0
save entradas_dipolo r zlinha % Chama o arquivo que contém o

gradiente da funcdo teste Dipolo

gradphi=qg(l) * (nr.*gradiente dipolo r+nz.*gradiente dipolo_ z);

elseif 1I>Nd && (1-Nd)<=Nav && Nav~=0

R1=Rav (1-Nd) ;

nt=ntermo (1-Nd) ;

save entradas_anel vortices r zlinha Rl nt

gradiente anel vortices; % Chama o arquivo que contém o
gradiente da fungdo teste Anel de Vértices

gradphi=(nr.*gradiente anel vortices r+nz.*gradiente anel vortices z);

elseif 1> (Nd+Nav) && (1-(Nd+Nav))<=Nad && Nad~=0
save entradas_anel dipolos r theta zlinha 1 % Chama o arquivo
que contém o gradiente da funcgdo teste Anel de Dipolo

gradphi=qg(l) * (nr.*gradiente anel dipolos r+nz.*gradiente anel dipolos z);
end
gradphi_ total=gradphi total+gradphi;
end
gradphi til=gradphi total;
T=gradphi til;
y=T.*dS;

function y = aux2(r,theta)
load entradas
$U . n

if geometria==
z=((a."2-r."2).7(0.5));
zlinha=z- (a-h);
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dS=(r.*(a./((a”"2-r.”2).70.5)));
%Vetor normal
nr=(1/a)*r;
nz=(1/a)* (z);
elseif geometria==

z=(((a”2)-((r.”2)*((a/b)"2)))."0.5);
zlinha=z-(a-h);
dS=(((1+(r."2).*((a/b)"4).*((a”2-(r."2)*((a/b)"2))."(-1)))."0.5) .*r);
$Vetor normal
nr= (((a/b)"2)*r)./((((a/b)"4)*(r."2)+(z.72))."70.5);
nz=(z)./((((a/b)™4)*(r."2)+(z.”2))."0.5);

end

T=un.*nz; %Un=U.normal
y=T.*dS;

Construcdo do vetor V

function y = vetorV(r, theta)

load entradas

if geometria==
z=((a.”"2-r."2) .7 (0.5));
zlinha=z- (a-h);

elseif geometria==

z=(((a"2)-((r.”2)*((a/b)"2)))."0.5);
zlinha=z-(a-h);

end

m=jv;

%$Funcdes Teste

if jv<=Nd && Nd~=0

save entradas dipolo r zlinha

T=dipolo; % Chama o arquivo Dipolo
elseif jv>Nd && (jv-Nd)<=Nav && Nav~=0

Rm=Rav (jv-Nd) ;

nt=ntermo (jv-Nd) ;

save entradas anel vortices r zlinha Rm m nt

T=anel vortices; % Chama o arquivo Anel de Vortices
elseif jv>(Nd+Nav) && (jv-(Nd+Nav))<=Nad && Nad~=0

save entradas_anel dipolos r theta zlinha m

[o)

T=anel dipolos; % Chama o arquivo Anel Discreto de Dipolos

% Vetor normal e elemento de a&rea (para metade do duplo-corpo)

if geometria==

nz=(z)/a;

dS=(r.*(a./((a”2-r.”2).70.5))); %elemento de A&rea para metade
do duplo corpo (esfera)
elseif geometria==

nz=z./((((a/b)"4)*(r."2)+(z.%2)).%0.5);
dS=(((1+(r.”2).*((a/b)"4).*((a"2-(r."2)*((a/b)"2))."(-1)))."0.5).%r);
%elemento de area para metade do duplo corpo (elipsoide)
end
Un=un.*nz; 3Un=U.normal

y=T.*Un.*dS; %$integrando
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Construcio da matriz G

function y = matrizG(r, theta)

load entradas

if geometria==
z=((a.”"2-r."2) .7 (0.5));
zlinha=z- (a-h);

elseif geometria==
z=(((a"2)-((r.”2)*((a/b)"2)))."0.5);
zlinha=z- (a-h);

%$Funcdes Teste

if m<=Nd && Nd~=0

save entradas dipolo r zlinha

Tm=dipolo; % Chama o arquivo Dipolo
elseif m>Nd && (m-Nd)<=Nav && Nav~=0

Rm=Rav (m-Nd) ;

nt=ntermo (m-Nd) ;

save entradas anel vortices r zlinha Rm nt

Tm=anel vortices; % Chama o arquivo Anel de Vértices
elseif m> (Nd+Nav) && (m-(Nd+Nav))<=Nad && Nad~=0

save entradas_anel dipolos r theta zlinha m

[o)

Tm=anel dipolos; % Chama o arquivo Anel Discreto de Dipolo

$Gradiente das Funcgdes Teste

if 1<=Nd && Nd~=0
save entradas_dipolo r zlinha
dTdr=gradiente dipolo_ r; % Chama o arquivo gradiente Dipolo
dTdz=gradiente dipolo z;
elseif 1I>Nd && (1-Nd)<=Nav && Nav~=0
R1=Rav (1-Nd) ;
nt=ntermo (1-Nd) ;
save entradas_anel vortices r theta zlinha Rl nt
gradiente anel vortices;
dTdr=gradiente anel vortices r; % Chama o arquivo gradiente Anel
de Vértices
dTdz=gradiente anel vortices z;
elseif 1> (Nd+Nav) && (1-(Nd+Nav))<=Nad && Nad~=0
save entradas anel dipolos r theta zlinha 1
dTdr=gradiente anel dipolos r; % Chama o arquivo gradiente Anel
de Dipolo
dTdz=gradiente anel dipolos z;

% Vetor normal e elemento de &rea para metade do duplo-corpo

if geometria==

nr=(1l/a)*r;

nz=(1l/a)*z;

ds= (r.*(a./((a"2-r.”2).70.5)));
elseif geometria==

nr=(((a/b)"2)*r)./ ((((a/b) ") *(r."2)+(z."2)).70.5);
nz=z./((((a/b)4)*(r."2)+(z.72)).70.5);
dS=(((1l+(r.”2).*((a/b)™4) .*((a*2-(r."2)*((a/b)"2)) .~ (-1))).70.5).*r);
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gradTn= (nr.*dTdr) + (nz.*dTdz) ;
y=gradTn.*Tm.*dS; $%$integrando

Funcéo-teste: dipolo

function Td=dipolo(r,zlinha)

load entradas

load entradas_dipolo

a=h;

Td=(1/2)*(zlinha) .*(((a™2)./((r).”2+(zlinha) .”2))."1.5);

function gradTr=gradiente dipolo_r(r,zlinha)

load entradas

load entradas_dipolo

a=h;
gradTr=(-3/2)*(a”3) *(r) .* ((1./((r) .”2+(zlinha) .”2)) ."2.5) .* (zlinha) ;

function gradTz=gradiente dipolo_z(r,zlinha)

load entradas

load entradas_dipolo

a=h;

gradTz=(1/2)*(((a”2) ./ ((r)."2+(zlinha) ."2)) ."1.5)+ (-
3/2)*(a”3)*((zlinha) ."2) .* ((1./((r).”2+(zlinha) ."2))."2.5);

Funcio-teste: anel de vortices

function Tav=anel vortices(r,zlinha)

load entradas

load entradas_anel vortices

somam=0; %variavel para o calculo do somatorio

for n=0:nt

i=n+1;
% Calculo do primeiro termo da serie - Al
%Al (1)=factorial (2*n+1)/ (((factorial(n))"2)*(2"n));

% Calculo do segundo termo da serie - A2

if n==
A2 (i)=2*pi;
elseif n==1
A2 (1) =0;
else
A2 (1)=((n-1)/n)*A2(i-2);
end

o)

% Célculo do terceiro termo da serie - A3
sigma2m=((r.”2+zlinha.”2)./(Rm*2)); %sigma ao gquadrado
sigmam=sigmazm.”0.5;

% Calculo das funcoes hipergeometricas
if n==



A3m=(1./sigmam) .* (1-sigmam./ ( (1+sigma2m) .”0.5));
else

fm=(1/(24n))*(1./ ((sigma2m+1) . (n+1.5)));

Fa=1.5+n;

Fb=1;

Fc=2+n/2;

Fwm=1./ (1+sigma2m) ;

pr=1;

Fm=1; %varidvel auxiliar para o cadlculo da funcdo hipergeométrica

for p=1:120
s=pr* (Fa+p-1) * (Fbo+p-1) / (Fc+p-1) ;
pr=s;
seriem=s.* (Fwm."p)/ (factorial (p));
Fm=Fm+seriem;

end

A3m=fm.*Fm; $ fn

% Célculo do quarto termo da serie - A4
Adm=(r/Rm) ."n;

% Calculo do somatorio Al1.A2.A3.A4

Am=Al (1) *A2 (1) *A3m.*Adm;

somam=somam+Am;
end
Tav=(k/ (4*pi)) .*(zlinha./Rm) . *somam; %Potencial de Velocidade

function gradT=gradiente anel vortices(r,zlinha)

load entradas

load entradas_anel vortices

%variaveis para o calculo do somatorio --> gradiente de T
somal=0; %associado a funcao teste T1

somaz2=0;

soma3=0;

for n=0:nt
i=n+1;

% Calculo do primeiro termo da série - Al
Al (i)=factorial (2*n+1)/ (((factorial (n))”2)*(2”n));

o\°

% Calculo do segundo termo da serie
if n==0
A2 (1)=2*pi;
elseif n==1
A2 (1i)=0;
else
A2(i)=((n-1)/n)*A2(i-2);
end

% Calculo do terceiro termo da série - A3

% Calculo das funcoes hipergeometricas
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sigma2l=((r.”2+zlinha.”2)./(R1"2)); %sigma ao quadrado associado ao raio

R1
sigmal=sigma2l1.70.5;
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if n==
A31=(1./sigmal) .* (1l-sigmal./ ((1l+sigma2l) .”0.5));
else
fl=(1/(24n))*(1./((sigma2l+1l).”(n+1.5))); %associado ao raio Rl
Fa=1.5+n; %associado aos raios Rl e Rm
Fb=1; %associado aos raios Rl e Rm
Fc=2+n/2; %associado aos raios Rl e Rm
Fwl=1./(l+sigma2l); %associado ao raio Rl
pr=1; %associado aos raios Rl e Rm
Fl=1; %variavel auxiliar para o calculo da funcao hipergeometrica -->
associado ao raio Rl
for p=1:120
s=pr* (Fa+p-1) * (Fb+p-1) / (Fc+p-1) ;
pr=s;
seriel=s.* (Fwl."p)/ (factorial(p)); %associado ao raio Rl
Fl=Fl+seriel; %associado ao raio R1
end
A31=fl.*F1; % fn associado ao raio R1
end

[}

% Célculo do quarto termo da série - A4
Adl=(r/R1l) ."n;

% Calculo do somatorio Al1.A2.A3.A4
Al=Al (i) *A2 (i) *A31.*A41;
somal=somal+Al;

%$Cé&lculo dos gradientes de T
A5=n.*((r/R1) .~ (n-1));

A6=Al (1) *A2 (i) *A31.*A5;

somaz2=soma2+A6; %associada ao raio Rl

%Calculo de dfn/dsigma
if n==
A7=(-1./sigma2l) .* (1-
sigmal./ ((1l+sigma2l) .70.5))+(1./sigmal).* ((sigma2l./ ((l+sigma2l).”1.5))-
(1./((1+sigma2l).70.5)));
else
Cl=-((2*n+3)/ (2+n)) . * (sigma2l1.”(-0.5)) ./ ((1l+sigma2l) .~ (n+1.5));
C2=((2*n+3)/(4+4n)) .* (sigma21.”(-0.5)) ./ ((l+sigma2l) .~ (n+2.5));
Fa2=2.5+n; %associado ao raios Rl
Fb2=1; %associado ao raio R1
Fc2=3+n/2; %associado ao raio Rl
Fwl2=1./(l+sigma2l); %associado ao raio R1
pr2=1; %associado ao raio Rl
Fl12=1; %variavel auxiliar para o calculo da funcao hipergeometrica --
> associado ao raio R1
for p2=1:120
s2=pr2* (Fa2+p2-1) * (Fb2+p2-1) / (Fc2+p2-1) ;
pr2=s2;
seriel2=s2.* (Fwl2.”p2)/ (factorial (p2)); %associado ao raio Rl
Fl2=Fl2+seriel2; %associado ao raio R1

end
A7=Cl.*F14+C2.*F12; %dfn/dsigma
end
A8=Al (1) *A2 (i) *A7.*A41;
soma3=soma3+A8; %associada ao raio Rl
end

save entradas_gradiente anel vortices somal soma2 soma3 sigmazl
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function gradTr=gradiente anel vortices r(r,theta,zlinha)

load entradas

load entradas_anel vortices

load entradas_gradiente anel vortices

gradTr=((k/ (4*pi))*(1/R1).*(zlinha./R1l) .*soma2)+ ((k/ (4*pi))*(1/R1).*(zlinha
./R1) .*(r./(R1* (sigma21.70.5))) .*soma3) ;%derivada da integral que depende
do parametro sigma

function gradTz=gradiente anel vortices z (r,theta,zlinha)

load entradas

load entradas_anel vortices

load entradas_gradiente anel vortices

gradTz=((k/ (4*pi)) .*(1/R1) .*somal)+ ((k/ (4*pi))*(1/R1l) .*(zlinha./R1l) .* (zlinh
a./(R1*(sigma2l1.70.5))) .*soma3) ; $derivada da integral que depende do
parametro sigma

Funcdo-teste: anel de dipolos

function Tadm=anel dipolos(r,theta,zlinha)
load entradas

load entradas_anel dipolos
a=adip (m- (Nd+Nav) ) ;

Tadm=0;
rhoOm=rho0 (m- (Nd+Nav) ) ;
for e=1:d(m- (Nd+Nav))

thetalOm= (2*pi* (e-1)) /d (m- (Nd+Nav) ) ;

Kl=rhoOm*sin (thetaOm) ; %$constante auxiliar
K2=rhoOm*cos (thetaOm) ; $constante auxiliar

rholinha=((r*sin(theta)-K1l) ."2+ ((r*cos (theta))-K2) .72).70.5;

%potencial de cada dipolo deslocado
Tdip = (1/2)* (zlinha).*(((a”2)./((rholinha) .”2+(zlinha) .”2))."1.5);

$potencial do anel de dipolo
Tadm=Tadm+Tdip;
end

function gradTr=gradiente anel dipolos_ r(r,theta,zlinha)
load entradas

load entradas_anel dipolos

a=adip (1- (Nd+Nav) ) ;

gradTr=0;

rho0l=rho0 (1- (Nd+Nav) ) ;
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for e=1:d(1l-(Nd+Nav))

thetalOl=(2*pi* (e-1))/d(1- (Nd+Nav)) ;

Kll=rhoOl*sin (thetalOl); %$constante auxiliar
K2l=rhoOl*cos (thetalOl) ; $constante auxiliar

rholinhal=((r*sin(theta)-K11) .2+ ((r*cos (theta))-K21).72).70.5;

%gradiente para cada dipolo deslocado

dTdr desl=(-
3/2)*(a”3).*((1./((rholinhal) .”24+(zlinha) .”2)).72.5) .*(zlinha) .* (r-
rho0Ol*cos (theta-thetall)) ;

%$gradiente do anel de dipolo
gradTr=gradTr+dTdr desl;
end

function gradTtheta=gradiente anel dipolos_theta(r,theta,zlinha)
load entradas
load entradas_anel dipolos

a=adip (1- (Nd+Nav)) ;
gradTtheta=0;
rho0l=rho0 (1- (Nd+Nav)) ;
for e=1:d(1-(Nd+Nav))

thetal0l=(2*pi*(e-1))/d(1- (Nd+Nav)) ;

Kll=rhoOl*sin (thetalOl); %$constante auxiliar
K2l=rhoOl*cos (thetalOl) ; $constante auxiliar

rholinhal=((r*sin(theta)-K11) .72+ ((r*cos (theta))-K21).72).70.5;

%gradiente para cada dipolo deslocado

dTdtheta desl=(-
3/2)*zlinha* (a”3).*((1./((rholinhal) .”2+(zlinha) .”2)).%2.5) .*(r*rhoOl*sin (t
heta-thetall));

%$gradiente do anel de dipolo
gradTtheta=gradTtheta+dTdtheta desl;
end

function gradTz=gradiente anel dipolos_z(r,theta,zlinha)
load entradas
load entradas_anel dipolos

a=adip (1- (Nd+Nav) ) ;
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gradTz=0;
rho0l=rho0 (1- (Nd+Nav)) ;
for e=1:d(1-(Nd+Nav))
thetalOl=(2*pi* (e-1))/d(1l- (Nd+Nav)) ;

Kll=rhoOl*sin (thetalOl); %$constante auxiliar
K2l=rhoOl*cos (thetalOl) ; $constante auxiliar

rholinhal=((r*sin(theta)-K11l) .72+ ((r*cos (theta))-K21).72).70.5;

%gradiente para cada dipolo deslocado

dTdz desl=(1/2)*(((a”2)./((rholinhal) .”2+(zlinha).”2)).”1.5)+ (-
3/2)*((zlinha) .”2)*(a”3).*((1./((rholinhal) .”2+(zlinha) ."2))."2.5);

%$gradiente do anel de dipolo
gradTz=gradTz+dTdz desl;
end

Apéndice G. 2 — Resolu¢do da equacio de movimento

A partir do conhecimento das fungdes M, () e M) ({7), a equagdo de movimento
(3.41) ¢ integrada sob condigdes iniciais ¢ (z,)=0 e e "(t,) =1. Essa equagio foi resolvida
numericamente empregando a fungdo ODE45, disponivel na biblioteca do Matlab®. Por essa

razao, a rotina nao ¢ aqui apresentada. Essa funcao realiza a integragcdo da equacao diferencial

considerando o método de Runge-Kutta de quarta ordem.
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