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Resumo
Estruturas que estão sujeitas a altas temperaturas absolutas, à onveção natural, ouainda, estruturas que troam alor na ausênia de um meio físio, apresentam relevantetransferênia de alor por radiação térmia. Este fen�meno é importante para diversasapliações e proessos, omo, por exemplo, no funionamento de oletores solares, satélites,fornos industriais, motores a ombustão e usinas nuleares. O presente trabalho demestrado apresenta a apliação do método da otimização topológia (MOT) ao projetode estruturas que troam alor substanialmente por radiação térmia no interior deon�namentos, através da distribuição de material re�etor ou de aqueedores. Por meiodo MOT, uja prinipal araterístia é a liberdade de distribuição do material dentro deum domínio iniial, é possível adiionar ou remover material de uma determinada regiãodeste domínio, riando ou desfazendo fronteiras, de forma livre, visando à obtenção de umprojeto otimizado. O algoritmo de otimização é baseado no método das assíntotas móveis(MMA) e é omplementado pelo método dos elementos �nitos (MEF) para a análise dofen�meno de radiação em on�namentos. Ambos são implementados através do software

Matlabr. Os asos onsiderados são o da distribuição de material re�etor de radiaçãotérmia ou de aqueedores, sujeitos a uma eventual restrição nas quantidades destesmateriais, sobre uma superfíie plana, de forma a extremizar a irradiação ou a minimizara temperatura em determinada área espeí�a do domínio de projeto. Este problemadepende, dentre outros fatores, da geometria das superfíies envolvidas na transferêniade alor por radiação térmia.



Abstrat
Strutures subjeted to high absolute temperatures or to natural onvetion, as wellstrutures that exhange heat in the absene of a physial medium present signi�antheat transfer through thermal radiation. This phenomenon is important for severalappliations and proesses, suh as in the operation of solar olletors, satellites, industrialfurnaes, ombustion engines and nulear plants. The present work shows the appliationof topology optimization to the design of strutures that exhange heat substantially bythermal radiation within an enlosure, through the distribution of re�etive material orheaters. However, the design of suh radiant enlosures is not trivial and it is neessaryto use robust and systemati design tools, suh as optimization tehniques. Topologyoptimization is a numerial method whih allows �nding the layout, or topology, of astruture suh that a presribed objetive is maximized or minimized subjeted to designonstraints. The optimization algorithm, based on the method of moving asymptotes(MMA), and the �nite element method for analysis of the phenomenon of radiation inenlosures, are implemented using Matlabr. The ases onsidered are the distribution ofthermal radiation re�etive material or heaters, subjeted to a volume fration onstraintof these materials on a �at surfae, in order to extremize the irradiation or to minimizethe temperature in a spei�ed region of the design domain. This problem depends,among other fators, on the geometry of the surfaes that exhange heat through thermalradiation.
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1
1 Introdução

A oorrênia prioritária de transferênia de alor por radiação térmia pode serveri�ada em diferentes níveis de temperatura e ondições de ambiente. A altastemperaturas, por exemplo, a ondução e a onveção têm atuação seundária e aradiação térmia representa a prinipal forma de troa de alor, omo pode ser notadono funionamento dos altos fornos de indústrias siderúrgias e na geração de vapor emusinas nuleares. A importânia deste modo de transferênia de alor também pode seronstatada à temperatura ambiente. Em projetos de onforto térmio de loais sujeitosa baixa onveção forçada, a radiação térmia passa a ter papel essenial na modelagemda troa de alor destes ambientes. Já na ausênia de um meio físio para transferêniade alor, a radiação é a únia forma de um sistema transferir energia térmia para oambiente. Desta forma, o desenvolvimento de satélites e equipamentos que orbitam aTerra ou exploram o espaço representa um exelente ampo de apliação de alta tenologia,uja viabilidade reside, em parte, no pleno entendimento teório e prátio do fen�menode radiação térmia.De onstruções robustas omo alto fornos a deliadas apliações espaiais, paratodas as apliações industriais em que a radiação térmia toma parte, há uma atuale importante neessidade de inovação na metodologia de projeto destes equipamentos.Neste sentido, a otimização topológia representa uma ferramenta sistemátia para aonepção e desenvolvimento de estruturas sujeitas a troas por radiação térmia, umavez que permite liberdade de distribuição de material dentro de um domínio iniial, deforma a tornar possível a adição ou remoção de material de uma determinada região dodomínio de projeto, riando ou desfazendo fronteiras, produzindo assim resultados nãoóbvios. O seu uso para tais �ns, apesar de ainda pouo explorado, representa um enormeampo aberto de apliações e soluções, bem omo uma ria fonte de eonomia de reursos.



21.1 Radiação TérmiaDo ponto de vista da teoria lássia, que onsidera o omportamento eletromagnétioda onda, todos os orpos emitem onstantemente energia na forma de radiaçãoeletromagnétia. A radiação térmia nada mais é que um treho do espetroeletromagnétio apaz de induzir mudança de temperatura no orpo em que inide. Destaforma, a transferênia de energia por radiação térmia não preisa de um meio físio paraoorrer (ao ontrário da ondução e da onveção, ela pode perfeitamente aonteer nováuo), o que a torna signi�ante em apliações espaiais, omo satélites ou veíulosespaiais.A modelagem da radiação térmia pode ser trabalhosa e ompliada. Uma das razõespara isto é que o estado deste fen�meno não pode ser representado, para um dado intervalode tempo e um ponto do espaço de propagação, por um únio vetor (isto é, uma úniadireção de quantidade) (PLANCK, 1914), omo por exemplo, aontee na ondução dealor, em que se obtém esta representação através da Lei de Fourier. Na radiação térmia,todos os raios que em um dado instante passam por um ponto do meio de propagaçãosão perfeitamente independentes entre si. Portanto, para se determinar ompletamente oestado da radiação térmia, a intensidade de radiação preisa ser onheida em todas asdireções (que são in�nitas em número) que passam pelo ponto analisado (PLANCK, 1914).Outra ompliação é que, tanto para a ondução quanto para a onveção, a equação dobalanço de energia depende apenas das ondições loais de temperatura do material: paraa primeira, interessam as derivadas loais de temperatura do material; para a segunda,são esseniais as ondições na vizinhança do loal que está sendo onsiderado na análise.Mas para a radiação térmia, omo já disutido, a energia é transmitida entre superfíiesseparadas sem a neessidade de um meio de propagação entre estas.Por �m, é importante itar que existem sérias di�uldades em se determinar omauráia os parâmetros físios que fazem parte da modelagem da transferênia de alorem avidades1. As di�uldades advêm do fato de que as propriedades e parâmetrosnos sólidos dependem de muitas variáveis, omo do nível de polimento e rugosidade dasuperfíie, pureza do material, temperatura e omprimento de onda da radiação. Istolimita a auráia numéria, mesmo para problemas om soluções onheidas.1O termo avidade também é enontrado na literatura espeializada omo sin�nimo para on�namento.



31.2 Método da Otimização TopológiaO método da otimização topológia (MOT) é uma ferramenta omputaional quepermite gerar estruturas otimizadas através da distribuição de material no interior de umdomínio de projeto. Na sua implementação tradiional, o método ombina algoritmos deotimização e um método numério de modelagem físia do fen�meno analisado, omoo método dos elementos �nitos (MEF). Assim, a partir de um domínio de projetoiniialmente disretizado em elementos �nitos, avalia-se o omportamento físio daestrutura e, por meio dos algoritmos de otimização, busa-se a melhor distribuição dematerial que atenda aos requisitos de projeto da estrutura (BENDSØE; SIGMUND, 2003).A implementação do algoritmo de otimização topológia é baseada num onjunto deetapas neessárias para a obtenção de uma solução otimizada. Estas etapas podem serempregadas em projetos de engenharia nos quais o fen�meno de radiação térmia se fazpresente. A sequênia das etapas apliadas ao problema de otimização é oneitualmenterepresentada na Figura 1.1, onde são apresentadas duas superfíies que fazem parte deum on�namento sujeito à transferênia de alor por radiação.
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Figura 1.1: Conjunto de etapas para apliação da otimização topológia em umproblema de radiação térmia oorrendo em on�namento.A primeira etapa (Figura 1.1a) onsiste em de�nir o domínio �xo estendido (DFE), oqual é limitado pelos pontos de apliação de arregamento e ondições de ontorno, omo,por exemplo, �uxo de alor e temperatura. É neste domínio que a estrutura otimizada seráprojetada, por isso é importante de�nir um DFE que ontenha, no mínimo, a estruturaoriginal que será otimizada. A segunda etapa (Figura 1.1b) envolve a disretização doDFE em elementos �nitos. Na tereira etapa (Figura 1.1), os dados obtidos atravésdo MEF, juntamente om os parâmetros de otimização, são inseridos no algoritmo de



4otimização topológia que, iterativamente, distribui o material no interior do DFE atéque a função objetivo do problema seja minimizada (ou maximizada) e se obtenha asolução otimizada da estrutura. A quarta etapa (Figura 1.1d) onsiste na interpretaçãoda solução otimizada ofereida pelo MOT. Conforme indiado pela Figura 1.1, estasolução é omposta por elementos em or esura (totalmente preenhidos), ores laras(ausênia de material) e ores intermediárias, onheidas omo �esala de inza�. Estaesala de inza é um fen�meno que deriva da formulação adotada no MOT e deve serminimizada para não di�ultar a interpretação dos resultados, bem omo inviabilizar afabriação da estrutura (BRUNS; TORTORELLI, 2001; GUEST; PRÉVOST; BELYTSCHKO,2004). Ainda na fase de interpretação da solução otimizada, pode oorrer a presença deregiões om distribuição de material semelhante a um �tabuleiro de xadrez�, resultadoeste onheido omo instabilidade de tabuleiro (CARDOSO; FONSECA, 2003; SIGMUND;PETERSSON, 1998), que geralmente inviabiliza a fabriação de uma estrutura resultantede otimização estrutural. Contudo, na otimização de estruturas sujeitas à radiaçãotérmia este padrão de resultado não aparee. Nesta etapa de projeto, a interpretação dosresultados pode provoar apenas pequenas alterações na estrutura, já que os elementosque ontêm materiais intermediários são eliminados.Após a interpretação da solução otimizada, iniia-se a quinta etapa (Figura 1.1e), queonsiste no pós-proessamento da nova topologia. Nesta etapa, a estrutura sintetizada éavaliada através do MEF, para se veri�ar o valor da função objetivo após as alteraçõesrealizadas na estrutura durante a fase de interpretação. Finalmente, a última etapaonsiste na fabriação da estrutura otimizada.1.3 Breve Revisão Bibliográ�aA bibliogra�a que trata da apliação do método da otimização topológia no projetode estruturas sujeitas à radiação térmia é esassa. Em uma das pouas referêniasenontradas, Bruns (2007) explorou esta ferramenta para o projeto de miro-aletas derefrigeração sujeitas à troa de alor não linear. Este trabalho, de maneira indireta esimpli�ada, aborda o fen�meno da radiação, linearizada através de um oe�iente detransferênia de alor similar ao utilizado pela lei de resfriamento de Newton (INCROPERAet al., 2007).Por outro lado, o projeto de estruturas que ompõem o interior de on�namentostem sido exaustivamente abordado através de outras ferramentas de projeto. Modelospara o projeto de sistemas onde a radiação térmia é importante podem ser obtidos apartir da perspetiva de problemas inversos (HOWELL; EZEKOYE; MORALES, 2000; DAUN



5et al., 2006; KOWSARY; POOLADVAND; POURSHAGHAGHY, 2007). Esta ténia permite,por exemplo, determinar a distribuição de �uxo de alor de um aqueedor que satisfaçasimultaneamente uma desejada distribuição de temperatura e �uxo de alor sobre umdomínio de projeto sujeito a troas de alor onvetiva e radiativa (FRANÇA; EZEKOYE;HOWELL, 2001).Métodos heurístios também são frequentemente enontrados na literatura omoferramenta para o projeto de on�namentos sujeitos a troas térmias oorrendo a altastemperaturas (TAJOURI; El Hitti; NEMER, 2011). A literatura, por exemplo, apresentaresultados, obtidos através da utilização de algoritmo genétio, da loalização otimizadade aqueedores no interior de fornos (SAFAVINEJAD et al., 2009; AMIRI et al., 2011), demodo que determinada área deste on�namento possua uma desejada distribuição detemperatura e �uxo de alor. Outra determinação possível através da utilização destemétodo é das propriedades emissivas das paredes de um on�namento (KIM et al., 2004).O método que talvez mais se aproxime do esopo deste trabalho de mestrado,e que apresenta inúmeras referênias na literatura, é o que leva em onsideraçãoa determinação dos gradientes das funções objetivos investigadas para utilização emotimizações matemátias (DAUN; HOWELL; MORTON, 2003a). Através desta abordagem, ageometria de on�namentos (DAUN; HOWELL; MORTON, 2003b; DAUN; MORTON; HOWELL,2003; FAKHRABADI; KOWSARY, 2009) ou o per�l de potênia de aqueedores em fornos(HOWELL et al., 2003; DAUN; HOWELL; MORTON, 2004; RAHMANI et al., 2010) podem serobtidos de maneira otimizada. Para uma disussão mais segmentada e aprofundada dasreferênias pesquisadas para este trabalho, onsultar seção 4.2.1.4 MotivaçãoQualquer modi�ação em estruturas que troam alor por radiação térmia, nosentido de eonomizar material ou aperfeiçoar o gereniamento de energia de umproesso, pode representar uma onsiderável eonomia de reursos �naneiros e umavanço no desenvolvimento de prátias sustentáveis. Neste amplo ampo de pesquisae inovação tenológia, a otimização topológia apresenta-se omo uma ferramenta dealto desempenho para o projeto e a fabriação de estruturas sujeitas a troas radiantesmais e�ientes.Um ramo industrial que demonstra diretamente o quão essenial é o estudo da radiaçãotérmia e o diferenial que representa dominar a apliação da OT ao seu maquinário é asiderurgia. As elevadas temperaturas dos altos fornos utilizados na indústria siderúrgiatornam a radiação térmia uma importante forma de troa de alor em todo o proesso.



6A OT, neste aso espeí�o, pode ontribuir para geração de resultados inovadores nadistribuição dos materiais que revestem estes fornos. Vê-se assim a importânia dautilização de tenologia que apresente resultados difereniados, uma vez que, além de seraltamente lurativo, este setor abastee outros grandes segmentos, omo o automobilístio,a onstrução ivil e o setor de transportes.A apliação da otimização topológia em estruturas sujeitas à troa de alor radianterepresenta uma metodologia nova, esassamente explorada na literatura e, omo vistono parágrafo anterior, tem apliação pertinente e direta na redução de ustos deuma indústria de faturamento alto e de importânia amplamente onheida. Nestasonstatações residem as prinipais motivações deste mestrado. Aredita-se assim que,neste ontexto, o presente trabalho possa ontribuir para o desenvolvimento de um métodoque permita a distribuição sistemátia de materiais re�etores ou de aqueedores no interiorde on�namentos submetidos à radiação térmia. Seguindo este raioínio, o assunto queserá disutido nas próximas linhas é atual, motivo de grande interesse na omunidadeientí�a internaional e de potenial utilidade na indústria.1.5 ObjetivosO presente trabalho tem omo objetivo desenvolver uma metodologia para oprojeto de estruturas que troam alor por radiação térmia no interior deon�namentos utilizando o método da otimização topológia omo ferramentade otimização. A modelagem dos fen�menos estudados é feita através do métododos elementos �nitos e é implementada por meio de ódigo próprio, utilizando-seo Matlabr. Desta forma, espera-se veri�ar resultados poteniais da apliação daotimização topológia nesta área.Os objetivos espeí�os deste mestrado são:
• distribuir de maneira sistemátia material re�etor de radiação térmia sobre odomínio estudado;
• distribuir de maneira sistemátia aqueedores sobre o domínio estudado;
• extremizar a irradiação de alor em áreas espeí�as da estrutura modelada;
• minimizar a temperatura em áreas espeí�as da estrutura modelada.



71.6 Otimizar para que, a solução não é óbvia?Antes de prosseguir para o próximo apítulo, sugere-se uma breve re�exão, quepossivelmente um leitor mais experiente em otimização possa ter aventado após a leituradas seções 1.4 e 1.5: a distribuição de um material om eventual valor de re�etividademaior do que os valores iniiais dos materiais que reobrem as superfíies do interior deum on�namento, através da otimização topológia, não seria uma tarefa óbvia?Tome-se omo exemplo de projeto a maximização da radiação que hega até umadeterminada área deste sistema. Dados os valores iniiais de re�etividade das superfíiesdo interior do on�namento, para alançar-se o objetivo de maximização proposto, nãobastaria que todas as superfíies do interior deste on�namento fossem ompletamenterevestidas om um material de re�etividade superior? Uma resposta intuitiva para talquestionamento seria mais do que su�iente para tornar irrelevante este trabalho, já queum dos papéis da otimização é de justamente tornar a metodologia de projeto deste tipode estrutura sistemátia, uma vez que ela não seja ordinária.Indagações deste tipo, entretanto, podem mostrar-se bastante ingênuas sob a ótia damodelagem da radiação térmia no interior de on�namentos. Nas palavras de Siegel eHowell (2002) �a fáil de ompreender o porquê:A omplex radiative exhange ours inside the enlosure as radiation leaves asurfae, travels to others surfaes, is partially re�eted, and is then rere�etedmany times within the enlosure with partial absorption at eah ontat witha surfae. It would be ompliated to follow the beams of radiation as theyundergo this proess.Portanto, �a laro que, mesmo tratando-se de uma simples mudança de re�etividadesobre uma superfíie qualquer do on�namento, a tarefa de prever a in�uênia destamodi�ação na distribuição da radiação que hega até determinada área destesistema não é neessariamente trivial, muito menos óbvia. Outros oneitos eevidênias que orroboram esta a�rmação ainda serão apresentados no deorrer destetexto.



8
2 Radiação Térmia: AbordagemAnalítia

Neste apítulo, serão mostrados e disutidos os prinipais fundamentos envolvidosna modelagem analítia da transferênia de alor por radiação. O iníio, que engloba asseções de 2.1.1 a 2.1.3, se dará pela abordagem de oneitos mais diretamente relaionadosom este trabalho de mestrado, omo a de�nição das propriedades de absortividade ere�etividade, a Lei de Kirhho�, a de�nição do fator de forma e a simpli�ação paraorpos inzas das estruturas que serão estudadas. Por �m, na seção 2.1.4, desenvolve-seomo exemplo a solução analítia da troa radiante em um on�namento tridimensional,sujeito a ondições de ontorno de temperatura e �uxo de alor presritos.2.1 Coneitos FundamentaisQualquer material ou substânia que está a uma temperatura maior que zeroKelvin emite energia eletromagnétia em paotes disretos de energia hamados fótons(ROHSENOW; HARTNETT; CHO, 1998). O fóton é o quantum da radiação eletromagnétiae a partíula elementar mediadora da força eletromagnétia. A energia do fóton é igual a
hv = hc/λ, em que h é a onstante de Plank, c a veloidade da luz, v e λ são a frequêniae omprimento de onda da energia emitida, respetivamente. A radiação térmia é umtipo de radiação eletromagnétia assoiada om um intervalo de temperatura ontidoentre 30 e 30000 K e om um omprimento de onda ontido no intervalo de 0,1 a 100 µm(ROHSENOW; HARTNETT; CHO, 1998), omo mostra a Figura 2.1.Para a maior parte das apliações em Engenharia, ontudo, o interesse reside emuma faixa de radiação ujo omprimento de onda varia de 0,4 µm (ontido na regiãodo ultravioleta) a 15 µm (ontido na região do infravermelho). Os fótons, uja energiaorresponde a este intervalo de omprimento de onda/temperatura, são apazes de mudaro estado de energia disreta de vibração, rotação e eletr�nia de átomos e moléulas domaterial em que inidem, e, desta forma, mudar a energia interna e a orrespondentetemperatura deste material. Como resultado disso, a energia é transferida de um orpo



9mais quente para outro mais frio através da radiação térmia (ROHSENOW; HARTNETT;CHO, 1998).
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λ(µm)Figura 2.1: Espetro eletromagnétio da radiação.2.1.1 Emissão, Irradiação e RadiosidadeA Figura 2.2 mostra três tipos de fen�menos oorrendo na superfíie de uma estruturasujeita à transferênia de alor por radiação: a emissão, a irradiação e a radiosidade. Oentendimento, a relação e a formulação matemátia destes fen�menos são de essenialimportânia para a de�nição, mais adiante, da estratégia de modelagem da interaçãotérmia entre superfíies que troam alor por radiação no interior de on�namentos queeste trabalho utilizará. No exemplo 2.1.4.6, será veri�ada a apliação destes oneitos, aosoluionar-se o problema de troa térmia no interior de um on�namento tridimensional.Antes disso, entretanto, faz-se neessária a disussão de algumas de�niçõesgeométrias básias para o entendimento da troa radiante. Somente a partir daí faz-seum detalhamento sobre a intensidade de radiação, que permitirá entender omo o �uxode radiação assoiado a uma área in�nitesimal depende da direção e do omprimento deonda. Utilizando estes oneitos serão então analisados, mais generiamente, os fen�menosde superfíies que estão diretamente ligados ao que se entende por transferênia de alorpor radiação1.1De agora em diante, a expressão �radiação térmia� será reduzida para �radiação�, por se entendernão existir motivos, dado o esopo deste trabalho, de ontinuar om esta difereniação.
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Porçãore�etida dairradiaçãoFigura 2.2: Fen�menos que oorrem em uma superfíie sujeita à radiação.2.1.1.1 De�nições GeométriasA prinípio, é interessante entender omo a radiação emitida por uma superfíie sepropaga no espaço tridimensional. Para isso são utilizadas de�nições obtidas a partir deum sistema de oordenadas esférias. O ângulo sólido formado entre dA1 e uma pequenasuperfíie diferenial dAn através do qual a radiação passa é representado por dw e é umoneito bastante importante, que será retomado futuramente na seção 2.1.4.1, quandoforem de�nidos os fatores de forma.
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11razão. O ângulo plano diferenial dα, analogamente ao sólido, é de�nido pela região entreos raios de um írulo e é medido, em radianos (rad), omo a razão entre o elementode omprimento de aro dl no írulo e o raio r do írulo, omo pode ser observado naFigura 2.3a. Uma vez que se trata de um fen�meno que oorre no espaço tridimensional,de�ne-se o ângulo sólido diferenial dw, medido em esterorradiano (sr), omo o ânguloom o vértie no entro de uma esfera e que subentende na superfíie desta esfera umaárea dAn, medida pelo quadrado do raio da esfera (INCROPERA et al., 2007), omo podeser visto na Figura 2.4. Assim:
dw =

dAn

r2
(2.1)Tome-se omo referênia um elemento de área dA1, emitindo radiação em umadeterminada direção. Essa direção de emissão pode ser de�nida através dos ângulosde zênite e azimutal, θ e φ, respetivamente, em um sistema de oordenadas esférias(Figura 2.3d). A área retangular dAn é normal à direção (θ, φ) e da Figura 2.4 perebe-sePSfrag replaements n

dA1

dAn = r2sen(θ)dθdφ

rdθrsen(θ)

θ

dθ

r rsen(θ)dφ

dφ

dω= dAn

r2

r dAn

Figura 2.4: Ângulo sólido subtendido por dAn em um ponto em dA1, no sistema deoordenadas esfério.que ela pode ser alulada omo rdθ×rsen(θ)dφ. Assim, dAn = r2sen(θ)dθdφ para umasuperfíie esféria. O ângulo sólido �a então de�nido omo:
dw = sen(θ)dθdφ (2.2)Quando a área in�nitesimal dA1 for opaa, a radiação pode ser emitida em qualquerdireção de�nida por um hemisfério hipotétio que envolve esta área. O ângulo sólido paraeste exemplo pode ser obtido integrando a equação (2.2) nos limites φ = 0 a φ = 2π e
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θ = 0 a θ = π/2. Assim, o ângulo sólido, em esterorradianos (sr), �a:

∫

dw =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

sen(θ)dθdφ = 2π

∫ π/2

0

sen(θ)dθ = 2π (2.3)Esta abordagem hemisféria utilizada para desrição da emissão de radiação é lássia eserá adotada omo padrão neste texto.2.1.1.2 EmissãoUma vez introduzida a ideia geométria por trás da emissão de radiação, este oneitopode ser explorado de forma mais espeí�a. Max Plank, no seu livro The Theory ofHeat Radiation (PLANCK, 1914), de�ne a emissão de radiação de uma forma bastanteinteressante. Para ele, somente partíulas materiais, e não volumes geométrios ousuperfíies, podem emitir radiação. Em suas palavras:The reation of a heat ray is generally denoted by the word emission. Aordingto the priniple of the onservation of energy, emission always takes plae atthe expense of other forms of energy (heat, hemial or eletri energy, et.)and hene it follows that only material partiles, not geometrial volumes orsurfaes, an emit heat rays. It is true that for the sake of brevity we frequentlyspeak of the surfae of a body as radiating heat to the surroundings, but thisform of expression does not imply that the surfae atually emits heat rays.Stritly speaking, the surfae of a body never emits rays, but rather it allowspart of the rays oming from the interior to pass through. The other part isre�eted inward and aording as the fration transmitted is larger or smallerthe surfae seems to emit more or less intense radiations.A despeito de qualquer uso de linguagem, é neessário, pra todos os efeitos, quanti�ara radiação emitida. A grandeza que está diretamente envolvida neste proesso é aintensidade de radiação. Este efeito direional é partiularmente importante, uma vezque, na modelagem de um problema térmio que oorre em um on�namento, aso em quea radiação é um fen�meno pertinente, o interesse está em saber, em ada estrutura, paraonde vão os raios emitidos e de onde vêm os raios reebidos. Mais adiante, no exemplo doon�namento tridimensional que será resolvido no item 2.1.4.6, �ará lara a neessidadede entender o equilíbrio térmio em ada uma das paredes que o onstituem, ou seja,o �uxo líquido de alor em ada superfíie, resultado do balanço entre a quantidade deradiação emitida e a quantidade de radiação reebida.Considere agora a taxa de emissão de radiação oriunda dA1 que passa através de dAn.Esta quantidade pode ser expressa por meio da intensidade espetral Iλ,e e é de�nida



13omo a taxa na qual a energia radiante é emitida, assoiada a um omprimento de onda
λ na direção (θ, φ), por unidade de área da superfíie emissora normal a essa direção,por unidade de ângulo sólido em torno dessa direção e por unidade do intervalo deomprimento de onda dλ em torno de λ (INCROPERA et al., 2007). A área utilizadapara de�nir a intensidade é o omponente de dA1 perpendiular à direção da radiação,de forma que esta projeção é dada por dA1cos(θ). Assim, a intensidade espetral é dada,em W/m2.sr.µm, por:

Iλ,e(λ, θ, φ) =
dQ

dA1cos(θ)dwdλ
(2.4)em que (dQ/dλ) = dQλ é a taxa, dada emW/µm, que se pretende determinar (quantidadede radiação de omprimento de onda λ emitida por dA1 que passa através de dAn).Rearranjando a equação (2.4), tem-se:

dQλ = Iλ,e(λ, θ, φ)cos(θ)dA1dw (2.5)Através da equação (2.5) é possível alular a taxa na qual a radiação emitida por umasuperfíie se propaga na região do espaço de�nido pelo ângulo sólido dw em torno dadireção (θ, φ). A partir da equação anterior e da equação (2.2), onsegue-se determinar o�uxo de radiação espetral por unidade de área da superfíie emissora dA1:
dqλ = Iλ,e(λ, θ, φ)cos(θ)sen(θ)dθdφ (2.6)Se onheida a distribuição espetral e direional, ou seja, o valor de Iλ,e(λ, θ, φ), estaequação permite alular o �uxo de alor assoiado om a emissão em qualquer ângulosólido �nito ou sobre qualquer intervalo de omprimento de onda �nito. Para �ns deálulo da transferênia de alor por radiação, é neessário integrar a expressão (2.6)em todas as direções. Como exemplo, é proposto o álulo do �uxo de alor espetralassoiado om a emissão para um hemisfério hipotétio que envolve a área in�nitesimal

dA1, onforme mostra a Figura 2.5. Assim:
Eλ(λ) = qλ(λ) =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

Iλ,e(λ, θ, φ)cos(θ)sen(θ)dθdφ (2.7)O ângulo sólido para este exemplo pode ser obtido da mesma forma que na equação(2.2). O �uxo total de alor assoiado om a emissão em todas as direções e em todos osomprimentos de onda, onheido também por poder emissivo hemisfério, é dado por:
E =

∫

∞

0

Eλ(λ)dλ (2.8)Uma das hipóteses que será adotada no tratamento da radiação neste texto é de que assuperfíies das estruturas analisadas são difusas (ou emissores difusos). Isto é importante,
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PSfrag replaements

n
0≤θ≤ π

2 θ

dθ

dA1

φ
0≤φ≤2π

dφ

dAn

Figura 2.5: Emissão a partir de um elemento de área diferenial dA1 para umhemisfério hipotétio entrado em um ponto de dA1.pois simpli�a a modelagem do problema, uma vez que a intensidade da radiação emitidatorna-se independente da direção (θ, φ). Desta forma, Iλ,e(λ, θ, φ) = Iλ,e(λ) e refazendo aintegral da equação (2.7), tem-se a emissão dependendo apenas do omprimento de onda:
Eλ(λ) = πIλ,e(λ) (2.9)Equivalentemente, a equação do poder emissivo hemisfério (2.8) �a:

E =

∫

∞

0

∫ 2π

0

∫ π/2

0

Iλ,e(λ, θ, φ)cos(θ)sen(θ)dθdφdλ = πIe (2.10)em que Ie é a intensidade total da radiação emitida.2.1.1.3 IrradiaçãoAté aqui, onentrou-se em analisar a radiação fruto da emissão de uma superfíie.Porém, omo já omentado anteriormente, este trabalho tem interesse em determinaro balanço térmio nas estruturas que serão analisadas na modelagem do fen�meno deradiação em on�namentos. Desta forma, é primordial voltar o olhar para a radiaçãoinidente sobre uma superfíie, omo mostra a Figura 2.6.A irradiação pode ser originária da re�exão, da emissão ou de ambos os fen�menosoorrendo ao mesmo tempo em outras superfíies, omo é possível observar na Figura 2.2.Analogamente à emissão, a radiação inidente terá distribuição espetral e direionaldeterminada pela intensidade espetral Iλ,i(λ, θ, φ). Esta grandeza é de�nida omo a taxana qual a energia radiante de omprimento de onda λ é inidente a partir da direção (θ, φ),por unidade de área da superfíie intereptadora normal a essa direção, por unidade de
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PSfrag replaements
nRadiaçãoInidente (Iλ,i)

θ

dω

φ

dA1

Figura 2.6: Direção natural da radiação inidente.ângulo sólido em torno dessa direção e por unidade do intervalo de omprimento de onda
dλ em torno de λ (INCROPERA et al., 2007).Pode-se então, omo já foi feito no item 2.1.1.2, alular o �uxo de radiação inidente
Gλ, dado em (W/m2.µm) e onheido por irradiação espetral. Este �uxo é de�nido omoa taxa na qual radiação de omprimento de onda λ é inidente em uma superfíie, porunidade de área de superfíie e por unidade de intervalo de omprimento de dλ em tornode λ. Assim:

Gλ(λ) =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

Iλ,i(λ, θ, φ) cos(θ)sen(θ)dθdφ (2.11)Se integrada em todos os omprimentos de onda e em todas as direções, a irradiação total
G (W/m2) é dada por:

G =

∫

∞

0

Gλ(λ)dλ (2.12)Se a radiação inidente é independente de θ e φ, ou seja, difusa, tem-se:
Gλ(λ) = πIλ,i(λ) (2.13)e, portanto:

G =

∫

∞

0

∫ 2π

0

∫ π/2

0

Iλ,i(λ, θ, φ)cos(θ)sen(θ)dθdφdλ = πIi (2.14)2.1.1.4 RadiosidadeAs de�nições de emissão e irradiação já foram dadas, de forma que resta apenasde�nir o que seria a radiosidade. Da Figura 2.2, nota-se que este �uxo refere-se a todaenergia radiante que deixa a superfíie analisada, seja por emissão, seja por re�exão.



16Neste sentido, geralmente a radiosidade é diferente da emissão. A radiosidade espetral
Jλ(W/m

2.µm) representa a taxa na qual a radiação de omprimento de onda λ deixa umaárea unitária da superfíie, por unidade de intervalo de omprimento de dλ em torno de
λ (INCROPERA et al., 2007). Como isto orresponde à radiação que deixa a superfíie emtodas as direções, ela está relaionada à intensidade assoiada om a emissão e a re�exão,
Iλ,e+r(λ, θ, φ), pela expressão:

Jλ(λ) =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

Iλ,e+r(λ, θ, φ) cos(θ)sen(θ)dθdφ (2.15)Se a superfíie emitir e re�etir difusamente, Iλ,e+r é independente da direção e vale:
Jλ(λ) = πIλ,e+r(λ) (2.16)Portanto:

J =

∫

∞

0

∫ 2π

0

∫ π/2

0

Iλ,e+r(λ, θ, φ)cos(θ)sen(θ)dθdφdλ = πIe+r (2.17)Através de de�nições geométrias e da apresentação dos oneitos de emissão,irradiação e radiosidade, foi disutido o onteúdo básio para o entendimento dosfen�menos de superfíie que podem oorrer no interior de um on�namento sujeito àtroa de alor por radiação. Porém, omo esses fen�menos são modelados em superfíiesreais? No intuito de iniiar o eslareimento desta dúvida, de�ne-se, a seguir, a radiaçãode orpo negro.2.1.2 Radiação de Corpo NegroAntes de serem mostrados alguns oneitos relaionados à radiação de orpo negro,um questionamento é pertinente: por que estudar a radiação em um sistema totalmenteidealizado, omo é o aso de um orpo negro, se o que se pretende aqui é justamente amodelagem de sistemas reais, de forma a obter-se um modelo que possa ser robustamenteutilizado para �ns de engenharia? Existem algumas possíveis respostas para estapergunta, mas a que talvez seja mais relevante para este trabalho é que a propriedaderadiante onheida omo emissividade, que permitirá tratar as superfíies que aqui serãoanalisadas omo próximas da realidade, é de�nida tomando omo referênia a radiaçãode orpo negro. Além disso, através da emissividade, omo será visto em 2.1.3.5,determina-se outra propriedade, a re�etividade, de bastante interesse na otimizaçãotopológia desenvolvida neste trabalho. Desta forma, um aprofundamento neste assuntose faz neessário.Uma disussão pertinente feita no livro Thermal Radiation Heat Transfer (SIEGEL;HOWELL, 2002) e que remete às palavras de Max Plank itadas no item 2.1.1.2, é a



17de que a interação entre a energia radiante inidente e a superfíie de um orpo não éresultado apenas das propriedades desta superfíie, mas depende igualmente do volumede material abaixo desta superfíie. Por exemplo, um metal altamente polido geralmentere�etirá pratiamente toda a radiação inidente, mas a radiação que passa para o orposerá fortemente absorvida e onvertida em energia interna. Assim, este metal possuiforte tendênia a absorção interna, mesmo que seja um absorvedor medíore de radiaçãoinidente. Um não metal pode exibir um omportamento oposto. Não metais permitemque uma porção substanial do feixe de radiação inidente penetrem no material (pequenare�etividade de superfíie), mas uma espessura de material maior é requerida, em relaçãoaos metais, para que haja absorção de radiação e onversão em energia interna. Para serum bom absorvedor de energia inidente, o orpo preisa então ter uma baixa re�etividadede superfíie e uma alta absorção interna de radiação. Um orpo negro tem zero dere�exão de superfíie e absorção de energia interna ompleta.Em outras palavras, um orpo negro é um orpo ideal que permite que toda a radiaçãoinidente penetre nele (sem re�exão de energia). Além disso, ele absorve internamentetoda a radiação (sem transmissão de energia). Isto é verdade para todos os omprimentosde ondas e todas as direções (SIEGEL; HOWELL, 2002). Curiosamente, o nome �orponegro� tem origem no fato de que bons absorvedores de luz visível aparentam ter a orpreta, apesar do olho humano não ser neessariamente um bom indiador para este tipode fen�meno (SIEGEL; HOWELL, 2002).Três araterístias prinipais de�nem um orpo negro (INCROPERA et al., 2007):
• um orpo negro absorve toda a radiação inidente, independente do omprimentode onda e direção;
• para uma temperatura e omprimento de onda presritos, nenhuma superfíie podeemitir mais energia que um orpo negro (emissor perfeito);
• apesar de a radiação emitida por um orpo negro ser função do omprimento deonda e da temperatura, ela é independente da direção. Isto quer dizer que o orponegro é um emissor difuso.Essas araterístias ontundentes tornam o orpo negro um referenial idealizadopara o tratamento da radiação. Assim, a partir dele, medir-se-á o omportamento daradiação em superfíies reais.Nos dois itens que se seguem, proura-se lari�ar omo um orpo idealizado emiteenergia. Este é lassiamente um preâmbulo seguido para a de�nição da emissão emorpos não negros.



182.1.2.1 Lei de PlankA expressão que dá a magnitude da intensidade de radiação emitida por um orponegro em ada um dos omprimentos de onda não pode ser deduzida através de argumentostermodinâmios. Na verdade, a pesquisa sobre esta equação levou Plank a investigaçõese hipóteses que originaram a teoria quântia (SIEGEL; HOWELL, 2002). Foi mostradopelos argumentos quântios de Plank (PLANCK, 1901) e veri�ado experimentalmenteque, para um orpo negro, a intensidade espetral é dada por:
Iλ,b(λ, T ) =

2hc20
λ5
[

exp( hc0
λkT

)− 1
] (2.18)em que h = 6, 626×10−34 J.s e k = 1, 38065156×10−23 J/K (PODESTA et al., 2013) sãoas onstantes universais de Plank e Boltzmann, respetivamente; c0 = 2, 998×108 m/s éa veloidade da luz no váuo e T é a temperatura absoluta do orpo negro, medida emKelvin. Uma vez que o orpo negro é um emissor difuso, onlui-se da equação (2.9) queo poder emissivo espetral será:

Eλ,b(λ, T ) = πIλ,b(λ, T ) =
C1

λ5
(

exp(C2

λT
)− 1

) (2.19)em que a onstante C1 = 2πhc20 = 3, 742×108 W.µ4/m2 e a onstante C2 = (hc0/k) =

1, 439×104 µK. A equação (2.19) é onheida omo a Distribuição espetral de Plank.2.1.2.2 Lei de Stefan-BoltzmannApós a de�nição do poder emissivo espetral de um orpo negro, é interessantedeterminar a intensidade de radiação total emitida por um orpo negro, que inlui aradiação em todos os omprimentos de onda. A intensidade de radiação emitida em umpequeno intervalo de omprimento de onda dλ é dada por Iλ,bdλ. Integrando em todo ointervalo de omprimento de onda, tem-se a intensidade total:
Ib =

∫

∞

0

Iλ,b(λ, T )dλ (2.20)Essa equação é avaliada fazendo a substituição da equação da distribuição espetral dePlank (2.19) e pela transformação de variáveis ζ = C2/λT . Assim:
Ib =

∫

∞

0

2C1

λ5
(

exp(C2

λT
)− 1

)dλ =

=

∫

∞

0

(

C2

λT

)5(
T

C2

)5
2C1

eC2/λT − 1

(

λT

C2

)2(
−C2

T

)

d

(

C2

λT

)

=

=
2C1T

4

C4
2

∫

∞

0

ζ3

eζ − 1
dζ (2.21)



19A integral desta equação é dada por:
Ib =

2C1T
4

C4
2

π4

15
(2.22)Reagrupando (2.22), tem-se:

Ib =
σ

π
T 4 (2.23)em que σ = 2C1π5

15C4

2

= 5, 67051×10−8 W/(m2.K4) é denominada de onstante deStefan-Boltzmann. O poder emissivo hemisfério total de um orpo negro radiando nováuo �a então:
Eb =

∫

∞

0

Eλ,b(λ)dλ =

∫

∞

0

πIλ,b(λ)dλ = σT 4 (2.24)Por essa emissão ser difusa, segue da equação (2.10) que a intensidade total assoiadaom a emissão do orpo negro é:
Ib =

Eb

π
(2.25)O resultado apresentado em (2.24), supreendentemente simples, de�ne a Lei deStefan-Boltzmann e será importante para de�nir-se, a seguir, a emissão de superfíiesreais.2.1.3 Radiação em Superfíies ReaisConeitos apliáveis à radiação em orpos ideais foram su�ientemente disutidos nasseções anteriores. A partir de agora, será estudado omo adequá-los à radiação em orposnão negros. O omportamento ideal do orpo negro serve omo base de omparação para aperformane de um orpo real. Assim, é neessário quanti�ar os desvios que estes orposapresentam em relação ao orpo negro para de�nir a dependênia espetral, direional ede temperatura de suas propriedades.Muitos são os fatores que in�ueniam o omportamento de orpos reais, omo porexemplo: omposição, aabamento da superfíie, temperatura, omprimento de onda daradiação, ângulo em que a radiação é emitida ou intereptada, distribuição espetral daradiação inidente e se o orpo é opao. Nem todos serão levados em onta, mas serádada atenção à dependênia espetral, direional e de temperatura das propriedadesemissividade, absortividade e re�etividade. A propriedade transmissividade (τ) seránegligeniada, uma vez que o esopo deste trabalho não prevê o estudo do que aonteeno interior das estruturas analisadas, apenas e tão somente em suas superfíies.



202.1.3.1 EmissividadeA habilidade de uma superfíie em emitir radiação em omparação om a emissãoideal feita por um orpo negro é de�nida omo emissividade (ROHSENOW; HARTNETT;CHO, 1998). Em outras palavras, a emissividade espei�a quão e�azmente um orpo éapaz de radiar energia se omparado a um orpo negro (SIEGEL; HOWELL, 2002). Emuma representação algébria, tem-se:
ε =

radiação emitida por uma superfíie realradiação emitida por um orpo negro à mesma temperatura (2.26)Assim, um orpo real a uma temperatura T não emite radiação segundo a Lei deStefan-Boltzmann (Eb = σT 4), mas omo uma fração ε desta emissão. Fia laro,portanto, que a radiação espetral emitida por uma superfíie real difere da distribuiçãode Plank dada por (2.19).A de�nição da emissividade direional espetral ελ,θ(λ, θ, φ, T ) de uma superfíie auma temperatura T é dada omo a razão entre a intensidade de radiação emitida noomprimento de onda λ e na direção de θ e φ e a radiação emitida por um orpo negronos mesmos valores de T e λ. Logo:
ελ,θ(λ, θ, φ, T ) =

Iλ,e(λ, θ, φ, T )

Iλ,b(λ, T )
(2.27)Para a maioria dos �ns de engenharia, ontudo, é desejável trabalhar-se ompropriedades que representam médias direionais. Retome-se, portanto, a análise daFigura 2.5, onsiderando a média obtida pela integração da quantidade de radiaçãodireional e espetral de uma semi-esfera em torno de dA1. A radiação espetral emitidapela unidade de superfíie de área em todas as direções de todo o hemisfério pode serdeterminada pela integração da energia espetral, omo feito em (2.7):

Eλ(λ, T ) =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

Iλ,e(λ, θ, φ, T )cos(θ)sen(θ)dθdφ (2.28)Esta equação pode ser reesrita utilizando a relação (2.27):
Eλ(λ, T ) = Iλ,b(λ, T )

∫ 2π

0

∫ π/2

0

ελ,θ(λ, θ, φ, T )cos(θ)sen(θ)dθdφ (2.29)A razão entre a equação anterior e a emissão de um orpo negro (equação (2.19)) de�ne



21a emissividade espetral hemisféria:
ελ(λ, T ) =

Eλ(λ, T )

Eλ,b(λ, T )
=

Iλ,b(λ, T )
∫ 2π

0

∫ π/2

0
ελ,θ(λ, θ, φ, T )cos(θ)sen(θ)dθdφ

πIλ,b(λ, T )
=

=
1

π

∫ 2π

0

∫ π/2

0

ελ,θ(λ, θ, φ, T )cos(θ)sen(θ)dθdφ (2.30)A emissividade hemisféria total, que representa uma média sobre todas as direções eomprimentos possíveis, é dada pela substituição das equações (2.8) e (2.30):
ε(T ) =

E(T )

Eb(T )
=

∫

∞

0
ελ(λ, T )Eλ,b(λ, T )dλ

σT 4
(2.31)Fia laro que uma superfíie real emite radiação omo uma porentagem da emissãode um orpo negro, de tal forma que a propriedade emissividade ε possui valores entre 0e 1.Ainda restam duas propriedades a serem vistas: a absortividade e a re�etividade,propriedades de grande interesse para a formulação do problema térmio da otimizaçãotopológia.2.1.3.2 Absortividade�Raios� de alor são destruídos pela absorção (PLANCK, 1914). Sempre que háabsorção, o raio de alor passando através do meio em questão é �enfraqueido� emuma fração de sua intensidade. De aordo om o prinípio da onservação da energia,portanto, a energia proveniente da radiação ou é absorvida ou é re�etida. A absortividadeé a propriedade que retrata justamente esse �enfraqueimento� da energia, pois de�ne afração da radiação inidente que é absorvida pela superfíie (ROHSENOW; HARTNETT;CHO, 1998). Em uma representação algébria, tem-se:

α =
irradiação absorvidairradiação inidente (2.32)Se omparada à emissividade, algumas di�uldades adiionais são introduzidas nade�nição da absortividade, porque as araterístias direionais e espetrais da radiaçãoinidente preisam ser onsideradas.A absortividade direional espetral αλ,θ(λ, θ, φ) de uma superfíie é de�nida omoa fração da intensidade espetral inidente na direção de θ e φ que é absorvida pelasuperfíie. Logo:

αλ,θ(λ, θ, φ) =
Iλ,i,abs(λ, θ, φ)

Iλ,i(λ, θ, φ)
(2.33)A dependênia da temperatura foi desprezada na expressão anterior, porque ela é pequena



22para a maior parte das propriedades radiativas espetrais.Tal qual visto no item 2.1.3.1, para �ns de engenharia é interessante trabalharom propriedades de superfíie que representam médias direionais. Considere entãoa absortividade hemisféria espetral αλ, fração da energia espetral que é absorvidada radiação espetral inidente e oriunda de todas as direções nas redondezas de umhemisfério. Das expressões (2.11) e (2.33), vale:
αλ(λ) =

Gλ,abs(λ)

Gλ(λ)
=

∫ 2π

0

∫ π/2

0
αλ,θ(λ, θ, φ)Iλ,i(λ, θ, φ) cos(θ)sen(θ)dθdφ

∫ 2π

0

∫ π/2

0
Iλ,i(λ, θ, φ) cos(θ)sen(θ)dθdφ

(2.34)Se a radiação inidente for difusamente distribuída e αλ,θ for independente de φ, a equaçãoanterior pode ser reduzida a:
αλ(λ) = 2

∫ π/2

0

αλ,θ(λ, θ) cos(θ)sen(θ)dθ (2.35)Finalmente, de�ne-se a absortividade hemisféria total α, que representa a fraçãoda energia inidente que é absorvida, oriunda de todas as direções (que ompõem asemi-esfera) e em todos os omprimentos de onda:
α =

Gabs

G
=

∫

∞

0

∫ 2π

0

∫ π/2

0
αλ,θ(λ, θ, φ)Iλ,i(λ, θ, φ) cos(θ)sen(θ)dθdφdλ

∫

∞

0

∫ 2π

0

∫ π/2

0
Iλ,i(λ, θ, φ) cos(θ)sen(θ)dθdφdλ

(2.36)Assim, onstata-se que a absortividade tem forte dependênia da distribuição espetralda radiação inidente, da sua distribuição direional e da natureza da superfíie.A seguir, é feita a análise da última propriedade prinipal deste apítulo: are�etividade. Os oneitos que serão disutidos nesta seção são de determinanteimportânia para a ompreensão do problema de otimização apresentado mais adiante,no item 4.4.2.1.3.3 Re�etividadeAs propriedades re�etivas de uma superfíie são mais ompliadas de ser espei�adasque a emissividade ou a absortividade. Isto se deve ao fato de que a energia re�etida nãodepende somente do ângulo que a energia inidente faz om a superfíie, mas também dadireção de re�exão onsiderada para a energia re�etida (SIEGEL; HOWELL, 2002), omomostra a Figura 2.7. Este aráter bidireional da re�etividade será aqui evitado, uma vezque optou-se por trabalhar om uma medida que representa uma média integrada sobrea semiesfera assoiada om a radiação re�etida, e dessa forma, as informações relativas àdistribuição direional dessa radiação passam a ser negligeniáveis. Em outras palavras,
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RaioInidente Radiação re�etidade intensidadeuniforme Raioinidente

θ1 θ2

θ1 = θ2 Raiore�etido
Figura 2.7: Re�exão difusa e espeular.o tratamento espeular da radiação não será abordado neste texto.Disutidas estas questões iniiais, pode-se araterizar melhor o que é a re�etividade:esta propriedade radiante de�ne a fração da energia inidente que é re�etida pela superfíie(ROHSENOW; HARTNETT; CHO, 1998). Em uma representação algébria, tem-se:

ρ =
irradiação re�etidairradiação inidente (2.37)Desta forma, é possível explanar o oneito de re�etividade direional espetral ρλ,θ(λ, θ, φ)de uma superfíie, de�nida omo a fração da intensidade espetral inidente na direçãode θ e φ que é re�etida pela superfíie (INCROPERA et al., 2007). Assim:

ρλ,θ(λ, θ, φ) =
Iλ,i,ref(λ, θ, φ)

Iλ,i(λ, θ, φ)
(2.38)A re�etividade hemisféria espetral ρλ é então de�nida omo a fração da irradiaçãoespetral que é re�etida pela superfíie. Logo:

ρλ =
Gλ,ref(λ)

Gλ(λ)
=

∫ 2π

0

∫ π/2

0
ρλ,θ(λ, θ, φ)Iλ,i(λ, θ, φ) cos(θ)sen(θ)dθdφ

∫ 2π

0

∫ π/2

0
Iλ,i(λ, θ, φ) cos(θ)sen(θ)dθdφ

(2.39)A re�etividade hemisféria total ρ pode então ser determinada omo:
ρ =

Gref

G
=

∫

∞

0

∫ 2π

0

∫ π/2

0
ρλ,θ(λ, θ, φ)Iλ,i(λ, θ, φ) cos(θ)sen(θ)dθdφdλ

∫

∞

0

∫ 2π

0

∫ π/2

0
Iλ,i(λ, θ, φ) cos(θ)sen(θ)dθdφdλ

(2.40)A partir das diversas de�nições possíveis para a re�etividade, uma importante hipóteseé estabeleida e será utilizada para todas as modelagens de radiação apresentadasneste trabalho: as superfíies analisadas são aproximadas omo difusas. Desta forma,independente da direção da radiação inidente, a intensidade da radiação re�etida nãodependerá do ângulo de re�exão. Essa hipótese é extremamente razoável para a maioriadas apliações em engenharia (INCROPERA et al., 2007).



242.1.3.4 Relação entre Propriedades Radiantes da SuperfíieUma importante relação algébria pode ser obtida em superfíies opaas atravésda manipulação das propriedades radiantes absortividade e re�etividade. A partir doprinípio da onservação de energia, analisa-se a inidênia de radiação neste tipo desuperfíie. A radiação que hega a uma estrutura opaa ou é absorvida ou re�etida, deforma que para um dado omprimento de onda, vale:
Gλ = Gλ,abs +Gλ,ref (2.41)Reesrevendo, tem-se:
Gλ = αλGλ + ρλGλ (2.42)Logo, vale:

1 = αλ + ρλ (2.43)Similarmente, para a radiação inidente onsiderada em todos os omprimentos de ondae em todas as direções, vale:
1 = α + ρ (2.44)A equação (2.44) é bastante relevante, pois estabelee uma simples e direta relaçãopara a determinação das propriedades radiantes que ditam o destino da radiação inidenteem uma superfíie opaa.A próxima seção omplementará a equação (2.44), ao tornar laro omo é possívelrelaionar-se absortividade e re�etividade à emissividade dos materiais.2.1.3.5 Lei de Kirhho�A Lei de Kirhho� permite entender a relação que existe entre as apaidades deemissão e absorção de um orpo. Através de um balanço efetuado quando há equilíbriotermodinâmio em um on�namento, pode ser mostrado que a emissividade direionalespetral é igual a absortividade direional espetral. Assim:
ελ,θ = αλ,θ (2.45)Isto é verdade porque ελ,θ e αλ,θ são propriedades inerentes da superfíie. Em outraspalavras, elas são independentes das distribuições espetral e direional das radiaçõesemitidas e inidentes (INCROPERA et al., 2007).A expressão (2.45) é onheida omo Lei de Kirhho� e pode ser utilizada em outrasrelações entre a absortividade e emissividade de um orpo. Para tanto, algumas restrições



25Tabela 2.1: Requisitos para apliação da Lei de Kirhho�.Relação RestriçõesI: ελ,θ = αλ,θ NenhumaII: ελ = αλ Radiação inidente possui intensidade igual em todos osângulos, ou ελ,θ e αλ,θ são independentes do ânguloIII: εθ = αθ Radiação inidente tem distribuição espetral proporionala de um orpo negro na mesma temperatura da superfíie,ou ελ,θ e αλ,θ são independentes do omprimento de ondaIV: ε = α Uma restrição do item II e outra do item IIIpreisam ser obedeidas, omo mostra a Tabela 2.1. Assim, uma onsequênia da apliaçãoda Lei de Kirhho� sobre a equação (2.44), assumindo a hipótese IV omo verdadeira,será que:
α+ ρ = 1 → ρ = 1− ε (2.46)Os álulos de transferênia de alor desenvolvidos mais adiante serão fortementesimpli�ados ao assumir-se o item IV da Tabela 2.1 omo hipótese válida.2.1.3.6 A Superfíie Cinza e DifusaA superfíie inza pode ser de�nida omo aquela em que αλ e ελ são independentesde λ, onsiderando toda a região do espetro da irradiação e da emissão de superfíie. Jáa superfíie em que αλ,θ e ελ,θ são independentes tanto de θ quanto de λ é hamada desuperfíie inza e difusa: difusa por ausa da independênia direional e inza por ausa daindependênia do omprimento de onda. Constantemente serão adotadas essas ondiçõespara as superfíies analisadas, por isso a importânia da disussão desta hipótese. Istofailitará os álulos e permitirá boas aproximações.2.1.4 Transferênia de Calor por Radiação entre SuperfíiesA determinação da transferênia de alor por radiação entre superfíies é requeridaem diversas áreas, omo já menionado na Introdução (seção 1) deste trabalho. A partirde 1960, o estudo nesse niho sofreu uma intensi�ação devido aos avanços tenológiosem sistemas em que a radiação é bastante signi�ativa (SIEGEL; HOWELL, 2002). Comoexemplos destes sistemas podem ser itados: o ontrole de temperatura em satélites,a transferênia de alor em sistemas propulsores nuleares e dispositivos para oleta eutilização da energia solar.Nesta seção, muitas das de�nições vistas até aqui são apliadas, prinipalmente asrelaionadas às propriedades radiantes e à emissão, irradiação e radiosidade, porém agora



26om ênfase na modelagem da troa térmia oorrendo no interior de um on�namentoformado por superfíies inzas e difusas. Também é dada atenção minuiosa aos fatoresde forma, um importante oneito geométrio envolvido neste proesso.2.1.4.1 Fatores de Forma: Integral na ÁreaUma das omplexidades no álulo da transferênia de alor por radiação entresuperfíies se deve às relações geométrias que quanti�am omo as superfíies �vêem�umas as outras. Isto resulta em integrações da troa radiante nas áreas �nitas envolvidasno proesso de transferênia de alor. Assim, neste item, é apresentada uma medidaresponsável por esta ondição geométria: os fatores de forma.O fator de forma difuso Fij , ou simplesmente fator de forma, é de�nido omo a fraçãoda radiação uniforme e difusa que deixa uma superfíie i e é intereptada pela superfíie
j (SIEGEL; HOWELL, 2002). Em uma representação algébria, tem-se:

Fij =
fração da radiação que deixa superfíie i e enontra a superfíie jtotal de radiação emitida pela superfíie i (2.47)Para desenvolver uma expressão geral de Fij, onsidere duas superfíies quaisquer Ai e

Aj, que estão a temperaturas Ti e Tj , orientadas de forma arbitrária, omo mostra aFigura 2.8.PSfrag replaements
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Figura 2.8: Fatores de forma assoiados om a troa radiante entre as superfíiesdifereniais dAi e dAj .As áreas difereniais em ada superfíie, dAi e dAj, são onetadas por uma reta deomprimento r, que forma os ângulos polares θi e θj , respetivamente, em relação aosvetores normais das superfíies (ni e nj). Os valores de r, θi e θj variam om a posiçãodas áreas Ai e Aj .Da de�nição de irradiação dada no item 2.1.1.3 e da equação (2.5), a taxa na qual a



27radiação deixa dAi e é intereptada por dAj vale:
dQi→j = Ie+r,i cos(θi)dAidwj−i (2.48)em que Ie+r,i é intensidade de radiação emitida e re�etida por i que hega até j, dwj−i é oângulo sólido subtendido por dAj quando visto de dAi. Como dwj−i = (cos(θj)dAj)/rij

2(equação (2.1)), segue que:
dQi→j = Ie+r,i

cos(θi) cos(θj)

r2ij
dAidAj (2.49)Se for admitido que a superfíie i emite e re�ete de maneira difusa, vale a substituiçãosegundo a equação (2.17):

dQi→j = Ji
cos(θi) cos(θj)

πr2ij
dAidAj (2.50)Integrando nas duas superfíies (dAi e dAj), obtém-se a taxa total na qual a radiaçãodeixa a superfíie i e é intereptada pela superfíie j:

Qi→j = Ji

∫

Ai

∫

Aj

cos(θi) cos(θj)

πr2ij
dAidAj (2.51)em que é feita a hipótese de que a radiosidade Ji é uniforme sobre a superfíie Ai. Dade�nição do fator de forma omo a fração da radiação uniforme e difusa que deixa asuperfíie Ai e é intereptada pela superfíie Aj, tem-se:

Fij =
Qi→j

AiJi
(2.52)Logo, da substituição das duas relações anteriores, vale:

Fij =
1

Ai

∫

Ai

∫

Aj

cos(θi) cos(θj)

πr2ij
dAidAj (2.53)Equivalentemente, é interessante determinar a fração de radiação que deixa a superfíie

Aj e atinge a superfíie Ai. Assim:
Fji =

1

Aj

∫

Ai

∫

Aj

cos(θi) cos(θj)

πr2ji
dAidAj (2.54)As relações (2.53) e (2.54) representam a forma lássia de de�nição algébria dosfatores de forma. Porém, elas são omputaionalmente ustosas, omo mostrado porShapiro (1985) e Rao e Sastri (1996). Neste sentido, é imperativo tornar este álulo maisrápido e menos ustoso. Para isso, é utilizado neste trabalho a abordagem que de�ne osfatores de forma através de uma integral de linha no ontorno, ao invés de uma integraldupla na área.



282.1.4.2 Fatores de Forma: Integral no ContornoÉ imperativo tornar o usto da integração para a determinação dos fatores de formamenor. A apliação do teorema de Stokes na equação (2.53) permite reduzir a integraldupla sobre uma superfíie de área para uma integral dupla de linha no ontorno destaárea, que é geralmente mais simples e rápida (SPARROW, 1963). Assim:
Fij =

1

2πAi

∮

Ci

∮

Cj

[ln(rij) dxidxj + ln(rij) dyidyj + ln(rij) dzidzj] (2.55)em que Ci e Cj representam os ontornos das áreas Ai e Aj , respetivamente. Osomprimentos in�nitesimais destes ontornos são dados por dx, dy e dz e a distâniaentre eles é dada por rij . Similarmente à equação (2.54), faz-se:
Fji =

1

2πAj

∮

Ci

∮

Cj

[ln(rji) dxidxj + ln(rji) dyidyj + ln(rji) dzidzj ] (2.56)Alguns fatores de forma foram determinados analitiamente e se enontram publiadosna literatura, omo feito em (SIEGEL; HOWELL, 2002). Para esta dissertação, dois asossão de interesse espeial, pois estes servirão de benhmarks para o álulo numério dosfatores de forma de um on�namento tridimensional analisado em 2.1.4.6: o de retângulosalinhados paralelos e o de retângulos perpendiulares om uma aresta em omum, omomostra a Figura 2.9.PSfrag replaements
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j iZ Y X(a) (b)Figura 2.9: (a) Retângulos alinhados paralelamente (b) retângulos perpendiularmenteintersetantes.Para o aso de retângulos alinhados paralelamente, o resultado da integral (2.55) vale



29(SIEGEL; HOWELL, 2002):
Fij =

2

πXY

{

ln

[
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2
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} (2.57)em que X = X/L e Y = Y/L. Para o aso de retângulos perpendiulares om uma arestaem omum, o resultado da integral (2.55) vale (SIEGEL; HOWELL, 2002):
Fji =

1

πW

{

Watan−1

(

1

W

)

+Hatan−1

(

1

H

)

−
(

H2+W 2
)1/2

atan−1

(

1

(H2+W 2)1/2

)

+

+
1

4
ln

(

(1+W 2) (1+H2)

1+H2+W 2

[

W 2 (1+H2+W 2)

(1+W 2) (W 2+H2)

]W 2

×

[

H2 (1+H2+W 2)

(1+H2) (W 2+H2)

]H2
)} (2.58)em que H = Z/X e W = Y/X.As equações (2.55) e (2.56) podem ser utilizadas para determinar os fatores de formaassoiados om quaisquer duas superfíies que são emissoras e re�etoras difusas e têmradiosidades uniformes. Aliadas à esta formulação no ontorno, serão disutidas a seguiralgumas operações algébrias que tornam possível aelerar o álulo dos fatores de formaem ambientes on�nados.2.1.4.3 Álgebra dos Fatores de FormaAlgumas relações podem ser obtidas através do manejo das equações (2.55) e (2.56),de maneira a failitar o álulo dos fatores de forma. De uma forma bem direta, é possívelpereber que, destas duas expressões, vale:

AiFij = AjFji (2.59)A equação anterior é onheida omo relação de reiproidade e é bastante útil paradeterminação de um fator de forma a partir do onheimento de outro.Outra relação amplamente utilizada no álulo dos fatores de forma apresentados nestetrabalho está relaionada à onservação da energia no interior de uma avidade. Suponhaque a superfíie i esteja ompletamente envolvida porN outras superfíies, omo mostradona Figura 2.10. Neste aso, toda a energia que deixa i deve enontrar alguma das outras
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Figura 2.10: Troa de alor por radiação em uma avidade.superfíies que a envolvem, podendo-se esrever:
Fi1 + Fi2 + Fi3 + . . .+ Fii + . . .+ FiN =

N
∑

j=1

Fij = 1 (2.60)Essa regra é mera onsequênia da onservação da energia que deixa a superfíie i. O fatorde forma Fii diz respeito à fração de energia que deixa a superfíie i e é intereptada porela mesma. Isto oorre quando i é uma estrutura �nava. Por outro lado, para superfíiesplanas ou onvexas, omo as que são analisadas neste texto, Fii = 0. A relação (2.60) éamplamente empregada para aferir os fatores de forma alulados numeriamente, omofeito no Apêndie B.1.Uma vez que será utilizado o método dos elementos �nitos para modelar o problemada troa radiante (seção 3.2), existem ainda duas relações algébrias que valem a pena sermenionadas. A primeira delas diz respeito à natureza aditiva dos fatores de forma parauma superfíie subdividida, omo a mostrada na Figura 2.11. Se onsiderada a radiação
PSfrag replaements Ai

A1

An

AkFigura 2.11: Áreas utilizadas para ilustrar a relações dos fatores de forma (2.61) e(2.63).saindo da superfíie i e hegando na superfíie j, que é dividida em n elementos, �a laroque:
Fi(j) =

n
∑

k=1

Fik (2.61)



31em que o parênteses em torno do subsrito j india que esta é uma superfíie omposta,de tal forma que (j) é equivalente à soma das superfíies (1, 2, ..., k, ..., n). Esta relaçãomostra que a radiação que interepta uma superfíie omposta é a soma da radiação quehega a ada uma da partes que ompõem esta superfíie.Imagine agora a subdivisão da superfíie irradiadora. Multipliando a equação (2.61)por Ai, e apliando a relação de reiproidade (2.59), tem-se:
AjF(j)i =

n
∑

k=1

AkFki (2.62)ou
F(j)i =

n
∑

k=1

AkFki

n
∑

k=1

Ak

(2.63)Para alular os �uxos de alor e as temperaturas no exemplo do on�namentotridimensional que será mostrado no item 2.1.4.6, um total de N2 fatores de formasão neessários. Esta exigênia se torna lara quando estes oe�ientes geométrios sãomatriialmente dispostos, omo abaixo:
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(2.64)Contudo, não se faz neessária a determinação de todos estes fatores. Isto porque um totalde N fatores de forma podem ser obtidos das N equações assoiadas om a apliação daregra do somatório (relação (2.60)) para ada uma das superfíies da avidade. Alémdisso, N(N − 1)/2 fatores de forma podem ser obtidos das N(N − 1)/2 apliações darelação de reiproidade (2.59). Desta forma, são neessários determinar diretamente
[

N2 −N −
N (N − 1)

2

]

=
N (N − 1)

2
(2.65)fatores de forma. A regra anterior pode ser apliada apenas quando todas as superfíies�veem� umas às outras. Se somenteM superfíies puderem �ver-se� reiproamente, entãosão neessários (ROHSENOW; HARTNETT; CHO, 1998)

N (N − 3)

2
+M (2.66)fatores de forma.Quando os valores de ertos fatores de forma em uma avidade são onheidos apenas



32de forma aproximada, algumas restrições podem ser impostas aos fatores de forma a �m dere�ná-los numeriamente, através da utilização da relação de reiproidade e da relação dosomatório (relação de onservação). Métodos para estes �ns estão amplamente desritosnas referênias (SOWELL; O'BRIEN, 1972), (LARSEN; HOWELL, 1986) e (LEERSUM, 1989).2.1.4.4 Troa Radiante entre Superfíies que são Opaas, Cinzas e Difusasno Interior de Con�namentosA modelagem da transferênia de alor por radiação no interior de on�namentos éamplamente utilizada para �ns de engenharia, omo no projeto de fornos e do interiorde satélites, e pode ser failmente enontrada na literatura espeializada no assunto(SPARROW; CESS, 1978; SIEGEL; HOWELL, 2002). Um exemplo deste tipo de avidadepode ser visto na Figura 2.12.
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NFigura 2.12: Con�namento omposto por N superfíies, mostrado em seçãotransversal (SIEGEL; HOWELL, 2002).Muitas são as abordagens possíveis para a determinação do fen�meno disutido nestetexto (CLARK; KORYBALSKI, 1974). Gebhart (1961), por exemplo, apresenta um métodoque se baseia na análise da energia que é absorvida pelas superfíies do on�namento.Apesar de bastante similar, a ténia que será utilizada neste texto é a Net-RadiationMethod, desenvolvida por Poljak e que é reproduzida om lareza em (SIEGEL; HOWELL,2002). Contudo, antes da apresentação propriamente dita do método, algumas hipótesespreisam ser feitas. Daqui em diante, será admitido que para qualquer modelagem, sejaela analítia ou numéria, as superfíies que formam a avidade são:
• isotérmias e possuem radiosidade e irradiação uniformes;
• opaas (não transmitem energia, ou seja, τ = 0);
• difusas (radiação emitida, re�etida ou inidente não orientada);
• inzas (absortividade e emissividade independentes do omprimento de onda);
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• o meio no qual há troa de alor é transparente, ou seja, não absorve, re�ete ouemite radiação.

PSfrag replaements Gi
ρiGi

εiσT
4
i

qi

Superfíie iFigura 2.13: Energia inidente e que deixa uma superfíie i de uma avidade (SIEGEL;HOWELL, 2002).Ao analisar o efeito líquido das interações radiativas oorrendo dentro de um ambientede on�namento, o Net-Radiation Method permite determinar três grandezas básias dosistema: a temperatura, o �uxo de alor líquido e a radiosidade para ada superfíie. Dosoneitos disutidos no item 2.1.1 e do balanço térmio representado pela Figura 2.13,é possível deduzir-se duas equações fundamentais para a formulação deste método. Aprimeira relação vem do fato que a taxa de transferênia de alor Qi (ou o �uxo de alor
qi) pode ser de�nida omo a diferença entre a radiosidade e a irradiação oorrendo em i.Desta forma:

Qi = qiAi = Ai (Ji −Gi) (2.67)Uma segunda relação advém da de�nição de radiosidade, que diz que a taxa de energiaque deixa uma superfíie i é omposta pela energia emitida e re�etida. Assim:
Ji = εiσTi

4 + ρiGi = εiσTi
4 + (1− εi)Gi (2.68)As equações (2.67) e (2.68) permitem entender omo a transferênia de alor porradiação aontee na superfíie de uma estrutura i que ompõe um on�namento qualquer.Mas, espei�amente para a equação (2.67), ainda falta determinar matematiamente airradiação Gi, de forma que as duas equações anteriores possam ser manipuladas e, assim,formarem um sistema de equações em que as inógnitas sejam os valores desonheidosde temperatura, �uxo de alor e radiosidade. Desta forma, retomando o oneito deirradiação dado em 2.1.1.3, que diz que a radiação que hega até uma superfíie i pode seroriginária da re�exão, da emissão ou de ambos os fen�menos oorrendo ao mesmo tempoem todas as superfíies que ompõem o interior da avidade, tem-se:

AiGi = A1J1F1i + A2J2F2i + · · ·+ AjJjFji + · · ·+ AiJiFii + · · ·+ ANJNFNi (2.69)Da relação de reiproidade (2.59), a equação anterior pode ser reesrita de forma que a



34únia área que apareça seja Ai:
AiGi = AiFi1J1 + AiFi2J2 + · · ·+ AiFijJj + · · ·+ AiFiiJi + · · ·+ AiFiNJN (2.70)e a irradiação que inide sobre a superfíie pode então ser algebriamente de�nida por:

Gi =

N
∑

j=1

FijJj (2.71)A equações (2.67), (2.68) e (2.71) formam relações simultâneas para qi, Ti, Ji e Giem ada superfíie. Seguindo o objetivo iniial de formulação de um proedimento desolução, é interessante notar que (2.68) e (2.71) possibilitam duas expressões diferentespara a de�nição da irradiação Gi. Assim, suas substituições em (2.67) forneem duasequações de balanço de alor para qi, em termos de Ti e Ji:






















Qi

Ai

= qi =
εi

1− εi
(σTi

4 − Ji)

Qi

Ai
= qi = Ji −

N
∑

j=1

FijJj =

N
∑

j=1

Fij(Ji − Jj)

(2.72)(2.73)Em um breve exeríio mental, imagine que as equações (2.72) e (2.73) possam seresritas para ada uma das N superfíies de um on�namento. Isto gera 2N equações para
2N inógnitas. As radiosidades J serão N das inógnitas; as inógnitas remanesentesonsistirão dos �uxos de alor q e das temperaturas T , dependendo de omo as ondiçõesde ontorno foram de�nidas para o problema. Depois de determinadas, as radiosidadespodem ser eliminadas para gerar N equações relaionando N variáveis desonheidas de
q e T . A montagem deste sistema linear pode ser iniiada isolando-se a radiosidade Ji naequação (2.72):

Ji = σTi
4 −

1− εi
εi

qi (2.74)A equação (2.74) é então substituída em (2.73), resultando na seguinte expressão para asuperfíie i:
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=

= −Fi1σT1
4 − Fi2σT2

4 − · · ·+ (1− Fii)σTi
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) (2.75)A expressão anterior pode ser esrita em forma de somatório:

N
∑

j=1

[

δij
εj

− Fij
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1− εj
εj

)]

Qj

Aj

=
N
∑

j=1

(δij − Fij)σT
4
j =

N
∑

j=1

Fijσ
(

T 4
i − Tj

4
) (2.76)



35em que, para ada superfíie orrespondente, i assume os valores de i = 1, 2, . . . , N e odelta de Kroneker é de�nido omo:
δij =

{

1, quando i = j

0, quando i 6= j
(2.77)Assim, quando as temperaturas das superfíies forem presritas, o lado direito da equação(2.76) é onheido e haverá N equações simultâneas para os valores desonheidos detaxa de transferênia de alor Qi (ou �uxo de alor Qi

Ai
). Pode oorrer ainda que os�uxos de alor para algumas superfíies sejam presritos e as temperaturas, portanto,preisem ser determinadas. Um total de N inógnitas em Q e T permaneem e a expressão(2.76) forneerá o número neessário de relações para a determinação destas variáveisdesonheidas. Todo este proesso �ará mais laro no item 2.1.4.5, quando será montado,passo-a-passo, um sistema de equações para determinação das temperaturas, �uxos dealor e radiosidades no interior de um on�namento.2.1.4.5 Método Passo-a-Passo para Modelagem da Troa Radiante entreSuperfíies no Interior de Con�namentosO objetivo deste item é montar um método passo-a-passo para resolução de problemasenvolvendo radiação no interior de on�namentos, através de uma abordagem analítia,levando em onsideração as hipóteses admitidas anteriormente em 2.1.4.4 para adasuperfíie, que são (SIEGEL; HOWELL, 2002):1. a temperatura é uniforme;2. as propriedades das superfíies são uniformes;3. as superfíies são opaas (τ = 0) e difusas (ε = α = 1− ρ);4. toda energia é emitida e re�etida difusamente;5. os �uxos de energia inidente e re�etido são uniformes em ada superfíie.Para isto, é neessário dispor organizadamente as equações que foram apresentadasna seção 2.1.4.4. Como �ará laro quando o problema do on�namento tridimensionaldo item 2.1.4.6 for resolvido, isto é extremamente importante, uma vez que o aumentona quantidade de superfíies que onstituem a avidade pode tornar o problemaindesejavelmente omplexo.Problemas que envolvem a transferênia de alor entre as superfíies que formam umaavidade podem envolver a determinação do �uxo de alor radiativo líquido qi, aso a



36temperatura assoiada om a superfíie i, Ti, for onheida, ou envolver uma determinaçãoda temperatura Ti, se qi for presrito (SIEGEL; HOWELL, 2002). Em ambos os asos,faz-se neessário o álulo das radiosidades. Neste trabalho, também será utilizada estaabordagem. Desta forma, dividem-se as N superfíies que ompõem a avidade em:
• superfíies om temperaturas onheidas: 1 ≤ i ≤ N1;
• superfíies om �uxos de alor onheidos: (N1 + 1) ≤ i ≤ N .Tendo identi�ado as superfíies desta forma, o primeiro passo é desenvolvido a seguir:1o Passo: o primeiro passo a ser dado onsiste na determinação dos fatores de formaentre as superfíies. A orreta determinação destes oe�ientes geométrios é de extremaimportânia para a preisão dos resultados que se pretende obter (FEINGOLD, 1966).Para isso é possível utilizar resultados analítios de on�gurações geométrias omuns,omo os sugeridos pelas relações (2.57) e (2.58), ou onsultar em atálogos e referênias,omo (SPARROW; CESS, 1978), (SIEGEL; HOWELL, 2002), (ROHSENOW; HARTNETT; CHO,1998), (DAVIES, 1984), (VASINA; CHEKSHIN, 1998), (BROCKMANN, 1994), (DEIVEEGAN etal., 2004), (WALTON, 2002), (NARAYANA, 1998), (ABISHEK; RAMANUJAM; KATTE, 2007),(HAMILTON; MORGAN, 1952), (FEINGOLD, 1966) e on-line em (HOWELL, 2012). Demaneira geral, porém, pode-se dizer que o primeiro passo onsiste na resolução da integraldada por (2.55), seja de maneira analítia ou numéria. As relações de (2.59) a (2.61),de uso altamente reomendável quando o número de superfíies que ompõem a avidadefor elevado, também podem ajudar na determinação dos fatores de forma. Assim, umamatriz de fatores de forma omo a dada por (2.64) é montada:

Fij =
1

2πAi

∮
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∮

Cj
[ln(r)dxidxj + ln(r)dyidyj + ln(r)dzidzj ] →















F11 F12 . . . F1N

F22 F22 . . . F2N... ... . . . ...
FN1 FN2 . . . FNN













Uma maneira indireta de veri�ar se os valores obtidos para os fatores de forma sãooerentes obedee à lei da onservação de energia e, a partir da relação (2.60), se
n
∑

k=1

Fij(1, k) = 1for verdadeiro, os valores obtidos para o primeiro elemento do on�namento estarãoprovavelmente orretos. A repetição desta veri�ação para todas as linhas da matriz(2.64) é extremamente reomendável antes de se prosseguir para o próximo passo.



372o Passo: o segundo passo onsiste na determinação dos valores das radiosidades Jipara ada superfíie. Substituindo a equação (2.71) na equação (2.68), tem-se:
Ji = εiσT

4
i + (1− εi)

N
∑

j=1

FijJj (1 ≤ i ≤ N1) (2.78)Apenas as radiosidades das superfíies que possuem temperatura presrita podem serdeterminadas pela equação (2.78). Para as superfíies que possuem �uxo de alorpresrito, é preiso substituir a equação (2.71) na equação (2.67), obtendo-se:
Ji =

Qi

Ai
+Gi =

Qi

Ai
+

N
∑

j=1

FijJj (N1 + 1) ≤ i ≤ N (2.79)As equações (2.78) e (2.79) podem ser reesritas da seguinte forma (STASIEK, 1988):
N
∑

j=1

XijJj = Ωi (1 ≤ i ≤ N) (2.80)em que
{

Xij = δij − (1− εi)Fij (1 ≤ i ≤ N1)

Xij = δij − Fij (N1 + 1) ≤ i ≤ N

(2.81)(2.82)e










Ωi = εiσT
4
i (1 ≤ i ≤ N1)

Ωi =
Qi

Ai
(N1 + 1) ≤ i ≤ N

(2.83)(2.84)Os oe�ientes Xij formam a matriz X, que pela sua inversão fornee a matriz Ψ = X
−1.Logo, as radiosidades de todas as superfíies podem ser aluladas por:

Ji =
N1
∑

j=1

ΨijσT
4
j +

N
∑

j=(N1+1)

Ψij
Qj

Aj

(1 ≤ i ≤ N) (2.85)3o Passo: no tereiro passo, determinam-se as temperaturas e �uxos térmiosdesonheidos. Para as N1 primeiras superfíies, onde são onheidas as temperaturas,pode-se substituir diretamente a equação (2.85) na equação (2.72) para se obter os �uxosde alor:
qi =

N1
∑

j=1

ΛijσT
4
j −

εi
1− εi

N
∑

j=(N1+1)

Ψij
Qj

Aj
(1 ≤ i ≤ N1) (2.86)em que

Λij =
εi

1− εi
(δij −Ψij) (2.87)Para as superfíies restantes, (N1+1) ≤ i ≤ N , onde são onheidos os �uxos térmios,isola-se a temperatura na equação (2.72) e substitui-se a equação (2.85) nesta, resultando



38em:
Ti =
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σ
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∑
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ΨijσT
4
j +
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φij
Qj
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1

4

(N1 + 1) ≤ i ≤ N (2.88)em que
φij =

(

1− εi
εi

)

δij +Ψij (2.89)4o Passo: no quarto e último passo, estabelee-se um padrão para veri�ação dosresultados, baseado na primeira lei da termodinâmia, que onsiste em averiguar se a somadas taxas de transferênia de alor aluladas é igual a zero (SIEGEL; HOWELL, 2002), ouseja:
N
∑

i=1

Qi =
N
∑

i=1

qiAi = 0 (2.90)Uma vez atendida a equação (2.90), garante-se que os resultados satisfazem o prinípio deonservação da energia, o que arateriza um exelente indiativo de uma boa modelagemdo fen�meno analisado.O método passo-a-passo apresentado nesta seção tem a função de auxiliar na aferiçãodo método numério que será apresentado na seção 3.2 (resultados desta aferiçãoenontram-se disutidos no Apêndie B.2) e será utilizado para a solução do exemplode um on�namento tridimensional, omo apresentado a seguir.2.1.4.6 Exemplo: Con�namento TridimensionalA modelagem da troa radiante em um on�namento tridimensional foifrequentemente itada omo exemplo ao longo deste texto. Ela é bastante importante,porque além de permitir a disussão de muito dos oneitos já apresentados, servirá debenhmark para os resultados da modelagem numéria utilizando o método dos elementos�nitos que será implementada mais a frente, na seção 3.2.O problema em questão onsiste em determinar os �uxos de alor nas superfíies de 1a 4 e as temperaturas nas superfíies 5 e 6 do on�namento tridimensional representadopela Figura 2.14. A emissividade de ada superfíie, bem omo as ondições de ontornode temperatura e de �uxo de alor são dadas por:














































εp1 = 0, 9

εp2 = 0, 7

εp3 = 0, 8

εp4 = 0, 3

εp5 = 0, 9

εp6 = 0, 9



























Tp1 = 500K

Tp2 = 800K

Tp3 = 1000K

Tp4 = 1200K

{

qp5 = 0

qp6 = 0
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Figura 2.14: Ilustração do on�namento tridimensional.Seguindo o método desenvolvido no item 2.1.4.5, no primeiro passo, os fatores deforma são alulados utilizando as equações (2.57) e (2.58) e a matriz dos fatores deforma é montada omo em (2.64):
F =

























0 0, 3163 0, 2514 0, 2514 0, 2547 0, 2547

0, 3163 0 0, 2514 0, 2514 0, 2547 0, 2547

0, 1508 0, 1508 0 0, 1168 0, 1522 0, 1522

0, 1508 0, 1508 0, 1168 0 0, 1522 0, 1522

0, 1910 0, 1910 0, 1902 0, 1902 0 0, 1864

0, 1910 0, 1910 0, 1902 0, 1902 0, 1864 0























É interessante observar que a somatória de todas as linhas da matriz F deve ser igual a 1.Assim, para a primeira linha desta matriz, vale: 6
∑

k=1

Fij(1, k) = 1, respeitando o prinípioda onservação da energia, omo exigido em (2.60). Esta rápida veri�ação, apesar de nãorepresentar o únio modo, é uma maneira extremamente e�az para averiguar se os valoresdos fatores de forma alulados estão orretos e, portanto, será extensamente utilizadapara validar os resultados obtidos no Apêndie B.1.No segundo passo, monta-se a matrizX, através das relações 1.76 e 1.77 e a inverte-se,para o álulo da matriz Ψ:
X =

























1, 1111 −0, 0351 −0, 0279 −0, 0279 −0, 0283 −0, 0283

−0, 1356 1, 4286 −0, 1077 −0, 1077 −0, 1091 −0, 1091

−0, 0377 −0, 0377 1, 2500 −0, 0292 −0, 0380 −0, 0380

−0, 3520 −0, 3520 −0, 2726 3, 3333 −0, 3550 −0, 3550

−0, 1910 −0, 1910 −0, 1902 −0, 1902 1, 0000 −0, 1864

−0, 1910 −0, 1910 −0, 1902 −0, 1902 −0, 1864 1, 0000



























40A matriz Ψ=X
−1 vale:

Ψ =

























0, 9267 0, 0398 0, 0248 0, 0088 0, 0344 0, 0344

0, 1534 0, 7517 0, 0700 0, 0248 0, 0973 0, 0973

0, 0929 0, 0681 0, 8240 0, 0150 0, 0656 0, 0656

0, 3076 0, 2254 0, 1400 0, 3270 0, 2172 0, 2172

0, 4130 0, 3026 0, 2099 0, 0745 1, 1301 0, 2872

0, 4130 0, 3026 0, 2099 0, 0745 0, 2872 1, 1301























As radiosidades, de aordo om a equação (2.85), podem então ser determinadas:
J =

























6646, 04

24895, 69

50398, 56

52709, 22

29153, 73

29153, 73

























W/m2

Agora prossegue-se para o tereiro passo. Com a ajuda das equações (2.86) e (2.88),determinam-se os valores de �uxo de alor e de temperatura desonheidos:
T =

























500, 00

800, 00

1000, 00

1200, 00

846, 77

846, 77

























K q =

























−27918, 42

−3896, 05

25221, 75

27802, 36

0, 00

0, 00

























W/m2

Para uma veri�ação preliminar dos resultados, faz-se omo sugerido no quarto passoda seção 2.1.4.5. Desta forma, tem-se:
{

qp1Ap1 + qp2Ap2 + qp3Ap3 + qp4Ap4 = 0

− 27918,4×0,2− 3896,0×0,2 + 25221,7×0,12 + 27802,3×0,12 = 0Este exemplo �naliza a extensa, mas essenial disussão dos oneitos analítiosque permeiam a determinação do problema de transferênia de alor por radiação emsuperfíies que onstituem o interior de um on�namento. Um método robusto para aabordagem deste fen�meno foi apresentado, de forma que a seguir, o interesse reairáem transpor este método para o mundo numério/omputaional, através do uso daquadratura de Gauss e do método dos elementos �nitos.



41
3 Radiação Térmia: AbordagemNuméria

Transita-se agora para a modelagem numéria/omputaional da troa radianteno interior de on�namentos. Assim, através de uma ténia de quadratura seráapresentada a solução numéria para o álulo dos fatores de forma em superfíies planase não obstruídas, dada analitiamente pela equação (2.55), e por meio do método doselementos �nitos será possível determinar as radiosidades, temperaturas e �uxos de alordesonheidos, omo apresentado analitiamente na seção 2.1.4.5.3.1 Cálulo Numério dos Fatores de FormaNas seções 2.1.4.1 e 2.1.4.2 foram introduzidas formulações analítias dos fatores deforma. Disute-se agora a abordagem numéria do álulo desses oe�ientes e o aminhoperorrido que levou o autor a esolher, dentre as muitas opções possíveis, a téniautilizada neste trabalho.Antes de prosseguir, ontudo, faz-se neessário justi�ar o não uso das formulaçõespropostas no trabalho de Ehlert e Smith (1993). Este artigo trata justamente do problemade determinação dos fatores de forma entre superfíies planas paralelas e perpendiulares,abordado nesta dissertação. A opção por não reproduzi-lo foi adotada por areditar-seque a metodologia que será apresentada na seção 3.1.3 é mais genéria, sendo inlusiveapliável à determinação dos fatores de forma entre superfíies �navas, sem a presençade uma superfíie obstruidora entre estas.3.1.1 Breve Revisão Bibliográ�aMuitos são os métodos possíveis de serem utilizados para determinação numéria dosfatores de forma. Dentre os mais tradiionalmente itados pela literatura, destaam-se osmétodos do Hemi-Cubo, de Monte Carlo, Método de Projeção de Nusselt e Ray Traing.Ao preterir-se a equação (2.53) em função da equação (2.55), prourava-se tornar o



42álulo dos fatores de forma mais simples e menos ustoso. Mas essa esolha, a priori,pode não pareer tão óbvia, uma vez que uma pouo riteriosa busa nas referêniasbibliográ�as que tratam do assunto india justamente a utilização da equação (2.53)omo orreta abordagem. Isto porque, em um trabalho que se propõe a fazer uso doMEF para a modelagem da troa radiante em on�namentos, é natural imaginar que umartigo omo (CHUNG; KIM, 1982) seja indiado omo referênia imediata na determinaçãonuméria dos fatores de forma. Todavia, explorando melhor a ampla literatura que tratado assunto, enontram-se nas palavras de Ambirajan e Venkateshan (1993), que os valoresdos resultados obtidos por Chung e Kim (1982) para o álulo dos fatores de forma entreretângulos alinhados paralelos e entre retângulos om uma aresta em omum possuemsigni�ativo erro, mesmo om a utilização de uma malha re�nada. Até mesmo os valoresanalítios que o artigo utiliza omo base de omparação, baseados no trabalho de Hamiltone Morgan (1952), apresentam erros onsideráveis, omo indiado em (FEINGOLD, 1966).Fia laro, portanto, que para uma orreta e eon�mia abordagem numéria do álulodos fatores de forma é essenial a utilização da equação (2.55).Segundo Ambirajan e Venkateshan (1993), mesmo que os fatores de forma representemapenas uma aproximação do omportamento direional real de uma superfíie, seriaerrado admitir que se pode trabalhar om valores impreisos desses fatores geométrios.Como demonstra Feingold (1966), este tipo de erro seria potenialmente ampliado notratamento da radiação em avidades. Desta forma, deve-se evitar a onlusão de que,porque simpli�ações no álulo da troa de alor por radiação foram estabeleidas eporque as superfíies reais modeladas não respeitam exatamente à Lei de Beer-Lambert,é abível presindir de alular om preisão os fatores de forma.Rao e Sastri (1996) estabeleem uma análise omparativa de preisão e de tempo nadeterminação de fatores de forma em on�gurações estruturais lássias, omo as presentesna Figura 2.9, através de quadraturas de Gauss de várias ordens. Este artigo, que podeser visto omo um método dos elementos �nitos para a integral de linha, mostra que estaintegral preisa de uma quadratura de ordem menor para obter a mesma auráia que ométodo sugerido por Chung e Kim (1982) e, portanto, é mais atrativa que o método doselementos �nitos para a integral na área.Shapiro (1985) apresenta um interessante estudo sobre o tempo de exeução eporentagem de erro entre as estimações numérias das equações (2.53) e (2.55) no asode dois retângulos diretamente opostos (Figura 2.9a). Este estudo mostra que, se foremdivididos ada um dos quatro segmentos de linha que formam o retângulo sobre o qualrealiza-se a integral em n divisões, serão riados 4n nós ao redor do ontorno e n2 nós paraa superfíie de área. Assim, são neessárias (114n4 + 86n2) operações para a integral na



43área e (464n2+24n) operações para a integral na linha, o que prova omputaionalmentea e�iênia desta última integral em relação à primeira.Apesar de numeriamente mais rápida de ser integrada, a equação (2.55) apresentauma importante restrição: no aso de uma interseção entre duas estruturas, omo naFigura 2.9b, a distânia r torna-se nula e o logaritmo natural passa a não ser de�nido.Ambirajan e Venkateshan (1993) evitam o tratamento numério desta restrição aode�nirem a integral analítia para qualquer borda reta intersetante entre duas superfíies,dada por:
∆Fij =

1

2πAi

L2
c (1, 5− ln (Lc)) (3.1)em que Lc é o omprimento da aresta em omum (borda intersetante). A relação(3.1) representa a ontribuição do elemento que está na aresta em omum entre as duassuperfíies para o fator de forma total. Esta formulação, de extrema simpliidade, umavez que só depende do omprimento da aresta em omum, foi bastante utilizada paraobtenção dos resultados apresentados no Apêndie B.1.Como é possível onstatar, a literatura disponibiliza uma série de disussões e demétodos numérios para a determinação dos fatores de forma em avidades. A ténia queé explorada nesta dissertação é a empregada lassiamente para a determinação numériade integrais quando o MEF é apliado ao fen�meno analisado: a quadratura de Gauss.3.1.2 Aproximação Numéria da Integral no ContornoNo item 3.1.1, foi visto que a equação (2.55) é a mais adequada para a determinaçãodos fatores de forma. Mas antes de aproximá-la numeriamente e apliar a quadraturade Gauss, é interessante observar omo pode se dar o seu manuseio. Rao e Sastri (1996)apresentam um exemplo bastante eluidativo, ao onsiderarem dois elementos de linha noontorno de duas superfíies, omo mostra a Figura 3.1.PSfrag replaements
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Figura 3.1: Esquema que mostra 3 pontos em ada linha para a apliação da integralno ontorno.Três pontos são marados em ada um dos elementos. Para esta situação, a equação



44(2.55) pode ser expandida omo:
∆F12 =

1

2πA1

[
∫ x13

x11

∫ x23

x21

ln (r12)dx1dx2+

+

∫ y13

y11

∫ y23

y21

ln (r12)dy1dy2 +

+

∫ z13

z11

∫ z23

z21

ln (r12)dz1dz2

] (3.2)em que r12 =
√

(x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2 + (z1 − z2)
2 e ∆F12 é ontribuição da integral delinha dos dois elementos onsiderados. O fator de forma F12, portanto, é dado omo asoma de ontribuições omo esta, de ada elemento (segmento de linha) na superfíie 1para ada elemento na superfíie 2.Vista a manipulação analítia da integral no ontorno, pode-se determinar sua formanuméria. Uma possível aproximação pode ser enontrada em (SHAPIRO, 1985; KAKUTA etal., 2001). Ao dividir os ontornos Ci e Cj, que delimitam as áreas Ai e Aj , em n segmentos�nitos de linha reta (~si e ~sj), a equação (2.55) pode ser numeriamente aproximada por:

Fij =
1

2πAi

n
∑

i=1

n
∑

j=1

ln (rij)~si.~sj (3.3)em que ~si.~sj representa o produto esalar entre os versores ~si : i = 1, 2, . . . , n e ~sj : j =
1, 2, . . . , n, loalizados ao longo dos ontornos.Geralmente, a literatura disponibiliza a formulação numéria para a equação dosfatores de forma omo apresentada em (3.3). Mas, em uma primeira análise, algunsdetalhes no trato desta equação podem passar desaperebidos. Seu manuseio, portanto,será demonstrado através de um urto exemplo, omo feito por Davies (2004).Considere duas superfíies �nitas 1 e 2, de áreas 2x1×2y1 e 2x2×2z2, posiionadasem antos opostos de um prisma retangular X×Y×Z, omo mostra a Figura 3.2. Como oontorno C1, da superfíie 1, não possui omponente em z e o ontorno C2, da superfíie2, não possui omponente em y, somente termos do tipo x1x2 serão ontabilizados naanálise. Desta forma, a equação (3.3) para este exemplo �a:

F12 =
1

2πA1

∑

ln (rij) (2x1) (2x2) =

= ln

√

X2 + (Y + y1)
2 + (Z − z2)

2 (+2x1) (+2x2) +

+ ln

√

X2 + (Y + y1)
2 + (Z + z2)

2 (+2x1) (−2x2) +

+ ln

√

X2 + (Y − y1)
2 + (Z − z2)

2 (−2x1) (+2x2) +

+ ln

√

X2 + (Y − y1)
2 + (Z + z2)

2 (−2x1) (−2x2) (3.4)
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Figura 3.2: Exemplo do álulo do fator de forma entre duas áreas �nitas através daequação (3.3).Essa soma pode ser onsideravelmente simpli�ada, se for admitido que:1. ada dimensão das superfíies for muito pequena se omparada om sua distâniade separação R = (X2 + Y 2 + Z2)1/2;2. aproximações tais quais u ≪ 1, 1/ (1− u) ≈ 1 + u e, portanto, ln (1 + u) ≈ u sãoválidas.Este breve exemplo permite ilustrar omo é feita a determinação numéria dos fatoresde forma utilizando a equação (3.3). A seguir, a quadratura de Gauss é apliada a estarelação.3.1.3 Quadratura de Gauss Apliada à Integral no ContornoA quadratura de Gauss é uma ténia padrão de quadratura, omo o método deSimpson ou o método trapeizoidal, e é frequentemente utilizada omo ferramenta deintegração numéria quando um fen�meno físio é modelado através do método doselementos �nitos. Assim, por meio da apliação desta ténia à aproximação numériadada pela equação (3.3), obtém-se a quadratura de Gauss da Integral do Contorno quede�ne os fatores de forma (CHECCHI; STRAGAPEDE; GROSSETIE, 1991):
Fij =

1

2πAi

ni
∑

eli=1

Npg
∑

pi=1

WpiJeli

nj
∑

elj=1

Npg
∑

pj=1

WpjJelj ln
[

rpipj(zpi, zpj )
]

~si.~sj (3.5)em que ni e nj representam as respetivas quantidades de segmentos (ou elementos delinha) em que os ontornos das superfíies i e j foram divididos e Npg de�ne o númerode pontos de Gauss utilizados. Os pesos da integração são refereniados através de Wpie Wpj e os Jaobianos das transformações de oordenadas, alulados nos elementos de



46linha eli e elj, respetivamente por Jeli e Jelj . Como nesta apliação da quadratura deGauss utiliza-se um mapeamento linear das oordenadas loais para as do domínio físio,os valores de Jaobiano valem metade do omprimento do segmento de linha. A distânia,
rpipj , é agora alulada entre os pontos de Gauss zpi e zpj e o produto esalar entre osversores ~si e ~sj é resultado das orientações de parametrização dos ontornos Ci e Cj (deaordo o Teorema de Stokes, os ontornos de integração devem ser perorridos no sentidoanti-horário. Em um on�namento, obviamente, os elementos de linha têm orientaçãodireionada para o interior do mesmo, uma vez que é aí onde oorrem as troas de alor).Tendo apresentado a quadratura de Gauss que aproxima a integral dos fatoresde forma, é possível partir para a formulação em elementos �nitos do problema datransferênia de alor no interior de on�namentos.3.2 Método dos Elementos Finitos apliado à Troa deCalor Radiante em Con�namentosO método dos elementos �nitos é uma ferramenta bastante e�az para o tratamentodo fen�meno de transferênia de alor no interior de avidades e largamente utilizadana omunidade ientí�a para estes �ns (OSNES, 1983; BENIM, 1988; KEAVEY, 1988;BORNSIDE et al., 1990; HECKBERT; WINGET, 1991; ZOLTI, 1991; KUPPURAO; DERBY, 1993;KISSELEV; ROBERTI; PERONA, 1994; DAURELLE; OCCELLI; JAEGER, 1999; GOULD, 2000;BERGHEAU; POTIER, 2001; AN et al., 2005; HOGAN; GARTLING, 2008; WIDMER, 2010;REDDY; GARTLING, 2010). Desta forma, são tratados nesta seção os prinipais temasrelaionados ao MEF radiativo e ao seu equaionamento matriial. Para um detalhamentono tratamento variaional do fen�meno, onsultar o Apêndie A.3.2.1 Construção da Matriz de Fatores de FormaAntes de se prosseguir para a de�nição matriial das medidas de interesse no trato deum on�namento sujeito à troa de alor radiativa, o leitor deve estar atento ao fato deque os fatores de forma, tal qual apresentados na seção 3.1.3, são de�nidos em pontos deGauss. Estes, por sua vez, estão loalizados sobre ontornos (no aso deste mestrado,em segmentos de linha) que desrevem o domínio de integração, omo mostra a Figura 3.3.Já os valores de radiosidade, temperatura e �uxo de alor que são utilizados e determinadosneste texto estão distribuídos uniformemente sobre a área de um elemento �nito (noaso deste trabalho, elementos �nitos retangulares).Para se obter uma matriz omo a dada por (2.64), que relaiona os valores de fatores
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Figura 3.3: Distribuição de pontos de Gauss sobre a malha de elementos �nitos para oálulo dos fatores de forma em um on�namento.de forma alulados nos diversos elementos �nitos retangulares que ompõem a malha doon�namento, faz-se neessária uma aglomeração dos valores obtidos nos pontos de Gaussem torno destes elementos. A Figura 3.3 demonstra esta situação para o uso de 2 pontosde Gauss por ontorno: para o álulo do fator de forma entre os elementos �nitos 1 e8, F18, é neessário que sejam somadas todas as ontribuições individuais dos fatores deforma alulados entres os pontos de Gauss de 1 a 8 e os pontos de Gauss de 57 a 64, deforma a se ter:
F18 =

(

F18
1,57 + F18

1,58 + ...+ F18
1,64
)

+
(

F18
2,57 + F18

2,58 + ...+ F18
2,64
)

+ ... +

+
(

F18
8,57 + F18

8,58 + ...+ F18
8,64
)Esta mesma estratégia deve ser adotada no aso da utilização de qualquer outro tipode elemento �nito que possa vir a ompor a malha que representa o on�namento, bemomo no aso da utilização de mais pontos de Gauss.3.2.2 Formulação Matriial para Cálulo das RadiosidadesA formulação matriial para a determinação das radiosidades que é utilizada nestetrabalho é bastante similar ao método das radiosidades desrito em (COHEN; GREENBERG,1985; GREENBERG; COHEN; TORRANCE, 1986). A diferença reside basiamente nainlusão das ondições de ontorno de �uxo de alor presrito, de forma que as radiosidades



48são aluladas seguindo a mesma lógia utilizada na Seção 2.1.4.5. Assim, o sistema deequações lineares dado pela equação (2.80) é matriialmente de�nido omo:
KRJ = E (3.6)em que KR é a matriz de rigidez (HECKBERT; WINGET, 1991; HOGAN; GARTLING, 2008),

J o vetor de radiosidades e E o vetor de emissões.A onstrução da matriz de rigidez e do vetor de emissões segue o mesmo padrãoutilizado nas de�nições analítias das equações de (2.81) a (2.84). Assim, se a temperaturafor presrita, vale:
{

KRij
= δij − (1− εi)Fij

Ei = εiσTi
4

(3.7)(3.8)e se o �uxo de alor for presrito, vale:
{

KRij
= δij − Fij

Ei = qi

(3.9)(3.10)É importante relembrar que os valores Fij são retirados de uma matriz de fatores de formaorganizada omo (2.64) e o Delta de Kroneker δij é o mesmo utilizado na seção 2.1.4.5.A determinação das radiosidades a partir da (3.6) permite alular as irradiaçõesatravés da seguinte equação: G = FJ (3.11)3.2.3 Formulação Matriial para Cálulo das Temperaturas eFluxos de CalorO equaionamento disreto do problema de radiação no interior de uma avidade ébaseado na equação (2.76) (forma indiial) e pode ser expresso na forma matriial por(REDDY; GARTLING, 2010):
[I− F (I− diag (ε))]q = (I− F) diag (ε) σT (3.12)em que I é uma matriz identidade, F é a matriz dos fatores de forma dada tal qual em(2.64), diag (ε) é uma matriz diagonal formada pelas emissividades das superfíies, q é o



49vetor que ontém os �uxos de alor e o vetor de temperaturas T é dado por:T =
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(3.13)
A equação (3.12) pode ser rearranjada de forma a torná-la mais próxima do formatolássio utilizado em elementos �nitos, que é:KT = q (3.14)Assim, faz-se:

{(I− F) [I− (I− diag (ε))F]−1 diag (ε)σ}T = q (3.15)em que a matriz de rigidez pode ser esrita omo:K = (I− F) [I− (I− diag (ε))F]−1 diag (ε) σ (3.16)Fia laro, a partir do equaionamento (3.15), que o fen�meno que se pretende modelarforma um sistema de equações simultâneas lineares para a determinação das temperaturase dos �uxos de alor na superfíie das estruturas analisadas. Mas qual a abordagem a seresolhida para a solução deste sistema de equações? Esta pergunta pode até ter muitasrespostas, porém, para este trabalho, a seleção adequada da metodologia de solução éde extrema importânia, pois afeta diretamente na formulação da função objetivo deminimização da temperatura e o álulo dos seus gradientes, omo será visto em 4.4.2.O método esolhido omeça pela rotulação das variáveis onheidas, omo feito abaixo:
{

θ : conjunto de elementos com temperaturas conhecidas

h : conjunto de elementos com fluxos de calor conhecidos

(3.17)Em outra palavras, os elementos �nitos que são refereniados por θ possuem todos�uxos de alor desonheidos e os que são refereniados por h possuem temperaturasdesonheidas. A aloação orreta destes onjuntos na matriz de rigidez e no vetor de�uxos de alor permite o álulo das temperaturas desonheidas. Para tanto, faz-se:T(h) = {K(h, h)−1[q(h)−K(h, θ)T(θ)]} (3.18)em que o vetor de temperaturas desonheidas T(h), alulado sobre um onjunto de



50elementos om �uxos de alor desonheidos de dimensão Nh, é dado omo:T(h) =
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(3.19)Somente a partir da obtenção das temperaturas desonheidas T(h) é que os �uxos dealor desonheidos podem ser alulados. Assim, faz-se:q(θ) = K(θ, :)T (3.20)em que o símbolo de dois pontos signi�a que todas as olunas da matriz de rigidezsão utilizadas. Para uma veri�ação preliminar dos resultados de �uxo de alor obtidosatravés da equação (3.20), sugere-se seguir o mesmo método adotado no quarto passoapresentado na seção 2.1.4.5, que onsiste em averiguar se a somatória dos valores dastaxas de transferênia de alor de todos os elementos �nitos utilizados para desrever oon�namento se aproxima de zero.Dois Benhmarks om a �nalidade de aferição da implementação do método doselementos �nitos estão disponíveis no Apêndie B.2, inluindo a solução numéria doon�namento tridimensional apresentado em 2.1.4.6.Tendo-se disutido todo o ferramental analítio e numério neessário para análise doproblema proposto neste trabalho, é possível agora onentrar-se na disussão da apliaçãodo método da otimização topológia para o aso da transferênia de alor por radiaçãono interior de on�namentos.
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4 Otimização Topológia Apliada àTransferênia de Calor Radiante
4.1 IntroduçãoO oneito de otimização está presente em diversas áreas do onheimento, omopor exemplo, na Eonomia, Mediina, Biologia, Físia, Químia e prinipalmente nasEngenharias. Um proesso de otimização onsiste na busa sistemátia (através dealgoritmo numério) e raionalizada (onsistente om as teorias da área apliada) de umasolução otimizada, dentro de um espaço de soluções possíveis, de modo a alançar um oumais objetivos e atender restrições de um problema qualquer.

PSfrag replaements Força apliadaForça apliadaForça apliada(a)(b)()Figura 4.1: Exemplo lássio de 3 ategorias de otimização estrutural: (a) otimizaçãoparamétria (b) otimização de forma () otimização topológia (AMIGO, 2013).Quando se fala de otimização apliada aos diferentes ampos dentro da Engenharia,três tipos básios de abordagem são possíveis a �m de se obter um resultado otimizado:as otimizações paramétria, de forma e a topológia, omo mostra a Figura 4.1, paraum exemplo lássio de otimização estrutural frequentemente enontrado na literatura(AMIGO, 2013).Na otimização paramétria, assume-se uma forma pré-de�nida para a estrutura etomam-se omo variáveis de projeto um ou mais parâmetros da estrutura (HAFTKA;GURDAL, 1992). A Figura 4.2 ilustra este tipo de otimização para uma superfíieestendida (aleta), em que a área da seção transversal e o omprimento de ada ilindro



52são onsiderados omo variáveis de projeto. Neste aso oneitual, o problema deotimização onsiste na determinação dos valores otimizados da área da seção transversale do omprimento de ada barra que maximizam a transferênia de alor por radiação apartir de uma restrição de volume total da estrutura.
PSfrag replaements(a) Estrutura iniial. (b) Estrutura otimizada.Figura 4.2: Otimização paramétria da área da seção transversal de dissipadores dealor.Em uma rápida análise das bibliogra�as relaionadas om apliação da otimizaçãoparamétria a estruturas que troam alor por radiação, diversas referênias sãoenontradas. Para uma fonte mais ria no detalhamento de otimizações paramétriasapliadas aos mais diferentes formatos de superfíies estendidas, onsultar (KRAUS; AZIZ;WELTY, 2002). No que tange ao projeto de avidades, o trabalho de Wiekert (2005)apresenta resultados de e�iênia térmia de um reator solar omo função da variação dosparâmetros geométrios e físios das avidades que o onstituem. Já o artigo publiadopor Shuai, Xia e Tan (2008) apresenta resultados da e�iênia radiativa de seis modeloslássios de avidades reeptoras de energia solar, através da variação de parâmetros omoa distânia foal.Na otimização de forma, apliada prinipalmente em superfíies ontínuas, osontornos externos da estrutura são parametrizados por urvas ( splines, por exemplo),em que os parâmetros dessas urvas representam as variáveis de projeto na otimização(HAFTKA; GRANDHI, 1986; HAFTKA; GURDAL, 1992). Esta ténia é mais genéria quea otimização paramétria, uma vez que a forma externa da estrutura é alterada. AFigura 4.3 apresenta um exemplo de otimização de forma apliada a tubos miroaletadosutilizados para intensi�ação da troa de alor no interior de aldeiras (BERGLES, 2002).Para a veri�ação da apliação desta ferramenta em aletas que ompõem um radiadorembarado em veíulos espaiais, onsultar (HULL et al., 2006).A literatura também apresenta estudos da apliação da otimização de forma namodi�ação dos ontornos de avidades submetidas à transferênia de alor radiante.Dentre os trabalhos existentes na área, o realizado por Farahmand, Payan e Sarvari(2012) demonstra resultados interessantes na otimização dos pontos de ontrole deurvas B-Spline, através do uso de algoritmo genétio, para o projeto de avidades
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PSfrag replaements (a) Estrutura iniial. (b) Estrutura otimizada.Figura 4.3: Otimização de forma da superfíie interna de uma aldeira om o objetivode aumentar a troa de alor onvetiva (BERGLES, 2002).bidimensionais, ompostas por superfíies inzas e difusas. O artigo proura desenvolveruma metodologia para a determinação do formato de uma avidade em função dadistribuição de �uxo de alor e temperatura previamente determinadas. Seguindo amesma linha, o trabalho de Fakhrabadi e Kowsary (2009) parametriza uma avidadeatravés do uso de NURBS (non uniform rational basis spline) e modela o problemade troa radiante apliando uma ténia de análise em área in�nitesimal, desenvolvidapor Daun e Hollands (2001). O método dos gradientes simpli�ados (SCGM, na siglaem inglês) é então apliado para determinação dos pontos de ontrole das urvas queonstituem uma avidade bidimensional, dado o objetivo de aumentar a emissividadeaparente da estrutura. Mais sobre o tema pode ainda ser enontrado nos trabalhos deRukolaine (2010), Tan, Zhao e Liu (2011), Marston, Daun e Collins (2011).Finalmente, a última abordagem, apresentada na Figura 4.4, onsiste na ténia deotimização topológia, que é de�nida omo um método iterativo baseado na distribuição dematerial em um domínio de projeto �xo, om o objetivo de extremizar uma função ustosujeita às restrições inerentes do problema (BENDSØE; SIGMUND, 2003). Esta téniapode ser apliada tanto em estruturas ontínuas, quanto em disretas (BENDSØE, 1995;BENDSØE; SIGMUND, 2003). Em estruturas disretas, formadas por treliças ou barras,busa-se a melhor distribuição espaial destes omponentes ou uma melhor onetividadeentre eles. Em estruturas ontínuas, busa-se a melhor distribuição de material a partirde variáveis de projeto que indiam a existênia ou não de material em regiões do domínio(BENDSØE, 1995; BENDSØE; SIGMUND, 2003). Assim, em estruturas sólidas, a otimizaçãotopológia permite determinar araterístias omo número, loalização e formato deburaos ou a onetividade do domínio de projeto (BENDSØE; SIGMUND, 2003).Na otimização topológia, a proura pela distribuição ótima de material é realizadaatravés de um algoritmo omputaional que ombina um método de otimização (parasolução do problema de otimização, omposto de uma função objetivo e suas restrições)om um método numério, omo o método dos elementos �nitos, utilizado para amodelagem físia do problema (BENDSØE; SIGMUND, 2003). A partir de um domíniode projeto disretizado em elementos �nitos (subdomínios), assoia-se a ada elementoum valor de densidade, de modo que a distribuição de material no interior do domínio deprojeto possa ser representada pelo onjunto das densidades formado por ada elemento.



54Como exemplo de apliação desta ténia de otimização, a Figura 4.4a apresenta a situaçãode uma plaa submetida a geração uniforme de alor no seu entro, om temperatura
T = 0 ◦C presrita em toda fronteira do domínio, omo pode ser visto em (GAO et al.,2008). Neste problema, o objetivo é determinar a geometria da estrutura que maximiza adissipação de alor onsiderando um volume máximo de material. A topologia otimizadada estrutura é apresentada na Figura 4.4b, em que a região esura representa materialondutor e a região lara india ausênia de material.
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(a) Plaa om geraçãode alor uniformementedistribuída. (b) Topologia otimizada.Figura 4.4: Otimização topológia apliada ao projeto de um dissipador de alor nointerior de uma estrutura uniformemente aqueida (GAO et al., 2008).Dentre as abordagens de otimização itadas, a ténia de otimização topológia é amais genéria, uma vez que ela não requer uma estrutura iniial ou mesmo parâmetrosda geometria para forneer uma topologia otimizada (BENDSØE, 1989). Por apresentartamanha robustez e on�abilidade, aredita-se que esta ferramenta deva ser maisaprofundadamente explorada para o projeto do interior de on�namentos sujeitos à troaradiante, uma vez que tão pouos trabalhos tratam do assunto.4.2 Revisão Bibliográ�a da Otimização deCon�namentos sujeitos à RadiaçãoA bibliogra�a referente à apliação da OT em problemas de transferênia de alor porradiação no interior de on�namentos é esassa, de modo que a seguir é feita uma revisãode trabalhos que de alguma forma estão relaionados a este tema.4.2.1 Otimização TopológiaA otimização topológia onsiste num método que permite projetar estruturasde aordo om um determinado ritério (leia-se: função objetivo e suas restrições),omo, por exemplo, maximização da irradiação. Esta ténia foi iniialmente proposta



55om a publiação do artigo Generating optimal topologies in strutural design using ahomogenization method, de Bendsøe e Kikuhi (1988), em que os autores apresentamum método baseado na parametrização das propriedades miroestruturais do material,onheido por método da homogeneização. O desenvolvimento desta ténia foi inspiradoprinipalmente no trabalho de (CHENG; OLHOFF, 1981), quando os primeiros estudos sobremodelos de materiais baseados em miroestrutura omeçaram a ser realizados.A utilização do oneito de miroestrutura representa, no problema de otimizaçãotopológia, uma maneira de relaxação do funional (variação da função) que india se háou não presença de material no interior de um elemento �nito (KOHN; STRANG, 1986a,1986b, 1986). Com os trabalhos de Bendsøe (1989) e Rozvany, Zhou e Birker (1992),uma maneira alternativa ao método da homogeneização é apresentada para se realizara relaxação do variaional por meio de um modelo de material baseado na distribuiçãode densidades. Este modelo, juntamente om os trabalhos de Suzuki e Kikuhi (1991)e Olho�, Bendsøe e Rasmussen (1991), favoreeu a difusão do método da otimizaçãotopológia e motivou a realização de diversos trabalhos aadêmios que ontribuírampara a onsolidação do MOT omo uma e�iente ténia de otimização estrutural.Amplamente empregado para �ns estruturais, omo no lássio problema demaximização da rigidez (BENDSØE; KIKUCHI, 1988; BENDSØE, 1995; SIGMUND, 2001),o MOT também pode ser apliado para a resolução de problemas térmios. Um dosprimeiros estudos voltado a araterístias exlusivamente térmias de uma dada estruturaé o publiado por Bendsøe e Sigmund (2003). Neste estudo, o MOT é empregado paramaximizar a dissipação de energia térmia gerada de maneira uniforme e sem dependêniaestrutural, sobre uma plaa quadrada, em que suas laterais estão em ondição adiabátia,exeto em um pequeno treho (ver Figura 4.5). Como resultado para este problema,tem-se uma estrutura om aspeto semelhante à raiz de uma planta (tree like), resultadoeste omumente utilizado omo benhmark em trabalhos relaionados a problemas dedissipação térmia.Ainda no que tange a apliação do MOT a problemas térmios, Bruns (2007) explorouesta ferramenta para o projeto de miro-aletas de refrigeração sujeitas à troa de alor nãolinear, om o objetivo de diminuição da temperatura de base destas superfíies estendidas.Este trabalho, de maneira indireta e simpli�ada, aborda o fen�meno da radiação,linearizado através de um oe�iente de transferênia de alor similar ao utilizado pela leide resfriamento de Newton (INCROPERA et al., 2007). Para um domínio de projeto quepossui ondutividade térmia k, oe�iente de onveção h, geração de alor uniforme naparte inferior e temperatura ambiente do �uido de 0o, Bruns (2007) obteve um resultadosimilar ao formato de árvore apresentado na Figura 4.5, quando sujeito a uma restrição
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Figura 4.5: Exemplo de apliação do MOT em um problema de dissipação térmia(BENDSØE; SIGMUND, 2003).de distribuição de material de 30%. Este resultado é reproduzido na Figura 4.6
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Figura 4.6: Exemplo da apliação do MOT para o projeto de miro-aletas derefrigeração sujeitas à onveção (BRUNS, 2007).Mesmo ontando om um vasto ferramental de busa de artigos aadêmios, o autordeste texto enfrentou séria di�uldade em enontrar fontes que tratassem diretamente daapliação do MOT no projeto de estruturas que troam alor por radiação no interiorde on�namentos. Por outro lado, foram enontradas na literatura vastas disussõesutilizando outros métodos e abordagens para o projeto de on�namentos sujeitos à troaradiante que possibilitam um prévio entendimento do fen�meno que se deseja estudar nestetrabalho. A seguir, algumas destas referênias bibliográ�as são brevemente analisadas.



574.2.2 Problemas Inversos e Métodos HeurístiosO desenvolvimento de uma metodologia mais estruturada e e�iente do que a téniade projeto por tentativa e erro é fato reente na onstrução de avidades submetidas àtroa de alor radiante. Uma visão orriqueiramente presente na literatura é dada sob aótia dos problemas inversos e inúmeros são os artigos publiados na área (HOWELL;EZEKOYE; MORALES, 2000; FRANÇA; EZEKOYE; HOWELL, 2001; ERTURK; EZEKOYE;HOWELL, 2002; DAUN; HOWELL; MORTON, 2003a; SARVARI; HOWELL; MANSOURI, 2003;SARVARI; MANSOURI; HOWELL, 2003a, 2003b; LEDUC; MONCHOUX; THELLIER, 2004;SARVARI, 2005; POURSHAGHAGHY et al., 2006; MOSSI et al., 2008; PAYAN; SARVARI; AJAM,2009; SCHNEIDER et al., 2009; BAYAT; MEHRABAN; SARVARI, 2010; HOFFMANN et al.,2010; CHOPADE et al., 2011b; AMIRI; MANSOURI; COELHO, 2013), mas uma disussãoaprofundada desta metodologia e dos trabalhos que a utilizam foge ao esopo destadissertação. Contudo, um breve estudo de (FEDOROV; LEE; VISKANTA, 1998; HOWELL etal., 2003; DAUN; HOWELL, 2005; DAUN et al., 2006) permite identi�ar de�nições úteis parauma análise prévia do problema de OT, dadas prinipalmente através da apresentação demodelos de funções objetivo e do álulo de suas sensibilidades.Métodos heurístios também são frequentemente utilizados no projeto de avidadessujeitas à troa de alor radiante. Quando as variáveis de projeto envolvidas naonstrução destas estruturas são disretas, omo, por exemplo, melhor loalização, númeroideal e potênia dos aqueedores, ou mesmo quando se deseja estudar o efeito térmio(distribuição de �uxo e de temperatura) do posiionamento destes aqueedores dentrode avidades ompostas por superfíies difusas ou espeulares, artigos omo (PORTER etal., 2006; SAFAVINEJAD et al., 2009; AMIRI et al., 2011; CASSOL et al., 2011; CHOPADE etal., 2011b, 2011a, 2012a, 2012b) podem representar uma boa fonte de onsulta. Aindanesta linha de projeto, resultados omparativos para o uso dos métodos meta-heurístiosreozimento simulado (simulated annealing), algoritmo genétio e busa tabu na de�niçãodas propriedades de aqueedores para obtenção de per�l de temperatura espeí�o em umasuperfíie de projeto são disutidos em (TAJOURI; El Hitti; NEMER, 2011). Por �m, omovisto em 4.1, estes métodos também permitem a modi�ação da geometria de avidades(SARVARI, 2007; FARAHMAND; PAYAN; SARVARI, 2012) e de aletas de radiadores de alor(HULL et al., 2006).Cabe ressaltar, ontudo, que apesar da aparente e�iênia dos métodos heurístiosno tratamento de variáveis disretas, métodos que não envolvam o álulo de gradientesnão são reomendados na otimização topológia (SIGMUND, 2011). A despeito do queé propagandeado, a utilização destes métodos na OT não implia na obtenção de umprojeto globalmente ótimo. Além disso, há uma limitação no número de elementos



58�nitos envolvida na apliação destes métodos, o que pode gerar uma modelagem físiamais pobre do problema analisado. Isto porque om um número alto de elementos, aspermutações neessárias para a apliação deste tipo de método podem reair em umregime astron�mio. É err�neo, ainda, areditar que o uso de gradientes torna o problemamais difíil de ser implementado e não permite gerar projetos om formatos disretos(SIGMUND, 2011).Os artigos disutidos nesta seção, tanto os vinulados a problemas inversos, quanto amétodos heurístios, in�ueniaram o presente trabalho prinipalmente na maneira omo oproblema de otimização é proposto. Ou seja, estes artigos ajudaram o autor na formulaçãode funções objetivo que enontrassem o mínimo de respaldo na literatura espeializadano assunto (para um tratamento pormenorizado da de�nição destas funções, onsultarseção 4.4). A seguir, é feita uma revisão bibliográ�a sobre a ténia de otimização maispróxima da proposta por esta dissertação: o método dos gradientes.4.2.3 Método dos GradientesOs requisitos térmios para o projeto de avidades sujeitas à transferênia de alorpor radiação dependem de uma seleção apropriada da geometria da avidade, daspropriedades radiantes dos materiais utilizados e do meio partiipante. Fatores disretos,omo loalização e potênia dos painéis aqueedores também preisam ser levados emonsideração (CHOPADE et al., 2011a), omo previamente mostrado em 4.2.2.A metodologia de projeto por tentativa e erro é um proedimento iterativo nãoontrolável, mas que pode ser visivelmente melhorado através de uma rotina de otimização,omo é feito na otimização topológia. Assim, o número de iterações neessárias para oproesso de projeto é fortemente reduzido (e onsequentemente o tempo de projeto):primeiro, pelo álulo das sensibilidades do sistema em relação a ada variável de projeto,e depois pela utilização destas informações para se fazer mudanças sistemátias naon�guração do on�namento a ada iteração (DAUN; HOWELL; MORTON, 2003b).Nesta linha de pesquisa, o artigo (TORTORELLI; HABER; LU, 1989) utilizamultipliadores de Lagrange e a teoria da onvolução para formular sensibilidades para umfunional que arateriza o desempenho de sistemas térmios transientes e não lineares,modelagem esta que ontempla �uxos de alor originários de troa radiante.Ainda sob o ponto de vista teório, a tese (DAUN, 2003) e o artigo (DAUN; HOWELL;MORTON, 2003a) apresentam uma ampla e ria disussão do método dos gradientesapliado à troa de alor radiante em avidades. A modelagem do fen�meno, aestruturação do problema de otimização e suas sensibilidades (até segunda ordem),



59além de exemplos de apliação podem ser enontrados nestes trabalhos. Mais asosda utilização desta ténia são apresentados em (HOWELL et al., 2003) e em (DAUN;HOWELL; MORTON, 2003b). Neste último artigo, é disutida uma metodologia para oprojeto de avidades bidimensionais, representadas de forma paramétria por B-Splines,ujas paredes são difusas e a modelagem do fen�meno é feita através de uma análisede área in�nitesimal, ténia frequentemente utilizada em trabalhos similares (DAUN;HOLLANDS, 2001). Há ainda uma omparação de usto omputaional e e�iênia entrealgoritmos de programação não linear, omo o desida íngreme, método de Newton e ométodo de quasi-Newton. Em (DAUN; HOWELL; MORTON, 2004), os autores sugerem umametodologia de projeto para aqueedores que são onstruídos para gerar alor uniforme,através do álulo das sensibilidades de temperatura transiente.Uma disussão de interesse para o presente trabalho, e que pode ser enontradaem (DAUN; HOWELL; MORTON, 2003a), trata da omparação entre métodos inversos ede otimização. A solução do problema de otimização de avidades sujeitas à radiaçãoutilizando níveis de regularização das equações mal postas que podem desrevê-lo fazparte de uma abordagem de projeto tipiamente inversa (HOWELL; EZEKOYE; MORALES,2000), e se enontra brevemente disutida na seção 4.2.2. Entretanto, uma desvantagemsigni�ativa deste método reside na di�uldade em se impor restrições de projeto e, poreste motivo, soluções de regularização frequentemente inluem regiões de �uxo de alornegativo sobre os aqueedores. Esta ondição não orresponde a uma realidade prátiano projeto de fornos e por isso estas regiões são forçadas a ser adiabátias, prejudiandoa qualidade da solução (DAUN; HOWELL; MORTON, 2004). Neste sentido, métodos deotimização omo a OT estão naturalmente aptos a aomodar restrições de projeto, o querepresenta uma vantagem visível, pois onseguem fazer om que os �uxos de alor sobreas superfíies dos aqueedores �quem entre uma faixa de operação espeí�a.Outra apliabilidade frequentemente enontrada na literatura para a utilização dométodo dos gradientes no projeto de avidades submetidas à troa radiante onerneà ura de pinturas em fornos. Em (MEHDIPOUR et al., 2010), o referido método éutilizado para projetar painéis aqueedores para a ura de pintura da representaçãobidimensional de uma arroeria de automóvel que se desloa dentro de um forno,submetido a temperaturas que variam om o tempo. Nesta linha de pesquisa, maisexemplos e disussões relativas à ura de pintura em fornos podem ser enontradosem (MEHDIPOUR; AGHANAJAFI, 2010; ASHRAFIZADEH; MEHDIPOUR; AGHANAJAFI, 2012;MEHDIPOUR; AGHANAJAFI; ASHRAFIZADEH, 2012; MEHDIPOUR et al., 2012).Por �m, um dos objetivos de projeto pretendido neste trabalho de mestrado, queonsiste na distribuição de material re�etor de radiação om o objetivo de minimização



60da temperatura em uma determinada região do interior de um on�namento, é tratadona literatura através do método dos gradientes onjugados (LIU; TAN; YU, 1999, 2001).Nestes artigos, a partir de uma abordagem tipiamente paramétria de otimização,as emissividades nas paredes de um on�namento são determinadas através de umaanálise inversa do problema de radiação om o objetivo de determinação de um per�lde temperatura sobre o domínio de projeto.Uma breve revisão bibliográ�a abordando o tema prinipal deste texto foiapresentada nesta seção. Muito do que foi disutido teve o intuito de ambientar o leitorem relação às diversas nuanes de pesquisa dentro da área de otimização de estruturassujeitas à troa de alor por radiação em on�namentos. A partir da próxima seção, ofoo será integral em trabalhar os oneitos e minúias da OT apliada a este tema.4.3 Coneitos TeóriosNa seção 4.1 foi introduzida a de�nição de otimização topológia. Esta ténia deotimização é sedimentada em dois oneitos teórios prinipais: o domínio �xo estendidoe o modelo de material. A seguir, estes fundamentos são disutidos em detalhes.4.3.1 Domínio Fixo EstendidoO domínio �xo estendido (DFE) é a região do espaço, limitada pelos pontos de apoioe ondições de ontorno, onde a estrutura otimizada será formada. Durante o proessode otimização, o MOT irá remover e adiionar materiais no interior do DFE até que adistribuição otimizada de materiais seja enontrada, de�nindo portanto, a geometria daestrutura.Na implementação numéria deste trabalho, o domínio �xo estendido é disretizadoem elementos �nitos e este modelo permanee onstante durante o proesso de otimização,sendo alterada apenas a distribuição de material em ada elemento. Esta araterístiafaz om que as derivadas de uma função objetivo G possam failmente ser aluladasatravés da expressão:
∂

∂γn

∫

Ω

GdΩ =

∫

Ω

∂G

∂γn
dΩ (4.1)em que γn representa a variável de projeto de�nida após a disretização do DFE e G éuma função derivável.



614.3.2 Modelo de materialAs propriedades efetivas para materiais isótropos, através de relaxação, podem serexpressas da seguinte maneira:
C (x) = χ(x)C0 (4.2)em que C0 é a propriedade básia do material a ser distribuído (por exemplo, are�etividade) e χ(x) é a função disreta que arateriza, em ada ponto x do domíniode projeto, a estrutura a ser otimizada. Matematiamente, a função χ(x) pode ser esritada seguinte forma :

χ(x) =

{

1, se x ∈ Ωd

0, se x ∈ Ω\Ωd

(4.3)sendo Ωd a região onde há presença de material, inserida num domínio Ω, onformeilustrado na Figura 4.7.
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Figura 4.7: Domínio de projeto do MOT.Porém, ao se trabalhar om a função disreta χ(x) o problema de otimização nãoapresenta solução únia (máximo ou mínimo global), uma vez que esta se torna dependenteda disretização do domínio de projeto Ω. Desta forma, a função disreta é substituídapor uma função ontínua, que faz a relaxação do problema de distribuição de material epermite valores intermediários entre 0 e 1 para representar as propriedades do materialno domínio de projeto. A prinípio, propriedades om valores intermediários não teriamum signi�ado físio, sendo apenas deorrentes do reurso matemátio para relaxação doproblema.O modelo de material é um reurso matemátio que permite relaxar o problema dadistribuição de material no interior do domínio de projeto, de modo que seja possíveltrabalhar om um problema disreto de maneira ontínua (BENDSØE; KIKUCHI, 1988). Emoutras palavras, ao invés de se trabalhar om variáveis de projeto que possuam valoresdisretos (0 e 1), a relaxação permite trabalhar om valores intermediários destas variáveis.Assim, a partir desses valores intermediários, obtêm-se as propriedades efetivas entre osmateriais, que podem ser, por exemplo, ar (ausênia de material) ou sólido (presença dematerial).



62Existem diversos modelos de materiais disponíveis na literatura que podem serimplementados no MOT: modelos baseados em miroestruturas, omo por exemplomateriais laminados rank-1 e rank-2 (HASSANI; HINTON, 1999), e modelos arti�iaisbaseados em densidades, omo por exemplo o SIMP (solid isotropi material withpenalization) (BENDSØE; SIGMUND, 2003). O método das densidades é um modelo dematerial que onsiste numa equação que de�ne as propriedades efetivas do material apartir de valores de densidades (variáveis de projeto) em ada ponto do domínio e daspropriedades do material base. Esta equação é dada por:
C (x) = γ(x)C0 (4.4)em que γ(x)1 pode ser interpretada omo uma função de distribuição ontínua dedensidades, om 0≤ γ(x)≤ 1 e x ∈ Ω. Com isso, a densidade do material pode variarde um valor próximo de 0 (para evitar problemas numérios), que india ausênia dematerial, até o valor 1, que india total presença de material e que, portanto, assume aspropriedades do material base.A relaxação do problema através da oorrênia de valores intermediários para avariável de projeto γ(x) pode resultar em soluções om regiões formadas por materiaisom propriedades intermediárias. Como itado anteriormente, valores intermediáriospara a variável de projeto e, por onseguinte, para as propriedades físias do material,não apresentam a priori um signi�ado físio, sendo apenas onsequênia da formulaçãomatemátia. O exesso de valores intermediários para γ(x) pode di�ultar a interpretaçãodos resultados e inviabilizar o proesso de fabriação da estrutura otimizada.Para minimizar o exesso de valores intermediários de γ(x), problema onheido omoesala de inza, tais valores são penalizados da seguinte maneira (BENDSØE; KIKUCHI,1988; MLEJNEK, 1992; BENDSØE; SIGMUND, 2003):
C (x) = γ(x)pC0 (4.5)em que p é o fator de penalização das densidades intermediárias. É importante notar quevalores relativamente altos para o penalizador p podem aproximar o problema ontínuodo problema disreto, retornando ao aso de uniidade de solução devido à aproximaçãoda natureza disreta da variável de projeto.No presente trabalho, o SIMP que será utilizado é uma simples extensão do modelointroduzido pela equação (4.5). Esta extensão é apresentada em (CARBONARI; SILVA;NISHIWAKI, 2007) para três tipos de materiais, mas aqui será simpli�ada para apenas1As densidades, ou variáveis de projeto, são refereniadas por γ, ao invés da lássia notação ρ, paraevitar qualquer assoiação oneitual om a propriedade radiante re�etividade.



63dois tipos, omo mostrado abaixo:
ρi = γi

pρm + (1− γi
p) ρ0 (4.6)Conforme este modelo, representado no grá�o da Figura 4.8, a propriedade de interessenão é interpolada entre presença ou não presença de material, mas sim entre presença dematerial (propriedade re�etividade iniial ρ0 do elemento), aso γi seja zero, e presençade material que se deseja distribuir (material om nova re�etividade ρm), aso γi sejaunitário. É possível pereber através da equação (4.6) que o penalizador p age, de aordoom o valor de γi, no sentido de aproximar a propriedade re�etividade ρi de ρm ou de ρ0,de forma a evitarem-se valores intermediários que não são de interesse para o problema deotimização topológia da transferênia de alor por radiação em on�namentos abordadoneste trabalho.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

γ
i

ρ i

 

 

p=1
p=2
p=4
p=10

PSfrag replaementsFigura 4.8: Grá�os da função dada em (4.6), que de�ne o modelo de material, paradiferentes valores de penalização. O valor de ρ0 = 0, 5 e de ρm = 0, 8.Um outro modelo de material, om a �nalidade de distribuição de aqueedores (regiõesom �uxo de alor presrito) no interior de on�namentos, é explorado nesta dissertação.Também baseado no modelo lássio do SIMP (BENDSØE; KIKUCHI, 1988; MLEJNEK,1992; BENDSØE; SIGMUND, 2003) e nas equações de (3.6) a (3.10), a ideia entral para odesenvolvimento deste modelo é entender que, da forma omo a troa de alor radianteno interior de on�namentos é modelada neste trabalho, os elementos �nitos ou possuemtemperatura presrita ou �uxo de alor presrito. Desta forma, as variáveis de projetopassam a ser ponderadoras das ondições de ontorno. Assim, para o sistema deequações lineares dado por (3.6), os elementos da matriz de rigidezKR podem ser esritos



64omo:
KRij

= δij − (1− εi)
1−γp

i Fij (4.7)em que
{

γi = 0 → Kij = δij − (1− εi)Fij (temperatura prescrita)

γi = 1 → Kij = δij − Fij (aquecedor)

(4.8)(4.9)Da mesma forma, os elementos do vetor de emissões E podem ser ponderados omo:
Ei = (1− γi

p) εiσTi
4 + γi

pqi (4.10)em que
{

γi = 0 → Ei = εiσTi
4 (temperatura prescrita)

γi = 1 → Eij = qi (aquecedor)

(4.11)(4.12)A orreta manipulação das variáveis de projeto utilizadas neste modelo de materialpermite identi�ar se, no �nal do proesso de otimização, o elemento �nito estará sujeito àondição de ontorno de temperatura ou de �uxo de alor, sendo onsiderado neste últimoaso um aqueedor.Os prinipais oneitos teórios que de�nem a otimização topológia foram disutidosnesta seção. É importante o leitor se familiarizar plenamente om as de�nições de domínio�xo estendido e do modelo de material, pois estas ideias são esseniais para o entendimentoda formulação do problema de otimização topológia apresentada a seguir.4.4 Formulação do Problema de Otimização Topológiaapliada à Troa Radiante em Con�namentosO fen�meno de transferênia de alor por radiação em on�namentos foiexaustivamente abordado, de maneira analítia e também numéria nos apítulos 2 e 3.Todo este prelúdio teório terá desfeho nesta seção, em que �nalmente serão apresentadosos tópios de maior interesse para este trabalho de mestrado: a de�nição da funçãoobjetivo e o álulo dos seus gradientes em relação às variáveis de projeto. Juntos, estasde�nições determinam o problema de otimização topológia apliada à troa radiante emon�namentos.4.4.1 Função Objetivo de Extremização da IrradiaçãoUma das formulações do problema de otimização topológia propostas neste trabalhotem interesse em investigar a extremização do �uxo de radiação que hega até uma



65determinada região do interior de um on�namento, dada uma possível restrição novolume de material re�etor a ser distribuído no interior deste on�namento. Essa medida,omo visto em 2.1.1.3, hama-se irradiação e pode ser representada pela equação (2.71),reproduzida abaixo:
Gi =

N
∑

j=1

FijJjOu seja, o �uxo de irradiação que hega até uma determinada superfíie i que ompõeo on�namento analisado é resultado da somatória de todas as radiosidades do sistema,ponderadas pelos respetivos fatores de forma.O estudo da maximização da irradiação é importante no projeto de fornos, em que sedeseja que determinada área tenha máxima inidênia de radiação. Outro segmento quetem interesse neste tipo de abordagem é o do projeto de oletores solares. Desta forma,a função objetivo de maximização da irradiação sobre um determinado domíniopode ser formulada omo:
Maximizar : G

γ

tal que : 0 ≤ γi ≤ 1, i = 1, . . . , N

V (γ) =
N
∑

i=1

γdΩ ≤ Vs

(4.13)
As motivações para se estudar a minimização da irradiação são laramente diferentes.O umbilial de uma plataforma de petróleo, a bateria de um arro ou os dispositivoseletr�nios no interior de um omputador, todas estas diferentes apliações de engenhariatem em omum o fato de que sua e�iênia e/ou durabilidade são prejudiadas pelo altonível de radiação térmia presente no ambiente em que operam. Tomando esta fragilidadeomo motivação de projeto, optou-se também por estudar on�namentos que apresentama neessidade de minimização da irradiação que hega até uma determinada região doseu interior. A abordagem proposta diferenia-se da tradiional ténia de blindagem deradiação (INCROPERA et al., 2007), pois além de obviamente não estar interessada naminimização do �uxo líquido de alor, permite analisar a interação de muitas superfíiestroando alor ao mesmo tempo e permite identi�ar de forma sistemátia o melhor loaldo domínio de projeto para se distribuir material re�etor, o que gera, portanto, soluçõesmais robustas e detalhadas. A formulação da função objetivo de minimização dairradiação é equivalente à dada por (4.13). Assim, tem-se:

Minimizar : G
γ

tal que : 0 ≤ γi ≤ 1, i = 1, . . . , N

V (γ) =
N
∑

i=1

γdΩ ≤ Vs

(4.14)



66Na próxima seção é apresentada uma proposição de função objetivo que prouraentender qual a maneira otimizada de se distribuir material re�etor, de forma quedeterminada região do interior de um on�namento tenha sua temperatura minimizada.4.4.2 Função Objetivo de Minimização da TemperaturaA mesma motivação utilizada para de�nir o problema de minimização da irradiaçãona seção 4.4.1 é aqui retomada para o aso em que se deseja minimizar a temperaturade determinada região de um on�namento sujeito à troa radiante. Esta neessidade setorna lara, quando perebe-se que, na prátia, uma grande gama de proessos industriaistem a temperatura omo prinipal variável de ontrole. Ambientes de manufatura queomportam proessos químios, omo os de ura de pintura, são um exemplo disto. Outraárea que representa uma apliação direta desta linha de projeto é a de onforto térmio,prinipalmente em ambientes onde prevalee a onveção natural.Assim, a segunda função objetivo disutida neste trabalho proura eluidar qual amelhor forma de se minimizar a temperatura em uma região espeí�a do interior deum on�namento através da distribuição de material re�etor. Desta forma, o foo reaino álulo da temperatura sobre o domínio de projeto. A determinação deste grau deliberdade pode ser dada pela equação (3.18), onvenientemente reproduzida abaixo:T(h) = {K−1[q(h)−K(h, θ)T(θ)]}Assim, utilizando-se a mesma abordagem adotada para a de�nição de (4.14), a funçãoobjetivo de minimização da temperatura pode ser esrita omo:
Minimizar : T

γ

tal que : 0 ≤ γi ≤ 1, i = 1, . . . , N

V (γ) =
N
∑

i=1

γdΩ ≤ Vs

(4.15)
A última proposição de função objetivo, apresentada a seguir, proura estabeleer umaabordagem para a distribuição otimizada de aqueedores no interior de um on�namento.Isto é feito om o propósito de maximizar a irradiação que hega a uma região espeí�adeste domínio de projeto.



674.4.3 Função Objetivo de Distribuição de Aqueedores paraMaximização da IrradiaçãoUma trivial demanda no projeto de fornos se preoupa em entender qual o númerootimizado de aqueedores a ser utilizado e onde estes devem estar posiionados de formaa se ter um funionamento mais e�iente deste equipamento. É omum enontrarna literatura resultados que respondem a este questionamento através de métodos deotimização que não utilizam a informação de gradientes (AMIRI et al., 2011). Entretanto,através do modelo de material para distribuição de aqueedores, proposto na seção 4.3.2,o projeto de fornos que tenham por �nalidade a maximização da irradiação em uma regiãodo seu interior passa a também ser possível através da otimização topológia.A função objetivo de distribuição de aqueedores se utiliza do modelo de material queé desrito pelas equações de (4.7) a (4.12) no intuito de maximizar a irradiação que hegaa uma determinada região no interior de um on�namento. Esta função objetivo pode serdada omo:
Distribuir aquecedores paramaximizar G

γ

tal que : 0 ≤ γi ≤ 1, i = 1, . . . , N

V (γ) =
N
∑

i=1

γidΩ ≤ Vs

(4.16)
Foram apresentadas quatro funções objetivo para a apliação da otimização topológiano projeto do interior de on�namentos sujeitos à radiação. Para que essa ténia deotimização esteja su�ientemente abordada neste texto, as sensibilidades destas funçõespreisam ser de�nidas, omo feito a seguir.4.4.4 Gradientes das Funções Objetivo de Extremização daIrradiaçãoOs gradientes, ou sensibilidades, de uma função objetivo desrevem omo esta funçãose omporta em relação às mudanças das variáveis de projeto e são uma importanteinformação a ser forneida ao otimizador MMA (SVANBERG, 1987). Neste sentido, aderivada da função objetivo de maximização da irradiação (4.13) em relação à γi pode serdada omo:

∂G
∂γi

= F ∂J
∂γi

(4.17)já que a otimização modi�a apenas a distribuição de material sobre as superfíies queompõem o interior do on�namento e não sua geometria em si (por isso ∂F
∂γi

= 0). Aderivada das radiosidades utilizadas na equação (4.17) é alulada a partir da equação



68(3.6), isolando-se J : J = KR−1E (4.18)
∂J
∂γi

= KR−1

(

∂E
∂γi

−
∂KR
∂γi

J) (4.19)Desta forma, a partir da equação (4.17), a derivada das irradiações em relação às variáveisde projeto pode ser dada omo:
∂G
∂γi

= F [KR−1

(

∂E
∂γi

−
∂KR
∂γi

J)] (4.20)A maximização da irradiação em uma região espeí�a do domínio de projeto, nestetexto, é tratada basiamente omo a maximização da soma das irradiações nos elementosque desrevem esta área. A partir desta abordagem, de�ne-se um vetor linha fD dedimensão 1×N , om valor 1 nas posições dos elementos que desrevem a região que oprojetista deseja maximizar a irradiação e zero no restante. Assim, através da apliaçãodo método adjunto (CHOI; KIM, 2004), a derivada da soma das irradiações nos elementosde interesse pode ser reesrita omo:
∂G
∂γi

= λR

(

∂E
∂γi

−
∂KR
∂γi

J) (4.21)em que o vetor oluna λR é dado por:
λR = (KRT )−1(fDF)T (4.22)Uma vez que a derivada das emissões em elementos om �uxo de alor presrito énula, omo mostra a equação (3.10), faz-se neessário somente o álulo das sensibilidadesdas emissões nos elementos que possuem temperatura presrita. Assim, da equação (3.8),tem-se:

∂Ei

∂γi
= −

(

pγi
p−1ρm − pγi

p−1ρ0
)

σT (θi) (4.23)Ou seja, o vetor oluna ∂E
∂γi

somente tem derivada na posição i, nas outras posições estaderivada é nula.A derivada da matriz de rigidez deste problema é igualmente nula nos elementos quepossuem �uxo de alor presrito, omo pode-se induzir da equação (3.9). Desta forma, apartir da equação (3.7), a derivada da matriz de rigidez para elementos om temperatura



69presrita é dada por:
∂KR
∂γi

= −
(

pγi
p−1ρm − pγi

p−1ρ0
)
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(4.24)
Desta forma, a matriz ∂KR

∂γi
somente tem derivadas na linha i, nas outras linhas as derivadassão nulas.Os gradientes da função objetivo de minimização da irradiação (4.14) sãoanalogamente alulados. A únia diferença onsiste no sinal dos valores de ∂G

∂γi
, quepara efeitos de utilização do MMA (SVANBERG, 1987) são negativos na maximização dairradiação e positivos na minimização da mesma.4.4.5 Gradientes da Função Objetivo de Minimização daTemperaturaA medida da variação da temperatura em relação às variáveis de projeto no interiorde um on�namento está diretamente relaionada ao aminho perorrido para se deduzirà equação (3.18). Seguindo esta linha de raioínio, o passo anterior à determinação dastemperaturas desonheidas é desrito a seguir:K(h, h)T(h) = q(h)−K(h, θ)T(θ) (4.25)Derivando-se a equação (4.25) em relação à γi, tem-se:

∂K(h, h)

∂γi
T(h) +K(h, h)

∂T(h)

∂γi
= −

∂K(h, θ)

∂γi
T(θ) (4.26)uma vez que as derivadas de ∂q(h)

∂γi
e ∂T(θ)

∂γi
são nulas (q(h) e T(θ) representam ondiçõesde ontorno presritas). Logo, a derivada das temperaturas em relação às variáveis deprojeto pode ser dada omo:

∂T(h)

∂γi
= −K(h, h)−1

(

∂K(h, θ)

∂γi
T(θ) +

∂K(h, h)

∂γi
T(h)

) (4.27)A minimização da temperatura em uma região espeí�a do domínio de projeto, nestetexto, é tratada basiamente omo a minimização da soma das temperaturas nos elementosque desrevem esta área. A partir desta abordagem, de�ne-se um vetor linha fD dedimensão 1×N , om valor 1 nas posições dos elementos que desrevem a região que o



70projetista deseja minimizar a temperatura e zero no restante. Assim, através da apliaçãodo método adjunto (CHOI; KIM, 2004), a derivada da soma das temperaturas nos elementosde interesse pode ser de�nida omo:
∂T(h)

∂γi
= −λT

(

∂K(h, :)

∂γi

{ T(h)T(θ)

}) (4.28)em que λ é dado por:
λ = (K(h, h)T )−1(fD(h))T (4.29)A derivada de ∂T(h)

∂γi
é então dada por:

∂T(h)

∂γi
=

















1
4T (h1)

3

∂T (h1)
∂γi

1
4T (h2)

3

∂T (h2)
∂γi...

1
4T (hNh

)3
∂T (hNh

)

∂γi

















(4.30)
Para a utilização da equação (4.28), falta de�nir a variação da matriz de rigidez emrelação às variáveis de projeto nas posições que orrespondem a �uxo de alor presrito.Isto é feito, primeiramente, apliando-se a relação (2.46) à matriz de rigidez (3.16):K = (I− F) [I− diag (ρ)F]−1 diag (1− ρ) σ (4.31)Só então as derivadas podem ser aluladas:

∂K
∂γi

= σ (I− F) [I− diag (ρ)F]−1 ∂diag (1−ρ)

∂γi

{

−F[I− diag (ρ)F]−1diag (1−ρ) + I} (4.32)em que ∂diag(1−ρ)

∂γi
é uma matriz de dimensão N×N , preenhida om zeros e queexlusivamente na posição [∂diag(1−ρ)

∂γi

]

ii
vale

−
(

pγi
p−1ρm − pγi

p−1ρ0
) (4.33)Para determinação de ∂K(h,:)

∂γi
basta aessar a matriz (4.32), nas posições das linhas, omo onjunto dos elementos que possuem �uxo de alor onheidos.4.4.6 Gradientes das Função Objetivo de Distribuição deAqueedores para Maximização da IrradiaçãoO posiionamento otimizado de aqueedores no interior de um on�namento sujeitoà troa radiante é um problema tipiamente abordado por métodos de otimização quenão utilizam informações dos gradientes das funções objetivo (PORTER et al., 2006;SAFAVINEJAD et al., 2009; AMIRI et al., 2011). Mas omo disutido em 4.2.2, para �ns



71de otimização topológia, este tipo de tratamento deve ser evitado.Desta forma, para a função objetivo (4.4.3), a derivada da soma das irradiações noselementos que formam a região alvo da otimização é igualmente dada pela equação (4.21),novamente reproduzida para �ns de onveniênia:
∂G
∂γi

= λR

(

∂E
∂γi

−
∂KR
∂γi

J)Porém, no aso em questão as sensibilidades da matriz de rigidez KR em relação àsvariáveis de projeto são obtidas através da derivação da equação (4.7), omo abaixo:
∂KR
∂γi

= pγi
p−1 ln(1− εi)(1− εi)

1−γip
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(4.34)
Desta forma, a matriz ∂KR

∂γi
somente tem derivadas na linha i. Já as derivadas do vetorde emissões E são obtidas a partir da equação (4.10):

∂Ei

∂γi
= pγi

p−1(qi − σTi
4) (4.35)Ou seja, o vetor oluna ∂E

∂γi
somente tem derivada na posição i.A apresentação das funções objetivo e dos gradientes destas representaram os últimosoneitos neessários para apliação da otimização topológia ao projeto do interior deon�namentos sujeitos à troa radiante. Apenas uma breve exposição dos passos utilizadosneste proesso separa o leitor de resultados que demonstram o potenial desta ferramenta.4.5 Implementação do Algoritmo de OtimizaçãoTopológiaComo qualquer outra ferramenta onvenional de otimização, a otimização topológiautiliza um proesso iterativo para alançar uma on�guração de projeto �nal, de forma queo desempenho da estrutura modi�ada é analisado a ada iteração. Se a nova on�guraçãonão satisfaz os requisitos de projeto, ela é modi�ada e novamente avaliada. Este proessoé repetido até que uma resposta satisfatória seja obtida (HOWELL et al., 2003).A e�iênia deste proesso e a qualidade do resultado �nal dependem do quanto odesempenho da estrutura otimizada melhora a ada iteração. Ténias de otimização, talqual a OT, modi�am as variáveis de projeto baseadas nas informações de sensibilidade



72utilizando algoritmos numérios, que prouram maximizar a qualidade dos resultadosentre iterações suessivas. Consequentemente, ténias de otimização requerem muitomenos iterações do que o método de tentativa e erro (HOWELL et al., 2003).
 

 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

PSfrag replaements Atualizaçãodo modelode material
Otimização dasvariáveis deprojetoCálulo dassensibilidades Não

Dados deiniializaçãoSolução domodelo físioatravés do MEFCálulo dafunção objetivoe restrições
Convergênia

SimResultado �nalFigura 4.9: Passos seguidos durante a otimização topológia utilizando o Matlabr.O laço, que oneta o soluionador do problema físio (o �solver� de MEF) aootimizador topológio, segue passos de�nidos, omo pode ser visto no �uxograma daFigura 4.9. Iniialmente, de�nem-se os dados de entrada do problema de otimização,tais omo: malha de elementos �nitos, fatores de forma, ondições de ontorno e valoresiniiais das variáveis de projeto. Em seguida, obtém-se a solução do problema físioutilizando o MEF, alula-se a função objetivo e as restrições do problema para, somenteentão, veri�ar-se a onvergênia da função objetivo. Se oorrer a onvergênia, obtém-seuma dentre as muitas possíveis soluções otimizadas para o problema. Soluções otimizadasintermediárias são enontradas (ou seja, máximos ou mínimos loais), pois o problemaa ser otimizado somente possui máximo ou mínimo global se a função objetivo que ode�ne for onvexa (HAFTKA; GURDAL, 1992), o que pode ser omprovado apenas demaneira analítia. Caso não haja onvergênia, alulam-se as sensibilidades (gradientes)da função objetivo, que são dados de entrada para o otimizador. Com a solução forneidapelo otimizador, atualiza-se a distribuição de material e resolve-se novamente o problemafísio. Este ilo se repete até que uma onvergênia para função objetivo seja alançada.É importante frisar que, neste trabalho, toda a modelagem físia do fen�meno



73estudado, bem omo a estruturação do algoritmo de OT, são implementados atravésde ódigos próprios, esritos em linguagem Matlabr.
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5 Resultados

Neste apítulo, resultados obtidos através das diversas funções objetivo propostasna seção 4.4 são apresentados e disutidos através de exemplos omo o mostrado naFigura 5.1, em que o domínio de projeto possui regiões om temperatura ou �uxo de alor(aqueedores, por exemplo) presrito, além de uma área alvo onde deseja-se extremizaruma função objetivo previamente de�nida.
PSfrag replaements T

T T TAqueedor
Área alvo da otimizaçãoT

Aqueedor
Figura 5.1: Exemplo de domínio de projeto e suas possíveis ondições de ontorno.Para todos os tipos de problemas abordados foi utilizado o método da ontinuação(BENDSØE; SIGMUND, 2003), variando p de 1 a no máximo 5, através de intervalosunitários. Também foram geradas �guras da distribuição �nal das variáveis de projeto,das medidas otimizadas (radiosidades ou temperaturas) e grá�os de onvergênia dafunção objetivo. As áreas alvo, onde deseja-se extremizar a irradiação ou minimizar-sea temperatura, estão delimitadas por um retângulo vermelho. Para �ns de melhorar avisualização dos resultados, os on�namentos analisados foram abertos (unfolded), omo omodelo na Figura 5.2 mostra. A numeração presente nesta �gura, utilizada para orientaras paredes do interior de um on�namento, será adotada omo padrão em todo esteapítulo.
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4Figura 5.2: Abertura de um on�namento para �ns de visualização dos resultados.A maioria dos exemplos estudados utiliza ondições de ontorno de temperatura e�uxo de alor homogêneos sobre as paredes dos interiores dos on�namentos analisados.Esse tipo de abordagem possui a vantagem de ser omputaionalmente simples deimplementar, mas pode ser limitadora, na medida que favoree a obtenção de resultadosdisretos, prinipalmente em asos de não apliação de uma restrição de volume. Destaforma, em um primeiro momento, o leitor poderia ter a impressão de que a otimizaçãoparamétria seria uma ferramenta tão e�iente quanto a otimização topológia para asolução dos problemas estudados nesta dissertação. No intuito de distinguir o potenialda otimização topológia de outras ferramentas de otimização e, ao mesmo tempo, obriruma neessidade de projeto (a de que o projetista possua deveras uma limitação naquantidade de material que poderá empregar), resultados om restrição de volume tambémsão apresentados.5.1 Maximização da IrradiaçãoComo visto na seção 4.4.1, o estudo da maximização da irradiação é, apenas para itarum exemplo, importante no projeto de fornos, em que se deseja que determinada áreatenha máxima inidênia de radiação. A função objetivo de maximização da irradiaçãoserá diferentemente disutida através de três asos: no primeiro aso, a intenção é mostraro potenial da otimização topológia omo ferramenta de projeto para on�namentossujeitos à troa radiante; no segundo aso, o problema do on�namento tridimensionaldisutido em 2.1.4.6 é revisitado; por �m, no tereiro aso, um on�namento semelhantea um forno elétrio é estudado. Somente para esta função objetivo tal abordagem serátomada.Para todos estes asos, as emissividades (e onsequentemente as re�etividades) iniiais



76de ada parede interior ao on�namento são as mesmas utilizadas no exemplo resolvidono item 2.1.4.6, ou seja:
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ρp1 = 0, 1

ρp2 = 0, 3

ρp3 = 0, 2

ρp4 = 0, 7

ρp5 = 0, 1

ρp6 = 0, 1Dois on�namentos de tamanhos diferentes foram esolhidos para aomodar osexemplos estudados nesta seção. As áreas alvos em ada um deles, onde se desejamaximizar a irradiação, são delimitadas por um retângulo vermelho omo pode servisualizado na Figura 5.3.

-0.2 0 0.2 0.4 0.6

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

(b)

1

2

3

4

5 6

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

1

2

3

4

5 6

(a)

PSfrag replaements

Área alvoÁrea alvo

Figura 5.3: Áreas alvo da maximização da irradiação: (a) para um on�namento dedimensão 0,1×0,1×0,1 m (b) para um on�namento de dimensão 0,4×0,5×0,3 m.É interessante notar que regiões om �uxo de alor presrito não preisam fazer partedo domínio de projeto em asos de extremização da irradiação. Isto porque a radiosidadenestas regiões é insensível a mudanças nas variáveis de projeto, omo indiam as equações(2.79), (3.9) e (3.10). A exlusão destes elementos do proesso de otimização é umaexelente maneira de eonomizar reurso omputaional e foi adotada para geração dosresultados apresentados a seguir. Por opção do autor, a área alvo da otimização tambémnão é onsiderada para o tipo de problema em questão.



775.1.1 Caso 1Este primeiro aso tem o laro e exlusivo objetivo de mostrar o diferenial daotimização topológia omo ferramenta de projeto. Desta forma, pretende-se distinguir osresultados possíveis de se obter através deste método dos resultados possíveis de se obteratravés da otimização de forma e, prinipalmente, da otimização paramétria. Para todosos outros asos, todavia, isto será feito através da imposição de uma restrição de volumeao projeto analisado, omo já omentado no iníio deste apítulo.Um projetista experiente tende a esperar que um padrão de solução para o projetodo interior de on�namentos submetidos à radiação, através da utilização da otimizaçãotopológia, seja baseado em uma distribuição de material não neessariamente intuitivaou bem omportada sobre este domínio de projeto. Para a obtenção deste tipo de resultado,faz-se neessário que as ondições de ontorno de temperatura do problema sejam maisheterogêneas (menos disretas). Levando em onta este aspeto, o primeiro aso analisadopode ser enuniado omo:
• objetivo: maximização da radiação que hega até o retângulo vermelho apresentadona Figura 5.3a, através da distribuição irrestrita de material de re�etividade iguala 0,8;
• onde: no interior de um on�namento de dimensões 0,1×0,1×0,1 m, malhado om15000 elementos �nitos retangulares;
• ondições: sujeito a uma distribuição iniial de temperatura (K) nas paredes de1 a 4 de�nida segundo a Figura 5.4. As paredes 5 e 6 estão oloridas de brano,or não presente na esala de ores utilizada, pois são áreas om �uxos de alorpresritos e iguais a zero.O grá�o de onvergênia da função objetivo de maximização da irradiação para oaso analisado pode ser visto na Figura 5.5. Fia laro através deste grá�o que umaonvergênia bem omportada foi obtida, mesmo para um número pequeno de iterações,e que há poua variação entre o valor da função objetivo obtido na última iteração deotimização e após o pós-proessamento do resultado (0,1% de diferença).As distribuições �nal e pós-proessada das variáveis de projeto podem ser vistas naFigura 5.6. A última iteração produziu um resultado pratiamente disreto, om mínimapresença de inza. Este resultado, obtido sem restrição de volume, serve ainda paraorroborar a disussão realizada no item 1.6, mostrando que a solução otimizada parao problema em questão não se resume à substituição ompleta dos materiais de menor
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Figura 5.4: Condições de ontorno de temperatura (K) das paredes de 1 a 4 e de �uxode alor (W/m2) das paredes 5 e 6, para o primeiro aso de maximização da irradiação.
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Iteração 1: 3,19×107 W/m2

Iteração 12: 3,69×108 W/m2

Ganho Otimização Topológica: 15,8%
Ganho Pós−processamento: 15,9%
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Pós−processamentoFigura 5.5: Convergênia da função objetivo para o primeiro aso de maximização dairradiação.re�etividade por um de maior re�etividade, omo pode ser visto na Figura 5.7, uja barrade ores representa os valores da propriedade em questão.Finalizando este primeiro aso, o leitor pode observar ainda, na Figura 5.8, a diferençaentre a distribuição de irradiações sobre o domínio de projeto antes e depois do proessode otimização topológia. A região delimitada pelo retângulo vermelho teve um aumento
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Figura 5.6: Distribuição das variáveis de projeto para o primeiro aso de maximizaçãoda irradiação: (a) última iteração do proesso de otimização (b) pós-proessamento.
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Figura 5.7: Distribuição de material de re�etividade igual a 0,8 para o primeiro asode maximização da irradiação: (a) domínio de projeto iniial (b) domínio de projetootimizado.



80de quase 16% na intensidade de inidênia de radiação.A seguir, o exemplo do on�namento tridimensional, fundamental para as disussõesanalítias e numérias realizadas nos apítulos 2 e 3, é novamente abordado.
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Figura 5.8: Irradiações (W/m2) para o primeiro aso de maximização da irradiação:(a) antes da otimização (b) depois da otimização.5.1.2 Caso 2O segundo aso revisita o exemplo de on�namento tridimensional anteriormentedisutido no item 2.1.4.6. Para este aso, o projeto pretendido pode ser enuniado omo:
• objetivo: maximização da radiação que hega até o retângulo vermelho apresentadona Figura 5.3b, através da distribuição restrita (30% do volume total) ou irrestritade material de re�etividade igual a 0,8;
• onde: no interior de um on�namento de dimensões 0,4×0,5×0,3 m, malhado om15000 elementos �nitos retangulares;
• ondições: sujeito a ondições de ontorno de temperatura e �uxo de alor tal qualde�nidas no item 2.1.4.6 e abaixo novamente reproduzidas:
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qp6 = 0Os grá�os de onvergênia da função objetivo de maximização da irradiação parao segundo problema, om e sem restrição de volume, podem ser vistos na Figura 5.9.Em ambos os asos, onvergênias bem omportadas foram obtidas e pouas variaçõesentre os valores das funções objetivo obtidos nas últimas iterações de otimização e apóso pós-proessamento dos resultados são veri�ados (0% para o aso sem restrição devolume e 0,1% de diferença para o aso om restrição). A desontinuidade observada naFigura 5.9b orresponde a uma transição do método da ontinuação. Um número maiorde iterações para o proesso de otimização om restrição de 30% de volume é neessáriopara �ns de eliminação de regiões inzas sobre o domínio de projeto.
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Pós−processamentoFigura 5.9: Convergênia da função objetivo para o segundo aso de maximização dairradiação: (a) sem restrição de volume (b) om restrição de volume de 30%.As distribuições das variáveis de projeto, na última iteração do proesso de otimização,podem ser visualizadas na Figura 5.10. Fia laro que resultados pratiamente disretosforam obtidos para as simulações om e sem restrição de volume, de forma que julgou-sedesneessário mostrar os resultados pós-proessados. Estes resultados, obtidos om esem restrição de volume, servem ainda para orroborar a disussão realizada no item1.6, mostrando que as soluções otimizadas para o problema em questão não se resumem a



82substituição ompleta dos materiais de menor re�etividade por um de maior re�etividade,omo pode ser visto na Figura 5.11, uja barra de ores representa os valores dapropriedade em questão.
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Figura 5.10: Distribuição das variáveis de projeto para o segundo aso de maximizaçãoda irradiação na última iteração do proesso de otimização topológia: (a) sem restriçãode volume (b) om restrição de volume de 30%.Finalizando este segundo exemplo, é possível visualizar nas Figuras 5.12 e 5.13 asdiferenças entre as distribuições de irradiações sobre o domínio de projeto antes e depoisdo proesso de otimização topológia, para os asos sem e om restrição de volume,respetivamente. A região delimitada pelo retângulo vermelho na Figura 5.12a teve umsigni�ativo aumento de 36,4% na intensidade de inidênia de radiação para o aso semrestrição de volume. Já para o aso om restrição de 30% de volume na distribuição dematerial de re�etividade 0,8, a intensidade de radiação que hega até o retângulo vermelhoteve um aumento de quase 19% após o proesso de otimização topológia, resultado estetambém bastante satisfatório.A seguir, o tereiro e último exemplo proura veri�ar a apliação dos onheimentosdisutidos neste texto para o projeto de um on�namento que emula o interior simpli�adode um forno elétrio.



83

−0.2 0 0.2 0.4 0.6

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1

2

3

4

5 6

(a)

Dimensão (m)

D
im

en
sã

o 
(m

)

 

 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

−0.2 0 0.2 0.4 0.6

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1

2

3

4

5 6

(b)

Dimensão (m)
D

im
en

sã
o 

(m
)

 

 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Figura 5.11: Distribuição de material de re�etividade igual a 0,8 para o segundo asode maximização da irradiação: (a) sem restrição de volume (b) om restrição de volumede 30%.
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Figura 5.12: Irradiações (W/m2) para o segundo aso de maximização da irradiação,sem restrição de volume: (a) antes da otimização (b) depois da otimização.
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Figura 5.13: Irradiações (W/m2) para o segundo aso de maximização da irradiação,om restrição de volume de 30%: (a) antes da otimização (b) depois da otimização.5.1.3 Caso 3O tereiro aso proura reproduzir um ambiente similar ao de um forno elétrio. Destaforma, aqueedores, representados por retângulos azuis na Figura 5.14, são posiionadosnas paredes laterais de um on�namento. Para este aso, o projeto pretendido pode serenuniado omo:
• objetivo: maximização da radiação que hega até o retângulo vermelho apresentadona Figura 5.3b, através da distribuição restrita (40% do volume total) ou irrestritade material de re�etividade igual a 0,8;
• onde: no interior de um on�namento de dimensões 0,4×0,5×0,3 m, malhado om15000 elementos �nitos retangulares;
• ondições: sujeito a ondições de ontorno de temperatura (K) e �uxo de alor(W/m2) de�nidas de aordo om a Figura 5.14.Os grá�os de onvergênia da função objetivo de maximização da irradiação parao tereiro problema, om e sem restrição de volume, podem ser vistos na Figura 5.15.Em ambos os asos, onvergênias bem omportadas foram obtidas e pouas variaçõesentre os valores das funções objetivo obtidos nas últimas iterações de otimização e após
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Figura 5.16: Distribuição das variáveis de projeto para o tereiro aso de maximizaçãoda irradiação na última iteração do proesso de otimização topológia: (a) sem restriçãode volume (b) om restrição de volume de 40%.pelo retângulo vermelho na Figura 5.18a teve um aumento de 8,11% na intensidade deinidênia de radiação para o aso sem restrição de volume. Já para o aso om restrição de40% de volume na distribuição de material de re�etividade 0,8, a intensidade de radiação
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Figura 5.17: Distribuição de material de re�etividade igual a 0,8 para o tereiro asode maximização da irradiação: (a) sem restrição de volume (b) om restrição de volumede 40%.que hega até o retângulo vermelho teve um aumento de 2,84% após o pós-proessamentoda otimização topológia, resultados satisfatórios para este tipo de projeto.O tereiro exemplo tratou do projeto de fornos elétrios. Este tipo de fornoproduz alor por efeito Joule, o que exige um onsumo signi�ativo de energia elétria.Neste sentido, uma modi�ação que ontribua para melhorar a e�iênia energétiadeste proesso representa uma lara eonomia no usto de operação. Fia evidente,pelos resultados apresentados, que a otimização topológia, além de permitir soluçõesustomizadas, também é apaz de projetar o interior de fornos elétrios que apresentemeonomia no onsumo de energia elétria.5.2 Minimização da IrradiaçãoAlgumas apliações de engenharia, omo dispositivos eletr�nios e baterias, têm emomum o fato de que sua e�iênia e/ou durabilidade são prejudiadas pelo alto nível deradiação térmia presente no ambiente em que operam. Admitindo-se a neessidade deproteção da radiação que hega a equipamentos omo estes, o projeto pretendido nestaseção pode ser enuniado omo:
• objetivo: minimização da radiação que hega até o retângulo vermelho apresentado
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Figura 5.18: Irradiações (W/m2) para o tereiro aso de maximização da irradiação,sem restrição de volume: (a) antes da otimização (b) depois da otimização.
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Figura 5.19: Irradiações (W/m2) para o tereiro aso de maximização da irradiação,om restrição de volume de 40%: (a) antes da otimização (b) depois da otimização.na Figura 5.20, através da distribuição restrita (10% do volume total) ou irrestrita



89de material de re�etividade igual a 0,7;
• onde: no interior de um on�namento de dimensões 0,1×0,1×0,1 m, malhado om15000 elementos �nitos retangulares;
• ondições: paredes que formam o interior do on�namento om as propriedadesre�etivas dadas por ρ = {0, 6; 0, 4; 0, 2; 0, 3; 0, 5; 0, 6} e ondições de ontornode�nidas omo na Figura 5.20.
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Figura 5.20: Condições de ontorno de temperatura (K) e de �uxo de alor (W/m2)para o aso de minimização da irradiação.Os grá�os de onvergênia da função objetivo de minimização da irradiação, ome sem restrição de volume, podem ser vistos na Figura 5.21. Em ambos os asos,onvergênias bem omportadas foram obtidas e pouas variações entre os valores dasfunções objetivo obtidos nas últimas iterações de otimização e após o pós-proessamentodos resultados são veri�ados (0,1% para o aso sem restrição de volume e 0,4% dediferença para o aso om restrição). A desontinuidade observada na Figura 5.21borresponde a uma transição do método da ontinuação. Um número maior de iteraçõespara o proesso de otimização om restrição de 10% de volume é neessário para �ns deeliminação de regiões inzas sobre o domínio de projeto.As distribuições das variáveis de projeto, na última iteração do proesso de otimização,podem ser visualizadas na Figura 5.22. Fia laro que resultados pratiamente disretosforam obtidos para as simulações om e sem restrição de volume, de forma que julgou-se
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Figura 5.21: Convergênia da função objetivo para o segundo aso de minimização dairradiação: (a) sem restrição de volume (b) om restrição de volume de 10%.desneessário mostrar os resultados pós-proessados. Estes resultados, obtidos om e semrestrição de volume, apresentam uma distribuição de material que sob muitos aspetospode ser onsiderada não óbvia, uma vez que para proteger a região alvo da minimizaçãode irradiação, não distribuiu-se sobre ela um material de maior re�etividade, omo �alaro na Figura 5.23, uja barra de ores representa os valores da propriedade em questão.Finalizando este exemplo, é possível visualizar nas Figuras 5.24 e 5.25 as diferençasentre as distribuições de irradiações sobre o domínio de projeto antes e depois do proessode otimização topológia, para os asos sem e om restrição de volume, respetivamente.A região delimitada pelo retângulo vermelho na Figura 5.25a teve uma signi�ativadiminuição de 41,7% na intensidade de inidênia de radiação para o aso sem restriçãode volume. Já para o aso om restrição de 10% de volume na distribuição de material dere�etividade 0,7, a intensidade de radiação que hega até o retângulo vermelho teve umadiminuição de 28,3% após o proesso de otimização topológia, resultado este tambémbastante satisfatório.5.3 Minimização da TemperaturaO trabalho em ambientes on�nados sujeitos à intensa troa de alor por radiaçãoé extremamente desgastante e prejudiial à saúde. Prourando priorizar uma demanda
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Figura 5.22: Distribuição das variáveis de projeto para o aso de minimização dairradiação na última iteração do proesso de otimização topológia: (a) sem restrição devolume (b) om restrição de volume de 10%.
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Figura 5.23: Distribuição de material de re�etividade igual a 0,7 para o aso deminimização da irradiação: (a) sem restrição de volume (b) om restrição de volume de10%.
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Figura 5.24: Irradiações (W/m2) para o aso de minimização da irradiação, semrestrição de volume: (a) antes da otimização (b) depois da otimização.
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Figura 5.25: Irradiações (W/m2) para o aso de minimização da irradiação, omrestrição de volume de 10%: (a) antes da otimização (b) depois da otimização.por onforto térmio/proteção de radiação em ambientes omo este, o projeto pretendido



93nesta seção pode ser enuniado omo:
• objetivo: minimização da temperatura que hega até o retângulo vermelhoapresentado na Figura 5.26, através da distribuição restrita (30% do volume total)ou irrestrita de material de re�etividade igual a 0,8;
• onde: no interior de um on�namento de dimensões 0,1×0,1×0,1 m, malhado om9600 elementos �nitos retangulares (menos elementos que nos problemas anteriores,pois o usto omputaional de análise da função objetivo em questão é maior);
• ondições: paredes que formam o interior do on�namento om as propriedadesre�etivas dadas por ρ = {0, 7; 0, 7; 0, 5; 0, 5; 0, 6; 0, 6} e ondições de ontornode�nidas omo na Figura 5.26.
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Figura 5.26: Condições de ontorno de temperatura (K) e de �uxo de alor (W/m2)para o aso de minimização da temperatura.Os grá�os de onvergênia da função objetivo de minimização da irradiação, om esem restrição de volume, podem ser visualizados na Figura 5.27. Em ambos os asos,onvergênias bem omportadas foram obtidas e pouas variações (apenas 0,02% dediferença) entre os valores das funções objetivo obtidos nas últimas iterações de otimizaçãoe após o pós-proessamento dos resultados são veri�ados. A desontinuidade observadana Figura 5.27b orresponde a uma transição do método da ontinuação. Um númeromaior de iterações para o proesso de otimização om restrição de 30% de volume éneessário para �ns de eliminação de regiões inzas sobre o domínio de projeto.
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Figura 5.27: Convergênia da função objetivo para o aso de minimização datemperatura: (a) sem restrição de volume (b) om restrição de volume de 30%.As distribuições das variáveis de projeto, na última iteração do proesso de otimização,podem ser visualizadas na Figura 5.28. Fia laro que resultados pratiamente disretosforam obtidos para as simulações om e sem restrição de volume, de forma que julgou-sedesneessário mostrar os resultados pós-proessados. Estes resultados, obtidos om e semrestrição de volume, apresentam uma distribuição de material que sob muitos aspetospode ser onsiderada não óbvia, uma vez que para proteger a região alvo da minimizaçãode temperatura, não distribuiu-se sobre ela um material de maior re�etividade, omo �alaro na Figura 5.29, uja barra de ores representa os valores da propriedade re�etividade.Finalizando este exemplo, é possível visualizar nas Figuras 5.30 e 5.31 as diferençasentre as distribuições de temperaturas sobre o domínio de projeto antes e depoisdo proesso de otimização topológia, para os asos sem e om restrição de volume,respetivamente. A região delimitada pelo retângulo vermelho na Figura 5.31a teve umaqueda de 9,03% na intensidade de temperatura para o aso sem restrição de volume. Jápara o aso om restrição de 30% de volume na distribuição de material de re�etividade0,8, a intensidade de temperatura sobre o retângulo vermelho teve uma queda de 4,95%após o proesso de otimização topológia, resultado este também bastante satisfatório.
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Figura 5.28: Distribuição das variáveis de projeto para o aso de minimização datemperatura na última iteração do proesso de otimização topológia: (a) sem restriçãode volume (b) om restrição de volume de 30%.
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Figura 5.29: Distribuição de material de re�etividade igual a 0,8 para o aso deminimização da irradiação: (a) sem restrição de volume (b) om restrição de volume de30%.
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Figura 5.30: Temperaturas (K) para o aso de minimização da temperatura, semrestrição de volume: (a) antes da otimização (b) depois da otimização.
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Figura 5.31: Temperaturas (K) para o aso de minimização da temperatura, omrestrição de volume de 30%: (a) antes da otimização (b) depois da otimização.5.4 Distribuição de AqueedoresNesta seção, a trivial demanda no projeto de fornos, que se preoupa em entender qualo número otimizado de aqueedores a ser utilizado e onde estes devem estar posiionados



97de forma a se ter um funionamento mais e�iente deste equipamento, é estudada atravésde um aso de maximização da irradiação, em que a área alvo da otimização não fazparte do domínio de projeto (não se tem a opção de distribuir aqueedores sobre ela). Oproblema em questão pode ser enuniado omo:
• objetivo: maximização da radiação que hega até o retângulo vermelho apresentadona Figura 5.3b, através da distribuição restrita (30% do volume total) ou irrestritade aqueedores;
• onde: no interior de um on�namento de dimensões 0,4×0,5×0,3 m, malhado om15000 elementos �nitos retangulares;
• ondições: segundo a abordagem apresentada na seção 4.3.2, ou o otimizadordeide que o elemento será um aqueedor que gera 10000 W/m2, aso em que avariável de projeto é unitária, ou um elemento om temperatura de 1100 K, asoem que a variável de projeto é nula. Portanto, iniialmente todos os elementospossuem ao mesmo tempo estes valores de �uxo de alor e de temperatura. Alémdisso, as paredes que formam o interior do on�namento tem propriedades re�etivasdadas por ρ = {0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5}.Os grá�os de onvergênia da função objetivo de maximização da irradiação paraeste problema, om e sem restrição de volume, podem ser vistos na Figura 5.32. Para oaso sem restrição de volume, uma onvergênia bem omportada é veri�ada, enquantoque para o aso om restrição de volume grandes saltos são veri�ados a ada passodo método da ontinuidade (mudança no valor do penalizador). Um número maior deiterações para o proesso de otimização om restrição de 30% de volume é neessário para�ns de eliminação de regiões inzas sobre o domínio de projeto. Mesmo tomando-se esseuidado, uma diferença sensível no valor da função objetivo pode ser observada entre aúltima iteração do proesso de otimização e após o pós-proessamento. Isto porque ovalor de �uxo de alor atribuído aos aqueedores é onsideravelmente alto, o que tornaqualquer leve modi�ação nas variáveis de projeto bastante sensível.As distribuições de aqueedores, na última iteração do proesso de otimização, podemser visualizadas na Figura 5.33. Fia laro que um resultado pratiamente disretofoi obtido para o aso sem restrição de volume, o que não oorreu para o aso omrestrição de volume, em que regiões de esala de inza são laramente identi�áveis. Opós-proessamento deste último aso não implia em alterações da geometria do resultado,apenas no esureimento das regiões de inza, de forma que julgou-se desneessáriomostrá-lo. A despeito da obviedade do resultado sem restrição de volume, em que todoo domínio de projeto é preenhido por aqueedores, o resultado obtido om restrição
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6 Conlusões

A presente dissertação prourou detalhar a utilização do método da otimizaçãotopológia para o projeto otimizado do interior de on�namentos sujeitos à transferêniade alor por radiação. Neste sentido, uma ampla gama de fundamentos e resultados, tantoanalítios quanto numérios, foram apresentados de forma a tornar possível este estudo.As aferições numérias realizadas no Apêndie B, além de boa orrespondêniaom o que é presrito pela teoria analítia, apresentam resultados detalhados para asdeterminações dos fatores de forma através da quadratura de Gauss e para apliação dométodo dos elementos �nitos ao fen�meno estudado. Os valores dos fatores de formaentre superfíies onvexas, oe�ientes haves para uma boa aproximação numéria dofen�meno de radiação em on�namentos, são alulados de forma preisa e os resultadosobtidos através do MEF são on�áveis, tanto para determinação das radiosidades, quantopara determinação das temperaturas e �uxos de alor desonheidos.No que tange à apliação da otimização topológia omo ferramenta de projeto, váriasfunções objetivo foram utilizadas para a onepção otimizada do interior de on�namentossujeitos à troa radiante. A função objetivo de maximização da irradiação apresentouresultados disretos, om neessidade mínima de interpretação, o que favoree a fabriaçãodos exemplos analisados. Além disso, ao permitir a distribuição sistemátia de materialre�etor, uma nova perspetiva no projeto de on�namentos foi introduzida, por meio daqual substanial eonomia de material e e�iênia energétia podem ser veri�ados.A demanda de projeto que se oupa da proteção ontra a radiação também foiabordada. Em uma primeira análise, prourou-se entender omo minimizar a inidêniade radiação em regiões espeí�as de um on�namento através da distribuição de materialre�etor. Posteriormente, um estudo similar foi realizado om o objetivo de minimizaçãoda temperatura em uma área do on�namento. Ambas as abordagens obtiveramresultados satisfatórios e ontribuem diferenialmente para o projeto de ambientes ondehá preoupação om a proteção, segurança e onforto térmio.Outra linha de projeto frequentemente enontrada na literatura, onernente aoposiionamento otimizado de aqueedores no interior de um forno, foi revisitada. Este



102problema foi soluionado sob o aspeto da utilização da informação de gradientes deuma função objetivo de maximização de irradiação e através de um modelo de materialespeí�o para este aso. Apesar de alguma di�uldade de obtenção de soluçõesdisretas ser observada para o problema om restrição de volume, os resultados obtidosmostraram-se adequados e ondizentes, em erto nível, aos existentes nas referêniasonsultadas.Finalmente, apesar da opção por um tratamento, em muitos aspetos, maissimpli�ado da radiação, a despeito da utilização de materiais om valores dere�etividade muitas vezes mais próximos de um omportamento espeular do que deum omportamento difuso e apesar da adoção de ondições de ontorno virtuais para osproblemas analisados, dentre outras simpli�ações, o autor aredita ter ontribuído paradiversi�ar a forma de se projetar on�namentos sujeitos à troa radiante, mostrando opotenial e e�iênia da distribuição de material nestes ambientes através da otimizaçãotopológia.6.1 Sugestão de Trabalhos FuturosO autor aredita que o tópio disutido neste trabalho é bastante rio e longe de serfailmente esgotável, de modo que pelo menos duas linhas laras podem ser seguidasno sentido da ontinuação deste tema. A primeira linha india um aprofundamentona modelagem do problema de transferênia de alor por radiação no interior deon�namentos. Assim, trabalhos futuros poderiam:
• implementar o aoplamento entre ondução, onveção e radiação, o que torna amodelagem da transferênia de alor no interior do on�namento não linear emfunção da temperatura (SIEGEL; HOWELL, 2002; HOGAN; GARTLING, 2008; REDDY;GARTLING, 2010);
• onsiderar a partiipação de um meio que seja absorvedor, emissor e dispersor deradiação no interior do on�namento (SIEGEL; HOWELL, 2002; AN et al., 2005);
• onsiderar uma não linearidade das propriedades dos materiais analisados, omopor exemplo, fazer om que a emissividade seja dependente da temperatura e doomprimento de onda (SIEGEL; HOWELL, 2002);
• onsiderar que as superfíies possam ser, além de difusas, espeulares (SIEGEL;HOWELL, 2002; KANG; LEE; LEE, 2006);
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• veri�ar a validade do algoritmo de álulo de fatores de forma implementado nestetrabalho para apliação em on�namentos formados por superfíies não onvexas(BROCKMANN, 1994; VASINA; CHEKSHIN, 1998; MEZRHAB; BOUZIDI, 2005; BOPCHE;SRIDHARAN, 2009; FRANCISCO et al., 2013);
• onsiderar, no álulo dos fatores de forma, a interação de superfíies que formamobstáulos (sombra) dentro do on�namento (NISHITA; NAKAMAE, 1985; KAKUTAet al., 2001; WALTON, 2002; SONG; LI, 2003; DEIVEEGAN et al., 2004; RAMANUJAM;ABISHEK; KATTE, 2006; DILAURA et al., 2006);
• onsiderar o aso da modelagem da transferênia de alor por radiação em ambientesnão on�nados, omo o que aontee no aproveitamento da energia solar em oletoressolares.A segunda linha onsidera possíveis novas abordagens de otimização. Assim, trabalhosfuturos poderiam:
• onsiderar restrições de aumento ou de diminuição de irradiação no domínio deprojeto, nas áreas que não são delimitadas omo alvo. A mesma análise é válidapara o aso de minimização da temperatura no interior de um on�namento;
• utilizar a otimização topológia para modi�ar a geometria da espessura doon�namento, aso em que a modelagem da transferênia de alor no sistemaonsidera o aoplamento om à ondução. Esta análise pode ser vinulada a umapossível restrição de tensão, se for onsiderada que a ondução de alor ausa estressetérmio na superfíie estudada;
• utilizar otimização de forma, juntamente om a otimização topológia, paramodi�ar tanto a geometria do on�namento quanto a distribuição de materialre�etor no seu interior (DAUN; HOWELL; MORTON, 2003b; DAUN; MORTON;HOWELL, 2003; WIECKERT, 2005; SARVARI, 2007; FAKHRABADI; KOWSARY, 2009;RUKOLAINE, 2010; MARSTON; DAUN; COLLINS, 2011; TAN; ZHAO; LIU, 2011;FARAHMAND; PAYAN; SARVARI, 2012);
• onsiderar a otimização topológia para distribuição de material re�etor no interiorde on�namentos que omportem proessos transientes (DAUN; HOWELL; MORTON,2004; MEHDIPOUR et al., 2010; MEHDIPOUR; AGHANAJAFI, 2010; ASHRAFIZADEH;MEHDIPOUR; AGHANAJAFI, 2012; MEHDIPOUR et al., 2012);
• utilizar o disrete material optimization (STEGMANN; LUND, 2005) para esolhaotimizada de quais materiais distribuir no interior de um on�namento, dentre umavariedade de materiais om diferentes propriedades re�etoras disponíveis;
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• onsiderar a otimização de estruturas que troam alor por radiação em ambientesabertos, omo oletores solar (TIWARI; AHMAD, 2009; MOGHADAM; TABRIZI;SHARAK, 2011).Muito da teoria neessária para a abordagem destes temas se enontra disutida nestetexto. Além disso, o autor aredita que estas sugestões de trabalhos futuros possuamsu�iente respaldo na literatura, bem omo representem temas modernos e de apliaçãoprátia.
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Anexo A -- Formulação de um Variaional paraTransferênia de Calor por Radiação

Uma abordagem mais ompleta para a dedução do variaional formulado por Sparrowe sua apliação no desenvolvimento do MEF para transferênia de alor por radiaçãopodem ser enontrados em (SPARROW, 1960), (SPARROW; LIN, 1965) e (MINKOWYCZ;HAJI-SHEIKH, 1999). Um tratamento similar, que apresenta um aprofundamentona avaliação numéria do MEF, pode também ser obtido em (BREITBACH; ALTES;SCZIMAROWSKY, 1990). O que será mostrado nas próximas linhas são ompilações dasdeduções ontidas nestes artigos.O estudo da formulação variaional de Sparrow é básio para derivação do MEFque permite omputar a troa de alor por radiação entre superfíies. As equações quegovernam a troa de alor por radiação são equações integrais do tipo Fredholm. Nadéada de 1950, Sparrow introduziu um método variaional para a solução de problemasdeste tipo. Mais reentemente, �ou omum estender-se o método de Galerkin para asolução desta forma de equação integral.A extensão do método de Galerkin para o problema da troa de alor por radiaçãoonduz a exatamente a mesma solução introduzida por Sparrow na déada de 1950, obtidaatravés do método variaional de Ritz. Assim, as formulações variaionais propostas porSparrow são equivalentes às formulações do MEF baseadas em resíduos ponderados.Como visto na seção 2.1.4.5, através da equação (2.78) a radiosidade pode sergeneriamente esrita omo (SPARROW; LIN, 1965; COSSALI, 2001):
Ji = εiσT

4
i + ρi

N
∑

j=1

∫

Aj

FjiJjdAj (A.1)A equação (A.1) possui um formato padrão, onheido por equação integral de Fredholm,e pode ser reesrita omo:
χi (ri) = ψi (ri) + λi

N
∑

j=1

∫

Aj

χj (rj)Kij (ri, rj) dAj (i = 1, 2, . . . , N) (A.2)



117em que ri e rj são vetores de posição para as superfíies i e j e Kij (ri, rj) é uma funçãorelaionada ao ângulo que determina os fatores de forma, dFij = Kij (ri, rj) dAj . A relaçãode reiproidade (2.59) é válida, de tal forma que Kij = Kji. O variaional generalizado,proposto por Sparrow, é dado por (MINKOWYCZ; HAJI-SHEIKH, 1999):
I =

N
∑

i=1

1

λi

∫

Ai

[χi (ri)]2dAi − 2
N
∑

i=1

1

λi

∫
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χi (ri)ψi (ri) dAi −

−

N
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∫
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∫
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χi (ri)χi (r′i)Kii (ri, r′i) dAidA
′

i −

− 2

N
∑

j=2

[

j−1
∑

i=1

∫

Ai

∫

Aj

χi (ri)χj (rj)Kij (ri, rj) dAjdAi

] (A.3)A minimização da equação (A.3) resulta na equação (A.2). Isto pode ser demonstradofazendo-se:
χk (rk) = χ̄k (rk) + ωkηk (rk) (k = 1, 2, . . . , N) (A.4)em que a função que minimizará o funional I é dada por χ̄, ω é o parâmetro variaionale η é uma função arbitrária. É importante observar que ωk é membro de um onjuntoidenti�ado por Ω = {ω1, ω2, . . . , ωN} e Ω = 0 implia que ada membro do onjunto éigual a zero.O extremo desta função é obtido quando:

(

∂I

∂ωk

)

Ω=0

= 0 (A.5)Logo, vale que:
∫

Ak

ηk (rk)[ 1

λk
χk (rk)− 1

λk
ψk (rk)− N

∑

j=1

∫

Aj

χj (rj)Kkj (rk, rj) dAj

]

dAk = 0 (A.6)Cada função χ̄ torna-se χ, quando Ω = 0. Como a equação (A.6) é válida para todos osvalores de ηk (rk), então a quantidade ontida entre olhetes deve valer zero, portanto, aminimização da equação (A.3) resulta na equação (A.2). Para que este extremo seja ummínimo, a segunda derivada de I em relação à ωk tem que ser positiva. Esta derivada,após a utilização da relação (2.59) em Kij , vale:
∂2I

∂ω2
k

= 2

{

1

λk

∫

Ak

[ηk (rk)]2dAk−

∫

Ak

∫

Ak

[ηk (r′k)]2Kkk (rk, r′k) dA′

kdAk

}

+

+

∫

Ak

∫

Ak

[ηk (rk)− ηk (r′k)]2Kkk (rk, r′k) dA′

kdAk > 0 (A.7)Se os dois termos do lado direito da equação (A.7) forem positivos, a inequação será válida.A função ηk é real e ηk2 é sempre positiva e pode ser onsiderada omo uma radiosidade



118abstrata da superfíie k. A integral
∫

Ak

∫

Ak

[ηk (r′k)]2Kkk (rk, r′k) dA′

kdAkdentro das haves da equação (A.7) representa uma fração de energia abstrata que asuperfíie k irradia sobre ela mesma. Toda a energia que deixa k é dada por:
∫

Ak

[ηk (rk)]2dAkAssim, o valor líquido do termo dentro das haves na relação (A.7) é positivo, impliandoque ∂2I/∂ω2
k > 0. É importante notar que quando I = −I a equação (A.6) não semodi�a, mas neste aso, ∂2I/∂ω2

k < 0. Portanto, somente o extremo da função I éondição su�iente para satisfazer as equações para troa de energia entre as superfíies.A.1 Dedução do Método dos Elementos FinitosEste método permite uma solução para as equações que desrevem a troa de radiaçãoentre superfíies. No artigo (SPARROW; LIN, 1965), propõe-se substituir χk (rk) na equação(A.3) por:
χk (rk) = M

∑

m=1

dk,mfk,m (rk) (k = 1, 2, . . . , N) (A.8)em que fk,m representa uma função base (na sua formulação, Sparrow utiliza fk,m =

x2(m−1)) e dk,m seu oe�iente. Depois desta substituição, diferenia-se o variaional Iem relação à dk,m para se obter um onjunto de equações simultâneas. A substituição de
χk (rk) na equação (A.6) resulta no seguinte onjunto de equações:

∫

Ak

fk,n (rk)[ 1

λk

M
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m=1

dk,mfk,m (rk)− 1

λk
ψk (rk)−

−

N
∑

j=1
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Aj

M
∑

m=1

dj,mfj,m (rj)Kkj (rk, rj) dAj

]

dAk = 0 (A.9)para k = 1, 2, . . . , N , em que N representa o número total de superfíies. Contudo,
M pode variar de superfíie para superfíie. A equação (A.9) representa um onjuntoalgébrio de M ×N equações simultâneas. A solução deste onjunto de equações é dadaomo: Ad = ψ (A.10)Os oe�ientes formam um onjunto d = {d1,d2, . . . ,dN}, em que ada membro do
k-ésimo subonjunto tem os elementos dk = {dk,1, dk,2, . . . , dk,M}. Os elementos da matriz



119A na equação (A.10) são dados omo:
ak,jm,n =

δkj
λk

∫

Ak

fk,n (rk) fj,m (rk) dAk

−

∫

Ak

∫

Aj

fk,n (rk) fj,m (rk)Kkj (rk, rj) dAjdAk (A.11)em que δkj = 1, quando k = j, e δkj = 0, quando k 6= j. Para ada par de (k, j), ak,jm,ndesreve uma matriz quadrada Ak,j, uja loalização na matriz quadrada A é mostradaabaixo: A =















A1,1 A1,2 . . . A1,NA2,1 A2,2 . . . A2,N... ... . . . ...AN,1 AN,2 . . . AN,N















(A.12)Cada membro da matriz A é uma matriz M ×MAk,j =















ak,j1,1 ak,j1,2 . . . ak,j1,M

ak,j2,1 ak,j2,2 . . . ak,j2,M... ... . . . ...
ak,jM,1 ak,jM,2 . . . ak,jM,M















(A.13)
e satisfaz a relação Aj,k = Ak,j, indiando que a matriz A é simétria. O vetorrepresentado por ψ = {ψ1, ψ2, . . . , ψN} é do tipo oluna e onsiste de subvetores ψk.Cada subvetor destes ontém os elementos ψk = {ψk,1, ψk,2, . . . , ψk,M}, dados por:

ψk,m =

∫

Ak

1

λk
fk,m (rk)ψk (rk) dAk (A.14)A formulação propriamente dita do MEF omeça om a equação (A.6). Cadasuperfíie k é subdividida em Mk pequena superfíies e ada uma é tratada omo umasuperfíie separada para inlusão na equação (A.6). O próximo passo onsiste em de�niras funções χ e η para todos os elementos. Semelhante ao proedimento básio feito noMEF, as funções χ são desritas por funções lineares em função de oordenadas loais emada elemento:

χk (ξm, ζm) = (1− ξm − ζm)χk,m + ξmχk,l + ζmχk,p (A.15)em que χk,m, χk,l e χk,p são os nós dos antos do elemento m, tendo as oordenadas (0, 0),
(1, 0) e (0,1), respetivamente, no sistema de oordenadas loal (ξm, ζm). Desta forma,todas as integrais na equação (A.9) terão valores exatos, exeto aquelas que possuem afunção Kkj em seu integrando, que podem ser avaliadas numeriamente, omo feito em3.1.3. A partir da apliação destas de�nições, pode-se então utilizar as equações de (A.10)



120a (A.14) para solução do problema analisado.
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Anexo B -- Aferição dos Métodos Numérios

Neste apêndie, são apresentados e disutidos benhmarks numérios da determinaçãodos fatores de forma através da integral no ontorno, tal qual disutido em 3.1.3, bemomo benhmarks da aferição do método dos elementos �nitos apliado à troa radiante nointerior de on�namentos, previamente introduzido na seção 3.2. Os resultados numériosapresentados aqui foram obtidos através de implementação omputaional utilizando osoftware omerial Matlabr.B.1 Aferição dos Fatores de Forma aluladosNumeriamenteOs fatores de forma foram omputaionalmente alulados utilizando a quadraturade Gauss apliada à integral no ontorno disutida em 3.1.3 e dada pela formulação(3.5). Obviamente, por se tratar de um álulo omplexo e omputaionalmente ustoso,omo previamente disutido em 3.1.1, optou-se por abordar apenas os asos em que estesfatores geométrios são alulados entre dois retângulos alinhados paralelamente e entreretângulos perpendiulares om um vértie omum, omo feito analitiamente através dasexpressões (2.57) e (2.58).Uma vez que a otimização topológia é um proesso iterativo, os fatores de formadeveriam ser iliamente alulados (vide Figura 4.9). Porém, omo neste trabalhonão são feitas mudanças na geometria ou forma da avidade, mas sim na distribuiçãode material om propriedade radiante no seu interior, a estratégia adotada para evitaro álulo repetitivo e desneessário dessas medidas geométrias foi similar a tomadapor (MEHDIPOUR et al., 2010), que onsiste em armazenar os valores destas medidasgeométrias em arquivos de textos, de aordo om o número de elementos da malhaque desreve a avidade e de aordo om o número de pontos de Gauss de integraçãoutilizados para solução numéria da equação (3.5).Apesar de possível, este trabalho não faz uma omparação elemento a elemento entreos valores de fator de forma numeriamente alulados através da equação (3.5) e os



122Tabela B.1: Fatores de forma alulados analitiamente para as paredes de umon�namento de dimensão L×L×L.Fatores de Forma Analítios
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
XX

Paredes Paredes 1 2 3 4 5 61 0,000000 0,199824 0,200043 0,200043 0,200043 0,2000432 0,199824 0,000000 0,200043 0,200043 0,200043 0,2000433 0,200043 0,200043 0,000000 0,199824 0,200043 0,2000434 0,200043 0,200043 0,199824 0,000000 0,200043 0,2000435 0,200043 0,200043 0,200043 0,200043 0,000000 0,1998246 0,200043 0,200043 0,200043 0,200043 0,199824 0,000000Tabela B.2: Porentagem de erro médio no álulo dos fatores de forma das paredes deum on�namento de dimensão L×L×L.Porentagem de Erro Médio no Cálulo dos Fatores de Forma
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`̀

Elementos Pontos de Gauss 1 2 3 4 5 61 7,2246 0,1332 0,0028 1,7E-06 1,9E-06 9,7E-08150 2,5384 0,2126 0,0489 0,0170 0,0074 0,0037600 1,4692 0,1201 0,0275 0,0095 0,0042 0,00212400 0,7999 0,0635 0,0145 0,0050 0,0022 0,00115400 0,5501 0,0431 0,0098 0,0034 0,0015 0,00079600 0,4202 0,0326 0,0074 0,0026 0,0011 0,000615000 0,3398 0,0262 0,0060 0,0021 0,0009 0,0005valores analítios (EHLERT; SMITH, 1993), dado o usto desta aferição. Ao invés disto,os valores numeriamente alulados são agrupados de maneira a se obter os fatores deforma entre as paredes que ompõem o interior do on�namento. Este resultados são entãoomparados om valores analítios apresentados nas Tabelas B.1 e B.3 (nestas Tabelas, asparedes do on�namento são refereniadas tal qual feito na Figura 2.14). Através destesresultados, uma média aritmétia do erro foi efetuada e os valores estão organizados nasTabelas B.2 e B.4, em função do número de elementos que malham o on�namento, donúmero de pontos de Gauss neessários para o álulo da equação (3.5) e das dimensõesdas plaas que ompõem um on�namento omo o dado no item 2.1.4.6.Os dados apresentados pelas Tabelas B.2 e B.4 mostram que a onvergênia no álulodos fatores de forma entre superfíies planas é razoavelmente bem omportada, exibindoerros abaixo de 1% a partir de 2 pontos de Gauss, para qualquer quantidade de elementostestada. A preisão a ser utilizada na determinação destes fatores (e intrinseamentea esolha adequada da quantidade de elementos e pontos de Gauss), depende ontudo,diretamente da preisão desejada para modelagem da radiação no interior do on�namento



123Tabela B.3: Fatores de forma alulados analitiamente para as paredes de umon�namento de dimensão 0, 4×0, 5×0, 3 m.Fatores de Forma Analítios
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
XX

Paredes Paredes 1 2 3 4 5 61 0,000000 0,316319 0,251398 0,251398 0,254668 0,2546682 0,316319 0,000000 0,251398 0,251398 0,254668 0,2546683 0,150839 0,150839 0,000000 0,116827 0,152150 0,1521504 0,150839 0,150839 0,116827 0,000000 0,152150 0,1521505 0,191001 0,191001 0,190187 0,200043 0,000000 0,1863636 0,191001 0,191001 0,190187 0,200043 0,186363 0,000000estudado, omo �ará laro na seção B.2. É preiso lembrar também que, segundoFeingold (1966), uma preisão da ordem de 6 asas deimais é minimamente reomendávelno uso de valores de fatores de forma analitiamente alulados. O autor prourou seguir,sempre que possível, este padrão de qualidade na obtenção dos seus resultados numérios.É interessante notar ainda, que os valores mais preisos são obtidos, na média, quandoforam utilizados apenas um elemento em ada superfíie e seis pontos de Gauss emada ontorno. Esta onlusão, que aparentemente mostra uma extrema e�iênia dométodo utilizado, uma vez que, om apenas um elemento o algoritmo é mais rápido emenos ustoso, não pode ser tomada omo estritamente verdadeira. O que aonteeé que a otimização topológia lassiamente apresenta resultados mais expressivos omo uso de uma quantidade maior de elementos, por isso é interessante obter resultadospreisos da modelagem do fen�meno também para um número maior de elementos. Alémdisso, Walton (2002) a�rma que dependendo da dimensão do on�namento, quando assuperfíies que o ompõem estão relativamente próximas, métodos numérios requeremum número maior de divisões dos ontornos de integração, o que india que um malhare�nada é a mais adequada para o álulo dos fatores de forma nestes asos. Uma malhamais grosseira seria su�iente, porém, em asos em que as superfíies estão relativamenteseparadas, o que pode parialmente justi�ar a preisão alançada para fatores de formaalulados om apenas um elemento.Como disutido na seção 3.1.1, o álulo dos fatores de forma, mesmo na suaformulação mais simples, através da equação (2.55), pode ser omputaionalmentebastante trabalhoso. A esolha adequada do número de elementos e pontos de Gausspara determinação dos fatores de forma não é uma tarefa simples, portanto. Oalgoritmo desenvolvido para o álulo dos fatores de forma deste trabalho mostra-seonsideravelmente lento para um número de elementos aima de 9600 e exige uso intensivode memória RAM.



124Tabela B.4: Porentagem de erro médio no álulo dos fatores de forma das paredes deum on�namento de dimensão 0, 4×0, 5×0, 3 m.Porentagem de Erro Médio no Cálulo dos Fatores de Forma
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`̀

Elementos Pontos de Gauss 1 2 3 4 5 61 9,5898 0,1440 0,0048 0,0005 6,5E-06 9,6E-07150 2,7092 0,2238 0,0514 0,0179 0,0078 0,0039600 1,5560 0,1265 0,0289 0,0100 0,0044 0,00222400 0,8446 0,0669 0,0153 0,0053 0,0023 0,00115400 0,5809 0,0454 0,0104 0,0036 0,0016 0,00089600 0,4430 0,0343 0,0078 0,0027 0,0012 0,000615000 0,3582 0,0276 0,0063 0,0022 0,0009 0,0005B.2 Aferição do MEF apliado à Troa Radiante emCon�namentosO método dos elementos �nitos apliado à troa radiante em avidades foi introduzidoem 3.2.2 e em 3.2.3, e é representado pela equação (3.6), para o álulo das radiosidadesinógnitas, e pela equação (3.15), para o álulo das temperaturas e �uxos de alordesonheidos. Dois benhmarks são propostos para a veri�ação da preisão daimplementação omputaional deste método e os resultados são omparados om valoresobtidos analitiamente.B.2.1 Primeiro BenhmarkO primeiro benhmark trata-se de um problema rápido e e�az para veri�ação davalidade do método implementado. Um on�namento tridimensional, omo o disutidono exemplo 2.1.4.6, possui agora dimensões idêntias (L×L×L). Se as emissividadesdas paredes do forno forem todas iguais (ε1 = ε2 = . . . = ε6 = 0, 5), bem omo astemperaturas (T1 = T2 = . . . = T6 = 900 K), o �uxo de alor por radiação esperadoé nulo e a radiosidade igual a 37203,49 W/m2 em ada parede deste on�namento. Osresultados numérios são apresentados na forma de uma média aritmétia de todos osvalores de �uxo de alor alulados no interior do on�namento na Tabela B.5 e na formade uma média aritmétia do erro no álulo das radiosidades na Tabela B.6. Estes valoresestão em função do número de elementos que malham o on�namento e do número depontos de Gauss que foram utilizados na determinação dos fatores de forma.É possível inferir da Tabela B.5 que para 5 e 6 pontos de Gauss os resultados noálulo dos �uxos de alor são homogeneamente mais preisos. Esta preisão na validaçãodo primeiro benhmark in�ueniou o autor a optar por trabalhar, sempre que possível,



125Tabela B.5: Média aritmétia dos �uxos de alor sobre todas as paredes para oprimeiro benhmark.Fluxos de Calor (W/m2)Elementos 1 Ponto de Gauss 2 Pontos de Gauss 3 Pontos de Gauss 4 Pontos de Gauss 5 Pontos de Gauss 6 Pontos de Gauss1 1604,46 -26,64 0,51 0,00 0,00 0,00150 1039,82 94,63 21,80 7,57 3,30 1,67600 619,12 53,49 12,27 4,26 1,86 0,002400 341,56 28,29 6,47 2,25 0,98 0,495400 236,13 19,20 4,39 1,52 0,66 0,339600 180,56 14,53 3,32 1,15 0,50 0,2515000 146,22 11,69 2,67 0,92 0,40 0,20Tabela B.6: Porentagem de erro médio no álulo das radiosidades sobre todas asparedes para o primeiro benhmark.Porentagem de Erro Médio no Cálulo das Radiosidades (W/m2)Elementos 1 Ponto de Gauss 2 Pontos de Gauss 3 Pontos de Gauss 4 Pontos de Gauss 5 Pontos de Gauss 6 Pontos de Gauss1 -4,3127 0,0716 -0,0014 0,0000 0,0000 0,0000150 -2,7950 -0,2544 -0,0586 -0,0204 -0,0089 -0,0045600 -1,6642 -0,1438 -0,0330 -0,0114 -0,0050 0,00002400 -0,9181 -0,0760 -0,0174 -0,0060 -0,0026 -0,00135400 -0,6347 -0,0516 -0,0118 -0,0041 -0,0018 -0,00099600 -0,4853 -0,0391 -0,0089 -0,0031 -0,0014 -0,000715000 -0,3930 -0,0314 -0,0072 -0,0025 -0,0011 -0,0005om 15000 elementos na desrição do on�namento. Já a Tabela B.6 mostra que paraa determinação das radiosidades do primeiro benhmark, resultados satisfatórios sãoalançados para pratiamente qualquer ombinação analisada. Além disso, se omparadosos erros obtidos nos álulos dos fatores de forma (Tabela B.2) om a ordem de grandeza domódulo dos erros apresentados na Tabela B.6, perebe-se que, para muitas ombinações deelementos e número de pontos de Gauss, estes erros tem pratiamente a mesma dimensão,o que pode indiar uma relação direta entre a preisão na determinação destas diferentesmedidas.B.2.2 Segundo BenhmarkNo segundo benhmark, a solução do problema do on�namento tridimensional dadoem 2.1.4.6 é refeita, om as mesmas ondições de ontorno de temperatura e �uxo de alor



126e om as mesmas propriedades em ada parede do on�namento, ou seja:














































ε1 = 0, 90

ε2 = 0, 70
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T1 = 500K

T2 = 800K

T3 = 1000K

T4 = 1200K
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Q5 = 0
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Os resultados analítios obtidos para ada parede do on�namento são:
T =

























500, 00

800, 00

1000, 00

1200, 00

846, 77

846, 77

























K q =

























−27918, 42

−3896, 05

25221, 75

27802, 36

0, 00

0, 00

























W/m2 J =

























6646, 04

24895, 69

50398, 56

52709, 22

29153, 73

29153, 73,

























W/m2

As médias aritmétias perentuais dos erros nos álulos das radiosidades em adaparede do forno, das temperaturas nas paredes 5 e 6 e dos �uxos de alor nas paredes de1 a 4 (para numeração das paredes do forno, onsultar Figura 2.14) são apresentadas nasTabelas B.7, B.8, B.9 e B.10, em função do número de elementos que desrevem o domínioanalisado e do número de pontos de Gauss utilizados na determinação dos fatores de formaatravés da equação (3.5). Uma veri�ação da primeira lei da termodinâmia apliada aosistema em questão é feita na Tabela B.11 e, de aordo om a equação (2.90), quanto maispróximo de zero for o resultado apresentado nesta tabela, mais onservativo é o sistema.Somente valores obtidos para 2400, 5400, 9600 e 15000 elementos são disutidos, poronsiderar-se que tais valores são os mais adequados para geração de resultados re�nadosna otimização topológia.Os resultados obtidos na determinação das variáveis desonheidas do sistemamostraram-se satisfatórios, apresentando em muitos asos erros próximos a 0%. Umaanomalia é identi�ada na determinação do �uxo de alor na parede número 2, ontudo.Mesmo om um aumento do número de pontos de Gauss para determinação dos fatoresde forma e do número de elementos, a tendênia é que um erro em torno de 5% sejaobtido na determinação numéria desta variável. Areditando tratar-se de um problemavinulado às ondições de ontorno utilizadas, um teste foi feito a partir da modi�ação datemperatura da parede 2 para 500 K, mantendo-se todas as outras ondições iguais ao dosegundo benhmark. Para 6 pontos de Gauss e 15000 elementos, um erro médio de apenas-0,4330% em relação ao valor analítio foi enontrado para o �uxo de alor alulado



127Tabela B.7: Porentagem de erro médio no álulo das variáveis desonheidas dosegundo benhmark, modelado om 2400 elementos.Porentagem de Erro Médio no Cálulo das Inógnitas - 2400 ElementosResultados 1 Ponto de Gauss 2 Pontos de Gauss 3 Pontos de Gauss 4 Pontos de Gauss 5 Pontos de Gauss 6 Pontos de Gauss
J1 -1,7335 -0,9302 -0,8742 -0,8634 -0,8601 -0,8589
J2 -0,4427 0,2891 0,3405 0,3505 0,3535 0,3546
J3 -0,0558 0,1397 0,1533 0,1559 0,1567 0,1570
J4 0,1152 0,7948 0,8422 0,8514 0,8541 0,8552
J5 -1,5353 0,0497 0,1596 0,1808 0,1872 0,1897
J6 -1,5353 0,0497 0,1596 0,1808 0,1872 0,1897
T5 -0,5424 -0,1557 -0,1293 -0,1243 -0,1227 -0,1221
T6 -0,5424 -0,1557 -0,1293 -0,1243 -0,1227 -0,1221
q1 -3,7140 -1,9929 -1,8730 -1,8497 -1,8428 -1,8401
q2 -6,6002 4,3111 5,0770 5,2256 5,2701 5,2872
q3 0,4458 -1,1167 -1,2250 -1,2460 -1,2523 -1,2547
q4 -0,0936 -0,6458 -0,6843 -0,6917 -0,6940 -0,6948nesta parede. Este teste omprova a neessidade de analisar aso a aso a onvergêniados valores obtidos, uma vez que o método aqui disutido pode se mostrar relativamenteimpreiso na determinação de algumas inógnitas, dada a forma omo as ondições deontorno do problema foram iniialmente presritas.Cabe ainda analisar se o método utilizado para determinação das radiosidades,temperaturas e �uxos de alor respeita a primeira lei da termodinâmia. Isto é feitoveri�ando-se a onservação da energia no sistema analisado, da mesma forma omoreomendado no quarto passo apresentado na seção 2.1.4.5. A Tabela B.11 mostra queos melhores resultados são obtidos a partir de 4 pontos de Gauss e om o aumento donúmero de elementos.Mesmo sabendo que não seria neessário, por preiosismo o autor optou, sempre quepossível, em utilizar o máximo número de elementos e pontos de Gauss. O leitor, todavia,teve aesso nas últimas linhas a uma série de dados que podem levá-lo a uma esolhaomputaionalmente mais eon�mia.Ao �nal da leitura deste apêndie, o leitor preisa estar iente que uma preisão,muitas vezes abaixo de 1% para o álulo dos fatores de forma e das variáveis envolvidas namodelagem da radiação no interior de on�namentos, não representa uma demandaousada. Mesmo que a solução da equação (3.5) e as soluções dos sistemas linearesdesritos pelas equações (3.6) e (3.15) possam ser tarefas omputaionalmente ustosas,a literatura india que tamanha preisão é minimamente neessária para a orretamodelagem do fen�meno aqui disutido (FEINGOLD, 1966).
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Tabela B.8: Porentagem de erro médio no álulo das variáveis desonheidas dosegundo benhmark, modelado om 5400 elementos.Porentagem de Erro Médio no Cálulo das Inógnitas - 5400 ElementosResultados 1 Ponto de Gauss 2 Pontos de Gauss 3 Pontos de Gauss 4 Pontos de Gauss 5 Pontos de Gauss 6 Pontos de Gauss
J1 -1,4664 -0,9122 -0,8745 -0,8671 -0,8650 -0,8641
J2 -0,1974 0,3089 0,3438 0,3506 0,3526 0,3534
J3 0,0110 0,1475 0,1568 0,1586 0,1592 0,1594
J4 0,3475 0,8252 0,8579 0,8642 0,8661 0,8668
J5 -1,0027 0,0991 0,1741 0,1886 0,1929 0,1946
J6 -1,0027 0,0991 0,1741 0,1886 0,1929 0,1946
T5 -0,4132 -0,1457 -0,1278 -0,1244 -0,1234 -0,1230
T6 -0,4132 -0,1457 -0,1278 -0,1244 -0,1234 -0,1230
q1 -3,1417 -1,9544 -1,8735 -1,8578 -1,8531 -1,8513
q2 -2,9430 4,6050 5,1258 5,2268 5,2570 5,2686
q3 -0,0881 -1,1793 -1,2535 -1,2679 -1,2722 -1,2739
q4 -0,2823 -0,6705 -0,6970 -0,7022 -0,7037 -0,7043
Tabela B.9: Porentagem de erro médio no álulo das variáveis desonheidas dosegundo benhmark, modelado om 9600 elementos.Porentagem de Erro Médio no Cálulo das Inógnitas - 9600 ElementosResultados 1 Ponto de Gauss 2 Pontos de Gauss 3 Pontos de Gauss 4 Pontos de Gauss 5 Pontos de Gauss 6 Pontos de Gauss
J1 -1,3256 -0,9024 -0,8739 -0,8683 -0,8667 -0,8661
J2 -0,0681 0,3192 0,3456 0,3508 0,3523 0,3529
J3 0,0463 0,1513 0,1584 0,1597 0,1602 0,1603
J4 0,4708 0,8396 0,8646 0,8695 0,8709 0,8715
J5 -0,7211 0,1243 0,1812 0,1922 0,1955 0,1968
J6 -0,7211 0,1243 0,1812 0,1922 0,1955 0,1968
T5 -0,3450 -0,1405 -0,1269 -0,1243 -0,1235 -0,1232
T6 -0,3450 -0,1405 -0,1269 -0,1243 -0,1235 -0,1232
q1 -2,8401 -1,9333 -1,8722 -1,8604 -1,8569 -1,8555
q2 -1,0159 4,7591 5,1536 5,2300 5,2529 5,2617
q3 -0,3703 -1,2094 -1,2659 -1,2768 -1,2801 -1,2813
q4 -0,3825 -0,6822 -0,7025 -0,7064 -0,7076 -0,7081
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Tabela B.10: Porentagem de erro médio no álulo das variáveis desonheidas dosegundo benhmark, modelado om 15000 elementos.Erro no Cálulo das Inógnitas - 15000 ElementosResultados 1 Ponto de Gauss 2 Pontos de Gauss 3 Pontos de Gauss 4 Pontos de Gauss 5 Pontos de Gauss 6 Pontos de Gauss
J1 -1,2386 -0,8961 -0,8732 -0,8688 -0,8675 -0,8670
J2 0,0118 0,3256 0,3468 0,3510 0,3522 0,3527
J3 0,0682 0,1535 0,1592 0,1603 0,1606 0,1608
J4 0,5474 0,8480 0,8683 0,8722 0,8733 0,8738
J5 -0,5467 0,1395 0,1854 0,1943 0,1969 0,1980
J6 -0,5467 0,1395 0,1854 0,1943 0,1969 0,1980
T5 -0,3029 -0,1372 -0,1263 -0,1242 -0,1236 -0,1233
T6 -0,3029 -0,1372 -0,1263 -0,1242 -0,1236 -0,1233
q1 -2,6538 -1,9199 -1,8709 -1,8614 -1,8586 -1,8575
q2 0,1753 4,8541 5,1715 5,2330 5,2514 5,2585
q3 -0,5450 -1,2270 -1,2726 -1,2814 -1,2840 -1,2850
q4 -0,4448 -0,6890 -0,7055 -0,7086 -0,7096 -0,7100

Tabela B.11: Veri�ação do prinípio da onservação da energia, através da equação(2.90), para o segundo benhmark.Somatória das Taxas de Calor (W )Elementos 1 Ponto de Gauss 2 Pontos de Gauss 3 Pontos de Gauss 4 Pontos de Gauss 5 Pontos de Gauss 6 Pontos de Gauss2400 269,1741 22,3388 5,1152 1,7761 0,7751 0,39135400 186,2703 15,1864 3,4751 1,2065 0,5265 0,26589600 142,5313 11,5016 2,6310 0,9134 0,3986 0,201215000 115,4783 9,2556 2,1168 0,7349 0,3207 0,1619




