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Epigrafe

” The scientist has a lot of experience with ignorance and
doubt and uncertainty, and this experience is of very great
importance, I think. When a scientist doesn’t know the
answer to a problem, he is ignorant. When he has a hunch
as to what the result is, he is uncertain. And when he is
pretty damn sure of what the result is going to be, he is still
in some doubt. We have found it of paramount importance
that in order to progress, we must recognize our ignorance
and leave room for doubt. Scientific knowledge is a body
of statements of varying degrees of certainty — some most
unsure, some nearly sure, but none absolutely certain. Now,
we scientists are used to this, and we take it for granted
that it is perfectly consistent to be unsure, that it is possible
to live and not know. But I don’t know whether everyone
realizes this is true. Our freedom to doubt was born out of a
struggle against authority in the early days of science. It was
a very deep and strong struggle: permit us to question — to
doubt — to not be sure. I think that it is important that we do
not forget this struggle and thus perhaps lose what we have
gained. ”

Richard P. Feynman (1918 — 1988)

” As scientists all we can report is the likelihood. Everyone
should put their own prior in and then produce their own
posterior. ”

Harry V. Roberts (1923-2004)






Resumo

A Tomografia por Impedancia Elétrica tem como objetivo estimar a distribuicao de
impedancia elétrica dentro de uma regido a partir de medidas de potencial elétrico
coletadas apenas em seu contorno externo quando corrente elétrica é imposta neste
mesmo contorno. Uma das aplicagdes para esta tecnologia é o monitoramento das
condi¢des pulmonares de pacientes em Unidades de Tratamento Intensivo. Dentre
varios algoritmos, destacam-se os filtros de Kalman que abordam o problema de
estimacdo sob o ponto de vista probabilistico, procurando encontrar a distribui¢do
de probabilidade do estado condicionada a realizacdo das medidas. Para que estes
filtros possam ser utilizados, um modelo de evolugdo temporal do sistema sendo
observado deve ser adotado. Esta tese propde o uso de um modelo de evolugdo
para a variacdo de volume de ar nos pulmdes durante a respiracdo de um paciente
sob ventilacdo artificial. Este modelo é utilizado no unscented Kalman filter, uma
extensdo ndo linear do filtro de Kalman. Tal modelo é ajustado em paralelo a
estimagdo do estado, utilizando um esquema dual de estimagdo. Um algoritmo
de segmentacdo de imagem é proposto para identificar as regides pulmonares nas
imagens estimadas e assim utilizar o modelo de evolugdo. Com o intuito de melhorar
as estimativas, o método do erro de aproximacao é utilizado no modelo de observacao
para mitigar os erros de modelagem e informacéo a priorié adicionada na solugao do
problema inverso mal-posto. O método é avaliado através de simula¢des numéricas
e ensaio experimental coletado em um voluntdrio. Os resultados mostram que o
método proposto melhora as estimativas feitas pelo filtro de Kalman, propiciando a
visualizagdo de imagens absolutas, dindmicas e com bom nivel de contraste entre os
tecidos e 6rgdos internos.

Palavras-chave: Tomografia por impedancia elétrica, unscented Kalman filter,
estimacdo ndo linear de estado, modelo de evolugdo, informacéo a priori






Abstract

Electrical impedance tomography estimates the electrical impedance distribution
within a region given a set of electrical potential measurements acquired along its
boundary at the same time that electrical currents are imposed on the same boundary.
One of the applications of this technology is lung monitoring of patients in Intensive
Care Units. One class of algorithms employed for the estimation are the Kalman filters
which deal with the estimation problem in a probabilistic framework, looking for the
probability density function of the state conditioned to the acquired measurements.
In order to use such filters, an evolution models of the system must be employed.
This thesis proposes an evolution model of the variation of air in the lungs of patients
under artificial ventilation. This model is used on the Unscented Kalman Filter, a
nonlinear extension of the Kalman filter. This model is adjusted in parallel to the
state estimation, in a dual estimation scheme. An image segmentation algorithm is
proposed for identifying the lungs in the images. In order to improve the estimate,
the approximation error method is employed for mitigating the observation model
errors and prior information is added for the solution of the ill-posed inverse problem.
The method is evaluated with numerical simulations and with experimental data of
a volunteer. The results show that the proposed method increases the quality of the
estimates, allowing the visualization of absolute and dynamic images, with good level
of contrast between the tissues and internal organs.

keywords: Electrical impedance tomography, unscented Kalman filter, nonlinear
state estimation, evolution model, prior information
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Lista simbolos e siglas

Modelo do dominio e condi¢des de contorno
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=

WES T -8

S N Hohbey?ﬂ‘“b

Rl

dominio de interesse

bordo do dominio de interesse

fecho de um conjunto

norma euclidiana

produto interno

numero de eletrodos

condutividade elétrica do material
permitividade elétrica do material
permitividade relativa do material
permitividade elétrica do vacuo
frequéncia

permeabilidade magnética do material
densidade de carga livre

campo elétrico

densidade de fluxo magnético

vetor densidade de corrente livre

tempo

nuimero de onda

comprimento de onda

potencial elétrico

vetor densidade de corrente 6hmica

vetor densidade de corrente de fontes e sorvedouros internos
resistividade elétrica do material
densidade de corrente elétrica injetada em 0Q2
versor normal a 92orientado para fora
corrente elétrica que atravessa o i-ésimo eletrodo
regido de JQ2sob o i-ésimo eletrodo
impedancia de contato do i-ésimo eletrodo
potencial elétrico em 02

precisdo de medida

operadores lineares

espagos de fungoes

espacos duais

par dual

conjunto de autofung¢des ortonormais

conjunto de autovalores



Estratégia de excitagdo e de medicdo

v, v° vetor de potenciais elétricos medidos nos eletrodos
ij,ie vetor de corrente elétrica imposto nos eletrodos

Y* matriz de admitancia muatua

S subespago vetorial

ve, D¢ decomposicdo em autovalores de Y©

d; i-ésimo autovalor de Y°

Yi i-ésimo autovetor de Y°

AT pseudo inversa da matriz A

Agnti—sim. componente antissimétrica da matriz A

D namero de padrdes de corrente

ve&dif vetor de potenciais diferenciais entre eletrodos

Cq matriz de conversdo de potenciais single-ended para diferenciais

Discretizagdo do dominio

n namero de elementos da malha de elementos finitos
numero de nds da malha de elementos finitos
pi resistividade elétrica do i-ésimo elemento da malha de elementos finitos

v, vi(z,y,%2) potencial elétrico no i-ésimo elemento da malha

Tk, Yk 2k coordenadas nodais do i-ésimo elemento da malha
Vik potencial elétrico no k-ésimo né do i-ésimo elemento da malha
a;, bi, i, d; coeficientes polinomiais interpoladores

ok, Br, Ve, 0k coeficientes geométricos

A; area do i-ésimo elemento 2D da malha

fx fungao de forma do i-ésimo elemento da malha

fi vetor de fungdes de forma do i-ésimo elemento da malha

V; vetor de potenciais elétricos nodais do i-ésimo elemento da malha

uw energia do i-ésimo elemento da malha

V; volume do 7-ésimo elemento da malha

T versor normal as arestas do i-ésimo elemento da malha orientado para fora
Ji vetor densidade de corrente imposta no bordo do i-ésimo elemento
F; matriz gradiente das fungdes de forma do i-ésimo elemento da malha
Y, matriz de condutividade local do i-ésimo elemento da malha

I; vetor de correntes externas local do i-ésimo elemento da malha

h espessura dos elementos finitos triangulares

Y matriz de condutividade global

p vetor de resistividades

I, vetor de correntes externas impostas, na numeracdo global

v,v; vetor de potenciais elétricos, na numeragao global



Discretizagédo dos eletrodos

a,b,t
Jor K
F,, Fy
J

Y, Y,
I, I,
Uy, Upy

~ elet

Y

0}

dimensdes lineares do eletrodo

vetor funcdo de forma do elemento retangular e hexaédrico respectivamente
matriz gradiente das fun¢des de forma do elemento retangular e hexaédrico
densidade de corrente elétrica injetada em OS2

matriz de condutividade local de um elemento retangular e hexaédrico
vetor de correntes externas de um elemento retangular e hexaédrico

vetor de potenciais elétricos nodais do elemento retangular e hexaédrico
matriz de condutividade local do i-ésimo eletrodo

vetor de correntes externas local do i-ésimo eletrodo

parametro de eletrodo do i-ésimo eletrodo

Modelo linear e nao linear de observagao
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Hj‘Po
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Hj|Po

H P"Ie,dif

’ ‘Po
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sim
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espaco quociente R™ pelo espaco gerado por 1

equagdo nao linear de observacdo do j-ésimo padrdo de corrente

namero total de medidas, considerando todas as injecdes de corrente
equacgdo ndo linear de observagdo considerando todas as inje¢des de corrente
vetor de medidas

resistividade de referéncia na linearizacao

matriz jacobiana do modelo de observacdo no j-ésimo vetor de corrente
em torno de p, para potenciais single-ended

matriz jacobiana do modelo de observagdo no j-ésimo vetor de corrente
em torno de p, para potenciais single-ended nos nés virtuais dos eletrodos
matriz jacobiana do modelo de observacdo no j-ésimo vetor de corrente
em torno de p, para potenciais diferenciais entre eletrodos

vetor de medidas diferenciais nominais

vetor de resistividade utilizado no fantoma numérico

Problema mal-posto e regularizagdo

(X,dz), (Y,dy)
,Y

Yo

espagos métricos e suas normas

vetores nos espagos X e Y

operador

operador linear de dimensao finita

vetores de dimensdo finita

posto de A

vetores singulares esquerdo e direito respectivamente
valor singular

aproximacgao da matriz original A

componente ortogonal ao espago gerado por {u}]



R

Vi

matriz de perturbacdo
vetores de perturbagao
vetores perturbados
numero de condi¢do da matriz A
fungdo custo

operador de regularizacdo
vetor de referéncia
pardmetro de regularizagao
solucdo regularizada
precisdo das medidas
matriz identidade

valor singular generalizado

Inversao Bayesiana e filtros de Kalman

X,y,p,€
$7p7e

Y Ymedido

fX7Y($ay)a fX7y
fxly(a3 | y), fx|y
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Lk, Yy, Uk, €L
T
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k+1|k

xy
Fk+1|k
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Jk

i Sk

varidveis aleatdrias

realizacdo das varidveis aleatérias

medida realizada

func¢do densidade de probabilidade conjunta de X e 'y

fungdo densidade de probabilidade condicional de x, condicionado a
realizacdo y da variavel aleatéria y

operador esperanca de uma varidvel aleatéria X

operador esperanga de uma varidvel aleatéria X, condicionado a
realizacdo y da variavel aleatéria y

estimativa pontual da varidvel aleatéria x

instante de tempo

indice de tempo discreto

processos estocasticos entre os instantes ¢, e t;

realizacdo do processo estocdstico entre os instantes ¢, e t;,

periodo de amostragem do tempo discreto

modelo de evolugdo do processo Markoviano no instante ¢,
processo estocastico no instante ¢,

realizagdo do processo estocdstico no instante ¢,

valor esperado de X em t;, condicionado as medidas realizadas y¥
valor esperado de X em ¢ 1, condicionado as medidas realizadas y’f
matriz de covariancia de X em ¢, condicionada as medidas realizadas y’f
matriz de covariancia de X em 1, condicionada as medidas realizadas y’f
matriz de covaridncia cruzada entre X e y em ¢, 1, condicionada

as medidas realizadas y¥.

distribui¢do Gaussiana

Funcao custo

fatores de Cholesky das matrizes de covaridncia I';" e I';° respectivamente



fflziori

x*

Z

«

:Ba’pa’ el
T

€

o A

densidade de probabilidade a priorida varidvel aleatéria X no instante ¢,
estado de referéncia conhecido

vetor de medidas de ndo conformidade no instante ¢y,

vetor de medidas aumentado

modelo de observagdo aumentado no instante ¢

ruido de observacao aumentado no instante ¢

valor esperado do ruido de observagdo aumentado no instante ¢,
matriz de covariancia do ruido de observagdo aumentado no instante
vetor de entradas conhecidas

aproximagao da fungdo h

aproximagdo dos vetores x, p, e

Operador de projegao

ruido do método do erro de aproximagdo

média e covaridncia do ruido do método do erro de aproximagdo

Implementagdo do UKF na TIE para monitoramento de pacientes

x,
Dg

-

U

P

" Al
Vi Vi
v}, vy,

AN Vi
hy,

r B
ey, ey
e e,

ey

vetor de estado no instante ¢y,

vetor de parametros do modelo dindmico no instante ¢,
numero de parametros do modelo dinamico

vetor de entradas conhecidas do sistema dindmico no instante ¢y,
componente nominal do modelo de evolugao

matrizes dos modelos de evolugao no instante ¢,

ruidos dos modelos de evolugdo no instante ¢y,

valores esperados dos ruidos no instante ¢,

matrizes de covaridncia dos ruidos no instante ¢,
componente nominal do modelo de observagao

matrizes dos modelos de observacdo no instante ¢

ruidos gaussianos dos modelos de observagado no instante ¢,
valores esperados dos ruidos no instante #,

matrizes de covaridncia dos ruidos no instante ¢,

Variante raiz quadrada do unscented Kalman filter

L

S%
{XiL
‘/I/'Z'C

a’ /8’ 7’ A
{X1§+1\k}z2£0
{yIZchl\k ?io
Ky

dimensao do estado x

fator de Cholesky da matriz I';”

conjunto de pontos sigma no instante ¢

peso associado ao i-ésimo ponto sigma para o cdlculo do valor esperado
peso associado ao i-ésimo ponto sigma para o cdlculo da covariancia
parametros de dispersao do filtro

conjunto de pontos sigma propagados no tempo

conjunto de pontos sigma referentes a observagao em ¢

ganho de Kalman no instante ¢,



Restringindo o espaco solucdo

Pi
min ,max

pi 7pz‘ ) Si
Gi

¢
@
d(i, j)

fungédo sigmoide do i-ésimo elemento
parametros da sigmoide do i-ésimo elemento
metaestado referente ao i-ésimo elemento
vetor de metaestado referente ao estado p
transformacéao vetorial do metaestado

distancia euclidiana entre os centréides do i-ésimo e j-ésimo elementos

Meétodo do erro de aproximacgao

h
ha
da

hU

On

modelo fidedigno de observagdo do sistema
modelo aproximado de observagao do sistema
parametros aproximados do modelo de observacdo
ruido aproximado do modelo de observagdo
equacao verdadeira de observagdo do sistema

vetor de parametros ocultos do sistema

vetor aproximado de parametros ocultos do sistema
vetor de ruido residual do modelo

desvio padrado do ruido residual

Ensaio numérico do método do erro de aproximagao

realiza¢do do ruido do modelo do erro de aproximagdo
realizacdo do vetor de parametros do modelo de observacao
realizacdo do vetor de parametrizacdo de OS2

aproximagao da parametrizacdo de OS2

vetor de parametrizacdo de um dominio circular
perturbagdo em porcentagem do vetor de parametrizagdo de 92
desvio padrao da perturbagao 95

distribuicdo Gaussiana truncada em trés desvios padrao
realizag¢do do vetor de posi¢do dos eletrodos

aproximacao da posigdo dos eletrodos

vetor de posicdo dos eletrodos equidistantes

vetor de perturbagdo de posi¢do dos eletrodos

limites de perturbacado da posicdo de cada eletrodo
realizacao do refinamento da malha

aproximacdo do refinamento da malha

refinamento de referéncia

variacao do refinamento da malha

limites de perturbagdo do refinamento



M; realizacdo de uma malha

M*e malha aproximada

T, G interpolador de resistividades gaussiano
Xu resistividade média

Xs variacdo de resistividade

e? aproximagao do ruido de medida

aproximagao dos parametros dos eletrodos

rg inovacgao do filtro de Kalman

T, I, estatisticas da inovacgéo do filtro de Kalman

JIm,Jd,Jr  parcelas do custo logaritmico do filtro de Kalman

Cy,Cp, critérios de convergéncia do filtro, baseados na inovagao do filtro

Modelo dindmico dos pulmdes

numero de compartimentos do modelo dos pulmdes
volume
vazao

pressao

N SS =

rigidez do modelo dinamico

o

i constante de proporcionalidade da forga viscosa
a;,b;,d;, e; coeficientes da curva Volume-Pressao

fungdo lagrangiana

fungdo de dissipagdo de Rayleigh

forca generalizada

complacéncia do pulméao

= QO =™ =

.

area de cada elemento da malha

resistividade média da regido pulmonar

™
=
.

Ensaios Numéricos de um térax humano

Py, P, pressdes do ventilador mecanico

Ty duragdo de tempo em que a pressao no ventilador é P,
T periodo do ciclo ventilatério

T1, T constantes de tempo

Atualizacdo e Desatualizacdo de Cholesky

matriz de rotacdo de Givens em R?
angulo de rotacdo
s cosseno e seno do angulo de rotacdo

G
6
)
G, matriz de rotagdo de Givens no plano (3, j)
T matriz triangular superior

P

matriz de projecado ortogonal resultante



v vetor de Householder

H; matriz de reflexdo de Householder
é1 primeiro versor da base candnica
Q. R matrizes da fatoracdo QR de A

u vetor de modificagao

A matriz modificada

Q'R matrizes da fatoracio QR de A’

Método Level Set
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Capitulo 1

Introducao

A Tomografia por Impedéncia Elétrica (TIE) é um método nédo invasivo de obtengdo
de imagens da distribuicdo de impeditividade elétricaH no interior de uma regiao
de interesse, doravante chamada de dominio, utilizando a distribuigdo do potencial
elétrico medido na interface deste dominio com o meio exterior quando uma
distribuicdo de corrente elétrica de baixa poténcia é imposta nesta mesma interface,
ou vice-versa. Esta tecnologia pode ser utilizada para visualizar a distribuigdo interna,
espacial e temporal, de alguma propriedade fisica, contanto que exista uma relacdo
entre a distribuicdo de impedancia elétrica e a propriedade de interesse. Com a
distribuicdo espacial e temporal de impedancia obtida pela TIE é possivel montar uma
sequéncia de imagens para o usudrio que podem ser relacionadas com o fendmeno de
interesse.

Por tratar-se de um método de observagédo néo invasivo, a TIE vem sendo estudada
para aplicacdes em diversas dreas. Uma pequena lista de aplicagdes da TIE é
encontrada em Cheney et al. [1]. Entre as aplicagdes ndo clinicas, os autores citam
o monitoramento de escoamento multifdsico, localizagdo de depdsitos de minerais
no solo, monitoramento da proliferacdo de contaminantes (radioativos ou nido) no
solo ou dgua, ensaios ndo destrutivos para a deteccdo de falhas em componentes
mecanicos, para o acompanhamento do processo de cura de adesivos e controle de
processos quimicos. Entre as aplicagdes clinicas, cita-se a possibilidade de utilizar
a TIE em monitoramento ndo invasivo das fung¢des cardiacas e de fluxo sanguineo,

deteccdo de hemorragias internas, exame de cancer de mama, estudo do esvaziamento

m diversas aplica¢des, apenas a componente real, a resistividade elétrica, é necessaria.
'Em d 1 t 1 tividade elét
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do estdmago, detectar acimulo de fluido pélvico e para determinar o contorno que
separa tecidos vivos e mortos.

Pacientes com danos severos nos pulmdes estdo sujeitos a ocorréncia de mudancas
significativas no processo respiratério como a atelectasiaH, pneumotérag ou derrame
pleural, que podem causar inflamagdes do parénquima. Nestas circunstancias,
segundo Amato et al. [2], a detecgdo precoce a fim de evitar o colabamento e o sobre
distendimento dos alvéolos é fundamental para uma estratégia eficaz de protegdo
dos pulmdes, resultando em um aumento das fun¢des pulmonares e aumento do
indice de sobrevivéncia destes pacientes. Esta estratégia é fundamental em Unidades
de Tratamento Intensivo (UTI), onde os médicos precisam ajustar manualmente
os parametros dos equipamentos de ventilacdo mecénica (vazdo de ar e pressdo).
Segundo Trigo et al. [3], as condi¢des do paciente podem mudar drasticamente durante
o dia e até mesmo ap6s um intervalo de tempo de poucos ciclos respiratérios. Nestes
casos um ajuste inapropriado da pressdo imposta pelo equipamento é suficiente para
causar inflamagdo severa ou mesmo ruptura dos tecidos pulmonares. Infelizmente,
métodos convencionais de exposi¢do com raios-X e métodos clinicos corriqueiros em
leitos de UTI falham em conseguir detectar tais ocorréncias anormais nos pulmdes em
tempo habil.

Atualmente, a tomografia computadorizada por raios-X continua sendo o melhor
método para detectar tais anormalidades, apesar dos problemas associados a ele: o
transporte do paciente em seu leito juntamente com os equipamentos de suporte a
vida é muito arriscado e a natureza estdtica das imagens da tomografia por raios-X
ndo traz a informacgdo dindmica sem que haja uma manipulacdo sincronizada entre o
equipamento de ventilagdo e o equipamento de raios—XJj. Algumas vezes, quando o
médico decide que tal procedimento é necessdrio, ja é tarde demais para reverter os
danos nos pulmdes. Considerando isto, a TIE pode ser uma ferramenta atrativa pois
é de fAcil utilizacdo em leitos de UTI, evitando os problemas de transporte e o uso de

substancias potencialmente nocivas ao organismo ou radiacao.

2 Atelectasia é o estado clinico em que hd um colabamento dos alvéolos de parte ou de todo o pulmao.
Colabamento é o fechamento dos alvéolos em virtude da baixa pressdo do ar em seu interior.

$Pneumotérax é o estado clinico caracterizado pela presenga de ar no espago pleural, regido existente
entre a cavidade tordcica e os pulmoes.

%0 procedimento nestes casos consiste em regular a frequéncia de obtencdo das imagens de raios-X
aproximadamente igual a frequéncia do ventilador de modo a causar um aliasing entre os dois e, assim,
obter imagens aproximadas de um ciclo ventilatério.
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Tabela 1.1: Condutividade e permitividade elétrica relativa de diversos tecidos
biolégicos in vitro a 125 kHz. Extraido de Gabriel et al. [6].

Tecido o) € Tecido o €r
(S/m) (adim.) (S/m) (adim.)

Aorta 3.193e-1  7.846e+2 | Massa branca cerebral ~ 8.335e-2  1.793e+3
Bexiga 2.197e-1  1.085e+3 | Massa cinzenta cerebral 1.358e-1 2.750e+3
Cartilagem 1.794e-1  2.515e+3 | Medula 6ssea 3.382e-3  9.608e+1
Cerebelo 1.558e-1  3.043e+3 | Musculo esquelético 3.671e-1 7.550e+3
Coluna vertebral 8.446e-2  4.238e+3 | Osso cortical 2.086e-2 2.191e+2
Coracdo 2.220e-1  8.351e+3 | Osso trabecular 8.409e-2 4.404e+2
Dente 2.086e-2 2.191e+2 | Pulmao desinflado 2.751e-1 4.426e+3
Estomago 5.371e-1  2.710e+3 | Pulmaéo inflado 1.090e-1 2.225e+3
Figado 9.011e-2  6.702e+3 | Rim 1.761e-1 6.821e+3
Fluido cerebrospinal 2.000e+0 1.090e+2 | Sangue 7.044e-1 5.076e+3
Gordura 2.447e-2  7.792e+1 | Tendado 3.888e-1 4.066e+2
Gordura do seio 2.509-2 6.109e+1 | Traqueia 3.406e-1 3.097e+3
Linfa 5.384e-1 3.132e+3 | Vaso sanguineo 3.193e-1 7.846e+2
Ar/Vacuo 0.0 1.0

Sob o ponto de vista clinico, a TIE é eficaz pois a dindmica dos fluidos no interior
do corpo humano afeta a distribui¢ao de impeditividade elétrica. A Tabela[l.Tlmostra
valores de condutividade o e permitividade relativaH e, dos principais tecidos, obtidos
de amostras in vitro. Uma tabela de valores in vivo é apresentada em Sousa et al.
[4]. Segundo Nopp et al. [5], o pulmio aerado apresenta uma grande diferenga nas
propriedades elétricas comparado com o pulméo colabado gracas a presenga de ar,
que possui alta resistividade, contrastando com os tecidos do corpo humano. Além
disto, o trabalho mostra que muitas patologias pulmonares também alteram estes
valores, como os diversos tipos de pneumonia e enfisemas, e conclui que seria possivel
utilizar as propriedades elétricas dos pulmdes como meio de auxiliar o diagnéstico do

paciente.

5A permitividade relativa de um material €, é definida por ¢, = é, onde € é a permitividade elétrica

! -I'/m é a permitividade elétrica do véacuo e ¢y € a velocidade da luz no vécuo.

do materlal, €g = I 10"
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Para que a TIE possa auxiliar o médico no diagnéstico e no ajuste dos
equipamentos, esta deve ser capaz de fornecer imagens em taxa suficiente para
retratar a fisiologia do paciente. Deve ainda ser capaz de detectar a tempo a
ocorréncia das anormalidades a que os pulmdes estdo sujeitos, como colabamento e
pneumotoérax. Atualmente a resolugdo espacial das imagens absolutag da TIE sdo
inferiores quando comparadas as imagens geradas por outros métodos, tais como a
ressondncia magnética e a tomografia computadorizada por raios-X. Apesar disto, a

TIE apresenta algumas vantagens, a saber:

1. N&o é invasiva e ndo utiliza nenhum tipo de radiagdo, possuindo entdo grande
potencial em diagnoésticos médicos pois é inofensiva ao paciente contanto que a

corrente injetada obedeca aos limites de seguranca definidos;
2. Baixo custo, em razdo de um hardware relativamente simples;
3. Portabilidade devida as pequenas dimensdes do equipamento;

4. Apresenta elevada resolucdo temporal.

O trabalho desenvolvido no doutorado decorre do Projeto Temético FAPESP
01/05303-4, que estudou a aplicagdo da TIE para o monitoramento das condi¢des
pulmonares. Os trabalhos publicados pelo grupo de pesquisa varrem diversos
aspectos da TIE. Dentre estes trabalhos, pode-se citar uma lista parcial: [2, 7, §, 9]
mostrando os beneficios da TIE no monitoramento de pacientes em leito de UTI;
trabalhos sobre modelagem numérica e métodos numéricos [10, [11]; trabalhos sobre
métodos de estimacdo de imagens, como o Newton-Raphson [12, 13, 14, 15, 16],
otimizagdo topolégica [17, 118, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26], back-projection [27],
Simulated Annealing [28, 29], matriz de sensibilidade [30, 31], filtros de Kalman
[32,133,13,134,135,136,137,138], método D-bar [39,40] e desenvolvimento de atlas anatdomico
[4, 41].

®Em TIE, imagens absolutas sdo aquelas cuja intensidades dos pixels indicam o valor da propriedade
fisica. Imagens de diferencas ou relativas sdo imagens cuja intensidades dos pixels indicam as variagdes da
propriedade fisica em relagdo a um valor de referéncia, diferente de zero. Alguns autores chamam-nas
imagens estatica e dindmica, mas esta nomenclatura entra em conflito quando o dominio em observagao
apresenta uma dinamica temporal.
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1.1 Objetivos

A TIE é um método de obtencdo de imagens tomograficas de uso em muitas areas,
nesta pesquisa é dada atencdo as aplica¢cdes médicas da TIE, mais especificamente no
monitoramento das condi¢des pulmonares.

Apesar das vantagens tedricas do Unscented Kalman Filter (UKF) sobre as outras
variantes dos filtros de Kalman, ainda ndo existe uma investigacdo sobre a utilizacdo
do UKF na TIE para monitorar condi¢des pulmonares. O objetivo principal desta
pesquisa é investigar o desempenho do UKF na TIE para estimag¢do ndo linear do
estado do sistema variante no tempo.

Para a implementagdo do UKF (mais especificamente sua variante raiz quadrada),
um modelo de evolucio do sistema deve ser adotado. E sabido que os diferentes
orgdos e tecidos internos do térax humano possuem comportamentos temporais
diferentes ao longo do ciclo respiratério. Neste trabalho um modelo de evolugdao do
estado é proposto. Este modelo contém pardmetros que sdo ajustados conforme as
condigdes clinicas do paciente ao mesmo tempo que o estado do sistema é estimado.

Um algoritmo de segmentacdo de imagem é desenvolvido com o objetivo de
identificar o contorno dos principais 6rgdos internos para assim selecionar o modelo
de evolugdo correto e o método do erro de aproximacéo é utilizado para reduzir os
erros do modelo de observacéo utilizado no UKFE

O UKF é avaliado usando dados simulados de um fantoma numérico e
usando também dados experimentais, coletados previamente no departamento de
pneumologia da Faculdade de Medicina da Universidade de Sdo Paulo, dentro do

Projeto Tematico FAPESP 01/05304-4.
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Capitulo 2

Formulac¢ao do Problema

2.1 Modelo do dominio

Sejam o dominio 2 um conjunto aberto e limitado em R* e o bordo 9 o conjunto
formado pela intersecgio do fecho Q2 e o fecho do conjunto complementar (R3\ Q).
Assume-se que €2 possui uma distribuicdo estacionaria de carga, permitividade €(f)
e condutividade o(f). Por simplificacdo da notacdo, a dependéncia destas grandezas
com relagdo a frequéncia f (em hertz) de oscilagdo dos campos elétricos e magnéticos
dentro do dominio serd omitida. Admite-se também que as propriedades elétricas
sejam isotrépicas, lineares e ndo dispersivas.

As equagdes de Maxwell do eletromagnetismo nas formas diferenciais e integrais,

considerando as hipéteses estabelecidas acima séo:

V-eE =¢q jf eE~dA:/qu @.1)
o Q
V-B=0 B-dA =0 (2.2)
o0
0B 0
E=-2" E-dl=— ([ B-dA .
V x = fc dl=— (/S d ) (2.3)

E
Vx,u_lB:Jnge%—t %Cu_lB-dl:/SJg-dA+%(/SEE-dA), (2.4)

onde (2.1) é a lei de Gauss, (2.2) é a lei de Gauss para o magnetismo, (2.3) é a lei
de Faraday e (2.4) é a lei de Ampere. Nestas equacdes, E é o campo elétrico, g é a
densidade de carga livre, B é a densidade de fluxo magnético, J, é a densidade de

corrente livre, ;1 é a permeabilidade magnética do material, € é a permitividade elétrica



38

do material, C' é uma curva fechada simples qualquer dentro do dominio e S é uma
superficie qualquer dentro do dominio, limitada por C, (Vx) é o operador rotacional
e (V-) é o operador divergéncia.

Em TIE é usual considerar um modelo isotrépico para o interior do dominio.
Tal simplificacdo é questiondvel em algumas aplicagdes, como imagem de tecidos
musculares, 6sseos e cerebrais pois sabe-se que estes tecidos sdo altamente
anisotropicos. Tecidos musculares esqueléticos por exemplo, apresentam razado entre
condutividade longitudinal e transversal (em relagdo as fibras musculares) entre
2 < g—; < 15, conforme estudo publicado em Gielen et al. [42]. Nestes casos,
onde a anisotropia é um fator importante, esta deve ser incluida, o que aumenta
consideravelmente a complexidade do problema. Alguns resultados considerando a
anisotropia em EIT podem ser vistos em Abascal et al. [43, 44], Glidewell e Kwong
[45]. Neste trabalho, a anisotropia dos tecidos presentes na caixa tordcica ndo sdo
considerados.

Pode-se avaliar também a influéncia da variagdo do campo magnético sobre o
campo elétrico (indu¢do magnética), aplicando o operador rotacional em (2.4) na forma
diferencial e calculando a norma dos vetores resultantes [46, p. 539]. Feito isto, chega-se
a seguinte condicdo para que os efeitos de indug¢do magnética no campo elétrico

possam ser desconsiderados

27 o 2 fe\ >
f'“72(f> 14+ (_f) <1, (2.5)
K g
onde kK = %, é 0 menor nimero de onda caracteristico no dominio. Valores

7
compativeis para a aplicagdo biomédica sdo: p ~ g = 1,25-107° Vs/Am, A = 1,0 m
(comprimento de onda caracteristico dentro do corpo humano). O maior valor desta
razdo, usando os valores da Tabela [I.1l é o fluido cerebrospinal com razdo 0.049, que
significa que o efeito de indugdo é, no maximo, 5% do efeito do campo elétrico nesta
frequéncia. Neste trabalho os efeitos de indugdo magnética serdo desprezados.

Parte-se da terceira equagdao de Maxwell (2.3) na forma diferencial

0B

E=-22,
V x o

(2.6)
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Desprezando os efeitos de induc¢do magnéticas, o termo da direita é eliminado,

restando entdo
V x E =0, (2.7)
e na sua forma integral

7{ E-dl=0. (2.8)
C

Esta integral é igual a zero para qualquer curva fechada C, logo E é um campo
conservativo e, por consequéncia, existe uma funcado escalar potencial (elétrico) ¥ que

se relaciona com E da seguinte forma
VU =E. 2.9)

Aplicando o operador divergéncia (V -) em ambos os lados da quarta equacdo de
Maxwell (2.4) na forma diferencial, obtém-se

0(V -€E)

V'(VXM_lB):V-Jg+ o

(2.10)

Sabe-se que V- (V x p~'B) = 0 pois o divergente do rotacional de um campo

vetorial em R? é zero. Entdo, usando (2.1) na sua forma diferencial, chega-se a

04

Vodi= o (2.11)

Assumindo que nado haja acimulo de carga dentro de €2, o termo da direita é nulo,

entao
V-J,=0. (2.12)

A densidade de corrente livre J, é a soma da corrente ohmica J, com as fontes de

corrente internas J ;.

Jo=J,+ J,. (2.13)
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No caso da TIE, ndo ha fontes ou sorvedores de corrente elétrica no volume,
portanto J, = 0. A densidade de corrente livre resultante, com propriedades resistivas

e capacitivas, no caso em que o campo elétrico oscila com frequéncia fixa é dada por
J,= o+ i2nfe|E, (2.14)

onde ¢ é a unidade imagindria. Uma simplificacdo extra nas equagdes é desconsiderar o
efeito capacitivo do meio. Esta simplificacdo é questionavel, ja que em muitos tecidos a
componente capacitiva ndo é desprezivel. Um extenso estudo a respeito de valores de
condutividade e permitividade pode ser encontrado em Gabriel et al. [47, 48,16, 49]. O
efeito capacitivo do material pode ser desprezado se a razdo entre corrente capacitiva

e corrente resistiva for pequena [46, p. 158]

corrente capacitiva 2w fe
corrente resistiva o

< 1. (2.15)

O maior valor desta razdo, usando os valores da Tabela [LT] é o figado com razdo
0.52, que significa que a corrente capacitiva é aproximadamente 50% da corrente
resistiv. Na caixa tordcica, o tecido com maior razdo é o musculo cardiaco, que
apresenta razdo 0.26. Neste trabalho a componente capacitiva serd desprezada por

simplificagdo, logo
J, = oE. (2.16)
Substituindo (2.16) e (2.9) em (2.12), obtém-se a equagdo generalizada de Laplace
V- (eVVU) =0, (2.17)

que descreve a distribuicdo de potencial elétrico dentro de €2. Neste trabalho, optou-se
por utilizar a resistividade p, que é relacionada com a condutividade por p = ¢~ quando

a componente complexa é desprezada.

INeste caso, duas sio as possibilidades: reduzir a frequéncia de excitagao do sistema a procura de
um nivel aceitdvel de erro ou trabalhar com as equagdes sem esta simplificagdo.
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2.2 Condicao de contorno e modelo do eletrodo

A condicdo de contorno é encontrada integrando (2.12) em todo o dominio

/ V. JdV :/ 0dV =0 (2.18)
Q Q

e usando o teorema da divergéncia

7{ J,-dA =0, (2.19)
o

onde 7o é o versor normal a 02 orientado para fora. Esta equagdo é comumente
chamada de modelo continuo de eletrodo. Esta expressdo pode ser vista como a equagdo
de conservacgdo de carga livre dentro de Q2. O termo J, -7 é 4 componente normal da
densidade de corrente elétrica que atravessa Jf2. Esta corrente deve ser, pelo principio

da conservacgdo de carga, a mesma que é imposta na superficie de 2. Define-se a

densidade de corrente elétrica injetada J como o negativo desta componente norma

J=—J,fA=— <—1wf)
p

10V
oQ

A maioria dos equipamentos de TIE impde as condi¢des de contorno por um
conjunto de eletrodos afixados ao longo de 9€2. Com a colocacdo dos eletrodos,
o uso do modelo continuo de eletrodos ndo é aceitdvel ja que as lacunas entre os
eletrodos ndo impdem corrente elétrica e na regido das extremidades dos eletrodos,
a densidade de corrente injetada varia abruptamente para J = 0 (regido da lacuna).
Esta singularidade tem comportamento O(r~'/2), onde r é a distancia até a borda
do eletrodo [50, p. 9]. Outros dois efeitos ndo modelados por este modelo sdo (i) a
superficie de contato do eletrodo é uma isopotencial e (ii) existe uma impedancia de
contato na interface entre o eletrodo e 0€2. Tal impedancia elimina a singularidade,
porém a densidade de corrente elétrica nas extremidades dos eletrodos ainda é muito
elevada.

Neste trabalho, 0 modelo de eletrodo segue o modelo apresentado em Cheng et al.
[51]. Este modelo, chamado de modelo completo de eletrodos, supde um eletrodo com

area de contato finita, cobrindo uma area apreciavel do dominio. Segundo Hua et al.

Esta definicdo é feita para acomodar a convengao de que correntes que entram em €2 sdo positivas.
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[52], eletrodos com &rea de contato grande permitem uma distribui¢do de corrente
elétrica mais uniforme em €2 e possuem menor impedancia de contato pois esta dltima
é inversamente proporcional a drea de contato. Isto aumenta a sensibilidade das
medidas em relacdo as variacdes de resistividade internas.

Entretanto, é importante salientar que, na prética, eletrodos com grande 4rea de
contato causam problemas na imagem estimada se as distancias entre os eletrodos nao
estiverem corretamente representadas no modelo matemaético ou se estas distancias
ndo forem corrigidas de alguma forma. Nestes casos, usar eletrodos menores reduz o
problema.

Este modelo supde também uma impedancia de contato z; entre a superficie
metdlica dos eletrodos e a superficie de 2. Em geral esta impedéncia varia ao longo
da superficie sob os eletrodos, mas este efeito ndo é modelado. Além disto, serd
considerado que a interface apresenta apenas efeitos resistivos. Em aplica¢des médicas,
esta resisténcia é em geral elevada e varidvel ao longo das horas pois mudangas
tisiologicas ocorrem na epiderme do paciente. Por dltimo, este modelo admite que
a superficie metdlica do eletrodo seja isopotencial. As equagdes finais do modelo

completo sdo

10V
/ - 0 —dA = I;, no i-ésimo eletrodo (2.21)
e, P on
10V
Uloa, + zi—a—A =wv;, No i-ésimo eletrodo (2.22)
: p On
10¥
- =0, 00 Q.. 2.23
onde 02, é a parte do bordo do dominio sob o i-ésimo eletrodo, i = 1,--- ,e, e é 0

nuamero de eletrodos e I; é a corrente total injetada no i-ésimo eletrodo. Neste modelo,
(2.21) representa a corrente injetada em cada eletrodo, (2.22) representa o potencial
elétrico efetivamente medido nos eletrodos v; como sendo a soma do potencial ¥ em
0€., mais a queda de potencial elétrico em resultado da resisténcia de contato da
interface z; e representa a auséncia de corrente elétrica atravessando o resto do
bordo do dominio.

Em TIE, utiliza-se o termo padrio de corrente para exprimir o modo como as correntes

elétricas sdo impostas ou medidas e o termo padrdo de medigido para exprimir o modo
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como os potenciais elétricos sao impostos ou medidos. Neste trabalho, e na maioria dos
equipamentos de impedancia, considera-se que o dominio seja excitado por correntes
elétricas e que sejam feitas medidas de potencial elétrico ao longo de 0f2.

A forma como a corrente elétrica é imposta ao longo de 02 influencia na sua
sensibilidade para determinar a distribuicdo de resistividade em 2. Como regra
geral, para maximizar a sensibilidade das medidas em relacdo a resistividade em
uma sub-regido, deve haver suficiente densidade de corrente elétrica nesta regido. A
dificuldade surge do fato de que a distribui¢do de densidade de corrente é funcdo da
forma de €2, tamanho, posicdo e natureza da regido onde a perturbagéoH estd localizada.
Estas informacgdes sdo geralmente desconhecidas, ou apenas aproximadamente
conhecidas. Para tratar do problema de sensibilidade das medidas, convém apresentar
o conceito de distinguibilidade entre duas distribui¢des de resistividades, que foi
introduzido inicialmente em Isaacson [53] como critério de avaliacdo dos padrdes de
corrente e medic¢do de potenciais elétricos.

Seja ¥|asa(p, J(s)) a funcdo potencial elétrico em 0€2 quando hda um padrdo de
corrente J(s), com ||J(s)||ls = 1 e s € 0N sendo imposto em um dominio com
distribuicado de resistividade p.

Diz-se que p; e p; sdo duas distribui¢des de resistividade distinguiveis por medidas

de precisdo v > 0 se e somente se existir um padrdo de corrente J(s) tal que

[Wlaq(p1, J(s)) = Wloalpa, J(5))ll2 > v. (2.24)

Estas distribui¢des sdo indistinguiveis, no mesmo sentido, se para todo J(s), com
|J(s)]l2 = 1, a expressdo acima for falsa. E possivel determinar a forma do padrao
de corrente 6timo ao maximizar esta fungéao.

Seja o operador linear autoadjuntoH A,:S;— Sy
ApJ £ laal(p, J(s)), (2.25)

onde S, e Sy sdo os espagos de fungdes da corrente .J(s) e potencial elétrico ¥|gq.

3Perturbacao refere-se a uma diferenca de resistividade entre o valor real de resistividade e o valor
aproximado assumido inicialmente nos algoritmos de TIE, localizada em alguma sub-regido de 2.
*A demonstracido da autoadjuntividade do operador A, encontra-se no Apéndice Bl
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7

Com esta defini¢do, a distribuicdo de corrente 6tima é aquela que também

maximiza o funcional
HAPIJ_APQ‘]HS = (J7 DQJ)? (226)

onde D £ A, — A,, e | J||» = 1. Nota-se que esta funcdo é maximizada quando J(s)

for a autofun¢do de maior autovalor associado pois neste caso

HI}ﬁaX (J, D2J) = HD2H2 = 7)%, (2.27)
2=1
onde n? > n3 > ... > 0 sdo os autovalores de D?. Voltando agora a maximizagado da
distinguibilidade (2.24),

s AT = ATl = 1Dl = fii > v 228)

onde J/,comi =1,2,...é o0 conjunto completo de autofuncdes ortonormais referentes
aos autovalores. Este resultado mostra que as distribui¢des de resitividades p; e p,
sdo distinguiveis se v/7? > v e, neste caso, J(s) = J{. O préximo melhor padrio de
corrente seria .J(s) = .JJ se /7% > v, e assim por diante, até que n? < v, para algum
],

Ainda em Isaacson [53], os autores determinam, como exemplo, uma expressao
para o limite de distinguibilidade para uma anormalidade concéntrica a um dominio
circular e também o melhor padrdo de corrente para este caso, chamado pelos autores
de padrio trigonométrico e que serd apresentado mais a frente no texto. O maior desafio
neste tipo de padrdo de injecdo é a necessidade de um equipamento complexo, com
multiplas fontes de corrente. Neste tipo de equipamento, o problema de capacitancia
parasita entre todos os canais deve ser considerado devido a proximidade dos cabos.
Um equipamento com inje¢do de corrente bipolar, isto é, onde apenas dois eletrodos
estdo injetando corrente elétrica é mais simples de ser construido.

Em Kyriacou et al. [54] foi estudado o melhor distanciamento angular entre os
eletrodos de injecdo para um equipamento de inje¢do bipolar, quando ndo se conhece
a posicdo da perturbacdo dentro de um dominio circular. Neste trabalho, os autores

determinam o melhor distanciamento considerando que (i) todo o dominio apresenta
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a mesma probabilidade de conter uma anormalidade e (ii) o valor médio da melhor
distancia angular entre os eletrodos para todos os pontos do dominio resultard em
uma melhor sensibilidade geral. Como resultado, os autores chegam no valor de
aproximadamente 48° em um sistema com 16, 32 ou 64 eletrodos.

Para mais informacdes a respeito de distinguibilidade, ver Seagar et al. [55], Cheney

e Isaacson [56], Eyiiboglu e Pilkington [57], Eytiboglu et al. [58].

2.3 Estratégia de excitacao e de medicao

Sejam e eletrodos posicionados em 0f2. Seja também v¢ € R® o vetor contendo
os potenciais elétricos medidos nos eletrodos, e i € R° o vetor contendo as
correntes elétricas impostas nos eletrodos. Estes dois vetores estdo relacionados com o

equivalente discreto do mapa Dirichlet-Neumann
Y = i€, (2.29)

onde Y° € R°*¢ é chamada matriz de condutancia mutua. Existe entdo um niimero
méximo de e? parametros, ou graus de liberdade, que podem ser determinados pelas
medidas elétricas, que irdo compor a distribuicdo final de resistividade.

Nota-se entretanto que o vetor 1 = [1 1 ... 1] ' € R° estd no nucleo do
operador Y © pois potenciais elétricos idénticos em todos os eletrodos ndo permitem
corrente elétrica atravessando J€2. Este é o tnico vetor com esta propriedade além do
vetor nulo. Qualquer outro vetor v° linearmente independente de 1 impde alguma
diferenca de potencial entre eletrodos, resultando em corrente atravessando o bordo.
A existéncia de um ntcleo néo trivial causa uma redugdo dos graus de liberdade de
Y“.

Seja entdo S o subespaco perpendicular ao vetor 1. Mostra-se que Y © é invertivel
de S em S e, portanto, apresenta (e — 1)? pardmetros que podem ser determinados a

partir de pares (v°, ¢°). Este nimero é facilmente obtido ao computar a decomposigao
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em autovaloreﬁ deY*©

Y =V°DVI, (2.30)
onde V© € R°*¢ é a matriz contendo os autovetores em suas colunas e D € R°*¢ é
a matriz diagonal contendo os autovalores associados. Sabendo que o vetor 1 esta no

nucleo de Y, pode-se reescrever a decomposi¢do como

Y= [yl e Yo ||11||z]diag([d1 cre e 0]) [yl Y T s

onde cada autovetor y;, € R® deve ser determinado, resultando em e(e — 1) graus de
liberdadeH. Entretanto, sabendo que os autovetores sdo ortogonais, obtém-se e — 1

vinculos do tipo

1 e
yz—_0:> E yi,jIO ’i2172,...,(€—1), (232)
Jj=1

Il
onde y;,;, é a j-ésima componente do autovetor y,. O ntmero total de graus de
liberdade cai entdo parae(e — 1) — (e — 1) = (e — 1)%

O ntmero de graus de liberdade é reduzido ainda mais pelo principio da
reciprocidade, que atesta que ao inverter os eletrodos de medida com os eletrodos
de injecdo obtém-se os mesmos valores de condutancia mutua. A reciprocidade impde
uma estrutura simétrica para Y, o que reduz o nimero de graus de liberdade para
e(e — 1)/2. Este é, portanto, o nimero maximo de medidas independentes que podem
ser realizadas para formar uma base para o espago S. Este ntimero é também o nimero
méximo de graus de liberdade da solucdo que é possivel encontrar com e eletrodos.
Qualquer tentativa de aumentar o nimero de incégnitas da solugdo necessitard de
informacgdo a priori adicional.

Um sistema de TIE deve obter pares (v, 1°) que serdo usados para determinar uma

base de S. Com esta base, a matriz Y“ pode ser determinada ou estimada.

>Considerando Y real, a decomposicdo em autovalores desta matriz resulta em matrizes reais pois,
pelo principio da reciprocidade, Y © deve ser simétrica. Isto serd explorado mais a frente.

®Os autovalores ndo entram no ntmero de graus de liberdade pois uma vez determinados os
autovetores, os autovalores associados sdo calculados a partir de sua definicao Yy, = d;y;.
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Uma vez coletados p pares de medidas (v°,¢“), uma estimativa para Y pode ser

obtida por regressao multipl
Y¢=I,V] (2.33)

onde V,, I, € R**P sdao matrizes cujas colunas sdo compostas pelos p pares (v°, i) e
V; é a pseudoinversa de V.

A solugdo deste sistema ndo garante que Y seja simétrica em decorréncia dos
erros numéricos e de instrumentagdo. Para contornar isto, pode se usar a média sobre

o erro de reciprocidade, que corrige a solugdo de (2.33) pela remogédo de sua componente

antissimétric

e _ e e

corrigida — Y - anti—sim.> (234)
onde Y i um = 3(Y° — (Y°)T) pode ser usada para avaliar os erros na

instrumentacdo do sistema de coleta de dados.

Muitas vezes o numero de medidas independentes é menor que e(e — 1)/2 por
conta da dificuldade de medigdo dos potenciais elétricos nos eletrodos onde a corrente
elétrica estd sendo imposta, quando algum canal de medida estd com problema
e precisa ser desligado ou no caso em que as medidas ndo formem um conjunto
linearmente independente. No caso de um conjunto de pares (v°,4°) que somente
forma uma base para um subespaco de S, a solugdo de (2.33) serd a projecdo de Y*
neste subespaco. Caso haja mais medidas do que o necessario para completar a base
de S, a solugdo serd a que minimiza o erro quadratico de todas as medidas, o que reduz
a covaridncia de Y°. Geralmente p = ¢, resultando em V', quadrada porém de posto
incompleto.

Em Malmivuo e Plonsey [59, cap. 26] algumas formas de padrdes de injecdo e
medicdo sdo apresentadas. Duas formas bastante frequentes de impor a corrente
elétrica sdo o padrdo de corrente trigonométrico e o pula-m, onde m > 0 é escolhido.

Estes padrdes podem ser vistos na Figura 2.1l No padrdo de corrente trigonométrico,

"Regressdo multipla pode ser aplicada caso v® ou ¢ for conhecido com precisdo suficiente. Caso
contrdrio é necessaria uma andlise de correlacio multipla. Neste trabalho assume-se que as correntes
elétricas sdo conhecidas com suficiente precisdo e acurécia.

8Toda matriz quadrada pode ser decomposta em uma componente simétrica e uma componente
antissimétrica. A = Agm. + Aanti—sim. = %(A + AT) + %(A — AT).
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padrao trigonométrico padrao pula-m, param = 3

Figura 2.1: Exemplos de padrdes de corrente. Adaptado de Malmivuo e Plonsey [59].

a corrente elétrica é imposta através de todos os eletrodos. O intuito deste padrao é
tentar produzir uma densidade de corrente uniformeH em um dominio circular. Neste
padrdo, a corrente imposta nos eletrodos é funcdo da posi¢do angular dos eletrodos
I j = ILyag cos(b; — 6}”“), onde ¢; é a posicdo angular do i-ésimo eletrodo e 67" é a
posic¢do angular onde ocorre o pico de corrente /,,,, no j-ésimo padrao.

Na Figura 2.1} pode-se ver o primeiro vetor ¢7 (67"** = 6,). No segundo vetor, 5, 0
angulo de referéncia passa a ser a posi¢do angular do eletrodo 2 e assim por diante até
o eletrodo e/2, pois além deste valor todas os padrdes serdo linearmente dependentes
dos anteriores.

O outro tipo de padrdo de corrente, pula-m, utiliza apenas dois eletrodos para
injecdo de corrente. Neste padrdo, o par de eletrodos ativos é separado por m eletrodos,
como pode ser visto na Figura R.Ipara m = 3. O j-ésimo vetor 4 utiliza como pares
ativos os eletrodos j e mod (m + j,e) + 1.

O caso em que m = 0 é também chamado padréo de eletrodos vizinhos e o0 caso em
que m = ¢/2 — 1 é também chamado de padrdo diametral. O padrao pula-0 tem a
desvantagem de concentrar a maior parte da corrente elétrica na vizinhanga do par de
injecdo, tornando as medidas de potencial menos sensiveis a variagdes de resistividade
em seu interior. Este efeito é reduzido conforme m aumenta, porém a razdo sinal/ruido
torna-se mais desfavordvel.

A medicdo dos potenciais pode ser realizada de duas formas: (i) medidas
single-ended, ou seja, medidas de potencial elétrico referentes a um referencial fixo,

usualmente o terra, ou (ii) medidas diferenciais entre eletrodos. No caso de medidas

9 A uniformidade de corrente s6 ocorre em um dominio cilindrico e com resistividade uniforme.
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diferenciais, é usual utilizar o padrdo de medicdo pula-m. A Figura [2.2] apresenta os

dois casos.

padrao pula-m, param = 3 single-ended

Figura 2.2: Exemplos de padrdes de medi¢do. Adaptado de Malmivuo e Plonsey [59].

O equipamento utilizado nos ensaios experimentais desta tese possui e = 32
eletrodos, impde a corrente elétrica através do padrdo pula-3 e os potenciais elétricos
medidos pelo equipamento sdo single-ended. O equipamento é capaz de fazer medidas
de potencial elétrico também nos eletrodos de injecdo, contanto que as medidas ndo
saturem o conversor analégico — digital. Por conta desta possivel saturagdo, pode ser
necessdrio reduzir o valor da corrente injetada no térax do paciente, resultando em
uma razao sinal/ruido mais desfavordvel em todas as medidas. Assim, dependendo
do caso, torna-se mais vantajoso desprezar estas medidas em favor de manter uma boa
razao sinal/ruido nas medidas dos demais eletrodos.

Caso o interesse seja estimar os parametros de eletrodos, explicado na Secdo 2.4,
é necessdrio utilizar os potenciais elétricos que envolvem o par de injecdo pois as
medidas nos eletrodos passivos sdo pouco sensiveis a variagdes na impedancia de
contato. Nos desenvolvimentos das préximas se¢des, serdo consideradas e medidas
por par de injecdo. As alteracdes das equagdes sdo triviais nos casos em que o niimero
de medidas utilizadas for menor do que e.

Cabe uma observagdo importante a respeito do numero de pares (v, i°)
efetivamente informativos para compor o espaco S usando um padrao pula-m, tanto

para a injecdo quanto para a medida dos potenciais elétricos.
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Iniciando pela corrente, em padrdes pula-m, com m > 0, a matriz de correntes

I, € R°*¢ para p = e é dada por

I, i=k
L)w =< —I, i=mod(k+m,e)+1 , (2.35)
0, demais

onde ] é o valor da corrente injetada nos eletrodos. O posto desta matriz, variando-se

o valor de m é apresentado na Figura[2.3]para e = 32.

32

posto

0 5 10 15 20 25 30
pula-m

Figura 2.3: Posto da matriz de correntes I, em fungdo de m para 32 eletrodos.

O posto desta matriz indica o ntimero de vetores de corrente ¢“ linearmente
independentes do conjunto de p = 32 vetores. Pode-se observar entdo que no caso
do pula-3, o nimero de vetores independentes é 28, ao passo que se fosse escolhido
pula-4, o ntimero subiria para 31.

Analisando agora os potenciais elétricos diferenciais, pode-se adaptar os resultados
da anélise feita no inicio da Segdo[2.3] que considera apenas medigdes single-ended, para
medidas diferenciais definindo uma matriz C; € R°*® de conversdo single-ended para

pula-m. Esta matriz é dada por

1, i=k
[Cdlir) = 1, i=mod(k+m,e)+1 . (2.36)

0, demais
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Esta matriz apresenta a mesma estrutura da matriz I,, portanto o posto de C; em
fungdo do valor m é o mesmo e pode ser visto na Figura E facil notar que em todos
os casos diferenciais, o vetor 1 esta no nucleo de C,.

Montando agora o mapa Dirichlet-Neumann para medidas diferenciais nos moldes

de 2.29)
Ye,ve,dif LN Ye[Cdvevse] — ie’ (237)

nota-se que o uso de potenciais diferenciais v*%/ é equivalente a usar potenciais
single-ended, adicionando a matriz C, que possui posto incompleto. O resultado disto
é que alguma informacdo pode ser perdida ao utilizar medidas diferenciais. No caso
de medidas pula-3, trés outros vetores estardo no nucleo de C; além do vetor 1 ao
passo que no pula-4 apenas o vetor 1 estara presente.

O namero de pares (v°,1°) efetivamente tteis para compor o espacgo S depende
do valor m escolhido. Por esta andlise, equipamentos que utilizam padrdes pula-3
poderiam ser modificados para pula-4 de modo a aumentar o niimero de medidas por
vetor de corrente e aumentar também o ntimero de vetores de corrente linearmente
independentes, sem grandes mudangas no nivel de sensibilidade das medidas a
variagoes de resistividade.

A informacao perdida das medidas ao utilizar o pula-m esta relacionada ao nimero
de circuitos fechados de medidas. A Figura2.4/mostra as medidas dos 32 eletrodos no
padrdo pula-3 organizadas em quatro circuitos fechados, cada um indicado em uma

cor.

23 24 25 26 77 23 24 25 26 ¥ 23 94 05 26 ¥ 23 24 25 26 ¥

Figura 2.4: Medidas realizadas no padréo pula-3.

A Figura[2.5mostra as medidas dos 32 eletrodos no padrdo pula-4 e destaca que ha

apenas 1 circuito de medidas, ou seja, iniciando em um eletrodo qualquer e avangando
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de cinco em cinco eletrodos, o eletrodo inicial s6 é novamente alcancado apés todas as

32 medidas.

32 18

23 24 25 26 77 23 24 25 26 ¥ 23 94 05 26 ¥

1110987 1110987 1110987

8

2
2 24 25 26 7

Figura 2.5: Medidas realizadas no padrao pula-4.

A Figura apresenta os quatro vetores pertencentes ao nicleo de C; no padrao
pula-3. Estes vetores sdo aqueles que estabelecem a diferenga de potencial entre os
circuitos. Ou seja, ao realizar medidas pula-3, a referéncia entre cada um dos circuitos
fechados é perdida. No caso de medidas pula-4, o tinico vetor ndo nulo no ntcleo é o

vetor 1 que representa a referéncia do potencial elétrico em relagdo a um terra comum.

L] L] L] L] L] L] L] L]
V4
——————————+———— 00—+ —0— 90—+ 06— —+—0¢6 06— —+—06 06— —+—06 06—+
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
V3
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
L[] L] L] L[] L] L] [ ] L]
(%)
0+ 0+
0 1 2 3 4 ] 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

° . . ° ° ° ° °

U1
—t————t+—0— ———t——— ———t——————+————+—————
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

Figura 2.6: Vetores do nucleo de C; no padrao pula-3.
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2.4 Discretizacio do dominio

O dominio €2 é discretizado em elementos finitos para a solu¢do numérica das equagdes
217, @.2D)-2.23). O dominio é dividido em uma malha com m nés e n elementos
finitos de resistividade p;, i = 1,2,...,n, constante por elemento. As interfaces dos
e eletrodos também sdo discretizadas utilizando elementos finitos. As equagdes dos
elementos finitos sdo desenvolvidas no apéndice[A.Jle[A.2] para o caso 2D e 3D.

Ap6s a discretizagdo, o sistema de equagdes pode ser reescrito na forma matricial
Y(p)v=1, (2.38)

onde Y € R™*™ é a matriz de condutividade global, v € R™ é o vetor de potenciais
elétricos nodais, I € R™ é o vetor de corrente nodal imposta em 02 e p € R"™ é o
vetor composto pelas resistividades dos elementos e pelos pardmetros dos eletrodos p

das interfaces, conforme apresentado no apéndice[A.2]

2.5 Determinacao dos potenciais elétricos nos nés

virtuais dos eletrodos

A determinacdo dos potenciais elétricos nodais via método dos elementos finitos

(MEF) é feita resolvendo o sistema (2.38) para um determinado vetor de corrente

j=12....p

Y (p)v; = I, (2.39)

P2

onde v; € R™ é o vetor de potenciais elétricos nodais referentes ao j-ésimo vetor
de corrente I,. Esta equagdo é resolvida conhecendo-se a resistividade elétrica dos
n elementos da malha dos e parametros dos eletrodos e também do vetor de corrente
usado I;.

A matriz Y também apresenta ntcleo ndo trivial. Este nticleo tem dimensdo um,
contendo os vetores nulo e 1 = [1 1 ... 1} € R™. Por conta deste ntcleo, se v* é
solugdo de (2.39), v* + c1 também é solucdo, onde ¢ é uma constante qualquer. Para

contornar este problema, é necessario trabalhar no espago quociente R”/{1}, onde a
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solugdo é uma classe de equivaléncia [v*] = v* + ¢1,Vc. Na prética procura-se, como
solugdo de (2.39), um representante desta classe de equivaléncia que contenha uma
das componentes com valor fixado. Usualmente escolhe-se o valor zero para alguma
componente, o que fisicamente representa aterrar um dos nés da malha de elementos
finitos. Salienta-se que na solucdo de (2.39) obtém-se potenciais single-ended.

Ap6s definir 0 ndé com potencial elétrico de referéncia, pode-se reescrever (2.39)

como uma equagao nao linear de observacdo h; : p — v,

vi(p) = hy(p) =Y ()] 'I; . j=12....p (2.40)

Como somente é possivel fazer a medida de potencial elétrico nos eletrodos,
apenas os elementos de v, referentes aos nds Virtuai dos eletrodos sdo considerados
medidas. Desta forma, pode-se montar um vetor v§ € R® contendo apenas estes
potenciais. Caso seja necessdrio converter os potenciais single-ended para potenciais
diferenciais, uma matriz de conversao C; é utilizada.

Por uma questdo de uniformidade de notacdo, os potenciais elétricos dos nés
virtuais dos eletrodos calculados com (2.39), para j = 1,2,...,p, e convertidos para

potenciais diferenciais sdo agrupados em um vetor y € R, onde ¢ = p.c é o ntimero

total de medidas realizadas, considerando todos os vetores de corrente

Cvi(p)

Cqv5(p) (2.41)

Cuilo),

Em alguns casos é conveniente linearizar (2.39) em torno de uma resistividade

qualquer. Isto é explicado a seguir.

190s nés virtuais dos eletrodos séo apresentados no Apéndice[A.2.Tle Apéndice[A2.2]
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2.6 Modelo linearizado de observacao

Expandindo (2.40) em série de Taylor em torno de uma resistividade p, qualque,

tem-se

(0) = vy(py) + 2

(p—po) +O[(p—po)°] - (2.42)

Po

Desprezando os termos de ordem superior e substituindo (2.40), esta expansao fica

o(Y]"'1;)

ap (p—Po)- (2.43)

v;(p) = vj(py) +

Po

Usando o resultado da &dlgebra matricial para a derivada da inversa de uma matriz

com respeito a um vetor [60, p. 8], tem-se

(p— po)- (2.44)

Po

L, 0Y
wlo) = von) + (- 50y )

O termo avaliado em p, é a matriz jacobiana referente ao vetor de corrente I;:

~ oY
Hjl,, = (‘Yl_Yle)

o9 =—[[Y—1g—§ly—11j] [Y‘lgTiY_le]]

Po Po

(2.45)

Somente as linhas de H |, relacionadas com os nés virtuais da interface dos eletrodos

precisam ser calculados, logo pode-se excluir de H;|,, as demais linhas. Apés a

remocao, a matriz Jacobiana torna-se, H j\ po € R™" e o vetor de medidas v§(p) € R°.
A conversdo de single-ended para diferencial é feita pré-multiplicando os potenciais

por Cy
vy (p) = Cavi(p) = Cavj(py) + Cub|, (P = po). (2.46)

Considerando todos os p vetores de corrente utilizados, pode-se agrupar todas as

. . . 7€ . . PR
matrizes jacobianas CyH |,, e todos os vetores de potenciais elétricos Cyv§(p,) e

1 Aqui considera-se que p € R™, ou seja, os parametros dos eletrodos ndo sdo incégnitas. Caso sejam,
a dedugcdo é idéntica, apenas mudando-se as dimensdes das matrizes.
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escrever (2.44) da seguinte maneira:

v (p) = v (py) + H*™ |, (p — py),

onde
| Cuvilpy) | ., |
veiS () = Cd’v.S(Po) 7 He’dif\po _ Cdf.{;|p0 |
| Cavi(py) | | CuH,|,, |

com H*"|, € R>" e v*¥f(p) € R Isolando o termo H*"/|, p na direita
0 (p) = 0" () H), py = H | p
e definindo uma medida nominal ¢’
y'(p) = v (p) — v (py) + H M|, py,

obtém-se o modelo linearizado de observacao

y'(p) = H*" |, p.

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

Para facilitar a notagao, daqui em diante H*%/|, serd denotado por H ou por H(p,)

quando for necessério explicitar o ponto de linearizacdo!!

2Por simplificagdo de notacdo, y’ serd também denotada por y, porém nestes casos o leitor serd

informado.
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2.7 Fantoma numérico

Uma parte dos ensaios utiliza dados gerados numericamente para simular a aquisigdo
dos dados elétricos em um individuo.

A simulagdo da aquisi¢do consiste em gerar uma malha de elementos finitos,
escolher uma distribuicdo de resistividade no dominio e parametros de eletrodos p*™,
resolver o problema direto para todos os vetores de inje¢cdo de corrente e armazenar
apenas os valores dos potenciais elétricos dos nds que representam a parte metalica
dos eletrodos. Em outras palavras, resolve-se (2.41). Por dltimo, adiciona-se um ruido
gaussiano ndo correlacionado no tempo nos potenciais elétricos obtidos para simular
os erros de medigdo. Nesta tese o ruido tem média zero e desvio padrdo de 1 mV.

O vetor resultante y(p*™) contém as medidas simuladas. As medidas sdo entdo
utilizadas nos filtros de Kalman e os resultados podem ser entdo comparados com
p*™. Por conta da natureza Gaussiana da densidade de probabilidade condicionada
as medidas proveniente do filtro de Kalman, utiliza-se a média desta distribui¢do como
estimativa pontual para comparagdes.

A fim de minimizar o efeito da discretizacgdo do dominio, a malha utilizada na
solucdo do problema direto deve ser substancialmente mais refinada do que a malha
utilizada na solugdo do problema inverso. O uso de duas malhas também reduz o
efeito do crime de inversﬁ.

A corrente injetada e os potenciais medidos seguem o padrao pula-3, como descrito
na Secdo em todos os ensaios numéricos. Doravante, o processo descrito sera

denominado fantoma numérico.

3Crimes de inversdo consistem em tornar o problema inverso menos mal-posto adicionando
informagdo artificial a este. Eles ocorrem quando o modelo adotado e a realidade coincidem [61, p. 5].
Na pratica ele ocorre principalmente em duas situa¢des: (1) Os dados gerados através da solucdo do
problema direto sdo produzidos com o mesmo modelo utilizado para a solugdo do problema inverso
sendo que este modelo difere da realidade e (2) quando a discretizagdo na simulagdo numérica é a
mesma usada na solugdo do problema inverso.
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Capitulo 3

Problema mal-posto

Sob o ponto de vista matemadtico, a TIE procura resolver um problema inverso,
mal-posto e ndo linear. Em apenas poucas situa¢des sdo conhecidas férmulas fechadas
para a solucdo das equagdes envolvidas no problema, para as demais sdo necessérios
métodos numéricos para sua solu¢do. Na TIE, a principal fonte de dificuldades é a
natureza mal-posta [62] do problema inverso:

Considere os espagos métricos (X, d,) e (Y,d,) e o operador A : X — Y. Entdo o

problema de encontrar z € X, dadoy € Y, tal que

é dito bem posto se A tem uma inversa continua A™' : Y — X. Em outras palavras,

um problema é bem posto se e somente se cumpre as trés condi¢des de Hadamard:

1. A é sobrejetor: paray € Y, existe z € X tal que A(z) = y;
2. Aéinjetor: paray € Y e A(x1) = A(x2) = y, entdo z; = xo;

3. A solugdo tem uma dependéncia continua (suave) com os dados de entrada: para

todo € > 0, existe d(e, y) > 0 tal que d,,(y, y1) < d implica que d,(z,z;) < e.

Note que ndo é suficiente a existéncia da inversa de A para que o problema seja
bem posto. No caso da TIE, a injetividade de A foi demonstrada em algumas situagdes.
Astala e Pdivérinta [63] mostraram a injetividade de A com o € L*°(£2) sobre os reais
e Q € R% Para o caso complexo, Francini [64] mostra a injetividade se Q2 € R? for

Lipschitz-continua e o,¢ € W?*>. Ainda neste trabalho, a autora faz uma ressalva
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dizendo que a parte complexa precisa ser pequena mas nao fica claro o motivo de tal
afirmacdo. Uma hipétese para tal afirmacdo é o uso de uma lineariza¢do da matriz de
potencial em torno de ¢ = 0. Para 2 € R",n > 3, o resultado mais abrangente é de
Brown e Torres [65] para valores reais, onde o € W3/27(Q), p > 2n.

Estes resultados foram obtidos para problemas isotrépicos. No caso de materiais
anisotrépicos, foi demonstrado que ndo existe injetividade, ou seja, duas distribui¢des
de condutividade (real ou complexa) diferentes, podem resultar em um mesmo
conjunto de medidas em 02 [66]. Para mais detalhes sobre estes e outros casos, entre
eles a possibilidade de “invisibilidade”, ver o artigo de revisdo Uhlmann [67].

Em principio, o problema da injetividade pode ser resolvido ao definir o espago
quociente X = X/ ker(A) e definir um operador A : X — Y como A[z] = Az pois
todos os elementos do ntcleo de A sdo “unidos” no espago quociente. A sobrejecdo
poderia ser resolvida ao substituir Y pela imagem de A, apesar de que este espago nio
é completo e uma medida realizada y,,.q € L?, que é um espago completo, pode estar
fora da imagem A[z]. Neste caso, A[x] # Ymeq para todo [z] € X. Das trés condicoes
de Hadamard, a mais dificil de ser tratada é a terceira, que versa sobre a continuidade
da inversa de A. E possivel mostrar que A~! nao é continua no problema nio linear da
TIE através de uma generalizagdo de um teorema para operadores lineares que atesta
que se X e Y sdo espagos normados e X tem dimensdo infinita, entdo o operador
bijetor compacto A ndo apresenta inversa continua. Para detalhes sobre o teorema
para problemas nao lineares, ver Engl et al. [68].

Diz-se resolver o problema direto quando se deseja encontrar y, conhecendo-se A e
x. Ja o problema inverso é resolvido quando se conhece y e a fungdo A e procura-se
encontrar z. Sob o ponto de vista da teoria de controle, pode-se ver (3.1) como
uma equagdo de observacdo de estado, onde x é o vetor de estado e y é o vetor de
medidas dos sensores e A é o modelo de observacdo. Neste caso, o problema direto
consiste em determinar as medidas dos sensores a partir de um estado conhecido, ou
seja, determinar as consequéncias (medidas) a partir das causas (estado e modelo de
observagdo). O problema inverso é resolvido quando se conhece o vetor de medidas
e determina-se o estado que geram as medidas, ou seja, a partir das consequéncias
(medidas e modelo de observacdo), determinar parte das causas (o estado). O

problema inverso costuma ser mal-posto.
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Sob um ponto de vista puramente matematico, problemas mal-postos em espagos
de dimensdo infinita, quando discretizados e dispostos em forma matricial Ax =
y, apresentam solu¢do de minima norma estdvel e, portanto, sdo bem-postos
(regularizacdo por discretizacdo). Entretanto, ao se resolver numericamente tais
problemas, os erros de arredondamento causam resultados desastrosos devido ao
mau condicionamento da matriz A. Tais problemas, comumente chamados problemas
mal-postos discretos, apresentam caracteristicas similares aos dos problemas mal-postos
em dimensdo infinita, como apresentado ao longo de Kaipio e Somersalo [61], Hansen
[69, 70].

Um problema discreto é dito mal-posto se

1. os valores singulares da matriz A decairem para zero, ou quase zero, de forma

gradual;

2. onumero de condi¢do da matriz A for grande.

Estes comportamentos podem ser facilmente visualizados wutilizando a
decomposicdo em valores singulares (SVD, do inglés singular value decomposition)
dosistema Ax =y, A €c R"", x € R"ey € R™.

A matriz A com posto r < min(m,n) pode ser decomposta em um sistema de

valores singulares
A=) uon!, (3.2)
1=1

onde u; € R™ e v; € R" sdo vetores singulares de A, ortonormais em seus espagos
e oy > o, > ...0, > 0 sdo os valores singulares associados. Os vetores singulares
apresentam mais oscilagdes em sua forma com o aumento do indice 7 [69, p. 8].

Com simples substitui¢do, nota-se que

T
— § T, _ —
A’Uj = U;0;v; V; = o;u; = HA’UJ‘HQ = 0y, (33)
1=1
0 que mostra que se um determinado valor singular ¢, se aproxima de zero, v; se
aproxima do nucleo de A. Esta matriz apresenta, portanto, posto numericamente

incompleto se o; for suficientemente préximo de zero. Para tentar contornar este
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problema, pode-se truncar a SVD em um indice s < r tal que 0,41 < ¢, para algum
¢ > 0 com o intuito de encontrar uma aproximacio A da matriz original A com posto

menot, porém bem condicionado
S
A= E w0, . (3.4)
1=1

Porém, se os valores singulares decairem para zero de forma suave, tal truncamento
nio produzird um operador A em espaco de dimensio menor que seja similar a A
original pois a soma dos termos associados aos indices s + 1,...,r ndo considerados
em A nao sera desprezivel. Esta é uma das maiores criticas dos métodos de solucio de
problemas mal-postos utilizando a decomposicdo truncada em valores singulares.

Continuando com a SVD, pode-se escrever o vetor y em fun¢do dos vetores da base

ortogonal {u;}] da decomposicdo

T

y = (w y)u; + Yo, (3.5)

i=1

onde y,, é uma possivel componente ortogonal ao espago gerado por {u;}].

Pode-se também calcular a pseudoinversa de A usando a decomposicdo
AT =) "o '] (3.6)
i=1

A solucdo de Ax = y pode ser entdo escrita

x=Aly= (Z viai—lu;r> <Z(u]Ty)uj + y0>
i=1

= (Z ’Uz‘Ui_luz‘T> (Z uj(“}?J)) + (Z ’Uz‘Ui_l'U'z‘T) Yo- (3.7)

Usando agora a informacao de que y,Lu; e a ortonormalidade da base {u;}]

=Y wvio; (u]y). (3.8)
=1
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Para entender o problema de sensibilidade das medidas, considere agora um vetor

de medidas contendo erro y° = y + dy. Substituindo na solugdo do problema tem-se

= iviail Zvla u y) + Zvla Téy
i=1

=x+ Z vio; (uf dy) = = + oz, (3.9)

onde x’ = x + dx é a solucdo utilizando o vetor de medidas y° e x é a solugdo no caso
onde ndo hd erros de medida.

Se o erro dy ndo for ortogonal a {u;}}, 0 que é o caso geral, as suas proje¢des (u; 0y)
serdo multiplicadas por o;'. Se o valor absoluto destas projecdes convergirem para
zero mais rapidamente do que o;, o ruido nédo acarretard muitos problemas, mas se o;
convergir mais rapidamente para zero, estas proje¢des serdo amplificadas e a solugdo
serd fortemente influenciada pelo ruido. Este critério de andlise da sensibilidade é
chamado Critério de Picard.

Lembrando que v; apresenta forma mais oscilatéria conforme o; tende a zero, a
solugdo x° apresentar ruido de alta frequéncia dominando a solugdo. A relagdo com
o ntimero de condicdo na norma euclidiana, x(A) = [|A||s.||AT||; = 2L > 1 pode ser
vista quando se calcula a norma do erro relativo da solugdo [71, p. 60], considerando

perturbagdes em y e em A

loaly  _etd) (I5uls , [541) 6.10)
2l = 1-n(A)B2E \[ll. Al
onde 6 A é uma perturbacdo na matriz A. Para dA =0
6ol _ g 60l .
Iz 1yl

Este resultado mostra que erros em y sdo amplificados por x(A) na solucdo z°. Em
sistemas em que o, tende a zero, o nimero de condicdo x(A) tende a infinito, que é o
caso de sistemas mal-postos discretos.

Uma vasta literatura a respeito de problemas inversos mal-postos pode ser
encontrada, como Ramm [72], Aster et al. [73]. A forma mais utilizada para resolver

o problema mal-posto é pelo uso de regularizadores. Isto é apresentado a seguir
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para o caso de problemas lineares mal-postos. Para a andlise de regularizadores em

problemas néo lineares, ver Kaltenbacher et al. [74], Engl et al. [75].

3.1 Regularizadores

Em funcdo do conjunto de valores singulares de A préximos de zero, a solugdo do
sistema Az = y é numericamente indeterminada. E necessario entdo adicionar outras
informagodes a respeito da solugdo desejada de forma a estabilizar o problema e extrair
uma solucdo util.

A forma mais usual de adicionar informacao e regularizar o problema é requerer
que a solugdo apresente uma norma, ou seminorma, pequena. Desta forma, procura-se

uma solugdo do sistema que minimize também
J(z) = || L (x — z")||3, (3.12)

onde L, € R?™" ¢ < n possui posto g e £* é um vetor opcional, contendo uma
estimativa inicial da solu¢do do problema. Tal norma deve ser convenientemente
escolhida e depende do tipo de problema que se quer resolver.

Duas regulariza¢des bastante comuns sdo

1. L, éamatrizidentidade I,,. Neste caso, o vinculo torna-se ||z —x*||3, que penaliza

solugdes x distantes de x*;

2. L, é um filtro passa altas espacial e z* = 0. Neste caso, o vinculo torna-se | L, |3,

que penaliza solugdes nao suaves.

Ao adicionar o vinculo J(z) no problema, a sua solugdo ndo serd mais uma que
garante a igualdade Az = y, mas uma que balanceie o resultado entre uma solugdo
que minimize o residuo || Az — y||» e uma que minimize J(x). Dentro desta classe de
regularizadores, a mais utilizada é a regularizacio generalizada de Tikhonov. A idéia é

aceitar como solugdo aproximada do problema original o vetor x, dado por
z, = argmin {| Az — y[ + o*| L, (2 — 2")|}3} (3.13)

onde o > 0 é chamado pardametro de reqularizagio e tem o papel de balancear o peso
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de cada termo na solucdo final. Grandes valores de a favorecem solu¢des em que
minimizar .J(zx) é mais importante do que minimizar o residuo || Ax — y||» e vice-versa.
O parametro de regularizacdo « e L, ainda controlam a sensibilidade da solugdo
regularizada x, em relacdo a perturbacdes em A e y. Em HanserH e HanserH apud
Hansen [70] mostra-se que o limite superior do erro relativo da solugdo regularizada
perturbada é proporcional a 1/a? e ao inverso do menor valor singular de L,.

Um ponto importante deve ser observado. A solugdo x,, de (3.13) s6 serd tinica, ou
estavel, se ker(A) N ker(L,) = {0}. Isto pode ser facilmente observado na equagdo
anterior: Seja x, a solugdo de (3.13) e v # 0 um vetor nos nﬁcleog de Ae L,
simultaneamente, entdo qualquer combinacédo linear z, + cv, V¢ € R também sera
solugdo do problema e, portanto, o problema continua mal-posto.

Garantidas as condi¢des apresentadas, a solugdo de (3.13) é
z, = (ATA+a’LTL,) " (A"y + o’LTL,z") (3.14)

e sua andlise é feita com a decomposi¢do generalizada em valores singulares (GSVD,
do inglés generalized singular value decomposition) do par (A, L,) a ser apresentada a
seguir.

A escolha do parametro de regularizagdo é critica para a solugdo do problema.
Uma vez que esta escolha é realizada antes da solugdo do problema, esta deve ser
feita utilizado métodos que utilizem informac&o a priori a respeito do problema.

Dentre os métodos para a selegdo, cita-se o principio da discrepincia de Morozov, que
atesta que ndo é razoavel esperar uma norma do residuo ||Az, — yl||2 menor que a
norma esperada do erro de medida v. Desta forma, solugdes aceitaveis sdo aquela em

que
Az, —yll2 < v, (3.15)

ou seja, a solugdo ndo deve tentar ajustar as medidas mais precisamente do que o

nivel de ruido. O parametro de regularizagdo é calculado ao resolver (3.15) no caso

IP. C. Hansen. Regularization, gsvd and truncated gsvd. BIT, 29(3):491-504, august 1989. ISSN
0006-3835. doi: http://dx.doi.org/10.1007 /BF02219234.

2P. C. Hansen. Perturbation bounds for discrete tikhonov regularisation. Inverse Problems,
5(4):L41-L44, august 1998. doi: 10.1088/0266-5611/5/4/002.

30u no e-nticleo numérico, apresentado em Hansen [69, p. 45].
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de igualdade com v com o uso de (3.14).

A escolha do nivel de ruido v pode ser feita considerando as estatisticas esperadas
do ruido. Em principio existem diversos possiveis candidatos [61, p. 20], como
v = FE{|dy|l2} ou v* = E{||dy||3}, que avaliados para um erro aleatério do tipo
Gaussiano dy ~ N(0, o*I) resultam em valores proporcionais a o. Para mais critérios

para a escolha do parametro de regularizacdo, ver Hansen [69, cap. 7].

3.2 Anadlise da solucao regularizada

Sejam A € R™*" e L, € R™*", satisfazendo m > n > ¢, ker(A) Nker(L,) = {0} e que o
posto de L, é q. A GSVD do par (A, L,) é dada por

S 0

A=U X! (3.16)
0 L,

L=V (M 0) X1 (3.17)

onde as colunas de U € R"™"™ e V € R?? s3ao ortonormais, X € R"*"
~ P . . ~ . T .
ndo é singular e possui colunas ortogonais em relacio a A" A e as matrizes

3 = diag(o1,09,...,0,) € R”%e M = diag(j1, ft2, - - -, itg) € R?*? sdo tais que

0<o1 <...<0, <1, 1>m>...2p,>0 (3.18)

o + i =1. (3.19)

Os valores singulares generalizados do par (A, L,) sdo definidos por

7=, (3.20)
Hi
aparecendo em ordem nao decrescente. Mostra-se que (A, L,) sdo diagonalizados se
escritos na base U, VeX.

Observando (3.17), nota-se que as dltimas n — ¢ colunas de X formam uma base

para o ntcleo de L,. Ainda, se L, = I, a GSVD do par é idéntica a SVD de A.
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2

Em HanserH apud Hansen [70] mostra-se que em geral a matriz X é
aproximadamente tdo bem condicionada quanto L, e que os elementos de 3 mostram

o0 mau condicionamento de A.

Substituindo (3.16) e (3.17) em (3.14) e assumindo «* = 0 por simplicidade

-1

3?0 . a’M? 0 . X 0 -
To= | X X'+X X'l X U'y (321)
0 L., 0 0 0 L,
-1
¥ +a’M? 0 . X 0 .
=X X'l X U'y. (3.22)
0 Lo p 0 L,

Usando agora a propriedade matricial (AB)~! = B~'A™! duas vezes e simplificando,

chega-se a

X q n
o Y ol (uly)
z, =X | THeM U'y=> j0_2+a2 5wt > (uy)zi,  (3.23)
0 I,—q =1 i Hi ¢ i=q+1

onde a segunda somatoéria contém a parcela da solugdo ndo regularizada, pois estd

no nucleo do operador L,. Os componentes da parcela regularizada sdo agora

2

2
e 95 — Vi
multiplicadas por um termo T T e

que converge para Zero suavemente,

conforme a assintota 2 /a?, filtrando a solucéo.

*P. C. Hansen. Regularization, gsvd and truncated gsvd. BIT, 29(3):491-504, august 1989. ISSN
0006-3835. doi: http://dx.doi.org/10.1007 /BF02219234.
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Capitulo 4

Inversao Bayesiana e Filtros de Kalman

A TIE depende de potenciais elétricos e correntes, medidos nos eletrodos posicionados
ao longo do bordo do dominio para determinar uma estimativa da distribuicdo de
resitividade elétrica em seu interior. Para tal, a solugdo do problema direto associado se
faz necessdria, geralmente utilizando-se uma malha de elementos finitos como descrito
na Secao 2.4

Para a construgdo da malha é necessario o conhecimento da posi¢do dos eletrodos e
suas dimensodes, geometria e tamanho do térax e nivel de discretizacdo suficiente para
obter uma boa aproximacgdo. Esta é a primeira fonte de incertezas em uma aplicacdo
real, como na monitora¢cdo da ventilacdo pulmonar. A geometria do térax varia de
paciente para paciente e, em um mesmo paciente, a geometria muda ao longo do
ciclo respiratério e também ao longo do tempo em decorréncia da perda/ganho de
massa corpoérea no leito de UTIL. Além disto, a posi¢do dos eletrodos ndo é conhecida
perfeitamente e estes podem mover-se ao longo do tempo. J& a coleta de dados
estd sujeita a interferéncias externas devidas aos demais equipamentos conectados
ao paciente, fugas de corrente entre os equipamentos, erros de leitura e variagdes
de impedancia de contato entre o eletrodo e a pele do paciente, decorrentes do
descolamento destes ou mudancas devido a sudorese ou (des)hidratacao.

Pode-se argumentar que algumas destas fontes de incerteza poderiam a principio
ser monitoradas, como a forma e tamanho do térax e posicdo relativa entre os
eletrodos, porém ainda assim algum nivel de incerteza permanece. Outras fontes de
incerteza sdo de dificil monitoramento, por exemplo a interferéncia eletromagnética

causada por outros equipamentos e efeitos térmicos no equipamento de medigéo.
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A teoria dos métodos de inversdo Bayesiana lida com problemas cujo nivel de
incerteza nos modelos estd presente e ndo pode ser desconsiderado. O objetivo da
inversdo Bayesiana é extrair informacdo a respeito das incégnitas e determinar o seu
nivel de incerteza baseado em toda informacdo disponivel do processo de medicédo e
modelos disponiveis sobre as incégnitas antes da realizacdo das medidas.

Métodos de regularizacdo cldssicos, como Tikhonov, produzem uma estimativa
tnica com o uso de informacdo adicional na forma do operador L, visando tornar
o problema bem posto. Ao contrario do método de Tikhonov, a inversdo Bayesiana
ndo produz uma tdnica estimativa, mas procura remover a natureza mal posta do
problema redefinindo o problema mal-posto original em um espa¢o mais amplo de
distribuicdo de probabilidade, onde o problema original torna-se bem posto. Além
disto, nos permite ser explicitos a respeito de toda informacao a priori que é geralmente

oculta em outros tipos de regularizacéo.

4.1 Inversao Bayesiana

Em inversido Bayesiana, os pardmetros sdo vistos como varidveis aleatorias.
Considerando o problema Ax = y anteriormente apresentado, e y sdo vistos como
realizacGes das varidveis aleatérias X e y. Como todo sistema de medicdo, existem
incertezas nas medidas y. Esta incerteza pode ser modelado como uma terceira
varidvel aleatéria e, cuja realizacdo é e. Pode ainda ser o caso em que A depende
de uma série de parametros que podem também ndo ser completamente conhecidos.
Estes parametros podem ser agrupados em um vetor p cuja varidvel aleatéria associada
é p. Considera-se aqui que todas as varidveis sdo continuas e portanto apresentam
funcdo densidade de probabilidade.

Estas quatro varidveis aleatérias combinam-se em uma equacdo de observacdo da

forma

y =h(x,p,e), (4.1)

que relaciona y com todas as demais varidveis. Rotineiramente, nomeia-se y como

medidas ou observagdo, X como incégnita ou estado, p como pardmetros e € como ruido.
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O interesse em inversdo Bayesiana é determinar a densidade de probabilidade a
posteriori de X, dada a realizacdo Y = 9,44, (medida realizada), denotada por

Jxiy (T | Yumedido)- Isto é obtido através a formula de Bayes

] — fX7Y(m7ymedido) — fx(w) . fY|X(ymedido | l‘)
fXW(w ‘ ymEdldO) fY(ymedido) fy (ymedido)

: (4.2)

se fy(Ymeaizo) 7 0. Nesta equagdo, fx(x) é chamada densidade de probabilidade a priori
de x. Ela contém toda a informacdo conhecida a respeito de x antes da realizacdo
das medidas. O termo fyx(¥meqido | ) € a fungdo de verossimilhanca e expressa
a probabilidade de realizagdo de uma medida, dado um estado conhecido =. O
denominador é visto como um fator de escala e possui pouca importancia para o
problema contanto que fy(Y,,cqiq0) 7 0- Daqui em diante denota-se v,,,.44, POT Y para
simplificacdo da notagdo.

Seja a func¢do densidade de probabilidade conjunta de todas as variaveis aleatérias

apresentadas fy x pe(y, x, p, €). Pode-se expandi-la de duas formas

fy,x,p,e(ya mv pv 8) = fy,p,E\X(yapv € | l‘) . fX(m) (43)

ou
fy,x,p,e(y, Z,Pp, 6) = fy|X,p,e(y | Z,p, e) . fx,p,e(w,p, e) (44)
= fylx,p,e(y |z, p,e). fp,eIX(Pa e | x)fx(x). (4.5)

Identifica-se entdo que

fy,p,elx(yapa = ‘ w) = fylx,p,e(y | Z,p, e) . fp,e\x(pa e | :I:) (4.6)

e pode-se calcular agora a verosimilhanca que é a densidade de probabilidade marginal

fy\x(y | z) = // fy,p,e|x(yapa e | x)dedp = // fy\x,p,e(y |z, p,e). fp,e|x(pae | ¢)dedp.
(4.7)
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Observa-se que ao fixar ¢, e e p, o vetor de medidas y fica completamente

especificado com o modelo (4.1)) e a primeira fun¢do na integral torna-se

fy\x,p,e(y ‘ Z,p, e) = 5<y - h(w7p7 e))? (48)

onde 4( - ) é a distribuigdo delta de Dirac.
Caso e possa ser modelado como ruido aditivo e independente de p e X, o modelo

estatistico (1)) é simplificado paray = h(X,p) +ee

fyxpe(y |z, p,e) =0(y — h(z,p) —e), (4.9)

de forma que a integral em e pode ser feita

fn(y | ) = / foe(pye =y — h(z,p) | ©)dp. (4.10)

Se p e e forem independentes,

fo(y | ) = / fox(® | @) fox(y — h(z,p) | )dp. (4.11)

Em geral p ndo pode ser modelado como processo aditivo e a integral em p deve ser
calculada numericamente. Apo6s este processo, @.2) pode ser usada para determinar a
densidade a posteriori.

Quando a dimensdo do espaco X é elevada, torna-se dificil a visualizagdo da
densidade de probabilidade a posteriori como solugdo do problema. Nestes casos é
conveniente utilizar estimativas pontuais & ao invés da estimativa de intervalo. Uma
estimativa de intervalo é ttil para responder questdes do tipo Em qual intervalo estdo os
valores da solugdo, com 90% de confiabilidade, dada a informagio a priori e as medidas? Uma
estimativa pontual é Gtil para responder questdes do tipo Qual é a solugdo mais provdvel,
dada a informacdo a priori e as medidas?

Observa-se aqui que métodos deterministicos apresentam solug¢des pontuais, sem
referéncia a nenhuma base estatistica e sem evidenciar quais hipéteses estdo sendo
assumidas. Apresentam, portanto, apenas parte da informacdo disponivel. Os
métodos Bayesianos podem ser utilizados para analisar métodos deterministicos,

evidenciando quais hipoéteses estatisticas estdo por detrds destes métodos. Para mais
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informagdes, ver Kaipio e Somersalo [61, cap. 3]. Outro ponto importante é o caso
em que a densidade de probabilidade é multimodal. Neste caso estimadores pontuais
podem ser insatisfatorios.

Uma forma usual de extrair uma estimativa pontual a partir da densidade de

probabilidade a posteriori é o critério Mdximo a Posteriori (MAP)
Iyap = arg max Sy (x| y), (4.12)

se tal maximo existir e for tinico. Outro critério é a esperanca condicional do estado X,

condicionada a medida realizada y da varidvel aleatéria y

Bpo=E{x |y =y} = / 2 fuy (@ | y)da, (4.13)

se tal integral convergir. Este critério tem a vantagem de ndo depender tanto da
suavidade de fy, por conta da operagdo de integracdo. A desvantagem é que se a
dimensdo de x for elevada e ndo houver um meio de evitar a integragdo numérica,
haverd um grande custo computacional. Um tltimo exemplo de estimador pontual é

a mdxima verossimilhanca
B = argmax fyu(y | @). (4.14)

Este estimador maximiza a probabilidade de ocorréncia da medida y realizada. Este
estimador é inadequado em alguns casos, como na TIE, que frequentemente tem mais
incégnitas do que equagdes, gerando multiplos méaximos locais. Além disto, nao
permite a inclusdo de informac&o a priori do espago de solu¢des do problema inverso.

Quando o sistema sob observacdo apresenta caracteristicas dinamicas, ¢
conveniente adicionar tal informagdo no problema de estimagdo na forma de um

modelo de evolugdo. Para isto é introduzida a filtragem Bayesian.

Por motivo de simplificagdo de notagdo, daqui em diante a funcdo densidade de probabilidade de
uma varidvel aleatéria fx (x) serd denotado na forma simplificada fx, sem expressar o valor da realizagao
nos casos onde o valor da realizagdo for evidente. Caso contrario, a notagdo completa serd utilizada.
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4.2 Filtragem Bayesiana

Seja agora um sistema em que o estado varia no tempo x(¢). O problema agora é
estimar o estado ao longo do tempo x{* = {xo, 1, ..., xk}, utilizando o conjunto de
medidas y¥ = {y,,¥s, ..., yx} coletadas a intervalos de tempo T, (assumido constante
por simplificagdo), t, = kT, k = 1,2,..., a partir de uma estimativa inicial x,. Tais
problemas sdo geralmente referenciados como problemas inversos ndo estaciondrios e os
métodos Bayesianos para sua solugdo sdo chamados de métodos de filtragem Bayesianas.

Em tais sistemas, um modelo de evolugdo é adotado, geralmente no tempo discreto
Tpy1 = Pr(Tr, Vi), (4.15)

onde v, é um vetor de parametros ou erros do modelo.
Sob o ponto de vista Bayesiano, considera-se que x5 e yX& sdo processos

estocéstico, mais especificamente processos de Markov com as seguintes

propriedades
ka+1|x(’§ (Tpy1 | w’é) = ka+1|xk(wk+1 | ) (4.16)
fyk|x’g (@r41 | 513]8) = fyk\Xk (s | k) (4.17)
ka_H‘Xk,,yIf (mk‘-i-l | mk7ylf) = ka+1|Xk (wk?'f'l | mk‘) (418)

O indice de X inicia em zero e de Yy inicia em um pois considera-se que no instante ¢,
X possui a densidade a priori do problema fy, e, por defini¢do, ndo contém informacao
das medidas.

Usando o modelo de evolugdo (4.15), monta-se o seguinte modelo de Markov para

o problema

Xit1 = Pr(Xp, Vi), (4.19)

onde vy, é o ruido de processo.

ZA notagdo XZ representa o processo estocdstico, do instante ¢, = a7 até o instante ¢, = b7 e a
notagdo a:f’l representa a realizagdo do processo estocdstico, do instante ¢, = a7 até o instante ¢, = b7T.
A notagdo X, representa o processo estocdstico no instante ¢, = a7s somente e a notagdo x, representa
a realizagdo do processo estocdstico no instante ¢, = aT; somente.
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As equagdes (@.I) e (£.19) em conjunto com fy, (o) especificam o problema para a
filtragem Bayesiana. Assume-se que V;, e €; sejam processos brancos, independentes
entre si e em relagdo a X,.

Em métodos de filtragem Bayesiana, pode-se listar alguns tipos de problemas de

interesse:

1. Determinar f,, p > 0 é chamado problema de predigio;

+olyD

2. Determinar f,, ,» € chamado problema de filtragem;

3. Determinar f, p < k é chamado problema de suaviza¢do com atraso p;

plYh

4. Determinar fy 0 <k < K e com todo y¥ disponivel, é chamado problema de

suavizagao.

O primeiro diz respeito ao problema de predizer o estado em um momento no
futuro (ndo necessariamente apenas em t;1) baseado em informacdes do sistema até
o instante atual ;. O segundo é de interesse quando se quer monitorar em tempo real
um sistema, como por exemplo problemas de controle onde o sistema de controle deve
agir baseado no estado atual da planta. O terceiro problema é de interesse quando
um atraso é permitido para a estimacdo do estado. O quarto é o problema em que
todas as medidas sdo coletadas antes da estimacdo, ou seja, é a estimagdo realizada
apo6s a finalizagdo do processo. A vantagem do terceiro e quarto problemas é que eles
permitem obter estimativas com erros menores do que os demais casos em tempo real
ja que utilizam medidas passadas e futuras a um instante .

A solugdo do problema de filtragem Bayesiana pode ser dividida em 2 fases. A fase
de propagagio é responsédvel por avangar a distribuicdo de probabilidade ao longo do
tempo, entre ¢, até o instante que estara disponivel uma nova medida dos sensores
tkr1. A fase de atualizagdo é responsavel pela incorporagdo de uma nova medida na
estimativa do estado 1.

Alinha do tempo da Figurai.Ilmostra as duas fases entre o instante ¢, e ¢, e também
entre o instante ¢; e t;4,. Partindo de um instante ¢;, ap6s a incorpora¢do da medida
Yi, tem-se f,, . A fase de propagagdo determina a densidade de probabilidade do
processo de Markov f, . r, usando o modelo de evolugdo (4.19). Neste instante,

um novo vetor de medidas estd disponivel y, ., e a fase de atualizacdo pode ser
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efetuada, usando o modelo de observacgido (4.1I). Esta fase determina a densidade de
probabilidade f, 1, incorporando a informagao contida no novo vetor de medidas.

Estas fases sdao alternadas indefinidamente, enquanto novas medidas estiverem sendo

geradas
atualizacao atualizacdo atualizacao
; propagacao O O propagacao p
0 — 1 e k — k+1
| | | P
fxo Jxa — fxl\y?{ kalylf_1 - ka\ylf kaH\YIf - ka+1\yk+l
nova medida y; nova medida y;, nova medida y;, ,

Figura 4.1: Linha do tempo entre instantes sucessivos no tempo discreto.

A fase de propagagdo é determinada a partir da densidade de probabilidade

conjunta

ka+1,Xk7ylf - ka+1|Xk,y’f : ka,y]f = ka+1\Xk7ylf 'ka|y]f 'fylf’ (4.20)
calculando a densidade marginal em ambos os lados
/ka+lyxk7y1 Lr = fy‘f /ka+1xk,y’f ka|y11€dmk (4.21)
ka+1,y]f = fy’f /ka+1Xk7y]1€ -ka|y’fdwk (4.22)
ka-’»l‘ylf = /ka+lxk,ylf . ka|ylfdmk? (4.23)
Por fim, usando a propriedade (£.18)
ka+1|ylf - /ka+llxk 'ka|y’fdmk- (4.24)

Na fase de atualizagdo, a informacdo da medida y,_, é incorporada para calcular
a densidade a posteriori f, &+ . Por consequéncia, a formula de Bayes @.2),

apresentada na secdo anterlor, pode ser usada diretamente, apenas substituindo-se a

3Por motivos de recursividade dos indices do algoritmo, considera-se que no instante inicial
to : fxDlyl = fx, eemtj : fx1|y(1) = fx,-
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densidade a priori fx por f,,

j}k+lvk+l j;k+1W1

fx (4.25)

k+1
k+11Y7
fyk+1\¥1

Neste trabalho, a seguinte notagao serd utilizada:
e = € R: estado a ser estimado, onde L é a dimensio do vetor;
o T, = F{X; | y¥ = y}}: média de x em ¢, condicionada as medidas realizadas y*;

e Ty = E{Xpy1 | Y§ = yi}: média de x em ¢4, condicionada as medidas

realizadas y*%;

o IV = E{(x, — &)(Xx — &) | Y} = yF}: matriz de covariancia de x em t,,

condicionada as medidas realizadas y*;

o 7% = B{(Xe11 — @pqapp) Xrr1 — Txpap)” | Y = yi}: matriz de covariancia de x

em t;,1, condicionada as medidas realizadas y*;

o T = E{(Xer1 = Trop) Vo1 — Yp)' | YT = i} matriz de covariancia

cruzada entre X e y em t;,;, condicionada as medidas realizadas y*.
Por questdo de recursividade de notagado, assume-se que em k = 0
o yléo conjunto vazio de medidas, ou seja, nenhuma medida realizada;
o zy=E{Xo |y} = yi} = E{Xo};

o g = E{xy | Y] = = 9y} = F{x;} = &;: média de x em t;, condicionada ao
conjunto vazio de medidas realizadas y{, ou seja, é a média ndo condicional em

ty;

° 1‘0 = I'T": matriz de covaridncia de X em ¢, condicionada ao conjunto vazio de

medidas realizadas y!, ou seja, é a covariancia ndo condicional em ¢;.
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4.3 Filtro de Kalman

As equagdes ({.24) e @.25) resolvem o problema de filtragem Bayesiana a partir da
a distribuicdo fyx, e dos modelos de observagio [@.1) e evolucdo (4.19), entretanto
apresentam algumas integrais que na maioria dos casos ndo apresentam solucdo
analitica, o que implica na utilizacdo de integra¢des numéricas.

Caso algumas hipéteses adicionais possam ser utilizadas, estas integrais podem ser
calculadas analiticamente e a solu¢do pode ser reduzida a um problema de fatoragdo
matricial e operagdes algébricas.

Na formulagdo original do filtro (linear) de Kalman [76, 77], os ruidos e, e v;, sdo
gaussianos, ndo correlacionados no tempo e independentes mutualmente e de X, que
por sua vez também é gaussiano. Além disto, os ruidos em {.I) e sdo aditivos,
os modelos sdo lineares em relagdo ao estado X, e os parametros destes modelos sdo

todos conhecidos, isto é, ndo existe p:

Vi = HpXp + € (4.26)
Xpr1 = PrpXp + Vi (4.27)
Xo ~ N (2, I'5%) (4.28)
e, ~ N(e, T'Y) (4.29)
Vi ~ N (v, T, (4.30)

onde X ~ N (&,I'**) indica distribuicio Gaussiana, com média & e covariancia I'**. E
importante salientar que o ruido v, altera o valor de X, sem passar por uma matriz de
transicdo, ou seja, apesar do indice k, o ruido v, ocorre em k + 1. Este fato é importante
no desenvolvimento das equagdes para adi¢do da informacdo a priori a ser descrito
adiante.

Nestas circunstancias, pode-se calcular analiticamente (£.24) e (4.25), chegando-se
em um algoritmo iterativo de estimagdo dos filtros de Kalman (FK). Vasta literatura
estd disponivel a respeito dos filtros de Kalman. Para a deducdo e informacgdes
adicionais a respeito dos filtros de Kalman, ver Maybeck [78, [79, 180], Kaipio e

Somersalo [61], Jazwinski [81].
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Sob estas hipéteses, pode-se mostrar que f, .+ € fy

portanto (4.24) e (4.25) podem ser agrupadas [61, p. 123]

fi1 |y11c+1 Sa0 gaussianas,

f _fYk+1\Xk+1 . ka+1\Ylf
X1 lyi Tt —

f iy X fYk+1\Xk+1ka+1\y’f (431)
Yet+11Y1

ou

1 = ee \— -
Saparyt1 OCEXD <_§(yk+1 — Hyp X1 — ) (Ti50) 7 (Yo — HiriXesn — &)

1
—5 (X1 — 1@y — o) T (TEL ) Kk — @iy — ’Uk)) : (4.32)

onde I';%, ), = ®,I7"®} + I'}",. Finalmente, com alguma algebra matricial, chega-se

ao conhecido conjunto de equagdes dos filtros de Kalman para sistemas lineares.
Calculando o logaritmo neperiano de ambos os lados, trocando o sinal e eliminando

a constante multiplicativa, pode-se definir uma fungdo custo Ji(X;) que os filtro de

Kalman minimizam implicitamente na solu¢do do problema inverso

i1 (Xey1) :(yk-',-l — Hp 1 Xpq1 — ék)T(FZil)fl(ka — Hj 1 Xpy1 — )

+ (X1 — @uy, — 0p) (D) ™ (Xaer — Bi®i — O).- (4.33)

. . [N : e e T _ ee
Sejam os fatores de Cholesky das matrizes de covariancia Sj,(S},,)" = I, e

T T T _ axz ~
r1k(Sks1k) = Tiiqy- Pode-se reescrever este custo na forma padréo

Jier1 (Xir1) = [[(S51) ™ Wi — HirrXnrr — €)[15 + [[(Sh1) ™ Xi1 — ®ry — 01)|[3.

(4.34)

Pode-se ver esta equagdo como uma funcdo a ser minimizada para determinar a
estimativa pontual #;.;. Por tratar-se de uma distribui¢do normal, as estimativas por

média condicional, MAP e méxima verossimilhanca coincidem

Ty1 = argmin Jet1(Xg+1)- (4.35)
k+1

Nota-se aqui a similaridade entre a solucdo do filtro de Kalman e a solugdo
regularizada de Tikhonov, dada por (3.13). Salienta-se contudo que na solu¢do por

Tikhonov, andlise estatistica ndo é possivel de ser feita pois as hip6teses ficam ocultas
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no operador e no parametro de regularizagdo, enquanto que sob ponto de vista
Bayesiano todas as hipéteses sdo explicitamente modeladas e utilizadas.

Pode-se entdo associar o modelo de evolu¢do nos filtros de Kalman a uma
regularizagdo temporal, sob o ponto de vista classico de regularizacdo. De fato,
comparando a fase de observagdo (4.25) com a férmula de Bayes (4.2), nota-se que a
densidade a priori em relagdo as medidas é a densidade predita pela fase de evolucdo
(4.24), ou seja, o modelo de evolugdo entre ¢ e t;1 pode ser visto como informagao a
priori em relagdo a observagdo em ;. A questdo que aparece entdo é como adicionar
outras informagdes no problema sob o ponto de vista Bayesiano. Isto é apresentado
a seguir para informagdo que possa ser concebida como Gaussiana. Para os demais
casos, ver, por exemplo, Kaipio e Somersalo [61, sec. 3.3].

Outra razdo para a inclusdo de informacdo extra é que quando a dimensao do
estado é elevada em comparacdo a dimensdo das medidas realizadas, a solugdo
dos filtros de Kalman pode sofrer problemas similares aos métodos deterministicos
pela natureza mal posta do problema. Diversos trabalhos mostram o problema de
estabilidade da solugdo do filtro de Kalman com estado de dimensdo elevada, como
em Kaipio et al. [82], Kim et al. [83,184]. Nestes casos é aconselhdvel adicionar mais

informacgao a priori ao problema, sob o mesmo ponto de vista probabilistico.

4.4 Informacao a priori nos métodos Bayesianos

A informagdo a priori nos métodos Bayesianos exprime na forma de uma fungdo
densidade de probabilidade a idéia de que para uma solucdo plausivel z, e uma
solucdo ndo plausivel z;, as suas probabilidades obedecem f(X = z,) > f(X = xy).

Distribui¢des Gaussianas geram uma vasta classe de informagdes a priori devido
a sua facil formulacdo, tratamento analitico e versatilidade de uso. Além disto,
amparado pelo teorema do limite central [85, p. 214], distribuicdes Gaussianas sdo
boas aproximagdes quando varios processos aleatérios mutuamente independentes se
somam.

Uma vez que minimizar um funcional J(x) é o mesmo que maximizar

J'(x) = exp(—3.J(x)), a fungdo a ser minimizada relativa a solugdo regularizada (3.13)
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pode ser reescrita como

2

J'(x) = exp (—%(Am ) (Az —y) — %(m — ") 'LTL, (x — m*)) . (4.36)

Identificando as componentes desta equagdo com as componentes de (4.32), nota-se
que o termo de regularizacdo apresenta relagdo direta com a distribuicdo a priori
fxsalyt- Em outras palavras, a regularizagdo pode ser interpretada estatisticamente

como uma densidade gaussiana

2
et ooy (= IEAx - @)) = e 1) @37)

1
™ = ?(LELT)”. (4.38)

O problema desta abordagem, como mostrado em Kaipio e Somersalo [61, p. 80], é
que L, pode ndo ter posto completo e, portanto, a matriz de covariancia I'** ndo estaria
definida.

Ignorando, sem perda de generalidade, o termo x*, é possivel mostrar entretanto

que é possivel fazer a seguinte decomposicéo utilizando a pseudoinversa L

1
" = SLIL)T +a*QQ" (4.39)

1
(07)™ = ’LTL, + —QQ". (4.40)

onde L, tem posto incompleto ¢, a matriz Q € R"*"~? é composta pelos n — ¢ vetores
do nucleo de L, e a > 0 é uma constante arbitraria.

Para valores grandes de a, a densidade (4.37) se aproxima da desejada. Porém,
na dire¢do do nucleo de L,, a covariancia apresenta grandes varidncias e a densidade
ndo traz informacdo alguma. Neste caso é dito que a densidade de probabilidade é
impropria.

Assim, como visto anteriormente que se ker(A) N ker(L,) # {0} a regularizacdo
classica ndo tornava o problema bem posto, no caso dos métodos Bayesianos também
ndo melhora a condigdo do problema. De fato, caso esta interseccdo ndo seja a trivial,
a densidade a posteriori ndo define uma densidade de probabilidade e o problema

permanece indeterminado.



82

Todavia, existe uma forma de lidar com casos impréprios. O método consiste em
tixar alguns componentes deste vetor de modo que os restantes tornem a distribuigdo
propria. Apos isto, a densidade a priori torna-se uma distribui¢do condicionada a
realizagdo dos componentes fixados:

Seja a divisdo do vetor  em dois grupos: um com os elementos que serdo fixados
x/ e outro com os demais elementos X'. Sejam eles reorganizados em x de tal sorte que
este seja particionado em dois blocos = = [(xf (X )T} T.

Sua matriz de covariancia torna-se

Kll K12

([*)~1 = o2 (4.41)
K21 K22

e a densidade de probabilidade de x’ condicionada a uma realizagao de x/ é

fx’,xf
fxf

o2
foxs = X fyrxf =€xp <—7(waK11:cf + 2" Koyl + 2/ TK o2’ + w/TKQQw/>)

a2 _ —
= exp <—?(w' + Ko Koy ) " Koy (2 + Ky Ko/ )) , (442)

onde K, deve ser invertivel. Isto é garantido através da escolha criteriosa de um
ntimero suficiente de elementos que compdem z/, com a distribuigao de probabilidade
propria x/ ~ N (&/, I’ desenvolvida a parte.

Finalmente, a densidade a priori é encontrada através da relacdo

2
. (6% _ _
frriori — fx,,xf = fx/|xf . fxr o< exp <—7(wl + K221K21;13f)TK22(;13/ + K221K21:13f>

1
§(wf — Iif)TKll(wf — :cf)) s

(4.43)

onde é possivel identificar prontamente que K; = (I‘xf)_l. Mostra-se finalmente que

a densidade a priori de x é

K N (@) (4.44)
-1
z! == — (Fxf)_l + a2K12K521K21 * Ky
Ko Kna! | ’K 5 a’K o

8
Il
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Nos casos em que se sabe que a informagao a priori se mantém ao longo do tempo,

como no caso de informagado espacial, é necessario modificar a etapa de evolugdo (4.24)

priori

do filtro para inserir fy, "

na etapa de propagacdo. Para tal, faz-se uso da regra de

Bayes

Priors fx ix

X .
ka+1|Xk - e g k+17 (4.4:5)
ka

onde fy, |x, ., €a denominada densidade de probabilidade do modelo reverso no tempo. O

denominador é dado pela integracdo do modelo reverso no tempo

fx, = /ff}:i"l”.fxﬂxkﬂdmkﬂ. (4.46)

Substituindo #.45) em (4.24) resulta na nova equacao de propagacao

){)M’orika‘Xk o fx x

k+1 +1 kI Ak+1

Sty :/ - f ayrdee = LG 1 - Sy A (4.47)
Xk Xk

Para modelos de observagdo do tipo

Yi = h(Xy) + Bey (4.48)
er ~ N(ey, I'yY), (4.49)

onde B é uma matriz conhecida, a atualizagdo modificada é equivalente a adicionar
medidas ficticias a respeito da ndo conformidade com a informacgdo a priori desejada e
impor que esta seja a menor possivel [61, p. 137].

Definindo um vetor de medida de ndo conformidade
2+l = &Lr(wk”rl - werl) = &Lrwkdrl - OfLrwl:Jrh (450)
pode-se reescrever a densidade de probabilidade a priori (4.37) como

. o’
s o oxp (~ I s — 2 IR

1 * *
xexp (=310l — aLei o) ~ NaLai D)
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ou ainda

o 1
fErert oc exp <—§||Zk+1||§) ~ N(0,1).
Define-se ainda o modelo de observacao de ndo conformidade

* z

e;+1 ~ N(07 H)
ou

!
Zpy1 = aLy X1 + €544

2 *
i1 ~ N(—aLxj,,,1).
e aumenta-se o modelo de observagdo (4.48) para incluir as novas medidas z

A | YE+1 h(Xk41) Bey
Vi1 = = + , = h*(Xp41) + €hi1s
Zk+1 Oéerk+1 eerl

onde e}, é ruido gaussiano, com estatisticas

- ee T
Y Bey. o BI') \B" 0
€Chy1 = i} ’ k+1 =
—alL,x} 0 I

(4.51)

(4.52)
(4.53)

(4.54)
(4.55)

(4.56)

(4.57)

Ao adicionar a informacdo a priori, é de se esperar que o vetor de medida de nédo

conformidade seja z;41 = 0. Por este motivo, impde-se que z}¢ % =

dido medido
Y Y1
[ _
Y1 = _ =
zmedzdo 0
k+1

(4.58)
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4.5 As variantes do filtro de Kalman e seu uso na TIE

O filtro de Kalman é essencialmente um filtro Bayesiano (condicionado as medidas)
que é 6timo no sentido de minimizar o traco da matriz de covaridncia do erro de
estimagio condicionado as medidas. E um algoritmo conveniente para implementacao
em computadores pois é recursivo, ou seja, o processamento é realizado conforme
novos dados a respeito do sistema sdo obtidos, sem a necessidade de armazenar e
utilizar todo o histérico de medidas explicitamente a cada nova estimagdo. Se os ruidos
associados as medidas e ao modelo forem gaussianos, o FK exibe propriedades de
otimalidade quadraticas para sistemas lineares.

O primeiro artigo publicado que resolve o problema da TIE usando o Filtro de
Kalman para observar variagdes temporais de resistividade é de Vauhkonen et al.
[86]. O problema de estimacgdo é tratado como um problema de estimacado de estado.
Os autores utilizam o filtro (linearizado) de Kalman e argumentam que abordagens
classicas (deterministicas) ndo levam em conta a dependéncia estatistica entre imagens
em instantes diferentes, ou seja, ndo sdo levados em conta os estados anteriores para
a nova estimag¢do. Como modelo de evolugdo, usaram o passeio aleatério, juntamente
com a linearizagdo da equacdo de observagao, dai o nome filtro linearizado de Kalman.

A acuidade das estimativas do Filtro linearizado de Kalman pode ser prejudicada
caso a escolha do estado de referéncia para a linearizagdo, usualmente £{X,} seja muito
diferente do estado real e a ndo linearidade das equagdes forem pronunciadas. Para
tentar contornar este problema, em Kim et al. [83] foi utilizado pela primeira vez o
filtro estendido de Kalman (FEK) na TIE, que faz a lineariza¢do sempre em torno da
ultima estimativa, £, = E{X; | Y} = y}} (para linearizar o modelo de evolugéo) ou
Epr1k = E{Xp11 | Y = y¥} (para linearizar o modelo de observacdo). O preco que se
paga por isto é um maior tempo computacional devido ao cdlculo da matriz jacobiana
da equacdo ndo linear de observagdo a cada iteracdo. Ainda no mesmo trabalho, os
autores mostram a superioridade do FEK sobre o FK principalmente na defini¢do
das imagens, porém ainda assim foi necessario utilizar regularizagdo generalizada
de Tikhonov na forma de um filtro espacial para restringir a solugdo. Os autores
utilizaram informacdo de suavidade mas ndo especificam o tipo de regularizacdo

utilizada.
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Em Kim et al. [84] estudou-se o caso em que a resistividade de uma certa sub-regido
interna é conhecida, por exemplo a regido da coluna vertebral e em Kolehmainen et al.
[87] é estudado o caso da determinagdo do contorno de uma regido que varia ao longo
do tempo. Informacdo a priori na forma de distribui¢es gaussianas foi utilizada em
Kim et al. [83,84], Kaipio et al. [82], Kolehmainen et al. [87].

Trigo et al. [3], Trigo [34], utilizando o FEK, apresentam métodos para estimar a
distribuicdo de resistividade em €2 e também o valor da resisténcia de contato de
cada um dos eletrodos, método denominado duas fases. O método consiste em estimar
alternadamente a resisténcia de contato e a resistividade de €2.

Em Moura et al. [38] um método para identificar a matriz de transi¢do é usada
no FEK. A matriz de transicdo é calculada usando o Método de Ibrahim no dominio
do tempo [88, p. 186], [89]. A determinacdo da matriz de transicdo foi feita
resolvendo-se um sistema linear mal condicionado, formado por imagens estimadas
por um algoritmo Caixa-preta [30] e utilizando o método dos minimos quadrados para
estimar uma matriz de transicdo. Para diminuir o efeito do mau condicionamento, um
método de regularizagdo foi empregado. Além disto, um modelo de ruido foi proposto
para reduzir o efeito de discretizacdo do dominio. O uso de uma matriz de transi¢ao
no FEK acelerou o processo de convergéncia em comparagdo com o passeio aleatério.
Os resultados mostraram que o FEK estimou o estado com convergéncia estatistica
conforme os critérios usados em Trigo [34, p. 60].

Para que o FEK seja utilizado, uma linearizacdo do sistema deve ser realizada a cada
iteracdo e os efeitos de segunda ordem sdo desprezadog. De fato, o FEK é considerado
sub-6timo para sistemas ndo lineares e apresenta problemas de divergéncia. Em
1996, Julier e Uhlmann [90] apresenta uma nova abordagem para o filtro de Kalman
chamada pelos autores de Unscented Kalman Filter (UKF), que tem como vantagem
tratar o problema de estimagdo sem a necessidade de linearizar o modelo do sistema.
Com este método, os autores mostram que ao transformar uma varidvel aleatdria
através de qualquer func¢do ndo linear analiticaH, as estimativas da média e covariancia
apresentam erros de terceira ordem no maximo para qualquer varidvel aleatéria e

erros de quarta ordem para varidveis aleatérias simetricamente distribuidas. No FEK,

*Existem implementagdes de segunda ordem para o FEK, mas a carga computacional necessaria é
muito alta. A solugdo usual para estes casos € calcular a hessiana do modelo apenas em algumas poucas
iteragdes e fixa-la, assumindo que esta ndo deve variar muito.

SEm Julier e Uhlmann [90] mostra-se bons resultados também para fun¢des descontinuas.
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os erros sdo de segunda e quarta ordem respectivamente (para varidveis aleatérias
gaussianas).

A idéia bésica do UKF vem do filtro de particulas [61, p. 129], porém amostrando
de forma deterministica um ntimero pequeno de realiza¢des das varidveis aleatorias,
chamadas de Pontos Sigma. Apés a amostragem, os pontos sigma sdo transformados
através da equacdo de evolugdo ndo linear e/ou a equagdo de observagdo nao linear.
Esta transformacdo é nomeada pelos autores Unscented Transform (UT).

Sejam as varidveis aleatérias X € R" ey € R™ relacionadas através de uma funcdo
y = h(x). Assumindo conhecidos o valor esperado Z e a matriz de covariancia I'**
da varidvel aleatéria X, deseja-se conhecer y e I'Y da varidvel aleatéria y e também a
matriz de covariancia cruzada I'*Y = E{(x — z)(y — 9)"}.

O célculo da UT é dada pelos seguintes passos:

1. Um conjunto de pontos sigma {X*}3" e seus pesos IW; sdo determinados

X — & (4.59)
X@':w+7[w/rm](_i), i=1,....n (4.60)
Xi+n:m_7[\/rm]('i), i=1,....n (4.61)
Wy = —" (4.62)

" (n+r) '

1

L S 4.

VI/Z 2(n+/{/)’ 7/ ) b n7 ( 63)

onde v = y/n+rk e a notagdo [/T*] () Tepresenta a i-ésima coluna de uma
matriz raiz quadrada (usualmente o fator de Cholesky triangular inferior) da
covaridncia do estado. O escalar K > —n é um paradmetro de dispersdo dos
pontos sigma. Para fungOes escalares, x = 2 resulta em erros de sexta ordem.
Para fun¢des em R", kK = 3 — n resulta em estimativas que minimizam o erro

quadrético até a quarta ordem [90].

2. O conjunto de pontos sigma é transformado utilizando a func¢do y = h(X).

YVi=h(X"), i=0,...,2n. (4.64)
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3. A média e as covariancias sdo entdo calculadas com os conjuntos { X*}3" e {Y"}2"

y=) Wy (4.65)
=0

™= W,V -9 -9y" (4.66)
=0

=) WX — )V —9)". (4.67)
=0

Para entender esta transformacdo, considere um caso unidimensional em que
y = x*ex ~ N(0,1). Os valores da média de variancia de y podem ser calculadas

analiticamente para comparagao
y=FE{y} = / 2% fpdr =1 (4.68)
= B(y-9P) = [ - 1Phde =2 (4.69)

Agora, utilizando a UT para este mesmo problema tem-se

1. Pontos sigma {X}3 e seus pesos

x'=0, X?=24y0,, Wy= Wia = : 4.70
2. Pontos sigma {)'}? calculados através da fungdo ndo linear y = z°
V=0, Y=+ 4.71)

3. Finalmente, as estatisticas de y podem ser estimadas, lembrando que « = 2 para

funcoes escalares
2
g=>» Wy =1 (4.72)

o2 => WV -y -y’ =2 4.73)

Estes resultados coincidem com os resultados analiticos.
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Ja no caso das estimativas através da linearizacdo da funcdo, que seria utilizado no

FEK, tem-se
y%y\x—kj—z(az—i):_Q—l—Qi(az—f) (4.74)
y=FE{y} ~ :7;9zj +22(E{z} —7) =2 =0 (4.75)
02 = B{(y — )’} ~ B{(y - 2)°} = (20)%0% = 0. (4.76)

Em um caso multivaridvel, os pontos sigma estardo distribuidos ao redor do
hiper-elips6ide relacionado a forma quadrética da matriz de covariancia I'**. O fator
v regula o tamanho desta hiper-elipséide e controla entdo a dispersdo dos pontos
sigma. Para relagdes y = h(x) altamente ndo lineares, como por exemplo em fungdes
trigonométricas ou exponenciais, deve ser usado um fator pequeno para que apenas
os efeitos locais sejam levados em conta.

Seja agora a estimagdo da média e covaridncia de uma variavel aleatéria z € R?

definida por
T
Z = |:U1.U2 U%:| (477)
v~ N(o,T) (4.78)
T 11
b= [1 2] R . (4.79)
1 4

Neste exemplo numérico inicialmente foram realizadas dez mil amostragens de v
para uma primeira estimagdo da média e covariancia de z. Uma fracdo destas amostras
pode ser vista na Figura como pontos de cor cinza. Nesta mesma figura, a

é unitaria. A distancia d);(z) = 1 pode ser compreendida simplificadamente como “a

elipse tracada é o lugar geométrico dos pontos cuja distancia de Mahalanobi

generalizagio em R? do conjunto de pontos distantes um desvio padrio da média”. Ainda nesta
figura, os circulos em cor verde sdo os pontos sigma {V'}; selecionados para a UT. Estes
pontos estdo distribuidos ao longo da elipse de Mahalanobis, porém afastados desta
pelo fator v, que neste exemplo vale v/3. As posigdes dos pontos sigma dependem da

escolha da matriz raiz quadrada e, portanto, ndo necessariamente localizam-se sobre

®A distancia de Mahalanobis é definida por dys(x) = [(x — Z)"T'(x — 2)]*/2. Esta medida generaliza
o conceito de distancia a média em espagos de dimensdo maior que um.
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os eixos da elipse. Neste exemplo foi escolhida a fatoracdo de Cholesky como raiz

quadrada de I'”.

7 8 T
o
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5 o 6F .
4 ///\\\ o mE T~
3+ e ] 4t /j/’/' B ; \/ il
/ | //j/ //
g ot o N PR SRR
1 J PR //// ,/’/ [
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of 9 s 0/ 2l ez e
) i ’;/‘4
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_27 \\r’/
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-2 0 2 4 -2 0 2 4 6 8 10
U1 z1
(a) Amostras de v. (b) Amostras de z

Figura 4.2: Exemplo em R Os pontos cinza sdo amostras das varidveis aleatorias.
Os circulos verdes sdo os pontos sigma e as elipses sdo os lugares geométricos onde
dy(z) = 1 para a estimagdo com amostragem (preto), com o uso da UT (vermelho) e

linearizacao (azul).

A Figura apresenta a varidvel z. Os pontos cinzas sdo os valores obtidos
ao transformar cada uma das amostras de v através da func¢do nao linear (4.77). Os
circulos em verde sdo os pontos sigma {Z'}] transformados através da UT. Nesta
mesma figura, a elipse de Mahalanobis preta estd associada a matriz de covariancia
obtida através das amostras, a elipse vermelha esta associada a covaridncia estimada
com a UT e a azul a covaridncia estimada com a linearizacio de @77). E possivel
ver que a estimativa obtida pela da UT estd mais préxima da estimativa utilizando o
processo de amostragem.

Os valores numéricos das médias e covaridncias para este exemplo sdo
apresentados na Tabela 4.1l Por esta tabela nota-se que os valores das médias
e covaridncias entre UT e amostragem sdo bastante préximos. J& a linearizagdo
subestima tanto a média quanto a covaridncia.

Uma outra vantagem do UKF em relacdo ao FEK estd na avaliagdo da fun¢do nao
linear h diretamente com os estados amostrados X%, ndo necessitando determinar as

matrizes jacobianas utilizadas no FEK. Portanto possiveis efeitos de descontinuidade
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Tabela 4.1: Comparagdo dos resultados
entre Amostragem, UT e linearizacao.

método média z covaridncia I'*
2.98 17.29 8.03
amostragem
1.98 8.03 5.91
3.00 14.00 8.00
UT
2.00 8.00 6.00
) ) 2.00 12.00 6.00
linearizacao
1.00 6.00 4.00

podem ser levados em conta diretamente, sem necessidade de implementacdes
computacionais complexas.

Entretanto o UKF também pode sofrer problemas de divergéncia. Os trabalhos
Perea et al. [91], Perea [92] apresentam o problema de divergéncia no UKF para o caso
de ndo linearidade nas observagdes. A divergéncia é causada pela rdpida contragdo
da matriz de covaridncia do estado estimado em comparagdo com a distancia entre
o estado verdadeiro e a média estimada, e também pelo possivel aumento do seu
numero de condi¢do. Com esta rapida contragdo e aumento do nimero de condigdo,
o estado verdadeiro passa a localizar-se fora do intervalo de confianca da estimativa
ap6s algumas itera¢gdes. Com o intuito de sanar o problema de divergéncia, os
autores propdem o método modificado UKFz com a substitui¢do do calculo de y da
UT pela aproximac¢do y ~ h(x). Esta modificagdo impde uma inova¢do com maior
magnitude e covaridncia na equagdo de atualizac¢do do filtro. Em Perea e Elosegui [93]
é proposta uma nova modificacdo do UKFz, desta vez apenas modificando a equagdo
de atualizagdo do estado visando retardar a contracdo da matriz de covariancia. Este
método é chamado IUKEF, do inglés Improved UKF. A modificagdo consiste em manter
o calculo de y conforme a UT e apenas substituir o cdlculo da inovagao (y,,.q4izo — Y)
POT (Y,,cqido — P(Z)). Com esta modificacdo, I'YY permanece inalterada, ndo reduzindo
a taxa de convergéncia do algoritmo.

Outro problema do UKF é analisado em Leven e Lanterman [94]. Os autores
mostram um exemplo de equagdo ndo linear em que os pontos sigma )’ estdo

degenerados em um subespaco de dimensdo menor que o espaco y (ou estdo quase
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degenerando em um subespago de dimensdo menor). No trabalho é apresentado um
exemplo no qual os pontos sigma )" transformados com h dispdem-se todos sobre um
plano cruzando o espaco R®. Nesta situagdo, ao calcular T'*Y, obtém-se uma matriz
singular (ou com ntimero de condi¢do muito elevado), o que torna o calculo da matriz
de ganho do filtro de Kalman propenso a erros numéricos ja que necessita da inversa
de I'Y. Em estatistica, este problema é chamado problema de multicolinearidade.

A multicolinearidade refere-se a situagdo em que duas ou mais componentes de
um vetor aleatério y € R™ sdo correlacionadas, ou seja, existe um conjunto {\;}}*, ndo

todos nulos simultaneamente, tal que

> Ay =0. (4.80)
=1

No trabalho em questdo, os autores propdem uma mudanca de varidveis, ou seja,
uma mudanga da fungdo h para contornar o problema. Apds a modificagio no
exemplo tridimensional, os pontos ainda estdo dispostos sobre uma superficie, mas
esta ndo é mais plana no sentido euclidiano e o calculo de I'’Y ndo resulta mais em
uma matriz singular.

Em Julier [95,196] é proposto o algoritmo UKF escalado, que remove o problema de
obter uma matriz I'’Y nos casos em que x < 0. Existem variagdes do UKF nas quais um
nimero menor de pontos sigma é escolhido. O UKF simplex de assimetria minima é
proposto em Julier e Uhlmann [97], que necessita apenas n + 1 pontos sigma para a UT,
e em Julier [98] é proposto o UKF simplex esférico, que é mais estavel numericamente
do que o UKF simplex de assimetria minima.

Uma outra forma de reduzir o niimero de pontos sigma é proposto em Padilla
e Rowley [99]. Os autores definem os pontos sigma apds o truncamento da
decomposicdo em autovalores da matriz de covaridncia I'**.  No trabalho, o
truncamento é realizado de forma a captar 99% da varidncia total das componentes
do vetor aleatério X.

Outras variantes do UKF podem ser encontradas, como o UKEF iterado [100] ou
para aplicacdes em que hd algum tipo de vinculo de intervalo nas varidveis de estado
[101]. Em Haykin et al. [102, p. 273] e Wan e Merwe [103] é introduzida a variante raiz
quadrada do UKF (SR-UKF), que apresenta melhor estabilidade numérica pois garante
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que as matrizes de covaridncias sejam positivas definidas. Os autores incorporam
ainda nesta implementac¢do a formula¢do do UKF escalado proposta em Julier [96].

Esta variante é utilizada neste trabalho.

4.6 Meétodo do erro de aproximacgao

Considere inicialmente um sistema cujo modeloH
y=h(z,p ue) (4.81)

descreve com precisdo e acurdcia suficiente os fendmenos que ocorrem nele. Nesta
equacgdo, x é o vetor de estado, p é um vetor que contém os parametros deste modelo,
u é um vetor de entradas conhecidas e e é o vetor de perturbagdes.

O vetor p contém propriedades fisicas deste sistema e normalmente é medido
previamente com algum aparato experimental. No entanto, muitas vezes estes
parametros ndo podem ser medidos, ou ndo podem ser medidos com precisdo, ou
ainda estes mudam de forma imprevisivel como o passar do tempo. Em tais casos s6
é possivel encontrar um vetor de parametros aproximados para o modelo em questdo,
denotado por p°.

Outra fonte de problemas é a necessidade de simplificagdes do modelo. Muitas
vezes (4.8I) ndo pode ser usado diretamente nos filtros devido ao alto custo
computacional, que necessitaria de mais tempo para os cdlculos do que a aplicacdo
permite. Em tais casos, uma fungdo simplificada h" deve ser usada, geralmente
um linearizacdo ou discretizacdo de h. Nestes casos, um estado aproximado xz*
é empregado e estd relacionado com = em (@.8I) através de uma projecio em um
subespaco por * = T'z, onde T é um operador de projecdo e a mudanga de h para h”
pode ser concebida através da adi¢do de novos pardmetros em p°.

Além disso, perturbacbes e podem agir no sistema. Por sua natureza
desconhecida/imprevisivel, o melhor que se pode fazer é usar algum valor
aproximado e® para descrever a perturbagdo, normalmente o seu valor médio quando

suas estatisticas sdo conhecidas.

’Salienta-se aqui que os filtros de Kalman utilizam dois modelos do sistema, um para a observacdo
e outro para a evolugdo temporal. Ambos os modelos podem ser escritos no formato da equacao (4.81)
e podem usufruir deste método.
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Em geral, mais de um destes fatores ocorrem em um sistema. Seja a fungdo

aproximada h" escrita em forma genérica através de
y = h' (%, p*, u,e"). (4.82)

Se esses fatores aproximados puderem ser concebidos como realizagdes de
varidveis aleatorias X, p e €, 0 método do erro de aproximagio, primeiramente proposto
em [61, p. 181] pode ser empregado. Este método foi utilizado em outros problemas
inversos, como em Huttunen [104], Lipponen et al. [105], Lehikoinen et al. [106].

O método do erro de aproximagdo lida com a questdo Como levar em conta os
erros inerentes da utilizacdo do modelo aproximado h® com o conjunto de pardmetros p* em
substituicdo ao modelo fidedigno h cujos pardmetros p ndo sio conhecidos? O método do erro
de aproximacao lida com esta questdo computando as estatisticas do erro total causado
por estas aproximacgdes, dadas as estatisticas de cada elemento aproximado.

Iniciando com #.8T), pode-se reescrevé-la como

y = h(z,p,u,e) + h*(z",p", u,e") — h"(z*, p*, u, e)
= h"(xz*, p*,u,e*) + [h(x,p,u,e) — h*(xz, p*, u,e)]

= h"(x, p* u,e’) +¢, (4.83)

onde € é a discrepancia do resultado y por adotar o modelo aproximado (4.82) em

substitui¢do ao modelo exato (4.87)
e = h(xz,p,u,e) — h"(z, p*, u, e). (4.84)

Considerando que esta discrepédncia seja modelada como uma variavel aleatéria, as
estatisticas de y em (4.83) sio as mesmaﬂ que em (4.81)) se as estatisticas de & forem
conhecidas. Neste sentido estatistico, os modelos (4.83) e (4.81)) sdo equivalentes. Este
modelo é muitas vezes chamado de modelo do erro de aproximagio ou, se a dependéncia
de € com rela¢do a x puder ser ignorada, modelo de ruido melhorado (do inglés enhanced

error model) [61, p. 182].

8A equivaléncia das estatisticas s6 ocorre se as estatisticas de & forem determinada com exatidao.
Na maioria dos casos apenas estimativas destas estatisticas sdo determinadas.
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Somente o modelo [@.83) é utilizado iterativamente nos filtro de Kalman, porém as
estatisticas do modelo fidedigno estardo inclusas na forma da variavel aleatéria e. O
modelo completo #.81)) é utilizado apenas para o célculo das estatisticas de e, que é
realizado antes da coleta de qualquer medida, sendo independente dos resultados da
estimacdo do sistema. As estatisticas de € dependem exclusivamente das escolhas p?,

e® e x” e das estatisticas de X, p e e.

4.6.1 Calculo das estatisticas do método do erro de aproximacao

Em geral ndo é tarefa trivial encontrar as estatisticas de e a partir de (4.84
analiticamente, mas métodos numéricos podem ser usados para estimar suas
estatisticas. E bom ressaltar novamente que todos os calculos podem ser realizados
antes de que qualquer medicdo seja feita. Desta forma, um algoritmo offline pode ser
implementado e as estatisticas armazenadas em um computador para uso posterior,
desde que os mesmos parametros aproximados sejam utilizados e as estatisticas de X,
p e e utilizadas no célculo offline permanecam vélidas.

Considere que u seja conhecido e p® e e” sejam escolhidos. Seja também o nivel
de discretizacdo do estado fixado e a relagdo x* = Tx determinada. Seja ainda a
densidade de probabilidade conjunta fx ¢, conhecida e ndo necessariamente com base
em pressupostos gaussianoﬂ. O método bésico para aproximacao das estatisticas do

erro de aproximacdo é:

1. Amostrar um ntmero suficientemente grande de realiza¢des x;, e; e p; seguindo
suas densidades de probabilidade. Calcular também a projecdo = = T'x; caso

haja discretizagdo do estado envolvida na simplificacdo do modelo;

2. Para cada conjunto (xz;,e;,p;,) (e também x¢ caso haja discretizacdo), utilizar
(4.84) para calcular realizag¢oes de ¢;, utilizando também os valores fixados para

p® e e® e o valor conhecido u;

3. Com todas as realizagdes de ¢;, calcular aproximagdes das suas estatisticas.

Geralmente, supde-se que € seja Gaussiana e, por este motivo, as sua estatisticas
sdo completamente descritas por sua média € e covaridncia I'*. Geralmente utiliza-se

os estimadores ndo viesados usuais para esta estimacao.

9Geralmente é assumida a independéncia entre p, € e X, mas isto ndo é estritamente necessario.



96

Uma desvantagem deste método simplificado é que esta amostragem é realizada
antes da estimagdo e ndo considera que a densidade de probabilidade a priori fxpe
pode ser corrigida ou ajustada melhor conforme a estimagdo estd em andamento.
Para incluir esta informacdo extra, o cdlculo das estatisticas de € deve ser corrigido
conforme novas estimativas sdo obtidas. Para incluir tal mudanca, Lehikoinen et al.
[106] apresenta um método baseado nos métodos de amostragem por importancia
que leva em conta tal mudanga e atualiza as estatisticas. Nesta tese 0 método mais
simplificado é utilizado.

Como ultima observacao, se o vetor u contiver entradas de controle, este método
pode ser ainda utilizado. Considerando, por exemplo, um controle linear quadratico,
pode-se considerar a determinagdo do controle u como uma fungao do estado atual =
e de alguns parametros de controle, como estado de referéncia e matrizes da fungdo
custo, agrupados em um vetor r. Pode-se entdo considerar o cdlculo do controle

através da solucdo da equagdo de Riccati como uma funcédo do tipo

up = g(xk, 7). (4.85)

A tnica alteragdo necessdria no algoritmo descrito acima para a estimativa das

estatisticas de e é calcular u; com (#.85) utilizando ¢ no primeiro passo.
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Capitulo 5

Método Proposto

A seguir mostra-se um fluxograma do método proposto neste trabalho.
diagrama, o SR-UKF estima o estado do sistema, composto pela distribuicdo de

resistividade elétrica dentro de €2, em paralelo com a estimac¢do dos parametros dos

eletrodos e estimagdo dos parametros do modelo de evolugdo.

modelo de evolugao

(parametros)

: parametros
estimados
: hILI_
T [, A ——
Sr—————— -—- !
Z : [
< ,| parametros |’ lizaca |
1 N
“3 || observagdo |! : modelo n
o estado | | : /
Q| | ! |reg150 1 | |reg1éo n|
——————— - —— - |
: !
RN i I
1
estado segmentagao
estimado de imagem

Figura 5.1: Diagrama de funcionamento do algoritmo.

A estimativa dos pardmetros do modelo de evolugao ajusta o modelo adotado sobre
a dindmica do paciente sob monitoracdo. Desta forma, espera-se que o modelo seja

mais fidedigno e erros de modelagem sejam minimizados. Uma etapa de segmentagdo

“modelo de evolucao
(estado)
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de imagem identifica as principais estruturas internas e assim seleciona o modelo de
evolugdo apropriado para cada segmento identificado.

A segmentacdo de imagem é feita sobre os mapas, discretizados nos elementos
da malha de elementos finitos, da distribuicdo de resistividade em 2. O método de

segmentacdo adotado é o level set, que é apresentado no Capitulo

5.1 Implementacdo do UKF na TIE para monitoramento

de pacientes

O sistema dinamico que o UKF deve estimar no monitoramento das condigdes
pulmonares é ndo linear pois, além do modelo ndo linear de observagao, inclui o
comportamento dindmico e nao linear dos diversos 6rgdos e tecidos localizados na
caixa tordcica, como os pulmdes, o coragdo, o tecido muscular, além dos tecidos sem
variagdes expressivas para esta aplicagdo, como o tecido 6sseo e o tecido adiposo.
Em adigdo, o comportamento dos tecidos pode variar consideravelmente ao longo do
tempo em virtude das mudangas das condigdes fisiologicas do paciente.

Sob o ponto de vista Bayesiano, considera-se que o sistema é o conjunto de tecidos
no interior do térax do paciente e o estado x;, = p, € R""* é a distribuigdo de
resistividade elétrica dentro de €2, mais os parametros dos eletrodos, discretizado
em uma malha de elementos finitos como descrito no Apéndice [A.Ile Apéndice
Considera-se que o estado em um determinado instante é uma realizagdo do vetor
aleatério x;. O modelo de evolucdo do estado possui um conjunto de r parametros
a serem ajustados, agrupados em um vetor p, € R", que por sua vez também é
considerado uma realizagdo do vetor aleatério py.

O modelo de evolugdo do estado contém um ruido aditivo e pode ser escrito no

tempo discreto t;, = k7, para k =0,1... como
Xe1 = Pr(Xe, P, wr) + ALy, (6.1)

onde ®;, é a componente nominal do modelo de evolugdo composto pelos modelos dos
diversos 6rgaos a ser apresentado no Capitulo9, p; é o vetor aleatério composto pelos

r parametros do modelo de evolugdo, Vi, é um ruido ndo correlacionado no tempo e,



101

7

por hipétese, Gaussiano que excita o sistema e A; é uma matriz conhecida. O vetor
uy, € R® é composto pelas possiveis s entradas conhecidas do sistema e, portanto, ndo
é uma varidvel aleatoria.

Considera-se aqui também a estimacdo dos parametros do modelo de evolugéo.
Para esta estimacdo, modelos de evolugdo e observagdo devem ser propostos. O
modelo de evolucdo dos parametros adotado é o chamado passeio aleatério e pode ser

escrito como
Pr1 = Pr + ALVE, (5.2)

onde v{ é um ruido gaussiano ndo correlacionado no tempo e A} é uma matriz
conhecida. Neste modelo ndo é esperada uma variagdo deterministica dos valores de
p, apenas variagdes aleatdrias devido ao processo gaussiano V7.

Assume-se que V§ e v} sejam independentes entre si e em relacdo a X, e p;, e tenham

estatisticas

Vi ~ N (o3, TY) (5.3)
Vi ~ N (D], TY). (5.4)

Neste trabalho, A% é assumida a matriz identidade e o ruido v} apresenta a mesma
dimensdo do vetor de parametros p. A matriz A; também assume a forma da matriz
identidade neste trabalho, porém no caso de monitoramento em leitos de UTI, esta
poderia assumir a forma de um filtro passa-baixas espacia]H. O ruido v§, apresenta a
mesma dimensao do vetor de estado x;,.

Em adicdo as varidveis aleatérias apresentadas, o vetor de medidas dos potenciais
elétricos y, € R’ é uma realizacdo do vetor aleatério Y, e relaciona-se com o estado
através do modelo de observagdo. O modelo de observacdo proposto para estimagdo

do estado x;, é

Yit1 = 1 (X)) + By, €104, (5.5)

!Esta escolha para a matriz A7 reflete o fato de que a evolucdo temporal do estado apresenta certa
correlacdo espacial no sentido de que é de se esperar que dois pontos préximos tenham variagdes
similares de resistividade ao longo do tempo, com excegdo nas interfaces entre as diversas regides
segmentadas dentro do dominio, onde o modelo de evolugdo regional difere.
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onde o vetor aleatério e, ; é ruido gaussiano, ndo correlacionado no tempo e assumido
independente de vi e v} e By, é uma matriz conhecida. Assume-se que €}, tenha

estatisticas
ef ~ N(ef,, T ). (5.6)

A cada iteragdo do UKF, a equacgdo de observagao deve ser resolvida para
cada ponto sigma, que requer grande carga computacional. Para acelerar as iteragdes
do UKF em casos onde o tempo computacional é fator critico, o modelo linearizado de

observagdo (2.51) pode ser utilizado, linearizado em torno de
Erpie = B{Xep1 | Y] = ¥i} (5.7)

Ja os parametros do modelo de evolugdo ndo podem ser observados diretamente,
sendo necessario observa-los indiretamente com as medidas elétricas. A componente
deterministica da equacdo de observacdo dos parametros dos modelos é dada pela

composi¢do das fun¢des nominais k1 o ®;, ou seja

Yir1 = Piy1 (®r(Xe, Pyt ur)) + By €240, (5.8)

onde o vetor aleatério €},, é ruido gaussiano e Bj,, é uma matriz conhecida.
Assume-se que €}, tenha média €}, e matriz de covariancia 'y ,;. A funcdo hy;
também é dada por (2.41) ou por 2.57).

A composi¢do de fungdes nessa equacdo representa a evolugdo temporal de uma
realizacdo de x; do instante ¢, até o instante atual ¢;.;, utilizando a componente
deterministica do modelo (5.1}, para uma realizagdo de pxi1. ApOs a evolugdo
temporal, a amostra do estado propagado x;;, é observada com o modelo de
observacdo (B.5). Salienta-se que €} e €} ndo sdo necessariamente iguais uma vez que
hé& uma composicdo de incertezas na func¢do h o .

Neste trabalho, By e B’ sdo assumidas matrizes identidade e os ruidos e} e e}

apresentam as mesmas dimensdes do vetor de medidas vy,
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5.2 Estimacao dual com filtro de Kalman

A principio, a estimacdo do estado x; e dos pardmetros p, deve ser feita de forma
conjunta, ou seja, deve-se criar um estado aumentado composto pelos dois vetores e
compor novos modelos de evolu¢do e observagdo com os modelos originais e entdo
determinar fy, p, |y, Este método é chamado estimagio conjunta e surgiu inicialmente
para sistemas bilineares, com o uso do FEK em Kopp e R. J. OrfordH e C0>H apud
Haykin et al. [102, p. 125] e posteriormente analisado em Ljung’ e Niedzwiecki e
Cisowsij apud Haykin et al. [102, p.125]. Porém paga-se um preco consideravel pela
carga computacional necessdria, o que pode ser proibitivo em problemas de predi¢ao
e filtragem em tempo real.

Uma forma de contornar este problema é utilizar um método alternativo, proposto
inicialmente em Nelson e Stear [107] para um sistema bilinear. O método, chamado
estimagdo dual, consiste em usar dois filtros de Kalman em paralelo, um para estimar
x), e um para estimar p,. Nesta abordagem, a estimativa pontual mais atual de um
filtro é utilizada no outro filtro como um parametro fixo para a estimagado. Desta forma

determina-se f, r+1. Este método desconsidera possiveis correlagdes

k+1 € fpk+1|xk7y1

k+11PkYT
entre estes vetores, sendo portanto uma aproximagdo. O método foi aplicado para
problemas ndo lineares em Wan e Nelson [108].

O desempenho da estimacdo dual ou conjunta varia conforme o problema. Como
exemplo, os resultados em Hegyi et al. [109] apresentam um melhor desempenho da
estimagdo conjunta com o FEK, ja em Haykin et al. [102, p. 249] e Wan et al. [110], os
resultados usando a estimagdo dual sao melhores, tanto com FEK quanto com UKF.

A solucdo do problema de estimacgado dual pode ser deduzida da solugdo de Mdximo

A Posteriori (MAP) [102, p. 135].

ZR. E. Kopp e R.J. Orford. Linear regression applied to system identification for adaptive control
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‘L. Ljung. Asymptotic behavior of the extended kalman Filter as a parameter estimator for linear
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M. Niedzwiecki e K. Cisowski. Adaptive scheme for elimination of broadband noise and impulsive
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Sejam os processos estocésticos X&, y¥ e ph, entdo
NP _
(m07p0) = arg g%a}é fxé,pmy’f = arg H%a}é fx(1§|p(l§,y’f : fp(‘lﬂy’lC (59)
0:Po TPy

A estimativa ZF é obtida pela maximizacio do primeiro fator e p} é obtida pela
maximizagdo do segundo fator. Como o estado X s6 aparece no primeiro fator desta
fatoragdo, a maximizagao deste termo para determinar &, resulta na mesma solucio
da maximizacdo da distribui¢do conjunta, assumindo que o parametro p 6timo foi
encontrado. Porém, a maximizagdo do segundo termo em relagdo a pf ndo resulta
necessariamente na mesma solucdo da distribui¢do conjunta em resultado do fato de
que p aparece em ambos o0s termos.

A maximizagdo em separado das densidades determina uma solugdo que

maximiza, ao menos localmente, a densidade conjunta fx;5 Por este motivo a

PEIYE
inicializagdo das varidveis para a estimagdo é importante neste método.
As densidades de probabilidade condicionadas as medidas que devem ser

determinadas para o estado e parametros sdo

k+1 ~ k+1
Fes+tppgyttt = fx(’iﬂllok,y’f“(‘%OJr [ B yn™) (5.10)

k+1 - k+1
oyt = iyt (B @097, G11)

cujas igualdades em ambas vém do fato de que os processos sdo Markovianos e,
portanto, ndo dependem de estados anteriores a ¢;. A inclusdo da realizacdo & na
segunda expressdo deve ser interpretada como um parametro conhecido da fungdo e
ndo como uma outra varidvel aleatoria, ja que em (5.9) foi mostrado que esta densidade
de probabilidade ndo é condicionada a uma realizagdo de X.

Assumindo hipéteses de Gaussianiedade, como descrito anteriormente, o filtro de
Kalman pode ser usado. A estimagdo dual é composta por dois filtros estimando,
em paralelo, o estado e os pardmetros dos modelo de evolugao, dai o nome filtro de
Kalman dual. Em cada um dos filtros, as estimativas pontuais da iteragdo anterior do
outro filtro sdo utilizadas. O diagrama da Figura 5.2l mostra a implementagdo dos dois

tiltros em paralelo (desconsiderando a entrada conhecida w;, por brevidade).
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Figura 5.2: Diagrama de implementac¢do em paralelo dos filtros.

Com um argumento andlogo, pode-se resolver o problema de estimagdo das
resistividades no dominio em separado da estimac¢do dos parametros dos eletrodos.
Neste caso, o algoritmo contém trés filtros em paralelo estimando alternadamente o
estado, os parametros dos eletrodos e os parametros do modelo. Esta abordagem de
estimagdo foi primeiramente estudada em Trigo [34, cap. 7] e é utilizada também neste
trabalho. Os modelos de observagdo e evolugdo no filtro para estimagdo dos eletrodos

sdo andlogos a (B.5) e (5.0)), exceto que o modelo de evolugéo é o passeio aleatorio.

5.3 Variante Raiz Quadrada do UKF

O UKEF necessita do cédlculo de uma matriz raiz quadrada de I';" a cada iteragdo. A
variante raiz quadrada do UKF (SR-UKF) trabalha diretamente com esta matriz raiz
quadrada S* sem montar I';*. A carga computacional ndo é reduzida nesta variante
para estimacdo de estado, mas ha uma melhora numérica da solugdo como a garantia
de positividade da matriz de covaridncia. J& para estimagdo de parametros, esta
variante apresenta vantagem também no ntimero de operagdes necessarias [103].

Esta variante utiliza a decomposicdo QR, (des)atualizacdo de Cholesky e solugdo
eficiente de sistemas lineares triangulares para calcular eficientemente as novas

estimativas.
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O algoritmo, para ruidos aditivos, é apresentado a seguilH.

Inicializagao

Seja o estado x;, = p, € RY,onde L=ne

Iio = E{Xo} (512)
S% = chol(I2%), (5.13)

onde chol(M) representa uma fungdo que retorna o fator (triangular inferior) de
Cholesky de uma matriz M.
Apoés ainicializagdo, parak = 0,1, . .. as fases de propagacdo, predicdo das medidas

e atualizacdo do filtro sdo repetidas sucessivamente:

Propagacao do filtro
1-) O conjunto de 2L + 1 pontos sigma {X}}?Z, e seus pesos W, sdo amostrados da

seguinte forma

X0 =z, (5.14)
Xl =&+ [Silea. i=1,....L (5.15)
Xt =2 — [Siley. i=1,....L (5.16)
A
Wyt = 5.17
O T (L+ N G17)
A
c _ 1 —a? 1
W (L+>\)+ o+ (5.18)
1
=W = ——— =1,...,2L 1
VVZ VVZ 2(L+>\)’ l ) ) (5 9)

ondey=+vL+Xel=a*L+xr)—L O parémetroH a regula a dispersao dos pontos
sigma ao redor da média, x é um segundo parametro de dispersdo, usualmente x =
3—Louk = 0e féusado para adicionar informagdo sobre momentos de ordem
superior da varidvel aleatdria. Para distribuicSes gaussianas, § = 2. A notagdo [S] . ;)

representa a i-ésima coluna de S7.

®As equagdes do SR-UKF para estimagéo dos parametros sio apresentadas no Apéndice
’Salienta-se aqui que a forma como foram definidos os parametros «, 3 e x resulta na formulagdo
escalada do UKE, que apresenta melhores propriedades numéricas, como discutido em Julier [96].
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2-) Os pontos sigma sdo propagados no tempo com o modelo de evolucao (5.1)
Xiap = ®r(X, Dy, wr) + Afoy, i=0,...,2L, (5.20)

onde p, é a ultima estimativa obtida com o filtro em paralelo para estimagdo dos
parametros do modelo de evolugao.

3-) As estatisticas de X s@o calculadas com

2L
e = ) WXl (5.21)
=0
= ([\/mw&fﬁk Cwep) Al FD (5.22)
S, = cholupdate ( 1|k Xlg+1|k — Zjrape, W) (5.23)

onde qr(M) representa uma funcdo que retorna apenas o transposto da
parte triangular superior da matriz R da fatoragio QR de uma matriz M,
cholupdate (M, y,a) é uma fungdo que realiza a (des)atualizagdo de Cholesky de
MM" + \/ayy™. Se y for uma matriz, entdo a funcio executa uma (des)atualizacio
para cada coluna de y. O termo /T} é uma matriz raiz quadrada da matriz de
covariancia do ruido do processo V. As duas equagoes para o calculo de Si%, |, sdo

analisadas em mais detalhes no Apéndice

Predicao das medidas

1-) O conjunto de pontos sigma é aumentado para contabilizar o ruido aditivo. Para

i =0,...,4L os pontos sigma e seus pesos sdo dados por
]z+1|k:X]z+1‘k7 i:07...72L (5.24)
XL = X0 4 lAgH, /pﬂ eI (5.25)
(::)
Xt = X — {Agm/r}f} , i=1,...,L (5.26)
)

8 A rotina para célculo da (des)atualizagdo de Cholesky é apresentada no Apéndice
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A
W= —— 5.27
O (2L +)N) (6:27)
A
f=—" —+1-a? 2
W (2L+A)+ o?+p (5.28)
1

ondey = V2L + Ae A = o?(2L + k) — 2L.

2-) O conjunto de pontos sigma é observado pelo modelo de observagdo (5.5)
yli+1|k = thrl(in-‘rl\k) =+ Bi-{—léi-‘rlu 1= 07 s 74L (530)

3-) As estatisticas de Y 1x sdo calculadas com

AL

Gire = ) Wi Vi (5.31)
i=0

S}Z+1|k =qr ([v Wf(yiifﬁk — Yis1p) Biﬂ\/ FZ:1:|> (5.32)

Shi1jx = cholupdate (SZHW Vesile = Ynsio Woc> ; (5.33)

z

xT . . . A . z
onde ,/I';,, é uma matriz raiz quadrada da matriz de covariancia do ruido de

1 T
observagao ej ;.

Atualizacgdo do filtro

1-) A covariancia cruzada entre X, 1, € Yj+1x € determinada por

AL
Ll = Z WX — Trre) Ve — Tnpapp) (5.34)

=0

2-) As atualizacoes de x e S” sdo calculadas com

U =T/ (ki) (5.35)
Ky = U/SZH“C (5.36)
L1 = Thafk + Kk+1(y?fiﬁdo - @k+1\k) (5.37)
S’+1 = cholupdate{ Sy, U, -1}, (5.38)

onde B/ A representa a solugdo eficiente do sistema linear triangular X A = B.
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Em Perea e Elosegui [93], é proposta uma modificagdo para (5.37). A modificagdo

consiste em substituir o 0 uso das medidas preditas y,, ;; pela aproximagéao

Yr1pe ~ P (Zesaw) + Bri1€i1s (5.39)

visando reduzir o problema de divergéncia que pode ocorrer no UKF. Esta alteracao é
nomeada pelos autores de IUKF, do inglés improved UKF. Esta modificagdo é utilizada

neste trabalho.
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Capitulo 6
Restringindo o espaco solucgao

Duas formas de restri¢do do espacgo solucdo foram implementadas. A primeira forma
impde uma restri¢do no intervalo de valores possiveis para cada componente do vetor
de estado na forma de uma mudanga de varidveis. A segunda impde informagédo a

priori como descrito na Segao 4.4l

6.1 Vinculo de intervalo

Caso haja informacgdo a priori da faixa de valores de resistividade dentro de €2, por
exemplo proveniente de um atlas anatdémico, pode-se adaptar o algoritmo para que
o filtro ndo procure solugdes fora deste intervalo. Isto é especialmente importante
em problemas com mdultiplos minimos locais, em que as atualizagdes do estado nas
primeiras itera¢Oes do filtro ao redor de um atrator podem acarretar na mudanga do
estado para proximo de algum outro ponto atrator. Outro caso de importancia sdo
aqueles com limitagdes fisicas ou matematicas, como é o caso da TIE em que os valores
assumidos pelas componentes do vetor do estado devem ser estritamente positivos.
O método proposto neste trabalho considera uma mudanca de varidvel para o
estad, de forma que o filtro de Kalman trabalhe em R, enquanto que os valores de
interesse se mantenham dentro do intervalo imposto. Outros métodos para incluir

vinculos de intervalo no SR-UKEF sdo analisados em Teixeira et al. [101].

'Este método serd apresentado para a distribuicdo de resistividade dentro do dominio, mas o
método pode ser utilizado também no filtro para estimar os parametros dos eletrodos ou parametros
do modelo de evolugéo.



112

min  ,max [

Seja p; a resistividade do i-ésimo elemento da malha sob a condicdo p; €|pi"™", pi

min . max

Propde-se uma mudanca de variavel do tipo p; = ¢((;), tal que ¢ : R —]pi™", pi"**[ e

que exista inversa ¢! :]p"" pme*[— R. Como propriedade adicional, procura-se uma
funcdo suficientemente suave para evitar aumentar a ndo linearidade do problema.

Neste trabalho, utiliza-se uma sigméide exponencial do tipo

N
(pz(CZ) = p;ﬂm + (pzmax - p:mn> |:1 + €xXp <_§>:| ) 1= 17 (2 (61)

Si

onde p/"™ e p"™* sdo as assintotas da curva e s; regula a derivada de ¢;, portanto a

)

min max

suavidade da curva na transi¢do entre p[™" e p***.

max min
P

O i " P (6.2)
¢i=0

ac,

)

4Si

O gréfico desta fun¢do pode ser visto na Figura 6.1
Pi

maxr
Pi

min
___________ L0;

Gi

Figura 6.1: Gréfico da func¢do sigmoéide exponencial.

Sua inversa também é necessaria e é dada por

— pzma:v — pzmln min _maz
i ' (pi) = —siIn <W - 1) ;o pi €l oL (6.3)

Neste trabalho, os limites de resistividade sdo adotados por regido, isto é, elementos
pertencentes a um mesmo tecidos utilizam um mesmo conjunto de pardmetros,
compativeis com valores clinicos obtidos de Gabriel et al. [47, 48, 6], Sousa et al.

[4], Camargo et al. [41].



113

Por fim, define-se o metaestado { € R", contendo (; de todos os elementos e as

fungdes vetoriais

p =)
¢=9¢"'(p), (6.4)

que operam elemento a elemento nos vetores em questéoH.
O metaestado ¢ pode ser considerado o novo estado do sistema para a estimacdo.
Este novo estado pode assumir qualquer valor em R", contudo p = ¢(¢{) permanecera

min max

dentro do intervalo |p/"", pi"**[ de cada elemento ou regido.
As equag0es dos filtros de Kalman permanecem inalteradas, porém redefinindo o

estado x;, = ¢, e redefinindo os modelos de evolugdo (5.I) e observagéeg G.5) e (5.8)

Xer1 = @ (Pr(p(Xk), Pr, we)) + AGVE, (6.5)
Yir1 = hiy1(P(Xpi1)) + Bi 1€ (6.6)
Vi1 = Py (Pr(@(Xk), Prr1, ur)) + By €1, (6.7)

Quanto a conversdo de uma variavel aleatéria p, descrita por sua média p e

covaridncia I'”” para o metaestado, utiliza-se

¢=v'(p), (6.8)

e para a matriz de covariancia a aproximagao

p-=p—0’ ¢ =9 (p) (6.9)
pt=p+o’, (t=¢(p") (6.10)
+ _ —
ot = % 6.11)
¢ ¢
0;0;
5 ~ 550" g), 6.12)
i %]

onde o” é um vetor com os desvios padrdo das componentes de p, o¢ é um vetor

2A dependéncia de ¢ e ¢! em relagdo a trinca de parametros (™", pi"®®, s;) foi suprimida para a
simplificagdo da notagdo.

*No Apéndice[C3 mostra-se como modificar o modelo de observagéo linearizado (2.51) para incluir
a transformagéo p = ¢(¢).
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com os desvios padrdo (aproximados) do estado transformado. Estas transformagdes

podem ser vistas na Figura [6.2] para um elemento.

Pi

< D
ST
1

/

Gi

Figura 6.2: Aproximacdes das transformacdes das estatisticas.

Definindo um operador responsdvel pelas transformacgdes descritas de uma

variavel aleatéria p como
(¢, T°¢] = Rho2Meta(p, ), (6.13)
as estatfsticas iniciais do estado sdo transformadas por
[0, T = Rho2Meta(zo, I'y"). (6.14)

O célculo das estatisticas do ruido de processo Vi segue a mesma férmula, mas p,

utilizado é o valor médio entre a e b. Define-se também o operador inverso

[p,T*?] = Meta2Rho((,T¢°), (6.15)
p=v() (6.16)

¢ =C-0° p =) (6.17)
¢t=C+0o°, pT=0(¢) (6.18)
o= -2 (6.19)

L] i) = ZZSZ;; [T 5. (6.20)
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6.2 Densidade de probabilidade a priori

A segunda maneira utilizada neste trabalho para introduzir informacdo a priori no
problema de estimacdo é através da densidade de probabilidade a priori, descrita na
Secao 4.4l

Neste trabalho considera-se que a estimativa da distribuicdo de resitividade
Pr1 deve ser suave, ou seja, ndo sdo esperadas mudancas abruptas de valores de
resistividades entre elementos vizinhos. Esta hipotese é questiondvel nas regides
de interface do tecido 6sseo com os demais tecidos ao seu redor e na interface de
um possivel pneumotérax. Todavia, a informacdo de suavidade é utilizada pela sua
formulacgdo linear e possibilidade de tratamento analitico. Outra possibilidade seria
utilizar a regularizagdo por variagdo total, que permite que varia¢des de resistividade
abruptas ocorram, porém esta regularizacdo resulta em um operador nao linear que,
portanto, ndo pode ser escrito na forma (4.37).

Para a estimagdo da resitividade dentro do dominio, a informacdo a priori é
composta por uma matriz L, € R™*" que aproxima o filtro passa-altas gaussiano, cujos

elementos sdo dados por

Lexp (— d(i’]f) ) se i e j pertencem a mesma regiao
Glujy =4 ° ? (6.21)
, caso contrario
G
S =[Gl (6.23)
i,J

onde d(i, 7) é a distancia euclidiana entre os centréides do i-ésimo e j-ésimo elementos.
O parametro o é o desvio padrdo do filtro que ajusta o seu nivel de suavidade.
Definindo G desta maneira, leva-se em conta que a distribuicdo de resistividade ndo
deve ser suave na interface entre as regides dos pulmdes e dos demais tecidos.

Ja a escolha do vetor de estado de referéncia =* depende das condi¢des do

experimento e serd apresentada na descri¢do de cada ensaio numérico e experimental

desta tese.
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Adianta-se aqui que no ensaio experimental, a montagem da matriz L, levando em
consideragdo a ndo suavidade de resistividade na interface entre as regides pulmonar
e demais tecidos resultou em imagens insatisfatérias. Por isto, uma matriz G que nao
distingue interfaces foi utilizada no lugar de (6.21) neste ensaio

e 1 d(i,§)? Vi i (6.24)
)= ——€xXp | ——=—5— 1,7 .
03) = 9y P 202 J
A razdo para a degradacgdo das imagens € discutida no final da tese, no Capitulo

Para a estimagdo dos parametros dos eletrodos e parametros do modelo de

evolugdo, * é um vetor uniforme com o valor médio esperadoe L, = L.

Caso o vinculo de intervalo seja também utilizado, duas possibilidades para a

densidade a priori podem ser empregadas:

73071 042 *
szt ocemp (G I e(Ge) ~ oI ) (6:25)
Priori 042 1/ % 2
Xk41 X €Xp _?”Lr(CkJrl - ¥ (wk+1))”2 . (6.26)

No primeiro caso, L, atua no espaco de p,_; e no segundo L, atua no espago de
Cj41- Neste trabalho o segundo método é utilizado por trés motivos. Primeiro pois esta
forma mantém a linearidade do operador, reduzindo o custo computacional. Segundo
pois controla mais a estimativa ¢, 41 quando a conversdo para p estiver proxima
das assintotas: Nas regides onde p,.; estd proximo destes limites, perturbagdes
nos componentes do estado ¢, ; ndo causam grandes perturbacdes de p, , e, por
consequéncia, pouca perturbagdo ¢é transmitida para as medidas preditas g, ;. No
primeiro caso, mesmo com a suavidade de p,.;, = ¢({,,,), grandes oscilagdes
podem ocorrer no estado ¢, ; quando p,_; estd proximo das assintotas, dificultando a
convergéncia do algoritmo.

O terceiro motivo é melhor compreendido utilizando o exemplo de informagdo de
suavidade. Uma estimativa suave ¢, ndo acarreta imediatamente em uma solugdo
suave em p,,; caso a trinca de parametros (p/"", p{"**, s;) das regides ou elementos

sejam diferentes.
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Um exemplo numérico clarifica o terceiro argumento. Seja um caso unidimensional,

com 9 elementos alinhados, cujas trincas de parametros de ¢, sdo

(o™, pi*,si) = (0,1,1), i=1,2,3
(", p"e%, 5i) = (2,3,1), 1 =4,5,6 (6.27)

(p;nin’p;na:v’ Si) = (]-727 1)7 L= 7’ 8’9

—o— (k1

2 3 4 5 6 7 8 9
elemento

0.5
1

Figura 6.3: Grafico da solugdo.

“ T
Seja uma solugdo suave ¢;,., = [1.0 1.1 09 09 095 1.05 1.01 1.0 1.1 . A

Figura mostra o grafico da estimativa ¢, 41 € sua transformada p,,, = o(C, 1)
Nota-se que apesar da suavidade de ¢, 41, as diferencas entre as regides mantém-se
destacadas em g, ;.

Por fim, salienta-se que apesar do aumento da dimensdo do vetor de medidas
devido a adi¢do das medidas de ndo conformidade (#.58), fato que a principio
aumentaria a carga computacional, muitas das etapas do algoritmo do SR-UKF podem
ser simplificadas observando que a medida de ndo conformidade z; é uma fungdo

linear do estado como apresentado em (4.54).
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Capitulo 7

Método do erro de aproximacao para o

modelo de observacao

Utiliza-se neste trabalho o método do erro de aproximagdo para o modelo de
observacdo, como em Nissinen et al. [111, 112, [113], Nissinen [114]. Este modelo é
utilizado tanto para o modelo ndo linear (2.40), quando para o linearizado (2.51).
Sejam os modelos de observacdo (5.5) fidedigno e aproximado representados
respectivamente por h e h®. Estas duas versdes do modelo de observacdo sdo

apresentadas novamente para facilitar a explanacdoll.

y = h(x) + B®e” (7.1)
y = h%(X%) + B*e". (7.2)

As fungdes h e h® sdo ainda func¢des de alguns parametros, como a informacao
a respeito do formato de 0€2, posicionamento dos eletrodos e nivel de discretizagdo
da malha de elementos finitos. Outras informagdes ainda poderiam ser: caracteristica
térmica dos componentes do circuito de injecdo de corrente e medigdo dos potenciais
elétricos, capacitancia dos cabos de medidas, interferéncia eletromagnética no recinto
onde as medig¢des estdo sendo realizadas, varia¢des do formato do dominio ao longo

do ciclo respiratério, entre outros. Seja d o vetor que contém tais informagdes.

10 subscrito referente ao tempo discreto ¢, foi omitido para facilitar a notagao.
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Reescrevendo ambos os modelos, incluindo os vetores de parametros, chega-se a

y = h(x,d) + B®e” (7.3)
y = h*(x*,d") + B"e™, (7.4)

onde d” e e = €” sdo os vetores aproximados adotados ndo sendo, portanto, varidveis
aleatdrias.

Substituindo em #.83)), o modelo do erro de aproximagéo fica

y = h%(x%,d") + B*e" + ¢, (7.5)
e = h(x,d) + B“e” — [h*(x*,d") + B"e™]. (7.6)

7.1 Efeitos nao modelados no modelo fidedigno

Uma questdo importante que se levanta no uso do método do erro de aproximacao é
o que acontece quando o modelo fidedigno ainda estd aquém do ideal. Isto ocorre
no caso da TIE, por exemplo, nos modelos de eletrodos: O modelo de eletrodos
atualmente utilizado e discretizado em elementos finitos aproxima os fendmenos que
ocorrem na interface entre pele e metal do eletrodo por uma regido condutora, de
resitividade constante. Sabe-se entretanto que a condugdo de cargas elétricas no corpo
humano ocorre por transporte de ions e no metal a condugdo ocorre através de elétrons
da camada de valéncia. A camada da interface é responsdvel pela mudanca da forma
como as cargas sdo transportadas. Esta mudanca é uma das fontes da impedancia de
contato. A impedancia de contato é, portanto, uma propriedade do par de materiais
e de sua geometria local. Neste sentido, modelar a interface através de um continuo
é apenas uma aproximagdo. Outras fontes de incertezas que aparecem no caso da TIE
podem ser citadas, como o comportamento térmico dos componentes do circuito de
aquisicdo e interferéncia eletromagnética.

Devido a este fato, uma modificacdo no método do erro de aproximagédo é proposta

neste trabalho.
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Seja a equagdo
y=h"(x,p,u,e,r) (7.7)

aquela que descreve com perfeicdo o fendmeno real. Esta fun¢do é, por hipétese, ndo
conhecida. Nesta equagdo, considera-se que os vetores x, p, u e e sejam 0s mesmos que
aparecem em (4.81), ou seja, esta parte do fendmeno estd apropriadamente modelada
pelo modelo chamado até entdo de modelo “fidedigno”.

Entretanto existe um vetor a mais na equagdo verdadeira. O vetor r é um vetor
de pardmetros adicional, ndo modelado em ou (4.82). Este vetor de parametros
representa a parte do fendmeno que é desconhecida ou ndo modelada e também é, por
consequéncia, desconhecida. Denomina-se esta parte do fendmeno de fendmeno oculto.
Salienta-se que o fendmeno oculto pode ou nédo ser desconhecido. Em alguns casos este
fendmeno pode ser conhecido mas faltam ferramentas teéricas para compreendé-lo e,
portanto, acaba sendo deixado de lado no modelo ”fidedigno’ﬁ. Em alguns casos, o
fendmeno oculto é conhecido, mas é ignorado propositalmente pois sabe-se que o erro
cometido é pequeno.

Considerando este vetor de parametros extra, chamado doravante de pardmetro

oculto, pode-se pensar no modelo “fidedigno” como
y = h(w7p7 u? e? rd)? (7'8)

onde r* é o vetor oculto, escolhido implicitamente ao ndo considerar o fendmeno
associado. Pode-se considerar que a escolha implicita seria algo como r* = 0, o que
indicaria que o fendmeno oculto foi ignorado.

Da mesma forma que r* = 0 foi implicitamente escolhido para (4.81) , este também

é usado no modelo aproximado (#.82).

y = h%(z% p*, u,e, r). (7.9)

ZNeste sentido, 0 modelo fidedigno deveria ser chamado apenas de melhor modelo disponivel, porém
esta renomeacado nio sera feita neste trabalho.
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Computando agora o método do erro de aproximagao, chega-se a

y=h"(z" p* u, e’ r) + ¢, (7.10)

e = h(x,p,u,e,r") — h*(z, p*, u, e, r?), (7.11)

e 0 processo de amostragem pode ser feito para a estimacado das estatisticas de €, como
descrito anteriormente na Secao

Nota-se entretanto que ndo serdo realizadas amostragens de r pelo fato do vetor de
parametros ocultos ser desconhecido. Desta forma, as estatisticas do fendmeno oculto
ndo serdo incluidas nas estatisticas do ruido do método do erro de aproximagao.

Considerando a falta de modelagem para r, é necessdrio substituir (Z.10) por um
equivalente onde um ruido extra seria responsavel pela diferenca entre o modelo
aproximado e o processo real, que ndo é completamente conhecido. Uma primeira

forma de se fazer isto é propor uma modifica¢do em (Z.10) do tipo

y =h"(z" p’ u, e’ r") +e+n, (7.12)

onde n é o ruido residual que balancearia a falta de modelagem do fendmeno oculto.
As estatisticas de n) precisam ser estimadas. Pode-se se assumir inicialmente que e e i
sejam independentes.

Um questionamento vélido na discussdo do método do erro de aproximagdo no
caso da ocorréncia de um fendmeno oculto reside no fato de que o modelo (Z.12)
continua com um ruido artificial adicional 7, relativo a um processo desconhecido
e cujas estatisticas sdo, portanto, nebulosas e de dificil determina¢do. Ao arbitrar
um valor para as estatisticas de 7, comumente na forma n ~ N(0,0,I), para
o, suficientemente grande e ajustado empiricamente, pode-se questionar qual a
vantagem do método ja que continua-se com um parametro para ser ajustado.

O argumento é vdlido, entretanto é importante salientar que ao separar € e 7,

identifica-se parte das incertezas do modelo. Desta forma, parte do ruido apresenta

estatisticas conhecidas (ou estimadas) e a intensidade do ruido residual é menor.
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Sob este paradigma, pode-se conceber o método do erro de aproximagdo como
um método de identificagdo do ruido. Tal método tem como objetivo minimizar a
intensidade do ruido n ao identificar componentes que podem ser passadas para ¢,
cujas estatisticas podem ser estimadas.

Por argumentos similares, é possivel conceber que um modelo aproximado h“
também pode apresentar pardmetros ocultos em relacdo ao fendmeno real. Um
exemplo é o caso em que a modelagem de um fendmeno sofre com condicionamento
numérico, como nos casos de modelagem do modelo dindmico de sistemas nas quais o
modelo aproximado é composto por equagdes diferenciais rigidas (como em sistemas
dindmicos cadticos). Neste caso, mesmo que o sistema real se comporte razoavelmente
bem ao longo do tempo, a rigidez das equag¢des do seu modelo causa problemas de
predicdo de estado. Neste exemplo seria também necessdrio aumentar a variancia do
ruido de processo para conter o comportamento arisco do modelo de predicdo e confiar
mais nas medidas realizadas para a determinagdo do ganho do filtro.

Neste trabalho, o modelo (Z12) é utilizado. Mais detalhes sdo fornecidos no

Capitulo
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Capitulo 8

Ensaios numéricos para avaliacao do

método do erro de aproximacao

Este capitulo apresenta a avaliagdo do método do erro de aproximacgdo utilizado no
modelo de observacdo do SR-UKEF através de ensaios numéricos.

Os ensaios avaliam a capacidade do método do erro de aproximagdo em lidar com
erros nos valores dos pardmetros dos eletrodos, posicionamento dos eletrodos, formato
do dominio e erros de discretizagdo através de fantomas numéricos.

Toda a programacdo utilizada neste trabalho foi feita em linguagem C. O cédigo
foi compilado utilizando o compilador Gnu C Compiler 4.4.5 (http://gcc.gnu.org/)
e todos o0s ensaios e verificacbes foram realizados em Linux, distribuicdo
Kubuntu 10.10 e superior (http://www.kubuntu.org/) e Fedora Core 11 e superior
(http:/ /fedoraproject.org/). As malhas de elementos finitos foram geradas com o

programa gmsh (http://geuz.org/gmsh/).

8.1 Fantoma numérico para os ensaios

Este fantoma consiste em simular a aquisi¢do das medidas em um dominio cilindrico
de altura infinita, com um objeto mais resistivo em seu interior. O objeto escolhido é
um outro cilindro de altura infinita.

Com o objetivo de testar o método do erro de aproximagdo em diversas situagdes,
o fantoma numérico é resolvido conforme apresentado na Se¢ao[2.7], utilizando malhas

com posicdo de eletrodos, formato do dominio e parametros dos eletrodos diferentes
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da malha utilizada no filtro de Kalman para a estimacao.
mostra as malhas utilizadas no fantoma numérico. As malhas A a
é apresentada

A Figura
D sdo utilizadas no fantoma para gerar os dados e a malha E, que

na Figura é utilizada em todos os casos para a solu¢do do problema inverso.

Pode-se ver nas primeiras malhas o posicionamento do objeto. As malhas A, Be E

sdo circulares, j4 as malhas C e D sdo ovaladas.
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(a) Malha A: 3342 elementos, circular, (b) Malha B: 3345 elementos, circular,

eletrodos equidistantes. eletrodos ndo equidistantes.
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(c) Malha C: 3500 elementos, ndo circular, (d) Malha D: 3508 elementos, ndo circular,

eletrodos equidistantes. eletrodos ndo equidistantes.

Figura 8.1: Malhas utilizadas no fantoma numérico. Os elementos que preenchem os

objetos foram ocultos para destacar o seu formato e posicionamento.

Todas as malhas possuem 32 eletrodos com quatro elementos por eletrodo,
equidistantes ao longo do perimetro nas malhas A, C e E. Nas malhas B e D as posi¢des
dos eletrodos foram perturbadas em relacdo ao equispagamento por deslocamentos
aleatérios, seguindo uma distribui¢do uniforme no intervalo =5 mm. Todas as malhas
tém didametro de 30 cm (didmetro médio, no caso das malhas C e D), os centros

dos objetos estdo posicionados a 10 cm do centro e possuem 4 cm de didmetro. Os
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elementos que preenchem os objetos foram ocultos nas figuras para destacar o seu

posicionamento na malha.
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Figura 8.2: Malha E: 978 elementos, circular, eletrodos equidistantes. Utilizada no

problema inverso.

A resistividade escolhida para o meio ao redor dos objetos é de 4.0 m e os objetos
possuem resistividade de 40.0 Qm. A amplitud da corrente injetada é de 4 mA
zero-pico. Os valores dos parametros dos eletrodos das malhas A a D sdo escolhidos

aleatoriamente seguindo uma distribui¢do uniforme no intervalo entre 0.01 e 0.03 Qm?.

8.2 Amostragem do ruido do método do erro de
aproximacao

Antes de prosseguir com a descri¢do de cada ensaio, faz-se necessario definir uma

amostragem do ruido e; (7.6)), repetido a seguir por facilidade

g; = h(x;,d;) + Be; — [h*(x*,d") + Be"] = h(x;,d;) — h*(z*,d") + B*[e] — e“].
(8.1)
Nesta amostra, ambas h e h” sdo solug¢des do problema direto (2.41)) utilizando duas

malhas diferentes. Estas tltimas sdo determinadas a partir de alguns parametros que

definem o formato do dominio, posi¢do dos eletrodos e nivel de refinamento.

!As intensidades da corrente imposta e potenciais medidos podem ser dadas em amplitude
zero-pico, pico-pico ou valor RMS. O importante é que tanto a intensidade da corrente quanto dos
potenciais elétricos utilizados estejam na mesma métrica.
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Para parametrizar 02, seleciona-se um certo ntimero de pontos que devem
pertencer a esta curva e interpola-se por estes pontos uma spline ctibica para definir
o bordo. Estes pontos sdo chamados de nds da spline. Escrevendo-se as coordenadas
destes nés em coordenadas polares e fixando-se a componente angular, pode-se variar
o formato de J§2 ao modificar suas componentes radiais.

Sejam o vetor ¥ composto pelos valores das componentes radiais destes pontos, p,
um vetor que contém a posi¢cdo de cada um dos eletrodos ao longo de 92 e § um
tamanho caracteristico dos elementos da malha. A malha estd definida através da
escolha destes trés parémetrosH. Desta forma, d; = [791' P 5i] ed" = [19“ p° 5“]
definem duas malhas: M; e M. Pode-se dizer que d; é uma varidvel aleatéria e
muda a cada realizacdo, ja d” é, por hipétese, conhecida e fixa, resultando na malha
E apresentada anteriormente.

Nos ensaios, o vetor ¥; é uma realizagdo do seguinte vetor aleatério

ﬁ_mﬁamn (8.2)
95 ~ N37(100,021), (adim.) (8.3)

onde ¥. é um vetor constante e conhecido com as distdncia radias dos nés que
descrevem um circulo, ¥5 sdo porcentagens que alteram as componentes radiais dos
nos, N37(z,T'") é uma distribuicdo Gaussiana com média Z, (co)variancia I'* truncada
em mais ou menos trés vezes o desvio padrdo e oy é o desvio padrao da distribuigdo.
Nesta equacgdo, a multiplicacdo deve ser entendida como uma operagdo elemento a
elemento.

Definindo a varidvel aleat6ria desta forma, pode-se criar malhas cujos bordos sdao
perturbacdes do formato circular variando-se oy. Este valor é apresentado em cada
ensaio.

O vetor p, ; € uma realizagdo do vetor aleatério

P.=DPotp; (m) (8.4)
ps ~UP ,p*), (m) (8.5)

2A defini¢do matemética de um tamanho caracteristico de elemento néo garante que a malha esteja
completamente definida no sentido de ser tinica, porém no programa utilizado para geragdo de malhas
nesta tese, Gmsh, a defini¢do de ¢ é suficiente para determinar univocamente a malha.
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onde p, é um vetor constante e conhecido com as distancias dos eletrodos
equidistantes, p; sdo deslocamentos destas posi¢des e U(p~,pT) é uma distribuicdo
uniforme entre p~ e p*. Definindo-se a posigdo dos eletrodos desta forma, pode-se
variar a disposi¢do dos eletrodos. Os valores de p~ e p* sdo apresentados em cada
ensaio e nos ensaios em que p~ = p™ = 0.0, deve-se entender como p, = p,.

O refinamento da malha §; é uma realizacdo da variavel aleatéria

0 =09.0s (adim.) (8.6)
ds ~U6,67), (adim.) (8.7)

onde dy é o refinamento de referéncia utilizado nos fantomas e J; é uma porcentagem
de perturbagdo. Em todos os ensaios, - = 0.9e " = 1.1.
Definidas as malhas, estd definido o operador T'; que interpola a distribui¢do de

resistividade entre a realizacdo da malha e a malha aproximada
x® = Tia,'i. (88)

Neste trabalho, o operador T'; é dado por um filtro passa-baixas Gaussiano, cujos
elementos sdo dados por
1 d(5,k)?
o (45

(T3 () = ——, (8.9)
S50 7 oxp (142

onde d(j, k) é a distancia euclidiana entre o centréide do j-ésimo elemento da malha
M*® e k-ésimo elemento da malha M; e o é o desvio padrao do filtro. Nestes ensaios,
o =0.01m.

A distribuicdo de resistividade x; ¢ uma amostra do seguinte vetor aleatério

X = GXs, (Qm) (8.10)
X5 ~ N (x,1,3.0°1,0) (Qm) (8.11)
Xu ~ U(3.0,5.0), (Qm) (8.12)
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onde G é um filtro passa-baixas GaussianoH, 1 é um vetor cujas componentes sao todas
unitarias e N* ™ (z, T, L7) é uma distribuicdo Gaussiana com média Z, (co)variancia
I'” e com truncamento inferior em L. Esta distribui¢do pode ser vista na Figura [8.3]

para um caso unidimensional.

I
\
[
I
[
L x
Figura 8.3: Distribui¢do Gaussiana com truncamento inferior.

Com esta defini¢do de X, pode-se obter distribui¢des suaves de resistividade e com
valores médios equiprovéveis no intervalo 3.0 a 5.0 dm. Nota-se ainda que com esta
defini¢do, a ocorréncia da distribui¢do verdadeira, isto €, aquela com um objeto circular
é bastante improvavel. Sorteios desta distribui¢do sdo realizados em todos os ensaios.

Os parametros dos eletrodos p) ndo sdo considerados varidveis de estado, mas
sim parametros do modelo de observagdo nestes ensaios. Desta forma, devem ser
incluidos nas amostras nos ensaios em que estes erros estdo presentes. Este vetor é

uma realizacdo do vetor aleatério
p ~1(0.01,0.03) (Qm?). (8.13)
O ruido e} neste ensaio é uma realiza¢do do vetor aleatério
e” ~ N(0,(1.0-107%)2I) (V) (8.14)

em todos os ensaios. O ruido e” é assumido constante e igual a média de €”, ou seja,
zero em todos os ensaios.
Ao final do processo de geracdo das malhas e defini¢cdo das propriedades elétricas,

os fantomas sdo resolvidos e €; pode ser calculado. Apés a amostragem do ruido, as

3Este filtro é calculado nos mesmos molde de T';, como apresentado em (8.9), porém a distancia
d(j, k) diz respeito a elementos da mesma malha.
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suas estatisticas podem ser estimadas com

g = % e (8.15)
i

Nos ensaios sao realizadas N = 5000 amostras de (8.1).
Uma vez que a natureza do ruido e” é aditiva e é assumida independéncia
estatistica em relagdo aos demais pardmetros, pode-se gerar as amostras &; sem

considerar o ruido e® e no final da estimativa utilizar o resultado
< =T¢+ BT (B")T, (8.17)

onde I'j é a matriz de covariadncia calculada com amostragem desconsiderando os
ruidos e” e e®. Esta forma é ttil quando as estatisticas do ruido de medi¢do variam
de experimento para experimento, sendo possivel atualizar as estatisticas do método
do erro de aproximacdo sem a necessidade de realizar o processo de amostragem
novamente.

A seguir sdo descritos 0s ensaios numéricos utilizando o fantoma do dominio

circular.

8.3 Descricao dos ensaios

No total, oito ensaios sdo realizados. Cada um consiste na estimativa do estado,
composto apenas pela distribuicdo de resistividade dentro do dominio p, utilizando
dados provenientes de fantomas cujas malhas de elementos finitos e/ou parametros
dos eletrodos diferem dos utilizados no SR-UKF. Duas estimativas sdo realizadas em
cada ensaio, uma sem o uso do método do erro de aproximagao e outra com o uso do
método do erro de aproximacéao.

Salienta-se que o SR-UKEF utilizado nestes ensaios usa o passeio aleatério como
modelo de evolugdo do estado. Além disto, ndo sdo realizadas segmentac¢bes na

imagem e apenas informacao a priori de vinculo de intervalo é adicionado.
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A Tabela[8.Jlmostra os erros de modelagem considerados em cada ensaio realizado.
Em todos os casos, a malha utilizada no SR-UKF é a malha E, apresentada na Figura
Além dos erros constados na tabela, todos os ensaios contém também o erro de

modelagem proveniente do diferente nivel de refinamento das malhas.

Tabela 8.1: Ensaios realizados para avaliar o método do erro de
aproximacao.

Ensaio I I O 1mv v VI vl VII

malha utilizada no fantomanumérico A A B C B C D D

erro no formato do dominio - - - Vv - v v VY
erro na posi¢do dos eletrodos - - v - v - v VY
erro no parametro dos eletrodos - v - - VvV V- v

Ensaio I: Este ensaio avalia a presenca de erros devido a diferenca de nivel de
refinamento entre as malhas. Por este motivo, o fantoma numérico utiliza a malha
A. Os valores dos parametros dos eletrodos utilizados no SR-UKF sdo os mesmos
utilizados no fantoma. Como o formato do dominio e posi¢des dos eletrodos ndo
apresentam erros neste ensaio, utiliza-se oy = 0, p~ = 0 mm e p* = 0 mm no processo

de amostragem de ¢.

Ensaio II: Este ensaio avalia a presenca de erros devido a diferenca de nivel de
refinamento e pardmetro dos eletrodos. Utiliza-se novamente os potenciais elétricos
obtidos com o fantoma com a malha A. O valor dos parametros dos eletrodos
utilizados no SR-UKF é p’® = 0.02 2m? em todos os eletrodos. Como o formato do
dominio e posi¢des dos eletrodos ndo apresentam erros neste ensaio, utiliza-se oy = 0,

p~ =0mm e p© = 0 mm no processo de amostragem de €. O sorteio dos parametros

dos eletrodos utiliza (8.13).

Ensaio III: Este ensaio avalia a presenca de erros devido a diferenga de nivel de
refinamento e posicao dos eletrodos. Utiliza-se a malha B no fantoma. Os valores dos
parametros dos eletrodos utilizados no SR-UKF sdo os mesmos utilizados no fantoma.

Utiliza-se 0y = 0, p~ = =5 mm e p™ = 5 mm no processo de amostragem de €.
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Ensaio IV: Este ensaio avalia a presenca de erros devido a diferenca de nivel de
refinamento e formato de 0€2. Utiliza-se a malha C no fantoma. Os valores dos
parametros dos eletrodos utilizados no SR-UKF sdo os mesmos utilizados no fantoma.

Utiliza-se 0y = 5%, p~ = 0 mm e p™ = 0 mm no processo de amostragem de €.

Ensaio V: Este ensaio avalia a presenca de erros devido a diferenca de nivel de
refinamento, parametro e posi¢do dos eletrodos. Utiliza-se a malha B no fantoma. O
valor dos parametros dos eletrodos utilizados no SR-UKF é p'® = 0.02 Qm? em todos
os eletrodos. Utiliza-se 0y = 0, p~ = —5mm e p* = 5 mm no processo de amostragem

de e. O sorteio dos parametros dos eletrodos utiliza (8.13).

Ensaio VI: Este ensaio avalia a presenca de erros devido a diferenga de nivel de
refinamento, pardmetro dos eletrodos e formato de 0€2. Utiliza-se a malha C no
fantoma. O valor dos parametros dos eletrodos utilizados no SR-UKF é p"* = (.02 Qm?
em todos os eletrodos. Utiliza-se oy = 5%, p~ = 0mm e p* = 0 mm no processo de

amostragem de . O sorteio dos parametros dos eletrodos utiliza (8.13).

Ensaio VII: Este ensaio avalia a presenca de erros devido a diferenca de nivel
de refinamento, posicdo dos eletrodos e formato de 9€2. Utiliza-se a malha D no
fantoma. Os valores dos parametros dos eletrodos utilizados no SR-UKF sdo os
mesmos utilizados no fantoma. Utiliza-se 0y = 5%, p~ = —5mm e p™ = 5mm no

processo de amostragem de €.

Ensaio VIII: Este ensaio avalia a presenca de erros devido a diferenca de nivel
de refinamento, posicdo e pardmetro dos eletrodos e formato de 0f2. Utiliza-se a
malha D no fantoma. O valor dos parametros dos eletrodos utilizados no SR-UKF
é p'* = 0.02 Om? em todos os eletrodos. Utiliza-se 0y = 5%, p~ = —5mm e p™ = 5mm
no processo de amostragem de e. O sorteio dos parametros dos eletrodos utiliza (8.13).

A Tabela mostra as informagdes apresentadas de forma comparativa. Nesta
tabela, p; indica vetor de parametros dos eletrodos iguais ao fantoma. Em todos os

oito ensaios, os parametros utilizados no SR-UKF sdo apresentados na Tabela
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Tabela 8.2: Parametros usados no processo de amostragem do ruido ¢.

Ensaio I Im m v v VI VII VIII
refinamento - =09, 6"=1.1

ruido e* ~ N(0,(1.0-1073)2I)

malha utilizada no fantoma numérico A A B C B C D D
oy (%) - - - 5 - 5 5 5
p~, pt (mm) - - 45 - 45 - £5 45
P’ (Qm?) Py 002 pf pp 002 002 p} 002
resistividade (2m) p~ NV (x,1,3.01,0) , X, ~U(3.0,5.0)

Tabela 8.3: Parametros usados no SR-UKF em todos os ensaios.

Ensaio I I 1 1v v VI vl VI
ruido residual 1 (sem erro de apr.)* 0.0 0.0 ~ N(0,1.0- 10731
ruido residual 1 (com erro de apr.)b 0.0

parametros de dispersdo (eq. (5.18) a=10,6=20,=0.0
densidade de probabilidade inicial® xop=4.0-1,T§" =1.0I
modelo de evolucdo passeio aleatério

ruido de processo® o7 =0,TY =1.0-107°1
modelo de observacgao modelo linearizado
ruido de observagao er=0,T¢ = (1.0-107%)21
IUKEF (eq. (5.39)) sim

densidade de prob. a priori (eq. (6.26)) nao

vinculo de intervalo (eq. (6.4)) P = 0.0, pm = 50.0, s = 0.1
segmentacdo de imagem nao

namero de medidas utilizadas ¢ =1024

? Ruido adicionado ao ruido de medigio e® para estabilizar o filtro nas estimacdes sem o método do erro de

aproximagao.

b . . s . 1: - : ~ 4
Ruido residual (Z12) adicionado ao ruido e para estabilizar o filtro nas estimagdes com o método do erro

de aproximacéo.

¢ As estatisticas foram convertidas para o metaestado com (6.14)
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Os filtros de Kalman sdo estimadores que maximizam a densidade de probabilidade a

posteriori do estado, condicionado as realiza¢gdes das medidas. Como apresentado na

Sec¢aod.3] é possivel também interpretar a média da distribui¢do obtida como a solugéo

que minimiza a fungéo custo (4.34).

Considerando inicialmente a estimagéo da resistividade no dominio, a inclusdo de

informacéo a priori (6.26), dos modelos de evolugdo e observagdo (5.I) e (5.5) e do

método do erro de aproximacao (Z.12) no indice (£.34) resulta em

Jes1(Ker) =[ (ST 40) 7 W — B (Xpp1, d7, €7 7%) — 8 = D)3
1 (Skan) ™ Xerr — Pu(Xi, Py ) — Afo) 13

+ [ Lo (Xisr) = 7 (@hya)) I3,
ou, separando as trés parcelas

Jioi1(Xpg1) = + Ja+ Jp
Jm :”(SerHk)_l(y;cn—ﬁth - ha(XkJrlv dav ea:a’ Ta) — € — If])”%
Ja =1(Sk 1)~ Kerr — ®r(Xe, Pr, wi) — ALog) |3

Jy =02 (™ (i) — 0 (@)
Analogamente, para os parametros dos eletrodos, tem-se

i1 Xp1) = + Ja + Jp
Jm :”(SZJer)il(yZLfihdo - ha(XkJrlv dav ema’ Ta) — € — 77)”%
Ja =1(Ska) " Xer — X — Afop) 13

Jy =0 L™ (x0e1) — 7 @I

(8.18)
(8.19)
(8.20)

(8.21)
(8.22)
(8.23)
(8.24)

(8.25)
(8.26)
(8.27)
(8.28)
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e para os parametros do modelo de evolugdo

Jr1(Prr1) =Jm + Ja+ Jp (8.29)
T =l ) U — B (g1, prcr, d, €, 70— — )3 (8.30)
Ja :H<Sz+1\k)il(pk+l —pr — A}D,)|[3 (8.31)
Jp =0*|| Ly (07 (Xer1) — @~ (i) 15, (8.32)

onde o modelo de observagdo é dado pela equacdo (5.8). Estas trés parcelas sdo
avaliadas para analisar a convergéncia do algoritmo. Conforme o ensaio, a parcela
J, pode estar ausente.

Por outro lado, mostra-se também que a inovagio r, € R’ dos filtros de Kalman,

definida como

medido

Mot = (YT — Yrgan) (8.33)

e que representa a diferenca entre as medidas realizadas e a predi¢do do modelo de

observacao considerando o estado X1, € um ruido Gaussiano branco com estatisticas

- (8.34)

Lo =T, (8.35)

como pode ser visto em Maybeck [78, p. 228].
Considerando a presenca do ruido do erro de aproximagdo na forma de (7.12), as

estatisticas da inovagdo passam a ser

Tpi1=—€—1 (8.36)

ra=TW (8.37)

O segundo indice a ser observado para constatar convergéncia estatistica dos filtros

consiste em comparar as estatisticas das realizac¢des r;, com as estatisticas esperadas.
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Para tal, seja a sequéncia {r;}~_,, armazenada entre {; e o instante atual ¢x:

1. Calcula-se os estimadores ndo viesados para a média e covaridncia, dentro de

uma janela mével de tamanho NV

1 N-1
— N _ )
Tk = 2 Th_i (8.38)
[ Nl
| AR T ;(rk_i — ) (e — 7). (8.39)
2. Verifica-se as inequagdes
O —maxe [ LT 2T L) e (LT e g (8.40)
\/ 07+ 02 o+ o2
o,
C, = max (—) <3 (8.41)
Ty
o, = diag(T'}’) (8.42)
o, = diag( ’,;’"’N), (8.43)

onde as comparacdes e operagdes devem ser realizadas elemento a elemento
dos vetores. Na primeira inequacao, o, é o desvio padrdo do do ruido residual
em (Z12) e 0. é o desvio padrdo (médio) do ruido ¢. Nesta mesma equagéo, o
denominador /02 + o2 representa o desvio padrdo de um ruido composto pela
soma dos ruidos independentes 1 e €. Na segunda inequacgdo, o, e o, sdo vetores

contendo as diagonais das matrizes de covariancia.

3. Considera-se a solugdo aceitavel estatisticamente se ambas as inequagdes forem

verdadeiras?.

A primeira inequagdo baseia-se no principio da discrepancia de Morozov [61, p. 18],
atestando que ndo é esperado que a diferenca entre a medigdo realizada e os valores
preditos seja menor que a precisdo das leituras. A segunda inequac¢do compara as
varidncias amostradas e esperadas

Um adltimo comentério importante a respeito da convergéncia dos filtros de Kalman

se faz necessdrio. A convergéncia entendida nos filtros de Kalman diz respeito a

] . . L. . . N . . .
#Salienta-se que também seria necessério avaliar se a matriz I'},”""" ¢ de fato ndo correlacionada no
tempo, mas este teste ndo é realizado neste trabalho.
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redugdo do traco da matriz de covaridncia do erro de estimagdo, que nos casos lineares
é I';". Este critério ndo garante que a estimativa pontual ; tenha um viés pequeno.
Em outras palavras, o filtro de Kalman pode convergir, neste sentido, para uma solugdo
que ndo retrata a solugdo desejada. Alguns autores consideram que tal viés também
deva ser classificada como divergéncia.

Por razdo da possivel presenca deste viés, analisar apenas as estatisticas
apresentadas acima ndo garantem que a solugao seja de utilidade. O contrdrio também
é verdadeiro: mesmo sem atingir a convergéncia estatistica, a estimativa obtida pode
ser informativa. Neste trabalho, a convergéncia é analisada com os critérios descritos

e comentdrios a respeito da imagem final sdo feitos.

8.5 Resultados dos ensaios

A Figura [8.4 mostra dez realizagdes de 02 para o célculo das estatisticas do ruido
do método do erro de aproximacado no ensaio VII. Nesta figura, o contorno da malha
utilizada no SR-UKF é mostrado com linha tracejada azul e o contorno da malha

utilizada no fantoma é mostrado com linha tracejada vermelha.

Figura 8.4: Dez realiza¢des do contorno no Ensaio VII. A linha tracejada azul representa
o contorno da malha E. A linha tracejada vermelha representa o contorno da malha

utilizada no fantoma numérico.

Por esta figura é possivel observar que o bordo da malha utilizada no fantoma é
estatisticamente plausivel, considerando as estatisticas adotadas para a composi¢ao

do vetor ;.
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A Figura [8.5 mostra quatro realizacdes da distribuicdo de resistividade dentro do

dominio no ensaio IV. A primeira linha apresenta realiza¢des de resistividade na malha

M, e a segunda linha apresenta a projecdo na malha A/“.
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Figura 8.5: Realizagbes da distribuigdo de resistividade no Ensaio IV. Primeira linha:

malha M;, Segunda linha: malha A/“. Valores em (m.

Esta figura mostra que a amostragem do vetor de resistividades através de (8.10)
consiste de uma distribuicdo de resistividade suave ao longo de €2 e sua projecdo (8.8)
mantém as caracteristicas espaciais.

As figuras 8.6l e [8.7l mostram os resultados das estimacdes utilizando o SR-UKF no
ensaio para avaliacdo do método do erro de aproximagdo. Em cada uma das figuras,
a primeira linha mostra a estimacdo do SR-UKF sem o uso do método do erro de
aproximacdo e a segunda linha mostra a estimacdo utilizando o método. Todas as
imagens mostradas sao as solugdes da estimagao na ducentésima iteragdo do filtro. Em

cada uma das imagens, o circulo mostra a posicdo e tamanho correto do objeto.
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Ensaio VIII

Ensaio VII
do. Segunda linha: estimagdo utilizando o método do

Ensaio VI

a0. Valores em Qm.

Ensaio V
Figura 8.7: Resultados dos Ensaios V a VIII. Primeira linha: estimacdo sem utilizar o

método do erro de aproximag

erro de aproximag
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Comparando-se os resultados de cada um dos ensaios, com e sem a utilizagdo do
método do erro de aproximagdo, nota-se que os resultados dos ensaios I e II sdo muito
semelhantes quanto ao contraste do objeto e quantidade de artefatosH. Nestes dois
ensaios, o uso do método do erro de aproximagdo ndo causa uma melhoria da imagem
pois o ruido € é muito menor do que o ruido das medidas e”*.

Em compensacdo, os resultados dos ensaios III a VIII mostram uma expressiva
melhora das imagens obtidas com o SR-UKFE. Em todos os casos, ha uma melhora na
localizacdo e contraste da imagem e redugdo do ntimero e intensidade dos artefatos.

Nos ensaios IV e VI com o uso do método, existe um alongamento na dire¢do radial
dos objetos, porém ainda assim o objeto é identificdvel. J4 os resultados sem o uso do
método, os objetos ndo podem ser claramente identificados.

A deterioragdo das imagens quando o método ndo é utilizado fica ainda mais
evidente nos ensaios VII e VIII, nos quais os objetos sdo completamente ofuscados
pelos artefatos. Ja com o uso do método os objetos sdo identificados, ainda com a
presenca de alguns pequenos artefatos préximos ao bordo da imagem.

Em todos os ensaios, observou-se convergéncia conforme os critérios estabelecidos
na Secao A Figura mostra o histérico de estimacdo da distribuicao de
resistividade no dominio para o ensaio IV. Nestas figuras sdo apresentados os indices
J, Ja, Jm, Cp, e C, apresentados na Secdo Os graficos de todos os oito ensaios

realizados sdo apresentados no Apéndice [E1l

SPor artefato, entende-se como a presenca de uma regido da imagem cujo valor de resistividade nao
condiz com a realidade.
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Figura 8.8: Resultados do Ensaio IV. Hist6rico da estimacao e indices de desempenho.

Pelos resultados nota-se que o uso do método do erro de aproximagdo acelera a

convergeéncia do filtro de Kalman.
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Quanto a presenga dos artefatos e sua possivel eliminagdo com o uso de informagao
a priori de suavidade, o método continua resultando em melhores imagens. A titulo de
comparagdo, os mesmos ensaios foram realizados agora com o uso de informagédo a
priori de suavidade espacial (6.26), onde o = 1000, L, é um filtro passa-altas gaussiano,
com desvio padrdo o = 1.05 cm (7% do raio damalha E) e ' (x} ;) = 0. Os resultados

obtidos sdo mostrados nas Figuras[8.9e[8.10)

QNN
NG

1“&7 25

OGS

X

>

/N

Ensaio I Ensaio II Ensaio II1 Ensaio IV

Figura 8.9: Resultados dos Ensaios I a IV. Primeira linha: estimagdo sem utilizar o
método do erro de aproximagdo. Segunda linha: estimagdo utilizando o método do

erro de aproximagdo. Valores em Qm.

As mesmas observagdes continuam validas com o uso de informacdo de suavidade.
Um ponto importante a ser salientado é diferenca de contraste das imagens quando se
utiliza o método. Além disto, apesar do uso da informacdo de suavidade, os picos
das imagens apresentam valores maiores do que os obtidos sem a informagéao a priori.
Os gréficos de convergéncia de todos os oito ensaios realizados sdo apresentados no
Apéndice[ETl O mesmo nimero de itera¢des maximo foi utilizado, isto é, 200. Apesar
da convergéncia estatistica ser atingida e a func¢do custo quase estabilizar, o valor das

estimagdes nao estabilizaram em alguns ensaios.
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Figura 8.10: Resultados dos Ensaios V a VIIL. Primeira linha: estimagdo sem utilizar

o método do erro de aproximacdo. Segunda linha: estimacdo utilizando o método do

erro de aproximagao. Valores em Qm.



Capitulo 9

Modelo dinamico

E necessario adotar um modelo de evolugdo temporal para os pulmdes e outro para
os demais tecidos e 6rgdos no térax. O modelo dinamico adotado para os tecidos e

6rgaos, exceto pulmdes, é o passeio aleatério, cujo termo nominal do modelo é

Pk = Pk—-1, (91)

onde p;, é a resistividade elétrica do elemento da malha em ¢, se este elemento estiver
contido nesta regido. Este modelo é apropriado para descrever o comportamento dos
tecidos 6sseos e adiposos, porém é questiondvel o seu uso para a modelagem dos
tecidos musculares e sangue, especialmente o coragdo cujo comportamento temporal
tem certa peridiocidade.

Apesar desta limitacdo, este modelo é adotado na regido do coragdo uma vez que as
variagdes de resistividade da regido do coragdo durante o ciclo cardiaco sdo menores
que as variagdes de resistividade da regido pulmonar durante o ciclo ventilatério.

O modelo temporal adotado para os pulmdes é descrito a seguir.

9.1 Modelo dindmico dos pulmdes

A fisiologia dos pulmdes pode ser subdividida em quatro grupos. O primeiro grupo
diz respeito a troca de gases por difusdo passiva que ocorre nos alvéolos entre o gas
no interior destes e os capilares pulmonares que os circundam. O segundo grupo é

responsavel pelo controle neural do ciclo respiratério. O controle, realizado no sistema
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nervoso central, depende de informagdes provenientes dos receptores quimicos, que
monitoram o nivel de oxigénio e di6xido de carbono no sangue arterial e dos receptores
mecanicos, que monitoram o estado de insuflamento dos pulmdes. O terceiro grupo
é responsével pela limpeza, lubrificacdo e manutencao das vias aéreas e defesa contra
doencas. O quarto grupo é responsdvel pela mecanica da respiragdo. A Figura

mostra as principais estruturas do sistema respiratério.

trato respiratério
superior

traquéia
costela

; brénquio
musculo
intercostal

bronquiolos

espacgo
interpleural

diafragma

Figura 9.1: Principais componentes mecanicos do sistema respiratorio.

O trato respiratério superior compreende nariz, boca e regido da faringe. O trato
inferior inicia apds as cordas vocais, na traqueia e procede até os bronquiolos terminais,
onde se localizam os alvéolos. Os dutos respiratérios sdo recobertos por um epitélio
que secreta um muco de protegdo e limpeza.

Os pulmodes em humanos sdo divididos por fissuras em cinco lobos principais, trés
no pulmaéo direito e dois no pulméo esquerdo, como pode ser visto na Figura A
rede de bronquiolos de um lobo sé se comunica com outros lobos através dos ramos
principais dos bronquios.

O fluxo de ar entra e sai dos pulmdes gragas a agdo coordenada dos musculos
respiratérios. Os principais musculos responsaveis pela ventilacdo sdo o diafragma,
que separa o térax do abdomen e os muisculos intercostais, localizados entre as costelas,
responsaveis pela estabilizagdo da caixa tordcica.

Ao ser ativado, o diafragma desce e produz uma pressdo efetiva negativa no
espaco interpleural que separa a pleura visceral que recobre os pulmdes e a pleura
parietal que circunda a caixa tordcica. Esta queda de pressdo causa a entrada de ar

nos pulmdes pelo trato respiratério superior. A expiracdo em condi¢des de descanso
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Figura 9.2: Detalhes da estrutura pulmonar e disposi¢do interna dos 6rgdos na caixa
toracica [IE].

ocorre de forma passiva pois ao desativar os musculos respiratdrios, a reconstitui¢do
elastica dos pulmdes e caixa tordcica forca a saida de ar pelo aumento da pressdo no
espaco interpleural. J4 no caso de expiragdo forcada, que ocorre por exemplo durante
atividades fisicas, a expiragdo é acelerada pela contragdo dos musculos abdominais.

A Figura [9.3| mostra os principais volumes pulmonares de um individuo ao longo
do tempo durante a respiracdo. O volume de ar que entra dos pulmdes durante
respiracdo normal é chamado volume corrente (VC) e pode variar dependendo do
nivel de atividade fisica do individuo. Seu limite superior é significantemente menor
que a capacidade pulmonar total (CPT). Este limite é alcancado quando a queda
de pressdo no espaco interpleural é cancelado pela reconstitui¢do eldstica do tecido
pulmonar e pela restricio a expansdo dos pulmdes pela caixa tordcica. A CPT é
alcancada ap6s inspiracdo forcada mdxima e o maior volume de ar que entra ou
sai dos pulmdes entre uma inspiracdo forcada mdaxima e uma expiragdo forcada
méxima é chamado capacidade vital (CV). O volume de ar que permanece dentro
dos pulmdes apds expiracdo forcada maxima é chamado volume residual (VR) e

o volume que permanece dentro dos pulmdes apds expiracdo normal é chamada

capacidade residual funcional (CRF). Valores usuais destes volumes em humanos

adultos saudaveis sdo [116, 99]: CPT=6000 cm?, CV=4800 cm?, VC=400 cm?® (descanso)

ou VC=2000 cm? (atividade fisica intensa), VR=1200 cm?® e CRF=2400 cm?.
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Volume pulmonar

cerf4-— A

cv
CRFH

VR{-———— M

tempo

Figura 9.3: Subdivisdes do volume pulmonar. VR: Volume residual CRF: Capacidade
residual funcional CPT: Capacidade pulmonar total VC: Volume corrente CV:

Capacidade vital.

Durante a respiragdo, os pulmdes sofrem influéncia da pressao do espago pleural,
da resisténcia ao escoamento do ar nas vias aéreas, dos efeitos gravitacionais sobre sua
estrutura, da elasticidade do tecido pulmonar ao estendimento e dos efeitos de tensao
superficial do lubrificante dos alvéolos. Os efeitos de inércia do tecido pulmonar em
geral sdo desprezados perante os efeitos resistivos e eldsticos.

Préximo do volume méximo ha grande resisténcia para aumentos adicionais de
volume. Isto é causado pela rigidez das paredes da caixa tordcica que passam a
impedir aumentos de volumes adicionais, e também pelo limite de distendimento
do tecido pulmonar. Préoximo do volume minimo, a pressdo da cavidade interpleural
passa a limitar redugdes adicionais de volume. Esta relacdo é clarificada ao se tragar
um grafico Volume-Pressdo. A curva tipica deste comportamento pode ser vista na
Figura

Os pulmdes ainda sdo susceptiveis a patologias ou anormalidades, que modificam
as suas propriedades mecanicas e, portanto, a curva Volume-Pressdo. As patologias
podem ser do tipo obstrutivas, como a asma e o enfisema pulmonar. Na asma, os
musculos lisos que recobrem as vias aéreas ficam contraidos, reduzindo o calibre dos
bronquiolos. No enfisema pulmonar, parte do tecido pulmonar é destruido, reduzindo
a area de troca de gases e reduzindo a elasticidade dos pulmdes. As patologias
podem ser ainda do tipo restritiva, que reduz a CPT, como a fibrose. Nesta patologia,

ocorre um depoésito de proteinas, como o coldgeno, aumentando a rigidez do tecido e
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reduzindo a capacidade de inflar. Em pneumonias, acimulo de liquido nos alvéolos

causa inutilizacdo de dreas do pulmaéo e reduz a quantidade de ar que entra no mesmo.

CPT +

VR T

Figura 9.4: Curva Volume-Pressao do pulmao.

O modelo de evolugdo utilizado neste trabalho para estimagdo do estado é baseado
nas caracteristicas eldsticas e resistivas da mecanica respiratéria. Alguns modelos para
os pulmdes podem ser encontrados na literatura, como em Bates [117], Liu et al. [118],
Bates e Irvin [119], Kaminsky et al. [120], Allen et al. [121], Venegas et al. [122].

Este trabalho utiliza um modelo néo linear de N, compartimentos para os pulmdes.
O sistema é excitado pela pressdo no trato respiratério superior e apresenta um
comportamento eldstico e viscoso para simular o comportamento dos pulmdes.

O sistema da Figura 0.5 representa 0 modelo adotado para os pulmdes. Neste
modelo, a pressdo efetiva P(t) excita cada um dos compartimentos que tendem
a aumentar os seus volumes V;(f) com aumentos de pressdo. Contrdria a esta
tendéncia existe uma restituigdo eldstica de rigidez K;(V;), funcdo do volume de ar no
compartimento, e uma resisténcia viscosa cZVZ em cada compartimento. Neste modelo
nao sao consideradas as influéncias de um compartimento em outro como por exemplo
a pressdo que um compartimento aplica em outro vizinho quando o primeiro aumenta

de volume.

V. (t)

Vi(t) Va(t)
l ]tP(t) l ]tP(t) l P(t)

; BN ; 1L ; 1L
Ki1(V1) ¢ K5 (V) co Kn,.(Vn,) CN,

Figura 9.5: Representa¢do dos compartimentos do modelo dindmico dos pulmdes.
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O sistema de equagdes do sistema de N, graus de liberdade é dado pela equagdo de

Lagrange.

d(aL)—aL aR—Qi _ i=1,...,N, 9.2)

a\ov) " av, av -

onde V; sdo as coordenadas generalizadas, L é o lagrangiano, R é a funcdo de

dissipacdo de Rayleigh, (); sdo as forcas generalizadas ndo conservativas dadas por

N, N,
1 «— 1 «— .

L=—— K;.V? = — V2 . = P(t). .
2; V2R Q;cm . Qi=P() 93)

Calculando as derivagdes, chega-se a

laKi
20V,

VE+KVi+cVi=P(t) , i=1,...,N, (9.4)

ou

P() 10K, KiVi

V;() C; 2CZ' 8‘/; ! C;

(9.5)

Agora é necessdrio identificar K;(V;) e determinar sua derivada parcial em relagdo a V;.
Isto pode ser determinado através do grafico Volume-Pressdo dos pulmoes.

Em Venegas et al. [122] foi realizado um estudo sobre o ajuste de uma fungdo
sigmoéide em curvas Volume-Pressdo quase-estdtica em seres humanos. A curva pode

ser vista na Figura

a+bt-—-—-—--—----—=—===

|
|
|
|
|
e P

Figura 9.6: Sigmoéide ajustada a curva Volume-Pressao do pulmao.
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A curva é dada por

V:a+b{1+exp<—P;€)}_ , (9.6)

onde a e a + b sdo as assintotas da curva, e é o valor da pressdo quando o volume
é (a + b)/2 e d esté relacionado com a complacéncia C' do pulméo, definida como a

derivada da curva Volume-Pressao

oV b exp(—£9)
C(P)=— =~ = 9.7)
0 d[1+exp (—£59))2
Nota-se entdo que K = C1,V €la,a + 1]
1 bd
K(V)=—= = \% b 9.8
e sua derivada parcial com relagdo a V' é, portanto,
oK —bdlb = 2(V — a)] V €la,a+bl. (9.9)

v A{V-ab-V-a

O parametro e ndo aparece na equagdo da rigidez K, sendo portanto irrelevante ao
modelo adotado. Nesta tese assume-se que (9.9), obtida de um modelo para o volume
total dos pulmdes continua vélida para subdivisdes do volume pulmonar. Com esta
hipétese, pode-se utilizar (9.9) em (9.5) utilizando o volume e demais parametros de
cada compartimento.

Sejam dados um certo instante ¢;, um intervalo de tempo At, V;(¢), a fungdo
P(t) entre t; e t;, + At e os parametros do modelo de cada compartimento. Pode-se

determinar V;(t; + At) calculando a integragdo no tempo de (9.5)
tp+At
V;(tk + At) = V;(tk) + / V;(t)dt , t=1,...,N,. (9.10)
173

Diversos métodos podem ser utilizados para resolver esta integral. Aqui foi utilizado
o método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem. Desta forma, dados um certo

instante no tempo discreto k7 e a fungdo P(t) entre kT e (k + 1)T;, pode-se definir
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uma fungdo no tempo discreto
‘/;,k—i—l éf(‘/i,kapka'"7Pk+17ai7biaci7di) ; 1= 17"'7NC (911)

que pode ser utilizada no SR-UKF como modelo dindmico dos pulmdes. Nesta fungéo,
f(...) representa a integracdo numérica apresentada em (9.10) para At = T,. Por
fim, resta agora determinar a relagdo entre o volume de ar dentro dos pulmdes e a
resistividade elétrica.

Em Nopp et al. [123], os autores modelam a relagdo entre a variagao de resistividade
média relativa & CRF e a variacdo de volume de ar nos pulmdes também em relacdo a

CRF como linear na faixa de frequéncia utilizada. Em outras palavras,
p(Vi) — pcrp = (Vi — Verr), (9.12)

onde pqpr € 0 valor da resistividade quando os pulmdes contém apenas a CRF e o é
uma constante.

Esta aproximacdo é feita neste trabalho, ou seja, a relagdo entre volume de ar e
resistividade é assumida linear. Entretanto, o valor a deve ser ajustado caso a caso.

Finalmente, a fun¢do ® (X, px, ui) em (5.I) representa o seguinte processo:

1. Determinar a resistividade média da regido pulmonar em cada compartimento

E?:l Ajpjk

Pri = <= (9.13)
Zj:l Aj

onde A; é a drea (ou volume) do j-ésimo elemento pertencente ao i-ésimo
compartimento e n é o niimero de elementos dentro deste compartimento;

2. Interpolar os valores de resistividade média de cada compartimento p;; para

volumes V}, utilizando @.12);
3. Integrar no tempo a equagao (9.11) para cada compartimento.
4. Interpolar o valor do novo volume para resistividade py1,; , utilizando (9.12);

5. Alterar a resistividade dos elementos do vetor de estado, conforme o
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compartimento em que cada um pertence
RS B pri) (9.14)
Pik+1 = Pk T =n_ 5 \Pk+1,i — Pk,i); .
’ ’ Ej:l Aj

que equivale a distribuir a variagdo de resistividade proporcionalmente a area

(ou volume) de cada elemento do compartimento.

Neste processo, identifica-se u;, como a pressdo utilizada em (9.11).

9.2 Numero de graus de liberdade no modelo dindmico

O nimero de graus de liberdade do modelo de evolug¢do deve ser escolhido
ponderando entre a simplicidade do modelo, que facilita a etapa de estimacdo, e a
sofisticacdo necessdria do modelo, que melhora a etapa de predigcdo dos filtros de
Kalman. A questdo é determinar o nimero ideal de compartimentos em uma certa
situa¢do, lembrando que quando mais compartimentos, mais parametros devem ser
estimados.

Com um modelo bastante simplificado, composto por apenas um compartimento, é
possivel descrever bem um par de pulmdes em condigdes fisiologicas iguais ou muito
parecidas. Entretanto ndo seria possivel modelar anormalidades localizadas como
diferencas nas capacidades pulmonares, presenca de pneumotérax ou diferencas de
fase entre os pulmoes.

Ja& em um modelo com compartimentos direito/esquerdo, diferengas entre os
pulmdes sdo modeladas mas ainda assim nédo é possivel modelar varia¢des por efeitos
gravitacionais, como a tendéncia de colabamento da parte posterior dos pulmdes em
pacientes deitados.

Em Moura et al. [38], os autores identificam uma matriz de transi¢do para a
dindmica pulmonar, modelada como um sistema de segunda ordem ndo forgado.
Neste modelo, com 469 graus de liberdade, mostrou-se que apenas um pequeno
numero de modos seria suficiente para ser utilizado nos filtro de Kalman. A Figura

mostra os modos principais da matriz de transi¢do identificada em Moura et al. [38].
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Figura 9.7: Nove modos principais identificados em Moura et al. [@].

No decorrer deste trabalho serdo considerados modelos com um ou quatro

compartimentos, conforme indicado em cada ensaio. Salienta-se entretanto que o

método proposto nesta tese permite que o nimero de compartimentos seja aumentado
conforme a necessidade.



Capitulo 10

Segmentacao das imagens

Segmentacdo é definida como a parti¢do de um conjunto de dados em grupos cujos
elementos apresentam mesmas caracteristicas. A segmentacdo é uma forma de
organizar e detectar uma estrutura em dados crus e por esse motivo é uma etapa
importante no tratamento e estudo de imagens. Ela é caracterizada pela identificagdo e
delineacdo de estruturas de interesse em uma imagem, seja esta 2D, 3D ou 4D (variante
no tempo) que serdo analisadas posteriormente.

Intimeras técnicas de segmentagdo de imagens ja foram desenvolvidas, dentre elas
destacam-se as técnicas de segmentagdo por limiarizagdo, em que a segmentagdo é
realizada considerando um nivel limite de luminosidade da imagem, as técnicas de
crescimento de regides, em que a segmentacgdo é feita pelo agrupamento de pixels
vizinhos com mesmas propriedades a partir de um pixel selecionado, as técnicas
de conectividade (difusa ou ndo), em que a segmentagdo é realizada observando
as similaridades entre pixels préximos e conexos, as técnicas de reconhecimento de
padrdes, em que a segmentacdo é baseada na teoria probabilistica de tomada de
decisdes e as técnicas de contornos ativos, em que a segmentacdo é feita pelo ajuste de
curvas/superficies ao redor da area de interesse. Vasta literatura pode ser encontrada
versando estas e outras técnicas, destaca-se [124, (125,126, 127,128,129, 1130, 131, 132].
Neste trabalho utiliza-se a técnica de segmentagdo por contornos ativos.

Dois principais algoritmos de segmentagdo por contornos ativos sdo snakes e level
set. No método snake, considera-se o contorno, que define a regido, uma entidade
dindmica sob ac¢do de forcas externas e internas e que deve procurar o/um ponto

de equilibrio estatico. As forgas internas geralmente sdo restricdes em relagdo ao
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comprimento da curva ou que limitam a curvatura local da curva. Ja as forcas externas
sdo geradas a partir da imagem que se quer segmentar, como por exemplo definir uma
energia potencial baseada no inverso do gradiente de intensidade luminosa da imagem
e entdo determinar o campo de forgas conservativas que agem sobre a curva.

No método level set, ndo considera-se uma curva que separa as regides, mas sim
uma fungdo cuja curva de nivel separa as regides. O método level set apresenta
vantagens em relacdo ao snake: no snake é necessario parametrizar o contorno de
alguma forma, ja no level set ndo héa esta necessidade pois o contorno de interesse é
obtido pela curva de nivel de uma funcdo. Nos snakes, mudangas topolégicas nao sdao
simples de serem implementadas em razdo da parametrizagdo da curva, como por
exemplo deformar um contorno fechado por invaginagdo até que este seja quebrado
em dois contornos fechados ndo conexos ou juntar duas regides inicialmente ndo
conexas. Ja no level set, esta mudanca ocorre naturalmente sem nenhuma necessidade
de codificar de casos particulares.

Apesar das vantagens, o método level set tradicional sofre com o problema da
reinicializagdo, que requer grande carga computacional. Para contornar este problema,
em Li et al. [133] apresenta-se um método baseado em minimiza¢do de uma funcdo
custo que visa eliminar a reinicializacdo do método. Este é o método implementado
neste trabalho.

A descricdo completa do método level set e o desenvolvimento das equacdes
necessarias apresentados no Apéndicel[El

A imagem a ser segmentada deve ser escolhida e depende da aplicagdo e objetivo
da segmentagdo. Caso se queira segmentar, por exemplo, a regido cardiaca e regides
onde ocorre a perfusdo sanguinea, pode-se compor uma imagem contendo apenas
os coeficientes de Fourier na frequéncia cardiaca (e seus harmonicos). Nesta tese, o
interesse é segmentar a regido pulmonar.

O uso apenas dos valores de resistividade elétrica como uma imagem a ser
segmentada ndo é adequado neste caso pois, apesar de separar os pulmdes de regides
musculares, apresenta problemas para distinguir tecido 6sseo do tecido pulmonar ja
que ambos valores podem ser similares dependendo da quantidade de ar dentro dos
pulmdes. Por este motivo, uma segmentacdo baseada apenas nestes valores tende a

agrupar em uma regido tanto pulmdes quanto ossos e tecidos mais resistivos.
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E interessante entdo adicionar informagio a respeito do comportamento temporal
ao longo do ciclo ventilatério. A opg¢do adotada consiste em compor uma imagem a
partir da imagem de resistividade, normalizada entre 0 e 1, e dos valores do coeficiente
de correlacdo entre os elementos e um elemento semente, que é assumido pertencer ao
pulmao.

Sejam s o indice do elemento semente e I, a matriz de covariancia do histérico dos
valores de resistividade estimados até o instante da segmentaca . Os coeficientes de

correlagdo r; ; entre os elementos da malha e o elemento de raiz sdo dados por

Tis = Laliny (10.1)
0i0s

onde o0; é o desvio padrdo do i-ésimo elemento e o, é o desvio padrdo do elemento
raiz. Sabe-se que o coeficiente de correlagdo é um valor compreendido no intervalo
[—1, +1], sendo que se r = 0, 0s elementos ndo apresentam correlagdo linear estatistica,
se o coeficiente se aproxima de —1, as varidveis apresentam correlacdo linear negativa
e se o coeficiente se aproxima de +1, as varidveis apresentam correlacdo linear positiva.

Considera-se neste trabalho que elementos sdo pertencentes a mesma regido do
elemento semente se 0 médulo do coeficiente de correlagdo é préximo de um. O
uso do médulo do coeficiente foi feito pois em pacientes submetidos a transplante
de um pulmado, por exemplo, observa-se que o pulméo ndo transplantado apresenta
comportamento em oposic¢do de fase dentro do ciclo ventilatério em relagdo ao pulméao
transplantado. O efeito indesejavel desta escolha é que também incluird na regido
pulmonar uma regido em que ocorre pneumotdrax. Apesar disto, o filtro de Kalman
deve ser capaz de identificar que em tal regido a resistividade é muito mais elevada.

Finalmente, a imagem usada para segmentacdo é composta por uma média entre
a imagem de resistividade normalizada e a imagem composta pelo médulo do
coeficiente de correlacdo.

Um ensaio numérico foi feito para avaliar o método de segmentacdo por level set
em uma imagem de teste. Trés ensaios foram realizados: Segmentar uma imagem sem

adigdo de ruido, uma imagem com adicdo de ruido do tipo salt & pepper, comum em

!As estimativas da média e da matriz de covaridncia das imagens estimadas podem
@n—l(n;1)+mn e 1'\

ser eficientemente calculadas com as férmulas recursivas &, =
(n=2)T,,_1+(@n—&n—1)(@n—En)
n—1 N

n
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imagens digitais [134, p. 225], e uma imagem com adi¢do de ruido salt & pepper com
borramento gaussiano, que reproduz o tipo de artefato presente em imagens de TIE.
A imagem a ser segmentada apresenta 126x78 pixels e pode se vista na Figura[10.1l

Os tons de cinza foram normalizados entre 0 e 100 em todos 0s ensaios.

Aa
Bb

Figura 10.1: Imagem a ser segmentada.

Para os ensaios com ruido salt & pepper, uma imagem contendo apenas ruido foi
criada com uma densidade de 0.01, ou seja, um porcento dos pixels da imagem sao
modificados com o ruido. Esta imagem é entdo normalizada entre 0 e 100 e é somada
na imagem original. Para o ensaio com ruido com borramento, convolucionou-se um
nucleo gaussiano simétrico de tamanho 30 x 30 pixels e desvio padrdo de 4 pixels
sobre a imagem de ruido antes de somar na imagem original. Por tltimo, a imagem é
novamente normalizada entre 0 e 100.

Os parametros de (E.34) escolhidos empiricamente para os ensaios foram: A = 1
para o ensaio sem adi¢do de ruido e com ruido salt & pepper e A = 0.6 para o ensaio
com borramento. Os demais parametros utilizados nesta equagdo foram os mesmos
para todos os ensaios: At =5, = 0.04dev =0.8.

A diferenga no valor do parametro A\ é explicada observando a funcdo indicativa
de contorno (E.31) em cada caso: O filtro Gaussiano utilizado para compor a funcédo
indicativa de contorno utiliza um ntcleo simétrico de tamanho 5 x 5 e desvio padrdo

o = 1.5 pixel. A Figura[l0.2mostra esta fun¢do nos trés casos ensaiados.

B 0

(a) Sem ruido (b) salt & pepper (c) salt & pepper com

borramento

Figura 10.2: Funges indicativas de contorno dos ensaios.
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Nota-se por estas imagens que a fun¢do indicativa de contorno no caso de
ruido com borramento é menos eficiente do que os demais ensaios para destacar o
contorno de interesse. Isto acarreta em uma convergéncia mais lenta e um aumento
da possibilidade da fun¢do custo (E28) atingir um minimo local ndo desejavel.
Aumentando-se ligeiramente o valor de A (equivalentemente pode-se aumentar v),
regulariza-se mais a solucdo. Este é o motivo do aumento do valor do pardametro A
em relacdo aos demais casos.

A sugestdo inicial da fung¢do distancia com sinal ¢ segue o proposto em (E.41), com
¢ = 4. A curva de nivel ¢ = 0 nesta sugestdo inicial pode ser visualizada na Figura[10.3

A mesma sugestdo inicial foi utilizada em todos os ensaios.

Aamm Aamm Aam
Bbm:': Bb:':J an:':
(a) Sem ruido (b) salt & pepper (c) salt & pepper com

borramento

Figura 10.3: Sugestdo inicial da funcdo distancia com sinal ¢ nos trés ensaios.

Salienta-se que a curva de nivel estd envolvendo totalmente as regides a serem
segmentadas. Por conta disto, foi adotado v > 0. Caso contrario, a regido (2~ tenderia
a se expandir.

Como critérios de parada, utilizou-se ¢; = 3.0-107° e e = 1.0-107° em (E35) e
(E.37) respectivamente. O delta de Dirac suavizado (E.I4) utiliza € = 3 pixels.

A Figura [10.4 mostra a segmentagdo utilizando o algoritmo nos trés casos. A
primeira linha mostra a convergéncia para o caso sem adic¢do de ruido, a segunda linha
mostra a convergéncia para o caso de ruido salt & pepper e a terceira linha mostra a
convergéncia para o caso de ruido salt & pepper com borramento. Em todas os casos, a
coluna da direita mostra o resultado final ap6s os critérios de parada serem satisfeitos.
Os graficos com o critério de parada C e C; estdo apresentados na Figura

O primeiro caso apresenta convergéncia mais rdpida que nos demais casos.
O ultimo caso apresenta convergéncia mais lenta, como era esperado devido a

caracteristica da sua funcao indicativa de contorno.
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Aamm Aa
Bb Bb

Aa]
Bb =

(a) Iteragdo 0 (b) Iteracao 100 (c) Iteracao 200 (d) Iteracado 286
Aa Aa Aamm Aa
7 - B N |
BF\ Yy B B
e) Iteracao 100 (f) Iteracao 200 (h) Iteragao 375

f a“”\“

Aa
Bb

(i) Iteragao 100 (j) Iteragdo 300 (k) Iteragao 400 (1) Iteragao 477

Figura 10.4: Resultados da segmentacdo de imagem. Linha 1: sem adigdo de ruido;
Linha 2: com adigdo de ruido salt & pepper; Linha 3: com adigdo de ruido salt & pepper
e borramento gaussiano.

Nota-se também a importante caracteristica de que a curva de nivel ¢ = 0
inicialmente define uma regido simplesmente conexa e vai sendo contraida até que
se divide em diversas regides simplesmente conexas por estrangulamento. Esta
caracteristica é de dificil implementagdo numérica nos métodos de representacdo
explicita, como no método por snakes. Tal comportamento explica também o motivo da
inabilidade do algoritmo em detectar os contornos internos das letras. Para sanar tal
problema seria necessario propor como sugestdo inicial uma fungdo ¢ que tenha uma
curva de nivel ¢ = 0 dentro de cada letra.

Uma boa aproximagdo do delineamento do bordo dos objetos foi alcangada em
todos os ensaios, porém o ensaio com borramento apresentou algumas imperfei¢oes
visiveis em alguns trechos devido a presenga de um ruido intenso no local.

A segmentacdo falhou localmente em todos os casos nas regides com altos niveis
de recortes, como na regido das serifas das letras e cantos vivos do quadriculado onde
a curvatura é elevada. Isto era de se esperar uma vez que foi escolhido o parametro
A diferente de zero. Todavia, as limita¢Ges apresentadas ndo sdo problemaéticas para
a aplica¢do no método proposto pois a resolugdo espacial atual do equipamento nao

permite imagens com detalhes elevados e uma curvatura elevada nao é esperada.
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Figura 10.5: Graficos dos critérios de parada dos ensaios realizados.
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Capitulo 11

Ensaios numéricos para avaliacao do

método com modelo de evolucgao

Este capitulo apresenta a avaliagdo do método proposto nesta tese com um fantoma de
um térax humano sob ventilagdo artificial. Os ensaios realizados avaliam o algoritmo
para a estimacdo da distribuicdo de resistividade do fantoma numérico de um térax
humano em paralelo a estimacdo dos parametros dos eletrodos e dos parametros do
modelo de evolugdo proposto. Os ensaios avaliam ainda a segmentacdo da imagem
utilizando o método de level set e 0 uso do método do erro de aproximagdo para o

modelo de observacao.

11.1 Fantoma numérico de um térax humano

O fantoma numérico do térax consiste em emular a distribuicdo de resistividades
dentro do térax de um paciente conectado a um ventilador artificial.

O fantoma numérico é resolvido utilizando uma malha composta por 2556
elementos triangulares que retrata um corte transversal do térax, que pode ser vista
na Figura O problema inverso é resolvido com uma malha composta por
1050 elementos triangulares, e que pode ser vista na Figura Ambas as malhas
possuem 32 eletrodos, dispostos ao longo de seu bordo e seguem o modelo proposto

em Hua et al. [52], consistindo de quatro elementos por eletrodo. A malha é vista nestas

figuras no sentido caudal-cranial e a regido superior da malha na figura representa a
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regido anterior do tc’)ra. Nesta simulagdo ndo sdo considerados erros na posi¢do dos

eletrodos e erros de formato do bordo do dominio.

N il
4

RS PN N NI

W N AN AL
SRNAAVNNNANANANNNA BB
PNAPNANNAN

SRS QN aaavarzg i NAWANN

N NN/ N

ISR IR BA IR ATAL 0 3 AN

Y STAVA DS Sy AV A VAVAV A S 7

NN TavavasA v svstsirsvavatieyavavic: s VAN

ShSReE e aEtD AR :

5 % LAV <N/ =

o ncavavasca Yl avavasiy SN yOVAVAVAVAr, R

e SO SN
OO > VAN YA ) N P AVAY:
RIS N DO SR AR
AV S A avayanat A A WK

2
/%

%y MMNM“ N

N

(a) Malha usada no fantoma numérico. (b) Malha usada no problema inverso.

2556 elementos. 1050 elementos.

Figura 11.1: Malhas utilizadas nas simulagdes.

O fantoma numérico foi resolvido emulando um ciclo ventilatério com periodo
T =5s. A simulagdo considera que y € RY, ¢ = 1024 é coletado a uma taxa de
100 Hz (T = 0.01s). Na geragdo dos dados de potencial elétrico, o valor escolhido
para o parametro de todos dos eletrodos é p' = 0.02 Qm?, pois retrata os valores tipicos
medidos experimentalmente em equipamentos de TIE.

O valor da amplitude da corrente atravessando o par de eletrodos de injegao é
I = 4mA zero-pico para todos os padrdes de corrente.

A distribuicdo de resistividade da malha usada no fantoma numérico é
particionada em trés regides. Esta divisdo pode ser vista na Figura As regides
geradas representam a regido pulmonar, coluna vertebral e demais tecidos. Em cada

uma destas regides, um valor de resistividade diferente é utilizado:

pulmdes (cinza claro): Apresenta resistividade variante no tempo, regido pela
equacado dindmica (Q.11).

Para gerar os valores de resistividade variante no tempo, é necessdrio um perfil
de pressao P(t). E de se esperar que um pulso de pressio proveniente do ventilador
mecanico leve algum tempo para chegar aos pulmdes devido a impedancia mecénica

imposta pelas vias aéreas e musculos da caixa tordcica. Diversos modelos lineares e

1Por conta desta orientagdo, o lado direito do paciente aparece do lado esquerdo da imagem, e
vice-versa.
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ndo lineares sdo apresentados em Bates [117]. Para as simula¢des, um comportamento
linear puramente resistivo é assumido.

Modelando as vias aéreas como um sistema puramente resistivo e de primeira
ordem, chega-se a seguinte resposta a um pulso quadrado do ventilador mecanico

(um ciclo ventilatério), amostrado no tempo discreto ¢, = k7.

(Prp_P0> |:1 — exXp (-i—?):| +P0 s tk S Tf

o , (11.1)
(P(Ty) = Pyexp (-1 ) + By, 44> Ty

P(ty) =

T2

onde o periodo entre [0,7}] compreende o intervalo de tempo em que o ventilador
estd impondo uma pressao P,, e |1, T] é o periodo em que a pressdo imposta vale .
Ainda, 7; é a constante de tempo entre 0 e T e 75 é a constante de tempo entre 7 e T'.

O perfil de pressdo resultante pode ser visto na Figura[11.2(b)
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(a) Regides do dominio na malha do (b) Gréfico da pressdo em um ciclo ventilatério.

problema direto.

Figura 11.2: Malha utilizadas nas simulacao e grafico da pressao P(t).

Para a modelagem da pressdo resultante nas vias aéreas, foram adotados 7y = 1.0,
71 =0.1s, % =02s, P, = 35 cmH,0 e P, = 20 cmH,0. Usando a curva de pressdo
resultante (I1.1) na integral (9.11)), obtém-se os valores do volume pulmonar ao longo
do tempo para o fantoma.

Dois fantomas foram criados, o primeiro usa um modelo com um compartimento
para os pulmdes e o segundo adota um modelo com dois compartimentos (pulméo
direito e esquerdo). O primeiro fantoma, mais simplificado, é utilizado para avaliar

cada uma das etapas de estimacdo e segmentacdo. O segundo fantoma é utilizado para
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avaliar a capacidade do algoritmo em identificar diferencas entre compartimentos.

Para o fantoma com um compartimento, foram escolhidos os valores a = 12 cm?,
b =1200cm?, ¢ = 0.005 cmH,0.s/cm?, d = 5 cmH,0 e e = 15 cmH,0. Para o
fantoma com dois compartimentos, foram escolhidos os mesmo valores para o pulméo
esquerdo e a = 150 cm?, b = 800 cm?, ¢ = 0.03 cmH,0.s/cm?, d = 5 cmH,0 e e = 15
cmH,0 para o pulmdo direito. Com esta escolha, o pulmdo direito deve inflar menos
que o pulmaéo esquerdo.

A conversdo entre volume e resistividade foi feita usando uma interpolacéo linear

PB — PA
= — (V. -V 11.2
Pk pA+VB—VA( k A); ( )

com py = 3.630m, pg = 9.17OQm. Os valores dos volumes V4 e Vg sdo o maximo e
minimo obtidos em (I1.I) em cada fantoma. Os valores de resistividade coincidem
com os valores da Tabela[l.Ilpara pulméo desinflado e inflado respectivamente. Desta
forma, os valores de resistividade obtidos na simulacdo emulam o enchimento e
esvaziamento do pulmao.

Finalmente, os valores de resistividade médios calculados com o modelo foram

utilizados nos respectivos compartimentos.

coluna vertebral (cinza escuro): A resistividade escolhida para a regido da coluna
vertebral é de de 40 m, constante no tempo. Tal escolha é um valor médio entre os

valores dos diversos tecidos ésseos constantes na Tabela [I.11

demais regides (branco): A resistividade escolhida para resistividade dos demais
tecidos é de 4 (dm, constante no tempo discreto. Tal escolha é também um valor
médio dos demais 6rgdos e tecidos na caixa tordcica. Um ponto a ser observado é
que o tecido adiposo apresenta valores de resistividade substancialmente maiores do
que os demais. Apesar desta observagdo, nas simula¢des o tecido adiposo nao foi

considerado.
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11.2 Descric¢ao dos ensaios

No total, seis ensaios foram realizados. Nestes ensaios, erros de parametrizacdo de
0Qe posicdo dos eletrodos ndo estdo presentes. Os dois primeiros ensaios avaliam
apenas o uso do modelo de evolu¢do dado por (9.11) (Ensaio II) em comparagdo ao
passeio aleatdrio (Ensaio I). Nos ensaios III e IV, as estimagdes dos parametros dos
eletrodos e pardmetros do modelo de evolugdo sdo adicionados e nos ensaios V e VI,
as trés estimacgdes sdo realizadas em paralelo. Os cinco primeiro ensaios utilizam dados
do fantoma com um compartimento e o ensaio VI utiliza dados do fantoma com dois

compartimentos. A Tabela[IT.Tlapresenta uma comparacgdo dos ensaios realizados.

Tabela 11.1: Ensaios realizados para avaliar o algoritmo proposto.

Ensaio I I 1 1v v VI
SR-UKEF resistividade do dominio v v v v v Y
SR-UKEF parametros dos eletrodos - - Vv - vV
SR-UKEF parametros do modelo dindmico - - - v Vv Vv
modelo de evolugdo do estado (@.17) - v vV v v Y
ndamero de compartimentos 11 1 1 1 2

Nos ensaios I, I e IV, as estatisticas do método do erro de aproximagdo consideram
apenas a diferenca de discretizacdo das malhas utilizadas no fantoma e no SR-UKFE.
Nos ensaios III, V e VI, erros dos pardmetros dos eletrodos sdo também considerados.
A parametriza¢do do contorno para cada realizacdo das malhas M; e M® e a posicao
dos eletrodos sdao as mesmas da Figura I1.1l A Tabela I1.2] apresenta as estatisticas
utilizadas para amostragem do ruido ¢; do método do erro de aproximagdo. A
amostragem segue as mesmas diretrizes apresentadas na Secdo 8.2 também com
N = 5000 amostras de (8.1).

Em todos os ensaios, os parametros para a segmentacgdo de imagemH foram os
mesmos: At = 5, p = 0.04, A = 15, v = 1.0, ¢ = 3, 0 = 1.5, critérios de parada
€1 = 0.02 e o = 0.01 e nimero méaximo de iteracdes 500. A distribuicao de resistividade
é interpolada em um grid de pixels de dimensdes 50x50. A segmentacdo é realizada

uma vez por ciclo ventilatério, a cada pico de inspiracao.

ZPara mais detalhes a respeito da implementagéao deste algoritmo, ver Apéndice [E.2.4]
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Tabela 11.2: Parametros usados no processo de amostragem do ruido ¢.

Ensaio I 1T 11 v Vv VI

o (%) - - : - - -

P~ p* (mm) - - : - - :
param. eletrodos p’ (Qm?) - - ~(0.015,0.025) - ‘ ~ U(0.015,0.025)
refinamento - =09, 6"=1.1

ruido e” ~ N(0,(1.0-1073)1)

malha do fantoma num. ver Figura(l11.1(a)|

P (Qm?) 0.02

resistividade p (Qm) ~ N7 (x,1,3.0%T,0)

Xu ~ U(3.0,5.0)

A seguir apresenta-se os detalhes e parametros utilizados em cada ensaio.

Ensaio I: Os parametros utilizados para a estimacgado da distribui¢do de resistividade
sdo apresentados na Tabela As estimativas sdo realizadas a cada 5 conjuntos de

medidas, iniciando em k£ = 5.

Ensaio II: Neste ensaio foram utilizados os mesmos conjuntos de parametros do
ensaio I, exceto os indicados na Tabela [I1.4] referentes & mudanca do modelo de
evolugdo da regido pulmonar. As estimativas sdo realizadas a cada 5 conjuntos de

medidas, iniciando em k£ = 5.

Ensaio III: Tanto a estimacdo da distribuigdo de resistividade quanto os parametros
dos eletrodos sdo realizadas neste ensaio. O SR-UKEF para a estimagdo da distribui¢do
de resistividade utiliza o mesmo conjunto de parametros do ensaio II. J4 o SR-UKF
para estimacdo dos parametros dos eletrodos utiliza os pardmetros apresentados na
Tabela As estimativas da distribuicdo de resistividade sdo realizadas a cada
5 conjuntos de medidas, iniciando em k = 5. As estimativas dos parametros dos
eletrodos sdo realizadas a cada 2 conjuntos de medidas, iniciando em k£ = 20 até

k = 500, quando foi assumida convergéncia.
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Tabela 11.3: ParAmetros usados no SR-UKF no ensaio 1.

parametros de dispersao (eq. (5.18)) a=10,5=20,k=0.0
densidade de probabilidade inicial” xo=4.0-1,T§" =1.0I
modelo de observacgao modelo linearizado
ruido de observagéo er =0,T¢ = (1.0-1073)%1
IUKEF (eq. (5.39)) sim

densidade de probabilidade a priori(eq. (6.26)) sim

operador L, equagdo (6.22)

vetor médio x; =0

pardmetros o= Tmm, o? = 1000
segmentacdo de imagem sim

método do erro de aproximagao sim

ruido residual’ n 0.0

numero de medidas utilizadas ¢ =1024
parametros dos eletrodos® (2m?) 0.02

» modelo de evolucdo passeio aleatério

g ruido de processo” ¥ =0,TY = 1.01

&, vinculo de intervalo (eq. (6.4)) P = 0.0, pM® = 40.0, s = 0.1
é modelo de evolugdo passeio aleatério

'9-';: ruido de processo” o7 =0,TY = 1.01

“g vinculo de intervalo (eq. (6.4)) P = 0.0, pM® = 40.0, s = 0.1

? As estatisticas foram convertidas para o metaestado com (6.14)
b Ruido residual (Z12) adicionado ao ruido e.

¢ Estes valores sdo os mesmos utilizados no fantoma.

O ntmero de medidas utilizadas para a estimagdo dos eletrodos é ¢ = 32 x 3 = 96
pois contém apenas as trés medidas por padrdo de injecdo que envolvem o par de
eletrodos de inje¢do. As demais medidas sdo ignoradas pois sdo pouco informativas

para a estimacdo uma vez que a densidade de corrente nestes é muito baixa.
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Tabela 11.4: ParAmetros usados no SR-UKF no ensaio 1I.

modelo de evolugao eq. (O.11)
é ruido de processo” v, =0, I‘};z = 1.0I
E
E vinculo de intervalo (eq. (6.4)) P = 2.0, pPM =15.0, s = 0.1

parametros do modelo de evolugéob a=12,b=1200,c=0.005,d=5,e =15

? As estatfsticas foram convertidas para o metaestado com (6.14)

b Estes valores sdo 0s mesmos utilizados no fantoma.

Tabela 11.5: Parametros usados no SR-UKF no ensaio III para estimagdo dos
parametros dos eletrodos.

parametros de dispersao (eq. (5.18)) a=0.01,5=20,k=0.0
densidade de probabilidade inicial” Zo=10.01-1, T =1.0-107°T
modelo de observacgao modelo néo linear
ruido de observagao er =0T =(1.0-107%)%1
IUKEF (eq. (5.39)) sim

densidade de probabilidade a priori(eq. (6.26)) sim

operador L, identidade

vetor médio x; =0.02-1
parametro a? = 1000

método do erro de aproximagdo sim

ruido residual® 7 0.0

namero de medidas utilizadas =96

modelo de evolugdo passeio aleatério

ruido de processo” 97 =0,TY =1.0-107°T
vinculo de intervalo (eq. (6.4)) P = 0.005, p** = 0.035, s = 0.1

? As estatfsticas foram convertidas para o metaestado com (6.14)
b Ruido residual (Z12) adicionado ao ruido €.

Ensaio IV: Neste ensaio, a estimacdo dos parametros do modelo de evolucdo é
realizada em paralelo a estimacgdo da distribui¢do de resistividade. O SR-UKF para
a estimacgdo da distribuicdo de resistividade utiliza o mesmo conjunto de parametros

do ensaio II. J& o SR-UKF para estimacdo dos pardmetros do modelo de evolugdo
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utiliza os parametros apresentados na Tabela As estimativas da distribuigdo de
resistividade sdo realizadas a cada 5 conjuntos de medidas, iniciando em k = 5. As
estimativas dos pardmetros do modelo de evolugdo sdo realizadas a cada 10 conjuntos
de medidas, iniciando em k& = 50. Neste ensaio, apenas os parametros a e b de (9.11)
sdo considerados na estimagdo p = [a b] ' , ou seja, os parametros c e d sdo assumidos

conhecidos.

Tabela 11.6: Parametros usados no SR-UKF no ensaio IV para estimagdo dos
parametros do modelo de evolugéo.

parametros de dispersao (ver. ApéndicelC.2) a=01,8=20,k=10,7=1.0
densidade de probabilidade inicial® Dy = {20 1000} T, I'’? = diag(10, 100)
modelo de observagéo modelo ndo linear

ruido de observagao e, =0,T¢ = (1.0-107%)1
IUKEF (eq. (5.39)) sim

densidade de probabilidade a priori(eq. (6.26) sim

operador L, identidade

vetor médio D = {12 1200}T
parametro a?=1

método do erro de aproximagao sim

ruido residual’ n 0.0

namero de medidas utilizadas =928

modelo de evolugdo passeio aleatério

ruido de processo” o, =0T} =1.0-107°I

vinculo de intervalo (eq. (6.4))
parametro a a™" =5,am"%" =30,s, = 1

parametro b bmin = 900, b = 1500, s = 20

? As estatisticas foram convertidas para o metaestado com (6.14)
b Ruido residual (Z12) adicionado ao ruido e.

O ntmero de medidas utilizadas para a estimagdo dos pardmetros do modelo é
¢ = 1024 — 32 x 3 = 928 pois ndo considera as medidas envolvendo os pares de injecdo.
A remocdo destas medidas visa reduzir a influéncia dos parametros dos eletrodos na

estimacdo dos parametros do modelo de evolugdo.
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Ensaio V: A estimagdo dos parametros do modelo de evolucgdo é realizada em
paralelo a estimacdo da distribuicdo de resistividade e dos parametros dos eletrodos.
O SR-UKEF para a estimacgdo da distribui¢do de resistividade utiliza 0 mesmo conjunto
de parametros do ensaio II. O SR-UKF para estimac¢do dos parametros dos eletrodos
sdo os mesmos do ensaio Il e o SR-UKEF para estimagdo dos pardmetros do modelo de

evolucdo utiliza 0 mesmo conjunto de parametros do ensaio IV.

Ensaio VI: O dltimo ensaio realiza as mesmas estimag¢des do ensaio V, exceto que
neste ensaio o modelo ndo é mais monocompartimental. Os pardmetros utilizados sdo
os mesmo que foram utilizados no ensaio V, exceto os parametros que sdo apresentados
na Tabela [I1.7] referentes aos diferentes compartimentos do pulméao. Neste ensaio, o
fantoma de dois compartimentos é utilizado e o filtro de Kalman utiliza um modelo
de quatro compartimentos. A divisdo em quatro compartimentos no SR-UKF foi feita

separando os pulmoes em direito/esquerdo e cada um deles em anterior/posterior.

Tabela 11.7: Parametros usados no SR-UKF no ensaio VI.

) T
g densidade de probabilidade inicial* p, = {20 1000 20 1000]

5

g P = diag(10, 100, 10, 100)

o L. .. " T
' Vetor médio (dens. a priori) P = [12 1200 12 1200}
2. vinculo de intervalo (eq. (6.4) a™n =5,am% = 30,5, = 1

™ = 900, ™ = 1500, s, = 20

o T
-"é densidade de probabilidade inicial® p, = {135 900 135 900]
E ' = diag(10, 100, 10, 100)
T
-% vetor médio (dens. a priori) P = [150 800 150 800}
A
vinculo de intervalo (eq. (6.4)) a™" =130, a™* =170, 5, = 1

™ = 500, b = 1100, s, = 20

? As estatisticas foram convertidas para o metaestado com (6.14)
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11.3 Resultados dos ensaios

A Figura mostra uma comparagdo entre as estimativas da distribuicdo de
resistividade na malha de elementos finitos em cada um dos seis ensaios nos mesmos
instantes de tempo. A primeira coluna apresenta as estimativas no inicio da inspiragdo,
a segunda no inicio da expiracgdo e a terceira durante a expiragdo. A primeira linha
de imagens refere-se ao ensaio I, a segunda refere-se ao ensaio II e assim por diante.
Nestas imagens, as regides pulmonares e da coluna vertebral presentes no fantoma
numérico estdo destacadas com linha branca.

Observa-se que as estimativas da distribuicdo de resistividade no ensaio I sdo mais
concentradas na regido central da malha e nos ensaios I a V a distribuicdo é mais
uniforme. Esta uniformidade é explicada pelo modelo adotado, monocompartimental.
Tal modelo, entretanto, ndo impede que as estimativas apresentem sub-regides com
resistividade diferentes pois conta com a presenca do ruido v§ em (G.I). Outro ponto
importante a ser notado é a variacdo suave de resistividade dentro da regido pulmonar
e na regido dos demais tecidos, mas uma variagdo abrupta no bordo das regides. Isto é
causado pela imposic¢do da informagdo a prioride suavidade gaussiana (6.22) em cada

regiao, mas nao entre regioes.
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Figura 11.3: Comparagdo dos resultados dos Ensaios em um mesmo ciclo ventilatério.

Valores em Qm.
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A distribuigdo de resistividade no ensaio VI apresenta diferencas de valores entre os

pulmdes direito e esquerdo, sendo que os maiores valores estdo no pulméao esquerdo

(lado direito da imagem). A uniformidade agora dentro de um mesmo pulmao

ndo é mais tdo evidente quanto nos demais ensaios por conta do uso de quatro
compartimentos cujos parametros estdo sendo ajustados.
A distribuicdo de resistividade média na regido pulmonar esta préxima dos valores

verdadeiros em todos os ensaios. A Figura[I1.4/mostra o valor da resistividade média

da regido pulmonar no ensaios I a V ao longo do tempo discreto.

10r
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Figura 11.4: Resistividade média da regido pulmonar nos ensaios I a V. A linha

tracejada representa a resistividade utilizada no fantoma numérico.

A Figura apresenta os valores das resistividades médias em cada um dos
quatro compartimentos utilizados no SR-UKF do ensaio VI. Os compartimentos
Cl e C4 pertencem ao pulmdo esquerdo (compartimentos anterior e posterior
respectivamente) e C2 e C3 pertencem ao pulméao direito (compartimentos anterior

e posterior respectivamente). Pode-se notar que todos os compartimentos apresentam

bom seguimento dos valores utilizados no fantoma numérico.
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Figura 11.5: Resistividade média da regido pulmonar no ensaio VI. As linhas tracejadas

representam as resistividades utilizadas no fantoma numérico em cada um dos

pulmoes.

Todas as estimativas apresentam boa aproximacao nos trechos de expiragdo, porém
subestimam o valor da resistividade nos picos de inspira¢do. Este comportamento
ocorre em parte por conta dos filtros ndo serem rdpidos suficientes para acompanhar
a mudanca abrupta de resistividade no periodo de inspiracio e em parte pela
linearizagdo do modelo de observagéo.

Estes resultados mostram que os ensaios com estimac¢do dual (ensaio III a VI)
apresentam resultados semelhantes ao ensaio II, em que apenas o estado é estimado
e os demais parametros sdo corretamente informados ao filtro. Isto indica que a
estimacdo dual foi bem sucedida, apesar das aproximagdes e hipéteses necessarias,
apresentadas na Secao

Quanto a segmentagdo das regides pulmonares, a Figura [11.6] mostra uma
comparagdo das segmentagdes nos ensaios realizados. Nestas imagens, as regides

pulmonares e da coluna vertebral presentes no fantoma numérico estdo destacadas

com linha branca.
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Todas as estimacOes apresentaram boa concorddncia entre a regido pulmonar
segmentada e a regido pulmonar presente no fantoma numérico. Em todos os casos,
houve resolucdo espacial suficiente para separar as duas regides. Como apresentado
no Capitulo [I0] a imagem a ser segmentada é uma média entre os valores de
resistividade nos elementos e a correlagdo entre as resistividades dos elementos para
evitar que a regido Ossea fosse incorretamente agrupada junto os pulmdes. Os
resultados apresentados mostram que esta escolha permitiu que a coluna vertebral
fosse corretamente deixada de fora destas regides. Ainda, a qualidade da segmentacdo
das imagens aumenta com o passar do tempo discreto, uma vez que estimativas mais
corretas do estado e parametros ajudam a definir mais corretamente o contorno dos
tecidos.

As figuras [[1.71a [I1.18 mostram os histéricos das estimagdes em cada um dos seis
ensaios. Nestas figuras sdo apresentados os indices J, Jy, J,,,, Cy, € C, descritos na
Secao Em alguns graficos de C,, e C,, sdo tragadas linhas tracejadas para ressaltar
o limite estipulado para o critério de convergéncia. Na estimacdo dos parametros
do modelo de evolugdo nos ensaio IV, V e VI, os valores dos parametros foram
normalizados com relacdo ao valor verdadeiro utilizado no fantoma.

Pelos gréficos apresentados, todas as estimagdes atingiram a convergéncia
estatistica, exceto as estimacdes dos parametros do modelo de evolugdo. E possivel
notar que a estimagdes destes parametros sdo influenciadas pelo ciclo ventilatério e que
a estimagdo do parametro b se aproxima do valor verdadeiro 1, mas a ndo tem o mesmo
comportamento. Isto pode ser explicado pela diferenca de ordens de magnitudes
destes parametros: os valores verdadeiros de b sdo 1200 cm® (pulmédo esquerdo) e
800 cm?® (pulmao direito) enquanto que os valores verdadeiros de a sdo 12 cm?® (pulméao
esquerdo) e 150 cm?® (pulmao direito). J& os intervalos de busca sdo de 600 cm® para b
e 25 cm® (ou 40 cm?® no pulmao direito) para a. Como os dois parametros tém mesma
natureza (volumes), varia¢des normalizadas em b sdo mais importantes que varia¢oes

normalizadas em a.
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Figura 11.7: Ensaio I, SR-UKF para estimagao da distribuicdo de resistividade.
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Figura 11.8: Ensaio II, SR-UKF para estimacdo da distribuicado de resistividade.
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Ensaio I1I:

Figura 11.9: Ensaio III, SR-UKF para estimagdo da distribuicdo de resistividade.

Figura 11.10: Ensaio III, SR-UKF para estimagdo dos parametros dos eletrodos.
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Ensaio IV:
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Figura 11.11: Ensaio IV, SR-UKF para estimagdo da distribui¢do de resistividade.
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Figura 11.12: Ensaio IV, SR-UKF para estimacdo dos parametros do modelo de
evolugdo. No gréfico da esquerda, a linha azul representa o parametro a e a linha

verde representa o parametro b.
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Ensaio V:

Figura 11.13: Ensaio V, SR-UKEF para estimacdo da distribuicdo de resistividade.

Figura 11.14: Ensaio V, SR-UKEF para estimacdo dos pardmetros dos eletrodos.
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Figura 11.15: Ensaio V, SR-UKF para estimacdo dos pardmetros do modelo de

evolugdo. No gréfico da esquerda, a linha azul representa o parametro a e a linha

verde representa o parametro b.
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Figura 11.16: Ensaio VI, SR-UKF para estimacdo da distribuicao de resistividade.
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Figura 11.17: Ensaio VI, SR-UKF para estimacdo dos parametros dos eletrodos.
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Figura 11.18: Ensaio VI, SR-UKF para estima¢do dos parametros do modelo de

evolucao.



Capitulo 12

Avaliacdao do método com dados

experimentais

Este capitulo apresenta os resultados do método utilizando dados coletados
experimentalmente em um voluntédrio. O ensaio experimental apresenta resultados
da estimacdo da distribuicdo de resistividade em um térax humano em paralelo a
estimacdo dos parametros do modelo de evolugdo proposto. Neste ensaio, o método do
erro de aproximagdo e a segmentagdo por level set sdo utilizados. Ndo foram realizadas
estimacOes dos parametros dos eletrodos ja que os erros nestes pardmetros foram

incluidos no método do erro de aproximacao.

12.1 Protocolo experimental, coleta e filtragem dos dados

Um voluntario do sexo masculino de 70 kg, ndo fumante e sem histérico de problemas
pulmonares ou cardiacos foi selecionado para o experimento.

Trinta e dois eletrodos kendall medi-trace 200 foram posicionados em um plano
perpendicular ao eixo cranial-caudal. O perimetro do térax do voluntario neste plano
é de 90 cm. Os eletrodos foram posicionados de forma a ficarem o mais equidistantes
possivel ao longo do perimetro. Cada um dos trinta e dois eletrodos foram cortados
de forma a ficarem com 10 mm de largura por 20 mm de altura. O posicionamento dos

eletrodos pode ser visto na Figura [12.11
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Figura 12.1: Posicionamento dos eletrodos no térax.

O tomografo de impedancia elétrica utilizado faz medig¢des single-ended, utilizando
padrdo de corrente pula-3. Cada conjunto de 1024 medidas foi coletado a uma
taxa de 35 Hz. Um total de 3000 conjuntos de medidas foram coletados, perfazendo
um periodo de 85s. Foi imposta uma corrente elétrica senoidal, com amplitude
A = 0.866 mA zero-pico e frequéncia 125 kHz. Este valor foi ajustado de forma a ndo
saturar os conversores analdgico->digital do equipamento, que tém limite de 1.0 V.

O voluntdrio permaneceu em pé durante a coleta de dados, sem realizar
nenhuma atividade fisica além da respiracdo espontanea, inspirando e expirando
profundamente a uma taxa média de 11 ciclos por minuto (0.18 Hz). Os dados
coletados foram demodulados e filtrados com um filtro FIR equiripple passa-baixas,
com regido de transi¢do entre 1.0 Hz e 1.2 Hz.

O voluntério ndo estava sob ventilacdo artificial durante o experimento e ndo foram
coletados dados da pressado nas vias aéreas. Uma forma aproximada de determinar o
perfil de pressao, necessdrio no modelo de evolugéo, foi calcular a média do potencial
elétrico de todas as 1024 medidas ao longo do tempo. Esta aproximacdo foi feita
por conta da indisponibilidade de sensores de pressdo durante a coleta de dados.
Como a formulagdo do filtro de Kalman lida justamente com erros de modelagem,
esta aproximacdo pode, em principio, ser utilizada. Em seguida os valores foram
escalados para valores de pressdo usuais. A Figura apresenta o grafico desta

média, convertidos para valores de presséo.
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Figura 12.2: Sinal de pressao aproximado.

Foi gerada uma malha 2D para a solugdo do problema inverso. A malha,
apresentada na Figura [12.3] é composta por 1056 elementos triangulares e aproxima
o corte transversal do térax. A malha possui 32 eletrodos, dispostos ao longo de seu
bordo de forma a ficarem equidistantes. A malha é vista nestas figuras no sentido

caudal-cranial e a regido superior da malha na figura representa a regido anterior do

téra .
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Figura 12.3: Malha 2D usada no problema inverso. 1056 elementos triangulares.

IPor conta desta orientagdo, o lado direito do paciente aparece do lado esquerdo da imagem, e
vice-versa.
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12.2 Método do erro de aproximacgao

Para o calculo das estatisticas do método do erro de aproximagao, foram considerados
o erro de discretiza¢do, formato do dominio, posi¢do e parametros dos eletrodos.
A amostragem segue as mesmas diretrizes apresentadas na Secdo [8.2) porém com
algumas particularidades que serdo apresentadas.

A parametrizagdo do contorno de referéncia para cada realizacdo das malhas ),
é a mesma da Figura porém as malhas M; sdo tridimensionais e com elementos

tetraédricos lineares, como pode ser visto na Figura [12.4]
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Figura 12.4: Malha 3D usada na amostragem das malhas M;. 39870 elementos

tetraédricos.

Amostrando malhas tridimensionais M; pode-se incluir no método do erro de
aproximagao o erro proveniente do truncamento do dominio. A malha apresentada
na Figura [12.4] é utilizada como referéncia para a amostragem do formato da malha
M;, posicdo dos eletrodos e nivel de discretizagao.

Esta malha possui 80 mm de altura total e as dimensdes dos elementos que
representam os eletrodos condizem com os eletrodos utilizados no experimento.
Salienta-se que o nivel de discretizagdo da malha ainda poderia ser melhorado,

principalmente na diregdo perpendicular ao plano dos eletrodos.
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Tabela 12.1: Parametros usados no processo de

amostragem do ruido ¢.

Paradmetro valor
0y (o/o) )
p~, pt (mm) +5

param. eletrodos p’ (2m?) ~ U(0.01,0.03)

refinamento - =0.0 6t=00
ruido e* ~ N(0,(5.0-1073)1)
P (Qm?) 0.02

resistividade p ~ Nt (x,1,3.0%1,0)

Xy ~ U(2.0,6.0)

A Tabela [12.1] apresenta as estatisticas utilizadas para amostragem do ruido €; do

método do erro de aproximagdo. No ensaio foram realizadas N = 4000 amostras do

ruido ¢ em (8.7)).

12.3 Parametros utilizados na solucdo do problema

inverso

No ensaio, os parametros para a segmentacdo de imagem foram: At = 5, u = 0.04,
A=15v = 1.0, e = 3, 0 = 1.5, critérios de parada ¢;, = 0.1 e e, = 0.04 e nliimero
méximo de iteragdes 300. A distribuicdo de resistividade é interpolada em um grid de
pixels de dimensdes 50x50. A segmentacdo é realizada a cada cento e noventa dados
coletados, equivalente a aproximadamente 5.4 s.

As estimativas de distribuicdo de resistividade sdo realizadas a cada 10 conjuntos
de medidas, iniciando em £ = 10. O conjunto de parametros utilizado nesta
estimagdo é apresentado na Tabela [2.21 Utilizou-se como vetor de resitividade
esperado x; da informagdo a priori(6.26) o vetor de distribui¢do resistividade elétrica
média proveniente de um atlas anatomico da populagdo. Para este trabalho, o atlas
apresentado em Camargo et al. [41], Sousa et al. [4] para suinos foi adaptado para

seres humanos. Este procedimento resulta em um aproximacdo do que seria o atlas



190

de humanos.

humanos.

A Figura [12.5] apresenta a distribuicdo de resistividade média do
atlas apresentado nos trabalhos citados e também a distribuicdo adaptada para seres

NOED
LR

y
AVAV
\YavaV
VAVAY

X
Val
N

X

<N
17

(a) Suino

(b) Humano
Figura 12.5: Distribuicdo de resistividade média proveniente de um atlas anatdomico

em Om. A escala de cores destas imagens foi escolhida de modo a melhorar o contraste
na regido pulmonar.

As estimativas dos parametros do modelo de evolugdo sao realizadas a cada 50

conjuntos de medidas, iniciando em k£ = 50. O conjunto de parametros utilizado nesta

estimacdo é apresentado na Tabela[12.3l Neste ensaio, apenas os parametros a; e b; de
T

(©.17) sdo considerados na estimacdo p = [fh by as bz]

A conversdo entre volume e resistividade foi feita usando uma interpolacao linear
com ps = 3.630m, pg = 9.17 Qm, V4 = 100 cm? e Vz = 1200 cm?.
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Tabela 12.2: Parametros usados no SR-UKF para estimacdo da distribuigdo de

resistividade.

parametros de dispersao (eq. (5.18))
densidade de probabilidade inicial®
modelo de observagio

ruido de observacgao

a=1.0,8=20r=00
Zo=4.0-1, T = 1.0
modelo ndo linear

el =0,T¢ = (50-1073)2I

IUKEF (eq. (5.39)) sim
densidade de probabilidade a priori(eq. (6.26)) sim
operador L, equacao (6.24)

vetor médio

=
&L = Latlas

parametros oc=8mm, a?=1.0-10°6
segmentacdo de imagem sim
método do erro de aproximagdo sim
ruido residual’ 7 0.0
numero de medidas utilizadas ¢ =1024
parametros dos eletrodos® (Q2m?) 0.02

modelo de evolugao eq. (O.11)

ndamero de compartimentos

pulmoes

ruido de processo”
vinculo de intervalo (eq. (6.4))

parametros do modelo de evolugao®

2 (direito e esquerdo)
¢ =0,T) =1.0-107'1
P = 0.0, P = 15.0, s, = 0.1

a; =10,b; =400, ¢; =0.001, d; =1,e; =15

modelo de evolugao
ruido de processo”

vinculo de intervalo (eq. (6.4))

outros tecidos

passeio aleatério
o8 =0,T) =1.0-10721
P = 0.0, p* = 20.0, s, = 0.1

? As estatisticas foram convertidas para o metaestado com (6.14)

b Ruido residual ({Z12) adicionado ao ruido .

¢ Este conjunto de parametros é utilizado como primeira sugestio ao algoritmo. Estes valores sdo ajustados pelo filtro em

paralelo com o passar do tempo.
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Tabela 12.3: Parametros usados no SR-UKEF para estimagdo dos parametros

do modelo de evolugéo.

parametros de dispersédo (ver. ApéndicelC2) «=0.1,53=2.0,k=1.0,7=1.0
T
densidade de probabilidade inicial® DPo= |10 400 10 400

" = diag(10, 100, 10, 100)

modelo de observagao modelo néo linear
ruido de observagao el =0,T¢ =(5.0-107%)1
IUKEF (eq. (5.39)) sim

densidade de probabilidade a priori(eq. (6.26) sim

operador L, identidade

vetor médio pr = (12 200 12 200 '
parametro a?=1

método do erro de aproximagao sim

ruido residual’ n 0.0

numero de medidas utilizadas ¢ =928

modelo de evolugao passeio aleatério
ruido de processo” o, =0,T) =1.0-107'I
vinculo de intervalo (eq. (6.4))

parametro do modelo de evolugédo a; a™n =5 M =30, 5, = 1
parametro do modelo de evolugéao b; b =100, ™ = 600, s, = 20

a ey .
As estatisticas foram convertidas para o metaestado com (6.14)

b Ruido residual (Z12) adicionado ao ruido €.
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12.4 Resultados do experimento

As figuras[I2.6le[[2.7lmostram os histéricos das estimagdes dos parametros do modelo
de evolucgado e distribuicdo de resistividade do térax do voluntério, assim como os
respectivos indices dos critérios de convergéncia.

Em ambos os casos, nota-se que houve convergéncia estatistica conforme
estabelecido na Secao para C,, porém ndo para C,,. Os indices J,, J; e J,
apresentam oscilagdes que coincidem com a frequéncia respiratéria do voluntério.
Nota-se também que a importancia da parcela J,,, ¢ maior que as demais parcelas na

composigdo do custo total J.

20 6000 8000
18 g 5500 : 6000
16 g ,ﬁE 5000 ~° 4000 ~"
14 W/"\N\/ as00 il 2000 il
4000 0 0
0 3000 0 3000 0 3000
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

[
(=]

resistividade do dominio (2m)
S

14000 15 25
12000 LA 2
ATAY 10
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8000 O Q 1
6000 [l i 0.5
4000 0 0
0 3000 0 3000 0 3000 0 3000
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

Figura 12.6: Estimacdo da distribuicdo de resistividade.

No caso da estimagdo dos parametros do modelo de evolucdo, as estimativas dos
parametros a; ficaram proximas dos valores esperados pela informacdo a priori, ja

3. Este estimativa esta abaixo do

os parametros b; estabilizaram em torno de 150 cm
volume corrente esperado em um ser humano sem problemas respiratérios.

A Figura apresenta a média do valor da resistividade estimada pelo SR-UKF
em cada compartimento do modelo dindmico. Por este gréfico é possivel notar
que a resistividade média oscila entre 6 e 7dm em ambos os pulmdes durante o

experimento. Durante os dois primeiros ciclos, as estimativas variaram mais até serem
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melhor ajustados pelo SR-UKF e segmentagdo. Apés este periodo inicial, as variagdes

temporais tornaram-se mais periddicas.
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Figura 12.7: Estimagdo dos parametros do modelo de evolugdo.
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Figura 12.8:

compartimentos dos pulmdes.

Histérico da distribuicdo de resistividade média estimada nos

A Figura [[2.9 apresenta os resultados da segmentagdo da regido pulmonar. E

possivel ver a sugestdo inicial fornecida para o SR-UKF, entre £k = 1 a k = 60. Esta

segmentacdo inicial ndo é baseada em level set. As demais segmentagdes sdo todas

obtidas com o método level set. Em todos os casos, os pulmdes foram segmentados
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em duas regides e ndo foram muito influenciados pela coluna vertebral ou esterno por

conta da escolha da imagem a ser segmentada, apresentada no Capitulo[10
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Figura 12.9: Segmentacdo da regido pulmonar estimada pelo algoritmo. Nestas

imagens, diferentes tons de cinza indicam diferentes regides.

A Figura mostra um ciclo respiratério entre £ = 1541 e £k = 1761. A
distribuigdo de resistividade varia dentro das regides pulmonares como esperado. E
possivel ver nestas imagens a caixa toracica, incluindo o esterno e coluna vertebral.
Os valores de resistividade do tecido dsseo oscilaram levemente em torno de 17 Qm,
valor préximo do atlas anatémico. E bastante interessante notar a auséncia de grandes

artefatos nas regides proximas dos eletrodos, que costuma ser mais proeminente.
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Figura 12.10: Distribuigdo de resistividade entre & = 1541 e k& = 1761 e detalhe dos
gréficos da resistividade média de cada compartimento dos pulmdes. A escala de cores
destas imagens foi ajustada de modo a melhorar o contraste na faixa de variagdo da

resistividade na regido pulmonar. Valores em (2m.
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Capitulo 13

Discussoes e conclusoes

Esta tese propds o uso do unscented Kalman filter (UKF) para a estimagdo de imagens
na tomografia de impedancia elétrica (TIE). O uso do UKF tem como vantagem
ndo necessitar o cdlculo de jacobianos e permite estimar as estatisticas do estado
condicionado as medidas com menos erros que o filtro estendido de Kalman (FEK).
O cerne do UKF estd na escolha dos pontos sigma para transformar uma varidvel
aleatéria através da fungdo ndo linear original ao invés de uma aproximacdo como
no FEK. Tal escolha permite que toda a ndo linearidade da funcdo seja levada em
consideracao.

Por conta da falta de uma solugdo analitica para o problema da TIE em um dominio
de formato arbitrdrio, uma discretizagdo do dominio é necessaria para o uso do
método dos elementos finitos. Ao realizar tal discretizacdo, erros sdo introduzidos nas
equagdes do modelo de observagdo. Nesta tese, 0 método do erro de aproximagao é
utilizado para lidar com tais incertezas. Além do problema da discretizagdo, a forma do
dominio pode nédo ser conhecida com precisdo necessaria nem a posi¢do dos eletrodos.
Outras fontes de erros sdo os valores das impedancias de contato, as distdncias entre os
eletrodos, erros de eletronica, interferéncias e erros de truncamento do dominio. Todas
estas de fontes de erros reduzem a qualidade do modelo de observagao.

O método do erro de aproximagdo nédo elimina os erros de modelagem do problema
mas permite estimar as estatisticas do erro total causado pelas diferentes fontes de
erros identificadas. Todos os cdlculos necessarios no método do erro de aproximagdo
sdo feitos antes da realizacdo das medidas e o resultado é armazenado para uso futuro.

Durante a etapa de estimacgdo, pouco esfor¢o computacional adicional é necessario
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para incluir o método do erro de aproximacgao. As estatisticas do erro total resultante
permanecem vdlidas contanto que as estatisticas das fontes de erros permanecam as
mesmas e o modelo de observacdo ndo mude. O método foi utilizado com sucesso
nesta tese para mitigar erros de posi¢do e parametros dos eletrodos, formato do
dominio, nivel de discretizacdo e truncamento do dominio.

O método do erro de aproximagdo é especialmente interessante nos casos de
redugdo da dimensionalidade do problema. No ensaio experimental, por exemplo,
a reconstrucdo foi feita em uma malha 2D, com formato apenas aproximado do
voluntdrio. Na Figura [[2.1] é possivel ver que os eletrodos ndo estio em um
mesmo plano e estdo visivelmente ndo equidistantes entre si. Como os erros de
posicionamento dos eletrodos e de formato do térax sdo grandes fontes de artefatos
na imagem final, o0 método do erro de aproximagdo é uma ferramenta util para a
estimacdo do estado. Os resultados das simula¢des mostraram que o uso do método do
erro de aproximacao reduziu os artefatos e melhorou a resolugdo espacial nas imagens
estimadas, entretanto alguns artefatos persistiram na imagem, especialmente no caso
de erros de formato do dominio.

Nesta tese foi proposto o uso de um modelo de evolugdo para a variagdo de volume
de ar nos pulmdes durante a respiragdo. Tal modelo difere do usual passeio aleatério
comumente utilizado nos filtro de Kalman para obtencdo de imagens médicas na
da TIE. O modelo proposto utiliza a informacdo da pressdo nas vias aéreas como
forcante do sistema mecanico, composto pelos pulmdes, caixa tordcica e musculatura.
O modelo ainda considera a presenca de uma rigidez ndo linear, relacionada com a
complacéncia pulmonar observada experimentalmente.

O modelo proposto permite a escolha do niimero de compartimentos pulmonares.
Esta tese ndo propds modelos para os demais tecidos e 6rgdos que participam ou
influenciam a dindmica da respiragdo, porém o método proposto nesta tese permite
que tais modelos sejam adicionados posteriormente.

A delimitagdo das regides pulmonares é feita de forma automatica através de um
algoritmo de segmentacdo por level set. A segmentagdo é feita em uma imagem em
tons de cinza da média entre a distribuicdo de resistividade normalizada e a correlagcao
entre os pixels da imagem. A escolha desta imagem composta é apenas uma das

possibilidades de segmentacdo e pode ser facilmente modificada. Como exemplo,
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no caso de se constatar a ocorréncia de pneumotdrax no paciente, seria importante
incluir também informacgdo da fase do comportamento temporal da resistividade pois
é comum haver uma inversdo de fase entre o volume de ar no pulmdo e o volume
ocupado pelo pneumotoérax. Esta inversao de fase também costuma acontecer em casos
de transplante de pulmao.

A escolha do ntiimero de graus de liberdade do modelo de evolucdo dos pulmdes
é um passo importante pois um grande ntimero de compartimentos resulta em
um modelo mais fidedigno, porém aumenta do nimero de pardmetros a serem
estimados. Uma possibilidade para selecionar o ntiimero de compartimento seria
adicionar este nimero ao conjunto de pardmetros a serem estimados. Tal algoritmo
poderia identificar as regides pulmonares com diferentes comportamentos temporais
e criar um novo compartimento para cada regido. Outra possibilidade ndo explorada
nesta tese seria utilizar também o método do erro de aproximag¢do no modelo de
evolucgdo, teoricamente evitando que o modelo precisasse ser ajustado ao paciente.

Foi ainda proposto nesta tese um outro UKF rodando em paralelo a estimagdo da
distribuicdo de resistividade na caixa tordcica para o ajuste dos parametros do modelo
de evolugdo ao paciente sob monitoragdo e um terceiro filtro para a estimagdo dos
parametros dos eletrodos caso seja de interesse. As estimagdes seguem um esquema
dual como uma aproximagédo para a estimacdo conjunta.

Com o intuito de melhorar a solu¢do do problema mal-posto, além do modelo
dindmico, outras formas de informagdes a prioriforam utilizadas. Este trabalho propos
a inclusdo de informacdo a respeito do intervalo de valores que o estado pode assumir.
Tal informacdo é adicionada na forma de uma transformacdo de varidveis tal que o
novo estado, denominado nesta tese metaestado, possa assumir valores em R, enquanto
que a grandeza fisica permanece dentro de um intervalo especificado. A inclusdo deste
vinculo de intervalo ndo necessita aumentar o vetor de medidas para incluir as novas
medidas de ndo conformidade e, portanto, ndo acarreta em um aumento do tamanho
das matrizes e vetores utilizados no filtro de Kalman. Entretanto, tal vinculo aumenta
a ndo linearidade do problema, especialmente préximo dos limites do intervalo.

A razdo para a degradagdo das estimagdes usando a separacdo de interfaces
na informagdo a priori(6.21) com dados experimentais é o nivel de contraste da

distribuigdo de resistividade estimada. A segmentagdo por level set torna-se mais
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sensivel a artefatos quando a imagem a ser segmentada possui menor contraste. Os
artefatos forcam o level set a delinear trechos que ndo deveriam pertencer a regido
interna (2~ (regido pulmonar). Apds a segmentagdo, a densidade de probabilidade
a prioriassume que o trecho que foi classificado erroneamente como regidao pulmonar
ndo deve manter a relagdo de suavidade com outros elementos que ndo estdo na regido
pulmonar. Por este motivo, foi escolhida uma densidade de probabilidade que nédo faz
distin¢do de interface nos ensaios experimentais.

Quanto aos parametros do modelo de evolugdo, as estimag¢des ndo estabilizaram
nas simula¢gdes como esperado. Apenas os parametros a e b foram incluidos nas
estimagdes pois a inclusdo dos parametros c e d resultaram em algumas instabilidades
na estimacdo dos parametros em alguns casos. Apesar da redugdo do ntmero
de parametros a serem ajustados nos modelos, os resultados das estimagdes da
distribui¢des de resistividade resultaram em boas imagens. A aproximacado dos valores
de pressdo através das medidas elétricas no ensaio experimental pode ter influenciado
nesta instabilidade, mas ndo deve ser a tnica causa de tal comportamento. Mais
estudos serdo necessarios para identificar a causa do problema.

E possivel identificar os pulmdes, caixa torcica, coluna vertebral e a regido do
coracdo nas imagens obtidas com os dados experimentais. Este nivel de detalhe
ainda ndo tinha sido obtido com dados experimentais em humanos. Um dos
fatores importantes para a obtencdo de tais imagens foi o uso da informagdo a
prioriproveniente do um atlas anatdomico. Mesmo utilizando um atlas proveniente de
suinos, esta informacdo pdde ser utilizada em seres humanos ap6ds algumas pequenas
mudancgas de escala para compatibilizar as dimensdes e propor¢des do térax. A
informagdo proveniente do atlas foi apenas parcialmente utilizada pois apenas o vetor
médio foi utilizado. A sua matriz de covaridncia também poderia ser utilizada como
informagdo a priori. Neste caso, é possivel mostrar que a matriz L, da informacédo a
priorié composta por uma raiz quadrada da inversa da matriz de covariancia.

Quanto a estabilidade do algoritmo, foram observados alguns problemas ao longo
da tese. As principais instabilidades observadas foram: (i) a definicdo dos pontos
sigma utilizados nos filtros, apresentados em (5.24) — (5.26), podem apresentar valores
de resistividade negativas dependendo dos valores das variancias. Isto foi resolvido

ao utilizar os vinculos de intervalo como informagéo a priori. (ii) o filtro pode se fechar
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para novas medidas e divergir devido a rdpida convergéncia da matriz de covariancia
do erro de estimagdo. Como ja apresentado na Se¢do[.5] a divergéncia é causada pela
rdpida contragdo da matriz de covaridncia do estado estimado em comparacdo com
a distancia entre o estado verdadeiro e o estado estimado, e também pelo possivel
aumento do seu nimero de condi¢cdo. Com esta rdpida contracdo e aumento do
numero de condi¢do, o estado verdadeiro passa a localizar-se fora do intervalo de
confianca da estimativa apds algumas itera¢des. Para procurar abrandar o problema,
foi utilizado o IUKF, do inglés improved UKF, apresentado inicialmente em Perea e
Elosegui [93]. (iii) é necessdrio manter aberto o filtro para a estimag¢do dos parametros
do modelo de evolugdo para novas medidas. Em vérias simulagdes constatou-se que o
filtro se fecha muito rdpido, resultando em divergéncias.

Ainda com a implementacdo destas modifica¢gdes, o ajuste dos filtros continua
sendo crucial para o desempenho e sucesso do filtro na estimacgdo. Avaliar os modelos
de evolugdo e observacdo nos pontos sigma, calcular as fatora¢des QR e as atualizagdes
de Cholesky sdo etapas de grande custo computacional, especialmente quando o vetor
de medidas deve ser aumentado para incluir a informacao a priori.

Para sumarizar, as contribuicdoes desta tese foram (i) o desenvolvimento de um
novo modelo de evolugdo paramétrico da mecanica da respiragdo em humanos e a
adigdo deste modelo no filtro de Kalman. Tal modelo é importante para aumentar
a velocidade de seguimento do filtro. (ii) A utilizagdo do algoritmo de segmentagdo
por level set em paralelo aos filtros de Kalman para identificar as regides pulmonares.
(iii) A inclusdo do vinculo de intervalo como forma de limitar os valores esperado
das estimativas sem aumentar o tamanho do vetor de medidas. Tal vinculo reduziu
a frequéncia de divergéncia do filtro, além de permitir impor limites clinicamente
significativos para os valores a serem estimados. (iv) A utilizacdo de um atlas
anatomico experimental como informacgdo a priorina estimagdo das imagens com dados
coletados de um voluntdrio. Tal atlas foi provavelmente o principal responsavel
pelo nivel de detalhe dos resultados experimentais. (v) Utilizar o método do erro
de aproximacdo com dados experimentais de humanos. Todas estas contribui¢des

resultaram na melhoria das imagens de TIE apresentadas na tese.
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Parte IV

Apéndice






Apéndice A

Formula¢ao da matriz local dos

elementos finitos

A.1 Elementos que compdem o interior do dominio

Nesta secdo é mostrada a formulacdo das matrizes das malhas de elementos finitos 2D

e 3D.

A.1.1 Dominio 2D - Elementos Triangulares

Considere um elemento triangular, com vértices numerados conforme a Figura[A.1l

(73,93)

(z1,91) (w2,12)

Figura A.1: Elemento triangular: numeracdo dos nos.

Ao longo de todo o dominio, a fun¢do que descreve o potencial elétrico é dada pela

composicdo do potencial elétrico em cada elemento,

U(z,y) ~ Z wivi(2,y), (A1)
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onde n é o numero de elementos finitos da malha, w; vale 1 quando (z,y)
estiver contido no i-ésimo elemento e vale 0 caso contrario e v;(x,y) é o potencial
elétrico dentro do i-ésimo elemento da malha, sendo aproximado por uma funcdo

interpoladora linear do tipo

Q;
vi(7,y) = a; + bz + iy = [1 x y} b; | > (A.2)

C;

cujos os coeficientes a;, b; e ¢; sdo fungdes dos potenciais elétricos nos trés vértices do
elemento [133].
Para escrever estes coeficientes em funcdo dos potenciais elétricos dos 3 vértices

que compdem o elemento, utiliza-se (A.2) para montar o sistema linear

1 =1 wn a; Vi1
1 o yo| [bi| = |viz] > (A.3)
1z y3| | Vi3

onde zj e y;, com k € {1,2,3}, sdo as coordenadas de cada um dos vértices e

A ~ . .
vk, = vi(xk, yr). As constantes a;, b; e ¢; sdo calculadas resolvendo o sistema acima

-1

a; 1 o1 Vi1
bi| = (1 z2 wo Vi | - (A4)
Ci 1 z3 ys Vi3

Seja A; a drea do elemento triangular, a inversa desta matriz é dada por

-1

1 o ap g Qa3
1
Iz yo ~ oA B B2 Bs (A.5)
(]
1 z3 ys Y1V V3
To Y2 1 N 1 W
Q] = = T2Y3s — T3Y2, Q2= — = T3y —T1Ys3, Q3= = T1Y2 — T2Y1 (A.6)
3 Y3 T3 Y3 T2 Y2
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1 1y 1y I wn
pr=- =y2—ys, Pa= =ys—y1, P3=— =% Y2 (A7)
1 ys 1 ys 1y
1 xo 1 z 1 =
7= = T3 — T2, V2= =21 — T3, V3= =T2— 11 - (A8)
1 x3 1 x3 1

Subsistindo (A.4) em (A.2), obtém-se

a1 Q9o QO3 Vi1 Vi1
1 ~ -
vi(w,y) = [1 T y} A Br B2 B3| |vie| = [fl fa f3] Vig | = fiT'Uz' = 'Uz‘sz‘a

T Y2 V3 V53 V53

(A9)

onde as fungdes f;, sdo denominadas fungoes de forma,
1
fr = E(ak+x6k+y’7k)a k=1,2,3 (A.10)

v; é vetor de potenciais elétricos nodais do i-ésimo elemento e f; é o vetor de fungdes
de forma.

Para associar o potencial elétrico do elemento com sua resistividade, usa-se o
principio variacional correspondente a (2.17) [52],[136, p. 231],[137] para materiais

isotropicos

1 1
7T¢=—/ —||E||2dV—/ vi(—J;.7y)dA, (A.11)
v, Pi av;

7

onde V; é o volume do i-ésimo elemento, n; é o versor normal as arestas do elemento
e J; é o vetor densidade de corrente elétrica livr, imposta nas arestas do elemento.
A primeira parcela representa a energia armazenada em virtude do campo potencial
dentro do i-ésimo elemento, a segunda parcela representa a energia que atravessa os

bordos do elemento através da corrente elétrica imposta (condi¢do de contorno).

10 sinal negativo dentro da segunda integral é usado para manter a convengdo de que correntes
positivas entram no elemento e correntes negativas saem do elemento.



210

Usando (A.9) para aproximar ¥ em (2.9) e substituindo em (A.I1)), chega-se a

1 1
mi=g [ o= Veldv - [ a0f (- dingia (A12)
2 Vi p’l aVi

cujo gradiente da fungdo potencial elétrico do elemento é dado pela derivacdo de (A.9)

/I_}.
v ofn  ofs 0fs i
Ox oz Ox Ox ~
Vou; = — | = F,5,. A.13
i dv; on ofs ofs | | U2 i (A-13)
dy %} dy Jy
Vi3

Substituindo (A.13) em (A.12) e notando que | — Vu;||? = Vo Vu;, obtém-se

1 1
B { / —FZ.TFZ-dV} 5 — &7 { fi(—Ji.ﬁi)dA} . (A.14)
2 v, Pi av;

O ponto estaciondrio deste funcional ¢ encontrado impondo % = 0, o que resulta em

v; Pi

&4

[ lF;fFidV V; = [ fi(—Ji.ﬁi)dA} (A.15)
av;

Yo, = I, (A.16)

onde Y; € R3*3 é chamada matriz de condutividade local do i-ésimo elemento e I; € R3*!

é chamado de vetor de correntes externas local.

Como a imposicdo de corrente elétrica é feita através de eletrodos posicionados
em 0f2, somente 0s elementos finitos que representam a interface dos eletrodos
apresentam J; # 0. Para os elementos que representam o interior do dominio, J; = 0
e, por consequéncia, I,=o.

Realizando a integracdo de Y, adotando uma espessura h uniforme para o

elemento e considerando resistividade homogénea e isotrépica, chega-se a

B+ Bibe+mv2 Bifs+77s
Yi(pi) = 1A, Bz + 3 B33 + 23| - (A.17)
sim. B2 + 2
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A.1.2 Dominio 3D - Elementos Tetraédricos

Considere um elemento tetraédrico, com vértices numerados conforme Figura[A.2]

(74,Y4,24)

(1,y1,21) (w2,y2,22)

Figura A.2: Elemento tetraédrico: numeracdo dos nés.

Ao longo de todo o dominio, a fun¢do que descreve o potencial elétrico é dada pela

composigdo do potencial elétrico em cada elemento,
\II(I‘,y,Z) = Zwivi(xvyvz)a (A18)
i=1

onde w; vale 1 quando (z,y,2) estiver contido no i-ésimo elemento e vale 0 caso
contrdrio e v;(z, y, z) é o potencial elétrico dentro do i-ésimo elemento da malha, sendo

aproximado por uma fungdo interpoladora linear do tipo
vi(x,y) = a; + bix + ¢y + d;z, (A.19)

cujos os coeficientes a;, b;, ¢; e d; sdo fungdes dos potenciais elétricos nos quatro vértices

do elemento. Seguindo os mesmos passos do caso 2D, chega-se em

_Uﬂ_
v =[h £ g £ |7 =fa=af (A20)
13
| Vid |
cujas fungdes de forma fj sdo
Ix ! (ar + 2B + Yy + 20k), k=1,2,34 (A.21)

T 6Y,
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onde V; é o volume deste tetraedro e

T2 Y2 22 €
a1 = |\x3 Ys 23|, Q2= —|x3
Ty Ya 24 T4

1 y2 2 1

Bi=—11 y3 =23, B2=1|1

1 Ya 24 1

1 o z9 1

71 =1 xr3 23|, V2= — 1

1 x4 24 1

1 i) Y2 1

01=—11 x4 Y3! do =1

1 Tq Ya 1

O principio variacional é dado

caso é

dv;
ox

VUZ' i

v
0z

1 oz 1 Y1 2 r1 Y1 21

Y3 23|y Q3 =|To Y2 225 Q=" |T2 Yo 22 (A.22)
Yg 24 T4 Y4 24 xr3 Ys 23

1z 1 Y1 2 1 Y1 z1

ys 230> B3=—|1 yo 22|, Ba=1|1 y2 2 (A.23)
Ya 24 1 ya 24 1 y3 23

1 2 1 = = 1 z1

X3 23| Y3 = 1 i) Zoly V4= — 1 T2 292 (A24)
Ty 24 1z 2z 1 x3 23

1 Y 1 1 Y 1 1 Y1

x3 ys|, 03=—|1 x3 2|, 0a=|1 2 uo (A.25)
T4 Y4 1 T4 Y4 1 T3 Y3

of, ofs ofs op| | UM
oz oz oz oz v
ofi 0f2 Ofs Ofa o
dy dy dy dy

V;3
Ofi 9f: Ofs Ofa
0z oz oz 0z

Via

por (A1), porém o gradiente do potencial neste

(A.26)

Realizando a integracdo de (A.15), assumindo que a condutividade elétrica do

elemento seja isotrépica, chega-se na matriz de condutividade local

Yi(pi) = 36V

sim.

B4+~ +67 BiBa+mv2+ 0102 BiBs+ vz + 0103 B1Ba+ Yiya + 0104

B3 +73 + 63 B33 + y2y3 + 0203

B3 +~3+63

B2B4 + Y2v4 + 6204
B3P + Y374 + 0304
Bi+i+ai |
(A.27)
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A.1.3 Dominio 3D - Elementos prismaticos de base triangular

No caso de malhas 3D extrudadas de uma malha triangular 2D, pode-se encontrar,
para cada elemento triangular da projecdo, trés elementos tetraédricos que juntos
preenchem o volume de um prisma de base triangular. Com isto em mente, pode-se
trabalhar com elementos prismaticos ao invés de tetraédricos, com o intuito de reduzir
o ntimero de incégnitas do problema inverso. Entretanto esta reducdo impde que os
elementos que compdem este volume prismaético apresentem a mesma resistividade.
A matriz de condutividade local do elemento prismético pode ser determinada
a partir da matriz local de cada um dos tetraedros que o compde. Fazendo isto, o
elemento prismatico resultante apresenta fungdes de interpolagdo do potencial elétrico

linear por partes.

A B C

Figura A.3: Divisdo do prisma em trés tetraedros: numeragdo dos nés.

Para calcular a matriz de condutividade do prisma de bases triangulares e paralelas,
primeiro ele é dividido em 3 tetraedros, conforme a Figura[A.3l Eles serdo identificados
por sobrescritos #, # e ¢ respectivamente. A Tabela [A.J] mostra como ¢ dividido o

prisma em 3 elementos.

Tabela A.1: Numeracdo dos nos.

elemento n61 né62 né63 no4
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Identificando os elementos da matriz de condutividade (A.27) por y;;, com i,j €

{1,2,3,4}, as matrizes locais dos tetraedros, considerando a numeracdo do elemento

prismatico, sdo

vt vt
Y4
a1
L3V
Sim.
v 0
0
5B 1
b36vPpf
Sim.
v S
y$a
o 1
O
sim.

A
Yis
A
Y23

A
Y33

0
0
0

0
0
0

o o o O

b,
0
0

B
Y1

c

Y21

i
0

C
Y

o o o o o

B
You

B
Y12

B
Y22

o o o o O

yiy

ysh

Y4y
0
0

A
Yiq

yd
0
0

i

B
Ya3

B
Y33 ]

C
Y23
e

0

C
Y13

0

C
Y33

1

=M A28
soviA M (A.28)

R VY (A.29)
36VEP |

__ 1 e (A.30)
36VEpy '

Sabe-se que V{1 = VB = V¢ =V, pois o prisma tem bases paralelag. Assumindo que

pit = pP = p¢ = p;, a matriz de condutividade local do elemento prismatico é dada por

f’@-(p@-) =

onde V; é o volume dos tetraedros.

36V p;

(M* 4+ M? + M©), (A.31)

ZNote que os tetraedros A e B tém bases iguais a base do prisma entdo, pela férmula do volume de
piramides, seus volumes sdo de um ter¢o do volume do prisma cada um. Com isto, o volume do terceiro
prisma deve ser também de um ter¢o do volume do prisma.
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A.1.4 Matriz Global

O principio variacional aplicado em todo o dominio discretizado corresponde a

somatériaH de todas as matrizes locais e vetores de corrente dos elementos

Y(p)=> Yilp) (A.32)
I= i I, =0, (A.33)

onde Y € R™ é a matriz de condutividade global, I € R™ é o vetor de correntes
externas impostas, p € R" é o vetor de resistividade dos elementos, m é o niimero de

noés e n é o nimero de elementos da malha.

A.2 Elementos que compdem a interface dos eletrodos

A discretizagdo dos eletrodos segue Hua et al. [52]. Neste trabalho, o modelo completo
de eletrodos é discretizado em elementos finitos de duas dimensdes. Neste trabalho,
uma extensdo 3D é feita para este modelo.

Cada interface de eletrodo é dividida em elementos quadrildteros planos (2D) ou
hexaédricos (3D). A Figura[A.4 mostra uma interface 2D, composta por dois elementos.
Neste caso, os nds 1, 2 e 3 estdo em contato com o dominio e 0os nds 4, 5 e 6 estdo em

contato com a superficie metélica do eletrodo.

eletrodo

5 i 4
- interface
2 3

/
dominio

Figura A .4: Discretizagdo da interface. (adaptado de Hua et al. [52]).

Duas hipéteses sdo usadas pelos autores:

1. Considera-se que os potenciais elétricos nos nés que estdo em contato com o

3Antes da somatéria é necessario mudar a numeragéo dos nés do sistema local para a numeragao
global da malha.
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eletrodo (no caso 4, 5 e 6) sdo iguais devido a pequena resistividade elétrica do

material do eletrodo;

2. Aespessura t da interface tem dimensdo muito menor que a largura a do eletrodo

(t < a).

A seguir mostra-se o equacionamento dos elementos quadrildteros e hexaédricos

do modelo de interface de eletrodo.

A.2.1 Modelo da interface dos eletrodos 2D

Seja o elemento retangular que compde o i-ésimo eletrodo, : = 1,2, ..., e, cujos nds sdo
numerados conforme a Figura[A.5l Com esta numeracéo, os nés 1 e 2 estdo em contato

com 0f2e os nds 3 e 4 estdo em contato com a parte metdlica do eletrodo.

1 2

Figura A.5: Elemento retangular: numeragao dos nés e dimensdes.

Criando um sistema de coordenadas local (Oz'y’), com origem no centro do

elemento e com os eixos paralelos as arestas, pode-se utilizar as fun¢des de forma

fi=sGa=d)Gt =) = —(Gat @)t - y) (A3
fi=—(Gat )G+, fi=(za— )Gt +y) (A35)
fo=|h £ £ f) (A36)

para interpolar o potencial elétrico dentro do elemento. f, é o vetor funcdo de
forma do elemento retangular. A matriz de condutividade local Y, é determinada
através do principio variacional (A.1I). Integrando-se o termo da esquerda de

(A.I5), mostra-se que a matriz de condutividade local do elemento retangular, com
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resistividade isotrépica é dada por

a
2

Y, = lFfFrdV =b /

31 -
/ “FTF,dyd, (A.37)
Vier P -t P

a
2

onde b é a largura do eletrodo, perpendicularaaet, e

ofi Of2 Ofs Ofa
ox!  ox'  Ox' ox’
F, — . (A.38)
Ofi Of2 Ofs Ofs
oy’ oy’ Oy oy

Integrando-se (A.37) no volume do elemento, chega-se a

a; a9 a3 a4

~ b a; ag a
Y, = o (A.39)
6atp ay  as
sim. a

ap = 2a% + 2t |, ay = a® — 2t?

as = —a’? —t> |, a4 = —2a% + 2.
Agora, considerando que ¢t < a,

a; =2a> , ay=a’

as = —a’? , a4 = —2a’.

No caso de elementos da interface, a matriz de correntes externas local ndo serd mais o
vetor nulo. A determinagdo do vetor de correntes local é feita através da integragdo do
termo da direita de (A.I5).

Como apresentado, a corrente elétrica é imposta ao longo da aresta 3-4 do elemento,
que estd em contato com a superficie metélica do eletrodo. Desta forma, a integral

reduz-se a

Fo=b [ foey = t/2)(—T ). (A.40)

a
2

Considera-se também que o vetor densidade de corrente elétrica que atravessa a

interface é perpendicular a aresta 3-4, entdo o produto escalar (—J.72) é J se a corrente
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atravessa a interface entrando no dominio, ou —J se a corrente atravessa a interface
saindo do dominio. Por tltimo, admite-se que a densidade de corrente seja uniforme

ao longo de toda a aresta. Isto resulta em
T T
[0 0 1 1] =+ [0 0 1 1} : (A.41)

onde I = Jab é a corrente total imposta no eletrodo.
Como o0s nos 3 e 4 estdo em contato com a superficie metdlica, que apresenta
resistividade elétrica muito menor que a interface, pode-se supor que v3 = v, e pode-se

criar um n6 virtual 3’ que representa ambos, conforme Figura[A.6l

4 3 3’

t —

Figura A.6: Elemento retangular: unido dos nés.

Ao impor que v3 = vy, chega-se a

Y, o, =1,
_ T
vV = [’Ul (%) U3/:|
2 1 -3
~ ba
Y, =— — A.42
6l 2 -3 (A.42)
sim. 6

T

Pode-se isolar o termo ¢p e considerd-lo uma tinica grandeza fisica que caracteriza a
resisténcia por unidade de drea de contato do eletrodo (unidade SI Qm?), que sera
nomeado p’ pardmetro de eletrodo.

Por fim, a matriz local da interface do i-ésimo eletrodo, Y:M(,o;), 1=1,2,...,eé
composta pela soma das matrizes de todos os elementos retangulares, considerando

um mesmo parametro de eletrodo p para todos os elementos. A Figura [A.7 mostra
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uma interface composta por n — 1 elementos retangulares. O n6 virtual é o mesmo

para todos os elementos quadrildteros e é o ultimo na numeragdo local do eletrodo.

n+1

(n-1)*a

Figura A.7: Modelo de eletrodo com n — 1 sub elementos quadrilateros.

.. L L. - ~ele
A corrente é injetada através do né virtual n + 1, entdo I; g o o0 ... 0 L]Y

onde [; é a corrente elétrica total injetada no i-ésimo eletrodo.

A.2.2 Modelo da interface dos eletrodos 3D

Seja o elemento hexaédrico de faces paralelas, que compde o eletrodo, numerado
conforme a Figura[A.8 Com esta numeragdo, os nds 1 a 4 estdo em contato com 9Qe
os nds 5 a 8 estdo em contato com o eletrodo metalico.

8 7

ot
.
o
o
.
K
o
o
.
o

Figura A.8: Elemento hexaédrico: numeracdo dos nés e dimensdes.

Criando um sistema de coordenadas local com origem no centro do elemento

hexaédrico e os eixos paralelos as arestas do mesmo (Oxz'y'2’), pode-se utilizar as
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seguintes funcdes de forma

1 1 1 1

Ji= _abt(ﬁa - $')(§b - ?/)(575 —2'),
1 1 1 1

fa= _abt<§a + $/)(§b+ y/)(at —2'),
1 1 1 1

fs = @(ﬁa - $')(§b - ?/)(575 +2'),
1 1 1 1

= (cat+a)(sb+y) (5t + ),

f ( /)(217 Nt +2")

abt "2

2

fo= | £

J1
fe
fe

et )G -G ) (AL
(GG )G ) (A
et G- )G ) (AL
%(%a—x’)(%berl)(%tJrzl) (A.46)
fS]T (A.47)

para interpolar o potencial elétrico dentro do elemento. A matriz de condutividade

local Y, é calculada com o principio variacional (A.1l). Procedendo de maneira

analoga ao caso 2D, mostra-se que a matriz de condutividade local é dada por

B abtp

a; ag as

a1 aq

aq

sim.

ap = a?b? + b2 + a2

0 =1
as = 1

0 =1

as = —3(
s = =K
"
ag = —(

a4

as

a2

a

(a®b? — 20%t% + a?t?)
(2% — 2022 — 2a%t2)
(a20% + b2 — 24212
2a%0? — b*t? — a®t?)
2020 + 20%% — a?t?)
a?b? + b2t + a*t?)
2a%0? — b*t? + 2a%t?)

as

ag

az

as

ai

ag

as

as

az

az

ay

az

as

as

ae

as

Q4

a

as

ar

ae

as

a4

as

a2

a

=>t<a,b=

(A.48)

a; = a?b?

as = 3(a’b?)

5 = H(a)

as = 1(a®b?)

as = —(a?b?)

ag = —%(asz)

a7 = —H(a)

ag = —%(asz)

A determinacdo do vetor de correntes local é feito através da integracdo do termo da

direita de (A.15). Procedendo como no caso 2D, chega-se em

I, =+

Jab

4

T
[00001111]-

(A.49)
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Similar ao caso 2D, os nés que estdo em contato com o eletrodo possuem o mesmo

potencial elétrico (n6s 5 a 8) e podem ser representados por um tnico né virtual

5’, conforme Figura [A.9 Com isto, as quatro tltimas colunas e linhas da matriz de

condutividade local podem ser somadas.

8 7

Figura A.9: Elemento hexaédrico: unido dos nds.

Com esta modificacdo, o sistema local (A.16) do elemento torna-se

Y v, = I
T
Up = |v1 VU2 U3 U4 U5/]
1 1 1 9
L5 135 —1
11 _9
L 5 7 —3

~ ab
h= — ]_ l _2
9tp 2 "1
9
L =3
sim. 9

- T T
Ih:ijab[o 000 1} :j:I[() 000 1] .

(A.50)

. . . crelet p
Por fim, a matriz local da interface do eletrodo Y, ~ (p}) é composta pela soma das

matrizes de todos elementos hexaédricos que a compde, considerando um mesmo

parametro de eletrodo p) para todos. A Figura mostra uma interface composta

por n — 1 elementos hexaédricos. O n6 virtual é o0 mesmo para todos os elementos e é

o ultimo na numeracao local do eletrodo.
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Figura A.10: Modelo de eletrodo com n — 1 sub elementos hexaédricos.

.. , L. . zele
A corrente é injetada através do n¢6 virtual 2n + 1, entdo I; fo [0

onde /; é a corrente elétrica total injetada no -ésimo eletrodo

A.2.3 Matriz Global

. . relet .
Ap6s montadas as matrizes locais Y. " (p)) de cada uma das i = 1,2,

~elet . .
os vetores de correntes I, , pode-se somé-los a (A.32) e (A.33)

Y(po=1I

Y(p) =D ¥ilp) + ¥ tp)

i=1

I— ifz I if:let’
i=1 =1

0 ... 0 I,

..., e interfaces e

(A.51)

(A.52)

(A.53)

onde Y € R™™ J € R™ e p € R"* é o vetor composto pelas resistividade dos

elementos e pelos parametros de eletrodo.



Apéndice B
Autoadjuntividade do operador A,

Define-se o operador linear A4, : S; — Sy por
Apd 2 Wloa(p, J(s)). (B.1)

onde S; e Sy sdo os espagos de fungdes da corrente J(s) e potencial elétrico V|sq
respectivamente.

E de interesse mostrar que este operador é autoadjunto. Para tal é necessério
identificar os espagos duais S} e Sy, e mostrar que o operador dual A4} : S5 — S5 é
iguala A,.

Pode-se considerar que J e ¥|sq pertencem a L?, espago de fungdes com norma

1/2
vl = </ | v |? d:zc) < 0. (B.2)
o

Fisicamente falando, este é o espaco de correntes e potenciais elétricos com energia

finita. Com esta hipétese, pode-se identificar prontamente os espagos duais por

E possivel dar uma interpretacéo fisica para os espacgos duais apresentados. Um
funcional linear e limitado qualquer F'(v) : V' — R é uma fungdo linear que leva de V'

aR.
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Costuma-se representar este funcional através da notagdo de chaves, também

denotado por par dual
Fy-(v) = (v,v"), (B.4)

onde v* é um vetor do espago dual V* a ser determinado. De fato, mostra-se que é
possivel identificar univocamente cada funcional com um elemento v* deste espaco.
Além disto, quando V for um espago de Hilbert, pelo teorema de Riesz, o funcional

linear e limitado pode ser representado pelo produto interno
Fy(v) = (v,v%). (B.5)
Para o espaco L? C H?, esta equacdo assume a forma
Fp(v) = / v.u* dA. (B.6)
o0

Voltando a fisica do problema, a poténcia instantanea P : S; x Sy — R que entra

em 2¢ calculada através da integral

P= / JUaq dr, (B.7)
(019

que é um produto interno em L?. Fixando por hora o potencial elétrico ¥ |sq, a poténcia
P pode ser vista como um funcional que leva do espaco de correntes para os niimeros

reais. Comparando (B.6) com (B.7) identifica-se prontamente que
J* = Wlog (B.9)

e, por consequéncia,

12

S* =~ Sy. (B.9)
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Fixando agora a corrente J, (B.Z) pode ser vista como um funcional que leva do

espago dos potenciais elétricos para os nimero reais. Identifica-se entdo que

Ut =1 (B.10)

Sk~ S (B.11)
Para mostrar agora que A, é autoadjunto, parte-se da identidade bilinear
(Vlog, Vloa) = (/. ))& (A, Vloa) = (J, ALV 5q). (B.12)
Substituindo
(Apd, J) = (J, A5J). (B.13)

Substituindo os pares duais pelos equivalentes produtos internos e assumindo

grandezas reais, tem-se

/ JASJdr = / A, J.Jdx (B.14)

o o

/ (JAST — Ay J)de = 0 (B.15)
o

/ J(A5T — A, J)dz = 0. (B.16)
o

Considerando um J arbitrério, para que a integral se anule sempre é necessério que
AT —-A, =0 & A=A, (B.17)

mostrando que o operador A, é autoadjunto.



226



Apéndice C

Detalhes de implementacao do SR-UKF

C.1 Equacdes do cdlculo da matriz de covariancia do

algoritmo SR-UKF

O algoritmo do SR-UKEF utiliza uma fatoragdo QR e uma (des)atualizacdo de Cholesky
para o célculo dos fatores de Cholesky das matrizes de covariancia do estado e das
medidas. Esta se¢do detalha o processo.

Inicialmente, seja a varidvel aleatéria y € R", relaciona com outras duas varidveis
aleatérias x € R" e v € R", assumidas independentes, através de y = X + V. Deseja-se
determinar SY, fator de Cholesky (inferior) da matriz de covaridncia de y, a partir de
N amostras de X, cuja média é conhecida & e de vV que ja possui covaridncia conhecida

I'". A estimativa da covariancia de y é dada por

rV=——> (x;—z)(x; — )" +T". (C.1)

Definindo Ax; = 7=, pode-se mostrar que

IV = AxgAx] + AXAXT + T (C.2)

AX:[Aa:l Az, .. AWJ, (C.3)

onde AX € R™¥~1 é composta pelos vetores Ax; com excegé de Az,. Calculando

10 termo com Az, foi deixado propositalmente fora de AX por hora. Ele serd tratado
separadamente mais a frente.
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. T e ~ .
uma raiz quadrada de I'” = /I'"./I'""" e substituindo na equagdo anterior, pode-se

agrupar os dois dltimos termos da direita em uma matriz B € R"*("+N-1)

IV = AzgAzx) + BB (C.4)

- lax 17, (C5)
A decomposicdo QR de B" é dada por

R, AXT
QR = [Q1 Q2} 0 = QR = \/ﬁT

onde R, € R"*" ¢ triangular superior, Q, € R N-1>xm e Q, € ROFN-DX(N-1) 550

: (C.6)

matrizes ortogonais [138, sec. 4.1.1]. As matrizes R, e Q, sdo tnicas e R, coincide com
o transposto da fatoragdo de Cholesky (inferior) de BB", denominada nesta tese S.

Substituindo esta decomposicao em (C.4), tem-se
IV = AxgAx] + R"QTQR = AxyAx] + RIR, = AxyAx] + SS™. (C.7)

Neste ponto, pode-se fazer uma relacdo direta deste resultado com ao

identificar

AX = /WEX P — @) (C.8)

VT = AT}, (C.9)

ou seja, a equagao computa R} de (CF).

A dltima etapa necesséria é a inclusdo do primeiro termo Az,Ax; em S. Esta
etapa pode ser apresentada da seguinte maneira:

Dada a fatoracio QR de B* = QR, determinar a nova fatoracido da matriz (B’)"

onde

B = |Az, AX JT7| = |Ax, B|. (C.10)
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A inclusdo deste ultimo termo em S é visto, portanto, como a atualizacdo da
fatoracao QRH de uma matriz cujo ntiimero de colunas foi aumentado de um.
Esta inclusdo consiste de uma atualizagdo de posto 1 de R} = S e pode ser obtida

através da atualizagdo de Choleskyt], representada por

SY = cholupdate(S, Az, 1) (C11)
v = SY(SY)". (C.12)

Finalmente, pode-se fazer a relacdo direta deste resultado com (5.23)) ao identificar

Awo = 1/ WOC(XISJr”k — jk+1|k>. (C13)

A justificativa para a separagdo da primeira realizacdo =, das demais realiza¢des no

calculo da matriz I'Y é devido a problemas numéricos da UT.

C.2 Equacdes do SR-UKF para estimacao dos parametros
do modelo de evoluc¢ao

Inicializagao

Seja p € R" o vetor de parametros a ser estimado e

Po = E{po} (C.14)
St = chol(TEP), (C.15)

onde chol(M) representa uma fungdo que retorna o fator (triangular inferior) de

Cholesky de uma matriz M.

Ap6s a inicializagdo, para k = 0, 1, ... as fases de propagacdo, predigdo das medidas

e atualizacdo do filtro sdo repetidas sucessivamente:

ZNeste problema, apenas a atualizacdo do fator R é necessdria.
3 Este algoritmo é descrito em detalhes no Apéndice



230

Propagacao do filtro
Em vista da falta de dindmica na componente nominal da equagdo de evolucdo dos
parametros (5.2), a fase de propagacdo pode ser simplificada.

As estatisticas de p; ), sdo calculadas com

Pri1jp = Py + AR} (C.16)
1
Sk = %527 (C.17)

onde n €0, 1] é um fator de esquecimento analogo ao utilizado em filtros RLS. Esta
abordagem impde um esquecimento exponencial em medidas passadas, mantendo o
filtro aberto para novas medidas. E equivalente a escolher uma matriz TY = (! —

1)I'?, como apresentado em Wan e Merwe [103]. Outra opcéo é utilizar

S =Sk + D (C.18)

. 1/2
Dy, = —diag (5}) + (diag (S})° + diag (A{T}"(A])")) . (C.19)

Nesta segunda opgdo, diag(A) é uma fun¢do que retorna uma matriz contendo apenas
. . P, . PN . P

a digonal da matriz A e I'}) é a matriz de covaridncia do ruido do processo v;. A

matriz D aproxima o efeito de reduzir a matriz de covaridncia do ruido de processo

P .
I';, conforme o filtro converge.

Predicao das medidas
1-) O conjunto de 2r + 1 pontos sigma {P; |, }i, e seus pesos W; sdo amostrados da

seguinte forma

Piiijk = P (C.20)
Phiae = Posp+7 S| o i= 1o (C.21)
Pt = Proap — 7 [Sgﬂ‘k] by P= LT (C.22)
A
W — C23
0 (T+ )\) ( )
A
We = 1 — a? C.24
1
WM = W= — =12 (C.25)
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ondey=+vr+Ael=a*2r+k)—r.

2-) O conjunto de pontos sigma é observado pelo modelo (5.8)
yli+1|k = hk+1<¢k(‘r’%k7 7Dli—i—1|k7 uk) + B£+1éz+17 1= 17 vy 2T7 (C26)

onde &, é a ultima estimativa obtida com o filtro em paralelo para estimacdo do estado.

3-) As estatisticas de y,, |, sdo calculadas com

2r

Ypt1)k = Z W Viian (C.27)
i=0

Sy =ar <lv WeVetie = Uren) By FZZI}) (C.28)

Shi1jx = cholupdate (SZ%/H\;C’ Vesile = Ynsio Wff) ; (C.29)

D . . . . A . L
onde ,/I';., é uma matriz raiz quadrada da matriz de covariancia do ruido de

3 P
observacdo €; ;.

Atualizacgdo do filtro

1-) A covaridncia cruzada entre p; e Y, é determinada por
2r
Ll = Z WP = Prgape) Visie — Urs) (C.30)

=0

2-) As atualizacoes de p e S” sdo calculadas com

U= FZil\k/(‘SZ—i-l\k)T (C.31)
K =U/S!, (C.32)
Dit1 = Pryap + Ko (i — Yisn) (C.33)
Si+1 = cholupdate{S} ., U, -1}, (C.34)

onde a operagdo B/ A representa a solucao eficiente do sistema linear X A = B, onde

A é triangular.



232

C.3 Modelo linearizado de observa¢ao utilizando a

mudanga de variavel

A seguir é apresentada a lineariza¢do da equagdo de observagdo (2.40), em relacdo a ¢.

C.3.1 Regra da cadeia para derivativos matriciais

Sejam os vetores x € R", y € R™ e z € R? relacionados por

y=y(z) (C.35)
z = z(y). (C.36)

Por defini¢do, o derivativo de um vetor z com relagdo a um vetor x é

dz1 9z
a oz, 7 Oz,
z A . . .
— = : .. : . (C.37)
ox
9zp Ozp
oz, 7 Oz, pxn

Os termos desta matriz podem ser expandidos pela regra da cadeia para varidveis

escalares

azizzazi% i=1,....p, j=1,....n. (C.38)

8xj p 0y, (%cj

Substituindo novamente em (C.37), chega-se ao resultado

S 0z1 Oyk 3 021 Oyk 9z1 Oz oy1 9y1
Py k oy, 0z " k oy, oz, Ay, T Oy, ox, ' Oz, 92 6y
ox ' OJy Ox
S, 2o O S, 2o Oy 9zp 0zp | | Oym Oym
k oy, Oz, " k oy, oz, Ay, 7 Oy, ox, ' Oz,

(C.39)
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C.3.2 Modelo linearizado de observagao

Expandindo (2.40) em série de Taylor em torno de um vetor ¢, qualquer e desprezando

os termos de ordem superior, tem-se

0€) = v + 2| () (C40)
Co

onde v,({,) é notagdo simplificada para v;(¢({;)). A derivada parcial da equagdo

acima pode ser reescrita com o uso da regra da cadeia (C.39)

¢ _ Ohilp) _ Ohy(p) 0p (C.41)

J a&  9p I

A primeira derivada parcial é dada por (2.45). A segunda pode ser reescrita

9p1 9p1
op a¢, T 9g,
L (G : : 7 Cc.42
o : : (C42)
9pn 9pn
8{1 e BCH nxn

cujas derivadas parciais de seus elementos sdao

o0 (%)
7 7 B Z:j

Ip; . EA
82) . e (-5)] . (C.43)

(

0 , 1F£]

\

Portanto a matriz Jacobiana modificada para a lineariza¢do em torno de ¢, é dada pela

matriz jacobiana original multiplicada pela matriz jacobiana da funcdo p = ¢(¢)

8h ~
H‘|C0 = ]<p) = HJ|P0J<|C0' (C44)

8C Co
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Apéndice D

Atualizacao e desatualizacao de

Cholesky

2

Seja A € R™" uma matriz positiva semi-definida, cujo fator de Cholesky S € R"*" é
conhecido.

Suponha agora o problema de se calcular o novo fator de Cholesky da matriz
modificada A’ = A + cuu®, onde v € R* é um vetor e @ > 0 é um escalar. O
modo mais imediato seria calcular a matriz A’ e, por fim, o novo fator de Cholesky.
Entretanto, esta operagdo requer um ntimero de operagdes da ordem de n?.

A atualizacdo de Cholesky lida com este problema sem a necessidade de calcular
novamente o fator de Cholesky, mas através de modificagdes na matriz S diretamente,
utilizando apenas n? operagoes. Este processo também ndo necessita o armazenamento
de Aou A'.

A atualizacdo de Cholesky determina o novo fator de Cholesky da matriz
A’ = A+ auu’, enquanto que a desatualizagdo de Cholesky determina o fator de
Cholesky da matriz A’ = A — auu’, contanto que esta continuar positiva definida.

A propriedade utilizada para deduzir a atualizagdo de Cholesky diz respeito a sua
relacdo com a fatoragdo QR: mostra-se que o fator de Cholesky (inferior) de uma matriz
M"™M é o transposto do fator R da fatoracio QR de M [139, p. 230]. Utilizando
esta relagdo, a atualizagdo de Cholesky é feita através da atualizagdo da fatoragdo QR.
Algoritmos para atualizagdes QR de diversas formas podem ser encontradas, como
adi¢do/remocdo de linhas ou colunas, permutagdo de linhas ou colunas, entre outras.

Para mais detalhes, ver Stewart [13§, sec. 4.3]. Para esta tese, apenas modifica¢des para
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a adicdo e remocao de linhas sdo necessarias.

Os algoritmos utilizam duas operag¢des ortogonais em matrizes, a rotacdo de Givens
e a reflexdo de Householder. Estas operagdes sdo apresentadas a seguir e na sequéncia
sdo também apresentados os algoritmos para a (des)atualizagcdo de Cholesky.

Para mais propriedades sobres os algoritmos e detalhes de implementacdo, ver

Stewart [138, cap. 4.1 e 4.3] e Golub e Loan [139, cap. 5 e se¢. 12.5].

D.1 Rotac¢ao de Givens

Inicialmente para um caso em R?, a matriz de rotagdo no plano ou matriz de rotagio de

Givens é dada por
G = : (D.1)

onde s e ¢ sdo notagdes simplificadas para sinf e cosf, e 6 € [0, 2n[ é chamado angulo
de rotacao.

T
Aplicando em um vetor v = [a b] # 0, obtém-se

ac + bs
v =Guv = , (D.2)

bc — as

que representa uma rotagio do vetor v no sentido anti-hordrio de um angulo 6. E de
interesse encontrar o valor de ¢ que rotaciona o vetor para a orientagdo horizontal,
pois neste caso introduz-se zero em sua sua segunda componente. O dngulo 6 para tal
é encontrado igualando a componente y do vetor rotacionado ¥’ a zero e resolvendo a

equacdo para s e ¢, com a condigdo extra s? + ¢* = 1. Uma das solugdes é

b
c:g, 5= -, (D.3)
r r
que resulta em
r
v = , r=vVa2+b = v (D.4)
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Esta rotacdo é de interesse pois pode ser utilizada para introduzir zeros em
elementos especificos de uma matriz. Doravante, (¢, s) = GeraTheta(a,b) representa
a fungdo que, dados os valores a e b, calcula c e s que zeram a componente b.

Para um caso em R", pode-se utilizar a rotagcdo de Givens para zerar um elemento

especifico de uma matriz. O operador rotagio no plano (i,j) de uma matriz é dado por

I
c s i
G;; = I ) (D.5)
—5 c J
I
i J

cujas matrizes identidade possuem dimensdes compativeis e os demais componentes
de G, ; sdo preenchidos com zeros. Nota-se que esta matriz é composta pela matriz
identidade, com a inclusdo da matriz de rotagdo G nos elementos correspondentes as
linhas e colunas i e j, portanto define um operador ortogonal.

Considere, como exemplo, uma matriz A € R**?

(D.6)

-~

I
VEIVEIVEY
Moo <9
VEIVEIVEY

onde X representa um valor numérico arbitrario. Deseja-se deseja zerar o componente
b = [1(3,2), utilizando também o elemento a = [A] ) para calcular o angulo da
1
OLl.

rotaca

!Qualquer outro elemento da coluna 2 poderia ser utilizado.
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Criando o operador G, 3 com os valores (c¢,s) = GeraTheta(a,b) e aplicando o

operado em A, obtém-se

r

Al - G173A = (D7)

VI
Moo < 9
VEIVEIVEY
o
o

X
0
X

Somente as linhas de A com indice i e j sdo modificadas neste processo e o elemento
[Al]s 2 é zerado como esperado. Em uma implementagdo eficiente da rotacdo de Givens,
a multiplicacdo G; ;A ndo é realizada, pois basta notar que as linhas modificadas sdo

dadas por

[A/](i,:) =Cx* [A](i’:) —+ s * [A](ﬁ) (D8)
[A] ) = —s * [A] i) + ¢ x [A] o), (D.9)

onde [ -](;.) representa a i-ésima linha de uma matriz.

Doravante, A’ = Givens(A4, i, j, k) designa a fungdo que calcula a rotagdo de Givens
em uma matriz A, cujas linhas a serem modificadas sdo i e j, zerando o componente
(ji k).

A rotacdo de Givens pode ser utilizada sucessivamente para triangularizar
eficientemente uma matriz de Hessenberg superimH. A seguir mostra-se um diagrama
do algoritmo para transformar uma matriz de Hessenberg superior em uma matriz

triangular superior T'. Em cada passo, os termos a e b da rotagdo estdo destacados.

a X X X X X X X X X X X
bl X X Gi,2 0 (05} X Ga3 0 X X Gs.4 0 X X
= g g
0 X X 0 b X 0 0 ag 0 0 X =T.
0 0 X 0 0 X 0 0 b3 0 0 O
Givens(A,1,2,1)  Givens(A’,2,3,2) Givens(A”,3,4,3)

(D.10)

2Uma matriz de Hessenberg superior tem zeros em todos os elementos abaixo da primeira
sub-diagonal principal.
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TriHessGivens(M) representa a funcdo que

triangulariza uma matriz de Hessenberg M superior, utilizando rota¢des de Givens

seguindo o algoritmo descrito.

No caso de matrizes cheias, que ndo estdo prontamente na forma de Hessenberg, a

rotacdo de Givens também pode ser usada. Para a primeira e segunda colunas de A,

tem-se

ay X X (05) X X

X X X | g X X X | aus
— —

X X X by X X

b, X X 0 X X

Givens(A,1,4,1)  Givens(A',1,3,1)

X X X X X X

0 Qg X G2, 0 as X Gaj3
= =

0 X X 0 by X

0 by X 0 0 X

Givens(A",2,4,2) Givens(A™ 2,3,2)

Q)
<
€]
=]

o o o X
S o Mo
e e

»

~—~

SECEI
SECEN

A

=
<

—_

[\
—_
~—

e assim sucessivamente até que a matriz esteja triangularizada.

o o o X
SEECRESERS
e e e

(D.11)

Esta operagdo em matrizes cheias, entretanto, requer muitas operagdes algébricas.

Uma forma alternativa e mais econOmica nestes casos

Householder, que serd apresentada sa se¢do seguinte.

Como ultima observagdo, nota-se que

A =G A

A” - GQA, - G2G1A

T = GpGp_1 e GQGlA.

utiliza a reflexdo de

(D.12)
(D.13)

(D.14)

Seja p o numero de operadores G, aplicados em A necessdrios para torna-la

triangular superior. Entdo a matriz

P = GpGp,1 e G2G1

(D.15)
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é ortogonal e
T=PA < P'T=A, (D.16)

com P" ortogonal e T triangular superior. Em outras palavras, esta é a fatoragio QR

de A.

D.2 Reflexao de Householder

Seja uma matriz H € R"*", dada por

2
) 2 N ——y R (D.17)

— v
]l

Esta matriz tem a propriedade de refletir um vetor & em relagao ao plano ortogonal ao
vetor v. Mostra-se também que H é um operador simétrico e ortogonal. Um pequeno
exemplo em R? clarifica a apresentacao.

Sejav = [—1 1]T exr — [3 1]T. Neste caso,

, 2 T 0 1| |3 1
r=Hzx=(l-—vv |x= = . (D.18)
[o][3 1ol |1 3

A figura Figura [D.Tlmostra a reflexdo no plano R?.

3T x’
2+ L
//
v 1+ e x
///
-2 —-1,7 1 2 3
L

Figura D.1: Representacdo gréfica da reflexdo de Householder do vetor  em relagdo

ao plano ortogonal ao vetor v. A linha tracejada indica o plano de reflexdo.

Pode-se entdo encontrar um vetor v que seja capaz de refletir o vetor x sobre o eixo

é1 = [1 0 ... 0] , zerando os demais elementos deste vetor.
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A partir da defini¢do (D.I7), chega-se a

T
 =Hzx = (H L’U’UT) T=x— (2'0_:10) v, (D.19)

o3 o3

onde o termo entre parénteses na direita é um valor escalar.
Como «' € span{é;}, entdo obrigatoriamente v € span{x,é;}. Desta forma,
escolhendo-se v = x + aé;, substituindo na equagdo anterior e coletando os termos,

chega-se a

do (1 Aeiron) Y, (eonon Y,

22 + 20 + o2 xTx + 20xé; + o?

onde z; é o primeiro componente do vetor x. Para que &’ € span{é; }, é necessario que

o primeiro termo entre parénteses seja zero, logo

o 2(l=]l3 + ax)
|3 + 201 + a2

=0< a==t|z|- (D.21)
e portanto
v=x=|x|é;. (D.22)
Finalmente, substituindo o valor de v em (D.20), chega-se a
' = Hx = F|x||.€;. (D.23)

A escolha do sinal para o« ndo é importante sob ponto de vista teérico, mas pode
fazer diferenca numericamente. Para mais detalhes e para métodos alternativos, ver
Stewart [138, p. 289] e Golub e Loan [139, p. 210].

Doravante, v = GenHouse(x) designa a fun¢do que calcula o vetor v a partir do
vetor « de tal forma que ' seja maltiplo de é;. Em outras palavras, zera todas as
componentes de ' exceto a primeira.

Seja uma matriz X € R™ particionada em vetores-coluna de tal sorte que
X = [wl XJ . Identificando a primeira coluna com um vetor a ser refletido, pode-se

montar uma matriz H; com v; = GenHouse(x).
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Aplicando esta reflexdo em X resulta em

= = Fllzdle ™
HlX: H1m1 H1X1] = |:m/1 Hle] - 0 % s (D24:)
2

onde r; € R™*(m~1 e X, € RC~D*m1 compdem a particio H; X .

Seja agora a particdo de X, em vetores-coluna X, = [mQ X2]. Identificando a
primeira coluna com um vetor a ser refletido, pode-se montar uma segunda reflexao
no subespaco R dado por H 5 € RO=Dx(n=1) com g, = GenHouse(x,) e expandir

para R"

1 0
H, = - (D.25)
0 H,

Aplicando este operador em H; X, tem-se

= o Aol
Fllxls 7T FllT1]|2 L
HH,X = H, = . = Fllzalla
0 X9 0 HyX, 0
0 X3
(D.26)
Doravante, X' = House(X,i,j) designa a fun¢do que calcula a reflexdo de

Householder de uma matriz X, identificando como vetor « o trecho da j-ésima coluna,
iniciando na i-ésima linha.

A seguir mostra-se um diagrama do algoritmo para transformar eficientemente
uma matriz em uma matriz triangular superior. Em cada passo, o vetor = utilizado

é destacado.

X X X X X X X X X X X X
X X X 0 X X 0 X X 0 X X
7 7 a2
X X X 0 X X 0 0 X 0 0 X =T.
X X X 0 X X 0 0 X 0 0 0
House(A,1,1) House(A, 2,2) House(A, 3, 3)

(D.27)
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A mesma observacdo feita para a rotacdo de Givens é valida aqui: Seja p o numero
de operadores H; aplicados em A necessdrios para torna-la triangular superior. Entdo

a matriz
P:Hpprl...HQHl (D28)

é ortogonal e também define a fatoragdo QR de A.
Nas se¢des posteriores, T' = TriHouse(M ) representa a fun¢do que triangulariza

uma matriz M, utilizando reflexdes de Householder seguindo o algoritmo descrito.

D.3 Atualizacao de Cholesky

Sejam A = X X T onde A € R e X € R™™ m > n, e o fator de Cholesky (inferior)
de A =SS".

A fatoragdo QR equivalente ao problema é dada por
QR = X", (D.29)

onde R= S".
A determinagdo do novo fator de Cholesky de A’ = A+auu™ é equivalente a achar

a nova matriz R’ de

QR = X' (D.30)
T
x - [Vou | (D.31)
XT

Incluindo a nova linha na fatoracdo QR, tem-se

Lof |vaut] | vau! (D.32)

0 Q R X7

QR = X', (D.33)

onde @ continua ortogonal, mas R ndo é mais triangular superior.
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Multiplicando pela esquerda por QT em ambos os lados,

~T

R-0"x" (D34)

Resta agora encontra uma série de transformacdes ortogonais que transformem
o termo da esquerda em triangular superior. Determinadas estas transformagoes, a

matriz P que as contém pode ser usada para encontrar a nova fatoragdo QR

PR=PQ'X’ (D.35)
R = (@)X (D.36)

onde R’ é triangular superior e
S = (R)". (D.37)

A determinacdo de R’ pode ser feita utilizando rotacdes de Givens. De fato, R é
Hessenberg superior e pode ser triangularizada com R’ = TriHessGivens(R).

Caso a atualizagdo for do tipo A" = A + aUU?Y, onde U € R™?, ou seja, uma
atualizacdo de posto p > 1, pode-se proceder da mesma maneira para cada coluna de

U. Porém neste caso é preferivel, montar a matriz R como

- aU"
R = ve (D.38)
R
e proceder a triangularizagio com R = TriHouse(R) para reduzir o namero de

operagoes.

D.4 Desatualizacao de Cholesky

Para A = X X", cujo fator de Cholesky ¢ S = R", o problema de encontrar o novo
fator de Cholesky de A’ = A — auu? é de dificil solugdo pois X néo é conhecida em
geral.

Como a remogio de uma linha de X' é equivalente ao produto externo
T

X X" — zz", a determinagdo do novo fator de Cholesky de A’ = A — auu’ é
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equivalente a achar a nova fatoracio QR de X' com esta linha removida.

A desatualizagdo pode ser feita com w arbitrério, contanto que A’ continue positiva
definida.

O ponto chave do método é notar que supondo A’ = A — auu? positiva definida,
esta matriz apresenta fatora¢do de Cholesky A’ = (R)TR' e poderiamos fazer uma
atualizacdo de Cholesky para encontrar R de A, como descrita na segdo anterior. Resta
agora inverter o processo.

Seja o operador ortogonal P obtido pela atualizacdo de Cholesky para adicionar

Vau a R, entd

R R
P = (D.39)
Vau 0
PR=R. (D.40)

Considere agora o primeira passo desse algoritmo, que gera a rotagdo para a

primeira coluna de R. Seja a seguinte particio das matrizes deste primeiro passo:

c 0 s| | 7 T T
—s 0 c| |u w3 0

Este é o passo que zera o elemento u,; através de uma rotagdo com 74,. Salienta-se que
nesta equagdo i, ¢, S, T, € 2 devem ser determinados a partir dos valores conhecidos
11, T12, U1 € U2.

Inicialmente, a transformacao ortogonal ndo altera a norma dos vetores, entdo
P29 9 A 2
Conhecendo 7}, c e s podem ser determinados
/
5 “n

c=—, s§=—. (D.43)

11 T11

*Nesta equacéo, ao contrario do apresentado na atualizagdo de Cholesky, a linha adicionada é a
dltima. Esta mudanga é feita para facilitar a explicagdo e ndo afeta o resultado.
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De (D.41) obtém-se também

T T
/T Tio — SU,

T
e
iy = cuy — sr']. D.45

Com isto, determina-se a primeira linha de R'.

/ /T
1 T

R = . (D.46)

Uma vez que 1, foi determinado, pode-se repetir o processo com a matriz

~ R22
R= , (D.47)
Uy
cuja parti¢do agora é
c 0 s| |rhy 75 Tos Ty
0 1 0/|0 Ri|=1]0 Ral, (D.48)
—s 0 cf |ug wuj 0 g
para obter a segunda linha de R’
o [ ]

e assim sucessivamente até completar a matriz R'.
O algoritmo falha se o termo dentro da raiz quadrada em (D.42)) tornar-se negativo.
Isto significa que a matriz deixou de ser positiva definida. Este algoritmo também falha

se (D.42) for igual a zero pois neste caso ¢ = 0 e as divisdes ndo pode ser calculadas em

D.44).



Apéndice E

Método Level Set para segmentacao de

imagens

Nesta parte do apéndice apresenta-se a formulagdo do método de segmentagdo por
curvas de nivel (Level set) utilizada neste trabalho. Inicia-se discutindo as formas de
representacdo implicita e explicita do bordo de uma regido fechada e alguns resultados
do cédlculo que servirdo de auxilio. Apods é apresentado o método Level set e a
formulacdo que ndo necessita de reinicializagdo. Por fim critérios de parada para o
algoritmo iterativo e demais detalhes de implementagdo. Para mais informacdes a
respeito do método, ver Osher e Fedkiw [140], Osher e Paragios [141], Sethian [142], Li
et al. [133].

E.1 Funcdes explicitas e implicitas

Seja o problema unidimensional de particionar a reta real em duas regides, limitadas
pelos os pontos © = —1 e x = 1. Uma regido compreendida entres estes valores, e
a outra regido composta pela unido das duas semi-retas restantes. Neste problema,
identifica-se e nomeia-se as duas regides e sua interface: {1~ = (—1,1), nomeando-a
interior, Ot = (—o0,1) U (1, 00) nomeando-a exterior e a interface 92 = {—1,1}. No
caso unidimensional, as regides apresentam dimensao 1 e a interface dimensao 0. Mais
genericamente, as regides estardo em R” e a interface em R™ 1.

Pode-se representar esta interface de duas maneiras: a representacdo explicita e a

representacdo implicita. No primeiro caso, identifica-se explicitamente todos os pontos
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que compdem a interface. Para este primeiro exemplo 02 = {—1, 1}. Na representagdo
implicita, identificamos a interface como uma curva de nivel de uma fungéo ¢(z) € R",
definida em todo o dominio. Uma possivel func¢do para este exemplo seja ¢ = 2? — 1,
cuja curva de nivel ¢(z) = 0 representa a interface desejadall.

A Figura[E.Tlmostra a fung¢do ¢ definindo a interface das regides Q2 e Q™ em ¢(z) =

Figura E.1: Fungdo implicita ¢ = 2% — 1 definindo as regides " e Q.

Em duas dimensdes, seja o problema de separar uma regido circular, de raio
unitdrio centrado na origem. Usando a representacdo explicita, a interface é descrita
por 02 = {z | ||z|| = 1}. Na representacdo implicita pode-se adotar a funcéo
d(z,y) = 2* + y* — 1, definida em todo R?, cuja curva de nivel ¢(z,y) = 0 define a
interface desejada.

Na representacdo explicita, é necessdria a parametrizacdo da interface para
sua manipulagdo e estudo. Neste mesmo exemplo a parametrizacdo é dada por
0 = (cos(s),sin(s)), s € [0,2n], porém a determina¢do de uma parametrizagdo para
uma interface de formato arbitrdrio ndo é simples de ser obtida, sendo geralmente
aproximada por splines.

No caso mais geral em R", a representacdo explicita necessita de uma
parametriza¢do de uma hiper-curva em R"~! enquanto que na representagdo implicita,
é necessdria a definicdo de uma funcdo em R" (ou em parte dele).

Na prética sempre trabalha-se com discretiza¢des destas entidades, desta forma
algum tipo de interpolagdo deverd ser usada para encontrar ou aproximar todos os

pontos da interface. No caso da representagdo explicita, uma forma aproximada

10 valor da curva de nivel que representa a interface é arbitrariamente definido. Usualmente é
atribuido o nivel zero.
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de descrever a interface é através do conhecimento de um ntamero finito de pontos
pertencentes a interface e usando uma interpolacdo para aproximar a hiper-curva
nos demais pontos. No caso da representacdo implicita pode-se também fazer
uma discretizagdo, porém serdo necessdrios pontos amostrados em todo o R" para
aproximar a fun¢do. Para reduzir o nimero de pontos, pode-se discretizar uma regido

menor D C R™ usando um ndmero finito de pontos, ou ainda aproximar a fungéo ¢

apenas em uma vizinhanga apropriada da hiper-curva de nivel de interesse.

E.1.1 Propriedades

A representacdo implicita tem uma série de caracteristicas geométricas que a torna

mais vantajosa quando comparada com a representacao explicita:

2

1. Mesmo nos casos em que a parametrizacdo da interface é possivel na
representacdo explicita, classificar os demais pontos * ¢ x; como pertencente
a 0t ou a Q necessita um grande esforco computacional. J4 na representacdo
implicita, basta observar o sinal de ¢(x): se ¢(x) < 0, entdo x € 2~ ese ¢(x) > 0,

entiox € QF;

2. Operagdes booleanas com regides na representacdo implicita sdo elementares.
Sejam ¢, e ¢, duas fung¢des implicitas que destacam duas regides. Entdo f =
min(¢q, ¢2) representa a unido das duas regides, f = max(¢1, o) representa
a intersec¢io das duas regides, f = —¢; representa o complemento de ¢, e
f = max(¢1, —¢y) representa subtrair a regido 2 da regido 1. Na representagio
explicita estas operagdes ndo sdo possiveis de serem obtidas apenas com as
parametrizagdes 0 (s) e 92, (), um grande trabalho computacional é necesséario

antes da operagao booleana;

3. O vetor gradiente

(09 0¢ 0¢ n
Vo = (8—33,@,&,...) e€R (E.1)

é perpendicular as curvas de nivel e apontaH para o sentido de .

ZExceto nos pontos de estacionariedade de ¢ onde o gradiente é o vetor zero. Mostra-se que estes
casos ndo sdo problematicos e pode-se arbitrar uma direcdo para V¢.



250

4. Definindo o versor n = a curvatura local x(x) de uma curva de nivel pode

Vo
Vellz”
ser definida pelo divergente de 7

ong, N on, N on,
ox dy 0z

klx)=V -1 = +.... (E.2)

Com esta defini¢do, a curva de nivel serd localmente convexa se x(x) > 0, concava

se k(x) < 0 e plana se x(x) = 0. A Figura[E2mostra estas regides.

Figura E.2: Curva de nivel de ¢ destacando regides com curvaturas diferentes.

E.1.2 Ferramentas

Algumas ferramentas do célculo sdo tteis no tratamento da representacdo implicita.

A fungdo caracteristica x~ da regido interior (2~ é definida por

X (®) £ . (E.3)

x) = . (E.4)

H(¢) = ) (E.5)
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pode-se reescrever as fungdes caracteristicas como

X" =H(¢(x)) (E.6)
X~ =1-H(¢(x)) = H(=o()), (E.7)

que sdo formas mais convenientes de se trabalhar.

A integral de uma fungdo f(x) sobre a regido (2~ é definida porH

Vi = /f dw—/f z))dz. (E.8)

Nota-se que a integral é calculada sobre todo dominio Q2 e que x (x) elimina da

integral toda a regido Q. Similarmente, a integral de f(x) sobre a regido Q* é definida

Vi s / f(x)x"(x)dx = / f(z . (E.9)

Uma ultima integral necessaria é aquela calculada sobre a interface 0. Para isto,

por

utiliza-se a Delta de Dirac n-dimensional.
Por definicdo, a derivada direcional da distribuicao de Heaviside na direcao de um

vetor n qualquer ¢é a distribuicio Delta de Dirac n-dimensional (z):
o(x) 2 VH(¢(x)) - 7. (E.10)

Usando a defini¢do anterior para H(¢), a distribuigdo 4(x) serd ndo nula somente
na interface d¢). Pode-se expandir esta dltima expressdo, através da regra da cadeia
aplicada a uma distribuigdo [143] e usando a defini¢do do versor normal ja definido

anteriormente

3 Vo(x)

o(x) = H'(¢(z)) V() - Vo), = H'(¢(x))[IVo()|2, (E.11)

3Chamada integral de volume no caso de regides 3D, integral de drea no caso de regides 2D ou integral
de comprimento no caso de regides 1D.
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ou ainda, usando a relacao entre o de delta de Dirac e a Heaviside unidimensionais,

o(z) = 6(o(x)) Vo (z)||2. (E.12)

A integral de uma fungdo f(x) sobre a interface 0f2 é definida entao pot@

52 / ()5 () dee = / F(@)5(6(x) | V() oz, (E.13)

Note que a integral é calculada sobre todo dominio 2.

As equagoes (E.8), (E9) e (EI3) eliminam a necessidade de separar as regides de
interesse do dominio para calcular algumas integrais, sendo entdo adequadas para uso
com a representacdo implicita.

Por dltimo, um comentdrio de ordem pratica. Ao invés de utilizar o delta de Dirac,

opta-se por uma aproximagao suavizada:

0 ll<e
6(0) =14 , (E.14)
L(1+cos(mpfe)) , |o|<e

onde € é um parametro escolhido.

E.1.3 Funcao distancia com sinal

Até o momento, foi escolhida como func¢do implicita a familia de fung¢des que
apresentam a curva de nivel ¢ = 0 delimitando a interface desejada e que ¢ < 0 em
Q" e ¢ > 0em Q. Nada além disto foi imposto. Nesta se¢do introduz-se uma sub
familia de fun¢des que apresentam algumas caracteristicas que permitem um melhor
comportamento numérico dos algoritmos.

Considere a fungio distincia, definida por

d(z) = min (||z — 2|2, (E.15)

€0

implicando que d(x) = 0 se € 0.

*Chamada integral de superficie no caso de regides 3D, integral de comprimento no caso de regides 2D
ou integral de ponto no caso de regides 1D.
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Para um dado z, seja «. o ponto na interface mais préoximo de x (ver Figura [E.3).

Figura E.3: Vizinhanca de um ponto x.

Pode-se reescrever a equagdo anterior como d(x) = | — x.|2. Além disto,
ligando-se o ponto x ao ponto . por um segmento de reta, nota-se que para todo
ponto y sobre este segmento, . é também o ponto da interface mais préximo de y.
Este segmento é o caminho de menor distancia entre x e a interface, ou seja, este é o
caminho steepest descent de d(x). Calculando o vetor gradiente Vd verifica-se que este
aponta de x. para = e a sua norma € unitaria: ||Vd||; = 1.

Este raciocinio é apenas geralmente valido pois pode-se construir exemplos onde
existam mais de um ponto com distancia minima. Neste caso, o vetor Vd ndo é tinico.
Em Osher e Fedkiw [140, p. 19], mostra-se que o problema de ndo unicidade de solugdo
para Vd nestes casos ndo é grave e basta adotar uma das solugdes para o gradiente que
o método convergira.

Usando a defini¢do de funcdo distancia, pode-se definir a funcgdo distancia com sinal

que serd usada como fun¢do ¢ no método:

dlz) , xeQt
p(x) =4 0 , T eI . (E.16)
—d(x) , ©eQ

Esta funcdo apresenta duas caracteristicas importantes a mais das apresentadas na

sec¢do anterior:
1. O médulo do gradiente é unitério: |Vo|. = 1;

A

2. Dado um ponto z, pode-se escrever x. = x — ¢(x)n.
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Voltando ao exemplo 1D da secdo anterior, a fun¢do implicita que representa 0f2 é

dada por ¢(z) =| z | —1, como pode ser visto na Figura [E.4]

o(x) =| x| -1

Figura E.4: Funcdo implicita ¢(z) =| = | —1 definindo as regides Q2" e Q.

Nota-se que ||[V¢|l2 = 1, exceto para © = 0, onde a derivada ndo estd definida.
Esta singularidade ndo acarreta problemas na implementagdo numérica pois devido
a amostragem em intervalos discretos dos pontos no dominio, pode-se mostrar que
Vol € [0,1], o que torna o método numérico estavel, tomando-se as devidas
precaugoes.

No caso 2D da se¢ao anterior, a fungio implicita é ¢(z) = /22 + 42 — 1. A mesma
observacado vale aqui para o ponto (0,0) onde a derivada direcional desta fun¢do nao

existe.

E.2 Meétodo level set e segmentacao de imagem

O método level set aplicado a segmentagdo de imagem modifica iterativamente a fungdo
¢ de modo que sua curva de nivel ¢ = 0 posicione-se ao longo do bordo da entidade
na imagem que se quer segmentar. Por bordo, considera-se uma diferenca contrastante
entre pixels proximos. O exemplo mais simples é o caso de uma imagem em tons de
cinza, onde se quer segmentar um objeto destacado do resto da imagem. Neste caso, o
bordo é identificado por uma variagdo do nivel de cinza da imagem.

Uma imagem [ € R" pode ser vista como uma fung¢do / : D — R, onde o dominio
D é o conjunto de indices dos pixels da imagem, usualmente amostrados a intervalos
regulares no hiper-prisma D = [0,7] x [0,73] x ... x [0,7,], onde r; é a resolucdo da

imagem na i-ésima dimensdo. Desta forma, cada pixel pode ser identificado como
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um ponto € € D. O contra dominio pode ser toda a reta real, porém usualmente
I apresenta um supremo e um minimo finito e pode ser entdo normalizado para o
intervalo [0, 1]. Aqui considera-se o problema de segmentar uma imagem em tons de
cinza.

Seja agora v(x) : D — R™ um campo vetorial, funcdo da imagem e definido de
forma que v(x) = 0 em todos os pontos no bordo 952 que se quer segmentar.

O interesse é resolver o problema dindmico

dx

— = Q .
pm v(x), Va € 09, (E.17)

com condigdes iniciais 9t = 0) = 0, até a convergéncia. Em outras palavras,
deseja-se utilizar v como um campo de velocidades agindo nos pontos do contorno, em
um problema de valores iniciais. Nota-se porém que esta formulagdo necessita de uma
representacdo explicita de 0f). Diz-se que esta equagdo esta na descrigdo Lagrangeana do
movimento.

Para se trabalhar com a representacdo implicita, é necessdrio transforma-la na

descrigdo Euleriana do movimento. A seguir algumas propriedades de ambas as

descricdes:

Descricao Lagrangeana do movimento: Descreve as propriedades de cada ponto,
acompanhando-as em suas trajetérias ao longo do tempo.
e O observador (sensor) desloca-se junto com o ponto;
e Os pontos sdo observados individualmente como uma fungdo do tempo;

e As propriedades de cada ponto sdo fungdes exclusiva do tempo, por
exemplo: P;(t),v;(t) para posicdo e velocidade do i-ésimo ponto no instante

L.

Descri¢ao Euleriana do movimento: Consiste em fixar os sensores em um local no
espaco e considerar todos os pontos que passam por esse local em um intervalo

de tempo.

e O observador (sensor) ndo desloca-se junto com a particula;

e As propriedades de interesse sdo medidas em um local fixo no espaco,

enquanto os pontos passam;
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e As propriedades de cada ponto sdo funcdo do espago (posicdo de
observacdo) e do tempo, por exemplo: P(x,t),v(x,t) para posi¢do e

velocidade na posigdo x e instante t.

A relacdo entre as duas representa¢des pode ser facilmente desenvolvida. Seja F'
uma propriedade qualquer, funcdo da posi¢do e do tempo. Considera-se aqui um
dominio em R? por simplicidade. O seu diferencial em torno de um ponto, em um

determinado instante , e do tempo é (representacdo Euleriana)

OF  OF  OF
F=""dt+ 2 de+ T ay. .
AF = Gpdt+ 5ode+ 5 dy (E.18)

Restringindo os aumentos dx e dy de forma que eles sigam a trajetéria de um ponto
no intervalo dt: dz = u(z,y).dt, dy = v(z,y).dt, onde u e v sdo as velocidades em z e y

do ponto, chega-se na representagdo Lagrangeana

oF oF oF
F = a7 a . * ~ . . .
d o dt + o u(z,y).dt + 3y v(x,y).dt (E.19)
Finalmente, dividindo os dois lados por dt
dFF  OF OF OF OF
er _orf 97 or _OF s |
o o) g vley) = g+ VE (), (E.20)

que é a relacdo entre as duas representa¢des. Considerando F' = ¢ e sabendo que

¢(x) = 0 para toto = € 052, em todos os instantes, chega-se a

¢ _,_ 99 _
= =0= 5+ Vo v =0 (E.21)

Agora, ao invés de resolver (E.17), resolve-se

%+v¢-v:0, x €, (E.22)

que é mais estdvel numericamente, apesar do aumento da carga computacional. Esta

equacao é conhecida como level set equation.
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O v _
Usando a relagdo nn = ol chega-se a

¢ _0¢ . . ~ 09 B
5 +Vo-v= e + ([[V|l27) - (v 7o + vit) = B + 0, ||Vl =0, (E.23)

onde v, e v, sdo as componentes normal e tangencial da velocidade v em relagdo a 052
e t é o versor tangencial a mesma. Nota-se, portanto, que a componente tangencial da

velocidade v em relacdo ao bordo d€) é naturalmente eliminada pelo produto escalar.

E.2.1 Reinicializacao

Ao inicializar a fun¢do ¢ com a funcdo distancia com sinal e usar a equagdo de evolugdo
(E22) iterativamente, a cada nova iteracdo ¢ serd apenas aproximadamente uma
funcdo distancia com sinal. Conforme as itera¢des avangam, esta aproximacgao torna-se
cada vez pior, o que pode tornar-se catastréfico. Por este motivo, a formulagdo cléssica
do método necessita reinicializar, de tempos em tempos, a fungdo ¢ para corrigir a
sua forma e manter a estabilidade do algoritmo. E interessante que a reinicializacao
mantenha o valor atual de ¢ nos pontos em 0f2 e corrigir os demais pontos.

Quer-se que a fungdo tenha a propriedade ||V¢||; = 1. Entdo pode-se considerar

resolver a equagao

0¢ B
5 TlIVel=1 (E24)

iterativamente até a convergéncia para uma nova func¢do distancia com sinal, com a
esperanca de que ndo haja mudanca nos pontos onde ¢ = 0 e que nos demais pontos,
¢ seja corrigida. Porém ndo ha garantias de que ndo haja mudangas da curva ¢ = 0, o
que de fato ocorre.

Para contornar isto, pode-se resolver dois problemas de contorno

9o

% Vel =1, =eq* (25)
9
a—f Vo= -1, e, (E.26)

e os valores ¢(x), z € 02 (ou proximos dele) sdo usados como condi¢do de contorno.
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Usando a fungédo sinal sign(¢), pode-se juntar as duas

%0 — sign(6)(1 ~ [V6]l) (£27)

Infelizmente ainda restam alguns problemas: (i) A reinicializagdo é muito custosa
computacionalmente, (ii) ainda podem ocorrer influéncias da reinicializagdo na
interface 02 em alguns casos, (iii) se ¢ estiver muito distante de uma fungao distancia
com sinal, pode ser que a reinicializacdo falhe e (iv) ndo ha um método robusto de
decidir quando hé necessidade de reinicializagéo.

Por conta de todos estes desafios, um equacionamento que evita a reinicializacdo

de ¢ foi desenvolvido em Li et al. [133]

E.2.2 Formulagdao sem reinicializacao

O novo equacionamento baseia-se em uma formulacdo variacional do problema. O
Objetivo é criar uma fungdo custo e minimiza-la em funcdo de ¢. Trés parcelas sdo

consideradas

E(9) = pP(9) + ALy(0) + v.Ay(9), (E.28)

onde 1, A\, v sdo pardmetros a serem ajustados. Nesta equagdo, a primeira parcela P(¢)

é um custo de afastamento de ¢ em relacédo a funcao distancia com sinal,

P(o) = [ 5(IV6la~ 1dz. (£.29

A segunda parcela £, penaliza solu¢des com grande comprimento da hiper-curva

¢ = 0. O objetivo é penalizar solu¢des com JS2 muito recortado.

£y = [ s@3(6@)IVo(e) ladz, (E.30)
onde a funcéo g é a funcdo indicativa de contorno.
g(x) = (L+ V(G + D)5)7". (E.31)

Definindo g(z) desta maneira, a fungdo apresenta minimos locais onde o gradiente
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da imagem I é elevado, ela destaca os contornos a serem usados na segmenta¢do. O
termo V(G, * I) = VG, x I é a convolucdo da imagem / com um filtro passa-baixas
gaussiano usado para suavizar a imagem e reduzir a influéncia de ruido.

A terceira parcela A, penaliza solu¢des nas quais {2~ apresenta pequenas areas (se

v < 0) ou grandes 4reas (se v > 0)

Ay = [ @) (~of@)a. (E32)
Q
Pode-se entdo usar o método steepest descent para encontrar o(um) minimo de £(¢)
iterativamente
o0&
Ok = Pr—1 — At% (E.33)
o€
% —pulAg = V-n] = A5(¢)V - (gn) — vgd(9), (E.34)

onde A¢ é o laplaciano de ¢.

E.2.3 Critério de parada

O método iterativo para a segmentagdo deve ser interrompido por algum critério de
parada. Dois critérios foram utilizados neste trabalho. A parada ocorre se ambos os
critérios forem satisfeitos.

O primeiro critério é baseado no tamanho da atualiza¢do da fungédo implicita. Foi
usada a norma L, na matriz que contém a atualizagdo da funcdo ¢ entre duas iteracdes
sucessivas. Esta matriz é formada considerando que a (E.34) resulta em uma matriz
Agy, cujos elementos contém a atualizacdo de ¢ na k-ésima iteragdo. O primeiro critério

é satisfeito se a seguinte inequacgéo for verdadeir

_ 1Adl

rro...Tnp

C < e, (E.35)

SPara a avaliacdo do critério de parada, considera-se a norma elemento a elemento de uma matriz,

. 1/p .
ouseja [ Al, = (X, | [Alu ) . Assim,
Al = max{] (4], I}

|AllL = Z | [Algig |-
i
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onde A¢r = ¢p—dp_1 = —At% é uma matriz cujos elementos apresentam as mudangas
de ¢ entre a iteracdo atual e a anterior, ¢; é um parametro para ser ajustado e r; é a
resolucdo da imagem na i-ésima dimensao.

O segundo critério é baseado na mudanga da regido segmentada. Considerando
duas fungdes implicitas em itera¢des sucessivas ¢ e ¢;_1, calcula-se a operacdo XOR
entre os respectivos elementos das duas fung¢des caracteristicas x, e x;_;, compondo

uma imagem Ixor
Ixor = XOR(X,,, Xn_1)- (E.36)

Usa-se entdo a norma L; nesta imagem. O segundo critério é satisfeito se a seguinte
inequacao for verdadeira

I
Cy = Wxorlh. < 6. (E.37)

T1ire ... Ty

O exemplo a seguir mostra o calculo destes critérios para uma imagem 3x3
(T’l = 3, Ty = 3)

Sejam duas matrizes que representam ¢,, € ¢,,_1:

15105 1.0 14 1-01109
funcdo ¢, =| -2.0 | 0.4 | 0.8 funcdo ¢,,_1 =| -1.8 | 0.3 | 0.7
050312 0210211
Critério 1
—0.1 06 0.1
Ap=¢p—dp1=| —02 0.1 0.1 (E.38)
—0.7 0.1 0.1

_ 180ullee _ max(| [Adluy ) _ 0.7

172 9 ?

Ch

(E.39)
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Critério 2

1100 1110 0/1]0
X, =[1]0]0 Xn-1=[1[0|0 Ixor=10|0]0
1100 0[{0]0 1100

I
CQ H XOR”l = Z| ]XOR (4,5) :

rra

(E.40)

Nl )

E.2.4 Detalhes da implementacao

Nesta secdo sdo apresentados alguns detalhes de implementacdo do método.

A-) Devido ao termo de difusdo adicional em relacdo a formulacdo original, ndo
é necessdrio utilizar o método upwind para resolver a equagdo de evolugdo, porém

deve-se selecionar um passo de tempo At, que obedega a condicdo At.p < 0.25.

B-) A inicializacdo da fungdo ¢ pode ser mais relaxada. Usualmente basta utilizar

—c , T
do(x) =< 0 , €I , (E.41)
c , xed

onde c é um parametro a ser ajustado. Em Li et al. [133] sugere-se a relacdo ¢ > 2¢, onde

€ é 0 parametro usado no delta de Dirac suavizado (E14).

C-) Asintensidades dos pixels foram normalizadas entre 0 e 100 e um filtro gaussiano

foi utilizado para suavizar a imagem antes da segmentacao.

D-) O filtro gaussiano 2D isotrépico, isto é, circularmente simétrico, de dimensdes
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2N + 1] x 2N + 1], N > 1 é dado por

S eXp (—iﬁf) exp (JQQQQ) o
Gl = = 5 , 4,7j=—-N,...,N (E.42)
>0 3rs OXP (_szg )
P+ 5
S = ZAzj‘exp (— = ) , (E.43)

onde S é a soma dos elementos da matriz G,, usada para manter ganho unitdrio na
tiltragem e o é o parametro de suavizacado do filtro. Esta fun¢do é convolucionada na
imagem com o pixel de referéncia centrado na matriz G,. Esta filtragem necessita de
um numero de operagdes da ordem de (2N +1)?, porém pode-se reduzir para 2(2N +1)

operagdes com o uso da propriedade da separabilidade do ntcleo gaussiano:

;2

Sesp () Seewp (5) T exp (i

Gl = exp (_i?;f) _ exp (—%) exp (zj;z>> (GG, (BAd)

Portanto o filtro original G, pode ser dividido em dois outros filtros GY e G7,
unidimensionais com nucleos de dimensdes [2V + 1] x 1 e 1 x [2N + 1] respectivamente.

A operacdo de convolugao, usando os filtros unidimensionais é
G,+x1=(GG;) 1 =GY (G, +1), (E.45)

ou seja, a convolugdo original é dividida em dois filtros em cascata, um na direcdo

horizontal e outro na direcdo vertical. A ordem dos filtro ndo é importante pela

associatividade e comutatividade do operador convolugao.

E-) E utilizada uma interpolagio do mapa de resistividade elétrica nos centréides dos
n elementos da malha de elementos finitos para um grid de pixels em coordenadas
cartesianas na segmentacdo das imagens. Para cada pixel da imagem interpolada
ij,i=1,...,m,j =1,...,n, 0 valor da intensidade do pixel (resitividade) é dado

por

D h—1 €XD <_%) Pk

) = -
S

(E.46)
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onde d;;(c;) é a distancia, em unidades métricas da malha entre o centréide do k-ésimo
elemento da malha e o pixel [/](; ;). A dimensdo de cada pixel em unidades métricas
é calculada através da divisdo das dimensdes da malha, pela resolugdo em pixels da

imagem. O parametro o regula a suaviza¢do da imagem na interpolagéo.

F-) O célculo numérico das derivadas parciais em foram realizadas através de
diferencas finitas. Seja uma funcdo f, definida em pontos i = 1,2,...,m, distantes

entre si Az. As aproximagdes por diferencas finitas, com erro de ordem Az? sdo

g_jj - fli+ 1)2;;“(2’ —1) (E.47)
% - —3f(1) +21Z :52) —f(3) (E.48)
% - f(m—z)—4£(Arr;— 1) +3f(m) (E.49)
gi‘é - fli—1) —QAfg(;Hf(Hl) (E.50)
% - 2f(1) —5f (2)A;4f (3)—f(4) (E.51)
% - —f(m = 3)+4f(m —za)ﬁ— 5f(m —1) +2f(m) (E.52)

Para as demais coordenadas, as férmulas sao anélogas.

G-) Apos a determinagdo da fungdo ¢ no grid que representa os pixels da imagem, é
necessdrio avaliar se um determinado elemento da malha de elementos finitos pertence
a regido Q= ou Q*. Isto foi feito utilizando uma interpolacdo bilinear para avaliar o
valor de ¢ no centréide P de um elemento.

Dado o centréide P = (zp,y,), denomina-se A, B, C' e D os quatro centros dos
pixels que determinam o menor retangulo ao redor de P, como na Figura Sejam

ainda ¢4, ¢, ¢c e ¢p os valores de ¢ avaliados nestes pontos.
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Figura E.5: Interpolacao bilinear.

A interpolacgdo é realizada em dois passos. No primeiro, interpola-se, sobre a reta

que conecta ¢4 e ¢p, 0 valor de ¢; no ponto de coordenada y = yp. O mesmo é feito

sobre a reta que conecta ¢¢ e ¢p para determinar ¢,. No segundo, interpola-se, sobre

a reta que conecta ¢; e ¢, 0 valor de ¢p no ponto P

o1 = <¢AA_y¢B) (yp —yp) + ¢B

g = (%) (yp —yp) + ¢p

op = (%A_f?) (vp —wp) + 2.

(E.53)
(E.54)

(E.55)



Apéndice F

Resultados dos ensaios

FE1 Resultados dos ensaios para avaliacao do método do

erro de aproximacao

F1.1 Sem o uso de densidade a priori

As figuras a seguir mostram os histéricos das estimagdes nos ensaios. Nestas figuras
sdo apresentados os indices J, J4, J,, Cy, € C, apresentados na Secao Em alguns
graficos de C,, e C,, sdo tracadas linhas tracejadas para ressaltar o limite estipulado

para o critério de convergéncia.
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F)
G 14 1200 300
o]
g 12 1150 250
g
S
g 10 \ 1100 200
o
el \ £ ©
o 8 ~ 1050 ~~ 150
el
< 6 1000 100
2
@ 4 950 50
_
I
=, 900 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
1500 2 20
1400
15
1300 1 15
~ 1200 g - 10
@ )
1100 : 1 1
5
1000 M=
L]
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
(a) Ensaio 1, sem utilizar o método do erro de aproximacéo.
g
G 14 1250 300
o]
g 12 1200 250
g
S 104
g 10 1150 200
o
el £ ©
o 8 ~ 1100 ~~ 150
el
< 6 1050 100
2
o 4 1000 50
@
I
=, 950 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
1500 1.4 15
1400 1 1.2
1300 1 10
1
~ 1200 °
(;E 038 O
1100 ] 5
0.6 ==
1000 1
900 0.4 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(b) Ensaio 1, utilizando o método do erro de aproximagéo.

Figura F.1: Resultados do Ensaio 1. Hist6rico da estimacdo e indices de desempenho.
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E)
G 14 1150 800
g
g 12 1100
g 600
g 10
B i 1050
£
T s ~° 400
° 1000
< 6
= 200
2 j 950
2 A
0
I
=, 900 0 L
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
1800 3 30
1600 25 2
20
1400 2
~ g S 15
1200 15
© 10
1000 1 5
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(a) Ensaio 2, sem utilizar o método do erro de aproximacao.

E)
G 14 1500 800
9
g 12
g 1400 600
S
< 10
"8 € °
o 8 ~- 1300 ~~ 400
E
g 6
= Y 1200 200
2 4
0
9]
= 1100 0 L
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
2200 1 20
2000
0.8 15
1800
~ 1600 s 0.6 5 10
3 )
1400
0.4 5
1200 =
0.2 0
10000 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(b) Ensaio 2, utilizando o método do erro de aproximacao.

Figura F.2: Resultados do Ensaio 2. Hist6rico da estimacgao e indices de desempenho.
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10 120 6
100 5
80 4

resistividade do dominio (2m)

3
~ 60 ~° 3
40 2
20 1 k
o 0 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
120 1 0.5
100 0.8 0.4
80
0.6 0.3
~ 60 R
QE 0.4 Qo2
40
0.2 0.1
20
0 0 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (K) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(a) Ensaio 3, sem utilizar o método do erro de aproximacéo.

£
G 1800 2000
g
& 1600
g 1500
S
'g 1400
-8 ,ﬁE ~° 1000
he 1200
<
]
2 500
=] 1000
.4
& |
= 800 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
4000 0.25 5
3500
0.2 4
3000 ’
2500 o1 M.
~ : ®
2000 (SE Q2
1500 0.1
1
1000
500 0.05 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(b) Ensaio 3, utilizando o método do erro de aproximagéo.

Figura E.3: Resultados do Ensaio 3. Hist6rico da estimacgao e indices de desempenho.
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C;E 12 200 10
8
(= 8
é 150
S
2 . -
Iy ~ 100 ~
"g 4
b 50
z 2
& 2
2]
: .
0 0 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
200 2 0.8
150 15 0.6
~ 100 : 1 .04
3 O
50 0.5 0.2
0 0 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(a) Ensaio 4, sem utilizar o método do erro de aproximacao.

E)
c 3000 2500
g
& 2500 2000
g
S
° 2000 1500
o € ’ﬁn
(]
9 1500 1000
R
>
k= 1000 500
(2}
@
= 500 0 L
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
5000 0.4 1
4000 0.3 0.8
3000
0.2 0.6
~ g s
2000 : 1 @)
0.1 0.4
1000
0 0 0.2
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(b) Ensaio 4, utilizando o método do erro de aproximacao.

Figura F.4: Resultados do Ensaio 4. Hist6rico da estimacao e indices de desempenho.
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resistividade do dominio (2m)

0

0 50 100 150 200

Tempo discreto (k)

200
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0

0 50 100 150 200

Tempo discreto (k)

200

150
£
~ 100

50

0
0 100 200
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2 k
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0 100 200
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0.8
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Q 04

0.2

0
0 100 200
Tempo discreto (k)

(a) Ensaio 5, sem utilizar o método do erro de aproximacao.

20

15
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0 50 100 150 200
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500
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0
0 100 200
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2500

2000

1500

1000

500

0
0 100 200
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10

0
0 100 200
Tempo discreto (k)

(b) Ensaio 5, utilizando o método do erro de aproximagéo.

Figura E5: Resultados do Ensaio 5. Hist6rico da estimagao e indices de desempenho.
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C;E 14 250 15
]
= 12
k= 200
E‘? 10 10
S P . 150 -
/ ~ =~
G 61/ 100
3 5
ke
.; 4
£ 50
2 2
: ; A
% 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
250 2 1
0.8
200 15
150 0.6
~ g 1 R
100 : ) O o4
0.5
50 0.2
0 0 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(a) Ensaio 6, sem utilizar o método do erro de aproximacao.

£
c 25 3500 3000
=
£ 3000 2500
g
_8 2500 2000
o
o € o
o ~ 2000 ~~ 1500
)
= 1500 1000
2
0 1000 ! 500
[
= 0 500 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
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5000 1 1
0.3
4000
0.8
~ 3000 1 g 0.2 5
@ Qos
2000 1
0.1
0.4
1000
0 0 0.2
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(b) Ensaio 6, utilizando o método do erro de aproximacao.

Figura F.6: Resultados do Ensaio 6. Hist6rico da estimacgdo e indices de desempenho.
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C;E 20 300 12
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a 250 10
E 15
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(a) Ensaio 7, sem utilizar o método do erro de aproximacao.

g
G 35 5000 5000
g 4000 4000
S 25
b 3000 3000
S 20§
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o 15 2000 2000
T;’ 10
2 1000 1000
1]
@
13 :
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0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
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10000 0.4 1
8000 0.3 0.8
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~ : 0.2 - 06
4000 ] 3 )
0.1 0.4
2000
0 0 0.2
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(b) Ensaio 7, utilizando o método do erro de aproximagéo.

Figura E7: Resultados do Ensaio 7. Hist6rico da estimacgdo e indices de desempenho.
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(a) Ensaio 8, sem utilizar o método do erro de aproximacéo.

E)
S 5000 6000
=)
g 4000 5000
S 4000
° 3000
o E
o ~° 3000
s 2000
el 2000
B 1000 M
7 1000
@
= 0 0
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)
10000 0.4 1
8000 0.3 0.8
6000
0.2 0.6
~ g ();
4000 1 )
0.1 0.4
2000
0 0 0.2
0 50 100 150 200 0 100 200 0 100 200
Tempo discreto (k) Tempo discreto (k) Tempo discreto (k)

(b) Ensaio 8, utilizando o método do erro de aproximacao.

Figura E.8: Resultados do Ensaio 8. Hist6rico da estimacdo e indices de desempenho.
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Figura F.9: Resultados do Ensaio 1. Hist6rico da estimacgao e indices de desempenho.
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Figura F.10: Resultados do Ensaio 2. Histérico da estimacao e indices de desempenho.
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Figura F.11: Resultados do Ensaio 3. Histérico da estimacdo e indices de desempenho.
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Figura F.12: Resultados do Ensaio 4. Histérico da estimacao e indices de desempenho.
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Figura F.13: Resultados do Ensaio 5. Histérico da estimacdo e indices de desempenho.
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Figura F.14: Resultados do Ensaio 6. Histérico da estimacao e indices de desempenho.
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Figura F.15: Resultados do Ensaio 7. Histérico da estimacdo e indices de desempenho.
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Figura F.16: Resultados do Ensaio 8. Histérico da estimacao e indices de desempenho.



282



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

M. Cheney, D. Isaacson, e J. C. Newell. Electrical impedance tomography. SIAM Review,
41(1):85-101, 1999.

M. B. P. Amato, C. S. Barbas, D. M. Medeiros, R. B Magaldi, G. P. Schettino, G. Lorenzi
Filho, R. A. Kairalla, D. Deheinzelin, C. Munoz, R. Oliveira, T. Y. Takagaki, e C. R. R.
Carvalho. Effect of a protective-ventilation strategy on mortality in the acute respiratory
distress syndrome. New England Journal of Medicine, 338(6):347-354, 1998.

F. C. Trigo, R. G. Lima, e M. B. P. Amato. Electrical impedance tomography using the
extended kalman filter. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, 51(1):72-81, january
2004.

T. H. S. Sousa, F. S. Moura, I. O. Hoffmann, E. D. L. B. Camargo, R. G. Lima, A. R. C.
Martins, D. T. Fantoni, e C. Biasi. In vivo admitivity measurements for regularizations
in electrical impedance tomography. In Proceedings of 21st International Congress of
Mechanical Engineering, 2011.

P. Nopp, E. Rapp, H. Pfiitzner, H. Nakesch, e C. Rushsam. Dieletric properties of lung
tissue as a function of air content. Physics in Medicine and Biology, 38(6):699-716, 1993.

S. Gabriel, R. W. Lau, e C. Gabriel. The dielectric properties of biological tissues: III.
parametric models for the dielectric spectrum of tissues. Physics In Medicine And Biology,
41(11):2271-2293, november 1996. doi: 10.1088/0031-9155/41/11/003.

M. B. P. Amato, C. S. Barbas, D. M. Medeiros, G. P. Schettino, G. Lorenzi Filho,
R. A. Kairalla, D. Deheinzelin, C. Moraes, E. O. Fernandes, T. Y. Takagaki, e C. R. R.
Carvalho. Beneficial effects of the "open lung approach"with low distending pressures
in acute respiratory distress syndrome. a prospective randomized study on mechanical
ventilation. American Journal of Respiratory and Critical Care Medicine, 152(1):1835-1846,
1995.

E. V. C. Leite, S. Gomes, M. A. Beraldo, M. S. Volpe, 1. A. Schettino, M. R. Tucci, S. H.
Bohm, H. Tanaka, R. G. Lima, C. R. R. Carvalho, e M. B. P. Amato. Real-time detection
of pneumothorax using electrical impedance tomography. Critical Care Medicine, 36(4):
1230-1238, april 2008.

E. V. L. Costa, J. B. Borges, A. Melo, F. Suarez-Sipmann, C. Toufen, S. H. Bohm, e
M. B. P. Amato. Bedside estimation of recruitable alveolar collapse and hyperdistension
by electrical impedance tomography. Intensive Care Medicine, 35(6):1132-1137, june 2009.

I. K. Ike e R. G. Lima. ABCM Symposium Series in Bioengineering, volume 1, chapter
Effects of static condensation on electrical impedance tomography. Brazilian Society of
Mechanical Sciences and Engineering, Rio de Janeiro, 2007.



284

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

R. A. Hellmuth, R. G. Lima, e M. B. P. Amato. Pulmonary alveolus” model including
surface tension effects. In Proceedings of the 19th International Congress on mechanical
Engineering, Brasilia, 2007. ABCM.

D. A. A. Miranda. Tomografia por impedancia elétrica utilizando o método de
newton-raphson. Dissertacdo de Mestrado, Escola Politécnica da Universidade de Sao
Paulo, Sdo Paulo, 2002.

M. F. M. Vallejo, E. S. Moura, C. N. L. Herrera, J. C. C. Aya, e R. G. Lima. An algorithm
for real time estimation of electrode position in electrical impedance tomography. In
Proceedings of the Technology and Medical Sciences International 4, Dundee, 2006.

M. E. M. Vallejo, C. N. L. Herrera, F. S. Moura, J. C. C. Aya, e R. G. Lima. The use of
linear programming as search method of images in electrical impedance tomography.
In Proceedings of the 19th International Congress of mechanical Engineering, Brasilia, 2007.
ABCM.

M. E M. Vallejo.  Algoritmo de tomografia por impedancia elétrica utilizando
programacdo linear omo método de busca de imagem. Dissertacdo de Mestrado, Escola
Politécnica da Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2007.

O. L. Silva. Muscle contraction detection using electrical impedance tomography. Tese de
doutorado, Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2012.

C. R. Lima, L. A. M. Mello, e E. C. N. Silva. Node-based distribution of
material properties for topology optimization algorithm applied to electrical impedance
tomography imaging. In Proceedings of the XXVI Iberian Latin-American Congress on
Computational Methods in Engineering, Guarapari, Brazil, october 2005.

C. R. Lima, L. A. M. Mello, e E. C. N. Silva. Topology optimization applied to
electrical impedance tomography. In Proceedings of 6th World Congress on Structural and
Multidisciplinary Optimization, Rio de Janeiro, may 2005.

C. R. Lima, L. A. M. Mello, e E. C. N. Silva. ABCM Symposium Series in Mechatronics,
volume 2, chapter Topology optimization applied to 2d and 3d electrical impedance
tomography. Brazilian Society of Mechanical Sciences and Engineering, Rio de Janeiro,
2006.

L. A. Motta-Mello, C. R. Lima, J. C. Aya, C. N. Pai, F. S. Moura, E. C. N. Silva, e R. G.
Lima. Comparing two electrical impedance tomography algorithms: Gauss-newton and
topology optimization. In A. Manduca, editor, Proceedings of SPIE Medical Imaging 2006:
Physiology, Function, and Structure from Medical Images, volume 6143, pages 1013-1021,
2006. doi: 10.1117/12.654059.

C. R. Lima, L. M. Mello, R. G. Lima, e E. N. Silva. Electrical impedance tomography
through constrained sequential linear programming: a topology optimization approach.
Measurement Science and Technology, 18:2847-2858, 2007. doi: 10.1088/0957-0233/18/9/
014.

L. M. Mello, C. R. Lima, M. B. P. Amato, R. G. Lima, e E. N. Silva. Three-dimensional
electrical impedance tomography: a topology optimization approach. IEEE Transactions
on Biomedical Engineering, 55(2):531-540, 2008. doi: 10.1109/TBME.2007.912637.



[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

(28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

285

L. A. M. Mello, R. G. Lima, M. B. P. Amato, e E. C. N. Silva. On the design of electrodes
through the topology optimization method applied to electrical impedance tomography.
In Proceedings of EngOpt 2008 - International Conference on Engineering Optimization, Rio de
Janeiro, Brazil, june 2008.

L. A. Mello, E. C. N. Silva, E. Sturler, e G. H. Paulino. Topology optimization method
utilizing iterative solvers with subspace recycling applied to high-resolution electrical
impedance tomography. In J. F. Abel e J. R. Cooke, editors, Proceedings of the 6th
International Conference on Computation of Shell and Spatial Structures, Ithaca, USA, May
2008.

L. A.M. Mello e E. C. N. Silva. An electrical impedance tomography algorithm based on
reliability-based topology optimization. In Proceedings of 8th World Congress on Structural
and Multidisciplinary Optimization, Lisbon, Portugal, june 2009.

L. A. M. Mello. Estudo do aumento do desempenho de um sistema de tomografia de impedincia
elétrica através do método de otimizagdo topoldgica. Tese de doutorado, Escola Politécnica da
Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2010.

P.C.Nan,]. C.C. Aya, e R. G. Lima. ABCM Symposium Series in Bioengineering, volume 1,
chapter An implementation of the back-projection algorithm according to Santosa and
Vogelius. Brazilian Society of Mechanical Sciences and Engineering, Rio de Janeiro, 2007.

C. N. L. Herrera, M. F. M. Vallejo, E. S. Moura, ]J. C. C. Aya, e R. G. Lima. Electrical
impedance tomography algorithm based on simulated annealing search method. In
Proceeedings of the 19th International Congress of mechanical Engineering, Brasilia, 2007.
ABCM.

C.N. L. Herrera. Algoritmo de tomografia por impedancia elétrica baseado em simulated
annealing. Dissertacdo de Mestrado, Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo,
S3o Paulo, 2007.

P. C. Nan, F. S. Moura, R. K. Schweder, L. A. S. Mirandola, J. C. C. Aya, e R. G. Lima.
A black-box back projection algorithm for electrical impedance tomography. In Proc.
International Congress of Mechanical Engineering, 2005.

J.C.C. Aya, F. S. Moura, P. C. Nan, R. K. Schweder, e R. G. Lima. ABCM Symposium Series
in Bioengineering, volume 1, chapter Regularizations for a Black Box Back-projection EIT
algorithm. Brazilian Society of Mechanical Sciences and Engineering, Rio de Janeiro,
2007.

F. C. Trigo. Filtro estendido de kalman aplicado a tomografia por impedancia elétrica.
Dissertacdo de Mestrado, Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo,
2001.

N. V. Molina. Reducdo de erro numérico no filtro de kalman estendido aplicado a
tomografia por impedancia elétrica. Dissertagdo de Mestrado, Escola Politécnica da
Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2002.

F. C. Trigo. Estimagio ndo linear de pardmetros através dos filtros de Kalman na tomografia por
impeddncia elétrica. Tese de doutorado, Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo,
S3o Paulo, 2005.



286

[35] E. C. Trigo e R. G. Lima. ABCM Symposium Series in Bioengineering, volume 1, chapter
Iterated Extended Kalman Filter with adaptive state noise estimation for electrical
impedance tomography. Brazilian Society of Mechanical Sciences and Engineering, Rio
de Janeiro, 2007.

[36] E. S. Moura, J. C. C. Aya, A. T. Fleury, e R. G. Lima. On line transition matrix
identification of the state evolution model for the extended kalman filter in electrical

impedance tomography. Journal of Physics: Conference Series, 124, august 2008. doi:
10.1088/1742-6596 /124 /1/012052.

[37] E. S. Moura, J. C. C. Aya, A. T. Fleury, e R. G. Lima. Dynamic electrical impedance
tomography of a human chest with transition matrix identification. In Proceedings of
10th International Conference on Biomedical Applications of Electrical Impedance Tomography,
Manchester, UK, june 2009.

[38] E. S. Moura, J. C. C. Aya, A. T. Fleury, M. B. P. Amato, e R. G. Lima. Dynamic imaging
in electrical impedance tomography of the human chest with online transition matrix
identification. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, 57(2):422-431, February 2010.
doi: 10.1109/TBME.2009.2032529.

[39] C.N.L.Herrera. Um método D-bar para estimar admitividade em 2-D através de tomografia por
impedincia elétrica. Tese de doutorado, Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2012.

[40] M. E. M. Vallejo. Reconstrugio nio-linear completa de imagens de tomografia por impedincia
elétrica utilizando o método D-bar 2D. Tese de doutorado, Escola Politécnica da
Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2012.

[41] E. D. L. B. Camargo, F. S. Moura, O. L. Luppi, F. P. R. Martins, R. G. Lima, M. B. P.
Amato, e A. C. B. C. E. Pinto. Converting ct scan images into impeditivity measurements
to form an anatomical atlas for electrical impedance tomography. In Proceedings of 21st
International Congress of Mechanical Engineering, 2011.

[42] F. L. H. Gielen, W. W. Jonge, e K. L. Boon. Electrical conductivity of skeletal muscle tissue:
Experimental results from different musclesin vivo. Medical and Biological Engineering and
Computing, 22(6):569-577, november 1984. doi: 10.1007 /BF(02443872.

[43] J.P.J. Abascal, S. R. Arridge, W. R. B. Lionheart, R. H. Bayford, e D. S. Holder. Validation
of a finite-element solution for electrical impedance tomography in an anisotropic
medium. Physiological Measurement, 28(7):5129-5140, june 2007. doi: 10.1088/0967-3334/
28/7/S10.

[44] J. E. Abascal, S.R. Arridge, D. Atkinson, R. Horesh, L. Fabrizi, M. De Lucia, L. Horesh,
R. H. Bayford, e Holder D. S. Use of anisotropic modelling in electrical impedance
tomography: description of method and preliminary assessment of utility in imaging
brain function in the adult human head. Neuroimage, 43(2):258-268, 2008.

[45] M. E. Glidewell e T. N Kwong. Anatomically constrained electrical impedance
tomography for three-dimensional anisotropic bodies. IEEE Transactions on Medical
Imaging, 16(5):572-580, october 1997.

[46] P. L. Nunez e R. Srinivasan. Electric fields of the brain: the neurophysics of EEG. Oxford
University Press, 2 edi¢do, 2006.



287

[47] S. Gabriel, R. W. Lau, e C. Gabriel. The dielectric properties of biological tissues: II.
measurements in the frequency range 10 Hz to 20 GHz. Physics In Medicine And Biology,
41(11):2251-2269, november 1996. doi: 10.1088/0031-9155/41/11/002.

[48] S. Gabriel, R. W. Lau, e C. Gabriel. The dielectric properties of biological tissues: I.
literature survey. Physics In Medicine And Biology, 41(11):2231-2249, november 1996. doi:
10.1088/0031-9155/41/11/001.

[49] C. Gabriel, A. Peyman, e E. H. Grant. Electrical conductivity of tissue at frequencies
below 1 mhz. Physics in Medicine and Biology, 54:4863-4878, 2009. doi: 10.1088/
0031-9155/54/16/002.

[50] W. Lionheart, N. Polydorides, e A. Borsic. Electrical Impedance Tomography: Methods,
History And Applications. Institute of Physics Publishing, London, 1 edigdo, 2005.

[51] K.S.Cheng, D.Isaacson,]. C. Newell, e D. G. Gisser. Electrode models for electric current
computed tomography. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, 36(9):918-924, 1989.

[52] P. Hua, E. J. Woo, J. G. Webster, e W. ]J. Tompkins. Finite element modeling of
electrode-skin contact impedance in electrical impedance tomography. IEEE Transactions
on Biomedical Engineering, 40(4):335-343, april 1993.

[53] D. Isaacson.  Distinguishability of conductivities by electric current computed
tomography. IEEE Transactions on Medical Imaging, 5(2):91-95, june 1986.

[54] G. A. Kyriacou, C. S. Koukourlis, e J. N. Sahalos. A reconstruction algorithm of electrical
impedance tomography with optimal configuration of the driven electrodes. IEEE
Transactions on Medical Imaging, 12(3):430-438, september 1993.

[55] A.D. Seagar, D. C. Barber, e B. H. Brown. Theoretical limits to sensitivity and resolution
in impedance imaging. Clinical Physics and Physiological Measurement, 8(4A):13-31,
january 1987. doi: http://dx.doi.org/10.1088/0143-0815/8/4A /301.

[56] M. Cheney e D. Isaacson. Distinguishability in impedance imaging. IEEE Transactions in
Biomedical Enginnering, 39(8):852-860, august 1992.

[57] B M. Eyiiboglu e T. C. Pilkington. Comments on distinguishability in electrical
impedance imaging. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, 40(12):1328-1330,
december 1993.

[58] B M. Eyiiboglu, A. Koksal, e M. Demirbilek. Distinguishability analysis of an induced
current eit system using discrete coils. Physics In Medicine And Biology, 45(7):1997-2009,
2000. doi: http://dx.doi.org/10.1088/0031-9155/45/7/321.

[59] J. Malmivuo e R. Plonsey. Bioelectromagnetism - Principles and Applications of Bioelectric
and Biomagnetic Fields. —Oxford University Press, Oxford, 1 edigdo, 1995. URL
http://ww. bem f1/book/ 1 ndex. htm

[60] K. B. Petersen e M. S. Pedersen. The matrix cookbook, october 2008. URL
http://ww2.1 mm dt u. dk/ pubdb/ p. php?3274. Version 20081110.

[61] J. Kaipio e E. Somersalo. Statistical and Computational Inverse Problems. Springer, New
York, 1 edigao, 2004.

[62] A.N. Tikhonov e V. Y. Arsenin. Solutions of ill posed problems. Bulletin of The American
Mathematical Society, 1(3):521-524, 1979.


http://www.bem.fi/book/index.htm
http://www2.imm.dtu.dk/pubdb/p.php?3274

288

[63] K. Astala e L. Pdivdarinta. Calderén’s inverse conductivity problem in the plane.
The Annals of Mathematics, 163(1):265-299, jan. 2006. ISSN 0003486X. URL
http://ww. | stor.org/stabl e/ 20159954.

[64] E. Francini. Recovering a complex coefficient in a planar domain from
the dirichlet-to-neumann map. Inverse Problems, 16(1):107-119, 2000. URL
http://stacks.1o0p.org/ 0206-5611/16/1 =1/ a=309.

[65] R. M. Brown e R. H. Torres. Uniqueness in the inverse conductivity problem for
conductivities with 3/2 derivatives in P,p > 2. Journal of Fourier Analysis and
Applications, 9:563-574, 2003. ISSN 1069-5869. doi: 10.1007/s00041-003-0902-3. URL
http://dx.doi.org/ 10. 100//s00041- 003- 0902- 3.

[66] A. Greenleaf, M. Lassas, e G. Uhlmann. Anisotropic conductivities that cannot
be detected by eit. Physiological Measurement, 24(2):413-419, 2003. URL
http://stacks.1op.org/0967- 3334/ 24/ 1 =2/ a=353

[67] G. Uhlmann. Commentary on Calderén’s paper (29), on an inverse boundary value
problem. In Selected papers of Alberto P. Calderon, pages 623—-636. American Mathematical
Society, Providence, RI, 2008.

[68] H. W. Engl, K. Kunisch, e A. Neubauer. Convergence rates for tikhonov regularisation
of non-linear ill-posed problems. Inverse Problems, 5(4):523-540, 1989. URL
http://stacks.1op.org/ 0266- 5611/ 5/1 =4/ a=007.

[69] P. C. Hansen. Rank-deficient and discrete ill-posed problems: numerical aspects of linear
inversion. SIAM Monographs on Mathematical Modeling and Computation. SIAM, 1
edicdo, 1998.

[70] C. Hansen. Regularization tools: A matlab package for analysis and solution of discrete
ill-posed problems. Technical report, Informatics and Mathematical Modelling, Technical
University of Denmark, Lyngby, Denmark, march 2008.

[71] A. Quarteroni, R. Sacco, e F. Saleri. Numerical mathematics. Number 37 in Texts in applied
mathematics. Springer-Verlag New York, Inc., Secaucus, NJ, USA, 2000.

[72] A.G. Ramm. Inverse Problems: Mathematical and Analytical Techniques With Applications to
Engineering. Springer, 1 edicao, 2004.

[73] R. C. Aster, B. Borchers, e C. H. Thurber. Parameter Estimation and Inverse Problems,
volume 90 of International Geophysics Series. Elsevier Academic Press Publications, 1
edicao, 2005.

[74] B. Kaltenbacher, A. Neubauer, e O. Scherzer. Iterative Regularization Methods for Nonlinear
IlI-Posed Problems. Walter de Gruyter, 1 edigao, 2008.

[75] H. W. Engl, M. Hanke, e A. Neubauer. Regularization of Inverse Problems, volume 375 of
Mathematics and Its Applications. Kluwer Academic Publishers, 1996.

[76] R. E. Kalman. A new approach to linear filtering and prediction problems. Transactions
of the ASME — Journal of Basic Engineering, 82(Series D):35-45, 1960.

[77] R. E. Kalman e R. S. Bucy. New results in linear filtering and prediction theory.
Transactions of the ASME. — Journal of Basic Engineering, 83(Series D):95-107, 1961.


http://www.jstor.org/stable/20159954
http://stacks.iop.org/0266-5611/16/i=1/a=309
http://dx.doi.org/10.1007/s00041-003-0902-3
http://stacks.iop.org/0967-3334/24/i=2/a=353
http://stacks.iop.org/0266-5611/5/i=4/a=007

[78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

[87]

[88]

[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

289

Petter S. Maybeck. Stochastic models, estimation and control, volume 1. Academic Press
Inc., New York, 1 edic¢do, 1979.

Petter S. Maybeck. Stochastic models, estimation and control, volume 2. Academic Press
Inc., New York, 1 edicdo, 1982.

Petter S. Maybeck. Stochastic models, estimation and control, volume 3. Academic Press
Inc., New York, 1 edi¢do, 1982.

A. H. Jazwinski. Stochastic Processes and Filtering Theory. Academic Press Inc., New York,
1970.

J. P. Kaipio, P. A. Karjalainen, e E. Somersalo. State estimation in time-varying electrical
impedance tomography. Annals of the New York Academy Of Sciences, 873:430-439, april
1999. doi: 10.1111/j.1749-6632.1999.tb09492.x.

K. Y. Kim, B. S. Kim, M. C. Kim, Y. J. Lee, e M. Vauhkonen. Image reconstruction
in time-varying electrical impedance tomography based on the extended kalman filter.
Measurement Science and Technology, 12(8):1032-1039, august 2001.

K. Y. Kim, S. I. Kang, M. C. Kim, S. Kim, Y.J. Lee, e M. Vauhkonen. Dynamic image
reconstruction in electrical impedance tomography with known internal structure. IEEE
Transactions on Magnetics, 38(2):1301-1304, march 2002.

A. Papoulis. Probability, random variables, and stochastic processes. McGraw-Hill, New York,
3 edigdo, 1991.

M. Vauhkonen, P. A. Karjalainen, e J. P. Kaipio. A kalman filter aproach to track fast
impedance changes in electrical impedance tomography. IEEE Transactions on Biomedical
Engineering, 45(4):486—493, april 1998.

V. Kolehmainen, A. Voutilainen, e J. P. Kaipio. Estimation of non-stationary region
boundaries in EIT-state estimation approach. Inverse Problems, 17(6):1937-1956,
december 2001. doi: 10.1088/0266-5611/17/6/324.

D.J. Ewins. Modal Testing: Theory and Practice. Research Studies Press LTD., New York, 1
edicdo, 1984.

S. R. Ibrahim e E. C. Mikulcik. A time domain modal vibration test technique. Shock and
Vibration Bulletin, 43(4):21-37, 1973.

S. J. Julier e J. K. Uhlmann. A general method for approximating nonlinear
transformations of probability distributions. Technical report, Department of
Engineering Science,University of Oxford, Los Angeles, november 1996.

L. Perea, ]. How, L. Breger, e P. Elosegui. Nonlinearity in sensor fusion: Divergence issues
in ekf, modified truncated sof, and ukf. In Proceedings of the AIAA Guidance Navigation
and Control Conference and Exhibit, pages 1-16, august 2007.

L. Perea. Design and evaluation of navigation and control algorithms for spacecraft formation
flying missions. Tese de doutorado, Universitat de Barcelona, june 2010.

L. Perea e P. Elosegui. New state update equation for the unscented kalman filter. Journal
of Guidance, Control, and Dynamics, 31(5):1500-1504, september 2008. doi: 10.2514/1.
36824.



290

[94]

[95]
[96]

[97]

[98]

[99]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

W. F. Leven e A. D. Lanterman. Unscented kalman filters for multiple target tracking
with symmetric measurement equations. IEEE Transactions on Automatic Control, 54(2):
370-375, february 2009. doi: 10.1109/TAC.2008.2008327.

S.]. Julier. The scaled unscented transformation. 1999.

S. J. Julier. The scaled unscented transformation. In Proceedings of the 2002 American
Control Conference, pages 4555-4559, 2002.

S. J. Julier e J. K. Uhlmann. Reduced sigma point filters for the propagation of means
and covariances through nonlinear transformations. In Proceedings of the 2002 American
Control Conference, pages 887-892, 2002.

S. J. Julier. The spherical simplex unscented transformation. In Proceedings of the 2003
American Control Conference, pages 24302434, 2003. doi: 10.1109/ACC.2003.1243439.

L. Padilla e C. W. Rowley. An adaptive-covariance-rank algorithm for the unscented
kalman filter. In Proccedings of 49th IEEE Conference on Decision and Control, 2010.

S. A. Banani e M. A. Masnadi-Shirazi. A new version of unscented kalman filter. World
Academy Of Science, Engineering And Technology, 26:192-197, 2007 .

B. O. S. Teixeira, L. A. B. Torres, L. A. Aguirre, e D. S. Bernstein. On unscented kalman
filtering with state interval constraints. Journal of Process Control, 20(1):45-57, january
2010.

S. Haykin, G. V. Puskorius, L. A. Feldkamp, G. S. Patel, S. Becker, R. Racine, E. A. Wan,
A. T. Nelson, S. T. Roweis, Z. Ghahramani, e R. Merwe. Kalman Filtering and Neural
Networks. Wiley-Interscience Publications, 1 edigao, 2001.

E. A. Wan e R Merwe. The square-root unscented kalman filter for state and
parameter-estimation. In Proceedings of International Conference on Acoustics, Speech, and
Signal Processing, pages 3461-3464, 2001.

J. Huttunen. Approximation and modelling errors in nonstationary inverse problems. Tese de
doutorado, Department of Physics of University of Kuopio, Kuopio, january 2008.

A. Lipponen, A. Seppanen, J. Hamalainen, e J. P. Kaipio. Nonstationary inversion of
convection-diffusion problems - recovery from unknown nonstationary velocity fields.
Inverse Problems and Imaging, 4(3):463-483, 2010.

A. Lehikoinen, J. M. J. Huttunen, S. Finsterle, M. B. Kowalsky, e J. P. Kaipio. Dynamic
inversion for hydrological process monitoring with electrical resistance tomography
under model uncertainties. Water Resources Research, 46, 2010.

L. Nelson e E. Stear. The simultaneous on-line estimation of parameters and states in
linear systems. IEEE Transactions on Automatic Control, 21(1):94-98, february 1976.

E. A. Wan e A. T. Nelson. Dual kalman filtering methods for nonlinear prediction,
smoothing, and estimation. In Proceedings In Advances in Neural Information Processing
Systems 9. Cambridge, 1997.

A. Hegyi, D. Girimonte, R. Babudka, e B. Schutter. A comparison of filter configurations
for freeway traffic state estimation. In Proceedings of IEEE Intelligent Transportation Systems
Conference (ITSC 2006), pages 1029-1034, september 2006.



291

[110] E. A. Wan, R. Merwe, e A. T. Nelson. Dual estimation and the unscented transformation.
In in Neural Information Processing Systems, pages 666—672. MIT Press, 2000.

[111] A. Nissinen, V. Kolehmainen, e J. P. Kaipio. Reconstruction of domain boundary
and conductivity in electrical impedance tomography using the approximation error
approach. International Journal for Uncertainty Quantification, 1(3):203-222, 2011. ISSN
2152-5080.

[112] A. Nissinen, V. Kolehmainen, e J. Kaipio. Compensation of modelling errors due to
unknown domain boundary in electrical impedance tomography. IEEE Transaction on
Medical Imaging, 30(2):231-242, 2011.

[113] A. Nissinen, L. M. Heikkinen, V. Kolehmainen, e J. P. Kaipio. Compensation of errors
due to discretization, domain truncation and unknown contact impedances in electrical
impedance tomography. Measurement Science and Technology, 20(10):105504, 2009.

[114] A. Nissinen. Modelling Errors in Electrical Impedance Tomography. Tese de doutorado,
University of Eastern Finland, Kuopio, Finland, 2011.

[115] H. Gray. Anatomy of the human body. Lea & Febiger, Philadelphia, 1 edi¢do, 1918. URL
http://ww. bartl eby. conml 10//.

[116] B. Palsson, J. A. Hubbell, R. Plonsey, e ]J. D. Bronzino, editors. Tissue Engineering.
Principles and Applications in Engineering Series. CRC Press, 2003.

[117] J. H. T. Bates. Lung Mechanics: An Inverse Modeling Approach. Cambridge University Press,
1 edigao, 2009.

[118] C. H. Liu, S. C. Niranjan, Jr. Clark J. W., K. Y. San, J. B. Zwischenberger, e A. Bidani.
Airway mechanics, gas exchange, and blood flow in a nonlinear model of the normal
human lung. Journal of Applied Physiology, 84(4):1447-1469, 1998.

[119] J. H. T. Bates e C. G. Irvin. Time dependence of recruitment and derecruitment in the
lung: a theoretical model. Journal of Applied Physiology, 93(2):705-713, 2002. doi: 10.1152/
japplphysiol.01274.2001.

[120] D. A. Kaminsky, C. G. Irvin, L. Lundblad, H. T. Moriya, S. Lang, ]J. Allen, T. Viola,
M. Lynn, e J. H. T. Bates. Oscillation mechanics of the human lung periphery in asthma.
Journal of Applied Physiology, 97:1849-1858, june 2004. doi: 10.1152/japplphysiol.00300.
2004.

[121] G. B. Allen, L. A. Pavone, J. D. DiRocco, J. H. T. Bates, e G. F. Nieman. Pulmonary
impedance and alveolar instability during injurious ventilation in rats. Journal of Applied
Physiology, 99(2):723-730, 2005. doi: 10.1152/japplphysiol.01339.2004.

[122] J. G. Venegas, R. S. Harris, e B. A. Simon. A comprehensive equation for the pulmonary
pressure-volume curve. Journal of Applied Physiology, 84(1):389-395, january 1998.

[123] P. Nopp, N. D. Harris, T. X. Zhao, e B. H. Brown. Model for the dielectric properties of
human lung tissue against frequency and air content. Medical and Biological Engineering
and Computing, 35(6):695-702, november 1997.

[124] W.K. Pratt. Digital Image Processing. Wiley-Interscience, 4 edigao, 2007.

[125] I. N. Bankman, editor. Handbook of Medical Imaging: Processing and Analysis Management.
Academic Press Series in Biomedical Engineering. Academic Press, 1 edicdo, 2000.


http://www.bartleby.com/107/

292

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]
[133]

[134]

[135]

[136]

[137]

[138]

[139]

[140]

[141]

J. S. Suri, D. Wilson, e S. Laxminarayan, editors. Handbook of Biomedical Image Analysis:
Volume 1: Segmentation Models Part A, volume 1 of Topics in Biomedical Engineering.
Springer, 2005.

J. S. Suri, D. Wilson, e S. Laxminarayan, editors. Handbook of Biomedical Image Analysis:
Volume 2: Segmentation Models Part B, volume 2 of Topics in Biomedical Engineering.
Springer, 2005.

J. S. Suri, D. Wilson, e S. Laxminarayan, editors. Handbook of Biomedical Image Analysis:
Volume 3: Registration Models, volume 3 of Topics in Biomedical Engineering. Springer, 2005.

T. S. Yoo, editor. Insight Into Images: Principles and Practice for Segmentation, Registration
and Image Analysis. A K Peters, 1 edi¢ao, 2004.

K. Fukunaga. Introduction to Statistical Pattern Recognition. Computer Science and
Scientific Computing Series. Academic Press, 2 edigdo, 1990.

R. O. Duda, P. E. Hart, e D. G. Stork. Pattern Classification. Wiley-Interscience, 2 edigéo,
2000.

S. Theodoridis e K. Koutroumbas. Pattern Recognition. Academic Press, 4 edi¢do, 2009.

C. Li, C. Xu, C. Gui, e M. D. Fox. Level set evolution without re-initialization: A new
variational formulation. In Proceedings of the 2005 IEEE Computer Society Conference on
Computer Vision and Pattern Recognition, volume 1, pages 430—436, june 2005. doi: 10.
1109/CVPR.2005.213.

R. C. Gonzalez e R. E. Woods. Digital Image Processing. Prentice-Hall, Englewood Clifs, 2
edicao, 2002.

T. J. Yorkey, J. G. Webster, e W. J. Tompkins. Comparing reconstruction algorithms for
electrical impedance tomography. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, 34(11):
843-852, november 1987.

O. C. Zienkiewicz, R. L. Taylor, e J. Z. Zhu. The Finite Element Method: Its Basis &
Fundamentals, volume 1. Butterworth-Heinemann, 6 edi¢ado, 2005.

D. L. Logan. A First Course in the Finite Element Method. PWS-KENT Publishing Company,
Boston, 1986.

G. W. Stewart. Matrix Algorithms: Basic Decompositions, volume 1. SIAM, Philadelphia,
1998.

G. H. Golub e C. E. V. Loan. Matrix Computations. The Johns Hopkins University Press, 3
edicdo, 1996.

S. Osher e R. Fedkiw. Level Set Methods and Dynamic Implicit Surfaces. Springer, New York,
1 edigdo, 2003.

S. Osher e N. Paragios. Geometric Level Set Methods in Imaging,Vision,and Graphics.
Springer-Verlag New York, Inc., Secaucus, NJ, USA, 1 edi¢ao, 2003. ISBN 0387954880.

[142] J. A. Sethian. Level Set Methods and Fast Marching Methods - Evolving interfaces in

computational geometry, fluid mechanics, computer vision, and material science. Cambridge
monographs on applied and computational mathematics. Cambridge University Press,
2 edigao, 1999.



293

[143] P. Cordaro e A. Kawano. O Delta de Dirac. Editora Livraria da Fisica, Sao Paulo, 1 edicéo,
2002.



	Lista símbolos e siglas
	I Introdução
	Introdução
	Objetivos

	Formulação do Problema
	Modelo do domínio
	Condição de contorno e modelo do eletrodo
	Estratégia de excitação e de medição
	Discretização do domínio
	Determinação dos potenciais elétricos nos nós virtuais dos eletrodos
	Modelo linearizado de observação
	Fantoma numérico

	Problema mal-posto
	Regularizadores
	Análise da solução regularizada

	Inversão Bayesiana e Filtros de Kalman
	Inversão Bayesiana
	Filtragem Bayesiana
	Filtro de Kalman
	Informação a priori nos métodos Bayesianos
	As variantes do filtro de Kalman e seu uso na TIE
	Método do erro de aproximação
	Cálculo das estatísticas do método do erro de aproximação



	II Método
	Método Proposto
	Implementação do UKF na TIE para monitoramento de pacientes
	Estimação dual com filtro de Kalman
	Variante Raiz Quadrada do UKF

	Restringindo o espaço solução
	Vínculo de intervalo
	Densidade de probabilidade a priori

	Método do erro de aproximação para o modelo de observação
	Efeitos não modelados no modelo fidedigno

	Ensaios numéricos para avaliação do método do erro de aproximação
	Fantoma numérico para os ensaios
	Amostragem do ruído do método do erro de aproximação
	Descrição dos ensaios
	Critérios de convergência
	Resultados dos ensaios

	Modelo dinâmico
	Modelo dinâmico dos pulmões
	Número de graus de liberdade no modelo dinâmico

	Segmentação das imagens
	Ensaios numéricos para avaliação do método com modelo de evolução
	Fantoma numérico de um tórax humano
	Descrição dos ensaios
	Resultados dos ensaios

	Avaliação do método com dados experimentais
	Protocolo experimental, coleta e filtragem dos dados
	Método do erro de aproximação
	Parâmetros utilizados na solução do problema inverso
	Resultados do experimento


	III Discussões e conclusões
	Discussões e conclusões

	IV Apêndice
	Formulação da matriz local dos elementos finitos
	Elementos que compõem o interior do domínio
	Domínio 2D - Elementos Triangulares
	Domínio 3D - Elementos Tetraédricos
	Domínio 3D - Elementos prismáticos de base triangular
	Matriz Global

	Elementos que compõem a interface dos eletrodos
	Modelo da interface dos eletrodos 2D
	Modelo da interface dos eletrodos 3D
	Matriz Global


	Autoadjuntividade do operador A
	Detalhes de implementação do SR-UKF
	Equações do cálculo da matriz de covariância do algoritmo SR-UKF
	Equações do SR-UKF para estimação dos parâmetros do modelo de evolução
	Modelo linearizado de observação utilizando a mudança de variável
	Regra da cadeia para derivativos matriciais
	Modelo linearizado de observação


	Atualização e desatualização de Cholesky
	Rotação de Givens
	Reflexão de Householder
	Atualização de Cholesky
	Desatualização de Cholesky

	Método Level Set para segmentação de imagens
	Funções explícitas e implícitas
	Propriedades
	Ferramentas
	Função distância com sinal

	Método level set e segmentação de imagem
	Reinicialização
	Formulação sem reinicialização
	Critério de parada
	Detalhes da implementação


	Resultados dos ensaios
	Ensaios do método do erro de aproximação
	Sem o uso de densidade a priori
	Com o uso de densidade a priori


	Referências Bibliográficas


