UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
ESCOLA POLITECNICA

RAFAEL DOS SANTOS GIORIA

Estudo da estabilidade secundaria da esteira de um cilindro em
oscilacao forcada

Sao Paulo

2010



RAFAEL DOS SANTOS GIORIA

Estudo da estabilidade secundaria da esteira de um cilindro em
oscilacao forcada

Tese apresentada a Escola Politécnica da
Universidade de Sao Paulo para obtencao do
titulo de Doutor em Engenharia.

Area de Concentracao: Eng. Mecanica
de Energia e Fluidos

Orientador: Prof. Dr. Julio Romano
Meneghini

Sao Paulo

2010



FICHA CATALOGRAFICA

Gioria, Rafael dos Santos

Estudo da estabilidade secundaria da esteira de um cilindro
em oscilacdo forcada/R.S. Gioria. -- Sdo Paulo, 2010.

170 p.

Tese (Doutorado) - Escola Politécnica da Universidade de
Sado Paulo. Departamento de Engenharia Mecéanica.

1. Estabilidade (Analise) 2. Mecanica dos fluidos computacio-
nal 3. Dindmica dos fluidos I. Universidade de Sao Paulo. Escola
Politécnica. Departamento de Engenharia Mecénical ll. t.




Dedico esta tese a minha
esposa Dafne, a meus pais
Selme e Celso, e a meu
irmao Gustavo.



“In all affairs it’s a healthy thing now and then to hang a ques-

tion mark on the things you have long taken for granted.”

Bertrand Russell

“Men fear thought as they fear nothing else on earth — more
than ruin — more even than death.... Thought is subversive
and revolutionary, destructive and terrible, thought is merciless
to privilege, established institutions, and comfortable habit.
Thought looks into the pit of hell and is not afraid. Thought
is great and swift and free, the light of the world, and the chief

glory of man.”

Bertrand Russell em “Principles of Social Reconstruction”

“L’intelligence est invincible...”

Victor Hugo em “Os trabalhadores do mar”



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais, Selme e Celso, por incentivarem, apoiarem e fazerem o possivel para a

realizacao de minha graduacao e deste doutorado.

A minha esposa Dafne pelo amor, carinho, compreensao, apoio e paciéncia nesta

jornada.
Ao meu irmao Gustavo pela amizade, espirito critico e dedicag@o inspiradora.

Ao prof. Dr. Julio R. Meneghini, pela orientacao nestes anos de pos-graduacao,
pelo incentivo e confianga em meu trabalho, e por tornar disponivel uma excelente estru-

tura para trabalho.

Ao prof. Dr. José Maria Saiz Jabardo, pela minha graduacao e por possibilitar o

contato com prof. Meneghini e incentivar meu doutorado na POLI.

Aos professores que contribuiram direta e indiretamente neste trabalho: José A.

P. Aranha, Clovis A. Martins, Fabio Saltara, Ernani V. Volpe.

Ao prof. Spencer J. Sherwin por me receber e me orientar no periodo de pesquisa
passado na Inglaterra. Aos amigos Bruno Carmo e Gustavo Assi por me ajudarem e me

receberem em Londres.

Aos amigos e colegas de trabalho do NDF ao longo destes anos de pos-graduacao.
Ao amigo Alessandro “Roque” Lima, aos espectrais Paulo Jabardo e Bruno Carmo, aos
amigos e colegas Gustavo Assi, Ivan Korkischko, Iago Barbeiro, Pedro Lavinas, Reinaldo
Orselli, Lauro Silveira, Rafael Tanaka, Fernanda Takafuji, Rodrigo Provasi, Alfredo Neto,
Guilherme Franzini, Rafael Nemoto, Stérgios Tsiloufas, Cesar, Zeponne, Bonnato, Edu-
ardo, ... pelo convivio neste ambiente, pelas discussoes técnicas e outras nem tanto, pelas

colaboracoes em trabalhos, pelos bons momentos e pelo futebol de categoria.

A incrivel secretaria Ivone Margarido pela ajuda imensa permitindo a fluidez

deste trabalho.

A Fapesp pela bolsa concedida para realizacao deste doutorado .



RESUMO

Esta tese apresenta o estudo da transicao para um escoamento tridimensional da esteira
de um cilindro oscilando. Esta é a transicao secundaria do escoamento ao redor de um

cilindro, sendo a primaria a propria esteira de von Karman.

A investigagao é realizada na mesma faixa de nimero de Reynolds (Re) que ocorre

a transicao da esteira de um cilindro fixo: 200 < Re < 400.

O estudo envolve simulagoes numeéricas diretas bi- e tridimensionais do escoa-
mento incompressivel ao redor de um cilindro oscilando usando o método dos elementos
espectrais. A transi¢ao também é analisada através do estudo de estabilidade linear do
escoamento. O método de Gaston Floquet é adequado para a analise de estabilidade
a perturbacoes tridimensionais devido & periodicidade caracteristica da esteira de von
Karman. Além disto, o método é mais geral e nao é aplicado somente a equacoes autod-
nomas com solugoes periddicas: ele também pode ser usado em analises cujo campo base

¢é estacionéario como a anéalise da transicao primaria da esteira de um cilindro.

Mostra-se que a transicao da esteira para tridimensionalidade é influenciada pela
oscilagao do cilindro. As oscilagbes podem atrasar a transicao quando em amplitudes
baixas e com escoamento a um nimero de Reynolds até 260. Em outros casos, a transi¢cao
é similar & observada no escoamento ao redor um cilindro fixo. Além disso, quando ha
mudanca de padroes de desprendimento de vortices devido as oscilagoes, desencadeiam-se

modos instéveis diferentes dos observados na esteira de um cilindro fixo.

A comparagao dos resultados da anélise de estabilidade de Floquet com simu-
lagoes numéricas diretas e experimentos publicados mostra na maioria dos casos que,
apesar de ser uma analise de estabilidade linear, muitas caracteristicas da anéalise per-
sistem além do limiar de estabilidade. As situacoes com discrepancias sao identificadas
nesta tese, como padrao de desprendimento diferentes em simulacoes bi- e tridimensionais
na mesma situacao. As causa das discrepancias sao estudadas através das simulagoes
numéricas diretas e consideragoes sobre o sistema linearizado e a abrangéncia da analise

de estabilidade.

Em adigao, mostra-se que ha um limiar de amplitude de oscilagao acima do qual



a dinamica da esteira, e portanto a transicao secundéria, é afetada. Abaixo deste limiar,

retoma-se o comportamento do escoamento ao redor de um cilindro fixo.

Palavras-chave: FEscoamento ao redor de um cilindro oscilando, Transi¢cao se-

cunddria da esteira, Método dos elementos espectrais, Andlise de estabilidade de Floquet



ABSTRACT

This thesis presents the investigation of the transition to a three-dimensional flow in the
wake of an oscillating circular cylinder. This is the secondary transition of the flow around

a circular cylinder, while the primary transition leads to the von Karméan wake.

The investigative work is performed in the Reynolds number (Re) range which

occurs the secondary transition of the wake o a circular cylinder: 200 < Re < 400.

The study consists of two- and three-dimensional direct numerical simulations of
the incompressible flow around an oscillating circular cylinder by means of the spectral /hp
method. The transition is also analyzed through linear stability study of the flow. The
Gaston Floquet method is an appropriate method for this linear stability analysis to
three-dimensional perturbations due to the typical periodicity of the von Karman wake.
Furthermore, the Floquet method is of a general kind and it is not specifically applied
to autonomous equation with periodic solutions: it can be employed in analysis with a

stationary base flow like the primary transition of the wake of a circular cylinder.

The thesis shows that the transition to a three-dimensional wake is affected by
the cylinder oscillation. The oscillations can delay the transition when they have low am-
plitudes and the flow has Reynolds number below 260. In other situations, the transition
is similar to that observed in the flow of a fixed circular cylinder. In addition, when there
is a change in the vortex shedding pattern due to the oscillatory motion, the observed

unstable modes are different than those in a wake of a fixed circular cylinder.

The comparison of the results from the Floquet stabilty analysis with the ones
from direct numerical simulations and published experiments shows that in most cases,
despite the linearization for the stability analysis, many features of the analysis persist
beyond the instability threshold. The discrepant features observed are specified in this
thesis, e.g. vortex shedding patterns different in two- and three-dimensional simulations
with the same parameters. The cause of the discrepancies are studied through direct
numerical simulations and careful considerations on the linearized system and the range

of the stability analysis.

In addition, this thesis shows that there is a threshold amplitude of oscillation



for which the wake dynamics, therefore the secondary transition, is affected. Below this

threshold, the wake behaves the same way as in the flow around a fixed circular cylinder.

Keywords: Flow around an oscillating circular cylinder, Secondary transition

of a wake, Spectral/hp element method, Floquet stability analysis
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1 INTRODUCAO

O escoamento incompressivel ao redor de corpos rombudos e a interacao entre escoamento
e estrutura envolvidos em vibragoes induzidas por vortices ainda sao temas de diversos
estudos devido a sua importancia na engenharia, como exploragao de petréleo em aguas
profundas, e devido a riqueza fenomenologica de grande interesse para a area académica.
Estes fendmenos ainda tém algumas questoes de relevancia fisica em aberto. Uma delas,
foco desta tese, é como a oscilagao do corpo afeta o escoamento da esteira a jusante do
cilindro. Mais especificamente, a transigao secundaria da esteira e as tridimensionalidades

sao influenciadas pelo movimento do corpo e por isso sao de foco desta tese.

O entendimento da fenomenologia envolvendo o escoamento ao redor de uma
geometria simples pode ser um ponto chave na caracterizagao de vibragoes induzidas por
vortices em alta amplitude. Risers (tubos que levam petroleo do fundo do mar até as
plataformas), umbilicais, cabos e sistemas de ancoragem sao comuns em plataformas de
exploracao de petréleo e estao sujeitos a agoes do escoamento maritimo constantemente.
Um aprofundamento do conhecimento fundamental dos fenémenos envolvidos neste esco-
amento ¢ um dos pontos de partida para a extensao do desenvolvimento da exploracao de

petréleo em aguas profundas.

Com intuito de examinar estes fenomenos, este trabalho investiga o escoamento
ao redor de um cilindro em oscilacao transversal forcada. Embora seja uma geometria
simples, o escoamento ao redor de um cilindro é rico em fené6menos: mesmo em nimeros
de Reynolds baixos hé separagao da camada limite, interacao entre camadas cisalhan-
tes livres, formacao de esteira de vortices, entre outros. Escolheu-se avaliar o efeito da
amplitude de oscilagao de um cilindro em sua esteira ja que é reportado e observado
experimentalmente que o escoamento tem comportamentos distintos em baixa e alta am-
plitude de oscilagao em vibragoes induzidas por vortices (VIV). Embora a freqiiéncia de
oscilagao tenha uma importancia fundamental neste escoamento, o efeito da freqiiéncia
é, aqui nesta tese, considerado apenas para avaliagao da sincronizacao da esteira com

o movimento do corpo. Vibragoes induzidas por vortices tém resposta em amplitudes



consideraveis quando a esteira esta sincronizada com o movimento do corpo.

Através de simulagoes numéricas diretas (DNS) com método dos elementos es-
pectrais e anélise de estabilidade Floquet aplicada ao escoamento, é possivel estudar com
detalhe suficiente a fisica do fendémeno. Mesmo que a situagao simulada seja distante
da pratica (e.g., numeros de Reynolds muito diferentes), a fisica e o comportamento do

sistema em Reynolds diferentes nao sao tao distantes assim.

Mostra-se, neste trabalho, que as oscilagoes afetam a transicao secundaria da
esteira do cilindro oscilando e mudam o comportamento dindmico da esteira nao s6 no

ambito bidimensional (padrao de desprendimento de vortices, por exemplo).

Como visao geral, as oscilagoes podem suprimir as tridimensionalidades da esteira
num certo intervalo de niimero de Reynolds. Isso ¢ mostrado nesta tese através de simula-
¢Oes numéricas diretas e corroborado pela analise de estabilidade. As oscilagbes também
mudam as caracteristicas tridimensionais da esteira (quando ndo as suprime) em com-
paracao a de cilindro fixo: apresentam caracteristicas tridimensionais com comprimento

caracteristicos mais curtos, por exemplo.

Ademais, se as amplitudes forem altas suficientes, as oscilagoes mudam até o
padrao de desprendimento de vortices (isso é observado em simulagoes bidimensionais
também): ao invés de desprender 2 vortices de circula¢do contraria por ciclo, observa-se
o desprendimento de 1 par de vortices com circulagao contraria alternado por 1 vortice
isolado ou 2 pares de voértices com circulagao contréaria alternados. Essas mudancas de
padrao de desprendimento sao essencialmente de carater bidimensional mas o padrao de 2
pares de vortices alternados s6 é observado em simulagoes tridimensionais e experimentos
até onde este pesquisador observou. Com estas mudangas de padrao de desprendimento,
deflagram-se modos tridimensionais diferentes dos que aparecem na esteira do cilindro

fixo.

Sumariamente, esta tese concerne a fisica fundamental do escoamento ao redor
de um cilindro oscilando a fim de promover conhecimento basico que suporte futuras
investigagoes em escoamento ao redor de corpos rombudos e vibragoes induzidas por

vortices.

Esta tese estd dividida em capitulos seguindo este introdutério. O capitulo 2
trata de uma revisdo dos assuntos envolvidos nesta tese (escoamento ao redor de de um
cilindro, o método dos elementos espectrais usado nas simulagoes numéricas, o método de

Floquet para anélise de estabilidade, e identificacao de vortices) com uma introdugao aos



métodos.

Em seguida, o capitulo 3 trata dos preparativos das simulagoes numéricas. Qual-
quer trabalho envolvendo métodos numéricos necessita de uma avaliacao da capacidade
a aplicabilidade do método. Uma listagem dos casos simulados e uma justificativa de

escolha também sao apresentadas neste capitulo.

A seguir, os resultados sao apresentados e discussoes que eles suscitam sao deli-
neadas. Primeiro, o capitulo 4 apresenta a investigacao realizada sobre o escoamento ao
redor de um cilindro fixo. Este é subdividido em se¢oes: uma trata do efeito do tama-
nho do dominio computacional na dire¢ao da envergadura, posteriormente fala-se sobre
as simulagoes numéricas diretas realizadas, e entao trata-se da anélise de estabilidade da

esteira de von Karman.

itu I sua vez, tem n ir um cilindro em oscilacao for .
O capitulo 5, por sua vez, tem foco na esteira de cilindro em oscilacao forcada
Este capitulo apresenta as simulagoes numéricas e analise de estabilidade realizadas nesta

tese. Por fim, as conclusoes sao tragadas no capitulo 6.

Os apéndices constituintes desta tese sdo: apéndice A que descreve com mais
detalhes o método dos elementos espectrais, o apéndice B que apresenta o método de
analise de estabilidade de Floquet e o apéndice C investiga sucintamente a transi¢ao

priméria da esteira de um cilindro através do método de Floquet.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA E INTRODUCAO
AOS METODOS

Aqui se apresenta um historico sucinto sobre os principais topicos envolvidos neste tra-
balho. Trata-se de uma analise de publicacoes envolvendo o tema do trabalho, relatando

informagoes tuteis ao entendimento da pesquisa.

Esta secao é dividida em partes de acordo com o assunto relacionado. A primeira
parte aborda publicacoes na area de escoamento em corpos rombudos, mais especifica-
mente em torno de um cilindro. A parte seguinte engloba o método numérico que é
empregado nas simulagoes, método de elementos espectrais. Ainda hé uma se¢ao que
revisa os principais trabalhos em analise de estabilidade de Floquet, principalmente apli-
cada a analise da transicao secundaria da esteira de um cilindro. Por fim, uma revisao

sobre a identificacao de estrutura vortical no escoamento.

Nesta tese, considera-se o escoamento incompressivel viscoso de fluido newto-
niano. Assume-se que o fluido tem viscosidade dindmica g constante. O escoamento
incompressivel é regido por trés parametros dimensionais: um comprimento caracteristico
(no caso, o didmetro do cilindro d), a velocidade do escoamento ao longe Uy, e a visco-
sidade cinemética do fluido v. Logo, toma-se o numero de Reynolds Re = U,d/v que
atua como parametro de controle do sistema. O escoamento pode ser representado por
grandezas adimensionais, lembrando que Uy, e d servem como escalas para velocidade e

comprimento.

O estado do fluido em qualquer instante de tempo ¢ pode ser representado pelo
campo de velocidade adimensional u(z,y, z,t) (u(z,y,t) em simulagdes bidimensionais)
e pelo campo de pressao escalonado pela densidade p(x,y, z,t) (p(x,y,t) em simulagoes

bidimensionais).

As simulagdes numéricas que sao realizadas neste trabalho sao de um escoamento

tridimensional incompressivel de um fluido newtoniano. As equacoes de Navier-Stokes



para escoamento incompressivel, sem forgas de corpo e com propriedades constantes sao:
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Todas as variaveis utilizadas daqui para diante serao adimensionais, exceto quando
houver indicagao contréria, e por isso nao se usaré mais a barra sobre as grandezas a fim
de simplificar a notagao. As equagoes de Navier-Stokes podem entao ser escritas na sua
forma adimensional:

Ju 1
—(u.V)u—Vp+ Ro

= 2 2.1
Vu=0, (2.1b)

com condi¢oes de contorno adequadas. Estas condi¢oes de contorno sao apresentadas
na Tab. 2.1 e Fig. 2.10, mas em suma sao: condi¢ao de escoamento ao longe (velocidade
imposta Uy, ) a montante e nas laterais do dominio, condi¢ao de saida a jusante (Ju/dn =
0 e p =0, convecgao sem alteragao da parte cinematica) e nao escorregamento na parede

do corpo (u = 0 na parede).

2.1 Escoamento ao redor de um cilindro

Esta secao trata de uma revisao sobre os fenémenos associados ao escoamento ao redor

de um cilindro isolado.

O regime do escoamento ao redor de um cilindro fixo ¢ uma funcao do niimero de
Reynolds. Os regimes de escoamento pertinentes a esta tese sao os que ocorrem até nimero
de Reynolds 500. A descri¢gao dos regimes de escoamento sao baseadas em Williamson

(1996).

A ntimero de Reynolds muito baixo, o escoamento segue o contorno do cilindro.
Este regime de escoamento ocorre até nimero de Reynolds por volta de 5 e esta represen-
tado na Fig. 2.1(a). Com o aumento do nimero de Reynolds, a camada limite se separa da

parede do cilindro e um par de vértices simétricos é formado a jusante préximo do corpo



como na Fig. 2.1(b). Este ainda é um regime de escoamento estacionério e o comprimento

da bolha aumenta com o ntimero de Reynolds até aproximadamente Reynolds 45.

Utilizando a terminologia de sistemas dindmicos, uma bifurcacao de Hopf do
sistema ocorre na faixa de niimero de Reynolds 45 < Re < 50. As camadas cisalhantes dos
lados opostos do cilindro comegam a interagir e forma-se a esteira de vortices(Fig. 2.1(c)).
Atribui-se o nome de von Karman a esta esteira de vortices em homenagem aos estudos
pioneiros em esteira de corpos rombudos realizados por Theodore von Karméan. Nesta
condi¢do, o escoamento apresenta uma freqiiéncia tipica associada ao desprendimento
alternado dos vortices. Esta é a freqiiéncia de Strouhal fs; e é observada diretamente na

série temporal do coeficiente de sustentacao C7.

Figura 2.1: Regimes de escoamento ao redor de um cilindro. Figuras retiradas de van
Dyke (1988).

Gerrard (1966) trata do mecanismo de formagao (interagdo entre as camadas
cisalhantes livres) da esteira no escoamento ao redor de corpos rombudos. Ele descreve o
modo como os vortices sao alimentados pela camada cisalhante livre separada do corpo. A
camada cisalhante oposta ameniza a intensidade do vortice em sua geracao pela interagao
exemplificada pela seta (a) na Fig. 2.2. Depois a alimentagao de circulagao é cortada (seta
(b) na Fig. 2.2), ocorrendo, entao, a conveccao do vortice. Entao, pela seta (c), o proximo
vortice comecga a ser formado pelo enrolamento da camada cisalhante. A importancia
da regiao de formagao pode ser inferida pelo mecanismo na Fig. 2.2, e o movimento
transversal do cilindro pode alterar as caracteristicas da esteira mudando a intensidade

das camadas cisalhantes e promovendo uma interacao mais intensa entre estas.

O escoamento permanece bidimensional até um nimero de Reynolds por volta de
190, quando a esteira passa por uma transi¢ao secundaria e surgem as primeiras tridimen-
sionalidades do escoamento ao redor de um cilindro. Esta primeira transicao manifesta
uma mudanca na freqiiéncia de desprendimento de vortices. Observa-se a deformagao

dos tubos de vortices da esteira principal (esteira de von Karmén). Este é conhecido



Figura 2.2: Esquema de formagao da esteira de um cilindro fixo. Retirada de Gerrard
(1966).

como o modo A e é observado com um comprimento periédico caracteristico ao longo
da envergadura de aproximadamente 4 diametros do cilindro. Com o aumento do nu-
mero de Reynolds, uma outra transi¢ao é observada a um ntmero de Reynolds por volta
de 260. Agora vortices ao longo do escoamento com escala menor sao observados, com
comprimento periédico caracteristico ao longo da envergadura por volta de 1 didametro
do cilindro. Esta tese tem foco nestas transi¢coes para tridimensionalidade e em como as

oscilagbes harmonicas transversais do cilindro a afetam.

Posteriores mudangas com o aumento do nimero de Reynolds sao observadas,
como aumento da desordem nas pequenas escalas tridimensionais da esteira e seguem uma

rota para turbuléncia desenvolvida. Mais detalhes podem ser encontrados em Williamson

(1996).

Williamson (1988a) estuda a relagdo entre o nimero de Strouhal e o nimero de
Reynolds no regime de desprendimento laminar de vortices. Através de experimentos, ele
associa a descontinuidade da curva St x Re em Reynolds baixos (Re até 180) & mudanga do
modo de desprendimento dos vortices; o desprendimento passa a ser obliquo. Manipulando
as condigoes de contorno das extremidades do cilindro, o autor for¢a o desprendimento

paralelo de vortices eliminando a descontinuidade da curva St x Re.

Williamson (1988b) apresenta dois estagios na transigdo da esteira laminar bidi-
mensional para as formagoes tridimensionais a um Reynolds mais alto. Estas transicoes se
relacionam com as descontinuidades na curva St x Re para esteira de cilindro. A primeira
descontinuidade ocorre a Reynolds entre 170 e 180. O autor afirma que a deformacao dos

tubos de vortices de von Karman cria vorticidade na direcao do escoamento, aparecendo



as primeiras tridimensionalidades. O comprimento caracteristico destas tridimensionali-
dades é da ordem de 4 diametros. A segunda transicao ocorre em Reynolds entre 230
e 260. A mudanga na estrutura dos vortices na dire¢ao do escoamento, diminuindo o
comprimento caracteristico para ordem de 1 didmetro, é responsavel por esta segunda

descontinuidade.

Williamson (1992) mostra que a transi¢do na esteira envolve o aparecimento de
“deslocamentos de vortices” (vortex dislocations segundo o autor). Sao irregularidades que
comecam de pequenas perturbagoes no escoamento tridimensional, crescendo a jusante.
Sao responsaveis por distorgoes de grande escala. Estas estruturas sao geradas entre
regioes ao longo da envergadura de desprendimento e estao fora de fase com os vortices da
esteira priméria de von Karman. Uma conclusao deste artigo é apresentar que a rota para
turbuléncia em escoamento ao redor de um cilindro é regida por trés fenémenos fisicos de
origem na esteira proxima, onde sao formados os vortices: o primeiro é o aparecimento de
vorticidade em diregdes perpendiculares ao eixo do cilindro; o segundo é o deslocamento
de vortices em grande escala, distorcendo a esteira, e o terceiro é o aparecimento de
vortices em instabilidades da camada cisalhante para Re &~ 1000, introduzindo turbuléncia

tridimensional de pequena escala na regiao.

Wu et al. (1996) apresentaram um estudo das estruturas tridimensionais, usando
PIV de alta densidade de particulas, no escoamento ao redor de um cilindro. O intervalo
de Reynolds de seu artigo é de 140 a 550. Foram obtidos contornos de vorticidade e
linhas de desprendimento. O intuito era analisar a faixa de transicao de escoamento
bidimensional para tridimensional, relacionando os vortices que aparecem na dire¢ao do
escoamento com os vortices de von Karmén. Conforme serd visto ao longo da presente
tese, a oscilagao altera os campos base bidimensionais e a a forma destes, por sua vez,

tém papel fundamental no aparecimento das tridimensionalidades.

Barkley e Henderson (1996) analisaram a estabilidade da esteira periddica de um
cilindro para uma faixa de Reynolds de 140 a 300. A analise envolvia a solu¢ao bidimen-
sional do campo através do método de elementos espectrais e o célculo da estabilidade
tridimensional através da teoria de Floquet (mesma técnica usada nesta tese). As instabi-
lidades tridimensionais resultantes da analise tinham comprimento de onda na direcao da
envergadura da ordem de 4 diametros para Reynolds a partir de 188. Este comprimento
da instabilidade é muito proximo do observado experimentalmente por Williamson (1996).
Um segundo ramo de modos foi obtido a Reynolds por volta de 259 com comprimentos de

onda da ordem de 1 diametro, que também é préximo do observado experimentalmente



(@) Q)

-
-
-
.
- .
v r
-
~~

- -
¥

e
- -
I3

-
-
-

t=1,+ T2

CERTERTTTY
\ANERRRERER

L ,') j

Figura 2.3: Iso-superficies de vorticidade, sendo a translucida a esteira principal e as
solidas a vorticidade ao longo do escoamento (tridimensionalidades). O cilindro esta a
esquerda da figura e o escoamento vai da esquerda para direita. T' é o periodo da esteira.
(a) modo A em Reynolds 195 e (b) modo B em Reynolds 265. Retirado de Blackburn,
Marques e Lopez (2005).

por Williamson (1996). Este trabalho é um ponto de referéncia essencial no estudo da
transicao da esteira de um cilindro, e este método é aplicado ao escoamento ao redor de

um cilindro oscilando nesta tese.

Além desta caracterizacao pelo comprimento caracteristica da instabilidade, os
modos podem ser classificado pelas suas simetrias espaco-temporais. Como referéncia, a

esteira de von Kéarmén tem a simetria dada pela equacgao abaixo:

w(z,y, z,t) = u(x, —y, z,t + T/2)
von Karman: < o(z,y, z,t) = —o(z, —y, 2, t + T/2)

@z(w7 Y, =, t) = _(:)z(gja Y, Z,t+ T/Z)

Como em qualquer analise de estabilidade e bifurcagoes, a transicao do escoa-
mento bidimensional para o tridimensional apresenta quebras de simetrias. As simetrias
dos modos A e B da esteira de um cilindro fixo obtidos por Barkley ¢ Henderson (1996)

sao dadas pelas equacoes abaixo, em funcao da vorticidade na direcao x.

Modo A: {@x(x,y, 2 t) = —@u(x, —y, 2.t + T/2),
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onde pode-se observar que apresenta a mesma simetria da esteira de von Kérmén em
um plano, mas tem variagoes ao longo da envergadura do cilindro. J4 o modo B tem a

simetria representada em func¢ao da vorticidade na dire¢ao x por
Modo B: {@,(z,y,2,t) = @ule, —y. 2, +T/2).

Estas caracteristicas de simetria podem ser observadas pelas superficies de vor-
ticidade dos modos na esteira de um cilindro na Fig. 2.3. O escoamento vai da esquerda
para direita na figura e a vista é ortogonal ao plano formado pelo escoamento ao longe
e o eixo do cilindro. A coluna (a) da figura mostra o modo A com defasagem de meio
periodo entre as figuras superior e inferior. Notar que o modo A, em uma mesma posi¢ao
na envergadura do cilindro, tem vorticidade ao longo do escoamento com sinais alternados
(cores solidas alternadas na horizontal da figura) entre os vortices da esteira principal (tu-
bos translicidos). Ja o modo B tem o mesmo sinal em uma posigao fixa na envergadura

do cilindro (cor solida é a mesma na horizontal da figura).

L s L L L ! L s L L
E] o 1 2 3 “ B g 7 8

2 2
Periodo Periodo

(b) Simetria do modo A. (c) Simetria do modo B.

Figura 2.4: Contorno de vorticidade em z (w,). A escala horizontal é o tempo dividido
em periodos do desprendimento de vortices e a escala vertical é a linha (da figura (a))
onde se registrou a série temporal da vorticidade em .

Outra forma de representar a relagao de simetria apresentada acima de modo
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grafico é tomar uma série temporal da vorticidade em x em uma linha a jusante do cilindro
(em x e z constantes variando y) como a linha vermelha na Fig. 2.4(a). Esta representagao
¢ mostrada na Fig. 2.4 e pode ser interpretada como a série temporal de vorticidade em
x, tomada em um ponto na envergadura do cilindro na posicao representada pela linha

vermelha da Fig. 2.4(a).

Henderson (1997) conduziu simulagoes tridimensionais com método de elementos
espectrais para uma faixa de namero de Reynolds da ordem de 10 até 1000. O resultados
de Barkley e Henderson (1996) sao comparados com os resultados de simulagoes numéricos
tridimensionais. O autor identificou condigoes sob as quais a esteira evolui para estados
periddicos, quase-periodicos e cadticos de acordo com a envergadura periddica do cilindro
simulado. Este artigo indica que nao ha evidéncia de outra bifurcacao no escoamento
bidimensional senao a da formagao da esteira de von Karman dentro da faixa de Reynolds
estudada. Neste artigo o autor escreve que o niimero de modos de Fourier usado na
discretizagao na dire¢ao da envergadura do cilindro deve ser da ordem de L/d x VRe, a

fim de capturar as estruturas significativas do escoamento turbulento.

Norberg (2003) apresenta uma excelente revisao de investigagoes relacionadas a
sustentacao flutuante do cilindro parada colocado em escoamento. Norberg traz também
resultados experimentais para Reynolds entre 47 e 2 x 10°. Os regimes de desprendimento
de vortices para esta faixa sao citados e descritos. Ele apresenta também resultados de
comprimento de correlagao axial e as relacoes empiricas em fungao do niimero de Reynolds
para o nimero de Strouhal (Fig. 2.5(a)) e para a média quadratica do coeficiente de
sustentacao (Fig. 2.5(b)). Estes resultados sao usados nesta tese como base de comparagao

para as simula¢oes numéricas diretas.

2.1.1 Escoamento ao redor de um cilindro oscilando

Nesta tese, as simulagoes envolvem oscilagao forcada de um cilindro, portanto neste curta

revisao o foco serd em um cilindro em oscilagao forgada.

A oscilagao do corpo pode trazer mudancas consideraveis na esteira do cilindro
(BEARMAN, 1984). O padrao de desprendimento de vortices é notavelmente alterado com
o aumento de amplitude. Mais importante para esta tese é que as tridimensionalidades

da esteira também sao alteradas pelo movimento do corpo.

Um mapa de padroes de desprendimento de vortices na esteira de um cilindro

oscilando transversalmente foi montado por Williamson e Roshko (1988). A faixa de nu-
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Figura 2.5: Curvas montadas a partir das relacoes empiricas encontradas em Norberg
(2003). A regiao de interesse da tese esta destacada.
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Figura 2.6: Mapa de sincronizagao e dos regimes de desprendimento de vortices na esteira
de um cilindro oscilando transversalmente com Re = 4000. Este mapa mostra os principais
padroes de desprendimento na regiao de sincronizacao da esteira com o movimento do
cilindro. Na escala abaixo da figuras, \* = Uy /(foscd). (MORSE; WILLIAMSON, 2009)

mero de Reynolds que eles ensaiaram é 300 < Re < 1000. Este mapa mostra os principais
padroes de desprendimento na regiao de sincronizagao da esteira com o movimento do
cilindro. Vale lembrar que este mapa foi levantado experimentalmente. Os padroes de
desprendimento observados em simulagoes bidimensionais nao seguem este mapa. Este
mapa citado, foi reconstruido com uma melhor resolu¢ao por Morse e Williamson (2009)

para Reynolds constante 4000 e é apresentado na Fig. 2.6.

Sabe-se que a oscilagao influencia a dindmica da esteira. Observa-se que a de-
flagracao de tridimensionalidades pode ser atrasada (em relagdo ao ntimero de Reynolds)
ao se impor oscilagoes harmonicas transversais em amplitudes moderadas. Berger (1967)
reporta através de experimentos com Reynolds de 10 a 350 que oscilacoes adequadas ex-
tendem o nimero de Reynolds critico da transicao secundaria da esteira para algo entre
300 e 350. Esse efeito estabilizante da oscilagao do cilindro também é observado nas simu-
lagoes desta tese e a mudanga do Reynolds critico é capturada pela analise de estabilidade

de Floquet.

Koopman (1967) realizou experimentos com visualizagao dos filamentos de vorti-

ces desprendidos do cilindro oscilando transversalmente. O escoamento era a numero de
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Reynolds 200. Observa-se que os filamentos de vortices nao apresentam variacao ao longo

da envergadura, ou seja, o escoamento é bidimensional.

Como parte desta tese, o autor realizou a investigacao do limiar inferior da am-
plitude de oscilagao para o qual é possivel inibir a deflagracao de tridimensionalidades na
esteira do cilindro oscilando. A investigagao ¢ apresentada na se¢ao 5.3 para numeros de

Reynolds 200 e 300.

Com a mudanca do padrao de desprendimento de vortices, espera-se que a tran-
sicao da esteira tenha alteracbes. A mudanca da simetria espago-temporal da esteira
base (esteira bidimensional) possibilita o surgimento de tridimensionalidades diferentes
das observadas na esteira de um cilindro fixo (MARQUES; LOPEZ; BLACKBURN, 2004;
BLACKBURN; MARQUES; LOPEZ, 2005).

Leontini, Thompson e Hourigan (2007) investigaram a transi¢ao na esteira de um
cilindro oscilando transversalmente. Estes pesquisadores também observaram que a es-
teira é absolutamente estavel a perturbagoes tridimensionais para amplitude de oscilagcao
até 0.6d e nimero de Reynolds até 280. Eles também concluem que, quando o padrao de
desprendimento de vortices é 2S, os modos tridimensionais deflagrados na transigao sao
os mesmo observados na esteira de um cilindro fixo. Em oscilacao de amplitude maior, a
esteira do cilindro tem padrao de desprendimento P+S; a simetria espago-temporal é di-
ferente da esteira de von Karméan. Nesta situacao, modos tridimensionais sub-harmonicos
sao observados, em concordancia com esta tese. Este modos tém simetria dada pela

equagao abaixo (em fungao da vorticidade na diregao do eixo z, w,):

Sub-harmoénico: {er(gj’ Y, 2,t) = —w.(x,y,z,t +T).

2.2 Meétodo dos elementos espectrais

O método de elementos espectrais (SEM) é uma mescla entre o método espectral puro
e o método de elementos finitos, através do uso de fungoes de base espectrais em uma
formulagao de elementos finitos. Do primeiro método, ele herda a convergéncia exponen-
cial e a alta resolucao, devido a alta ordem das funcoes de aproximacao. Do segundo
vem a divisao do dominio em elementos, que permite refinamento local e flexibilidade

geométrica.

Os métodos espectrais (SM) derivam de métodos analiticos de solugao de equagoes

diferenciais parciais que apresentam solucoes baseadas em expansoes em série de funcoes



15

ortogonais. Estas fungoes sao suaves e o erro da equacao diferencial € minimizado segundo
um dado critério. Suas aplicagoes a dindmica de fluidos remetem & meteorologia (ver
Boyd (2001)). A vantagem deste método ¢ a convergéncia exponencial que possibilita a
solucao do problema com relativamente poucos graus de liberdade. Contudo, geometrias

complexas sao dificeis de serem tratadas com esta abordagem.

Os métodos de elementos finitos (FEM) permitem a solugdo de problemas em
geometrias complexas com certa flexibilidade. Depois de anos de evolugao e estudo, este
método hoje é utilizado na solucao de praticamente qualquer tipo de equagao diferencial

parcial e sistemas de equagoes diferenciais parciais.

Por um lado, existem métodos de baixa ordem para simulagao de problemas em
geometrias complexas e “problemas de engenharia” envolvendo modelos fisicos avancados
(por exemplo, modelos de turbuléncia como k-¢ e k-w, modelos de combustao). Por outro,
pesquisas envolvendo simula¢do numérica direta (DNS) s6 s@o possiveis com métodos de
ordem superior. Uma outra questao relevante é a simulacao durante longos intervalos de
tempo. Nesta situacao, uma resolucao espacial alta é essencial para minimizar os erros
(KARNIADAKIS; ISRAELIL; ORSZAG, 1991), o que é o caso deste trabalho onde se estudam

séries temporais longas de um escoamento ao redor de cilindro oscilando.

2.2.1 Conceitos fundamentais da discretizacdo espacial

Conforme supracitado, o método de elementos espectrais procura juntar a vantagem do
método de elementos finitos (flexibilidade) com a vantagem dos métodos espectrais (con-
vergéncia exponencial). No método de elementos espectrais, as fungoes de base sao defi-
nidas localmente em um elemento. A convergéncia é resultado de um aumento da ordem
de interpolagao (refinamento tipo p) e/ou um refinamento da malha (refinamento tipo h).

Por isso, o SEM também é chamado de método hp.

Ao longo da evolugao dos métodos numeéricos, diversos modos de refinamento de
resultado foram apresentados. O refinamento consiste no aumento de graus de liberdade

da forma discreta. Essencialmente, o resultado exato é aquele que abrange infinitos graus

de liberdade.

O método mais comum, e possivelmente o mais claro para o entendimento, é o
refinamento h. A varidvel manipulada para o refinamento h é a dimensao dos elementos
da malha. Faz-se uma malha mais fina, globalmente ou em regides onde aparecem os

maiores erros, dividindo o dominio em subdominios menores a fim de diminuir os erros
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da discretizagao. Este método de refinamento nasce do método das diferencas finitas,
cujas discretizagOes consistentes, ao tomar o limite de Az — oo, tornam-se novamente as
derivadas da equacao original. O refinamento comum no método de elementos finitos é o

tipo h.

Outro método de refinamento é a versao p, também chamado de método espectral,
que se aplica ao dominio todo. A ordem da aproximagao é alterada neste refinamento
a fim de diminuir o residuo tomando uma func¢ao interpoladora que melhor aproxima a
solugao. Tal método surgiu na meteorologia, e tem como objetivo uma maior acuracia,
como mostrado em Boyd (2001). O método provém da idéia de uma série de fungoes que

converge conforme se aumenta o nimero de fungoes na série.

Ambos métodos terao suas vantagens e desvantagens apresentadas a seguir, com
o objetivo de chegar ao método de refinamento hp, que consiste na combinagao destes
dois métodos e um dos conceitos nesta secao. O objetivo desta combinacao é obter as
vantagens de cada método que a compoe. O que se clama do refinamento hp é que este
alcanca uma convergéncia superior, assintoticamente exponencial. Ou seja, o erro decresce

rapidamente com o aumento do nimero de graus de liberdade.

No refinamento do tipo h a ordem do polinémio utilizado como fun¢ao de base em
todos os elementos é mantida e a convergéncia é atingida através da reducao do tamanho

dos elementos. O caractere h representa o tamanho caracteristico de um elemento.

No refinamento do tipo p uma malha fixa é empregada e a convergéncia & atingida
através do aumento da ordem do polinémio em todos os elementos. O caractere p repre-
senta a ordem da expansao. Se o dominio inteiro for tratado como um tnico elemento,

entao este método nada mais é do que o método espectral puro.

2.2.2 Meétodo hp

O principal objetivo em se adotar um método hp é contornar as desvantagens dos métodos
h e p tentando manter suas vantagens. O método h divide o dominio em subdominios e
adota interpolantes locais, em geral polinémios de grau fixo, lineares ou quadraticos, que
sao nao nulos apenas em seu subdominio. Ja o método espectral adota fungoes globais, isto
é, sobre o dominio todo, de alta ordem. Quando maior acuracia é necessaria, seguindo
o método h, divide-se em subdominios de tamanhos menores, e seguindo o método p,

aumenta-se o grau do interpolador.

Como exemplo dos métodos h e p, a Fig. 2.7 que apresenta a fungao arctan(60x /)
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no intervalo = € [—1,1] e aproximagoes por dois métodos: h e p. A curva preta é a
funcao exata. A curva vermelha é uma aproximacido p usando 6 polindmios fmpares!
de Chebyshev (BOYD, 2001) pelo método de Galerkin (ZIENKIEWICZ; MORGAN, 1983). O
método de Galerkin é um caso particular do método dos Residuos Ponderados, cuja fungao
de ponderacgao é a mesma funcao usada na interpolagao. A curva azul é uma aproximagcao
h, com 5 elementos lineares por colocacao.? Esta funcao foi escolhida propositalmente por

apresentar as falhas de ambos métodos.

©
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0.4

-0.8

— Funcéo exata
—— Método p: Chebyshev
—— Método h: Elemento lineares

-1.2
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Figura 2.7: Exemplo de aproximagcoes pelos métodos h e p.

2.2.2.1 Meétodo h

Uma vantagem do método h é que este converte as equacoes diferenciais em matrizes
esparsas, ja que os interpoladores sao nao nulos apenas em algum subdominio. Uma se-
gunda vantagem é que os subdominios sao facilmente ajustados & geometria do problema.
Sua principal desvantagem tange a baixa acuracia em relagdo aos outros métodos dado
um mesmo numero de graus de liberdade, porque cada fun¢ao base (interpolante local,

nao nulo para um subdominio) ¢ um polinémio de baixa ordem e h& uma consideravel

!Equivale ao uso de 6 graus de liberdade para representar uma funcio impar.
2Equivalente a 6 graus de liberdade.
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descontinuidade na derivada entre os elementos. Para uma boa aproximacao, exige-se
uma discretizacao bem fina, principalmente nos locais de grandes gradientes. A Fig. 2.7
ilustra bem a limitacao deste método: notar a descontinuidade na derivada por exemplo.
A fim de melhorar a aproximacgao, pode-se discretizar mais proximo da regiao de grande

gradiente (método adaptativo).

2.2.2.2 Meétodo p

Métodos espectrais, em contrapartida ao método h, geram equagoes algébricas com matri-
zes completas se forem de uma base mal escolhida, tornando a solugao numérica compu-
tacionalmente custosa. Uma boa escolha é os polindmios ortogonais na norma escolhida
para ser minimizada. Porém a acuracia atingida com este método ¢é alta para um mesmo
numero de graus de liberdade. A eficiéncia computacional é melhorada se usar métodos
iterativos rapidos para solugoes de matrizes. Uma grande limitagao deste método é a de
ser pratico apenas quando a geometria do problema ¢é simples ou razoavelmente suave e
regular. Variacoes nao suaves geram oscilagoes no resultado aproximado, principalmente
na regiao de grande gradiente, conhecidas como fenémeno de Gibbs. A aproximagao da
fungao arco-tangente na Fig. 2.7 ilustra bem este problema. Polindmios de Chebyshev
(BOYD, 2001) foram usados por serem ortogonais na norma a ser minimizada escolhida

(norma Ly), e a interpolagao tem 6 graus de liberdade.

2.2.2.3 Meétodo hp

O método hp é a base do método de elementos espectrais. Consiste de uma mistura dos
métodos h e p. O dominio é dividido em subdominios, como no método h, ganhando entao
a flexibilidade da discretizagao da geometria e a matriz esparsa, caracteristicas do método
de elementos finitos convencionais. Ao mesmo tempo, o grau do polinémio interpolador
em cada subdominio é bastante alto para manter a alta acuracia, heranga do método
p. Este método supera bem as dificuldades do método p préximo a regioes de grande
gradiente ao realizar um refinamento h nesta regiao, conciliando bem os dois métodos.
Para aproveitar as caracteristicas do método hp, visando um refinamento adaptativo,
deve-se grosso modo refinar h onde ha grandes gradientes e refinar p onde se deseja maior

acurécia e suavidade.

H& uma grande desvantagem no método hp: gerar sistemas muito mal condicio-
nados. A caracteristica de gerar matrizes esparsas e bem condicionadas pelo método h é

limitada pela escolha das funcoes de bases, que tendem a preencher a matriz. Matrizes
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mal condicionadas geram dificuldades nas solu¢oes numeéricas e implicam em uma sensibi-
lidade grande da solucao em relacao a pequenas alteragoes nos elementos da matriz. Como
a matriz de solugao é composta pelos produtos internos entre funcoes de base, é possivel
aliviar o peso da solugao numérica fazendo uma boa escolha para as fungoes de base.
Algumas opgoes sao: séries de Fourier, polindmios de Jacobi, e seus casos particulares de
Legendre e Chebyshev (BOYD, 2001) ja que estes tém a propriedade de ortogonalidade

entre si, resultando numa matriz mais esparsa e mais bem condicionada.

2.2.3 Ordem de convergéncia

Boyd (2001) apresenta as ordens de convergéncia na forma: logaritmo do moédulo dos

coeficiente log | a,, | pelo logaritmo da ordem dos coeficientes log(n) na Fig. 2.8.

A convergéncia algébrica é caracteristica do método h. Para o método hp, se bem

colocado, espera-se uma convergéncia entre geométrica e super-geométrica.

0 Log-Log

107

) | |
10 -
10° 10 )

Figura 2.8: Grafico de ordem de convergéncia: log | a, | x log(n). (BOYD, 2001)

Babuska e Suri (1994) apresentaram com rigor as caracteristicas de convergéncia
do método p e hp. Também mostraram que o método h é limitado a uma convergéncia
algébrica. Uma vantagem apresentada pelo método hp sobre o p é o decrescimento do erro

quando bem tratadas as irregularidades geométricas, caracteristica herdada do método h.

Babuska e Dork (1981) apresentaram estimativas de erro, fixando grau do polino-
mio e refinando a malha na Fig. 2.9(a), fixando malha e variando grau do polinémio na

Fig. 2.9(b), e mudando ambos na Fig. 2.9(c).
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Figura 2.9: Erros em fungao do ntimero de graus de liberdade para os métodos h, p e hp.
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2.2.4 Aplicacao do método dos elementos espectrais as equacdes
de Navier-Stokes incompressiveis

As simulagbes numéricas que sao realizadas neste trabalho sdo de um escoamento tridi-

mensional incompressivel de um fluido newtoniano.

A solugao numérica das equagoes de Navier-Stokes apresenta diversas dificulda-
des. Talvez a mais evidente seja a existéncia do termo nao linear. No método que sera
descrito aqui, o termo nao linear é tratado de maneira explicita e com um passo de tempo

(At) adequado este problema é solucionado.

Uma outra dificuldade importante é a forma de acoplamento entre pressao e velo-
cidade, que faz com que as duas variaveis nao possam ser aproximadas independentemente.
Uma condi¢ao de compatibilidade conhecida como condigao inf-sup ou div-stability deve
ser satisfeita pelos espacos discretos que aproximarao a solucao, a fim de garantir estabi-
lidade e unicidade da solucao discreta. Na implementagao utilizada neste trabalho, esta
condicao ¢ satisfeita ao usar o método splitting para a marcha no tempo. Maiores detalhes

sobre esta condi¢do podem ser encontrados em Karniadakis e Sherwin (2005).

Tabela 2.1: Condicoes de contorno do sistema de equacoes que regem o escoamento
incompressivel. Ver Fig. 2.10 para esquema grafico.

tipo nome da condi¢ao condigao implementada relativo
Dirichlet entrada u="U,=1em 00

corpo u =0 em I orpo
Neumann saida ou fluxo Vu-n=0em I com p =0

Aqui é importante ressaltar as condi¢oes de contorno impostas para que o sistema
de equacoes tenha uma solugao particular do problema que é estudado. A Tab. 2.1 resume
as condicoes de contorno usadas nesta tese. Para as condi¢oes de contorno nas simulacoes
com cilindro oscilando veja a Tab. 2.3 na secao 2.2.5. Para ajudar a visualizagao das
condigoes de contorno, a Fig. 2.10 aponta onde sao aplicadas as condigoes de contorno e

a direcao do escoamento.

2.2.4.1 Método de marcha no tempo

Primeiramente serao definidas condi¢oes de contorno apropriadas para o tipo de problema
estudado neste trabalho, que é o escoamento externo ao redor de um corpo rombudo.
Comecando com as condi¢oes de contorno para velocidade, pode-se dizer que ao longe,

onde nao ha influéncia do corpo nem da esteira por ele formada, o escoamento pode ser
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Figura 2.10: Esquema do dominio computacional e das condi¢oes de contorno impostas
as equacoes que regem o escoamento incompressivel.

considerado nao perturbado e a velocidade ¢ igual a U,,. Nas paredes, é imposta condi¢ao
de nao escorregamento e a velocidade é nula. Na regiao de saida de fluido, tipicamente
influenciada pela esteira, a derivada da velocidade na dire¢ao normal do contorno pode

ser considerada como nula, ou seja, du/dn = 0.

Ja para a pressao, na saida se impoe uma condicao p = 0, que pelo splitting
method que seré apresentado se torna do tipo Neumann para a equagao de Poisson, isto é,
Jp/On = 0. Quanto a condigdo de contorno da pressao na parede, a literatura apresenta
um debate intenso sobre esta questao. Vale lembrar que nao existe uma equacao de

3 no escoamento incompressivel e, portanto, a pressao numa parede é

estado para pressao
conseqiiéncia do escoamento. Tradicionalmente, nas paredes adotou-se para a pressao um

gradiente nulo:
Ip
on

parede

Deve-se ressaltar que a adoc¢ao deste tipo de condigao de contorno é compativel
com a teoria da camada limite. Contudo, segundo Karniadakis, Israeli e Orszag (1991),
esta condicao de contorno compromete qualquer tentativa de se obter uma precisao melhor
do que primeira ordem no tempo. Os mesmos autores propoem uma condi¢ao de contorno
do tipo Neumann de alta ordem para a pressao nestas regioes, que é derivada da equacao de

equilibrio de quantidade de movimento linear na direcao normal na fronteira do dominio.

3Uma equacdo de estado, por exemplo, que representa p em funcido de outras propriedades termodi-
namicas.



23

Esta condicao de alta ordem é a empregada nesta tese. Ela também é utilizada nas regioes
de escoamento ao longe na implementagao empregada neste trabalho. Ela sera descrita

mais adiante nesta se¢ao, juntamente com o método de avango no tempo splitting method.

Ao resolver as equagoes de Navier-Stokes no tempo, é necessario adotar uma dis-
cretizagao temporal. O mais usual em escoamentos incompressiveis é fazer a discretizagao
no tempo independente da discretizagao no espaco. O método de elementos espectrais
permite uma resolucao muito alta no espago, mas isso de nada adianta se a resolucao
temporal nao for compativel com esta precisao. A discretizacao temporal, além de es-
tar diretamente ligada com fenomenos transientes, também influencia diretamente na
forma do sistema de equagoes que precisam ser resolvidas. Em particular, ela determina
a forma da equacao de pressao e dita a qualidade da aproximacao da restricao de in-
compressibilidade nas formulagoes com varidveis primitivas, ou seja, formulagoes do tipo

pressao-velocidade.

Karniadakis, Israeli e Orszag (1991) propoem um método de solugao das equagoes
de Navier-Stokes transitorias usando time-splitting (ou splitting method) que permite o

uso de precisoes de ordens superiores.

A eq. (2.1a) pode ser reescrita da seguinte maneira:

Z—‘: +N(u) = -Vp+ éL(u) (22)

onde

N(u) = (u-V)u= 1[u -Vu+V(u-u)

\)

L(u) = V*u

que representam o termo convectivo e o termo difusivo. O termo convectivo geralmente é
implementado desta forma para reduzir aliasing (KARNIADAKIS; ISRAELI; ORSZAG, 1991)

e apresenta resultados superiores apesar de aumentar o custo computacional.

A eq. (2.2) integrada num passo de tempo At resulta em:

tnil 1 tnt1 tny1
utt —u" = —/ Vpdt + —/ L(u)dt +/ N(u) dt (2.3)
tn Re tn tn

onde o indice n se refere ao passo de tempo t, = nAt. O termo nao linear é aproximado

por um esquema explicito de ordem J, da familia de Adams-Bashforth, principalmente



Tabela 2.2: Coeficientes dos esquemas Adams-Bashforth e Adams-Moulton.

|

H Coeficiente ‘ 1% ordem ‘ 2% ordem ‘ 3% ordem ‘
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Bo 0 0 0
3, 1 3/2 23/12
Adams-Bashforth 3, 0 ~1/2 ~16/12
B 0 0 5/12
0 1 1/2 5/12
o 0 1/2 8/12
Adams-Moulton o 0 0 ~1/12
V3 0 0 0
por razoes de eficiéncia:
_— Je—1
/ N(u)dt = At Z B,N(u""9) (2.4)
tn q=0

onde J. é a ordem do esquema explicito de integracao e (3, sao os pesos dados pela
Tab. 2.2, que dependem da ordem de integragao escolhida. Os termos lineares IL(u) sdo
aproximados de forma implicita por razoes de estabilidade. Sera utilizado um esquema

de ordem J; da familia de Adams-Moulton, resultando em:

tn+1 Ji—1
/ Liu)dt = At S 5L (1) (2.5)
tn =0

onde J; ¢ a ordem do esquema implicito de integracao e 7, sao os pesos dados pela Tab. 2.2,
que dependem da ordem de integracao escolhida. Por tltimo, o termo de pressao seréa
reescrito:

tnt1

Vpdt = Atvp™H! (2.6)

tn
onde p"! é um campo escalar que assegura que o campo de velocidades final é incom-

pressivel ao final do passo de tempo (n + 1).

Usando esta notacao, a marcha de integracao temporal utilizando o splitting

method pode ser realizada em trés etapas, tomando a seguinte forma:

4 ;u = Z B,N(u"™1) em ) (2.7a)
bt &

uA—tu = —Vp't! em (2.7b)

untl — 1 2

A TR Z L") em Q (2.7¢)
q
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com condigoes de contorno essenciais ug:

u"t =y, em Of)

Nestas equacoes, i e 1 sdo campos de velocidade intermediérios. A eq. (2.7a)
pode ser resolvida para 1, ji que ¢ uma expressao explicita. Desde que se conheca
o campo 1, que deve vir da eq. (2.7b), a eq. (2.7¢) também pode ser resolvida para
u™*, pois se trata de uma equacao linear resolvida de maneira implicita. Resta saber

como resolver a eq. (2.7b), ja que nesta expressao ha duas incognitas: G e p"*!

. Isto é
solucionado assumindo que o campo de velocidades intermediario satisfaz a condicao de

incompressibilidade do fluido, assim:

o
I
[en}

V- em () (2.8)

Aplicando o operador divergente na eq. (2.7b) e substituindo a eq. (2.8) chega-se

Vit = v (i) em (2.9)

Resta-nos estabelecer as condigoes de contorno para esta equacao. Para isso,
toma-se a eq. (2.2) no contorno 052, multiplicando todos os termos pelo vetor normal n:

tn+1 tn+l tn+1

1
/ g—?-ndt: _/ Vp.ndt+R— L(u)-ndt
tm tm € Jtm , em OS2 (2.10)

tn
—/ N(u) - ndt
tm

O termo dentro da integral do lado esquerdo desta equacao pode ser reescrito:

ou 0 on

E~n:§(u-n)—u~a
O segundo termo do lado direito desta equacgao é nulo, visto que o dominio é
indeformavel; portanto o vetor normal na fronteira é invariante no tempo. Ja o primeiro
termo, quando integrado em todo o contorno, representa o fluxo liquido de massa no
dominio. Como estd sendo considerado um escoamento incompressivel, sem fontes ou
sorvedouros no interior do dominio, a integral no contorno deste termo é nula, embora
localmente ele possa nao ser. Entretanto, como as equacoes do método numérico empre-
gado posteriormente sao integradas em todo o dominio, este termo sera cancelado numa

etapa seguinte, e por isso, ele sera desconsiderado nesta etapa. Isto posto, o termo do
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lado esquerdo na eq. (2.10) é anulado e substituindo nela as expressoes (2.4), (2.5) e (2.6),

chega-se a:
a]—er»l Je—1 1 Ji—1
on n QZ% BN(u"™7) + e qgo Y,L(u ) em Of) (2.11)

Nota-se que nesta expressao aparecem variaveis no tempo n + 1, que sao incog-
nitas. Isto acontece devido ao tratamento implicito do termo difusivo L(u). A fim de
eliminar este problema e construir um esquema estével, o termo difusivo é reescrito da
seguinte forma:

L(u)=V’u=V(V-u) -V x (Vxu)

O primeiro termo, V(V - u), sera tratado de forma implicita enquanto o segundo

termo, —V x (V xu), seré tratado de forma explicita. Pode-se reescrever entao a eq. (2.11):

aﬁn_;'_l Je—1 1 Ji—1
on =n Z BN(u"™) + Re Z YV (V- unJrliq)
=0 | a =0 ,  em 90 (2.12)
— — n—q
+Req:205q( V x (V x u""1))

Note que nesta equagio, o termo o V(V - u™™!) pode ser igualado a zero, pois o
requisito de incompressibilidade no passo n 4 1 faz com que V - u"*! = 0. Desse modo,
elimina-se as velocidades no passo n + 1 da expressao e a Unica incoégnita passa a ser
Op™*1/On. Em suma, a eq. (2.12) representa a condigao de contorno de alta ordem para

pressao e é a condicao usada nas simulagoes desta tese.

2.2.4.2 Decomposiciao modal na direcio do eixo

A aplicacao de expansoes espectrais em dominios homogéneos é apresentada as equagoes
de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis. Para isso considere o caso do movi-
mento de um fluido viscoso ao redor de um cilindro infinitamente longo posicionado per-
pendicularmente a uma corrente uniforme. Assume-se que o fluido tenha massa especifica
constante p e viscosidade dinamica constante u. Este escoamento incompressivel depende
de trés parametros dimensionais: o diametro do cilindro d, a velocidade da corrente livre
U, € a viscosidade cinematica do fluido v = u/p. A tnica combinagdo adimensional
destes parametros é o ntimero de Reynolds, Re = U,.d/v, e ele serve como um parametro
de controle do sistema. O problema pode ser descrito de forma adimensional, com U, e d

servindo de escalas de referéncia para velocidade e comprimento. O estado do fluido em
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qualquer instante de tempo ¢ neste escoamento é determinado pelo campo de velocidades
u(z,y, z,t) e o campo de pressao p(z,y, z,t). Estes campos sao descritos num sistema de
coordenadas onde x esté alinhado com a direcao e sentido da corrente livre, y é normal a

corrente livre e ao eixo do cilindro e z esté alinhado com o eixo do cilindro.

A evolugao do escoamento é descrita pelas equagoes de Navier-Stokes para fluido

incompressivel, escritas a seguir na forma adimensional:

ou 1
— = —N(u) —Vp+§

2
5 Vu
V-u=0

, em ()

onde N(u) representa o termo convectivo nao linear dado por:

N(u) =(u-V)u = %[u -Vu+ V(u-u)

O dominio computacional €) representa a regiao do espago tridimensional ao redor

do cilindro na qual as equagoes de Navier-Stokes serao resolvidas.

O primeiro passo da discretizacao é reduzir o problema do infinito para um pro-
blema num dominio de dimensao finita L na direcao da envergadura. Em outras palavras,

serao considerados escoamentos u(x,t) que satisfacam o requisito de periodicidade:

u(z,y,z,t) =u(z,y,z+ L, t)

O campo tridimensional periédico u pode ser projetado exatamente num conjunto

de modos de Fourier bidimensionais @i, usando a transformada de Fourier:

1 [F _
Uy (2, y,t) = z/ u(z,y,z,t)e D,
0

Da mesma maneira, os modos na diregao do eixo i, dao a expansao do campo
de velocidades numa série de Fourier e podem ser encontrados através da transformada

inversa de Fourier, desta vez, ja apresentada na sua versao discreta:

U.(flf, Y, z, t) - Z ﬁq(ﬂj" Y, t)ei(27l'/L)qz

Substituindo a expansao de Fourier do campo de velocidades nas equagoes de

Navier-Stokes, é obtido um sistema acoplado de equacoes para os modos de Fourier.
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Define-se o numero de onda escalado 5, = (2m/L)q e os operadores dependentes de ¢:

V = (axaayviﬂq>7 @2 = (89%78;’ _Bg)

A equacao de evolugao para os modos de Fourier passa entao a ser escrita da
seguinte forma:
o, ~ 1
— = —Ny(u) = Vp, + —
ot q(u) Dq Re
V-i,=0

Viu
7 em 2

O termo nao linear de convecgao proporciona o acoplamento entre todos os modos.

Pode-se grafar este termo assim:
L .
N,(u) = —/ N(u)e‘Z(QW/L)qZ dz
0

A representacgao final do campo de velocidades seréd tomada como uma expansao

truncada:
M

u(z,y,z,t) = Z i, (,y, t)e' /L
q=—M
Computacionalmente é mais conveniente calcular a evolu¢ao de modos bidimen-
sionais de Fourier 6,(x,y,t) do que o campo tridimensional completo u(x,¢). Como u é
real, os modos de Fourier satisfazem & condigao de simetria @i, = —;. Por isso, apenas
metade do espectro (¢ > 0) é necessério. No entanto cabe a ressalva de que os campos
U,(z,y,t) e py(x,y,t) sdo complexos, pois a expansao utilizada é uma série de Fourier, e

por isso requerem o dobro de espago para armazenamento.

A representacao do campo de velocidades através de modos de Fourier tem outras
vantagens intrinsecas. Ela proporciona uma maneira direta de ligar modos particulares
de sistemas com padroes tridimensionais especificos. A teoria de estabilidade linear pode
predizer quais modos interagirao de forma mais forte com o escoamento bidimensional
para produzir estes padroes. A amplitude média no tempo dos modos de Fourier é uma
indicacao direta da quao boa é a resolucao dos calculos efetuados. E finalmente, a am-
plitude dependente do tempo dos modos de Fourier oferece uma maneira conveniente de

explicar a transferéncia de energia entre as diferentes escalas na esteira tridimensional.

O conjunto de equagoes modais sao integradas avangando-se no tempo utilizando-
se 0 método de splitting. A repeticao dos céalculos para cada um dos modos de Fourier
sugere uma estratégia natural de distribuicao do trabalho computacional num conjunto de

processadores paralelos: cada modo ¢é atribuido a um computador diferente. A integragao
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no tempo é feita para cada modo em paralelo com troca de dados no comeco do passo de
tempo visando avaliar o termo nao-linear. Este termo é computado pseudo-espectralmente
numa malha de pontos no espaco fisico através do uso de uma transformada rapida de
Fourier (FFT). O célculo do termo nao linear compreende grosso modo a um quarto do
trabalho computacional. O trabalho restante constitui a solucao de sistemas lineares nos
passos referentes & pressao e ao termo de difusao. Esses tltimos passos nao requerem
interagao entre os modos e podem ser feitos em paralelo, com o trabalho balanceado no

conjunto de processadores paralelos.

2.2.5 Navier-Stokes em referencial nao-inercial

O estudo central desta tese é a dinamica do escoamento ao redor de um cilindro em
oscilagao forcada. Boa parte das simulacoes devem reproduzir o movimento oscilatério
do cilindro de alguma maneira. Nesta secao, pondera-se sobre as maneiras de simular um

cilindro oscilando.

Listo aqui algumas das maneiras possiveis mais usuais para um tnico corpo rigido

no escoamento:

Uso de malha deformaével;

Uso de malha deslizante;

Método de fronteira imersa para representar o cilindro;

Resolver o escoamento em um referencial nao-inercial fixo ao corpo.

As trés primeiras citadas tém uma implementagao mais complexa que compen-
saria para o caso de multiplos corpos com movimento relativo entre si. As complicacoes

que tais implementagoes trariam seriam:

e Necessidade de reconstrugao das matrizes de solugao numérica em cada passo de

tempo;

e Presenga de elementos muito deformados pode afetar o método numérico (no caso

de malha deformavel);
e Implementagao de elementos nao conformes (no caso de malha deslizante);

e Presenca de descontinuidade que afetaria o bom condicionamento do método de

elementos espectrais (principalmente no caso de fronteira imersa).



30

Por tais motivos, e devido a complexidade ja inerente do fenémeno estudado,
optou-se pelo uso de um referencial nao-inercial. A idéia é manter a estrutura do codigo

e da simulagao acrescentando apenas os efeitos do referencial nao-inercial.

Seguem, entao, as principais vantagens e desvantagens da implementacao de um

referencial ndo-inercial.

e Vantagens

— Implementacao mais simples que outros métodos;

— Malha nao se modifica, necessitando apenas uma construcao das matrizes do

método numérico, poupando custo computacional.
e Desvantagem

— Condigoes de contorno devem mudar ao longo do tempo, deteriorando leve-

mente a estabilidade numérica;

— Uma forga de campo é introduzida e varia ao longo do tempo também, deteri-

orando levemente a estabilidade numeérica.

2.2.5.1 Implementacio

A implementacao do referencial nao-inercial fixo ao corpo segue a idéia de Meneghini
e Bearman (1995) e Li, Sherwin e Bearman (2002). Ambos realizaram simulagdes bi-
dimensionais com referencial nao-inercial, respectivamente com os métodos de vortices
discretos e de elementos espectrais. Aqui, implementou-se o referencial nao-inercial para
simulagoes tridimensionais com dominio homogéneo. A rotagao do sistema nao-inercial
nao é tratada aqui por se tratar de simulagoes de cilindro com comprimento periddico
relacionadas a vibracao induzida por vértices. Mesmo assim, a rotagao em torno do eixo

z foi implementada.
Adota-se uma coordenada absoluta,

X/ = (xl7 y/J Z/) Y

e a relativa,
X = (x’ y? Z) )

associadas ao deslocamento do corpo n(t) = (n1(t), n2(t), n3(t)) pela expressao

'=x+n(t) (2.13)
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A velocidade é dada pela derivada temporal da eq. (2.13):

v = v +7(t) (2.14)

As derivadas espaciais nao apresentam mudancas. A derivada espacial em x no

referencial nao-inercial pode ser deduzida:

0 w0 w0 90 0
ox'  Ox'dx  0x'dy 0x' 0z Oz

as derivadas nas outras coordenadas sao obtidas analogamente, resultando em

6_6 , 9_9
oy Oy 07 0z

conseqlientemente, os operadores gradiente e Laplaciano permanecem os mesmo:

V=V ¢ V=V"

A derivada temporal se relaciona com o movimento do corpo. O operador derivada

temporal absoluta (indice a) é:

2 —8_‘Tﬁ+@£+%£+ 2 —_'.V()+ 2
ot). " otox " otoy oto:  \ot), " at)

onde o indice r indica o referencial relativo.

Tomando a equagao de Navier-Stokes adimensional para escoamento incompres-
sivel e fluido newtoniano com viscosidade constante, no referencial absoluto,
1

v/2 /
Re M

a /
<8—‘;) + (v V)V =-Vp+
V.-v =0

seus termos apresentar-se-ao, ao passarem para o referencial nao inercial, nas seguintes
formas

Vv'=V-(v4+n)=V-v
V'p=Vp
VA = V(v + 1) = Vv

(VVW = (V) VIR = v VY i VY 4y Vi Vi
=0 =0



32

(aa\;’)a =-n-V(V)+ (%z,)r -

. ov+n)\ . ov .
——77~VV—|—< 5 >r— nVVJr(at)r—i—n

Destarte, a equagao que rege o escoamento no referencial nao-inercial é:

ov 1
—‘f‘(V'V)V——Vp‘I—%

T Vv —ij (2.17a)

V-v=0 (2.17b)

Naturalmente as condi¢oes de contorno empregadas nas simulagoes nao sao as
mesmas que o caso do cilindro fixo. Assim, usando a mesma notacao desta secao, as
condigoes de contorno sao transformadas ao referencial relativo. A Tab. 2.3 apresenta as
condic¢oes de contorno modificadas para o referencial nao-inercial. Deve-se observar que

a condicao periddica ao longo da envergadura do cilindro nao é modificada.

Tabela 2.3: Condigoes de contorno no referencial absoluto e no relativo. Veja Fig. 2.10
para os locais do contorno onde sao aplicadas as condigoes.

tipo condicao Referencial absoluto  Referencial relativo
. entrada v em 0Q v =v' —1(t) em 0
Dirichlet corpo N(t) em 0Qeorpo v =0 em 0Qcorpo

Neumann saida ou fluxo V'v.-n=0em 0Qy Vv-n=0em 0y

Vale notar que o campo de vorticidade nao é modificado quando nao ha rotagao

do sistema de referéncia. Basta aplicar as operacao acima para o verificar.

O célculo da forca resultante também nao necessita de modificagoes no calculo ja
implementado pois nao inclui-se a aceleragao inercial 7} na pressao. O célculo da for¢a no
referencial nao-inercial pode ser relacionado com o célculo da forga no referencial absoluto

pela equagao abaixo:
F’ :/ on' dS’ = —/ pn’ dS’ +/ 7-n'dS’
8Qcorpo(t) 8Qcorpo(t) aQcorpo(t)
= —/ pn’ dS’ + / v(V'V + Vv 0’ ds’
8Q00rpo(t) 8Qcorpo(t)
:_/ pnd5+/ U(V(V+ 1) + V(v +5)T)-ndS
8Qcorpo 8Qcorpo

:—/ pnd5+/ v(Vv+ Vvl -ndS
BQCorpO 8Qcorp0

= Fpresséo + Ffricgéo =F
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2.2.6 Algumas publicacoes sobre método dos elementos espec-
trais

Patera (1984) apresenta a primeira aplica¢gdo do método de elementos espectrais a diné-
mica de fluidos. Este ¢ a base da monografia de Karniadakis e Sherwin (2005), que traz
os detalhes matematicos e computacionais da implementacao que é utilizada neste traba-
lho. Patera combina a flexibilidade dos elementos finitos e a acuracia do método espectral
aplicando a solugao numérica das equagoes de Navier-Stokes para escoamentos incompres-
siveis. E Patera quem nomeia método dos elementos espectrais (SEM). Em seu artigo,
Patera analisa o comportamento do método em uma equagao difusiva (tipo Helmholtz),
em uma equagao de onda (convectiva) e em uma equagao de adveccao-difusao, similar as
equagoes de Navier-Stokes. Apresenta a solugao do escoamento laminar em uma expansao
de um canal mostrando a viabilidade do método. Demonstra que o método tem uma boa

acuracia e mantém a convergéncia espectral.

Korczak e Patera (1986) continuam o desenvolvimento do método introduzindo
elementos isoparamétricos, permitindo a solu¢ao para geometrias curvas. Trata-se o termo
convectivo nao-linear de forma explicita e aplica-se a técnica de condensacao estética para
resolver equagoes elipticas resultantes do tratamento implicito da equacao de Stokes.
Aprimora-se o esquema de avanco no tempo e apresenta-se a simulacao bidimensional
do escoamento entre dois cilindros concéntricos. Karniadakis, Bullister e Patera (1986)

introduzem a soma fatorada para maior eficiéncia computacional do método.

Karniadakis (1990) prop6e um método misto, elementos espectrais com espectral
puro com séries de Fourier, para simulacao de escoamentos em dominios com uma dire-
¢ao homogénea (dire¢do que ndo ha um comprimento caracteristico). Exemplos de tais
dominios sao geometrias tridimensionais que podem ser geradas através de extrusao de
uma geometria bidimensional, como o cilindro. Emprega-se uma discretizacao bidimen-
sional com elementos espectrais e usa-se uma expansao espectral de Fourier na direcao
perpendicular a este plano (decomposigao modal descrita na segao 2.2.4.2). Esta proposta
fornece uma boa base para implementacoes de processamento paralelo, porque as equa-
¢oes da continuidade e difusao podem ser resolvidas separadamente em cada plano e o
acoplamento entre as diferentes segoes se restringe ao termo nao-linear, feito de maneira
explicita. Karniadakis introduz o uso de polinémios de Legendre como base das discreti-
zagoes de elementos espectrais, permitindo o uso de quadraturas de Gauss eficientemente
nas operacoes de integragao numérica. Usam-se procedimentos iterativos de inversao de

matrizes (gradiente conjugado e multigrid). A montagem do esquema permite aplicagoes
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DNS e LES. Exemplos de aplicacao em escoamento turbulento sao apresentados neste

artigo: escoamento em canal com nervura e escoamentos em superficies com nervuras.

Karniadakis, Israeli e Orszag (1991) introduzem um novo esquema de avango
no tempo para a pressao, usando condigoes de contorno de alta ordem para a pressao.
Este esquema minimiza o efeito de camadas limites numéricas produzidas pelo método.

Atinge-se uma resolucao temporal de ordem mais alta com boa estabilidade numérica.

Henderson e Karniadakis (1995) aplicam a decomposi¢ao modal em simulagoes de
escoamento ao redor de cilindro isolado para niimero de Reynolds 1000. Os autores deta-
lharam o procedimento de refinamento de malha adotado: inicialmente refinaram a malha
bidimensional, depois estudaram a sensibilidade quanto ao comprimento periédico simu-
lado e ao nimero de modos empregados na direcao homogénea. Os resultados mostram
que apenas o refinamento bidimensional nao basta para produzir resultados concordantes
com os experimentais. Salienta-se que o comprimento simulado, L/d = 27, e a quanti-
dade de modos empregados, 16, sao poucos para simular a fisica da turbuléncia na esteira.
Henderson (1997) mais tarde escreveu que o nimero de modos que deve ser empregado
para capturar estruturas significativas deste escoamento é da ordem de L/d x vRe, onde

L é o comprimento perioédico.

Warburton, Sherwin e Karniadakis (1999) propoem novas bases para discretiza-
coes de elementos espectrais em malhas hibridas. As bases apresentadas sao do tipo C°
e sdo expansao modais ou expansdes mistas modais/nodais. Introduz-se a decomposigao
contorno-interior. Usam-se polinémios de Jacobi (mais especificamente polinomios de Le-
gendre) para as quadraturas numéricas, para os produtos tensoriais e para as ordens de
expansao variaveis em cada elemento. Analise e comparacao das propriedades das bases
introduzidas sao feitas quanto aos operadores de projecao, conveccao linear e difusao.
Este artigo apresenta as funcoes de base usadas no método empregado nesta tese: uma

modificacao do polinémio de Legendre para acomodar a restricao de continuidade C°.

Por fim, sobre o método dos elementos espectrais (SEM), a referéncia principal da
implementagao usada é Karniadakis e Sherwin (2005). Canuto et al. (2006), Canuto et al.
(2007) também abordam métodos espectrais puros e elementos espectrais com énfase em
dindmica de fluidos. Especificamente sobre métodos espectrais puros, uma boa referéncia
¢ Boyd (2001) e, sobre elementos finitos aplicados & dindmica de fluidos, Gunzburger
(1989) e Zienkiewicz e Taylor (2000a), Zienkiewicz e Taylor (2000b).
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2.3 Analise de estabilidade de Floquet

Aqui esta apresentada uma introducao a analise de estabilidade de Floquet. A teoria é

descrita com maior rigor matemético e mais detalhes no apéndice B.

Em analise de estabilidade de escoamento, avalia-se o crescimento de pequenas
perturbagoes a partir de um escoamento base. Para tanto, assumindo que a solucao
da equagado de Navier-Stokes seja a soma do campo base U(zx,y, 2,t) e a perturbagao

u'(z,y, z,t), introduzimos esta soma na equagao do escoamento incompressivel (eq. (2.1)):

I(U +u 1
% +(U+u) - V(U+u)+Vp+p)— §V2(U—|—u’) =0,
V- (U+u)=0.
Rearranjando—as tem-se:
ou 1
"~ 4+U-VU — VU
it +U-VU+ Vp Rev ,+
Campo Base resol?/rido, portanto nulo
+8u’ —I—u’-VU+U-Vu’+Vp'—iV2u’+ u-vVu =0
ot Re ~—— ’

N J/

~~ Termo nao-linear
Equagao Linear da Evolugao da Perturbagao

e a continuidade

/ —
V.U + V-u =0.

Continuidade do Campo Base  Continuidade da Perturbagao

A equacao linearizada da evolugao da perturbacao é usada. Despreza-se o termo
nao-linear na analise pois assume-se que a perturbacao ¢ de ordem menor que o campo
base na escala curta de tempo. Entdo o termo u’ - Vu' é de ordem inferior aos demais

termos. Supoe U ~ O(1) e e < 1, entao u’ ~ O(e) e v’ - Vu' ~ O(e?). Obtém-se entao:

ou'’ o / 1 / 1 2.1
5 —DN(u') — ;Vp + §V u em €2, (2.20a)
V-u'=0 emQ, (2.20b)
onde
DN(u)= (' -V)U+ (U-V)u (2.20¢)

é o termo advectivo linearizado.

A avaliagao da estabilidade do escoamento base ¢ feita a partir das eq. (2.20)

que representam a evolucao da perturbacao. Na andlise de estabilidade usual, o campo
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base é estacionério, portanto U(z,y, z,t) = U(x,y, z) e entdo chega-se diretamente a um
problema de autovalor definido por um operador invariavel no tempo. No caso de Floquet,
o operador L é variavel no tempo e tem um periodo caracteristico:
ou’
— =L(u). 2.21
L) (221)

onde L representa a parte direita da eq. (2.20a) sujeita a restri¢ao eq. (2.20b).

Este problema dado pela eq. (2.21) tem solugdes que podem ser decompostas
em uma soma de solugoes da forma u(x,y, z,t) exp(ot), onde u(x,y, z,t) sdo fungoes T'
periddicas. Estas sao os modos de Floquet do operador L. Os ntimeros complexos o sao

expoentes de Floquet. Na prética, integra-se o a equagao 2.21 em um periodo e obtém-se:
W, = A(U), (2.22)

onde n se refere a um periodo completo. Entao resolve-se o problema de autovalor do
operador A, que ¢ invariavel no tempo. Obtém-se o multiplicador de Floquet p = exp(cT)
e os modos u(z,y, z,ty) em um instante ¢y, para este problema de autovalor. Ou seja,

w(z,y,z,to+T) = pa(z,y, z,ty) (ou no caso discreto w, 1 = pty,).

A analise de estabilidade de Floquet é similar & anélise de estabilidade de cam-
pos bases estacionarios. A principal diferenca recai em como lidar com um campo base
periodico. Na anélise de Floquet, o crescimento/decaimento de pequenas perturbagoes
sao avaliadas em relagao ao periodo do campo base. Entao avaliamos um problema de
autovalor do operador que evolui a perturbacao de um instante ¢ a um periodo seguinte
t + T. Cada autovalor deste operador representa a taxa de crescimento/decaimento da
perturbagdo em um periodo (no comportamento assintotico): estes sdo os multiplicadores
de Floquet (u). Ou seja, a perturbacgao é multiplicada por p a cada periodo que passa.
Quando |u| > 1, o escoamento base é absolutamente instével a perturbagoes e cresce a
cada periodo. Do contrario, se || < 1, o escoamento é estavel quanto a aplicagao de per-
turbagoes. O respectivo autovetor representa o campo de perturbacao associado aquela

taxa de crescimento/decaimento, também chamados neste trabalho de modos.

H& mais informacao, além de taxa de crescimento/decaimento, no multiplicador
de Floquet. O campo de perturbagoes, com o passar de um periodo, é multiplicado pelo
multiplicador de Floquet (como citado acima e mostrado no apéndice B). Logo, se o
multiplicador de Floquet for real e positivo, o campo de perturbagoes somente é alterado
em intensidade ao decorrer um periodo. Se o multiplicador for real e negativo, o campo

de perturbacao também sofre mudanca em seu sinal. Para que o campo retorne ao sinal
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inicial, um outro periodo deve passar, portanto o periodo do campo de perturbagao é
o dobro do periodo do campo base. O modo associado é referido como sub-harménico
neste trabalho, com a marcante caracteristica do periodo dobrado. Se o multiplicador for
complexo, significa que a perturbacao introduz uma freqiiéncia nao-harmonica no sistema.
Usualmente, na esteira de um cilindro, estes modos podem ser observados como ondas,

na direcao da envergadura, estacionarias ou propagantes.

Depois de aplicar a teoria de Floquet as equacgoes da evolucao da perturbacao
(equagoes de Navier-Stokes linearizadas), assumimos que a diregdo da envergadura é ho-
mogénea (um cilindro infinitamente longo) e empregamos uma expansao de Fourier para
discretizar o campo de perturbacao nesta direcao, lembrando que as perturbacgoes tridi-
mensionais sao o foco desta pesquisa. Com a introducao da expansao de Fourier, assumi-
mos que existe um comprimento periédico caracteristico que ela pode representar. Ja que
as equagoes sao lineares e as componentes da expansao de Fourier sao ortogonais entre
si, cada componente de Fourier pode ser avaliada independentemente. Portanto avalia-
mos cada comprimento de onda A (ou nimero de onda 5 = 27/A) tomando-o como um

parametro a mais na analise.

Em cada caso apresentado neste texto, procuramos os multiplicadores de Floquet
que sao maiores que 1 em um intervalo de ntimeros de onda. De fato, estamos interessados
nos numeros de onda que apresentam a maior taxa de crescimento para uma dada situacao
(namero de Reynolds, amplitude de oscilagao, ... ), logo procuramos os picos das curvas de
multiplicador de Floquet (u) por nimero de onda (f) apresentadas neste trabalho. Estes
picos sao os modos mais instaveis e governam o comportamento assintotico do sistema

linearizado.

2.3.1 Algumas publicacoes sobre método de Floquet

Tooss e Joseph (1990) explicam a teoria de Floquet de modo basico e geral. O apéndice B

foi escrito com base neste livro a fim de definir matematicamente o método.

Barkley e Henderson (1996), aplicando a teoria de Floquet as equagdes de Navier-
Stokes, investigaram numericamente a estabilidade da esteira periddica de um cilindro
para uma faixa de Reynolds de 140 a 300. Este trabalho é a principal referéncia de com-
paracao para os demais estudos da estabilidade do escoamento em torno de cilindro e é
reproduzido neste trabalho com o intuito de teste da implementacao usada neste douto-
rado. O principal resultado de Barkley e Henderson é que as instabilidades tridimensionais

resultantes da andlise tinham comprimento de onda na dire¢ao da envergadura da ordem
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de 4 diametros para Reynolds a partir de 188. Este é o modo A e nao representa uma
quebra da simetria espago-temporal da esteira de von Kérmén. Um segundo ramo ins-
tavel foi obtido a Reynolds por volta de 259 com comprimentos de onda da ordem de 1

diametro, referente ao modo B que é uma quebra da simetria do campo base.

Os resultados de Barkley e Henderson (1996) sao notéveis se comparados com
os experimentos de Williamson (1988b). Os numeros de Reynolds criticos obtidos pela
analise de estabilidade sao muito proximos dos ntimeros de Reynolds em que se observam
descontinuidades na curva de Strouhal, associadas as transi¢oes por Williamson. Outra
semelhanca dos resultados da anélise de estabilidade em relacao aos experimentos é o
comprimento caracteristica das instabilidades: modo A observa-se um comprimento por

volta de 4d e o modo B algo em torno de 1d.

Zhang et al. (1995) também observaram os modos A e B com comprimentos de
ondas ao longo da envergadura semelhantes ao de Barkley e Henderson (1996). Eles
também observaram a presenca de um modo de comprimento de onda intermediario com

freqiiéncia nao-harmoénica com a freqiiéncia de desprendimento de vortices.

Robichaux, Balachandar e Vanka (1999) analisaram a estabilidade da esteira do
escoamento ao redor de um corpo prismatico de se¢ao quadrada. Os modos A e B também
sao observados nesta configuracao. Além deste, outro modo foi observado com compri-
mento de onda na dire¢ao ao longo da envergadura intermediario e foi nomeado de S. Os
autores sugeriram que este modo tem um carater sub-harmonico (multiplicador de Floquet
real e negativo). Mais tarde, Blackburn e Lopez (2003) mostraram que o modo observado
era quasi-periodico (multiplicador de Floquet complexo) e tal equivoco se deve ao método
usado por Robichaux, Balachandar e Vanka que apenas permitia a identificagdo da parte

real do multiplicador.

Marques, Lopez e Blackburn (2004) mostraram que apenas trés tipos de modos
(A, B e o quasi-periodico) podem ser observados em uma esteira bidimensional periodica
com simetria espaco-temporal do tipo H:

H(u,v)(x,y,t) = H(u, —v)(z,y,t + %T) (2.23)

Notar que esta simetria representa também a esteira de von Karmaéan.
Blackburn, Marques e Lopez (2005) investigaram a estabilidade da esteira de

corpos rombudos. Para um cilindro fixo, a investigacao englobou um nimero de Reynolds

mais alto que Barkley e Henderson (1996). Eles observaram que um outro modo se torna
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instavel a um Reynolds por volta de 377 e com o comprimento de onda na direcao da
envergadura de 1.8d (comprimento semelhante ao publicado por Zhang et al. (1995)).
Este ¢ um modo quasi-peridédico e é observado na esteira como ondas estacionéarias ou
propagantes. Neste mesmo artigo, os autores identificam quando o modo quasi-periédico é
uma onda estacionaria ou propagante e sua simetria pode ser representada pela vorticidade

em x dada pela equagao:

Modo QP: {&, (z,y,2,t) = @ (0,9, 2+ kut + 1),

Leontini, Thompson e Hourigan (2007) analisaram a estabilidade da esteira de um
cilindro oscilando. Eles apresentam que, quando a esteira tem padrao de desprendimento
2S, apenas os modos A, B e quasi-peridédico sao obtidos pela analise de estabilidade. Esta
tese apresenta resultados de acordo com os autores; como citado acima, nao se esperam
outros resultados segundo Marques, Lopez e Blackburn (2004). Quando a esteira muda
para padrao de desprendimento P+S, modos sub-harménicos sao observados também em
concordancia com esta tese. Os autores se limitaram a amplitudes até 0.7d, nao avaliando
amplitudes mais altas das respostas tipicas de VIV em cilindro (amplitudes chegam a
mais de 1.0.d). A freqiiéncia avaliada ndo tinha uma razao fixa em relagdo ao ntimero de
Strouhal para os diversos Reynolds, portanto nao se pode distinguir diretamente o efeito

da variagao da amplitude, freqiiéncia e nimero de Reynolds.

Carmo et al. (2008) empregaram o mesmo método de andlise de estabilidade
de Floquet para a geometria de dois cilindros em arranjos desalinhados. Neste artigo,
observou-se a influéncia da presenca do segundo cilindro na esteira: as transi¢oes secun-
darias sao alteradas e podem surgir modos instaveis diferentes dos observados para um
cilindro fixo. Isso se deve & mudanca no padrao de desprendimento de vortices causada
pela presenca de um segundo cilindro. Modos sub-harmonicos sao observados na transi¢cao
da esteira para esta geometria. Tal modo também é observado em esteira de um cilindro

oscilando como reporta Leontini, Thompson e Hourigan (2007) e esta tese.

2.4 ldentificacio de vortices

Esta se¢ao tem como objetivo uma questao importante em escoamentos: a identificagao

de vortices.* Como critérios subjetivos falham devido & arbitrariedade ou & definicao

4Vortices apresentam, grosseiramente, formas conicas/cilindricas e sdo associados a um movimento
circulatorio. Os vortices sao identificados na cultura popular do mundo todo. Por vezes sdo associados a
entes com comportamentos travessos e arredios como o Saci no Brasil, o dust devil da cultura anglo-saxa e
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incompleta e/ou confusa, uma revisdo curta em critérios de identificacdo de estruturas

vorticais se faz necessaria.

Alguns trabalhos sobre escoamento ao redor de corpos rombudos, como cilindro,
apresentam contornos de vorticidade para caracterizar a esteira formada a jusante do
corpo. Embora em escoamentos ao redor de corpos rombudos prismaticos seja razoavel
esta associagao direta, regioes de intensa vorticidade nao definem voértices: camadas li-
mites laminares tém vorticidade alta e nao sao vortices. Além da questao de definicao,

contornos de vorticidade podem ser mostrados com escalas arbitrarias.

Outro critério usado é regiao com minimo de pressao, ja que é uma tendéncia de
movimentos circulatérios nos quais a forca centrifuga tende a ser balanceada pela pressao.
Ha excecgoes para tais casos como escoamento de Stokes onde a pressao é contrabalanceada
por forcas viscosas®. Ainda assim, tal conceito de minimo de pressao exige uma definicao

bem clara e cuidadosa em um espaco tridimensional.

Neste caminho, Jeong ¢ Hussain (1995), cujo critério proposto foi adotado neste
trabalho, revisam critérios propostos até entao e delineiam alguns requisitos para se iden-

tificar um ntcleo de um vortice:

1. O nicleo do vortice deve ter um vorticidade liquida, logo uma circulacao liquida.

2. A geometria do nicleo de vortice identificado deve ser invariante galileano.

Estas condigoes garantem a identificacao de estruturas vorticais através de um critério

objetivo, eliminando escolhas arbitrarias.

A proposta de Jeong e Hussain (1995) parte da idéia do minimo de pressao para
se definir um vortice em escoamento incompressivel. A inconsisténcia entre a existéncia de
um minimo de pressao e um nucleo de vortice deve ser entao eliminada. A inconsisténcia
se deve a dois efeitos: (i) deformagoes transitorias, que podem criar minimos de pressiao
sem envolver movimento vortical ou rotacional; (ii) efeitos viscosos, que podem eliminar o
minimo de pressao em escoamento com movimento vortical. O objetivo deles era descartar

estes dois efeitos.

os djinns dos arabes. Vortices estao freqiientemente presentes na literatura. Bons exemplos sao Caribde
em “Odisséia” de Homero e o maelstrom em “A Descent Into the Maelstrom” de Edgar A. Poe inspirado
na mitologia escandinava. E o maelstrom que engole o Capitdao Nemo no Nautilus em “Vinte mil léguas
submarinas” de Julio Verne e Capitdo Ahab diz que perseguiria Moby Dick (de Herman Melville) até no
maelstrom se necessario.

50 escoamento de Stokes é representado pela equacdo de quantidade de movimento Vp = puV>2v e de
conservagao de massa V - v = 0.



41

O critério de Jeong e Hussain (1995) é reproduzido aqui®

. Parte-se da equacao
para o Hessiano da pressdo p,;; = 0*p/0z;0x; ja que ele contém informagao sobre os
minimos locais da pressao (obs.: segue-se a notagao tensorial usual). Para tanto, aplica-

se o operador gradiente as equacoes de Navier-Stokes

a< Ou; Ou; 1 9p 0?u; )

+ ug = +v

ox; \ ot dry  pdx;  Oxdxy
ou, usando a notacao tensorial mais compacta e lembrando da propriedade comutativa da
derivada
875] + a_:L‘] (uku@k) = —;p,ij + VUi jkk (224)

onde o lado esquerdo denota o gradiente de aceleragao. Lembrar que p,;; ¢ simétrico.

Lembrando que todo tensor pode ser decomposto em uma soma de um tensor
simétrico com um antissimétrico, por exemplo:
1 1
bij = 5 (bij + bji) + 5 (bij — bji)

. / J

Vv Vv
simétrico antissimétrico

Decompoe-se, entao, o gradiente da velocidade em partes simétrica e antissimé-

trica definidas por:

0Ui 1 8u2 auj 1 aul au]-
T or; Y2 2 - = Sy + Qi 2.2
Vu 837]' g 2 <a$] + al‘z) + 2 ((?xj 81,1) SZ] + ij ( 5)

Trabalhando termo a termo da eq. (2.24), aproveitando que as derivadas espaciais

sao comutativas:

e Termo viscoso

1
2
VNV Ui = Vi gk = Vo (Wigik + W) + 5 (g — Wine) =

e Termo da derivada temporal

0 0 (1 1 0
ol = B (5( ig i) + 5 (g = Um‘)) = 57 (8 + )

6Usou-se a mesma notagao apresentada no artigo de Jeong e Hussain (1995) por questdo de simplici-
dade. Deve-se estar atento a possiveis diferencas de notacdo nas demais se¢oes deste texto.
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e Termo convectivo

&rj S 6xj 8xk F 8[L‘k
I
I
1 1 1 1
= |5y +ujn) + 5wy —win) | |5k +uri) + 5wk — wri) | +
2 2 2 2
T
05 0 0S;, 00,
- L = [Syj + Q] [Sik + Qs 4 g
U, T, O Dl [ Qg e
~~ I ~\~
11 11

d + QlkSkJ + Sszk] + Ug J
Tk oxy,

0
= SieSkj + Qi Qrj + ug P

entao, juntando todos os termos se separando-os em simétricos e antissimétricos

GSZ-j 832] 1
= 4SSk + Qs + —pj — VSiak +
ot k O, kP kj kS Lkj pp’ J j,kii
simgg"ica
08, 08,
+ at] + U 81’]5 + QlkSkj + SZkaj — VQz‘j,kk =0 (2.26)
antiss?rgétrica

A parte antissimétrica da eq. (2.26) é a equacao de transporte de vorticidade,
portanto é nula. A equacao de transporte da vorticidade é obtida como demonstrado
abaixo. Tomando os dois termo menos claros da parte antissimétrica da equagao (2.26) e

rearranjado-os:

1 1
Qi Sej + Sinllj = 7 (g — k) (U + i) + 7 (ig + urg) (kg — wjn) =
4 4
= o [k Wikt — Wkl — Uitk + Uik — Uikl + Ukl — Ukittje] =
1
= 5 [igtiny — uktty] = 5 [ + iz + wigusy — waittyy — Uzitye — Usiys)
Tomamos como exemplo, i = 2 e j = 1, para facilitar o entendimento sem perda de

generalidade”. Temos entao:

1
5 [Ug 111 + U 2Ug 1 + U 3U3 T — U 2U1 — Ug2Up 2 — Uz ol s] =
1
= 5 [ul,l(UQ,l - U1,2) + U2,2(U2,1 - U1,2) + Ug 3uU3,1 — U3,2U1,3]

e adicionamos e subtraimos estes dois termos us 3(ug1 — u12) € ugous 1, para obtermos a

Se for uma escolha diferente de 4, j, o arranjo final ndo muda, apenas os termos adicionados /subtraidos
teriam diferentes indices.
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expressao abaixo ja rearranjada convenientemente:

1

5 [ug,1(u2,1 — u12) + u29(usy — ura) + uss(usy — upo)—

—(uz2 — ug3)us1 — (ur,3 — ug1)ug o — (g1 — U1 2)us ) = 3 [wadive — w - Vug|

Ou seja, este termo pode ser escrito, na notacao vetorial, como 1/2[w divu — w - Vul.
Se retomarmos a parte antissimétrica da eq. (2.26), e lembrando que €;; = —1/2¢;;,wy,

obtemos a equacao de transporte de vorticidade escrita baixo:

%—?%—u-Vu—w-Vu%—wdivu—uVQw:O

Logo, a parte antissimétrica da eq. (2.26) é de fato a equagao de transporte da vorticidade.
Logo, esta parte é nula.
Ja a parte simétrica de eq. (2.26) é

DS;; 1
Dtj — vSijkk + Qi + SirSkj = —;P,i]’ (2.27)

A ocorréncia de um minimo local da pressao em um plano exige dois autovalores
positivos do Hessiano da pressao p,;.®> Como considerado acima nas proposigoes 1 e 2,
aqui os dois primeiros termos da parte esquerda da eq. (2.27) nao sao considerados ja que
o primeiro deles representa a deformacao irrotacional transiente e o segundo representa
efeitos viscosos. Logo apenas S? + Q2 sendo S? = SikSkj € 02 = Q1 2;, € considerado
para se determinar o minimo local da pressao devido a movimento vortical. Ou seja,
o Hessiano da pressao é aproximado pela seguinte expressao (p apenas da a escala da
pressao no caso):

—pij ~S*+Q? (2.28)

Para se identificar um vértice, procura-se um minimo local da pressao em um
plano. Para tanto, define-se entao um ntcleo de vortice como a regiao com 2 autovalores
negativos do tensor S% + Q2. Ressalta-se que S? + Q? ¢ simétrico, portanto tem apenas
autovalores reais que podem ser ordenados como A\; > Ay > A3. Vem dai a adocao da
denominacao “critério \y”. Em suma, quando A\, for negativo, a regiao faz parte de um

vortice.

Um outro critério proposto é o “critério Q” por Hunt, Wray e Moin (1988). Este

também é invariante galileano e baseia-se no gradiente da velocidade. Eles definem um

80 plano onde ocorre o minimo é definido pelos autovetores relacionados aos dois autovalores positivos
do Hessiano da pressao p ;.
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vortice como a regiao onde o segundo invariante () do tensor gradiente de velocidade Vu
¢é positivo com a condi¢ao adicional da pressao na regiao ser mais baixa que o valor no

infinito. O segundo invariante do tensor é definido por

(1e” = 11s1) (2.29)

N | —

— 1 2
Q=3 (i — wijuji) = 5 Ui =

onde as normas sao o traco, ||Q = [tr(QQ)]* e ||S|| = [tr(SSY)]"*, e R e S sdo
as componentes antissimétricas e simétricas de Vu. Logo () representa o balango local
entre magnitude de vorticidade e taxa de deformagao cisalhante e é positivo quando a

vorticidade se sobressal.

Para escoamentos bidimensionais, os dois critérios Q e Ay sao equivalentes. Para

demonstrar isso, tomemos um tensor gradiente de velocidade qualquer para o escoamento

Vu = ( “ b > (2.30)

do qual podemos calcular Q = —1/2 (a* + (—a)* + bc + cb) = —a® — be.

bidimensional incompressivel?

Montando o tensor S? + Q2 do critério Ay, temos

2
a® + bc 0
S*+ Q%= (2.31)
0 a® + be
que para um Ay negativo, é necessario que a? + be seja negativo, isto ¢ Q = —a? — be > 0.

90bservar que o traco de Vu é o divergente, portanto nulo para escoamento incompressivel.
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3 PREPARACAO DAS SIMULACOES

14

. mas tenhas cuidado em mover-te com lenteza e com cautela, porque

tua mdquina poderia proporcionar-te o delirio, e nao o éxtase.”

O Péndulo de Foucault (Umberto Eco)

3.1 Analise de convergéncia

A analise de convergéncia das simulagoes de método de elementos finitos espectrais (SEM)
(KARNIADAKIS; SHERWIN, 2005) foi realizada através da variagdo dos principais parame-
tros de controle da simulacao: discretizacao h da malha, dimensoes do dominio simulado
como distancias do contorno de entrada, do contorno lateral e de contorno de saida,
grau do polinémio interpolador e grau de integracao temporal. A magnitude do passo de
tempo na integracao numeérica temporal foi escolhida de modo que o ntimero de Courant-
Friedrich-Lewis (CFL) se mantenha menor que o limite do método de marcha no tempo.
Nas simulagoes posteriores, diminuiu-se o passo de tempo apenas quando foi necessaria

uma melhor amostragem das séries temporais.

Avaliou-se o escoamento bidimensional em dois ntimeros de Reynolds: 200 e 300.
Para simulagoes com ntimero de Reynolds mais elevado, um maior refinamento adicional
é empregado, principalmente nas regioes proxima a parede e de esteira. O refinamento

nao é realizado “linearmente” com o nimero de Reynolds.

As grandezas usadas como referéncia para anélise de convergéncia sao as tipicas
do escoamento ao redor de um cilindro: medem-se o nimero de Strouhal (St = fyd/Us,
onde f ¢é a freqiiéncia de desprendimento de vortices, d o didmetro do cilindro e Uy, velo-
cidade ao longe), o coeficiente de arrasto médio (Cp,,,..) € a média quadratica (RMS) do
coeficiente de sustentagao (Cp,,,)- Estas grandezas sdo medidas quando o escoamento ja
esté desenvolvido por um intervalo de tempo longo. A avaliacao da freqiiéncia de Strouhal
¢ feita através de uma FFT (fast Fourier transform) da série temporal do coeficiente de

sustentacao, cuja variacao esta diretamente associada ao desprendimento de vortices.
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Figura 3.1: Dimensao das malhas usadas no teste de convergéncia.

O procedimento de teste de convergéncia segue Barkley e Henderson (1996) e
Carmo et al. (2008). Primeiro escolhe-se uma malha que provém uma boa aproximagao
do escoamento. Depois refina-se o grau do interpolador visando uma solugao que converge
assim como se testa o grau de interpolagao no tempo. As simulagoes realizadas neste teste
foram bidimensionais e de modo que uma esté contida em outra. A Fig. 3.1 apresenta
todas as malhas usadas no teste de convergéncia. As dimensoes das malhas estao explicitas

na Tab. 3.1.

Como a geometria deste estudo, um cilindro, é homogénea na dire¢ao ao longo da

envergadura do cilindro, pode-se empregar uma expansao modal periddica nesta direcao
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adotando um comprimento periddico que nao filtra as tridimensionalidades do escoamento.
Portanto nao se exige uma discretizacao de malha h com elementos tridimensionais. Neste

caso, o refinamento é realizado aumentando-se o nimero de modos da expansao de Fourier.

Nos testes de convergéncia, as condi¢oes de contorno e inicial sao as mesmas das
simulagoes realizadas neste trabalho. As condi¢bes iniciais s@o a do escoamento iniciado

impulsivamente na velocidade ao longe, ou seja, u(z,y, z,t = 0) = 1i.

As condicoes de contorno sao as ja apresentadas na Tab. 2.1 e mostradas na
Fig. 2.10. Apenas ratificando, a condi¢ao de entrada atribuimos U, = 1 na diregao
do escoamento, na parede a condi¢cao de nao-escorregamento e na saida uma condi¢ao

“convectiva” Vu -n = 0.

3.1.1 Parametros relativos a malha

Um conjunto de 10 malhas distintas foi simulado para avaliagao dos efeitos da dimensao
e do refinamento das malhas. Os outros parametros foram mantidos constantes: grau de

polindmio interpolador ¢ 9 e integragao no tempo de 1* ordem.

O efeito do refinamento é testado mudando-se o tamanho dos elementos nas
regioes onde ha gradientes no escoamento, principalmente na regiao proxima a parede e

na esteira.

A Tab. 3.1 apresenta as dimensoes das malhas simuladas, em distancia do centro

do cilindro, e o numero de elementos que estas contém.

Tabela 3.1: Dimensoes e ntumero de elementos das malhas simuladas.

| Nome da malha | Entrada [z/d] | Lateral [y/d] | Saida [z/d] | n° de elementos |

M1 8 20 25 313
M2 12 40 25 413
M2G 16 40 25 425
M3 12 60 25 459
M4 8 20 35 357
Mb 12 40 35 473
M5G 16 40 35 485
M6 12 60 45 D78
M7 12 40 95 263
M7G 16 60 95 643

Ao observar os resultados da anéalise de convergéncia, devemos ter em mente
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que grandezas como o namero de Strouhal sao as primeiras a convergir e nao devem ser
tomadas isoladamente. Aprimora-se a avaliacao usando grandezas como coeficientes de
arrasto e de sustentacao que sao sensiveis ao refinamento na regiao da parede, a dimen-
sao da malha e, no caso de escoamento ao redor de corpo rombudo, ao refinamento da
esteira proxima. Ciente de tais sensibilidades pode-se obter parametros adequados para

a simulagao.
A compilacao das grandezas de comparagcao resultantes destas simulagoes de teste

de convergéncia estao na Tab. 3.2 e na Tab. 3.3 para Reynolds 200 e 300 respectivamente.

Tabela 3.2: Grandezas adimensionais das simulagoes para Re = 200 obtidas com as
diferentes malhas.

| Nome da malha | n° de Strouhal | Cp_ ., | CLaus |
M1 0,2018 1,3940 | 0,5095
M2 0, 1999 1,3631 | 0,4971
M2G 0, 1966 1,3523 | 0,4903
M3 0, 1999 1,3606 | 0,4962
M4 0,2033 1,3944 | 0,5093
M5 0,1999 1,3643 | 0,4980
M5G 0, 1966 1,3534 | 0,4908
M6 0, 1999 1,3628 | 0,4968
M7 0, 1999 1,3643 | 0,4972
M7G 0, 1966 1,3511 | 0,4902

Tabela 3.3: Grandezas adimensionais das simulagoes para
diferentes malhas.

Re = 300 obtidas com as

| Nome da malha | n° de Strouhal | Cp_ ., | CLaus |
M1 0, 2166 1,4278 | 0,6771
M2 0,2133 1,3975 | 0,6656
M2G 0,2133 1,3877 | 0,6603
M3 0,2133 1,3920 | 0,6628
M4 0, 2166 1,4279 | 0,6771
M5 0,2133 1,4001 | 0,6660
Mb5G 0,2133 1,3908 | 0,6615
M6 0,2133 1,3983 | 0,6651
M7 0,2133 1,3983 | 0,6651
M7G 0,2133 1,3878 | 0,6598

Tomando a maior malha M7G como referéncia, comparamos inicialmente o efeito

do comprimento de saida: as malhas M5G e M2G apenas diferem da M7G em relagao
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a distancia entre fronteira de saida e o corpo. Na Tab. 3.2 nota-se pouca variagao nas
grandezas avaliadas. Logo a escolha da malha deve refletir no interesse na esteira (anélise
de estabilidade da esteira ou variagoes na esteira distante) e nao tanto nas grandezas

avaliadas no corpo.

Para avaliar o comprimento de entrada, podemos tomar dois pares de malha cujo
comprimento é crescente: o par M2 e M2G e o par M5 e M5G. Percebe-se que tanto o

numero de Strouhal e o coeficiente de arrasto médio sao sensiveis a esta distancia

A comparacao destes dados apresentados levam a escolha das malhas M5G ou
M7G. Ambas malhas resultam no mesmo ntimero de Strouhal com trés algarismos signi-

ficativos e em coeficientes de arrasto médio e de sustentagao RMS de mesma ordem.

Para as simulacoes neste trabalho, malhas maiores do que estas testadas sao
usadas atentando ao refinamento nas regioes proximas ao cilindro e da esteira conforme se
aumenta o numero de Reynolds e velocidades locais. A escolha de malhas maiores se deve
a necessidade de confiabilidade nos resultados de campo base para anélise de estabilidade
e as mudancas causadas pelas oscilagoes do cilindro nao avaliadas nesta analise. Malhas
mais largas sao usadas ja que o cilindro experimenta velocidades transversais da ordem
da velocidade ao longe quando oscila em amplitudes altas e a condi¢ao de contorno de

saida situa-se mais distante para permitir o pleno desenvolvimento da esteira.

Como paradigma final para o nimero de Strouhal e Cr,,, utilizou-se de Norberg
(2003) que apresenta uma boa compila¢do de resultados experimentais e numéricos de
escoamento ao redor de cilindro. Para uma melhor visualizacao, as figuras alteradas de
Norberg (2003), Fig. 3.2 e 3.3, dispdem os resultados do conjunto de parametros adotado
nas simulages posteriores. Os casos bidimensionais do teste de convergéncia (Re = 200
e Re = 300 com malha M7G, grau de interpolagdo 9 e ordem de integragao 2) sdo os
quadrados B . Os casos tridimensionais sao representados (nimeros de Reynolds 200, 300

e 400) pelos circulos e que aparecem nestas figuras.

3.1.2 Grau do polinémio interpolador

Determinada a malha com melhor tendéncia a convergéncia, testa-se o efeito do grau
do polinémio interpolador. Nesta anélise, a malha empregada foi a de maior dimensao,
a M7G (ver Tab. 3.1), procurando evitar ao méximo a interferéncia das condigoes de
contorno longe do corpo. Os graus de polindémio avaliados foram de 6 a 12. Os resultados

estao presentes na Tab. 3.4 e na Tab. 3.5.
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Figura 3.2: Ndmero de Strouhal por niimero de Reynolds: este trabalho: B | bidimensio-
nal; e , tridimensional; —, formula empirica de Norberg (2003) obtida a partir de dados
experimentais.

Conclui-se que um polinémio interpolador de grau 8 é o bastante, pois a partir
deste grau a variacao percentual de todas as grandezas avaliadas é muito pequena. Para
simulagoes de cilindro oscilando usa-se polinomio de grau 9 ou 10. O objetivo é suavizar o
campo de vorticidade, ja que a resolucao da equacao de Navier-Stokes através do método
de elementos espectrais (KARNIADAKIS; SHERWIN, 2005) nos leva a forma fraca, que exige
apenas continuidade C° da interpolacao'. O aumento do grau do polindémio minimiza o

erro na 1¢ derivada espacial do campo de velocidades?.

3.1.3 Ordem de integracao temporal

A ordem de integracao foi avaliada usando a mesma malha da avaliagao de ordem do
polindémio interpolador. O grau do polinémio interpolador foi fixo em 9, ji& que este
apresenta bons resultados. Os resultados sao apresentados para integracao de 1* ordem

até a de 3* ordem na Tab. 3.6 e na Tab. 3.7, para Reynolds 200 e 300 respectivamente.

LA continuidade C° exige apenas que a velocidade seja continua entre os elementos. A derivada espacial
da velocidade apresenta, por conseguinte, uma descontinuidade entre elementos que diminui conforme o
método numeérico converge.

2 A vorticidade w ¢ uma derivada espacial de 1% ordem do campo de velocidades: w = Vxu = ¢; ik a—Jzk
L
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Figura 3.3: Cp, por nimero de Reynolds: M, bidimensional; e , tridimensional a partir
da média ao longo envergadura; -+ , tridimensional na se¢ao média de uma envergadura
de comprimento periodico 12d; —, formula empirica de Norberg (2003) obtida a partir de
dados experimentais.

A integracao temporal escolhida para as simulacoes é a de 2% ordem, pois apre-

senta um resultado satisfatério e melhores estabilidade e rapidez da solugao numérica.

3.2 Estudo de convergéncia da analise de estabilidade
de Floquet

O estudo da convergéncia da anélise de Floquet foi realizado por Jabardo (2008) com
quem compartilho o uso do cédigo e a experiéncia com o método de elementos espectrais
(KARNIADAKIS; SHERWIN, 2005). O método de anéalise de Floquet foi introduzido na
secao 2.3 e também é descrito no apéndice B. Sobre o método de Floquet, pode-se consultar
Tooss e Joseph (1990), Barkley e Henderson (1996) e Carmo et al. (2008).

A acuracia da analise de estabilidade depende da acurécia da representacao do
campo base periodico (escoamento bidimensional). Outro aspecto relevante é a acuracia
da representagao do operador linear da analise de Floquet (veja eq. (2.22)). Uma escolha

6bvia é usar a mesma malha e a mesma ordem de interpolacao das simulacoes bidimen-
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Tabela 3.4: Grandezas adimensionais das simulacoes para Re = 200 em funcao do grau
do polinémio interpolador.

| Grau do polinomio [| n° de Strouhal | Cp,_ ... | Clius
6 0, 1966 1,3525 | 0,4920
7 0, 1966 1,3507 | 0,4900
8 0, 1966 1,3513 | 0,4901
9 0, 1966 1,3511 | 0,4902
10 0, 1966 1,3510 | 0,4895
11 0, 1966 1,3512 | 0,4900
12 0, 1966 1,3512 | 0,4902

Tabela 3.5: Grandezas adimensionais das simulagoes para Re = 300 em fungao do grau
do polinémio interpolador.

| Grau do polinomio || n° de Stroubal | Cp, . | Craus |

6 0,2133 1,3914 | 0,6613
7 0,2133 1,3879 | 0,6584
8 0,2133 1,3881 | 0,6601
9 0,2133 1,3878 | 0,6598
10 0,2133 1,3876 | 0,6598
11 0,2133 1,3878 | 0,6601
12 0,2133 1,3879 | 0,6602

sionais. Entretanto, as questoes de estabilidade sao limitadas a regiao da esteira préoxima
mesmo quando o escoamento base é sensivel a malhas curtas/estreitas (ver §3.1.1, por
exemplo). Barkley e Henderson (1996) apresentam o estudo de convergéncia da estabili-
dade de Floquet para a esteira de um cilindro fixo e emprega uma malha menor para a
computacao da analise de Floquet. O campo base bidimensional é interpolado em uma
malha de dimensoes menores. Carmo et al. (2008) abordam da mesma maneira a anélise

do escoamento ao redor de dois cilindros em arranjos desalinhados.

As malhas empregadas nas simulag¢oes do escoamento base bidimensional para a
analise de Floquet tém a distancia do cilindro até a saida de 95d, até a entrada de 36d
e largura de 50d. A malha mais curta usada na analise de estabilidade de Floquet tem

entrada a 8d, saida a 30d e largura de 10d.

O uso de uma malha mais curta para a analise de estabilidade se deve ao inte-
resse na estabilidade da esteira proxima ao cilindro (near wake na literatura em lingua

inglesa). A esteira proxima tem a freqiiéncia de Strouhal ou a freqiiéncia da oscilagao
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Tabela 3.6: Grandezas adimensionais das simulagoes para Re = 200 em func¢ao da ordem
de integragao temporal.

’ Ordem de integracao H n° de Strouhal ‘ Cp,eaie | CrLrMS ‘
1 0, 1966 1,3511 | 0,4902
0, 1966 1,3482 | 0,4875
3 0, 1966 1,3492 | 0,4872

Tabela 3.7: Grandezas adimensionais das simulagoes para Re = 300 em func¢ao da ordem
de integragao temporal.

’ Ordem de integracao H n° de Strouhal ‘ Cp,enie | CrLrMS ‘
1 0,2133 1,3878 | 0,6598
0,2133 1,3857 | 0,6570
3 0,2133 1,3857 | 0,6571

do corpo quando hé sincronizacao da esteira. A esteira distante apresenta freqiiéncia e
dindmica diferentes. Neste esteira secundaria ocorre a amalgamagao dos vortices e ela tem
freqiiéncias sub-harmonicas. Taneda (1959) observou a esteira secundéaria experimental-
mente e Inoue, Yamazaki e Bisaka (1995), Inoue e Yamazaki (1999) e Vorobieff, Georgiev

e Ingber (2002) também a estudaram.

Em cada passo de tempo o campo base é calculado a partir de snapshots compu-
tados previamente. Uma interpolacao trigonométrica é usada para calcular o campo base,
portanto o nimero de snapshots usados para a interpolagao ¢ um aspecto importante no
tempo computacional total, no uso de memoria e na acurécia da representagao do campo

base. A Tab. 3.8 apresenta os resultados do estudo de convergéncia.

Tabela 3.8: Maior multiplicador de Floquet p para Re = 200 e 5 = 2.5.

Niamero de snapshots Ordem do polindomio max |u|  %erro

16 9 0.525449 0.88
32 9 0.520825  0.001
64 9 0.520819 0
128 9 0.520819 0
32 8 0.522084 0.24
32 7 0.509797 2.1
32 6 0.475627 8.7

Conclui-se que se pode obter um resultado satisfatério com uma malha muito
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menor que a do campo base, ainda usando o grau do interpolador 9 (o mesmo grau do
campo base) e 32 snapshots por periodo. Este resultado com malha pequena estd em
acordo com Barkley (2005), que estudou a estabilidade da esteira de um cilindro em

dominios muito pequenos na regiao da esteira proxima.

3.3 Escolha dos casos para analise de estabilidade

A escolha dos casos para andlise de estabilidade teve duas fases. A primeira fase foi
inspirada pelos resultados das simulagoes diretas. Depois da anélise de estabilidade de
Floquet inicial confirmar alguns resultados das simulagoes diretas, focamos no refinamento
dos resultados da analise de Floquet e no estudo da influéncia da amplitude de oscilagao

nos limiares de estabilidade e nos modos instéveis deflagrados.

3.3.1 Selecdo pelo DNS

As simulacoes numéricas diretas, por serem computacionalmente custosas, tiveram condi-
) )
¢oes cuidadosamente escolhidas baseadas em informacoes sobre o escoamento ao redor de

um cilindro fixo e sobre vibragoes induzidas por vortices (VIV) em um cilindro isolado.

Os numeros de Reynolds simulados estao na faixa em que ocorre a transicao
secundaria da esteira de von Karman de um cilindro fixo: ver Barkley e Henderson (1996)
para as primeiras instabilidades tridimensionais a Re &~ 180 e Re &~ 270, respectivamente
modos A e B, e Blackburn e Lopez (2003) a Re ~ 370 com o modo quase-periddico. Deste
modo, as DNS foram realizadas com nimeros de Reynolds 200, 300, 400 e 500.

Quanto a freqiiéncia de oscilacao forcada, adotou-se o valor fixo de 95% da
freqiiéncia de Strouhal do cilindro fixo a fim de capturar a sincronizagao entre a freqiiéncia

de oscilagao do corpo e a freqiiéncia de desprendimento de vortices.

A amplitude de oscilagao das DNS esta na faixa usual de resposta de um cilindro
em VIV que é entre 0.4d e 1.0d. Nas simulagoes, forgou-se a oscilagao do cilindro em

amplitudes 0.4d e 1.0d. A Tab. 3.9 resume os parametros das DNS.

Assim sendo, definimos os pardmetros para as primeiras analises de estabilidade

de Floquet de acordo com a Tab. 3.10.
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Tabela 3.9: Parametros dos casos das DNS.

Reynolds 200, 300, 400, 500
Amplitudes de oscilagao 0.4d e 1.0d

Freqiiéncia de oscilacao 0.95 fsq

Tabela 3.10: Condic¢oes do escoamento para analise de estabilidade de Floquet.

Reynolds 200, 240, 260 e 300

Amplitudes de oscilacao 0.4d, 0.5d, 0.6d, 0.65d, 0.7d, 0.8d, 0.9d e 1.0d

3.3.2 OQutros casos escolhidos

Os resultados (ver Cap. 5) desta anélise suscitaram o estudo do limiar de amplitude de
oscilacao no qual pode-se dizer que a amplitude de oscilagao influencia a transicao da
esteira. No limite A — 0, obviamente deve-se retomar os resultados de cilindro fixo,

portanto espera-se que se tenha um limiar de amplitude.

Nos resultados para ntimero de Reynolds 200 em amplitudes baixas obtiveram-
se campos de escoamento bidimensionais estéveis a perturbacoes tridimensionais embora
para cilindro fixo no mesmo niimero de Reynolds se obtenha instabilidades tridimensionais.

Por esta razao, este niimero de Reynolds foi escolhido para a anélise.

A fim de se manter a sincronizacao da esteira com o movimento do corpo, simu-
lagoes com a freqiiéncia de oscilagao do corpo igual a freqiiéncia de Strouhal fg; foram
realizadas. Os limites de sincronizagao entre as freqiiéncias de movimento do corpo e do
desprendimento de vortices pode ser encontrado em diversas publica¢oes, como Meneghini

e Bearman (1995) e Karniadakis e Triantafyllou (1989).

Destarte, os casos para esta analise sao com ntimero de Reynolds 200, freqiiéncia

de oscilagao fs; e nas amplitudes da tabela abaixo:

Tabela 3.11: Casos para o estudo do limiar de amplitude.

0.005d, 0.01d, 0.02d, 0.03d, 0.034d

Amplitudes de oscilagao 0.04d, 0.05d, 0.1d, 0.2d, 0.3d
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4 ESCOAMENTO AO REDOR DE UM CILINDRO
FIXO

Este capitulo é dedicado aos resultados referentes ao escoamento ao redor de um cilindro
fixo. Ele esté dividido em trés secoes principais. A secao 4.1 avalia o efeito do tamanho do
dominio computacional na dire¢cao da envergadura do cilindro sobre a dinamica das tridi-
mensionalidades da esteira. Seguindo, a segao 4.2 relata as simulacoes numéricas diretas
do escoamento ao redor de um cilindro fixo, com énfase nas caracteristicas tridimensionais
da esteira. Por fim, a secao 4.3 mostra o emprego do método de Floquet para avaliar o
surgimento de tridimensionalidades na esteira de um cilindro fixo.Este resultados servem

de base de comparagao para os do cilindro oscilando.

4.1 Avaliacio do efeito do comprimento periédico em
DNS tridimensionais

O objetivo desta analise do efeito do comprimento periédico usado nas simulagoes numé-
ricas com método do elementos espectrais (KARNIADAKIS; SHERWIN, 2005) visa validar o
comprimento escolhido para as simulagoes de cilindro oscilando. Como estas simulagoes
sao computacionalmente custosas, um comprimento periédico bem escolhido, assim como
um conjunto de parametros de simulagao através de uma anéalise de convergéncia (§3.1),

proporciona uma situagao “6tima” de simulacao.

Este estudo foi inspirado pelos resultados de Norberg (2003) e sua compilagao
de diversos dados. Sua curva de Cp,,, (média quadratica do coeficiente de sustentagao),
cruzando dados experimentais e simulagoes bi- e tridimensionais, proporciona uma base
de informagao suficiente para delinear-se um limiar, ou melhor, a transicao do tridimen-
sional para o bidimensional, mudando-se o tamanho peri6dico do dominio da simulagao
computacional. Espera-se, e mostra-se com os dados abaixo, que ha uma escala ao longo

da envergadura abaixo da qual nao se deflagra nenhuma tridimensionalidade.

Ao mudar o comprimento periédico, a fim de manter consisténcia das simulacoes,
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manteve-se a mesma resolucao na discretizacao ao longo da envergadura. Embora nao
citado na secao 3.1 (analise de convergéncia), a discretizac¢do na diregao ao longo do eixo
do cilindro é feita por uma expansao trigonométrica. O nimero de componentes desta
expansao ¢ escolhido para se resolver as menores escalas com energia significativa. Seguiu-
se, entao, Henderson (1997) que propos que o ntimero de modos necessério para se resolver

as escalas menores de turbuléncia é da ordem de L/d x v/ Re.

Nesta investigagao, mostra-se também que h& uma transicao entre o tridimen-
sional com resultados semelhante aos de experimentos, e o bidimensional puro simulado
computacionalmente. Este efeito foi notado experimentalmente por Szepessy e Bearman
(1992) mudando a distancia entre 2 placas que deslizavam ao longo do cilindro. Este
experimento tem suas limitagoes: a camada limite da placa interage com a camada limite
e a esteira do cilindro, principalmente quando as placas estdo proximas. Este efeito é
dificil de isolar experimentalmente. Isto é contornado em qualquer simulacao numérica

ao escolher condigoes de contorno adequadas para a simulacao.

4.1.1 Casos simulados e resultados

Para os casos, o nimero de Reynolds escolhido foi 400 porque nesta situagao ja se nota
uma mudanga consideravel entre ntimero de Strouhal (St) tridimensional e bidimensional
(Re < 180) apresentada na Fig. 4.1. O Cp,, tridimensional e bidimensional também sao
bem distintos neste Reynolds: uma razao da ordem de 0.4 conforme a Fig. 4.2. Sobre a
Fig. 4.2, Norberg (2003) agrupou seus dados experimentais e diversos resultados numéricos
bi e tridimensionais. Norberg (2003) mediu a for¢a numa segao do cilindro, enquanto os
resultados que apresento aqui ¢ uma média ao longo do comprimento peridédico. Também
calculou-se a forga em uma sec¢ao do cilindro (ver + na figura) e os resultados nao diferem

significativamente dos da média ao longo da envergadura apresentados posteriormente.

A Fig. 4.2, adaptada de Norberg (2003), resume o comportamento do escoamento
em funcao do numero de Reynolds: até =~ 50 nao ha a esteira de von Karman (que reflete
na flutuagao da forga), portanto o Cp,,,, ¢ nulo; até Re ~ 200 o escoamento permanece
bidimensional; de Re =~ 200 a Re ~ 10* ocorrem transicoes tridimensionais e mudancas no
ponto de separacao; depois uma larga faixa onde o comportamento permanece semelhante
(de Re ~ 10* até Re ~ 10°) e finalmente em Re =~ 2 x 10° a 5 x 10° ocorre a crise do

arrasto modificando o ponto de separagao.

Apobs a adogao de um nimero de Reynolds e uma malha apropriada, um caso

bidimensional para referéncia foi simulado. Para tanto, um esquema de marcha no tempo
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Figura 4.1: Ndmero de Strouhal por niimero de Reynolds: este trabalho: B ;| bidimensio-
nal; e | tridimensional; —, formula empirica de Norberg (2003) obtida a partir de dados
experimentais.

de segunda ordem e polinomio de grau 9 foram usados na discretizacao de elementos

espectrais.

Com o caso bidimensional de referéncia simulado, o comprimento periédico na
diregao da envergadura foi variado. A Tab. 4.1 mostra os casos simulados e os resultados
de Crns em relagao ao bidimensional. O ndimero de Strouhal resultante também é

mostrado.

A Fig. 4.3 mostra parte do efeito da variagdo do comprimento periédico. Nota-
se que o Cp,,,s tende ao bidimensional (L/d = 0 no grafico), que a transicao para este
Reynolds ocorre numa regiao estreita, associada com o ntimero de onda da instabilidade
de modo B, que é g, ~ 0.82d, conforme obtido em analises de estabilidade de Floquet
(vide, por exemplo, Barkley e Henderson (1996) e esta tese §4.3). Notam-se dois casos

que apresentaram duas solugdes possiveis (pontos vermelhos na Fig. 4.3).

A transi¢ao do tridimensional “experimental” para o bidimensional nao ocorre
como uma variagao direta de um para o outro; hé casos onde o resultado de Cp,,,; nao

se encontra entre os resultantes do bidimensional e do tridimensional experimental, por

'Dado retirado da equagao empirica apresentada em Norberg (2003).
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Figura 4.2: Cp,,,s por nimero de Reynolds: M, bidimensional; e , tridimensional a partir
da média ao longo da envergadura; - , tridimensional na se¢ao média de uma envergadura
de comprimento periodico 12d; —, formula empirica de Norberg (2003) obtida a partir
de dados experimentais.

exemplo os casos L/d = 0.7e L/d = 0.8. Nesta regido, ha duas solugoes possiveis e estaveis
como supracitado e mostrado nas Fig. 4.5 e 4.6: ha uma solugao com a série temporal
do coeficiente de sustentagao quase harménica (Fig. 4.5(1) e 4.5(0)) e uma solugdo com
modulac@o intensa do coeficiente (Fig. 4.5(k) e 4.5(n)). Estes resultados foram obtidos
partindo de um campo inicial no dominio computacional igual ao da condi¢ao de contorno
de velocidade (velocidade inicial unitaria no dominio) e com ruido aleatério em todo o
dominio por um curto intervalo de tempo. O curioso é o escoamento tender ora para a

solugao “harmonica”, ora para a solucao “modulada’”.

Este resultado importante indica a possibilidade de uma solugao bi-cadtica, ou
seja, ha 2 atratores neste sistema dinamico para esta situacao. Esta regiao deve ser limi-
tada pois por volta de L/d = 0.35 o escoamento dissipa as tridimensionalidades e se torna
bidimensional, tendo portanto uma “tnica” solugao?, e para L/d 2, 2 tem caracteristicas
tridimensionais que nao se alteram com a mudanca do comprimento periédico do cilindro,

tendo novamente “uma tnica solucao possivel’?.

2As aspas sdo usadas pois nao se prova a unicidade de solugao para as equacdes de Navier-Stokes.



60

Tabela 4.1: Dados resultantes de simulagoes DNS para nimero de Reynolds 400.

Razao L/d H Claus ‘ ClLaus,y / CLuns, ), ‘ Freqiiéncia Strouhal
bidimensional 0.78243 1.00 0.22459
0.1 0.78299 1.00 0.22424
0.25 0.78144 1.00 0.22188
0.35 0.78266 1.00 0.22083
0.40 0.71830 0.92 0.22400
0.45 0.59959 0.77 0.22500
0.50 0.52428 0.67 0.22229
0.55 0.45403 0.58 0.21818
0.60 0.41493 0.53 0.22567
0.65 0.35299 0.45 0.22000
0.70 modulado 0.14467 0.18 0.20833
0.70 harménico 0.34550 0.44 0.21538
0.75 0.3237 0.41 0.22000
0.80 modulado 0.18959 0.24 0.20714
0.80 harménico 0.30976 0.40 0.21875
1.0 0.33276 0.43 0.20821
2.0 0.35679 0.46 0.20952
4.0 0.25215 0.32 0.20578
6.0 0.27029 0.35 0.20624
12.0 0.32858 0.42 0.20587
experimental 0.3327 0.43 0.2039

Outro efeito da variagao do comprimento periédico que nao é mostrado na Fig. 4.3
¢ a transi¢ao do sinal de C';. O coeficiente de sustentagao, em ambos casos tridimensio-
nal numérico e experimental, apresenta um comportamento cadtico que pode ser notado
pela forte modulagao do sinal de Cp, como mostram as Fig. 4.5(q)—4.5(t). Ao longo da
transicao, apesar do escoamento ainda apresentar tridimensionalidades, o C7, ao longo do
tempo vai perdendo seu comportamento modulado, se tornando harménico. As solugoes
com Cp, harmonico tem duas fases: uma faixa de L/d transiente com amplitude de C7,
baixa representada nas Fig. 4.5(e)-4.5(p) que contém os casos com duas solugoes modu-
ladas vistas nas Fig. 4.5(k) e 4.5(n); e outra faixa cuja amplitude do Cf, é a mesma do

bidimensional apresentada nas Fig. 4.5(a)-4.5(d).

E possivel observar o efeito das tridimensionalidades através da distribuicao de Cy,
ao longo da envergadura do cilindro. A Fig. 4.6 mostra o desvio do coeficiente de sustenta-
cao (C(z,t)) em relagao ao valor médio na envergadura em um instante ¢ (Cr,,,.mean (1))

Este desvio ¢ definido por C(z,t) = CL(2,t) — CL,yuumean (t)- Foi escolhido um instante



61

U B Tridimensionais plenos
0.9 * ¢ Modulacao na transicao (L/d<1)
0.8 1~ -
*
0.7 1 -
*
8 06 T -
o *
% *
2 05 i .
_ * *
o *
04 1 * * -
]
03 1 * -
L]
0.2 1 p! -
01 1~ -
0 7 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
T © w 1w o 1w O .’ O |’ o o 1w o o o o o o o
c < & ® & & 1 O O © N Q N O 9 4 N < © o
o o o o o o o o o o o c o o c —
(7] «© «©©
£ £ £
E 2 2
p=l o o
= ™~ @
Lz/d o o

Figura 4.3: Razao entre Cf,, tridimensional e bidimensional em funcao do comprimento
periodico simulado. M sao resultados tridimensionais plenos; e sao resultados com mo-
dulagéo na transigao (L/d < 1). O resultado bidimensional foi mostrado como L/d = 0.

de maximo desvio quando o @(t) definido na equagao abaixo ¢ maximo?.

w(t) = + / (Colert) — Crppron ()2 (4.1)

L
As Fig. 4.6(a)-4.6(h), 4.6(k), 4.6(1) e 4.6(n) apresentam um desvio do coeficiente
de sustentacao ao longo da envergadura muito pequeno. Todos estes casos se referem a
solucoes cujo coeficiente de sustentacao é caracteristicamente harmonico. Os casos que
tém caracteristicas de escoamento tridimensional e apresentam um sinal de sustentagao
com forte modulagao na amplitude apresentam desvios do coeficiente de sustentacao ao

longo da envergadura mais proeminentes e irregulares como mostram as Fig. 4.6(0)—4.6(s).

Temos duas excecoes nesta descricao: os casos de amplitude modulados com os
comprimentos periddicos 0.7d e 0.8d, respectivamente as Fig. 4.6(j) e 4.6(m). Apesar
do coeficiente de sustentacao apresentar modulacao de amplitude, o desvio do coeficiente

de sustentacao ao longo da envergadura nao se parece com os casos tridimensionais e

3w(t) é a média quadrética na envergadura do coeficiente de sustentagdo em um instante ¢.
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Figura 4.4: Norma LL, da parcela tridimensional do campo de velocidade (E3p) em fungao
do comprimento periédico simulado.

comprimento longos citados acima. O desvio aparenta um harmoénico simples e mais
intenso que os casos quase bidimensionais. Isso pode ser explicado pelo desprendimento
de vortice obliquo: o tubo de voértice nao se desprende simultaneamente ao longo da
envergadura e também nao apresenta deformagoes além de ser obliquo em relagao ao

cilindro causando a modulacao de amplitude da sustentacao ao longo do tempo.

Outro modo de se medir o efeito do tamanho do dominio computacional na di-
recao da envergadura sobre o escoamento tridimensional é através da energia contida nas
tridimensionalidades. Para tanto, devemos definir uma norma adequada. Aqui usaremos
a norma I, aproveitando a construcao do problema discreto. Primeiro define-se a norma

Ly por volume do dominio em um instante de tempo como:

Ba(t) = [[ulls = %/ﬂu(w,t)-u(a:,t) a0

Lembrando que a discretizagao na dire¢ao z (na diregdo da envergadura do cilin-
dro) é feita através de uma expansao de Fourier, a 1* componente de Fourier fornece a

parcela bidimensional. Entao integra-se no volume somente a 1* componente da discreti-
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zagao em z. Logo define-se a norma Ly da energia das componentes tridimensionais (Esp)

pela diferenca abaixo

Ecomponentes 3D (t> - E2 (t) - Ela componente Fourier (t),

que ¢ variavel no tempo. Tomamos entao, para a andlise, o maximo desta energia no

intervalo simulado

Esp = max (Ecomponentes 3D (t)) :

O pico de energia da parcela associado as tridimensionalidades, Esp, é apresentado

na Fig. 4.4 para os diferentes tamanhos em z do dominio computacional.

Primeira constatacao a se fazer, baseando-se na Fig. 4.4 é que para tamanho de
dominio L, até 0.7d, o escoamento é praticamente bidimensional. A energia contida nas

componentes tridimensionais do escoamento é muito baixa.

Outro ponto interessante é no caso bi-cadtico com L, = 0.8d. A solucao harmo-
nica nao contém componentes tridimensionais com energia consideravel enquanto a solu-
¢ao modulada apresenta muito mais energia. Isto é refletido na distribuicao de coeficiente
de sustentagao ao longo da envergadura mostrado nas Fig. 4.6(m) e 4.6(n). A solugdo
modulada apresenta forte variagdo do Cf, ao longo da envergadura (Fig. 4.6(m)) em re-
lagao a solugdo harmonica apresentada na Fig. 4.6(n). Este patamar elevado de energia
nas tridimensionalidades é associado diretamente ao modo B da esteira do cilindro. Em
um Reynolds acima de 280, o modo B, que tem um comprimento caracteristico de apro-
ximadamente 0.8d, tem maior taxa de crescimento e prepondera na esteira (BARKLEY;
HENDERSON, 1996; BLACKBURN; LOPEZ, 2003) e este caso tem o comprimento periodico

mais proximo deste modo, realgcando-o.

Os casos que podem ser considerados tridimensionais plenos (destacados por B
na Fig. 4.3) apresentam um nivel de energia bem elevado: na Fig. 4.4 sdo os casos L, =
6.0d e L, = 12.0d. Este nivel de energia é a referéncia neste trabalho para escoamento

tridimensional bem resolvido em niimero de Reynolds 400.
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CL (preto) e seu envelope de amplitude (vermelho) instantaneos nos 100
unidades de tempo adimensional finais de cada simulacao em numero de Reynolds 400.
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(h) L. = 0.60d, Re = 400.
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Figura 4.6: Resultados, para ntumero de Reynolds 400, de C%(z/L,ts,,,.) no instante
quando w é maximo ao longo da envergadura. Eixo horizontal (desvio) de —0.2 a 0.2 e
vertical normalizado pelo comprimento periodico (0 < z/L < 1).
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4.2 Simulacées numéricas diretas tridimensionais

O conjunto inicial de simula¢oes numeéricas visou, com o método de elementos espectrais
(KARNIADAKIS; SHERWIN, 2005), formar uma base de comparagdo para as simulagoes
posteriores. Os parametros de simulagao seguem as orientagoes dadas pela andlise de

convergéncia (ver §3.1).

Todas as simulacoes tridimensionais apresentadas nesta se¢ao tém 12 diametros
de comprimento periddico na direcao da envergadura do cilindro z e a discretizacao ao
longo da envergadura é feita com componentes de Fourier seguindo os critérios da analise
de convergéncia na se¢ao 3.1 e com numero de componentes da ordem de L/d X vRe
(HENDERSON, 1997) para resolver as menores escalas. A condigao inicial de todas simula-
¢oes é escoamento unitario, ou seja, o escoamento comeca impulsivamente, e ruido branco

foi usado para deflagrar as tridimensionalidades.

Esta se¢ao apresenta os resultados das simulagoes numéricas diretas (DNS) avali-
ando as estruturas vorticais na esteira, identificadas pelo critério Ay proposto por Jeong e
Hussain (1995) (ver §2.4). Outro critério de identifica¢ao de vortices, o critério  de Hunt,
Wray e Moin (1988) (ver §2.4), foi cogitado. Este ndo apresenta diferengas significativas
na identificacao de vortices em escoamentos tridimensionais em relagao ao critério .
Ademais o critério ) é equivalente ao Ay em escoamentos bidimensionais como mostrado

na segao 2.4.

A fim de comparar as diferencas nas tridimensionalidades da esteira, também é

apresentado contorno de grandezas em fatias do escoamento.

4.2.1 Cilindro fixo

Inicialmente, simularam-se escoamentos ao redor de um cilindro fixo ja que é um esco-
amento bem estudado e paradigma para qualquer escoamento ao redor de um cilindro.
Estes resultados servem como comparagao consistente para os demais casos com oscila¢ao

do cilindro.

As estruturas vorticais do escoamento ao redor de um cilindro fixo estao apresen-
tadas na Fig. 4.7. Na Fig. 4.7(a), os tubos de vortices desprendidos do cilindro apresenta
ondulagbes com comprimento de onde caracteristico do modo A: aproximadamente 4d
conforme a analise de estabilidade de Floquet na secao 4.3 e de Barkley e Henderson

(1996). Sao aproximadamente 3 ondulagoes ao longo o comprimento periodico do cilindro
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AL A
(d) Re = 500.

Figura 4.7: Estrutura vortical segundo o critério Ay de Jeong e Hussain (1995) do escoa-
mento ao redor de um cilindro fixo. Vista ortogonal ao plano xy e escoamento de baixo
para cima.
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simulado de 12d conforme apresentado na Fig. 4.7(a).

Para o numero de Reynolds 300, os modos A e B sao instaveis com comprimentos
de onda caracteristicos de aproximadamente 4d e 0.8d respectivamente, segundo analise de
estabilidade de Floquet (secao 4.3 e Barkley e Henderson (1996)). Ainda ¢ possivel notar
vagamente estes modos na Fig. 4.7(b). Ao aumentar o namero de Reynolds, Fig. 4.7(c) e
4.7(d), estruturas menores sdo observadas e os modos da analise de estabilidade linear ja
nao sao facilmente identificados. Outro modo que é dificil ser identificado em Reynolds
400 e 500 é o modo QP (instavel em Reynolds aproximadamente 377 de Blackburn e Lopez
(2003)), mas devido & presenga da escalas menores e a sua caracteristica de modulagao

das tridimensionalidades.

Estes escoamentos ao redor de um cilindro fixo sao usados como base de com-
paragao para os escoamentos ao redor de um cilindro oscilando. Mostra-se que as carac-
teristicas da esteira de um cilindro oscilando mudam consideravelmente como pode ser
visto na secao 5.2 através de simulagoes numéricas diretas usando método dos elementos

espectrais e através de anélise de estabilidade linear de Floquet na secao 5.4.

4.3 Analise de Floquet do cilindro fixo

Esta analise para o cilindro fixo foi realizada a fim de se criar uma base de comparacao. A
estabilidade da esteira de von Karman de um cilindro fixo é um caso referencial por ja ser
bem estudado experimentalmente, por exemplo por Williamson (1988b), e numericamente,
por exemplo o primeiro trabalho aplicando a teoria de Floquet em uma esteira de um
cilindro de Barkley e Henderson (1996) e com outra abordagem por Persillon e Braza
(1998). O método usado na anélise de estabilidade é o método de Floquet segue os
moldes de Barkley e Henderson (1996) e Carmo et al. (2008), e uma breve introdugao foi

feita na secao 2.3 enquanto uma descricao mais detalhada estd no apéndice B.

Os campos base sobre os quais a estabilidade é estudada foram simulados em do-
minio bidimensional usando o método do elemento espectrais. Esperou-se um longo tempo
para que a esteira se desenvolve-se plenamente e o periodo do campo base foi identificado
através de FFT da série temporal do coeficiente de sustentacao. Os parametros usados
nas simulacoes e nas analises seguiram as diretrizes propostas na analise de convergéncia

da segao 3.1.

A Fig. 4.8 apresenta o modulo dos multiplicadores de Floquet em fungao do

ntimero de onda. Deste grifico pode-se identificar comprimentos de ondas instaveis e
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inferir os nimeros de Reynolds criticos, sendo entao uma boa forma de compilagao de

dados da anélise.

Observando a Fig. 4.8, primeiro deve-se notar que as curvas para nimero de
Reynolds menor ou igual a 185 estao inteiramente abaixo da linha de estabilidade neutra
(quando o multiplicador de Floquet |u| = 1). Isso significa que estes casos sao absolu-
tamente estaveis para qualquer perturbacao tridimensional. Este resultado é condizente
com a literatura; ver Barkley e Henderson (1996) por exemplo que estima o nimero de

Reynolds critico para a transicao secundaria da esteira de von Karméan em 188.

Aumentando o numero de Reynolds, nota-se que as curvas de Reynolds 190 a 250
na Fig. 4.8 cruzam a linha de estabilidade neutra em apenas uma regiao com [ < 2.5.
Estas curvas tém um pico em um nimero de onda 3 aproximadamente 1.6, que equivale a
um comprimento de onda A4 =~ 3.9d. Estes valores também estao de acordo com Barkley
¢ Henderson (1996). Esta primeira instabilidade que surge é¢ o modo A caracterizado pelo
seu comprimento de onda Ay ~ 3.9d e sua simetria espago-temporal semelhante a da

esteira de von Kéarmén representada pela equagao abaixo:

Modo A: {@x(;p, Y, 2,t) = =0y (2, —y, 2,t +T/2)

A partir do ntimero de Reynolds 260 um segundo modo torna-se instéavel como
mostra a Fig. 4.8; este é o modo B (pico da direita no grafico). De fato, Barkley e
Henderson (1996) estimam seu Reynolds critico em 259 explicando o porqué do pico da
curva de Re = 260 em [ = 8 estar tao proximo de 1. Caracterizando este modo, o modo
B tem a simetria espaco-temporal diferente do modo A. Sua simetria esté apresentada na
equagao abaixo. O modo B tem um comprimento de onda tipico em escoamento ao redor

de um cilindro de aproximadamente 0.8d.
Modo B: {(Ijx(xa Y, z, t) = (Ijx(-f, -, Zat + T/2)

Um mapa de estabilidade, como a Fig. 4.9, resume estes dados em regioes esta-
vel /instével e mostra mais claramente o nimero de Reynolds critico (ponta mais esquerda
de cada curva hachurada). Este mapa apresenta o espago de comprimento de onda da
instabilidade pelo nimero de Reynolds. Na forma aqui apresentada, a linha representa a
estabilidade neutra (multiplicador de Floquet com moédulo unitario) e a area hachurada

¢ onde o modulo do multiplicador de Floquet é maior que 1.

O mapa resultante é comparéavel ao de Barkley e Henderson (1996). Ele esta
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Figura 4.8: Multiplicadores de Floquet em fun¢ao do niimero de onda para escoamento
do cilindro fixo. Ambos picos representa multiplicadores reais puros: o da esquerda é
associado ao modo A e o da direita ao modo B.
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Figura 4.9: Mapa de estabilidade para escoamento em torno de cilindro fixo resultante
da anélise de estabilidade. A regido hachurada mostra que o conjunto de parametros ali
resulta em um sistema instavel. A regiao superior é associada ao modo A e a inferior ao

modo B.
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apresentado na Fig. 4.9. Esta figura é uma chave para a comparagao posterior (§5.4) aos
casos de oscilagao for¢cada, onde mostra-se que a oscilagao altera a transi¢do secundaria
da esteira e que o modo mais afetado é o modo A. Desta figura podemos identificar o
Reynolds critico do modo A por volta de 185, com comprimento de instabilidade de apro-
ximadamente 3.8d, quanto o modo B tem Reynolds critico proximo de 260 e comprimento

por volta de 0.8d.

Embora tal mapa fornega informacgoes importantes ele pode ser mal interpretado:
ele representa apenas os resultados da estabilidade linear. De fato, o modo B é uma
bifurcacao de um estado bidimensional ja instéavel: o escoamento bidimensional ja é ins-
tavel para o modo A. O ramo tridimensional que bifurca deste escoamento bidimensional
herda esta instabilidade. Logo qualquer bifurcacao para este nimero de Reynolds acima
do critico do modo B nao alcancarad um estado de equilibrio com o modo B puro, mesmo

que ele seja o dominante.

Ainda que o panorama e a Fig. 4.9 apresentem uma aparente coexisténcia dos
modos, no sistema fluido completo nao-linear e nao-modal, representado pelas equacoes
de Navier-Stokes e da continuidade, nao hé necessariamente a coexisténcia deles com as

mesmas caracteristicas que a analise de estabilidade resulta.

Para cilindro fixo, segundo Blackburn, Marques e Lopez (2005), ainda se tem um
terceiro modo instéavel, identificado como modo QP (quasi-periddico) a um namero de
Reynolds acima da escala mostrada na Fig. 4.9. Segundo Blackburn, Marques e Lopez,
trés modos instéveis sdo possiveis para a esteira de von Karman: modo A, modo B e

modo QP. Os numeros de Reynolds criticos sao apresentados na Tab. 4.2.

Tabela 4.2: Numeros de Reynolds criticos dos modos instaveis do escoamento ao redor de
um cilindro fixo isolado.

Modo Reynolds critico Comprimento Referéncia
Modo A 188 3.96d Barkley e Henderson (1996)
Modo B 259 0.822d Barkley e Henderson (1996)
Modo QP 377 1.8d Blackburn, Marques e Lopez (2005)

O modo quasi-perioédico foi obtido pelo mesmo método e é mostrado aqui para
Reynolds 400. A Fig. 4.10 apresenta a curva de médulo do multiplicar de Floquet |u| pelo
namero de onda 3 = 27 /. Esta curva tem 3 picos instaveis: o do modo A com o f ~ 8,
o do modo B 8 ~ 1.8 e 0o do modo quasi-periédico (BLACKBURN; LOPEZ, 2003) com o

B ~ 3.5 (cujo comprimento de onda é aproximadamente 1.8d). Nota-se que a taxa de
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crescimento do modo B fica além da escala do grafico por estar distante de seu Reynolds

critico.

O modo quasi-periédico nao tem um periodo tipico associado com o campo base:
nao tem o periodo do campo base nem seus sub- ou super-harménicos. A Fig. 4.11
apresenta graficamente a simetria do modo quasi-peridédico representada pela vorticidade
em = (a0 mesmo molde da revisdo bibliografica §2.1). Notar que a vorticidade na regiao
y = —1.2 vai mudando ao longo do periodo indicando que a freqiiéncia do modo QP
nao apresenta relacao harmonica com a freqiiéncia do campo base, ou seja, através do

multiplicador complexo este modo insere um freqiiéncia nao-harmonica na esteira.
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Figura 4.10: Multiplicadores de Floquet em funcao do ntimero de onda para escoamento
do cilindro fixo em ntimero de Reynolds 400. O pico do modo quasi-periddico é para
g =3.5.
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(a) Linha de registro da série temporal. (b) Modo quasi-periodico.

Figura 4.11: Simetria do modo quasi-peridédico representada pelo contorno de vorticidade
em z (w,) ao longo do periodo de desprendimento de vortices do campo base. Notar
que a intensidade de vorticidade na regiao y = —1.2 vai mudando ao longo do periodo
(acompanhar a seta indicativa) indicando que a freqiiéncia do modo QP nao apresenta
relacao harmonica com a freqiiéncia do campo base.
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5 ESCOAMENTO AO REDOR DE UM CILINDRO
EM OSCILACAO FORCADA

Aqui trata-se dos resultados referentes ao escoamento ao redor de um cilindro em oscilagao
transversal forcada. Este capitulo esta dividido em quatro se¢oes principais. Inicialmente,
a se¢ao H.1 discorre sobre a fronteira de sincronizagao da esteira com o movimento do
cilindro. Este assunto é importante pois justifica a escolha da freqiiéncia de oscilagao nas
investigagoes posteriores. Em seguida, simulagoes numéricas diretas tridimensionais sao
apresentadas na se¢ao 5.2, onde comega-se a apresentar aspectos da esteira tridimensional
para comparagao com a analise de estabilidade. A segao 5.3 trata da avaliagdo de uma
faixa de amplitudes de oscilagao do cilindro para a qual a esteira nao apresenta crescimento
de tridimensionalidades. Isto foi observado nas simula¢oes numeéricas diretas da secao
anterior e ¢ investigada nesta secao via analise de estabilidade. Finalmente, a analise
de estabilidade de Floquet é aplicada para estudo da esteira de um cilindro oscilando
na secao 5.4. Este secao investigada as tridimensionaldides da esteira de um cilindro

oscilando em amplitudes tipicas observadas em vibragoes induzidas por vortices (VIV).

5.1 Fronteira de sincronizacao da esteira

Como esta tese se concentra nos efeitos da amplitude de oscilacao do cilindro sobre a
esteira, é necesséario definir uma freqiiéncia de oscilagao para o cilindro. O critério de
escolha da freqiiéncia de oscilagao nao deve ter influéncia sobre os resultados e tem que
ser tal que a freqiiéncia nao seja um parametro na analise da transicao secundaria da

esteira de um cilindro.

Uma primeira restricao na escolha da freqiiéncia de oscilacao é que, com esta
freqiiéncia, a esteira do escoamento esteja sincronizada com o movimento do cilindro.

Esta secao da tese visa levantar esta fronteira de sincronizacao primarial a fim de escolher

Define-se sincronizacdo priméria quando a razdo entre a freqiiéncia de oscilacdo e a freqiiéncia da
esteira sob influéncia da oscilagéo é 1, e ndo algum harménico, por exemplo 1/2. Ver Fig. 5.1.
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uma freqiiéncia de oscilacao adequada & investigacao.

Para complementar, um outro critério assumido nesta tese para a anélise da
transicao secundaria da esteira é que a razao entre a freqiiéncia de oscilacao e a freqiiéncia
de desprendimento de vortices para um cilindro fixo seja constante. Esta escolha tem o
intuito de eliminar o efeito do nimero de Reynolds na variagao da freqiiéncia natural da
esteira (ver Fig. 2.5(a) que mostra a varia¢do do ntimero de Strouhal em fun¢ao do ntimero
de Reynolds).

Com isto em mente, esta secao apresenta a investigacao da fronteira de sincroni-
zacao para 2 numeros de Reynolds, a fim de medir a influéncia do Reynolds na fronteira:
numeros de Reynolds 200 e 300. As amplitude de oscilagao investigadas estao na faixa
entre 0.02d a 0.6d a a faixa de freqiiéncia de oscilacao de 0.5, a 1.0f,. A Tab. 5.1 sumaria

os parametros escolhidos.

Tabela 5.1: Faixa de parametros estudados na investigacao da fronteira de sincronizagao
da esteira com o movimento do cilindro.

Niumeros de Reynolds Amplitude de oscilagao  Freqiiéncia de oscilagao
200 e 300 0.02d < A <0.6d 0.5f,, < fose < 1.0g,

Para esta investigacao, a fronteira foi levantada através de simulagoes bidimen-
sionais inicialmente. Estas sao apresentadas na secao 5.1.1. Algumas simulagoes tridi-
mensionais (§5.1.2) também sdo empregadas mas apenas com intuito de verificagdo da

fronteira e constatagao de discrepancias entre as simulacoes bi- e tridimensionais.

E importante ressaltar que ha histerese no levantamento da fronteira de sincro-
nizagao (veja a Fig. 5.1 de Woo (1998), onde ha uma regiao hachurada que representa a
fronteira), portanto é importante a condigao inicial adotada nas simulagoes. As simula-
¢oes apresentadas tém condicao inicial como se o escoamento comecasse impulsivamente,
ou seja, adota-se u(x,y,t = 0) = Uy (ou u(z,y,z,t = 0) = Uy no caso tridimensional)

como condicao inicial de todas as simulacoes aqui apresentadas.

5.1.1 Simulacdes bidimensionais da fronteira

A Fig. 5.2 resume os resultados obtidos. Vale notar que fora desta fronteira (para esquerda
da linha no grafico) a esteira pode estar fora de sincroniza¢ao ou sincronizada em sub-

harmonicos (1/2 ou 2/3 por exemplo da Fig. 5.1).
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de Woo (1998).
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Figura 5.2: Fronteiras de sincronizagao levantadas através de simulacao numérica direta
bidimensional. Regiao onde hé sincronizacao é a direita da curva mostrada. fo. € a
freqiiéncia de oscilagao do cilindro e fg; é a freqiiéncia de desprendimento de vortices do
cilindro fixo no mesmo Reynolds.
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O critério adotado para definir se a esteira esté sincronizada é: quando a menor
freqiiéncia no espectro do coeficiente de sustentagao é igual a freqiiéncia imposta de osci-
lacao do cilindro, admite-se que ha sincronizacao. As Fig. 5.2 apresentam dois dados, os
pontos nao pintados sao simulagdes que nao apresentaram sincronizacao e os pontos pin-
tados apresentam sincronizacgao. A curva de sincronizacao foi tracada pelo ponto médio

destes pares para uma dada amplitude.

As simulacoes da analise de estabilidade desta tese sao para razao de freqiiéncia
0.90 com excecao da avaliacao do limiar de amplitude. Da Fig. 5.2, nota-se que esta
freqiiéncia escolhida 0.90fs; esta dentro da fronteira de sincronizacao. Ja para anélise
do limiar de amplitude de oscilagao para influenciar a esteira, a freqiiéncia de oscilagao

escolhida foi exatamente a freqiiéncia de Strouhal, evitando, assim, cair fora sincronizacao.

Também pode-se observar dos gréficos na Fig. 5.2 que a fronteira tem influéncia
do ntmero de Reynolds mesmo em simulagoes bidimensionais. De qualquer maneira, as

simulagoes apresentadas nesta tese estao certamente dentro da fronteira de sincronizagao.

5.1.2 Simulagoes tridimensionais

A fim de corroborar a curva de sincronizagao levantada com simula¢oes bidimensionais,
alguns casos tridimensionais foram escolhidos. A escolha se deu, principalmente, na regiao
cuja sincronizagdo nao seguiu o comportamento esperado. A Fig. 5.3(a) apresenta o
resultado da fronteira de sincronizacao com dados de simulagoes bi- e tridimensionais.
Nota-se que as simulagoes tridimensionais (resultados destacados em vermelhos) alargam

a fronteira de sincronizagdo em amplitudes mais altas, se compararmos com a Fig. 5.2(a).

A Fig. 5.3(b) mostra a fronteira levantada nesta tese usando o método dos elemen-
tos espectrais em comparagao com a levantada por Meneghini e Bearman (1995) através
do método dos vortices discretos. Esta discrepancia entre as curvas de sincronizacao pode
ser atribuida a diferenga de ordem entre os métodos e ao emprego de simulagoes tridimen-
sionais no caso desta tese. Em baixa amplitude, os escoamento é absolutamente estével a
perturbagoes tridimensionais como é avaliada na secao 5.4, portanto simulagoes bidimen-
sionais sao suficientes para representar a fisica do escoamento justificando a proximidade

das fronteiras de sincronizagao na Fig. 5.3(b) em amplitudes menores que 0.2d.
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(a) Fronteira de sincronizagdo com simulagoes bidimensionais (em preto) e tridimen-
sionais (em vermelho).
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(b) Comparacao das fronteiras de sincronizagao.

Figura 5.3: Fronteiras de sincronizacao levantadas através de simulagao numérica direta.
Regiao onde hé sincronizagao é a direita da curva mostrada. fs € a freqiiéncia de oscilagao
do cilindro e fs; é a freqiiéncia de desprendimento de vortices do cilindro fixo no mesmo
Reynolds.
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5.2 Simulacées numéricas diretas tridimensionais

Todas as simulagoes tridimensionais apresentadas nesta secao tém 12 diametros de com-
primento peridédico na dire¢ao da envergadura do cilindro z e a discretizacao ao longo da
envergadura ¢é feita com modos de Fourier seguindo os critérios da analise de convergéncia
na secéo 3.1 e com nimero de modos da ordem de L/d x v/Re (HENDERSON, 1997) para
resolver as menores escalas. A condicao inicial de todas simulac¢oes é escoamento unitario,
ou seja, o escoamento comeca impulsivamente, e ruido branco foi usado para deflagrar as

tridimensionalidades.

Aos mesmos moldes apresentados para o escoamento ao redor de um cilindro fixo
(§4.2), esta segdo apresenta os resultados das simulagdes numéricas diretas (DNS) avali-
ando as estruturas vorticais na esteira, identificadas pelo critério Ay proposto por Jeong e
Hussain (1995) (ver §2.4). A fim de comparar as diferencas nas tridimensionalidades da

esteira, também é apresentado contorno de grandezas em fatias do escoamento.

5.2.1 Cilindro oscilando

Os casos tridimensionais de oscilagao forgada relatados neste segao tém freqiiéncia de os-
cilagdo do corpo na regiao de sincronizagao da esteira: 0.95fs;. As amplitudes escolhidas
sao as de resposta tipica dos ramos inferior e superior em problemas de vibracao induzida
por vortices (WILLIAMSON; GOVARDHAN, 2004): uma amplitude baixa de 0.4d correspon-
dendo ao ramo inferior e uma alta de 1.0d referente ao pico de amplitude de resposta.

Ratificando a segao 3.3, os casos simulados estao relacionados na abaixo:

e Numeros de Reynolds: 200, 300, 400 e 500
e Amplitudes de oscilagao: 0.4d e 1.0d

e Freqiiéncia de oscilacao fixa: 0.95 fs;

E de se esperar que mudancas ocorram devido ao movimento oscilatério do corpo.
Na investigacao experimental do escoamento ao redor de corpos rombudos oscilando rea-
lizada por Bearman e Obasaju (1982), eles observaram que o movimento oscilatorio causa
um aumento de correlacao na envergadura da forca de sustentacao. Isso é efeito das

tridimensionalidades, ou a falta delas, na esteira do corpo.

A fim de investigar como as tridimensionalidades sao afetadas pela oscilacao do

cilindro estas simulagoes foram realizadas.
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5.2.1.1 Amplitude 0.4d

De inicio, para inferir sobre as tridimensionalidades da esteira de um cilidnro oscilando,
apresenta-se a Fig. 5.4 com a identificacao de vortices pelo critério Ay da esteira de um

cilindro oscilando com amplitude 0.4d e freqiiéncia 0.95 fs;.

Ao fazer a comparacao entre a esteira do cilindro oscilando com numero de
Reynolds 200 na Fig. 5.4(a) e a esteira do cilindro fixo da Fig. 4.7(a), nota-se clara-
mente que a oscilagao neste caso dissipa as tridimensionalidades da esteira. A andlise de
estabilidade apresentada nas se¢oes 5.4 e 5.3 e publicada por Gioria e Meneghini (2007)
ratifica este resultado mostrando que o escoamento bidimensional é absolutamente estéavel

a perturbagoes tridimensionais nesta situagao (A = 0.4d e f = 0.95fs;).

O caso com numero de Reynolds 300 e amplitude 0.4d, na Fig. 5.4(b), mostra
uma esteira com estruturas tridimensionais intensas. O interessante é que esta esteira é
comparavel aquela resultante do escoamento ao redor de um cilindro fixo com o mesmo
namero de Reynolds (Fig. 4.7(b)). Esta esteira também é dominada pelo modo similar ao
modo B em relagao ao comprimento de onda da instabilidade por volta de 0.8d conforme

os resultados de analise de estabilidade (segao 5.4 e Barkley e Henderson (1996)).

Quando o nimero de Reynolds é aumentado, a esteira tridimensional persiste,
como mostram as Fig. 5.4(c)-5.4(d). Estruturas de escala menor sdo mais aparentes

nestes casos.

Como citado anteriormente, experimentos com corpo rombudo oscilando como os
realizados por Bearman e Obasaju (1982) indicam um aumento da correlagao na enverga-
dura do coeficiente de sustentacao o que induz a interpretacao de que a esteira se tornaria
“mais bidimensional”. Com exce¢ao do caso cujo numero de Reynolds é 200 e amplitude
baixa (A = 0.4d), os resultados, como os da Fig. 5.4, mostram o contrario desta intuigao:
a esteira tridimensional persiste com o aumento do ntimero de Reynolds apresentando
estruturas de comprimentos caracteristicos menores. Esta caracteristica também se ma-
nifesta em amplitude de oscilagao mais alta, como 1.0d, conforme mostrada na subsecao

seguinte.

Com intuito de esclarecer o padrao de desprendimento de vortices dessas simula-
¢oes tridimensionais, a Fig. 5.5 apresenta o contorno de vorticidade na dire¢ao z em uma
fatia do escoamento. Nota-se claramente o padrao de desprendimento de vortices nos casos
de baixa amplitude de oscilacao 0.4d. Todos esses casos tém o padrao de desprendimento

2S similar ao da esteira de von Karman de um cilindro fixo.
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(¢) Re = 400. (d) Re = 500.

Figura 5.4: Estrutura vortical segundo o critério Ay de Jeong e Hussain (1995) do escoa-
mento ao redor de um cilindro oscilando com amplitude 0.4d e freqiiéncia 0.95fs;. Vista
ortogonal ao plano xy e escoamento de baixo para cima. Cilindro esta na posi¢ao de
méximo deslocamento no ciclo da oscilagao.
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(¢) Re = 400. (d) Re = 500.

Figura 5.5: Fatia xy na se¢ao média do cilindro com contornos instantaneos de vorticidade
adimensional na dire¢do z (w,d/Us) para cilindro oscilando com amplitude de oscilagao
0.4d e freqiiéncia 0.95fs;. Niveis de vorticidade adimensional w.d/U,, do preto, —2, ao
branco, 2. Cilindro esté na posi¢cao de maximo deslocamento no ciclo da oscilagao.

5.2.1.2 Amplitude 1.0d

Seguindo os mesmos moldes de apresentacao de resultados dos casos de amplitude baixa,
apresenta-se a Fig. 5.6, na qual é possivel identificar o padrao de desprendimento de
vortices das simulagoes numéricas do escoamento ao redor de um cilindro oscilando com
1.0d de amplitude e freqiiéncia 0.95fs;. Mudancas no padrao de desprendimento sao
notéveis em relagao aos casos anteriores com cilindro fixo (§4.2.1) e de oscilagao com
amplitude baixa (§5.2.1.1).

O caso com numero de Reynolds 200 e amplitude 1.0d apresenta o padrao de
desprendimento P+S como pode ser visto na Fig. 5.6(a). Este padrao de desprendimento
também é observado em simulagoes bidimensionais como nos campos base na proxima
secao H.4.1. Vale observar que este padrao é uma quebra na simetria espaco-temporal da

esteira de von Karméan. Esta simetria é representa pela equagao abaixo:
w(z,y, 2z,t) = u(x, -y, z,t +T/2)
von Karman: < o(z,y, z,t) = —o(z, —y, 2,t + T/2) (5.1)
W, (z,y,2,t) = —w,(z, —y,2,t +T/2)

Esta observagao é importante pois o padrao de desprendimento P+S permite o surgimento

de instabilidades diferentes na esteira (BLACKBURN; MARQUES; LOPEZ, 2005).
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Figura 5.6: Fatia zy na se¢ao média do cilindro com contornos instantaneos de vortici-
dade adimensional na dire¢do z (w,d/Us) para cilindro oscilando com amplitude 1.0d e
freqiéncia 0.95fs;. Niveis de vorticidade w,d/Us, do preto, —2, ao branco, 2. Cilindro
estd na posicao de maximo deslocamento no ciclo da oscilagao.

Ainda sobre o padrao de desprendimento de vortices, observa-se que para nimero
de Reynolds acima de 300 o padrao é 2P (2 pares de vortices desprendidos por ciclo de
oscilagao do cilindro). Neste trabalho, este padrao foi observado somente em simulagoes
numéricas tridimensionais. Os campos base bidimensionais simulados para a anélise de
Floquet (§5.4) somente produziram padrdes 2S e P+S. Isso associa o padrao 2P ao escoa-
mento tridimensional, mas os resultados da anéalise da estabilidade secundéria da esteira
nao acusa mudanga no padrao de desprendimento, ou seja, nao hé uma transicao de um

escoamento bidimensional para um tridimensional com padrao 2P.

A Fig. 5.7 apresenta os vortices identificados pelo critério Ay na esteira para
oscilagao com amplitude elevada. Estruturas em escalas mais finas sao observadas, espe-
cialmente no intervalo de nimero de Reynolds de 300 a 500 vistos na Fig. 5.7(b)-5.7(d).
Dificilmente um comprimento de instabilidade, associado diretamente a um modo de
Floquet, é claramente identificado pois o escoamento desenvolvido ja esta longe do am-

bito de pequenas perturbagoes da analise de estabilidade de Floquet.

Para o niimero de Reynolds 200, com padrao de desprendimento diferente, observa-
se na Fig. 5.7(a) uma tridimensionalidade mais saliente com comprimento de onda curto.
Esta aparece devido a quebra de simetria do escoamento base. Embora o comprimento
de onda seja proximo do comprimento do modo B, por volta de 0.8d (§4.3 e Barkley e

Henderson (1996)), a tridimensionalidade nao apresenta mesma simetria que o modo B
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Figura 5.7: Estrutura vortical segundo o critério Ay de Jeong e Hussain (1995) do escoa-
mento ao redor de um cilindro oscilando com amplitude 1.0d e freqiiéncia 0.95fs;. Vista
ortogonal ao plano xy e escoamento de baixo para cima. Cilindro esta na posicao de
méximo deslocamento no ciclo da oscilagao.
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nem a simetria do modo A.

Para caracterizar bem o modo capturado na simulagao, recordamos que a simetria
do modo A é a mesma da esteira de von Karmén citada acima na eq. (5.1) , e pode ser

descrita como
w(z,y,z,t) = u(x,—y, z,t +71/2)

Modo A: ¢ @(x,y, 2, t) = —0(z, —y, z,t + T/2) (5.2)
w(z,y, z,t) =w(z, —y,2z,t+T/2)

ou a reescrevendo em fungao da vorticidade na direcao x
Modo A: {@x(:v,y, 2,t) = =@y (2, —y, 2,t + T/2) (5.3)
Ja o modo B tem a simetria representada em funcao da velocidade

’EL(:U? Y, z, t) = —ﬁ(l‘, Y,z t+ T/Q)
Modo B: (2,9, 2,) = o(z, —y, 5,1 + T/2)

w(x,y, z,t) = —w(z, —y, 2z, t + T/2)

e em func¢ao da vorticidade na direcao x por

Modo B: {@, (2, . 2,t) = @, (z, —y, 2,1 + T/2) (5.4)

Modos sub-harmonicos também sao obtidos pela analise de estabilidade de Floquet
e sao representados por multiplicadores reais negativos. Estes resultados estao na analise
de estabilidade na se¢ao 5.4. Os modos sub-harmonicos, que tém periodo dobrado em

relagao ao periodo de desprendimento de vortice, podem ser representados por

Sub-harmonico: {(Z)x(a;7 Y, z,t) = —w,(x,y,z,t +T) (5.5)

O modo capturado pela simulacao numérica direta tem caracteristica sub-harménica
como mostra a Fig. 5.8(a). De fato, a analise de estabilidade de Floquet (§5.4) o identifica
como um modo sub-harmonico. A fim de clarear as diferencas entre o modo sub-harmonico

e o modo A, a Fig. 5.8(b) mostra a vorticidade na diregdo do escoamento para o modo A.

Lembrando o trabalho de analise de simetrias de Blackburn, Marques e Lopez
(2005), quando a esteira tem a simetria da esteira de von Karman (eq. (5.1)), que apresenta
padrao de desprendimento 2S, os modos instéveis possiveis de bifurcarem deste campo

base sao os modos A, B e QP (quasi-periodico). O modo QP apresenta multiplicador
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Figura 5.8: Escoamento ao redor de um cilindro: (a) oscilando com amplitude 0.4d e
freqiiéncia 0.95fs; a Re = 200, cilindro na posi¢ao de maximo deslocamento no ciclo
da oscilagao; (b) fixo Re = 200. Fatia zy na se¢do média do cilindro com contornos
instantaneos de vorticidade adimensional na dire¢do = (w,d/Us). Niveis de vorticidade
do preto, —0.5, ao branco, 0.5.

de Floquet complexo, entao insere através das tridimensionalidades uma freqiiéncia nao-
harmonica no escoamento. Ele pode ser identificado como uma onda estacionaria ou

propagante na envergadura da esteira. O modo QP pode ser representado por:
Modo QP {w(x Y, 2,8) = 0u(2,y, 2 + Koyt + T) (5.6)

Voltando a Fig. 5.8(a), o padrao de desprendimento no caso Re = 200 e am-
plitude de oscilacao 1.0d é o P+S, portanto nao esté restrito pela analise realizada por
Blackburn, Marques e Lopez (2005). De fato, isso é comprovado pela vorticidade na di-
regao x mostrada na Fig. 5.8(a), onde pode-se observar que ela inverte de sinal (muda de
preto para branco, ou vice-versa) a cada grupo de vortices P-+S, caracterizando um as-
pecto sub-harménico das tridimensionalidades identifica pela eq. (5.5). Esta caracteristica
sub-harmonica também sera identificada na analise de estabilidade da esteira cujo padrao

de desprendimento de vortices é P+S (ver segao 5.4 sobre a andlise de estabilidade).
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5.3 Limiar de amplitude

O movimento oscilatério do cilindro tem efeitos notaveis no escoamento. Diversas publi-
cagoOes se preocuparam e classificaram o padrao de desprendimento de vortices na esteira
do cilindro oscilando, tanto experimentalmente (ver a revisao de Williamson e Govardhan
(2004)) quanto numericamente (e.g. Meneghini e Bearman (1995)). Quanto as tridimensi-
onalidades da esteira, investigacoes experimentais focaram mais na correlacao da forga ao
longo do cilindro (e.g. Bearman (1992)) e as numeéricas mais recentemente nas tridimensi-
onalidades e transi¢ao da esteira (como em Gioria, Carmo e Meneghini (2007), Leontini,
Thompson e Hourigan (2007) e Gioria et al. (2009)). Até onde se sabe, nao se investi-
gou uma amplitude minima para influenciar o escoamento e as tridimensionalidades da
esteira. Esta secao se dedica a estimativa de um limiar de amplitude para influenciar a

esteira tridimensional de um cilindro oscilando.

Naturalmente é de se esperar que o comportamento da esteira de um cilindro
oscilando em amplitudes muito pequenas seja similar ao comportamento da esteira de um
cilindro fixo. Com isto em mente, parte-se de amplitudes bem pequenas (O(0.01d)), e
através da analise de estabilidade de Floquet (§2.3 e Barkley e Henderson (1996)) infere-se
sobre as tridimensionalidades da esteira. Para tanto, escolhe-se a freqiiéncia de oscilagao
do cilindro com valor exatamente da freqiiéncia de desprendimento de vortices do cilindro
fixo a fim de manter a sincronizacgao entre oscilagao e a esteira em amplitude muito baixas,
ja que a fronteira de sincronizagao se estreita ao diminuir a amplitude como mostrada na

segao 5.1 e em (MENEGHINT; BEARMAN, 1995).

Dois ntiimeros de Reynolds foram escolhidos para esta investigacao: 200 e 300.
Esta escolha se deve ao comportamento da esteira de um cilindro fixo (ver analise de
Floquet do cilindro fixo na §4.3): a Re = 200 apenas o modo A ¢ instéavel pela andlise de
Floquet enquanto em Re = 300 ambos modos, A e B, sao instaveis. A faixa de amplitude
de oscilagao investigada vai de 0.0d a 0.3d. Amplitudes acima de 0.3d sao investigadas

mais adiante na segao sobre anélise de estabilidade de Floquet de um cilindro oscilando
(85.4).

Podemos definir uma faixa de amplitude que influenciam a esteira com esta in-

vestigacao:

e Uma amplitude de oscilacao minima cujas perturbacoes tridimensionais sao supri-
midas, ou seja, uma amplitude para a qual a esteira do cilindro oscilando é absolu-

tamente estavel a perturbagoes tridimensionais;
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e Uma amplitude superior para a qual a esteira retoma as tridimensionalidades (§5.4).

Em suma, abaixo de uma certa amplitude minima, o comportamento da esteira do cilindro
oscilando é similar ao da esteira de um cilindro fixo. Acima desta amplitude, pode-se inibir

o crescimento de tridimensionalidades.

Os campos base para esta anélise foram simulados bidimensionalmente usando o
método dos elementos espectrais seguindo as diretrizes da analise de convergéncia apre-
sentada na se¢ao 3.1. A oscilagao é considerada usando um referencial nao-inercial como

descrito na secao 2.2.5.

5.3.1 Resultados e discussao

Para iniciar a discussao, apresenta-se um grafico do médulo do multiplicador de Floquet
(||) pelo namero de onda da instabilidade para as amplitudes na faixa investigada.
Procuram-se os picos que cruzam a linha |u| = 1 (resultados de estabilidade neutra) in-
dicando instabilidades tridimensionais; e as curvas que permanecem inteiramente abaixo

deste |u| = 1 indicando situagoes absolutamente estaveis a perturbagoes.

A Fig. 5.9 apresenta os resultados dos multiplicadores de Floquet. Nota-se que
em ambos graficos, as curvas tendem para a curva do cilindro fixo conforme a amplitude
de oscilacao vai diminuindo. Outra caracteristica notavel é que hé curvas que ficam intei-

ramente abaixo de || = 1, ou seja, ha amplitudes que mantém a esteira bidimensional.

Outro modo de apresentar esses dados é através de um mapa de estabilidade. O
mapa resume o espago de parametros: comprimento de onda da instabilidade x amplitude
de oscilagao. No mapa (Fig. 5.10), a curva de estabilidade neutra é tracada e a regiao

hachurada é instavel.

Vejamos primeiro o caso com Re = 200. Da Fig. 5.10(a), podemos estimar que
o limiar de amplitude é por volta de 0.03d. A partir desta amplitude de oscilacao, as
tridimensionalidades sao suprimidas. A supressao de tridimensionalidades na esteira de
um cilindro oscilando é observada em uma faixa de amplitude de oscilagao. Esta faixa
de amplitude é 0.03d < A < 0.65d. Este limite superior é obtido na secao de analise de
estabilidade de Floquet (§5.4) em amplitudes de oscilagdo usuais da resposta de VIV.

Ainda em Re = 200, quando a amplitude de oscilagdo é menor que o limiar
estimado acima em 0.03d, observa-se um modo instavel com as caracteristicas de simetria

do modo A. Seu comprimento de onda, de aproximadamente 3.7d, proximo da amplitude
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Figura 5.9: Multiplicadores de Floquet para amplitudes de oscilagao baixas.
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Figura 5.10: Espago de parametros amplitude por comprimento da instabilidade. As
regioes hachuradas sao instaveis.
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critica é um pouco menor que o comprimento de onda do modo A na esteira de um cilindro

fixo aproximadamente 4d (ver segao 4.3 ou Barkley e Henderson (1996)).

Quanto ao Reynolds 300, lembramos que neste nimero de Reynolds a esteira
de um cilindro fixo apresenta dois modos instaveis, modo A (Ax ~ 4d) e o modo B
(Ag ~ 0.8d). Quando ha oscilagdo do cilindro, podemos estimar o limiar de amplitude
para estabilizacao da esteira em 0.28d. Em outras palavras, a esteira do cilindro oscilando
com Reynolds 300 é absolutamente estavel a perturbagoes tridimensionais na faixa de
amplitude de oscilagao 0.28d < A < 0.35d. Quando a amplitude de oscilagdo é menor
que o limiar, ambos modos A e B sao observados. A diferenca em relagao a esteira de um
cilindro fixo em mesmo Reynolds é que o comprimento de onda do modo A é mais curto

com a oscilagao enquanto o modo B nao se altera significativamente.

Conclui-se que é possivel inibir o crescimento das tridimensionalidades usando
a oscila¢do do cilindro em nimeros de Reynolds baixos (abaixo de 300). Para outros
ntimeros de Reynolds, as tridimensionalidades presentes na esteira do cilindro oscilando

sao alteradas. Isso é mostrado nesta tese na proxima segao 5.4.

5.4 Analise de Floquet do cilindro oscilando

Duas subsecoes integram esta parte e seguem os passos da analise de estabilidade: primeiro
calcula-se o escoamento base (§5.4.1) sobre o qual avaliar-se-a a equagao linearizada da
evolugao da perturbag@o na andlise de estabilidade (§5.4.2). O método usado na analise

de estabilidade ¢ mesmo da segao anterior e esta descrito no apéndice B.

Aqui a anéalise é feita para uma freqiiéncia de oscilagao com razao fixa em 0.90 fs;.
Esta freqiiéncia estd dentro da regiao de sincronizagao da esteira com o movimento do
cilindro (8§5.1) e por ser uma razao fixa em relagdo ao numero de Strouhal, evita o efeito

de variacao do nimero de Strouhal em fun¢ao do ntimero de Reynolds.

5.4.1 Escoamentos bases bidimensionais

Para se realizar a analise de Floquet, é necessario um campo base peridédico. Inicialmente,
simulagoes numéricas bidimensionais foram realizadas para os casos listados na Tab. 5.2.
Esta tabela também traz a informagao sobre a periodicidade da esteira (do campo de

velocidade e pressao) em fungao do periodo de oscilagao do cilindro (7).

O padrao de desprendimento 2S da esteira de von Karméan observado no escoa-
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Tabela 5.2: Periodicidade da esteira em rela¢ao ao periodo da oscilagao imposta (7).

Ntamero de Amplitude [d]

Reynolds 04 05 06 065 0.7 0.8 09 1.0
200 T 1T 17 17 1T 1T 1T 1T
240 T 1T 1 17 1T 1T 1T 1T
260 T 1T 1 1T 1T 1T 1T 1T
300 1T 1T 1r 1T 1T 1T 1T 27T
340 1T 1T 1T 1T 1T 1T 1T NP?

mento ao redor de um cilindro fixo nao ocorre sempre quando ha um movimento oscilatorio
do corpo. Usualmente, a esteira é classificada pelo nimero e disposicao do vortices des-
prendidos por ciclo de oscilagao, onde S significa um vortice tinico e P um par de vortices.
Tab. 5.3 lista os padroes de desprendimento de voértices obtidos nas simulagoes bidimen-
sionais. Ressalta-se que o padrao 2P nao aparece em nenhuma simulacao bidimensional
realizada nesta investigacao, mas esté presente nas simulagoes numéricas tridimensionais

apresentadas na secao 5.2.

Tabela 5.3: Regime de desprendimento de vortices obtidos nas simulagoes bidimensionais.

Niamero de Amplitude [d]

Reynolds 04 0.5 0.6 065 07 08 0.9 1.0
200 2S 25 28 P+S P+S P+S P+S P+S
240 2S 2S5 P+S P+S P+S P+S P+S P+S
260 2S 25 P+S P+S P+S P+S P+S P+S
300 2S 25 P+S P+S P+S P+S P+S P+S
340 2S P+S P+S P+S P+S P+S 25

A Tab. 5.4 mostra os padroes de desprendimento obtidos nas simulagoes numéri-
cas diretas tridimensionais relatadas na secao 4.2. Aparentemente as tridimensionalidades
e efeitos nao-lineares tém um papel importante no padrao de desprendimento de vortices

j& que apenas nestas simulacoes tridimensionais o padrao 2P ocorre.

O caso com numero de Reynolds 300 e amplitude de oscilacao 1.0d mostra cla-
ramente a diferenca entre os padroes de desprendimento em simulacoes bidimensionais e
tridimensionais. No escoamento bidimensional, este caso tem padrao P+S (ver Tab. 5.3)

enquanto o tridimensional apresenta padrao 2P (Tab. 5.4).

2NP foi marcado para identificar uma esteira nao periédica.
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Tabela 5.4: Regime de desprendimento de vortices obtidos nas simulagoes tridimensionais
relatadas na secao 5.2.

Nimero de  Amplitude [d]
Reynolds 0.4 1.0

200 25 P+S
300 2S 2P
400 25 2P
200 25 2P

Exemplos dos padroes de desprendimento de vortices sao apresentados na Fig. 5.11
a fim de situar a nomenclatura adotada neste texto. A esteira de um cilindro fixo é a 2S.
Para se ter outros padroes de desprendimento de vortices deve-se agir no sistema: impor
oscilagoes no cilindro, deixé-lo livre para sofrer vibracoes induzidas pelos vortices, atuar

na regiao de formacao dos voértices ou na regiao de separacao da camada limite.

5.4.2 Analise de estabilidade de Floquet

Os resultados da anélise de estabilidade de Floquet estao compilados nas Fig. 5.12-5.19.
Esta série de graficos apresenta o modulo do multiplicador de Floquet (|u|) em fungao do
nimero de onda na dire¢ao z da instabilidade (). Manteve-se uma escala moderada para
0 eixo y nestes graficos a fim de se manter clareza na figura. Os picos além da escala do
grafico podem indicar que a anélise linear de estabilidade esta sendo explorada além de
seu limite, ou seja, longe da condicao critica, para representar a taxa de crescimento da

instabilidade, porém as caracteristicas do modo mantém-se robustamente.

Nas Fig. 5.12-5.14 ¢é possivel notar que ha curvas que permanecem abaixo do
limite ;n = 1. Estes casos sao absolutamente estaveis para perturbacoes tridimensionais: o
escoamento permanece bidimensional. Isto é um efeito direto da oscilagao com freqiiéncia
dentro da regiao de sincronizacdo com a esteira apresentada na secao 5.1.3 O fato notavel
é que neste nimero de Reynolds para cilindro fixo a esteira é instavel. Uma explicacao
mais elaborada sobre o efeito estabilizante da oscilagao do cilindro é dada ao longo e no
fim desta secao. Este resultado também d4a o limite superior de amplitude de oscilagao
para o qual o escoamento permanece bidimensional, complementando a investigagao do
limiar inferior de amplitude de oscilacao em que o escoamento permanece bidimensional

apresentada na secao 5.3.

3Meneghini e Bearman (1995) também delineiam a fronteira de sincronizagdo para um cilindro em
oscilacao forgada.
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(c) Padrao 2P.

Figura 5.11: Exemplos de padrao de desprendimento de vortices.

As curvas das Fig. 5.12-5.19 apresentam picos em regioes de nimero de onda 3
diferentes dos observados para o cilindro fixo (Fig. 4.8). Os picos dos graficos na regiao
B < 2.5 representam o comportamento do modo A. Os picos que ocorrem em [ > 6 sao
do modo B. Na faixa intermedidria manifesta-se 0 modo sub-harménico quando a esteira

tem padrao P-+S.

Seguindo a descri¢ao acima, pela Fig. 5.12 o comportamento para amplitude de os-
cilacao 0.4d apresenta escoamentos estéveis a perturbagoes tridimensionais para Reynolds
até 260. Isto é esperado se lembrarmos das simulagoes numéricas na secao 5.2.1: o es-
coamento permaneceu bidimensional para o caso Re = 200 e A = 0.4d. Para a faixa de
numero de Reynolds acima de 260 o escoamento se comporta como o de cilindro fixo:
ambos modos A e B sa@o instaveis. O modo B apresentando um pico mais alto em g~ 7
que o modo A em ( = 1.6. Salienta-se que nesta situacao o padrao de desprendimento

de vortices na esteira é 2S (Tab. 5.3), esperam-se apenas estes modos segundo Blackburn,
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Figura 5.16: Multiplicadores de Floquet em funcao do ntmero de onda para amplitude
de oscilagao A/d = 0.7.
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de oscilagao A/d = 0.9.
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Marques e Lopez (2005).

Para o caso seguinte, uma mudanca de comportamento importante ocorre. O
caso Re = 340 na Fig. 5.13 apresenta apenas um pico na regiao de nimero de onda
intermediaria. O pico ocorre a um numero de onda aproximadamente 4, respectivo ao
comprimento de onda por volta de 1.5d. Este caso tem seu escoamento base com padrao de
desprendimento de vortices diferente; tem padrao P+S reportado na Tab. 5.3. O padrao
P-+S permite o aparecimento de um modo sub-harménico (multiplicador de Floquet é um
namero real negativo). Os casos com numero de Reynolds mais baixos, 200 a 260 ainda

se mantém estaveis e o Reynolds 300 apresenta ambos modos A e B.

Para a amplitude de oscilagao seguinte, amplitude 0.6d na Fig. 5.14, apenas o
ntmero de Reynolds 200 se mantém absolutamente estavel a perturbacoes tridimensionais
e também é o unico caso que ainda tem padrao de desprendimento 2S. Os demais casos
apresentam o modo sub-harmoénico devido a esteira P+S com comprimento de onda tipico

por volta de 1.5d.

Conforme aumenta-se a amplitude de oscilacao este comportamento vai se repe-
tindo com escoamentos cujo padrao de desprendimento de vortices € P+S. A diferenga
mais notavel é que o modo B aparece para alguns casos destes com niimero de onda pro-
ximo de 7 e o modo sub-harmoénico tem seu ntimero de onda levemente alterado para
mais baixo, se aproximando de 2. As Fig. 5.15-5.17 e Fig. 5.19 mostram esta evolugao do

comportamento.

Outra observagao importante é o caso quando a esteira retorna ao padrao 2S: o
caso com numero de Reynolds 340 e amplitude de oscilagao 0.9d. Na Fig. 5.17 observa-se
para este caso (curva azul clara) dois picos também: o de ntimero de onda = 8 é 0 modo
B em seu comprimento de onda tipico da esteira 2S de um cilindro. O outro pico préximo
de B ~ 4 é um modo quasi-periodico (QP) representado por um multiplicador de Floquet
complexo. Este modo também foi obtido em um cilindro fixo por Blackburn, Marques e
Lopez (2005) a um ntimero de Reynolds mais alto, 377 (ver Tab. 4.2). Aqui, com oscilagao
do cilindro, ele é obtido a um niimero de Reynolds 340 porém com oscilagoes do corpo com
amplitude elevada, 0.9d. Isso se deve as altas velocidades experimentadas pelo cilindro
em oscilagao com amplitude elevada, levando a um niimero de Reynolds instantaneo local
elevado. A observagao do modo QP nao contradiz a literatura: em esteira com padrao
de desprendimento 2S apenas modos A, B e QP aparecem segundo Blackburn, Marques
e Lopez (2005).

Outra maneira de caracterizar os modos é pela regiao onde eles ocorrem na esteira.
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Tipicamente, o modo A ocorre mais intensamente nos niicleos dos vortices do campo base
e na ligacao entre os vortices, enquanto o modo B ocorre nas regioes com vorticidade que
ligam os vortices emitidos e bem fracamente nos ntcleos. As Fig. 5.20-5.22 servem para
mostrar isso: a vorticidade em x do modo tridimensional é apresentada em contornos
preenchidos coloridos sobreposta pelo campo base representado por linhas de nivel de

vorticidade em z.

As Fig. 5.20 sao exemplos dos modos A e B para um cilindro oscilando. Este
modos também ocorrem na esteira de um cilindro fixo (para este modos do cilindro fixo,
veja as Fig. 5.24). A Fig. 5.20(a) ¢ um caso com modo A para cilindro oscilando com
amplitude 0.4d e freqiiéncia 0.90 fs; onde sao notéveis a regiao de mais intensidade das
perturbagdes e a simetria citada na eq. (5.3). A Fig. 5.20(b) se refere ao modo B. Sua

simetria também segue claramente a eq. (5.4).

Os modos sub-harmonicos também tém suas caracteristicas bem evidentes em
figuras como na Fig. 5.21. Nota-se que a cada grupo de vortices no padrao P+S a vor-
ticidade na direcao = da perturbacao muda de sinal. A distin¢do entre os dois modos
apresentados na Fig. 5.21 se da na regiao onde as perturbacgoes se manifestam mais in-
tensamente. No caso Re = 200 e A/d = 0.7, vé-se da Fig. 5.21(a) que a perturbagao é
mais intensa na ligagao entre os vortices de sinais opostos (o negativo do par P com o
vortice emitido isoladamente S). No outro caso, Re = 300 e A/d = 0.7 da Fig. 5.21(b), a

perturbacao se distribui nas ligacoes entre todos os vortices.

Para completar esta caracterizacao, um exemplo do modo quasi-peridédico que
surge numa esteira com padrao 2S é apresentado na Fig. 5.22. Embora nao seja possivel
apresentar o efeito da freqiiéncia nao-harmonica introduzida por este modo através desta

figura, podemos inferir que este modo ¢ mais intenso nos niicleos dos voértices.

Um outro modo interessante de observar o conjunto de parametros com que sur-
gem instabilidade ¢ em um mapa de nimero de Reynolds por comprimento de onda da
instabilidade (\), como feito na se¢ao anterior (Fig. 4.9). Nesta se¢ao, somente os mapas

que trazem informacoes novas sao apresentados.

Fig. 5.23 apresenta dois mapas com intuito de comparagao: o mapa Fig. 5.23(a)
¢ formado com os dados realizados nesta pesquisa para amplitude de oscilacao 0.4d % e o
Fig. 5.23(b) ¢ de Barkley e Henderson (1996) para um cilindro fixo.

A semelhanga da regido instavel com comprimento de onda A mais curto (regiao

4Como observacdo a parte, o mapa para o caso de amplitude 0.5d apresentaria o mesmo aspecto.
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inferior) entre as figuras 5.23(a) e 5.23(b) é marcante. Aparentemente o modo B nao é
afetado em oscilagoes de amplitude 0.4d. A regiao do modo A, com comprimento de onda
A mais longo (regiao superior) é bem diferente; o modo A é consideravelmente afetado e

inibido pela oscilagao do corpo.

Com este resultados da analise de estabilidade e o uso de simulagoes numéricas
diretas, pode-se ir além dos resultados obtidos por Leontini, Thompson e Hourigan (2007).
Podemos inferir que o movimento oscilatorio do cilindro é estabilizante em amplitudes
baixas porque aparentemente o movimento inibe a instabilidade de comprimento de onda
maior, o modo A. Para amplitudes mais altas, a instabilidade deflagrada é semelhante
ao modo B, que é uma instabilidade na esteira proxima e ocorre nas camadas cisalhantes
que ligam os tubos de vortices desprendidos. O movimento em baixa amplitude tende a
aumentar a correlacao ao longo da envergadura nos tubos de vortice desprendidos e inibe
o modo A por ser uma instabilidade dos tubos como mostra a Fig. 5.24(a) (ver que dentro
das linhas identificando os vortices a cor é diferente de verde) e a Fig. 5.4(a), onde o modo
é mais intenso nos vortices desprendidos. J4 o modo B nao é tao alterado porque é uma
instabilidade das camadas cisalhantes que ligam os vortices (ver na Fig. 5.24(b) que os
nicleos dos vortices desprendidos sao verdes, e a parte colorida liga este vortices) e esta

interacao entre os vortices depende da intensidade deles.

Estes resultados complementam o estudo do limiar de amplitude de oscilacao para
o qual a esteira se estabiliza apresentado na secao 5.3. A esteira é estabilizada pelo mo-
vimento do cilindro apenas em uma faixa de amplitude limitada. Nesta secao mostrou-se
que, para Reynolds 200, a esteira é absolutamente estavel a perturbagoes tridimensionais
para amplitude de oscilacao do cilindro até aproximadamente 0.60d, completando a faixa:

a esteira é estavel quando o cilindro oscila com 0.03d < A < 0.60d a Reynolds 200.
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Figura 5.20: Campo de vorticidade em x da perturbagdo (w,d/Us,, de valores negativos
em azul, pelo branco, a positivos em vermelho) superposto pela vorticidade em z do
campo base (w,d/U.,, do negativo em linhas tracejadas ao positivo em linhas cheias). A
posigao na envergadura é a que a vorticidade é mais intensa (z = 0) e o instante é o de
deslocamento méaximo no ciclo de oscilagao.
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(a) Re =200, A/d = 0.7, 8 = 4.00.
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(b) Re =300, A/d = 0.7, 8 = 9.00.

Figura 5.21: Campo de vorticidade em x da perturbagao (w,d/U., de valores negativos
em azul, pelo branco, a positivos em vermelho) superposto pela vorticidade em z do
campo base (w,d/Uy, do negativo em linhas tracejadas ao positivo em linhas cheias). A
posi¢ao na envergadura é a que a vorticidade é mais intensa (z = 0) e o instante é o de
deslocamento maximo no ciclo de oscilagao.
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Figura 5.22: Campo de vorticidade em x da perturbagao (w,d/U,,, de valores negativos
em azul, pelo branco, a positivos em vermelho) superposto pela vorticidade em z do
campo base (w.d/U., do negativo em linhas tracejadas ao positivo em linhas cheias). A
posigao na envergadura ¢ a que a vorticidade ¢ mais intensa (z = 0) e o instante ¢ o de
deslocamento méaximo no ciclo de oscilagao.
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Figura 5.23: Comparagao entre mapas de estabilidade de Floquet. (a) cilindro oscilando
a 0.95f e amplitude 0.4d e (b) cilindro fixo. A regido hachurada é a regido no espago de
parametros onde hé instabilidade.
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Figura 5.24: Contorno de vorticidade em z adimensional (w,d/Us,) do modo de Floquet
normalizado superposto pelo campo base da anélise de estabilidade para cilindro fixo.
Escala de cor do azul, vorticidade negativa, ao vermelho, vorticidade positiva, e as linhas
representam os nicleos de vortices do campo base identificados segundo o critério As.
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6 CONCLUSAO

Ao longo deste texto, desenvolveu-se o estudo do escoamento ao redor de um cilindro,
com foco em oscilagoes forcadas. Aqui resumem-se as conclusoes do estudo desenvolvido
nesta tese. Este capitulo de fechamento segue a estrutura do texto da tese. Comentarios
sobre o escoamento ao redor de um cilindro fixo sao tracados primeiramente, abordando
o estudo do efeito da dimensao ao longo da envergadura para o dominio computacional
e as simulagoes numéricas diretas comparadas ao estuda de estabilidade de Floquet. Em
seguida, usando como base de comparac¢ao as observagoes do escoamento ao redor de um
cilindro fixo, desenvolvem-se as conclusoes sobre a investigacao do escoamento em torno
de um cilindro em oscilagao forgada que envolve simulagoes numéricas diretas e anélise

de estabilidade de Floquet.

6.1 Discussio sobre escoamento ao redor de um cilin-
dro fixo

Nesta tese foi mostrado que o tamanho do dominio computacional para a simulagao nu-
mérica tem grande influéncia no escoamento resultante. Na secao 4.1, o efeito do com-
primento periédico na dire¢ao ao longo do eixo do cilindro foi investigado. Mostra-se que
o escoamento torna-se absolutamente bidimensional para um comprimento peridédico por

volta de 0.35d.

Embora tridimensionalidades existam no escoamento mesmo em comprimentos
periodicos menores que os comprimentos tipicos das primeiras instabilidades tridimensio-
nais de um cilindro fixo (ver se¢do 4.3 que apresenta os comprimentos =~ 4d do modo A e
~ 0.8d do modo B), o escoamento nao é bem representado para dominios com estes com-
primentos periédicos. Seguindo a Fig. 4.4, pode-se admitir que o escoamento comega a ser
bem representado a partir de um comprimento peridédico de 6d, que apresenta um nivel

de energia por dimensao do dominio préoximo ao observado no maior dominio simulado.
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Outra observagao importante é a ocorréncia de duas solucoes possiveis, partindo
da mesma condicao inicial com ruido aleatorio, para comprimentos periodicos 0.7d e 0.8d.
H& duas solugoes observadas, uma classificada como modulada e outra como harmoénica.
As duas solugoes apresentam caracteristicas diferentes. na primeira, o coeficiente de
sustentacao médio da envergadura apresenta modulacao intensa na solucao que apresenta
a norma de energia das tridimensionalidades média mais alta e apresenta uma variagao
mais intensa de C'p ao longo da envergadura. Ja a solu¢ao harmonica é nomeada assim
por apresentar uma série temporal do coeficiente de sustentacao médio da envergadura

harmoénico e menor intensidade de energia nas tridimensionalidades.

Para completar, observa-se um pico de energia das tridimensionalidades em um
comprimento periédico 0.8d nao-harménico. Isso se deve & manifestacao do modo B, cujo
comprimento caracteristico é aproximadamente 0.8d segundo anélise de Floquet realizada

na secao 4.3.

Simulagoes numéricas diretas do escoamento ao redor de um cilindro fixo foram
apresentadas. O intuito é formar uma base de comparagao ja que o escoamento ao redor

de um cilindro foi intensamente estudado ao longo do tultimo século.

As estruturas vorticais, identificadas pelo critério Ay (BARKLEY; HENDERSON,
1996), sao apresentadas na Fig. 4.7. Pode-se associar o comprimento caracteristico ao
longo da envergadura das tridimensionalidades as instabilidades observadas através de
uma analise linear com o método de Floquet. Para Re = 200, apenas o modo A cujo
comprimento caracteristico € Ay =~ 4.0d pode ser observado. Ao aumentar o nimero
de Reynolds para 300, as tridimensionalidades da esteira se manifestam em 0.8d. Este
comprimento é associado ao modo B da analise de estabilidade. Para niimeros de Reynolds

mais altos, estruturas em escalas menores sao observadas conforme esperado.

Em seguida, apresenta-se a analise de estabilidade de Floquet para a esteira de
um cilindro fixo. Este andlise foi realizada para validar o procedimento, comparando
os resultados com os da literatura (e.g. Barkley e Henderson (1996)) e ter dados de

comparagcao para os resultados do cilindro oscilando.

Na analise de estabilidade de Floquet, levantou-se o mapa de estabilidade da
esteira do cilindro fixo, reproduzido abaixo. Os resultados estao de acordo com Barkley

e Henderson (1996), validando o procedimento utilizado.

Uma extensao da analise para um numero de Reynolds 400 foi realizada a fim de

se obter o modo quasi-periddico observado por Blackburn, Marques e Lopez (2005). Neste
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Comprimento de onda em diametros

T [wovos] ===

o . . . I . . . . I

160 170 180 190 200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300

Numero de Reynolds

Figura 6.1: Mapa de estabilidade para escoamento em torno de cilindro fixo resultante
da analise de estabilidade. A regiao hachurada mostra que o conjunto de parametros ali
resulta em um sistema instéavel. A regidao superior é associada ao modo A e a inferior ao
modo B.

Reynolds, todos os 3 modos observaveis em esteira de um cilindro fixo foram identificados
com seus respectivos comprimentos caracteristicos: modo A com Ay ~ 4.0d, modo B com
A =~ 0.8d e modo QP com A\qp ~ 1.8d.

Lembrando dos resultados a anélise do comprimento periédico apresentada na
tese, ha um pico de energia quando a escolha do comprimento L, é 0.8d. Este ¢ o
comprimento caracteristico das tridimensionalidades do modo B obtido através de analise
de estabilidade. Pra ao Reynolds simulado 400, este ¢ um comprimento com a maior taxa

de crescimento (ver modulo do multiplicador de Floquet em § ~ 8 na Fig. 4.10).

6.2 Escoamento ao redor de um cilindro em oscilacao
forcada

De inicio, verificou-se a fronteira de sincronizagao da esteira com o movimento do cilindro.
A investigagao realizada nesta tese, principalmente a analise de estabilidade de Floquet,
depende da periodicidade do sistema. Quando hé sincronizacgao, a freqiiéncia da esteira é
capturada pelo movimento do corpo. Procurou-se aqui a sincronizacao primaéria, definida
quando a razao entre a freqiiéncia de oscilagao do corpo e a freqiiéncia da esteira sob

influéncia da oscilacao é 1.
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Reynolds 200

O/ T 7

—— Estateste
—— Meneghini (JFS 1995)
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Figura 6.2: Fronteira de sincronizacao levantada através de simulacao numérica direta.
Regiao onde ha sincronizacao é a direita da curva mostrada. fo. € a freqiiéncia de oscilagao
do cilindro e fg; é a freqiiéncia de desprendimento de vortices do cilindro fixo no mesmo
Reynolds.

O critério adotado para definir se a esteira esté sincronizada é: quando a menor
freqiiéncia no espectro do coeficiente de sustentagao é igual a freqiiéncia imposta de osci-
lacao do cilindro, admite-se que ha sincronizacao. As Fig. 5.2 apresentam dois dados, os
pontos nao pintados sao simulacoes que nao apresentaram sincroniza¢ao e os pontos pin-
tados apresentam sincronizagao. A curva de sincronizagao foi tracada pelo ponto médio

destes pares para uma dada amplitude.

A Fig. 6.2 mostra a fronteira levantada nesta tese usando o método dos elementos
espectrais em comparagao com a levantada por Meneghini e Bearman (1995) através do
método dos vortices discretos. Esta discrepancia entre as curvas de sincronizagao pode
ser atribuida a diferenca de ordem entre os métodos e ao emprego de simulagoes tridimen-
sionais no caso desta tese. Em baixa amplitude, os escoamento é absolutamente estéavel a
perturbagcoes tridimensionais como é avaliada na secao 5.4, portanto simulagoes bidimen-
sionais sao suficientes para representar a fisica do escoamento justificando a proximidade

das fronteiras de sincronizagao na Fig. 6.2 em amplitudes menores que 0.2d.

Em suma, todas simulagoes realizadas nesta tese estao dentro da fronteira de
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sincronizacao, garantindo a hipétese primordial da anélise de Floquet que é a existéncia

de uma periodicidade do sistema.

As simulagoes numéricas diretas preliminares, apresentadas na se¢ao 5.2, mostram

os efeitos das oscilagdes na esteira. Os principais efeitos apresentados sao:

e Mudanca no padrao de desprendimento de vortices:

— As simulagoes numeéricas diretas apresentaram 3 padroes: o 2S (2 vortices
de circulagao oposta por ciclo de oscilagao) que é a esteira de von Karman,
P+S (1 par e 1 vortice desprendidos por ciclo) que também é observado em
simulagoes bidimensionais, e o 2P (2 pares de vortices desprendidos por ciclo
de oscilagao) que so foi observado nas simulagdes tridimensionais. Os padroes

estao apresentados nas Fig. 5.5 e 5.6.

e [Eisteira absolutamente estdvel a perturbacoes tridimensionais com o ntmero de
Reynolds 200 e amplitude de oscilagao 0.4d e freqiiéncia 0.95fs; como mostra a
Fig. 5.4(a).!

e Surgimento de tridimensionalidades na esteira do cilindro oscilando com aspectos
diferentes das presentes na esteira de um cilindro fixo, como nas Fig. 5.4 e Fig. 5.7

que mostram as identificagoes de estruturas vorticais pelo método Ao

Algumas consideragoes sobre as simulacoes numéricas diretas do escoamento ao
redor do cilindro oscilando devem ser realcadas aqui. Para ntimero de Reynolds 200, a
esteira de um cilindro fixo é instavel a perturbagdes tridimensionais (ver, por exemplo,
Barkley e Henderson (1996) e secao 4.3). Como citado acima as tridimensionalidades
sao suprimidas quando ha oscilagao, na condigao com amplitude 0.4d e freqiiéncia 0.95 fs;
neste mesmo numero de Reynolds. Isso é ratificado no estudo do limiar de amplitude para

a supressao das tridimensionalidades da esteira discutido abaixo.

Outra observacao notével é o padrao de desprendimento de vortices 2P, observado
para amplitudes de oscilagao 1.0d apenas nas simulagbes numeéricas tridimensionais (ver
Tab. 6.1). Nenhuma das simula¢oes bidimensionais realizadas neste trabalho apresentou

este padrao de desprendimento como mostra a Tab. 6.2 abaixo.

Sobre as tridimensionalidades do escoamento, quando o padrao de desprendi-

mento de vortices é P-+S observa-se tridimensionalidade com caracteristica sub-harmonica.

1Situacao ratificada pela analise de estabilidade de Floquet para esta amplitude e Reynolds. Também
mostra-se que héd uma amplitude minima para a supressao das tridimensionalidades na esteira neste
mesmo trabalho.
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Tabela 6.1: Regime de desprendimento de vortices obtidos nas simulagoes tridimensionais
relatadas na secao 5.2.

Nimero de  Amplitude [d]
Reynolds 0.4 1.0

200 25 P+S
300 2S 2P
400 25 2P
200 25 2P

Tabela 6.2: Regime de desprendimento de vortices obtidos nas simulagoes bidimensionais.

Namero de Amplitude [d]

Reynolds 04 05 06 065 07 08 09 1.0
200 25 28 25 P+S P+S P+S P+S P+S
240 2S 28 P+S P+S P+S P+S P+S P+S
260 2 28 P+S P+S P+S P+S P+S P+S
300 2 28 P+S P+S P+S P+S P+S P+S
340 2S P+S P+S P+S P+S P+S 28

A anélise de estabilidade de Floquet resulta em modos tridimensionais sub-harmonicos

quando o padrao de desprendimento de vortices é P+S.

Na investigacao da existéncia do limiar de amplitude para as amplitudes de osci-
lagao, mostrou-se que para numero de Reynolds 200 o escoamento s6 retoma as tridimen-
sionalidades quando a amplitude é menor que ~ 0.03d. Para amplitudes de oscilacao mais
baixas que este limiar, o modo A é instavel de maneira similar ao caso com um cilindro

fixo.

Quanto ao numero de Reynolds 300, a amplitude limiar é bem mais alta e ~ 0.27d.
Abaixo desta amplitude de oscilagao, ambos modos A e B sao instaveis, retomando uma

situacao similar a esteira de um cilindro fixo a ntiimero de Reynolds 300.

Os dois niameros de Reynolds apresentados tém limiares de amplitude bem dife-
rentes. Como citado anteriormente, a oscilagao parece afetar mais intensamente o modo
A que é uma instabilidade mais intensa nos nucleos dos voértices desprendidos e por isso o

numero de Reynolds 200, que no caso fixo apenas tem o modo A instavel, é mais afetado.

Com a anélise de estabilidade de Floquet, pode-se inferir o efeito da amplitude

de oscilagao na transicao secundéaria da esteira.
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Quando o padrao de desprendimento de vortices é 2S, algumas situagoes foram

observadas.

Observou-se esteira absolutamente estavel para os nimeros de Reynolds mais
baixos, 200 a 260, oscilando com amplitude baixas menores que ~ 0.6d. Posteriormente
mostrou-se que a instabilidade que ocorre na esteira de um cilindro fixo é observada

novamente para cilindro oscilando abaixo de uma certa amplitude limiar.

Esta estabilizacao da esteira devido ao movimento oscilatério ocorre porque o
modo A é afetado pela oscilagao. O movimento em baixa amplitude tende a aumentar a
correlagao ao longo da envergadura nos tubos de vortice desprendidos e inibe o modo A
(modo com mesma simetria da esteira de von Karman eq. (5.3) e comprimento periédico na
diregao da envergadura de ~ 4d) por ser uma instabilidade dos tubos vorticais. Enquanto
para cilindro fixo a nimero de Reynolds 200 se observa apenas o modo A, com oscila¢oes

acima de 0.03d e até por volta de 0.7d observa-se um escoamento bidimensional estavel.

Quando a esteira com padrao 2S fica instavel, ambos modo A e modo B (modo
com comprimento perioédico na dire¢do da envergadura de ~ 0.8d e simetria eq. (5.4))
sao deflagrados. Observou-se este mesmo padrao de desprendimento num tnico caso
com amplitude alta, o 0.9d e Reynolds Re = 340. Neste caso, um modo quasi-periédico
(introduzindo uma freqiiéncia nao-harmonica no escoamento e com comprimento de onda

intermediario entre o A e B) foi observado.

Todas estes modos da esteira 2S estao de acordo com a restricao da anélise feita
por Marques, Lopez e Blackburn (2004), que somente se observa modos instaveis do tipo
A, B ou quasi-periddico a partir de um sistema com a simetria da esteira de von Karmén
(eq. (6.1))

w(z,y, z,t) = u(x, —y,z,t +T/2)
von Kérman : § o(x,y, 2,t) = —0(z, —y, z,t + T/2) (6.1)

w(z,y,z,t) =w(x,—y,z,t+T/2)

Ao aumentar a amplitude de oscilagao, o modo de desprendimento é alterado.
Observa-se que, a cada ciclo de oscilagao, 1 par de vortices com sinais opostos é despren-

dido de um lado depois 1 voértice isolado é desprendido do outro. Este padrao observado

¢ P+S.

A partir deste padrao, instabilidades com caracteristicas diferentes surgem. A
principal caracteristicas dos modos observados nestes casos é o periodo dobrado. Os

modo instaveis observados sao sub-harmonicos da esteira (por isso nomeados modos sub-
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harmonicos neste trabalho) e apresenta comprimento de onda intermediario também. Esta
caracteristica foi observada nas simulagdes numéricas diretas apresentadas neste texto (ver

Fig. 5.8(a) por exemplo).

Uma distingao entre os resultados das simulacoes numéricas diretas e a analise

de estabilidade linear é o padrao de desprendimento de vortices 2P.

Enquanto simulagoes numéricas diretas das equagoes de Navier-Stokes completas
produzem em alguns casos o padrao 2P (ver Tab. 6.1), este padrao nao foi observado em
nenhuma simulagbes numéricas bidimensionais desta tese (ver Tab. 6.2). Procurou-se uma
ligagao para mudanca de padrao de desprendimento através da anélise de estabilidade de

Floquet mas nao se achou indicativos de mudancgas de padrao de desprendimento.

Métodos de decomposi¢ao do escoamento (POD ou decomposigao com os modos
do operador de Koopman) podem ajudar a entender as estruturas da esteira tridimensional
nao observadas através da analise de estabilidade j& que estas decomposi¢oes nao requerem

hipoteses como pequenas perturbacoes e equagoes linearizadas.

6.3 Trabalhos futuros

A érea do estudo de estabilidade de escoamentos tem crescido nos tltimos 10 anos devido
ao grande aumento de capacidade computacional. J& é possivel tratar problemas da
ordem de grandeza necesséria para escoamento de fluidos em geometrias mais complexas:

situagoes em que nao hé solucao analitica para escoamento.

A anélise de estabilidade de Floquet tem um grande potencial: é valida para esco-
amentos base tanto estacionario quanto periddicos. Ainda assim esta analise tem grandes
limitagoes especialmente na representacao de sistemas fluidos. Uma hipétese fundamen-
tal empregada nesta analise ¢ o tratamento de sistemas linearizados: isso pode limitar a
abrangéncia desta anélise. Outro ponto para o qual tal analise é cega é o comportamento
do sistema em curto prazo: sistemas fluidos, mesmo linearizados, sao tipicamente nao-
ortogonais e isso implica que o comportamento previsto pela analise de Floquet somente
representa o comportamento assintotico do sistema. Para o estudo da dinamica em curto
prazo ¢ necessaria uma abordagem nao-modal (SCHMID, 2007). Algumas técnicas sao o
“raio numérico” e crescimento transiente 6timo que ja sao abordadas por alguns na litera-
tura: Schmid e Henningson (2001), Barkley, Blackburn e Sherwin (2007) e Abdessemed
et al. (2008), por exemplo.
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A aplicacao destas técnicas para o escoamento ao redor de cilindro oscilando pode
trazer luz a certos aspectos que nao sao explicados pela analise de estabilidade modal e sao
observados experimentalmente e em simulagoes numéricas diretas. Um aspecto é a mu-
danca do padrao de desprendimento de vortices para 2P. Outros aspectos como os ramos
de resposta de vibragoes induzidas por vortices, os ramos superior e inferior (Fig. 6.3), sdo
apenas inferidos destes resultados mas nao explicados. Respostas histeréticas da esteira
também sao inferidas de transigoes subcriticas obtidas pela analise de Floquet mas estas
mudancas ocorrem em escalas de tempo curtas e a analise modal assintotica nao é capaz

de capturéa-la.
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Figura 6.3: Ramos de resposta de vibracao induzida por vortices em cilindros. A,,.. € a
amplitude normalizada pelo didmetro do cilindro e U* = U,/ f,d é a velocidade reduzida.
Retirado de Williamson e Govardhan (2004).

Outra técnica que pode ser usada na avaliacao da dinamica da esteira tridimen-
sional é a decomposi¢ao do escoamento. Para citar algumas POD, expansoes de Fourier

e decomposicao do operador de Koopman.

A técnica POD (proper orthogonal decomposition, ver Rowley (2005) por exemplo)
é aplicada para se representar o escoamento com poucos graus de liberdade e mantendo-se
a dindmica principal, em geral com fins de controle do escoamento. Outra meio de decom-
posicao do escoamento é a por expansao de Fourier que destaca freqiiéncias diferentes no
escoamento, mas limita-se aos harmoénicos da expansao e suas interagoes além de exigir
formalmente uma periodicidade. Ja a decomposi¢ao do operador de Koopman, destaca

as freqliéncias principais (nao necessariamente harmonicas) do escoamento e suas escalas,
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ainda sem o limite da exigéncia de periodicidade do sistema.
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APENDICE A - METODO DOS
ELEMENTOS
ESPECTRAIS

O método de elementos espectrais é uma mescla entre o método espectral puro e o método
de elementos finitos, através do uso de funcoes de base espectrais em uma formulagao de
elementos finitos. Do primeiro método, ele herda a convergéncia exponencial e a alta
resolucao, devido a alta ordem das func¢oes de aproximacgao. Do segundo vem a divisao

do dominio em elementos, que permite refinamento local e flexibilidade geométrica.

Os métodos espectrais (SM) derivam de métodos analiticos de solugao de equagoes
diferenciais parciais que apresentam solucoes baseadas em expansoes em série de funcoes
ortogonais. Estas fungoes sao suaves e o erro da equagao diferencial € minimizado segundo
um dado critério. Suas aplica¢oes a dindmica de fluidos remetem a meteorologia (ver
Boyd (2001)). A vantagem deste método é a convergéncia exponencial que possibilita a
solugao do problema com relativamente poucos graus de liberdade. Contudo, geometrias

complexas sao dificeis de serem tratadas com esta abordagem.

Os métodos de elementos finitos (FEM) permitem a solu¢ao de problemas em
geometrias complexas com certa facilidade. Depois de anos de evolugao e estudo, este
método hoje é utilizado na solucao de praticamente qualquer tipo de equacao diferencial

parcial e sistemas de equacoes diferenciais parciais.

Por um lado, existem métodos de baixa ordem para simulacao de problemas em
geometrias complexas e “problemas de engenharia” envolvendo modelos fisicos avancados
(modelos de turbuléncia como k-€). Por outro, pesquisas envolvendo simulagao numé-
rica direta (DNS) s6 sdo possiveis com métodos de ordem superior. Uma outra questao
relevante é a simulacao durante longos intervalos de tempo. Nesta situagao, uma reso-
lugao espacial alta é essencial para minimizar os erros (KARNIADAKIS; ISRAELI; ORSZAG,

1991), o que é o caso deste trabalho onde se estudam séries temporais de grandezas num
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escoamento ao redor de cilindros.

Este apéndice baseia-se principalmente em Karniadakis e Sherwin (2005), em
Karniadakis, Israeli e Orszag (1991) e na segao sobre o assunto da dissertacao de mestrado
de Carmo (2005). Ha alguns conceitos baseados em Boyd (2001) referentes ao método
espectral e a convergéncia numérica e em Zienkiewicz e Morgan (1983) a respeito do

método de elementos finitos.

A.1 Meétodo dos residuos ponderados

Ao aproximar numericamente a solucao exata de uma equacao, tipicamente o que se faz
é substituir uma expansao infinita, que é a solucao exata, por uma representacao dada
por um conjunto finito de fungdes conhecidas. Tal aproximacao, em geral, é incapaz de
satisfazer a equacao diferencial em todos os pontos do dominio de interesse, portanto
impoe-se que esta aproximagao tenha que satisfazer um ntmero finito de condigbes. A
escolha destas condigoes é o que determina o tipo de método numérico. O método de re-
siduos ponderados (FINLAYSON, 1972; ZIENKIEWICZ; MORGAN, 1983) consiste em utilizar
fungées de peso (ou ponderagao) na forma integral ou na formulagao fraca da equagao

diferencial em questao para se minimizar o erro da aproximagao.

Para descrever este método, considera-se uma equagao diferencial linear num
dominio espacial {2 denotada por:
L(u) =0 (A.1)

sujeita a condigoes de contorno e condic¢oes iniciais apropriadas. Assume-se que a solugao
u(x,t) pode ser representada com uma dada precisdo por uma solu¢do aproximada da

forma:

Ny

w(x,t) = ug(x, 1) + Y i;(t)Di(x) (A.2)

i=1
onde ®;(x) sao fungoes analiticas chamadas fungoes de base ou fungoes de forma, ;(t) sdo
os Ny coeficientes desconhecidos e ug(x, t) é selecionada de modo a satisfazer as condigoes
de contorno e condigoes iniciais. A substituigdo da aproximagcao (A.2) na eq. (A.1) produz

um residuo nao-nulo, R, tal que:
L(u’) = R(u®) (A.3)

A fim de estabelecer uma maneira tnica de determinar os coeficientes @;(t), é
imposta uma restricao ao residuo R de modo que a eq. (A.3) se reduza a um sistema

de equacgoes diferenciais ordinarias em ;(t). Se a equagao diferencial original (A.1) é
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independente do tempo, entao os coeficientes u; podem ser determinados diretamente da

solugao de um sistema de equagoes algébricos.

Definindo o produto interno (f, g) no dominio €2
(F.9) = [ Fx)al00)ax

A restri¢ao colocada a R é tal que o produto interno do residuo com uma fungao

peso seja igual a zero, ou seja:
(’UJ'(X),R):O, jzl,...,Ngl

A fungao v;(x) é a fungao peso e é dai que vem o nome da técnica.

Se o método converge, R(x) tenderd a zero desde que a solucdo u®(x,t) tenda
para a solugdo exata wu(x,t) na medida em que Ny — oo. A natureza do esquema é

determinado pela escolha das funcoes de base €2;(x) e das funcoes de peso v;.

Dentre as varias escolhas possiveis para as fungoes de peso, no método de Galerkin
estas funcoes de peso sao iguais as fungoes de base, ou seja, v; = ®;. Outros métodos
além do método de Galerkin podem ser encontrados em Finlayson (1972), Zienkiewicz e

Morgan (1983), Karniadakis e Sherwin (2005).

Na formulacao do tipo Galerkin, condigoes de contorno do tipo Dirichlet devem
que ser especificadas explicitamente enquanto condi¢oes de contorno do tipo Neumann
podem ser tratadas implicitamente, como parte da solugao, através do uso de integracao
por partes e de uma funcao teste que se anule nas partes da fronteira onde as condig¢oes
de contorno do tipo Dirichlet sao especificadas (KARNIADAKIS; SHERWIN, 2005). Por isso,
as condicoes de contorno do tipo Neumann sao também chamadas de naturais enquanto

as do tipo Dirichlet sao chamadas de essenciais.

Para tratar condi¢oes de contorno essenciais nao-homogéneas, tendo em vista que
as funcoes de teste sao nulas nas regioes onde tais condigoes sao definidas, é preciso que
a base utilizada para aproximar a solucao contenha outras fungoes que sejam nao nulas
nestes contornos. Sem isso, seria impossivel satisfazer estas condi¢oes de contorno do
problema. Assim, a solucdo aproximada u® é composta de uma parcela conhecida u”, que
satisfaz as condicoes de contorno essenciais, e uma parcela homogénea desconhecida, u’,

que se anula nos contornos com condi¢ao do tipo Dirichlet, ou seja:

u’ = uP + u™
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Desse modo, o mesmo conjunto de fungoes agora é usado para representar a

H

solucao homogénea u' e a funcao de teste v.

Algumas propriedades da formulacao de Galerkin que tornam o seu uso interes-
sante sao unicidade de solugao, ortogonalidade do erro em relagao ao espago de fungoes de
peso, solucao que minimiza a norma de energia do erro e equivaléncia de bases polinomiais
em relagao a norma de energia. Esta ultima caracteristica implica que a estimativa de erro
é independente do tipo de expansao polinomial e depende somente do espaco polinomial.

Todas estas propriedades sao descritas e provadas em Karniadakis e Sherwin (2005).

A.2 Aplicacao dos conceitos

A.2.1 Decomposiciao elementar - refinamento h

Subdividir o dominio de interesse em diversos subdominios tem algumas vantagens. Entre
as principais estao a flexibilidade geométrica e o tratamento das equacoes localmente. A
reparticao do dominio deve ser feita de modo que todo o dominio seja coberto pelo novo
conjunto de subdominios e que estes subdominios nao se sobreponham. Em linguagem
matematica, podemos dizer que, considerado um dominio 2, pode-se dividi-lo em N

elementos, denotados por 2, tais que:
Nel Nel
= ¢ =2
e=1 e=1

Com intuito de introduzir e ilustrar os conceitos de mapeamento de coordenadas
e elemento padrao, sera descrito o inicio do procedimento de montagem das matrizes para
um caso unidimensional de formulacao do tipo elementos finitos utilizando func¢oes de
base lineares. Para este caso, cada modo tem valor unitirio em um né de cada um dos
elementos e decai linearmente para zero ao longo dos elementos que contém este ndé. Uma

ilustragao grafica esta na Fig. A.1.

Escrevendo a expressao de um elemento qualquer §2¢:

Qu={|-1<&<1}

O que se quer é definir uma mudanca de coordenadas para um elemento padrao
do tipo:
O ={x|xee1 <x <2}



134

W\
1 2 3 4

Figura A.1: Fungoes de forma lineares unidimensionais.

onde podemos definir as fungoes de base facilmente, em termos da coordenada local &,

através das expressoes:

ﬁa € Qst ﬁ7 € Qst
INGER S NGER A
07 g ¢ Qst Oa 5 Q Qst

O elemento padrao pode ser mapeado para qualquer dominio €2 e através da

transformagao x¢(§) que expressa a coordenada global x em termos da coordenada local

& como:
. 1-¢ 1+¢
r=X (5)2 Te—1 + Te, £€Q5t
2 2
Este mapeamento ¢ bijetor, portanto tem uma inversa analitica (x¢)~'(z), da
forma:

T — Te-1

£=(x)"(x) =2 ~1, z€Q°

Te — Te—1

Introduzidos os conceitos de elemento padrao e de mapeamento de coordenadas
locais para globais, pode-se definir formalmente o espaco x° do elemento hp em uma
dimensao: se denotarmos o espaco de todos os polindmios de grau P definidos no elemento
padrao Q por Pp(fy), entdo o espaco discreto x° é o conjunto de todas as fungoes
u®(z) que existem em H' e que sdo polindmios dentro de todos os elementos. Isto &,

u® (x¢(€)) € Pp(Q4), que pode ser escrito formalmente como:

X ={v’ | v’ € H u’(x(€)) € Ppe(Qut), e =1,..., Nt}

Esta defini¢ao permite que tanto o mapeamento x¢(§) quanto a ordem do polino-
mio P¢ variem dentro de cada elemento e, portanto permitindo refinamento h, que altera

X¢(€) e refinamento p, que altera P°.

Em métodos puramente do tipo h, como é o caso do método de elementos fini-
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tos convencional, as fungoes de base sao definidas localmente. Elas tém valor nao nulo
dentro de um tnico elemento e nulo em todos os outros e sao construidas de modo a se
obter uma aproximacao C° da solugao (a solugao ¢ continua, mas nao suas derivadas).
Conseqiientemente a matriz global pode ser obtida através da montagem (assembly) das

matrizes obtidas para cada elemento.

Observe que agora se podem considerar dois tipos de grau de liberdade: os graus
de liberdade locais e os graus de liberdade globais. Cada grau de liberdade local corres-
ponde a um grau de liberdade global, ¢ — ¢, onde ¢ é o grau de liberdade local e i é o

grau de liberdade global.

A montagem da matriz global M;; a partir das matrizes elementares M;; para

uma base com N graus de liberdade local pode ser feita usando o seguinte algoritmo:

Para e=0— Nelementos
Para *=0— N
Para “=0— N
iglobal = map(ca ie) ) jglobal = map<caje)
_ e
iglobaljglobal—i_ - Mieje
Proximo j
Préximo 1

Proximo e

Neste algoritmo, a fun¢do map(e,i) retorna o grau de liberdade global do grau

de liberdade local 7 do elemento e.

Observando o algoritmo acima, é evidente que as matrizes globais sao extrema-
mente esparsas e com uma numeracgao adequada dos graus de liberdade global, a resolucao
de sistemas lineares com matrizes de ordem N é uma operagao com custo O(N). Esta ¢

uma das vantagens de se trabalhar com interpolantes validos localmente.

A.2.2 Expansoes do tipo p

Uma expansao do tipo p num dominio tnico é uma expansao espectral pura e, portanto,

pode-se considerar esta abordagem como um método do tipo p global.

Em maultiplas dimensoes, dominios complexos tornam dificil a tarefa de achar uma
expansao global. A introdugao de geometrias complexas pode gerar também a presenca

de escalas diferentes na solugao, que podem ter uma estrutura bastante localizada. Tais
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consideracoes fazem com que a decomposicao em elementos, como discutido na se¢ao

anterior, seja necessaria.

O processo de construcao de expansoes do tipo p pode ser sintetizado em dois

passos:

e Determinacao de uma expansao apropriada dentro de uma regiao padrao;

e Modificagao da expansao de modo que ela possa ser facilmente implementada nu-

mericamente.

No primeiro passo, uma expansao apropriada é tipicamente um conjunto de fun-
¢oes ortogonais ou quase ortogonais. No segundo passo, consideragoes sobre a implemen-
tagao computacional desta base devem ser feitas e a base ¢ modificada, se necessério, para
facilitar o processo. Tipicamente, a base é decomposta em contribui¢cdes no contorno e no
interior de uma regiao padrao, pois esta abordagem simplifica o processo de montagem

global.

Algumas defini¢oes relativas a tipos de expansao devem ser feitas:

Def. Uma base é chamada de uma expansao modal hierdrquica quando uma expansao de

ordem P estd contida numa expansao de ordem P + 1.

Um exemplo deste tipo de base é:
AN _
) (x) =P, p=0,...,P

pois considerando uma base com p = 2, tem-se x5 = {1, z,2?}. Em uma base com
p =3, tem-se x5 = {1,z,22, 2°} = {x3,2%}. Isto quer dizer que se for necessério
incluir mais termos na expansao, os P+ 1 termos ja calculados podem ser utilizados
como valores iniciais. Isto é muito interessante em um problema adaptativo onde

nao é necessario recalcular nenhuma base, apenas adicionar novos termos.

Def. Uma base é chamada nodal quando os coeficientes da expansao representam a solu-

¢ao aproximada nos nos.

Bases com polindmios de Lagrange sao tipicas bases nodais. Esta base pode ser

escrita em linguagem matematica da seguinte forma:

P
Hq:O,q;&p (LE - mQ)

P
Hq:(],q;ép (xp - $q>

;) (z) =
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Esta base nao é hierarquica, visto que consiste de P 4+ 1 polinémios de ordem P.
Comparando com a expansao CD;‘(x), vemos que esta consiste de polindmios de
ordem crescente porque a base de Lagrange tem a propriedade ‘I’f () = d,q, onde

0pq ¢ 0 delta de Kronecker. Temos entao:

P P P
U(S(xq) = Z apq)f(wq) = Zﬂp(gpq = Z Uy,
p=0
e, portanto, esta base é um exemplo de base nodal.

Literalmente, qualquer base é uma base modal. No entanto, neste texto, assim
como em Karniadakis e Sherwin (2005), usaremos o termo modal para expansoes hierér-

quicas.

Uma base modal que também apresenta caracteristicas de ortogonalidade é a
seguinte:

@g(x):Lp(x), p=0,....,P

onde L,(z) sao polinomios de Legendre. Polindémios deste tipo sdo um caso especial dos
polindmios de Jacobi. Por defini¢ao, esta base é ortogonal no produto interno de Legendre,

valendo a expressao:

1
2
(L) o) = [ oot = (227 ) o

Ortogonalidade tem implica¢gbes numéricas importantes quando se utiliza o mé-
todo de Galerkin, como ja citado. Na escolha de uma dada expansao deve-se levar em
conta fatores como eficiéncia computacional, condicionamento, independéncia linear da

base e propriedades da aproximacao.

Quanto & eficiéncia computacional, devem ser analisados dois aspectos. O pri-
meiro é o custo de construcao da matriz, o que pode envolver integragao numérica. O
segundo é o custo de inversao do sistema matricial para a obtencao da solu¢ao. Quando a
matriz tem alguma estrutura conhecida, esta tltima tarefa pode ser feita de forma muito
mais eficiente. Karniadakis e Sherwin (2005) mostram, utilizando uma projegao de Galer-
kin, que a base q)g(x) é a mais eficiente das trés bases mostradas até aqui, pois gera uma
matriz diagonal, que é de facil construcao e inversao. Isto porque é uma base ortogonal.
Entretanto, quando utilizada em casos com decomposicao elementar, devido & imposigao

de continuidade C°, esta base perde sua ortogonalidade.

No que se refere ao condicionamento, Karniadakis e Sherwin (2005) mostram
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que, para polindémios de baixa ordem, as trés bases tém comportamento similar. Todavia,
na medida em que a ordem é aumentada, a base de Legendre se torna superior as outras
duas. O condicionamento da matriz reflete o grau de dependéncia linear da base e influi no
numero de iteragoes necessarias para se inverter uma matriz, quando métodos iterativos

sao empregados.

A.2.2.1 Decomposiciao contorno-interior

Da discussao anterior, presume-se que a melhor escolha para uma base sao os polindémios
de Legendre ou mais geralmente, um sistema de polindmios ortogonais, pois hierarquia
e ortogonalidade sao caracteristicas que levam a geracao de matrizes com bom condicio-
namento numérico. No entanto, deseja-se também combinar este tipo de expansao com
decomposi¢ao elementar do tipo h. A principal dificuldade deste processo aparece quando
se tenta garantir um grau de continuidade na expansao global nas fronteiras dos elementos.
Para uma equacao diferencial parcial de segunda ordem, foi visto que é suficiente garantir
que a solucdo aproximada u° esteja em H'. Tipicamente em métodos de elementos finitos,
esta condicao é satisfeita através da imposicao de continuidade C° entre elementos, isto
é, os modos de expansao global sao continuos em todo o dominio da solugao, embora suas

derivadas possam nao ser.

Esta condigao de continuidade pode ser implementada construindo expansoes lo-
cais que tenham alguns modos com magnitude nao nula nos contornos enquanto todos os
outros sejam nulos ao longo da fronteira. Este tipo de decomposi¢ao é conhecido como
decomposi¢ao contorno-interior. Modos de contorno tém magnitude nao nula (quando
normalizados torna-se unitaria) em uma das fronteiras do dominio e sdo nulos em todas
as outras fronteiras. Modos interiores, também conhecidos como modos “bolha”; somente
tém magnitude nao nula no interior do elemento e sao nulos ao longo de todas as fron-
teiras. As expansoes usadas no método dos elementos espectrais apresentam este tipo de

decomposigao.

A.2.2.2 Expansio modal tipo C°

2

Como ja foi visto, é vantajoso considerar polindmios ortogonais para a construcao de
bases. Dentre as expansoes mais utilizadas para a construcao de bases estao aquelas que

utilizam os polindémios de Jacobil. A seguir é apresentada uma base de ordem P+1 e C°

10s polinémios de Jacobi, P%#(x), sdo a familia de solu¢des polinomiais para o problema singular
de Sturm-Liouville. Estes polindmios sdo ortogonais no intervalo [—1, 1] em rela¢do ao produto interno
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construida com estes polindmios, valida no dominio padréo Qg = {{ | —1 < ¢ < 1}.

wOru© =4 (50) () B©. o< )

Note que ¢,(§) serd usado para denotar a defini¢ao geral de uma base polinomial
local enquanto ¥, (§) tem a definigao especifica dada acima. Os modos 9 () e ¥p(€) sao
os mesmos da expansao linear para elementos finitos. Estes sao modos de contorno, ja que
sao os Unicos que tem valor nao nulo nas extremidades do intervalo. Os modos interiores
restantes, por definicao, sao zero nas extremidades do intervalo e aumentam em ordem

polinomial como ¢é tipico em uma expansao polinomial.

Os modos interiores poderiam ser definidos com qualquer polinémio que tenha va-
lor nulo nas extremidades, porém o uso de polinémios ortogonais mantém um alto grau de
ortogonalidade na matriz cujo acoplamento interior gera matrizes de banda, caracteristica

muito interessante para os processos de inversao.

Agora resta determinar a melhor escolha dentre os polindémios de Jacobi. Karni-
adakis e Sherwin (2005) mostram que uma escolha bastante interessante é o polindémio de
Jacobi simétrico com a = 3 = 1, ou seja, Pplvl(f), pois ele gera uma matriz de massa local
pentadiagonal, com alguns poucos elementos adicionais nos nés de contorno e uma matriz
Laplaciana diagonal, com dois elementos nao nulos adicionais nos nés de contorno. Nesta
mesma referéncia sao analisados outros exemplos de polindmio de Jacobi e verifica-se que

les na t teristicas tao int t t de PHY(€). E
eles ndo apresentam caracteristicas tao interessantes quanto o caso de P, (). Em suma,

usa-se a expansao dada na eq. (A.4) construida com o polinémio de Jacobi P)'(€).

A Fig. A.2 apresenta a expansao dada na eq. (A.4) que é usada nas simulagoes

numéricas desta tese. A figura apresenta os 6 graus de liberdade da expansao de 5* ordem.

Vale notar que Karniadakis e Sherwin (2005) analisam também bases nodais

adaptadas para o SEM, porém estas nao serao usadas neste trabalho.

Por fim, as integrais nao tém sempre uma forma analitica conhecida, e a forma
das fungoes integradas depende especificamente do problema. E preciso portanto, utilizar

algum método numérico para célculo destas integrais, a fim de realizid-las no programa

ponderado pela funcao (1 — z)®(1 4 )%,
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W1 () Ws() Ws(€)

Figura A.2: Representagao da expansao tipo CY da eq. (A.4) de grau 5 usada nas simu-
lacoes numéricas desta tese.

computacional. Os métodos de integracao numérica sao conhecidos por quadraturas. O

conceito fundamental é a aproximagao da integral por uma soma finita da forma:

1 Q-1
/_ u(€)dg 3 wia)

onde w; sao pesos e &; representam as abscissa de () pontos distintos no intervalo —1 < §&; < 1.
Neste trabalho é utilizada uma familia especifica de quadratura, denominada quadratura
de Gauss, pois esta efetua a integral sem erro de polindmios até grau 2¢) — k, onde k = 1
para a quadratura classica de Gauss, k = 2 para a de Gauss-Radau e k = 3 para a
de Gauss-Lobatto. Mais especificamente, a quadratura de Gauss-Lobatto é usada na

integracao em elementos quadrangulares e a de Gauss-Radau em elementos triangulares.

Quanto a diferenciacao, a idéia utilizada aqui é que, assumindo uma aproximacao

polinomial da forma:

a diferenciacao tem a forma:
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A diferenciacio de u°(¢) depende portanto do célculo de dg,(£)/d¢. Como qual-
quer expansao polinomial pode ser representada em termos de polinomios de Lagrange,
e, para este tipo de polindmio, podem ser definidas regras especificas de diferenciacao,

faz-se a diferenciagao através de polindmios de Lagrange.

A.3 Bases multidimensionais

Os conceitos referentes a bases unidimensionais podem ser estendidos para casos multi-
dimensionais. Todas as expansoes discutidas neste item serao consideradas como validas

dentro de uma regiao padrao.

As bases de expansao aqui discutidas sao tais que podem ser expressas em termos

de um produto de fun¢oes unidimensionais, isto é:
¢pq(§17§2) = 1/’;(51)1/1;(52)

Expansoes construidas desta maneira permitem que muitas operagoes numeéricas
sejam realizadas de maneira bastante eficiente, através da utilizagao da técnica de soma

fatorada, discutida posteriormente.

Para o caso de malhas com elementos quadrilateros, a regiao padrao bidimensio-

nal, @2, é definida como sendo o quadrado:

Qu=0Q"={-1<¢€,6<1}

Como esta regiao é trivialmente definida por um sistema cartesiano padrao, a
forma mais natural e direta de construir esta base é tomando o produto de bases unidi-

mensionais, que podem ser pensadas como tensores unidimensionais.

Analisando a base unidimensional descrita na eq. (A.4), percebe-se que a expansao
¢ denotada por um subscrito dnico, p, e portanto pode ser considerada como um tensor
unidimensional. A base bidimensional pode, por conseguinte, ser construida através de
um produto simples de tensores bidimensionais em cada uma das dire¢oes das coordenadas

cartesianas. Assim, a base modal é:

bpg(&1,62) = D5 (&1)05 (&),  0<p,g;p< P, q< P

Nota-se pelo uso de limites distintos P, e P, que a ordem polinomial de expansoes multi-

dimensionais podem diferir em cada direcao.
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Figura A.3: Regiao padrao bidimensional.

A decomposicao contorno-interior da base unidimensional é herdada pela base
bidimensional. Para os casos bidimensionais, os modos de contorno sao divididos em:
modos de vértices, aqueles que tém magnitude unitaria em um dos vértices e sao nulos
em todos os outros, e modos de aresta sao todos os modos que tém magnitude nao nula
ao longo de uma aresta e sao nulos em todas outras arestas e vértices que nao pertencem

a esta aresta.

Considerando a base bidimensional, ¢,,(&1,£2), como uma matriz que se estende
pela regiao padrao ilustrada na Fig. A.3, os indices dos modos de contorno correspon-
dem as suas localizacoes dentro desta matriz. Por exemplo, o modo de vértice que tem
magnitude no vértice A do quadrado corresponde aos indices p = 0,q¢ = 0 e portanto

G0.0(&1,&2) = P5(&1)P8(&2) € o modo deste vértice na expansao utilizada aqui.

Os quatro modos de vértice sao:

Vértice A: ¢oo(&1,82) = ¢5(81)d5(E2)
Vértice B: ¢p, o(&1,&2) = &%, (§1)¢5(62)
Vértice C:

D:

bo,p, (€1, 62) = ¢5(&1) 9, (&2)
bp,p, (&1, &2) = 0, (1) 0P, (&2)

Vértice

Os modos de aresta sao:

Aresta AB: ¢,0(&1,82) = ¢p(&1)dp(E2) 0<p<h
Aresta CD: ¢, p,(&1,82) = ¢5(61)d5,(&2), O0<p< P
Aresta AC: ¢ q(&1,82) = dp(&1)dg(E2) 0<qg< P,

Aresta BD: ¢p, 4(&1,62) = &, (€1)dg(E2) 0<g< P
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Figura A.4: Interpolante ¢,,(&1,&) com Py = P, = 4 usado na discretizagao espacial de
um elemento bidimensional padrao. Neste caso o produto tensorial tem polinémio de 4*
ordem em cada direcao, resultando em um elemento de 25 graus de liberdade.

e os modos de interior:

Pp.q(§1:&2) = (&) 95 (S2) 0<p<P,0<qg< P

Logo, o interpolante dos elementos usado nesta tese seguem o critério de avaliagao
de Karniadakis e Sherwin (2005) e é representado pelos modos descritos acima. A Fig. A.4
apresenta os 25 graus de liberdade de um elemento bidimensional padrao usando esta

escolha de interpolante com P, = P, = 4.

Neste trabalho, as ordens utilizadas em cada uma das diregoes serao sempre
iguais. Detalhes quanto a expansoes tridimensionais, expansoes com ordens diferentes em

cada uma das diregoes podem ser encontrados em Karniadakis e Sherwin (2005).

A.3.1 Expansdao em dominio homogéneo

Em uma gama de aplicagoes, como o escoamento entre placas paralelas ou o escoamento
ao redor de cilindros ou grupos de cilindros, o problema de interesse tem pelo menos uma
regiao homogénea, isto é, uma regiao onde nao ha um comprimento caracteristico. Esta

propriedade indica que neste tipo de problema uma expansao do tipo p pode ser utilizada
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na direcao homogénea se a solugao for suave. Considerando a dire¢ao homogénea como
sendo 3, a base tridimensional ¢, (&1, &2, €3) pode ser escrita em termos de uma expansao
bidimensional qualquer, denominada f,qD(ﬁl, &), multiplicada por uma expansao completa

em &3, denominada ¢, (£3), ou seja:

Dpar (E1.62-83) = o) (€1, &2)pr (€3)

A escolha de ¢,(£3) depende das condigbes de contorno nas extremidades da di-
re¢ao homogénea. Como ¢,(&3) é uma expansao puramente tipo p, uma grande variedade
de expansoes polinomiais pode ser utilizada, como polinémios de Legendre ou Chebyshev.
Cada uma destas expansoes tem suas propriedades particulares e é apropriada para uma
dada aplicagao. Contudo, a expansao mais utilizada e adequada para o caso onde a dire¢ao

homogénea recebe condicao de contorno do tipo periédica é uma expansao de Fourier:

Pr (53) = 6”653

onde 3 =27 /Lg¢, e L¢, é o comprimento do dominio calculado na dire¢ao periddica, que é
a diregao homogénea. O grande atrativo desta expansao é o uso da transformada rapida
de Fourier para transitar entre o espaco transformado e o espaco fisico. Além do mais,

quando operadores diferenciais lineares sao considerados, tém-se as seguintes expressoes:
0
351

0%
rp

V(€1 6,6) = [V | par (61,60, 65) = Dpar (€1, €2, 5)

v2¢pqr(€17€2>€3) = :Vz: ¢pqr(§1a€27€3) =
B 0? 0? 9 29
- (8_5% + a_é’% -r B ) ¢pqr(€17527§3)

A introducdo destes operadores V e V2 significa que um problema diferencial
linear tridimensional pode ser reduzido a uma série de r problemas bidimensionais nos
planos de Fourier. A aplicacao desta decomposicao ao estudo de escoamentos incompres-

siveis serd usada no tratamento do problema proposto no projeto.

A.3.2 Representacao da fronteira

Até agora, assumiu-se que todas as condi¢oes de contorno eram especificadas em termos

de coeficientes modais, contudo, este nao é o caso tipico. Para ilustrar os conceitos desta
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secao serd considerada uma equacao de Poisson na regiao bidimensional €2:
Viu—f=0
com condigoes de contorno
ulogr = gp(9QF),  Vu - n|pgy = gr(9QY)

onde gp e gy sao as condi¢oes de contorno tipo Dirichlet e Neumann, respectivamente,
e 00P U OOP = 99. Para construir a formulacao fraca deste problema, multiplica-se a

equagao pela funcdo de peso v(x) e integra-se no dominio €) para se obter:

(v, V2u) = (v, f) = 0
Aplicando o teorema da divergéncia ao primeiro termo desta equacao, chega-se

(Vo,Vu) = (v, f) + (v, Vu - n)

onde
(v,Vu-n) = / vVu -ndS (A.5)
o0

e n é a normal que aponta para fora do dominio. E preciso agora aplicar as condi¢oes
de contorno, lembrando que o espago de fungdes v(x) numa expansao de Galerkin é

homogénea e portanto nula em todas as fronteiras do tipo Dirichlet.

S6 se pode operar com componentes de u(x) que estejam no mesmo espago. Por
isso, a solugao total u(z) serd decomposta numa componente homogénea u’(z) e numa
componente nao-homogénea u?(x), onde u(x) = u”(z) +uP(z), sendo que uP(x) satisfaz
as condigoes de contorno essenciais gp(9QF). Nota-se que como v(z) é definida de modo

a ser nula em todas as fronteiras do tipo Dirichlet, pode-se reescrever a eq. (A.5):

(v, Vu - n) :/ vVu-ndS :/ vgndS = (v, gn)
N [2/9]

Desse modo, o problema de Galerkin pode ser posto como: encontrar u* € X tal
que:
(Vo, Vult) = (v, f) + (v, gnv) — (Vo, VuP) | YoeV (A.6)

onde X é o espaco homogéneo de teste. Tendo em mente todos os conceitos apresentados
até entao, ainda resta descrever uma maneira de determinar a solucao nao-homogénea

uP(x) assim como um procedimento para calcular a integral de contorno (v, gy). Embora
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a escolha de funcoes globais quaisquer que satisfagcam as condi¢oes de contorno seja sufi-
ient de- li lugao nao-h g b dos d a a
ciente, pode-se aplicar a solugao nao-homogénea " (x) nos modos de expansao que nao

sao nulos na fronteira do tipo Dirichlet. Este processo é descrito na se¢ao subseqiiente.

Para calcular a integral de contorno (v, gnr), é necessario saber como representar
elementos curvos, pois o objetivo deste trabalho é o estudo do escoamento ao redor de
corpos cilindricos, portanto, nas simulagoes havera a necessidade de se representar su-
perficies curvas. Isto é abordado posteriormente. Em seguida, aborda-se o célculo do

Jacobiano do mapeamento da fronteira para a regiao padrao de integragao.

A.3.2.1 Aplicacao de condicGes de contorno essenciais

Até agora, trataram-se todos os graus de liberdade globais do sistema como incognitas,
de modo que se possa manter a generalidade da implementacao numérica. No entanto,
graus de liberdade associados com condigoes de contorno essenciais sao conhecidos. O
procedimento adotado é renumerar estes modos de forma que eles fiquem agrupados e
colocados dentro da porcao de contorno, ap6s os modos de contorno incégnitos. Assim, o

sistema referente ao contorno Au = f pode ser escrito:
AH’H A’HD u?—t fH
AD?—L ADD uD fD

D

Como u” é conhecido, o sistema fica reduzido a:

A’HHUH — f7-l o AHDuD

Dada uma condigdo de contorno essencial gp(x), onde x € 02, precisa-se de
um método consistente de aproximar esta condicao de contorno em termos da expansao
discreta utilizada. O método que sera utilizado opera em nivel local e consiste em fazer
uma projecao de Galerkin de gp nos modos de fronteira, e depois subtrair a contribuigao
dos vértices e fazer uma projecao L? dos modos de aresta da funcao que sobra, de modo

a garantir continuidade C°. Esta operacao sera ilustrada agora, considerando a Fig. A.5.

Uma condi¢ao de contorno conhecida gp seré projetada na fronteira de um ele-
mento e que esta ao longo de 9€2. A solucdo discreta u®(zy, ;) ao longo da aresta pode

ser escrita da seguinte forma:

Py
ué xla 1'2 Z pr() 517 - Zapogb;O(gh _1) )
p=0
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Figura A.5: Contornos e sistemas de coordenadas locais e global. (KARNIADAKIS;
SHERWIN, 2005)

onde x1 = x§(&1, —1) e x9 = x§5(&1, —1). Sendo a expansdo modal entao

1670(517 —1) = w;(fl)?ﬁ;f(_l) = @DZ(&)-

Portanto, o problema é encontrar a, tal que:
Py
> drgs (&) ~ go(xi (&, —1))
p=0

Pode-se usar a decomposicao vértice-aresta dos modos de fronteira para garantir
que a aproximacao seja globalmente CY. Os modos de vértice tém, por definicao, valor
unitario nas extremidades de uma aresta e todos os outros modos de contorno sao nulos
nestes pontos. Continuidade C° é, portanto, garantida se os coeficientes de vértice forem
igualados a:

g = gp(xi(=1,-1))
0 = gp(x§(1,-1))

Os coeficientes restantes da fronteira (modos de aresta) podem ser escritos da

forma:
Pi—1

> s (&) ~ go(x§ (&, —1)) — vl (&) — @0, (&)
p=1

Como os modos restantes nao contribuem para os pontos de extremidade, pode-se
resolver a equacao para as incognitas restantes 12;0(1 < p < P;) sem destruir a continui-

dade C°. Estes coeficientes podem ser encontrados através do calculo uma projecao de

Galerkin:

Pi—1
(@-, > a;0¢p) = (i, 90 — Ut — Up00), 0<i< P—1
p=1
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Claramente isto envolve a construcao e inversao de uma matriz unidimensional
de massa M'P[i][j] = (¢:(&), ¢;(&1)) para (1 <4, < P;). Esta aproximagao de Galerkin
minimiza a norma L? do erro entre a condicao de contorno exata e a aproximacido na

aresta no interior da regiao (KARNIADAKIS; SHERWIN, 2005).

A.3.2.2 Representacio de superficies curvas

J& foi apresentado como mapear quadrilatero qualquer com lados retilineos na regiao
padrao de integracao. Nesta secao, o método de mapeamento serd generalizado com a

finalidade de incluir também contornos curvos.

A funcao de mapeamento pode ser escrita de forma genérica como uma expansao

da forma:
P P

= Xi 51,52 ZZ ¢pq 51,52) (A-7)

p=0 ¢=0
onde, para um quadrilatero de lados retilineos, ), = 0 exceto para os modos de vértice,
que tém os valores:
i A i _ B i _ . C N »)
Lo = L4 Tpo = T Tpp, = Top, = ;
Portanto, para descrever uma regiao de lados retos, s6 ¢ necessério conhecer a
localizacao dos vértices. No entanto, para arestas de forma arbitraria, mais informacoes

sao necessarias, e normalmente uma aresta deste tipo é descrita em termos de fungoes

paramétricas, que serdo chamadas de (1), f2(&), fE(&) e fP(&).

Como foi mostrado, pode-se representar uma funcao de contorno analitica em
termos de uma expansio C° usando uma transformacido de contorno modificada. Por
exemplo, pode-se representar uma aresta curva ao longo de & = —1 onde x; = f;(&1) por

uma expansao polinomial em &; da forma:

fA (&) Zmpo¢p &)

Este tipo de expansao forca a continuidade das coordenadas nos vértices. Se um
procedimento similar for aplicado a todas as outras arestas entao, ter-se-4 um conjunto de
coeficientes :i:;o que representaré todas as arestas. O mapeamento geral das coordenadas

& e & para 7 e x5 é determinado pela eq. (A.7).

Este tipo de mapeamento pode ser gerado para todo tipo de expansao modal
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modificada em qualquer regiao padrao seguindo dois passos:

1. Projecao das coordenadas globais curvas x; nos contornos de cada elemento usando

a transformacao de contorno modificada;

2. A transformagao para tras expressa pela eq. (A.7) entdo determina o mapeamento
isoparamétrico que relaciona as coordenadas locais &; e & as coordenadas globais

T1 € To.

A.3.2.3 Calculo do Jacobiano da integral de contorno

Para determinar integrais da forma:
(v, Vgyn) = / vgn dS (A.8)
9N
que aparecem tipicamente em discretizacoes de Galerkin de operadores Laplacianos como
mostrado na eq. (A.6), transforma-se cada contribui¢ao elementar numa integral em um
intervalo padrao, a fim de efetuar a integragao usando quadratura de Gauss. Esta trans-

formacgao necessariamente introduz um Jacobiano, chamado de Jacobiano da integral de

contorno.

Em duas dimensoes a eq. (A.8) é uma integral de linha da forma:

/ab Flan,22) ds, (A.9)

onde ds = /(dz;)?+ (dx2)? ¢ o comprimento diferencial. A fronteira ¢ dividida em
contornos elementares 0€2° N s, nos quais se deseja calcular cada segmento da integral
(A.9). Sabe-se que as coordenadas globais x; e x5 em cada elemento estdo relacionadas

com as coordenadas locais & e & pelo mapeamento, ou seja:
1 =X1(61:&) w2 = X581, &)

Pode-se, portanto, relacionar o diferencial em z; e x5 em termos do diferencial

em & e & pela regra da cadeia:

o 8%1

Oy

dry = —d& + d
X1 851 51 852 52
(%2 8%2
dry = —d&; + —=d
T2 (951 51 852 52

onde as derivadas parciais podem ser calculadas numericamente.
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Ao longo de uma aresta de qualquer elemento a aresta esta completamente para-
metrizada em termos de &; ou & enquanto a outra coordenada local é constante e tem o
valor 1 ou —1. Sendo assim, dependendo da aresta, o comprimento ds pode ter uma das

seguintes expressoes:

ds = /(@7  (daaff = \/ (ai)Q (a2 + (ai)g (46,):

731 &1
ds = v/(dz1)? + (da,)? = \/ (2—2)2 (dé)2 + (2—2)2 (d&2)?

e a integral (A.9) pode ser escrita como uma das seguintes formas:

0y Oxs\ 2
/{memsf(xhl"z dS—/ f(&,&) \/( 5) +(8_§1> d&

0y Oxs )\ 2
/{memsf(%,@ dS—/ f(&,&) \/(85) +(8_§2> dé,

que pode ser calculada usando quadratura de Gauss.

A.4 Aplicacido do método dos elementos espectrais as
equacoes de Navier-Stokes incompressiveis

As simulagbes numéricas que serao realizadas neste trabalho sdo de um escoamento tri-
dimensional incompressivel de um fluido newtoniano. As equagoes de Navier-Stokes para

escoamento incompressivel, sem forgas de corpo e com propriedades constantes sao:

a—u—l—(u'V)u: VP+VV2

onde u = (u,v,w) é o vetor velocidade, t é o tempo, p é a pressao, p ¢ a densidade e
v = p/p é a viscosidade cinemaética do fluido. Esta equagao pode ser adimensionalizada

utilizando as seguintes relagoes:

. u v w - tUsx
UIU_(X)’U:U_(X)?w:U_oo’t:?’
T _ Yy __Z _ P Usc D
I:57y:572257p: UOQO’Re: v

onde Uy, é a velocidade do campo nao perturbado, D é a dimensao caracteristica do corpo,

que neste trabalho, onde sao estudados escoamentos ao redor de cilindros, é o diametro
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do cilindro e Re é o niimero de Reynolds.

Todas as variaveis utilizadas daqui para diante serao adimensionais, exceto quando
houver indicagao contréria, e por isso nao se usaré mais a barra sobre as grandezas a fim
de simplificar a notagao. As equagoes de Navier-Stokes podem entao ser escritas na sua

forma adimensional:

Ou 1
—+(u-V)u——Vp+%

5 Vu (A.10a)
V-u=0 (A.10b)

A solucao numérica das equagoes de Navier-Stokes apresenta diversas dificulda-
des. Talvez a mais evidente seja a existéncia do termo nao linear. No método que seréa
descrito aqui, o termo nao linear é tratado de maneira explicita e com um passo de tempo

(At) adequado este problema é solucionado.

Uma outra dificuldade importante é a forma de acoplamento entre pressao e velo-
cidade, que faz com que as duas variaveis nao possam ser aproximadas independentemente.
Uma condi¢ao de compatibilidade conhecida como condigao inf-sup ou div-stability deve
ser satisfeita pelos espagos discretos que aproximarao a solucao, a fim de garantir estabi-
lidade e unicidade da solucao discreta. Na implementacao utilizada neste trabalho, esta
condicao foi satisfeita empregando-se polindomios de ordem P para a velocidade e um po-
linébmio de ordem P — 1 para a pressao. Maiores detalhes sobre esta condicao podem ser

encontrados em Karniadakis e Sherwin (2005).

Neste capitulo, seré delineado como o método de elementos espectrais é empre-
gado na resolugao das equagoes de Navier-Stokes para um escoamento incompressivel.
Serao abordadas questoes referentes as condi¢oes de contorno e avango no tempo. Tratar-
se-4 da utilizagao do método apresentado no item A.3.1, que trata de expansoes em

dominios homogéneos, nas equagoes de Navier-Stokes.

A.4.1 Meétodo de marcha no tempo

Primeiramente serao definidas condicoes de contorno apropriadas para o tipo de problema
estudado neste trabalho, que é o escoamento externo ao redor de um corpo rombudo.
Comecando com as condigoes de contorno para velocidade, pode-se dizer que ao longe,
onde nao ha influéncia do corpo nem da esteira por ele formada, o escoamento pode ser

considerado nao perturbado e a velocidade ¢ igual a U,,. Nas paredes, é imposta condi¢ao
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de nao escorregamento e a velocidade é nula. Na regiao de saida de fluido, tipicamente
influenciada pela esteira, a derivada da velocidade na dire¢ao normal do contorno pode

ser considerada como nula, ou seja, du/dn = 0.

Ja para a pressao, na saida se impoe uma condi¢ao p = 0, que pelo splitting
method que serd apresentado se torna do tipo Neumann para a equacao de Poisson, isto é,
Op/On = 0. Quanto & condigdo de contorno da pressao na parede, a literatura apresenta
um debate intenso sobre esta questao. Vale lembrar que nao existe uma equacao de

2 no escoamento incompressivel e, portanto, a pressao numa parede é

estado para pressao
conseqiiéncia do escoamento. Tradicionalmente, nas paredes adotou-se para a pressao um

gradiente nulo:
dp
on

parede

Deve-se ressaltar que a adoc¢ao deste tipo de condicao de contorno é compativel
com a teoria da camada limite. Contudo, segundo Karniadakis, Israeli e Orszag (1991),
esta condicao de contorno compromete qualquer tentativa de se obter uma precisao melhor
do que primeira ordem no tempo. Os mesmos autores propoem uma condi¢ao de contorno
do tipo Neumann de alta ordem para a pressao nestas regioes, que ¢é derivada da equagao de
equilibrio de quantidade de movimento linear na direcao normal na fronteira do dominio.
Esta condicao de alta ordem ¢é a empregada nesta tese. Ela também ¢é utilizada nas regioes
de escoamento ao longe na implementagao empregada neste trabalho. Ela sera descrita

mais adiante nesta se¢ao, juntamente com o método de avanco no tempo splitting method.

Ao resolver as equagoes de Navier-Stokes no tempo, é necessario adotar uma dis-
cretizagao temporal. O mais usual em escoamentos incompressiveis é fazer a discretizagao
no tempo independente da discretizacao no espaco. O método de elementos espectrais
permite uma resolucao muito alta no espago, mas isso de nada adianta se a resolucao
temporal nao for compativel com esta precisao. A discretizacao temporal, além de es-
tar diretamente ligada com fenomenos transientes, também influencia diretamente na
forma do sistema de equagodes que precisam ser resolvidas. Em particular, ela determina
a forma da equacao de pressao e dita a qualidade da aproximacao da restricao de in-
compressibilidade nas formulagoes com varidveis primitivas, ou seja, formulagoes do tipo

pressao-velocidade.

Karniadakis, Israeli e Orszag (1991) propéem um método de solugao das equagoes

de Navier-Stokes transitorias usando time-splitting (ou splitting method) que permite o

2Uma equacdo de estado, por exemplo, que representa p em funcido de outras propriedades termodi-
namicas.



Tabela A.1: Coeficientes dos esquemas Adams-Bashforth e Adams-Moulton.

|

H Coeficiente ‘ 1% ordem ‘ 2% ordem ‘ 3% ordem ‘
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Bo 0 0 0
51 1 3/2 23/12
Adams-Bashforth 3, 0 172 1612
Bs 0 0 5/12
Yo 1 1/2 5/12
" 0 1/2 8/12
Adams-Moulton " 0 0 —1/12
V3 0 0 0
uso de precisoes de ordens superiores.
A eq. (2.1a) pode ser reescrita da seguinte maneira:
ou 1
— + N(u) = — —1L A1l
L+ N(w) = ~Vp+ o L(u) (A1)
onde
1
N(u) = (u-V)u= §[u -Vu+V(u-u)
L(u) = V?u

que representam o termo convectivo e o termo difusivo. O termo convectivo geralmente ¢
implementado desta forma para reduzir aliasing (KARNIADAKIS; ISRAELI; ORSZAG, 1991)

e apresenta resultados superiores apesar de aumentar o custo computacional.

A eq. (A.11) integrada num passo de tempo At resulta em:

tn+1 1 tnt1 tnt1
ut —u" = —/ Vpdt + —/ L(u)dt + / N(u) dt (A.12)
t Re J,, tn

n

onde o indice n se refere ao passo de tempo t, = nAt. O termo nao linear é aproximado
por um esquema explicito de ordem J, da familia de Adams-Bashforth, principalmente

por razoes de eficiéncia:

tny1 Je—1
/ N(w)dt = At S fN(") (A.13)
tn =0

onde 3, sao os pesos dados pela Tab. A.1, que dependem da ordem de integragao escolhida.
Os termos lineares L(u) sdo aproximados de forma implicita por razoes de estabilidade.

Sera utilizado um esquema de ordem J; da familia de Adams-Moulton, resultando em:
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tni1 Ji—1
/ L(u)dt = At Y A L(u™7) (A.14)
tn 4=0

onde 7, sao os pesos dados pela Tab. A.1, que dependem da ordem de integragao escolhida.

Por tltimo, o termo de pressao sera reescrito:
tn+1

Vpdt = AtVp™H! (A.15)

tn
onde p"*! é um campo escalar que assegura que o campo de velocidades final é incom-

pressivel ao final do passo de tempo (n + 1).

Usando esta notagao, a marcha de integracao temporal utilizando o splitting

method pode ser realizada em trés etapas, tomando a seguinte forma:

A n Je—1
s Sy e
q=0
“A‘t“ — _vptt em (A.16Db)
vt —q 1 1
— =5 D> %L em Q (A.16c¢)
At Re pur

com condigoes de contorno essenciais ug:

u"t =, em Of)

Nestas equagoes, i e i sdo campos de velocidade intermediarios. A eq. (A.16a)
pode ser resolvida para 1, ji que é uma expressao explicita. Desde que se conhega o
campo 1, que deve vir da eq. (A.16b), a eq. (A.16¢) também pode ser resolvida para
u"! pois se trata de uma equacao linear resolvida de maneira implicita. Resta saber
como resolver a eq. (A.16b), j4 que nesta expressdo ha duas incognitas: e p™t!. Isto é
solucionado assumindo que o campo de velocidades intermediario satisfaz a condi¢ao de

incompressibilidade do fluido, assim:

o
I
o

\% em (2 (A.17)
Aplicando o operador divergente na eq. (A.16b) e substituindo a eq. (A.17) chega-

Se a:

Vit =V (i) em (A.18)

Resta-nos estabelecer as condi¢oes de contorno para esta equacao. Para isso,
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toma-se a eq. (A.11) no contorno 92, multiplicando todos os termos pelo vetor normal n:

tn+1 tn+ 1 tn+1

1
/ g_?.ndt: _/ Vp.ndt+R— L(u) -ndt
tm tm ©Jtm ., em0Q  (A.19)

tn
—/ N(u) - ndt
tm

O termo dentro da integral do lado esquerdo desta equacao pode ser reescrito:

Ju 0 on
E-nza(u-n)—u-g
O segundo termo do lado direito desta equacgao é nulo, visto que o dominio é
indeformavel; portanto o vetor normal na fronteira é invariante no tempo. Ja o primeiro
termo, quando integrado em todo o contorno, representa o fluxo liquido de massa no
dominio. Como esta sendo considerado um escoamento incompressivel, sem fontes ou
sorvedouros no interior do dominio, a integral no contorno deste termo é nula, embora
localmente ele possa nao ser. Entretanto, como as equagoes do método numérico empre-
gado posteriormente sao integradas em todo o dominio, este termo sera cancelado numa
etapa seguinte, e por isso, ele serda desconsiderado nesta etapa. Isto posto, o termo do
lado esquerdo na eq. (A.19) ¢ anulado e substituindo nela as expressoes (A.13), (A.14) e
(A.15), chega-se a:

op ! Je—1 T
_ . n—q T n+1l—q
o =D ; BN + ; v L(u"179) em 99 (A.20)

Nota-se que nesta expressao aparecem variaveis no tempo n + 1, que sao incog-
nitas. Isto acontece devido ao tratamento implicito do termo difusivo L(u). A fim de
eliminar este problema e construir um esquema estéavel, o termo difusivo é reescrito da
seguinte forma:

L(u) =Vu=V(V-u) -V x (V xu)

O primeiro termo, V(V - u), sera tratado de forma implicita enquanto o se-

gundo termo, —V X (V x u), seré tratado de forma explicita. Pode-se reescrever entao a
eq. (A.20):

8ﬁn+1 Je—1 1 Ji—1
_ n— n+l1—
o n- Z BNu"™) + Re Z % V(V-u 9
R =0 ,  em 09 (A.21)

+é D" By(=V x (V x u"™))

q=0
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Note que nesta equagio, o termo oV (V - u"™!) pode ser igualado a zero, pois o
requisito de incompressibilidade no passo n 4 1 faz com que V - u"*! = 0. Desse modo,
elimina-se as velocidades no passo n + 1 da expressao e a Unica incoégnita passa a ser
Op™*1 /On. Em suma, a eq. (A.21) representa a condigao de contorno de alta ordem para

pressao e é a condicao usada nas simulagoes desta tese.

A.4.2 Decomposicao modal na direcdo do eixo

Nesta segao sera descrito como aplicar os conceitos apresentados (ver p. 143), relativos
a expansoes em dominios homogéneos, as equacoes de Navier-Stokes para escoamentos
incompressiveis. Para isso considere o caso do movimento de um fluido viscoso ao redor
de um cilindro infinitamente longo posicionado perpendicularmente a uma corrente uni-
forme. Assume-se que o fluido tenha massa especifica constante p e viscosidade dinamica
constante u. Este escoamento incompressivel depende de trés parametros dimensionais:
o diametro do cilindro D, a velocidade da corrente livre U,,, e a viscosidade cinematica
do fluido v = p/p. A tunica combinagao adimensional destes parametros é o ntmero
de Reynolds, Re = U, D/v, e ele serve como um parametro de controle do sistema. O
problema pode ser descrito de forma adimensional, com U, e D servindo de escalas de
referéncia para velocidade e comprimento. O estado do fluido em qualquer instante de
tempo ¢ neste escoamento é determinado pelo campo de velocidades u(z, y, z,t) e o campo
de pressao p(z,y,2,t). Estes campos sdo descritos num sistema de coordenadas onde x
esta alinhado com a direcao e sentido da corrente livre, y é normal & corrente livre e ao

eixo do cilindro e z estéd alinhado com o eixo do cilindro.

A evolugao do escoamento é descrita pelas equagoes de Navier-Stokes para fluido

incompressivel, escritas a seguir na forma adimensional:

ou 1
- = —N(u) —Vp+§

2
5 V-u
V-u=0

, em ()

onde N(u) representa o termo convectivo nao linear dado por:

N(u) = (u- V)u = %[u Va4 V(a-u)

O dominio computacional €2 representa a regiao do espaco tridimensional ao redor

do cilindro na qual as equacoes de Navier-Stokes serao resolvidas.

O primeiro passo da discretizacao é reduzir o problema do infinito para um pro-
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blema num dominio de dimensao finita L na direcao da envergadura. Em outras palavras,

serao considerados escoamentos u(x,t) que satisfacam o requisito de periodicidade:

u(z,y, z,t) =u(z,y,z+ L, t)

O campo tridimensional periddico u pode ser projetado exatamente num conjunto

de modos de Fourier bidimensionais @, usando a transformada de Fourier:

L

1 .

- —i(27/L)qz

W(z,y.t) =7 [ ulz,y 2t (Gr/haz gz
0

Da mesma maneira, os modos na dire¢ao do eixo i, dao a expansao do campo

de velocidades numa série de Fourier e podem ser encontrados através da transformada

inversa de Fourier, desta vez, ja apresentada na sua versao discreta:

u(z,y,z,t) = Zuqu, i(2m/L)az

Substituindo a expansao de Fourier do campo de velocidades nas equagoes de
Navier-Stokes, é obtido um sistema acoplado de equacoes para os modos de Fourier. Com
o intuito de simplificar a escrita, sera utilizada e complementada a notacao introduzida na
segdo A.3.1, p. 143. Define-se o nimero de onda escalado 5, = (27/L)q e os operadores

dependentes de g¢:
@ = (axaayaiﬂQ>7 (ai’a;’_ﬁ )

A equacao de evolugao para os modos de Fourier passa entao a ser escrita da

seguinte forma:
o,

ot

O termo nao linear de convecgao proporciona o acoplamento entre todos os modos.

Pode-se grafar este termo assim:

L
N, (u) = /0 N(u)e-iCr/Da= 4

A representagao final do campo de velocidades serd tomada como uma expansao
truncada:

M
u(f[}, Y, z, t) = Z ﬁ.q("ﬁ, Y, t)ei@ﬂ/L)qz
q=—M
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Computacionalmente é mais conveniente calcular a evolu¢cao de modos bidimen-
sionais de Fourier 6 (x,y,t) do que o campo tridimensional completo u(x,t). Como u é
real, os modos de Fourier satisfazem a condigao de simetria i, = —0;. Por isso, apenas
metade do espectro (¢ > 0) é necesséario. No entanto cabe a ressalva de que os campos
U,(z,y,t) e py(x,y,t) sdo complexos, pois a expansdo utilizada ¢ uma série de Fourier, e

por isso requerem o dobro de espago para armazenamento.

A representacao do campo de velocidades através de modos de Fourier tem outras
vantagens intrinsecas. Ela proporciona uma maneira direta de ligar modos particulares
de sistemas com padroes tridimensionais especificos. A teoria de estabilidade linear pode
predizer quais modos interagirao de forma mais forte com o escoamento bidimensional
para produzir estes padroes. A amplitude média no tempo dos modos de Fourier é uma
indicacao direta da quao boa é a resolucao dos céalculos efetuados. E finalmente, a am-
plitude dependente do tempo dos modos de Fourier oferece uma maneira conveniente de

explicar a transferéncia de energia entre as diferentes escalas na esteira tridimensional.

O conjunto de equagoes modais sao integradas avancando-se no tempo utilizando-
se o método de “splitting” apresentado na secao A.4.1. A repeticao dos calculos para
cada um dos modos de Fourier sugere uma estratégia natural de distribuicao do trabalho
computacional num conjunto de processadores paralelos: cada modo é atribuido a um
computador diferente. A integracdo no tempo é feita para cada modo em paralelo com
troca de dados no comego do passo de tempo visando avaliar o termo nao-linear. Este
termo é computado pseudo-espectralmente numa malha de pontos no espaco fisico através
do uso de uma transformada rapida de Fourier (FFT). O calculo do termo nao linear
compreende grosso modo a um quarto do trabalho computacional. O trabalho restante
constitui a solucao de sistemas lineares nos passos referentes a pressao e ao termo de
difusao. Esses tltimos passos nao requerem interagao entre os modos e podem ser feitos

em paralelo, com o trabalho balanceado no conjunto de processadores paralelos.
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APENDICE B - TEORIA DE FLOQUET

A Teoria de Floquet (I00SS; JOSEPH, 1990) é uma teoria linear de estabilidade para
solugoes que dependem periodicamente no tempo. Seu objeto de estudo é uma equacao
linear com coeficientes periddicos que sao geradas no estudo de solugoes T-periddicas
forcadas levando a uma equacao linear nao-autéonoma com coeficientes T-peridédicos ou no

estudo de estabilidade de solugoes periddicas que bifurcam da estacionaria (autonoma).

Esta secao apresenta a teoria de Floquet voltada para a transi¢ao do escoamento,
ou seja, aplicada as equagbes que governam o escoamento incompressivel. Para uma
abordagem com énfase em sistemas dindmicos e um maior rigor matemaético, o leitor

pode consultar looss e Joseph (1990).

Embora a teoria de Floquet seja uma boa estimativa da estabilidade global, seus
resultados, em geral, apenas descrevem o comportamento assintotico do sistema linear. Os
modos globais de Floquet descrevem o comportamento quando t — co. Quanto a dinadmica
em curto tempo, os resultados de Floquet sao péssimos descritores, especialmente em
sistemas nao ortogonais (SCHMID, 2007) tipicos de sistemas fluidos. Para a descrigao do
comportamento em curto prazo, métodos como raio numérico e crescimento transiente
sao os mais apropriados para a anélise. Diversas referéncias tratam deste assunto dentre
elas Schmid e Henningson (2001), Schmid (2007), Barkley, Blackburn e Sherwin (2007) e
Abdessemed et al. (2008).

B.1 Teoria de Floquet aplicada a Navier-Stokes

Esta secao apresenta a aplicacao da teoria acima as equagoes de escoamento bidimensional

fluido incompressivel a fim de se inferir instabilidades que o tornam tridimensional.

Este texto baseia-se principalmente nos artigos Barkley e Henderson (1996) e
Carmo et al. (2008). Barkley e Henderson obtiveram a partir de um campo base bidi-

mensional os modos tridimensionais classificados como A e B por Williamson (1988b) e
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Carmo et al. estudaram a transicao da esteira sob interferéncia de outro cilindro.

B.1.1 Equacao do sistema - campo base

A anélise de estabilidade de Floquet é realizada sobre um campo de velocidades T-
periodico. No caso de Barkley e Henderson (1996), um campo bidimensional foi usado
como base da analise. O procedimento usado sera descrito a seguir: nesta se¢ao mostra-se
como obter um campo base e como usé-lo de entrada para a analise de estabilidade; na

secao B.1.2 seguinte aplicar-se-4 a teoria de Floquet descrita na secao B.

O campo base é obtido através de simulagao bidimensional direta por método
de elementos espectrais (KARNIADAKIS; SHERWIN, 2005): emprega-se uma malha com
elementos interpolados por polinomios de alta ordem(grau por volta de 9 em geral). A

equacao que governa o escoamento do fluido incompressivel é

1 1
88—? = —N(u) — ;Vp + §V2u em €2, (B.1a)
V-u=0 em 2, (B.1b)

onde u = (u,v,w) é o campo de velocidade, p pressao, p a massa especifica, Re o ntimero
de Reynolds, €2 o dominio computacional e N(u) = (u-V)u é o termo advectivo. Tomam-

se como referéncias D diametro do cilindro e U, velocidade da corrente livre.

As condigoes de contorno empregadas sao: entrada com velocidade imposta, saida

com gradiente zero e condi¢ao de aderéncia na parede. Estas estao listadas na Tab. B.1.

Tabela B.1: Condigoes de contorno empregadas nas simulagoes diretas.

Condicao de contorno Implementacao

Entrada u=u(x,y,z)
Saida p=20,0u/on=0
Parede U = Upgrede

As solugoes periddicas sdo armazenadas para andlise através de 32 (ou 64) imagens
em intervalos de tempos iguais ao longo de um periodo. Com estas imagens pode-se obter
o escoamento periddico através de uma interpolagao de Fourier no tempo com acuracia

semelhante a das simulacoes diretas.
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Tabela B.2: Condigoes de contorno da pertubacao, usadas na analise de Floquet.

Condicao de contorno Implementacao

Entrada u=0
Saida p=0,0u/0n=0
Parede u=0

B.1.2 Analise de Floquet aplicada

Para inferir a estabilidade da solu¢do bidimensional obtida U(z,y,t), observa-se a evo-
lugdo de uma perturbagao tridimensional u’(x,y, z,t) adicionada a este campo base. O
campo base com a perturbagdo é governado pela eq. (B.1). Fazendo esta substituigao e

linearizando a equacgao’:

881; = —-DN(u') — %Vp' + éVQu' em €, (B.2a)
V-u=0 emQ, (B.2b)

onde
DN(u)=(u'-V)U+ (U- V) (B.2¢)

é o termo advectivo linearizado.

As condicoes de contorno para a pertubacgao estao apresentadas na Tab. B.2.
Nota-se que estas condigoes de contorno permitem que U + u’ satisfaca as mesmas con-

di¢oes que o campo base, Tab. B.1.

Define-se o operador L tal que? L(u’) seja a parte direita da eq. (B.2a) sujeita a
restrigao de incompressibilidade eq. (B.2b), permitindo a escrita compacta da equagao da

evolucao da perturbagao como

o = L) (B.3)

O operador L(u’) é T-periodico pois DN(u’) o é, devido ao campo base U. Por-
tanto a eq. (B.3) é do tipo Floquet. Solugbes desta equagao podem ser decompostas em
uma soma de solugoes da forma u(zx,y, z,t) exp(ot),onde u(zx,y, z,t) também sdo fung¢des
T-periodica. Estas sao os modos de Floquet referente ao operador L. Os ntimeros com-

plexos o sao os expoentes de Floquet embora os multiplicadores de Floquet p = exp(oT)

!Permite-se a linearizacdo pois a perturbacdo é de ordem menor que o campo base na escala curta de
tempo, portanto o termo u’ - Vu’ é de ordem inferior aos termos da eq. (B.2). Supée U ~ O(1) e € < 1,
entdo w ~ O(e) e u’ - Vu' ~ O(€?)
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sao geralmente mais usados.

Lembrando que a estabilidade do campo base U pode ser determinada pelo es-
pectro dos multiplicadores ou autovalores do operador L. Os multiplicadores de Floquet
dentro do circulo de raio unitario no plano complexo (| p |< 1) correspondem a solugdes
exponencialmente decrescentes (Re(o) < 0), enquanto aqueles fora do circulo (| p |[> 1)
correspondem a solugoes exponencialmente crescentes (Re(o) > 0). Uma instabilidade é

entao assinalada quando o multiplicador cruza tal circulo. 3

Como se trata de um dominio homogéneo na direcao ao longo da envergadura do
cilindro, z, é possivel simplificar a as perturbagoes expressando-as através de uma integral

de Fourier:
W(nyant) = [ alo 8¢, (B.4)

oo

idem para p’. Como as eq. (B.2) sdo lineares, modos com diferentes 5 (namero de onda)
nao se acoplam. De fato, perturbagoes da forma:

u'(z,y, z,t) = (tcos Bz, 0 cos Bz, wsin 5z) (B.5)

p/(m7y727t) = pCOS/BZ
permanecem desta forma nas eq. (B.2). Modos de Floquet u(x, y, z, t) sdo necessariamente
desta forma. Ja que (4, 0,) e p dependem somente de z, y e t, o problema de estabilidade
completo tridimensional para um dado Reynolds se resume a uma familia de problemas de
estabilidade bidimensional de um parametro: calculam-se os multiplicadores de Floquet

1 e seus modos correspondentes 1 em funcao do parametro 8 para cada Reynolds Re.

Para se obter os modos de Floquet do sistema B.3 e seus multiplicadores corres-
pondentes, constroi-se um operador representando a evolucao, através de um periodo 7T,
a partir da eq. (B.3)

w, . =AU, (B.6)

onde u), = u'(x,y, z,to+nT) é a pertubagao apos n periodos. O operador A é equivalente
ao mapa de Poincaré linearizado associado ao campo base periédico. Os autovalores u
de A sao exatamente os multiplicadores de Floquet do operador L e as autofuncoes
u(z,y, z,tp) sdo os modos de Floquet em um instante de tempo ¢y que depende da fase do

campo base U implicito na definicao de A. Os modos de Floquet sao achados integrando
a eq. (B.3).

A agao de A na perturbagao é obtida integrando as eq. (B.2) linearizadas usando

3Como o campo considerado na anéalise é sujeito a condicdes de contorno tipo entrada e saida, estas
instabilidades sdo globais (HUERRE; MONKEWITZ, 1990).
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essencialmente o mesmo método que a integragao das eq. (B.1) da simulagao numérica
direta (DNS). Duas mudancas sao efetuadas. Uma, o operador nao-linear N(u’) é substi-
tuido pelo linearizado DN(u’). O campo base U do operador linearizado é obtido pela in-
terpolacao de Fourier no tempo dos 32 (ou 64) campos base de velocidade previamente ar-
mazenados. Outra, substitui-se o operador nabla (V) da eq. (B.2) por (0/dz,0/dy, —13),

e calculam-se as velocidades (@, 0, w) e pressao p em dominios bidimensionais.

O método de Arnoldi foi usado para computar os multiplicadores de Floquet de
maior magnitude. O método é descrito brevemente a seguir. Mais detalhes podem ser

encontrados em Saad (1992).

O método é um de projegao ortogonal da matriz A em um subespago de Kry-
lov de dimensao k definido por K = span {'u,,A'u,, A’u, ..., Akilu}. Dada uma base
ortonormal Qi = [vg | v1 | ... | vy — 1] do subespaco de Krylov K, pode-se decompor a

matriz A da seguinte maneira:
AQ, = Q Hy + hyp1viey (B.7)

onde H, ¢ a matriz de Hessenberg cujo valor na linha 7 e coluna j é denotado por h; ;, e
v, € 0 vetor unitario ortogonal a base Q. e e, — 1 é o vetor unitario apontando na direcao

da componente k£ — 1 da base.

Multiplicando, na esquerda, ambos lados da eq. (B.7) por QkH e lembrando que

Q, ¢ ortonormal (notar que v, é ortogonal a Q) e que QkHQk = I), obtém-se:

QkHAQk = Hy. (B-8)

Os autovalores )\Ek) da matriz de Hessenberg H sao aproximacoes dos autovalores
da matriz A, e o autovetor aproximado da matriz A associado a )\Ek), também chamado

de autovetor de Ritz, pode ser calculado por

k
wg ) = Q.y", (B.9)
onde y* é o autovetor da matriz de Hessenberg H, associado ao autovalor Agk).

Alguns desse autovalores de Ritz sao boas aproximacoes para os autovalores da
matriz A e a qualidade desta aproximacao melhora conforme ao aumentar a dimensao do
espaco de Krylov k. Um modo eficiente de estimar a norma do residuo ¢; das aproximagoes

¢ usando a expressao

(k—1)

e 1y, (B.10)

€ = hk,kfl
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O algoritmo de calculo dos multiplicadores de Floquet de maior magnitude é
explicado aqui. Primeiro, tem-se um vetor de perturbacao inicial uj, e usando a expres-

sao B.6, um subespago de Krylov T, é gerado

ro /
Tk-l-l = {u())ula Uy, ... 7uk} .

Depois, uma fatoracao QR da matriz Ty, foi efetuada usando o procedimento
de Gram-Schmidt modificado. Com a base ortonormal Q, ., e a matriz triangular su-
perior Ry11 (Tri1 = Q1 Riy1), pode-se deduzir uma expressao simples para calcu-
lar a matriz de Hessenberg Hj correspondente ao subespaco de Krylov de dimensao k
K = span{uj,uj,uj,...,u;}. Primeiro, multiplica-se, pela direita, ambos lados da
eq. (B.8) por Ry

Qi AQ.R;, = H\R,

HAT, = H.R,. (B.11)

Ja que T é gerado pela seqiiéncia de Krylov {uf), Au), Aul,. .. ,Akilu{)}, po-

demos decompor da seguinte maneira

AT, = QR (B.12)

sendo R,(fﬂ) uma matriz (k + 1) X k composta pelas k altimas colunas de Ry, . Substi-
tuindo a eq. (B.12) na B.11 obtém-se:

(k+1)

Q. Q. R, = HR,. (B.13)

Ja que os vetores que formam a matriz Q sao ortogonais entre si, pode-se rees-

crever o lado esquerdo da eq. (B.13) como

QIQ . R\ =10 =R,

sendo R;Hl) uma matriz k X k formada pelas tltimas £ colunas e primeiras k£ linhas de
Rk+1.

(k+1 . .
Considerando o fato de R ) e R;. serem submatrizes de Ry, a expressao

R(kJrl = H; Ry pode ser escrita na forma indicial

J
Tij+1 = E hz’,lrl,ja
=0

onde 17 e h;; sao componentes das matrizes Ry, e H}, respectivamente. Rearranjando



165

para calcular as componentes da matriz Hj temos:

i—1
1 J
hij=—|"Tijr1 — Z hiari; | - (B.14)
T4 =0
Em suma, apoés a fatoracao QR da matriz Ty, 1, a matriz de Hessenberg H, é

calculada pela eq. (B.14). Os autovalores e seus respectivos autovetores sao calculados

usando a biblioteca computacional LAPACK, e o residuo é estimado pela eq. (B.10).

Na implementacao usada, a dimensao do subespaco de Krylov é limitada. A cada
iteragao, o subespago de Krylov é atualizado e aumenta em 1 dimensao até a dimensao
limite especificada. A partir de entao, um novo vetor da seqiiéncia de Krylov é gerado
e o mais antigo é descartado, mantendo a dimensao do subespaco constante. Notar que
isso é equivalente a iniciar o método com o segundo vetor gerado. Quando o método
converge, os autovetores que representam o modo com o autovalor de maior magnitude

sao calculados segundo a eq. (B.9).
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APENDICE C - ESTEIRA DE VON
KARMAN PELO
METODO DE FLOQUET

Nesta tese, avalia-se a transicao secundaria da esteira de um cilindro oscilando usando o
método de Floquet para a anélise de estabilidade. O método de Floquet foi necessario
devido a periodicidade caracteristica das esteira de um cilindro. Apesar deste ser o recurso
apropriado para campos periédicos, o método de Floquet pode ser usado também em

campos estacionarios.

Com intuito de demonstrar a capacidade do método de Floquet aplicado a um
campo estacionario, mostra-se a analise de estabilidade do escoamento ao redor de um
cilindro com foco na transigao primaria da esteira. O objetivo é estimar o Reynolds
critico em que ocorre a bifurcacao de Hopf quando, entao, surge a esteira de von Kéarmén

e estimar a freqiiéncia de Strouhal no limiar da transicao.

O método de Floquet ja foi apresentado neste texto na se¢ao 2.3 e no apéndice B.
Ha algumas diferencgas préaticas para se avaliar a estabilidade de um campo estacionario

usando o cédigo de Floquet implementado.

Uma diferenca prética usada nesta secao é a representacao do campo base na
analise de estabilidade. Como o campo base é estacionario, apenas um snapshot é ne-
cessario para representar o campo base ao longo do tempo em contrapartida dos demais
casos com esteira periddica, quando 32 (ou mais) snapshots ao longo de um periodo sao

usados para representar a esteira periddica.

Outra diferencga é a escolha do periodo (do campo base) de referéncia para o co-
digo a fim de simular a evolugao da perturbagao neste periodo. Como o campo base é
estacionario, esta escolha é arbitraria a apenas deve-se considerar o tempo computacional
gasto na simulacao da evolugao da perturbagao e um tempo minimo a fim de serem nota-

veis as variacoes da perturbacao no tempo. Isto posto, considerou-se o periodo unitario
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(1 unidade de tempo adimensional) como referéncia.

Sabe-se que o Reynolds critico desta primeira transi¢ao na esteira do cilindro é
por volta de 46, portanto os campos bases simulados através do método espectral tém
numero de Reynolds nesta faixa e estao listados a seguir: 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 46.2
e 46.5.

Os campos bases no regime de escoamento antes da transigao sao similares ao
apresentado na Fig. C.1, onde mostram-se algumas linhas de corrente e contornos de
velocidade na diregao x preenchidos com cores (azul negativa, branco nulo, vermelho
positiva). Eles sao caracterizados pelas bolhas de recirculagdo a jusante do cilindro.
O comprimento da bolha pode ser visto na Fig. C.1 quando a velocidade em x é nula
(contorno se torna branco) a jusante do cilindro ao longo da linha y = 0. Quando estas

bolhas se tornam instaveis, qualquer perturbacao resulta na formacao da esteira com

desprendimento de vortices alternados.

A compilacao dos resultados da anélise esta na Tab. C.1. A transicao ocorre
quando se observa o médulo do multiplicador de Floquet ser maior que 1 (ou taxa de

crescimento/decaimento nula), ou seja, ocorre entre 46.2 e 46.5 segundo esta anélise.

Tabela C.1: Resultados da analise de estabilidade de Floquet.

Ntmero Multiplicador de Floquet Taxa de Freqiiéncia
Reynolds | Modulo || | Argumento ¢ | crescimento w, | w; [rad/s]

40 9.71270e % | 7.36699¢ " —2.91508¢7% | 7.36699¢ %
41 9.76174¢ %1 | 7.38897¢~ 0! —2.41143e7%? | 7.38897¢%!
42 9.80984¢~ % | 7.41032¢7%! —1.91995¢7% | 7.41032¢~!
43 9.85682e %1 | 7.43021e™% —1.44218¢7% | 7.43021e7 !
44 9.90271e % | 7.44877¢~Y" —9.77702e% | 7.44877e%
45 9.94784e~ | 7.46625e~ " —5.22973e% | 7.46625e "%
46 9.98985e¢ "t | 7.49817¢~ Y —1.01540e% | 7.49817¢~%
46.2 9.99985e¢ 7% | 7.48535¢ 0! —1.48805¢™% | 7.48535¢%!
46.5 1.00126e790 | 7.48983e~ 91 1.26054e~% | 7.48983e~Y!

Para se estimar o niimero de Reynolds critico, assumindo que a taxa de cresci-
mento/decaimento da instabilidade varie linearmente com o niimero de Reynolds na regiao
bem proxima do limiar de estabilidade, ajustou-se por minimos quadrados uma reta aos 4
ultimos pontos da Tab. C.1. Isto é apresentado na Fig. C.2. O ntiimero de Reynolds critico
obtido é 46.21. Quanto & freqiiéncia do modo, observa-se na Tab. C.1 que o multiplicador

de Floquet tem argumento nao nulo. A parte complexa é uma estimativa da freqiiéncia
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do modo instavel. No numero de Reynolds critico, a freqiiéncia de Strouhal estimada é
0.119.

O modo referente mais instavel (ou menos estavel) observado na anélise ¢ apre-
senta na Fig. C.3. Observa-se que este é o modo tipico que representa a esteira de von

Karman.

Nesta anélise de estabilidade, o nimero de Reynolds critico é encontrado e a

freqiiéncia de Strouhal é bem estimada se compara com a relagdo empirica proposta em

Norberg (2003) (St = 0.117).

Compara-se o resultado deste trabalho com o de algumas publica¢oes na Tab. C.2,
que é uma reproducao de Lopez, Meneghini e Saltara (2008) acrescida dos valores da

relagdo empirica de Norberg (2003) e da anélise deste trabalho.

Tabela C.2: Numeros de Strouhal e de Reynolds criticos. Alterada de Lopez, Meneghini
e Saltara (2008).

Trabalho Numero de Strouhal Nuimero de Reynolds
Berger e Wille (1972) 0.12 50.0
Gresho, Lee e Upson (1984) 0.14 50.0
Provansal, Mathis e Boyer (1987) 0.12 47.0
Zebib (1987) 0.13 45.0
Jackson (1987) 0.13626 45.403
Williamson (1989) 0.1220 47.90
Morzynski e Thiele (1991) 0.13451 46.27
Noack e Eckelmann (1994) 0.149 54.0
Chen, Pritchard e Tavener (1995) 0.168 47.90
Cossu e Morino (1997) 0.112 45.63
Ding e Kawahara (1999) 0.12619 46.389
Mehmet e Owens (2004) 0.1167 46.76
Lopez, Meneghini e Saltara (2008) 0.1585 46.05
Norberg (2003) em Reynolds 47 0.117 ~ 47
Este trabalho 0.119 46.21

Pode-se dizer que o resultado aqui apresentado estd de acordo com as investi-
gagoes mais recentes (com capacidade de uma avaliagdo mais precisa). O ntumero de
Reynolds critico é estimado ultimamente entre 46 e 47. Esta investigacao apresentou um
Reynolds critico de 46.21. Quanto ao nimero de Strouhal, hd uma dispersao maior nos
resultados apresentados. Ainda assim, considerando que o numero de Strouhal observado
experimentalmente em nimero de Reynolds 47 é 0.117 (NORBERG, 2003), e que os resul-

tados mais recentes apresentam Strouhal por volta de 0.11 ou 0.12, a estimativa desta
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investigacao de St = 0.119 é bem proxima e consistente com as publicagoes.

Em resumo, o método de Floquet também pode ser aplicado a campos bases
estacionarios. No caso mostrado aqui, o escoamento ao redor de um cilindro fixo, pode-se
estimar tanto o nimero de Reynolds critico quanto a freqiiéncia de desprendimento de

vortices apds a instabilidade.

Figura C.1: Exemplo de campo base estacionario usado na analise de estabilidade de
Floquet. Contorno de velocidade na dire¢ao x (vermelho positiva, azul negativa, branco
nula). Este caso particular é para Re = 46.

-0.011

-0.021

-0.03+ i

-0.04+ i

- - | - | - | - | - -
0'0541 42 43 44 45 46 47
Numero de Reynolds

Figura C.2: Taxas de crescimento/decaimento da perturbacao resultantes da analise de
estabilidade de Floquet representadas por x. — representa a reta do ajuste, + é o ntimero
de Reynolds critico (também escrito na figura).
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Figura C.3: Contorno de velocidade na dire¢ao z (azul negativo ao vermelho
modo normalizado mais instavel, representante da esteira de von Karmaéan.
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